PRACE NAUKOWE AKADEMII EKONOMICZNE] WE WROCLAWIU
Nr 1076 2005

TAKSONOMIA 12
Klasyfikacja i analiza danych - teoria i zastosowania

Kamila Migdat-Najman, Krzysztof Najman
Uniwersytet Gdanski

ANALITYCZNE METODY USTALANIA LICZBY SKUPIEN

1. Wstep

Jednym z podstawowych probleméw, ktéry pojawia si¢ w analizie skupien, jest usta-
lenie liczby grup, na jaka nalezy rozdzieli¢ badane obickty. Zwykle, kierujac si¢ zdro-
wym rozsadkiem i znajomoscia badanego zagadnienia, prébuje si¢ pogrupowac obiekty,
tak aby obiekty nalezace do danej klasy miaty jak najwiecej wspSlnych cech, a jednocze-
snie jak najmniej wspdlnych cech z obiektami spoza tej klasy. W wielu przypadkach
empirycznych badane zbiory obiektéw wykazuja pewne naturalne tendencje do grupo-
wania si¢ we wzglednie homogeniczne grupy, co znacznie utatwia ich analize. Gdy gru-
py obiektéw sa wewnetrznie podobne i jednoczesnie migdzy grupami sa wyrazne rézni-
ce, wyodrebnienie tych grup (i ustalenie ich liczby) zwykle nie jest trudne. Jednak poja-
wia si¢ coraz wigcej przyktadéw badan empirycznych', w ktérych nalezy uwzglednic
znaczng liczb¢ cech dla ogromnej liczby przypadkéw, w ktérych podzialy na grupy
obiektéw wewnetrznie jednorodnych sa trudne i intuicyjnie nieobserwowalne. Problem
wyboru liczby grup jednak pozostaje. Wicle metod grupowania, jak np. metoda k-
-Srednich, wymaga a priori podania liczby klas.

Z podobnym problemem spotkali si¢ autorzy w badaniach nad zastosowaniami
sztucznych sieci neuronowych typu SOM (ang. self organizing map). Sieci te pozwalaja
na redukcje¢ wymiarowosci badanego zagadnienia do dwéch wymiaréw (por. [Najman,
Najman 2002a; 2002b; 2003]). W uproszczeniu mozna powiedzie¢, ze w wyniku proce-
dury samouczenia sieci SOM uzyskuje si¢ macierz ujednoliconych odlegtosci (ang. u-
matrix), kt6ra prezentuje si¢ graficznie na tzw. mapie SOM. Nastgpnie, kierujac si¢ roz-

' Autorzy z whasnych do$wiadczei znaja przyklady badan, w ktérych zleceniodawca zyczy sobie,
aby uwzglednié jednoczesnie kilkaset cech w analizie 5000 przypadkéw. W ustaleniu liczby klas, na
ktére nalezy taki zbi6r podzieli¢, nie wystarczy prosta analiza srednich i wariancji.
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kladem barw (obiekty podobne maja podobna, jasng barwe i od innych skupien sa od-
dzielone ciemnymi pasami) na mapie SOM, dokonuje si¢ grupowania, ,,rgcznie’” wyzna-
czajac linie podziatu. Podejscie takie wprowadza jednak element subiektywny, a w anali-
zach opartych na sztucznych sieciach neuronowych jest to bezcelowe ze wzgledu na to,
Ze aby znalez¢ sie¢ o optymalnej strukturze, naleZy przeanalizowa¢ duza liczb¢ map SOM.

W takiego typu badaniach niezbedne jest zastosowanie obiektywnego, ilosciowego
kryterium wyznaczania liczby skupien. Wskazniki takie istnieja i najczesciej sq nazywa-
ne wskaznikami jakosci grupowania (ang. cluster validity index, cluster separation in-
dex). Sa to miary wskazujace w sposéb ilosciowy na optymalny podzial obicktéw z
pewnego punktu widzenia. Niestety literatura dotyczaca tego tematu jest nieuporzadko-
wana i opisywane metody nie sq zwykle wystarczajaco przebadane. Wigkszos¢ autoréw
tych publikacji nie zna innych opracowan (brak odwotan do literatury i badan) i odkrywa
nicktére wskazniki od nowa. Prezentowane w artykule badania s3 fragmentem prac nad
uporzadkowaniem teorii zagadnienia i mozliwosciami zastosowania wskaznikéw w em-
pirycznych badaniach ekonomicznych?.

2. Wskazniki jakosci grupowania

W literaturze mozna znalez¢ kilkadziesiat wskazmikéw jakosci grupowania. W pre-
zentowanych badaniach pominiglo wskazniki mozliwe do zastosowania wylacznie w
hierarchicznych metodach grupowania, poniewaz dla duzych zbioréw danych (i cech)
ich uzytecznosé jest ograniczona (por. [Aldefender, Blashficld 1996; Milligan, Cooper
1985]). Pomini¢to takze mozliwe do zastosowania wskazniki dla cech o zadanych roz-
kladach wielowymiarowych (por. [Wolfe 1970]) lub mozliwe do zastosowania jedynie
przy spelnieniu wielu dodatkowych zalozen (por. [Sarle 1983]). W artykule nie bgda za-
prezentowane wskazniki mozliwe do zastosowania w metodzie FCM, oparte na rozmytej
funkcji przynaleznosci, gdyz stanowia one podstawg osobnego opracowania.

W prezentowanych badaniach uwzgledniono dwa wskazniki mozliwe do zastosowa-
nia przy grupowaniu obiektéw z zastosowaniem klasycznych metod typu -
-Srednich i FCM (ang. fuzzy c-means). Za pomoca tych metod czgsto analizuje si¢ duze
zbiory danych o tysiacach obiektéw opisywanych przez wiele cech. Naleza do nich: in-
deks Dunna (ang. Dunn’s separation index, DI) i indeks Davisa-Bouldina (ang. Davies-
Bouldin’s index (DB)).

Indeks Dunna bazuje na zatozeniu, ze odlegtosci migdzy obiektami w skupieniu po-
winny by¢ male w stosunku do odleglosci migdzy obiektami z réznych skupien. W
zwiazku z tym buduje si¢ dwie miary odleglosci: wewnetrzna (miedzy obiektami w sku-
pieniu, ang. intercluster distance) i zewnetrzna (migdzy skupieniami, ang. intracluster
distance). Maksymalizacja odleglosci migdzy skupieniami, przy réwnoczesnej minimali-

? Prezentowany w artykule wycinek szerszych badan przedstawia wskazniki potencjalnie, szczegGinie
uZyteczne w analizie map SOM. Poniewaz mapy te sa 2-wymiarowe, bgdzie uwzgledniony jedynie ten aspekt
ustalania liczby grup. Prezentowane wskazniki moga jednak byc uog6lnione na wigksza liczbg wymiar6w.
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zacji wewngtrznej odleglosci, prowadzi do_optymalnego podziatu obiektéw. Ogélnie
mozma te relacj¢ przedstawié nastgpujaco:

5(x,.x,)
DI(C)—{E,ISI: ll?]lg: max{A X )}

J# | 1<kse

, (1)

gdzie: 6(X,,X ;) - odlegtosé miedzy skupieniami X; i X;,

A(X,)- odleglo$ci wewnetrzne migdzy obiektami skupienia X,
c — to liczba skupien, na ktéra rozdzielamy obiekty.

Odlegtosci migdzy obiektami obliczono z zastosowaniem dobrze znanych metryk:
euklidesowej 1 miejskiej. W literaturze sa proponowane rézne sposoby definiowana od-
leglosci migdzy skupieniami. Do czgsciej stosowanych sposob6w naleza: najblizszego
sasiada (ang. single linkage), najdalszego sasiada (ang. complete linkage), srednich pota-
czen (ang. average linkage), srodka cigzkosci (ang. centroid linkage) i odlegtos¢ Haus-
dorfa (ang. Hausdorff metrics). W prezentowanym badaniu zastosowano nastgpujace
odleglosci: najdalszego sasiada — najwigksza odleglosé pomigdzy dwoma obiektami na-
lezacymi do dwéch réznych skupien® — i srednich potaczen —rednia odleglosé pomiedzy
wszystkimi obiektami nalezacymi do dwéch réznych skupieri®. Proponuje si¢ réwniez
rézme sposoby definiowania odleglosci w obrebie skupienia. Do czgéciej stosowanych
naleza odleglosci: najdalszego sasiada (ang. complete diameter), srednich polaczen (ang.
average diameter) 1 srodkéw ciezkosci (ang. centroid diameter). W prezentowanym ba-
daniu zastosowano odleglosé: average diameter, czyli srednia, odleglos¢ migdzy wszyst-
kimi obiektami nalezacymi do tego samego skupienia [Bolshakova, Azuaje 2003, s. 827-
-828]. Liczba skupien, ktéra maksymalizuje wartos¢ DL, uznawana bedzie za optymalna.

Index Daviesa-Bouldina bazuje na zalozeniu, ze optymalny podziat obiektéw na
grupy to taki, ktéry minimalizuje zr6znicowanie obiektéw w klasach i jednoczesnie
maksymalizuje odlegtosci miedzy centrami klas. Jezeli odlegtosci migdzy centrami
skupien sa duze w stosunku do zmiennosci obiektéw w skupieniach, takie grupo-
wanie jest uznawane za dobre. Ogélme zasade te mozna zapisaé nast¢pujaco:

c S S
{ at } @)
} j*l ‘:,_"

DB(c) ——Z max
gdzie:

1 q /e . . . ..
Sia =[|C_| Z {"x— z‘." |2}J to zréznicowanie w i-tym skupieniu,

{3,

3 W potaczeniu z odlegloscia euklidesowa indeks nazwiemy D11, a z odlegtoscia miejska — DI3.
* W potaczeniu z odlegtoscia euklidesowa indeks nazwiemy DI2, a z odlegtoscia miejska — DI4.

} = "z -z, " to odlegtos¢ miedzy skupieniami C; a C;.
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Przy q = 2 miarg zmiennosci jest odchylenie standardowe, a przy ¢t = 2 mamy
odlegtos¢ euklidesowa migdzy centrami skupien. Konfiguracja klas, ktéra minima-
lizuje indeks DB, uznawana jest za optymalng [Mali, Mitra 2003, s. 2371].

3. Eksperyment badawczy

Do oceny wilasnosci i praktycznej przydatnosci wskaimikéw zaprojektowano
odpowiedni eksperyment. Przygotowano 15 zbioréw danych® rézniacych sig:

—liczba grup, w badanych zbiorach danych wystgpowato od 4 do 6 grup,

—stopniem separowalnosci grup,

e grupy separowalne jedynie w osi X,
e grupy separowalne jedynie w osi Y,
® grupy separowalne w obu osiach,

e grypy riieseparowalne w obu osiach,

~odlegtosciami mig¢dzy centrami grup i obiektami w grupach,

e odleglosci wewnatrzgrupowe mate w stosunku do odleglosci miedzy cen-
trami grup, ‘

e odlegtosci wewnatrzgrupowe réwne odleglosciom migdzy centrami grup,

e odlegtosci wewnatrzgrupowe wigksze od odlegtosci migdzy centrami grup.

Wszystkie zbiory (poza 15) sg obiektywnie separowalne i nie maja charakteru
rozmytego. Wszystkie maja grupy 200-elementowe o budowie owalnej lub elipso-
idalnej, o gestosci obiektéw rosnacej w miarg zblizania si¢ do centrum grupy. Sa to
uproszczenia, ktére wraz z rozwojem badan beda kolejno znoszone. Przyktadowe
zbiory o numerach 1, 8, 14, 15 przedstawiono na rys. 1. Procedura testowa prze-
biegata nastgpujaco:

1) wszystkie zbiory danych grupowano metoda k-srednich i FCM,

2) zbi6ér danych grupowano na 2 do 12 grup,

3) dla kazdego podziatu wyznaczano 6 wskazmikéw jakosci grupowania,

4) uzyskane wyniki zapisywano w postaci tablic i prezentowano graficznie.

Ze wzgledu na zastosowania empiryczne istotne sa jedynie wartosci ekstremal-
ne badanych wskaznikéw. Z naukowego punktu widzenia, wazne jest jednak takze
ich zachowanie w przypadku biednych podzialéw. Zachowanie to bylo analizowa-
ne na podstawie wynikéw liczbowych i odpowiednich wykreséw. Przyktad® takiej
prezentacji przedstawiono na rys. 2 i 3.

% Komplet danych zrédtowych i rysunki omawianych zbioréw znajduja sie na stronie internetowej
autor6w, http://panda.bg.univ.gda.pl/~Najman.

6 Komplet wynikéw tabelarycznych zajmuje 36 stron A4 i nie umieszczono go w tej pracy. Kom-
plet tablic wynikowych znajduje si¢ na stronie intemetowej autoréw.
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DATASET NUMBER DATASET NUMBER
' .

Rys. 1. Przykladowe zbiory danych
Zrédlo: opracowanie wiasne.

. 7 \ —8— Davies-Bouldin index (MIN)
0.6 T~y i ~—%— Duun's Index 1 (MAX)
==&~ Duun's Index 2 (MAX)
05 i =+={-~ Duun's Index 3 (MAX)

: 2 O “ % Duun's Index 4 (MAX)

Rys. 2. Wartosci wskaznikéw jakosci grupowania dla 13 zestawu danych
Zr6dto: opracowanie wiasne.
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W prezentowanym przykiadzie zbiér powinien by¢ podzielony na 4 grupy. Na
taka liczbg grup wskazuja wskaznik DB, DI3 i DI4. Indeksy DI1 i DI2 wskazuja na
optymalny podziat zbioru na 3 grupy. Sposéb podziatu jest pokazany na rys. 3. Me-
toda k-$rednich bez trudu rozdzielono zbidr, o ile wskazniki prawidtowo ocenity

liczbe grup.

Podziat ze wzgiedu na DIt Podzist za wegiedu na Di2 Podzlat za wagiedu na DI3
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Rys. 3. Podziat 13. zbioru danych wykonany metoda k-$rednich oparty
na ekstremalnych wartosciach wskaznikéw jakosci grupowania
Zrédio: opracowanie wlasne.

4. Wyniki badan

Syntetyczne wyniki badan sa zaprezentowane w tab. 1 i 2. Zaden ze wskazmi-
kéw nie rozpoznat prawidlowo wlasciwego podzialu dla wszystkich zbioréw. Pew-
ne usprawiedliwienie tego mozna znalez¢ jedynie dla zbioru 15. Zbi6r ten byt nie-
separowalny w przestrzeni 2-wymiarowej. Co wigcej, najwigksze odlegtosci mig-
dzy obiektami w grupach byly ponad dwa razy wigksze niz odleglosci mi¢dzy cen-
trami grup, a nawet cztery razy wigksze niz najblizsi sasiedzi z sasiednich grup.
Takich zbior6w nie mozna prawidlowo rozdzieli¢ metodami k-$rednich lub FCM.
Miary jakosci grupowania sa w oczywisty sposéb tylko tak dobre jak metoda uzyta
do grupowania.

Do$¢ zaskakujace okazuje si¢ to, ze przy grupowaniu metoda k-Srednich
wszystkie metody zawiodly takze dla zbioru 3, ktéry wydaje si¢ bardzo prosty.
Grupowanie metoda FCM w wigkszosci przypadkéw dawato lepsze rezultaty.

Najwyzszy odsetek prawidtowych klasyfikacji uzyskano dla indeksu DB, nieza-
leznie od metody grupowania. Charakterystyczne jest, ze indeks DB przebiega w
kazdym przypadku bardzo gladko, z wyraznym minimum globalnym. Jego inter-
pretacja jest bardzo jednoznaczna. Odstgpstwa od tej reguly pojawialy si¢ w sposéb
szczegblny. Jezeli zbior liczyt 4 grupy, a wymuszaliSmy podzial na 8 grup, gdy
kazda z 4 podstawowych grup dzielila si¢ na p6l, to na wykresie indeksu DB poja-
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wialo si¢ wyrazne minimum lokalne. Jest to silny sygnat potwierdzajacy wiasciwy
podzial.

Tabela 1. Syntetyczne wyniki dla grupowania metoda k-srednich
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Zrédio: opracowanie wiasne’.

Tabela 2. Syntetyczne wyniki dla grupowania metoda FCM

. , ) ; Davies- 4
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8571%  8571%  5714%  7143% | 92.86%

Zrédto: opracowanie wiasne®.

Dla indekséw DI1 i DI2 jest typowy gwaltowny spadek wartosci do O dla liczby grup
wigkszej o 2-3 od wartosci optymalnej. Indeksy te albo wskazywaly prawidlowa liczbe
grup albo ja znacznie zanizaty. Indeksy DI3 i DI4 zachowuja si¢ zwykle mniej stabilnie,
majac wigcej lokalnych ekstreméw. Ta ich ,,niespokojna natura” powoduje w niektérych
sytuacjach, ze maksima, ktére powinny by¢ lokalne, przewyzszaja globalne, prowadzac
w konsekwencji do blednych wnioskéw. Ta rézmica zwykle jest minimalna (rzgdu

7 Ze wzgledu na to, ze ze zbiorem 15. nie poradzity sobie same metody grupowania, tego zbioru
nie uwzgledniono przy ocenie odsetka prawidlowych klasyfikacji.
8 Jak wyzej.
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0,001), ale moze by¢ decydujaca. Zaden z indekséw w zadnym przypadku nie zawyzyt
liczby grup. Zanizenie zwykle nie przekraczato jednej grupy.

Jakos¢ wynikéw silnie zalezata od zastosowanych metod grupowania. Prawidtowo-
$cig jest, ze im grupy bardziej owalne, a odleglosci migdzy centrami grup sa wigksze w
stosunku do najblizszych sasiadéw z sasiednich grup, tym wskazniki wyrazniej i bardziej
stanowczo wskazywaly na prawidlowsa liczb¢ grup. Trudno powiedziec, czy jest to wia-
snos¢ wskaznikéw czy metod grupowania. Z pewnoscia metoda k-$rednich ,Jubi” takie
dane, dlatego prawidlowe wskazania wskaznikéw moga by¢ efektem metody grupowa-
nia. Zbiory, w ktérych grupy mialy rozktad zdecydowanie eliptyczny, sprawiaty wigksze
problemy samym metodom grupowania, w zwiazku z tym uzyskano stabsze wyniki sa-
mych wskaznikéw’.

Do wad prezentowanych miar nalezy takze zaliczy¢ to, Ze s to miary ex-post. Nalezy
najpierw dokona¢ podzialéw, a dopiero wtedy ocenié, ktéry z nich jest optymalny. Dla
duzych zbioréw danych jest to podejscie klopotliwe. Kolejnym problemem jest ogromna
pracochionnos¢ przy wyznaczaniu wartosci wskaznikéw. Czgsto musza by¢ policzone
odleglosci migdzy wszystkimi obiektami ze wszystkich grup, a takze migdzy nimi a cen-
trami grup, migdzy kazdym obiektem a wszystkimi pozostatymi obiecktami w grupie we
wszystkich grupach. Policzenie 5 wskaznikéw dla 1000 obiektéw przy 12 grupach na
komputerze (2Gh) moze zajac kilka minut. Czas obliczen rosnie proporcjonalnie do licz-
by obiektéw i niemal w kwadracie do liczby grup.

5. Podsumowanie

W literaturze proponuje si¢ kilkadziesigt wskaznikéw jakosci grupowania,
wskazujacych w sposob ilosciowy na optymalny podziat obiektéw z pewnego punk-
tu widzenia. W prezentowanym badaniu opisano dwa wskazniki: indeks Dunna i
indeks Davisa-Bouldina, mozliwe do zastosowania przy grupowaniu obiektéw z
zastosowaniem klasycznych metod typu k-srednich i FCM (ang. fuzzy c-means).
Podsumowujac przeprowadzone badanie, mozna stwierdzié¢, ze indeks Davisa-
-Bouldina jest silnym narz¢dziem wspomagajacym podejmowanie decyzji o liczbie
grup, na ktéra nalezy pogrupowac zbidr danych. Przy zastosowaniu wlasciwej me-
tody pogrupowania obiektéw wskazania uzyskane dzieki temu indeksowi sg prawie
zawsze prawidlowe. Indeks Dunna, ze wzgledu na znaczna liczb¢ kombinacji odle-
glosci wewnetrznych i zewnetrznych migdzy obiektami oraz ze wzgledu na jego
wrazliwosé na dob6r metod pomiaru tych odlegtosci, musi by¢ jeszcze szczegéto-
wo przebadany.

¥ Potwierdzeniem jest zastosowanie do grupowania sieci neuronowej typu SOM, ktéra bez pro-
blemu w kazdym przypadku podzielita badane zbiory we wlasciwy sposéb, spowodowato poprawie-
nie wynikéw wszystkich wskaznikéw. Ich przebiegi byly znacznie gtadsze, ekstrema byty za$ wyraz-
niejsze. Badania te nie zostaty jeszcze zakoficzone.
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ANALYTICAL PROCEDURES FOR DETERMINING
THE NUMBER OF CLUSTERS

Summary

Several clustering techniques have been proposed for the analysis of data sets.
Cluster validity indices represent useful tools to support such a task. They are par-
ticularly relevant in applications in which there is not a priori indication of the ac-
tual number of clusters. In this paper two validation indices were applied to fifteen
data sets, using different intracluster and intercluster distances. The resultant opti-
mal clusters have been found to be stable for the different validity indices used, viz.
Davies-Bouldin Index and Dunn’s Index. It was shown that these methods might
support the prediction of the optimal cluster partitioning for those data sets but the
determination of the optimal number of clusters is an open problem.
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