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1. Wstep

W ostatnich dwudziestu latach wprowadzono wiele nowych rozwiazan w zakre-
sie modelowania szeregéw czasowych. Kolejne modele maja na celu najpetniejsze
uchwycenie obserwowanych w praktyce typowych wiasnosci finansowych szere-
géw czasowych (najcz¢sciej szeregdéw stép zwrotu), do ktérych naleza (por. np.
[Piontek 2002; 2003b; Tsay 2002]): leptokurtoza i grube ogony rozktadéw, autoko-
relacja, gromadzenie zmiennosci, efekt dzwigni, dluga pami¢¢ w szeregach zmien-
nosci. W niektérych szeregach stép zwrotu obserwuje si¢ ponadto sko$nos¢ roz-
kladéw stép zwrotu (por. np. [Jajuga 2000; Jondeau, Rockinger 2000; Lambert,
Laurent 2001; Piontek 2003a; Premaratne, Bera 2001]). Wiasnos¢ ta jest chyba naj-
rzadziej (oprécz dlugiej pamigci) uwzgledniana w modelach szeregéw stép zwrotu.

Niniejsza praca jest rozszerzeniem dotychczasowych prac autora (por. [Piontek
2002; 2003a; 2003b]). Jej celem jest wykazanie, ze wprowadzenie do modelu moz-
liwosci opisu skosnosci rozktadéw moze w sposéb istotny wptywaé na jakos¢ opi-
su szereg6w stép zwrotu z rynku polskiego.

2. Standardowy model AR-GJR-GARCH

Wymienione typowe wlasnosci szeregéw stép zwrotu' () ujmuje si¢ poprzez
wprowadzenie do modelu warunkowej wartosci oczekiwanej (1), warunkowej wa-

! Zagadnienie oczywiscie mozna rozpatrywag réwniez w kontekscie modelowania poziomu cen (X,).
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riancji procesu (k,) oraz wybranej postaci rozktadu standaryzowanych reszt modelu
(z,) (por. np. [Piontek 2002; 2003b]). Model prostych st6p zwrotu zadany jest wigc
nastepujacym wzorem:
X ' X 1-1
’;=—X—=ﬂr+£r=ﬂ:+\/zzr' 0y
-1
Zazwyczaj juz najprostsze modele z wybranej klasy wystarczajaco dobrze opi-
suja wlasnosci szeregu stép zwrotu (por. np. [Piontek 2002; 2003b]). W niniejszej
pracy autor za model standardowy wybral model AR(1)-GJR-GARCH(1,1)-Stud?,
dla ktérego odpowiednie sktadowe modelu dane sa w sposéb nastgpujacy:
e warunkowa warto$¢ oczekiwana zadana jest przez model autoregresji rzgdu 1 -
AR(1); umozliwiajacy opis efektu autokorelacji w szeregu stép zwrotu’:
H=p+r @
e warunkowa wariancja zadana jest przez modyfikacj¢ modelu GARCH(1,1) za-
proponowana przez Glostena, Jaganathana i Runklego (por. [Piontek 2002]), kt6-
ra umozliwia opis skupiania zmiennosci, grubych ogonéw oraz efektu dzwigni:
- 2 . _ | 1 gdy p=prawda
h =+ (a+ al, o )e,_l +ph,_, . gdzie: 1, -{ 0: gdy p = falsz 3)
o standaryzowane reszty modelu pochodza z niezaleznych rozkladéw t-Studenta o zero-
wej sredniej oraz jednostkowej wariancji i funkcji gestosci danej wzorem:

1 v+]
fe)= r(z3(:T;J2)”[l+ (Vz_fz)]—z, z, ~iid(0,1). )
2

Na parametry modelu AR-GJR-GARCH-Stud nak}adaja si¢ nastgpujace warunki:
. |¢| <1, zapewniajacy stacjonarnos¢ szeregu ze wzgledu na srednia,

e >0, 20, & 20, 20, (a+—;-a"+ﬂ)<l, zapewniajacy skonczonosé

bezwarunkowej wariancji oraz nieujemnosé wariancji warunkowe;j,

e v >2,zapewniajacy istnienie drugiego momentu rozktadu warunkowego.

W analizowanym modelu za standardowe rozwiazanie przyjeto warunkowy rozktad
reszt modelu w postaci standaryzowanego rozkladu t-Studenta. Model taki, w oczywisty
spos6b, dopasowuje si¢ zazwyczaj lepiej do danych niz pierwotnie postulowany model z
rozktadem normalnym (por. {Piontek 2002; Tsay 2002]). Jednak model dany réwnania-
mi (1)-(4) nie ujmuje potencjalnej skosnosci bezwarunkowych rozktadéw stép zwrotu.
Zainteresowano si¢ wigc skosnymi rozkladami, ktére mozna przeskalowaé do zerowej

2 Wybér tej postaci modelu jest podyktowany wnioskami z wczesniejszych prac autora (por.
[Piontek 2002; 2003a; 2003b]).

3W analizowanych zagadnieniach czgsciej sa wykorzystywane modele autoregresji niz modele
sredniej ruchomej ze wzgledu na wystgpowanie w modelu zmiennych obserwowalnych (r,).
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sredniej i jednostkowej wariancji (por. [Jondeau, Rockinger 2000; Lambert, Laurent
2001; Piontek 2003a]). W ostatnim czasie popularnos¢ zyskuje rozklad Pearsona typu IV
(por. [Heinrich 2004; Premaratne, Bera 2001]).

3. Rozkiad Pearsona typu IV

Sygnalizowana koniecznos¢ opisu grubych ogonéw rozkladéw oraz skosnosci
zwrécita uwage badaczy na rozklad Pearsona typu IV. Rozklad ma wiele pozytyw-
nych cech, ktére przesadzaja o jego rosnacej popularnosci; umozliwia bowiem opis
grubych ogonéw oraz skos$nosci, jest rozkladem skalowalnym do zerowej sredniej i
jednostkowej wariancji, co zapewnia, ze 4 oraz h, to warunkowa wartos¢ oczeki-
wana oraz warunkowa wariancja, a takze zawiera w sobie rozklad zaréwno ¢-
-Studenta, jak i normalny, co ulatwia testowanie hipotez o jakosci modeli.

Rozkiad Pearsona typu IV ma nastgpujaca postac funkcji gestosci prawdopodobieristwa:

f(x;a,q,é’)=k[l+(ﬁ) :I exp[& arctg(lj]. 5
a a

Stata normujaca k wyznacza si¢ za pomocy jednej z ponizszych réwnosci:

s\ is\
r(" 2] 0 H"'?)

7al(29—1) _\/I_IaF(q—O,S)‘ I'(q) ’

22q—2

=[a f:zws' (a))exp(&o)da)]_l, (6)

gdzie r=2(g-1), I'(.) to oczywiscie funkcja gamma, a i to jednostka urojona.
Podstawowe statystyki opisowe rozktadu Pearsona typu IV sa nastgpujace:

e srednia rozkladu: m= éﬁ ,r>0, @)
r

2 2
e odchylenie standard.: s=3,,’ +‘f r>1, ®)
r
46 ’ r—
skosnos¢: ,/ = ,r>2, 9
Snose A= r-2\r’- 52 ©

3(r—1)[(r+6)(r' +52)—852]
(r—2)(r—3)(r2 +52)

Kluczowym parametrem (z punktu widzenia niniejszej pracy) jest & kt6rej wartos¢
determinuje sko$no$¢ rozktadu. Dla & = 0 uzyskujemy rozktad symetryczny®, dla & >0

,r>3. (10)

kurtoza: b=

4 Niestandaryzowany rozktad Pearsona typu IV (dany wzorami (6) i (7)) z parametrem & = 0 na-
zywa si¢ rozkladem Pearsona typu VIIL.
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— rozktad prawostronnie skosny, dla § < 0 — lewostronnie skosny. Warto zauwazy¢, ze
parametr 6 wptywa takze na wszystkie pozostale statystyki (por. wzory (7), (8), (10)).

Rysunek 1 prezentuje przykladowe rozkiady Pearsona typu IV dla ré6znych pa-
rametréw 4.

4. Model AR-GJR-GARCH z rozkladem Pearsona typu IV

Rozktad dany wzorami (5) i (6) nie ma ogélnie zerowej sredniej i jednostkowej
wariancji i jako taki nie zapewnia, ze k4, oraz h, sa zawsze warunkowa wartoscia
oczekiwang oraz warunkowg wariancjg, a jedynie modalng oraz pewna miara dys-
persji. Niezbedna staje si¢ dodatkowo procedura standaryzacji rozktadu Pearsona
typu IV wedhig wzoru:

f(z)=k-s(l+(s'za+mj } exp(é’-arctg(s.z:m)), (11)

gdzie m i s zadane sa wzorami (7) i (8).
Standaryzowany rozklad Pearsona typu IV, ktéry mozna juz wykorzysta¢ w
modelu AR-GJR-GARCH, zapewniajacy sp6jnos¢ koncepcji z modelem wyjscio-

wym (wzory (1)-(4)) ma nastgpujaca postac:
2

I(g) Hq_%] 1 Jﬁ 1 [P+& ik
= o— 14— |J—m—.
7@ JEr(q—o,S). T(q) | PV +r2[ = “"] ~

xexp[& -arctg {l
-

(12)

04

0.2

0 =
-2 -1

Rys. 1. Przyktadowe postaci niestandaryzowanego  Rys. 2. Przykladowe postaci standaryzowa-
rozkladu Pearsona typu IV nego rozktadu Pearsona typu IV
Zrédto: obliczenia wiasne. Zré6dio: obliczenia whasne.
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Rysunek 2 prezentuje standaryzowane rozkiady dla tych samych parametréw,
ktore przedstawia rys. 1.

Jak latwo zauwazyc (na podstawie wzoru (12)), gestos¢ f(z) nie zalezy juz od
parametru a. Dodatkowo, gdy & =0, wzdr (12) upraszcza si¢ do postaci:

I(q) : V|
= J1e| =1 | . 13
)= Tra=osi ["{ r—lj] "

. . 1 .
Pamigtajac o zwiazku r =2(g—1), po podstawieniu g =V—;— uzyskujemy wzor

(4), czyli standaryzowany rozklad t-Studenta. Wniosek ten potwierdza, ze w ramach
standaryzowanego rozkiadu Pearsona typu IV zawiera si¢ rozklad t-Studenta, a tym
samym w przejsciu granicznym takze rozklad normalny. Wiasnos¢ ta bedzie wyko-
rzystywana w czesci empirycznej pracy do testowania jakosci modeli.

Estymacji parametréw modelu AR-GIR-GARCH (,u,qa,m,a,a‘, B.q, 5) doko-

nuje si¢ zazwyczaj metoda najwigksze) wiarygodnosci, wykorzystujac wzér (12).

Dodatkowo w procesie estymacji parametréw nalezy zapewni¢ warunek, by:
a+F,(0,9.0)a + <1, (14)

gdzie F,(x;q,d8)to dystrybuanta standaryzowanego rozkladu Pearsona typu IV dla

argumentu x oraz parametréw ¢ i . Spelnienie warunku (14) gwarantuje istnienie
skonczonej wartosci wariancji bezwarunkowej procesu.

5. Przykiad empiryczny

Celem przyktadu empirycznego jest zobrazowanie mozliwosci wykorzystania
modeli z warunkowga wartoscia oczekiwang oraz z warunkowg wariancja do opisu
wiasnosci szeregéw stép zwrotu, gdy standaryzowane reszty modelu maja rozktad
Pearsona typu IV, umozliwiajacy uchwycenie sko$nosci bezwarunkowych rozkta-
déw stép zwrotu. Analizie poddano szeregi dziennych prostych stép zwrotu dla 93
instrumentéw (akcji spétek i indekséw) notowanych na Gieldzie Papieréw Warto-
sciowych w Warszawie. Wybrano instrumenty o szeregach dtugosci przynajmniej
1500 obserwacji w dniu wykonywania obliczen (19 sierpnia 2004 r.). Wybér po-
dyktowany byl koniecznoscia estymacji 8 parametréw dla najogélniejszego mode-
lu. Estymacji parametréw modeli oraz niezbednych obliczen dokonano za pomoca
autorskich procedur oprogramowanych w srodowisku MATLAB 6.0.

Rozpatrywano model AR(1)-GJR-GARCH(1,1) z warunkowym rozktadem Pe-
arsona typu IV. W modelu takim zawieraja si¢ oczywiscie typowe modele z resz-
tami zadanymi rozkladem normalnym (g — 0,8 = 0) oraz symetrycznym rozkia-

dem z-Studenta (& =0).
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Do wyboru optymalnej postaci modelu wykorzystano (ze wzgledu na fakt, ze
rozpatrywane modele zawieraja si¢ w sobie) test oparty na wartosciach funkcji
wiarygodnosci (likelihood ratio test — LRT) dany nastgpujaca statystyka:

LRT =2(LLF, - LLF),, (15)
gdzie: LLF, — wartos¢ logarytmu funkcji najwiekszej wiarygodnosci dla modelu z
mniejsza liczba restrykceji, LLF, — wartos¢ logarytmu funkcji najwigkszej wiary-
godnosci dla modelu z wigksza liczbg restrykcji. Statystyka LRT ma rozklad z° z
iloscia stopni swobody réwng réznicy w liczbie restrykcji modeli. Dla réznicy re-
strykcji réwnej 1 (model z rozkladem Pearsona typu IV kontra z model rozktadem
t-Studenta oraz model z rozkladem #-Studenta kontra z model rozkladem normal-
nym) wartos¢ krytyczna dla poziomu istotnosci 0,05 wynosi 3,8415.

W szeregach st6p zwrotu pojawiaja si¢ obserwacje nietypowe (ekstremalne) o szcze-
gélnie duzych wartosciach bezwzglednych, czasami znacznie wykraczajacych poza obszar
4 lub 5 odchylen standardowych od sredniej. Takie pojedyncze obserwacje mogg znacznie
zaburzyé wartosci parametru skosnoéci oraz kurtozy. Wszystkie obserwacje wykraczajace
poza obszar 5 odchylen standardowych® zmodyfikowano, nadajac im wartosci z kraficéw
przedziatu 5 sigm, co powinno zmniejszy¢ wptyw pojedynczych obserwacji nietypowych
na parametr skosnosci. To pojedyncze zdarzenie ekstremalne powinno si¢ modelowaé za
pomoca rozkladéw o jeszcze grubszych ogonach niz rozklad r-Studenta lub, co czgsciej
spotykane, za pomoca odpowiednio wprowadzanych do modelu skokéw wartosci procesu
(modele wywodzace si¢ z modeli jump-diffusion dla czasu ciaglego).

W spos6b szczegSlowy przesledzony zostanie przykiad dla firmy Computerland.

Po zmodyfikowaniu obserwacji nietypowych wyznaczono miary skosnosci roz-
kladéw stép zwrotu oraz wartosci logarytméw funkcji najwigkszej wiarygodnosci
dla modeli z poszczegélnymi rozktadami warunkowymi. Do pomiaru skosnosci
rozkladéw zastosowano dwie typowe miary:

® o — - — ] " :
Jb yﬂ;ﬂ s U, E[(X E[x]) } (16)
(Ql-p —Me)—(Me—Qp)
e HS(p)= , 17
(p) Ql—p —Qp ( )

gdzie Me to mediana rozkladu, a Q; to wartos¢ i-tego percentyla rozkladu.

Nawet po odrzuceniu wartosci nietypowych, rozklad stép zwrotu dla Computer-
landu nadal pozostaje skosny (por. rys. 3) i obserwujemy typowa skosnos¢ prawo-
stronna. Zrezygnowano z badania istotnosci wspdlczynnikéw skosnosci, poniewaz
typowe testy zakladaja normalnosc stép zwrotu. Przydatnos¢ modelu ze skosnym
warunkowym rozktadem reszt modelu potwierdzaja nastgpujace wyniki®:

3 Przedziat 5 sigm zostat wybrany przez autora.

 LRT(P4-S) to wartosé testu LRT dla przypadku ,,model z rozkiadem Pearsona typu IV kontra
model z rozkiadem t-Studenta”, LRT(S-N) to wartos¢ testu dla przypadku ,model z rozkladem ¢-
-Studenta kontra model z rozkladem nermalnym”.
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LRT(P4-S) = 11,4721
LRT(S-N) = 62,6069

CV=3,8415
150 hhmgm:OOl'APLﬂ'EBLAND
Skosnosé: : :
20 \/b_1=0v2655 B R e
HS(0,10)=0,086 ; :
% W SR SO R
o, .‘..M._M .~. m_ P

Rys. 3. Histogram zmodyfikowanego szeregu st6p zwrotu dla spétki Computerland
Zrédio: obliczenia wiasne

Kazdorazowo dla spétki Computerland model ogdlniejszy jest lepszy od mode-
lu z restrykcjami. Sposréd trzech analizowanych modeli najlepszym okazuje si¢
wigc model z warunkowym rozktadem Pearsona typu IV, co potwierdza wigksza
przydatnos¢ wykorzystania rozktadu z grubszymi ogonami od rozkladu normalne-
go lub rozkladu z mozliwa skosnoscia. Model z rozkladem z-Studenta przewyzsza
za$ model z rozktadem normalnym.

W analogiczny spos6b przeanalizowano szeregi prostych stép zwrotu z pozosta-
tych 92 instrumentéw (akcji lub indekséw). Tabela 1 prezentuje otrzymane wyniki
testu LRT dla modeli z rozkladem Pearsona i 7-Studenta dla wszystkich instrumen-
téw. Pominigto wyniki poréwnawcze modeli z rozktadami symetrycznymi, gdyz
model z rozktadem t-Studenta zawsze przewyzszal model z rozkladem normalnym.
W tabeli wyrézniono instrumenty, dla ktérych rozklad Pearsona typu IV okazat si¢
najlepszym sposréd rozpatrywanych.

Dla analizowanych szeregéw model z rozkladem Pearsona typu IV byl w
29 przypadkach (na 93 obserwowane przypadki) lepszy od modelu z warunkowym
rozkladem t-Studenta.

Fakt, ze model z warunkowym rozktadem normalnym kazdorazowo byt gorszy
od modelu z rozkladem z-Studenta, potwierdza przyjecie rozkladu r-Studenta za
przynajmniej chwilowy standard.

440



Tabela 1. Wyniki estymacji dla analizowanych instrumentéw

Nazwa Lictba | 17 ppg| LLFs |LRT| Nazwa LR el | 11 IRT
obserwacji obserwacji
Amica 1733 3996,28|3996,23] 0,09 |Lentex 1795 4017,91(4017,34| 1,15
Apator 1819 4014,71{4014,70| 0,03 |[Lubawa 1813 3493,56|3492,24| 2,65
Atlantis 1776 3227,25|3227,23] 0,02 |Mennica 1546 3501,42|3501,26| 0,32
Bick 2093 4191,72{4191,71| 0,01 |Mieszko 1776 4048,75(4048,74| 0,02
Boryszew 2034 4405,69(4405,03| 1,31 |Millennium 2771 5688,66|5688,64| 0,05
Bos 1617 3783,52|3783,52] 0,01 [Mostalexp 2807 5663,40]5662,20| 2,42
Bphpbk 2380 5570,53|5569,86| 1,35 {Mostalsdl 1678 3833,86|3833,82] 0,09
6023,63/6023,52] 0,21 2592 5633,29|5633,26
5090,30

1520423

5204,20

4089 41 4088 42 p
3622 33 3621,93
4197,39|4196,71] 1,
Ef . 155 3, 5311,17|5310,78
Elbudowa 5035 33 5034 81 5807,91{5807,27
Elektrim 5284,42(5284,40 5136,96{5136,35] 1,
Elektroex 4684,85[4684,35 114087,321 11,0
Elmontwar 3489,26|3487,93
Elzab 3223,3713223,36
|Energopld 3275,10]3274.68
2610,12{2610,07
3786,51 3785 12
2612,49 4388,2314388,21
4646,03 219,48/3218,65] 1,
3535,71{3535,47
3587,55|3587,44
3659,50{3659,06
7, 4016 6 4428 42 4428,29
5836,58|5835,34 3033,25(3032,28
Jelfa 2518 6018,99|6018,94| 0,10 | Vistula 2629 5477,19|5477,17] 0,04
Jupiter 1797 4269,5514268,19| 2,73 |Warta 1940 4249,01(4248,96| 0,10
) 5. [ 1523 3531,51{3529,84| 3,34

7633,99

7633,98
e

Kety 2137 35 ]
KGHM 1778 3892,40[3891,94] 0,92 |Wilbo 1654 3928,32[3928,11] 0,42
Kompap 1851 3760,80|3760,67| 0,26 |Wélczanka 2864 5898,33/5896,87| 2,93
Kopex 1503 2899,34]2899,23] 0,23 | Zrew 1712 3896,58|3895,93| 1,30
Kredytb 2501 5089,96]5989,66] 0,61 | Zywiec 2844 6797,01]6796,76] 0,50

Zrédto: obliczenia wiasne.
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6. Podsumowanie

Przedstawione wyniki prowadza do wniosku, ze dla ok. 30% analizowanych
szereg6w stop zwrotu uwzglednienie mozliwosci wystapienia sko$nosci prowadzi
do istotnego (na poziomie 0,05) poprawienia jakosci modelu.

Oczywista, zaleta prezentowanego podejscia jest mozliwosé uwzglednienia sko-
$nosci rozklad6éw st6p zwrotu, czego nie oferuja standardowe modele z symetrycz-
nym rozkladem warunkowym, a co jest istotne szczegblnie w procesie zarzadzania
ryzykiem. Obserwowana potencjalnie w rozktadach st6p zwrotu sko$nos¢ powinna
skutkowaé stosowaniem bardziej skomplikowanych modeli do wyceny opcji (por.
np. [Harvey, Siddique 2000]), konstrukcji portfela (por. np. [Markowitz 1991])
oraz pomiaru ryzyka, np. metoda VaR (por. np. [Jorion 2001]). Standardowe mia-
ry ryzyka w przypadku rozkladéw prawostronnie skosnych, ktére wystgpuja naj-
czesciej, zawyzaja bowiem ryzyko zwiazane z potencjalnymi stratami.

Za wadg¢ prezentowanego podejscia mozna uznaé¢ dosé skomplikowana postaé
funkcji gestosci i problemy numeryczne zwiazane z wyznaczaniem stalej k danej
wzorem (6) oraz z zapewnieniem warunku stacjonarnosci wariancji bezwarunko-
wej (por. wz6r (14)) na etapie estymacji parametréw modelu.

Odpowiedz na pytanie, czy dalsze komplikowanie postaci modelu (zapewniaja-
ce lepszy opis wlasnosci modeli szeregéw st6p zwrotu z punktu widzenia testéw
ekonometrycznych) skutkuje (srednio) wymierng poprawa wynikéw ekonomicz-
nych, stanowié bedzie dalszy obszar zainteresowan autora.

W rozwazanym podejsciu parametry odpowiedzialne za skosnos¢ oraz za kurto-
z¢ warunkowego rozkladu reszt modelu pozostaja stale w czasie. Nic nie stoi jed-
nak na przeszkodzie, by analogicznie do warunkowej wartosci oczekiwanej i wa-
riancji wprowadzi¢ do modelu warunkowa skosno$¢ i ewentualnie kurtoze¢ (por.
[Harvey, Siddique 2000; Jondeau, Rockinger 2000]).
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MODELING SKEWNESS AND EXCESS KURTOSIS
IN STOCK RETURNS USING CONDITIONAL
PEARSON TYPE 1V DISTRIBUTION

Summary

The AR-GARCH models with conditional normal or Student’s distributions are
usually using to modelling many effects that occur in financial time series of re-
turns. This two distributions are not sufficient to account for the skewness in the
data. Therefore, there is a real need to use an asymmetric density that can be easily
estimated and whose tails are sufficiently heavy. Pearson type IV density is such a
distributions and additionally nests normal and Student’s distributions. The results
received from our research showed that for 30% of analysed instruments from Pol-
ish market the best model AR(1)-GJR-GARCH(1,1) model with Pearson type IV
conditional distribution of errors. The results can be applied to risk measuring with
Value at Risk method or to option pricing.
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