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1. Wstep

Wysoka zlozono$¢ zjawisk, ktérymi zajmujemy sie coraz czesciej, powoduje, ze czesto
badanie odosobnionych zmiennych nie prowadzi do konstruktywnych wnioskéw. Dotyczy
to przede wszystkim zjawisk biologicznych, w ktérych przedmiot badania — organizmy
Zywe — s3 opisane przez uklady niezwykle skomplikowanych zmiennych wzajemnie od-
dziatywajacych na siebie. W efekcie wiele stanéw charakteryzujacych tak skomplikowane
systemy traktujemy jako cechy jakosciowe, co w analizie statystycznej prowadzi do bada-
nia zaleznosci w tablicach kontyngencji [Bjgmstad 1979; Kendall, Stuart 1979].

Takie tablice obrazuja przejrzyscie strukture analizowanych danych. Jezeli roz-
patrujemy populacj¢ generalna pod katem dwéch czynnikéw, dzielacych populacje
odpowiednio na r (klasyfikacja A) i c-klas (klasyfikacja B), to w celach tablicy
(tab. 1) znajduja si¢ prawdopodobienstwa pochodzenia wylosowanych elementéw
z grup, ktére byly sklasyfikowane jednoczesnie przez oba czynniki. W zwiazku z
tym mozemy latwo policzyé prawdopodobienstwa brzegowe odpowiednich katego-

.o c .e r
rii A(p, =) p; ) czy kategorii B;(p; =" p; ).
Tabela 1. Tablica klasyfikacji podwdjnej

B—
Al B, B, B Ogélem
A Pu | pr Pic P
Az pa | Pn P2 P2
Ar Pr1 Pr2 Prc Pr
Ogétem D1 P2 p-c 1

Zrédto: opracowanie whasne.
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Jednym z podstawowych zagadnien jest ustalenie oraz ocena wzajemnych
zwiazkéw (wspélzalezmosci).
O ile pojecie niezaleznosci jest dos¢ oczywiste, co mozemy symbolicznie zapi-
sa¢ w formie warunku:
p; = p, . p, dla wszystkich ie I, je J|',

o tyle pojecie zaleznosci nie jest precyzyjnie zdefiniowane. Dlatego tez wprowadza
si¢ rozmaite indeksy (wspélczynniki), ktére maja mierzy¢, wyznaczaé¢ poziom na-
tezenia zaleznosci.

Do takich tradycyjnych, znanych od dawna miar naleza m.in. wspéiczynnik Pearso-
na, Czuprowa, Cramera czy tez wspétczynnik Steffensena [Goodman, Kruskal 1979].

Ze wgledu na asymetrycznosé probleméw pojawiajacych si¢ podczas analizy
powstaty tez wspélczynniki, w ktérych wiedzg o tym, ktéra klasyfikacja ma po-
przedzaé chronologicznie, przyczynowo lub w jakikolwiek inny sposéb ,,druga”
klasyfikacje, wykorzystano do tworzenia takich miar. Ponizsze wzory sa przykla-
dem tego typu indekséw. Opieraja si¢ one na metodach przewidywania:

e optymalnego — zaproponowana przez Goodmana [Goodman, Kruskal 1979]):
_ ::l P im P .m

Zl;:lpmj_pm. , /1" ,

1-p, 1-p,
gdzie p,=maxp;, p, =maxp,, p,, =max p; oraz p,, =max p;
J ¢ ) i

A, =

e proporcjonalnego — zaproponowanego przez Wallisa [Goodman, Kruskal 1979]):
r c p‘.l.: r 2 r [4 p‘.l.z r 2
_ Zi=1Zj=1T,-— i=1 Pi. 7, = Zi=ij=1p_.-._Zi=1p-i
- r 2 ’ b - r -
I_ZHP"- I_Zi=1p.iz

7,

2. Wspélczynnik zaleznosci Z i jego wlasnosci

Wychodzac z zalozenia asymetrycznosci problemu, autorzy zaproponowali nie-
co inny wzér, wykorzystujacy wszystkie informacje, jakie czerpiemy z klasyfikacji
przedstawionych w analizowanej tabeli. Dla dwdéch zdarzen A; oraz B; definiujemy
stopien zaleznosci miedzy tymi zdarzeniami:

Definicja 1. Przez kwadratowy wspélczynnik zaleznosci zdarzenia A; od zda-
rzenia B; bgdziemy rozumieli wartos¢ ponizszego wyrazenia
1-P(A|B)) I—P(MB’)+P(E\1—P(4|B’) 1-P(A|B))

P(4)  PA) PR T P&

Przyjete oznaczenia maja sugerowad, ktére z rozpatrywanych zdarzen jest przy-
czyna, a ktére jej skutkiem (A; — skutek, B;— przyczyna).

. (D

ZX(A :BI.)=1—|:P(BJ.)

'1:={(1,2,...r), zas§J:=(1,2, ..., c}.
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Definicja ta bazuje na stwierdzeniu, ze zdarzenie A; jest tym bardziej zalezne od
zdarzenia B;, im wigcej informacji przekazuje nam zajscie zdarzenia B; o mozliwo-
sci pojawienia si¢ zdarzenia A;. Rozumiemy przez to, ze jezeli zdarzenie A, jest za-
lezne od zdarzenia B;, to, jesli mamy informacje, ze zaszto zdarzenie B; lub zdarze-
nie przeciwne, to nasze przekonanie o zajsciu A, lub jego dopetnienia jest bardziej
prawidlowe niz bez tej informacji.

Gdy zamienimy rolami A; z B;, ouwzymamy definicj¢ tzw. kwadratowego
wspolczynnika zaleznosci zdarzenia B; od zdarzenia A;.

2
Uwaga. Z°(4 B, = [PANB)-PA).PB)]
P(A).P(A). P(B,). P(B;)

Z powyzszego widaé, ze niezaleznie od tego, ktéry ze zbioréw przyjmiemy za
skutek, a ktéry za przyczyng, wartos¢ kwadratowego wspdlczynnika Z jest taka
sama, czyli Z*(A,:B;)=Z*(B;:A).

Wprowadzajac definicj¢ kwadratowego wspéiczynnika zaleznosci dowolnego zda-
rzenia A; zaleznego od np. zdarzen B, oraz B,, bierzemy pod uwage nie tylko wpltyw
zdarzen B i B,, ale réwniez dopelnienie ich sumy. W zwiazku z tym zaproponowany
wzér wyglada tak jak w definicji drugiej (pojawia sig¢ tu dodatkowy sktadnik).

Definicja 2. Kwadratowy wspétczynnik Z>(A, : B,,B,) zaleznosci pojedyncze-
go zdarzenia A; zaleznego od zdarzen B, oraz B, wyraza si¢ nastepujaco:

1-P(4|B) 1-P(A|B) 1-P(A | B,)
Z*(A,:B,B,)=1-[P(B,) +P(B,)——= 2.
A B P(A) P(4)) P(A) .
'I—P(A,.IB)+P(B AL P(A|B UB,) 1-P(4|B UB, AN
P(A) P(A) P(4)

Jesli wprowadzamy wzér dla pary zdarzen, np. A, i A,, zaleznych od jakiego$
pojedynczego zdarzenia B;, uwzgledniamy oprécz zdarzen A, A,, zdarzenie bedace
ich dopetnieniem, co we wzorze jest widoczne jako dodatkowy czynnik w iloczy-
nach.

Definicja 3. Kwadratowy wspélczynnik dla zdarzen A; oraz A, zaleznych od
zdarzenia B; obliczamy ze wzoru:

1-P(A|B) 1-P(4,|B)) 1- P(A,UAZIB)
P(4) P(4,) P(A UA)
+P(E\1 P(A4|B)) 1-P(4,|B)) 1-P(4 U4 |B) .
P(4) P(4,) P(A LA)

Wszystko to, co napisano do tej pory, mozna sprowadzi¢ do nast¢pujace)j posta-
ci, bedacej wzorem na kwadratowy wspélczynnik zaleznosci dowolnej k-elemeto-

Z*(A,A,:B;)=1-[P(B))
(3)
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wej rodziny A, ,A,...,A — zdarzen zaleznych od - n-elementowej rodziny

B,,B, ,...,B; —zdarzen.
Definicja 4. Niech {i,i,,...,i,} © I oraz {ji, j,,.... j,} € J , wéwczas dla pew-

nych ustalonych k <c oraz n<r
ZZ(A:-,’Ap---,A-, :B,,B,,....B; )=

( P

—2 | n<ek<r

1- D, s
! i€ veminr} 1-p; 4)

je{jlv---.j»l}

c 1
1-)> ! p; H —2 ), n=ck<r

Al ey = P

.

Wz6r na kwadratowy wspdiczynnik zaleznosci rodziny zbioréw B, ,B, ,...,B;
-kategorii od rodziny zbioréw A,,A,..., A -kategorii przedstawia definicja 5.
Zamieniaja si¢ ze soba zbiory, po ktérych indeksujemy sumg i iloczyn oraz zwia-
zane z nimi prawdopodobienstwa brzegowe.

Definicja 5. Z*(B, ,B,......B, : A, ,A,,....A,) =
( -2

1- H 2 ], n<c,k<r

b:
ielirial] b} 7P

=
c 1=-5%
1- Z [p‘_.l—‘[ . jl, n=c,k$r

| ie{iy i} al= P;
Wprowadzone indeksy k + 1 i n + 1 odnosza si¢ do poszczegdlnych dopetnien,
a prawdopodobienstwa z nimi zwiazane maja postac:

- P, = Z P>

i€ Iy 1. iy )

(5)

B - = Z p g
JEN et
= 2 > Py
i€I\(iy ooy ) JEIN fyaeenfnar }
Twierdzenie. Wspétczynnik Z ma nast¢pujace wiasnosci:
(i) Wspdtczynnik zaleznosci Z rodziny A-klas od rodziny B-klas jest nieokresiony,
jezeli populacja lezy w jednym wierszu, czyli jest jedna A-klasa.
(ii) W przeciwnym razie warto$é wspélczynnika zaleznosci Z jest liczba z prze-

dziatu [0,1].

D i
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(iii)Jezeli rodzina zbior6w A jest niezaleima od rodziny zbioréw B, to wartos¢
wspdélczynnika zaleznosci Z = 0.

(iv) Jezeli podzial na A-klasy (odpowiednio B-klasy) jest rozdrobnieniem podziatu
na B-klasy (odpowiednio A-klasy), to Z(B:A) = 1 (odpowiednio Z(A:B) = 1),
szczegoblnie, jezeli podziatl na A-klasy jest istotnym rozdrobnieniem podziatu
na B-klasy, tzn. podzialy si¢ nie pokrywaja, to Z(A:B) = 1 oraz Z(B:A) = 1.

(v) Jezeli mamy ustalone podzialy na A- oraz B-klasy i zaczniemy rozdrabnia¢
rodzing, kt6ra traktujemy jako ,,wyjasniajaca”, to wsp6lczynnik Z wzrasta wraz
ze wzrostem liczby podziatéw.

Przedstawione twierdzenie oddaje istotg tego, co nazywamy asymetrycznoscia.

3. Przyklad

Zbadajmy, czy w populacji, liczacej 400 pacjentéw (wiemy, z jakiej warstwy
spotecznej si¢ wywodza i na co choruja), zachodzi zaleznos¢ pomigdzy ich choroba
a statusem spolecznym. Status spoleczny mozna podzieli¢ na klas¢ robotnicza lub
inteligencje zamieszkujaca wie$ lub miasto. Brane sa pod uwagg nastgpujace cho-
roby: choroba ptuc, cukrzyca, nadcisnienie tgtnicze, depresja oraz nadwaga. Liczba
chorych sklasyfikowanych jednoczesnie na podstawie obu cechy znajduje sie w
tab. 2.

Tabela 2. Choroba a pozycja spoteczna

Choroba— Ay A, A; Ay As Ogétem
Pozycja spotecznal |choroby ptuc|cukrzyca|nadcignienie tgtnicze|depresja|nadwaga
B, |inteligencja —~ miasto 10 5 28 6 80 129
B,| robotnicy — miasto 30 5 12 18 40 105
B,| inteligencja — wie§ 10 5 20 6 40 81
B,| robotnicy — wie$ 30 5 20 10 20 85
Ogétem 80 20 80 40 180 400

Dane w tabeli majg charakter umowny i stuza jedynie do ilustracji przedstawiane) teorii.
Zrédto: opracowanie wlasne.

Jezeli zastapimy prawdopodobienstwa przez czestosci w definicji wspétczynni-
ka Z i obliczymy wartosci empirycznego wspéiczynnika Z dla takich danych, za-
uwazymy, ze:

1. Najbardziej zréznicowane sa choroby ptuc Z(A,:B) = 0,2842 oraz nadwaga
Z(As:B) = 0,2897. Zajmowana pozycja spoleczna nie ma zadnego wptywu na wy-
stapienie cukrzycy Z(A,:B) = 0,0427.

2. Najwigksza zaleznosé, bedaca zarazem najwigksza wartoscia wspotczynnika
Z otrzymana dla powyzszego przykladu, zachodzi pomigdzy wystepujaca jedno-
czesnie chorobg pluc i depresja a statusem spolecznym Z(A,,A4:B) = 0,3061. War-
tos¢ wspéiczynnika dotyczacego wystepujacej jednoczesnie choroby ptuc i nadwa-
gi jest mniejsza i wynosi Z(A,,As:B) = 0,2088.
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3. Najwigksza wartos¢ zaleznosci stanu spolecznego od przedstawionych cho-
réb otrzymujemy, gdy Z(B,:A) = 0,2861. Mozna zatem wyciagnaé wniosek, ze
przedstawiciele inteligencji mieszkajacy w miescie sg bardziej narazeni na zacho-
rowanie niz przedstawiciele innych warstw spotecznych.

4. Zastosowanie

Metoda wyznaczania wspétczynnikéw Z w Zaktadzie Bioinformatyki i Teleme-
dycyny CM UJ w Krakowie znalazta rozmaite zastosowania. Migdzy innymi:

1. Wykorzystano ja do oceny zalezmosci struktury biatka od sekwencji amino-
kwaséw. Zalezmos¢ przestrzennej struktury biatka od sekwencji aminokwaséw w
lancuchu polipeptydowym jest jednym z dogmatéw biologii molekulamej. W ana-
lizowanej tabeli znalazlo si¢ 146 940 kolumn (sekwencje tetrapeptydéw) oraz 2397
wierszy (mozliwe konformacje tetrapeptydéw). Tabela 3 przedstawia 20 najwigk-
szych wartosci wspéiczynnika Z (w postaci logarytmicznej) danej sekwencji ami-
nokwaséw do struktury [Meus i in.).

Tabela 3. Zaleznosci typu struktury i rodzaju sckwencji biatkowej, obliczone na podstawie danych ze

strukturalnej biatkowej bazy danych PDB. Alternatywna metoda jest oparta na teorii informacji
Shannona [Shannon 1948).

WepdkrymicZ) Typ | Rotzsj | Lo P | Woskcymikz| Ty | Roda | b
E-001 strukdury | sekowencji metodzie *E-001 struktury | sekwengji metodzie

7.45 AEGD | GNES 7 495 AEED { GLRL 2

6.92 BEBF | ERSY 491 DAFA | DGPG

6.58 AFFB | GFRN 10 491 AEDE | GIFR

6.57 AEBB | GPVY 488 AGAE | KKYG

6.18 AEGE | GIGH 5 4385 CFAG | NTGG

5.78 ABFF | GPHF 4.79 EBCB | ELPD 8

571 EAAD | KGGP 4.77 CADD | RGRC

5.49 GAGD| FNAG 467 GGED | KGHH

534 DBAA | NGGD 4.66 AGCE | GGDD

5.19 GCFG | GDSG 1,2 457 DFDA | YNPV

5.16 DDBG| SHHG 4.56 BFBE | PEPV 6

5.10 BBDF | KTRS 454 GFDD | GQTN

5.09 GDAE | ESGH 451 FAEA | PGFG

5.03 DBEB | AERS 447 AEGF | GCAQ

5.02 BACE | GGAE 3 447 ADFA | GTQC

495 CABF | AGPH

W ostatniej (czwartej) kolumnie przedstawiono uzyskane pozycje zaleznosci
danej sekwencji od struktury w analogicznej analizie zaleznosci, liczonej metodami
informatycznymi.

2. Metod¢ wykorzystano w analizie trinukleotydowych mikrosatelitéw w ge-
nomie ludzkim na przykladzie tandeméw nCAG, gdzie n = 1, ..., 14. Badania eks-
perymentalne wskazuja, ze tandemy nCAG, osiagajace dlugos$é powyzej 10 powté-
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rzef, wystgpuja stosunkowo rzadko i pojawiaja si¢ tylko w okreslonych partiach
materialu genetycznego. Podobny wynik uzyskano po zastosowaniu metody Meusa
w analizie tandeméw nCAG w zsekwencjonowanym genomie ludzkim.

Tabela 4. Liczba tandeméw mikrosatelitéw (CAG) w chromosomach somatycznych cziowieka

Wyszczegdlnienie |[4CAG |SCAG |6CAG|7CAG|8CAG|9CAG| 10CAG| 11AG| 12CAG| 13CAG| 14CAG
Chromosom0Q1 198 37 21 0
Chromosom(2 144 47 17
Chromosom03 143 25 10
Chromosom(4 91 24 14
Chromosom(5 114 26 7
Chromosom(6 158 27 19
Chromosom(Q7 117 23 5
Chromosom08 88 23 8
Chromosorm09 77 16 15
Chromosom10 107 26 8
Chromosoml 1 108 25 13
Chromosom12 106 26 6
Chromosom13 47 13 5
Chromosom14 75 17 12
Chromosom15 81 15
Chromosoml16 94 25
Chromosom17 79 30 1
Chromosom18 57 17
Chromosom19 52 16
Chromosom20 55 13
Chromosom21 38 4
Chromosom22 197 10

Zrédto: dane zaczerpnigte z [Piwowar, Meus, Roterman 2004].
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Rys. 1. Wartosci wspélczynnikéw Z obliczone dla tandeméw o dtugosci od 4 do 14 w zwiazku z
wystepowaniem a) w catym genomie, z wytaczeniem chromosoméw piciowych; b) na konkretnych
chromosomach somatycznych cztowieka
Zrédlo: opracowanie wiasne.
Na rysunku 1 wartosci wspéiczynnikéw Z sa przedstawione za pomoca odcieni

szarosci. Im ciemniejszy jest kolor, tym wartosci Z sa wigksze.
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Tandem 9CAG okazal si¢ najrtéwnomierniej rozproszonym tandemem w genomie z
najnizsza wartoscia wspétczynnika Z (rys. 1a). Tandemy o skrajnych wartosciach wsp6t-
czynnika Z — 4CAG i 14CAG - charakteryzuje wigksze skoncentrowanie w pewnych
partiach genomu, a wigc ich rozproszenie jest male. Poza tym bardziej szczegétowa ana-
liza z rozbiciem genomu na chromosomy (rys. 1b) wykazata, ze okreslone dtugosci tan-
demo6w zaleza od rodzaju chromosomu, na ktérym wystepuja.
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ANALYSIS AND DATA CLASSIFICATION
IN THE ASPECT OF COEFFICIENT Z

Summary

Publications dedicated to the analysis of contingency tables in statistical litera-
ture focus frequently on establishing statistical significance between investigated
variables. It leads to treating them as single states, though these variables are usu-
ally defined as systems of events creating the the specific one. The reason of this
approach is in the lack of method which would treat both variables as a system of
two systems of disjoint events and would introduce the analysis of the “interior”
structure of the data. In this paper a new asymmetrical measure of dependence has
been introduced which bases on the above mentioned assumption.
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