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1. Wstep

Pojecie czynnika inflacji wariancji VIF wprowadzit w 1970 r. D.W. Marquardt
[1970]. Od tego czasu przedmiotem licznych badan teoretycznych i praktycznych
sa rézne rodzaje wspélczynnikéw VIF.

W pracy opracowano syntetyczny wykaz mozliwosci zastosowan rozwazanych
wspotczynnikéw do diagnozowania wspdtliniowosci. Ponadto zbadano, czy wyko-
rzystanie metod doboru zmiennych objasniajacych, powszechnie stosowanych w
polskiej literaturze ekonometrycznej, eliminuje problem wspétiniowosci. Rozpa-
trzono metod¢ eliminacji zmiennych quasi-statych, metod¢ badania pojemnosci
nosnikéw informacji oraz metod¢ analizy graféw.

2. Pojgcie wspélliniowosci w jednoréwnaniowym liniowym modelu
ekonometrycznym

W pracy rozwazono jednoréwnaniowy liniowy model ekonometryczny
Y =Xp +¢&. Zalozono, ze liczebnos¢ proby jest wigksza od liczby szacowanych
parametrow.

Doktadna wsp6tliniowos¢ dotyczy sytuacji, kiedy wektory wartosci odpowiada-
jace poszczeg6lnym zmiennym objasniajacym i stalej sa liniowo zalezme. Macierz
zaobserwowanych wartosci zmiennych objasniajacych X nie ma wtedy petnego
rzedu kolumnowego. W konsekwencji metodg najmniejszych kwadratéw nie moz-
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na wyznaczy¢ estymator6w parametr6w strukturalnych modelu, poniewaz uklad
réwnan normalnych nie ma jednoznacznego rozwiazania.

W przypadku przyblizonej wspétliniowosci kolumny macierzy X sg ,,prawie”
liniowo zalezme. Macierz X ma pelny rzad kolumnowy, zatem wektor estymatoréw

parametréw strukturalnych mozna wyznaczyé ze wzoru b=(XTX)_l XTY. Jed-

nakze w takim przypadku moga wystapi¢ niekorzystne konsekwencje réznego ty-
pu. Do najpowazniejszych mozna zaliczy¢:
¢ duzq wrazliwos¢ wartosci estymatoréw parametréw strukturalnych na niewiel-
kie zmiany wartosci zmiennych,
e niewlasciwe znaki wartosci estymatoréw parametréw strukturalnych,
e duze (w stosunku do wartosci estymatoréw parametréw strukturalnych) stan-
dardowe biedy szacunku parametréw.
W celu wykrycia wsp6tliniowosci oraz pomiaru niektérych skutkéw jej wysta-
pienia konstruuje si¢ rézne wspéiczynniki. W pracy tej analizie poddano wsp6t-
czynniki inflacji wariancji.

3. Scentrowany (zwykly) wspétczynnik inflacji wariancji

Najczegsciej w literaturze przedmiotu (por. np. [Greene 2000; Ekonometria...
2003]) przez pojecie wspéiczynnika VIF rozumie si¢ scentrowany czynnik inflacji
wariancji zdefiniowany jako:

VIF, =—1 )

1-R*

gdzie Rf jest wsp6lczynnikiem determinacji w modelu liniowym ze stala, w kt6-
rym zmienna objasniana jest zmienna X, a zmiennymi objasniajacymi zmienne X,
Xo, oo X1y Xju1os X j = 1, 2, ..., k, k 0znacza liczb¢ zmiennych objasniajacych
uwzglednionych w modelu.

Z definicji (1) wynikaja nastepujace zaleznosci wyprowadzone m.in. w pracach:
[Belsley 1991; Osiewalski 1992; 1988].

1. VIF,=r%, 2)

gdzie # jest j-tym elementem diagonalnym macierzy odwrotnej do macierzy R,
R oznacza macierz wspéiczynnikéw korelacji migdzy zmiennymi objasniajacymi.

1 . . . . .
2. T 2VIF, 21, gdzie A, - minimalna warto$¢ wiasna macierzy R. 3)
VIF; = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy zmienna X; nie jest skorelowana z Zadng inng
zmienna objasniajaca. Osiaganie duzych wartosci' VIF; jest rt6wnowazne istnieniu

! Wigkszosé autoréw podaje, Ze wartosci VIF; > 10 jest oznaka wspdtliniowosci (por. np. [Ekonometria...
2003)), niektérzy zas przyjmuja, 2e juz VIF; > S sygnalizuje powazne problemy (por. [Judge i in. 1988}).
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przyblizonej liniowej zaleznosci pomiedzy kolumna macierzy X odpowiadajaca
zmiennej X; oraz co najmniej jedna z kolumn odpowiadajacych zmiennym X;, X5,
cery Xj.], Xj...l‘..., Xt.

3. Wariancje estymatoréw poszczeg6lnych parametréw strukturalnych mozna
wyrazi¢ jako:

0.2

Var(bj)=VIan—2,j=l,2, er K, “@
. (x,.j - X; )
gdzie: ¢ — wariancja skladnika losowego, x;— i-ta, warto$¢ zmiennej X;, i = 1, 2,
- 1, X; — wartos¢ rednia zmiennej X, j=1,2, ..., k.
Z zaleznosci (4) wynika, Ze skorelowanie zmiennej X; z pozostatymi zmiennymi ob-
jasniajacymi pogarsza precyzj¢ szacunku parametru f3; . Od zaleznosci tej pochodzi na-

zwa wspbiczynnika VIF (ang. variance inflation factor), co moze by¢ przettumaczone
jako czynnik inflacji wariancji (por. np. [Ekonometria... 2003]) lub jako wspétczynnik
zwigkszenia wariancji (por. [Osiewalski 1988]). Czynnik inflacji wariancji ma jako
miemik wspétliniowosci nastgpujace wady (por. [Belsley 1991)).

1. Na podstawie VIF nie mozna okresli¢ liczby zaleznosci taczacych zmienne,
np. jesli sa dwie silne liniowe zaleznosci, pierwsza obejmujaca X, X, druga: X; i
X,, to wszystkie wartosci VIF; beda duze, j =1, 2, 3, 4.

2. Nie ma ,wartoéci krytycznej” okreslajacej, jakie wartosci VIF wskazuja na
wspétliniowos¢. Zwykle stosowana wartos¢ krytyczna réwna 10 jest przyjeta ad hoc.

3. Wysokie wartosci VIF sa koniecznym, ale niewystarczajacym warunkiem
wspétliniowosci. Jesli kolumna wartosci zmiennej X; oraz kolumna jedynek odpo-
wiadajaca stalej sa zwiazane przyblizong zaleimoscig liniowa, to VIF moze przyj-
mowac niskie wartosci.

Pierwsza i druga wada dotyczy takze innych rozwazanych w tej pracy rodzajéw
czynnikéw inflacji wariancji. Trzecia moze zas by¢ wyeliminowana przez zasto-
sowanie niescentrowanych czynnikéw inflacji wariancji.

4. Niescentrowany czynnik inflacji wariancji
W pracy Belsleya [1991] zdefuiiowano-poncie niescentrowanego czynnika in-
flacji wariancji:

NVIF, =——,
'T1-NR

gdzie: NR;- niescentowany wspéiczynnik determinacji w modelu bez stalej, w

)

ktérym zmienna objasniang jest Xj, zas zmiennymi objasniajacymi sa Xo, Xj, X5, ...,
X, Xjn1..o X6 j=0,1,2, ..., k, X, odpowiada stalej.
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NVIF ma nastgpujace wlasnosci (por. [Belsley 1991; Osiewalski 1992; 1988]).
1. NVIF,=Nr?,j=0,1,2, ...k, (6)

gdzie: Nr¥ oznacza j-ty element diagonalnym macierzy odwrotnej do NR,
NR jest macierza niescentrowanych wspétczynnikéw korelacji.

2. L 2 NVIF; 21, gdzie d_, — minimalna wartos¢ wiasna macierzy NR. (7)

NVIF; osiaga duze wartosci wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przyblizona liniowa
zalezno$¢é pomigdzy j-ta kolumna macierzy X oraz co najmniej jedna z pozostatych

kolumn.
2

3. Var(b,)= NVIF,=—,j=0,1,2, .. k. 8)
2%
i=l

4. Wiasnosci 1-3 sa zachowane takze w modelu bez stalej.

5. Czynniki inflacji wariancji wedhug Osiewalskiego

W pracach Osiewalskiego [1992; 1988] przedstawiono definicje czynnikéw in-
flacji wariancji dowolnej liniowej funkcji MNK-estymatoréw parametréw struktu-
ralnych modelu oraz czynnikéw inflacji wariancji btgdu predykcji w przypadku
predyktora MNK.

5.1. Scentrowane i niescentrowane czynniki inflacji wariancji dla liniowej
funkcji estymatorow MNK parametréw strukturalnych

. T L 2 T (yTy) !
Niech g =c'b, ¢#0, wtedy wariancja Var(g)=0"c (X X) c.
Scentrowany czynnik inflacji wariancji dla liniowej funkcji MNK-estymatoréw
parametréw strukturalnych definiuje sie nastepujaco (por. [Osiewalski 1988]):

_ Var(g) ’
VIF(g)= Var,(g) ©)

gdzie: Var,(g) — wariancja g, w przypadku braku skorelowania migdzy zmiennymi
objasniajacymi, tj. gdy R = I. Zaklada si¢, ze $rednie i odchylenia standardowe
zmiennych uwzglednionych w Var[g) sa takie same jak w Var(g).

Niescentrowany czynnik inflacji wariancji dla liniowej funkcji estymatoréw
MNK parametréw strukturalnych okresla si¢ zas jako (por. [Osiewalski 1992]):

. Var(g)
NVIF(g)=——2—, 10
(8) Var, (2) (10)
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gdzie: Var,,(g) — wariancja g wéwczas, gdy macierz niescentrowanych wspét-

czynnikéw korelacji NR = 1. Zaklada si¢, ze dlugosci wektoréw kolumnowych
macierzy obserwacji X w Vary(g) s takie same jak w Var(g).

W pracach Osiewalskiego [1992; 1988] dowiedziono nastgpujacych wlasnosci
czynnikéw inflacji wariancji dla funkcji liniowej MNK-estymatoréw parametréw
strukturalnych.

1. Jesli j-ty element wektora ¢, c;=1, a pozostale elementy sa réwne 0, to VIF(g)
= VIF; oraz NVIF(g) = NVIF;.

2. Zakres mozliwych wartosci VIF(g) dla danej macierzy R i r6znych wekto-

1 1 1
row c okreslony jest przez nier6wnosci: — 2VIF(g)2——>—, 11
y jest p i (g) 1 P (11)

gdzie 4, , A, —odpowiednio maksymalna i minimalna wartos¢ wlasna macierzy R.

3. Dla danej macierzy NR i réznych wektoréw c:

1 1 1
d_>NVIF(f)>_d_>ﬁ' (12)

gdzie d_, , d_,, —odpowiednio maksymalna i minimalna wartos¢ wiasna macierzy NR.

4. Dla kazdej macierzy wspétczynnikéw korelacji R istnieje wektor c, taki ze
VIF(g) < 1. Jedli ¢" =[c,, 6%, €%, ... %], to VIF(g) =1 dla kazdej ma-
cierzy R. Skorelowanie zmiennych objasniajacych nie ma wtedy zadnego wplywu
na wariancje funkcji liniowej g.

5. Dla kazdej macierzy NR istnieje taki wektor ¢, ze NVIF(g) < 1.

min max

5.2. Scentrowane i niescentrowane czynniki inflacji wariancji
dla bledu predykcji

Niech §,=x.b przy ustalonym x, bedzie MNK-predyktorem zmiennej
y. =Xip + £, , wéwczas blad predykcji f =y, — §.. Wariancja btedu predykcji wy-
raza si¢ wzorem: Var(f)= o’ [1+xT (XTX)_l X.].

Scentrowany czynnik inflacji wariancji dla btgdu predykcji ma postac:

VIF(fy=-~— Var(f) (13)
Var,(f)’
gdzie Var,(f) — wariancja f, w przypadku braku skorelowania migdzy zmiennymi
objasniajacymi, tj. gdy R = I. Zaklada si¢, ze Srednie i odchylenia standardowe
zmiennych uwzglednione w Var(f) sa takie same jak w Var(f).
Niescentrowany czynnik inflacji wariancji dla btgdu predykcji okresla si¢ jako:

Var(f)
NVIF(f)= (14)
= Var,, (f)
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gdzie Var,, (f) - wariancja f, w przypadku gdy macierz niescentrowanych wsp6t-
czynnikéw korelacji NR = 1. Zaklada si¢, dlugosci wektoré6w kolumnowych macie-
rzy obserwacji X w Vary(f) sa takie same jak w Var(f).

W pracach Osiewalskiego [1992; 1988] dowiedziono nast¢pujacych wiasnosci.

1 1 1
1. Dla danej macierzy R i réznych x. zachodzi: — 2VIF(f)2—>— (15)

gdzie A4, , A,, —odpowiednio maksymalna i minimalna wartos¢ wiasna macierzy R.
1

1
2 NVIF(f)2—>—— (16
7 2NVIF(f)2——>-—— (16)

gdzie d_, , d,, — odpowiednio maksymalna i minimalna wartos¢ wtasna macierzy NR.
3. Dla kazdej macierzy wspé6tczynnikéw korelacji R istnieje takie x', ze
VIF()< 1.Jesli x] =[1, X, X%, ... X],to VIF(f)=1 dla kazdej macierzy R.
4. Dla kazdej macierzy wspétczynnikéw korelacji NR istnieje takie X', ze
NVIF(f< 1.

2. Przy ustalonej macierzy NR i r6znych x»

6. Uogolniony czynnik inflacji wariancji wedtug Foxa i Monette’a

W niektérych modelach moze by¢ wskazany pomiar wspétliniowosci dla ze-
stawéw zmiennych objasniajacych.

Przez X, oznacza si¢ czg¢sé macierzy X odpowiadajaca wyréznionemu podzbio-
rowi zmiennych objasniajacych, przez X; — cz¢$¢ macierzy X odpowiadajaca pozo-
staltym zmiennym objasniajacym wystegpujacym w modelu, X, odpowiada za$ stalej
w modelu. Model liniowy mozna wtedy zapisa¢ w jako: Y = X5, +X,b, +X,b, .

Wyréznionym podzbiorem zmiennych objasniajacych moga by¢, np. zmienne
zero-jedynkowe, odpowiadajace zmiennej jakosciowej. Poniewaz wybér zmiennej
bazowej’ wplywa na wartosci wsp6tczynnikéw korelacji pomigdzy zmiennymi ze-
ro-jedynkowymi a innymi zmiennymi, to od tego wyboru zaleza takze wartosci
czynnikéw inflacji wariancji. Podobnie jest, gdy w modelu wystgpuje czg$¢ wie-
lomianowa, np. gdy zestaw zmiennych objasniajacych jest nastepuja-
cy:X,, X2, X}, X5, Xs,...,X,. Wyréznionym podzbiorem jest tu { X,, X7, X/ }.
Wartoéci wspéiczynnikéw korelacji pomigdzy zmiennymi X7, X, a pozostatymi
zmiennymi objasniajacymi sa w ogdlnym przypadku rézme od wartosci wspét-
czynnikéw korelacji pomigdzy zmiennymi (X, +c)’, (X, +¢)’ a pozostalymi
zmiennymi, gdzie ¢ oznacza stala. Stad wartosci czynnikéw inflacji wariancji zale-
23 od przyjecia zmiennej bazowe;j’.

% Zmienna bazowa w modelu ze zmienng jakosciowa jest pomini¢ta zmienna zero-jedynkowa.
? Wyb6r zmiennej bazowej polega tu na wyborze statej c.
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W celu pomiaru wspétliniowosci dla podzbioré6w zmiennych objasniajacych,
Fox i1 Monette [1992] rozwazyli uogélniony czynnik inflacji wariancji zdefiniowa-
ny jako
detR,, detR,,

detR
gdzie: Ry, jest macierza korelacji pomiedzy zmiennymi z wyréznionego podzbioru
zmiennych objasniajacych, R,; — macierz korelacji pomigdzy pozostatymi zmien-
nymi objasniajacymi wystgpujacymi w modelu.

Uog6lniony czynnik inflacji wariancji ma nastgpujace wihasnosci (por. [Fox,
Monette 1992]).

1. Jesli wyr6miony zbiér X, skiada si¢ z jednej zmiennej X;, to GVIF, = VIF;.
W tym sensie GVIF jest uogdlnionym czynnikiem inflacji wariancji (ang. generali-
zed variance inflation factor).

2. Wartos¢ GVIF) nie zalezy od sposobu przyjecia zmiennej bazowe;.

3. GVIF, = 1 odpowiada sytuacji, kiedy zbiér X, zawiera zmienne nieskorelo-
wane z pozostalymi zmiennymi wystgpujacymi w modelu.

GVIF, = an

7. Metody doboru zmiennych objasniajacych a wspotliniowos¢

Kolejnym zagadnieniem tej pracy jest zbadanie, czy zastosowanie metod analizy
graféw i badania pojemnosci nos$nikéw informacji eliminuje zawsze wystapienie
wspétliniowosci. Metody te bazuja na wartosciach wspéiczynnikéw korelacji po-
migdzy parami zmiennych. Zastosowanie ich nie wyklucza wyboru zmiennej obja-
s$niajacej, ktérej wektor wartosci jest zwiazany przyblizona zaleznoscia z wektorem
1, odpowiadajacym stalej w modelu. Dlatego tez metoda eliminacji zmiennych qu-
asi-statych powinna by¢ zawsze stosowana niezaleznie od obu metod. Eliminuje ona
bowiem zmienne charakteryzujace si¢ mata zmiennoscia. Nastgpnie zbadano, czy
optymalny zestaw zmiennych objasniajacych, uzyskanych metodami Bartosiewicz i
Hellwiga, moze zawieraé¢ zmienne zwiazane ze soba zaleznoscia liniowa.

W metodzie analizy graféw wychodzi si¢ z zaloZenia, ze zmienne objasniajace
w modelu liniowym powinny by¢ stabo skorelowane migdzy soba oraz silnie sko-
relowane ze zmiennymi, ktére nie weszly do modelu. W metodzie tej zaleznosci
pomigdzy zmiennymi uwaza si¢ za nieistotne, jesli wartosci bezwzgledne wsp6t-
czynnikéw korelacji nie przekraczaja wartosci krytycznej r'. Wartosé krytyczna

—_— ‘ )
okreslona jest wzorem: r = -
n-—-2+(t)

gdzie: ¢ jest kwantylem rzg¢du 1—% w rozkladzie t-Studenta z n-2 stopniami

swobody, n — liczebnos¢ préby.
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Dobér zmiennych objasniajacych odbywa si¢ na podstawie analizy grafu, w
ktérym wierzchotkami sa poszczeg6lne zmienne, a tuki reprezentuja istotne powia-
zania pomigdzy zmiennymi. W grafie moga wystapi¢:

e zmienne izolowane, to znaczy niewykazujace istotnych powigzan z innymi
Zmiennymi,

e grupy zmiennych wzajemnie powigzanych.

Zmiennymi objasniajacymi zostaja:

e zmienne izolowane,

e z kazdej grupy zmiennych wzajemnie powiazanych zmienna reprezentujaca staje
si¢ zmienna o maksymalnej liczbie powiazan. Jesli w danej grupie istnieje kilka
zmiennych o maksymalnej liczbie powiazan, to nalezy wybraé spos$réd nich zmien-
na najbardziej skorelowana ze zmienna objasniang (por. [Bartosiewicz 1974}).

W metodzie analizie graféw wartosé krytyczna wspdlczynnika korelacji zalezy
od poziomu istotnosci oraz liczebnosci préby. Dla ustalonego poziomu istotnosci
liczebnos¢ préby jest funkcja malejacq. W przypadku malego n r’ moze przyjmo-
waé dos¢ wysokie wartosci, np. dla poziomu istotnosci & = 0,05, gdy liczebnos¢
préby n < 15, to r > 0,5. Jesli wartosci bezwzgledne wspélczynnikéw korelacji
pomigdzy zmiennymi nie przewyzszaja wartosci krytycznej ', to zmienne uznaje
si¢ za izolowane. Zmienne te tym samym staja si¢ zmiennymi objasniajacymi. W
pracy [Dudek 2003] wykazano, ze stosunkowo niskie wartosci wspélczynnikéw
korelacji pomigdzy parami zmiennych objasniajacych nie wykluczaja wystapienia
wspétliniowosci. W pracy tej m.in. podano przyklad, w ktérym X5 = X, + X, oraz
wszystkie Ir;jl =0,5,i,j=1, 2,3 n=235. Zmienne X, X,, X, s zmiennymi izolowa-

nymi, czyli wchodza do modelu. Metoda analizy graféw mozna zatem czasem do-
bra¢ zmienne objasniajace z liniowo zaleznymi wektorami wartosci.

W metodzie badania pojemnosci no$nikéw informacji kazda zmienna objasnia-
jaca traktuje sie jak nosnik informacji o zmiennej objasnianej. W metodzie tej roz-
patruje si¢ wszystkie niepuste kombinacje potencjalnych zmiennych objasniaja-
cych. Dla kazdej kombinacji oblicza si¢ wspéiczynnik, zwany pojemnoscia inte-
gralng no$nikéw informacji. Za optymalna kombinacj¢ uznaje si¢ taki zestaw
zmiennych, dla ktérego wspétczynnik ten osiaga warto$¢ maksymalng (por. [Hell-
wig 1969]). Generalnie pojemnosci integralne nosnikéw informacji przyjmujg tym
wigksze wartosci, im zmienne objasniajace sa silniej skorelowane ze zmienng obja-
$niang oraz slabiej skorelowane miedzy soba. W pracy Guzika [1985] przedsta-
wiono jednakze przyklad, w ktérym pojemnosé integralna nosnikéw informacji
osiaga najwigksza warto$¢ dla zestawu zawierajacego trzy zmienne, sposréd kt6-
rych dwie sa doskonale skorelowane. Dobér zmiennych objasniajacych metoda
Hellwiga nie zawsze zatem chroni przed problemem wspétliniowosci.
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8. Uwagi koncowe

Czynniki inflacji wariancji z pewnoscia nie moga zastapi¢ procedury pomiaru
wspélliniowosci opartej na liczbie warunkowej. Jednakze ze wzgledu na ich pro-
stot¢ obliczeniowa oraz interpretacj¢ warto jest je wyznaczy¢. Powszechnie bo-
wiem stosowane metody doboru zmiennych objasniajacych nie zawsze wykluczaja
wspétliniowos¢. Odpowiednio duze wartosci czynnikéw inflacji wariancji powinny
by¢ sygnatem do wnikliwej analizy rozpatrywanych danych empirycznych.
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DETECTING OF COLLINEARITY BY USING CENTERED,
NONCENTERED AND GENERALIZED VARIANCE
INFLATION FACTORS

Summary

In this article we analyze the concepts of variance inflation factors VIF. Cen-
tered VIF is misleading in the case of small variation of one of the regressors. In
such cases noncentered VIF should be applied. In order to determine collinearity
for a set of related regressors, such as dummy regresssors corresponding to a cate-
gorical variable, generalized inflation factor is applied.

Moreover explanatory variables selection methods are analyzed in the context
of collinearity. We demonstrate that by using Hellwig's method and Bartosiewicz’s
method it is possible to choose variables with linearly dependent vectors of obser-
vations.
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