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1. Wstęp

Pojęcie czynnika inflacji wariancji VIF wprowadził w 1970 r. D.W. Marquardt 
[1970]. Od tego czasu przedmiotem licznych badań teoretycznych i praktycznych 
są różne rodzaje współczynników VIF.

W pracy opracowano syntetyczny wykaz możliwości zastosowań rozważanych 
współczynników do diagnozowania współliniowości. Ponadto zbadano, czy wyko­
rzystanie metod doboru zmiennych objaśniających, powszechnie stosowanych w 
polskiej literaturze ekonometrycznej, eliminuje problem współliniowości. Rozpa­
trzono metodę eliminacji zmiennych quasi-stałych, metodę badania pojemności 
nośników informacji oraz metodę analizy grafów.

2. Pojęcie współliniowości w jednorównaniowym liniowym modelu
ekonometrycznym

W pracy rozważono jednorównaniowy liniowy model ekonometryczny 
Y = Xp + e  . Założono, że liczebność próby jest większa od liczby szacowanych 
parametrów.

Dokładna współliniowość dotyczy sytuacji, kiedy wektory wartości odpowiada­
jące poszczególnym zmiennym objaśniającym i stałej są liniowo zależne. Macierz 
zaobserwowanych wartości zmiennych objaśniających X nie ma wtedy pełnego 
rzędu kolumnowego. W konsekwencji metodą najmniejszych kwadratów nie moż­
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na wyznaczyć estymatorów parametrów strukturalnych modelu, ponieważ układ 
równań normalnych nie ma jednoznacznego rozwiązania.

W przypadku przybliżonej współliniowości kolumny macierzy X są „prawie” 
liniowo zależne. Macierz X ma pełny rząd kolumnowy, zatem wektor estymatorów

parametrów strukturalnych można wyznaczyć ze wzoru b = (X TX) ' XTY . Jed­

nakże w takim przypadku mogą wystąpić niekorzystne konsekwencje różnego ty­
pu. Do najpoważniejszych można zaliczyć:
•  dużą wrażliwość wartości estymatorów parametrów strukturalnych na niewiel­

kie zmiany wartości zmiennych,
•  niewłaściwe znaki wartości estymatorów parametrów strukturalnych,
•  duże (w stosunku do wartości estymatorów parametrów strukturalnych) stan­

dardowe błędy szacunku parametrów.
W celu wykrycia współliniowości oraz pomiaru niektórych skutków jej wystą­

pienia konstruuje się różne współczynniki. W pracy tej analizie poddano współ­
czynniki inflacji wariancji.

3. Scentrowany (zwykły) współczynnik inflacji wariancji

Najczęściej w literaturze przedmiotu (por. np. [Greene 2000; Ekonometria...
2003]) przez pojęcie współczynnika VIF rozumie się scentrowany czynnik inflacji 
wariancji zdefiniowany jako:

gdzie J?2 jest współczynnikiem determinacji w modelu liniowym ze stałą  w któ­

rym zmienną objaśnianą jest zmienna XJt a zmiennymi objaśniającymi zmienne X\, 
X2, ..., XH , Xj+1,..., Xh j  = 1, 2, ..., k, k oznacza liczbę zmiennych objaśniających 
uwzględnionych w modelu.

Z definicji (1) wynikają następujące zależności wyprowadzone m.in. w pracach: 
[Belsley 1991; Osiewalski 1992; 1988],

1. VIFj = r “, (2)

gdzie r" jest j -tym elementem diagonalnym macierzy odwrotnej do macierzy R,
R  oznacza macierz współczynników korelacji między zmiennymi objaśniającymi.

2. —i— > VIFj > 1, gdzie -  minimalna wartość własna macierzy R. (3) 
4 n in

VIFj = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy zmienna Xj nie jest skorelowana z żadną inną 
zmienną objaśniającą. Osiąganie dużych wartości1 VIFj jest równoważne istnieniu

1 Większość autorów podaje, i t  wartości VIFj > 10 jest oznaką współliniowości (por. np. [Ekonom etria... 
2003]), niektórzy zaś przyjmują, że już VIFj > 5 sygnalizuje poważne problemy (por. [Judge i in. 1988]).
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przybliżonej liniowej zależności pomiędzy kolumną macierzy X odpowiadającą 
zmiennej Xj oraz co najmniej jedną z kolumn odpowiadających zmiennym Xu X2, 
•••« Xj~], X j . X k .

3. Wariancje estymatorów poszczególnych parametrów strukturalnych można 
wyrazić jako:

Var(b,) = VIFj —— —------- , j=  1 ,2 ,....* , (4)

1=1

gdzie: a 2 -  wariancja składnika losowego, x y -  i-ta, wartość zmiennej Xjt i = 1 ,2 , 
..., n, Xj -  wartość średnia zmiennej X j,j = 1, 2 ,..., k.

Z zależności (4) wynika, że skorelowanie zmiennej Xj z pozostałymi zmiennymi ob­
jaśniającymi pogarsza precyzję szacunku parametru f l j . Od zależności tej pochodzi na­

zwa współczynnika V7F (ang. variance inflation factor), co może być przetłumaczone 
jako czynnik inflacji wariancji (por. np. [Ekonometria... 2003]) lub jako współczynnik 
zwiększenia wariancji (por. [Osiewalski 1988]). Czynnik inflacji wariancji ma jako 
miernik współliniowości następujące wady (por. [Belsley 1991]).

1. Na podstawie VIF nie można określić liczby zależności łączących zmienne, 
np. jeśli są dwie silne liniowe zależności, pierwsza obejmująca X\, X2, druga; X2 i 
XĄ, to wszystkie wartości VIFj będą duże,j = 1, 2, 3 ,4 .

2. Nie ma „wartości krytycznej” określającej, jakie wartości VIF wskazują na 
współliniowość. Zwykle stosowana wartość krytyczna równa 10 jest przyjęta ad hoc.

3. Wysokie wartości VIF są koniecznym, ale niewystarczającym warunkiem 
współliniowości. Jeśli kolumna wartości zmiennej Xj oraz kolumna jedynek odpo­
wiadająca stałej są związane przybliżoną zależnością liniową, to VIF może przyj­
mować niskie wartości.

Pierwsza i druga wada dotyczy także innych rozważanych w tej pracy rodzajów 
czynników inflacji wariancji. Trzecia może zaś być wyeliminowana przez zasto­
sowanie niescentrowanych czynników inflacji wariancji.

4. Niescentrowany czynnik inflacji wariancji

W pracy Belsleya [1991] zdefiniowano pojęcie niescentrowanego czynnika in­
flacji wariancji:

N V IF j =
1

1 -N R * '
(5)

gdzie: NR*- niescentowany współczynnik determinacji w modelu bez stałej, w
którym zmienną objaśnianą jest A}, zaś zmiennymi objaśniającymi sąX 0, X u X2, ..., 
Xj-U Xj+1,..., Xh j  = 0 , 1 ,2 ,..., k, X0 odpowiada stałej.
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NVIF ma następujące własności (por. [Belsley 1991; Osiewalski 1992; 1988]).
1. NVIFj = N rii J  = 0, 1 ,2 ......*, (6)

gdzie; N ru oznacza j -ty element diagonalnym macierzy odwrotnej do NR, 
NR jest macierzą niescentrowanych współczynników korelacji.

2. > NVIFj > 1, gdzie -  minimalna wartość własna macierzy NR. (7)

NVIFj osiąga duże wartości wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przybliżona liniowa 
zależność pomiędzy y-tą kolumną macierzy X oraz co najmniej jedną z pozostałych 
kolumn.

3. Varibj) =  NVIFj J  = 0, 1, 2 ,..., k.

1 4
i=i

4. Własności 1-3 są zachowane także w modelu bez stałej.

( 8)

5. Czynniki inflacji wariancji według Osiewalskiego

W pracach Osiewalskiego [1992; 1988] przedstawiono definicje czynników in­
flacji wariancji dowolnej liniowej funkcji MNK-estymatorów parametrów struktu­
ralnych modelu oraz czynników inflacji wariancji błędu predykcji w przypadku 
predyktora MNK.

5.1. Scentrowane i niescentrowane czynniki inflacji w ariancji dla liniowej 
funkcji estym atorów M NK param etrów  strukturalnych

Niech g = cTb, c * 0 ,  wtedy wariancja Var(g) = <r2cT (X TX) c.

Scentrowany czynnik inflacji wariancji dla liniowej funkcji MNK-estymatorów 
parametrów strukturalnych definiuje się następująco (por. [Osiewalski 1988]):

v / f (*) = 7 T T 7  (9)Var,(g)
gdzie: Var,(g) -  wariancja g, w przypadku braku skorelowania między zmiennymi 
objaśniającymi, tj. gdy R = I. Zakłada się, że średnie i odchylenia standardowe 
zmiennych uwzględnionych w Var^g) są takie same jak w Var(g).

Niescentrowany czynnik inflacji wariancji dla liniowej funkcji estymatorów 
MNK parametrów strukturalnych określa się zaś jako (por. [Osiewalski 1992]):

NVIF(g)=  Var(g) . (10)
VarNI(g)
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gdzie: VarNl(g) -  wariancja g wówczas, gdy macierz niescentrowanych współ­
czynników korelacji NR = I. Zakłada się, że długości wektorów kolumnowych 
macierzy obserwacji X w VarNAg) są  takie same jak  w Vaifg).

W pracach Osiewalskiego [1992; 1988] dowiedziono następujących własności 
czynników inflacji wariancji dla funkcji liniowej MNK-estymatorów parametrów 
strukturalnych.

1. Jeśli j- ty element wektora c, c;= l, a pozostałe elementy są równe 0, to VIF(g) 
= VIFj oraz NVIF(g) = NVIFj.

2. Zakres możliwych wartości VIF(g) dla danej macierzy R i różnych wekto­

rów c określony jest przez nierówności: - —  > VIF(g) >
Anin

1
( U )

gdzie A ^  , A ^  -  odpowiednio maksymalna i minimalna wartość własna macierzy R.
3. Dla danej macierzy NR i różnych wektorów c:

-y— > N V IF (f)> -y-—> 7 ~ T ’ . 
d d k +1** min ** m ir ,v 1 x

( 12)

gdzie d^ , d ^  -  odpowiednio maksymalna i minimalna wartość własna macierzy NR.
4. Dla każdej macierzy współczynników korelacji R istnieje wektor c, taki że 

VIF(g) < 1. Jeśli cT = [c0, c0*;, c0x2, ... c0xk], to VIF(g) = 1 dla każdej ma­
cierzy R. Skorelowanie zmiennych objaśniających nie ma wtedy żadnego wpływu 
na wariancję funkcji liniowej g.

5. Dla każdej macierzy NR istnieje taki wektor c, że NVIF(g) < 1.

5.2. Scentrowane i niescentrowane czynniki inflacji w ariancji 
dla błędu predykcji

Niech y, = x jb  przy ustalonym x„ będzie MNK-predyktorem zmiennej 

y, = xIp  + £ . , wówczas błąd predykcji /  = y, -  y . . Wariancja błędu predykcji wy­

raża się wzorem: Var(f)  = cr2[l + x j  (X TX) x , ] .

Scentrowany czynnik inflacji wariancji dla błędu predykcji ma postać:
Var{f)VIF( f)  =
V ar,(f)

(13)

gdzie Vart ( f  ) -  wariancja/, w przypadku braku skorelowania między zmiennymi 
objaśniającymi, tj. gdy R  = I. Zakłada się, że średnie i odchylenia standardowe 
zmiennych uwzględnione w VarAf) są takie same jak w Varif).

Niescentrowany czynnik inflacji wariancji dla błędu predykcji określa się jako:
Var(f)NVIF(f )  =

VarNI( f )
(14)
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gdzie Varm ( f )  -  wariancja/, w przypadku gdy macierz niescentrowanych współ­
czynników korelacji NR = I. Zakłada się, długości wektorów kolumnowych macie­
rzy obserwacji X w VarNtf)  są takie same jak w Vatif).

W pracach Osiewalskiego [1992; 1988] dowiedziono następujących własności.

1. Dla danej macierzy R  i różnych x. zachodzi: ——  > V IF ( f ) > — > —> (15)
Anin *

gdzie -  odpowiednio maksymalna i minimalna wartość własna macierzy R.

2 . Przy ustalonej macierzy NR i różnych x» - j — > NVIF(f)  -
U Umin max

i
> —  

k+i
’ (16)

gdzie dm„ , -  odpowiednio maksymalna i minimalna wartość własna macierzy NR.
3. Dla każdej macierzy współczynników korelacji R  istnieje takie x*, że 

VIF(f)< 1. Jeśli x T. = [l, 3t,, Xj, ... xt ] , to VIF(f) = 1 dla każdej macierzy R.
4. Dla każdej macierzy współczynników korelacji NR istnieje takie x*, że 

NVlF(j) < 1.

6. Uogólniony czynnik inflacji wariancji według Foxa i M onette’a

W niektórych modelach może być wskazany pomiar współliniowości dla ze­
stawów zmiennych objaśniających.

Przez Xi oznacza się część macierzy X odpowiadającą wyróżnionemu podzbio­
rowi zmiennych objaśniających, przez X2 -  część macierzy X odpowiadającą pozo­
stałym zmiennym objaśniającym występującym w modelu, Xo odpowiada zaś stałej
w modelu. Model liniowy można wtedy zapisać w jako: Y = X 0b0 + X ,b, + X2b 2 .

Wyróżnionym podzbiorem zmiennych objaśniających mogą być, np. zmienne 
zero-jedynkowe, odpowiadające zmiennej jakościowej. Ponieważ wybór zmiennej 
bazowej2 wpływa na wartości współczynników korelacji pomiędzy zmiennymi ze- 
ro-jedynkowymi a innymi zmiennymi, to od tego wyboru zależą także wartości 
czynników inflacji wariancji. Podobnie jest, gdy w modelu występuje część wie­
lomianowa, np. gdy zestaw zmiennych objaśniających jest następują­
cy: X,, X f, X f , X2, Xs,...,Xk. Wyróżnionym podzbiorem jest tu { X p X,2, X,3}. 
Wartości współczynników korelacji pomiędzy zmiennymi X 2, X 3 a pozostałymi 
zmiennymi objaśniającymi są w ogólnym przypadku różne od wartości współ­
czynników korelacji pomiędzy zmiennymi (X, + c )2, (X, + c)3 a pozostałymi 
zmiennymi, gdzie c oznacza stałą. Stąd wartości czynników inflacji wariancji zale­
żą od przyjęcia zmiennej bazowej3.

2 Zmienną bazową w modelu ze zmienną jakościową jest pominięta zmienna zero-jedynkowa.
3 Wybór zmiennej bazowej polega tu na wyborze stałej c.
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W celu pomiaru współliniowości dla podzbiorów zmiennych objaśniających, 
Fox i Monette [1992] rozważyli uogólniony czynnik inflacji wariancji zdefiniowa­
ny jako

GVIF{ =
detR ,, d e tR ^  

detR
(17)

gdzie: R u jest macierzą korelacji pomiędzy zmiennymi z wyróżnionego podzbioru 
zmiennych objaśniających, R22 -  macierz korelacji pomiędzy pozostałymi zmien­
nymi objaśniającymi występującymi w modelu.

Uogólniony czynnik inflacji wariancji ma następujące własności (por. [Fox, 
Monette 1992]).

1. Jeśli wyróżniony zbiór Xj składa się z jednej zmiennej Xj, to GVIF\ = VIFj. 
W tym sensie GVIF jest uogólnionym czynnikiem inflacji wariancji (ang. generali­
zed variance inflation factor).

2. Wartość GV1FX nie zależy od sposobu przyjęcia zmiennej bazowej.
3. GVIFi = 1 odpowiada sytuacji, kiedy zbiór Xi zawiera zmienne nieskorelo- 

wane z pozostałymi zmiennymi występującymi w modelu.

7. M etody doboru zmiennych objaśniających a współliniowość

Kolejnym zagadnieniem tej pracy jest zbadanie, czy zastosowanie metod analizy 
grafów i badania pojemności nośników informacji eliminuje zawsze wystąpienie 
współliniowości. Metody te bazują na wartościach współczynników korelacji po­
między parami zmiennych. Zastosowanie ich nie wyklucza wyboru zmiennej obja­
śniającej, której wektor wartości jest związany przybliżoną zależnością z wektorem 
1, odpowiadającym stałej w modelu. Dlatego też metoda eliminacji zmiennych qu- 
asi-stałych powinna być zawsze stosowana niezależnie od obu metod. Eliminuje ona 
bowiem zmienne charakteryzujące się małą zmiennością. Następnie zbadano, czy 
optymalny zestaw zmiennych objaśniających, uzyskanych metodami Bartosiewicz i 
Hellwiga, może zawierać zmienne związane ze sobą zależnością liniową.

W metodzie analizy grafów wychodzi się z założenia, że zmienne objaśniające 
w modelu liniowym powinny być słabo skorelowane między sobą oraz silnie sko­
relowane ze zmiennymi, które nie weszły do modelu. W metodzie tej zależności 
pomiędzy zmiennymi uważa się za nieistotne, jeśli wartości bezwzględne współ­
czynników korelacji nie przekraczają wartości krytycznej r . Wartość krytyczna

. ,, . I V ?określona jest wzorem: r = J ------------—  .
\ n - 2  + ( t y

* a
gdzie: t jest kwantylem rzędu 1 -  — w rozkładzie t-Studenta z n-2  stopniami 

swobody, n -  liczebność próby.
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Dobór zmiennych objaśniających odbywa się na podstawie analizy grafu, w 
którym wierzchołkami są poszczególne zmienne, a łuki reprezentują istotne powią­
zania pomiędzy zmiennymi. W grafie mogą wystąpić:
•  zmienne izolowane, to znaczy niewykazujące istotnych powiązań z innymi 

zmiennymi,
•  grupy zmiennych wzajemnie powiązanych.

Zmiennymi objaśniającymi zostają:
• zmienne izolowane,
• z każdej grupy zmiennych wzajemnie powiązanych zmienną reprezentującą staje 

się zmienna o maksymalnej liczbie powiązań. Jeśli w danej grupie istnieje kilka 
zmiennych o maksymalnej liczbie powiązań, to należy wybrać spośród nich zmien­
ną najbardziej skorelowaną ze zmienną objaśnianą (por. [Bartosiewicz 1974]).
W metodzie analizie grafów wartość krytyczna współczynnika korelacji zależy 

od poziomu istotności oraz liczebności próby. Dla ustalonego poziomu istotności 
liczebność próby jest funkcją malejącą. W przypadku małego n r może przyjmo­
wać dość wysokie wartości, np. dla poziomu istotności a  = 0,05, gdy liczebność 
próby n < 15, to r > 0,5. Jeśli wartości bezwzględne współczynników korelacji 
pomiędzy zmiennymi nie przewyższają wartości krytycznej r , to zmienne uznaje 
się za izolowane. Zmienne te tym samym stają się zmiennymi objaśniającymi. W 
pracy [Dudek 2003] wykazano, że stosunkowo niskie wartości współczynników 
korelacji pomiędzy parami zmiennych objaśniających nie wykluczają wystąpienia 
współliniowości. W pracy tej m.in. podano przykład, w którym X3 = Xi + X2 oraz 
wszystkie |rtf| = 0 ,5 , i, j  = 1, 2, 3 n = 5. Zmienne X u X2, X3 są zmiennymi izolowa­

nymi, czyli wchodzą do modelu. Metodą analizy grafów można zatem czasem do­
brać zmienne objaśniające z liniowo zależnymi wektorami wartości.

W metodzie badania pojemności nośników informacji każdą zmienną objaśnia­
jącą traktuje się jak nośnik informacji o zmiennej objaśnianej. W metodzie tej roz­
patruje się wszystkie niepuste kombinacje potencjalnych zmiennych objaśniają­
cych. Dla każdej kombinacji oblicza się współczynnik, zwany pojemnością inte­
gralną nośników informacji. Za optymalną kombinację uznaje się taki zestaw 
zmiennych, dla którego współczynnik ten osiąga wartość maksymalną (por. [Hell- 
wig 1969]). Generalnie pojemności integralne nośników informacji przyjmują tym 
większe wartości, im zmienne objaśniające są silniej skorelowane ze zmienną obja­
śnianą oraz słabiej skorelowane między sobą. W pracy Guzika [1985] przedsta­
wiono jednakże przykład, w którym pojemność integralna nośników informacji 
osiąga największą wartość dla zestawu zawierającego trzy zmienne, spośród któ­
rych dwie są doskonale skorelowane. Dobór zmiennych objaśniających metodą 
Hellwiga nie zawsze zatem chroni przed problemem współliniowości.
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8. Uwagi końcowe

Czynniki inflacji wariancji z pewnością nie mogą zastąpić procedury pomiaru 
współliniowości opartej na liczbie warunkowej. Jednakże ze względu na ich pro­
stotę obliczeniową oraz interpretację warto jest je  wyznaczyć. Powszechnie bo­
wiem stosowane metody doboru zmiennych objaśniających nie zawsze wykluczają 
współliniowość. Odpowiednio duże wartości czynników inflacji wariancji powinny 
być sygnałem do wnikliwej analizy rozpatrywanych danych empirycznych.
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DETECTING OF COLLINEARITY BY USING CENTERED, 
NONCENTERED AND GENERALIZED VARIANCE  

INFLATION FACTORS

Summary

In this article we analyze the concepts of variance inflation factors VIF. Cen­
tered VIF is misleading in the case of small variation of one of the regressors. In 
such cases noncentered VIF should be applied. In order to determine collinearity 
for a set of related regressors, such as dummy regresssors corresponding to a cate­
gorical variable, generalized inflation factor is applied.

Moreover explanatory variables selection methods are analyzed in the context 
of collinearity. We demonstrate that by using Hellwig’s method and Bartosiewicz’s 
method it is possible to choose variables with linearly dependent vectors of obser­
vations.
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