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1. Wstep

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie definicji stochastycznej calki Ito
i jej wlasnosci, przyblizenie pojecia stochastycznej catki Stratonowicza oraz poka-
zanie sposobu rozwiazania stochastycznego réwnania rézniczkowego postaci

dX, = puX,dt + cdWw,,

gdzie: X — szukany proces stochastyczny,
M, o— zadane funkcje,
W — proces Wienera,
poprzez zastosowanie wielowymiarowej wersji wzoru Ito.

Teoria stochastycznych réwnan rézniczkowych znajduje zastosowania w wielu
dziedzinach nauki. Stanowi ona podstawowe narzedzie opisu w tych dyscyplinach,
w ktérych mamy do czynienia ze zjawiskami zaleznymi od czasu. Na przykiad
w biologii model rozwoju populacji rozpatruje si¢ w postaci gaussowskiego stocha-
stycznego rownania Verhulsta czy stochastycznego martyngalowego réownania
Verhulsta, modele ewolucji populacji gatunkéw konkurujacych ze soba przedsta-
wia sie za pomocg gaussowskiego stochastycznego rownania Volterry—Lotki, semi-
martyngalowego réwnania Volterry—Lotki czy a-stabilnego réwnania Volterry—
—Lotki, a w astronomii problem stabilizacji satelity na orbicie opisuje si¢ rownania-
mi Sagirowa [Janicki, Izydorczyk 2001]. W technice i fizyce za pomoca stocha-
stycznych roéwnan rézniczkowych opisywane sa reakcje konstrukcji na wymusze-
nia turbulentne, sejsmiczne czy wywolane falami morskimi, a takze reakcje pojaz-
dow na losowe nierownosci drogi [Sobczyk 1996]. Szerokie zastosowanie w ma-
tematyce ubezpieczeniowej, w zagadnieniach zwigzanych z modelowaniem ryzyka
ma proces Bessela [Janicki, Izydorczyk 2001].
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Obok probleméw jakosciowych teoria stochastycznych rownan rézniczkowych
stanowi fundament szeregu badan dotyczacych efektywnych metod otrzymywania
rozwiazan. Przez rozwiazanie rozumiemy taki proces stochastyczny, ktory po spet-
nieniu okreslonych zalozen stanowi rozwiazanie réwnania stochastycznego opisu-
jacego interesujace nas zjawisko [Kloeden, Platen, Scherz 1997]. Niestety tylko
wybrane metody analityczne daja dokladne rozwiazanie, a ich zastosowanie moz-
liwe jest tylko w nielicznych przypadkach. Najcz¢sciej, za pomoca wzoréw anali-
tycznych lub schematéw numerycznych, jestesmy w stanie wyznaczy¢ jedynie
przyblizone rozwiazania.

W zadaniach matematyki finansowej, zwiazanych z budowa optymalnego port-
fela papieréw wartosciowych [Fitatowa, Posacka 2002], wykorzystuje si¢ teorig¢
zaréwno catki Stratonowicza, jak i calki Ito. W niniejszej pracy blizej przyjrzymy
si¢ definicjom tych pojgc. Szczegdlng uwage zwrocimy na wlasnosci catki stocha-
stycznej Ito w aspekcie jej stosowalnosci do rozwiazania pewnego typu stocha-
stycznych réwnan rézniczkowych, opisujacych zjawiska ekonomiczne.

2. Pojecia: calka Stratonowicza oraz calka Ito

Rozwazmy przestrzen zdarzen elementarnych (2, z okreslong na niej miarg
probabilistyczna P oraz o algebra F. Wtedy:

1. Procesem stochastycznym X(¢) nazwiemy rodzing zmiennych losowych
{X (w)tel, o e.Q} zaleznych od parametru ¢ i okreslonych na przestrzeni pro-
babilistycznej (L2, F, P), gdzie T jest zbiorem lub podzbiorem liczb rzeczywistych.
Innymi stowy proces stochastyczny X{(r) to funkcja, ktéra odwzorowuje zbior
parametrow T w przestrzefi zmiennych losowych okreslonych na przestrzeni
(£, F, P) [Sobczyk 1996].

2) Procesem Wienera W/(t) nazwiemy proces stochastyczny #: 2x[0,+©) > R
spelniajacy nastgpujace warunki:

1) W(0)=0,

2) przyrosty W(t) — W(s), W(u)—W(¢) saniezalezne, gdzie s <t < u,

3) rozktad zmiennej W (¢ + h) — W(t) zalezy tylko od A,

4) przyrosty W (¢ + h) — W(t) maja rozktad normalny o sredniej 0 i wariancji A,

5) trajektorie t — W(t, w), przy ustalonym w € 02, sa ciagle.

Zauwazmy, ze warunki 1-5 nie sg niezalezne.

Niech teraz dane beda: chwila czasowa S:0<S<T oraz funkcja dwoéch
zmiennych f(¢,w), t €[0,T], w €42. Naszym celem jest zdefiniowanie catki sto-

chastycznej wzgledem procesu W(r) (w dalszych rozwazaniach proces stochastycz-
ny W(t) oznaczaé b¢dziemy przez W;):
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[ 7, @)aW, (o). (1
S

Zacznijmy od konstrukcji definicji powyzszej catki dla funkcji schodkowych
(prostych) f,,, a nastgpnie, stosujac twierdzenie o aproksymacji jednostajnej funk-
cji f funkcjami f,, rozszerzmy te definicj¢ na przestrzen funkcji f(¢, w), ¢t €[0, T],
@ €. W tym celu przedstawmy funkcje f w postaci:

f(t,a))= Zej(w)'l[j.2_”’(j+])2_"](t)’ (2)

j20

gdzie y — funkcja charakterystyczna, n e N.
Dla funkcji schodkowych postaci (2) catke¢ wzglgdem procesu W, okreslamy
nastgpujaco:

j S )W (@)= Y e (@)W, -, J@), ©
Jj20
gdzie
k-27", dlaS<k-27"<T,
=1 =15, dlak-27" <S8,
T, dlak-27">T.

Stosujac twierdzenie o jednostajnej aproksymacji funkcji podcatkowej f (¢, @)
za pomoca

Zf (15:@) 2,1, ®:

gdzie t e[t ] +l] oraz przechodzac do granicy, otrzymujemy

jf(t (@)= tim 3 (1.0, -, | 4)

40’7y

Zauwazmy, ze taki sposob obliczania caltki z funkcji f(¢, @) wzglgdem proce-
su stochastycznego W, zalezy $cisle od wyboru chwili t} [Oksendal 2000]. W za-
leznosci od sposobu doboru momentu czasowego t;- wyrézniamy dwa typy calek

stochastycznych. Jesli t;- =1t; (pokrywa sie z poczatkiem przedzialu czasowego), to
mamy wtedy do czynienia z calka Ito postaci:
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T
[ 7@, @)aw, (@), )
S

tj+tj+l

natomiast gdy t} = , to mowimy wtedy o calce Stratonowicza i oznaczamy

Jja nastepujaco:

T
[7(t,@)0aW,(0). ©)
S

3. Calka stochastyczna Ito oraz wzér Ito

Rozwazmy rosnaca rodzine o-algebr {‘F,} 1520 podzbioréw przestrzeni (2.

Wtedy proces stochastyczny g(f, ®):[0, ) x £2— R" nazwiemy F,-adaptowanym,
jezeli dla kazdej wartosci ¢ > 0 funkcja

®— g(t,w)

jest F,-mierzalna.
Niech ¥ = 1/(S, T) bedzie zadana klasa funkcji postaci:

f(t,w):[0,0)x 22— R,

spelniajacych warunki [Oksendal 2000]:
1) odwzorowanie (¢, ®)— f(¢t,®) jest Bx F-mierzalne, gdzie B jest o-algebra

zbiorow Borela okreslong na przedziale czasowym [0, «),
2) f(t,w) jest F,-adaptowana,

T
3) E[j f(t,a))zdtiI<oo.
S

Dla kazdej funkcji f eV/(S,T) zdefiniujemy catke stochastyczna Ito

T
J.f(t, w)dW,(w), gdzie W, — jednowymiarowy proces Wienera. Zrobimy to

S
w dwoch krokach: najpierw dla klasy funkeji prostych (schodkowych) {4, }, a na-

stepnie, aproksymujac funkcje f € (S, T) funkcjami prostymi {¢n}, przejdziemy
do granicy z catka j¢ndW do catki _[de przy ¢, = f.
Rozwazmy funkcje¢ prosta ¢ €7 w postaci
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¢(t,w)=2ej(w)-x[,_,,_ 1 ()
J VAR A

Zauwazmy, ze jezeli ¢ €V, to kazda z funkcji e j musi by¢ ‘th -mierzalna.
Wobec powyzszego
T
Jote. 1w (@)= T ey, -, J). ®)
S J20

Definicja calki stochastycznej Ito
Niech dana bedzie funkcja f € V/(S, T). Catka Ito od S do T z funkcji f wzgle-

dem procesu Wienera nazwiemy wielkos¢ zadana wzorem

T T
[ 7t 0)aW, (@)= lim [,(1, @)aW, (), 9)
S n—)aoS
gdzie {¢,,} — ciag funkcji prostych spetniajacych warunek:
T
E[j(f(t,w)—¢n(t,w))2dt]—>0 dlan—w. (10)
S

Tak zdefiniowana caltka [to posiada nastgpujace wlasnosci:

Twierdzenie (wlasnosci calki Ito)
Niech dane beda dwie funkcje f,ge?/(0,T) oraz chwile czasowe

0<S<U<T. Wtedy:

T U T
D [saw, = [ faw, + | faw,,
S S U

T T T

2) [(ef +dg)aW, =c[ faW, +d [ gdW, , c, d - state, (addytywnos¢ i jednorodnosc
S S S
catki),

T
3) Warto$¢ oczekiwana E[Ide,} =0,
S

b 2 b
4) E[J de,} =E[j fzdt},
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T
5) calka jde, jest Fr-mierzalna.

S
Dowo6d poszczegdlnych wlasno$ci mozna znalezé w pracach B. Oksendala
[2000] i K. Sobczyka [1996].
Bardzo wazna rol¢ w poszukiwaniu rozwiazan stochastycznych rownan roz-
niczkowych odgrywa wzor Ito. Podaje on przepis na ,,rézniczkowanie” pewnych
procesow stochastycznych bedacych funkcjami procesu Wienera.

Twierdzenie. Wzor Ito
Niech W, —(w,,wz,...,w,,)t bedzie wielowymiarowym procesem Wienera,

[b, j]j ]122 — zadana macierza wspotczynnikow, f:[0,0)-R™ — R — za-

dang funkcja. Wtedy, jesli proces X posiada rozniczke stochastyczna postaci:
n
dXi =a,-dt+2b,-,jdwj, (]l)

oraz

Y =1(t, X,), (12)

to

dY, = f,(t, X, )dt + Y £ (6, X )ar(0dt + ) £ (6 X, )Y by j(adw; (1) +
i=1 i=1 Jj=1
(13)

m

%Z Dby i (0 (0. X, Yoy, (Dt
J=li, I=1

4. Przyklad zastosowania wzoru Ito do rozwiazania
stochastycznego réwnania rézniczkowego

Niech dane bedzie stochastyczne rownanie rézniczkowe postaci:
dX, = uX,dt + cdW;, (14)

gdzie X — szukany proces stochastyczny, u, o— zadane funkcje.
Aby wyznaczy¢ rozwiazania tego rownania, rozwazmy funkcje f postaci:

[t X)) =) X, (15)

gdzie ¢ eC! wzgledem ¢.
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W celu wyznaczenia df (¢, X, ) zastosujemy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie
Jezeli

dX; =ay(t)dt + by (r)dw,
oraz

ay, =ay(8)dt + by (t)dw,,
to

d(X,Y,)= X, dY, + Y;dX, + by (¢)by(t)dt . (16)

Dowod

Na mocy wzoru Ito obliczamy:
dX,2 =2X,a()dt +2X, b (t)dW, + 1 2(by (t))zdt =

2
17)
=2X,a,(t)dt +2X,(dX, - ay()dt) + (by())*dt = 2 X, dX, + (b () .

dY? = 2Y,dY, + (by (1)) dt. (18)
d{(X, + 1)} 22X, + X, ar () + ap ())de+2(X, +, by (1) +by () aW, +
+1-2(by (1) +by ()2 dt=2(X, +Y, Yay () +ay (t))dt + )
$2X, + Y, )(@X, +dY; —(ay (1) +a (0))dt) + (by (1) + by (1)) dt =
=2(X, +Y,)d(X, +Y,)+ (b () + by (1))  at.
Skoro

d{(X, + Y,)2} =d(X? +2X,% + ¥2)=d(X})+2d(X,x) +d(r}),  (20)
to na mocy wzordw (17)-(19) obliczamy

(X, + 1)’} =d(XF) =) ax, 4 1)d(x, + )+ () + by(o) P
d(XIYI)= 2 = 2 -
| 2X,dX, ~ (b () dr = 2,dY, - (by (1))
. .
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Po zredukowaniu wyrazéw podobnych otrzymujemy zalezno$é (16)
d(X,Y,)= X,dY, + Y,dX, + bj(t)by(t)dt,

stanowiaca teze dowodzonego twierdzenia, a zatem twierdzenie zostalo udowod-
nione.

Przyjmijmy, ze funkcja ¢ w réwnaniu (15) jest postaci ¢(¢) = e M. Witedy na
mocy powyzszego twierdzenia otrzymujemy

d(f(t, X,))=d(e™™ X,) = —pe™H X,dt + e M cdW, + 0= e GaW,.

Przechodzac do postaci catkowej, otrzymujemy

¢t
e X(6) = Xo + [e ol
0

Pomnozywszy obustronnie przez e**, otrzymamy proces stochastyczny (szukane
rozwiazanie stochastycznego réwnania rézniczkowego (14)) postaci

t
X(0)= XgeH + j e MU= g, 1)
0

Proces (15) nosi nazwe procesu Ornsteina—Uhlenbecka.

5. Zakonczenie

W pracy przedstawiono definicj¢ oraz podstawowe wlasnosci stochastycznej
catki Ito. Ponadto przyblizono pojgcie stochastycznej catki Stratonowicza. Przyto-
czono wersj¢ wielowymiarowa wzoru Ito, stuzacego do ,,ré6zniczkowania” pew-
nych proceséw stochastycznych. Pokazano przyklad zastosowania wspomnianego
twierdzenia do poszukiwania rozwiazan stochastycznych réwnan rézniczkowych

typu (14).
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ITO STOCHASTIC INTEGRALS - DEFINITION AND SOME
PROPERTIES

Summary

The main purpose of this paper is to present definition Ito integrals and their properties. There is
shown formula lto, which can be used for stochastic differential equations like:

dX, = pX,dt + odW,,

where X — unknown stochastic process, 4, o — known functions, W — Wiener process.

Mgr Katarzyna Posacka jest pracownicg Katedry Matematyki Politechniki Radomskiej.
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