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EKONOMICZNE MIERNIKI WZROSTU I ZMIENNOSCI

1. Klasyczne zasady budowy miernikow ekonomicznych

W nauce i praktyce ekonomii stosuje si¢ takie mierniki, jak: kraicowa produk-
cyjnos¢, tempo wzrostu, stopa procentowa, stopa zwrotu, tempo inflacji, elastycz-
nos¢ podazy i popytu, przychod marginalny, koszt marginalny, marginalna stopa
substytucji, pochodna logarytmiczna itp. Podstawa ich tworzenia jest wyznaczenie
wspotczynnika proporcjonalnosci migdzy przyrostami zmiennej objasnianej i ob-
jasniajacej. Zaréwno dla zmiennej zaleznej, jak i dla zmiennej niezaleznej mozna
stosowac przyrosty tak bezwzgledne, jak i wzgledne. W sumie otrzymujemy cztery
rézne warianty miernikow wzrostu i zmiennosci (pierwszy zestaw wzorow —
sposob opisowy):

e  Wspdlczynnik proporcjonalnosci migdzy bezwzglednym przyrostem zmiennej
objasnianej i bezwzglednym przyrostem zmiennej objasniajacej.

e  Wspolczynnik proporcjonalnosci migdzy wzglednym przyrostem zmiennej
objasnianej i bezwzglednym przyrostem zmiennej objasniajacej.

e  Wspodtczynnik proporcjonalnosci migdzy bezwzglegdnym przyrostem zmiennej
objasnianej i wzglgdnym przyrostem zmiennej objasniajace;j.

e  Wspdtczynnik proporcjonalnosci migdzy wzglegdnym przyrostem zmiennej
objasnianej i wzglgdnym przyrostem zmiennej objasniajace;j.

Pierwszy z wspotczynnikdw wymienionych w pierwszym zestawie w zalez-
nosci od sytuacji interpretuje si¢ jako krancowa produkcyjnos¢, krancowa stopg
substytucji, krancowy koszt pracy, krancowy przychéd z pracy itp. Drugi oznacza:
stopg wzrostu, stopg zwrotu, stope inflacji itp. Wspdtczynnik ten uzaleznia procen-
towy wzrost zmiennej objasnianej od bezwzglednego wzrostu zmiennej objasniaja-
cej, np. procentowy wzrost kapitalu w zaleznosci od uplywu czasu, przy czym
uptyw czasu liczy si¢ bezwzglednie przy ustalonej jednostce pomiaru, np. rok, mie-
siac, tydzien, dzien. Trzeci miernik jest rzadziej stosowany. Jest on odwrotny do
miernika drugiego. Pozwala odczyta¢ przyrost bezwzgledny zmiennej objasnianej
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w zaleznosci od wzglednego przyrostu zmiennej objasniajacej. Mozna za jego po-
moca odczyta¢ bezwzgledny przyrost kapitalu w zaleznosci od procentowego przy-
rostu czasu. Czwarty wspdlczynnik ustala proporcjonalng zaleznos$é procentowego
przyrostu zmiennej objasniajacej od procentowego przyrostu zmiennej objasniane;.
W praktycznych zadaniach moze on wyraza¢ elastyczno$¢ cenowa popytu lub
podazy w ujeciu tukowym.

Do definiowania wymienionych miernikéw uzywa si¢ wzordw matematycz-
nych. W ujeciu punktowym mierniki wzrostu i zmienno$ci mozna zapisa¢ w spo-
sob nast¢pujacy (drugi zestaw wzoréw — sposéb punktowy):

° a=—%, czylidy=a-dx,
b= L i Y opogy,
dx y y
. c=§-x, czylidy=c-d7x,
Ix
. w=ﬂ-i, czylid—y=w-@.
dx y y x

Wspoltczynniki wystepujace we wzorach zestawu drugiego po lewej stronie no-
sza odpowiednio nazwy: pierwszy — pochodnej, drugi — pochodnej logarytmiczne;j,
czwarty — elastycznosci'. Wspétczynnik trzeci nie ma ugruntowanej w literaturze
nazwy. Nazwijmy go zatem na uzytek tego artykutu wspétczynnikiem lambda.
Podane wzory pozwalaja obliczy¢ odpowiednie wspdtczynniki w dowolnych punk-
tach zmiennej niezaleznej, jesli dana jest funkcja obrazujaca przebieg procesu eko-
nomicznego.

Prawa strong wzoréw zestawu drugiego mozna traktowa¢ jako przepisy na po-
stugiwanie si¢ danymi wspoiczynnikami. Przepisy te obowiazuja dla niewielkich
przyrostow zmiennej niezaleznej. Jak niewielkich, o tym decyduje charakter zada-
nia, do jakiego odnosimy obliczone wspotczynniki. Wspotczynniki maja charakter
lokalny.

2. Procesy o stalych wspodlczynnikach wzrostu i zmiennosci —
funkcje podstawowe

Wzory wystgpujace po prawej stronie zestawu trzeciego mozemy rowniez trak-
towaé jako rownania rozniczkowe. Rozwigzanie tych réwnan pozwala zapisaé
funkcyjnie przebieg procesu ekonomicznego, jesli podane sa warunki poczatkowe

L w pracy Z. Pawlowskiego [1980] na stronach 194-198 rozwaza si¢ pojecie elastycznosci wyz-
szych rzgdow i elastycznosci roznicowej z zastosowaniem rozwinigeia funkcji w szereg Taylora.
Koncepcje te daja si¢ sprowadzi¢ w pewnym sensie do rozwazan klasycznych. Dokladniejsza analizg
koncepcji $p. prof. Z. Pawlowskiego i jej zwiazku z prezentowana teoria przeprowadzimy w innej
pracy. Uwage na koncepcj¢ Z. Pawlowskiego zwrdcit autorowi recenzent prof. J. Zawadzki.
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(xp» o) Oraz znane sa wspotczynniki wzrostu i zmiennosci a, b, ¢ lub w. Jesli za-
tozymy, ze wspétczynniki a, b, ¢ oraz w sa stale, réwnania te beda mialy nastepuja-
ce rozwiazania (trzeci zestaw wzorow — funkcje o stalych wspoélczynnikach
zmiennosci):

e y=g-x+ p,cooznacza funkcje¢ liniowa,

e y=p-exp(b-x), co oznacza funkcje wykladnicza,

¢ y=p+c-Inx, cooznacza funkcj¢ logarytmiczna,

e y=p-x", cooznacza funkcje potggowa.

Wspbiczynnik wolny p w powyzszych rozwiazaniach oblicza si¢ przez wsta-
wienie do wzoréw warunkéw poczatkowych.

Tak wigc funkcje liniowe, wyktadnicze, logarytmiczne i potggowe zapisane
w trzecim zestawie wzordéw sa funkcjami, ktére maja odpowiednio stale wspol-
czynniki wzrostu i zmiennosci. Funkcje liniowe maja stata pochodna?, funkcje wy-
kladnicze — stata pochodna logarytmiczng, funkcje logarytmiczne — staty wspot-
czynnik lambda, a funkcje potggowe — stala elastycznosé. Funkcje liniowe,
wykladnicze, logarytmiczne i potggowe, jako funkcje o statych wspdtczynnikach
wzrostu i zmiennosci, nazwijmy na uzytek tego artykutu funkcjami podstawowymi.

Z tego rodzaju pojeciami studenci ekonomii zapoznaja si¢ w podstawowych
kursach mikro- i makroekonomii. Celem tego artykutu jest pokazanie, ze wielosé
stosowanych miernikdw wzrostu i zmiennosci daje si¢ sprowadzi¢ do jednej ogol-
nej metody. Polega ona na tym, ze krzywe obrazujace przebieg proceséw ekono-
micznych poréwnuje si¢ z liniami bedacymi wykresami funkcji podstawowych,
stycznymi do tych krzywych. Krzywa styczna, bedaca wykresem funkcji podsta-
wowej, ma t¢ wlasnosé, ze rozpatrywany miernik w kazdym jej punkcie ma stala
warto$¢ liczbowa, ktéra uznajemy za wartos¢ miernika dla badanej krzywej bgda-
cej wykresem badanego procesu ekonomicznego’.

Klasycznie jako styczne do linii obrazujgcej przebieg procesu ekonomicznego
wykorzystuje sie linie proste, bedace wykresami funkcji liniowych. W pracy tej
pokazemy, ze zastosowanie podobne do liniowych maja krzywe wykladnicze,
logarytmiczne i potggowe. Wykazemy ponadto, ze cztery rodzaje stosowanych
stycznych: linii prostych, krzywych wyktadniczych, krzywych logarytmicznych i
krzywych potegowych, maja wspélne zrédto pochodzenia. Zrédio owo polega na
tym, ze wymienione cztery klasy linii, uzywanych jako styczne do krzywych
przedstawiajacych przebieg proceséw ekonomicznych, sa tworzone z wykreséw
funkcji zachowujacych dziatania arytmetyczne®.

2 Pochodng rozumiemy w sensie klasycznym.

3 Metoda ta jest uzyteczna nie tylko w naukach ekonomicznych, lecz réwniez wszgdzie tam,
gdzie dowolnym krzywym lokalnie przyporzadkowuje si¢ mierniki wzrostu i zmiennosci.

4 Funkcje o tych wlasnosciach w algebrze nosza nazw¢ homomorfizmow. Podejécie takie poka-
zuje, ze obok klasycznej metody tworzenia rachunku rézniczkowego (opartego na wyborze — w cha-
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3. Procesy o identycznych wspélczynnikach wzrostu i zmiennosci
— styezno$¢

Zalézmy, ze dane sa dwa procesy ekonomiczne, przyjmujace dla zmiennej
objasniajacej rownej x; warto$¢ zmiennej objasnianej rowng y,. Oznaczmy jeden
z rozpatrywanych procesow ekonomicznych jako funkcje y = f(x), a drugi jako
funkcje y=g(x). Przyjete zalozenie mozna ujaé réwnoscia f(xg)=g(xq)-
Postawmy nastgpujace pytanie.

Pytanie 1. Kiedy dwa procesy ekonomiczne przebiegajace przez jeden punkt
plaszczyzny maja identyczne wspotczynniki wzrostu i zmiennosci obliczone punk-
towo?

Odpowiedz jest prosta. Wystarczy dla obu proceséw zastosowa¢ wzory z dru-
giego zestawu dane po lewe;j stronie i porowna¢ wyniki. Okazuje sig¢, ze dla réwno-
$ci wspolczynnikow wzrostu | zmiennosci wystarczy rownos¢ pochodnych. Rodzi
sie pytanie nastepne.

Pytanie 2. Czy rownos$¢ jednego z czterech wspodtczynnikdéw dwu procesow
ekonomicznych przebiegajacych przez jeden punkt plaszczyzny pociaga za soba
rownosé pozostatych wspotczynnikdow?

Analizujac wzory w lewej kolumnie zestawu trzeciego, dochodzimy do wnio-
sku, ze odpowiedz na to pytanie jest pozytywna. "

Z przytoczonych pytan i odpowiedzi wyciggamy nastepujacy wniosek.

Whiosek 1. Na to, by wszystkie wspolczynniki procesu y = f(x) byly dla war-
tosci zmiennej objasniajacej x rownej x, odpowiednio identyczne ze wszystkimi
wspotczynnikami procesu y = g(x) obliczonymi dla tego samego punktu x;, po-
trzeba i wystarcza, by zachodzity réwnosci: f(xy)=g(xg) i f'(xg)=g"(xp)- Wy-
nika stad, ze dwa procesy ekonomiczne, ktorych wykresy przebiegaja przez jeden
punkt plaszczyzny, maja identyczne wszystkie cztery wspdlczynniki wzrostu
i zmiennosci, jesli wykresy te sa styczne. Geometryczny warunek stycznosci na
gruncie nauk ekonomicznych oznacza rownos¢ czterech wspotczynnikow wzrostu
i zmiennosci.

Obliczone w sposéb punktowy wspdtczynniki sa na gruncie analizy matema-
tycznej wihasnoscia lokalng funkeji opisujacej proces. Styczno$é wykreséw funkceji
w analizie matematycznej jest rOwniez wiasnoscia lokalng. Stycznos$¢ krzywych
bedacych wykresami proceséw ekonomicznych jest tozsama z ich réwnoscia
w wybranym punkcie zmiennej objasniajacej oraz rownoscia ich wspolczynnikow
wzrostu i zmiennosci.

rakterze stycznych — funkcji liniowych) mozliwe sg trzy rownolegle sposoby konstrukeji tego rachun-
ku, oparte odpowiednio na funkcjach wykladniczych. logarytmicznych i potegowych. W sumie sg
cztery mozliwe sposoby konstrukcji rachunku rézniczkowego [Janaszak 2003].
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Badanie wspoiczynnikéw wzrostu i zmiennosci proceséw ekonomicznych
redukuje si¢ zatem — na gruncie analizy matematycznej — do porownywania za
pomoca kryterium stycznosci wykresow funkcji przebiegajacych przez jeden punkt
plaszczyzny. Zadanie obliczenia dla procesu ekonomicznego, opisanego wzorem
y = f(x) i przyjmujacego warto$¢ zmiennej objasnianej y, dla zmiennej objasnia-
jacej xq, wspétczynnika a, ustalajacego lokalng proporcje migdzy bezwzglednym
przyrostem zmiennej niezaleznej i bezwzglednym przyrostem zmiennej zaleznej,
redukuje si¢ do znalezienia stycznej liniowej do funkcji y = f(x) w punkcie plasz-
czyzny (xg, yg)- Styczna funkcja liniowa w kazdym swoim punkcie ma pochodna
réwna a. Poszukiwanie wspoétczynnika b, ustalajacego lokalnie proporcj¢ pomigdzy
wzglednym przyrostem zmiennej objasnianej i bezwzglednym przyrostem zmien-
nej objasniajacej, redukuje si¢ do znalezienia stycznej wykiadniczej do funkcji
y = f(x) w punkcie plaszczyzny (xg, y). Styczna funkcja wykiadnicza ma stata
pochodna logarytmiczna rowna b. Obliczanie wspdtczynnika ¢, mierzacego lokalng
proporcj¢ migdzy bezwzglednym przyrostem zmiennej objasnianej i wzglednym
przyrostem zmiennej objasniajacej, sprowadza si¢ do wytyczenia stycznej logaryt-
micznej do funkeji y = f(x) w punkcie plaszczyzny (xg, yg). Styczna funkcja lo-
garytmiczna ma w kazdym swoim punkcie wspotczynnik lambda rowny c¢. Wyzna-
czenie wspofczynnika w, lokalnej proporcji miedzy wzglednym przyrostem zmien-
nej objasniane)j i wzglgdnym przyrostem zmiennej objasniajacej, polega na wyzna-
czeniu stycznej potggowej do funkcji y= f(x) w punkcie plaszczyzny (xq, yg)-
Funkcja potggowa styczna ma w kazdym swoim punkcie elastycznos¢ réwna w.
Wida¢ zatem, jaka rol¢ odgrywa pojecie stycznosci w obliczaniu punktowych
wspolczynnikéw wzrostu zmiennosci. W dalszym ciagu artykutu wykazemy, ze
styczno$¢ jest pojeciem topologicznym, a zatem wyniki topologii, ktora jest teore-
tycznym dziatlem matematyki, sa podstawg w badaniach ekonomicznych.

Zalézmy teraz, ze rOwnania rdzniczkowe dane w prawej kolumnie zestawu
trzeciego maja, jak przyjmowali$my wczesniej, stale wspétczynniki a, b, ¢ oraz w;
przyjmijmy ponadto warunki poczatkowe x( >0 oraz y,>0. Rozwiazania tych
réwnai dane sa wzorami (czwarty zestaw wzoréw — rozwigzania réownan roz-
niczkowych przy zadanych warunkach poczytkowych):

o y-yo=a(x-xp), czyliy=yy+a-(x-xgp),
Y

* 357 exp(b(x ~xq)), czyli y=yq-exp(b(x - xg)),

® y—yozc-ln X . Czyhy:yo +c'ln(:—x' )
Xo K'x()

w w
Yy X : X
o —=(--— s czyli =Yy | = .
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Wykresy wszystkich funkcji wymienionych w prawej kolumnie czwartego
zestawu wzordw przebiegajg przez punkt ptaszczyzny o wspdirzednych: odcicta
X0, rzgdna yg. Sa to funkcje: liniowe, wykladnicze logarytmiczne i potegowe, czy-
li funkcje podstawowe przebiegajace przez zadany punkt plaszczyzny. Postawmy
kolejne pytanie.

Pytanie 3. Jakie zaleznosci musza spetnia¢ wspélczynniki a, b, ¢ oraz w, aby
funkcje podstawowe wyszczegdlnione w czwartym zestawie wzoréw po stronie
prawej byly styczne w punkcie X¢?

Nietrudno wyznaczy¢ nastgpujace zaleznosci migdzy wspdtczynnikami stycz-
nych funkcji podstawowych przebiegajacych przez jeden punkt plaszczyzny (piaty
zestaw wzorow — zaleznoSci migdzy wspélczynnikami stycznych funkeji pod-
stawowych):

e g=a, a=b-yy, a:c-l, a=w-y—0,
X0 X0
o« p=4 b=b, b=c—1— p=2
Yo X0 Yo X0
® c=a-xp, c=b-xg-yy, c=c, c=w-yp,
x
o w=a-—0, w=b-x, w=c-i. w=w.
Yo Yo

4. Sposéb uzycia wspélczynnika wzrostu i zmiennosci —
homomorfizm

Stosowane w ekonomii mierniki wzrostu i zmiénnosci sg liczbami wraz z dola-
czonymi do nich przepisami — jak si¢ dana liczba postugiwaé. Wzory podane
w prawej kolumnie zestawu drugiego mozna uwazac¢ za przepisy, jak obliczac
przyrosty bezwzgledne i wzgledne zmiennej objasnianej w zaleznosci od bez-
wzglednych i wzglednych przyrostow zmiennej objasniajacej. Obliczanie poszcze-
gélnych przyrostéw ma, jak juz zauwazyliSmy, charakter lokalny. Przepis podaje
procedur¢ uzycia miernika. W jezyku matematyki, liczba wraz z przepisem jej
zastosowania jest niczym innym jak funkcja. Funkcje przyrostow bezwzglednych
i wzglednych zmiennej objasnianej w zaleznosci od przyrostow bezwzglednych
i wzglednych zmiennej objasniajacej sg lokalnie réwnowazne z przyrostami funkcji
podstawowych, czyli liniowych, wykladniczych, logarytmicznych i potggowych.
Mierniki wzrostu i zmiennosci mozemy uwaza¢ za funkcje nalezace do tych
wyspecyfikowanych klas (szosty zestaw wzordéw — utozsamienie wspolczyn-
nikéw wzrostu i zmienno$ci z funkcjami podstawowymi stycznymi do procesu):
o  Wspotczynniki proporcjonalnosci miedzy bezwzglednym przyrostem zmiennej

objasnianej i bezwzglednym przyrostem zmiennej objasniajacej mozna utozsa-

mia¢ z funkcjami liniowymi stycznymi — a $cislej z homomorfizmami liniowymi.
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e Wspdlczynniki proporcjonalnosci migdzy wzglednym przyrostem zmiennej
objasnianej i bezwzglednym przyrostem zmiennej objasniajacej mozna utozsa-
mia¢ z funkcjami wykladniczymi stycznymi, a $cislej — z homomorfizmami
wyktadniczymi.

e  Wspotczynniki proporcjonalnosci migdzy bezwzglednym przyrostem zmiennej
objasnianej i wzglednym przyrostem zmiennej objasniajacej mozna utozsamiaé
z funkcjami logarytmicznymi stycznymi, a Scislej — z homomorfizmami loga-
rytmicznymi.

e Wspotczynniki proporcjonalnosci migdzy wzglegdnym przyrostem zmiennej
objasnianej i wzglednym przyrostem zmiennej objasniajacej mozna utozsamiaé
z funkcjami potegowymi stycznymi, a $cislej — z homomorfizmami potggowymi.
W jezyku opisowym homomorfizm to operacja, ktéra zachowuje dziatania.

W zbiorze liczb rzeczywistych sa dwa dziatania: dodawanie i mnozenie. W jezyku

algebry mowi sig, ze w zbiorze liczb rzeczywistych dane sa dwie grupy: addytyw-

na i multiplikatywna. Grupa addytywna to zbidr wszystkich liczb rzeczywistych

z dziataniem dodawania, grupa multiplikatywna to zbior wszystkich liczb rzeczy-

wistych dodatnich z dziataniem mnozenia. Poniewaz sa wyodrebnione dwie grupy,

to istnieja cztery rodzaje homomorfizméw, ktére odwzorowuja te grupy w siebie

(si6dmy zestaw wzoréw — opis homomorfizméw grup: addytywnej i multipli-

katywnej zbioru liczb rzeczywistych):

¢ homomorfizmy liniowe odwzorowuja grup¢ addytywna w siebie,

e homomorfizmy wykfadnicze odwzorowuja grip¢ addytywna w grupe multipli-
katywna,

e homomorfizmy logarytmiczne odwzorowuja grup¢ multiplikatywna w grupe
addytywna,

e homomorfizmy potegowe odwzorowuja grupg multiplikatywna w siebie.
Przechodzac do wzoréw na zachowywanie dziatan, wymienione w siodmym

zestawie homomorfizmy mozemy zdefiniowaé jako ciagle odwzorowania odpo-

wiednich grup o nastgpujacych wiasnosciach (6smy zestaw wzorow — wlasnosci
homomorfizmow):

e homomorfizmy liniowe: h(ty +15) = h(6) + h(tp),
o homomorfizmy wykladnicze: h(r) +15) =h(1})-h(ry),
e homomorfizmy logarytmiczne: h(s - s5) = (s} + h(sp),

e homomorfizmy potggowe:  h(sy-sp)=h(s;) h(sy).

Homomorfizmy liniowe zachowuja dziatanie dodawania, homomorfizmy wy-
kfadnicze zamieniaja dzialanie dodawania na dziatanie mnozenia, homomorfizmy
logarytmiczne, odwrotnie, zamieniaja dziatanie mnozenia na dziatanie dodawania,
wreszcie homomorfizmy potggowe zachowuja dziatanie mnozenia. Posta¢ tych
homomorfizmow jest nastgpujaca (dziewigty zestaw wzorow — posta¢ homomor-
fizmow):
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e homomorfizmy liniowe: h(t)=a-t,
o homomorfizmy wykladnicze: h(¢) =exp(b-t),
e homomorfizmy logarytmiczne: h(s) =c- In(s),

e homomorfizmy potggowe: h(s)=s".

5. Wlasnosci funkcji podstawowych

Warunkiem koniecznym do poréwnywania tempa wzrostu i zmiennosci proce-
sow ekonomicznych jest ich obserwacja w jednakowych odstgpach czasu, wigc
momenty czasu obserwacji tworza cigg arytmetyczny. Jesli produkcja przebiega
rytmicznie, woéwczas ciag skumulowanej produkcji obserwowanej w rownych od-
stgpach czasu utworzy ciag arytmetyczny. Obserwujac ciag wartosci kapitalu na
koncie przy stalej stopie procentowej, zauwazamy, ze obserwowane w jednako-
wych odstgpach czasu wartosci kapitatu tworza ciag geometryczny.

Ciagi arytmetyczny i geometryczny wyrazajg prawidtowosci w nieustannym
ruchu obserwowanych zmiennych proceséw ekonomicznych. Aby wyrazi¢ sad o
przebiegu tych proceséw, musimy zaklada¢, ze w matych odcinkach czasu, czyli
lokalnie, zachowuja one pewna prawidlowoé¢. Mozna przyjaé zalozenie nieco
stabsze, ze lokalnie procesy te saq podobne do procesoéw idealnych o stalych para-
metrach. Podobiefistwo to w jezyku matematyki, a $cislej moéwiac — w jezyku ana-
lizy matematycznej i topologii, oznacza styczno$é rzeczywistego procesu ekono-
micznego z procesem idealnym. Idealne procesy, ktére ciagom arytmetycznym, lub
geometrycznym, zmiennej objasniajacej przyporzadkowuja ciagi arytmetyczne, lub
geometryczne, zmiennej objasnianej, to sa funkcje podstawowe. Zauwazmy naste-
pujaca wilasnosé funkeji podstawowych danych czwartym zestawem wzorow (dzie-
sigty zestaw wzorow — wzajemna odpowiednio$¢ postepow arytmetycznych i
geometrycznych za pomocg funkeji podstawowych, metoda opisowa):

e Funkcja liniowa zamienia ciag arytmetyczny o pierwszym wyrazie rownym
zeru i réznicy rownej Ax na ciag arytmetyczny o pierwszym wyrazie rownym
p iréznicy rbwnej a- Ax.

e Funkcja wykfadnicza zamienia ciag arytmetyczny o pierwszym wyrazie row-
nym zeru i roznicy rownej Ax na ciag geometryczny o pierwszym wyrazie
réwnym p i ilorazie rownym exp(b - Ax).

o Funkcja logarytmiczna zamienia ciag geometryczny o pierwszym wyrazie
rownym jeden i ilorazie rownym QOx na cigg arytmetyczny o pierwszym wyra-
zie rownym p i roznicy rownej ¢ - In(QOx) .

e Funkcja potggowa zamienia ciag geometryczny o pierwszym wyrazie rownym
jeden i ilorazie rownym Ox na ciag geometryczny o pierwszym wyrazie row-
nym p i ilorazie réownym (Qx)".
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Homomorfizmy sa szczegdlna postacia funkcji podstawowych. Jesli w pierw-
szym i trzecim wzorze zestawu dziesigtego przyjmiemy warto$¢ p réwna zeru,
a we wzorach drugim i czwartym przyjmiemy wartos¢ p réwna jeden, otrzymamy
wiasnosci odpowiednich homomorfizméw. Jesli ciagi arytmetyczne zaczynajace
si¢ od zera i ciagi geometryczne zaczynajace si¢ od jedynki nazwiemy ciagami
centralnymi, to zauwazamy, ze homomorfizmy przeksztalcaja ciagi centralne na
ciagi centralne (jedenasty zestaw wzoréw — wzajemna odpowiednio$¢ central-
nych postgpéw arytmetycznych i geometrycznych za pomoca homomor-
fizméw, metoda opisowa):
¢ Homomorfizm liniowy zamienia centralny ciag arytmetyczny o réznicy réwnej

Ax na centralny ciag arytmetyczny o rdznicy rownej a- Ax.

e Homomorfizm wyktadniczy zamienia centralny ciag arytmetyczny o roéznicy
rownej Ax na centralny ciag geometryczny o ilorazie rownym exp(d- Ax).

e Homomorfizm logarytmiczny zamienia centralny ciag geometryczny o pierw-
szym wyrazie réwnym jeden i ilorazie rownym (Jx na centralny ciag arytme-
tyczny o roznicy rownej ¢ - In(Qx).

o Homomorfizm potggowy zamienia centralny ciag geometryczny o ilorazie
réwnym QOx na centralny ciag geometryczny o ilorazie rownym (Qx)".

W zaleznosci od tego, jaki z czterech wspolczynnikéw wzrostu i zmiennosci
rozpatrujemy, mozemy zaktada¢, ze lokalne przyrosty rzeczywistego procesu
zachowuja si¢ podobnie do idealnych proceséw opisanych za pomoca homomorfi-
zZmow.

6. Aproksymacja procesow za pomocg funkeji podstawowych

Rozwazamy proces ekonomiczny opisany rownaniem y = f(x), przy czym je-
go wykres przechodzi przez punkt plaszczyzny o dodatnich wspoétrzednych (x, y).
Przyjmijmy, ze w wyrdznionym punkcie istniejq wspdlczynniki wzrostu i zmien-
nosci. Z wczesniejszych rozwazan wiadomo, ze istnienie jednego z nich pociaga za
sobg istnienie pozostatych. Wiadomo takze, ze przyj¢te zalozenie jest rownowazne
istnieniu funkcji podstawowych stycznych do procesu w podanym punkcie. Mozna
zatem zapisac przyblizone rownosci (dwunasty zestaw wzoréw — aproksymacja
procesu za pomocg funkcji podstawowych):
o f(x+dx)=y+a-dx, czyli f(x+dx)-y=a-dx,

o f(x+dx)=y-exp(b-dx), czyli w ~exp(b-dx),

o f(x-gx)=y+cln(gx), czyli f(x-gx)-y=cin(gx),

S (x-gx)
y

o f(x-gx)=y-(gx)", czyli ~ (gx)".
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Jesli liczba dx* jest bliska zeru, wowczas punkt x +dx lezy w poblizu punktu
x%; dla ciaglej funkcji y = f(x) punkt f(x+dx) lezy obok punktu f(x). Podob-
nie, jesli liczba gx’ lezy blisko jedynki, wéwczas punkt x -gx lezy blisko punktu x&,
dla ciaglej funkcji y = f(x) punkt f(x-gx) lezy obok punktu f(x). Oznaczajac
przez dy réznice migdzy punktem sasiednim w stosunku do punktu y i samym
punktem y oraz przez qy iloraz liczby sasiedniej w stosunku do liczby y i sama
liczba y, mozemy zapisac¢ proste wzory na homomorfizmy: liniowe, wykladnicze,
logarytmiczne i potggowe (trzynasty zestaw wzorow — zapis homomorfizméw
z uzyciem symboli d i ¢° oraz wzory aproksymacyjne z uzyciem symboli dy i qy):
o dy=a-dx, skad f(x+dx)=y+dy,

* qy=exp(b-dx), skad f(x+dx)=y-qy,
o dy=c-In(gqx), skad f(x-gx)=y+dy,
o qy=(gx)",  skad f(x-gx)=y-qy.

W dwunastym i trzynastym zestawie wzordw uzyty zostat symbol przyblizonej
rownosci. Okreslenie ,,przyblizona rownos¢” jest zrozumiale w potocznym jezyku,
natomiast w jezyku matematyki musi mie¢ Scisle okreslony sens. Za relacj¢ przy-
blizonej rownosci przyjmujemy styczno$¢. Aby symbol przyblizonej réwnosci za-
stapi¢ symbolem dokladnej rownosci, nalezy jedna ze stron rownosci przyblizone)
uzupelnié reszta. Wzory podane w trzynastym zestawie przybiora wowczas postac
(czternasty zestaw wzorow aproksymacja dowolnych proceséw przez funkcje
podstawowe z uzyciem reszty):

o f(x+0)=f(x)+a-t+o(t), czyli f(x+1)-f(x)-a-t=0(),

o f(x+1)=f(x)-exp(b-1)-w(t), czyli f?(:)l) . exp(lb'f)

= a(t),

o f(x-s)=f(x)+c-In(s)+A(s), czyli f(x-5)— f{x)—c-In(s)=A(s),

o f(x-9)=f(x)-s"-n(s), czyli ff(z\;) -L=7r(s).

W czternastym zestawie wzorow uzyte zostaly symbole: o(f), a(f), A(s) oraz
7(s). Powszechnie znany jest symbol 0. Symbole: o(¢), a(t), A(s) oraz z(s) stuza do

5 Symbol 4 wywodzi si¢ od lacinskiego terminu differentia — réznica
6 Liczba dx ma identyczne miano z liczba x.

7 Symbol g wywodzi si¢ od facinskiego terminu quotus — iloraz

8 Liczba gx jest liczba niemianowana.

? Liczby dx oraz dy mozna uwaza¢ za elemenly grupy addytywnej zbioru liczb rzeczywistych,
a liczby dodatnie gx oraz gy mozna uwaza¢ za elementy grupy multiplikatywnej zbioru liczb rzeczy-
wistych.
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okreslenia pojgcia stycznosci, ktoére jest konieczne do definiowania lokalnych
whasnosci proceséw ekonomicznych!?. Klasycznie stycznosé okresla sie za pomoca
klasy funkcji o. Zaktada si¢ woéwczas, ze przyrosty zaréwno w dziedzinie, jak i
przeciwdziedzinie sa addytywne. Jesli w dziedzinie stosujemy przyrost addytywny,
a w przeciwdziedzinie przyrost multiplikatywny, wowczas naturalng klasa, za po-
moca ktorej okresli¢ mozna stycznosé, jest klasa w'!. Przy zastosowaniu w dziedzi-
nie przyrostu multiplikatywnego a w przeciwdziedzinie przyrostu addytywnego
jako reszt¢ w definicji procesow stycznych przyjmuje si¢ klas¢ A. Jesli zaréwno
w dziedzinie, jak i w przeciwdziedzinie operujemy przyrostem multiplikatywnym,
woéwczas naturalng klasa definiujaca stycznosé procesow jest klasa 7'2.

W naukach ekonomicznych stosuje si¢ wyniki matematyki. Z zasady symetrii
wynika, ze nie jest dopuszczalna sytuacja, w ktorej jedna dyscyplina bedzie
czerpa¢ z drugiej, nic w zamian nie dajac. Stosowanie wynikdw jednej dyscypliny
w innej dyscyplinie owocuje na ogét rozwojem obu. W historii nauki najbardziej
znany jest zwigzek matematyki i fizyki. Rachunek rézniczkowy powstat na styku
tych dyscyplin. Wyniki rachunku rézniczkowego z powodzeniem sa obecnie sto-
sowane w wielu dyscyplinach, m.in. w ekonomii. W podr¢cznikach tzw. czystej
matematyki prozno by szukaé pojecia elastycznosci czy pochodnej logarytmicznej.
Pojecia te zostaly utworzone przez ekonomistow na uzytek nauk ekonomicznych.
Doktadna analiza tych pojeé prowadzi do wniosku, ze klasyczne pojecie pochod-
nej, wywodzace si¢ z aproksymacji proceséw funkcjami liniowymi, pojecie po-
chodnej logarytmicznej, majacej zastosowanie do badania wartosci pieniadza
w czasie, pochodzace od Marshalla pojecie elastycznosci, ustalajace proporcje mig-
dzy procentowymi przyrostami zmiennych, wraz ze wspétczynnikiem lambda two-
rza jedng strukture, ktora polega na tym, ze dowolne procesy przybliza si¢ funkcja-
mi podstawowymi, ktére sa utworzone za pomocg homomorfizméw. Co wigcej,
okazuje si¢, ze rachunek rézniczkowy, ktéry byl tworzony na styku matematyki
i fizyki, moze by¢ skonstruowany nie tylko przy uzyciu funkcji liniowych, lecz
rowniez za pomoca trzech pozostatych kategorii funkcji opartych na homomor-
fizmach zbioru liczb rzeczywistych. Konstrukcja taka miesci si¢ w naturalnym
procesie wzajemnego oddzialywania dwu dyscyplin, w tym wypadku ekonomii

10 Zwiazki migdzy symbolami o, @, 11 7 podano w pracy T. Janaszaka [2003].

i Pomyst zastapienia klasy o przez klas¢ @ w zestawie piginastym, wzér drugi podal prof.
A. Smoluk w dyskusji z autorem.

12 Klasy o, w, A oraz = mogg zosta¢ zdefiniowane w kategoriach topologii ogélnej za pomoca
tzw. lejkéw Smoluka, ktéra to topologia jest nazywana w dyskusjach seminaryjnych topologia mu-
szek (zbiory tworzace na plaszczyZnie topologie stycznoéci przypominaja muszki noszone do strojéw
wieczorowych). Klasa o male utworzona jest za pomoca pg¢ku homomorfizméw liniowych, klasa
omega mata za pomoca pgku homomorfizméw wykladniczych, klasa lambda mala za pomoca pgku
homomorfizméw logarytmicznych a klasa pi mate utworzona jest za pomoca pgku homomorfizméw

potggowych.
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i matematyki'?. Uporzadkowanie miernikow wzrostu i zmiennoéci za pomoca me-
tody aproksymacji funkcjami podstawowymi moze si¢ przyczynié¢ do lepszego ich
zrozumienia w obszarze nauk ekonomicznych, a z drugiej strony pokazuje, ze
w matematyce mozliwe sa inne niz klasyczne metody budowy rachunku réznicz-
kowego'4.
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In this paper is considered the local property of cconomic processes. The economic process is
said a real function. In the science of economics the shape of the function is global property of eco-
nomic process. The local property of the processes is an algebraic expression. Each expression con-
tains: the derivative of the function, and alternatively the value of the function, or the value of the
argument of the function; it is represented by an tangent line to the process. Local property of the
process is represented by the tangent lines: linear, exponential, power or logarithmic, depending of the
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four methods are equivalent. Each of the method constructs specific language to the diverse problems.

Dr Tadeusz Janaszak jest pracownikiem Katedry Matematyki i Cybernetyki Akademii Ekono-
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13 Na styku nauk technicznych i matematyki konstrukcje podobne do pochodnej logarytmiczne;j
byly wykonywane przez dr Genadiusza Jaskiewicza (1965). Autor dowiedzial si¢ w czasie rozmowy
z §p. rektorem Andrzejem Baborskim, iz w czasie obrony pracy doktorskiej G. Jaskiewicza jeden
z dyskutantéw zwrdcil uwage. ze rozwazania na temat wykorzystania funkcji wyktadniczych do bu-
dowy rachunku rézniczkowego byly zawarte w pracach C.F. Gaussa. Autorowi nie udalo si¢ dotrze¢
do tych prac.

14 Dokiadna konstrukcja budowy rachunku rézniczkowego za pomoca funkcji liniowych,
wyktadniczych, logarytmicznych i potggowych jest przedstawiona w pracy T. Janaszaka [2003].
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przeciwdziedzinie sg addytywne. Jesli w dziedzinie stosujemy przyrost addytywny,
a w przeciwdziedzinie przyrost multiplikatywny, wowczas naturalna klasa, za po-
moca ktorej okresli¢ mozna styczno$é, jest klasa w'!. Przy zastosowaniu w dziedzi-
nie przyrostu multiplikatywnego a w przeciwdziedzinie przyrostu addytywnego
jako reszt¢ w definicji procesow stycznych przyjmuje si¢ klasg A. Jesli zarowno
w dziedzinie, jak i w przeciwdziedzinie operujemy przyrostem multiplikatywnym,
woéwczas naturalna klasa definiujaca stycznosé proceséw jest klasa 712,

W naukach ekonomicznych stosuje si¢ wyniki matematyki. Z zasady symetrii
wynika, ze nie jest dopuszczalna sytuacja, w ktorej jedna dyscyplina bedzie
czerpa¢ z drugiej, nic w zamian nie dajac. Stosowanie wynikow jednej dyscypliny
w innej dyscyplinie owocuje na ogot rozwojem obu. W historii nauki najbardziej
znany jest zwiazek matematyki i fizyki. Rachunek rézniczkowy powstat na styku
tych dyscyplin. Wyniki rachunku rézniczkowego z powodzeniem sa obecnie sto-
sowane w wielu dyscyplinach, m.in. w ekonomii. W podrecznikach tzw. czyste)
matematyki prozno by szuka¢ pojgcia elastycznosci czy pochodnej logarytmiczne;.
Pojgcia te zostaly utworzone przez ekonomistéw na uzytek nauk ekonomicznych.
Doktadna analiza tych poje¢ prowadzi do wniosku, ze klasyczne pojgcie pochod-
nej, wywodzace si¢ z aproksymacji proceséw funkcjami liniowymi, pojecie po-
chodnej logarytmicznej, majacej zastosowanie do badania wartosci pieniadza
w czasie, pochodzace od Marshalla pojgcie elastycznosci, ustalajace proporcje mig-
dzy procentowymi przyrostami zmiennych, wraz ze wspétczynnikiem lambda two-
rza jedna strukture, ktora polega na tym, ze dowolne procesy przybliza si¢ funkcja-
mi podstawowymi, ktore sa utworzone za pomoca homomorfizméw. Co wigcej,
okazuje si¢, ze rachunek rozniczkowy, ktory byl tworzony na styku matematyki
i fizyki, moze by¢ skonstruowany nie tylko przy uzyciu funkcji liniowych, lecz
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procesie wzajemnego oddziatywania dwu dyscyplin, w tym wypadku ekonomii
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potggowych.
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