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WYKORZYSTANIE KART KONTROLNYCH
DO STABILIZACJI PROCESOW GOSPODARCZYCH

1. Wstep

Globalizacja rynkéw, wzrost oczekiwan klientow, rozszerzajaca sie konkuren-
cja na wszystkich ptaszczyznach relacji klient—dostawca to czynniki, ktére w stra-
tegii przedsigbiorstwa wymuszaja koncentracje na walorach jakosciowych produk-
tu. Jednym z klasycznych narzedzi wykorzystywanych w procesie doskonalenia
jakosci sa karty kontrolne. Autorem koncepcji kart kontrolnych jest W.A. Shewart;
zaproponowane przez niego rozwiazania zdobyly szerokie uznanie. W miar¢ wzro-
stu mozliwosci wykorzystania komputeréow karty dotychczas rozwijane w sferze
teoretycznej staly si¢ podstawowym narz¢dziem analitycznym w procesach dosko-
nalenia jakosci. Dodatkowo karty kontrolne probuje sig¢ wykorzysta¢ do analizy
przebiegdw procesow gospodarczych. Z jednej strony sa to analizy dotyczace sze-
roko pojetego rynku finansowego, przede wszystkim rynku akcji, z drugiej nato-
miast sa to analizy szeregéw czasowych dotyczacych parametrow ekonomicznych
przedsigbiorstwa.

Celem niniejszej pracy jest zaprezentowanie sposobu wykorzystania wybra-
nych kart kontrolnych na przyktadzie rzeczywistych danych pochodzacych z toku
procesu produkcyjnego oraz przedstawienie mozliwosci zastosowania tytutowych
kart w opisie jakosci i stabilnosci innych procesow gospodarczych przedsig-
biorstwa.
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2. Charakterystyka porownawcza i zastosowanie wybranych kart
kontrolnych

2.1. Karta kontrolna x

Rozpatrywana jest mierzalna cecha X bedaca pewnym czynnikiem majacym
wplyw na jakos¢ procesu produkcyjnego. Zwykle zaklada sig, ze cecha ta ma roz-
kiad normalny lub tez (na mocy twierdzenia Lapunowa) zblizony do normalnego.
Celem karty kontrolnej sredniej jest wykrycie przesunigcia $redniej wartosci bada-
nej charakterystyki. Jezeli wiadomo, ze cecha ta ma rozklad normalny o znanej
wartosci oczekiwanej i wariancji tzn. X ~ N(u, o) i jezeli dysponuje sig¢ &k prob-
kami n-elementowymi, to granice kontrolne takiej karty maja postaé:

GLK = u+3-% — gbrna linia kontrolna,
n

DLK = y1—-3-% — dolna linia kontrolna,

Jn

4 — linia centralna.

Oczywiscie w praktycznych zagadnieniach parametry rozkladu cechy sa nie-
znane i nalezy je oszacowa¢. Wykorzystuje si¢ do tego odpowiednie estymatory.
Dla wartosci oczekiwanej takim naturalnym nieobcigzonym i zgodnym estymato-
rem bedzie wartos¢ srednia:

k
25
p=X=— ()
k

gdzie

Nieobciazonym estymatorem wariancji w probce jest natomiast

J=1

67 =sf=

Jako ze srednia estymatorow nieobcigzonych jest estymatorem nieobcigzonym,
mozna wskazad, ze

k
~2 2 1 2
o =s _?Esi (3)
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jest estymatorem nieobciazonym wariancji. Jednak w przypadku odchylenia stan-
dardowego estymator

O=5=72 5 (4)
jest estymatorem obciazonym ze wzgledu na to, iz

Gi=yst ®)

2
jest estymatorem obciazonym. Wobec tego, ze statystyka (n=Ds” ma rozk{ad ;52

z n—1 stopniami swobody, mozna udowodni¢, ze

o )
E(S)= 2(2) 2 Oge—o 2/ [
Jn—lzr( —1)
co w konsekwencji pozwala zapisac
E(S)=c45
oraz
o,=0 ]—cf.

Wobec tego nieobciazony estymator odchylenia standardowego przyjmie postac

e

R Jn-1 5

o= 7
= r(”) 2 Y]
gdzie stala ¢, jest wartoscia stablicowana (por. [[Koronacki 1994]) zalezng od wiel-
kosci probki n.

Alternatywnie mozna oszacowaé¢ odchylenie standardowe, wykorzystujac do
tego Sredni rozstgp

k
-1
= Z ®
gdzie

R,-=max{x,-|, X2, } mln{ X1, X iz,...,x,-j-}.
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Estymator ten jest obciazony, lecz przy okreslonych zatozeniach mozna pokazac, ze
E(R)=dyo

oraz
op =d3o.

gdzie d, oraz dy sa wartosciami stablicowanymi (por. [Koronacki 1994]) zalez-
nymi od wielkosci probki n.
Nieobcigzonym estymatorem odchylenia standardowego jest wigc

&=L 9
- ©)
Nalezy tu zauwazy¢, ze estymator wykorzystujacy rozstgp powinien by¢ stosowany
wtedy, gdy wielkosS¢ probki zawarta jest w przedziale 2<n<9. Gdy n>9, nalezy
stosowac estymator oparty na probkowym odchyleniu standardowym.
Dla tak oszacowanych parametrow mozna przedstawic dwie alternatywne karty
kontrolne sredniej. W obu kartach linia centralna wyznaczona bgdzie przez wartos§é
$rednia:

X ==— — linia centralna,
karta $redniej z R:

GLK =% +3 R__3%4+ A (77)1_2 — gbrna linia kontrolna,

DLK =X -3 =X+ Ay(n)R — dolna linia kontrolna,

gdzie
Ay(m)=—2

61'7\/;’

karta $redniej z s:

GLK=X+3

|

=X + A3(n)s — gbrna linia kontrolna,

caln
4

DLK=%X-3—5_=Xx+ A;(n)s — dolna linia kontrolna,
!

a

gdzie
A3(n) =—3

C4’\/l—l,
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gdzie A3, A5, c4, dy sa wartosciami stablicowanymi (por. [Koronacki 1994])
zaleznymi od n.

Przyklad 1. Celem jest zbadanie stabilnosci procesu produkcyjnego piwa bu-
telkowego 11,6% w browarze Piast. Dane pochodza z kontroli inspekcyjnej z 2002 r.,
prowadzonej na biezaco przez laboratorium jakosci w browarze. W tabeli 1|
zamieszczono dane dotyczace dziesigciu 3-elementowych prébek.

Tabela 1. Dane zawartosci ekstraktu brzeczki podstawowej w % wagowych w piwie jasnym 11,6%

Numer grupy | Ekstrakt brzeczki podstawowej w % wagowych $rednie grup Rozst¢p
1 11,53 11,73 11,62 11,63 0,20
2 11,61 11,73 11,66 11,67 0,12
3 11,62 11,63 11.64 11,63 0,02
4 11,63 11,60 11.64 11,62 0,04
5 11,68 11,61 11.51 11,60 0,17
6 11,46 11,52 11.51 11,50 0,06
7 11.63 11,54 11,50 11,56 0,13
8 11,58 11,55 11.56 11,56 0,03
9 11,57 11.56 11,62 11,58 0,06
10 11,60 11,5 11.63 11,58 0,13

11,59 0,096

Zrodlo: laboratorium jakosci browaru Piast.

Malo liczne probki determinuja wybodr karty sredniej z rozstgpem. Na podsta-
wie danych obliczono poszczegodlne elementy karty kontrolnej:

¥=1159, R =0,096;

z tabeli parametrow kart kontrolnych dla n =3 odczytano wartos¢ 4,(3) =1,023.
Wobec czego granice kontrolne przyjma wartosci:

GLK =11,59+1,023-0,096 = 11,69,
DLK =11,59-1,023-0,096=11,49.

Na rysunku 1 przedstawiono graficzng prezentacjg karty kontrolnej. Mozna
z niej odczytaé, ze zadna z obserwowanych wartosci Sredniej nie wykracza poza
obszar wyznaczony przez granice kontrolne (przedstawione na rysunku za pomoca
linii przerywanych), a wigc zgodnie z regula trzech sigm mozna uznaé, ze proces
jest stabilny. Dodatkowo przeprowadzone testy wzorca przebiegu nie wykazaty
rozregulowania (wigecej o wzorcach przebiegu [Zarzqdzanie przez jakosé... 2003,
s. 222]. Mozna zatem stwierdzié, ze proces jest statystycznie uregulowany.



366

karta kontrolna x-$rednie z R

11,6906
111,5923
111,4941
1 2 4 6 8 10
probki

Rys. 1. Karta kontrolna wartosci sredniej ekstraktu brzeczki

Zrodlo: opracowanie wiasne.

2.2. Karta Cusum

Karta ta — znana juz wczesniej — do praktycznego uzytku weszla w momencie
znacznego rozwoju technik komputerowych. To, ze obliczenia dla tych kart sg nie-
co bardziej skomplikowane, jest rekompensowane wlasciwosciami, ktérych stan-
dardowe karty kontrolne nie posiadaja. Metody sekwencyjne pozwalaja bowiem na
wykrycie tzw. dryfu, czyli powolnego przechodzenia od obszaru o zadowalajacym
dziataniu do obszaru o dziataniu niezadowalajacym (por. [Kornacki 1994]). Karty
te moga by¢ uzywane w zastgpstwie standardowych kart kontrolnych, ale rowniez
jako ich uzupelnienie. Karta Cusum zostata po raz pierwszy wprowadzona przez
E.S. Page’a (1954). Jej istota jest to, ze podczas kontroli procesu wykorzystuje ona
nie tylko biezaca wartos¢ statystyki policzona na podstawie probki, ale takze war-
tosci statystyk z wezesniejszych probek. Na karcie Cusum rejestruje si¢ sumy sku-
mulowane odchylen sredniej wartosci charakterystyki od jej wartosci zalozonej
(nominalnej), tzn.:

Oy =x-m,

Oy =x)~m+xy ~m,

Oi=x1—-m+xg—m+...+x;,-m=0,_| +x; ~m,

gdzie: m — zalozona warto$¢ nominalna,
x; — zaobserwowana wartos¢ charakterystyki.
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Dla kart Cusum nie prowadzi si¢ typowych linii kontrolnych — jest ona oparta
na tescie ilorazu wiarygodnosci (por. [Koronacki 1994]). Wyznacza si¢ tu obszar
dopuszczalny (proces uregulowany) i niedopuszczalny (proces nieuregulowany).
Zwykle przedstawia si¢ tzw. V-maskownice lub stosuje algorytm tabelaryczny.

Polozenie i rozwarto$¢ V-maskownicy jest okre§lona przez dwie wielkosci:

d — odlegtos¢ grota maskownicy w prawo od naniesionego punktu (odleglosé¢
prowadzaca),

6— kat nachylenia linii maskownicy do osi x ukfadu wspotrzednych,

Obie wartosci oblicza si¢ wedlug nastgpujacych wzordw:

0= arctg(é), d=-21n =5
2 52«

b

w ktorych to: & — wykrywane przesunigcie,

S — prawdopodobienstwo niewykrycia zatozonego lub wigkszego
przesunigcia procesu (prawdopodobienstwo bigdu Il rodzaju),

a — prawdopodobienstwo wskazania, ze proces jest rozregulowany,
gdy przesunigcie badanej zmiennej nie byto wigksze od 6 (praw-
dopodobienstwo biedu I rodzaju).

Sposob wyznaczenia maskownicy prezentuje rys. 2.

Rys. 2. Wyznaczenie maskownicy

Zrédto: [Montgomery 1995].

Podczas wyznaczania linii kontrolnych za pomoca algorytmu tabelarycznego
definiuje si¢ tzw. K — warto$¢ odniesienia. Jest to potowa modutu réznicy pomig-
dzy warto$cia nominalng a warto$cia, ktora uznajemy za punkt odrzucenia. Dodat-

kowo przez O;" i O] wyznacza si¢ tzw. jednostronne goérne i dolne Cusum, gdzie:
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of = max[O, x;, —(m+K)+ O'tl]’
O = max[O, (m-K)—x; + 0,-__1]
oraz
Oy =0 =0.

Granice kontrolne sa wyznaczane na poziomie pigciu sigm, punktami na karcie
sa jednostronne Cusum (wigcej [Koriczak 2000]).

Przyklad 3. Karte kontrolna Cusum sredniej przedstawiono dla danych
z tab. 1. Utworzono kart¢ zaréwno dla pojedynczych obserwacji, traktujac kazda
obserwacj¢ jako probke (rys. 3), jak i dla obserwacji zagregowanych (rys. 4).
Obszar dopuszczalny wyznaczony jest pomigdzy ramionami maskownicy. Punkty
znajdujace si¢ ponizej lub powyzej ramion maskownicy traktuje si¢ jako niedo-
puszczalne, a sam proces jako rozregulowany. W przedstawionym przykladzie
wartosci parametréow wynosity a = f#=0,05, a wykrywane przesunigcie bylo row-
ne odchyleniu standardowemu procesu i wynosito dla danych zagregowanych
6. =0,0554, natomiast dla pojedynczych obserwacji &, =0,066. Mozna zauwa-

zy¢, ze obie te karty wskazaly na rozregulowanie procesu i dryf wartosci srednie;j.
Warto takze zwrdci¢ uwage, ze standardowa karta Sredniej rozregulowania nie wy-
kryta. Standardowa karta nie wykrywa bowiem wolnych tendencji w zmianie war-
tosci sredniej rozpatrywanej charakterystyki.

0,22 ™ ; ! : z 0,22

020} - [ AU . : : : ; 0,20

0,18 0,18

5 016 0,16
g o4 0,14
s 012 : , 0,12
g o008f - 0,08
=5 0,02 |-~ eir 0,02
0,00 |— : : : i 0,00

-0,02 — i i H i i -0,02

1 2 4 6 8 10
probki

Rys. 3. Karta Cusum dla prébek 3-clementowych

Zrodlo: obliczenia wiasne.
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Rys. 4. Karta Cusum dla probek 1-clementowych

Zrédlo: obliczenia wilasne.

3. Zastosowanie kart kontrolnych w stabilizacji procesow
gospodarczych

Analizujac dane dotyczace procesow gospodarczych, nalezy zauwazyé, ze nie
ma mozliwosci pobrania probek n-elementowych, a pojedyncze obserwacje uzy-
skuje si¢ w pewnych, niekiedy dos¢ dlugich okresach. Dlatego tez do badania sta-
cjonarnosci szeregu stosuje si¢ czgsto karty kontrolne wykorzystujace metody se-
kwencyjne pozwalajace wykry¢ zaréwno chwilowe, jak i trwale (trend) przesunig-
cie wartosci sredniej. Takie metody wykorzystywane sa np. w analizie cen akcji na
gieldzie [Miszczak 1999]. Odmienny sposob zastosowania kart kontrolnych do
analiz zjawisk gospodarczych prezentuja np. U. Siedlecka i J. Siedlecki [1994],
proponujac obliczenie nowych granic kontrolnych po kazdym sygnale rozregulo-
wania, lub U. Siedlecka [1993] postulujac, gdy szereg nie jest stacjonarny, uwol-
nienie si¢ od trendu badz tez analizowanie wskaznikow fancuchowych bedacych
ilustracja zmian tempa wzrostu badanego zjawiska. Przy tym granice wyznaczajace
poszczegdlne strefy nazywa si¢ tu granicami bezpieczenstwa, a ich przekroczenie
traktuje si¢ jako sygnat ostrzegawczy.

Ponizej przedstawimy sposob analizy szeregow wykazujacych trend z uzyciem
karty kontrolnej regresji.

Karta regresyjna

Karta regresyjna stosowana jest wtedy, gdy zachodzi koniecznos¢ monitorowa-
nia zaleznosci pomiedzy dwiema charakterystykami procesu. Podstawa tej karty
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jest wykres rozrzutu, za pomoca ktérego ustala si¢ rodzaj korelacji badz stwierdza
Jej brak. Bezposrednim narzedziem do pomiaru sity i rodzaju zaleznosci pomiedzy
dwiema zmiennymi jest wspofczynnik korelacji Persona. Linia centralng tej karty
jest linia regresji przedstawiajaca liniowa zaleznos¢ pomigdzy analizowanymi
zmiennymi. Granice kontrolne wyznacza si¢ najczesciej w odleglosci trzech sigm
od linii centralnej. Oprécz nich na wykresie przedstawia si¢ 95-procentowy prze-
dzial ufnosci naniesiony dla linii centralnej. Na takiej karcie punktami s wartosci
zmiennych kolejno zaobserwowanych podczas przebiegu procesu. Punkty wykra-
czajace poza wyznaczony przedziat wskazujg, w ktérych miejscach procesu zalez-
no$¢ pomiedzy analizowanymi zmiennymi z powodu roznych przyczyn zostala
zachwiana. Parametry linii centralnej wyznaczane sg klasyczna metoda najmniej-
szych kwadratow:

Zn:x—,\ y——)

CL=ax+b, a=1] ,b=y—ax.

n
S (-5

i=]

Dolna i goérna granica kontrolna sa wyznaczane wzgl¢dem kazdego numeru
probki i w odlegtosci 35, gdzie:

Przyklad 4. W tabeli 2 przedstawiono wartosci kosztow oraz produkcji w po-
szczegblnych miesiacach dwoch lat w pewnym przedsigbiorstwie. Celem bylo zba-
danie stabilnosci kosztdéw przy uzyciu kart kontrolnych. Zdecydowano si¢ uzy¢
karty Cusum sredniej w celu wykrycia ewentualnego trendu. Mozna zauwazy¢
(por. rys. 5), ze karta ta wykazala rozregulowanie, widaé tu wyraznie dryf kosztéw.

Nalezaloby zatem odnalez¢é wystepujacy trend, nastgpnie uwolnié¢ poszczegdlne
obserwacje od trendu i dopiero wtedy stworzy¢ karte kontrolng. Zamiast takiej pro-
cedury postgpowania mozna bezposrednio uzy¢ karty regresyjnej, w ktorej to
zmienng niezalezna bgdzie czas, zmienna zalezng natomiast stana si¢ wielkosci
kosztéw. Przeprowadzono obie procedury, a wyniki przedstawiono na rys. 6 oraz
rys. 7. Rysunek 6 przedstawia oszacowana za pomoca metody najmniejszych
kwadratéw prosta regresji, ktora przyjeta postaé: K= 362,18-8,721- T, gdzie blad
oszacowania ¢ = 44,1 wraz z krzywymi ufnosci, a takze liniami ostrzegawczymi
na poziomie 1,5 sigm oraz granicami kontrolnymi na poziomie trzech sigm. Na
rysunku 7 przedstawiono kart¢ kontrolng sredniej z obserwacji, ktdre uwolniono od
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Tabela 2. Dane dotyczgce kosztéw i produkeji

Miesiace | Koszt Miesigce | Koszt
l995ar. calkow?te Produkcja 19‘)63(1'. calkow?tc Produkeja
1 385600 | 355300 1 170600 | 157100
2 306400 | 310300 2 151000 | 152100
3 387500 | 359200 3 191900 | 192800
4 360400 | 357000 4 226900 | 254800
35 340600 | 340000 5 235900 | 270100
6 291800 | 309500 6 220400 | 253300
7 301700 | 318300 7 156300 | 153900
8 215700 | 231300 8 206100 | 231200
9 355600 | 347000 9 167000 { 173 500
10 260200 | 303700 10 178 700 | 203 800
11 270100 | 295500 1 223800 | 251700
12 297200 | 323100 12 174700 | 186700
Zré6dlo: [Nowak 2001].
TOOF ot o b b : i
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-100
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probki

Rys. 5. Karta Cusum §redniej

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Réwnanie regresji: K = 362,18 8,721T
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Rys. 6. Karta kontrolna regresji dla danych z tab. 3

Zrédlo: opracowanie whasne.

129,583

W: 64,793

0,003333

W:—64,79

-129,58

probki

Rys. 7. Karta $redniej bez trendu dla danych z tab. 3

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Réwnanie regresji: K = —20,22 +1,0364P
450

koszty

100 b ’ ' :
100 150 200 250 300 350 400
produkcja

Rys. 8. Karta kontrolna regresji liniowej

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Rys. 9. Karta kontrolna regresji wielomianowej

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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oszacowanego trendu wraz z liniami ostrzegawczymi na poziomie 1.5 sigm. Wyniki
obu procedur sa oczywiscie identyczne. Na obu kartach nie zaobserwowano roz-
regulowania (wysokosci).

Warto zauwazy¢, ze zmiana wielkosci kosztow moze si¢ faczy¢ ze zmianami
zwiazanymi z innymi wielkosciami ekonomicznymi przedsigbiorstwa, takimi jak
np. wielko$¢ produkcji. Warto wobec tego oszacowac kartg regresji, w ktorej
zmienng objasniajaca bedzie nie czas lecz wielko$é produkcji. Oszacowana prosta
zaleznosci wielkosci kosztéw od produkeji przyjmuje postaé K= -20,22+1,036- P,
a blad oszacowania wynosi o =19,59. Karta ta, przedstawiona wraz z krzywymi
ufnosci na rys. 8, nie wykazala rozregulowania, ale pozwolila zauwazy¢, ze po-
miedzy zmiennymi moze nie zachodzi¢ zwiazek liniowy. W pracy E. Nowaka
[2001] oszacowana przyczynowos¢ migdzy produkcja a kosztami dla danych
z tab. 2 jest przedstawiona za pomoca wielomianu trzeciego stopnia postaci:

~

K=-99814+3161P—0,013P% +0,000024P3,

gdzie wspotczynnik zbieznosci goz =1,37%, a blad standardowy estymacji wyniost
5, =9,4603.

Dla tak wyliczonego modelu zdecydowano si¢ skonstruowac karte kontrolna,
w ktorej granice kontrolne znalazty si¢ w odlegtosci trzech sigm od wartosci teore-
tycznych. Karta ta, przedstawiona na rys. 9, potwierdzita stabilnos¢ kosztow.
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THE APPLICATION OF CONTROL CHARTS FOR STABILIZATION OF
ECONOMIC PROCESS

Summary

In the article capabilities of employment of control charts for description of quality and stability.
of economic process of enterprise are considered. In the first part of the paper there are some chosen
control charts are described. All control charts are illustrated with simple examples. The second part
concerns regressive approach. It presents regressive control charts in application for description of
stability cost level of enterprise. There control charts with a drift as well as linear and unlinear regres-
sion charts are considered.
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