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Meinen umfangreichen Verlag auf dem Gebiete der Mathematischen,
der Technischen und Naturwissenschaften nach allen Richtungen hin
weiter auszubauen, ist mein stetes durch das Vertrauen und Wohlwollen
zahlreicher hervorragender Vertreter obiger Gebiete von Erfolg begleitetes
Bemiihen, wie mein Verlagskatalog zeigt, und ich hoffe, daB bei gleicher
Unterstiltzung seitens der Gelehrten und Schulmiinner des In- und Auslandes
auch meine weiteren Unternehmungen Lehrenden und Lernenden in Wissen-
schaft und Sehule jederzeit forderlich sein werden. Verlagsanerbieten ge-
diegener Arbeiten auf einschligigem Gebiete werden mir deshalb, wenn
auch schon gleiche oder iGhnliche Werke fiber denselben Gegenstand in
meinem Verlage erschienen sind, stets sehr willkommen sein.

Unter meinen zahlreichen Unternehmungen mache ich ganz besonders
auf die von den Akademien der Wissenschaften zu Gottingen, Leipzig,
Miinchen und Wien herausgegebene Encyklopiidie der Mathematischen
Wissenschaften aufmerksam, die in 7 Biinden die Arithmetik und Algebra,
die Analysis, die Geometrie, die Mechanik, die Physik, die Geodisie und
Geophysik und die Astronomie behandelt und in einem BSchluBband
historische, philosophische und didaktische Fragen besprechen wird. Eine
' frangzdsische Ausgabe, von franzisischen Mathematikern besorgt, hat zu
ergcheinen begonnen.

Weitester Verbreitung erfreuen sich die mathematischen und natur-
wissenschaftlichen Zeitschriften meines Verlags, als da sind: Die Mathe-
matischen Annalen, die Bibliotheca Mathematica (Zeitschrift fur Ge-
schichte der Mathematischen Wissenschaften), das Archiv der Mathematik
und Physik, der Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereini-
gung, die Zeitschrift fiir Mathematik und Physik (Organ fiis
angewandte Mathematik), die Zeitschrift fiir mathematischen und natur-
wissenschaftlichen Unterricht, die Mathematisch-naturwissenschaft-
lichen Bliitter, ferner Natur und Schule (Zeitschrift filr den gesamten natur-
kundlichen Unterricht aller Schulen), die Geographische Zeitschrift u. a.

Beit 1868 verdffentliche ich: , Mitteilungen der Verlagsbuchhandlung
B. G. Teubner". Diese jiihrlich zweimal erscheinenden ,Mitteilungen®, die
unentgeltlich in 80000 Exemplaren sowohl im In- als auch im Auslande
von mir verbreitet werden, sollen das Publikum, das meinem Verlage
Aufmerksamkeit schenkt, von den erschienenen, unter der Presse befindlichen
und von den vorbereiteten Unternehmungen des Teubnerschen Verlags in
Kenntnis setzen und sind ebenso wie das bis auf die Jiingstzeit fortgefithrte
Ausfiihrliche Verzeichnis des Verlags von B. G. Teubner auf dem
Gebiete der Mathematik, der Technischen und Naturwissenschaften
nebst Grensgebieten, 100. Ausgabe [XLVIII u. 272 8. gr. 8], in allen Buch-
handlungen unentgeltlich zu haben, werden auf Wunsch aber auch unter
Kreuzband von mir unmittelbar an die Besteller tibersandt.

Lezia, PoststraBe 3. B. G. Teubner.
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Vorwort.

Seit Lagrange ist man gewdhnt, die analytische Mechanik als
ein in sich geschlossenes System darzustellen, welches, aufgefithrt auf
gewissen Grundlagen nach Art eines mathematischen Systems, gestattet,
aus diesen Grundlagen die Fillle der physikalischen Erscheinungen de-
ductiv abzuleiten, die in das Gebiet der Mechanik fallen, Derartige von
vorneherein in sich geschlossene Darstellungen der Mechanik, wie sie
inshesondere von Mathematikern bevorzugt zu werden pflegen, haben
gewiss ihren Reiz und selbstverstindlich auch ihre Bedeutung fiir die
weitere Entwickelung der Disciplin, aber sie erscheinen wenig geeignet
in das Studium der theoretischen Physlk einzufithren.

Von ihnen gilt das, was Hertz in der Einleitung zu seinen
Principien der Mechanik ‘7 8 ausfiihrt, wenn er von der Erfahrung
spricht, ,dass es sehr schwer ist, garade die Einleitung in die Mechanik
denkenden Zuhorern vorzutragen ohne einige Verlegenheit, ohne das
Gefiihl, sich hier und da entschuldigen zu miissen, ohne den Wunsch,
recht schnell {iber die Anfinge hinwegzugelangen®. Ich kann aber
darin Hertz nicht zustimmen, wenn er glaubt diese Schwierigkeit
bereits der von Newton inaugurirten Darstellung der Mechanik
Schuld geben zu miissen. Meine Darstellung kniipft im Grossen und
Ganzen an den von Newton in seinen Principien entwickelten
Gedankengang an, und ich gebe mich der Hoffnung hin, dass ich
gerade durch Anschluss an Newton’s Principien jene von Hertz er-
withnte Verlegenheit in meinen Vorlesungen nicht aufkommen lasse,
Meines Dafiirhaltens — und ich kann hier hervorragende Gewiihrs-
miinner anfithren, die auf demselben Standpunkt stehen: Lord Kelvin
(W. Thomson) und Helmholtz — bieten Newton’s Principien
gerade fir die Einfithrung noch immer das unerreichte Muster, und
es haben in Deutschland in den letzten Jahrzehnten nur eine Reihe
zufiilliger Umstiinde — in erster Linie eine mangelhafte Ueber-
+ setzung — bedingt, dass man gerade zu der Einleitung von Newton’s
Principien nicht den Standpunkt gefunden hat, von dem aus die
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v Vorwort.

Principien geschrieben sind, und von dem aus sie gerade fiir die
gegenwiirtige auf Erkenntnisskritik gerichtete Forschung so anregend
und forderlich sein kénnten.

Keine Behandlung der Mechanik, wie die Newton’s, ist so sehr
geeignet die Grundlagen der Mechanik klarzustellen und auf ihre
wahren Quellen zuriickzuleiten. Sucht man diese Behandlung conse-
quent auszugestalten, dann kénnen kaum Zweifel und Unklarheiten
entstehen — wie sie z. B. Kirchhoff in der Vorrede zu seiner
Mechanik hervorgehoben, ,ob der Satz von der Trigheit und der
Satz vom Parallelogramm der Kriifte anzusehen sind als Resultate
der Erfahrung, als Axiome oder als Siitze, die logisch bewiesen werden
kinnen und bewiesen werden miissen®,

Wenn ich mit wenig Worten die durch Newton gegebene Dar-
stellung der Grundlagen der Mechanik charakterisiren soll, dann
méchte ich sie dahin zeichnen, dass ihr Werth und ihre Festigkeit
mehr auf einer gegenseitigen Stiitzung und riickwirkenden Versicherung
der einzelnen Theile des Systems beruht, als auf einer einseitigen
Auffithrung auf ein von vorneherein so zu sagen gegebenes oder als
gegeben angenommenes Fundament. Diese Sicherung durch riick-
wirkende Verfestigung der Theile des Systems gegeneinander erscheint
das einzig Angemessene unter sorgfiiltiger Riicksicht auf die hier
gegebenen, tiefer liegenden erkenntnisstheoretischen Bedingungen und
Verhiiltnisse, Die Schilderung und Charakteristik der elektrischen
Theorie von Maxwell, wie sie uns Hertz in seinem bekannten
Vortrag ,itber die Beziehungen zwischen Licht und Elektricitit®
(Hertz, Werke, Bd. I, S. 346) entworfen hat, lisst sich hier ziemlich
genau auf die durch Newton gegebene Darstellung der Mechanik
iibertragen. Wenn ich die Vorlesungen von F. Neumann, ,Einleitung
in die theoretische Physik“ richtig verstanden hube, bildet bei ihnen
der Grundsatz der riickversichernden Verfestigung gleichfalls das Leit-
motiv der Darstellung.

Eine solche im Anschluss an Newton und mit Riicksicht auf

die Entwickelung der Mechanik bis auf die Gegenwart entworfene
Darstellang hat nun aber nicht nur fiir eine Einfilhrung in das
Studium der theoretischen Physik ihren Werth, sondern dariiber
hinaus fiir die Aufdeckung der wahren Quellen unserer Erkenntniss,
welche kennen zu lernen von grossem Interesse ist und auch die
weitere Forschung befruchten diirfte. Diese wahren Quellen der Er-
kenntniss sind nicht nur in der Natur der Objecte der Forschung
begriindet, sondern auch in der Natur des Subjects, welches die
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Vorwort. Vv

Forschung anstellt — vor Allem in der Natur der Sinneswerkzeuge
mit ihren Grenzen und Schranken. Verhiiltnisse, die ebendowohl durch
das Object der Forschung wie durch das Subject, das die Forschung
anstellt, bedingt sind, verlieren aber dadurch an Klarheit und Ueber-
gicht, dass man die in der Sache berechtigten und thatsiichlich vor-
handenen Beziehungen zum Subject verschweigt oder verlengnen will.

Darin scheint mir — naturwissenschaftlich betrachtet — der
Mangel jener mathematischen Darstellungen der Mechanik seit
Lagrange zu liegen, dass sie die in der Natur der Sache liegenden
subjectiven Elemente der Forschung ignoriren, ein Verfahren, das
ich hier mit dem Wort Objectivirung bezeichnen michte — ein Be-
griff, der nicht mit der Objectivitiit zu verwechseln sein wird, die
immer hiichstes Ziel und Zierde der Forschung bleibt, und die ich
fiir den Augenblick einmal jener Objectivirang gegeniiber stellen
michte.

Glewiss kann man in der geschichtlichen Entwickelung der physi-
kalischen Forschung eine ganze Reihe subjectiver Momente aufdecken,
die vielleicht voriibergehend sich als forderlich erwiesen haben migen,
deren Ausschaltung aber doch der weitere Fortschritt bedingte. Is
sind das Elemente, die der Natur des menschlichen Lebens und
Wirkens entnommen auf die Deutung der anorganischen Natur iiber-
tragen wurden und doch nicht tibertragen werden durften. Ks ist das
die Auffassung der Physik, die ich hier als anthropomorph im weiteren
Sinne bezeichnen mochte, die Auffassung von der Natur, die im
Alterthum ihren Ausgangspunkt nimmt und noch in manchen Be-
zeichnungen ihre Spuren hinterlassen hat — hierher gehort die Be-
zeichnung Kraft.

Dagegen diirften — zumal in einer Einfithrang in das Studium
der allgemeinen Physik — die subjectiven Elemente nicht einfach
iibergangen werden, auf denen fortgesetzt die physikalische Forschung
beruht hat und noch weiter beruhen wird: die menschlichen Sinne
mit ihrer Natur und Beschriinktheit — diese Eingangspforten der
Erkenntniss (W. Thomson). Jede Darstellung einer wissenschaft-
lichen Disciplin will doch in erster Linie zur Forschung weiter an-
regen, und so diirfen die Elemente nicht ignorirt werden, durch
welche nun einmal der weitere Fortschritt mit bedingt erscheint.

Nehmen wir diese subjectiven Beziehungen unserer Sinne zum
iiusseren Object, der Natur, der Wirklichkeit in unsere Darstellung
auf, so werden wir ja natfirlich auch eine solche Darstellung bis zu
einem gewissen Grade als anthropomorph — wir wollen sagen im



Vi Vorwort,

engeren Sinne des Wortes — bezeichnen kinnen; aber diese Bezeich-
nung im engeren Sinne wiirde des Vorwurfs entbehren, den die Be-
zeichnung in dem vorhin erwithnten weiteren Sinne unstreitig enthiilt.

Fine von den menschlichen Sinnen losgelste und ohne Beziehung
auf sie dargestellte Physik ist ein Unding, eine Unaufrichtigkeit.
Derselbe Vorwurf diirfte aber auch eine Physik treffen, die der Natur
der menschlichen Sinneswerkzenge nicht Rechnung trigt, die vor
Allem der Begrenztheit und Beschriinktheit der Sinne nicht gerecht
wird, und die sich darum nicht gedrungen fiihlt, sich iiber die Be-
grenztheit und Beschriinktheit der Sinne zu erheben, sei es zu einer
unbegrenzt genauen, der sinnlichen Wahrnehmung entsprechenden An-
schauung (Postulat), sei es zu einer {ibersinnlichen Anschauung
(Hypothese). Das erscheint als der einzige Weg, das System der
Wirklichkeit in sich zu schliessen, das sinnliche Anschauung nun ein-
mal offen liisst.

Die neueren Darstellungen der Mechanik von Hertz und Boltz-
mann scheinen mir iibrigens auf dem besten Wege, die in der Natur
der Sache liegenden, berechtigten objectiven und subjectiven Seiten
der Forschung aufzunehmen, wenn sie die Aufgabe der Mechanik
unter dem Gesichtspunkt einer Abbildung der Wirklichkeit erfassen.
In der That kann der Gegensatz von Subject und Object in mancher
Richtung sehr gut durch das Verhiiltniss von Bild und Gegenstand
veranschaulicht werden.

Ich glaube aber empfunden zu haben, dass es sich bei jenen
neueren Darstellungen eigentlich weniger um ein Abbilden der Wirk-
lichkeit, das doch auf einem wiederholten Vergleich mit der Wirklich-
keit zu Stande kommen miisste, handelt, als vielmehr um ein in sich
abgeschlossenes Gemiilde, zu dem das Studium der Wirklichkeit die
Anregung gegeben hat. Inwieweit dieses Gemilde aber eine treue
Abbildung der Wirklichkeit sein kann, kommt weniger zur Darstellung;
der Vergleich des Gemiildes mit der Wirklichkeit, die Frage, ob das
Gemiilde ein Abbild der Wirklichkeit ist, wird vielmehr dem Leser
selbst. {iberlassen.

Ieh will die Vorziige einer solchen Darstellung, die nicht jeden
Augenblick die Frage nach der Abbildung aufwirft, keineswegs ver-
kennen. Sie beruhen darauf, dass die Grundlagen von vorneherein
mit der grossten mathematischen Priicision eingefithrt werden kinnen.
So brauchbar fiir viele Zwecke eine solche Bearbeitung der Mechanik
sich ergeben michte, so sehr sie speciell von Mathematikern bevor-
zugt werden diirfte, so kann sie vom physikalisch erkenntniss-
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theoretischen Standpunkt doch nur in Verbindung und im Vergleich
mit anderen Darstellungen sich fiir die Physik als forderlich erweisen.
Vollends diirfte sie fiir die Einfihrung in das Studium der Physik
ungeeignet erscheinen, denn ohne Beziehung auf die Wirklichkeit
bleibt die Herkunft der Priimissen, auf denen jenes priicise mathe-
matische System aufgefithrt wird, dunkel, und ihre Auswahl muss als
willkiirlich erscheinen.

Es diirfte als besonderer Reiz einer physikalischen Bediirfnissen
entsprechenden Behandlung empfunden werden, bereits die Grundlagen
des physikalischen Systems in engere Beziehungen zur Wirklichkeit
gesetzt und im Anschluss an die geschichtliche Entwickelung der
Physik dargestellt zu sehen.

Die Beziehung zur geschichtlichen Entwickelung nach dem Vor-
gang von B. Mach ist tiberhaupt ein Moment, dessen Beriicksichtigung
noch immer nicht die geniigende Nachfolge gefunden hat. Man ist
von frither her noch immer gar zu geneigt, in einer geschichtlichen
Darstellung physikalischer Disciplinen eine Aneinanderreihung von
Curiositiiten zu vermuthen. Wenn die Naturwissenschaften Erfahrungs-
wissenschaften sind und sein wollen, wenn man sich weiter den Be-
griff der Erfahrang in seiner Universalitiit vergegenwiirtigt, - hinter
der die Erfahrung des Einzelnen fast verschwinden muss, dann wird
allerdings fir eine Einfihrung in das Studium der theoretischen
Physik allein eine Darstellung in Betracht kommen miissen, welche
sich den Schwankungen jeweiliger Darstellungen zu entziehen und die
Disciplin in der Richtung zu fordern sucht, in der die Entwickelung
ihrer Geschichte nach zu liegen scheint.

Bs ist mir zum Schluss noch eine angenehme Pflicht der Férderung
meines Werkes durch die Verlagsbuchhandlung, der Ueberwachung
der Correcturen anfiinglich durch Herrn Dr. phil. F. Glage, jetzt in
Hamburg, dann durch Herrn stud. G. Langbein und Herrn Dr. phil.
0. Dérge mit Dank zu gedenken.

Koénigsberg i,/Pr., October 1809,
P. Volkmann.
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I. Einleitung in die Theorie der physikalischen
Erkenntniss.

1) Orientirende Vorbemerkungen zur Charakteristik der
physikalischen Erkenntnisstheorie,

1. Nothwendigkeit eines wiederholten Kreislanfs der Erkenntniss, Die
Physik ein gegenseitiges, begriffliches Bezugssystem mit rilckwirkender Ver-
festigung. 2. Begriff der Erfahrung und ihrer Geschichte, 8. Gegeniiberstellung
objectiver und subjectiver Auffassungsmomente der Erfahrung. 4. Uebersicht
iiber die methodischen Grundlagen und Regeln zum Aufbau des physikalischen
Systems.

2) Die allgemeinen methodischen Grundlagen der Physik.

5. Allgemeine Vorbemerkungen iiber die durch die Schranken der sinn-
lichen Wahrnehmung bedingte Erkenntniss. 6. Charakteristik der physikalischen
Postulate oder Axiome. 7. Charakteristik der physikalischen Hypothesen.
8, Charakteristik der speciellen physikalischen Naturgesetze. 9. Charakteristik
und Bedeutung von Terminologie, Definitionen und Prilliminarien,

3) Die allgemeinen methodischen Regeln der Physik
(Methodenlehre, Newton’s Regulae philosophandi).

10. Allgemeine Vorbemerkungen iiber den Werth der Regeln als An-
regung fiir die Forschung. 11. Charakteristik der Induction und Deduetion.
12. Charakteristik der Analyse und Synthese, der Isolation und Superposition.
18. Charakteristik der Vergleichung und Oscillation. Analogie. 14, Charak-
teristik der Regel der Ockonomie,

4) Behandlung einiger allgemeiner erkenntnisstheoretischer
Fragen fiir die Physik.

16. Riickblick auf die bisher entwickelten erkenntnisstheoretischen Ble-
mente.  Aufwerfen never Fragen, wissenschaftliche Glanbensanschauungen,
16, Die Frage nach der Causalititt oder dem zureichenden Grunde und ihre
Beziehung #um Kraftbegriff. 17. Auffassung und Bedeutung der physikalischen
Vorgiinge als eines Mechanismus, 18, Die Stellung der Mechanik als Grund-
digeiplin innerhalb des physikalischen Systems. 19, Literatur-Verzeichniss zur
Theorie der physikalischen Erkenntniss.

Volkmann, Theoretische Physik, 1
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I. 1) Orientirende Vorbemerkungen zur Charakteristik
der physikalischen Erkenntnisstheorie.

§ 1. Nothwendigkeit eines wiederholten Kreislaufs der Erkenntniss.
Die Physik ein gegenseitiges begriffliches Bezugssystem mit riick-
wirkender Verfestigung.

Ehe wir in die eigentliche Materie der Vorlesung eintreten, wird
es gut sein, einige Bemerkungen iiber die Gesichtspunkte voraus-
zuschicken, von denen wir uns fortdauernd zu leiten lassen haben
werden, und iiber welche wir uns zuniichst verstindigen miissen.

Es soll sich um eine Einleitung in das Studium der theoretischen
Physik — oder wie ich auch sagen kann, der allgemeinen Physik —
inshesondere in das der analytischen Mechanik handeln. Sie Alle
haben sich bereits bis zu einem gewissen Grade mit Physik und
Mechanik beschiiftigt, und Sie werden auf Grund dieser Beschiiftigung
mit gewissen Anschauungen und Erwartungen in die Vorlesungen ein
treten, von denen ich Ihnen aber gleich sagen muss, dass sie Ihnen
ebensowohl forderlich und niitzlich wie hemmend und schiidlich sein
kénnen. Thre Anschauungen und Erwartungen werden ebensowohl in
Urtheilen wie in Vorurtheilen iiber Art und Weise der Behandlung
bestehen, sie werden vor Allem der Liluterung bediirfen.

Finen derartigen Liiuterungsprocess hat der Einzelne wie die
Wissenschaft fortgesetzt durchzumachen. In einem solchen fortgesetzten
Liiuterungsprocess, seiner Entwickelung und Gestaltung beruht das
geistige Leben des Hinzelnen wie der Wissenschaft. Hort dieser
Process auf, dann ist das Wissen ein todtes und abgestorbenes, dann
hirt die Wissenschaft auf, sie hat ihr Ende erreicht.

Dieser Liuterungsprocess wird fiir Sie und kann fiir Sie nur in
dem wiederholten Versuch der Aneignung des wissenschaftlichen
Systems der Physik bestehen. Der Gegenstand ist viel zu umfassend
und zu schwierig, als dass die Forderung erhoben werden kinnte,
ich konnte Ihnen einen kéniglichen Weg bahnen, auf dem Sie sich
mit einem Male bequem ohne allzu grosse Anstrengung das wissen-
schaftliche System aneignen konnten. Sie werden wiihrend Ihrer
Studienzeit einen wiederholten Kreislauf unternehmen miissen,
nur allmiihlich kann so Ihr Gesichtskreis erweitert und ein Stand-
punkt gewonnen werden. Die Tragweite der Grundlagen und Grund-
giitze wird so erst allmithlich im Verlauf der Vorlesung erfasst werden,
sie. wird sich in Form von Riickblicken auf den hinter uns liegenden



§ 1. Wiederholter Kreislauf der Erkenntniss, Beriffl. Bezugssystem ete. 3
{

Weg eher erschliessen, als im Vorausblick auf einen vor uns liegen-
den Weg, den einzuschlagen Sie vielleicht fiir unberechtigt halten
knnten,

So kann denn auch die Einleitung in die Theorie der physi-
kalischen Erkenntniss, die ich Thnen zu geben beabsichtige, gar nicht
den Zweck haben, IThren Erkenntniss-Standpunkt von vorneherein
durch starre Formen festlegen zu wollen d. h. einzuengen und zn
fesseln. Es handelt sich hier keineswegs um eine voraussetzungslose
Disciplin — eine solche giebt es meines Dafiirhaltens iiberhaupt
nicht — es handelt sich um eine auf dem Boden der physikalischen
Wissenschaft und Forschung erwachsene Disciplin.  Sie werden und
kénnen daher die Tragweite dieser allgemeinen Auseinandersetznngen
gar nicht anfiinglich ibersehen. Meine Absicht bei diesen Aus-
einandersetzungen wird mehr darin bestehen, Ihre Aufmerksamkeit
im Voraus nach gewissen Richtungen zu schiirfen, als Sie von der
Zweckmiissigkeit und Angemessenheit der Betrachtungsweise zu iiber-
zeugen. Ich sage hier nicht Richtigkeit — denn Richtigkeit und Wahr-
heit hat zuniichst nur Beziehung zu einem materiellen Inhalt. . Bei
den folgenden Auseinandersetzungen handelt es sich aber nicht um
etwas Materielles, sondern um etwas wesentlich Formelles.

Iech mochte noch weiter gehen, ich sage: Diese Auseinander-
setzungen werden auf Sie um so kriiftiger und stirker wirken, je
mehr sie Thren Widerspruch zu bisher unentwickelten Anschauungen
in IThnen wecken. Dadurch wird aber gerade das erzielt werden,
was ich in Thnen wachrufen mochte: Schiirfung Threr Aufmerksam-
keit mach ganz bestimmten Richtungen, damit Sie spiiter bei den
materiellen physikalischen Behandlungen in den Stand gesetzt sind,
die Angemessenheit und Zweckmiissigkeit unserer erkenntnisstheo-
retischen Betrachfungsweise rilckwiirts zu priifen und anzuerkennen.

Sie konnen gleich hier nach dem tiefer liegenden Grunde fragen,
warnm fiir die physikalische Wissenschaft ein wiederholter Kreislauf
der Erkenntniss nothwendig ist. Dieser Grund ist nach Entstehung
und Betrieb der physikalischen Wissenschaft einfach darin zu sehen,
dass das physikalische Begriffssystem nicht etwa aufzu-
fassen ist als ein System, welches nach Art eines Gebiindes
von unten aufgefiihrt wird, sondern als ein durch und durch
gegenseitiges Bezugssystem, welches nach Art eines Ge-
wilbes oder eines Briickenbogens aufgefiithrt wird und for-
dert, dass ebenso die mannigfaltigsten Bezugnahmen auf

kiinftige Resultate bis zu einem gewissen Grade von vorne-
1"
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herein vorweg genommen werden miissen, wie umgekehrt
bei spiiteren Ausfithrungen die mannigfaltigsten Zuriick-
verweisungen auf frithere Verfiigungen und Festsetzungen
statthaben miissen. Die Physik ist kurz ein Begriffssystem
mit riickwirkender Verfestigung.

In demselben Sinn und in derselben Absicht, wie im 6ffentlichen
Leben fiir gesetzliche Bestimmungen erst auf Grund mehrfacher
Lesungen eine angemessene Formulirung erstrebt wird, in demselben
Sinne wird der Studirende auch nicht erwarten diirfen, dass die erste
Lektiire dieser Vorlesungen ihm das volle Verstiindniss der darin nieder-
gelegten Ideen und Absichten erschliessen wird. Mag er bei Stellen,
die ihm dunkel und unverstindlich erscheinen, zuniichst nicht allzu
lange verweilen, die zweite Lektiire des Buchs wird ihm bereits eine
erhebliche Klirung der zuvor dunkeln Stellen bringen. Die Vor-
lesungen sind ebenso auf Grund einer wiederholten Durcharbeitung
entstanden, wie sie auch auf Grund einer ebenso wiederholten Durch-
arbeibung beurtheilt sein wollen.

§ 2. Begriff der Erfahrung und ihrer Geschichte.

Welche Gewiihr kann ich Ihnen nun bieten, dass meine Vor-
lesungen diesen Lilnterungsprocess fordern, diesen Kreislauf der Er-
kenntniss zweckmiissig einleiten? — diese Frage wollen wir doch
gleich hier aufwerfen. Diese Frage liegt in den Naturwissenschaften,
wie sie heute bestehen, sehr einfach: Diese Gewiihr bietet das Studium
der Geschichte der Naturwissenschaften und der Entwickelung der
naturwissenschaftlichen Anschauungen.

Wir haben uns in erster Linie zu vergegenwiirtigen, dass die
Physik, wie alle Naturwissenschaften Erfahrungswissenschaft ist und
sein will. Die Erfahrung, das heisst das empirische Studium der
iiusseren Naturvorgiinge in Beobachtung und Experiment, nimmt in
den Naturwissenschaften eine so fundamentale und breite Rolle ein,
dass die Erfahrung des Hinzelnen vollstindig zuriicktritt, ja ver-
schwindet hinter der Erfahrung der Gesammtheit, das heisst hier
hinter der Krfahrung der Miinner, die vor uns und mit uns Nator-
wissenschaft getrieben haben und noch treiben. Die Erfahrungsbei-
triige, die der Einzelne zum weiteren Ausbau der Wissenschaft liefern
kann, werden stets nur als bescheidene zu bezeichnen sein — ver-
glichen mit der Krfabhrung, welche in dem bereits aufgefiihrten Bau
und System der Wissenschaft vorliegt.
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Es kommt noch eins hinzu, dass zwischen Erfahrung‘des Einen
und Erfahrung des Andern ein himmelweiter Unterschied bestehen
kann. Auf Erfahrung kann sich jeder berufen, auch der Jiingling,
aber der Begriff der Erfahrung, den ich meine, hat die hichste
Mannesreife in der Wissenschaft zur Voraussetzung — und auch diese
Mannesreife reicht, wie die Entwickelung der Wissenschaft lehrt, in
der Mehrzahl der Fille nicht aus: den Inhalt der Erfahrung fest-
zustellen.

Erfahrung ist nicht nur mannigfaltig, sondern auch vielgestaltig
und zusammengesetzt; ihr Inhalt hiingt von Bedingungen und Voraus-
setzungen ab, die in jedem Falle festgestellt, in keinem Falle tiber-
sehen sein wollen. Hs ist einer der hiiufigsten Fehler und Irrthiimer
der Menschen, dass Erfahrungen, ihrer Bedingungen und Voraus-
setzungen entkleidet, als allgemeingiiltig hingestellt werden, wo sie
einer derartigen Verallgemeinerung gar nicht fihig sind. Die Sache
ist eben die, dass die Bedingungen und Voraussetzungen, unter denen
Erfahrungsthatsachen eintreten, nicht auf der Oberfliiche zu liegen
pflegen, dass die Hauptschwierigkeit des Studiums der Frfahrungs-
thatsachen eben darin liegt, die Bedingungen und Voraussetzungen
festzustellen, unter denen jene eintreten.

Nachdem ich so den Begriff der Erfahrung fiir unsere Zwecke
hinlinglich fixirt zu haben glaube — méchte ich ihn Vorstellungen
unseres (teistes gegenilberstellen, die ich fiir den Augenblick einmal
als ,aprioristische Vorstellungen“ bezeichnen will.) Wiihrend die
Erfahrung mit ihren Vorstellungen erworben und innerlich angeeignet
sein will, sind diese aprioristischen Vorstellungen da, sie sind viel-
leicht auch einmal auf einer fritheren Entwickelungsstufe des Geistes
erworben, ja sie sind vielleicht damals nur fusserlich angeeignet, oder
es fehlt jede Rechenschaft iiber ihren Erwerb und die Form ihrer
Aneignung. Die beim Unterricht auf der Schule und bei der Er-
ziehung im Haus angeeigneten Vorstellungen sind solche iusserlich
erworbenen Vorstellungen, denen wenigstens zuniichst die tiefere
Rechenschaft iiber ihren Erwerb fehlt — was in der Natur der Sache
begriindet ist.

Da jedes wissenschaftliche Studium nur da einsetzen kann, wo
der elementare Unterricht aufhort, liegt es auf der Hand, dass eine

1) Ich lehne bei diesem Wort jede unmittelbare Uebernahme der Be-
zeichnung im Binne anderer Auforen z B. Kan t's ab; ef. das § 9 iiber Termino-
logie Beigebrachte,
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Hauptschwierigkeit bei der Einfihrang in das Studium darin liegen
wird, den Studirenden frei zu machen von dem Zwang aprioristischer
Vorstellungen, die er mithringt — oder vielleicht auch: diese aprio-
ristischen Vorstellungen bei ihm in das rechte Verhiiltniss zu dem
System der Erfahrung zu setzen, um dessen Aufbau es sich handelt.

§ 3. Gegeniiberstellung objectiver und subjectiver Auffassungs-
momente der Erfahrung.

Auf der Thatsache, dass sich die aprioristischen Vorstellungen
in uns und die Erfahrung ausser uns gegeniiberstehen und keineswegs
immer decken — oder wie wir uns auch ausdriicken konnen: Auf
dem Gegensatz von den {iberhaupt in uns vorhandenen Vorstellungen
zu den noch in uns zu bildenden Vorstellungen beruht eine gegen-
siitzliche Auffassung der Erfahrung, die in der Natur der Sache be-
griindet ist, und die wir hier auseinander zu setzen haben. Wir be-
zeichnen sie als die subjective und objective Auffassung der
Erfahrung.?)

Die subjective Auffassung der Erfahrung ist die durch die Be-
grenztheit unserer Sinne*) und unseres Fassungsvermigens bedingte
Erfahrang, die der Natur der Sache nach niemals geschlossen sein
kann und auch um der weiteren Fortschritte willen in der Erkennt-
niss der Erfahrung niemals geschlossen sein darf. Wie alles Sub-
jective ist diese Auffassung mit Fehlern behaftet, die im Laufe der
Zeit aufzudecken und dann auszumerzen sein werden. Diese subjective
Auffassung ist aber darum, weil sie mit Fehlern behaftet zu sein
von vorneherein zugiebt, nicht zu verwerfen. Die wissenschaftliche
Forschung hiingt nun einmal am Subject und kann von diesem nicht
losgelist werden.

Die objective Auffassung der Erfahrung ist die ausserhalb unserer
Sinne und unseres Fassungsvermdgens bestehende Thatsache der Wirk-
lichkeit, die der Natur der Sache nach in sich geschlossen sein muss,

1) Man vergleiche fiir das Folgende meinen Aufsatz: Ueber die Frage nach
dem Verhiiltniss von Denken und Sein. Wiener Sitzungsberichte 118 Doz 97
8, 1108 insbes. 1110 u. folg, Dort finden sich die weiter als Citat gekenn-
zeichneten Stellen.

2) Die Thatsache der Schranken und Begrenztheit unserer Sinne ist kein
Vorwurf gegen den Schipfer oder gegen die Zweckmiissigkeit der natiirlichen
organischen Sinneseinrichtungen, im Gegentheil diese Schranken der Sinne sind
fiir die Moglichkeit einer Concentration des Bewusstseins eine sehr wesentliche
Voraussetzung,
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Wir lassen hier ganz dahingestellt, ob die objective naturwissenschaft-
liche Erfahrung das Universum auch ausfilllt, ja mit Bezug auf die
Existenz und Thatsache der Cultur') milssen wir uns der Anschauung
hingeben, dass das Universum durch die naturwissenschaftliche Kr-
fahrung nicht allein ausgefiillt wird; aber das widerspricht nicht
der Anschauung, dass das naturwissenschaftliche Erfahrungsgebiet —
objectiv betrachtet — ein in sich geschlossenes liickenloses Ganzes ist.
Ohne Fehler und Makel steht es als ein geschlossenes Ganzes da,
darauf beruht ausschliesslich die Moglichkeit einer Naturwissenschaft.

Die objective Auffassung der Erfahrung ist das Ziel, dem unsere
subjective Auffassung der Erfahrung zustrebt, dem sie sich bestiindig
niithert, ohne es je zu erreichen. Die subjective Auffassung der Er-
fahrung ist mehr oder minder Wahrscheinlichkeit, die objective Auf-
fassung der Erfahrung ist Wahrheit. Die subjective Auffassung der
Erfahrung ist Bild, Abbild — die objective Auffassung der Erfahrang
ist Gegenstand.

Je nach dem Zweck, den wir bei der jedesmaligen Darstellung
verfolgen, je mach dem wir es vorziehen den objectiven oder sub-
jectiven Standpunkt einzunehmen, ,konnen wir uns in unseren er-
kenntnisstheoretischen Untersuchungen in der mannigfaltigsten Weise
formuliren, in einer Weise, bei der gegensitzliche Standpunkte ein-
genommen zu sein scheinen, ohne dass der Natur der Sache nach
von einem Gegensatz die Rede sein kann — oder wenigstens die
Rede zu sein braucht. Im Gegentheil wird es sich zur Vertiefung
der erkenntnisstheoretischen Untersuchung empfehlen, diese vermeint-
lich gegensiitzlichen Standpunkte za wechseln und sich bald dieser,
bald jener Sprache zu bedienen, um den wahren erkenntnisstheoretischen
Kern, der vielleicht von dem voriibergehend gewithlten Standpunkt
gerade unabhiingig ist, in seiner Reinheit um so bewusster bloss-
zulegen.”

yIndem wir hier die Vortheile wahrnehmen, welche bei einer
Reihe philosophischer Untersuchungen die Gegenitberstellung und Ver-
werthung der Ausdriicke: objectiv und subjectiv — a priori und
a posteriori — real und ideal — mit sich bringen, weisen wir zu-
gleich auf ein Gebiet hin, auf dem eine solche Gegeniiberstellung
verblasst.

1) Ich acceptire hier die von H. Rickert in Vorschlag gebrachte Be-
zeichnung in seinem Vortrag: , Culturwissenschaft und Naturwissenschaft,*
Freiburg i, B. 1899,
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yDiese scheinbaren Gegensiitze werden auf der Stufe hichster
begrifflicher Durcharbeitung Identititen. Nur muss diese Identitiit
sich als eine Folge wirklich ernster, auf dem Grunde wechselwirken-
der Processe zwischen Object und Subject sich vollziehender Durch-
arbeitung ergeben. Wird bei diesem oscillirenden Process die Be-
deutung des Realen unterschiitzt, so laufen wir Gefahr, in die
Betrachtungsweise eines Hegel zu verfallen, wird bei diesem oscil-
lirenden Process die Bedeutung des Idealen (der Idee) unterschiitzt,
so kommen wir in materialistisches Fahrwasser, bleiben giinstigenfalls
rohe Empiriker.“

Diese Uebertreibung des einzelnen Standpunkts kann auch in
verfeinerter Weise zur Erscheinung kommen; wir konnen sie viel-
leicht mit den Bezeichnungen Subjectivirung und Objectivirung charak-
terisiren. Fiir den Naturforscher wird in dem Streben nach Ob-
Jectivitiit der Darstellung eher die Gefahr einer Objectivirung zu
befiirchten sein, als das Gegentheil. Doch soll hier nicht weiter
darauf eingegangen sein; Niheres iiber diese Objectivirung habe ich
in dem Vorwort zu diesen Vorlesungen ausgefithrt, und wird weiter
§ 16 gelegentlich der Behandlung der Frage nach der Causalitiit oder
dem zureichenden Grunde von mir ausgefiihrt werden,

§ 4. Uebersicht iiber die methodischen Grundlagen und Regeln
zum Aufbau des physikalischen Systems,

Es soll sich nun darum handeln, die methodischen Grundlagen
und Regeln unter Hervorhebung ihrer objectiven und subjectiven
Seiten kurz auseinanderzusetzen, durch welche das System der phy-
sikalischen Erfahrung zu Stande gekommen ist und nach den Erfolgen
zu urtheilen, weiter zu Stande kommen wird.

Das Eine ist schon bemerkt, aber es mag hier noch einmal
wiederholt werden; es handelt sich bei der Auseinandersetzung dieser
methodischen Grundlagen und Regeln keineswegs um eine voraus-
setzungslose Disciplin. Die auseinanderzusetzenden Methoden sind auf
dem Boden der physikalischen Forschung nach und nach entstanden
und erwachsen und werden weiter daranf erwachsen. Sie kiénnen
und werden indirect auch die weitere Forschung anregen, sie werden
fir eine allgemeine Wissenschaftslehre Beitriige liefern; in erster
Linie beruht aber ihre Bedeutung auf dem Werth, den sie fiir die
Einftihrung in das Studium der allgemeinen Physik haben.

Wir unterscheiden hier zwischen methodischen Grundlagen
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und Regeln in dem Sinne, dass wir unter methodischen Grrundlagen
allgemeine Begriffs- und Anschauungsformen verstehen, unter denen
innerhalb des speciellen Gebietes der Physik Erfahrung begriffen und
in ein System gebracht wird — unter methodischen Regeln all-
gemeine Methoden, die fiir die Bearbeitung und Erweiterung jedes
Systems der Erfahrung eine Rolle spielen diirften.

Unter den allgemeinen methodischen Grundlagen der Physik
werden wir im Besonderen behandeln:

1. Die Charakteristik der physikalischen Postulate oder Axiome,

2. Die Charakteristik der physikalischen Hypothesen (im engeren
physikalischen Sinn des Wortes).

3. Die Charakteristik der physikalischen Naturgesetze.

4. Die Charakteristik und Bedeutung von Terminologie, De-
finitionen und Priiliminarien,

Unter den allgemeinen methodischen Regeln der Physik werden
wir im Besonderen behandeln:

1. Die Charakteristik der Induction und Deduction.

2. Die Charakteristik der Analyse und Synthese, der Isolation
und Superposition. (

3. Die Charakteristik der Vergleichung und Oseillation.

4. Die Charakteristik der Regel der Oekonomie.

Wir schliessen endlich die Behandlung einiger allgemeiner er-
kenntnisstheoretischer Fragen filr Physik an und zwar:

1. Die Frage nach der Causalitit und dem zureichenden Grunde
und ihre Bezichung zum Kraftbegriff.

2. Auffassung und Bedeutung der physikalischen Vorgiinge als
eines Mechanismus.

3. Die Stellung der Mechanik als Grunddisciplin innerhalb des
physikalischen Systems.
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§ O. Allgemeine Vorbemerkungen iiber die durch die Schranken
der sinnlichen Wahrnehmung bedingte Erkenntniss,

Die allgemeinen methodischen Grundlagen der Physik!), die im
Folgenden eine Charakteristik finden sollen, sind zum grossen Theil
durch die Natur unserer Sinne und sinnlichen Hiilfsmittel bedingt.
Die Sinne sind nun einmal und bleiben die Eingangspforten unserer
naturwissenschaftlichen Erkenntniss*). Aber die Sinne, auch die durch
Hiilfsmittel verstirkten Sinne haben ihre Grenze. Fs wiire ein
thorichter, der Wissenschaft keineswegs angemessener Standpunkt,
die Naturerkenntniss auf die Grenzen unserer sinnlichen Wahrnehmung
beschriinken zu wollen.

Die subjective Begrenztheit unserer Sinne hindert uns an einer
vollstiindigen Erkenntniss der Natur, sie hindert uns das objectiv in
der Natur jedenfalls vorliegende System in seiner Geschlossenheit
darzustellen. Das subjectiv. von uns dargestellte System ist in sich
nicht geschlossen und kann in sich nicht geschlossen sein, als Ziel
hat ihm aber ein objectiv in sich geschlossenes System vorzuschweben.

Wir kinnen zur Bezeichnung der hier vorliegenden Verhiiltnisse
versuchen ein Wort wieder in Vorschlag zu bringen, welches in seiner
Bedeutung von Aristoteles an die mannigfaltigsten Wandlungen
durchgemacht hat, in der Mitte des neunzehnten Jahrhunderts wegen
seiner zeitweisen Nebenbedentung in den Naturwissenschaften einen
so schlechten Klang hatte, dass man es aus der naturwissenschaft-
lichen Terminologie ganz strich, héchstens zur Abwehr gebrauchte —
das Wort Metaphysik.®) Man hat damals unter Metaphysik die in

1) Man vergleiche meinen Aufsatz: Hat die Physik Axiome? Erkenntniss-
theoretische Studien iiber die Grundlagen der Physik 1894, Auch meine wEr-
kenntnisstheoretischen Grundziige' 1896. 8. 169—169,

2) Lord Kelvin (W. Thomson). The six gateways of knowledge 1883,
Popular lectures and adresses IT ed, London 1891, 1. p. 260,

3) Man vergleiche auch die Bemerkungen von Hertz Mechanik 8. 27, 28,
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gich miissigen Speculationen begriffen, die da einsetzen, wo die phy-
sikalische Forschung der Natur der Sache nach ihre Grenze hat, und
die trotzdem die Hoffnung nicht aufgeben wollen, dass durch sie der
Physik — womdglich ohne allzu starke Beziehung auf die Erfahrung
— reicher Gewinn zufliesst.

Wir setzen hier das Wort Metaphysik in Beziehung zu dem
subjectiven Standpunkt menschlicher Natur und Sinneswahrnehmung,
die nun einmal an Schranken gebunden ist. Hs giebt jedenfalls jen-
seits der Grenze unserer sinnlichen Wahrnehmung Vorgiinge und
Thatsachen. Vom objectiven Standpunkt der Naturwissenschaft kann
diese sinnliche Wahrnehmungsgrenze nur als eine zufiillig gegebene
bezeichnet werden. Dass sie nur als eine zufiillige zu bezeichnen ist,
geht schon daraus zur Geniige hervor, dass sie durch jede aufge-
fundene Verbesserung unserer instrumentellen Hiilfsmittel (Mikroskop)
verschoben wird. Der psychophysische Begriff der Schwelle des Be-
wusstseins gehort hierher und kinnte hier in seiner Bedeutung filr
die Erkenntniss erliutert werden.

Diese jenseits der Grenze unserer sinnlichen Wahrnehmung liegen-
den Vorgiinge und Thatsachen kionnen entweder dauernd jenseits jener
Grenze bleiben oder sie kimnen sie berithren, ja unter besonders
giinstig liegenden Umstiinden vielleicht itberschreiten. Diesem Ver-
sagen unserer sinnlichen Wahrnehmung gegeniiber erdffnen sich nun
verschiedene Moglichkeiten, die der Versuch, das System der Erkennt-
niss zu schliessen, gewiihren kann. Es werden dadurch Grundlagen
fiir ein System der Erkenntniss geschaffen, die wir am besten unter
den Stichworten: Postulat (Axiom), Hypothese, Naturgesets
erliiutern und besprechen werden kinnen.

Diese Grundlagen spielen eine besondere Rolle, im Falle die Hiilfs-
mittel der reinen Mathematik zur theoretischen Behandlung der Physik
herangezogen werden sollen. Die Stirke der Mathematik beruht auf
der Priicision und Geschlossenheit ihrer Grundlagen, Wenn die sinn-
liche Wahrnehmung derartig priicisirte Grundlagen nicht unmittelbar
darbieten kann, wie sie die Mathematik zu ihren Anwendungen fordert,
dann entsteht so die logische Nothigung, eine priicisirte Construction
iiber die sinnliche Wahrnehmung derart zu versuchen, dass eine
mathematische Behandlung des Gegenstandes miaglich erscheint. Das
geschieht eben durch Postulate, Hypothesen und Naturgesetze.

Die folgenden Auseinandersetzungen sind ihrer Natur gemiiss
abstract. Um eine grossere Anschauung mit ihnen zu verbinden,
wird es sich empfehlen jedesmal von vorneherein an bestimmte Bei-
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spiele zu denken, an denen man die Tragweite der abstracten Er-
Grterungen einer Nachpriifung unterzieht. Als solehe concrete be-
kannte Beispiele migen im Folgenden herangezogen werden — fiir die
Postulate beziechungsweise Axiome: der Satz von der Erhaltung der
Masse, der Galilei-Newton’sche Trigheitssatz, das Energieprincip
— fiir physikalische Hypothesen: die Wellenanschauung von der Natur
des Lichtes, sei es in ihrer elastischen, sei es in ihrer elektromag-
netischen Gestaltung, die Anschauung von der atomistischen Con-
stitution der Materie — fiir Naturgesetze: das Newton'sche Gravi-
tationsgesetz, das Coulomh’sche Gesetz fiir elektrische und magnetische
Mengen.

§ 6. Charakteristik der physikalischen Postulate oder Axiome.

Wir verstehen unter Postulat oder Axiom im weiteren Sinn
Siitze oder Anschauungen, die wir fiir so weitgreifend und wichtig
halten, dass wir sie als grundsitzliche hinstellen. Hier soll es sich
zuniichst um Postulate oder Axiome im engeren Sinn handeln, welche
sich mehr auf Begriffe als auf Anschauungen beziehen — Postulate
oder Axiome, die sich im Besonderen auf Anschauungen beziehen,
nennen wir Hypothesen, diese sollen im niichsten Paragraphen be-
handelt werden.

Wir kinnen die relative Richtigkeit des Satzes oder die relative
Gilltigkeit des Begriffs, welche bei den Postulaten oder Axiomen im
engeren Sinn eine Rolle spielt, nur niherungsweise durch specielle
Beobachtung und specielles Experiment nachweisen, aber wir be-
haupten ihre absolute universelle Richtigkeit und Giiltigkeit jenseits
aller durch Beobachtung und Experiment gegebenen Grenzen. In-
sofern unser Frkenntnissvermigen fiir diese Grundsiitze eine objective
Giiltigkeit fordert, bezeichnen wir sie als Postulate, insofern sich aber
diese Forderung von der Subjectivitiit unserer Forschung nicht trennen
lisst, bezeichnen wir sie als Axiome. Objectiv genommen will das
Postulat Wahrheit, Wirklichkeit sein, subjectiv genommen kann das
Axiom nur Wahrscheinlichkeit, Idee sein,

Was die Herkunft eines Postulats im engeren Sinn betrifft, so
nehmen wir an, dass unsere Sinne in Beobachtung und Experiment
ganz richtig wahrgenommen haben, dass sie nur nicht scharf genug
sind, um Beobachtung und Experiment fiir unbegrenzt genau zu halten;
wir konnen vor Allem aber auch die Bedingungen, unter denen der
Grundsatz giiltig sein soll, nicht in der Reinheit herstellen, welche
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das Postulat fordert und zur Voraussetzung hat. Wir erheben uns
also in den Postulaten (Axiomen) von der Begrenztheit und Be-
schriinktheit der sinnlichen Wahrnehmung zu unbegrenzter und un-
beschriinkter Genauigkeit einer inneren Anschauung, die sich an die
Schranken und Grenzen der iiusseren Anschauung nicht gebunden
erachtet; wir bleiben aber dem Inhalt und Gebiet, auf das uns die
sinnliche Anschauung weist, tren — im Gegensatz zu den spiiter zu
besprechenden Hypothesen.

Diese postulirte Verschiirfung der Grundsiitze ist darum nothig,
weil wir auf diesen Grundsiitzen das physikalische System auffiihren
wollen, Wir bedienen uns dabei der mathematischen Hiilfsmittel und
diese fordern mathematisch priicisirte Grundsiitze, wie sie die sinn-
liche Wahrnehmung allein nicht gewiihren kann.

Auch die Mathematik spricht von Postulaten (Euklid: elrijuera);
diese liegen ganz ithnlich, wie in der Physik, nur dass fiir die Mathe-
matik in diesen Postulaten die Beziehung zur Wirklichkeit nicht so
im Vordergrund des Interesses steht. Im Gegentheil, indem die
Mathematik z B. in der Nicht-Euklidischen Geometrie Grundlagen
und Grundsiitze schafft, die eine allgemeinere Raumanschauung dar-
bieten, als sie durch die Wirklichkeit gegeben ist, gewiihrt sie sehr
schiitzenswerthe Hiilfsmittel die Siitze festzustellen, welche als Grund-
siitze fiir den wirklichen — Euklidischen — Raum gewiihlt werden
milssen.

Die allgemeine, universelle Stellung der Postulate im physikalischen
System bedingt es wohl, dass sie in sich nicht die Mittel bieten,

iihren Begriffen von vorneherein einen reellen, materiellen Inhalt zu

geben, im Besonderen Methoden zu gewiihren, physikalische Werthe
zu messen und auf einander zu beziehen. Diese Mittel bieten sich
erst bei der Anwendung der Postulate auf specielle Naturerscheinungen
und ihre speciellen Gesetze dar. Insofern die wiederholte Anwendung
der Postulate auf die Mannigfaltigkeit der Naturerscheinungen und
der Gesetze — d. h. auf die Mannigfaltigkeit sowohl, wie sie durch
ein und dasselbe (lesetz unter verschiedenen Verhiiltnissen, als wie
sie durch verschiedene Gesetze bedingt ist — keine inneren Wider-
sprilche aufweist, gewinnen jene allgemeinen Postulate die riick-
wirkende Sicherung und Verfestigung, welche wir als Charakteristikum
eines naturwissenschaftlichen Systems zu betrachten haben.

Man spricht in der praktischen Physik von der Verschiedenheit
der Methoden, gewisse Grissen zu messen. Die Verschiedenheit der
Methoden kniipft an die Mannigfaltigkeit der einzelnen Naturgesetze
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oder wenigstens an die Mannigfaltigkeit ihrer Aeusserungen. Der
theoretische Werth der .nach verschiedenen Methoden bestimmten
Grossen fir das gegenseitige Bezugssystem der physikalischen Wissen-
schaft besteht aber darin, dass durch die Uebereinstimmung dieser
nach verschiedenen Methoden bestimmten Werthe dies Bezugssystem
eine Stiitze und Stirke erfihrt, welche nicht nur anf die Verfestigung
der speciellen Gesetze, sondern auch auf die der allgemeinen Grund-
giitze des Systems zuriickwirkt.

Postulate sollen die naturgemiisse Grundlage fiir ein gegenseitiges
Bezngssystem sein, derart, dass eine besondere Bevorzugung von spe-
ciellen Begriffen und Anschauungen so weit als méglich ausgeschlossen
erscheint. Die Geschichte der Wissenschaft hat gelehrt, wie wechselnd
und wandelbar solche Anschauungen und Begriffe sein kinnen, auf
denen man physikalische Systeme aufgefiihrt hat und noch auffiihrt,
ohne dass in vielen illen eigentlich von einer wirklichen Néthigung
dazu die Rede sein kann.

Diese Nothigung der Wirklichkeit ist es, welche wir als Kriterium
anzusehen haben, ob wir einem Satz, einem Begriff die bevorzugte
Stellung einriiumen diirfen, welche einem Postulat zukommt. In ge-
wissem Sinne, konnen wir sagen, wird durch Binfithrung der Postulate
die Sprache und die Terminologie festgelegt, in der die Formulirung
der speciellen Naturgesetze sich spiiter bewegt. Von diesem Stand-
punkt aus hiitte es eigentlich keinen Sinn von der unbegrensten Ge-
navigkeit der Postulate zu sprechen, die Frage nach den Grenzen der
Giiltigkeit und Richtigkeit wiire dann vielmehr allein der Formulirung
der speciellen Naturgesetze znzuschreiben,

§ 7. Charakteristik der physikalischen Hypothesen.

Es handelt sich hier nicht um den Sprachgebrauch, nach dem Hypo-
these soviel wie Voraussetzung bedeutet, wie z B. in der Elementar-
geometrie. Hs handelt sich hier um den ganz speciellen physikalischen
Sprachgebrauch, den wir im Anschluss an Classiker wie Newton und
Laplace fixiren wollen,')

1) Der bekannte Ausspruch von Newton aus dem Schlussabschnitt seiner
Principien ,hypotheses non fingo® wiire hier heranzuziehen; ebenso die Antwort
von Laplace anf Napoleon's Frage, weshalb in seiner Mécanique céleste der
Name Gottes nicht vorkomme: | Sire, je n'avais pas besoin de cette hypothises,
Wenn Riemann — Gesammelte mathematische Werke und wissenschaftlicher
Nachlass hrg. von H. Weber, Lpz 1876, 8. 498 — die Unterscheidung, welche
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Fine Hypothese — im physikalischen Sinne — gehirt zu den
Postulaten oder Axiomen in der weiteren Bedeutung des Wortes; sie
ist im Anschluss an unsere Ausfithrungen am Anfang des vorigen
Paragraphen eine Anschauung, die wir fiir so weitgreifend und wichtig
halten, dass wir sie als solche grundsiitzlich hinstellen. Wir verstehen
unter Hypothese im Speciellen die Uebertragung einer in einem physi-
kalischen Gebiet erwachsenen und ausgebildeten Anschanung auf ein
anderes physikalisches Gebiet. Wir berufen uns dabei, in anderer
Weise wie bei der Priicisirung der Postulate, im engeren Sinne auf
die Beschriinktheit und Begrenztheit unserer Sinne. Wir nehmen hier
an, dass unsere Sinne in Beobachtung und Experiment etwas wesent-
lich anderes wahrnehmen oder wahrzunehmen scheinen, als den der
Beobachtung und dem Experiment zu Grunde liegenden elementaren
Vorgiingen entspricht, dass unsere Sinne den Complex der jedenfalls
unter der Schwelle der Wahrnehmung stattfindenden Elementarvorgiinge
in eine diesen KElementarvorgiingen fremde Dentung umsetzen.

Eine Hypothese ist danach unsere Vorstellung iiber die Wellen-
natur des Lichtes, hypothetisch wiiren danach die Fragen, ob die
Wellennatur des Lichtes elastischer oder elektromagnetischer Art ist.
Eine Hypothese ist die Anschauung von der atomistischen Constitution
der Materie. Hypothetisch ist die Frage nach der Existenz des Welt-
iithers. An solchen Beispielen wird man sich das Alles klar zu machen
haben, was man erkenutnisstheoretisch iiber Begriff und Bedentung
der physikalischen Hypothese — im engeren Sinne des Wortes —
aussagen kann.

Dem Begriff' der Hypothese liegt so zuniichst ein ganz wesentlich
subjectives Moment der Forschung zu Grunde. Die Bezeichnung und
Einreihung der Optik in die Physik als selbststindige Diseiplin ist
danach ganz subjectiv unseren Sinnen angepasst. Objectiv genommen
wilre die Optik heut zu Tage ein Theil der elektromagnetischen Theorie,
Subjektiv betrachtet nimmt die physikalische Hypothese — wie die

Newton zwischen Bewegungsgesetzen oder Axiomen und Hypothesen macht,
nicht haltbar erscheint, so wiire darauf hinzuweisen, dags fiir den Mathematiker
das Bediirfniss einer Scheidung der wahren erkenntnisstheoretischen Grundlagen
der Physik in Axiome und Hypothesen weniger dringend erscheinen mag.
Riemann’s , Hypothesen der Geometrie* wilren in unserer Terminologie Postu-
late oder Axiome, doch liesse sich bei dem Schwanken des Sprachgebrauchs der
Ausdruck Hypothese ingofern rechifertigen, als in der Geometrie anf das sinn-
liche Anschauungsvermtigen Bezug genommen werden kann, — Wenig prilcise
wiire die Ausserung Riemann’s:  Man pflegt jetzt unter Hypothese alles zu
den Erscheinungen Hinzugedachte zu verstehen®,
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von der Wellennatur des Lichtes — einen hohen Grad von Wahr-
scheinlichkeit ein. Objectiv genommen ist die physikalische Hypothese
Wahrheit, Thatsache; man denke an Wiener’s photographische Fixirung
stehender Lichtwellen.

Wir erheben uns also in den Hypothesen von der Beschriinktheit
unserer sinnlichen Anschauung zu einer ibersinnlichen Anschauung
und treiben damit eine wissenschaftlich durchaus zuliissige Metaphysik
(s. 8. 11). Im Gegensatz za den Postulaten traunen wir den Sinnen
nicht zu, dass es sich um etwas Neues, unabhiingig Gegebenes handelt.
Wir halten Inhalt und Gebiet, auf das uns die sinnliche Anschauung
hinweist, fiir eine Tiuschung — fiir eine Sinnestiuschung in dem
Sinne, dass unseren Eindriicken allerdings ein realer, aussen gegebener
Hintergrund entspricht, nicht etwa in dem, dass es sich lediglich um
eine innere Gehirnphantasie eines Kranken handelt.

Zur Aufstellung und Einfihrung einer Hypothese in eine be-
stimmte Disciplin muss, wie zur Aufstellung und Einfilhrung eines
Postulats, eine innere Nothigung vorliegen. Eine solche innere Nothigung
kann bei einer und derselben Hypothese fir die eine Disciplin be-
stehen, braucht darum aber noch nicht gleichzeitig fiir die andere
Disciplin zn bestehen. Darin werden wir naturwissenschaftlich dann
nicht etwa eine logische Inconsequenz zu sehen haben, sondern ledig-
lich den Ausdruck der Thatsache, dass die der hypothetischen An-
schaunng zu Grunde liegende Realitit fiir das Erscheinungsgebiet der
einen Disciplin wirklich wesentlich, fiir das der anderen Disciplin
giinzlich unwesentlich ist.

Die Atomistik bildet fiir die Chemie eine sehr wesentliche Grund-
lage, wir werden aber darum nicht behaupten kinnen, dass die ato-
mistische Constitution der Materie als Thatsache genommen nun filr
alle physikalischen Erscheinungen und Behandlungen eine wesentliche
Rolle spielen miisste. s wird fiir viele Gebiete, welche die K-
scheinungen der ponderabeln Materie behandeln, vollkommen gleich-
giiltig sein, ob wir hypothetische Annahmen iiber die Constitution der
Materie machen oder nicht. In solchen Fillen werden wir auf die
Binfihrung von Hypothesen zu verzichten haben, um innerhalb unseres
gegenseitigen Bezugssystems zum Ausdruck zu bringen, dass das wissen-
gchaftlich zu behandelnde Erscheinungsgebiet keine Beziehung weder
zu der einen noch zu der anderen Hypothese aufweist.!)

1) Ueber nothwendige und nicht nothwendige Verwerthung der Atomistik
in der Naturwissenschaft. Wied. Aunn. 61. 8. 196 u. f. 1897,
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Wird, ohne dass eine besondere Nothigung dazu vorliegt, eine
hypothetische Anschauung doch eingefiihrt oder zu Grunde gelegt,
dann wiirden wir von einer Bevorzugung einer Anschauung zu sprechen
haben, wie sie der Objectivitit der Forschung nicht angemessen er-
scheint.

§ 8. Charakteristik der physikalischen Naturgesetze.')

Der Unterschied zwischen Postulat und Naturgesetz ist darin be-
griindet, dass das Postulat ein Grundsatz fiir das gesammte wissen-
schaftliche System der Physik beziehungsweise der Mechanik sein
will, withrend das Naturgesetz nur einen mehr oder weniger
engen Kreis beherrschen will.  So ordnet das Naturgesetz seinen
Inhalt den Postulaten unter, es wird diesen von vornherein nicht
widersprechen diirfen, es bedient sich der Sprache und Terminologie
der Postulate.

Das Newton’sche Gravitationsgesetz, das Coulomb’sche (Gesetz
fiir die elektrostatischen und magnetischen Wirkungen sind gute
Beispiele fiir das, was man unter einem Naturgesetz zu ver-
stehen hat.

Naturgesetze fassen eine Classe von Erscheinungen unter einem
Gesichtspunkt zusammen. Wir werden auch hier eine subjective und
objective Seite zu unterscheiden haben. Subjectiv setzen wir einen
Begriff voraus, unter dem wir die Erscheinungsclasse zu umfassen, zu
begreifen suchen: Gravitation — wir setzen fiir diesen Begriff' einen
quantitativen Ausdruck an: Gravitationsgesetz — und suchen die
Grenzen auf) innerhalb derer dieser quantitative Ausdruck der Genanig-
keit der Beobachtungen entspricht. Objectiv ordnen wir diesen
Begriff einem Thatbestande unter, der entweder durch den formu
licten Ansatz fir das Gesetz genau oder niherungsweise wieder-
gegeben ist,

Es wird wesentlich Sache der Erfahrung und des Zustandes des
wissenschaftlichen Systems sein, ob wir das formulirte Gesetz fiir — den
Thatsachen genau entsprechend oder nitherungsweise entsprechend halten.
In der Mehrzahl der Fille wird die Sache so liegen, dass zuniichst
nur eine nitherungsweise richtige Formulirung in Betracht gezogen
werden diirfte.  Dem Fortschritt der Wissenschaft ist dann gleich die

1) Man vergleiche meinen Aufsatz: Ueber Gesetze und Aufgaben der Natur-
wissenschaften, insbesondere der Physik, in formaler Hingicht. 1892. Himmel
und Erde 1V, 441—461.

Volkmann, Theoretische Physik. 2
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Richtung vorgezeichnet. Es wird dann Aufgabe der Wissenschaft sein,
die Grenzen der Gilltigkeit des formulirten Gesetzes immer weiter zu
priicisiren, vor Allem muss die Genauigkeit angegeben werden, fiir
welche die quantitative Formulirung garantirt werden kann. Unser
wissenschaftliches Zutrauen zu einem Gesetz kann aber auch die Rich-
tung einnehmen, dass das formulirte Naturgesetz iiber alle Grenzen
der Erfahrung seine Giiltigkeit des quantitativen Ausdrucks besitzt,
dann entsteht die Frage, ob wir nicht {iberhaupt ein Postulat vor
uns haben,

Das Princip der Energie ist ein solches Gesetz, welches thatsiich-
lich wohl heute schon die Rolle eines Postulates einnimmt; es ist
heute eine allgemein angenommene strenge Forderung, mit der wir
allenthalben in die Betrachtung hineingehen — wiihrend man beim
Newton'schen und Coulomb’schen Gesetz iiber die Frage nach der
Genauigkeit des quantitativen Ausdrucks diseutirt (H. Seeliger,
(. Neumann). Schon Maxwell') hatte die Frage aufgeworfen, wie
genau wohl die 2 in dem reciproken quadratischen Ausdruck des
Coulomb’schen Gesetzes garantirt werden kinnte, und die Genauig-
keit der eigens in dieser Richtung von ihm angestellten Messungen
lassen die 2 bis auf Vg 1hres Werthes richtig erscheinen.

Man hat neuerdings bisweilen versucht, das Newton’sche Gravi-
tationsgesetz als eine Art von postulirendem Grundsatz hinzustellen,
um z B, auf ihm den Begriff der Masse zu begriinden.*) Demgegen-
tiber wiire darauf hinzuweisen, dass das Newton’sche Gravitations-
gesetz filr diesen Zweck eine zu grosse Zahl specieller Bestimmungs-
stiicke aufweisen diirfte. Stellt man das Newton’sche Gravitationsgesetz
als Postulat hin, so wilrde es sich fragen, ob man im Hinblick auf
die Untersuchungen von Seeliger und Neumann dann unter allen
moglichen Entfernungs-Verhiiltnissen gleiche Werthe fiir ein und die-
selbe Masse aus dem Newton’schen Gravitationsgesetz ableiten kinnte;
es wilrde die Moglichkeit vorliegen kinnen, dass dann das auf Gegen-
seitigkeit aufgefithrte physikalische Bezugssystem auf innere Wider-
spriiche filhrt. Aber auch wenn diese Bedenken hinfiillig wiiren, und
man von dem Newton’schen Gravitationsgesetz sagen kinnte, dass
es nach einer Richtung das Universum beherrscht, so wiire noch darauf
hinzuweisen, dass es trotzdem nicht universell genug erscheint, um
die Rolle eines Postulates iibernehmen zu konunen. KEs kinnte nur

1) Maxwell, Electricity and Magnetism, 1. Art, 74P,
2) Mach, Carl's Reperforium, 1868. Bd. 4. . 3566,
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{
dann diese Rolle einnehmen, wenn wirklich alle physikalischen Er-
scheinungen auf gravitirende Kriifte zuriickzufithren wiiren. In dieser
Anschauung liige aber eine Hypothese, zu der zuniichst im Hinblick
auf den Reichthum der sonst in der Physik vorkommenden Kraft-
erscheinungen eine innere Nothigung nicht anerkannt werden kann;
im Gegentheil miisste eine solche Hypothese als kiinstlich bezeichnet
werden. Uebrigens wiiren derartige Versuche auch der gegenwiirtigen,
durch Faraday und Maxwell aufgekommenen Anschauung entgegen-
gerichtet, nach der Fernwirkungen auf Druckwirkungen zuriikzufithren
wiiren,

Man hat wohl zu unterscheiden zwischen der Einfilhrung des Be-
griffs Masse und der Methode Massen zu messen. Das Postulat von
der Erbaltung der Masse fiihrt den Massenbegriff ein. Die Methode,
Massen durch Gravitation zu messen, ist als eine unter vielen zu be-
trachten, welche in ihrer Uebereinstimmung das gegenseitige Bezugs-
system und damit in letzter Stelle auch jenes Postulat von der Er-
haltung der Masse riickwirkend zu stiitzen hat,

Wir resumiren: Postulate und Hypothesen haben das gemein, dass
beide sich, jedes in besonderer Weise, iiber die Ungenaunigkeit und
Begrenztheit der Sinne zu unbegrenzter iibersinnlicher Genanigkeit er-
heben. Im Begriff des Naturgesetzes liegt es, bei aller Strenge der
Giiltigkeit des Gesetzes die Frage nach der Genauigkeit offen zu lassen.
Bei den Postulaten im engeren Sinne bleiben wir in dem sinnlichen
Gebiet, auf das uns die gewdhnliche Erfahrung weist, bei der Hypo-
these verlassen wir es. Postulate sind allgemeine physikalische Grund-
siitze, denen alle speciellen physikalischen Disciplinen mit ihren Ge-
setzen einzeln eo ipso geniigen milssen. Postulate und Naturgesetze
bilden beide im Wesentlichen Begriffselemente. Hypothesen und Natur-
gesetze sind die Blemente, mit denen wir an die Ausarbeitung der
specielleren physikalischen Disciplinen gehen; dabei iibernimmt die
Hypothese die Rolle eines Anschauungselements, das Naturgesetz die
Rolle eines Begriffselements.

Subjectiv ausgedriickt sind') ,Postulate, Hypothesen, Naturgesetze
unsere naturwissenschaftlich gereiften Ideen iiber die Erscheinungswelt
der uns umgebenden Natur; sie wollen als Voraussetzungen das Reich

1) Man vergleiche meinen Aufsatz: Ueber die Frage nach dem Verhiiltniss
von Denken und Sein. Wiener Sitzungsberichte 118, December 1897. 8. 1110
u. 1111, '

2‘
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der Erscheinungen und Thatbestinde umfassen, begreifen, mindestens
erliiutern®,

Objectiv ausgedriickt sind ,Postulate, Hypothesen, Naturgesetze
Thatbestiinde, deren Existenz der Erscheinungswelt der uns um-
gebenden Natur den in sich geschlossenen systematischen Charakter
geben soll, welchen darzustellen Aufgabe der Wissenschaft ist“; sie
sollen das Thatsiichliche in seiner gréssten Reinheit zum Ausdruck
bringen.

§ Y. Charakteristik und Bedeutung von Terminologie, Definitionen
und Priiliminarien.

Huben wir so Postulate, Hypothesen und Naturgesetze als begriffs-
bildende Elemente charakterisirt, die zu neuen Bezeichnungen Veran-
lassung geben, so wird es sich itberhaupt noch empfehlen, Einiges
iiber wissenschaftliche Terminologie folgen zu lassen.

Wenn auch Terminologie filr einen in der Wissenschaft Stehenden
eine untergeordnete Rolle spielen mag, so liisst sich nicht lengnen,
dass sie gerade filr einen Anfiinger von hervorragender Bedeutung ist;
sie kann fordern, sie kann hemmen. FEine gute Terminologie wird
- von vorneherein ein guter Wegweiser seinj andererseits kann bei jeder
Wandelung der Wissenschaft die bisherige Terminologie, welche an
bestimmte Begriffe und Thatsachen kniipft, nicht ohne Schaden ver-
lassen werden.

So sind oft Bezeichnungen stehen geblieben, die sich eben aus
der Entwickelung der Wissenschaft in einem fritheren Stadium erkliiren
(latente Wiirme!). Das wird mit ein Grund sein anch in den Naturwissen-
schaften stets an die geschichtliche Entwickelung der Wissenschaft an-
zukniipfen und mit ihr Fiihlung zu behalten. Die Terminologie wird
so in vielen Fillen in Folge der Entwickelung der Wissenschaft einer
Wandelung unterworfen sein. Schon aus diesem Grunde wird es sich
empfehlen von Zeit zu Zeit eine Fixirung der Terminologie zu ver-
suchen.

Ein solcher Versuch, von Zeit zu Zeit immer von Neuem an eine
Fixirung der Terminologie heranzutreten, diirfte mehr dem Betriebe
der Wissenschaft entsprechen, als Bezeichnungen abzuiindern oder an
Stelle alter Bezeichnungen ganz neue einzufithren, welche doch viel-
leicht nur fiir kurze Zeit halthar wiiren. Die Beibehaltung des Wortes
mit veriinderlichem Begriffsinhalt diirfte mehr vor Verwirrung be-
wahren, als jeder Verinderung eines Begriffsinhaltes mit Aenderung
der Bezeichnung zu folgen.
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Es entspricht dies auch am besten dem Charakter der Sprache.!)
Die Sprache mit ihrem Grundstamm von Wiortern will eine gegen-
seitige Verstiindigung ermdglichen; eine solche Verstindigung, sofern
sie sich auf Erweiterung wissenschaftlicher Anschauungen und Begriffs-
bildungen erstrecken will, wiirde unméglich sein, falls dem Wortschatz
der Sprache zu enge, eindeutige, bestimmte und feste Grenzen gesteckt
wiiren. Es ist der Vorzug und die Stirke der Sprache, dass sie in
ihren bis zu einem gewissen Grade wenig priicisen, unbestimmten und
vieldentigen Bezeichnungen in der Freiheit der Handhabung die Mittel
zu einer bestimmten und eindeutigen Priicisirung hergiebt, welche vor-
zunehmen schliesslich nicht mehr Aufgabe der Sprache, sondern der
Wissenschaft ist. In der Unbestimmtheit und Vieldeutigkeit des
sprachlichen Ausdrucks liegt einerseits die Anregung fiir weitere Ge-
danken-Verbindungen und -Kniipfungen, andererseits allerdings auch
die Quelle unzithliger Missverstiindnisse und Streitigkeiten.

Aus dieser Darstellung folgt, dass es auf der einen Seite wissen-
schaftlich in der Regel sehr misslich sein wird, Bezeichnungen iilterer
Autoren unmittelbar in einem Sinne zu i{ibernechmen, den sie dort
vielleicht gar nicht einmal haben. Auf der anderen Seite diirfte aber
jeder Autor verpflichtet sein, in erster Linie an die Terminologie der
Classiker zu kniipfen, er wird dafiir berechtigt sein, sich gegen eine
andere Deutung seiner Bezeichnung zu verwahren, als sich aus dem
Zusammenhang ergiebt.)

Es ist ein naives d. h. des wissenschaftlichen Betriebes unkundiges
Verlangen, Alles definiren zu wollen, nichts undefinirt zu lassen.’)
Es liegt im Wesen der Erfahrungswissenschaft, dass ein gewisser Be-
stand von Begriffen fiir den Betrieb der Wissenschaft vorausgesetat
werden muss. Dieser Bestand von Begriffen wird anfiinglich nur eine
unvollkommene Umschreibung finden, eine Umschreibung, die erst

1) Man vergleiche E, Mach. Beitriige zur Analyse der Empfindungen.
1886. 8. 149 u, £ Populiir wissenschaftl. Vorlesungen. 1806. 8. 208 u, f. Prin-
cipien der Witrmelehre. 1896, 8, 406 un, f. — wo sich andere, in mancher Hin-
sicht iihnliche Bemerkungen {iber Sprache finden.

2) Die einfache Uebernahme des ,a priori Begriffs von Kant bei Hertz
(Principien der Mechanik 8. 58) scheint mir eine zu grosse Vertrauensseligkeit
gegeniiber der Autoritiit von Kant. — Ein sehr lehrreiches Beispiel fiir Begriffs-
inderungen ist die Wandelung des Causalitittsbegriffes; vergl, die spiiteren Be-
merkungen daritber § 16,

8) L. Boltzmann, Ueber die Frage nach der objectiven Existenz der Vor-
giinge in der unbelebten Natur. Wiener Sitzungsberichte 1897,
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beim Aufban des Systems und. in wiederholtem Kreislanf der Rr-
kenntniss eine nithere Priicision finden kann.')

Es entspricht am besten dem Betriebe einer Frfahrungswissen-
schaft, in Form von Priiliminarien mit der Umschreibung eines
gewissen Bestandes von Grundbegriffen zu beginnen. Die Definition
dieser Grundbegriffe ist dann als eine nur vorliufige, einer spiiteren
Ergiinzung bediirftige zu fassen; sie ist als solche zuniichst mehr
eine  Nominaldefinition als eine Realdefinition, Der Prilliminar-
Charakter wird am besten hervorgehoben werden, wenn gleich bei der
sogenannten Nominaldefinition der Grundbegriffe anf Spiiteres, Reales
hingewiesen wird, was dem ganzen System eine riickwirkende Festig-
keit giebt. Die Priiliminarien in Newton’s Principien (die Defini-
tionen) sind in dieser Richtung fiir mich vorbildlich. Es kann nur
als ein Zeichen einer Art Entfremdung angesehen werden, wenn dieser
Prilliminarcharakter der Newton’schen Definitionen verkannt worden
ist und eigentlich seit Newton eine Wiederaufnahme oder auch nur
Nachahmung nicht mehr gefunden hat.

Ist es danach in der Natur der Sache d. h. im Betriebe der
Physik begriindet, dass man von gewissen Nominaldefinitionen der
Grundbegriffe ausgehen muss, so entspricht es weiter ebenso der Natur
der Wissenschaft, dass diese anfiinglichen Nominaldefinitionen im Ver-
laufe der Wissenschaft, wenn sie sich als brauchbar erweisen, ihren
sehr realen Inhalt finden, welcher dann Veranlassung zu einer Wieder-
aufnahme der Definition der Grundbegriffe giebt.

Viel einfacher liegt es mit der Definition der weiteren im Ver-
lauf der Wissenschaft sich ergebenden Begriffe, Wenn wir von unter-
geordneten Bezeichnungen absehen, miissen wir hervorheben, dass die
physikalische Terminologie im engsten Zusammenhang mit dem Er-
fahrungsinhalt der Physik und ihrer begrifflichen Beherrschung zu
stehen hat. Die Erklirang der Bezeichnung fiir Begriffsbildungen,
die sich im Laufe der spiiteren Entwickelung der Wissenschaft voll-
zogen haben, macht hier viel weniger Schwierigkeit, wie die Defi-
nition der Grundbegriffe, welche sozusagen als bekannt vorausgesetzt
zu werden pflegen, und mit welchen man in die -Betrachtung hinein-

1) B¢ wird sich in vielen Fitllen bei den Definitionen darum handeln, einen
Begriff A in Beziehung zu einer Reihe anderer Begriffe B, €, D zu setzen, Jede
Priicisirung von B, ', D wird so riickwirkend eine solche auf A zur Folge haben,
und vielleicht wird auch die so gewonnene Priicisirung von A wieder auf B, €, D
guriickwirken. Durch soleh ein Schema kann man sich mit klar machen, was es
mit dem wiederholten Kreislauf der Erkenntniss (§ 1) fiir eine Bewandniss hat,
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geht. Vor Allem giebt die Formulirung und Aufstellung vdn Natur-
gesetzen zu Begriffshildungen Veranlassung. In vielen Fiillen liegt
der Fall vor, dass ein schon vorhandener und auch definirter physi-
kalischer Begriff durch das Naturgesetz eine unerwartet neue Beleuch-
tung und Priicisirang erfihrt; das Naturgesetz giebt dann zu einer
neuen Wiederaufnahme der Definition Veranlassung. Hierhin gehort
Begriff und Definition der Temperatur und des absoluten Nullpunkts
durch den zweiten Hauptsatz der mechanischen Wiirmetheorie.



I. 3) Die allgemeinen methodischen Regeln der Physik,
(Methodenlehre, Newton: Regulae philosophandi.)®)

§ 10. Allgemeine Vorbemerkungen iiber den Werth der Regeln
als Anregung fiir die Forschung.

Hatten die Auseinandersetzungen der allgemeinen methodischen
Grundlagen der Physik, insbesondere die Auseinandersetzungen fiber
Postulate (Axiome), Hypothesen und Naturgesetze specielle Beziehungen
zur naturwissenschaftlichen Erfahrung, so handelt es sich bei der
Auseinandersetzung der folgenden methodischen Regeln um Methoden,
die fiir die Bearbeitung und Erweiterung jedes Systems der Erfahrung
eine Rolle spielen diirften. Wir nehmen im Folgenden aber keine
Veranlassung bei der Behandlung dieser Regeln an eine andere Er-
fahrung als an die physikalische zu denken.

Es handelt sich hier — wohl bemerkt — um Regeln, nicht um
Gesetze des Denkens und Frkennens. Indem wir das Wort Regel
brauchen, wollen wir dadurch zum Ausdruck bringen, dass der nach
einer bestimmten Regel angestellte Gedankenprocess keineswegs immer
zu einem bestimmten positiven Ziele fithren muss, dass er auch ne-
gativ verlaufen kann. Liige die Sache so, dass die nach bestimmten
Regeln angestellten Betrachtungen immer zum Ziele fiihren milssten,
dann wiire Forschung und Erkenntniss ein sehr einfaches Ding, dann
kinnte man von Gesetzen der Forschung und Erkenntniss sprechen
— das kann man aber nicht. Regeln haben Ausnahmen, mithin eine
beschriinkte Giiltigkeit. Gesetze haben keine Ausnahmen, sie haben
eine unbeschriinkte Giiltigkeit, sofern nur ihre Bedingungen klar
priicisirt sind.

Die methodischen Regeln sollen wesentlich nur die Anregung
geben, Behandlungen und Betrachtungen in bestimmten Richtungen
anzustellen. Es handelt sich hier um keine aprioristischen Methoden

1) Newton’s Principia, Liber tertius. S. 887 der Thomson’schen
Ausgabe.
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der Forschung, es handelt sich um Methoden, die auf dem Boden der
Erfahrungsforschung selbststiindig erwachsen sind.  Die Forschung
hat diese Regeln durch Behandlung specieller Fille gezeitigh; zuniichst
ist Fall fiir Fall wissenschaftlich einzeln behandelt, und nur insofern
die Behandlung Erfolge aufwies, musste die Aufmerksamkeit nach der
Richtung geschiirft werden, dass Fragen sich aunfdringten wie die,
worauf denn der Erfolg der wissenschaftlichen Behandlung in dem
einen Fall beruhte, und worauf denn der Misserfolg in dem anderen Fall.

Die Grundformen des naturwissenschaftlichen Denkens und Er-
kennens vollziehen sich unter den Formen der Induction und Deduction.
Auch hier lassen sich, wie bei der Behandlung der allgemeinen Grund-
lagen der Physik, objective und subjective Seiten unterscheiden. Be-
sondere Formen, welche sich der Induction und Deduction unterordnen
und welche daher eine gesonderte Besprechung fiir sich erfordern,
sind die Formen der Analyse und Synthese, der Isolation und Super-
position, die innere und #ussere Oscillation und Vergleichung (Ana-
logie) und die von E. Mach betonte Forderung der Oekonomie, welche
sich bis anf Newton zuriick verfolgen lisst,

& 11. Charakteristik der Induction und Deduction.')

Die Denkformen der Induction und Deduction lassen sich
beim wissenschaftlichen Betriebe kaum trennen, sie erscheinen dort
mit einander verwachsen. Wenn wir sie hier trennen, so geschieht
es zu ihrer Charakteristik, um sie besser in das rechte Verhiiltniss
zin_einander zu sebzen.

Die Methode der Induction sucht aus der Fillle der Erfahrung
gewisse Sitze und Thatsachen auf, die geeignet erscheinen mochten
einem systematischen Gebiiude, wie es jede Wissenschaft sein will,
oder auch nur einem Theile des Gebiiudes als Fundament und Grund-
lage im Sinne des 1) Abschnittes zn dienen. Die Methode der De-
duction priift dies so inductiv gefundene Fundament, indem sie mog-
lichst viele Consequenzen daraus zieht und riickwiirts an der Hand
der Erfahrung mit der Wirklichkeit vergleicht.

1) H. v. Helmholtz Induction und Deduction, Vorrede zum zweiten
Theile des ersten Bandes der Uehersetzung von W. Thomson und Tait's
wlreatise on Natural Philosophy* (1878), wieder abgedruckt in ,Vortriigen und
Reden* II. 1896. 8. 418—421. — Man vergleiche anch mein Buch ,Erkenntniss-
theoretische Grundziige der Naturwissenschaften®. 1896: Induction und Deduction.
Dritter und vierter Vortrag. 8. 80—68.
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Die Methode der Induction entspricht der subjectiven Seite der
naturwissenschaftlichen Forschung, indem sie aus der Fiille der Er-
fahrung die Fiille auswiihlt, die ihr zur Aufsuchung der Grundlagen
als geeignet erscheinen. Die Methode der Deduction entspricht der
objectiven Seite der naturwissenschaftlichen Forschung, indem sie die
anf dem Wege der Induction subjectiv ausgewiihlten und zu Grunde
gelegten Siitze als objectiv richtig hinstellt und zusieht, ob die daraus
gezogenen Consequenzen die Probe der weiteren Erfahrung und der
Wirklichkeit bestehen.

Beide Formen und Methoden der Forschung haben sich gegen-
seitig zu durchdringen und zu befruchten. Die einseitig bevorzugte
Induction wird dem vorhandenen Bestande der Wissenschaft nicht
geniigend gerecht, sie wird, wie . Mach sich einmal ausdriickt, keine
festen Denkgewohnheiten aufkommen lassen. Die einseitig bevorzugte
Deduction {iberschiitzt die Sicherheit der nothwendiger Weise durch
Induction gewonnenen Grundlagen und des vorhandenen Bestandes
der Wissenschaft.

Das Ideal und Zukunftshild des wissenschaftlichen Systems ist
ein in sich geschlossener Bau, dessen Fundamente so fest und sicher
sind, dass daran nichts mehr zu iindern sein wird, in ihm hiitte die
Induction keine Stelle mehr. Alles, was man wissen wollte, liesse
sich durch Deduction ableiten. Aber das gegenwiirtige System der
Wissenschaft, wie es zur Zeit vorliegt, ist ein solcher in sich ge-
_schlossener Bau noch nicht, und darum hat in ihm die Induction
fortgesetzt ihre Stelle und wird sie behalten.

Die Hauptschwierigkeit der weiteren Forschung besteht darin,
dass es sich nicht mehr, wie am Anfang der Forschung um die Frage
handeln kann, ob die Fundamente und Grundlagen richtig oder falsch
sind — sondern um die Frage, inwiefern den Fundamenten und
Grundlagen richtige oder falsche Bestandtheile anhaften konnen. In
dem Zukunftsbilde des wissenschaftlichen Systems sind die Funda-
mente und Grundlagen vollstiindig richtig, ihnen haftet kein fehler-
hafter Bestandtheil mehr an. Von dem gegenwiirtigen System der
Wissenschaft werden wir nur behaupten kinnen, dass die vorhandenen
Fundamente und Grundlagen im Wesentlichen richtig sind. Wenn
wir reale Wissenschaft treiben wollen, werden wir daher gut thun,
auch als Ziel der Wissenschaft nichts anderes hinzustellen, als ein im
Wesentlichen richtiges System auffithren zu wollen — eine Formu-
lirung, welche den Vorzug hat, gleich den Weg zu zeichnen, auf dem
der weitere Fortschritt der Wissenschaft zu suchen ist.
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Die naturwissenschaftliche Forschung hat thatsichlich auch diesen
Weg schon lingst eingeschlagen, aber die Darstellungen, wie sie in
Vorlesungen und selbst in Werken hervorragender Autoren iiblich
geworden sind, und wie sie einer iiber das Ziel hinausgehenden Ob-
jectivirung entsprechen, verschleiern diesen Weg und setzen das Ideal
und Zukunftsbild des wissenschaftlichen Systems als erreicht hin.
Diese Vorlesungen und Werke sind darum keineswegs als verfehlt zu
bezeichnen. Die einseitig cultivirte Deduction, die ihnen stillschweigend
zn Grunde liegt, hilft in Verbindung mit anderen Werken dazu mit,
die Durchdringung von Induction und Deduction herzustellen, von
der ich vorhin sagte, dass sie nothwendig sei. Jene Vorlesungen und
Werke leisten nur nicht das, was sie zu leisten vorgeben: ein leben-
diges Bild der Wissenschaft und ihrer Entwickelung zu geben. Sie
kinnen so auch weniger die Anregung gewiihren, welche fiir die
weitere Entwickelung der Wissenschaft nothwendig ist — eine An-
regung, deren Vorlesungen nicht enthehren sollten.

Wir wiirden das Verhiiltniss der Induction und Deduction fiir
die physikalische Forschung nur sehr unvollkommen beschrieben haben,
wenn wir nicht betonen wiirden, dass die Deduction sich innerhalb
der physikalischen Disciplinen bestiindig an Beziehungen zu Grossen-
verhiiltnissen zu bethiitigen hat. Dadurch ist der Anwendung der
reinen Mathematik die Thiire gedfinet; auf die Physik tibertragen sich
so alle die Vorziige deductiver Schlussweise, welche wir innerhalb der
reinen Mathematik schon lingst zu schiitzen gewohnt sind. Die
Grundlagen, auf denen das deductive Gebiude aufzufithren ist, konnen
g0 viel schiirfer hervortreten und sind so inductiven Anregungen und
Abiinderungen leichter und offenkundiger zuginglich. Wir diirfen
nicht vergessen, dass in dieser inductiven Beschiiftigung mit den
Grundlagen ein Hauptstiick naturwissenschaftlich physikalischer Arbeit
liegt und immer weiter liegen wird, iber welche Mathematiker in
vielen Fiillen hinwegzusehen pflegen. Die Schiitzung dieser inductiven
Arbeit wird uns davor bewahren in den Fehler zu verfallen, der
mathematischen Schiirfe und Stiirke des menschlichen Verstandes gegen-
iiber die Nothwendigkeit der Sammlung immer weiteren empirischen
Materials zu iibersehen.

Vor Allem werden wir der Mathematik nicht den Einfluss zu-
gestehen kinnen, dass lediglich mathematische Griinde zur Aufnahme
und Bevorzugung gewisser Elemente ausschlaggebend werden. Mag
zur Zeit das eine oder andere Element der Physik fiir eine mathe-
matische Priicisirang bequem liegen; die Mathematik hat sich schon



28 I. .3) Die allgemeinen methodischen Regeln der Physik,

oft an physikalischen Aufgaben entwickelt, es ist kein Grund einzu-
sehen, weshalb sie sich nicht weiter an Fragen entwickeln soll, zu
denen eine inductive Behandlung der Physik im Sinne Newton’s die
Anregung bietet. FEs ist dies im Wesentlichen der Standpunkt, den
Thomson Art. 453 seines Handbuchs der theoretischen Physik mit
den Worten wiedergiebt: ,Schwierigkeiten rein mathematischer Natur
werden wir weder aufsuchen noch vermeiden®,

In diesem Sinne werden wir in vielen Fiillen gut thun, die Fest-
stellung mathematischer Eigenschaften gewisser physikalischer Fune-
tionen und Begriffe dem weiteren Ausbau des Systems zu iiberlassen
und einer etwaigen schiirferen Priicisirung derselben erst an den
Stellen nither zu treten, an denen eine Néthigung dazu vorliegt. Denn
im Wesentlichen hat die Wirklichkeit die mathematischen Eigen-
schaften der eingefilhrten Functionen und Begriffe festzustellen. In
vielen Fillen wird das Studium der Wirklichkeit dann das Resultat
ergeben, dass manche Rigenschaft, welche wir einer Erscheinungs-
classe als wesentlich zu Grunde legten — mag diese Eigenschaft nun
eine wirkliche sein oder nicht — als giinzlich unwesentlich fiir diese
Erscheinungsclasse zu betrachten ist. Hs ist z B. sehr die Frage, ob
die Bedeutung der atomistischen Constitution der Materie fiir das
physikalische System so tiefgreifend ist, dass sie schon von vorneherein
als ein wesentliches Postulat der gesammten Physik und damit auch
der Mechanik zn Grunde gelegt werden miisse.

§ 12. Charakteristik der Analyse und Synthese, der Isolation und
Superposition.

Die unter den Formen der Induction und Deduction gekenn-
zeichnete naturwissenschaftliche Methode erschépft eigentlich — richtig
verstanden — Alles, was sich iiber naturwissenschaftliche Methode
sagen lisst. KEs kann sich im Weiteren daher nur darum handeln,
die Formen der Induction und Deduction in ihrer Anwendung auf
besonders hiiufig vorkommende Fiille auseinander zu setzen,

Von besonderer Wichtigkeit sind die Denkformen der Analyse
und Synthese; dabei vertritt die Analyse mehr ein subjeotives, in-
ductives — die Synthese mehr ein objectives, deductives Moment.

Diese Denkformen gehen von der Erfahrungsthatsache aus, dass
die vor uns liegende Erscheinungswelt, um deren wissenschaftliche
Darstellung es sich handelt, nicht etwas Einheitliches, Untheilbares
ist, im Gegentheil ein Zusammengesetztes, Vielfaches. Aufgabe der
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Wissenschaft ist es, dieses in der Erfahrung vorliegende Zusammen-

gesetzte, Vielfache in seine naturgemiissen Bestandtheile zu zerlegen,
Die Induction sucht diese einfachen Bestandtheile der Erscheinungs-
welt auf — wir nennen diesen Gedankenprocess Analyse — und die
Deduction macht die Probe auf die Richtigkeit und sucht aus diesen
einfachen Elementen wieder die Erscheinungswelt herzustellen, zu-
sammenzusetzen — wir nennen diesen Gedankenprocess Synthese.

Die Naturwissenschaften bieten viele Beispiele fiir die Vornahmen
von Analysen und Synthesen. Die chemische Forschung hat diese
Namen geradezu auf ihre specifischen wissenschaftlichen Methoden
iibertragen.

Die physikalische Forschung hat in ihrem Verlauf immer dent-
licher auf eine bestimmte Form der analytischen und synthetischen
Methode und Forschung hingewiesen, welche bereits heute von so
fandamentaler Bedeutung erscheint, dass hier eine Besprechung vor-
genommen werden soll; ich meine die Formen der Isolation und
Superposition')

Ieh verstehe unter Isolation den inductiven Versuch innerhalb
eines zusammengesetzten Wirkungsgebietes die Elemente aufzuspiiren,
welche ihre Wirkung fiir sich unabhiingig von anderen gleichzeitig
bestehenden Wirkungselementen bewahren, und unter Superposition
den deductiven Versuch, aus den so aufgefundenen Wirkungselementen
rilckwiirts wieder das zusammengesetzte Wirkungsgebiet d. h. die Wirk-
lichkeit zu erhalten.

Der Nachdruck liegt hier wesentlich auf dem ,unabhiingig neben
einander Bestehen der Wirkungen®. Im allgemeinen Fall der Analyse
und Synthese, wie in der Chemie, liegt die Erscheinung vor, dass
Einzelwirkungen durch ihr Zusammenbestehen sich modificiren und
anders werden, als sie fiir sich sind.

Der Satz vom Parallelogramm der Kriifte, die Zusammensetzung
einfacher Bewegungsvorgiinge, wie sie die Akustik, Optik, Wiirme-
leitung aufweisen, sind typische Beispiele fiir die Methode der Iso-
lation und Superposition. Diese methodischen Principe reichen sehr

1) Man vergleicha meine erkenntnisstheoretischen Grundziige: Isolation und
Superposition. Fiinfter und sechster Vortrag, 8. 69—97. Ergiinzungen und Zu-
siifze, 8. 177170, Die ersten Bemerkungen {iber Isolation und Superposition
findet man in meinem Vortrag ,Hat die Physik Axiomey* 1894, 8. 8 des
Sonderabdrucks und in meinem Aufsatz ,Ueber die Bedeutung des Studiums der
Bodentemperatur®, 1894, Himmel und Erde VI, 8, 816, — E. Mach, Mechanik,
IL Aufl. 8. 147, 148.
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weit, sie sind unabhiingig von Specialvorstellungen z B. ob eine
Fernwirkung oder Nahwirkung vorliegt, ob iiberhaupt die Anschavung
von Kriiften zu Grunde gelegt wird, oder ob es sich um Anwendung
linearer Differentialgleichungen handelt,

Es mag fiir den ersten Augenblick so scheinen, als ob dieser
Isolations- und Superpositionsprocess ein iiberaus einfacher ist — und
er ist es auch principiell — aber doch lehrt die Geschichte der Physik,
dass die Aufdeckung der Isolations- und Superpositions-Klemente sich
in jedem Kall nicht so schnell und einfach vollzogen hat. Dass das
Licht in einer Wellenbewegung besteht, ist verhiiltnissmiissig friih
aufgedeckt (Huygens), und doch wurde diese Vorstellung von der
FEmanationstheorie (Newton) auf ein Jahrhundert vollstindig zuriick-
gedriingt. In diesem Kampf der Theorieen handelte es sich im Wesent-
lichen darum, ob die Intensitiit des Lichts das naturgemiisse Isolations-
beziehungsweise Superpositions-Element einer Theorie des Lichtes ist
oder nicht.

Die Wirklichkeit liegt darum so verwickelt, weil die Wirkungs-
elemente, aus denen sich die einzelnen KErscheinungen bilden, in sehr
verschiedenen Grissenverhiiltnissen auftreten, und dadurch eine Maunnig-
faltigkeit hervorrufen und méglich machen, die in vielen Fiillen die
Anschaunung erwecken michte, als handle es sich garnicht um quan-
titativ zn unterscheidende Verhiiltnisse, als handle es sich mehr um
Qualitiiten als um Quantitiiten,

§ 13. Charakteristik der Vergleichung und Oscillation.!) (Analogie.)

Es handelt sich hier wieder keineswegs um neue erkenntniss-
theoretische Grundformen, es handelt sich vielmehr um die Charak-
teristik specieller, hiiufig wiederkehrender Methoden, welche das vor-
aussetzen, was bereits unter Induction und Deduction, unter Isolation
und Superposition mitgetheilt ist, um Methoden, welche wesentlich
den Process der Induction und Deduction, der Isolation und Super-
position erleichtern sollen.

Wenn es richtig ist, dass die Erkenntniss eine Beziehung zwischen
dem Object der Erkenntniss und dem Subject, welpheu die Erkenntniss

1) K. Mach. Ueber das Princip der Vergleichung in der Physik 1804,
Populiir wissensch, Vorlesungen Lpag. 1896 8. 261—274. — Man vergleiche anch
meine erkenntnisstheoretischen Grundziige: Vergleichende Betrachtungen. Zweiter
Vortrag, S, 2088, Krgilnzungen u. Zusiitze 8. 176—177, — Ueber die Frage
nach dem Verhilltniss von Denken und Sein. Wien 1897,
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zu Stande bringen will, vermittelt, dann muss zuniichst daranf hin-

gewiesen werden, dass diese Beziehung sich keineswegs in einem ein-
fachen Gedankenprocess vollzieht — so einfach liegt die Sache nicht.

Die Erkenntniss wird auf einer bestiindigen, wiederholten Ver-
gleichung zwischen Objecten ausser uns und den subjectiven Vor-
stellungen und Anschauungen dariiber in uns beruhen, Hs wird dabei
eine bestindige Umbildung und Anpassung') unserer Vorstellungen
erfolgen. Insofern diese Vergleichung eine wiederholte ist und sein
muss, kinnen wir sie als Oscillation bezeichnen.

Es entspricht durchaus dem Thatbestande — und wir wollen
hier doch reale Erkenntnisstheorie darstellen, nicht ideelle — den
ganzen Krkenntnissprocess als einen oscillirenden Process darzu-
stellen, bei dem stets eine gewisse Differenz zwischen Object und
unserer subjectiven wissenschaftlichen Auffassung dariiber bestehen
wird. Mag diese Differenz immer kleiner und kleiner werden, die
subjective wissenschaftliche Auffassung wird sich nur asymptotisch
dem realen Object nithern. Mag eine Erkenntniss, wie z B. die der
Gravitation, wissenschaftlich noch so gut fundirt sein, die Wissen:
schaft wird sich stets die Freiheit offen lassen miissen, diese gut fun-
dirte Erkenntniss unter anderen Gesichtspunkten, als es bisher ge-
schehen ist, zur Darstellung zu bringen.

Wenn ich frither schon darauf hinwies, dass der Erkenntniss-
process ein stets von Neuem unternommener Kreislauf sein wird und
sein muss, 8o war das im Wesentlichen auch nur ein anderer Aus-
druck fiir das, was ich hier als Oscillation bezeichne. Wenn ich
darauf hinwies, dass unsere Erkenntniss zuniichst imfner nur die Kr-
fassung des Wesentlichen und nicht des Vollstindigen zum Gegen-
stand haben kann, dann werden wir im Bilde des oscillirenden Processes
zu sagen haben, dass sich unsere Erkenntniss von Stufe zu Stufe
vollstiindiger gestalten wird.

Nun kommt aber noch eins hinzu, was dem Process der Ver-
gleichung und Oscillation eine weitere Ausdehnung giebt, das ist der
Umstand, dass es sich in dem naturwissenschaftlichen Erkenntniss-
process nicht blos um einen Vergleich zwischen Object und Subject
handelt (innerer Vergleich), sondern auch um einen Vergleich zwischen
verschiedenen Objecten (iusserer Vergleich, Analogie) — einem weniger

1) K. Mach. Ueber Umbildung und Anpassung im naturwissenschaftlichen
Denken 1883, Populiir wissensch. Vorlesungen Lpzg. 1896 8, 281250,
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erforschten Object und einem mehr erforschten Object — oder wenn
man will einen Vergleich zwischen unseren subjectiven Anschauungen
und Vorstellungen iiber solche verschiedenen Objecte.

Es ist eine festehende und gar nicht wegzuliugnende Thatsache,
dass die physikalische Erkenntniss durch Bezugnahme scheinbar hete-
rogener Gebiete auf einander ausserordentlich befruchtet ist, und kein
Zweifel, dass sie noch weiter dadurch befruchtet werden wird. Das
Studium der einfachen mechanischen Wellenbewegung und seine Ueber-
tragung auf scheinbar zuniichst gar nicht damit zusammenhiingende
Gebiete gehdrt hierher. Die akustischen Wellen lagen noch dem
menschlichen Anschanungsvermogen am niichsten, ihre mechanische
Natur liess sich noch leicht nachweisen. Die Wellennatur des Lichtes
ist erst spiit in der Wissenschaft in Aufnahme gekommen, die Ver-
gleichung mit den elastischen Wellen gab die Triebkraft zu ihrer
tieferen Ausarbeitung. Es sind zehn Jahre her, dass es Hertz ge-
lang seine schinen elektrischen Wellenexperimente herzustellen, fiir
welche die Triebkraft wieder die durch den Vergleich mit den optischen
Wellen angeregten Gedanken bildeten, fiir welehe noch heunte die
naturgemiisse Auffassung die ist, dass ,wir optisch denken“')

In diesen Beispielen, in welchen sich der Vergleich, das Bild der
mechanischen Wellenbewegung als so erfolgreich und fruchtbar er-
geben hat, filhrte eine consequent durchgefithrte Analogie zu dem
Resultat, dass die zuniichst nur versuchsweise durchgefithrte Analogie
sich als Identitiit herausstellte. Die Lichterscheinungen halten nicht nur
den Vergleich mit Wellenbewegungen aus, sie haben sich als identisch
mit Wellenbewegungen und zwar elektromagnetischer Natur ergeben.

Nicht immer wird sich die Analogie im Verlaufe der Entwickelung
der Wissenschaft zur Identitit wandeln, sie kann auch ohne dies sich
als sehr fruchtbar erweisen. Als Beispiel wiiren hier die neuerdings
mehr in den Vordergrund tretenden sogenannten mechanischen
Analogieen zu erwiihnen, welche geeignet erscheinen der Mechanik
eine iiber die frithere Stellung hinausgehende Bedeutung fiir die Physik
anzuweisen. Ich erinnere hier an das Studium der verallgemeinerten
Kreiselbewegungen, der sogenannten cyklischen Bewegungen und seine
Bedeutung fiir die Elektricitit und Wiirmelehre.

Natiirlich kann sich die Analogie auch als eine nur ganz iiusser-
liche und dann unfruchtbare herausstellen. Kine solche spielt in der

1) Hertz Schriften vermischten Inhalts Lpzg. 18956 8. 363.
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Naturphilosophie des Alterthums eine Rolle; der Fehler war der,
dass die Vergleichsobjecte von vorneherein falsch gewithlt waren. Als
solch ein Vergleichsobject wurde das organische, besonders das mensch-
liche Leben herangezogen. Vom heutigen Standpunkt der Natur-
erkenntniss miissen wir das organische Leben als einen viel zu ver-
wickelten Naturvorgang bezeichnen, um ihn fiir die physikalische
Erscheinungswelt, die wir fiir einfacher halten, zu verwerthen. Wir
miissen hier den Standpunkt einnehmen, dass sich nur Gleiches oder
Achnliches mit einander vergleichen liisst.

Die Physik enthiilt die fiir sie mit Nutzen und Hrfolg vergleich-
baren Objecte in sich und nicht ausser sich. Hs ist erklirlich, dass
die Physik zu einer Zeit, in der sie noch wenig ausgebildet war, die
Vergleichsobjecte ausser sich suchte. So kann wohl kein Zweifel
bestehen, dass der Begriff der physikalischen Kraft seinen Ursprung
und seine Entstehung im Begriff der menschlichen Muskel-, beziehungs-
weise Arm-Kraft gehabt hat. Die weitere Entwickelung brachte es
aber naturgemiiss mit sich, dass die Physik den Begriff der Kraft in
sich ausbildete und umgestaltete. Ks kann die Frage aufgeworfen
werden, ob ihr diese Ausbildung und Umgestaltung des Begrifis
Kraft schon gelungen ist? Die heutige Tendenz, den Krafthegriff
ganz aus der Physik zu entfernen, lisst fast vermuthen, dass jener
Process noch nicht beendet ist — jedenfalls zeigt diese Tendenz sehr
deutlich das Bestreben, Vergleichsobjecte, die ausserhalb des Bereichs
der Physik liegen, zu vermeiden. Die weitere Entwickelung ist dann
in der Ausbildung eines eigenen, in sich geschlossenen, von der
physikalischen Erfahrung getragenen Begriffssystems zu sehen.

§ 14. Charakteristik der Regel der Oekonomie.')

Ein so reiches, so verschwenderisches Material die Beobachtung
der Wissenschaft zuzufithren hat, so knapp bemessen sollen die logischen
Mittel sein, mit Hiilfe derer der systematische Auf- und Ausbau der
Wissenschaft zu erfolgen hat. Der Reichthum der materiellen Unter-
lage steht so in einem eigenen Contrast zu der Kargheit der formellen
Gestaltung. Das ist die Regel der Oekonomie, das ist ein Haupt-
mittel, zur Formulirung von Naturgesetzen und damit zur Neubildung
von Begriffen fortzuschreiten.

1) E. Mach, Die tkonomische Natur der physikalischen Forschung. Wien
1882, Populiirwissenschaftliche Vorlesungen. Lpz, 1896, 8. 208—280, cof. auch
Newton's Regulae philosophandi, Principia Liber tertius,

Volkmunn, Theoretische Physik. 3
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Die Physik hat in der Verwerthung der Mathematik zu ihren
Zwecken ein sehr vollkommenes Instrument zur Handhabung der
Oekonomie. Die Mathematik bietet in sich selbst das Muster einer
deductiven Methode und lisst sich in der Wahl ihrer Grundsitze
(Postulate, Axiome) in hervorragendem Grade von Skonomischen Ge-
sichtspunkten leiten. Beispiel: die BEuklidische (feometrie und ihre
Axiome, z. B. das Parallelen-Axiom.

Die Mathematik hat mit der Physik — was die logisch er-
kenntnisstheoretische Seite betriffit — eigentlich nur Postulate und
Definitionen gemein, dagegen hat sie etwas den physikalischen Hypo-
thesen und Naturgesetzen Analoges nicht aufzuweisen. Die erkennt-
nisstheoretischen Mittel der Physik sind darum viel reicher, als die
der Mathematik, und so wird das Princip der Oekonomie in der
Physik noch eine ganz andere Rolle spielen, als in der Mathematik.

Wird sich iibér die Postulate und Definitionen vom Standpunkt
der Oekonomie in Physik und Mathematik ein Gleiches sagen lassen,
s0 muss doch hier ausdriicklich darauf hingewiesen werden, dass in
der Wahl und Verwerthung der unter der Bezeichnung Hypothese
und Naturgesetz aufgefithrten Hiilfsmittel der physikalischen Forschung
ganz besonders das Princip der Oekonomie zu walten hat.

Hypothesen und Naturgesetze diirfen in der Physik niemals ad hoe
eingefithrt und verwandt werden. Es darf nicht zu jeder neuen Er-
scheinung eine neue Hypothese ad hoc eingefithrt werden’); ebenso
wie nicht gleich jede auf einem speciellen Erscheinungsgebiet er-
wachsene Regel als Naturgesetz proclamirt werden darf. Besonders
die sogenannten Regeln mit Ausnahmen sind immer ein Anzeichen
dafiir, dass die begriffsbildende Kraft eines Naturgesetzes noch fehlt.
Vom Standpunkt des allgemeinen Begriffs, des allgemeinen Natur-
gesetzes stellt sich das, was frither Ausnahme der Regel war, als
Specialfall dar, der unter einer besonderen Bedingung eintritt. Es ist
tiberraschend zu sehen, wie in der Entwickelung der Wissenschaft
die Verallgemeinerung des Standpunkts die Oekonomie firdert und
dadurch die Begriffshildung unterstiitzt und die Formulirung der
Naturgesetze erleichtert (Beispiel: Die Entwickelung von den Kep-
ler’schen Regeln (Gesetzen) zum Newton’schen Gravitationsgesetz).

Der Grundsatz der Oekonomie spielt auch noch nach einer anderen
Richtung eine sehr wichtige Rolle fiir die Physik. Es ist im vorigen
Paragraphen der Werth der Vergleichung, der Analogie fiir die Er-

1) Man vergleiche meine Erkenntnisstheoretischen Grundziige® 8. 62,
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kenntniss hervorgehoben worden, Diese erkenntnisstheoretisc}:e Regel
der Vergleichung findet eine sehr wesentliche Erginzung durch die
Regel der Oekonomie. Eine Vergleichung, ein Bild wird immer durch
eine gewisse Verschwendung von Beiwerk charakterisirt sein. Dieses
Beiwerk wird nach vielen Richtungen Anregung geben, die ebenso
forderlich wie hemmend sein kann. Die Regel der Oekonomie hat
die Aufgabe dieses unnithige Beiwerk des Bildes, des Vergleichs,
welches geeignet sein kinnte hemmend zu wirken, zu beseitigen.
Hertz hat in dieser Beziehung sehr treffend gesagt:') ,Die Strenge
der Wissenschaft erfordert, dass wir das bunte Gewand, welches wir
der Theorie iiberwerfen, und dessen Schnitt und Farbe vollstindig
in unserer Gewalt liegt wohl unterscheiden von der einfachen und
schlichten Gestalt selbst, welche die Natur uns entgegenfithrt und an
deren Formen wir aus unserer Willkiir nichts zu iindern vermogen.“

1) H. Hertz Untersuchungen {iber die Aushreitung der elektrischen Kraff,
Lpz 1892, 8. 81. Man vergleiche auch Hertz Principien der Mechanik.
8. 87. 88,

8-



I. 4) Behandlung einiger allgemeiner erkenntniss-
theoretischer Fragen fir die Physik.

& 15. Riickblick auf die bisher entwickelten erkenntnisstheo-
retischen Elemente, Aufwerfen neuer Fragen. Wissenschaftliche
Glaubensanschauungen.,

Unsere Behandlung der methodischen Grundlagen und Regeln
fir den Aufbau des physikalischen Systems kann vielleicht einige
Bedenken, ja Enttiuschungen hervorrufen.

Man kann einmal die Frage aufwerfen, ob denn unsere erkennt-
nisstheoretische Skizze einigermassen vollstindig sein diirfte. Auf
diese Frage konnen wir ganz ruhig mit Nein antworten. Wir konnen
sagen: Vollstiindig wird sie schon darum nicht sein, weil eine solche
Skizze immer erst auf dem Boden der bisher vorliegenden natur-
wissenschaftlichen Entwickelung und Forschung erwachsen und dieser
Rechnung tragen kann, Sie kann héchstens beanspruchen im Wesent-
lichen das wiedergegeben zu haben, was sich positiv iiber eine Theorie
der physikalischen Erkenntniss sagen liisst.

Man kann aber weiter — was noch schlimmer erscheint — die
Behandlung von Fragen vermissen, die nach dem gewdhnlichen Dafiir-
halten im Vordergrund der Darstellung stehen milssten. Man kann
sagen: Wir vermissen Auseinandersetzungen, welche in einer Theorie
der naturwissenschaftlichen Erkenntniss nicht fehlen diirfen — und
wir konnen wissenschaftliche Autorititen anfithren, welche sich dieser
erkenntnisstheoretischen Klemente bedienen, deren Charakteristik wir
vermissen. Wir meinen Auseinandersetzungen iiber das Princip der
(Causalitiit und den Satz vom zureichenden Grunde, nach dem in der
Physik die Erscheinungswelt auf ihre letaten wahren Ursachen, die
Kriifte zuriickgefiihrt wird.

Diesen Fragen wollen wir in diesem Abschnitt niiher treten. Ks
soll sich in diesem Abschnitt um hohere Fragen — wenn ich so
sagen darf, um Glaubensanschauungen — handeln. Diese Iragen
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sind aber ebenso auf dem Boden der Erfahrung und Forschung er-
wachsen, wie die frither behandelten Fragen, welche den engeren
wissenschaftlichen Betrieb der Physik betrafen — und darauf be-
raht ihre Werthschiitzung. Sie scheinen geeignet der physikalischen
Forschung die Grenzen anzuweisen, die jede Disciplin einmal in sich
tragen muss, wenn anders sie nicht uferlos werden soll, deren jede
Disciplin andererseits zur Abgrenzung gegen andere Disciplinen be-
darf. Kine solche Abgrenzung erscheint anch der Natur der mensch-
lichen Fihigkeiten angemessen zu sein, die bei aller Mannigfaltigkeit
doch auch in dem einzelnen Individuum, welches die Disciplin treibt,
ihre Grenze hat. Hine solche Abgrenzung schliesst die Existenz
anderer Disciplinen nicht aus, sondern nur ab.

Wiihrend tiber die Grundlagen und Grundregeln der physikalischen
Methode und ihre Charakteristik kaum abweichende Meinungen —
hichstens in untergeordneten Kragen — vorgetragen werden diirften,
werden in den folgenden Auseinandersetzungen die Meinungen doch
wohl auseinandergehen. In der Anregung, die diese Glaubens-
anschauungen fiir eine allgemeinere Discussion gewiihren diirften,
liegt ihr Werth, und diese Anregung wird vor Allem einer allge-
meinen Wissenschaftslehre zu Gute kommen.

§ 16. Die Frage nach der Causalitit') oder dem zureichenden
Grunde und ihre Beziehung zum Kraftbegriff,

Das Princip der Causalitit, der Satz vom zureichenden
Grunde wird von Vielen fiir die objectivste Seite der naturwissen-
schaftlichen Forschung angesehen. Wir erkliren diesen Satz, dieses
Princip nicht nur fir subjectiv in dem allgemeinen Sinne, in dem

1) Man vergleiche meinen Aufsatz Causalititt und Natorwissenschaft. Eine
erkenntnisstheoretische Studie® in der Zeitschrift Himmel und Erde VIIL 1896,
— Sehr lehrreich ist die Wandelung der Anschauung iiber den Causalitiitebegriff
bei einem so hervorragenden Forscher wie Helmholtz. 1847 sagt er in seinem
Aufsatz tiber die Erhaltung der Kraft: ,Der theoretische Theil unserer Wigsen-
gohaften sucht die unbekannten Ursachen der Vorgiinge aus ihren sichtharen
Wirkungen zu finden; er sucht dieselben zu begreifen nach dem Gesetz der
Causalitibt, Wir werden gendthigh und berechtigt zu diesem Geschiifte durch
den Grundsatz, dass jede Veriinderung in der Natur eine zureichende Ursache
haben miigse* — und 1881 bemerkt er dazu: ,Ich habe mir erst spiiter klar
gemacht, dass das Prineip der Causalitiit in der That nichts Anderes ist, als die
Voraussetzung der Gesetzlichkeit aller Naturerscheinungen. of. Wissenschaft-
liche Abhandlungen I. 8, 13 u. 68,
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wir das Wort subjectiv gebraucht haben, wir sprechen diesem Satz
auch den subjectiven Charakter in dem speciellen Sinne ab, der ihn
sonst sehr wohl befithigt hiitte, in jenen Auseinandersetzungen Auf-
nahme zu finden,

Die subjectiven Elemente, welche in einer physikalischen Rr-
kenntnisstheorie und Forschung eine positive Existenzberechtigung
haben, waren dadurch charakterisirt, dass sie sich in Beziehung zu
unseren Sinnen, den Eingangspforten der Erkenntniss setzen lassen.
Die subjectiven Elemente, welche in einer physikalischen Erkenntniss-
theorie und Forschung keine Existenzberechtigung haben, sind da-
durch charakterisirt, dass sie eine solche Beziehung zu unseren Sinnes-
organen nicht aufweisen kinnen.

Das Princip der Causalitiit, der Satz vom zureichenden Grunde
hat seine Wurzel in der Erscheinungswelt menschlicher Handlungen.
Wenn Kant in der Kritik der reinen Vernunft ,zweierlei Causalitiiten
unterscheidet in Ansehung dessen, was geschieht, entweder nach der
Natur oder aus Freiheit”, so behaupten wir, dass die Causalitiit nach
der Freiheit (niimlich menschlicher Handlungen) die urspriingliche
ist, dass die Causalitit nach der Natur eine daraus abgeleitete ist,
und dass es einer besonderen Untersuchung bedarf, nachzusehen, ob
diese Ableitung, diese Uebertragung aus dem Gebiet menschlicher
Freiheit in das Gebiet natiirlicher Nothwendigkeit berechtigt ist und
sich aufrecht erhalten liisst.

Wir lassen hier die Frage nach dem Satz vom zureichenden
Grunde, nach dem Princip der Causalitit in der Mathematik ganz
dahingestellt — das ist eine Frage filr sich, es handelt sich um die
Frage nach diesen Sitzen in der Naturwissenschaft, in der Physik.

Die Geschichte der Physik, die hier bis in das Alterthum hinein
zu verfolgen ist, weist darauf hin, dass physikalische Erscheinungen
im Bilde menschlicher Handlungen beschrieben und behandelt wurden.
Das war eine Beziehungssetzung objectiver Vorgiinge ausser uns zu
einem subjectiven Standpunkt, dem ein tieferer Irrthum zu Grunde
lag, den wir daher auch heute als unberechtigt ablehnen miissen.
So wenig wir die subjective Seite naturwissenschaftlicher Forschung,
die Beziehung zu den Sinneswerkzeugen des Menschen nimmt, leugnen;
so sehr wir die Aufnahme und Darstellung dieser subjectiven Seite in
das physikalische System nicht nur als berechtigt anerkennen, sondern
sogar fordern miissen: So sehr milssen wir diese irrthiimlich mit der
menschlichen Natur in Beziehung gesetzte Auffassung ablehnen, sie
. ist es, die wir als anthropomorph im weiteren Sinne bezeichnen.
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Aus dieser anthropomorphen Betrachtungsperiode stammen noch
gewisse physikalische Bezeichnungen, von denen wir zu untersuchen
haben werden, ob sie geeignet sein kénnten, auch heute noch als
Triiger irrthiimlicher Auffassungen Schaden anzurichten. Ich meine
die Bezeichnung Kraft. Es ist kein Zweifel, dass dieser Begriff zu-
niichst an die Anschauung menschlicher Muskelkraft ankniipfte, nicht
bloss im Sinne der Miglichkeit einer momentanen Wirkungsiiusserung
anf die Umgebung, sondern auch im Sinne der Moglichkeit einen
Kriiftevorrath aufzuspeichern, der fithig wiire sich nach und nach in
momentanen Wirkungsiiusserungen zu entladen.

Ich meine, sobald wir diese Bezeichnungen befreien von dem
anthropomorphen Verhiiltniss, das zwischen Ursache und Wirkung
eine Beziehung aufweist, sobald wir weiter diese Bezeichnungen der
reinen Priicisirang und Fixirung der physikalischen Forschung iiber-
lassen, diirfte die Beibehaltung des terminus technicus ,Kraft“ nichts
Bedenkliches haben. Wenn ich mir unter diesem Gesichtspunkt die
Entwickelung der physikalischen Forschung vergegenwiirtige, kann
ich nicht finden, dass dieser Entwickelung das Bestreben entnommen
werden konnte, sich von dem physikalisch priicisirten Kraftbegriff zu
befreien. Die Entwickelung weist nur anf die Nothigung hin, sich
von dem anthropomorphen Spiel der Anschauungsformen Ursache
und Wirkung zu befreien; ist das geschehen, so wird man nicht
umhin kénnen zu bemerken, dass die Begriffe der Actio (bewegende
Kraft auf die ponderable Masse, Masse mal Beschleunigung, momentane
Kraftiiusserang) sich als ebenso brauchbar wie die Begriffe der Energie
(lebendige Kraft der ponderabeln Masse, kinetische und potentielle
Energie, Arbeitsvorrath, Kraftvorrath) erwiesen haben.

Diese Bezeichnungen ,Kraft“ im Sinne von Actio und , Kraft®
im Sinne von Energie stehen bei dieser Darstellung in engster
Beziehung zu den physikalischen Grundlagen, die wir nach ihrer
ohjectiven und subjectiven Seite als nothwendig fiir die Forschung an-
erkannt haben: Die Bezeichnung Kraft im Sinne von Actio als Aus-
fluss eines der Newton’schen Postulate, die Bezeichnung Kraft im
Sinne von Energie als Ausfluss und Inhalt des Princips der Energie,
welches ja heute gleichfalls den Rang eines Postulates einnimmt —
beide Bezeichnungen wohl fihig den Inhalt einer Reihe von Natur-
gesetzen in angemessener Weise zu umschreiben und zum Ausdruck
zu bringen.
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§ 17. Auffassung und Bedeutung der physikalischen Vorginge
als eines Mechanismus,

Wir haben gesehen, dass wir in den physikalischen Vorgiingen
nicht nach Ursachen und Griinden zu forschen haben, sondern nach
den Bedingungen, unter denen sie eintreten, Das Aufsuchen dieser
Bedingungen veranlasst uns zur Vornahme der logischen und er-
kenntnisstheoretischen Methoden, die frither auseinandergesetzt sind.
Wir kénnten ja allerdings das Aufsuchen dieser Bedingungen als die
causale Erforschung bezeichnen, aber dann miissten wir von dieser
Bezeichnung ausdriicklich Alles das ausschliessen und fernhalten, was
wir sonst mit dem Worte causal zu verbinden pflegen.

Die Natur handelt ebensowenig nach Griinden, wie nach Zwecken;
das sind Begriffe, die dem Gebiet des menschlichen Handelns ent-
lehnt sind, Begriffe, die zeitweise die physikalische Forschung wohl
auch belebt haben, die aber doch in ihrem innersten Wesen fiir die
Forschung und Erkenntniss abgelehnt werden miissen.

Die Natur, im speciellen die physikalische Natur ist, objectiv
betrachtet, nichts anderes als ein naturnothwendiger Mechanis-
mus, der beschriechen und erforscht sein will. Das ist der Begriff,
der meines Dafiirhaltens an die Stelle des Causalitiitsbegriffs zu treten
hiitte — oder der, wenn wir die Bezeichnung Causalitit beibehalten
wollen, dieser Bezeichnung ihren wahren positiven Inhalt zu geben
hiitte im Gegensatz zu den negativen Seiten, die wir vorhin be-
sprochen haben. Dadurch scheint mir die-Grundlage fiir die natur-
gemiisse Auffassung der physikalischen Erscheinungswelt gegeben.

Wir setzen in der physikalischen Forschung diesen objectiven,
naturnothwendigen Mechanismus ausser uns in Beziehung zu einem
denknothwendigen Mechanismus in uns — Logik genannt — und
iiberzeugen uns durch den Erfolg, dass je weiter die Entwickelung
der Wissenschaft fortschreitet, sich die Naturnothwendigkeiten ausser
uns mit den Denknothwendigkeiten in uns in Einklang bringen lassen.

Wir wollen hier ganz dahingestellt sein lassen, worauf diese
Uebereinstimmung der Gesetze des menschlichen Geistes mit den Ge-
setzen der Natur beruht; wir wollen hier aber wenigstens die Frage
anregen, ob nicht die Naturnothwendigkeiten ausser uns fiir die Ent-
wickelung und Ausbildung unseres Geistes das Urspriingliche waren.')

1) In meinem Aufsatz: Ueber die Frage nach dem Verhiiltniss von Denken
und Sein* aus den Wiener Sitzungsberichten der Akademie 1897 bin ich dieser
Frage nither getreten.
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Eine andere Frage, die wir hier anregen wollen, ist die, ob’dieser
naturnothwendige Mechanismus das Universum erschipft, ob Alles,
was im Universum passirt, sich diesem naturnothwendigen Mechanis-
mus einordnen liisst. Die Frage nach der ausnahmslosen, universellen
Giiltigkeit des Mechanismus — mit Recht Naturnothwendigkeit oder
Naturgesetzlichkeit genannt — darf hier nicht mit der Frage ver-
wechselt werden, ob dieser Mechanismus das Universum auch voll-
stiindig erfillt.

Die Bezeichnung Mechanismus ist nach dem Vorgang von Lotze')
absichtlich so gewiihlt, dass sie die Anschanung nahelegt, die auch
ich vertrete, dass das, was wir hier Mechanismus nennen wollen, das
Universum nicht vollstiindig erfiillt, dass dieser Mechanismus Triiger
fiir causale und teleologische Vorgiinge ist, die ein ideelles Reich fiir
sich bilden — die Cultur. Wir brauchen darum diesen Mechanismus
des naturnothwendigen Geschehens noch nicht mit Lotze fiir unter-
geordnet zu erachten; er wiire es vor Allem dann nicht, wenn er die
Grundlage fiir die Entwickelung der denknothwendigen Beziehungen
in uns wiire.

Jedenfalls will dieser naturnothwendige Mechanismus ausser uns
studirt und erforscht sein. Der Cultur werden nicht die geringsten
Friichte daraus zufallen.

§ 18. Die Stellung der Mechanik als Grunddisciplin innerhalb
des physikalischen Systoms. )

Wenn wir die physikalische Welt als einen Mechanismus bezeichnet
haben, dessen Klarstellung Aufgabe der physikalischen Forschung sein
soll, dann entsteht bei dem grossen Umfang der physikalischen Er-
scheinungswelt die Frage, welche speciellere physikalische Disciplin
wir als Grundlage fiir alle anderen physikalischen Disciplinen wiihlen
sollen, und mit welcher wir daher zweckmiissig beginnen werden.
Is ist lediglich Sache der Erfahrung d. h. der Entwickelung der
Wissenschaft, festzustellen, welche Disciplin sich dazu eignet als Grund-
disciplin hingestellt zu werden,

Die heutige Entwickelung der Elektricititslehre kénnte fiir den

1) Lotze, Mikrokosmus, Ideen zur Naturgeschichte und Geschichte der
Menschheit.

2) Man vergleiche meinen Aufsatz: Ueber Newfon’s | Philosophiae naturalis
principin mathematica® und ihre Bedeutung fiir die Gegenwart. 1808, Siehe
das Titelverzeichniss § 19.
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Augenblick vielleicht den Anschein hervorrufen, dass sie sich als
Grunddisciplin wohl eignen konnte, so tief greift die Elektricitiits-
lehre in fast alle Gebiete ein. Diese Auffassung wiirde jedoch der
geschichtlichen Entwickelung nicht entsprechen, auf welche wir nach
§ 2 Werth zu legen haben. Die Geschichte der Wissenschaft weist
uns vielmehr darauf hin, die Mechanik der ponderabeln Korper als
diese Grunddisciplin zu betrachten. Andererseits diirfen wir die weitere
Entwickelung der Physik nicht unbedingt an ihre Geschichte ketten.

Wir verfahren daher so: Indem wir der geschichtlichen Ent-
wickelung Rechnung tragen, definiren wir hier die Mechanik als die
physikalische Grunddisciplin, welche den physikalischen Einzeldis-
ciplinen voranzuschicken ist. Diese Definition der Mechanik ist eine
systematische d. h. sie hat Beziehung zu dem Aufbau des Systems.
Sie triigt ebenso der bisherigen Entwickelung der Wissenschaft Rech-
nung, wie sie inductiv der weiteren Entwickelung vorgreift. lhr
Vorzug liegt darin, dass sie inhaltlich durchaus eine Verschiebung
der materiellen Begriffe der bisherigen Mechanik zulisst.

Natiirlich liisst sich die Mechanik auch noch auf unzihlig viele
anderen Arten definiren. Zuniichst war die Mechanik nichts anderes,
als eine an technische Erfahrungen sich anlehnende Disciplin: die
Wissenschaft von den Hebel- und Schrauben-Wirkungen, im Alter-
thum nur Statik, seit Galilei auch Dynamik. Immer handelte es
sich zuniichst nur um die ponderable, schwere Materie und um die
Wirkungen und Erscheinungen, die man durch sie hervorrufen kann.
Im weiteren Verlauf sprach man dann von einer rationellen und einer
technischen Mechanik. Hier handelt es sich natiirlich nur um rationelle
Mechanik.

Diese rationelle Mechanik erfreute sich von jeher der hiiufigsten
und wiederholtesten Bearbeitung. Daher setzte jede vergleichende
Betrachtung auch immer wieder in mechanische Vorgiinge ein. Diese
Bevorzugung der Mechanik liess dann die Anschauung aufkommen,
welche als Aufgabe der Physik proklamirte, alle physikalischen Vor-
giinge auf mechanische zuriickzufithren. Die Physik war dann nichts
anderes als Mechanik, und wo die Sinne dieser Auffassung wider-
stritten, eine Mechanik verborgener Systeme.

Wir konnen diese materielle Auffassung von der bevorzugten
Stellung der Mechanik ganz dahin gestellt sein lassen. Wir bevor-
zugen die logische Stellung der Mechanik innerhalb des wissenschaft-
lichen Systems. Diese logisch gerechtfertigte Stellung mag subjectiv
erscheinen, aber diese Subjectivitiit ist hier kein Fehler; der Vorzug
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liegt in ihrer Aufrichtigkeit — wiihrend alle hier vermeintliché Ob-
jectivitiit, welche an Systeme mit verborgenen Eigenschaften kniipft,
gich iiber den Grad ihrer Objectivitit und Aufrichtigkeit tiuschen
diirfte.

Indem wir also hier die Mechanik vom logisch systematischen
Standpunkt als Grundlage fiir alle physikalischen Kinzeldisciplinen
proklamiren, werden wir an die so definirte Mechanik im Gegensatz
zu anderen physikalischen Disciplinen besondere Anforderungen zu
stellen haben, welche aunf der einen Seite eine grdssere Sicherung
des systematischen Aufbaus der Physik — auf der anderen Seite
aber dadurch die Méglichkeit einer vielseitigeren und reicheren An-
wendung gewiihrleisten. Diese Anforderungen werden darin bestehen,
dass die Mechanik unter eigenartiger Anwendung des Princips der
Oekonomie auf die speciellen Hiilfsmittel der Hypothese und des
Naturgesetzes bei ihrem Ausbau so weit wie irgend moglich ver-
zichtet, die Verwerthung dieser methodischen Hiilfsmittel vielmehr
den speciellen Einzeldisciplinen iiberliisst.

Diese Einschriinkung im Gebrauch physikalischer Hiilfsmittel
braucht die Mechanik natiirlich nicht abzuhalten, ihre Grundsiitze
und Methoden fiir specielle Bedingungen auszuarbeiten; aber diese
speciellen Bedingungen werden doch fiir die Physik immerhin all-
gemeine typische Bedeutung haben miissen — andernfalls Physik
und Mechanik verquickt werden.

In der Kargheit der Mittel, mit denen die Mechanik hauszuhalten
hat, soll sie an die Kargheit der Mittel erinnern, mit denen die
Mathematik haushiilt. Ebenso wie die Mathematik sich aber gerade
durch diese Kargheit und Allgemeinheit in ihren Grundlagen fiir die
Physik so anwendungsfithig erweist, ebenso soll es die Mechanik thun
— dazu wird es aber néthig sein die Mechanik #@hnlich streng aufzu-
bauen wie die Mathematik. In der That kommt auch die Mechanik
einer mathematischen Disciplin sehr nahe und wird von Mathematikern
mit Vorliebe als solche gehandhabt.

Finen Binwand kénnen wir hier besprechen, der unserer Auf-
fassung und Formulirung der Mechanik entgegengehalten werden kann.
Man kann sagen, es entspricht der geschichtlichen Entwickelung der
Wissenschaft, auf die wir hier selbst immer so grosses Gewicht legen,
die Mechanik als die Bewegungslehre der ponderabeln Materie zu
definiren. Da aber die Entwickelung der Wissenschaft zu der sehr
wohl begriindeten Auffassung von der atomistischen Constitution der
ponderabeln Materie gefithrt hat, so wird man der Aufnahme dieser
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Hypothese — in unserer Terminologie — in die Mechanik nicht
widerstreiten diirfen. Wenn thatsiichlich die Materie atomistisch con-
stituirt ist, dann wird jede systematische Behandlung, in der diese
Materie eine Rolle spielt, auch jener Hypothese Rechnung tragen
miissen, d. h. diese Hypothese in ihre Grundlagen aufzunehmen haben.')

Diesem Binwand kann formell, wie materiell begegnet werden.
Formell dadurch, dass unser systematischer Aufbau der Mechanik ja
so allgemein gehalten werden soll, dass er an jeder Stelle eine Spe-
cialisirang auf die atomistische Constitution der Materie zuliisst. Ma-
teriell dadurch, dass die bisherige Entwickelung der Mechanik einen
materiellen Nachtheil durch Ausschluss jenes hypothetischen Elementes
noch nicht aufgedeckt hat. Wir werden daraus schliessen miissen,
dass die atomistische Constitution der Materie, so werthvoll sie sich
zur Aufdeckung specieller physikalischer und chemischer Erscheinungs-
classen erwiesen hat, fiir grosse andere Giebiete — und dazu gehoren
die allgemeinen Bewegungserscheinungen der ponderabeln Materie, als
giinzlich unwesentlich bezeichnet werden muss.

Indem wir an dieser Stelle den Begriff des Wesentlichen®) gegen-
itber dem Begriff des Vollstindigen hervorkehren, stellen wir uns
damit unter Anderem in Gegensatz zu gewissen Theilen der bekannten
Kirchhoff’schen Definition der Mechanik: ,Die Mechanik ist die
Wissenschaft von der Bewegung; als ihre Aufgabe bezeichnen wir:
die in der Natur vor sich gehenden Bewegungen vollstindig und auf
die einfachste Weise zu beschreiben Indem wir auf das Vollstiindige
zu Gunsten des Wesentlichen verzichten, haben wir nichts anderes
gethan, als eine fiir den systematischen Aufbau der Physik so wichtige
formelle Mechanik hervorgehoben gegeniiber einer in keiner Beziehung
zum systematischen Aufbau der Physik stehenden materiellen Me-
chanik. Der Vorzug unserer Auffassung besteht darin, dass sie dem
realen Betriebe der Wissenschaft entspricht und jedenfalls logisch in
sich befriedigt, withrend die Kirchhoff'sche Vollstiindigkeit von vorne-
herein wegen des grossen Abstandes zwischen Ziel und Erreichtem
nicht bloss logisch sondern auch materiell unbefriedigt lassen muss.

1) In den Vorlesungen von L. Boltzmann iiber die Principe der Me-
chanik* 1. Theil Leipzig 1807 wird die atomistische Constitution der Materie
der Mechanik zu Grunde gelegt.

2) Diese Betonung des Wesentlichen gegentiber dem Vollstiindigen findet
man bei mir zum ersten Mal 1892 in dem Aufsatz:  Ueber Gesetze und Auf-
gaben der Nafurwissenschaften, insbesondere der Physik in formaler Hinsicht,*
Siehe das Titelverzeichniss § 19,




§ 19. Literatur-Verzeichniss zur Theorie der physikalischen Erkenntniss. 45
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§ 19. Literatur-Verzeichniss zur Theorie der physikalischen
Erkenntniss,

J. Newton: Philosophiae naturalis principin mathematica 1. Auflage 1687,
1. Auflage 1718, 1IL Auflage 1726, — Der Vergleich der drei Ausgaben,
welche gewisse charakteristische Unterschiede aufweisen, ist nicht ohne
Interesse.

H. von Helmholtz: Vortriige und Reden. Vierte Auflage. Braunschweig
1896,

— — Vorlesungen iiber theoretische Physik, Bd. I Abtheilung 1: Die all-
gemeinen Grundlagen der physikalischen Wissenschaften, herausgegeben
von A, Kénig — bis jetzt nur angekiindigt, ihr Inhalt mir unbekannt.
Jedenfalls zeigt die Thatsache der Existenz dieser Vorlesung ebenso wie
die erkenntnisstheoretische Einleitung in die Prineipien der Mechanik bei
Hertz das gegenwitrtig vorliegende Bediirfniss auf, in Physik und Mechanik
mit erkenntnisstheoretischen Auseinandersetzungen zu beginnen,

Cl. Maxwell. Scientific Papers. 1890,

Man vergleiche die werthvollen Anmerkungen zu einigen dieser Abhand-

lungen von L. Boltzmann in Ostwald's Klassikern Nro. 69 u. 102,

B, Mach. Die Mechanik in ihrer Entwickelung historisch kritisch dargestellt,
Dritte Auflage Lpz 1807,

— — Beitrlige zur Analyse der Empfindungen. Jena 1880,

— — Populiir-Wissenschaftliche Vorlesungen. Zweite Auflage. Lpz 1807,

— — Die Principien der Witrmelehre historisch kritisch dargestellt. Lpz. 1806,

H. Hertz Die Principien der Mechanik in neuem Zusammenhang dargestellt,
Lpz. 1804. Erkenntnisstheoretische Einleitung 8. 1-—49.

.. Boltzmann: Zahlreiche, leider noch nicht gesammelt erschienene Aufsiitze,
Ich hebe hervor:

— — Der zweite Hauptsatz der mechanischen Wiirmetheorie 1886. Almanach
der Wiener Akademie 36.

— — Ueber die Methoden der theoretischen Physik 1892, Katalog mathe-
matischer und mathematisch - physikalischer Modelle, Apparate und In-

*  strumente. Miinchen,

— — Ueber die Unentbehrlichkeit der Atomistik in der Naturwissenschaft,
Wiener Sitzungsberichte 1806,

— — Uegber die Frage nach der objectiven Existenz der Vorgiinge in der un-
belebten Natur, Wiener Sitzungsberichte 1897

W. Ostwald. Lehrbuch der allgemeinen Chemie,

— — Elektrochemie, ihre Geschichte und Lehre. Lpz, 1896.

In Bezug auf das weiter unten zusammengestellte Titelverzeichniss meiner
eigenen bisherigen erkenntnisstheoretischen Arbeiten vom Jahre 1892 an seien
mir folgende Bemerkungen zur gegenwiirtigen Orientirung gestattet:

Die in den vorstehenden Abschnitten zum ersten Male in einem systema-
tischen Zusammenhang von mir niedergelegte Theorie einer physikalischen r-
kenntniss findet nach mancher Richtung hin eine Ergiinzung durch frithere Publi-
cationen. Ich will dabei nicht verschweigen, dass ich heute natiirlich nicht
mehr alle darin niedergelegten Auffassungen vertreten kann, Meine Anschauungen
haben sich eben auf Grund fortgesetzter Studien vertieft und entwickelt,



46 1. 4) Behandlung einiger allgem. erkenntnisstheoret. Fragen fiir die Physik,

Im Wesentlichen tragen die iilteren Arbeiten nach meinem heutigen Da-
fiirhalten noch zu stark die Tendenz der Objectivirung an sich (im Sinne des
§ 8 und des Vorworts). Sie sind daram nicht verfehlt oder unrichtig, aber sie
sind einseitig; sie betonen mit Vorzug die objective Seite der Sache, withrend
die Betonung der gleichzeitig nothwendigen Einnahme eines wechselseitig ob-
jectiven und subjectiven Standpunkts erst in den Arbeiten von 1897 an voll
zum Durchbruch kommt.

Aus der Zeitschrift | Himmel und Erde* Naturwissenschaftliche Monats-
schrift, heransgegeben von der Gesellschaft Uranin:

1892, Ueber Gesetze und Aufgaben der Naturwissenschaften, insbesondere der
Physik in formaler Hinsicht. IV, 441—461, Aufgenommen in die Samm-
lung populitrer Schriften, hrg, von der Gesellschaft Urania. Nro, 14.

1808, Maass und Messen. Eine historische Studie. V, 340—864, Ueber die
mechanische Naturanschauung. Eine erkenntnisstheoretische Studie. VI,
b7—1717.

1804, Ueber die Bedeutung des Studiums der Bodentemperaturen, Ein Beispiel
wissenschaftlicher Methodik. VI, 207—817. Aufgenommen in die Samm-
lung populiirer Schriften, hrg. von der Gesellschaft Urania. Nro. 26,

1806, Causalitiit und Naturwissenschaft, Eine erkenntnisstheoretische Studie,
VIII, 345—364.

Aus den Schriften der physikalisch-tkonomischen Gesellschaft zu Konigs-
berg i/Pr.:
1894. Hat die Physik Axiome? Erkenntnisstheoretische Studien iiber die Grund-
lagen der Physik. Sitzungsberichte 18—22,
Hermann von Helmholtz. Reden gehalten bei der Gediichtnissfeier am
7. Dez. 1894 von L. Hermann und P. Volkmann, Abhandlungen
S, 63—84.
1808, Ueber das Verhiiltniss von Denken und Sein in der naturwissenschaft-
lichen Erkenntnigs,
Ueber Newton's | Philosophine naturalis principia mathematica® und ihre
Bedeutung fiir die Gegenwart.

-
Aus Wiedemann's Annalen der Physik und Chemie:
1807, Ueber nothwendige und nicht nothwendige Verwerthung der Atomistik
in der Naturwissenschaft Bd. 61, 196—203,
1808, Ueber das Princip von der Gleichheit der Actio und Reactio bei Newton
Bd. 66, 781—1784.

Aus den Sitzungsberichten der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften
in Wien, Math. naturw. Classe:

1807, Ueber die Frage nach dem Verhiiltniss von Denken und Sein und ihre
Beantwortung durch die von der Naturwissenschaft nahegelegte Erkennt-
nisstheorie Bd. 106, Abth, II% 8. 1108—1117.

Endlich das bei B, G. Teubner in Leipzig erschienene Buch:

1896, Erkenntnisstheoretische Grundziige der Naturwissenschaften und ihre Be-
ziehungen zum Geistesleben der Gegenwart., XII 8, u. 181, S,




II. Die Grundlagen der Galilei-Newton'schen
Mechanik und ihre Consequenzen fiir die Mechanik
eines materiellen Punktes, beziehungsweise eines

Massenpunktes.

1) Die Grundlagen der Galilei'schen Mechanik und ihre
Consequenzen (Kinematik).

20, Gesichtspunkte, unter denen die Galilei'sche Mechanik in Hinblick
auf die Entwicklung der Wissenschaft zu behandeln ist. Der Gipfelpunkt liegt
in den Begriffen der Triigheit und Beschleunigung, :

21. Maass und Einheit der Zeit. Postulirung des Zeitbegriffs, 22, Manss
und Einheit des Raums. Postulirang des Raumbegriffs, 23. Ueber Orientirung
im Raum bei Bewegungsvorgiingen. Postulirung des Weltiithers als absolutes
Orientirungselement.

24, Der Galilei'sche Triigheitssatz und seine Consequenzen, 25, Binfithrung
des Begriffs einer Vectorgrisse, Beziehung auf verschiedene Coordinatensysteme.
26, Zusammensetzung und Zerlegung von Vectorgrissen, Prilcisirung der Regel
der Superposition,

27, Einfithrung der Begriffe der Strecke und des Wegelementes als Vector-
grosse, 28, Einfilhrung der Begriffe der Geschwindigkeit als Vectorgrisse. Be-
grifl’ des Stosses. 20, Einfilhrung des Begriffs der Beschleunigung als Vector-
grisse.

80, Theorie der Dimensionen der physikalischen Grossen. 31, Anwendung
der Galilei'schen Grundsiitze auf den freien Fall in der Nithe der Erdoberfliche,
82, Anwendung der Galilei'schen Grundsiitze auf den Wurf in der Nihe der
Erdoberfliiche,

2) Die Grundlagen der Newton'schen Mechanik (Kinetik).

88, Gesichtspunkte, unter denen die Newton'sche Mechanik in Hinblick
uuf die Entwickelung der Wissenschaft zu behandeln ist. Der Gipfelpunkt liegt
in dem Begriff der Magse. Satz von der Erhaltung der Magse,

84. Pritliminarien. Vorlitufige Definitionen von Newton und ihr Verhiilt-
niss zu einander. 85. Behandlung der ersten Newton’schen Definition, den
Magsenbegriff betreffend, im Besonderen. 86. Die drei Newton'schen Axiomata
sive Leges motus. Allgemeine orientirende Bewerkungen. Verhiiltniss zu den
Axiomen des Euklid,



48 1. 1) Die Grundlagen der Galilei'schen Mechanik und ihre Consequenzen,

87. Das Newton'sche Triigheitsprincip. 88. Das Newton’sche Actions-
princip. 89. Das Newton'sche Reactionsprincip und sein Verhilltniss zu den
beiden ersten Principen.

40. Untersuchung der Frage, ob Newton die Vorstellung der Druckkriifte
oder der Fernkriifte bevorzugt.

3) Anwendung der Newton’schen Grundsiitze auf die Be-
handlung freier Bewegungen eines Massenpunktes.

41. Anwendung der Newton'schen Grundsiitze auf den Vorgang des un-
elastischen Stosses zweier Massen,

42, Anwendung der Newton’schen Grundsiitze auf das Zweikrperproblem
der Newton'schen Gravitation, 48. Die drei Integrationsmethoden der Mechanik:
Schwerpunktssatz, Fliichensatz, Satz von der lebendigen Kraft — angewandt auf
das Zweikdrperproblem. 44. Discussion und Bestimmung der Bahneurven der
Planeten als Ellipsen. Einfithrung der excentrischen Anomalie. Ableitung der
Umlaufszeit der Planeten,

46, Riickblick auf die Kepler'schen Regeln und Herleitung des Newton'-
schen Gravitationsgesetzes daraus. 46. Die Gravitationsconstante nach Dimen-
gion und Grosse. Der Massenbegriff der praktischen Astronomie. Theoretische
Moglichkeit eine Massen- und eine Zeit-Einheit aus dem Gravitationsgesetz ab-
zuleiten.

4) Anwendung der Newton’schen Grundsiitze auf die Be-
handlung bedingter Bewegungen eines Massenpunktes.
47. Zuriickfiihrung der bedingten Bewegung auf die freie, durch Einfithrung
einer aus den Bedingungen bestimmbaren Hiilfskeaft. 48 BEinfithrung und Be-
griff der Centripetalkraft und der Centrifugalkraft (Huygens). 49, Theorie des
mathematischen Pendels,

II. 1) Die Grundlagen der Galilei'schen Mechanik und ihre
Consequenzen (Kinematik).

§ 20. desichtspunkte, unter denen die Galilei’sche Mechanik in

Hinblick auf die Entwickelung der Wissenschaft 2zu behandeln

ist. Der Gipfelpunkt liegt in den Begriffen der Triigheit und
Beschleunigung.

Der folgende Abschnitt enthiilt nicht eine Darstellung der Galilei™
gchen Mechanik in dem Sinne, dass sie Wort fiilr Wort in den Werken
Galilei’s Belege finden liesse, aber in dem Sinne, dass sie einer con-
sequenten Durchbildung und Ausbildung der Ideen enspricht, zu denen
gsich Galilei wenigstens theilweise im Verlauf seiner wissenschaft-
lichen Forschung hindurchgerungen hat.




§ 20, Gesichtspunkte fiir die Behandlung der Galilei'schen Mechanik. 49

Die Darstellung der Unvollkommenheiten des Gialilei’schen Systems
zu Zeiten Galilei's selbst hiitte hier keinen Zweck. Diese Unvoll-
kommenheiten kionnen fibrigens der Bedeutung der Galilei’schen
Forschung filr uns und fiir die Entwickelung der daran kniipfenden
Wissenschaft nicht den geringsten Abbruch thun.

Wir werden den Gipfelpunkt der Galilei’schen Mechanik
— in dem vorhin priicisirten Sinne des Wortes — zu sehen haben:
in dem Galilei’schen Triigheitssatz und in dem daraus
fliessenden Begriff der Beschleunigung.

Die Consequenzen der Galilei’schen Mechanik umfassen das,
was man heute als Kinematik zu bezeichnen pflegt. Die Kinematik
erweitert das mathematische System der Geometrie, welches durch
den Begriff des Raumes beherrscht wird, durch den Begriff der Zeit
und bedarf ausser diesen Begriffen des Raumes und der Zeit noch
des Begriffes des materiellen Punktes, wobei das Materielle eigentlich
nur als sinnlich wahrnehmbare Marke gebraucht wird.

Mathematisch betrachtet wird die Kinematik hiiufig ohne Be-
ziehung zur Wirklichkeit und zur Erfahrung dargestellt als eine Geo-
metrie der Bewegung, und sie lisst sich natiirlich auch so darstellen.
Aber die Physik fordert nach mancher Richtung eine naturwissen-
schaftliche Rechtfertigung des Systems der Kinematik, und diese Recht-
fertigung kann nur in einer Beziehung zur Wirklichkeit und zur
Erfahrung liegen. Wir werden daher schon die Grundbegriffe der
Kinematik in Beziehung zu dem physikalischen System der Wirklich-
keit zu setzen haben.

Der Galilei’schen Mechanik fremd ist der Begriff der Masse,
diesen fiihrt erst die Newton’sche Mechanik in seiner vollen Trag-
weite ein. Die Liicke, die damif die Galilei’sche Mechanik enthiilt,
wird bereits filhlbar, wenn wir darangehen, Grundeinheiten der Zeit
und des Raumes zu priicisiven, auf die ganz streng genommen die
Galilei’sche Mechanik zu beziehen wiire.

Newton hat in erster Linie dazu beigetragen, die Galilei’sche
Mechanik in sich consequent auszugestalten; hierhin méchte ich einen
Theil der im Anschluss an seine Definitionen, mit denen er seine
Principien beginnt, unter der Ueberschrift ,Scholium* gegebenen Aus-
einandersetzungen rechnen iiber: Tempus absolutum vel relativum,
Spatium absolutum vel relativam, Locus absolutus vel relativus, Motus
absolutus vel relativus (8. 612 der Thomson’schen Ausgabe der
Principia).

Wir wollen hier gleich mit einigen Erirterungen iiber Zeit, Raum,

Yolkmann, Theoretische Physik. 4



H0 I 1) Die Grundlagen der Galilei'schen Mechanik und ihre Consequenzen.

Bewegung beginnen. Die Erdrterungen iiber Zeit und Raum von
Kant als Anschauungsformen a priori sind fiir uns unfruchtbar, damit
soll iiber den Werth oder Unwerth dieser Speculationen fiir andere
Fragen nichts gesagt sein. Fiir uns stehen Fragen wie die im Vorder-
grund, worauf denn unsere Zeit- und Raummessungen beruhen, und
wie wir uns denn fiberhaupt in Bezug auf Zeit und Raum orientiren.

§ 21. Maass und Einheit der Zeit. Postulirung des Zeitbegriffs.

Alle unsere Zeitmessungen sind nur relativ; es handelt sich bei
ihnen um den zeitlichen Abstand eines Kreignisses oder Vorganges
von einem anderen etwa beliebig zu withlenden Ereigniss oder Vorgang.

Fiir gewthnliche Zeitmessungen werden unsere Pendel- und
Taschenuhren gentigen. Solche Zeitmessungen beruhen auf der Her-
stellung congruenter, mechanischer Bewegungsvorgiinge, die entweder
mit Hillfe der Schwerkraft auf ein im Iallen gehemmtes Gewicht oder
mit Hiilfe der elastischen Kraft einer gespannten Feder in Gang er-
halten werden.

Die Wissenschaft erfordert unter Umstiinden sehr genaue Zeit-
messungen in priicisirten Hinheiten (Secunden), die wir in villiger
Gleichheit auf technischem Wege durch unsere Pendel- und Taschen-
uhren niemals ganz genau, nur niherungsweise genau herstellen
kionnen, die wir daher durch Beziechung auf Bewegungsvorgiinge in
der Natur controliren und als einer ganz genauen Priicisirung miglich
postuliren miissen.

Die Rotation der Erde um ihre Axe (Fixsterntag), die Rotation
der Erde um die Sonne (Siderische Umlaufszeit) sind Zeitabschnitte,
filr welche wir in der Wissenschaft thatsiichlich innerhalb eines Zeit-
raums von Jahrzehnten genaue Gleichheit annehmen. Wiihlen wir
aber diesen Zeitraum grisser, dann treten wissenschaftliche Fragen
auf, welche diese Annahme als im Widerspruch stehend mit thatsiich-
lichen Vorgiingen im Universum ergeben.

Die Erde unterliegt siicularen Abkithlungen, die in Folge der
dadurch bedingten Contraction des Volumens im Sinne einer be-
schleunigten Rotation wirken miissen — andererseits wirken die durch
Mond und Sonne hervorgerufenen Fluthwellen im Sinne einer ver-
zogerten Rotation. Es lisst sich ohne Weiteres nicht iibersehen,
welches Moment iiberwiegt, und es entstehen so sehr schwierige
Fragen nach der Constanz der Secunde in Stern- und Sonnenzeit., —
Weiter: Das siderische Jahr ist in seiner Constanz bedingt durch die




§ 21. Maass und Einheit der Zeit. Postulirung des Zeithegriffs. hl

Constanz der Sonnenmasse. Wenn aber bestiindig fremde '.H:Ieteor—
massen auf die Sonne stiirzen, dann wird die Sonnenmasse vergrissert,
und dadurch wiirde eine beschleunigte Umlaufszeit der Erde um die
Sonne bedingt sein.

Es sind sehr tiefgehende, sehr schwierige Untersuchungen, welche
die Frage nach der Veriinderlichkeit der Secunde zu beantworten
suchen. Sie berithren die Fundamente der Astronomie und sind von
Laplace, Delauny und Adams wesentlich gefordert.') Ihnen liegt
das Postulat zu Grunde, dass es eine absolut gleichformig dahin
fliessende Zeit giebt, die aus astronomischen Beobachtungen und
Messungen in Verbindung mit verwickelten Rechnungen construirt
werden kann, und auf welche bezogen unsere anderen physikalischen
Postulate und Naturgesetze die denkbar einfachste Formulirung zu-
lassen, .

Ebenso wie auf diese Weise eine, tiber das gegenwiirtige wissen-
schaftliche Bediirfniss hinausgehende, sehr priicisirte Construction einer
Zeiteinheit aus Bewegungsvorgiingen wiithrend Jahrtausenden nur durch
eine gegenseitige Bezichung verschiedener astronomischer Resultate
aufeinander erschlossen werden konnte, so kann auch der Nachweis
der Existenz einer unabhiingig von allen Bewegungsvorgiingen der
Natur, absolut gleichférmig dahin fliessenden Zeit nicht ohne weitere
Aufstellung anderer Postulate hingestellt werden.

Darauf beruht der rein systematische Werth eines Postulates fiir
ein wissenschaftliches System, dass die Unmoglichkeit einer praktischen
Isolirung gewisser Realinhalte, beziehungsweise Thatsachen ersetzt
wird durch die Nothigung zu einer logischen Isolirung gewisser Ideal-
inhalte, beziehungsweise Begriffe. Wenn die Erscheinungen und Vor-
giinge, auf denen unsere Postulate beruhen, stets nur in einer gewissen
Beziehung zu einander in der Wirklichkeit auftreten, dann miissen
wir fiir die Begriffe, die wir in diese Erscheinungen und Vorginge
hineinlegen, in erster Linie eine logische Unabhiingigkeit d. h. die
Moglichkeit einer logischen Isolirung fordern.

Das erscheint als der einzige Weg, um uns in dem Labyrinth
der Erscheinungswelt sowohl vorliufig wie auch davernd immer
weiter zu orientiren, um ein System aufzufithren. Der Grundsatz der
riickwirkenden Sicherung und Verfestigung ist in seiner Anwendung
der einzige, der uns Vertrauen in die Festigkeit und Sicherheit eines
unter so schwierigen Bedingungen aufzufiihrenden Systems geben kann.

1) cf. Thomson and T ait. Natural philosophy Art. 830,
4'
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§ 22. Maass und Einheit des Raumes. Postulirung des Raumbegriffs.

Wir denken zuniichst an relative Raummessungen: Abstand zweier
Punkte, Ausmessung einer begrenzten Fliche oder eines begrenzten
Raumes.

Fiir gewhnliche Raummessungen geniigen unsere Maassstiibe oder
Winkelmess - Instrumente.  Solche Raummessungen beruhen auf der
Vornahme riinmlicher Congruenzen durch Deckung und Vergleich.

Die Wissenschaft erfordert aber unter Umstiinden sehr genane
Raummessungen in priicisirten Einheiten (Meter), die wir in villiger
Gleichheit auf technischem Wege durch unsere Normal-Maassstibe
niemals ganz genau, nur niherungsweise genau herstellen konnen;
wir kénnen auch ihren Vergleich immer nur bis zu einer gewissen
Grenze genau durchfithren., Unter diesen Umstiinden miissen wir eine
logisch priicisirte, unveriinderliche Einheit der Liinge postuliren,

Wie man bei der Zugrundelegung des Zeitmaasses schon frithe
auf terrestrische Verhiiltnisse zurlickgegangen ist, so hat man zu Zeiten
der franzisischen Revolution in der Begriindung einer Liingeneinheit
auch darauf zuriickgehen zu miissen geglaubt und den Meter als
Yiooooooo des Erdquadranten definirt, Man hat dabei die Gleichheit
aller HErdquadranten und .ihre Unveriinderlichkeit vorausgesetzt —
alles Voraussetzungen, welche sich als unzutreffend ergeben haben.
Man geht darum heute in der Definition des Meters nicht mehr anf
den Erdquadranten zuriick, sondern definirt Meter als die Liinge eines
bei Paris (im bureau international des poids et des mesures) auf-
bewahrten und in verschiedenen Copien in den Culturlindern ver-
breiteten Platin-Iridium-Stabes.

Aber man kann die Frage nach der Garantie aufwerfen, welche
die Unveriinderlichkeit der Liinge dieser Stiibe bei genau vorgeschriebenen
Temperaturen gewiihrleistet. Hs sind die sogenannten Nachwirkungs-
erscheinungen bekannt, welche nicht blos im gew@hnlichen Sinn des
Wortes eine Abhiingigkeit der geometrischen Dimensionen von den
Temperaturverhiiltnissen, sondern auch eine solche bei gleicher Tem-
peratur von der physikalischen Vorgeschichte ergeben. Hier weist
die neuere Metronomik einige Fortschritte auf, indem sie in geschickter
Weise die Wellenlingen des Lichtes heranzieht und verwerthet.
In der That werden wir postuliren diirfen, dass unter gleichen
iinsseren Bedingungen die Wellenlinge einer homogenen Lichtsorte
und ihre Vielfachen zu allen Zeiten dieselben Liingen aufweisen
werden. :




§ 28. Orientirung im Raum, Postulirung des Weltiithers, h3

Aus den Einheiten der Linge leiten wir die der Fliche und des
Raumes ab.

Als Raum, in dem sich die physikalischen Erscheinungen der
Wirklichkeit abspielen, postuliren wir den durch unsere Sinne uns
nahegelegten ebenen Raum. Wir konnten im Sinme der Nicht-
Euklidischen Geometrie auch die Moglichkeit der Existenz anderer
Riiume als ebener in Erwiigung ziehen, etwa Riiume mit einem sehr
kleinen Kriimmungsmaass — im Sinne des Gauss’schen Ausdrucks.
Dazu hat bis jetzt aber die Wirklichkeit keine Veranlassung geboten,
einen solchen Raum hypothetisch in das wissenschaftliche System auf-
zunehmen.

Wenn auch auf den ersten Blick eine Postulirung des Raum-
begriffs weniger dringend als eine solche des Zeitbegriffs erscheinen
mag, so muss doch hier hervorgehoben werden, dass strenge genommen
beide Begriffe in gleicher Nothwendigkeit neben einander als Postulate
bestehen.

& 23. Orientirung im Raum bei Bewegungsvorgiingen. I’ostulimng
des Weltiithers als absolutes Orientirungselement.

Solange Objecte sinnlich gegeben sind, kann eine an ihnen vor-
zunehmende riiumliche Ausmessung eine vielleicht praktische aber
doch nicht begriffliche Schwierigkeit bereiten. Es giebt aber wissen-
schaftliche Fille, in denen die Objecte, in Bezug auf welche riium-
liche Aussagen zu machen sind, nur theilweise sinnlich gegeben sind
— Fille, in denen die Wissenschaft die Forderung nach absoluter
Orientirung d. h. nach einer Orientirang im sogenannten ,leeren Raum®
erheben muss.

Nehmen wir die frei im Raum schwebende Erde und den Fix-
sternhimmel. Rein sinnlich betrachtet wiire der Fall, dass die Erde
rotirt und der Fixsternhimmel ruht, gar nicht zu unterscheiden von
dem entgegengesetzten Fall, dass die Erde ruht und der Fixstern-
himmel rotirt; es konnen auch Erde und Fixsternhimmel — sinnlich
betrachtet — gleichzeitig rotiren, in welchem Falle die sinnliche
Wahrnehmung sich dann auf die Differenz der Rotationen beziehen
wiirde. Die Ausbildung des weiteren wissenschaftlichen Systems wird
hier zur Entscheidung der Frage heranzuziehen sein, und diese lehrt,
dass bei einer rotirenden Frde Centrifugalkriifte auftreten, die bei
einer ruhenden Erde fehlen, sie giebt Experimente an die Hand:
Benzenberg's Fallversuch, Fouecault’s Pendelversuch — Experi-
mente, welche darthun, dass die Voraussetzung einer ruhenden
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Erde die physikalische Systematik nur verwirren statt kliiren
wilrde,

Wogegen rotirt denn aber nun die Erde? Der Fixsternhimmel
erscheint nur als fest in Folge der grossen Entfernung der Fixsterne,
wir werden uns diese auch als in Bewegung befindlich vorstellen
miissen. Hier erhebt sich die Forderung nach einem iibersinnlichen
Orientirungselement, wir bezeichnen dieses als den Aether; wir legen
diesem hier keine anderen physikalischen Eigenschaften bei, als wir
gerade brauchen, Sollten sich solche in der Folge als nothwendig
herausstellen, so wird dann nichts im Wege stehen, sie einzufithren.

Ein anderes Beispiel: Das Ptolemiiische und das Koperni-
kanische Weltsystem. Rein sinnlich betrachtet erscheinen beide
als gleichberechtigt. Mag fiir die gréberen astronomischen Erschei-
nungen das Kopernikanische Weltsystem einfacher erscheinen, die
zwingende Nothigung zu diesem liegt in feineren astronomischen Er-
scheinungen, wie in der Aberration des Lichtes der Fixsterne und
vor Allem in der Geschlossenheit der Newton'schen Systematik. —
Auch hier erhebt sich die Forderung nach einem iibersinnlichen Orien-
tirungselement, dem Aether,

Die Einfithrung dieses hypothetischen Elements erweist sich fiir
die Physik noch weiter als fruchtbar, insofern neue Fragen aufge-
worfen werden, die zum Experiment anregen — moderne Unter-
suchungen wie die, ob der Aether zum Sonnensystem ruht oder
zu diesem eine selbststindige Bewegung hat? inwiefern der Aether
an der Bewegung der Erde um die Sonne innerbalb der Erde oder
auf ihrer Oberfliche Theil nimmt? — oder Untersuchungen wie die
iiber den Unterschied der Grundgleichungen der Elektrodynamik fiir
ruhende und bewegte Korper (Hertz).

§ 24. Der Galilei'sche Triigheitssatz und seine Consequenzen,

Wir haben schon einleitend bemerkt, dass die Kinematik ausser
den Begriffen der Zeit und des Raumes noch des Begriffs des ma-
teriellen Punktes bedarf. Indem wir uns des Ausdrucks ,materieller
Punkt bedienen, wollen wir damit sagen, dass es sich in der Kine-
matik nicht um ganz beliebig zu denkende Bewegungen etwa eines
geometrischen Punktes handelt, sondern nur um Bewegungen, die eine
Beziehung zur Wirklichkeit haben, wie solche eine naturwissenschaft-
liche Betrachtung fordert.

Diese Beziehung zur Wirklichkeit erfordert in erster Linie Stetig-
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keit des Weges, insofern ein materieller Punkt nicht an einer’ Stelle
des Raumes verschwinden und an einer endlich davon entfernten
anderen Stelle des Raumes wieder erscheinen kann. Diese Beziechung
zur Wirklichkeit giebt, niiher priicisirt, der Triigheitssatz,') dessen
ausfithrliche Besprechung einem spiiteren Capitel (§ 37) vorbehalten
bleiben muss, auf welchen wir aber zu einem Theil uns im voraus
schon jetzt beziehen miissen.

Dieser Triigheitssatz postulirt: Jeder Korper beharrt im Zu-
stand der Ruhe oder der gleichférmigen geradlinigen Be-
wegung, sofern er nicht iusseren Einwirkungen unterliegt,
die seinen Zustand findern.

In diesem Trigheitssatz liegt die Forderung enthalten, die zur
Beschreibung der Bewegungserscheinungen nothig erscheinenden Be-
wegungsbegriffe, als da sein werden: Weg, Geschwindigkeit, Beschleu-
nigung — soweit als moglich als Richtungsgrossen, als Vectoren zu
fassen, oder wenn wir unsere Bewegungen auf Coordinaten beziehen
wollen, ein geradliniges Coordinatensystem zn bevorzugen. Wir werden
weiter der mathematischen Einfachheit halber als solches ein recht-
winkliges Coordinatensystem wiihlen, obwohl physikalisch betrachtet
ein schiefwinkliges Coordinatensystem die gleiche innere Berech-

tigung hiitte.

& 2b. Einfiihrung des Begriffs einer Vectorgrisse. Beziehung auf
verschiedene Coordinatensysteme,

Wir definiren einen Vector als einen Werth, der nach Grisse
und Richtung gegeben ist, und stellen ihn in Gegensatz zu einem
Skalar — das ist ein Werth, der richtungslos nur nach Grésse ge-
geben ist, wie z B. die specifische Dichte der Korper.

Haben wir einen solchen Vector ¥V und denken wir unsg ihn in
ein rechtwinkliges Coordinatensystem eingezeichnet, so kinnen wir
ihn auf die Coordinatenaxen z, ¥, # projiciren. Wir bezeichnen diese
Projectionen mit ¥, ¥,, V. und nennen sie die Componenten des resul-
tirenden Vectors V. Wir kinnen dann schreiben:

Vo=V cos (V),
(1) Vy =V cos (Vy),
V.= Vecos(Vz),

1) Wir kinnten ung hier auch anf die Formulirung des Grundgesetzes von
Hertz beziehen: Jedes freie System beharrt in seinem Zustand der Ruhe oder
der gleichformigen Bewegung in einer geradesten Bahn'; of. Hertz, Principien
der Mechanik S. 162
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@) VAV TE=T, i i e
Vv |4 v
(3) cos (V&) = ~;, cos (Vy) = 37, cos(Va)= 1

Projiciren oder zerlegen wir den Vector ¥ nach einer anderen
Richtung & so folgt aus:

cos (VE) = cos (Vi) cos (Ez) - cos (Vy) cos (Ey) 4 cos( Vz) cos (£2),
4) Ve ==V cos (VE) = V, cos (Ex) + V, cos (Ey) + V. cos (E2).
Dieses Resultat lisst sich in die Worte fassen: Die Projection

eines Vectors ¥ auf eine beliebige Richtung ist gleich der Summe

der Projectionen der Vectorencomponenten V,, ¥,, V. auf dieselbe
Richtung.

Die Beziehung der Vectorcomponenten V,, V,, ¥, auf ein recht-
winkliges Coordinatensystem §, », ¢ fithrt so zu den Relationen:
Ve = Vi cos (xk) + V, cos (2%) + V; cos (xf),
(6) Vy == Vi cos (y&) + V, cos (yy) - Vi cos (y§),
V. = Vi cos (2£) + V, cos(2n) + V;cos(z§).
Bekannt aus der Theorie der Coordinatentransformation in der
analytischen Geometrie sind die Relationen:

cos® (2§) -+ cos® (yE) -+ cos® (s€) = 1,
(6) cos® (an) -+ cos* (yn) + cos* (a9) = 1,
cos? (28) + cos® (y§) -+ cos®(2§) == 1.
cos (#§) cos («n) - cos (y) cos (yn) 4 cos (2§) cos (ay) == 0,
() cos (@) cos (x§) + cos (yy) cos (y&) + cos (#7) cos (2§) == 0,
cos (2 §) cos (zE) - cos (y§) cos (y&) 4 cos (#£) cos (2E) = 0.
Unter Riicksicht auf diese Relationen folgt:
(8) Va4V 4+ Vi=Vi4 V.2 4 V2
Damit ist, wie sich ja eigentlich von selbst versteht, die Unab-
hiingigkeit der Vectorgrisse vom Coordinatensystem und damit die
Freibeit der Wahl des Coordinatensystems erwiesen. Das Coordinaten-

system erscheint iiberhaupt bei dem Rechnen mit Vectorgrissen als
fremdes Beiwerk,

§ 26. Zusammensetzung und Zerlegung von Vectorgrossen. Priici-
sirung der Regel der Superposition.

Liegen gleichzeitig mehrere Vectoren vor, welche auf denselben
materiellen Punkt Beziehung haben:



§ 26. Zusammensetzung und Zerlegung von Vectorgrissen. B

Vi VT,

und handelt es sich darum, durch eine Rechnungsoperation diese
Vectorgrossen zusammenzusetzen, so nehmen wir fiir diese Rechnungs-
operation als Grundsatz die Regel der Superposition in Anspruch.
Durch die Anwendung dieser Regel findet unsere Definition der Vector-
grosse ihre Vertiefung; gleichzeitig tritt uns hier zum ersten Mal die
Regel der Superposition (§ 12) in ihrer mathematischen
Priicisirung entgegen. Diese Regel besagt, dass wir bei Beziehung
auf dasselbe Coordinatensystem xyz zuerst die Componenten der ein-
zelnen Vectorgrossen bilden:

Uy g Uy Uy,
Vgx ”25« Vg
Uni Vny Vns

dann die Componenten nach derselben Richtung addiren, also bilden:
(1) Zgg == Vyy Zpy=V,, Zv,, =V,

Es ist dann der resultirende Vector nach Grosse und Richtung
wieder gegeben durch:

(2) VeV Ve + 7, Vit Vi= Vé:_vn-r’ ot 2, y*__F_)_jE;._“ )
v V P

V: z‘,nl‘ ’r Vy ny ’r ) ns
(3) OOH(V.‘I)E--V-= & ,GOS(I y)...-—_V =—PT_ cog(] z)=_"_f_=_,i.!.._.

Umgekehrt kann man jeden gegebenen Vector P nach diesem
Rechnungsschema in beliebige Theile vy, vy ... v, zerlegen, eine Zer-
legung, welche sich als besonders fruchtbar erweist, wenn die Theil:
vectoren eine Beziehung zu Thatsachen haben, die in der Wirklichkeit
gegeben vorliegen.

Es muss hier zum Schluss noch einmal hervorgehoben werden,
dass die Beziehung der Vectorgrossen auf ein Coordinatensystem ein
fremdes Blement in die Betrachtung hineintriigt, das unter Umstiinden
sweckmiissig sein kann, wieder auszuscheiden. Aus diesem Grunde
wird es sich empfehlen, die Bedeutung des Rechnungsschemas fiir
Vectorgrissen ohne Beziehung auf ein Coordinatensystem geometrisch
anschaulich klar zu machen.

Wir finden eine solche geometrische Veranschaulichung in der
Regel, dass wir die zusammenzusetzenden Vectoren nach einander nach
Richtung und Grésse uns riumlich aufgetragen denken, d. h. in den
Endpunkt des einen Vectors den Anfangspunkt des niichsten Vectors
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legen; wir erhalten so ein offenes riilumliches Polygon, welches wir
in gleichem Sinne der Richtung der einzelnen Vectoren durchschreiten
kinnen — derart etwa, dass das Innere dieses Polygons immer zur
Linken liegt: Die Seite, welche dieses offene riiumliche Polygon
schliesst, ist dann nach Grésse und entgegengesetzter Richtung der
gesuchte resultirende Vector, den wir ndthigenfalls dann nur noch
parallel mit sich im Raum zu verschieben haben, derart, dass sein
Anfangspunkt mit dem urspriinglichen Ausgangspunkt zusammenfillt,
von dem aus wir das Polygon beschrieben haben.

Umgekehrt kénnen wir jeden gegebenen Vector dadurch in Theil-
vectoren zerlegen oder zerlegt denken, dass wir ihn als schliessende
Seite eines sonst beliebigen offenen riiumlichen Polygons darstellen.
So willkiirlich die Wahl dieses Polygons erscheint, so erfolgreich wird
sie sich fiir die Wissenschaft darstellen, wenn die Richtung der Seiten
dieses Polygons in Beziehung steht zu den Verhiiltnissen, die durch
die Wirklichkeit gegeben sind und erforscht sein wollen.

Der Satz vom Parallelogramm der Kriifte und seine Verallge-
meinerungen bilden das bekannteste Beispiel fiir das hier vorgetragene
Schema der Zerlegung und Zusammensetzung von Vectorgrissen.

Wir erinnern hier an das frither § 12 gelegentlich der Besprechung
der Regel der Isolation und Superposition Beigebrachte. Die in der
Natur uns entgegentretenden Erscheinungen stellen sich in der Mehr-
zahl von Fillen nicht als einheitliche, einfache, sondern als zusammen-
gesetzte Krscheinungen dar. Es ist die Aufgabe der Naturforschung,
solche zusammengesetzte Frscheinungen in ihre naturgemiissen Be-
standtheile zu zerlegen und diese Bestandtheile einzeln fiir sich zu
erforschen. Divide et impera! — das ist der erste Grundsatz, mit
dem man an eine Analyse der Naturerscheinungen zu schreiten hat.
Der Satz von der Zerlegung und Zusammensetzung der Vectorgrissen
bietet fiir eine solche Analyse eines der vornehmlich in der Physik
gebrauchten Hiilfsmittel dar.

§ 27. Einfiihrung des Begriffs der Strecke und des Wegelements
als Vectorgrosse.

So fremd und inhaltslos zuniichst das eingefiihrte Rechnungs-
schema der Vectorgriossen erscheinen mag, so fundamental wird es
sich fiir die weiteren kinematischen und physikalischen Betrachtungen
ergeben, wenn wir jetzt dazu iibergehen, die Begriffe des Wegelementes,
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{
der Geschwindigkeit und Beschleunigung eines materiellen Punktes
als Vectorgrissen zu definiren und zu erlintern.

Nehmen wir zuniichst den Begriff des Wegelementes.

Fine geradlinige endliche Wegstrecke ist ein Vector, denn sie
hat Richtung und Grisse. Jedes endliche Stilck derselben, sowie die
ganze Strecke s — s, konnen wir nach den Coordinaten zerlegen und
erhalten als Componenten von s — s,, wenn wir die Richtungswinkel
der Strecke gegen z,y, # mit @, f,  bezeichnen:

(1) & — x,==(8 — 8,) cOS ety Y — Yo=(5—8,) CO8 P, 2 — g,=(8 —§,) cos .

Ist die Wegstrecke nicht gerade, sondern krummlinig, so miissen
wir uns auf ein Wegelement beschriinken, welches wir so klein
wiihlen, dass wir die Vectorbetrachtungen unmittelbar darauf iiber-
tragen kionnen. Wir bezeichnen ein solches geradliniges Wegelement
mit s und sprechen von seinen Componenten:

(2) Az = dscose, Ay=Adscosf, Az == 45 co8y.
Es ist dann wieder:

®) VAR F Ay 45 = ds

die Grosse des Wegelementes und es sind:

da Ay

4) 25 = Ccose, —% = cosf, f’i——*cuay

s

die Richtungscosinus des Wegelementes gegen z, y, 2.

Ist die Wegstrecke nicht blos krummlinig, sondern enthiilt sie
an einzelnen Stellen auch Ecken, dann werden wir unsere Wegelemente
so withlen, dass immer nur ihr Anfangspunkt oder ihr Endpunkt in
eine solche Fcke fillt. Wihrend der Curvenzug des Weges in diesem
Fall noch immer continuirlich bleibt, erleidet die Richtung des Weg-
elementes in einer solchen Kcke eine sprunghafte, unstetige Aenderung.
In jedem Fall kénnen wir das Wegelement als eine, endlichen Strecken
gegenilber, unendlich kleine Grésse erster Ordnung fassen.

Was die Bedeutung der Zusammensetzung von Wegstrecken be-
trifft, so konnen wir damit etwa folgende Vorstellung verbinden: Ein
materieller Punkt bewege sich auf einer starren Oberfliiche, diese
Oberfliche bewege sich in einem begrenzten Raum, der eine Orien-
tirung in sich zuliisst; dieser Raum bewege sich in einem weiteren,
den ersten Raum umschliessenden Raum. Die resultirende Wegstrecke
ist dann die Strecke, welche der materielle Punkt in dem #ussersten

fRaum wirklich zuriicklegt.



60 1. 1) Die Grundlagen der Galilei'schen Mechanik und ihre Consequenzen, '

§ 28, Binfiihrung des Begriffs der Geschwindigkeit als Vectorgrosse.
Begriff des Stosses.

Wir kommen nun zn dem Begriff der Geschwindigkeit —
priicisirt ausgedriickt — zn dem Begriff der momentanen Ge-
schwindigkeit eines materiellen Punktes.

Wir setzen das geradlinige Wegelement s eines materiellen
Punktes in Bezichung zu dem Zeitelement ¢, in dem der materielle
Punkt das Wegelement s mriicklegt und definiren die Geschwindig-
keit des materiellen Punktes als eine Vectorgrésse, deren Compo-

nenten sind:

Lim 2% dx :T._?:_ ", ds A o
g ari ot adn ?

Ay dy ds
(1) Lim 28 ™ 35 = ar o8B,

Ilmﬂ d‘_'._ snudy Y
e, Sl ¢ ey r oo 4

Erhalten wir die Werthe Au/4t, 4y/4t, 424t unabhiingig von
der Grosse der gewiihlten Elemente 4z, 4y, 4z, At, so sprechen
wir von einer gleichformigen Bewegung, beziehungsweise von einer
gleichformigen Geschwindigkeit in gerader Linie. In diesem Fall ist
es nicht nothig, die durch das Zeichen Lim. angedeutete Grenz-
betrachtung anzustellen,

Erweisen sich dagegen die Werthe dwx/dt, Ay/dt, Az/4t von
der Grosse der gewiihlten Elemente A, 4y, 42, At abhiingig,
dann sprechen wir von einer ungleichformigen Bewegung, einer un-
gleichformigen Geschwindigkeit, die im allgemeinen Fall auch ihre
Richtung von Ort zu Ort wechseln wird. In diesem Falle ist es
nithig, die durch das Zeichen Lim. angedeutete Grenzbetrachtung an
zustellen, und sie filhrt in jedem Falle fiir jede Stelle der Bahn
zu bestimmten Werthen, die wir oben mit da/dt, dy/dt, de/dt be-
zeichnet haben,

Wir bezeichnen diese Grissen:

d:.r: ds dy ds ds ds
(2) 4=y =G5 008, v=gp=77008f, w=r=cyoosy

als Componenten der Geschwindigkeif, und ihre Resultante:
(d d
(3) | ot 4 V dx) + (d:) =3

als Geschwindigkeit, und die Richtungscosinus:
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VU 4 o*  w' = ::: = cos «,
4) o/Vut + o + w = ':,:: = cos f3,

WYl + v* 4 0w = :f,i = C08

als die Richtungscosinus der Geschwindigkeit.

Wir erkennen:'Im Gegensatz zu dem Begriff des Wegelementes,
welches wir als eine kleine Vectorgrésse erster Ordnung einfiibrten,
stellt sich der Begriff der Geschwindigkeit als eine im Allgemeinen
endliche Vectorgrisse dar. Die Richtung der Geschwindigkeit eines
materiellen Punktes wird bei der priicisirten Definition der Ge-
schwindigkeit identisch mit der Richtung des Wegelementes. Ebenso
wie die Wegrichtung sprunghafte, unstetige Aenderungen erfahren
kann, wird also auch die Geschwindigkeitsrichtung sprunghafte, un-
stetige Aenderungen erfahren konnen, und werden diese mit jenen
identisch sein,

Wir werfen nun die Frage auf, ob vielleicht auch die Geschwin-
digkeitsgrosse selbst sprunghafte, unstetige Aenderungen erfahren’
kann? Fiir die Vectorgrisse des Wegelementes hatte diese Frage
keine Bedeutung, denn das Wegelement war von vorneherein als eine
unendlich kleine Grisse erster Ordnung gewiihlt; dagegen ist die
Vectorgrisse der Geschwindigkeit von uns als eine im Allgemeinen
endliche Grisse erkannt, fiir sie werden also Aenderungen von end-
licher Grisse denkbar sein. Wir verbinden mit der Erscheinung
solcher endlichen Geschwindigkeitsinderungen in der Bewegung eines
materiellen Punktes den Begriff und die Vorstellung des Stosses,
des Impulses.

Was die Bedeutung der Zusammensetzung von Geschwindigkeiten
betrifft, so verweisen wir auf das gelegentlich der Zusammensetzung
von Wegstrecken Gesagte. Die Betrachtungen lassen eine unmittel-
bare Uebertragung zu.

§ 29. Einfiihrung des Begriffs der Beschleunigung als Vectorgrisse.

Wir kommen zu dem Begriff der Beschleanigung eines mate-
riellen Punktes:

Bewegt sich ein materieller Punkt in geradliniger Richtung mit
gleichférmiger Geschwindigkeit, befolgt er also den Galilei’schen
Triigheitssatz, dann liegt kein Bediirfniss vor, einen neuen weiteren
Begriff einzufithren. Dieses Bediirfniss tritt erst auf, wenn wir die
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Bewegung eines materiellen Punktes mit ungleichformiger Geschwin-
digkeit in beliebiger Bahn zu analysiren haben,

Wir lassen uns dann von dem Gedanken leiten, die Grisse der
Abweichung vom Galilei’schen Triigheitssatz, von der geradlinigen
Bewegung mit gleichformiger Geschwindigkeit als Vector einzufithren
und diese als Beschleunigung zu definiren. Wir beziehen also die
Aenderungen der Geschwindigkeitscomponenten Au, 4v, 4w auf die
Zeit A1, in der jene stattfinden, und gehen, um bestimmte eindeutige
Werthe zu erhalten, die unabhiingig von der Wahl der Grisse des
Zeitelements ¢ sind, zur Grenze iiber; wir definiren so die Aus-

driicke:
TR AR T ali TiE (_,,,, . )_ o
i el i 7 (dt) dr \ae 2% T A

; . dv dv d (dy\ _d (ds 'y
(1) Lim G =G =g (@) =3 (o) = Gt
dw dw d (’.I_i __ '@ (ds s s AT
at ™ gt de m,) = (1‘:1‘ “"’“?’) N 1.2

als die Componenten der Beschleunigung des Punktes, die Grosse:

Lim

o =/ (' =V + o+

als die Beschleunigung des Punktes, die Richtungscosinus:

du d*x dv d*y dw d*z
3 WeeNtg S e a3
) i Rt : Al et

als die Richtungscosinus der Beschleunigung eines Punktes.

Wir entnehmen aus diesen Definitionen, deren Zweckmiissigkeit
fiir die Physik in der Beziehung zum Triigheitssatz liegt, die Folge,
dass die Beschleunigungsrichtung im Allgemeinen eine andere ist, als
die Weg- und Geschwindigkeitsrichtung; es beruht dies darauf, dass
die Richtungen des Weges und damit auch der Geschwindigkeit «, 8, y
im Allgemeinen von Ort zu Ort wechseln, also auch mit der Zeit
veriinderlich sein werden. Nur in dem speciellen Fall, dass «, g,
unabhiingig von der Zeit wiiren, konnten wir in:

d (ds d (ds d [ds
ar (ai cose), (at <os6)s (ar cos 9)
cos«, cos f3, cosy vor das Differentiationszeichen ziehen und schreiben:

d's d®s d's
cos & iy, CO8 B Co8y Iy

und nur in diesem ganz speciellen Falle wiire die Beschleunigung
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t
d*s/d#® und ihre Richtung identisch mit der Weg- und. Geschwindig-
keitsrichtung des materiellen Punktes. Abgesehen von diesem ganz
speciellen Fall hat @*s/dt* — wir kinnten diese Grisse Bahnbe-
schleunigung nennen — keine tiefere physikalische Bedeutung; es
wiire vor Allem keine Vectorgrisse, welche eine einfache Super-
position zuliesse.

Wir haben uns bei unseren bisherigen Festsetzungen von der
Beziehung zum Triigheitssatz leiten lassen; wir werden in einer solchen
Beziehung zum Triigheitssatz auch den tiefer liegenden Grund zn
sehen haben, weshalb wir die kinematischen Definitionen und Begriffe
mit der Einfithrung der zweiten Differentialquotienten der Coordinaten
nach der Zeit abbrechen und nicht etwa noch weiter die dritten
Differentinlquotienten der Coordinaten nach der Zeit einfithren. Wiirden
diese in der Mechanik eine Rolle spielen, dann wiirde dem Triigheits-
satze auch nicht die Stelle zukommen, die er thatsichlich in dem
System der Mechanik einnimmt, Die Thatsache, dass die dritten
Differentialquotienten der Coordinaten nach der Zeit keine Rolle in
der Mechanik spielen, ist eine von denen, welche eine riickwirkende
Sicherung und Biirgschaft fiir die Richtigkeit und Giiltigkeit des
Triigheitssatzes gewiihren, der als Postulat von uns eingefiihrt wurde.

§ 30, Theorie der Dimensionen der physikalischen Grdssen.

Wir haben nun schon eine ganze Reihe physikalischer Begriffe
eingefithrt: Liinge, Zeit, Weg, Geschwindigkeit, Beschleunigung. Wir
haben damit hinreichend Material gewonnen, um einige allgemeine
Betrachtungen ftiber physikalische Grossen ankniipfen zu knnen.

Wir unterscheiden zwischen Grundbegriffen und abgeleiteten
Begriffen. Linge und Zeit sind Grundbegriffe, insofern sie nicht
auf andere Begriffe zuriickgeleitet werden konnen. Geschwindigkeit
und Beschleunigung sind abgeleitete Begriffe, insofern sie auf die Be-
griffe der Liinge und der Zeit zuriickgefiihrt werden konnen. Um
iiber physikalische Grossen, welche sich auf Grundbegriffe beziehen,
Angaben zu machen, wird man fiir sie gewisse Einheiten — Grund-
einheiten genannt — festsetzen miissen, in denen man sie ausdriickt.
Um iiber physikalische Grissen, welche sich auf abgeleitete Begriffe
beziehen, Angaben zu machen, wird es nicht nithig sein, neue Ein-
heiten festzusetzen; man wird vielmehr auf die Einheiten der Grund-
begriffe, auf die Grundeinheiten zuriickgehen kinnen,
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Fiithren wir als Grundeinheit der Liinge ein gewisses Maass ein,
welches wir allgemein symbolisch mit 1 [/], im Speciellen z B. mit
L [em] d. h. ,Ein Centimeter bezeichnen knnen; fithren wir ferner
als Grundeinheit der Zeit ein gewisses Maass ein, welches wir all
gemein symbolisch mit 1 [¢], im Speciellen z B. mit 1 [sec] d. h.
HEine Secunde“ bezeichnen kénnen, so werden wir in derselben sym-
bolischen Bezeichnung als Einheiten der abgeleiteten Begriffe der
Geschwindigkeit und Beschleunigung schreiben kinnen:

allgemein 1 [I£ '], speciell 1 [em sec—'],
» TTOT " Ty L OS]

Der Vollstiindigkeit wegen mag hier gleich der weiteren KEnt-
wickelung der Vorlesung vorgegriffen und bemerkt werden, dass wir
spiiter, wenn wir den Begriff der Masse als Grundbegriff’ einfiihren,
anch fiir die Masse ein gewisses Grundmaass als Einheit einzufiihren
haben werden, welches wir allgemein symbolisch mit 1 [ [, im Spe-
ciellen z B. mit 1 [gr] d. h. ,Ein Gramm® bezeichnen kinnen. Dieser
Begriff der Masse wird in Verbindung mit den Begriffen der Liinge
und der Zeit ebenso abgeleitete Begriffe zu bilden gestatten, wie die
Begriffe der Linge und der Zeit schon fiir sich gestattet haben, die
abgeleiteten Begriffe der Geschwindigkeit und Beschleunigung uu
bilden,

Wir bezeichnen diese Symbole nach dem Vorgang von Fourier')
als Dimensionen der physikalischen Begriffe beziehungsweise
der physikalischen Grossen. Diese Bezeichnung ist wohl aus einer
Verallgemeinerung der geometrischen Bezeichnung entstanden, nach
der eine Linie ein eindimensionales, eine Fliiche ein zweidimensionales,
ein Korper ein dreidimensionales geometrisches Gebilde ist. In der
That werden wir eine Fliche in Quadratcentimetern — symbolisch
[em*] — und einen Raum in Cubikcentimetern — symbolisch [em? |
— ausdrilcken konnen, Die physikalischen Gebilde sind reicher aus-
gestattet als die geometrischen, insofern sie neben der Liingen-
dimension noch die Zeitdimension und die Massendimension enthalten
kinnen, und in den physikalischen Begriffen und Gleichungen die
mannigfaltigste Verbindung zwischen diesen heterogenen Dimensionen
moglich erscheint.

Jede physikalische Grisse besteht in dieser Weise, wenn sie voll-
stiindig hingeschrieben wird, aus einem Zahlenwerth und einem

1) Fourier, Théorie analytique de la chaleur. Cap. II. Section IX,
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Dimensionswerth. Der Zahlenwerth ist abhiingig von den zu !Grunde
gelegten Maasseinheiten, der Dimensionswerth giebt diese Manss-
einheiten nicht nur an, sondern giebt auch iiber Herkunft und Be-
ziehung des abgeleiteten Begriffs zu den Grundbegriffen Auskunft.
Diese Verbindung numerischer Angaben physikalischer Grissen mit
Dimensionswerthen hat den Vortheil, dass jeder Zweifel ither die zn
Grunde gelegten Maasseinheiten ausgeschlossen ist.

Auch rechnerisch gewiihrt die Beachtung der Dimensionen in-
sofern Vortheil, als jede physikalische Gleichung zu beiden Seiten
dieselben physikalischen Dimensionen bis auf die Exponenten genau
aufweisen muss. Man pflegt diese Forderung in dem Satze auszu-
sprechen: Jede physikalische Gleichung muss homogen sein. Es wird
sich bei umfangreichen physikalischen Rechnungen empfehlen, die zu
behandelnden physikalischen Gleichungen von Zeit zu Zeit auf ihre
Homogenitiit zu priifen; wo dieselbe fehlt, wissen wir dann, dass ein
Rechenfehler untergelanfen sein muss,

Einen weiteren Vortheil gewiihrt die Beachtung der Dimensionen
bei dem Uebergang von einem Maasssystem zu einem anderen. Haben
wir eine physikalische Grosse numerisch in bestimmten Maagseinheiten
m, I, t ausgedriickt etwa zu &[m*l’¢] und handelt es sich dieselbe
Girosse in anderen Maasseinheiten M, I, 7' auszudriicken, wobei zwischen
M, L, 7' und m, [, ¢ die Beziehungen bestehen mogen:

M=A4Am, L=Bl, I=201,

dann haben wir jede Grosse in dem zweiten Maasssystem ausgedriickt:
Z | M« L} T¢), wobei Z == z/A* B (* bedeutet. .

Sind die Exponenten des Dimensionswerthes «, b, ¢ Null, so haben
wir physikalisch einen reinen Zahlenwerth unabhiingig von allen zu
Grunde gelegten Maasseinheiten vor uns.

Wir haben so in den Dimensionen physikalisch ein fiir viele
Zwecke sehr bequemes, praktisches, technisches Hiilfsmittel geschaffen,
mehr werden wir in diesen Symbolen nicht zu sehen haben.

§ 31. Anwendung der Galilei’schen Grundsiitze auf den freien
Fall in der Niihe der Erdoberfliiche,

Die Gesetze des freien Falls sind zuerst von Galilei an der
Fallrinne studirt worden. Wir kniipfen an das Resultat, welches
Galilei unter anderen feststellte, dass von Anbeginn der Bewegung

an gerechnet die Fallriinme sich wie die Quadrate der Fallzeiten ver-
Volkmann, Theoretische Physik, b
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halten. Bezeichnen wir den in der Zeit ¢ lings der Fallrinne zuriick-
gelegten Weg mit s, so fand Galilei experimentell, dass

(1) 8 == at

ist, wo a eine an der Fallrinne niiher zu bestimmende Constante ist.
Diese Constante nimmt abgesehen von anderen in Betracht zu ziehenden
Factoren') mit der Neigung der Fallrinne gegen die Horizontale zu,
fir den freien Fall ist sie ein Maximum.

Die Richtigkeit dieses Beobachtungsresultates vorausgesetzt, finden
wir fiir die Geschwindigkeit und Beschleunigung des Falls lings der
Fallrinne nach unseren kinematischen Grundsiitzen:

@) 0= 9% = 2at, B= 5= 2a.

Die Beschleunigung liings der Fallrinne ergiebt sich also als eine
Constante.

Diese Aussage erweist sich auch zur Beschreibung der freien
Bewegungsvorgiinge in der Nithe der Erdoberfliche als die einfachste
und allumfassendste und damit als der naturgemiisse Ausgangspunkt
fir eine Theorie derselben. Sie enthilt unter Hinzuziehung der
Galilei'schen kinematischen Grundsiitze ebenso die Mittel, die Vor-
giinge des freien Falls wie die des Wurfs zu behandeln. Die Con-
stante bezeichnen wir in diesem Falle mit ¢ und nennen sie die Be-
schleunigung der Schwere; sie betriigt, wie aus Pendelbeobachtungen
besonders genau abgeleitet werden kann, gegen 10 | Meter/Secunde®.

Solange wir die Bewegung im leeren Raum vornehmen oder von
dem bei der Bewegung entstehenden Luftwiderstande absehen kinnen,
ist die Gestalt und Grisse des Korpers gleichgilltig; der Einfachheit
der mathematischen Beziehung wegen sprechen wir von der Bewegung
eines materiellen Punktes und seinen Coordinaten z,y,2 Die folgenden
Behandlungen bleiben aber auch filr die betreffenden Bewegungs-
erscheinungen im lufterfiillten Raum von Werth; die Erscheinung
wird dann eine zusammengesetzte. Die Behandlung einer zusammen-
gesetzten Erscheinung erfordert die Zerlegung in die naturgemiissen
Bestandtheile — und einen solchen Bestandtheil bildet die Bewegung
im luftleeren Raum.

Wir gehen nun von der Thatsache einer verticalen, constanten

1) Eine genaue Theorie der Galilei'schen Fallrinne nebst Angaben iiber
die dabei erreichbare Genauigkeit findet man von mir in der Zeitschrift fiir
physikalischen und chemischen Unterricht. VIL Jahrgang, 8, 161—166. 1804,
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Beschleunigung der Schwere ¢ aus und behandeln zuerst die Theorie
des verticalen freien Falls der Korper.

Wir rechnen die z- und y-Axe horizontal, die z-Axe positiv vertical
nach unten in der Richtung der Schwere, und haben dann:

i d*x d*y d'z
3) ax =0, . aye=(, oresg,
Eine erste Integration liefert:
dax dy dz
Pk TR S TNy ard LY

Beim verticalen freien Fall existiren keine anfiinglichen hori-
zontalen Geschwindigkeitscomponenten, daher bestimmen sich die In-
tegrationsconstanten ¢, == 0, ¢, == 0; rechnen wir weiter den Fall
von der Ruhelage aus, dann ist, wenn fiir { = O:de/dl = O ist, auch
¢y == 0,

Die weitere Integration der Gleichungen:

da dy ds
liefert nun:
e T T R

Die Bestimmung der hierbei auftretenden Integrationsconstanten
e/, ¢, ¢ folgt auch hier gleich Null, wenn wir den Coordinaten-
anfangspunkt == 0, y = 0, 2 =0 in die Anfangslage des Korpers
(materiellen Punktes) zur Zeit ¢ = 0 verlegen.

Das Resultat der theoretischen Behandlung des freien Falls ist
also, dass wir in den Gleichungen:

]

(H) ;in=y, . i:=v=yt, z=s=%t‘
die Gesetze des freien Falls zu sehen haben. Die Verbindung
der zweiten und dritten Gleichung gestattet die Elimination der Zeit
¢t und gewithrt das weitere bemerkenswerthe Fallgesetz
(6) % ge oder v= Vage.

9

§ 32. Anwendung der Galilei’schen Grundsiitze auf den Wurf in
der Niihe der Erdoberfliche.

Wir behandeln an zweiter Stelle die Theorie des Wurfs,
des Fluges der Geschosse. Wir rechnen wieder die 2- und

y-Axe horizontal, die z-Axe wollen wir hier einmal entgegengesetzt
b*
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der Richtung der Schwere vertical nach oben rechnen und haben

dann: :
d*z

d*m da*
(1) 2" G 0, -d—g = 0, dit = .

Eine erste Integration liefert:

dax d d
s | R‘%":cw a’%'=_9't+"11-

Hier existiren nun im Unterschied von dem verticalen freien
Fall anfiingliche horizontale Geschwindigkeitscomponenten, und es
werden daher hier im Allgemeinen die Integrationsconstanten ¢, ¢,, ¢
endliche Werthe haben. Hs sei die anfiingliche Geschwindigkeit v,
unter dem Winkel ¢ — der Elevation — gegen die Horizontale
geneigt; withlen wir nun die zz-Ebene so, dass in sie die anfiingliche
Geschwindigkeitsrichtung v, hineinfiillt, dann wird zur Zeit ¢ == 0

dw ay'" dz
AW ™C="C080 —F==g= 0, -
und allgemein zu einer beliebigen Zeit ¢:
; da d - d s
@ 53 Y =0, }i% = — gt 4 v, sin «.

Die weitere Integration liefert:

€y == ¥, 8in «
== ), CO8 &,

2e==votcoBe ¢y Y=, #=— ﬁg &+ votsine 4-¢'.

Legen wir, wie beim freien Fall, den Coordinatenanfangspunkt
# =0, y==0, 2=0in die Anfangslage des Korpers (des materiellen
Punktes) zur Zeit ¢==0, so bestimmen sich die Integrationsconstanten
¢y &, ¢ gleich Null und wir werden in den Gleichungen:

3) @ == v, cos «, §==0, #=— “:— t* 4 vt sin @

theoretisch alles das zu suchen haben, was sich itber den Wurf oder
Flug eines Korpers unter Wirkung der Schwere ohne Riicksicht auf
den Luftwiderstand aussagen lisst:

Die Gleichung y == 0 lehrt zuniichst, dass sich der Vorgang des
Wurfs oder Fluges in einer Ebene vollzieht, in der Ebene, welche
durch die anfiingliche Geschwindigkeitsrichtung und die Verticale ge-
geben ist. ;

Die Elimination yon ¢ aus den beiden anderen Gleichungen
liefert die Gleichung der Bahncurve, in welcher der Wurf oder Flug
vor sich geht:

. s=slange — 3 ot
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!

Das ist die Gleichung einer Parabel; eine einfache Rechnung lehrt,
dass der Scheitelpunkt dieser Parabel an die Stelle:

"“’ N ”n' LI |
35 o0 2a, 5 m=gg 00

T ==
zu liegen kommt,

Weitere Fragen kniipfen sich an die Wurfweite und an die
Wurfhihe:

Die Frage nach der Wurfweite beantwortet sich dadurch, dass
wir in (4) 2 == 0 setzen, wir erhalten dann fiir # zwei Werthe: z == (),
das ist der Anfangspunkt, und 2 = (v,%) sin 2, das ist die Wurfweite,
welche danach im doppelten Abstand des Abscissenwerthes fiir den
Parabel - Scheitel liegt. Aus diesem Werth fiir die Wurfweite
@ == (v,%g) sin 2« folgt, dass der Korper unter Anwendung der an-
fiinglichen Hlevationen « und /2 — « gleich weit fliegt. Der flache
Schuss wird artilleristisch zur Ueberwindung verticaler Hindernisse,
der steile Schuss zur Zerstorung von Gewilben verwerthet werden.
Beide Elevationen fallen filr e == 45° in eine zusammen, filr diese
Elevation erreicht die Wurfweite in dem Werth 2 = v,%y ihr Maximum,

Die Beantwortung der Frage nach der gréssten Wurfhohe er-
giebt sich dadurch, dass wir aus (4) dg/dz = O bilden. Ks folgt
filr die grosste Wurfhohe der Abscissenwerth @ == (v,%/2¢) sin 2« und
damit der zugehorige Ordinatenwerth 2 = (v,%/2g) sin * &3 der Scheitel-
punkt der Parabel ist also die Stelle der hichsten Wurfhihe, Die
Wurfhthe wiichst mit der Steilheit der anfiinglichen Elevation und
erreicht ein Maximum fiir & == 90° niimlich # = v,%/2g.
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(Kinetik).

& 33. desichtspunkte, unter denen die Newton’sche Mechanik in

Hinblick auf die Entwickelung der Wissenschaft su behandeln ist.

Der Gipfelpunkt liegt in dem Begriff der Masse. Satz von der
Erhaltung der Masse.

Die folgenden Auseinandersetzungen werden sich anders, als bei
der Behandlung der Galilei’schen Mechanik, enge an die Darstellung
Newton's schliessen. Ich kann hier nur den Ausspriichen der Herren
Thomson und Tait in ihrem bekannten Handbuch der theoretischen
Physik beipflichten, welche sich Art. 206 u. 242 in der Richtung
iinssern: ,Die Einleitung zu den Principien enthiilt in dusserst durch-
gichtiger Form die allgemeine Grundlage der Dynamik. Die darin
niedergelegten , Definitiones und ,Axiomata sive Leges motus“ er-
fordern nur einige durch spiitere Entwickelungen gewonnene Er-
weiterungen und erliuternde Zusiitze, um fiir den gegenwiirtigen Stand
der Wissenschaft zu passen und eine weit bessere Kinleitung zur
Dynamik zu bilden, als sogar in einigen der besten neueren Lehr-
biichern sich vorfindet.” ,Wir werden die Axiomata sive Leges Motus
in Newton's eigenen Worten wiedergeben. Die beiden Jahrhunderte,
die verflossen sind, seit Newton sie zuerst verdffentlichte, haben
nicht die Nothwendigkeit irgend eines Zusatzes oder einer Modification
gezeigt.“

Das ist das Zeichen des Genius, dass er, der weiteren Entwickelung
der Wissenschaft vorschauend, seine Gedanken in einer Form nieder-
legt, die ihre Frische und Anregung noch nach Jahrhunderten be-
wahrt. Allerdings werden wir zn beriicksichtigen haben, dass New-
ton an die Galilei’sche Forschung ankniipfen konnte. Gestatten
die Schriften Galilei’s einen vollstindigen Einblick in seine Ge-
dankenentwickelung, {iberwiegt bei Galilei, der ohne Vorginger war,
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noch durchaus die Induction, so stellen Newton’s Principien bereits
einen geklirten Standpunkt wissenschaftlicher Mannesreife dar, sie
bilden bereits ein in sich vollkommen geschlossenes System, das unter
Beobachtung der innigsten Verkniipfung von Induction und Deduction
nach dem Grundsatz der riickwirkenden Verfestigung und Sicherung
aufgefithrt ist.

Das neue Moment der Newton’schen Mechanik liegt in
der Einfithrung und Ausgestaltung des Begriffs der Masse.
Dieser Begriff erweitert die Kinematik zur Kinetik. Das System der
Mechanik gewinnt damit einigermaassen die Vollstiindigkeit von Stamm-
begriffen, welche es befihigen, sich mit Erfolg weiter zu entwickeln
und zu gestalten.

Die Begriffe, welche die Galilei’sche Mechanik einfithrte: die
Begriffe der Triigheit und der Beschleunigung gingen aunf die Grund-
begriffe des Raumes und der Zeit zurtick. Der Begriff der Masse,
welchen die Newton’sche Mechanik einfiihrt, ist selbst ein Grund-
begriff, der als dritter zu den fritheren Grundbegriffen des Raumes,
beziehungsweise der Liinge und der Zeit hinzutritt.

Ebenso wie wir die Grundbegriffe des Raumes und der Zeit
postuliren: Hs giebt einen Raum von ganz bestimmten geometrischen
Kigenschaften, in dem sich die Wirklichkeit abspielt: den Euklidischen
Raum — und weiter: Es giebt eine unabhiingig von allen Erscheinungen
gleichmiissig dahin fliessende Zeit — so werden wir auch den neu
einzufithrenden Massenbegriff von vorneherein mit einem Postulat
verbinden miissen. Dieses Postulat ist der Satz von der Erhaltung
der Masse.

Dieses Postulat von der Erhaltung der Masse wird filr sich ge-
nommen zuniichst genau so inhaltsleer sein, wie es das Postulat
des Raumes oder der Zeit fiir sich ist. Auf der einen Seite fordern
wir logisch die Moglichkeit der Isolirang dieser Begriffe aus der
Welt der mannigfaltigen Beziehungen, welche die Wirklichkeit auf-
weist, auf der anderen Seite offenbart sich die systematische Be-
deutung dieser Begriffe gerade in der Mannigfaltigkeit der Beziehungen,
mit der diese Begriffe in der Wirklichkeit auftreten und eine Rolle
spielen.

Durch die Eigenart dieser Postulate findet sich der Ausgangs-
punkt unserer Darstellung, dass die Physik ein System mit riick-
wirkender Verfestigung ist, sehr gut charakterisirt. Die Postulate
sind, so zu sagen, Anweisungen, die an den Stellen eingeldst werden,
an denen die Riickverweisung stattfindet.
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Das Postulat von dem Satz der Erhaltung der Masse wird in
diesem Sinne dann etwa so zu charakterisiren sein: Hs giebt eine
Grosse — die Masse — welche bei allem Wechsel der Erscheinungen
sich unveriindert erhiilt, weleche auf natiirlichem Wege weder zerstirt
noch erschaffen werden kann, deren Eigenschaften nicht a priori ein-
gefithrt werden kénnen, sondern erforscht und studirt und in ihren
mannigfachen Beziehungen zur Wirklichkeit aufgedeckt sein wollen.
Wir kénnen so an der Schwelle, wo wir den Begrifi der Masse ein-
zufithren unternehmen, diese Grisse in ihrer Existenz zuniichst nur
in unsicheren Linien skizziren. Je mehr wir die Wirklichkeit kennen
lernen, desto deutlicher und bestimmter wird dieser Massenbegriff
hervortreten und sich auch begrifflich priicisiren und numerisch messen
lassen; zuniichst aber fehlen uns dazu alle Mittel.

Diese provisorische, zuniichst unbestimmte Fassung des Postulats
ermbglicht seine universelle Verwerthung. Die einzelne Anwendung
wird den Begriff der Masse in einer Richtung priicisiren lehren;
wollte man aber diese Anwendung dem Ganzen zu Grunde legen,
dann wiirde man diese Grisse wieder der Miglichkeit einer universellen
Verwerthung entziehen. Man kann ihre Einfithrung als Postulat nur
durch Bezugnahme auf Kiinftiges rechtfertigen.

§ 34. Priiliminarien. Vorliufige Definitionen von Newton und
ihr Verhiiltniss zu einander.

Wir beginnen mit den vier ersten Definitionen der Newton'-
schen Principien. Diese Definitionen sollen noch keinen definitiven,
sondern nur einen vorbereitenden, vorliufigen Charakter tragen. Man
hat diese Definitionen so aufgefasst, als hiitte Newton durch diese De-
finitionen in endgiiltiger Form gewisse Hauptbegriffe festlegen wollen;
thut man das, dann verkennt man den Charakter der Newton’schen
Physik, welche ein System mit riickwirkender Verfestigung und Ver-
sicherung sein will und auch thatsiichlich ist. Diese Definitionen sind
daher, streng genommen, weder Nominal- noch Real-Definitionen, es
sind Priiliminarien, durch welche die Aufmerksamkeit von vorneherein
auf die Beziehung und Abhiingigkeit gewisser Begriffe von einander
golenkt wird. Diese Bezichung wird einer ersten, noch unvollkom-
menen und wenig entwickelten Stufe der physikalischen Erkenntniss
entnommen. Ks muss aber von vorneherein darauf hingewiesen werden,
dass im Verlauf der weiteren Entwickelung diese Bezngnahme ihre
weitere Rechtfertigung und Vertiefung finden wird.
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Wir fassen die vier Definitionen paarweise zusammen; die latei-
nische Formulirung Newton’s legt dies unmittelbar nahe:

I. Quantitas materiae est mensura ejusdem orta ex il-
lins densitate et magnitudine conjunctim.

II. Quantitas motus est mensura ejusdem orta ex velo-
citate et quantitate materiae conjunctim.

Zu Deutsch:

(L) Die Quantitiit der Materie (die Masse) ist ein aus ihrer
Dichte und ihrem Volumen gemeinsam entnommenes Maass.

(IL) Die Quantitiit der Bewegung ist ein aus ihrer Geschwindig-
keit und ihrer Masse gemeinsam entnommenes Maass,

Weiter:

III. Materiane vis insita est potentia resistendi, qua
corpus unum quodque, quantum in se est, perseverat in statu
suo vel quiescendi vel movendi uniformiter in directum.

IV. Vis impressa est actio in corpus exercita, ad mu-
tandum ejus statum vel quiescendi vel movendi uniformiter
in directum.

Zu Deutsch:

(IIL) Die der Materie innewohnende Kraft ist ein Widerstands-
vermbgen, durch welches jeder Kirper, soweit er es vermag, in seinem
Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen Bewegung in gerader
Richtung verharrt.

(IV.) Die aufgedriickte Kraft ist eine auf die Masse ausgeiibte
Wirkung zur Aenderung des Zustandes der Ruhe oder der gleich-
formigen Bewegung in gerader Richtung.

Ks handelt sich in diesen Definitionen um Einfiihrung der Be-
griffe, welche die Galilei’sche Mechanik in ganz wesentlichen Stiicken
ergiinzen sollen. In den Definitionen I. und II. werden die Begriffe
der ,quantitas materine und der ,quantitas motus® einander gegen-
iibergestellt. Die Definition I. bereitet den Begriff der Masse, den
Fundamentalbegriff der Newton’schen Mechanik, vor. Mit Hiilfe des
Begriffs der Masse findet in Definition IL. der Galilei'sche Begriff
der Geschwindigkeit eines materiellen Punktes eine Bereicherung. In
den Definitionen III. und IV. werden die Begriffe der ,vis insita®
und der ,vis impressa“ einander gegeniibergestellt, sie wollen den
Galilei’'schen Trigheitssatz unter Bezugnahme anf den eingefithrten
Begriff der Masse vertiefen und bereichern. Der Priliminariencharakter
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der Newton’schen Definitionen, den ich schon hervorgehoben habe,
findet durch Definition IIL insofern eine besondere Beleuchtung, als
hier der Begriff der ,vis insita“ als ein nur voriibergehend gebrauchter
eingefithrt wird, ohne im weiteren Verlauf eine wesentliche Rolle zn
spielen.  Die Newton'schen Definitionen sind in dieser Hinsicht
einem iiusseren Geriiste vergleichbar, wie es zum Aufbau eines Ge-
biindes nothwendig ist. Nachdem das Gebiiude aufgefiihrt ist, kann
ohne Schaden des Gebiiudes das Geriist wieder abgebrochen werden.

Die ,vis insita® ist die passive Aeusserung der Triigheit der
Materie, die ,vis impressa ist eine active Aeusserung, welche der
»Vvis insita® gegeniibergestellt wird, Es unterscheidet sich, wie Newton
sagt, die ,vis insita® nur in der Art der Auffassung von der ,vis
inertine, welche der allgemeinere Begriff ist, zu Gunsten dessen dann
in der Folge die Bezeichnung ,vis insita® ganz unterdriickt wird.
Die ,vis inertine einer Masse liisst sich einmal passiv in Bezichung
setzen zu dem Widerstand, den sie selbst fiusseren Einwirkungen (vis
impressa) vermdoge ihrer Triigheit entgegensetzt: in dieser Form kinnte
sie als vis insita bezeichnet werden — sodann activ in Beziehung zn
der Ueberwindung des Widerstandes, den andere Massen ihr z B.
beim Stoss entgegensetzen.

Es folgen bei Newton noch vier weitere Definitionen iiber die
vis centripeta, diese greifen bereits iiber in das Gebiet der Huygens'
schen Forschung und sollen daher hier nicht besprochen werden.

§ 3D. Behandlung der ersten Newton'schen Deflnition, den
Massenbegriff betreffend, im Besonderen.

Der Charakter der Definition I. diirfte von der Mehrzahl der
Autoren verkannt sein, auch von Thomson, wenn er sagt, es handle
sich hier eigentlich mehr um eine Definition der Dichte als der
Masse. Es wird hier vor Allem zu beriicksichtigen sein, was Newton
selbst unter Heranziehung des Begriffs der Compressibilitiit zur Recht-
fertigung und Erliuterung seiner Fassung der Definition I anfiihrt.

Der Gedankengang Newton’s scheint mir folgender zu sein:
Die Quantitiit der Materie bleibt bei allen Compressionen und Dila-
tationen dieselbe. An diesem Vorgang der Compression oder Dila-
tation kann man sich den Begriff der Dichte klar machen. Hin
materieller Korper — in gasformigem Aggregatzustand — der auf
die Hiilfte seines Volumens comprimirt wird, hat die doppelte Dichte.
Gewinnt man so zuniichst fiir ein und denselben materiellen Korper
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(filr ein und dieselbe Quantitiit der Materie) die Formulirung, dass
das Produet aus Volumen und Dichte eine Constante ist, womit der
Begriff der Dichte seine Priicision gefunden hat, so ist der weitere
Schritt, das Product aus Volumen und Dichte auf verschiedene ma-
terielle Korper (auf verschiedene Quantitiiten der Materie) auszudehnen.
Unter Festsetzung einer gewissen Dichtigkeitseinheit, die wir, wenn
auch nicht physisch, so doch ideell uns unter Anwendung von Com-
pression und Dilatation fitr alle Korper herstellbar denken konnen —
fir gasformige Korper bereitet diese Vorstellung die geringsten
Schwierigkeiten — nennen wir dieses, auf verschiedene materielle
Korper angewandte Product aus Volumen und Dichte die Masse der
verschiedenen materiellen Korper.

Durch die weiteren Bemerkungen, dass man die Masse eines
Korpers durch Wiigung bestimmt, und dass die Masse eines Korpers
dem Gewicht proportional sei, weist Newton von vorneherein darauf
hin, dass man zwischen einer intellectuellen Begriindung und einer
experimentellen Stiitzung der Mechanik wesentlich nnterscheiden miisse;
beide Momente konnen naturgemiiss nicht parallel gehen. Es wird
sich immer empfehlen, bei der Begriindung einer Disciplin an pas-
sender Stelle auf gewisse spiitere Ergebnisse hinzuweisen, welche ge-
eignet sind, eine riickwirkende Sicherung des wissenschaftlichen Systems
7 gewithren.

Die Absicht Newton's bei der Formulirung der Definition L
scheint mir die zu sein: festzulegen, in welcher Bedeutung das Wort
,Masse“ zuniichst gebraucht werden soll, um dann zu zeigen, in welchen
Beziehungen dieser so festgesetzte Begriff weiter in der Mechanik
eine Rolle spielt — Beziehungen, welche die Moglichkeit gewiihren,
die vorlinfige Definition des Massenbegriffs weiter zu priicisiren und
auszugestalten,

Was die oben erwiihnte, der Entwickelung der Darstellung vor-
greifende Bemerkung von Newton betrifft, so lautet sie im Text:")
,Innotescit ea (massa) per corporis cujusque pondus: Nam ponderi
proportionalem esse reperi per experimenta pendulorum accuratissime
institata, uti posthac docebitur® — zu Deutsch: ,Die Masse findet
ihre Bestimmung durch das Gewicht des Korpers: Denn dass die
Masse dem Gewicht proportional sei, habe ich durch sehr genau an-
gestellte Pendelbeobachtungen gefunden, wie spiiter gezeigt werden

1) Newton Principia (Ausgabe von Thomson vom Jahre 1871. 8. 1),
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wird“  Newton ist im zweiten Buch Sectio VI seiner Principien
darauf zuriickgekommen. Ich habe aber die Stelle nicht finden kéunen,
auf welche Bessel') Bezug nimmt, wenn er mittheilt: Newton lisst
Kirper von verschiedener Beschaffenheit — Gold, Silber, Blei, Glas,
Sand, Kochsalz, Wasser, Weitzen und Holz — in gleichen Kreishigen
schwingen und beobachtet, dass ihre Schwingungen gleichzeitig sind.
Es ergiebt sich ihm daraus eine Proportionalitit von Masse und Ge-
wicht bis auf /., genau,

Bessel') hat 1832 die von Newton angeregte Frage wieder
aufgenommen, und die von ihm mit verschiedenen Mineralien und
Metallen (auch Meteoreisen wurde untersucht) angestellten Pendel-
versuche haben ergeben, dass die Proportionalitit von Masse und
Gewicht bis auf /., des Werthes behauptet werden kann,

R. von E6tvis®) hat 1891 mit der Torsionswage diese Genauig-
keitsgrenze moch weiter hinausgeriickt. Seine Messungen zeigen, dass,
wenn {iberhaupt eine Differenz in der Schwere der Kérper von gleicher
Masse, aber verschiedener Substanz vorhanden ist, diese zwischen Luft
und Messing weniger als ;5,00 und hinsichtlich Messing, Glas, Anti-
monit und Korkholz weniger als Y, 50000 betriigt.

Wir erwiihnen hier endlich noch die Messungen von Stas?®),
Kreichgauer®) und Landolt®), welche im Waesentlichen darauf
zielten, das Gesammtgewicht chemisch sich umsetzender Kérper vor
und nach der Umsetzung zu vergleichen, und welche im Wesentlichen
die Genauigkeitsgrenze der Messungen von Edétvis fir die Pro-
portionalitit von Schwerkraft und Masse erreichten,

Alle diese fundamentalen Versuche und Messungen kinnen fiir
das wissenschaftliche System der Physik in der mannigfaltigsten Weise
verwerthet werden. Wir werden sie hier in erster Linie filr den

1) Besgel. Versuche iiber die Kraft, mit welcher die Erde Korper von
verschiedener Beschaffenheit anzieht, Schumacher's Astronomische Nachrichten
X, 97 (1888),

2) R, v. Botvos, Ueber die Anziehung der Erde auf verschiedene Sub-
stanzen.  Math, u. naturwissensch. Berichte aus Ungarn VIII, 65 (1891).

8) Stas. Nouv. Recherches sur les lois des proportions chimiques 1865.
S, 161, 171, 189 w. 190. — Uebersetzung von Aronstein. .

4) Kreichgauer. Einige Versuche {iber die Schwere. Verh. d. physik.
GGesellschaft zu Berlin, Sitzung vom 28, Jan. 1801, Jahrg. X. Nro. 2. S 13.

5) Landolt. Untersuchungen iiber etwaige Aenderungen des (lesammt-
gewichts chemisch sich umsetzender Korper. Sitzungsberichte der Berliner
Akademie 1893. 8. 301 u, f.
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Satz von der Erhaltung der Masse als Postulat verwerthen; denn
dieser bildet die absolute Voraussetzung fiir alle weiteren Aussagen,
welche sich auf Massen beziehen,

§ 30. Die drei Newton'schen Axiomata sive Leges motus. All-
gemeine orientirende Bemerkungen. Verhiiltniss zu den Axiomen
des Buklid.

Wir kommen nun zu dem methodischen Hauptstiick der New-
ton’schen Mechanik, zu seinen ,Axiomata sive Leges motus.“ Die
nothwendigsten Begriffe, von denen diese Postulate handeln, haben
in den vorausgeschickten Definitionen eine vorliufige Charakteristik
erfahren und sollen nun in Beziehung zu einander gesetzt werden,
wodurch die Moglichkeit gegeben wird, sie weiter zu priicisiren und
an den speciellen Naturgesetzen mit einem realen Inhalt auszustatten:

Es sind drei Leges, welche wir mit Newton an die Spitze der
Behandlung stellen:

Lex I: ,Corpus omne perseverare in statu suo quies-
cendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus
illud a viribus impressis cogitur statum suum mutare”

Lex II: ,Mutationem motus proportionalem esse vi mo-
trici impressae et fieri secundum lineam rectam, qua vis
illa imprimitur?

Lex III: ,Actioni contrariam semper et aequalem esse
reactionem: sive corporum duorum actiones in se mutuo
semper esse aequales et in partes contrarias dirigi®

Zn Deutsch:

(L) Jede Masse beharrt im Zustand der Ruhe oder der gleich-
formigen Bewegung in gerader Richtung, sofern sie nicht von iiusseren
Kriiften gezwungen wird, ihren Zustand zu #indern.

(IL) Die Aenderung der Bewegungsgrisse ist der fiusseren be-
wegenden Kraft proportional und findet in der Richtung statt, in der
Jjene Kraft wirkt.

(ITL)  Bs existirt bei jeder Wirkung immer eine gleiche und
entgegengesetzte Gegenwirkung: oder die Wirkungen zweier Massen auf
einander sind immer gleich gross und entgegengesetzt gerichtet.

Diese Newton’schen Bewegungsgesetze sind Siitze, welche uns
die Wirklichkeit nicht unmittelbar nahelegt, sondern Siitze, welche
erst ein tieferes Studium der Bewegungserscheinungen der Wirklich-



78 I. 2) Die Grundlagen der Newton'schen Mechanik (Kinetik).

keit im Laufe der Entwickelung der Wissenschaft erschlossen hat.
Wir werden sie passend als Grundsitze bezeichnen kionnen. Ihre
unbedingte Richtigkeit und Giiltigkeit konnen wir auch heute weder
experimentell noch theoretisch bis auf jeden beliebigen Genauigkeits-
grad direct nachweisen, wir kinnen sie zuniichst nur subjectiv ver-
muthen. In diesem Sinne sind diese Siitze Axiome, insofern ihnen
nun aber weiter die fiussere Wirklichkeit entsprechen soll: Postulate,
Forderungen, mit denen wir in die Betrachtung der Natur hinein-
gehen.  Wir erheben uns in ihnen, wie das frither gelegentlich der
Charakteristik der Postulate hervorgehoben ist, von einer subjectiv
beschriinkten Ungenaunigkeit der Anschauung und Fassung zu einer
objectiv unbeschriinkten Genauigkeit der Anschauung und Fassung.
Wir bediirfen einer solehen Priicisirung underer mit Ungenauigkeiten
behafteten subjectiven Auffassung, um das, in der Mathematik fiir
uns vorliegende, miichtige logische Hiilfsmittel mit Vortheil verwerthen
zu kdnnen.

Die Festigkeit, Priicision und Sicherheit der Newton’schen Be-
wegungsgesetze kann daher weniger bei der Grundlegung der Mechanik
ersichtlich gemacht werden, sie wird mehr Schritt fiir Schritt —
oder wenn wir im Bilde eines Baues bleiben wollen — Stein fiir
Stein aus der Festigkeit, Priicision und Sicherheit ihrer Consequenzen
und ihrer Uebereinstimmung mit der Wirklichkeit hervorgehen. Diese
Sicherung wird entsprechend als eine riickwirkende, von den Con-
sequenzen, die wir noch nicht kennen, aber ableiten werden, aus-
gehende zu bezeichnen sein. Insbesondere sind es fiir die New-
ton’sche Forschung die Gesetze des Stosses und der Gravitation,
welche eine solehe riickwirkende Verfestigung des Systems gewiihren
werden. Diese Gesetze des Stosses und der Gravitation sind dann
aber in unserer, der Newton’'schen Forschung angepassten Termino-
logie Naturgesetze specieller Art, die als solche sich den allgemeinen
Newton'schen Bewegungsgesetzen unterordnen miissen.

s kann sich hier bei der- Aufstellung der Grundsitze, welche
im Gebiet der Naturerscheinungen eine universelle Giiltigkeit haben
sollen, so wenig um einen mathematischen Beweis handeln, wie es
sich bei Buklid’s Axiomen oder Postulaten fiir das mathematische
System der Geometrie darum handeln kann, Wiihrend aber in der
Gieometrie der Inhalt dieser Grundsitze als naheliegend bezeichnet
werden kann, ergiebt sich in der Physik dieser Inhalt erst als die
Folge eines tiefer gehenden Naturstudiums. Diese Differenz in unserer
subjectiv verschiedenen Stellung zu den Fundamenten der Geometrie
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und der Mechanik hat noch eine weitere eigenartige Folge: Wail
uns der Inhalt der Grundlagen der Euklidischen Geometrie so nahe
liegt, ist es filr uns gerade so tiberaus schwierig, nach der Regel der
Oekonomie fiir diese die geeignete Auswahl zu treffen, welche die
nothwendige, aber auch gerade nur hinreichende Zahl von Grund-
siitzen darbietet. Ich erinnere hier an die an und fiir sich schwierig
liegende Frage nach der Giltigkeit des Parallelen-Axioms im Rahrhen
der Euklidischen Geometrie, welche sich erst vom Standpunkt der
sogenannten Nicht-Euklidischen Geometrie leichter in das richtige
Licht setzen lisst. Der Inhalt der Grundsiitze, welche fiir das System
der Mechanik in Betracht kommen, liegt von Hause aus unseren
gewdhnlichen Erfahrungen und Anschauungen ferner, und es ist —
so schwer es zuniichst war, diesen Inhalt erst einigermaassen fost-
mstellen — wenn dieser Inhalt erst feststand, darum leichter, ihn in
seine naturgemiissen Bestandtheile zu zerlegen und unter diesen eine
angemessene Auswahl und Verbindung herzustellen.

Die Grundlagen des Systems der Mechanik scheinen aus diesem
Grunde zur Vornahme erkenntnisstheoretischer Studien iiber die Be--
griindung eines wissenschaftlichen Systems geeigneter und einfacher.
Darum besteht aber fiir das System der Mathematik und Geometrie
die gleiche Nothwendigkeit, das Studium der Grundlegung der ein-
zelnen Disciplin vorzunehmen. Solche Untersuchungen bestehen auch
fiir das System der reinen Mathematik, und nur der Umstand, dass
solche Untersuchungen hier besonders schwierig liegen, mag es mit
sich gebracht haben, dass sie weniger bekannt geworden sind und
weniger Beriicksichtigung gefunden haben. Es mag dies um so
weniger der Fall gewesen sein, als der Inhalt der Fundamente der
Mathematik von vorneherein, wie gesagt, uns niiher liegt, und daher
auch eher als unmittelbar gegeben dargestellt werden kann. Das ist
der Grund, warum die mathematische Bildung und Erziehung un-
mittelbar an die deductive Auffiihrung des Systems zu kniipfen pflegt.
Mit einer solchen deductiven Auffithrung eines Systems haben wir
es in der theoretischen Physik, speciell in der Mechanik genau ebenso
zu thun, wie in der Mathematik. Der Unterschied ist nur der, dass
hier das Bediirfniss fiir eine Rechtfertigung der Wahl der Grundlagen
ein grosseres ist. Kine solche Rechtfertigung scheint mir aber das
Newton’sche System fiir die Mechanik und Physik in héherem Grade
zu gewiihren, als irgend ein anderes — und das ist der Grund,
wesshalb ich die Newton’sche Grundlegung hier so ausfiihrlich
behandle.



80 1. 2) Die Grundlagen der Newton'schen Mechanik (Kinetik).

§ 37. Das Newton’sche Triigheitsprincip.

Wir kommen nun zur Besprechung der einzelnen ,Leges motus“
und ihrer Beziehungen zu einander. Die ersten beiden Bewegungs-
gesetze erweitern durch Einfilhrung des Begriffs der Masse den
Galilei’'schen Trigheitssatz und den Galilei’schen Begriff der Be-
schleunigung.

‘Der Trigheitssatz ist, wie Newton selbst an einer anderen
Stelle’) sagt, ein passives Princip. Die Triigheit der Massen zeigt
sich im Verhiiltniss zu ihrer Grisse in der Tendenz, den Zustand der
Ruhe oder der gleichformigen Bewegung in gerader Linie zu bewahren.
Nehmen wir eine Aenderung dieses Zustandes wahr, so fithren wir
diese Aenderung auf die Einwirkung einer ,vis impressa“ zuriick.

Die Schwierigkeit fiir eine experimentelle Stiitzung des so for-
mulirten Triigheitssatzes lieght in der Ausschliessung dieser ,vires im-
pressae’. Die Sache liegt so, dass man experimentell diese ,vires
impressae“ fiir eine Begriindung des Triigheitssatzes immer nur wird
herabdriicken kionnen, niemals ganz fortschaffen. In der Niihe der lrd-
oberfliche werden immer die Schwerkraft und Reibungs- oder Wider-
standskriifte die Realisirung der Triigheit in ihrer Reinheit ohne
gleichzeitiges Auftreten der vires impressae hindern. Es kann sich
s0 zuniichst immer nur mehr um eine Vermuthung, beziehungsweise
subjective Ueberzeugung handeln, was ohne eine vis impressa geschehen
wird, und nur, insofern die Consequenzen der Newton'schen Leges
stets eine Uebereinstimmung mit der Wirklichkeit aufweisen, wird
riickwirkend die Sicherung gewiihrt werden, welche uns unsere Ueber-
zeugung objectiv als ein Postulat, als eine Forderung aussprechen
liisst, mit der wir in die Betrachtung der Wirklichkeit hineinzugehen
haben.

Man hat der Newton’schen Formulirang des Triigheitssatzes den
Vorwurf gemacht, dass sie einen sehr complicirten Vorgang in sich
begreife: die Bewegung eines Korpers ohne Einwirkung von Kriiften
— ein Vorgang, der sich eben wegen Mangels an Hinfachheit nicht
fir die Grundlage eines wissenschaftlichen Systems empfehle, und
man hat aus diesem Grunde das Triigheitsgesetz auf einen Elementar-
theil der ponderabeln Materie einschriinken zu miissen gemeint. —
Demgegeniiber ist zu bemerken, dass in Lex I nur die Rede ist von
Korpern, die sich in Ruhe oder in gleichformiger Bewegung in ge-

1) In Newton's Optik of. Ostwald’s Klassiker Nro. 87. 8. 141
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rader Richtung befinden. Natiirlich ist die allgemeine Bewegung eines
Korpers ohne Krafteinwirkung ein complicirter Vorgang, dieser all-
gemeine Fall wird aber bei der Formulirung von Lex I ausge-
schlossen.

Nichtsdestoweniger wird es sich empfehlen, in der Erliuterung
zu Lex I auf den allgemeinen Fall Bezug zu nehmen. So spricht
Newton auch in seiner Erliuterung vom Kreisel, ohne dass es ihm
hier natiirlich auf eine erschipfende Darstellung ankommen kann.
Wie so hiinfig bei Newton haben wir in seinen Erliuterungen Hin-
weise auf Kiinftiges zu sehen. Bei aller Complication der Kreisel-
bewegungen kénnen auch diese in geeigneter Weise zur Erliuterung
des Triigheitssatzes herangezogen werden.

§ 38. Das Newton’sche Actionsprincip.

Dem Newton’schen Triigheitsgesetz als passivem Princip steht
nun das zweite Newton’sche Bewegungsgesetz als actives Princip
gegeniiber. Es handelt sich hier darum, die Abweichung vom
Newton’schen Trigheitssatze d. h. die Aenderung der Bewegungs-
grosse als Vectorgrisse einzufithren. Ist diese Aenderung der Be-
wegungsgrisse eine plotzliche, so sprechen wir von einem Stoss, ist
sie eine stetige, so sprechen wir von einer bewegenden Kraft.

Das zweite Newton'sche Bewegungsgesetz, das Actionsprincip,
wie wir es auch nennen kinnen, giebt uns eine Anweisung, wie wir
uns Abweichungen vom Triigheitsgesetz gegeniiber verhalten sollen.
Hatte die vis impressa schon in Definition IV eine vorliufige BEr-
liuterung gefunden, war sie als eine ,actio” definirt, welche einen
Bewegungszustand in geradliniger Richtung (bezw. einen Ruhezustand)
iindert, so waren doch niihere Angaben tiber Grisse und Richtung
der vis impressa bezw. der actio vermieden. Diese quantitativen An-
gaben enthiilt Lex II, inshesondere geben die Erliuterungen Newton’s
dazu Rechnungsanweisungen, wie nacheinander wirkende gleiche Kriifte
auf’ verschiedene Massen, oder wie nacheinander wirkende verschiedene
Kriifte auf gleiche Massen, oder wie eine Mehrzahl gleichzeitig wirkender
Kriifte in Ansatz zu bringen sind — Anweisungen, die weiter im
Corollarium I u. IT bei Newton eine niihere Ausfithrung erfahren.

Man konnte dieser Interpretation gegenitber einwenden, dass be-
reits in den Definitionen, in denen Newton von der vis centripeta
handelt, und die wir iibergangen haben, die Beschleunigung als Kraft-

maass in bestimmter Weise eingefithrt ist. Demgegeniiber wiire zu
Volkmann, Theoretische Physik. , i
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bemerken, dass in den ,Leges“ in keiner Weise auf die specielle ,vis
centripeta® Bezug genommen wird. Natiirlich fiillt die ,vis centripeta®
und ihre Aeusserung unter die allgemeinen ,Leges®, aber die ,Leges“
verlangen eine allgemeinere Formulirang ohne Bezugnahme auf Centri-
petalkriifte oder Centralkriifte. Man wird aber sagen kinnen, die
Definitionen iiber die vis centripeta haben mit dazu verholfen, die
allgemeine Fassung von Lex II vorzubergiten.

Wir fithren nun also nach Lex II die vis impressa, die vis mo-
trix impressa oder vielleicht besser die Actio als eine Vectorgrisse ein
und fordern fiir sie ebenso die Anwenduug der Regel der Isolation
wie der Superposition. Der Satz vom Parallelogramm der Kriifte ist
damit von vorneherein als in Lex II enthalten eingefithrt. Ist die
Actio kein Stossvorgang, sondern eine stetig verlaufende Wirkung,
dann werden wir einfach als mathematische Formulirung des II. Be-
wegungsgesetzes fiir einen auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem
bezogenen Massenpunkt m, der einer Reihe von Einwirkungen gleich-
zeitig unterliegt, zn schreiben haben:

1%
m {-“-?- =2 X,= X,
da* :
(1) m '“?,I =2Y, =1,
d*

m——s =27, =7

Hierin bedeuten die X,, Y,, Z, einzeln, in jedem Fall gegebene
Kraftcomponenten, welche die Einwirkung auf m regeln. Heben sich
die Hinwirkungen gegen einander auf, dann liegt ein Gleichgewichts-
zustand vor, und wir haben

@) XemIX,m0, YuuZY, =0, ZmZZ, =0,

So ordnet sich bei Newton der (leichgewichtszustand der Kriifte
ebenso dem Bewegungszustand der Kriifte unter, wie die Ruhe nur
ein specieller Fall der Bewegung ist.

§ 39. Das Newton’sche Reactionsprincip und sein Verhiiltniss zu
den beiden ersten Principen.

Wiihrend die beiden ersten Bewegungsgesetze Newton's durch
Binfithrung des Begriffs der Masse den Galilei’schen Triigheitssatz
und den Galilei’schen Begriff der Beschleunigung erweitern, fithrt
das dritte Bewegungsgesetz einen ganz neuen Gesichtspunkt in die
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Behandlung, durch welchen die Zahl der Postulate erst einen gewissen
Abschluss erfiihrt.

Dieser Grundsatz weist uns darauf hin, dass die ausschliesslich
an das Studium einer Actio gekniipfte Betrachtung der Wirklichkeit
unvollstindig bleibt und der Natur der Sache nach unvollstiindig
bleiben muss. Actionen, Wirkungen freten in der Natur niemals
isolirt auf, mit ihnen treten stets zusammen Reactionen, Gegen-
wirkungen auf. Diese miissen bei einer vollstindigen Untersuchung
einer Erscheinung aufgesucht werden, und wenn ihre Existenz nicht
gleich sichtbar und deutlich in Erscheinung treten sollte, dann muss
sie gefordert werden.

Haben wir das zweite Newton'sche Bewegungsgesetz als Actions-
prineip bezeichnet, so haben wir das dritte als Reactionsprincip zu
bezeichnen, Wiihrend die beiden ersten Bewegungsgesetze die Auf-
merksamkeit auf den Bewegungszustand einer Masse concentriren, lenkt
das dritte Bewegungsgesetz die Aufmerksamkeit auf das Bestehen
einer gegensiitzlichen, reciproken Beziehung zwischen mindestens zwei
Massen hin; wir konnen das hier vorliegende Princip daher vielleicht
auch als Reciprocititsprineip charakterisiren,

Bei Bewegungsvorgiingen fester Korper in Gasen oder Fliissig-
keiten treten Widerstands- und Reibungskriifte als Reactionen auf, die
sich iiber grissere Riiume innerhalb des widerstehenden Mediums
vertheilen und eine Beschreibung der thatsiichlich vorliegenden Be-
wegungserscheinungen sehr compliciren konnen. Gerade in Hinblick
auf diese konnen wir bei einer Vergleichung der drei Newton’schen
Leges sagen:

Lex I und II beziehen sich auf theoretisch sehr einfache Vor-
giinge, die sich praktisch, streng genommen, in ihrer Isolirung gar
nicht verwirklichen lassen. Lex IIT bezieht sich auf theoretisch com-
plicirte Vorgiinge, die praktisch ihre bestiindige Verwirklichung finden.
Die fruchthare Verwerthung von Lex I und II beruht in der Folge
wesentlich auf ihrer Anwendung als Elementarprineip, ihrer An-
wendung auf infinitesimale Verhiiltnisse. Die fruchtbare Verwerthung
von Lex IIT beruht in der Folge wesentlich auf seiner Anwendung
als Integralprincip, seiner Anwendung auf endliche Verhiiltnisse.

Der Charakter als Postulat beruht bei Lex I und II auf der
Complication, die sich einer exacten praktischen Realisirung ihres In-
halts entgegenstellt — bei Lex III auf der Complication der Vor-
giinge, die sich einer theoretischen Verfolgung im Rinzelnen ent-

gegenstellt.
6 L
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Alle diese Erwiigungen und Unterschiede erscheinen hichst fiber
fliissig, wenn man sich nicht die Rolle vergegenwiirtigt, welche das
Argument der Induction bei solchen Untersuchungen zu spielen hat.
Uebersieht man dieses, dann kionnte man ja einfach sagen, und man
hat es gesagt: Die in Lex I, IT und III niedergelegten Postulate sind
von vornherein fiir infinitesimale Verhiiltnisse auszusprechen. Aber
dann entzieht man eben im Sinne der Newton’schen Mechanik den
Inhalt dieser Postulate dem Erfahrungskreise, auf den jene nun ein-
mal hinweisen und hinweisen milssen.

§ 40. Untersuchung der Frage, ob Newton die Vorstellung der
Druckkriifte oder der Fernkriifte bevorzugt.

Die Newton'schen Bewegungsgesetze beanspruchen unabhiingig
von besonderen Anschauungen und Vorstellungen eine allgemeine
Giiltigkeit fir die diussere Wirklichkeit; wie man sich ihren Inhalt zu
veranschaulichen sucht, wird daher gleichgilltig sein. Es ist aber
nicht ohne Interesse zu verfolgen, welche Anschauungen und Vor-
stellungen zur naturwissenschaftlichen Begriindung Newton selbst
bevorzugt hat.

Da kann nun nach dem Wortlaut von Lex I und II kein Zweifel
sein, dass Newton die Vorstellung der Druckkraft als der Anschanung
am niichsten liegend bevorzugt; darauf deutet der wiederholt durch
Definition IV eingefiithrte Ausdruck der ,vis impressa oder der ,vis
motrix impressa‘.

Dem Begriff der Druckkraft kann physikalisch gegeniibergestellt
werden der Begriff der Fernkraft, welcher durch Newton’s Auf-
stellung des nach ihm benannten Gravitationsgesetzes in die Wissen-
schaft eingefithrt ist. Wir konnen kurz sagen: Druckkriifte wirken
auf die Fliche, Fernkriifte auf die Masse, auf das Volumen.

Die Aufstellung des Gravitationsgesetzes iibte eine derartig for-
dernde Wirkung auf die Entwickelung der Physik und Astronomie
aus, dass die Anschauung der Fernkraft bald als gelinfig galt, und
als nun gar die elektrischen und magnetischen Kriifte unter dem
Bilde der Fernkraft aufgefasst wurden, galt der Begriff der Fernkraft
als derartig anschaulich, dass es Poisson uzeitgemiiss schien, den
Begriff' der elastischen Druckkraft gleichfalls anf Fernkriifte zuriick-
zufithren. Eine solche gegenseitige Zuriickfithrung von Druckkriiften
auf Fernkriifte und umgekehrt von Fernkriiften auf Druckkriifte be-
reitet mathematisch keine Schwierigkeit, und es kann natiirlich durch
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eine solche Zuriickfithrung nichts bewiesen werden betreffs der Frage,
ob die physikalische Anschaunung naturgemiiss an Fernkrifte oder
Druckkriifte anzukniipfen haben wird.

Newton hat iiber die Beziehung beider Auffassungen speculirt
und das Resultat seiner Bemithungen in dem Scholium generale seiner
Principien niedergelegt. Auch hier bevorzugt er die Anschauung der
Druckwirkung, wenn er sagt:') ,Rationem vero harum gravitatis pro-
prietatum ex phaenomenis nondum potui deducere et hypotheses non
fingo. Quicquid enim ex phaenomenis non deducitur, hypothesis
vocanda est; et hypotheses seu metaphysicae seu physicae, seu quali-
tatum occultarum, seu mechanicae in philosophia experimentali locum
non habent. In hae philosophia propositiones deducuntur ex phae-
nomenis, et redduntur generales per inductionem. Sic impenetrabilitas,
mobilitas et impetus corporum et leges motuum et gravitatis inno-
tuerunt. Et satis est quod gravitas re vera existat et agat secundum
leges a nobis expositas, et ad corporum caelestium et maris nostri
motus omnes sufficiat.”

1) 8. 580 des von Thomson und Blackburn 1871 veranstalteten Wieder-
abdrucks der dritten Auflage der Principien.



II, 3) Anwendung der Newton'schen Grundsitze anf die
Behandlung freier Bewegungen eines Massenpunktes.

§ 41. Anwendung der Newton'schen Grundsiitze auf den Vorgang
des unelastischen Stosses zweier Massen,

Wir wenden die Newton’schen Grundsiitze zuerst auf den un-
elastischen Stoss zweier materieller Korper an, die wir der Einfach-
heit der mathematischen Beziehung wegen wieder als materielle Punkte
in die Rechnung einfithren. Die Massen der beiden Punkte, zu
deren Bestimmung eine Methode bis jetzt allerdings nicht angegeben
wurde — der Natur der Sache entsprechend auch nicht angegeben
werden konnte — seien my, und my, ihre Geschwindigkeiten vor dem
Stoss v, und »,. Damit ein Stoss iiberhaupt zu Stande kommt, ist
es natiirlich nothwendig, dass sich beide Massen treffen. Wir be-
handeln den speciellen Fall, dass sich beide Massen auf einer Linie
bewegen und entweder eine Bewegung gegen einander oder eine Be-
wegung hinter einander haben, bei der die eine Masse die andere ein-
holt. Der unelastische Stoss ist dadurch charakterisirt, dass beide
Massen nach dem Stoss zusammenbleiben und eine gemeinsame Ge-
schwindigkeit v annehmen oder auch im Speciellen jede Geschwindig-
keit vernichten.

Die Anwendung des ersten Newton’schen Grundsatzes, des Triig-
heitsprincips, gewiihrt die Folgerung, dass beide Massen m,, m, ihre
anfiinglichen Geschwindigkeiten v, v, bis zum Stossvorgang nach
Grosse und Richtung behalten.

Die Anwendung des zweiten Newton’schen Grundsatzes, des
Actionsprincips, setzt die Actio des Stosses von my auf m, zu:
my (v, — v), die Actio des Stosses von m, auf my zu: my (v, — v) an.

Die Anwendung des dritten Newton’'schen Grundsatzes, des
Reactionsprincipes, fasst den Stoss von m, auf m, als Reactio auf,
wenn der Stoss von my, auf m, als Actio gefasst wird — und um-
gekehrt den Stoss von my auf m, als Reactio, wenn der Stoss von
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m, auf m, als Actio gefasst wird; sie fordert, dass beide gleich
gross, aber entgegengesetat gerichtet in Ansatz gebracht werden, also:

my (v, — v) = — my (v, — V).

Wir konnen aus dem Resultat, welches das Reactionsprinecip ge-
withrt hat, eine Reihe von Folgerungen entnehmen:

Sind die Massen m,, m, irgendwie — unter Hinzuziehung spiiter
zu entwickelnder Methoden — gegeben, so folgt fiir die resultirende
Geschwindigkeit nach dem Stossvorgange

o oy o e,
T iy oy

Setzen wir diesen Werth fiir » in den Actionswerth ein, so folgt

fiir die Grésse der Actio:

1, mi
my (v, — v) = — my (v, — v) =" ny Ny

m, -+ mT (01 — t).

Man erkennt hieraus: die Grisse des Stosses zweier Massen ist ab-
hiingig von der Grosse beider Massen und beider anfinglichen Ge-
schwindigkeitswerthe. _

Eine weitere Folgerung hat die Angabe einer Methode zum Ziel,
das Verhiiltniss der aufeinander stossenden Massen zu bestimmen.
Werden die Geschwindigkeiten vor und nach dem Stossvorgang also
v, vy, v gemessen, so folgt: m,/my = (v — vy)/(v; — v), Wiihlen wir
die anfiinglichen Geschwindigkeiten v, v, so, dass die nach dem
Stossvorgang resultirende Geschwindigkeit verschwindet, dann wird:
my/my = — vy/v,. Die Massen stehen im umgekehrten Verhiiltniss
zu den Geschwindigkeiten, mit denen sie auf einander stossen milssen,
um die resultivende Geschwindigkeit Null zu ergeben. Praktisch sind
alle diese Methoden zur Massenbestimmung natiirlich sehr unvoll-
kommen; ihr Werth ist mehr ein theoretischer. Die abstracten
Newton'schen Grundsitze geben ihrer Natur nach keine Methoden,
Massen zu vergleichen, und konnen solche nicht geben; erst die An-
wendung auf concrete Naturvorginge gewiihrt solche, und das wird
in theoretisch sehr brauchbarer Weise am Vorgang des unelastischen
Stosses erliutert.

Wir schliessen diese theoretischen Betrachtungen des unelastischen
Stosses mit dem Hinweis, dass unsere Theorie keinen Bezug auf die
speciellen Vorgiinge wiihrend des Stosses genommen hat. Die Auf-
merksamkeit wurde ausschliesslich auf die Vorgiinge vor und nach
dem Stossvorgange concentrirt, und auf diese wurden die Newton™
schen Grundsiitze angewandt.
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§ 42. Anwendung der Newton'schen Grundsiitze auf das Zwei-
Kborperproblem der Newton’schen Gravitation,

Wir gehen nun dazu iiber, die Newton’schen Grundsiitze auf die
Bewegungsvorgiinge der Planeten um die Sonne unter Voraussetzung
der Gilltigkeit des Newton’schen Gravitationsgesetzes anzuwenden;
und zwar beschriinken wir uns der Einfachheit halber, wo es uns in
erster Linie darauf ankommt, die Anwendung der Newton'schen
Grundsiitze kennen zu lernen, auf das sogenannte Zweikirperproblem:
Bewegung eines Planeten um die Sonne ohne Riicksicht auf die
Existenz der anderen Planeten. Eine vollstindige Betrachtung wiirde
uns auch die Einfithrung der anderen Planeten mit ihren gravitirenden
Wirkungen als nothwendig erscheinen lassen. Der Erfplg spricht
aber dafiir, dass die folgende Betrachtung des Zweikdrperproblems
bereits das Wesentlichste der Planetenbewegung wiedergiebt. Das
Dreikdrper- oder das Mehrkrperproblem und seine Anwendung auf
das Planetensystem hat vorwiegend astronomisches Interesse — iibrigens
giebt es auch zur Zeit noch keine strenge mathematische Lisung des
Dreikérperproblems; die zur Zeit vorliegenden Lisungen sind Nitherungs-
losungen, welche sich an die Losung des Zweikérperproblems mehr
oder weniger anlehnen.

Der Einfachheit der mathematischen Beziehung wegen fithren wir
Sonne und Planet wieder als materielle Punkte in die Rechnung,
Wir diirfen dies, da die Entfernungen, in denen sich die Planeten
von der Sonne halten, so gross sind, dass fiir die Mehrzahl der an-
kniipfenden und einschliigigen Fragen die Ausdehnung der Sonne und
der Planeten dagegen nicht in Betracht kommt. Wir greifen hier —
streng genommen — spiiteren Entwickelungen der Vorlesung vor.

Die Massen der Sonne und des Planeten seien M und m; zu ihrer
Bestimmung bietet sich zuniichst direct keine Moglichkeit dar. Wir
iiberlassen es der Theorie der Planetenbewegung und ihren Conse-
quenzen, ob sich aus ihr heraus die Moglichkeit darbieten wird, diese
Massen zu bestimmen. Die Anwendung der Newton’schen Grund-
siitze fordert jedenfalls, dass wir feste Grossen als Massen fiir Sonne
und Planet einfithren.

Was das Newton'sche Gravitationsgesetz betrifft, das hier zum
ersten Mal in der Rechnung auftreten soll, so ist schon frither be-
merkt, dass wir dieses als ein specielles Naturgesetz aufzufassen haben,
welches sich als solches den Newton’schen Grundsitzen unterordnen
muss, diesen also nicht widersprechen darf, welches darum aber nicht
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mit diesen Grundsiitzen selbst verquickt werden darf. Es wird um
so sorgfiiltiger von diesen auseinanderzuhalten sein, wenn wir hier
an neuere Untersuchungen von Hugo Seeliger und Carl Nenmann
erinnern, welche die Méglichkeit von Grenzen oder Schranken fiir die
Gilltigkeit des Gesetzes in Erwiigung ziehen. Gesetze mit beschriinkter
Giiltigkeit konnen aber unmdglich fiir die Grundlegung eines wissen-
schaftlichen Systems als geeignet erachtet werden, dazu sind Postulate
nothig, deren unbeschriinkte Giiltigkeit wir behaupten miissen. Wenn
wir hier das Newton’sche Gravitationsgesetz einfiihren, dann wollen
wir an ihm als an einem Beispiel die Tragweite der Newton'schen
Grundsiitze erproben.

Das Newton'sche Gravitationsgesetz besagt, dass zwei ponderable
Massenpunkte i, my in der Entfernung » mit einer Kraft (Actio) in der
Richtung der Verbindungslinie im Sinne einer Niitherung aufeinander
wirken, welche proportional m m,/r* oder welche gleich fm, my/r® ist,
wo [ ein Factor bedeutet, dessen Griosse wesentlich von den zu Grunde
liegenden Maasseinheiten abhiingt. Wir werfen hier nicht die Frage auf,
wie das Newton 'sche Gravitationsgesetz gefunden ist, wir rechnen hier
mit dem Newton’schen Gravitationsgesetz als einer durch die Natur
gegebenen Voraussetzung., Erst am Ende dieses Abschnitts wollen wir
auch die historische Entwickelung wiirdigen, wie das Gravitations-
gesetz gewonnen ist. Wir wollen auch nicht die Frage aufwerfen,
wie eine solche Wirkung in die Ferne denkbar und vorstellbar ist.
Thatsache ist: diese Wirkung ist da. Sie macht sich allerdings erst
deutlich bemerkbar bei hinlinglich grossen Massen und nimmt eine
kolossale Stiirke erst bei den Massen an, welche das Universum als
Sonne und Planeten erfiillen.

Die Anwendung des ersten Newton’schen Grundsatzes, des Triig-
heitsprineips, auf die Theorie der Planetenbewegung legt die Ein-
fiihrung eines im Raume festen geradlinigen Fig. 1.
Coordinatensystems nahe, der Einfachheit 7§

der mathematischen Darstellung wegen: eines

rechtwinkligen. Die Coordinaten der Sonne m
— als Punkt genommen — seien X, Y, Z e
entsprechend der Masse M, die Coordinaten M

des Planeten — gleichfalls als Punkt ge- | Y%
nommen — seien @, y, z entsprechend der
Masse m. e

Die Anwendung des zweiten Newton’schen Grundsatzes, des
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Actionsprineips, setzt die Componenten der Actionen auf M und auf
m in Verbindung mit dem Newton’schen Gravitationsgesetz in der
Form an:

d*X Mm z—X d*x Mm z—X
BT T AP s, sl v ) Pt
asy Mm y—Y d*y Mm y—Y
(]) M di? = f s ol Pt m I _‘f R e
M _fi"% o Mm  g—Z ‘t_liz_ Gl itala .‘l{u_{ o kil VA "
dgt T g e mqe r? r

Die Anwendung des dritten Newton'schen Grundsatzes, des
Reactionsprineips, fithrt hier zu keiner neuen Gleichung. s zeigt
sich, dass die Gleichungen, welche das Reactionsprineip fordert:

9 WAKT ) Tl i a2 QUSSR QNG TR jridle:
(@) MGy =—m arr Mg Mgy M G = — m s,

hier bereits identisch erfillt sind. Hs liegt das daran, dass in
der ganzen Fassung des Newton’schen Gravitationsgesetzes, nach
dem die Wirkung zweier Massen M und m aufeinander im Sinne
einer Nitherung der Massen gleich f Mm/r* gesetzt wird, der noth-
wendigen Giiltigkeit des Reactionsprincips bereits Rechnung ge-
tragen ist,

§ 43. Die drei Integrationsmethoden der Mechanik: Schwerpunkts-
satg, Flichensatz, Satz von der lebendigen Kraft — angewandt auf
das Zwei-Kdrperproblem,

Wir kénnen die Behandlung der Gleichungen des Zweikirper-
problems in der mannigfaltigsten Weise angreifen. Es sind ganz be-
stimmte Integrationsmethoden, welche nicht blos bei dem vorliegenden
speciellen Problem, sondern auch in den allgemeinen Problemen der
Mechanik zum Ziele fithren, und diese spielen in der Mechanik eine
so grosse Rolle, dass man die Resultate, zn denen sie fithren, als be-
sondere Siitze mit Namen bezeichnet hat — Siitze, anf welche daher
schon bei dem vorliegenden speciellen Problem hingewiesen werden
moge: Schwerpunktssatz, Flichensatz, Satz von der leben-
digen Kraft.

Wir beginnen mit dem Schwerpunktssatz, welcher sich als
eine Ausdrucksform des Reactionsprincips darstellt.

Die Addition der horizontal in einer Reihe stehenden Gleichungen
des Zweikorperproblems fithrt zu den Gleichungen:
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a*X d*x

M T -+ m = 0,
'Y d*
(1) M + m g =0,

d*Z d*s
}'[ W," + m —ar“- = 0-

Diese Gleichungen lassen eine sofortige zweimalige Integration zu:
MX 4 mze = ¢t + ¢,
(2) MY + my = et + ¢y,
MZ + me = ¢t 4 ¢
Sie geben Veranlassung, einen neuen geometrischen Punkt einzu
fithren, dessen Coordinaten z, y, 2 durch die Gleichungen definirt
werden mogen:
MX 4 max = (M + m) ,
(3) MY 4 my = (M +m)y,
MZ 4 mz = (M 4 m) 2.

Wir nennen diesen so definirten Punkt: den Massenmittelpunkt,
vulgiir den Schwerpunkt der Massen M und m — eine Bezeichnung,
die sich inhaltlich vollkommen mit dem deckt, was man sonst in der*
Physik Schwerpunkt nennt, worauf aber Kier nicht weiter eingegangen
werden soll.

Jedenfalls sagt unsere zweimal durchgefithrte Integration etwas
ither die Bewegung des Schwerpunkts des Systems aus, und darum
ist zur Bezeichnung der Integrationsmethode der Name Schwerpunkts-
satz eingefithrt. Die Verbindung der Gleichungen (2) und (3) lehrt
niimlich: Der Schwerpunkt von Sonne und Planet, welche der gegen-
seitigen Einwirkung der Newton’schen Gravitation unterliegen, be-
wegt sich mit gleichférmiger Geschwindigkeit in gerader Linie im
Weltraum fort. Anders ausgedriickt: Fiir die im Schwerpunkt von
Sonne und Planet vereinigt gedachten Massen M - m gilt das Galilei-
Newton'sche Triigheitsprincip unbeschadet der durch gegenseitige
Wirkung von Sonne und Planet bedingten Eigenbewegungen.

v

Wir fithren jetzt ein in Bezug auf die Sonne orientirtes, dem
z, y, # System paralleles Coordinatensystem &, n, § ein:

(4) TP AR R e

Die Subtraction der in einer horizontalen Linie stehenden Glei-
chungen des Zweikorperproblems § 42 (1) ergiebt dann:
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1 (2 — X i r — X ¥ .
I“-('ftl ) - — f (M- m) i_r': ] :Hf - e f (M b m‘) ‘fa )
ey Ay — Y . — Y  d .
O) == = — A+ ) L5, Gl — (M 4 m)
d (z — Z) t—Z d*z

= () S5E, T — (M4 m)
Fithren wir zur Abkiirzung der Bezeichnung jetzt ein:
(6) y=1[(M~+ m)
und verfiigen iiber die Orientirung des z, y, # bezw. des , y, ¢ Systems,
welche bisher beliebig gewiihlt war, derart, dass Sonne, Planet und
relative Bewegungsrichtung des Planeten zur Sonne in der £y-Ebene
liegen, dann wird § = O; liegt niimlich die relative Bewegungsrichtung
des Planeten zur Sonne in einem Augenblick in der £y-Ebene, dann
wird sie nach den Newton'schen Grundsitzen in Verbindung mit
dem Gravitationsgesetz daunernd in die £x%-Ebene fallen. Die weitere
Behandlung des Zweikérperproblems concentrirt sich so auf die heiden
Differentialgleichungen:

3t £ I*
(7) R R g

Die zweite durch den Namen des Flichensatzes charakterisirte
Integrationsmethode besteht nun darin, dass wir die erste der beiden
Gleichungen (7) mit 5, die zweite mit & multipliciren und beide
Gleichungen von einander subtrahiren. Wir erhalten dann: :

d* it
(8) G — g =0,
Diese Gleichung liisst eine unmittelbare Integration zu:
dy g
® R

und damit ist der Flichensatz gegeben; seine Bedeutung ergiebt sich
in grisserer Klarheit, wenn wir Polar-Coordinaten an Stelle der recht-
winkligen Coordinaten &, # einfithren:
E=rcosp, dE==drcosqp — rdpsing,
N=rsing, dy==drsing - rde cosq.
Die Gleichung (9) fiihrt dann auf:

(11) Hi?

(10)

eine Gleichung, welche besagt, dass der Radiusvector von Sonne nach
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Planet in gleichen Zeiten gleiche Flichenriiume bestreicht. Jedenfalls
stellt sich die Integrationsconstante ¢ bei der Planetenbewegung als
eine endliche Grisse dar. Dagegen wiirde ¢ in dem Gravitationsproblem
verschwinden, in dem die gravitirenden Massen sich in der Richtung
ihrer Verbindungslinie bewegen.

Die dritte durch den Namen des Satzes von der lebendigen
Kraft charakterisirte Integrationsmethode besteht darin, dass wir die
Gleichungen (7) der Reihe nach mit d§, dvy beaw. (d§/dt) dt, (dv/dt) dt
multipliciren und addirem

dg . d§ dn EdE —f-_r]iy_ i ot dr
(12) ¥ D ) +5 it 5 S (i "
Die Integration liefert:
\ . v! 1 dg\® dn\* Y -
(13) ) gk ((u) + () )‘“ il
oder in den Polarcoordinaten (10):
ke 1 dr\? s 40\ v
@0 g (e -t

Man versteht unter lebendiger Kraft einer Masse m in der
Mechanik das halbe Product der Masse in ihr Geschwindigkeitsquadrat.
Multipliciren wir die Gleichung (14) mit der Masse des Plancten m,
so steht auf der linken Seite die lebendige Kraft des Planeten, und
danach fithrt die Integrationsmethode ihren Namen. Wenn sich in
der Gleichung (14) m heraushebt, so hiingt das mit der Bigenart der
Gravitation zusammen, der Masse proportional zu wirken. Wir werden
spiiter gelegentlich der allgemeinen mechanischen Probleme sehen,
dass sich in dem allgemeinen Satz der lebendigen Kraft die Masse
nicht herausheben wird,

§ 44. Discussion und Bestimmung der Bahncurven der Planeten
als Ellipsen. Einfiihrung der excentrischen Anomalie, Ableitung
der Umlaufsgeit der Planeten.

Wir kniipfen eine weitere Discussion an die Gleichungen (11)
und (14) des letzten Paragraphen:

dop
(1) r? p wC,
1) Wir bezeichnen die Integrationsconstante hier wmit — & in specieller
Riicksicht auf die Planetenbewegung, indem wir der wut,m-en Behandlung vor-
greifen, of. niichsten Paragraph,
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b dr\? sfdp\® 2y -
(2) o= (Gp) + 7 () =L —2n
Die Elimination von deg/dt liefert die weitere Gleichung:
. dr\®? ! 2y
® (Yo

Beriicksichtigen wir, dass nach (2) 2yp/r — 2h stets positiv ist,
go folgt aus (3), dass mit abnehmendem » dr/dt sich der Null niihert
und diese auch irgendwo erreicht, falls nicht der specielle Fall vorliegt,
dass ¢ =0 ist; dann liegt aber iberhaupt keine Planetenbewegung
vor, dann handelt es sich um den centralen Fall einer Masse m gegen
M. Es folgt also, dass wir fiir

) -G+ 22k

— ri r
das doppelte Vorzeichen werden berficksichtigen milssen; wir werden
nur zu untersuchen haben, wann das obere und wann das untere
Zeichen zu wiihlen ist. Da nun dt, das Zeitelement, stets positiv ist,
wird dr mit der Wurzel gleiches Vorzeichen haben miissen, und beide
werden bei der Stetigkeit der Bewegung auch gleichzeitig durch Null
hindurchgehen miissen; an dieser Stelle wird sich aber der gleich-
zeitige Vorzeichenwechsel von dr und der Wurzel vollziehen. Suchen
wir diese Stelle auf:
Diese Stelle ist durch die Wurzeln der Gleichung gegeben:

o= —S+ _an=0.

Die Wurzeln dieser Gleichung sind:
1 _ vV —ahe
S =T
Wiire nun die Integrationsconstante 2 (of. § 43 (13)) negativ, so
wiirde die eine Wurzel 1/r positiv, die andere negativ sein. Da aber
eine Entfernung nur positiv sein kann, so wiirde der negativen Wurzel
1/r keine physikalische Bedeutung zukommen konnen; es wiirde dann
@ und damit dr/dt in (4) oder dr nur einmal das Vorzeichen
wechseln, die Bahn wiirde also keine geschlossene, wie z B. bei der
Ellipse, sondern eine offene wie bei der Parabel oder Hyperbel sein.
Hier wiire also die Stelle, wo sich die Theorie der Kometen von der
der Planeten abzuzweigen hiitte.")
1) Es liegt nicht in der Absicht der Vorlesung, auf diese Kventualitiiten

hier genauer einzugehen, Man sehe die Darstellung anderer Autoren wegen der
Theorie der Kometenbahnen ein,
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Die Planetenbahnen sind erfahrungsgemiiss geschlossene Bahnen,
fiir sie kann also die Integrationsconstante / (cf. § 43 (13)) nicht
negativ sein, und darum haben wir der Behandlung vorgreifend dort
gleich geschrieben y/r — h. Ks muss ferner fiir die Planetenbewegung
¢* — 2he* > 0 sein, denn nur dann sind die beiden Wurzeln 1/r der
Gleichung @ =0 positiv, und der Ausdruck dr/dt in (4) kann wieder-
holt das Vorzeichen wechseln, wie es der Planetenbewegung entspricht,
bei der eine abwechselnde Nitherung und Entfernung der Planeten
von der Sonne stattfindet.

Wir sind nun geniigend vorbereitet, die Bahngleichung fiir die
Planetenbewegung aufzustellen. Die Elimination von df aus (1) und
(3) Liefert:

gl dih cdr . OQe- LBl g |
() dop== sl M i S ) WO @ =_.

j: r F ix _‘_:'i_ + 9 7 —9h :tV - t'!l’z —i' 21'(’ — 2h
r | A

Die Integration fiihrt auf:

']

' lo oloq. ¢
(i — g, = — iiid - are cos - .
b w0 fl/— o' + 2y0 — 2h Vy* — 2het
o

Hierin sind g, ¢, ebenso zusammengehirige Werthe, wie es g, ¢
sind. Wir haben noch freie Verfiigung, welches zusammengehirige
Werthepaar ¢, ¢ wir als g,, ¢, withlen wollen; wir withlen g, so, dass
dafiir der arc cos verschwindet, dann ist:

el — % L I ] '|/'y — 2!::.
ey T e b

Es war dies aber einer der Werthe, fiir welche @ gleich Null
wurde, und zwar war es der grossere Werth von 1/», also der kleinere
Werth von », fiir den dr sein Zeichen iindert; d. h. der Radiusvector
ist fir diesen Werth nach dem Perihel, nach der Sonnenniihe ge-
richtet. Rechnen wir von diesem Radiusvector den Polarwinkel ¢,
dann haben wir ¢, == 0, und die Gleichung (6) wird:

e* cl
0 gt
cBpmmt L
Vy? — 2he 1+V }lc e

Das aber ist die Gleichung einer Ellipse in Polarcoordinaten.
Es ist damit die Thatsache, dass die Planeten in Ellipsen die Sonne
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umkreisen, als eine Folge des Newton'schen Gravitationsgesetzes unter
Hinzuziehung der Newton’schen Grundsitze abgeleitet.

Zwischen der grossen Axe a, der kleinen Axe b und der Fx-
centricitiit ¢ einer Ellipse besteht nun bekanntlich die Beziehung
e=7V1 —b¥/a?, und es ist die Gleichung einer Ellipse in diesen
Grissen:

(8) r

b
a PR ¢ o W )

P N him RS l'+ ¢ COB p
1 - Vl ) CO8

Der Vergleich dieser Gleichung mit (7) liefert:

(9) cﬂm%'.yga(l_e!),,, 2;,,__.g.1’1=1'_.

at o

Unser niichstes Ziel ist die Beziehung zwischen dem Polarwinkel
@ — der wahren Anomalie, wie der terminus technicus in der Astro-
nomie lautet — und der Zeit ¢ aufzustellen; im Besonderen einen
Ausdruck fir die Umlaufszeit 7’ der Planeten um die Sonne zu ge-
winnen,

Wir kniipfen an die Gleichung (1) und setzen darin fiir » den
Ausdruck (8), dann folgt unter Entnahme des Ausdrucks fiir e
aus (9):

8 4
dt = —’..:__.-“_ do = a* (i E')s dy

Ve Vi=eVy Ve G+ ecosg)

Pig. 2. ist, und gewinnen damit den Integral-
ausdruck:

i H] .
4 ai.(ih—e');/ dop

o/ (10)  ¢t= L S et

Wir fithren zur Behandlung dieses
Integrals die excentrische Anomalie w
ein, die wir in folgender Weise defi-
niren: Wir schlagen um die grosse
Halbachse der Bahnellipse einen Kreis
und denken uns auf diesem Kreise die
Bewegung eines fingirten Planeten vor sich gehend, der mit dem
wirklichen Planeten auf der Bahnellipse gleichzeitig Perihel und Aphel
passirt; des Niheren ist die Lage des fingirten Planeten in jedem
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Augenblick durch Verlingerung und Schnitt des Lothes vom wirk-
lichen Planeten auf die grosse Axe mit jenem Kreise gegeben. Die
excentrische Anomalie u ist dann der Winkel, den die Verbindungs-
linie von Kreismittelpunkt und fingirtem Planeten mit der grossen
Axe bildet.

Nach dieser Definition haben wir zwischen excentrischer Ano-
malie «, wahrer Anomalie ¢ und Radiusvector » von Sonne nach
Planet die Beziehung:

(11) @ COS U — @e == 1 COS
oder, wenn wir aus (8) » durch ¢ ersetzen:

(cosu —e) (14 ecosgp) = (1— ¢*) cosep,
also:
COsS U — ¢ V1 — e sinu

RO 1 —ecoru

1—¢cosn’

(igos) =4 (755

8in @ =

Aus:

folgt weiter:

_esingdg  esinudu
(1 +econg)? 1 —et?
mithin:
do 1 —¢cosu

T Feoongy — [Tk %

Es wird damit die Gleichung (10):

a

bl d
3 g
12 £ o e 1 — ecosu)du = ——(u — esinu).
(12) w’/( ) W( )
]

Indem nun fiir @ == 27 u = 2x ist, folgt die Umlaufszeit des

Planeten 7%

8

2

Te=-"-.2x

Vy

oder der Werth y, cf. § 43 (6):
g a®

(13) ?=f(M+m)=n4“ Uik

Das Verhiiltniss des Cubus der grossen Axen zum Quadrat der
Umlaufszeit der Planeten — dieses Verhiiliniss, welches im dritten
Kepler’schen Gesetz eine Rolle spielt — ergiebt sich danach als im

Volkmann, Theoretische Physik, 7
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Wesentlichen durch die Sonnenmasse, genauer durch die Summe der
Massen aus Sonne und Planet bedingt.

§ 45. Riickblick auf die Kepler'schen Regeln und Herleitung des
Newton’schen Gravitationsgesetzes daraus.

Der bisher von uns eingeschlagene Weg, welcher den Inhalt des
Newton’schen Gravitationsgesetzes zum Ausgangspunkt wiihlte, hat
den Vorzug, direct und schnell ohne Umwege in die Theorie der
Planetenbewegung einzufithren, welche dem gegenwiirtigen Standpunkt
der Wissenschaft entspricht. Nun, wo das Ziel als erreicht angesehen
werden kann, ist es im hichsten Grade lehrreich, einen Riickblick auf
die wissenschaftliche Entwickelung zu werfen, welche zur Aufstellung
des Newton'schen Gravitationsgesetzes fithrte.

Das geschichtliche Studium eines Problems bildet eine wesent-
liche Vertiefung in das Problem selbst, aber es setzt auch eine grissere
Reife voraus. Solche historischen Studien fiihren einer Frkenntniss-
theorie dankbares Material zu und gewiihren uns die Anregung, wie
wir zu verfahren haben, um fiir weniger bekannte Probleme die An-
griffspunkte einer exacten Behandlung zu finden.

Die Geschichte der Entdeckung des Newton’schen Gravitations-
gesetzes knilpft an die drei Kepler’schen Regeln, — auch schlecht-
weg hiiufig als Gesetze benannt, — welche der astronomischen Be-
obachtung entnommen waren:

1. Der von der Sonne nach dem Planeten gezogene Radiusvector
beschreibt in gleichen Zeiten gleiche Flichenriiume.

2. Die Bahn jedes Planeten ist eine Ellipse, in deren einem
Brennpunkt die Sonne steht.

3. Fiir verschiedene Planeten verhalten sich die Quadrate der
Umlaufszeiten wie die Cuben der grossen Axen.

Wir stellen uns die Aufgabe, unter Einfihrung der allgemeinen
Newton’schen Grundsitze den theoretischen Werth dieser Kepler’-
schen Regeln zu untersuchen, insbesondere ihre Beziehung zu dem
speciellen Newton'schen Gravitationsgesetze aufzudecken.

Die Kepler'schen Regeln legen zuniichst die Einfithrang unseres
relativen Coordinatensystems §, 4 nahe. Die erste Kepler'sche Regel
ist nichts anderes als unser Flichensatz § 43 (9); befindet sich der
Planet zur Zeit ¢ an der Stelle &, v, zur Zeit ¢ 4 dt an der Stelle
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£ 4 dE, n -+ dy, dann haben wir nach der ersten Kepler’schen
Regel:

1 :
(1) :‘: fii‘fffw i = Edn — ndE = cdt.
Es folgen daraus die Gleichungen:
¢ dy dé d*n d*
(2) 5 v SR {7 (bt gflt_’_th' == 0.

Fithren wir in (2) das Newton'sche Actionsprineip ein, so er-
halten wir m @*E/dt* : m dy/)dt* = § : 9.

mig =R,
r

(3) o
m “:" RI.

Die hierin als Proportionalitiitsfactor auftretende Grosse R er-
kennen wir in ihrer physikalischen Bedeutung als Ausdruck fiir die
aufzusuchende Gravitationskraft, welche sich hier zuniichst als Central-
kraft in der Richtung des Radiusvector von Sonne nach Planet wirkend
darstellt.

Der weitere Schritt ist, diese Kraft R in der Richtung der Ver-
bindungslinie wirkend als Function der Entfernung darzustellen und
dem Vorzeichen nach richtig zu bestimmen. Die Moglichkeit dazu
erdffnet die zweite Kepler'sche Regel in Verbindung mit den aus
der ersten Kepler’schen Regel gezogenen Consequenzen (3):

Wir beziehen die durch die zweite Kepler'sche Regel gegebene
Bahnellipse anf Polarcoordinaten:

] L
fimm 1“—E-eco?m by ok sl €)
und bilden:
d*r d*E R eE ) R a(l — e¥)
et At ittt e

Wir bilden zweitens emen Ausdruck fiir d’r/dt*, ausgehend von
r? = E* 4+ %* und von

dr __ § d§ n dy
@@= at Traw
2 0 "
FiwiE @ @) - w G @)
et U ;-15 (5 —n3)

In Verbindung mit (1) folgt so:
7‘
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” d*r et
(5) at* = m + o

Die Vergleichung der Gleichungen (4) und {f)) liefert nun die
(ileichung:

(6) R ot D IHbETL T

a(l —e* r?

Mit dieser Gleichung (6) ist die aus der ersten Kepler’schen
Regel abgeleitete Centralkraft als eine Anziehungskraft umgekehrt
proportional dem Quadrat der Entfernung wirkend erkannt.

Zur Verwerthung der dritten Kepler’schen Regel fithren wir in
(1) nun die Umlaufszeit 7' ein. Der Flicheninhalt der Bahnellipse
ist bekanntlich abx, es wird also nach (1):

ST =abx =a'Y1 — & =,

L]
Dl !
y 2a’y P’l

N .

Diesen Werth von ¢ in (6) emgcsatzt, erhalten wir:
g pl g

Die dritte Kepler'sche Regel besugt nun, dass fiir alle Planeten
das Verhiiltniss (a®/7*) dasselbe ist; die Verbindung dieses Umstandes
mit dem Newton'schen Reactionsprineip legt die Auffassung nahe, in
dieser Grosse, welche fiir alle Planeten dieselbe sein soll, eine der
Sonne individuelle Constante zu sehen. Wir haben bisher auf Grund
der Kepler'schen Regeln immer nur von einer Anziehungskraft der
Sonne auf die Planeten gesprochen, nach dem Newton'schen Reactions-
princip miissen wir dann ebenso von einer Anziehungskraft der Pla-
neten auf die Sonne sprechen,

Das Reactmnsprlnc:p ist es also, welches uns vemnlu.sat, in
42 a®/T* eine der Sonnenmasse proportionale Constante zu sehen.
Indem wir jetzt setzen:

(8) M = dx* 1y,

f als Gravitationsconstante, M als Sonnenmasse ansehen, haben wir
nach Form und Inhalt richtig das Newton'sche Gravitationsgesetz
als Folge der drei Kepler'schen Regeln abgeleitet.

Von besonderem Interesse ist der Vergleich der Gleichung (8)
mit der entsprechenden Gleichung unserer exacten Theorie § 44 (13):
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) £+ m) = 4a? 0

In dieser Relation liegt eine Correctur der dritten Kepler’schen
Regel, welche zeigt, dass streng genommen nicht 4z* a’/T%, sondern
47* a%/T* (1 4 m/M) eine Constante fiir alle Planeten ist. Ks muss
aber hervorgehoben werden, dass die Annitherung, welche die dritte
Kepler'sche Regel an die Wirklichkeit liefert, schon eine sehr be-
deutende ist, insofern m/M klein gegen 1 ist. Als Grund der Ab-
weichung haben wir den Umstand namhaft zu machen, dass die
Kepler'schen Regeln die Einfilhrung eines relativen Coordinaten-
systems sofort nahelegten, wiihrend die Newton’schen Girundsiitze
erfordern, mit einem absoluten Coordinatensystem zu beginnen.

Wir erkennen: Das Newton’sche Gesetz stellt gegeniiber den
Kepler'schen Regeln nicht nur formal einen Fortschritt dar, sondern
auch material, insofern es die Aussagen der dritten Kepler'schen
Regel verbessert. Aber das werden wir trotzdem sagen kimnen: Die
Bedeutung der Kepler'schen Regeln und damit die Grosse Kepler’s
fir die Entwickelung der Wissenschaft erscheint erst durch die
Newton'sche Forschung im hellsten Lichte. Wir erblicken diese
darin, dass die Kepler’'schen Regeln sich als die nothwendigen und
gerade hinreichenden Bedingungen zur Aufstellung des Newton’schen
Giravitationsgesetzes nach den Untersuchungen dieses Paragraphen er-
geben haben.

§ 46. Die Gravitationsconstante rach Dimension und Grosse. Der

Massenbegriff der praktischen Astronomie. Theoretische Mbglich-

keit eine Massen- und eine Zeiteinheit aus dem Gravitationsgesets
abzuleiten.

Die Kepler'schen Regeln stellen nach unseren Untersuchungen
vom Standpunkt der praktischen Astronomie, welche nur mit Winkel-
und Zeitmessungen, allenfalls noch mit Liingenmessungen zu thun
hat, in gewissem Sinne fir das Zweikirperproblem das hdchste er-
reichbare Ziel dar; denn der Massenbegriff, dessen Kinfithrung eine
weitere Priicisirang, wie wir gesehen haben, gestattet, ist der prak-
tischen Astronomie fremd. Diesen Massenbegriff hat erst, wie die
Untersuchung der Kepler’schen Regeln im vorigen Paragraphen
lehrte, die Anwendung der Newton’schen Grundsitze hineinge-
bracht. ' ‘

Vom Standpunkt der praktischen Astronomie wird daher auch
kein Bediirfniss vorliegen, unsere Constante des Newton’schen Gravi-
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tationsgesetzes f einzufithren. Wir werden entsprechend den Glei-
chungen § 45 (8) und (9) den durch die dritte Kepler'sche Regel
nahegelegten Ausdruck 4x*a%7* als astronomische Sonnenmasse
selbst definiren konnen, welche auf diese Weise wesentlich als
Rechnungsausdruck zur Abkiirzung eingefithrt erscheint, und welche,
wie wir wissen, um so priiciser einen constanten Ausdruck dar-
stellt, auf einen je kleineren Planeten der Ausdruck 4z®a%/7* be-
zogen wird,

Der in der dritten Kepler’schen Regel enthaltene Ausdruck liisst
sich weiter direct auf die Planetenmassen fibertragen, welche von
Monden umkreist werden, und ist damit vom Standpunkt der prak-
tischen Astronomie das einfachste und genauste Mittel gegeben, die
Masse der Planeten in ihrem Verhiiltniss zur Sonnenmasse zu be-
stimmen. Hat ein Planet keinen Trabanten, und handelt es sich um
die Bestimmung seiner Masse im Verhiiltniss zu der Masse der Sonne
oder handelt es sich um die Bestimmung der Masse eines Trabanten, so
ist die Astronomie auf wesentlich verwickeltere und ungenauere Mittel
angewiesen, diese Constante zu bestimmen; es miissen dann Nitherungs-
methoden herangezogen werden, welche das Drei-Kérperproblem zur
Zeit gewiihrt.

In der That, hat ein Planet einen Trabanten, dessen “grosse
Axe (a), dessen Umlaufszeit (77) ist, dann liefert unmittelbar die
Gleichung (8) des vorigen Paragraphen, gleichviel ob wir f == 1 setzen
oder nicht:

fM = 47" ;l:j f"ﬁ = 4“’ '((;);i!
mithin:
a'. (a)®

M:m = 7 ()

“Wenn wir in diesem astronomischen Sinne die Massen von Sonne
und Planet einfithren, diirfen wir an den Ausdruck 4x* a¥/7* nicht
die physikalische Forderung der Homogenitiit des Ausdrucks als Masse
erheben. Diese Homogenitiit kommt erst hinein, wenn wir wieder
die Gravitationsconstante /' mit ihrer physikalischen Dimension ein-
fibren. Welches ist diese Dimension?

Wir haben:
R =2 (mit-2),
mithin:
f== [m—10¢2)
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Die numerische Bestimmung dieser Grosse ist eine wesentlich
physikalisch - praktische Aufgabe, zu deren Losung spiter Methoden
angegeben werden sollen; hier sei nur vorgreifend bemerkt, dass ihr
Werth in dem gr.-, em.-, sec-Maasssystem etwa betriigt:

"= 6T . 10=9 [gr— em®sec™*].

Die physikalische Constante des Newton’schen Gravitations-
gesetzes ist also keine reine Zahl, sondern ein wesentlich von den
zu Grunde gelegten Maasseinheiten fiir Masse, Linge und Zeit ab-
hiingiger physikalischer Werth. Dieser Werth stellt sich uns als eine
sehr kleine Grosse dar, was damit zusammenhiingt, dass der Newton™
schen Gravitation fir gewdhnliche Massen eine ausserordentlich ge-
ringe Wirkung entspricht — eine Wirkung, welche erst bedentend
wird, wenn so grosse Massen im Spiel stehen, wie solche in der Erde
und den himmlischen K&rpern vorliegen.

Die Kenntniss des Werthes von /' befiihigt uns niiher, den Werth,
welchen wir vorhin als Sonnenmasse definirten, in bekannten Massen-
maassen z B. Kilogramm auszudriicken; doch soll darauf hier nicht
eingegangen werden.

Von physikalisch grosserem Interesse erscheint die Moglichkeit,
die Kenntniss von f zu benutzen, um ein neues Einheitssystem fiir
unsere Maasse, unabhiingig von terrestrischen Verhiiltnissen zu be-
griinden:

Legen wir z B. em. und sec. als Liingen- und Zeiteinheit zu
Grunde, so kinnten wir auf Grund des Newton’schen Gravitations-
gesotzes eine Masseneinheit dadurch definiren, dass wir sagen: Zwei
Masseneinheiten seien Massen, welche nach dem Gravitationsgesets
auf einander wirkend in der Einheit der Entfernung die Einheit der
Beschleunigung hervorrufen. Diese Masseneinheit wiirde sich be-
stimmen aus:

Voo

f?: =m-1, m= -;-.]'_gr| = % [gr] == 15000 Kilogramm.

Wir kionnten in ihnlicher Weise auf das Newton’sche Gravi-
tationsgesetz eine Zeiteinheit begriinden, worauf Helmholtz') aut-

merksam gemacht hat: Wenden wir den bekannten Ausdruck filr
die dritte Kepler'sche Regel
aa

fMﬂﬂ 41!!-?7,'

1) Helmholtz, Wissenschaftliche Abhandlungen 1T, 8. 996,
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auf eine homogene Kugel an, auf deren Oberfliiche ein Trabant mit
verschwindender Masse ohne Reibung gleitet, und ist ¢ die Dichte der
Kugel, also M = 4x/3 - ¢"0, dann wird

T==]/"T_d’;

Die Umlaufszeit des kleinen Trabanten ergiebt sich also unab-
hiingig von der Grisse der Kugel, allein abhingig von der Dichte
der Kugelmasse. Diese Umlaufszeit ist es, welche man als Ausgangs-
punkt zur Wahl einer Zeiteinheit nehmen kinnte, und welche nach
unserer Anschauung unabhiingig von allen siicularen und terrestrischen
Aenderungen zu allen Zeiten als dieselbe zu betrachten wiire. Wiihlen
wir =1, die Dichte des Wassers, so bestimmt sich 7' zu etwa
3,3 Stunden.

Die Einfuhrung solcher Einheiten hat aber nur einen theo-
retischen Werth. Praktisch miissen wir fordern, dass Rinheiten
mindestens so genau herstellbar sind, als sie unter einander verglichen
werden kénnen. Davon kann aber bei der Unsicherheit, mit der die
Bestimmung des Werthes / behaftet ist, sowohl in Bezug auf die
oben definirte Masseneinheit wie in Bezug auf die oben definirte
Zeiteinheit nicht die Rede sein.

Wir diirfen iibrigens die Einfithrung solcher Einheiten auch
theoretisch nicht tiberschiitzen. Die Einfthrung der Rinheit ist nicht
ohne Weiteres mit der Einfilhrung des Begriffs auf gleiche Stufe zu
stellen. Physikalische Begriffe von so fundamentaler und weittragender
Bedeutung, wie es der Begriff der Masse ist, diirfen nicht durch
specielle Naturgesetze, sondern miissen durch Postulate eingefithrt
werden. Das Postulat, welches den Begriff der Masse fixirt, ist der
Satz von der Erhaltung der Masse.

Nun kionnnte man vielleicht sagen: das Newton’sche Gravi-
tationsgesetz ist gar kein specielles Gesetz in unserem Sinne, es ist
gleichfalls ein Postulat, und damit liesse sich dann vielleicht die
Begriindung des Massenbegriffs darauf rechtfertigen. Diese Auf-
fassung des Newton'schen Gravitationsgesetzes widerspricht aber der
bisherigen Entwickelung der Wissenschaft und diirfte auch neueren
Untersuchungen iiber die Grenzen des Gesetzes nicht gerecht werden.
Es giebt eine ganze Reihe von Erscheinungsgebieten, welche nicht
unter das Newton'sche Gravitationsgesetz fallen, und das ist eben
die Bedeutung eines Postulats, eines Grundsatzes, dass er auf alle
Erscheinungen anwendbar bleibt und bleiben soll.
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Fs ist richtig: das physikalische System ist ein gegenseitiges
begriffliches Bezugssystem. Bei der Mannigfaltigkeit der Beziehungen
ist es daher natiirlich und auch angebracht, den Versuch zu machen,
diese Beziehungen bald mehr auf die eine, bald mehr auf die andere
Erscheinungsclasse zu stiitzen; aber man darf dann den Ausgangs-
punkt des Systems nicht aus dem Auge verlieren und muss beriick-
sichtigen, dass Postulate eine gleiche, gemeinsame Beziehung zu allen
Erscheinungsclassen haben sollen.



II. 4) Anwendung der Newton'schen Grundsitze auf die
Behandlung bedingter Bewegungen eines Massenpunktes.

§ 47. Zuriickfithrung der bedingten Bewegung auf die freie durch
Einfiihrung einer aus den Bedingungen bestimmbaren Hiilfskraft.

Die Anwendung der Galilei-Newton'schen Grundsitze bezog
sich bisher auf Fiille, in denen die Wirkung auf Massen beziehungs-
weise auf Massenpunkte frei ohne Hinderniss und ohne besondere
Nebenbedingung erfolgen konnte. Wir erweitern jetzt an der Hand
einiger Beispiele die Betrachtung auf solche Fiille, in denen die Frei-
heit der Bewegung beschriinkt ist, in denen fir die Bewegung des
Punktes noch gewisse Bedingungen irgendwie vorgeschrieben sind,
z B. eine Fliiche iiberhaupt nicht oder nur nach einer Seite verlassen
zu konnen, und sprechen in solchen Fiillen von bedingter Bewegung
im Gegensatz zu der bisher behandelten freien Bewegung.

Wollen wir die Newton’schen Grundsiitze auf die bedingte Be-
wegung eines Massenpunktes anwenden, so kinnen wir nun so ver-
fahren, dass wir die gegebenen Bedingungen durch Kriifte zu ersetzen
versuchen, die gerade denselben Effect hervorrufen wiirden wie die
gegebenen Bedingungen. Bestehen die Bedingungen z. B. darin, dass
der Punkt bei seinen Bewegungen eine gewisse Fliche nicht durch-
dringen kann, so wiirde durch solch eine Bewegung die Festigkeit
der Fliiche in einer gewissen Stirke in Anspruch genommen werden,
der materielle Punkt wiirde mit einer gewissen Kraft in der Richtung
der Normale auf die Fliche driicken; betrachten wir fiir den Augen-
blick diesen Druck auf die Fliche als Actio, so wiirde den New-
ton’schen Grundsiitzen gemiiss nach einer Reactio zu suchen sein:
diese Reactio wiire der Gegendruck der Fliche gegen den Punkt,
welcher den Punkt zwingt, auf ihr zu bleiben, und diese Reactio wiire
die Kraft, welche wir an Stelle der als Bedingung gegebenen Fliche
einfithren konnten, welche in jedem Augenblick in Verbindung mit
den urspriinglich frei gegebenen Kriiften dem materiellen Punkte
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identisch dieselbe Bewegung ertheilen wiirde, wie sie bei der be-
dingten Bewegung vorliegt.

Bleiben wir im Bilde einer festen Fliiche als gegebener Bedingung,
so wird die Sache in der Regel so liegen, dass die Fliche mit einer
grosseren Festigkeit behaftet ist, als eine solche beansprucht wird;
die von uns an Stelle der Bedingung zu setzende Normalkraft ist
aber nicht grosser und nicht kleiner als der Antheil der Gesammt-
festigkeit, der beansprucht wird.

Es seien X, Y, Z die Componenten der auf den Massenpunkt m
divect wirkenden Kraft, @ (z, y, #) = 0 die gegebene Oberfliche, welche
der Massenpunkt nicht verlassen soll, N die filr jede Stelle zn be-
stimmende Normalkraft, welche die Festigkeit der Fliche gerade soweit
in jedem Augenblick ersetzt, als sie in Anspruch genommen wird,
n die in der Richtung von N gezogene Normale zur Fliche, dann
liefern die Newton’schen Grundsitze fir die Bewegung des Massen-
punktes die Gleichungen:

d*ax

Mo = X +4 N cos (nx),

(1) m E(Tg = Y -4 N cos (ny),

m s
dit?

= Z + N cos (nz).

Nun werden in der Theorie der krummen Oberflichen die
Gleichungen abgeleitet:

oo = 2/ 62+ G5+ ('

@ o=V G G0,

o 0 = 32/ V9T + G5+ ('

Schreiben wir jetzt zur Abkiirzung:

TR (@R (o)
e N/V(E‘a:) +(5y) + (52)
so erhalten wir als Differentialgleichungen der bedingten Bewegung

aus (1):
e o

Mg '—X+‘1'3.1:’

d*y o

(3) mm,==1’+lay,

. a' o 0P
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Die Bestimmung von A und damit von N wiirde sich in der
cinfachsten Weise ergeben, wenn wir die Gleichung der gegebenen
Oberfliiche ¢ == 0 zweimal nach ¢ differentiiren und darin die Werthe
fir d*ajdt*, d*y/dt*, @z/dt* ans (3) einsetzen. Wir hiitten dann eine
Gleichung, in der 4 oder N als einzige Unbekannte vorkiime.

Soll die gegebene Oberfliiche ¢ (2, y, #) = 0 fiir die Freiheit der
Bewegung nur ein einseitiges Hinderniss bilden, dann wire fest-
zustellen, an welcher Stelle der Bahn 4 beziehungsweise N das Vor-
zeichen wechselt. An der Stelle, welche diesem Vorzeichenwechsel
entspricht, wiirde dann der materielle Punkt die gegebene Fliche
verlassen, und von hier ab wiirde die Bewegung aufhiren, eine be
dingte zu sein, von hier ab wiirde sie frei sein.

Soll die Bedingung der Bewegung durch eine Raumcurve ge-
geben sein, so kinnen wir diese Raumcurve als Schnitt zweier Ober-
fliichen auffassen:

(JJ(:!?, Y, 3)=U’ ¥(x,y,2) =0
und wir werden normal zu diesen Flichen zwei Kriifte substituiren
kénnen, welche zusammen gerade hinreichen, die in jedem Augen-
blick in Anspruch genommene Festigkeit der Raumecurve zu ersetzen:
N, und N,. Die Newton’schen Grundsitze fithren hier zu den
Gleichungen:

::—; = X + N, cos (n,z) + N, cos (nyz) = X-{—ﬁ. + 3.1:’

(4) m G = Y+ N, cos (ny) + Ny cos (my) = Y+ 127 4.4 BJ,

r:‘f----/-i—N cos (n,#) 4 N, cos (nyz) == A-}-A _|_ 3:’

wobei 2 und g Abkiirzungen darstellen fiir:
=NV G + G + G
VT

Die zweimalige Differentiation der Bedingungsgleichungen ¢ = 0,

¢ =0 nach ¢ wiirde hier die Mittel bieten, 2 und u einzeln ha-
stimmen zu kinnen.

Es handelt sich im Vorhergehenden um Klarlegung der Methode,
nach der die Newton’schen Grundsiitze auf bedingte Bewegungen
in einigen allgemeinen typischen illen angewandt werden konnen.
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Es sollen damit selbstverstiindlich die Bedingungen in ihrer Moglich-
keit nicht erschopft werden. FEine Erweiterung der Bedingungen
wiirde z B. darin liegen, dass ¢ oder ¢ auch noch die Zeit ¢ ent-
hielten. Die Bedingungen kinnten aber auch noch anders analytisch
gegeben sein.

Die Methode der Anwendung der Newton’'schen (Grundsiitze auf
die bedingte Bewegung kinnen wir kurz dahin charakterisiven, dass
wir die bedingte Bewegung versuchen auf die freie durch Binfiihrung
einer zu bestimmenden Hillfskraft zartickzufithren.

§ 48. Einfiihrung und Begriff der Centripetalkraft und der
Centrifugalkraft (Huygens).

Wir haben im vorigen Paragraphen auf Methoden hingewiesen,
um die Bestimmung der Normalkriifte zu erméglichen, durch welche
die jedesmal vorliegenden Bedingungen ersetzt werden kinnen. In
diesem Paragraphen wollen wir versuchen, fiir Grosse und Richtung
dieser Normalkriifte kinematisch-geometrische Anschauungen zu ge-
winnen.

In welcher Richtung wir solche zu suchen haben werden, kénnen
wir uns bereits ohne Rechnung klar machen, wenn wir an die Be-
wegung eines Massenpunktes auf einer vorgeschriebenen Curve ohne
Einwirkung iusserer Kriifte denken. Wiire die Bewegung keine be-
dingte, so wiirde der Punkt dem Triigheitssatz folgen; die Festigkeit
der Curve hindert ihn daran, und wir kénnen dann vermuthen, dass
Jene einzufithrenden Normalkriiffe um so grésser in Ansatz zu bringen
sein  werden, je grosser die Geschwindigkeit ist, und je stirker die
Curve von der Richtung einer geraden Linie
abweicht; iiberdies wird die Richtung der , i
Normalkraft nach dem Innern der concaven A
Seite der Curve gerichtet sein. #

Wir wollen zuniichst, im Falle die Be- B
wegung in einer ebenen Curve vor sich zu /
gehen gezwungen ist, die Normalkraft durch
die erwiihnten Elemente auszudriicken ver-
suchen. Wir haben dann an die beiden ersten
Gleichungen § 47 (1) anzukniipfen; multipli-
ciren wir diese der Reihe nach mit — dy/ds = cos (nx), - da/ds
== cos (ny) und addiren sie:

=X
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" d;d.f = X + N cos(nz) — g—f == cos (nz)
(1) F'.
, : d
" fn, == Y - N cos(ny) ;!5: = cos (ny),
so folgt:

d'ydx d'md :
i ('El_t!: ds ~ dt* ;:f) == X cos (nx) + Y cos(ny) + N,

= R (cos (Rx) cos (nz) + cos (Ry) cos (ny)) + N,
(2) == R cos (lin) 4 N.

Hierin bedeutet R die resultirende iiussere Kraft auf den Massen-
punkt, deren Componenten X, ¥ sind. Der Ausdruck auf der linken
Seite steht nun ferner in einer sehr einfachen Beziehung zu dem
Kriimmungsradius ¢ einer ebenen Curve. Wir kinnen niimlich
schreiben:

| (dy Jdx

1 rf'J/V da® dt ('r_fh ﬁf)

o da? + rf:r = ds Ay
dt

dxd'y dydx

L dw dt de* — dt dit s (d_a:: d'y  dy rl'x)
7 5 (cls) :11:)" i (rh_i)' ds dt*  ds di?
(l‘fi di

Die Gleichung (2) kann daher in der Form geschrieben werden:
(3) > (;: t) = R cos (Rn) 4 N.

Diese Gleichung entspricht unseren vorher ausgesprochenen Ab-
gsichten. Khe wir jedoch zu ihrer Discussion schreiten, wollen wir
zuniichst ihre Allgemeingiiltigkeit fiir die Bewegung eines Massen-
punktes auf einer Raumcurve erweisen; wir kniipfen zu diesem Zweck
an die Gleichungen § 47 (4), welche wir der Reihe nach mit cos (o),
cos (oy), cos (pz) multipliciren und addiren:

— X 4 N, cos (,2) + N, cos (ma) | cos(oz)

m Sy
u'

@ m ;—;’ — Y+ N, cos (n,y) + N, cos (nyy) | cos (o)

m ------- = 7 + N, cos (n,#) + N, cos (ny ) | cos (0#).

Setzen wir nun zur Abkiirzung
g =dy d®s — dz d*y,
y=des @z —dz &'z,
{=dz d®y — dy &z,
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so wird in der Theorie der Raumecurven gezeigt, dass
= VE+ 7 e,
cos (px) = (nde — §dy)/ds V& + v* 4 ¢,
cos (py) = (¢dz — Ed#)/ds VE + v* + &,
cos (p#) == (Edy — ndz)/ds VE + v* + ¢.
Bilden wir nun den Zihler von:
d*x cos (px) + d*y cos (gy) + d*z cos (gz),
so erhalten wir daftir:
d*z (nde — ¢dy) + &y (fdx — Edz) 4 @2 (Edy — ndz) = - - £
Die linke Seite der Gleichung (4) giebt so nach der vorge-
schriebenen Behandlung
m@ )
ae* . ds - VE + 0t + ¢ dt* - ds 0
Wir erhalten auf diese Weise aus (4), der Gleichung (3) ent-
sprechend, fir die gezwungene Bewegung eines Massenpunktes auf
einer Raumeurve:

(5) = (" ")" — R cos (Re) + N,

]/§'+17 +f."_ m (ds\*
(Eﬁ) ;

dt,
wo:

) N = N, cos (n,0) + Ny cos (ngp).

Der allgemeine Typus der Gleichungen (3) und (5) ist damit in
seiner Uebereinstimmung erkannt, und wir konnen zur Discussion
schreiten; zuniichst lenken wir die Aufmerksamkeit auf die hier uns
zum ersten Mal entgegentretende Grissencombination:

® = (= me (5

Wir haben hierin ds = gdgp gesetzt, d. h. das Bogenelement der
gegebenen Curve gleich dem Kriimmungsradius ¢ mal dem Element
des Polarwinkels ¢. Diese durch die Gleichung (6) gegebene Grissen-
combination stellt, wie ja auch aus der Homogenitiit der Gleichungen
(3) und () hervorgeht, eine Kraft dar; wir bezeichnen die Actio
nach dem Krilmmungsmittelpunkt hin gerichtet als Centripetalkraft,
wir bezeichnen die Reactio von dem Kriimmungsmittelpunkt weg ge-
richtet als Centrifugalkraft,
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Die physikalische Anschauung fiir diese Kriifte, wie sie die Be-
handlung der bedingten Bewegung mit sich gebracht hat, folgt be-
sonders einfach, wenn wir in (3) und (5) die iiussere Kraft R fiir
den Augenblick gleich Null setzen. Die Centrifugalkraft stellt
gich dann als directe Folge der Triigheit, als Druck gegen die ge-
gebene vorgeschriebene Curvenbahn dar, welche die Masse zwingt,
von der geradlinigen Triigheitsbahn abzuweichen — die Centripetal-
kraft als Gegendruck der Curve gegen den sich bewegenden Massen-
punkt, durch welchen wir die Behandlung der bedingten Bewegung
auf die freie Bewegung zuriickfithren kénnen.

Die Ausarbeitung der Anschauung ist wiclltig genug, um noch
ein anderes Beispiel zur Erlinterung heranzuziehen: wir withlen die
Kreisschleuder. Die Centrifugalkraft ist es, welche hier den Faden
spannt — wieder eine Aeusserung der Triigheit, die an die Festigkeit
des Fadens Anforderungen stellt — andererseits ist es die Spannung
des Fadens, welche den geschleuderten Korper zwingt, die gerade
Bahn des Triigheitssatzes zu verlassen, und welche hier die Centri-
petalkraft darstellt.

Die Centripetalkraft und die Centrifugalkraft ist in ihrer Ab-
hiingigkeit von den Bewegungselementen zuerst von Huygens er-
kannt und in die Wissenschaft eingefiihrt worden. Sie ist nach (6)
der Masse proportional; wenn wir die Geschwindigkeit der Masse
selbst ins Auge fassen, ist sie ferner dem Geschwindigkeitsquadrat
direct, dem Kriimmungsradius umgekehrt proportional; fassen wir die
in jedem Augenblick vorhandene Winkelgeschwindigkeit, bezogen auf
den Kriimmungsmittelpunkt und die Schmiegungsebene der Raum-
curve, ins Auge, dann ist sie dem Quadrat der Winkelgeschwindigkeit
und dem Kriimmungsradius direct proportional.

Haben wir in dieser Weise die Bedeutung der Centripetalkraft
und der Centrifugalkraft veranschaulicht, so konnen wir nun zur
weiteren Discussion auf die Gleichungen (3) und (5) zuriickgehen.
Wir kénnen danach die Normalkraft, welche die Festigkeit der Bahn
— soweit sie in Anspruch genommen wird — zu ersetzen im Stande
ist, ausdriicken durch:

ds

(1) N=2 (a'z)’ — R cos (Ro).

Diese Normalkraft ist nach dem Reactionsprineip gleich und ent-
gegengesetzt der Kraft, mit der die Masse bei ihrer Bewegung die
Bahn driickt.
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Die Festigkeit einer concaven Bahn kann ersetzt gedacht werden
durch die Centripetalkraft, hierzu ist subtractiv oder additiv die
Normalcomponente der von aussen wirkenden Kraft I hinzuzufiigen,
je nachdem diese Normalcomponente nach dem Kriimmungsmittel-
punkt hin oder von dem Kriimmungsmittelpunkt weg gerechnet ist.

Die Festigkeit einer concaven Bahn wird beansprucht durch die
Centrifugalkraft, hierzu ist subtractiv oder additiv die Normalcompo-
nente der von aussen wirkenden Kraft R hinzuzufiigen, je nachdem
diese Normalcomponente nach dem Kriimmungsmittelpunkt hin oder
von dem Kriimmungsmittelpunkt weg gerechnet ist.

Die Begriffe der Centripetal- und der Centrifugalkraft sind von
uns bei der Behandlung der bedingten Bewegung eingefiihrt und
bisher auch von uns nur hinsichtlich einer bedingten Bewegung ver-
wandt. Die Bezeichnung findet sich aber gelegeutlich auch in Bezug
auf die freie Bewegung verwandt. Wir haben dann in der Glewlmng
(3) oder () N ==0 zu setzen und erhalten dann in:

m —‘; = R cos (Ro)

das Resultat: Die Centrifugalkraft hiillt der Kraftcomponente nach
dem Kriimmungsmittelpunkt das Gleichgewicht, diese Kraftcomponente
wiire dann entsprechend als Centripetalkraft zu denten.

Wir fithren bei dieser Ausdrucksweise, so zu sagen, das dynamische
Problem auf das statische zuriick und denken uns rein statisch
die Centrifugalkraft angebracht. Das geschieht z. B. auch bei den
Problemen der rotirenden Fliissigkeitshewegungen.

In diesem iibertragenen Sinne kionnen wir von der Centrifugal-
kraft z B. auch bei den Planeten- oder Mondbewegungen sprechen.
Betrachten wir fiir den Augenblick der Einfachheit halber einmal die
Bahn des Mondes um die Erde als Kreishahn, so haben wir die Centri-
fugalkraft gleich und entgegengesetzt der Newton'schen Gravitations-
kraft zu setzen, welche wir als Centripetalkraft rechnen, das liefert:

2 m M
(g) m 'UR* = f -E*R'-l—,
eine Gleichung, die in der Geschichte der Newton’schen Forschung
eine Rolle gespielt hat, als es sich um den Nachweis handelte, dass
die Schwere gegen die Erde nichts anderes als ein specieller Fall der

Gravitation sei.
Volkmann, Theoretische Physik. ]
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§ 49. Theorie des mathematischen, in einer Ebene schwingenden
Pendels.

Wir machen eine Anwendung von den Grundsiitzen der Behand-
lung der bedingten Bewegung auf die Theorie des einfachen, so-
genannten mathematischen Pendels. Wir verstehen darunter die be-
dingte Bewegung eines Massenpunktes auf einer kreisférmigen Bahn
unter Einwirkung der Schwere. Auf welche Weise die Bewegung
im Kreise dabei erzwungen wird, ob durch einen gewichtslos ge-
dachten Faden oder durch eine Kreisrinne, in der die Bewegung des
Massenpunktes reibungslos gedacht wird, ist dabei gleichgiiltig.

Der Abstand des Massenpunktes vom Drehpunkt des Pendels
sei I. Wir legen die xz-Axe horizontal, die y-Axe vertical in der
Richtung der Schwere nach unten; bezeichnen bei einer beliebigen
Pendellage die Coordinaten des Massenpunktes m mit , y, dann lautet
die Bedingungsgleichung in diesem Fall

(1) v(@y) =ty —1=0

und die Anwendung der Gleichungen § 47 (3) liefert:
m ‘r:, - aw =2}z,

(2 'y aw
m dt"'"' ).—— ~+ mg = 24y + mg.

Zwingen uns die Galilei-Newton’schen Grundsiitze, die Grund-
gleichungen in rechtwinkligen Coordinaten hinzuschreiben, so legen
die Bedingungen der Aufgabe, nach der die

i ~ Bewegung des Massenpunktes im Kreise vor
sich gehen soll, nahe, von den rechtwinkligen
Coordinaten zu Polarcoordinaten iiberzugehen.
Wir haben:
. da
dnal & w=lsing, 5= JGOS(pd”
jr y ==l cos g, %=—lsin¢ﬁ-

Fithren wir noch zur Abkilrzung 4" = i/m ein, so werden die
Gleichungen (2) in Polarcoordinaten:

d*x

T = lcosqy——- ~— Il sin @ (Fé) == 24" sin ¢,

‘b : d'g d ;
h¥5—181n¢w——3003¢(7€) =24lcosp + g,
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und die Elimination von A" liefert die fundamentale Differential-

gleichung der Pendelbewegung:
d* f'(p q

(4) I-{-”'f == — g singp oder g = — 7 8ng.

Die dem Satz von der lebendigen Kraft analoge Integrations-
methode fithrt hier unmittelbar auf:

—;- (‘—:;—':’)a:I= ? cos @ 4 ¢
Fiir die Bestimmung der Integrationsconstante werden wir den
Fall der Schlender von dem des Pendels zu unterscheiden haben.
Der Fall der Schleuder ist dadurch charakterisirt, dass an keiner
Stelle der Kreisbahn die Winkelgeschwindigkeit verschwinden wird,
der Fall des Pendels dadurch, dass es solche Stellen giebt.
Wir beschriinken uns hier auf den Fall des Pendels, es sei

¢ = @, die Stelle der grossten Elongation, an der das Pendel um-
kehrt, an der also die Geschwindigkeit Null vorliegt, dann haben wir:

0= "; cos @, - ¢

und damit: l
®) L= 8 g —cong
Wir erkennen: es wird dann auch fiir ¢ = — ¢, die Geschwin-

digkeit Null werden, d. h. das Pendel schwingt zwischen den Ampli-

tuden -+ ¢, und — ¢, hin und her. Das Pendel giebt keine Ab-

nahme der Amplitudenweite, solange wir keine anderen Kriifte als die

Schwere einfithren; erst die Finfihrung von Widerstandskriiften der

Luft oder von Reibungskriiften der Aufhiingung wiirde theoretisch

die Mittel bieten, eine Abnahme der Amplitudenweiten zu ergeben.
Die Gleichung (H) fithrt weiter auf:

dog
(G) Ak =V39' :t]/mos q: V"—/j: Vu)sq.: — co8 qJ

Wir haben dabei ¢ von der grossten Elongatlon @ = ¢, an gerechnet
und haben weiter das Vorzeichen der Quadratwurzel ihnlich wie
§ 44 (4) stets so zu wiihlen, dass d¢ positiv ist. Bei der ersten
Schwingung nimmt ¢ von - @, bis — @, ab, bei der zweiten von
— @, bis 4 ¢, zu u. 8. w. Fir alle geraden Schwingungen wird
danach das positive, fiir alle ungeraden Schwingungen das negative

Zeichen der Wurzel zu wiithlen sein.
g
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Wir werden danach fir die Schwingungsdaver 7, d. h. fiir die
Zeit einer Schwingung von - ¢, bis — ¢,, zu setzen haben:

T"_V cdghiog rod ]/1' udgiey 4
"‘J' ]/coa @ — Cos @, 20 [ Veosg — cos g,
"~ sk .

)

Wir suchen zuniichst im Anschluss an diese Formel (7) den
Ausdruck fiir die Schwingungsdauer bei unendlich kleiner Amplitude
auf und bezeichnen diese mit 7).

Insofern cosg == 1 — @¥1-2 4 ¢%1-2.3.4 — ... ist, erhalten
wir dann aus (7) fir kleine Amplituden:

P /1
Ve e l/g }

Po
R D i A TR 1 . @
®) 1,,_3]/9/]-/%._‘]]' 2]/ [are sin &
0

Fiir endliche Amplituden fiihrt die Behandlung von (7) auf ein
sogenanntes elliptisches Integral, fiir welches in der Theorie der
elliptischen Functionen, welche hier aber nicht als bekannt voraus-
gesetzt werden sollen, eine Normalform festgesetzt ist.

Fithren wir einen Hillfswinkel ¢ ein, definirt durch:

9) sin 1 == §in - 939 «8in ¥,

go fithren einige kleine Nebenrechnungen den Ausdruck (7) auf:

n
:
e b dy
10 Twe=2 S —— Ep—
( ) Vﬂ/'l/l - ginsPo sin® y
‘ 2 2
0

Bin solches Integral, wie es hier auftritt, wird in der Theorie
der elliptischen Functionen als ein vollstindiges Integral erster Gattung
bezeichnet. Wir wollen hier das Integral durch Entwickelung in eine
Reihe lisen, die um so stiirker convergent sein wird, je kleiner die
Amplitude ¢, ist. Berﬂcksichtigen wir, dass:

(1 - F!in"%° sin®y ) ’== Lofos ! sint? % sin®y + 5 3 gint %o % sinty o4 ..
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K

. - (2m—1 n
[‘d"’ B =

so folgt aus (10) unter Beriicksichtigung von (8):
1 ) T,](1 + (3) sin % + (:*%) int % . )

Diese Gleichung gestattet, die Schwingungsdauer eines Pendels
in ihrer Abhiingigkeit von der Amplitude ¢, zu bestimmen.

Die Gleichung (11), welche hier im Anschluss an die Theorie
des mathematischen Pendels entwickelt ist, spielt auch sonst in der
Physik eine Rolle; wir werden im IV. Abschnitt Gelegenheit haben,
uns wiederholt darauf zi beziehen, wenn wir die Theorie der In-
strumente mit verticalen und horizontalen Schwingungen und ihre
Methoden behandeln werden.

Um die Anschauung zu vertiefen, mag hier schon anf eine Tabelle
in Gauss’ Werken, Bd. V, 8. 322 verwiesen werden, in der bei
T, == 20 Secunden der allgemeine Ausdruck 7' fiir eine Reihe grosserer
Amplituden ¢, berechnet ist. Gauss fithrt den Ausdruck 2¢, in seine
Tabelle ein und nennt ihn den Schwingungsbogen. Die Tabelle lautet:

Schwingungsbogen in Graden: Schwingungsdauer in Secunden;

1 20,0001

2 20,0004

4 20,0015
(§ 20,0034

8 20,0061
10 20,0095H
20 20,0381
30 20,0860
60 20,34K2
120 21,4636
180 23,6068

Man vergleiche auch die Tabelle 21 in F. Kohlrausch, Prak-
tische Physik, Lpzg. 1896, S. 477.
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Historische Uebersicht zu II,

(Man vergleiche die historische Einleitung in Lagrange Mécanique ana-
Iytique Part. II Dynamique, auch das Biographisch-Literarische Handwirterbuch
von J. C. Poggendorff)

Galileo Galilei 1564—1642,
Johann Kepler 1571—1680,
Christian Huygens 1629—1695,
Isnac Newton 16421726,

G. Galilei. Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze
attenenti alla meccanica @ ai movimenti locali. 4° Leida 1638, — (Hierin
die Fallgesetze, welche vom Jahre 1602 und 1604 dativen) Ostwald's
Klassiker Nro. 11, 24 u. 25,

J. Kepler. Astronomia nova, s. physica coelestis tradita commentariis de mo-
tibus stellae Martis, ex observationibus Tychonis Brahe. fol. Heidelbergae
1609. (Hierin die zwei ersten der nach ihm benannten Gesetze der
Planetenbewegung.)

— -— Harmonices mundi, Libri V ete. fol. Linecii 1619, (Hierin das dritte nach
ihm benannte Gesetz der Planetenbewegung.)

C. Huygens. Horologium oscillatorium, fol. Paris 1673, (Darin die Lehre vom
einfachen Pendel und von der Centrifugalkraft.)

I. Newton. Philosophine naturalis principia mathematica. 4° London, I, Auflage
1687. 11 Auflage 1718, III. Auflage 1726.




[1I. Die Mechanik eines Massensystems fiir discrete
und continuirliche Massen.

1) Die Schwerpunktssiitze und ihre Consequenzen.

50, Aufstellung des Actionsprineips fiir die einzelnen Massenelemente eines
Systems. 51. Binfilhrung des Reactionsprincips fiir ein Massensystem. Begriff
des Schwerpunkts als Massenmittelpunkt. Die Schwerpunktssiitze und der Satz
von der Erhaltung des Schwerpunkts, 52. Einige Siitze iiber den Schwerpunkt.
Berechnung des Schwerpunkts einer Kugelcalotte von homogener Dichtigkeit,
58, Erliiuterung der Schwerpunktssiitze an einigen Beispielen,

2) Die Fliichensiitze und ihre Consequenzen.

54. Die Fliichensiitze und der Satz von der Erhaltung der Fliche. HBin-
filhrung der Begriffe des Rotationsmoments, des Drehungsmoments und des
Triigheitsmoments, 55, Vergleichung der Flichensiitze mit den Schwerpunkts-
giitzen. Erweiterung des Inhalts des Reactionsprincips mit Bezugnahme auf die
Pliichensittze. 56, Kritik der gewdhnlichen Ableitung der Fliichensiitze, welche
§ 56 durch Erweiterung des Reactionsprincips ersetzt ist. — Frage, inwieweit
gich die Flichensiitze auf starre Systeme mit festen Axen iibertragen lassen.
57. Veranschaulichung des Begriffs des Drehungsmoments. Zerlegung und Zu-
sammensetzung von Drehungsmomenten. 58. Begriff des Triigheitsmoments. Zwei
allgemeine Sitze (ber das Trigheitsmoment. 59, Berechnung des Triigheits-
moments fiir einige geometrisch einfache Korper von homogener Dichte in Be-
zug auf gewisse Axen, 60. Erliiuterung der Flichensiitze an einigen Beispielen,

3) Der Satz von der lebendigen Kraft und seine Consequenzen.

61. Der Satz von der lebendigen Kraft. Die Begriffe der lebendigen Kraft
und der Arbeit. 62, Der Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft. Begriff
des Kreisprocesses, des congervativen Systems und der conservativen Kriifte.
68, Binfiihrung der Begriffe des Potentials, der Energie, der kinetischen und
potentiellen Energie. 64. Veranschaulichung der Potential- und Energiebegriffe
an den Beispielen des Falls, des Wurfs, des Pendels und der Planetenbewegung.
65. Das allgemeine Princip der Energie als physikalisches Postulat. Sein Ver-
hitltniss zur Frage nach der Unmoglichkeit eines perpetuum mobile und nach
der ausnahmslosen Existenz conservativer Kriifte, 66. Anwendungen des allge-
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meinen Energieprincips auf den elastischen und den unelastischen Stoss, auf
den Umsatz von kinetischer und potentieller Energie. Das mechanische Witrme-
flquivalent.

4) Zur Statik eines Massensystems.

67. Allgemeine Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines Massensystems.
Das Dirichlet’sche Kriterium fiir stabile und labile Gleichgewichtszustiinde,

III. 1) Die Sechwerpunktssiitze und ihre Consequenzen,

§ D0. Aufstellung des Actionsprincips fiir die einzelnen Massen-
elemente eines Systems.

Wir haben bisher die Anwendung der Newton’schen Grund-
siitze auf Massenpunkte beschriinkt. Wir gehen jetzt zur Anwendung
dieser Grundsitze auf Massensysteme fiber, wollen aber zuniichst
weiter keine Verfiigung iiber die Beschaffenheit dieser Massensysteme
treffen; ob dieselben aus discreten Massenpunkten oder aus continuir-
lichen Massenanordnungen bestehen, ist gleichgiiltig.

In dem Ausdruck ,Massensystem“ liegt eine an und fiir sich will-
kiirliche Abgrenzung gewisser gegebener Massen gegeniiber anderen
Massen. Die Frage der Abgrenzung ist nur eine Frage der Zweck:
miissigkeit fiir das jedesmal vorliegende Problem. Hine Reihe von
Bezeichnungen stehen zu einer solchen Abgrenzung in Beziehung: die
Bezeichnungen ,Innen® und ,Aussen®,  innere Kriifte“ und
piussere Kriifte. Bo sind innere Kriifte solche Kriifte, die durch
die Natur des Massensystems gegeben sind, iiussere Kriifte solche
Kriifte, die nicht dadurch gegeben sind,

Wir wollen weiter auch iiber die Natur der Kriifte keine be-
sonderen Annahmen machen, im Besonderen wollen wir im Gegensat
zu den {blichen Darstellungen die Annahme vermeiden, dass die
inneren Kriifte ausschliesslich Centralkriifte sind, welche in der Rich-
tung der Verbindungslinie zweier Massenelemente wirken und fiir
sich das Reactionsprineip befolgen.

Wir wenden nun das Newton'sche Actionsprincip nach der
Reihe auf alle Massenelemente des Systems an. Bezeichnen wir diese
Massenelemente mit m,, my, - - -, ihre Coordinaten mit z,y, 2,, z,y,2,
+++, die X-Componenten der iiusseren Krifte auf sie mit X,, X,, o
allgemein mit X; die X-Componenten der inneren Kriifte auf sie mit
Xty Xoyy -+, allgemein mit Xi; dann fithrt das Newton'sche Actions-
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prineip fiir die X-Componente der Wirkung, wenn die Bewegung des
Massensystems eine freie ist, der Reihe nach auf die Gleichungen:

: ft'-r r »
ny _dtal = X, s 1 ‘\“!
e
(1) _ my st = X, + Xy,

dt*

Analoge Gleichungen gelten fiir die Y- und Z-Componenten der
Wirkung.

Ist die Bewegung des Massensystems nicht frei, sondern bedingt?),
dann fiihrt das Newton’sche Actionsprineip fiir die X-Componente
der Wirkung — analog den Gleichungen § 47 (3) oder (4) — der
Reihe nach auf Gleichungen von der Form:

m, _r:’,-v,_ = X, + X 4+ 24, {;q:‘,
(2) ata,

Mg~ == Xo + Xoi + 22y ff:j ’

Analoge Gleichungen gelten fiir die Y- und Z-Componenten der
Wirkung.

Es soll sich nun im Folgenden nicht um eine vollstindige, er-
schipfende Behandlung dieser Differentialgleichungen etwa in dem
Sinne handeln, in dem wir das Zweikirperproblem fiir die Newton'sche
Gravitation (§§ 42—44) durchfiihren konnten — diese wiire analytisch
unméglich — es soll sich vielmehr nur um Ableitung einiger all-
gemein giiltiger Siitze handeln, welche unabhiingig von der Natur
der in jedem einzelnen Falle gerade vorliegenden, speciellen Kriifte
~— wie es das Newton’sche Gravitationsgesetz ist — ausgesprochen
werden kinnen. Bei der Ableitung dieser allgemeinen Siitze werden
uns die Integrationsmethoden von wesentlichem Nutzen sein, welche
wir im Speciellen gelegentlich der Behandlung des Zweikirperproblems
fiir die Newton'sche Gravitation § 43 bereits kennen gelernt haben,
Diese Integrationsmethoden wurden schon dort mit den Namen:
Schwerpunktssatz, Flichensatz, Satz von der lebendigen Kraft aus-
gezeichnet — wir konnen jetzt hinzufiigen: unter Hinblick auf die
nun vorzunehmende allgemeine Behandlung,

1) Auf den Unterschied zwischen holonomen und nicht holonomen Systemen
goll in dem Abschnitt {iber die mechanischen Principe cingegangen werden,
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§ Ol. REinfiihrung des Reactionsprineips fiir ein Massensystem,
Begriff des Schwerpunkts als Massenmittelpunkt., Die Schwer-
punktssiitze und der Satz von der Erhaltung des Schwerpunkts,

Die durch den Schwerpunktssatz vorgeschriebene Integrations-
methode, welche wir § 43 an dem speciellen Fall des Zweikorper-
problems der Newton’schen Gravitation kennen gelernt haben, kniipft
an die freie Bewegung eines Massensystems und schreibt vor, dass
wir die Gleichungen (1) des vorigen Paragraphen fiir die X-Compo-
nenten der Wirkung auf die einzelnen Massenelemente — gleichviel
ob dieselben discret oder continuirlich das System erfiillen — addiren
beziehungsweise integriren, dass wir weiter dasselbe fiir die Y- und
Z-Componenten der Wirkung thun.

Das Reactionsprincip von Newton') bedingt dann, dass ganz
unabhiingig von der Natur und dem Charakter der Kriifte die Summe
aller X-Y-Z-Componenten der inneren Kriifte verschwindet, dass also:

(1) ZX; =0, 2Y,=0, ZZ =0.

Es resultiren so die Gleichungen:

 F] = d*y
2 {__.. = 3 A N ==
(2) m oy = 22X, E BT P25 E m - M' 27z

hierin beziehen sich die Summen rechter Hand aber nur noch auf
die iiusseren Kriifte.

Wir fithren nun, entsprechend den Gleichungen § 43 (3), einen
Punkt ein, den wir nach dem Vorgang von Daniel Bernoulli
(Traité du flux et reflux, Kap. I) Massenmittelpunkt nennen, der
aber gewthnlich Schwerpunkt genannt wird. Wir bezeichnen die
Coordinaten dieses Punktes mit #, y, # und definiren sie durch die
Gleichungen:

(3) TIM = Zmz, yEm=Imy, ZZm==Zmas.

Die Coordinaten dieses so definirten Punktes ergeben, dass es
sich in der That hier um einen Punkt handelt, dessen Lage nicht
durch die Existenz irgend welcher Kriifte wie z. B. der Schwere be-
dingt ist, sondern dessen Lage rein aus der Configuration des Massen-
systems folgt, wodurch die Bezeichnung Massenmittelpunkt ihre innere
Rechtfertigung findet. Der Name Schwerpunkt kann nur insofern
zugelassen werden, als die Schwere auf kleinere Massen in allen

1) Man vergleiche meine Note: Ueber das Princip von der Gleichheit der
Actio und Reactio bei Newton, 1808, Wied. Ann, 66, 8. 781—784.
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Theilen mit gleicher Stiirke gleichgerichtet angreift, hier also die
Begriffe Massenmittelpunkt und Kriiftemittelpunkt sich speciell decken
werden, was allgemein nicht der Fall ist.

In der That: angewandt auf die Schwere werden die Gleichungen
(2), wenn # in die Richtung der verticalen Wirkung der Schwere fillt:

Zma’ =0, Zmy’' =0, Zms = Zmyg,
oder unter Riicksicht auf (2):

- "

i’ =0, y'=0, &=y

Die letzte Gleichung besagt aber, dass fiir die Schwere der
Kriiftemittelpunkt und der Massenmittelpunkt identisch sind. Unter-
stiitzt man den Schwerpunkt eines starren Korpers, so entzieht man
diesen dadurch der Schwere.

Die Verbindung der Gleichungen (2) und (3) liefert nun die
Gleichungen:

(4) 2'2m=XX, yY'Zm=2Y, ¥'EZm=27,

und diese (Gleichungen enthalten den sogenannten allgemeinen Schwer-
punktssatz, diese Gleichungen sind die sogenannten Schwer-
punktssiitze. Sie besagen: Der Schwerpunkt irgend eines Systems
von Massen oder Massenpunkten, auf welches finssere und innere
Kriifte wirken, bewegt sich so, als ob in ihm die Gesammtmasse des
Systems vereinigt wiire, und als ob auf diese im Schwerpunkt ver-
einigt gedachte Gesammtmasse die Gesammtheit der iusseren Kriifte
wirke.
Wirken keine iinsseren Kriifte, sind also:

EX=0, EY=0, XZ=0,

so nimmt der Schwerpunktssatz die besondere Form des Satzes von
der Erhaltung des Schwerpunkts an. Es folgt dann aus den
Gleichungen (4):

(5) =0, y=0

"
jate =0,

und diese Gleichungen kinnen wir dahin interpretiren, dass wir sagen:
Im Falle keine iiusseren Krifte wirken, befolgt die im Schwerpunkt
des Systems vereinigt gedachte Gesammtmasse den Galilei-Newton'™
schen Trigheitssatz. Der Schwerpunkt bewegt sich dann also mit
gleichférmiger Geschwindigkeit auf geradliniger Bahn in Bezug auf
den von Newton postulirten absoluten Raum (Weltither), oder
er ruht.
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§ b2, Einige Sitze iiber den Schwerpunkt., Berechnung des Schwer-
punkts einer Kugelcalotte von homogener Dichtigkeit.

Wir wollen uns jetzt in den § 51 (3) eingefilhrten Begriff des
Massenmittelpunkts beziehungsweise des Schwerpunkts vertiefen. Die
Definition desselben war gegeben durch:

(1) TEM = Zmz, YyEm=2Zmy, ZXEm = Zmaz.

Diese Definitionsgleichungen erscheinen nach dem Schema ge-
bildet, nach dem sonst in der Mathematik und Physik Mittelwerthe
berechnet werden, Die Coordinaten x, y, # erscheinen als die Mittel-
werthe aller Coordinaten @, y, #, jede Coordinate mit einem der
Masse entsprechenden Factor multiplicirt. Der Name Massenmittel-
punkt erscheint daher auch nach der Richtung geschickt gewiihlt,
dass er die Beziehung zu einem gewissen Mittelwerth andeutet.

Fiir diese Definition des Massenmittelpunkts ist es ganz gleich-
giilltig, ob das Massensystem, in Bezug auf welches vom Massen-
mittelpunkt gesprochen werden soll, den Raum discret oder stetig er-
filllt. Im letzten Falle treten in (1) an Stelle der Summenzeichen
Integrale, und wir haben:

()a fr?m n[dm s 0, g}fdm nfdm Y, zldm == / dm - z.

Wir wollen nun fiir das Coordinatensystem wyz ein anderes En¢
einfithren, gegeben durch die Beziehungen:

E=a+4 ¢z 4 oy + a0,
(2) =10+ f,@ + Byy + By,
§=c 4+ nz+ ny + ne
Gehen wir zur Berechnung des Massenmittelpunkts in diesen
neuen Coordinaten fiber, so fithrt die erste Gleichung von (2) auf:
ZmE = aXm + ¢, 2mz + ¢, Emy + ayEmz,
EXm = aXm + ,2Xm + .y Em + a,7Em,
§=a + o + ayy + 2.

Wir erkennen: wir konnen aus den Gleichungen (2) fir die
Coordinatentransformation sofort die Beziehungen fiir die Coordinaten
des Massenmittelpunkts hinschreiben. Der Massenmittelpunkt trans-
formirt sich hinsichtlich seiner Coordinaten wie jeder andere beliebige

Punkt, er wird also geometrisch unabhiingig von der Wahl des zu
Grunde gelegten Coordinatensystems sein. Das Coordinatensystem
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erscheint auch hier, wie schon bei fritheren Gelegenheiten, als ein
fremdes Beiwerk.

Verlegen wir den Coordinatenanfangspunkt in den Massenmittel-
punkt selbst, sodass in (1) z == 0, y == 0, 2 == 0 ist, so erhalten wir
als Charakteristikum, dass die Hauptcoordinatenaxen durch den Massen-
mittelpunkt gehen, die Gleichungen:

(3) Emz =0, Zmy=0, Zmz=0.

Diese Relationen legen es nahe, dass unter Umstiinden Formeln
der theoretischen Physik erheblich vereinfacht werden kinnen, wenn
wir in ihnen den Massenmittelpunkt als Coordinatenanfangspunkt
withlen.

Bs wird sich im Weiteren nun empfehlen, an der Hand einiger
einfacher Beispiele nach Veranschaulichung des Begriffs des Massen-
mittelpunkts oder Schwerpunkts zu streben.

Haben wir zwei Massenpunkte mit den Massen m,, my, bezeichnen
wir die Linie, auf der diese Massen liegen, als die 2-Axe und die
Coordinaten dieser Massen, von einem beliebigen Anfangspunkt ge-
rechnet, mit «,, @,, dann ist die Coordinate des zugehdrigen Schwer-
punkts z gegeben durch:

o+ myz,

my 4 my
Wir kiénnen hieraus ableiten:
< 1 —_— - My (o, — 2
T — & = My &C’ -, .!.),, Ty — & = _i 1 _ ‘)’
my -} my my - g

& ==y L Tg — & == My : My.

Der Schwerpunkt theilt also in diesem Fall den Abstand der
beiden Massenpunkte im umgekehrten Verhiiltniss der beiden Massen.

In manchen Fillen kann die Berechnung des Schwerpunkts eines
Systems dadurch erleichtert werden, dass man an die Lage des Schwer-
punkts von Theilen des Systems ankniipfen kann. Wir wollen uns
zerlegt denken 2w == Xy 4 X'm; und haben dann:

Smae  Zmye, + Sme, & Emy, 4 T Zm,
Zm m g3 Zm g

Diese Gleichung besagt — die Rechnung in derselben Weise fiir
die y- und z-Coordinate durchgefithrt gedacht: Der Schwerpunkt eines
Systems ist gleich dem Schwerpunkt aus einzelnen Massensummen,

€T =
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die punktférmig in den einzelnen Theilschwerpunkten vereinigt ge-
dacht werden.

Unsere Definition des Massenmittelpunkts oder Schwerpunkts (1)
deckt sich vollkommen mit der Definition der elementaren Lehrbiicher;
sie leistet nur mehr, insofern sie auch in verwickelteren Fillen die
Lage dieses Punktes zun berechnen gestattet.

Bestimmen wir z B. die Lage des Schwerpunkts einer homogenen
Kugelcalotte von der Dichte 1: Wir fiillen vom
Kugelmittelpunkt (Radius R) aunf die Basis
der Kugelcalotte eine Senkrechte z und zer-
legen die Kugelcalotte parallel zur Basis in
eine Reithe Kreisscheiben von der Dicke dez.
Der Abstand der Basisfliche vom Mittelpunkt
sei ¢. HEs kann dann zuniichst kein Zweifel
sein, dass der Schwerpunkt der Kugelcalotte
auf der z-Axe selbst liegen wird. Wir haben uns daher nur mit z

selbst zu beschiiftigen und dieses wird nach der Definition (1)
R

Fig. b.

» Rz b |R
8oL iy
']n{R s®) vds 3 "
-}
g == l.R.__...___,______ Sl m———
v 0 |R
Jn' (R* — 2% ds l Rz — 3
: ¢
L (B — o :
T A - 3 &+ o
| ~ 4 3R+ ¢

7 (R—o* (2R 4 ¢

Wir haben bei dieser Rechnung wesentlich vorausgesetzt, dass
die Dichte 1 die Kugelcalotte gleichformig erfilllt. In der Wirklich-
keit wird in der Mehrzahl der Fille diese Voraussetzung experimentell
zu priifen sein. Hs werden daher praktische Methoden, den Schwer-
punkt einer Masse zu bestimmen, von Bedeutung sein; diese werden
in der Kxperimentalphysik gelehrt und beziehen sich in der Regel
auf die Priifang von Gleichgewichtslagen in verschiedenen Punkten
unterstiitzter Massen unter Einwirkung der Schwere,

§ D3, Erliuterung der Schwerpunktssiitze an einigen Beispielen.

Die Schwerpunktssiitze sind wichtig genug, um sie an der Hand
einer Reihe von einfachen Beispielen zu erliutern:
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Nehmen wir die Geschossbahn einer in ihrer Bahn platzenden
Granate. Im Augenblick der Explosion unterliegt die Granate der
Wirkung innerer Kriifte; wie auch die Stiicke in Folge der Explosion
auseinandergehen, das eine wissen wir nach unseren Schwerpunkts-
siitzen, dass der Schwerpunkt der einzelnen Stiicke solange die para-
bolische Bahn, welche wir § 32 kennen gelernt haben, weiter be-
schreiben wird, als die Stiicke sich noch weiter frei bewegen, und
als der Luftwiderstand keine Rolle spielt.

Nehmen wir das Planetensystem, das ist ein System mit inneren
Kriiften; die dusseren Kriifte, herrithrend von den Fixsternen, sind als
verschwindend zu betrachten. ¥s gilt also der Satz von der Er-
haltung des Schwerpunkts, d. h. der Schwerpunkt des Planetensystems
bewegt sich bei allen Configurationen des Systems im Newton’schen
Raum mit gleichférmiger Geschwindigkeit in gerader Linie, oder
er ruht,

Die Giiltigkeit der Schwerpunktssiitze hat wesentlich die Existenz
eines freien Massensystems zur Voraussetzung. Wir werden zu be-
riicksichtigen haben, dass die Mehrzahl der Massensysteme, welche
wir auf der Erdoberfliche zu beobachten Gelegenheit haben, bedingte
Systeme sind. Die Forthewegungserscheinungen anf der Erdoberfliche
sind wesentlich bedingt durch die Mannigfaltigkeit der Reibungs-
kriifte und Widerstandskriifte; ohne diese, auf einer absolut glatten
Bahn, wiire es unmdiglich, den Schwerpunkt eines ruhenden Systems
in Bewegung zu setzen. Die Lebewesen: Menschen, Thiere hiitten
wir hierbei als Systeme innerer Kriifte anzusehen. Beim Sturz eines
Lebewesens aus der Hohe hat dieses, trotz der Fihigkeit, innere
Kriifte zu entfalten, nicht die Moglichkeit, auf die Bewegung seines
Schwerpunkts irgend einen Kinfluss auszuiiben, so lamge Reibungs-
oder Widerstandskriifte ausser Spiel bleiben.
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& b4, Die Fliichensiitze und der Satz von der Erhaltung der Fliiche,
Einfiihrung der Begriffe des Rotationsmoments, des Drehungs-
moments und des Triigheitsmoments.

Die durch den Fliichensatz vorgeschriebene Integrationsmethode,
welche wir § 43 (8) an dem speciellen Fall des ZweikOrperproblems
der Newton’schen Gravitation kennen gelernt haben, kniipft ebenso
wie der Schwerpunktssatz an die freie Bewegung eines Massensystems.
Wir hatten es bei dem damals vorliegenden speciellen Fall von
vorneherein nur mit Bewegungen zu thun, die in einer Ebene statt-
finden, und operirten entsprechend nur mit zwei Gleichungen.

Wir haben es hier mit 3n Gleichungen von der Form § 50 (1)
zu thun, wo n die Anzahl Massenelemente bedeutet, aus denen wir
unser System zusammensetzen. Fiir ein Massenelement, beziehungs-
weise einen Massenpunkt m, gelten die Gleichungen:

d*x 2 d*y d*z
(1) my —E“-: e A.& + XM, my ;1'1: = Yh —|— YM, my '(”: == Zh + ZH,

hierin bezieht sich X, Y,Z, auf die Gesammtheit der Componenten
aller iusseren Kriifte, Xj; Y, Z,; auf die Gesammtheit der Compo-
nenten aller inneren Kriifte, die in dem Massenelement m, des Systems
ihren Angriffspunkt haben.

Wir fassen nun in den Flichensiitzen die Gleichungen (1) paar-
weise in der Art zusammen, dass wir z B. die zweite Gleichung mit
#, die dritte mit y, — also der #- und y-Coordinate des Massen-
elements m, — multipliciren und dann von einander abziehen; wir
erhalten so:

d*z, d*y, 3 X
(2) my, (ya T A _d?’_) = Z\Yr — Y.z, + (duy.t = nrﬂh)-

Die weitere panrweise Zusammenfassung der Gleichungen (1) ent-
sprechender Art ergiebt Gleichungen, die wir aus (2) durch cyklische
Vertauschung erhalten kinnen. Solche Gleichungen kénnen wir nun



§ b4. Die Fliichensiitze und der Satz von der Erhaltung der Fliiche. 129

fiir jedes Massenelement hinschreiben, und erhalten so im Ganzen
3n Gleichungen — gerade so viele, wie sie in dem Typus der
Gleichungen (1) vorliegen. Wiihrend aber jene einzeln auf die «,y, #
Coordinate Bezug haben, beziehen sich diese einzeln auf die yz-, 22,
ay-Kbene.

Wir denken uns nun die # Gleichungen (2), welche auf die yz-
Ebene Bezug haben, untereinander geschrieben und addirt, beziehungs-
weise integrirt, ebenso die Gleichungen, welche auf die zz- und
ay-Ebene Bezug haben, dann erhalten wir:

d*z d® Y
ka (yﬁ dt." L }”I") Z(?},?fﬁ —_ ]mﬂ)
I Z(/‘M?fﬁ — Yii2),
d*z, d*z
(3) Zﬂ“ (Z}. -a_‘"‘ i 2’,"‘ -i-’l_t'j) E——1 Z(Xﬁzk i :/.ﬁ 1.!‘)
+ DXt — Zuim),
d*y d*z
2"”] (a.ﬁ _J'i"* ﬂ'ﬁ d‘lﬁ) == Z(Km‘ e Xﬁyﬁ)
i Z(YH-T}. -~ X“y;,).

Fithren wir fiir jede der drei Coordinatencbenen yz, 2z, zy
Polarcoordinaten ein und setzen z B. y = r cos g, # = rsing, dann
kinnen wir bilden:

‘g——»rsmqa- -} cos dt #=rging,

dz dr

T il f‘cﬂB(p —|-smq: T Y == 7 CO8 @.
Multipliciren wir nun die erste Gleichung mit 2z = r sing, die

zweite mit y == r cos @ und subtrahiren beide Gleichungen von ein-
ander, so erhalten wir:

rIJ 2 do
Ly Tl T el T
d dz dy d*z dy _d (4dg
dt (1'1 ar fu) yas —tar @ (” TIT)'

Geben wir den Polarcoordinaten, welche sich aof die y2-
Ebene beziehen, den Index 1, den anderen, welche sich auf die
za- und xy-Ebene beziehen, die Indices 2 und 3, so lassen sich
die Gleichungen (3) mit Fortlassung der Indices 4 in der Form

schreiben:
Volkmann, Theoretische Physik. 9
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d dz 3 dy d g do,
i 2’" ( Yar — :u) k- WA 0 W 1

= D@y — Yo)+ D)%y~ Yee),

o I ) = iy St
= D(Xs — 22) + D(Xie — Zia),

dy da d de
5 o (29 —y 5 = 35 2mnd T
= Dl(Ya — Xy) +Z(Yw— Xiy).

Die Bedeutung dieser Gleichungen besteht darin, dass aus ihnen
die Moglichkeit dreier weiterer Integrationen ersichtlich ist. Wir be-
legen die Gleichungen (3) und (4) daher mit besonderem Namen und
hezeichnen sie als Flichensiitze, im Speciellen sprechen wir von
den Flichensiitzen bezogen auf die 2-, y- und z-Axe.

Wir bezeichnen ferner die Ausdriicke auf den linken Seiten der
(leichungen der Fliichensiitze unter dem Differentiationszeichen d/dt
als Rotationsmomente, bezogen auf die -, y-, #-Axe als Drehungs-
axe, die Ausdriicke anf der rechten Seite als Drehungsmomente,
bezogen auf die a-, y-, #-Axe als Drehungsaxe.

Verschwinden die Ausdriicke fiir die Drehungsmomente aunf der
rechten Seite, so nehmen die Flichensiitze die besondere Form des
Satzes von der Erhaltung der Fliche an. Die Miglichkeit dreier
weiterer Integrationen ist dann ohne Weiteres in dem Falle ersicht-
lich, dass das System ein starres ist. In diesem Falle treten die Aus-
driicke Emr,?, Zmr2, Zmr? als constante Werthe auf, fiir welche
sich ihrer spiiteren physikalischen Bedeutung wegen eine besondere
Bezeichnung empfiehlt. Wir nennen sie die Triigheitsmomente
des starren Korpers bezogen auf die -, y-, 2-Axe.

§ BD. Vergleichung der Flichensiitze mit den Schwerpunktssiitzen.
Erweiterung des Inhalts des Reactionsprincips unter Bezugnahme
auf die Fliichensiitze. ¢

Die Fliichensiitze haben uns auf eine Fille neuer Begriffe ge-
fithrt, deren Bedeutung wir uns klar zu machen und zu veranschau-
lichen haben werden, Ehe wir dazu iibergehen, nehmen wir einen
Vergleich der Schwerpunktssitze mit den Fliichensitzen und ihrer
Behandlung auf.
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Da muss uns vor Allem auffallen, dass wir uns fiir die Verein-
fachung der Schwerpunktssiitze auf das Newton’sche Reactionsprincip
berufen konnten, insofern wir § 51 (1) gesetzt haben:

(1) EX, =0, ZY; =0, ZZ =0,

Bs wirft sich nun hier die Frage auf, ob wir nicht unter gleicher
Berufung auf das Reactionsprincip in § 54 (4) setzen kinnen:

() 2(Ziy— Yie) =0, 2(Xit — Ziz) =0, Z(Yix — Xiy) =0.

Kénnten wir es, so hiitten wir den grossen Vortheil gewonnen,
auf dem Standpunkt des § 50 stehen bleiben zu diirfen, nach dem
wir es vermeiden, iiber die Natur der Kriifte irgend eine besondere
Annahme zu machen. Hs handelt sich hier wohlgemerkt nicht um
die Frage, welche Kriifte wir uns mathematisch als moglich denken
konnen, sondern um die Frage, welche Kriifte wir als in der Natur
wirklich vorhanden zu postuliren haben. Postulirt nun schon das
Newton'sche Reactionsprincip in der Form der Gleichungen
(1) fiir die in der Natur vorliegenden Kriifte einen ganz
besonderen Charakter, so ist es nur ein Schritt auf dem
niimlichen Wege weiter, diesen besonderen Charakter der
in der Wirklichkeit vorliegenden Kriifte enger dahin zu
priicisiren, dass auch die Gleichungen (2) allgemein erfiillt
gein sollen — unabhiingig von irgend welchen specielleren
Vorstellungen tiber die Wirkungsart der Kriifte. Wir werden
die Behauptung der allgemeinen Gilltigkeit der Gleichungen
(2) als ein Postulat im Sinne des § 6 anzusehen haben und
bezeichnen dieses Postulat als eine Erweiterung des Re-
actionsprincips.)) Der Charakter des Reactionsprincips als Integral-
prineip oder Summationsprincip bleibt dadurch unberiihrt, gewinnt
dadurch im Gegentheil noch eine neue Seite.

Die bisher vorliegende Erfahrung diirfte nirgends einen Wider-
spruch mit dieser Postulirung avfweisen. Wo eine Verletzung von
(2) vorzuliegen scheint, diirfte es sich wesentlich um bedingte Systeme

1) Diese und die folgenden Formulirungen waren von mir niedergeschrieben,
als ich bemerkte, dass gich diese meine Auffassung der Flichensiitze im Wesent-
lichen deckt mit der von Helmholtz vorgetragenen; cf. Vorlesungen iiber die
Dynamik discreter Massenpunkte, Lpzg. 1896, 8. 169 u. f. — Wie die von meinem
hochgeehrten Collegen Herrn Professor Schinflies wilhrend seiner Studienzeit
gefihrten Hefte ergeben, lisst sich diese Auffassung bei Helmholtz bis zum
Jahre 1878 zuriickverfolgen, Helmholtz las im Winter 1878/74 iiber theore-
tische Physik.

g L]
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handeln, in denen die Bedingungen nicht vollstindig durch Kriifte
ersetzt sind. Der Vorzug dieser Postulirung liegt in der Anregung
fir die Forschung, in der fortgesetzten Freiheit der Anschauung iiber
die Kriifte der Natur, die im Sinne der Auffassung eines Newton,
Faraday und Maxwell keineswegs die ansschliessliche Zuriickfithrung
auf Centralkriifte fordert, und formell auch in der Parallelitit der
Schwerpunkts- und Fliichensiitze, deren Beachtung uns noch weiter
von Nutzen sein wird.

Unter Annahme dieses so erweiterten Reactionsprincips als
Postulat nehmen die Flichensiitze § 54 (4) die Form an:

at 2” ("' dt :f'l:) 5 _:z? et T‘ -t 2(7J ~ %),
;; 7 21}: (z def —_ :ﬂ:) = Zm rd —rt == Z(Xz — Z),

d dy da d g dopy r .

it 2m (e ar — var) = @ 2mn Trz‘=2(1 et

In dieser Form nehmen wir von Neuem den Vergleich mit den
Schwerpunktasiit?eu auf:

m dt' = X, Zm d“{- = Y, Zm 'i; = X7

Wir erkennen auf der rechten Seite: den Kraftcomponenten
parallel der a-, y-, #-Axe in den Schwerpunktssiitzen entsprechen in
den Iliichensiitzen die Drehungsmomente um die 2-, y-, #-Axe — oder
wie wir nun auch, der weiteren Untersuchung vorgreifend, sagen
wollen — die Componenten der Drehungsmomente, bezogen auf die -, y-,
z-Axe als Drehungsaxe. Auf der linken Seite entsprechen, insbesondere
bei starren Systemen, den Beschleunigungscomponenten parallel der
@~ y-, #-Axe in den Schwerpunktssitzen die Winkelbeschleunigungen
um die 2-, y-, 2-Axe in den Flichensiitzen und den Massen m (Triig-
heitsquantititen) in den Schwerpunktssiitzen die Triigheitsmomente
mr®, mrf, mry, bezogen auf die -, y-, z-Axe, in den Flichensitzen.

Wollen wir die Parallele zwischen den Schwerpunktssiitzen und
Fliichensiitzen noch weiter durchfithren, so kénnen wir dem Begriff
des Schwerpunkts eines Systems — definirt durch:

XM = Zmzx, yXEm=Zmy, ZXm=Zmz,

entsprechend den Begriff der Triigheitsradien (Gyrationsradius) ein-
fiilhren, definirt durch:

1 Zm = Zmr? 7EZm = Zmrd, 73Zm = Zmrg
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Die physikalische Bedeutung dieser Radien besteht einfach darin,
dass man in ihrem Endpunkt die Gesammtmasse des Systems vereint
anbringen kann, um ein gleich grosses Triigheitsmoment zu erhalten,
als es dem Triigheitsmoment des Systems entspricht.

§ H6. Kritik der gewdhnlichen Ableitung der Flichensiitze,
welche § 55 durch Erweiterung des Reactionsprincips ersetzt ist.
— Frage, in wioweit sich die Flichensitze auf starre Systeme mit

festen Axen {iibertragen lassen.

Gewdhnlich pflegt man das Verschwinden der Drehungsmomente
der inneren Kriifte § b4 (4):
(1) 2(Zy— Yig)=0, E(Xz— Zix) =0, Z(Yix — Xuy) =0,

unter der Voraussetzung abzuleiten, dass die inneren Kriifte X, Vi, 7,
Centralkriifte sind, welche das Reactionsprincip in der alten — also
nicht erweiterten — Fassung erfiillen, dass also die inneren Kriifte
aus Entfernungskriiften zwischen den einzelnen Massenelementen he-
stehen, die in der Richtung der Verbindungslinie gleich und ent-
gegengesetzt wirken.!)

Dieser Auffassung entsprechend hiitten wir die Drehungsmomente,
welche nach (1) verschwinden sollen, besser in der Form.von Doppel-

summen zu schreiben, etwa:
(2) EE(ZM!M s Y,uzlu), XE(XHQ e ZHI;,), EE(}.r,u.I:ﬁ gl X“y,,).

Hierin hiitten wir den ersten Index 2 auf das Massenelement
my 2u beziehen, auf welches die elementare Centralwirkung ausgeiibt
wird, den zweiten Index & auf das Massenclement iy, von dem die
elementare Centralwirkung ausgeht.

In der That, nehmen wir z B. den ersten Ausdruck

23 (Znyn — Yar2n),

so fassen wir in dieser Doppelsumme die Glieder:
(3) Ziith — Yuren = Ziany — Yin#i

paarweise zusammen; hierin bezichen sich die Componenten X, Y,
Zi auf die resultirende Kraft Iy, welche von dem Massenelement

1) L. Boltzmann. Vorlesungen {iber die Principe der Mechanik, Lipzg. 1897,
8 104, — W. Voigt. BElementare Mechanik, Lpzg. 1808, 8. 121 u. f, u. Com-
pendium der theoretischen Physik, Lipzg. 1895, Bd. I, 8. 87 u.f, — Bei G, Kiroh-
hoff, Mechanik, IV. Vorlesung § b, bleibt die Ableitung der Fliichensitze sogar
auf starre Korper beschriinkt,
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my ausgeht und auf my, wirkt; Xy, Yi, Z auf die resultirende
Kraft R;,, welche von dem Massenelement m, ausgeht und auf m,
wirkt. Da die Kriifte 1,,, R, Centralkriifte sein sollen, kiinnen wir
fiir (3) schreiben:

— U By

z‘, — gﬁ yl:
Ryy —— p — Ry ——— a4 — Ry,
. Tnk Thk Ten

s —y
> I+ B LB 19

LY

Dieser Ausdruck reducirt sich aber auf:

LYy — Y
(Rye = R“)“__*_f

]
Tak

und dieser Ausdruck wiire wegen des Reactionsprincips, welches nach
der gewdhnlichen Anschauung die Centralkriifte einzeln zu befolgen
hiitten, Null, indem

Ry + Ryp = 0.

Wenn nun auch den Centralkriiften eine grosse Bedeutung in
der Physik zuzusprechen ist, so werden wir in Hinblick auf die Ge-
sammtheit der in der Natur vorliegenden Kriifte uns doch nicht auf
den Standpunkt stellen kinnen, dass der Charakter der Centralkriifte
der allgemeine Typus fiir alle in der Natur vorkommenden Kriifte
ist. Schon die iltere Theorie der elektromagnetischen Fernwirkung
weist in dem von Laplace im Anschluss an die Beobachtungen von
Biot und Savart aufgestellten Elementargesetz Kriifte auf, die nicht
in der Richtung der Verbindungslinie ihrer Elemente wirken. Auch
in der Begriindung der Elasticitiitstheorie und der Hydrodynamik
diirfte es heute mindestens als ein Umweg zu bezeichnen sein,
wenn an die Existenz irgend welcher hypothetischer Centralkriifte
angeknilpft wird,

Es mag auch darauf noch hingewiesen werden, dass in der ge-
wohnlichen Darstellung das Verschwinden der Drehungsmomente (1)
beziehungsweise (2) nicht nur unter Voraussetzung eines sehr spe-
ciellen Charakters von Elementarkriiften abgeleitet wird, sondern dass
dabei das Newton'sche Reactionsprincip nur in einer sehr speciellen
Form angewandt erscheint — nicht in der Form eines Integral-
prineips oder Summationsprincips, welches es unstreitig ist, und als
welches es § b1 (1) dargestellt erscheint. Unsere Darstellung § 55
hat den Vorzug, dass nicht nur das Newton’sche Reactionsprineip
in seiner alten Form, sondern auch die von uns proponirte Er-
weiterung des Reactionsprincips sich als ein Integral- beziehungsweise
Summationsprineip darstellt. Der Vorzug dieser Auffassung liegt
darin, dass damit den Flichensiitzen fiir den Aufbau des wissenschaft-
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lichen Systems eine fundamentale Rolle zugewiesen erscheint, wie
golehe in ihrer Weise den Schwerpunktssiitzen zukam.

Wir schliessen an die Gleichung (1) noch eine Bemerkung: Der
Ableitung der Flichensiitze lag bis jetzt die Voraussetzung eines
freien Systems zu Grunde (cf. § b4 Anfang). Nun beziehen sich die
Fliichensiitze, wie wir gesehen haben, auf Drehungsvorginge, und es
entsteht die Frage — bei der Bedeutung und Verwerthung von ge:
lagerten Axen als Drehungsaxen fiir Wissenschaft und Technik —,
inwiefern sich etwa die Flichensitze auch auf derartig bedingte
Systeme iibertragen liessen.

Ersetzen wir die Bedingungen im Sinne des § 47 durch Hiilfs-
kriifte, dann ist natiirlich kein Zweifel, dass, wenn wir diese Kriifte
als solche in die Rechnung einfithren, wieder die Flichensitze gelten
werden, Fihren wir die geometrische Drehungsaxe als eine der
Coordinatenaxen ein, z B. die z-Axe, so erkennen wir aus der ersten
der Gleichungen (6): Die Kriifte, welche wir an Stelle der Bedingungen
eingefiihrt haben, werden ein Drehungsmoment ausiiben, wenn sie in
einem endlichen Abstand von der geometrischen Drehungsaxe ihren
Angriffspunkt haben — das wird z B. der Fall sein, wenn die
Drehungsaxe eines Rades ein Kreiseylinder ist und in einem Hohl-
cylinder von gleichem Radius lagert. Wir werden dieses Drehungs-
moment in vielen Fillen als klein betrachten konnen, wenn durch
Schmiermittel dafiir gesorgt ist, die Reibung auf ein Minimum herab-
susetzen. Ist aber die Drehungsaxe, wie beim physikalischen Pendel,
oine scharfe Schneide, die auf einer ebenen Unterlage aufliegt, dann
greifen die etwa einzufithrenden Hillfskriifte an einem verschwindenden
Hebelarm an und konnen kein Drehungsmoment ausiiben.

§ H7. Veranschaulichung des Begriffs des Drehungsmoments. Zer-
legung und Zusammensetzung von Drehungsmomenten.

Die Begriffe des Drehungsmoments, Rotationsmoments, Triigheits-
moments sind bisher rein rechnerisch im Anschluss an die durch die
Flichensiitze gegebene Behandlung eingefithrt. Noch fehlt die rechte
Anschauung, die wir mit diesen Begriffen zu verbinden haben werden.
Die Ausarbeitung der Anschauung nach der einen oder anderen Rich-
tung soll im Folgenden wenigstens eingeleitet werden.

Wir beginnen mit den analytischen Ausdriicken fiir die Drehungs-
momente, bezogen auf die a-, y-, s-Axe:
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Z(Zy — Yo), 2(Xz2— Zz), 2(Ya— Xy),
und versuchen zuniichst dem Ausdruck (Zy — Y#) eine einfache geo-
metrische Deutung zu geben.

Wir denken uns in die yzEbene den Punkt y, eingezeichnet;
von diesem Punkte nach Grésse und Richtung die Resultante der
Componenten Y, Z aufgetragen, kénnen wir ein Dreieck zeichnen,

Noia dessen Fckpunkte die Coordinaten haben: 0,0,

z he, y+ Y24 Z Der doppelte Fliicheninhalt

1 y+Y.2+z dieses Dreiecks wird dann nach bekannten

Siitzen der analytischen Geometrie dargestellt

durch (Zy — Yz), andererseits ist dieser doppelte

/ b Flicheninhalt gleich dem Product aus Grund-
linie und Héhe.

-y Wiihlen wir die Verbindungslinie der Punkte

0,0, y,2, also den Abstand des Massenpunktes
von der xz-Axe als Grundlinie und bezeichnen diesen Abstand als
Hebelarm, dann gewinnen wir so fiir das Drehungsmoment (Zy — Yz)
um die z-Axe die Anschauung: Das Drehungsmoment einer Kraft um
eine Axe ist gleich dem Product aus dem Hebelarm, an dessen Ende
die Kraft angreift, multiplicirt mit der Kraftcomponente senkrecht
zum Hebelarm.

Gehort der Massenpunkt «, y, 2, in dem die Kraftcomponentén
X, Y, Z angreifen, einem starren Kérper an, und wiihlen wir die
Verbindungslinie der Punkte y,2, y- Y, 2+ Z als Grundlinie des
zuvor behandelten Dreiecks, dann folgt die weitere Anschauung, dass
wir den Angriffspunkt der Kraft Y, Z beliebig in der Richtung der
Kraft verlegen kinnen, ohne das Drehungsmoment Zy — Yz in seiner
Grisse zu iindern, und dass das Drehungsmoment einer Kraft um eine
Axe gleich ist dem Product aus der Kraft und dem kiirzesten Hebel-
arm dazu, d. h. dem Hebelarm senkrecht zur Kraft.

Wir suchen nun weiter Bezichungen auf, welche sich zwischen
Drehungsmomenten, bezogen auf die rechtwinkligen Coordinatenaxen
*, ¥, # und Drehungsmomenten, bezogen auf die {rechtwinkligen
Coordinatenaxen £, v, ¢, nachweisen lassen, vorausgesetzt, dass beide
Coordinatensysteme denselben Anfangspunkt haben und durch Drehung
zur Deckung gebracht werden kénnen. Bezeichnen wir die Compo-
nenten einer resultirenden Kraft R nach z, y, 2, mit X, Y, Z, die
Componenten derselben Kraft B nach E,m, & mit &, H, Z, so gelten
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zwischen den =, H, Z und X, Y, Z als Vectorcomponenten die-
selben Gleichungen wie zwischen £, y, { und 2, y, #. Ks entsteht
die Frage: welche Beziehungen werden nun zwischen den Drehungs-
momenten
Di=Zn— Hf, D,=5{— 2E, D;= HE— 5y
und den Drehungsmomenten
Di=2y— Yz, Dy=Xz— 2z, D,= Yz — Xy
bestehen ?
Es sei:
E =@ + ay + o2, =X+ Y 4 047,
(1) n=pa+py+ b, H=pX+pY+ 7
E=n2+ ny+ 12, L=y X+ nY+ns
dann ist:
D; = Zn — Ht = ?’1X + 75 }:+ ?’a’?, ne + ye¥ + 12
B X+ B Y+ 7 B+ By + B2
= o, D, + a, D, + &, D..

In dieser Weise ergiebt sich:
D; = a, D, + Dy + ey D.,
(2) Dy = p; Dz + B, Dy + By D,
Dy =y, D + v, Dy + 3 D..

Wir erhalten also zwischen den Drehungsmomenten D:, D,, D:
und D,, D,, D, genau dieselben Beziehungen, wie wir sie in (1)
zwischen X, Y, Z und E, H, Z erhalten haben. Diese Parallelitit
giebt uns ein Recht, in derselben Weise von den Componenten
und der Resultante des Drehungsmoments zu sprechen, wie
wir von den Componenten und der Resultante einer Kraft
sprechen. Wir werden uns dabei aber den Unterschied
zu vergegenwiirtigen haben, dass Kriifte Vectorgrissen,
Drehungsmomente keine Vectorgriossen sind. Fiir die Rechnung
kénnen wir jedoch diesen Unterschied dadurch zuriicktreten lassen,
dass wir die Drehungsmomente nach ihrer Grisse symbolisch in irgend
einem Lingenmaass uns auf die zugehorige Drehungsaxe aufgetragen
denken und mit dieser symbolischen Liinge wie mit einer Vector-
grosse rechnen.

In der Physik kommen auch sonst Fille vor, in denen man
Grossen, die auf Drehung Bezug haben, und die keine Vectorgrossen
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gind, symbolisch in der soeben erwiihnten Art als Vectorgrissen be-
handelt. Wir wollen solche Grissen mit dem Namen Pseudovector-
griossen oder um die Beziehung zum Begriff der Drehung wieder-
zugeben — nach dem Vorgang von E. Wiechert — als Rotoren
bezeichnen. Um iiber den Sinn der Richtung eines Rotors in Be-
ziehung zu dem Sinn der Drehung keinen Zweifel aufkommen zu
lassen, setzen wir fest: Wir rechnen den Rotor auf der Drehungsaxe
in der Richtung, an welche man angelehnt — die Richtung gehe von
den Fiissen zum Kopf — die Drehung zu Fussende entgegengesetzt
dem Uhrzeiger (von rechts nach links) vor sich gehen sieht.

Nach diesen Festsetzungen kinnen wir den Gleichungen (2) un-
mittelbar entnehmen, dass die Resultante der Drehungsmomente —
das resultirende Drehungsmoment — 1) unabhiingig von der Wahl des
Coordinatensystems, welches hier daher wieder als fremdes Beiwerk
erscheint, sich darstellt aus den Gleichungen:

D} = D\E’ + Dr;e + D-:“ = D,? . Dys + D‘Ir

und dass die Axe, auf welche dieses Drehungsmoment D zu beziehen
ist, die Richtungscosinus hat:

cos (Da) = -f-j’—, cos (Dy) == %‘1, cos (D7) = -

Unsere Betrachtungen und Veranschaulichungen iiber Drehungs-
momente iibertragen sich nun unmittelbar auf die Rotationsmomente.
Die linken Seiten der Gleichungen § 55 (3) sind ganz ebenso zu-
sammengesetzt wie die rechten Seiten dieser Gleichungen, an denen
wir unsere Anschauungen iiber den Begriff des Drehungsmoments
aushildeten. Diese linken Seiten sind aber die Differentialquotienten
der Rotationsmomente nach der Zeit.

Die Rotationsmomente stellen sich auf diese Weise ebenso wie
die Drehungsmomente als Rotoren dar, sie beziehen sich auf Axen,
und es giebt eine Axe, fiir welche das Rotationsmoment ein Maximum
ist, fiir welche also das resultirende Rotationsmoment in Betracht
kommt. Fiir eine Axe senkrecht dazu verschwindet das Rotations-
moment,

Ist das System ein starres, dann ist die Axe, filr welche das
Rotationsmoment ein Maximum ist, die wirkliche Drehungsaxe.
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§ H8. Begriff des Triigheitsmoments. Zwei allgemeine Siitze iiber
das Triigheitsmoment,

Wir wollen uns jetzt in den, Ende des § 54 eingefiihrten, Begriff
des Triigheitsmoments vertiefen. Wir verstehen unter Triigheits-
moment eines Massenpunktes, bezogen auf eine Axe: das Product aus
der Masse des Punktes in das Quadrat des Abstandes dieses Punktes
von der Axe; unter Triigheitsmoment eines starren Massensystems,
bezogen auf eine Axe: die Summe iiber alle Trigheitsmomente der
einzelnen Massenelemente, bezogen auf diese Axe. Ob, die Massen
des Systems den Raum discret oder continuirlich erfiillen, ist dabei
ganz gleichgiiltig. Es treten dann nur an Stelle der Summen:

Zmrd = Zm (y* | &%), Zmrl = Zm (& 4 2%),

Zmry® = Zm (z* 4 y*)
die Integrale:

]'ri'mr,” =n].dm (¥ + #%), /'dmr,” = .dm (#* + %),

/ dmry® == / dm (z* -+ y*).

Auch fiir die beiden folgenden allgemeinen Siitze iiber Triigheits-
momente ist die zu Grunde gelegte Anschauung der Discretion oder
Continuitiit der Materie gleichgiiltig beziechungsweise unwesentlich.

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die Grsse des Triigheits-
moments eines starren Massensystems mit der Aenderung der Axe,
auf welche es . bezogen werden soll, iindert. Wir wollen einmal
Parallelverschiebungen, sodann Drehung der Axe um einen Punkt
vornehmen, darauf kénnen wir dann jede beliebige Axeniinderung
zuriickfithren:

1) Wir kniipfen an den Ausdruck fiir das Triigheitsmoment eines
starren Massensystems um die z-Axe: Xm (y* 4 2*). Parallel zur
x-Axe liege die E-Axe, in dem Punkte y = b, 2 = ¢ schneide diese
g-Axe die yz-Ebene. Fiir ein Massenelement, welches, bezogen auf
das -, y-, #-System, die Coordinaten y, # und, bezogen auf das &, -,
¢-System, die Coordinaten #, ¢ hat, gelten dann die Beziehungen:

Yrmb -y # = 0kiby

also konnen wir das Triigheitsmoment um die z-Axe schreiben:
Em (4 &) = Zm* 4 ) 4 Zm (f* 4 &) + 20 Zmny + 2¢Zm¢,
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Wiihlen wir jetzt die &-Axe derart, dass sie durch den Schwer-
punkt (Massenmittelpunkt) des Systems hindurchgeht, so werden dann
nach § 52 (3):

Zmn =0, Imf==0,
und wir erhalten die einfache Beziehung:
(1) Zm(y? 4 &) = b+ ¢*) Zm 4+ Z2m(n* 4 &).

Diese Gleichung enthiilt den Satz: Das Triigheitsmoment eines
starren Systems um eine beliebige Axe () ist gleich dem Triigheits-
moment der im Schwerpunkt vereinigt gedachten Gesammtmasse des
Systems, bezogen auf dieselbe Axe (x), vermehrt um das Triigheits-
moment des starren Systems um eine zur urspriinglichen Axe ()
parallel gerichtete Axe (), die durch den Schwerpunkt geht.

Wollen wir also wissen, wie sich das Trigheitsmoment eines
Korpers um eine Axe bei Parallelverschiebungen der Axe im Raum
iindert, so werden wir zuniichst das Triigheitsmoment um eine zur
gegebenen Axe parallel gerichtete Axe durch den Schwerpunkt auf-
suchen, Der eben formulirte Satz vermittelt dann in der denkbar
einfachsten Weise den Uebergang der Berechnung des Triigheitsmoments
von einer Axe zu einer dazu parallel gerichteten anderen.

2) Wir wollen nun Drehungen der Axe um einen Punkt vor-
nehmen und kniipfen an die hekannten Formeln fiir die Coordinaten-
transformation mit gleichem Anfangspunkt:

E==xcosae 4 ycosp 4 2cosy,
(2) N = xcosa, 4 ycosf, 4 2 cosy,
§ = ® cos ey -+ y cos iy, -+ 2 cos y..

Wir wollen sehen, in welcher Weise sich die Berechnung des
Triigheitsmoments Xm (9* -} §*) um die E-Axe auf die Trigheits-
momente

A=Zm(y*+ %), B=Zm(d+ 2*), C= Zm(s* 4 y*)
um die 2, ¥, #Axe zuriickfithren liisst, Es ist: ;
P+ 8 = a* (1 — cosa) + 9* (1 — cos* B) + #*(1 — cos?y)
+ 2ay (cos ¢, cos fi, + cos e, cos f,)
+ 2y (cos B, cosy, -} cosf, cosy,)
-+ 222 (cos p, cosa, - co8y, cosay)
== 2% (cos® B4 cos®y) + y*(cos® y - cos® «) -} 2* (cos® « }- cos? §)
— 2xy cose cos ff — 2y# cosf cosy — 22 cos y cosa.
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Es wird so das Triigheitsmoment um die {-Axe: M = Zm (4* 4 £¥)

5 M = coste Zm (y* + £*) - cos*f Zm (2* 4 a*) + cos*y Zm (2* + y¥)
(3) — 2cos8fcosy Xmyz — 2 cos y cos e Zmex — 2 coswcosff Zmxy.
Setzen wir in (3) M symbolisch gleich dem reciproken Quadrat
eines Radiusvectors 1/p% denken uns diesen Radiusvector in den Rich-
tungen «, B, y gegen die Coordinaten z, y, # aufgetragen und be-
trachten diese Richtungen im Anschluss an die Gleichungen (2) als
veriinderlich, dann stellt die Gleichung (3) in derselben Symbolik die
(leichung eines dreiaxigen Ellipsoides, bezogen auf den Coordinaten-
anfangspunkt als Mittelpunkt, dar, und an diesem Ellipsoid kionnen
wir uns alles das klar machen, was sich iiber Aenderungen des Triig-
heitsmoments mit Drehung der Axe um den Coordinatenanfangspunkt
sagen lisst. Dass es sich wesentlich um ein Ellipsoid handelt, geht
daraus hervor, dass die Coefficienten der quadratischen Glieder der
Gleichung (3) als Triigheitsmomente um die a-, y-, #-Axe wesentlich
positiv sind.

Der Radiusvector nach irgend einem Punkt der Oberfliche des
Ellipsoides stellt die reciproke Quadratwurzel des Triigheitsmoments
dar, aufgetragen auf die Axe, auf welche es sich bezieht. Die Haupt-
axen des Ellipsoides, welche auf einander senkrecht stehen, stellen
nach ihrer Richtung die drei auf einander senkvechten Drehungsaxen
dar, fiir welche das Triigheitsmoment ein Maximum oder Minimum
ist, und nach ihrer Grésse die reciproken Quadratwurzeln aus diesen
Maxima und Minima.

Beziehen wir das ,Triigheitsellipsoid®, wie wir es nennen
konnen, auf seine Hauptaxen z, y, ¢, so fallen in der Gleichung (3)
die doppelten Producte heraus, und es bleibt:

(4) M=-$,—= A cos*« + Bcos*ff + C cos’y,

worin A, B, C die vorhin eingefilhrten Abkiirzungen bedeuten:

A=Zm(y*+ #*), B=Zm(s*+a%), C=Zm(a*+ ¢’

Das Triigheitsmoment um eine belicbige Axe ist danach bestimmt
durch die Trigheitsmomente 4, B, ¢ um die Hauptaxen des Kllip-
goides: die Haupttriigheitsmomente — wie man sie nennt. Die
Axen, auf welche diese Haupttrigheitsmomente zu beziehen sind,
nennt man die Haupttrigheitsaxen. Die Haupttriigheitsaxen sind
ihrer Lage nach also dadurch charakterisirt, dass fir sie ist:

(d) Zmyz =0, Zmer =0, Zmzy=>0.
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Diese Relationen legen es nahe, dass die Einfithrung der Haupt-
triigheitsaxen die Formeln, welche sich auf Drehbewegungen heziehen,
unter Umstiinden erheblich vereinfachen kann — eine Vereinfachung,
die dann unter Einfithrang des Schwerpunkts als Coordinatenanfangs-
punkt bisweilen noch weiter getrieben werden kann, indem dann
weiter ist:

Zme =0, Zmy=0, Zms =0,

In vielen Fiillen wird man die Lage der Haupttriigheitsaxen nach
der geometrischen Gestalt von vorneherein angeben kénnen, z B. fiir
ein Ellipsoid, fiir einen Cylinder, filr ein Prisma.

§ Y. Berochnung des Triigheitsmoments fiir einige geometrisch
einfache Korper von homogener Dichte in Bezug auf gewisse Axen.

Wir schliessen an die Siitze {iber das Triigheitsmoment die Be-
rechnung des Triigheitsmoments fiir einige geometrisch besonders
einfache Kérper von homogener Dichte in Bezug auf gewisse Axen.

1) Berechnung des Triigheitsmoments einer kreisférmigen
Scheibe in Bezug auf eine senkrecht zur Scheibe durch den
Mittelpunkt gelegte Axe.

Wir fithren in der Ebene der Kreisscheibe vom Mittelpunkt aus
Polarcoordinaten ¢ und ¢ ein. Der Radius der Kreisscheibe sei R,
die Dicke der Scheibe sei 4, die Dichte & dann driickt sich in Polar-
coordinaten das Massenclement dm durch & dpdodg aus, also wird
das Triigheitsmoment:

e R
(1) M=j'p*dm=rsd./.d¢./.p"rip=ad Ef—'-
(1] 0
Fithren wir noch die Gesammtmasse der Kreisscheibe
M = gdn R*
ein, so kOnnen wir ausdriicken:
(1) M=

2) Berechnung des Triigheitsmoments eines Kreiseylinders
in Bezug auf die Cylinderaxe.

Wir denken uns den Cylinder senkrecht zur Axe in Scheiben
zerlegt von der Dicke dz. Die Hohe des Cylinders sei h, dann er-
halten wir das Triigheitsmoment des Cylinders im Aunschluss an (1):




§ 69. Berechnung des Triigheitsmoments fiir geometrisch einfache Korper, 143

+3

&) M=o =E fas—an 2F — 3,
i

H

wo M = ehn R die Gesammtmasse des Cylinders bedeutet.

3) Berechnung des Triigheitsmoments einer Kugel in Bezug
auf einen Durchmesser,

Wir zerlegen die Kugel in Scheiben von der Dicke dz senkrecht
zum Durchmesser, wir rechnen z zum Kugelmittelpunkt; der Radius
der einzelnen Scheibe ist dann Fig. 1.

VR — 48,
und das Triigheitsmoment der Kugel wird
im Anschluss an (1):

M % TR& )8
=s§’/(R — 2%)’ds

+ R
B = /(R‘ — ORYA 4 A dp
L

= 2[R~ 3 R 4 ‘ﬂi’ﬁ: e L B2 —443)

8
S

eRx,

oder wieder die Gesammtmasse der Kugel M = 4 ¢ R’z eingefiihrt:

in _2
(3% M =2 MR,

4) Berechnung des Triigheitsmoments einer Kreisscheibe in
Bezug auf einen Durchmesser,

Das Massenelement driickt sich wie bei (1) aus durch edododg,
der Abstand des Massenelementes von dem Durchmesser ist dann
o sing, und das Trigheitsmoment wird:

R 8
L] ') '
@ M= eAJJQﬂ sintp dodp — s4 %1 — y 2.
] 0
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5) Berechnung des Trigheitsmoments eines Cylinders in
Bezug auf eine zur Cylinderaxe senkrechte Axe durch den
Mittelpunkt.

Wir zerlegen den Cylinder wieder in Kreisscheiben von der Dicke
dz.  Das Triigheitsmoment einer Scheibe, die um # von der Axe ent-
fernt ist, ist dann unter Verbindung von (4) mit § 58 (1)

ex R*dz (i—"‘ - z’).

Das Triigheitsmoment des Cylinders ist also:
+3
M = HrR’/ dz ({;! - z’) — ¢n R? (?},_ + iﬁ::)

.
h

e

—nten (4 ) =2 (42

§ 60. Erliiuterung der Fliichensiitze an einigen Beispielen.

Die Fliichensiitze sowie der Satz von der Erhaltung der Fliche
sind wichtig genug, um sich ihren Inhalt und ihre physikalische Be-
deutung an der Hand einer Reihe von Beispielen zu veranschaulichen.

Das Planetensystem und die Erde bieten eine Reihe solcher sehr
schimen Beispiele:

Nehmen wir einen Planeten, z B. die Erde, so unterliegt diese
der gravitirenden Einwirkung von Sonne, Mond und anderen Planeten.
Wiirde die Erde eine homogene Kugel sein oder aus homogenen,
concentrischen Kugelschichten bestehen, so werden wir spiiter er-
kennen, dass dann fiussere Drehungsmomente, herrithvend von der
Gravitation der anderen Himmelskorper, nicht ausgeiibt werden kénnten.
Nun ist die Erde weder eine homogene Kugel, noch besteht sie aus
concentrischen homogenen Kugelschichten, es werden also iiussere
Drehungsmomente ausgeitbt werden, und es fragt sich, welches die
astronomischen Krscheinungen sind, die hier den Flichensitzen ent-
sprechen,

Diese Erscheinungen sind in der Astronomie bekannt unter dem
Namen der Priicession und Nutation. Ihre genauere Theorie ist zu
schwierig, um in einer einleitenden Vorlesung behandelt zu werden. Die
Erscheinung besteht darin, dass die Erdaxe im Laufe der Jahrzehnte,
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Jahrhunderte und Jahrtausende sich nicht parallel bleibt. In Folge
der Nutation beschreibt die Erdaxe am Fixsternhimmel kleine Kreise
mit einer Periode von circa 19 Jahren, diese Erscheinung kommt aus-
schliesslich unter Einwirkung des Mondes zu Stande. In Folge der
Priicession beschreibt die Erdaxe am Fixsternhimmel einen grossen
Kreis mit einer Periode von cirea 26000 Jahren, diese Erscheinung
kommt durch Einwirkung von Sonne, Mond und Planeten zu Stande.
In Folge der Priicession wird nach 12000 Jahren « Lyrae den Namen
Nordpolarstern fithren miissen und nicht « Ursae minoris.

Sind die Erscheinungen der Priicession und Nutation interessante
Beispiele fiir die Flichensiitze, so wollen wir weiter einige Erschei-
nungen im Sonnensystem besprechen, welche auf dem Satz von der
Erhaltung der Fliiche beruhen,

Das Planetensystem ist ein System, auf welches in seiner Ge-
sammtheit fiussere Kriifte nicht wirken; es wird danach fiir dieses
der Satz von der Frhaltung der Fliche gelten miissen; was besagt
aber dieser Satz?

Er enthiilt die zuerst von Laplace in seiner Mécanique céleste
aufgedeckte Thatsache der invariabelen Ebene: Wie sich auch
im Laufe der Zeiten die innere Configuration des Planetensystems
gestalten moge, es giebt filr alle Zeiten eine unveriinderlich sich er-
haltende Kbene, durch welche die Richtung einer Axe bestimmt wird;
in Bezug auf diese ist das Rotationsmoment des Planetensystems ein
Maximum,

Wir werden auch den Satz von der Erhaltung der Fliche auf
die einzelnen Planeten und auf die Erde anwenden kinnen. Waren
die Priicession und Nutation Erscheinungen, in denen die Existenz
dusserer Drehungsmomente hervortrat, so giebt es doch andere astro-
nomische Erscheinungen, auf welche diese iusseren Drehungsmomente
nicht einwirken, und in Bezug auf diese wird man als von einer
Anwendung des Satzes von der Erhaltung der Fliche sprechen
kdnnen.

Die Erde ist wie jeder Planet ein frei rotirender Korper, das
heisst, es werden auf ihre Drehungsaxe in Summa keine Druck-
kriifte wirken diirfen. Als solche Druckkriifte wiirden sich die
Centrifugalkriifte fiussern milssen; damit ihre Summe Null ist
milsste sein:

W Smr () = () Smwr=0, an Sr =0.

Volkmann, Theoretische Physik, 10

]
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Hierin bedeutet (dg/dt) die Winkelgeschwindigkeit der rotirenden Erde,
Zmr = 0 hesagt aber unter Bezug von § 51 (3) oder § 52 (3), dass
die freie Rotationsaxe durch den Schwerpunkt gehen muss. Diese
freie Rotationsaxe wird nach § 57 dadurch charakterisirt sein, dass
das filr sie berechnete Rotationsmoment ein Maximum ist.

Der Satz von der Erhaltung der Fliche besagt nun: wenn wir
von den Erscheinungen der Priicession und Nutation absehen, wird
die freie Rotationsaxe in ihrer Lage zum Fixsternhimmel erhalten,
im Besonderen ist bezogen auf diese Axe

(2) Zmr’ %'E = %‘%’ mr? == Const.
So beruht denn im Wesentlichen die Constanz der Umdrehungs-
zeit der Erde um ihre Axe — mit andern Worten die Constanz

unserer Zeiteinheit, der Secunde — auf der Thatsache des Satzes von
der Erhaltung der Fliche. Dabei ist wesentlich die Unveriinderlich-
keit des Triigheitsmoments der Erde um ihre Axe Zmr* vorausgesetat.
Die siiculare Abkithlung der Erde bedingt nun eine Contraction des
Erdkorpers und damit eine Verkleinerung des Triigheitsmoments, der
Satz von der Erhaltung der Fliche in der Form (2) fordert dann
eine Vergrisserung der Drehgeschwindigkeit der Erde und damit
eine Verkiirzung der Secunde als Zeiteinheit. s ist schon frither § 21
darauf hingewiesen, dass dieser Vergrisserung der Rotationsgeschwin-
digkeit der Erde ein verzigerndes Moment in der Fluthreibung ent-
gegenwirkt. Auf diese konnen wir aber unseren Satz von der Kr-
haltung der Fliche nicht anwenden, denn die Erscheinungen der Ebbe
und Fluth beruhen wieder wesentlich auf der Existenz fiusserer Kriifte
~ herrithrend von Mond und Sonne — und solche iusseren Kriifte
schliesst die Anwendung des Satzes von der Erhaltung der Fliche aus.

Die Flichensiitze, beziehungsweise der Satz von der Erhaltung
der Fliiche finden eine sehr schine Veranschaulichung an der Er-
scheinung der fallenden Katze, die, wie sie auch fiillt, stets auf die
Fiisse zu stehen kommt, und an dem Vorgang der Schaukel, die
durch geschickte Flichenbewegungen in Gang gesetzt werden kann.

Bei dem ersten Beispiel handelt es sich um die Frage, ob eine
frei fallende Katze durch geeignete Bewegung ihrer Gliedmaassen die
Fithigkeit hat, durch Drehung ihrem Kérper eine veriinderte Lage zu
geben; dass sie keine Fihigkeit hat, ihren Schwerpunkt zu iindern,
sahen wir bereits § H3. Wir ziehen zur Beantwortung der Frage die
Gleichungen § 55 (3) heran. Wenn die Katze mit ihren Gliedmaassen
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derart Fliichen beschreibt, dass die Gliedmaassen wieder in die ur-
spriingliche Lage zuriickkehren, dann werden sich die Gleichungen
§ 5O (3) reduciren auf solche von der Form:

(3) T Z‘nn“ 99 — 0 oder Zm?“ {—;T = Const.

Gleichungen, welche trotz des verwandten Aussehens mit (2) doch
eine andere physikalische Bedeutung haben. Wir konnen diese Summe
als wesentlich aus zwei Theilen bestehend betrachten: der eine Theil
bezieht sich auf die Masse der bewegten Gliedmaassen, welche in dem
einen Sinne eine Fliche beschrieben haben; der andere Theil wird anf
die Gesammtmasse des Kérpers zu beziehen sein, welche in dem ent-
gegengesetzten Sinne eine Fliche beschreibt, deren Grisse durch die
Massenvertheilung des Koérpers bedingt ist. Besonders anschaunlich
wird diese Auseinandersetzung in dem Falle, in dem in (3) die Con-
stante == O zu setzen ist, d. h, in dem der fallende Kérper keine an-
fiingliche Drehgeschwindigkeit aufwies.

Auch das Ingangsetzen einer Schaukel durch Eigenbewegung des
Schaukelnden beruht darauf, dass der Schaukelnde im geeigneten
Moment mit seinen Gliedmaassen Fliichen beschreibt, die durch eine
Flichenbewegung der gesammten Schaukel in entgegengesetztem Sinn
ihre Compensation finden,

10*



II. 3) Der Satz von der lebendigen Kraft und seine
Uonsequenzen,

§ G1. Der Satz von der lebendigen Kraft. Die Begriffe der lebendigen
Kraft und der Arbeit,

Die durch den Satz von der lebendigen Kraft vorgeschriebene
Integrationsmethode, welche wir § 43 an dem speciellen Fall des
Zweiktrperproblems der Newton’schen Gravitation kennen gelernt
haben, konnen wir an die Gleichungen fiir die bedingte Bewegung
eines Massensystems § 50 (2) kniipfen. Indem wir zuniichst iussere
und innere Kriifte nicht auseinander halten, kinnen wir fiir jedes
Massenelement unseres Systems einzeln Gleichungen von der Form

ansetzen:
m ':;:, —ZX—{—ZA 7!
(1) "o = ST+ 2,1 o)
m-':z: = 2/ -+ 2& 28,

Multipliciren wir nun die einzelnen Gleichungen mit den Weg-
componenten jedes einzelnen Punktes dz, dy, dz und summiren sie,
so folgt:

o £ z( (55 + (54)'+ (’“‘) ) DXz + Yay + zdz)
+Zl( tI.L-l—a‘pdy-{—%—f:-’dz).

In dem Falle nun' die Bedingungen ¢ (2, y, 2) = Const. die Zeit
nicht enthalten, folgt (2¢/0x) du + (¢@/iy) dy 4 (dg/iz) dz =0, es
verschwindet also die zweite Summe auf der rechten Seite, welche
die Bedingungen enthiilt. Summiren wir weiter die Gleichungen (2),
wie wir sie fiir jeden Massenpunkt des Systems hinschreiben kinnen,
ither alle Massenelemente des Systems, so erhalten wir:
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(3) :32 30 =22(de: + Ydy + Zdz),

oder von einem bestimmten Anfangspunkt der Zeit #, bis zu einem
beliebigen Zeitpunkt ¢ integrirt — vorausgesetzt, dass eine solche
Integration glatt durchfiihrbar ist:

(4) 2 -?: Uk _Zu t;‘ oY =f22(Xd.}: + Ydy 4 Zdz).

Diese beiden Gleichungen (3) und (4) bezeichnet man mit dem
Namen: Satz von der lebendigen Kraft.

Wie die Schwerpunkts- und Flichensiitze uns anf eine Reihe fun-
damentaler Begriffe gefithrt haben, die wir unserer Anschauung niiher
zu bringen versuchten, so werden wir uns nun auch mit den Aus-
driicken zu beschiiftigen haben, welche uns in ihrer allgemeinsten
Form in (4) zum ersten Male entgegentreten, dem Ausdruck Xmv%2
auf der linken Seite und dem Ausdruck X(Xdz 4 Ydy -+ Zdz) auf
der rechten Seite. Wir kniipfen an diese Ausdriicke die Begriffe der
lebendigen Kraft und der Arbeit, welche wir hier als reine Bezeich-
nungen (termini technici) einfithren.

Wir verstehen unter lebendiger Kraft eines Massenpunktes: das
halbe Product aus der Masse des Punktes und dem Quadrat der Ge-
schwindigkeit des Punktes; unter der lebendigen Kraft eines Massen-
systems: die Summe der lebendigen Kriifte der einzelnen Massen-
elemente des Systems. Wir wollen zur Abkiirzung fiir die lebendige
Kraft eines Massensystems hier den Buchstaben 7' einfithren und
setzen:

() T D10

Wir verstehen unter Arbeit einer Kraft auf einen Massenpunkt
withrend einer Verschiebung um das Wegelement ds, welches wiihrend
des Zeitelements dt zuriickgelegt wird: die Summe der Kraftcompo-
nenten auf diesen Massenpunkt, jede multiplicirt mit der zugehorigen
Wegcomponente; unter Arbeit eines Kriiftesystems oder eines Systems:
die Summe iiber alle die elementaren Arbeitsausdriicke, von denen jeder
sich auf das einzelne Massenelement des Systems bezieht. Wir wollen
sur Abkiirzung filr die Arbeit auf ein Massenelement beziehungweise
Massensystem den Buchstaben A einfithren und setzen:

(6) dd = Xdz+ Ydy+ Zdz bezw. D) (Xdw + Ydy + Zds).
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Noch erscheint der so eingefithrte Arbeitsbegriff zu verwickelt,
um daran unsere Anschauung bilden zu kinnen; dies gelingt erst,
wenn wir in (6) von den Componenten der Kraft X, Y, Z und des
Weges dz, dy, ds zu ihren Resultanten R und ds iibergehen: Wir
erhalten dann:

dA = Rds (cos (Rz) cos (dsx) + cos (Ry) cos (dsy)
(6 + cos (Rz) cos (dsz))
== Rds cos (Rds).

Indem wir nun cos (Rds) einmal mit dem Factor R, das andere
Mal mit dem Factor ds verbinden, erhalten wir die beiden anschau-
lichen Definitionen:

Verschiebt sich ein Massenelement unter Einwirkung einer Kraft
I um das Wegelement ds, so verstehen wir unter der Arbeit der
Kraft auf das Massenelement: das Product aus Kraftcomponente, ge-
nommen nach der Richtung des Weges, in das Wegelement oder: das
Product aus Wegcomponente, genommen nach der Richtung der Kraft,

in die Kraft.

Besonders anschaulich ist der Fall, in dem die Kraftrichtung und
Wegrichtung zusammenfallen; das geschieht z B. wenn eine Masse
sich unter Einwirkung der Schwere in der Verticalen bewegt. Es ist
dann fiir eine endliche verticale Wegstrecke A:

(7) A -—:‘/‘Rds =fmgds = mgh.

Dieser specielle Fall hat fir die Entwickelung und Ausarbeitung
des Arbeitsbegriffs eine gewisse Rolle gespielt, sodass es wohl gerecht-
fertigh erscheint, dabei noch einen Augenblick zu verweilen. Die
technische Maasseinheit fiir Arbeitsgrossen kniipft an diesen besonderen
Fall. Die technischen Einheiten fiir die Liinge und die Kraft sind
Meter und Kilogrammgewicht. Physikalisch hat das Wort Kilogramm
eine doppelte Bedeutung als Masse und als Gewicht. Wir verstehen
unter dem Gewicht Kilogramm: die Kraft, mit der die Schwere auf
die Masse eines Kilogramms wirkt. Insofern die Schwere nun auf
der Erdoberfliche nicht ganz constant ist — sie nimmt vom Aequator
zu den Polen zu — wird auch die Kraft, welche das Gewicht 1 Kilo-
gramm unter verschiedenen Breiten darstellt, nicht immer genau die-
selbe sein.

Dieses vorausgeschickt, versteht man nun in der Technik unter
der Arbeit von ,Ein Kilogramm-Meter“ die Arbeit, welche die
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Schwerkraft an einem Kilogramm-Gewicht verrichtet, wenn dieses sich
unter Binwirkung der Schwere um ein Meter senkt. Diese Arbeits-
grosse wird in der Technik als Einheit der Arbeit festgesetzt, und in
dieser Arbeitseinheit werden alle technischen Arbeitsgrissen ausge-
driickt.

Sinkt das Gewicht unter Einwirkung der Schwere, ist also der
Ausdruck fiir die Arbeit positiv, so sagt man: die Schwere leistet
eine Arbeit. Hebt man ein Gewicht entgegen der Schwere, ist also
der Ausdruck fiir die Arbeit der Schwere negativ, so sagt man: die
Schwere erleidet eine Arbeit. Diese activen und passiven Ausdriicke
Jleisten und erleiden” ibertriigt man auch auf beliehige andere
physikalische Arbeitsgrossen und wendet sie an, je nachdem die
Arbeitsausdriicke positiv oder negativ ausfallen.

§ 62. Der Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft. Bogrifl
des Kreisprocesses, des conservativen Systems und der conser-
vativen Kriifte.

Der Satz von der lebendigen Kraft § 61 (4):

(1) e = f > (X + Yy + Zdz)

wird zum Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft, wenn der
Ausdruck fir die Arbeit der auf ein System wirkenden Kriifte withrend
cines beliebigen endlichen Zeitintervalls von ¢, bis ¢ ausschliesslich
abhiingig von dem Anfangs- und Endzustand des Systems ist, unab-
hiingig von dem Wege, auf dem die Ueberfithrang von dem Anfangs-
sustand in den Endzustand stattfindet. Kehrt ein solches System
niimlich nach einer endlichen Zeit wieder einmal in die anfiingliche
Configuration zuriick, dann wird der Ausdruck fiir die Arbeit auf der
rechten Seite in (1), angewandt auf die Anfangs- und Fndposition,
verschwinden, es wird 7 = 7, sein, d. h, die lebendige Kraft ist er-
halten geblieben, und nach diesem Specialfall triigt der eben erwithnte
Satz seinen Namen: Satz von der Erhaltung der lebendigen
Kraft.

Wir wollen nun wieder in die Betrachtung die Bezeichnungen
yInnen und ,Aussen® einfithren. Wir grenzen dadurch in scheinbar
willkiirlicher Weise ein System von einem anderen ab. Ein Vortheil
wird in dieser Unterscheidung natiirlich nur liegen, wenn sie zweck-
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miissig getroffen wird. Wir sprechen so in der § 50 eingefiihrten
Terminologie von den inneren Kriiften eines Systems und den von
nussen anf das System wirkenden Kriiften.

Der Satz von der lebendigen Kraft (1), bezichungsweise der Satz
von der Erhaltung der lebendigen Kraft kann dann unter Einfithrung
des Index ¢ fiir die inneren Kriifte, des Index « fiir die iiusseren
Kriifte geschrieben werden:

A, Yo / > (Xdw + Yy + Zde)
) ol
- /'2 (Xdz + Ydy + Zds).

Wir haben der Einfachheit halber hier statt der Doppelsumme
in (1) eine einfache Summe geschrieben, es bedeuten entsprechend in
(2) X, Y, Z die Gesammtheit der inneren beziehungsweise der fiusseren
Kraftcomponenten auf das einzelne Massenelement, in Bezug auf welches
dann iiber das gesammte System zu summiren ist.

Bringen wir jetzt in (2) Alles, was auf innere Zustinde und
Einwirkungen Bezug hat, auf die rechte Seite, das andere, was auf
iingsere Kinwirkungen Bezug hat, auf die linke Seite, so kinnen wir
(2) schreiben:

'
]2 (Xdx + Ydy + Zdz)

(3) :'.l ¢

S _..fZ‘(Xda: + Ydy + Zdz).

Je nachdem nun der Ausdruck links positiv oder negativ ist,
kimnen wir unter Aufnahme der, Ende § 61 eingefithrten Termino-
logie sagen: Die iiusseren Kriifte leisten auf das System eine Arbeit,
das System erleidet eine Arbeit — oder: Die inneren Kriifte leisten
nach aussen eine Arbeit, das System leistet eine Arbeit, die iiusseren
Kriifte erleiden eine Arbeit.

Wir konnen iiussere Kriifte benutzen, um ein System auf einem
heliebigen Wege aus einer Anfangs- in eine Endposition iiber-
zufithren.  Ist dann der Ausdruck fir die Arbeit der inneren
Kriifte in (3), '
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!

[ > (Xda + Yy + Zae),

to
unabhiingig von dem Wege, auf dem die Configuration des Systems
von der Anfangsposition in die Endposition iibergefithrt wird, ist also
dieser Ausdruck nur abhiingig von der Anfangs- und Endposition
dieses Systems — mit anderen Worten, gilt fiir dieses System der
Satz von der Erhaltung der Kraft, dann empfiehlt es sich, fiir ein
derartiges System oder fiir die Kriifte desselben einen besonderen
Namen einzufithren. Die englischen Physiker haben um die Mitte
dieses Jahrhunderts fiir ein solches System die Bezeichnung ,con-
servatives System fiir die inneren Kriifte eines solchen die Be-
zeichnung ,conservative Kriifte“ eingefithrt.

Fithren wir nun durch irgend welche fiusseren Kriifte ein solches
conservatives System auf einen gegebenen Anfangszustand zuriick, d. h.,
auf eine gleiche Configuration und eine gleiche lebendige Kraft der
Theile, dann wird nach (3) die von aussen auf das System dabei ge-
leistete Gesammtarbeit Null sein.  Wir bezeichnen eine-derartige Folge
von Zustandsiinderungen, durch welche ein System unter iiusserer
FEinwirkung wieder auf den anfiinglichen Zustand zuriickgefithrt wird,
als Kreisprocess,

In dieser soeben eingefiihrten Terminologie werden wir also
sagen konnen: Bei einem an einem conservativen System vorge-
nommenen Kreisprocess wird Arbeit von aussen weder geleistet noch
von aussen erlitten.

Vom Standpunkt der reinen Mechanik, d. h. der Bewegungslehre
der ponderabeln Materie werden wir die Widerstands- und Reibungs-
krifte als nicht conservative Kriifte zu bezeichnen haben, dagegen
wiirden die Kriifte der Galilei’schen Schwere und der Newton’schen
Gravitation als conservative zu bezeichnen sein.

§ 63. Binfiihrung der Begriffe des Potentials, der Energie, der
kinetischen und potentiellen Energie.

Wir kénnen unsere Ausdrucksweise noch iibersichtlicher und ein-
facher durch Kinfithrung des Potentialbegriffs gestalten. Wir definiren
die Kriiftefunction oder das Potential als eine Function, deren po-
sitive oder negative Differentinlquotienten nach den Coordinaten fiir
einen Punkt die Kraftcomponenten in diesem Punkt darstellen. Beide
Definitionen, die sich durch das Vorzeichen unterscheiden, kommen in
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der Literatur vor; wir wollen daher beiden Definitionen durch Ein-
fithrung der verschiedenen Zeichen U und ¥ Rechnung tragen und
definiren:

- U ov
2 e e )
dU av
(1) _ _'B_;__—By’
- YL e .
L RIOR (5 0z

Gehen wir von diesen Ausdriicken zum Begriff der Arbeit iiber,
so folgt:
(2) Xdx 4 Ydy + Zds = dU = — dV,

eine Gleichung, welche gleichfalls sich als Definition des Potentials
eignen wiirde, und welche besagt: Die Aenderung des Potentials ist
— je nach der Verwerthung von U oder V — positiv oder negativ
genommen gleich der Arbeitsleistung, die der durch die Potential-
iinderung bedingten Zustandsiinderung entspricht.

Ebenso wie wir den Begriff des Potentials zuniichst auf ein
Massenelement, welches einer Wirkung unterliegt, bezogen haben, so
kimnen wir den Begriff des Potentials ausdehnen auf ein Massen-
system, Das Potential eines Massensystems ist dann die Summe der
Potentiale aller Massenelemente.

Vorausgesetzt bei der Einfilhrung des Potentialbegriffs ist natiir-
lich die Existenz einer solehen Function. Setzen wir diese Existenz
voraus und bezeichnen mit V das Potential des Systems, so kinnen
wir den Satz von der lebendigen Kraft in Form der Gleichung § 62
(3) schreiben:

(3) [2’ (Xdo 4 Ydy 4 Zds) =T+ V— (T, + V,)
1' “

und im Falle keine #iusseren Kriifte vorhanden sind:
(4) T+ V=1T,+4 V,=_Const.

Wir bezeichnen die Summe der lebendigen Kraft und des Poten-
tinls eines Systems fiir einen Zeitpunkt als die mechanische Gesammt-
Energie fir diesen Zeitpunkt und ihre Theile: die lebendige Kraft
des Systems als die kinetische Energie des Systems, das Potential
des Systems als die potentielle Energie des Systems.

Gilt der Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft, so wiirde
in unserer neu eingefithrten Terminologie damit gesagt sein, dass
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das Potential des Systems, die potentielle Energie des Systems eine
eindeutige Function der Configuration oder Lage des Systems ist.

Die Gleichung (4) wiirde besagen: Ohne Einwirkung iiusserer
Kriifte ist die Energie eines conservativen Systems eine constante
Grisse. Die Formen der Energie innerhalb eines solchen Systems
kionnen sich findern: auf Kosten der potentiellen Energie kann die
kinetische Energie vermehrt werden, und umgekehrt anf Kosten der
kinetischen Energie kann die potentielle Energie zunehmen; ihre Summe
bleibt aber immer dieselbe.

Die Gleichung (3) wiirde besagen: Wirken auf das System fiussere
Kriifte, so wird die Gesammtenergie des Systems vermehrt, wenn das
System von den #usseren Kriiften eine Arbeit erleidet. Wirkt dagegen
das System selbst nach aussen, so leistet das System nach aussen
eine Arbeit, die Gesammtenergie des Systems wird dadurch ver-
mindert.

In dieser Weise aufgefasst, gewinnt der Begriff der Energie die
Bedeutung Arbeitsfihigkeit, Leistungsfihigkeit, Arbeitsvorrath
(F. Neumann).

§ (G4, Veranschaulichung der Potential- und Energiebegriffe an
den Beispielen des Falls, des Wurfs, des Pendels und der Planeten-
bewegung.

Ohne bis jetzt fiir die Mechanik durch Einfithrung des Energie-
begriffs etwas anderes als eine neue Bezeichnungsweise gewonnen zu
haben, wird es gut sein, den Satz von der Erhaltung der lebendigen
Kraft mit der neu eingefithrten Terminologie der Energicbegriffe, der
kinetischen und der potenticllen Energie, an den Beispielen zu er-
liutern, die wir bisher in der Vorlesung behandelt haben.

Die bisher behandelten Beispiele bezogen sich auf den unelasti-
schen Stoss (§ 41), auf den freien Fall und Wurf der Korper (§§ 31
u. 32), auf die Planetenbewegung (§§ 42-—44) und auf das mathe-
matische Pendel (§ 49).

Die Theorie des unelastischen Stosses haben wir hier zuniichst
auszuscheiden. Schon in dem Satz von der lebendigen Kraft, § 61
(4), war die Voraussetzung enthalten, dass die Integration beim Ueber-
gang von (3) zu (4) glatt durchfithrbar sei — mit anderen Worten,
dass die lebendige Kraft des Systems eine stetige Function der Zeit
sei. Diese Voraussetzung ist bei dem Vorgang des unelastischen
Stosses nicht erfiillt, und darum fiillt dieses Beispiel nicht unter den
Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft. Uns wird aber dieses
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Beispiel gelegentlich der Erliuterung des allgemeinen physikalischen
Princips der Energie von Nutzen sein.

In den Beispielen des freien Falls, des Wurfs der Kérper und
des mathematischen Pendels ist die Schwere die wirkende Kraft.
Hier gilt der Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft, wenigstens
so lange der fallende Kérper nicht auf die Ebene aufschligt, durch
welche die disponible Fallhthe bedingt wird (Boden, Erdoberfliiche).
Bezeichnen wir die in jedem Augenblick disponible Fallhthe vertical
nach oben mit <4 #, so haben wir als Potential der Schwerkraft den
Ausdruck zu schreiben:

(1) V =+ mga.
Wir verificiren die Richtigkeit des Ausdrucks sehr einfach, indem
— 0V/oz == — mg die Schwerkraft auf die Masse m in der Richtung

der Verticalen nach oben ausdriickt.

Kniipfen wir nun direct an den Satz von der Erhaltung der
lebendigen Kraft in der Form des Princips der Energie, so werden
wir mv?Y2 als kinetische Energie, - mgz als potentielle Energie ein-
zufithren haben, und wir kénnen sofort hinschreiben:
fiir den freien Fall:

]
(2) mn '; + mgz = myz,,
fir den Warf:

v? v, !

(3) m—- - mgs =m )
fiir das Pendel:

|
(4) m ”_ + mgz = myz,.

In diesen Gleichungen (2—4) beziehen sich die Werthe 2, und
v, auf die anfiingliche disponible Fallhihe 2 beziehungsweise auf den
anfiinglichen Geschwindigkeitswerth v zur Zeit £=0. Alle drei
(ileichungen sind in unseren fritheren Theorien des freien Falls, des
Whurfs und des Pendels enthalten, und kinnen wir sie — wenn auch
theilweise in anderen Bezeichnungen — dort wiederfinden. Die Masse
hebt sich allenthalben heraus, insofern die Schwere der Masse m
proportional wirkt.

Wir kinnen nun vom Standpunkt des Princips der Energie die
Gleichungen (2—4) in folgender Weise interpretiren:

Beim freien Fall (2) ist wie beim Pendel (4) an der héchsten Stelle
die kinetische Energie Null, die potentielle Energie ein Maximum.
Der physikalische Vorgang besteht nun darin, dass in dem Maasse,
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in dem die potentielle Energie abnimmt, die kinetische Energie zu-
nimmt. Beim Aufschlagen ist die potentielle Energie Null geworden,
die kinetische Energie hatte kurz zuvor ihr Maximum erreicht.

Wiihrend beim freien Fall mit dem Aufschlngen des fallenden
Korpers auf den Erdboden der Energieumsatz sein Ende erreicht hat,
geht beim Pendel (4) vom tiefsten Punkte an der Energieumsatz
in entgegengesetater Richtung wie vorher vor sich; in dem Maasse,
in dem sich das Pendel erhebt, nimmt die kinetische Energie ab, die
potentielle Energie zu, bis im héchsten Punkt der Erhebung die ki-
netische Energie Null geworden ist und die potentielle Energie ihr
Maximum erreicht hat. Dieser wechselseitige Umsatz der Energie-
formen wiederholt sich beim Pendel periodisch.

Beim Wurf von der Erdoberfliche (3) ist die gesammte anfiing-
liche Energie die kinetische Enmgle mv,*/2, diese setzt sich beim
Erheben iiber die Erdoberfliche im Allgemeinen nur zum Theil in
potentielle Energie um — nur im Fall der Wurf vertical vor sich
geht, wird der Umsatz ein vollstindiger. Im hichsten Punkt der
Waurfbahn erreicht jedenfalls die potentielle Energie ihr Maximum,
die kinetische ihr Minimum, und nun geht der Umsatz wieder in
entgegengesetzter Richtung vor sich.

In dem Beispiel der Planetenbewegung — des Zweikirperproblems
— st die Newton’sche Gravitation die wirkende Kraft. Hier gilt
wie bei der Schwere der Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft.
Bezeichnen wir die in jedem Augenblick disponible Entfernung des
Planeten von der Sonne mit », so haben wir als Potential der Gravi-
tation im Zweikorperproblem filr den Planeten mit der Masse m den
Ausdruck zu schreiben:
(5) N s f(_M_‘I%’_’fll";.

Setzen wir in der Bezeichnung des § 43 »* = E* |- 5% s0 werden
die Kraftcomponenten auf den Planeten mit der Masse m:

v st ek (M - m) m 9V (Mt mym g

R ) sk r 'r’ Y g e ! rt v

In der Uebereinstimmung dieser Ausdriicke mit denen in § 43 (7)
liegt die Berechtigung, dass wir fiir das Potential beziehungsweise die
potentielle Energie im Zweikorperproblem den Ausdruck (5) in An-
satz gebracht haben. Die kinetische Energie des Planeten ist wieder
mv*2, und wir kénnen in Uebereinstimmung mit §.43 (13) schreiben:
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Hierin mogen sich die Werthe », und v, auf das Perihel be-
ziehen, und wir kbnnen vom Standpunkt des Princips der Energie
die Gleichung (6) in folgender Weise interpretiren: Die Planeten-
bewegung besteht in einem bestiindigen Umsatz von kinetischer
Fnergie in potentielle und umgekehrt. Im Perihel hat die kinetische
Energie ithr Maximum erreicht, die potentielle Energie ihr Minimuom;
im Aphel hat die kinetische Energie ihr Minimum erreicht, die po-
tentielle Energie ihr Maximum. '

Um den Begriff der Theilenergieen stets positiv zu haben, kiinnen
wir die Gleichung (6) auch in der Form schreiben:

v 5 3 1 v,

m 5+ (M4 m)m (-’-_n— — T) = g ——-

Wir kionnen uns dann so ausdriicken: In der Planetenbewegung ist
fitr den einzelnen Augenblick als disponibel nur der Fallraum », — »

gegen die Sonne zu betrachten. Hs wiire:
1

[ (M A m)m (:“ i _...)

r

als potentielle Energie zu fassen; im Perihel wiire die potentielle
Energie erschopft, und im Aphel hiitte sie ihr Maximum erreicht.
Das Beispiel gewinnt dann eine gewisse Achnlichkeit mit dem Beispiel
des Wurfs (3).

8§ 6D, Das allgemeine Princip der Energie als physikalisches
Postulat. Sein Verhiilltniss zur Frage nach der Unmoglichkeit eines
perpetuum mobile und nach der ausnahmslosen Existenz conser-

vativer Kriifte.

Wenn das Princip der Energie in seiner universellen Fassung
als Postulat der gesammten Physik den Anwendungen dieser Vor-
lesung auch fern liegt, so wollen wir doch um der Bedeutung dieses
Princips willen hier die Bemerkungen anschliessen, welche an den
Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft kniipfen und formell
thatsiichlich auch den Ausgangspunkt zur Aufstellung dieses Postulats
gebildet haben. Wir thun es um so lieber, um den allgemeinen Aus-
einandersetzungen {iber Natur und Wesen physikalischer Postulate an
einem bedeutenden Beispiel den realen Untergrand zu geben, dessen
diese Postulate bediirfen, und den sie niemals entbehren kinnen.

Vom Standpunkt der reinen Mechanik kionnen wir eine Anzahl
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Kriifte namhaft machen, welche dem Satz von der Erhaltung der
lebendigen Kraft widerstreiten, und welche wir daher als nicht con-
servative Kriifte bezeichnen miissen. Dahin gehoren alle Widerstands-,
Reibungs- und Stosskriifte. Eine aufmerksame Naturbetrachtung er-
giebt nun aber, dass mit dem Auftreten dieser nicht conservativen
Kriifte andere physikalische Krscheinungen untrennbar verbunden
sind: Wiirmeentwickelungen, elektrische Wirkungen und andere Rr-
scheinungen.

Das Princip der Energie wirft nun die Frage auf, ob wir in
diesen der Mechanik nicht angehérenden Erscheinungen ein Aequi-
valent fiir den Verlust von lebendiger Kraft zu sehen haben. Diese
Frage lisst sich auch dahin modificiren, ob — wenn wir den spe-
ciellen Boden der Mechanik verlassen und den allgemeinen Standpunkt
der Physik einnehmen — die in der Natur, also in der Wirklichkeit
vorkommenden Kriifte als ausnahmslos conservativ zu bezeichnen sind
oder doch nur als theilweise conservativ.

Die Frage deckt sich theilweise mit einer anderen, die in der
(Geschichte der Entwickelung der physikalischen Wissenschaft eine
gewisse Rolle gespielt hat, mit der Frage: Giebt es ein perpetuum
mobile oder nicht? Wir verstehen unter einem perpetuum mobile
irgend eine Maschine, welche gestattet, aus endlicher Arbeit durch
Uebertragung oder Umsatz unendliche Arbeit zu gewinnen, derart,
dass dieselbe nutzbringend verwerthet werden kann. Die Bezeichnung
pperpetuum mobile“ stellt also physikalisch einen ganz bestimmten
terminus technicus dar, der eben seine Definition gefanden hat, und
der nicht etwa das in sich schliesst, was die wortliche Uebersetzung
wiedergeben wiirde: etwas ewig Bewegliches — denn das bietet die
Natur z B. in den Bewegungserscheinungen des Planetensystems dar,

An den Bemithungen, ein perpetuum mobile zu construiren, haben
sich in fritheren Jahrhunderten nicht die schlechtesten Képfe versucht;
aber alle Bemiihungen erwiesen sich als vergeblich.!) Der Pariser
Akademie wurden im vorigen Jahrhundert so viele angebliche Con-
structionen eines perpetuum mobile iibersandt, dass dieselbe 1775 den
Beschluss fasste, keine Arbeit iiber die angebliche Entdeckung eines
perpetuum mobile zu beriicksichtigen, ebensowenig wie die angeblichen

1) Man vergleiche fiir das Folgende den sehr instructiven Vortrag von
Helmholtz, Ueber die Wechselwirkung der Naturkriifte und die darvauf be-
siiglichen neuesten Ermittelungen der Physik, vom Jahre 1854, Vortriige und
Reden, 1V, Auflage, Braunschweig 1806. Bd. I, 8. 51 u, ., ingbesondere auch
8. 404,
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Lisungen der Quadratur des Cirkels. In der Begriindung dieses Be-
schlusses wurde ganz kurz und bestimmt gesagt: ,Lie mouvement
perpétuel est absolument impossible®, Fiir die angebliche Lisung der
Quadratur des Cirkels wiirde heute ein derartiger Beschluss iiberfliissig
sein, nachdem Herr Professor Lindemann 1882 den Beweis fiir die
Unmdoglichkeit derselben geliefert hat. In Bezug auf das perpetuum
mobile verhiillt es sich wesentlich anders: Wir kinnen nur sagen:
Nach unserer bisherigen Erkenntniss der Natur ist es absolut un-
wahrscheinlich, dass es ein perpetuum mobile giebt.!) Um diese Er-
kenntniss fiir das System der physikalischen Wissenschaft zu ver-
werthen, stellen wir subjectiv den Satz von der Unmiglichkeit eines
perpetuum mobile als Axiom auf, objectiv fordern wir die allgemeine
Gitltigkeit des Satzes als Postulat. Indem wir dem Satz diese bevor-
zugte Stellung einriumen, nehmen wir den Standpunkt ein, dass wir
den Inbegriff dieses Satzes fiir ausserordentlich wichtig und funda-
mental halten und fiir geeignet befinden, ihn zum Ausgangspunkt
deductiver Schlussketten zu machen.

Wir haben oben gesagt, dass sich die Frage nach der Unmig-
lichkeit eines perpetuum mobile nur theilweise deckt mit der Frage
nach der ausnahmslosen Fxistenz conservativer Kriifte in der Natur,
Wir treten jetzt dem Verhiiltniss dieser Fragen zu einander niiher.

Giibe es in der Natur nicht conservative Systeme, so wiire fiir
solche die Ausfithrung von Kreisprocessen denkbar, bei denen einmal
davernd endliche Arbeit gewonnen werden kionnte, bei denen zweitens
danernd endliche Arbeit verloren gehen kionnte. Man hiitte solche
Kreisprocesse nur beliebig oft zn wiederholen, um ins Unbegrenzte
Arbeit zu schaffen oder zu vernichten.

Es ist nun klar, dass die Frage nach der Unmdglichkeit eines
perpetuum mobile nur die FExistenz nicht conservativer Krifte aus-
schliessen wiirde, mit Hiilfe derer ein Gewinn von Arbeit erzielt
werden konnte. Die Existenz nicht conservativer Kriifte, welche mit

1) Lehrer der Physik werden auch heute noch immer zuweilen von Leuten
aufgesucht, die angeblich die Construction eines perpetuum mobile ersonnen
haben wollen, Solchen Leuten wird man am besten von vorneherein mit der Frage
begegnen, auf welche Kriifte der Natur sie ihre angebliche Construction basiren
wollen. Wenn sie nun 2z B. antworten: auf die Schwere und Elasticitiit, o wird
man ihnen sofort sagen kinnen, dass aus der mathematisch genanuen Kenntniss
dieser Krilfte sich die Unmoglichkeit eines perpetunm mobile direct beweisen
lagse, Tmmer wird es darauf ankommen nachzusehen, welche mathematische
Form sie fiir die angewandten Kriifte in Ansatz gebracht haben,
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Verlust von Arbeit wirken, wiire aber auch mit der Unmoglichkeit
eines perpetuum mobile vertriiglich.

Die Frage nach der ausnahmslosen Existenz conservativer Kriifte
oder Systeme erscheint somit allgemeiner als die Frage nach der Un-
mdglichkeit eines perpetuum mobile. Thre Beantwortung in positivem
Sinne ist der Inbegriff des Princips der Energie.

Wir werden uns den Inbegriff des Princips an einer Reihe von
Beispielen im niichsten Paragraphen klar machen. Hier nur einige
Bemerkungen iiber Geschichte und Entwickelung des Princips:

Die Geschichte der Aufdeckung des Princips der Energie kniipft
der Hauptsache nach an die Forschungen von J. R. Mayer (1841),
J. P.Joule (1843) und H. Helmholtz (1847). Mayer hat zuerst
die Universalitit des Princips in seiner Bedeutung fiir die gesammte
Physik erkannt und — was sehr wesentlich ist — durch geschickte
Combination und Verwerthung iilterer Beobachtungen anderer Autoren
die erste Berechnung des mechanischen Wiirmeiiquivalentes (iiber die
Bedeutung desselben siche Ende des niichsten Paragraphen) geliefert.
Joule hat, unabhiingig von Mayer, sich um die Ausbildung der
ersten, directen, priicisen Methoden zur Bestimmung des Wiirme-
iiquivalents verdient gemacht, die von ihm abgeleiteten Werthe stehen
noch heute auf der Hohe der Beobachtungskunst. Helmholtz hat
unabhiingig von beiden in besonders klarer Weise') das Princip als
das hingestellt, was es thatsiichlich zuniichst war, als noch die reiche
empirische Bestitigung fehlte, als ,eine physikalische Voraussetzung®,
yeinen Fithrer innerhalb der Forschung®,

Die Geschichte des Princips der Energie ist in hohem Grade
geeignet, klar zu machen, unter welchen Verhiiltnissen man daran
gehen kann, physikalische Postulate als solche in die Wissenschaft ein-
zuftthren, und fiberhaupt zu veranschaulichen, wie Postulate zn Stande
kommen. Unter diesem Gesichtspunkte miigen hier die Worte wieder-
holt werden, mit denen Helmholtz seine Abhandlung iiber die Er-
haltung der Kraft 1847 schliesst:

yleh glaube durch das Angefithrte bewiesen zun haben, dass das
besprochene Gesetz keiner der bisher bekannten Thatsachen der Natur-
wissenschaften widerspricht, von einer grossen Zahl derselben aber in
einer auffallenden Weise bestiitigt wird. Ich habe mich bemiiht, die

1) Die Voraussetzung der Aunflosbarkeit aller Kriifte in Punktkriifte ist vom
heutigen Standpunkte aus wohl der schwilchste Theil der theoretischen Erbrte-
rungen in der beriihmten Abhandlung vom Jahre 1847,

Volkmann, Theorotische Physik. 11



162 I 3) Der Satz von der lebendigen Kraft und seine Consequenzen.

Folgerungen miglichst vollstindig aufzustellen, welche aus der Com-
bination desselben mit den bisher bekannten Gesetzen der Natur-
erscheinungen sich ergeben, und welche ihre Bestitigung durch das
Experiment noch erwarten miissen. Der Zweck dieser Untersuchung,
der mich zugleich wegen der hypothetischen Theile derselben ent-
schuldigen mag, war, den Physikern in maglichster Vollstindigkeit die
theoretische, praktische und heuristische Wichtigkeit dieses Gesetzes
darzulegen, dessen vollstiindige Bestiitigung wohl als eine der Haupt-
aufgaben der niichsten Zukunft der Physik betrachtet werden muss.®

§ 66. Anwendungen des allgemeinen Energieprincips auf den
elastischen und den unelastischen Stoss, auf den Umsatz von
kinetischer und potentieller Energie. Das mechanische Wiirme-

fiquivalent.

Nachdem wir das allgemeine physikalische Princip der Energie
formell im Anschluss an den Satz von der Erhaltung der lebendigen
Kraft entwickelt haben, wird es sich empfehlen, ihm an der Hand
einer Reihe von Beispielen auch bis zu einem gewissen Grade einen
anschaulichen materiellen Inhalt zu geben, der dann wieder fihig ist,
riickwiirts die Tragweite und Anwendbarkeit des Princips als all-
gemeines physikalisches Postulat zu erliiutern.

Wir beginnen mit dem elastischen Stoss. Der elastische Stoss
ist dadurch charakterisirt, dass die lebendige Kraft der beiden auf-
einander stossenden Massen miy, my, in ihrer Summe dieselbe bleibt;
die beiden Massen bleiben dann im Gegensatz zum unelastischen Stoss
nicht zusammen, sondern jede nimmt eine neue Geschwindigkeit an.
Bezeichnen wir die Geschwindigkeiten der Massen m,, my vor dem
Stoss mit v, vy, nach dem Stoss mit V,, V,, so wiire also nach
unserer Definition des elastischen Stosses:

rs

vt %' o4 v, Vs
my =y - tig =3 == <3~ + my -

0
-

oder:
(1) my (v, — V3) = my (V3 — v,f).

Wir fiigen dazu die durch das Reactionsprincip gegebene Gleichung:
(2) my (v, — Vy) = mg (Vy —v,)

und erhalten durch Division von (2) in (1):
(3) u+ V="V + 0.
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Die Auflosung von (2) und (3) nach ¥V, und V, giebt:

_ 2mgvy A (y — mg) vy _qmyv 4 (mg — my) v,
(5) ¥y = my -+ g o g = m, 4 my X

Es ist nun von Interesse, auch den unelastisechen Stoss vom
Standpunkt des Princips der Energie zu behandeln. Wir haben § 41
(2) die resultirende gemeinsame Geschwindigkeit der beiden Massen
my, my fiir den unelastischen Stoss erhalten:

_myvy A my v,
Ty iimy
und wir werden so vom Standpunkt des Princips der Energie die
lebendige Kraft der Massen vor dem Stoss 7'y mit der lebendigen
Kraft der Massen nach dem Stoss 7'y zu vergleichen haben; es ist:

2Ty = myv,* 4 myv,?,

2Ty = (my 4 my) v*

v

g . m

n iy,
= i, 0,1 + myvy? —=t-— 4 2 LA g,

151 m, 4 m, m, -+ m, my 4 my
Hieraus folgt dann:
QM. L N o MMy g
-(_1| NJ == - o {\"l —_ ”:!) 4

ls folgt also, dass beim Vorgang des unelastischen Stosses lebendige
Kraft verloren gegangen ist.

Von dieser verloren gegangenen lebendigen Kraft behauptet nun
das allgemeine Princip der Energie als allgemeines Postulat, dass sie
in andere Energieformen iibergegangen ist, in erster Linie werden
wir dabei an Umsatz in Wiirme zu denken haben.

Es mag noch bemerkt werden, dass vom Standpunkt der Wirk-
lichkeit sowohl der von uns behandelte Fall des elastischen wie des
unelastischen Stosses eine Abstraction ist; diese behandelten Fille
sind Grenzfiille. Der wirkliche Stossvorgang wird zwischen diesen
Grenzfillen liegen, dadurch gewinnen aber gerade diese Grenzfiille
ein besonderes theoretisches Interesse, und darum sind wir aunf diese
Grenzfille eingegangen.

Wir behandeln noch eine Reihe weiterer Beispiele und werfen
suniichst im Anschluss an den unelastischen Stoss die Frage auf:
was wird aus der kinetischen Energie, mit welcher ein Korper beim
freien Fall oder beim Wurf auf die Erde aufschligt? Wir sahen:

seine potentielle Energie war ohnehin kurz vor dem Aufschlagen so
bl
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gut wie erschépft, nun wird auch noch seine kinetische Energie ver-
nichtet. Nach unserer soeben gegebenen Behandlung des unelastischen
Stosses vom Standpunkt des Princips der Energie kann kein Zweifel
sein, dass wir im Wesentlichen in erster Linie wieder einen Umsatz
in Wiirme in Ansatz zu bringen haben werden. — In analoger Weise
werden wir das Aufleuchten der Meteore, die mit grosser relativer
Geschwindigkeit zur Erde in die Erdatmosphiire treten, auf den Ver-
lust an lebendiger Kraft zuriickzufithren haben, den sie in Folge des
Widerstandes der Luft erleiden.

Wenn wir noch weiter bei dem Fall der Korper zur Erde und
bei seiner Verwerthung zum Umsatz in andere Energieformen stehen
bleiben, wenn wir daran erinnern, dass ein Korper im Fallen ein Quan-
tum potentieller und kinetischer Energie aufweist, dann wollen wir
noch folgende Anwendungen der potentiellen wie der kinetischen
Energie hervorheben:

Wir benutzen die potentielle Energie der Schwere zur Verwand-
lung in Arbeit, wo es auf eine stetige Wirkung und Kraftiibertragung
ankommt, z B. bei Gewichtsuhren. Die Masse des Gewichts wirkt
hier bei seiner Geschwindigkeit Null rein potentiell, so lange es nicht
abgelaufen ist und von dem KErdboden absteht. Diese potentielle
Energie iiberwindet die Reibungswiderstiinde der Riider, durch welche
eine geringe Wiirmeentwickelung bedingt wird, und erhilt damit das
Uhrwerk in Gang, vor Allem ertheilt sie indireet durch Uebertragung
der Riider dem Pendel nene Impulse, ohne welche das Pendel, welches
den gleichmiissigen Gang regulirt, bald stillstehen wiirde, — An Stelle
der potentiellen Energie eines aufgezogenen Gewichts tritt in den
Federuhren (Taschenuhren) die potentielle Energie einer gespannten
Feder.

Wir benutzen die kinetische Energie einer fallenden Masse zur
Verwandlung in Arbeit, wo es auf eine momentane, grosse Wirkung
und Kraftiibertragung ankommt, z B. beim Einrammen von Pfiihlen,

Was den Umsatz mechanischer Energie in Wiirme betrifft, so
weist das Princip der Energie die Frage, in welcher Weise dieser
Umsatz im Einzelnen vor sich geht, ebenso ab, wie die Frage, wie
beim elastischen Stoss sich die Vorgiinge wiihrend des Stosses phy-
sikalisch gestalten. Das Princip der Energie ist kein Elementar-
prinecip, es ist, wie etwa das Newton’sche Reactionsprincip, ein
Integralprinecip,

Dagegen wirft das Princip der Energie die Frage nach den
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(iréssenverhiiltnissen zwischen der mechanischen Arbeitseinheit (in
Kilogramm-Metern, Kilogramm als Gewicht) und zwischen der calori-
schen Wiirmeeinheit (Wiirme, welche 1 Kilogramm Wasser um 1° C,
erhtht) auf. Diese Frage wird durch die Bestimmung des soge-
nannten mechanischen Wirmeiiquivalents beantwortet. Danach
ist die Arbeit von 430 Kilogramm-Metern der calorischen Wiirmeein-
heit #quivalent.

Bs konnen hier die mannigfaltigen Methoden zur Bestimmung
des mechanischen Wiirmeiiquivalents nicht aufgefiihrt werden, das ge-
hért in die Vorlesung iiber die mechanische Wiirmetheorie. Es muss
aber hier hervorgehoben werden, dass die Grosse der Uebereinstimmung
der Werthe fiir das mechanische Wiirmeiiquivalent die empirische
Grundlage bildet, auf der heute im Wesentlichen das Princip der
Energie als Postulat fiir die Physik mit ruht. Diese Bedeutung des
Werthes fiir das mechanische Wiirmeiiquivalent als Postulat recht-
fertigt es hinliinglich, dass Bestimmungen dieser wichtigen physika-
lischen Constanten fortgesetzt unternommen werden und ihre Be-
deutung behalten, indem verschiedene Methoden fiir sie erdacht werden,
und jede Methode mit der Genauigkeit ausgefithrt wird, welche der
Héhe des jeweiligen Zustandes der Priicisionsmesskunst entspricht.

Die Unterschiitzung der physikalischen Priicisionsmessungen in
ihrer Bedeutung fiir die Wissenschaft und ihr System hiilt die Grundlagen
fiir sicherer und fester, als sie der inductiven naturwissenschaftlichen
Methode entsprechend sein konnen. Wenn die inductive naturwissen-
schaftliche Erkenntniss aus der Schiivfe der physikalischen Priicisions-
messungen schon fiir die Naturgesetze, ihre Formulirung und ihre
Grenzen die werthvollste Nahrung zieht und ziehen muss, so wird
das in noch viel hoherem Grade fiir die Frage nach der allgemeinen
Gitltigkeit ihrer Postulate der Fall sein; denn die speciellen Natur-
gesotze haben die Postulate nach Inhalt und Form zur Voraussetzung
und haben als solche sich ihnen unterzuordnen. Das Princip der
Energie im Speciellen hat iibrigens heute bereits die Stellung im
wissenschaftlichen System erreicht, dass wir in den Kiillen, in denen
uns eine Abweichung vom Princip entgegenzutreten scheint, unsere
Aufmerksamkeit eher auf die Aufdeckung von Umsatzformen der
Energie richten werden, von denen wir annehmen, dass sie uns ent-
gangen sind, als dass wir an der Gilltigkeit des Princips als Postulat
zweifeln. Auch nach dieser Richtung hin bilden Priicisionsmessungen
eines der wesentlichsten Hiilfsmittel zum Weiterbau und zur Controlle
des Systems.



III. 4) Zur Statik eines Massensystems,

§ 67. Allgemeine Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines
Massensystems., Das Dirichlet’sche Kriterium fiir stabile und labile
Gleichgewichtszustiinde,

Wir hatten schon Ende des § 38 im Anschluss an die Darstellung
des Newton’schen Actionsprincips die Gleichgewichtsbedingungen fiir
ein einzelnes Massenelement in der Form hingeschrieben:

Q) o Xem EXyrw 0y T B w0,y 7 wm E 5.0

Handelt es sich nun um die Bedingungen fiir das Gleichgewicht
eines Systems, so werden selbstverstiindlich fiir jedes einzelne Massen-
element dieses Systems die Gleichgewichtsbedingungen (1) erfiillt
sein miissen,

Insofern ein System aus sehr vielen Elementen besteht, kann es
umstiindlich sein, jedes einzelne Element auf die Bedingungen (1) hin
zu untersuchen, und so lenkt sich der Blick auf die Schwerpunkts-
und Flichensiitze hin, um nachzusehen, unter welchen Umstiinden
diese allgemeinen Siitze fiir ein Massensystem vereinfachte Gleich-
gewichtsbedingungen aufzustellen gestatten; im Besonderen entsteht
unter Hinblick auf die Gleichungen § 51 (2) und § 55 (3) die Frage,
unter welchen Umstiinden die Gleichungen:

@) X =0, 2Y =0, 2Z =0,
Z(Zy— Yo) =0, X(Xe—Zx)=0, Z(Yor— Xy)=0

Gleichgewichtsbedingungen des Systems darstellen, wobei sich die
Summen nur noch auf iiussere Kraftcomponenten und Drehungs-
momente beziehen,

Im Allgemeinen lassen diese Gleichungen (2), wie aus der Ab-
leitung der Schwerpunktssiitze (§ 51) und der Flichensiitze (§ H5)
hervorgeht, bei einem System, das aus discreten Theilen besteht, noch
innere Bewegungen dieser Theile zu. Das Planetensystem ist ein
solches System, fiir welches die Gleichungen (2) insofern gelten, als
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die fiusseren Kriifte der Fixsternwelt verschwinden, wir werden darum
aber nicht behaupten kionnen, dass sich das Planetensystem in einem
Gleichgewichtszustand befindet. :

Damit die Gleichungen (2) Bedingungen fir ein Gleichgewicht
darstellen, werden wir sie also auf starre Systeme zu beziehen haben,
welche #usseren Kriiften unterliegen. In diesem Falle gewiihren in
der That die Gleichungen (2) als Gleichgewichtsbedingungen einen
Vortheil vor den Gleichungen (1). In allen anderen Fillen bleibt
nichts iibrig, als auf die (leichungen (1), welche sich auf ein einzelnes
Massenelement beziehen, zuriickzugehen.

Im Falle starrer Systeme ist es in Beziehung auf den Gleich-
gewichtszustand iiblich, neben dem Ausdruck ,Drehungsmoment den
Ausdruck ,Statisches Moment® zu gebrauchen. Von Bewegungen
und Drehungen kann man ja im Zustand des Gleichgewichts iiber-
haupt nicht reden, hichstens von Bewegungs- beziehungsweise Drehungs-
tendenzen, welche eben im Zustand des Gleichgewichts zum Ver-
schwinden gebracht werden. Ebensowenig wie man nun im Zustand
des Gleichgewichts von Drehungen sprechen kann, wird man streng
genommen von Drehungsmomenten sprechen, und dayvon geht die Be-
zeichnung ,Statisches Moment“ aus,

Die Gleichgewichtshedingungen (2) fiir ein starres System hiingen
auf das Innigste mit einem kinematischen Satz zusammen, den wir
hier nicht zur Ableitung gebracht haben, auf den wir aber bei dieser
Gelegenheit hinweisen wollen, dass nimlich der allgemeinste Be-
wegungszustand eines starren Korpers in einem einzelnen Zeitelement
als zusammengesetzt aus einer Parallelverschiebung und aus einer
Drehung dargestellt werden kann — also in jedem Augenblick
einer Schraubenbewegung gleichkommt. Tm Zustand des Gleich-
gewichts wird es weder zu einer Parallelverschiebung noch zu einer
Drehung kommen konnen, insofern das Gleichgewicht der iinsseren
Kraftcomponenten eine Parallelverschiebung, und insofern das Gleich-
gewicht der fiusseren Drehungsmomente eine Drehung nicht zu Stande

kommen lisst.

Liefern in dieser Weise sowohl die Schwerpunktssitze wie die
Flichensiitze einen werthvollen Beitrag zur Aufstellung der Gleich-
gewichtshedingungen starrer Systeme, so ist es nun sehr merkwilrdig,
dass auch der Satz von der lebendigen Kraft in sich die Mittel ge-
wiihrt, einen Beitrag zur Lehre vom Gleichgewicht — und zwar fiir
ein beliebiges System — zu liefern. Dieser Beitrag besteht in der
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Beantwortung der Frage, ob in dem einzelnen Falle stabiles oder
labiles Gleichgewicht vorliegt, und hat ein zuerst von Dirichlet auf-
gestelltes Kriterium zum Inhalt.

Wenden wir den Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft
in der Form des § 63 (4) 7+ V = Const. auf ein im Gleichgewicht
befindliches System an, so wird sich dieser Satz, insofern im Zustand
des Gleichgewichts die kinetische Energie des Systems verschwinden
muss, auf V; == Const. reduciren. Der Satz von der Erhaltung der
lebendigen Kraft lehrt nun, wie die folgende Ausfithrung zeigt, dass
das Potential ¥ im Zustand des Gleichgewichts einen ausgezeichneten
Werth der Function V' darstellt, d. h. im Allgemeinen entweder ein
Maximum oder ein Minimum sein wird.

Bringen wir das System nimlich ein wenig aus der Gleich-
gewichtslage heraus, so folgt aus

T+ V = T, + V, = Const.
(3) T'— Ty V' =7, =0,

Der labile Gleichgewichtszustand ist nun dadurch charakterisirt,
dass das im Gleichgewicht befindliche System, ein wenig aus der
Gleichgewichtslage herausgebracht, sich mit wachsender Geschwindig-
keit von der Gleichgewichtslage entfernt. Insofern 7' endliche positive,
grosser werdende Werthe annimmt, wird also im Zustande des labilen
Gleichgewichts (V' — V) endliche negative Werthe desselben absoluten
Betrages annehmen miissen, d. h,, es wird im Zustand des labilen
(ileichgewichts V;, > V, also ¥, ein Maximum sein miissen.

Der stabile Gleichgewichtszustand ist dadurch charakterisirt, dass
das im Gleichgewicht befindliche System, ein wenig aas der Gleich-
gewichtslage herausgebracht, mit wachsender Geschwindigkeit der
Gleichgewichtslage wieder zustrebt, es wird Ty, > T, mithin V, <V
sein, d. h,, es wird ¥, ein Minimum sein miissen.

Im Zustand des Gleichgewichts stellt also das Potential ¥ eines
Systems einen ausgezeichneten Werth dar, der ein Maximum oder ein
Minimum sein kann; jeder dieser Fille hat seine gesonderte physi-
kalische Bedeutung, wie soeben auseinandergesetzt ist. Die Fiille,
in denen das Potential auch noch einen ausgezeichneten Werth dar-
stellt, aber weder ein Maximum noch ein Minimum vorliegt, sollen
hier nicht bhehandelt werden.
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Historische Uebersicht zu III,

(Man vergleiche die historische Einleitung in Lagrange Mécanique ana-
Iytique Part. Il Dynamique, auch das Biographisch-Literarische Handworterbuch
von J. C. Poggendorff)

Christian Huygens 1620—1695,

Isane Newton 1642—1726.

Johann Bernoulli 1867—1748.

Daniell Bernoulli 1700—1782.

Leonhard Euler 1707—1783.

Jean le Rond d'Alembert 171717834,

Patrick d'Arcy 1725—1779.

Joseph Louis Lagrange 1786—1813,

Pierre Simon Marquis de Laplace 17401827,
Peter Gustav Lejeune-Dirichlet 1805—1859.

Julius Robert Mayer 18141878,
James Prescott Joule 18181889,
Hermann Ludwig Ferdinand Helmholtz 1821—1894.

DieSchwerpunktssittze sind zuriickzufithren anf Ne wton (Prineipia 1687)
und auf d’Alembert (Traité de Dynamique Paris 1748).

Die Flichensiitze sind zuriickzuftihren anf Euler (Solutio problematis
mechanici de motu corporum tubis mobilibus inclusorum. Opuscula varii argu-
menti Vol, I, 1746), auf Daniell Bernoulli (Probléme de déterminer le mou-
vement variable d'un tyon mobile autour d'un point fixe ete. Mém. Berlin 1745)
und auf d'Arcy (Mém, Paris 1752),

Der Satz von der lebendigen Kraft ist zuriickzufiihven auf Huygens,
auf Johann Bernoulli (Theorema selecta pro conservatione virium vivarum
demonstranda et experimentis confirmanda, Comm. Petrop. I) und auf Daniell
Bernoulli (Hydrodynamica 1788, Sur le principe de la conservation des forces
vives ote, Mém. Berlin 1748),

Der Begriff des Potentials liisst sich, abgesehen von den ersten An-
giitzen bei Clairaut (Théorie de la figure de la terre, Paris 1748), zuriickver-
folgen bis auf Lagrange (Mém. Berlin 1777) und Laplace (Mém. Paris 1785),
wo er zuerst im Anschluss an die im umgekehrten Quadrat der Entfernung
wirkenden Kriifte verwerthet wird,

Das Verhalten des Potentialg in stabilen und labilen Gleichgewichtslagen
ist von Dirichlet 1846 in seiner Abhandlung ,Ueber die Stabilitiit des Gleich-
gewichts*, Crelle Journal Bd. 82, aufgedeckt worden.

Die Geschichte des Princips der Energie kniipft an die Abhand-
lungen von Mayer: ,Bemerkungen iiber die Kriifte der unbelebten Natur, 1842,
Liebig's Annalen 42, — von Joule: ,On the calorific effects of magneto-
electricity and on the mechanical value of heat®, 1843 Philosophical magazin
Ser, IIT, Vol. 28 — und von Helmholtz: ,Ueber die Erhaltung der Kraft. Eine
physikalische Abhandlung.* Berlin 1847. (Ostwald's Klassiker Nr, 1.)



IV. Anwendungen insbesondere der Flichensitze
auf Methoden- und Instrumentenlehre der prak-
tischen Physik.

1) Allgemeine Vorbemerkungen {iber Wesen und Bedeutung
der praktischen Physik fir die wissenschaftliche Syste-
matik und Methodik.

08, Verhiiltniss und Aufgaben der praktischen Physik im Rahmen der all-
gemeinen Physik, 69, Die Bedeutung der praktischen Prilcisionsmesskunst fiir
die Physik, insbesondere fiir die physikalische Systematik. 70. Charakteristik
der praktischen Physik als Kunst in der Ausarbeitung physikalischer Methoden
und im Bau physikalischer Instrumente. 71, Verwerthung des Begriffs der
(irdssenordnung als Hiilfsmittel der praktischen Physik im Allgemeinen und als
Genauigkeitsgrenze im Besonderen,

2) Theorie der Instrumente mit verticaler Schwingungs-
fihigkeit und ihrer Methoden.

72, Das physikalische Pendel. Das Fadenkugelpendel, 73, Bessel's Pendel-
untersuchungen. Studium der Aufhilngungsart, 74. Studium des Einflusses des
umgebenden Medinms (der Luft). 76, Das Reversionspendel. Bessel's Ver-
besserungen daran,

76, Die Wage. Theoretische Gesichtspunkte, welche fiir ihre Construction
maanssgebend sind,

3) Theorie der Instrumente mit horizontaler Schwingungs-
fihigkeit und ihrer Methoden.

77. Allgemeine Uebersicht iiber die in diesem Abschnitt zu behandelnden
Methoden.

78. Methode der unifilaren Aufhiingung eines Stabes unter alleiniger Ein-
wirkung der Torsion der Aufhbiingung. 79. Methode der unifilaren Aufhiingung
eines Magneten unter alleiniger Einwirkung des Erdmagnetismus, 80, Methode
der unifilaren Aufhitngung eines Magneten unter Ricksicht auf die Torsion.

81, Methode der bifilaren Aufhiingung ohne Riicksicht auf die Torsion der
Aufhiingungsdrithte. 82, Methode der bifilaren Aufhiingung unter Riicksicht
auf die Torsion der Aufhiingungsdriihte.
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88, Gemeinsame Betrachtungen iiber die unifilare und bifilare Aufhitngung.
Methoden, Directionsmoment und Trigheitsmoment zu bestimmen,

84, Theorie der Horizontalwage (Torsionswage) in ihrver statischen, dynami-
schen und ballistischen Anwendung.

86, Theorie der Astagirung magnetischer Richtsysteme,

IV, 1) Allgemeine Vorbemerkungen iiber Wesen und Be-
deutung der praktischen Physik fiir die wissenschaftliche
Systematik und Methodik.

§ 8. Verhiiltniss und Aufgaben der praktischen Physik im Rahmen
der allgemeinen Physik.

Wir werden in diesem Abschnitt eine Reihe von Anwendungen
der bisher im Ganzen abstract entwickelten allgemeinen Sitze der
Mechanik eines Massensystems fiir continuirliche Massen (III) geben,
insbesondere soll es sich dabei um Anwendung der Flichensitze
(111, 2) handeln.

Diese Anwendungen werden, insofern sie sich auf concrete Dinge
beziehen, ein tiefer gehendes Verstiindniss jener abstract entwickelten
allgemeinen Siitze nach sich ziehen, sowie sie die mit diesen Siitzen
zu verbindenden Anschauungen ausbilden und vertiefen lehren. Sie
werden weiter — und das soll die Hauptsache filr diesen Abschnitt
sein — die praktischen, realen Mittel anzeigen, welche im BStande
sind, die riickwirkende Verfestigung des gesammten physikalischen
Systems zu gewiihren, deren Nothwendigkeit wir von Anbeginn der
Vorlesung an (§ 1) betont haben,

Der theoretische Theil der Vorlesung war bisher dadurch charak-
terisirt, dass fr eine Reihe von Grundsiitzen: die Newton’schen
Axiome oder Postulate, die Erweiterung des Reactionsprincips ge-
legentlich der Flichensitze, das Princip der Energie — die volle
mathematische Strenge gefordert wurde. Diese Strenge der Grund-
siitze war absolut néthig, weil diese Grundsitze die Grundlage fiir
das physikalische System abgeben sollten, welches wir unter Benutzung
mathematischer Hiilfsmittel (Seite 13) entwickeln wollten.

Wir sind dieser mathematischen Strenge getreu geblieben bei
den Anwendungen der erwiihnten Grundsiitze auf die zuniichst gleich-
falls als streng richtig vorausgesetzten Gesetze der Galilei’schen
Schwere (Constanz von g) und der Newton'schen Gravitation —

ferner bei der Ableitung der allgemeinen Siitze und Begriffe, die den
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Gtegenstand des ITI. Abschnittes der Vorlesung ausmachten, bei der
Ableitung der Schwerpunktssitze, der Flichensiitze und des Satzes
von der lebendigen Kraft. Nachdem die Grundlagen des Systems in
Form unserer Axiome oder Postulate festgelegt waren, konnten wir
uns so vielleicht im Laufe des IIL. Abschnittes die Meinung bilden,
dass Physik und Mathematik gar nicht einmal so sehr verschiedene
Disciplinen seien.

Der folgende IV, Abschnitt wird uns eines anderen belehren, er
wird uns viele von den erkennnisstheoretischen Betrachtungen in Er-
innerung rufen, mit denen wir die Vorlesung einleitend begannen (I).
Bs wird sich jetzt darum handeln, die Beziehungen aufzudecken,
welche zwischen den Grundlagen des Systems und seinen entwickelten
Consequenzen einerseits und der iiusseren Wirklichkeit, soweit sie uns
zugiinglich erscheint, andererseits bestehen. Die Wirklichkeit will
nicht allein durch theoretische Speculationen erfasst, sondern vor
Allem durch Beobachtung und Messung studirt sein. Speculation
und Messung haben sich gegenseitig zu befruchten und miissen daher
auch theoretisch in das rechte Verhiiltniss zu einander gesetzt werden.

Die Entwickelung der Grundsiitze, nach denen Beobachtungen
und Messungen wirklicher Verhiiltnisse vorzunehmen und zu verwerthen
sind, bildet den Gegenstand der praktischen Physik. Wenn das Studinum
dieser praktischen Disciplin mit Erfolg auch nur im Laboratorium ge-
trieben werden kann, so muss doch nach der ganzen Anlage der Vor-
lesung eine Reihe von Gesichtspunkten, welche fiir die praktische
Physik maassgebend sind, hier in der theoretischen Vorlesung nus-
einander gesetzt werden.

Hier kommen die Dinge zur Sprache, auf welche wir zu einem
Theil von vorneherein Bezug genommen haben und Bezug nehmen
mussten, um die Wahl unserer systematischen Grundlagen und ihres
Ausdrucks zu motiviren. Hier handelt es sich, die Bausteine zur
Systematik aufzuzeigen, die dem ganzen System die riickwirkende
Verfestigung zu geben haben, deren Existenz und Nothwendigkeit die
Vorlesung im Unterschied von einer rein mathematischen Behandlung
der Mechanik durchdringen soll.

Das physikalische System will objectiv wie jedes wissenschaft-
liche System ein in sich geschlossenes, liickenloses Ganzes sein, das
ohne Fehler und Makel dasteht (Seite 7); die praktische Physik will
subjectiv mit der Beschriinktheit und Begrenztheit ihrer Mittel der
Behandlung dieser Aufgabe geeignetes Material iiberweisen, sie hat
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bei Lésung dieser ihrer Aufgabe mit Schwierigkeiten zu kiimpfen,
welche wir, sofern sie bekannt sind, als Hemmungen, sofern sie nicht
bekannt sind, als Fehler bezeichnen kinnen. Diese Schwierigkeiten
der praktischen Physik, welche die Aushildung der Methoden und
Instrumente zu {iberwinden sucht, liegen 1) in der iusseren Wirk-
lichkeit und den dadurch gegebenen Verhiiltnissen (objectives Moment),
2) in der Begrenztheit und in den Schranken unserer sinnlichen
Hiilfsmittel (subjectives Moment). Dazu kann in beiden Fillen als
weitere Hemmung noch die zeitige Unvollkommenheit der mathe-
matischen Hiilfsmittel treten.

Die Kunst der praktischen Physik wird nun entsprechend 1) darin
bestehen, in dem inneren und fusseren Widerstreit dieser Schwierig-
keiten und Hemmungen einen Compromiss zu schliessen, welcher ein-
mal der Forderung unserer Postulate nach unbegrenzter Genauigkeit
Rechnung triigt, welcher gleichzeitig aber auch die Grenze des Mig-
lichen und Erreichbaren niemals aus dem Auge verliert. Die Kunst
der praktischen Physik wird 2) darin bestehen, die durch die Natur
der Sinne und ihrer Hiilfsmittel (der Instrumente) gegebene Schranke
und Grenze (8. 11) nicht nur theoretisch zu markiren, sondern auch
als eine gegebene Grisse geradezu theoretisch zn verwerthen.

So bildet die praktische Physik - im besten Sinne des Wortes
~ ein subjectives Moment der Forschung; denn es kénnen sehr wohl
Ziweifel dariiber bestehen, anf welchem Wege man der Systematik
zu ihrer riickwirkenden Verfestigung geeignetes Material zuzufithren
hat, ja welches dieses Material {iberhaupt ist. Der Weg ist durch-
aus nicht immer vorgeschricben, auf dem die praktische Physik
diese ihre Aufgabe zu erfilllen hat; er kann es um so weniger’
sein, als die praktische Physik wirklich eine Kunst ist, welche von
jeher mit einer gewissen Freiheit die Conflicte zu lésen versucht hat,
welche die Wirklichkeit mit ihren Hemmungen und die Sinne mit
ihren Schranken ihr als Gegenstand dargeboten haben. Die einzige
Lehrmeisterin, welche in der Ausitbung dieser Kunst hier Anleitung
und Anregung geben kann, ist die Geschichte der praktischen Physik,
wie sie sich dem Studium besonders an wenigen typischen Beispielen
darbietet — Beispiele, welche wir auch in diesem Abschnitt bevor-
zugen werden.

Wir konnen uns das subjective Moment der Forschung, welches
der praktischen Physik zu Grunde liegt, auch sehr gut an Folgendem
klar machen: Wir haben §§ 16 und 17 fiir die physikalische Syste-
watik die Frage nach Griinden und Zwecken, nach dem Warum und
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Wozu abgelehnt. Hier in der praktischen Physik werden wir diese
I'rage mit einigem Recht wieder anfnehmen kénnen. Wenn die prak-
tische Physik der wissenschaftlichen Systematik das empirische Material
zuzufithren hat, dessen sie bedarf, so werden ihre Methoden diese Zu-
fihrung in bestimmten Zielen und Richtungen verfolgen, sie werden
Instrumente zu bestimmten Zwecken schaffen, und sie werden bei der
Anwendung dieser Instrumente aus besonderen Griinden verfahren.

§ 69. Die Bedeutung der praktischen Priicisionsmesskunst fiir die
Physik, insbesondere fiir die physikalische Systematik.

Die praktische Physik unterscheidet zwischen Experimentalunter-
suchungen und Priicisionsmessungen. Unsere Forschung muss ebenso
auf Erweiterung der Erkenntniss in unbekannte Gebiete wie auf Ver-
tiefung und Befestigung der bisher gewonnenen Erkenntniss gerichtet
sein. Experimentaluntersuchungen, die auf Erweiterung der Erkennt-
niss gerichtet sind, entsprechen dem naiven Standpunkt der Forschung;
Priicisionsmessungen, die auf Vertiefung und Befestigung der bisher
gewonnenen Erkenntniss gerichtet sind, entsprechen dem kritischen
Standpunkt der Forschung. Die Wissenschaft bedarf beider Formen
der Forschung.

In der Priicisionsmesskunst hat die Astronomie fiir die Physik
vorbildlich gewirkt. Das Ziel der Priicisionsmessungen ist die
exacte Bestimmung physikalischer Constanten. Die That-
sache der Existenz einer Constanten ist einer der vielen Ausdriicke
fiir die Thatsache der Kxistenz eines Postulats oder eines Natur-
gesetzes. Wir kinnen hier zwischen absoluten und relativen Con-
stanten unterscheiden. Die Existenz des Princips der Energie als
Postulat bedingt die Existenz gewisser absolut constanter Werthe; in
diesem Sinne werden wir z B. den experimentell zu bestimmenden
Werth fiir das mechanische Wiirmeiiquivalent als eine absolute Con-
stante fordern miissen, wenn uns dieser Werth zur Zeit anch nur bis
anf Y, bekannt ist. Die Existenz des Naturgesetzes von der Galilei’-
schen Beschleunigung durch die Schwere oder von der Newton’schen
Gravitation bedingt die Hxistenz gewisser Werthe, denen im Allge-
meinen wohl nur eine relative Constanz zugesprochen werden kann,
wenn uns die Beschleunigung durch die Schwere z B. filr einzelne
Erdorte zur Zeit anch bis auf Y0000 Pekannt ist.

Wenn H. Hertz bei seiner Doctorpromotion 1880 in seiner
ersten These behauptete: ,Kin Fehler von Y, des wahren Werthes
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bildet die Grenze fiir die wiinschenswerthe Genauigkeit, ein Fehler
von Yg des wahren Werthes die Grenze fiir die migliche Genauigkeit
in der Bestimmung einer physikalischen Constanten; genauer als bis
auf Y500 ihres Werthes liisst sich kaum eine physikalische Constante
auch nur definiren — so charakterisirte er, abgesehen von einer ge-
ringen Anzahl von Ausnahmen, damit in dem ersten Theil der These
ungefithr den Standpunkt der physikalischen Priicisionsmesskunst des
Jahrhunderts; in dem letzten Satz denkt er aber wohl nur an die den
physikalischen (Gesetzen, nicht an die den physikalischen Postulaten
zu Grunde liegenden Constanten.

Als eine Ausnahme von der Hertz'schen Charakteristik werden
wir die von Bessel bestimmte Liinge des einfachen Secundenpendels
anzusehen haben. Wenn Bessel im Mittel aus seinen Beobachtungen
als Linge des einfachen Secundenpendels fiir die Konigsberger Stern-
warte 440,8147 Linien berechnet,') so werden wir unter Bezugnahme
auf seine weiteren Angaben sagen kinnen, dass dieser Werth etwa
bis auf Y0000 richtig sein wird. Die Definition dieser Grosse als
wirkliche Constante fiir einen genau priicisirten Erdort wird sich
aber bis auf Y0000 durchfithren lassen; von dieser Ordnung ist
niimlich gerade die durch die Gravitation des Mondes bedingte
Aenderung der Beschleunigung durch die Schwere, wie sie sich in
den Erscheinungen der Ebbe und Fluth auch im grossen Maassstab
iiugsert, und damit auch die zugehirige Aenderung der Linge des ein-
fachen Secundenpendels.

Vom Standpunkt der wissenschaftlichen Systematik handelt es
sich bei den exacten Constantenbestimmungen weniger darum, fiir
eine physikalische Constante eine ilbertriebene Genanigkeit des Werthes
festzustellen, als einmal die Strenge und Schiirfe der Grundsitze und
Naturgesetze zu priifen, auf denen das systematische Gebiiude der
Physik aufgefithrt erscheint, und durch welche dieses in erster Linie
bedingt ist; sodann auf Einflisse und Erscheinungen gefithrt zu werden,
die sich bisher einer wissenschaftlichen Wahrnehmung oder auch iiber-
haupt dem wissenschaftlichen Bewusstsein entzogen haben und gerade
dadurch vielleicht die erwiinschte Strenge und Schiirfe jener Grund-
siitze und Naturgesetze getriibt und herabgemindert erscheinen liessen.
Indem es nicht ausgeschlossen erscheint, dass genaue physikalische
(onstantenbestimmungen eine Erkenntnissquelle neuer Krscheinungs-

1) F. W. Bessel: Untersuchungen {iber die Liinge des cinfachen Secunden-
pendels, 1826, Ostwald’s Klassiker Nr. 7, 8. b0,
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classen der Natur werden kionnen, stellen sich Priicisionsmessungen
neben ihrem urspriinglichen directen Zweck auch als eines der in-
directen Mittel der Forschung dar, die auf Erweiterung der Er-
kenntniss in unbekannte Gebiete gerichtet ist.

Dass die Priicisionsmesskunst besondere Riicksicht auf die Ver-
festigung des wissenschaftlichen Systems zu nehmen hat, welches im
Sinne von § 1 durchaus von dem Grundsatz der gegenseitigen Antheil-
nahme ihrer Theile getragen wird, das ist wohl auch der tiefer
liegende Grund, weshalb das physikalische Interesse von jeher einige
wenige Anwendungen in besonderem Grade bevorzugt hat — An-
wendungen, die daher in sich geradezu eine Geschichte aufweisen und
darum besonders lehrreich geworden sind. Ich denke hier wieder in
erster Linie an die Entwickelung der Methoden, welche an die Theorie
des physikalischen Pendels und an seine Anwendung zur Bestimmung
der Beschleunigung durch die Schwere kniipfen.

Die Bestimmung dieser physikalischen Constanten filr Konigsberg
und Berlin durch Bessel pflegt, so lange sie existirt, als das typische
Muster einer Priicisionsmessung hingestellt zu werden, Hs diirfte
keine physikalische Constante geben, von der man sagen kann, dass
gie so genau bekannt sei wie diese. Der Unkundige mag die Frage
aufwerfen, ob denn nicht vielleicht die Genauigkeit, mit der gerade
diese Constante bekannt ist, — und eigentlich noch dazu nur fiir eine
oder zwei Stellen der Erdoberfliche von minimaler Ausdehnung, den
beiden Sternwarten von Konigsberg und Berlin — eine Uebertreibung
ist, und ob einer solchen iibertriebenen Genauigkeit ein wissenschaft-
licher Werth oder eine wissenschaftliche Bedeutung abgewonnen
werden kann?

Wir konnen hierauf einfach antworten: Diese Frage wird nicht
der Unterscheidung gerecht, welche wir § 3 bei der Gegeniiberstellung
objectiver und subjectiver Auffassungsmomente der Erfahrung getroffen
haben; sie entspricht dem Standpunkt, welchen ich als Objectivirung
der Forschung bezeichnet habe. Zugleich weise ich auf die Aus-
fithrungen iiber die durch die Schranken der sinnlichen Wahrnehmung
bedingte Erkenntniss (§ ), sowie iiber die physikalischen Postulate
(§ 6) und ftiber die physikalischen Naturgesetze (§ 8) zuriick.

Der Genauigkeitsgrad unserer Priicisionsmessungen muss ebenso
~ wie der Genauigkeitsgrad unserer sinnlichen Wahrnehmung gegeniiber
der absoluten Genauigkeit der von uns behufs mathematischer Ver-
werthung priicisirten Postulate und Naturgesetze als ein zufilliger
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bezeichnet werden. Diesen in der Natur der Verhiiltnisse bedingten
Unterschied der praktisch erreichbaren und der theoretisch unbe-
grenzt geforderten Genauigkeit zu verwischen, wiire eine Unaufrichtig-
keit der Forschung, und so muss von diesem Standpunkt aus das
Streben der Wissenschaft vollauf berechtigt erscheinen, diese Differenz
zwischen praktisch Erreichbarem und theoretisch Gefordertem, dem
jeweiligen Stande der Messkunst entsprechend, so klein wie moglich
zu machen,

Im Besonderen weist die von Bessel unter verschiedenen Be-
dingungen festgestellte Beschleunigung der Schwere die verschieden-
sten Rilckwirkungen auf die Verfestigung der Grundlagen des New-
ton’schen Systems auf, worauf wir bereits § 35 vorgreifend hingewiesen
haben. Sollte endlich noch die Thatsache bemiingelt werden, dass
die Bessel’schen Messungen sich nur auf zwei Stellen der Erdober-
fliche von minimaler Ausdehnung beziehen, so wiire darauf hinzuweisen,
dass diese Messungen allein schon einen enormen geistigen und phy-
sischen Arbeitsaufwand in sich schliessen, und dass es vom Stand-
punkt der Priicisionsmessungen allgemein gesagt werden kann: Der
wissenschaftlichen Systematik und ihrer Befestigung ist besser gedient
durch wenige, mit grosser Sorgfalt angestellte Messungen als durch
sehr viele Messungen, die bei der Schwierigkeit der Kinzelmessung
immer nur auf Kosten der Sorgfalt angestellt sein kdnnen.

Bei dem Umfang des Gebiets, in dem sich die physikalische
Priicisionsmesskunst bethiitigen kann, wird es darauf ankommen, die
in Betracht kommenden Aufgaben so geschickt zu wiihlen und ein-
suschriinken, dass trotz aller Einschriinkung auf die Verfestigung des
wissenschaftlichen Systems doch der moglichst grosste Gewinn zuriick-
fillt. Auch in dieser Richtung kionnen die Arbeiten Bessel’s als
vorbildlich hingestellt werden.’

§ 70. Charakteristik der praktischen Physik als Kunst in der
Ausarbeitung physikalischer Methoden und im Bau physikalischer
Instrumente.

Die Methodik der praktischen Priicisionsphysik hat sich vorzugs-
weise an den wenigen Beispielen entwickelt, welche wir theilweise
schon erwiihnt, und welche in den folgenden Paragraphen behandelt
werden sollen. Es wird daher nicht weiter auffallend sein, dass diese
wenigen Beispiele vor anderen Beispielen zugleich einen allgemeinen
typischen Charakter tragen. Der Studirende kann sich an ihnen —

Volkmann, Theorotische Physik. 12
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soweit das in einer theoretischen Vorlesung moglich ist — die Grund-
giitze veranschaulichen, nach denen physikalische Maassmethoden aus-
zuarbeiten sind, und nach denen der Bau physikalischer Instrumente
zu entwerfen ist. Wird dieser Abschnitt somit geeignet sein, in die
praktische Physik einzufiihren, so soll mit ihm keineswegs beabsichtigt
gein, Dingen vorzugreifen, die wesentlich in ein physikalisches Prak-
tikum gehdren, und die nur an der Hand eigener Anschauung, Be-
obachtung und Erfahrung begriffen werden kinnen.

Wenn die Disciplin der praktischen Physik auf den ersten Blick
sich auch als eine praktische darstellen mag, so wird sich im An-
schluss an die Entwickelung der Disciplin doch eine Reihe von theo-
retischen Gesichtspunkten aufstellen lassen, welche heute fiir die prak-
tische Physik nicht mehr entbehrt werden kinnen, und welche geeignet
erscheinen, die Disciplin weiter zu fordern, wie sie denn auf dem
Boden der Praxis erwachsen sind. Handelt es sich bei unseren Vor-
lesungen um eine Einfithrung in das Studium der theoretischen Physik
iiberhaupt, so wird dieser Abschnitt nicht fehlen diirfen. Diese ein-
leitenden Vorlesungen sollen eine Anschauung von dem Reichthum
der Gesichtspunkte geben, die bei der Ausarbeitung der physikalischen
Binzeldisciplinen maassgebend sind, und zu diesen Disciplinen werden
wir auch die praktische Physik zu rechnen haben.

Die allgemeinen Gesichtspunkte fiir die Ausarbeitung physikali-
scher Methoden und den Bau physikalischer Instrumente haben viel
Glemeinsames, Es liegt das in der Natur der Sache; denn die physi-
kalischen Methoden kommen an der Hand von Instrumenten zur Aus-
fihrung, und umgekehrt die physikalischen Instrumente werden fiir
die Handhabung und Anwendung physikalischer Methoden geschaffen.
Fiir Beides, fiir die Ausarbeitung physikalischer Methoden, wie fiir
den Bau physikalischer Instrumente, giebt eine sogenannte schematische
Theorie den ersten Anhalt und den leitenden Gesichtspunkt, in Wirk-
lichkeit kann aber dieser leitende Gesichtspunkt aus sehr zwingenden
praktischen Griinden niemals seine reine Realisirang finden. So er-
fiihrt der urspriingliche leitende Gesichtspunkt durch die Wirklichkeit
eine Hemmung, und die Kunst der Beobachtungsmethode und des
Instrumentenbaus wird darin bestehen, diesem urspriinglich leitenden
Gesichtspunkt trotz aller realer Hemmungen und Hindernisse zum
Durchbruch zu verhelfen.

Nach dieser Richtung wird im Folgenden die Theorie und Con-
struction des Pendels und der Wage besonders lehrreich sein. Die
Auseinandersetzung der Gesichtspunkte, welche hier maassgebend sind,
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wird in mehrfacher Hinsicht Anschauungen gewiihren, welche einer
Verallgemeinerung sehr wohl fithig sind, und fiir welche wir daher
ein erweitertes Interesse beanspruchen miissen.

Die Ausarbeitung der Theorie der Wage, die wir hier als be-
sonderes typisches Beispiel hervorheben, wird zeigen, dass der ideellen
Construetion einer Wage eine Reihe in der Wirklichkeit einander
widerstreitender Momente entgegensteht, denen einzeln Rechnung
getragen werden muss, Mit diesen einander widerstreitenden Momenten
muss ein Compromiss geschlossen werden. Dieser Compromiss stellt
sich beim Bau der physikalischen Instrumente ebenso als ein Kunst-
werk dar, wie die Ausarbeitung physikalisch-praktischer Methoden
und ihre Handhabung durchaus als eine Kunst charakterisirt
werden muss.

Wir haben bei der Wage, als einem typischen Beispiel, an den
Widerstreit uns bekannter realer Momente und Forderungen gedacht.
Die Geschichte des Studiums des Pendels und die Ausarbeitung der
einschliigigen Beobachtungsmethoden kann nach anderer Richtung: als'
typisch hingestellt werden. Hier waren nicht immer alle Momente
bekannt, welche die Erscheinungen der Pendelvorgiinge beeinflussen;
sie wurden im Laufe der Entwickelung einzeln aufgedeckt. Wir be-
zeichnen solche uns nicht ohne Weiteres bekannte Momente als
yRehler und ihr Studium als ,Fehlerstudium® oder ,Studium der
Fehlerquellen®,

Die Nothwendigkeit des Studiums der Fehlerquellen ist ein
Punkt, dem auch heute noch selbst von namhaften Experimental-
physikern nicht immer geniigend Rechnung getragen wird. Hs ist
das erste Erforderniss einer exacten Priicisionsmessung, {iberhaupt
wohl jeder Experimentaluntersuchung, dass man nicht etwa von vorne-
herein von dem blossen Bestreben ausgeht, Fehler nach Moglichkeit
zu vermeiden und in diesem Sinne etwa einem Studium der Fehler-
quellen aus dem Wege zu gehen. Nein! Das Studium etwaiger
Fehlerquellen muss gerade aufgesucht werden, es milssen experimentell
Bedingungen geschaffen werden, unter denen die einzelnen Fehler in
miglichster Stiirke und Nacktheit erscheinen. Erst nach einem solchen
Studium darf man zu dem eigentlichen Gegenstande einer physikali-
schen Constantenbestimmung schreiten; erst dann wird man befihigt
sein, ein definitives Experimental-Arrangement zu ersinnen, in dem
die Fehler, wenn auch nicht vermieden, so doch in ihrem Kinfluss
auf ein Minimum herabgedriickt, jedenfalls in ihrem dann iibrig

bleibenden Einfluss der Grosse nach geschiitzt werden kdnnen.
18*



180 IV. 1) Vorbemerkungen iiber Wesen und Bedeutung der prakt, Physik.

§ 71. Verwerthung des Begriffs der Grissenordnung als Hiilfs-
mittel der praktischen Physik im Allgemeinen und als Genauig-
keitsgrenze im Besonderen.')

Durch die Priicisionsmessungen sollen die physikalischen Funda-
mentalbegriffe ebenso wie die physikalischen Grundsiitze und Natur-
gesetze die naturgemiisse Priifung auf ihre Brauchbarkeit und Richtigkeit
finden. Die Schwierigkeit dieser Priifung besteht in der experimen-
tellen Isolirung, bei welcher der zu untersuchende Begriff, der Grund-
satz oder das Naturgesetz in grosster Reinheit zur Erscheinung kommt
Nur in den seltensten Fillen wird sich eine solehe Isolirung in voller
Reinheit durchfithren lassen, in allen anderen Fillen wird man auf
eine theilweise Isolirung oder auf eine Isolirung im Wesentlichen an-
gewiesen sein.

Wir wollen hier die methodischen Hiilfsmittel besprechen, die
gich zum Zweck einer solchen theilweisen Isolirung darbieten. Wenn
Seite 22 in der Anmerkung darauf hingewiesen wurde, dass, im Falle
ein Begriff 4 in Beziechung zu einer Reihe anderer Begriffe B, C, D
gesetzt ist, jede Priicisirang von B, €, D riickwirkend eine solche von
A zur Folge hat, so konnen wir das auch auf die Grossenwerthe der
Begriffe iibertragen. Die Kunst der praktischen Physik besteht darin,
ein Beobachtungs-Arrangement zu ersinnen, bei dem die Beziehung zu
A secitens derjenigen der Grossen B, C, D iiberwiegt, welche am
besten bekannt sind. Sind so A4 und B relativ gut bekannt, so sind
weitere Beobachtungs-Arrangements zu ersinnen, bei denen C oder 1)
ihre Bestimmung iiberwiegend durch 4 und B finden.

Die Kunst der praktischen Physik wird, anders ausgedriickt, also
darin bestehen, dass wir die Theorie der Anwendungen nicht aus-
schliesslich vom mathematischen Standpunkt zu fordern suchen, welcher
lediglich nur die gegenseitige Abhiingigkeit der physikalischen Grossen
von einander in Ansatz bringt, sondern auch wesentlich vom phy-
sikalischen Standpunkt, welcher auf die Grossenverhiiltnisse selbst
unter einander Bezug nimmt, dem verschiedenen Einfluss der ein-
zelnen physikalischen Grossen auf ein abzuleitendes Endresultat
Rechnung triigt und auf die genaue Verfolgung einer Hillfsgrosse
in den Fillen verzichtet, in denen eine grossere Genauigkeit der-

1) Man vergleiche meine erkenntnisstheoretischen Grundziige der Natur-
wissenschaften, siebenter Vortrag: Binfilhrung des Begriffs der Grossenordnung,
S, 98114,
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selben doch einflusslos auf die Genauigkeit des Endresultates bleiben
wiirde.

Wir tragen in der praktischen Physik diesem Gedanken dadurch
Rechnung, dass wir moglichst danach streben, den Werth einer
Grosse in seiner Abhiingigkeit von anderen in Form einer Summe
von Gliedern oder in Form einer Reihe darzustellen, bei der jedes
folgende Glied wesentlich kleiner als das vorhergehende ist. Man
spricht dann in Bezug auf jedes einzelne Glied von der Grissenord-
nung des Gliedes im Verhiiltniss zu anderen Gliedern und iibersieht
mit einem Schlage, welche Werthe einflussreich sind, welche nicht.

Selbst in den Fiillen, in denen die Ableitung eines strengen Aus-
drucks aus der Theorie keine Schwierigkeit bereitet, in denen aber
der streng abgeleitete Ausdruck in seiner Zusammensetzung uniiber-
sichtlich erscheint, ordnen oder entwickeln wir den Ausdruck nach
den Gréssenordnungen und tragen damit einer der Forderungen der
praktischen Physik Rechnung, den Einfluss der einzelnen Glieder ihrer
Grossenordnung nach auf das Endresultat besser iibersehen zu kinnen.
Aus demselben Grunde wird es — unbeschadet der Seite 28 ange-
fiihrten Bemerkung von Thomson — fiir die praktische Physik
keinen Zweck haben, z B. auf die strenge Behandlung einer Diffe-
rentialgleichung in den Fiillen Werth zu legen, in denen einer solchen
theoretische Unbequemlichkeiten oder Schwierigkeiten entgegenstehen
wiirden, und in denen die strenge Losung doch keine grossere physi-
kalische Genauigkeit ergeben wiirde. Mit um so grosserem Rechte
werden wir so in allen den Fillen véllig correct verfahren, in denen
wir von vorneherein auf Niherungsmethoden angewiesen sind. Ohne
damit eine Nachlissigkeit zu begehen, vernachliissigen wir
kleine Werthe gegentiber grosseren; wir bleiben im Gebiet
des Exakten, wenn wir die Fehlergrésse in jedem Augen-
blick angeben kénnen.

Ergiebt sich so die Beachtung der Grossenordnung und der
Grissenverhiiltnisse der einzelnen Werthe, welche in eine Messung
eingehen, fiir die Priicisionsmesskunst von der grossten Bedeutung,
so erfihrt diese Behandlungsweise noch eine weitere, vertiefte Be-
griindung, wenn wir unter den verschiedenen, eingefithrten Grossenord-
nungen diejenige besonders hervorheben, welche wir in Beziehung zur
Grenze unserer sinnlichen Wahrnehmung setzen kénnen. Die sinn-
liche Auffassung mit ihren Grenzen, als Thatsache genommen, unter-
stiitzt da gerade die Auffassung, welche wir als das Ziel einer realen
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Erkenntniss hinstellen miissen und hingestellt haben (S, 44), dass in
der Erkenntniss stets das Wesentliche den Vorrang gegeniiber dem
Vollstindigen haben muss.

Wenn es wahr ist, dass die sinnlichen Hiilfsmittel (Sinne und
Instrumente) der vollstiindigen, priicisen Erfassung der Postulate und
Naturgesetze uniibersteighare Hindernisse entgegenstellen (S, 11), deren
Grenzen durch Verbesserung unserer instrumentellen Hiilfsmittel ver-
gchoben, aber niemals aufgehoben werden kimnen, dann wird es dem
wissenschaftlichen Standpunkt angemessen erscheinen, diese Grenze,
wie schon § 68 ausgefithrt wurde, nicht nur theoretisch zu markiren,
sondern auch theoretisch zu verwerthen.

Wir werden die im Folgenden zu behandelnde Materie nach zwei
Gesichtspunkten eintheilen. Wir behandeln zuerst Methoden und In-
stramente, bei denen die Schwere voll zur Wirkung kommt. Hs wird
sich hier um Messungen der Schwerewirkung selbst handeln; die an-
zuwendenden Instrumente lassen Schwingungen um horizontale Axen
zu, die Schwingungen selbst gehen in verticalen Ebenen vor sich, —
Wir behandeln zweitens Methoden und Intrumente, bei denen Vor-
giinge beobachtet werden, die entweder ganz oder doch znm gréssten
Theil der Einwirkung der Schwere entzogen werden. s handelt sich
hier um die Angabe von Methoden, welche die Moglichkeit gewiihren,
Messungen von Kriiften auszufithren, die der Schwerkraft gegeniiber
als klein zu bezeichnen sind. Die anzuwendenden Instrumente lassen
Schwingungen um verticale Axen zu, die Schwingungen selbst gehen
in horizontalen Ebenen vor sich.

Die ganze Ausarbeitung der hier zur Geltung kommenden Ge-
sichtspunkte im Allgemeinen und Einzelnen bildet einen Gegenstand
voll des Reizes, wie er der theoretischen Physik im Allgemeinen, der
praktischen Physik im Speciellen eigenartig ist.
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fihigkeit und ihrer Methoden.

& 72. Das physikalische Pendel. Das Fadenkugelpendel.

Das physikalische Pendel ist ein starrer Korper, welcher
unter Einwirkung der Schwere um eine feste Axe schwingt. Das
mathematische Pendel (§ 49) ist dem physikalischen Pendel gegenitber
eine Abstraction; wir konnten es uns z B. unter dem Bilde vorstellen,
dass ein materieller Massenpunkt, an einem gewichtslosen Faden be-
festigt, unter Binwirkung der Schwere Schwingungen ausfithrte. Eine
Hauptfrage in der Theorie des physikalischen Pendels ist fiir uns die:
wie lang ist das mathematische Pendel, welches gleiche
Schwingungsdauer mit einem gegebenen physikalischen
Pendel hat, oder wie man sich auch ausdriickt: welches ist die
Linge des mit einem gegebenen physikalischen Pendel iso-
chron schwingenden mathematischen Pendels?

Wir gehen von dem Flichensatz, bezogen auf die z-Axe als
Drehungsaxe, in der Form des § b0 (3) aus. Angewandt auf ein
starres System, wie es das physikalische Pendel sein soll, ist die
Winkelbeschleunigung fiir alle Punkte die gleiche, und wir kénnen
die erste der Gleichungen § 5b (3) als Ausgangspunkt unserer theo-
retischen Betrachtung in der Form folgender Gleichung wiihlen:

(1) (zmrﬁ) —'t-‘;g =2(Zy — Y%).

Um die Anschauung zu fixiven, beziehen wir den Winkel @ selbst
auf die Elongation der durch Drehungsaxe () und Schwerpunkt ge-
legten Ebene aus der durch Drehungsaxe und Verticale gelegten
Ebene. Bezeichnen wir das Triigheitsmoment um die z-Axe mit
M == Imr und legen in Uebereinstimmung mit dem Coordinaten-
system, wie es den Gleichungen § 55 ( 3) zu Grunde liegt, die y-Axe
nach rechts, die z-Axe nach oben, dann wird (1):

(2) M ﬁ’g =—92my=——yﬂ£§=-—yMs‘sintp.
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Hierin bedeutet 3 in Uebereinstimmung mit der Bezeichnung
§ b1 (3) die y-Coordinate des Schwerpunkts, M die gesammte Masse
des physikalischen Pendels, s den Abstand des
Schwerpunkts von der Drehungsaxe. Der Ver-
gleich der Formel (2) mit der Formel fiir das
mathematische Pendel § 49 (4):

a* .
(3) I—d—;f—=-ymnq)

¥ig. 8.

lehrt nun sofort die Liinge des mit dem physi-
kalischen Pendel isochron schwingenden mathe-
matischen Pendels kennen:

M
(4) e
Die gesuchte Liinge ist danach gleich dem
Triigheitsmoment des Pendels, bezogen auf seine Drehungsaxe, dividirt
durch das Product aus der Masse des Pendels in den Abstand des
Schwerpunkts dieser Masse von der Drehungsaxe.

Haben wir § 49 (8) fiir die Schwingungsdauer eines mathe-
matischen Pendels bei unendlich kleiner Schwingungsweite die Formel:

(5) ' F s s V}

kennen gelernt, so liefert der Ausdruck (4) eingesetzt in (5) die
Schwingungsdauer eines physikalischen Pendels bei unendlich kleiner
Schwingungsweite:
-
(6) | T, ==/ 3
Nach Auseinandersetzung dieser Beziehungen zwischen den Formeln
des mathematischen und physikalischen Pendels ist es klar, dass auch
der § 49 (11) gegebene Zusammenhang zwischen der Schwingungs-
dauer bei endlicher Schwingungsweite und bei unendlich kleiner

Schwingungsweite unmittelbar fiir das physikalische Pendel iiber-
nommen werden kann,

Das physikalische Pendel gewiihrt nun die vorziiglichsten Mittel,
die Beschleunigung der Schwere und, was damit zusammenhiingt, die
Liinge des einfachen Secundenpendels zu bestimmen. Aus den
Gleichungen (H) und (6) folgen:

] ! M
(7) ‘4;\r=-:'r”-7,»—,‘=-jfT»’..}rﬁl
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und fiir 7, = 1 Secunde die Linge des Secundenpendels ,:

s e ot e st T
®) b 0 Y O

Mit diesen Bemerkungen ist aber das, was sich iber die Be-
obachtungsmethode und die Construction des Pendels als physikalischen
Instrumentes sagen liisst, nicht erschoptt.

Am niichstliegendsten mag es erscheinen, dem physikalischen
Pendel eine moglichst einfache geometrische Gestalt bei homogener
Massenvertheilung zu geben. Eine solche sehr einfache Gestalt bietet
das ,Fadenkugelpendel® dar; dieses besteht, wie der Name an-
deutet, aus einem leichten Faden — vielleicht ans einem leichten
Draht in Cylinderform — und einer schweren Kugel, welche den Faden
hinliinglich spannt.

Die Kugel habe den Radius R, der Faden in Form eines Cylinders
die Linge Z und den Radius g. Bezeichnen wir die Massen der
Kugel und des Fadens mit M, und M, die Triigheitsmomenteé der
Kugel und des Fadens bezogen auf die Drehungsaxe des Pendels mit
M; und M,, so haben wir unter Bezugnahme auf § 59 (3%) und (5)
in Verbindung mit § 58 (1):

M=M4L£W+%R%
IJ! ‘Ll k]
M, = Mf(T e %—)
Ferner ist:
Mysy = My(L + B),  Mysy= M)~
Mithin erhalten wir nach (4) fiir die Linge des mit dem Faden-

kugelpendel isochron schwingenden mathematischen Pendels:

2 1054 il
. o< Biiiok ik
M, (L + R)+ M, {

Im Falle wir die Masse des IFadens als klein vernachliissigen
diirfen, reducirt sich die Formel (9) auf:
: Qe 'R
G i=L+R+-314m
Bezeichnen wir mit Huygens als Schwingungsmittelpunkt
den Punkt des physikalischen Pendels, welcher mit dem Massenpunkt
des isochron schwingenden mathematischen Pendels sich in gleichem
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Bewegungszustand befindet, so erkennen wir unter Bezugnahme auf
(10): der Schwingungsmittelpunkt eines Fadenkugelpendels mit leichtem
Faden liegt um 3 RY/(L + R) tiefer als der Kugelmittelpunkt.

Setzen wir die Kugel des Pendels als homogen voraus, so wiirde
zur Bestimmung von g in (7) oder von [, in (8) die Schwingungs-
dauer T7) experimentell zu bestimmen und der Werth fiir I aus
(9) oder (10) zu iibernehmen sein. Bestehen Zweifel an der Homo-
genitiit der Kugel, so wird man die Kugel in verschiedenen Lagen
an dem Faden des Pendels befestigen und nachsehen, in wieweit sich
etwa durch verschiedene Lagen die zu beobachtende Schwingungsdauer
indert. Nur in dem Falle, in dem keine Aenderung der Schwiugung&
daver bei verschiedener Lagerung stattfindet, erscheinen Zweifel an
der Homogenitiit der Kugel beseitigt.

§ 73. Bessel's Pendeluntersuchungen. Studium der Aufhiingungsart.

Wir haben an dieser Stelle der Vorlesung der Arbeiten Friedrich
Wilhelm Bessel’s tiber das Pendel und seine Anwendung zur Be-
stimmung der Beschleunigung der Schwere zu gedenken. Wir thun
es um so lieber, als der Name Bessel's, eines der grissten Astro-
nomen des nun hinter uns liegenden Jahrhunderts, fiir immer auf das
glinzendste mit der Geschichte unserer Universitit Konigsberg ver-
kniipft sein wird. In den Zeiten tiefsten nationalen Ungliicks war
es, als unter Bessel’s Leitung und Autoritit die hiesige Sternwarte
gebaut wurde, um fir einige Jahrzehnte eine maassgebende Stellung
in der Wissenschaft einzunehmen.

Bessel’s ,,Untersuchungen iiber die Liinge des einfachen Secunden-
pendels“!) werden fiir alle Zeiten das Muster einer exacten Priicisions-
untersuchung bilden, insbesondere auch gerade nach der Seite des
Studiums der Fehlerquellen. Bessel hat als Astronom die Unter-
suchungen iiber das Secundenpendel in Angriff génommen; das ist
charakteristisch fiir die Tiefe seiner wissenschaftlichen Auffassung.
Der Astronom hat im Wesentlichen mit Priicisionsmessungen zweierlei
Art zu thun, der Zeit und der Winkel. Wir werden nicht allzuweit
fehl gehen, wenn wir den inneren, tieferen Grund zu Bessel’s Studien
des Secundenpendels in der Frage nach der Unveriinderlichkeit unseres

1) Abbandlungen der Berliner Akademie von den Jahren 1826, 1880 und
1885, Die Abhandlung vom Juhre 1826 wieder abgedruckt in Ostwald’s Klas-
sikern der exacten Wissenschaften, Nr, 7, Leipzig 1889,
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Zeitmaasses, der Secunde, sehen. So lassen sich diese Studien in Be-
ziehung zu § 20 unserer Vorlesungen setzen, wo wir von der Postu-
lirung des Zeitbegriffs gesprochen haben.

Eine Hauptfrage von Bessel war die, von wo ab die Linge
des Pendels zu messen wiire. Die Drehungsaxe des physikalischen
Pendels ist, streng genommen, keine geometrische Linie, wie es die
Theorie voraussetzt, d. h. keine absolut scharfe Schneide. Das Charak-
teristische und fiir die theoretische Physik Principielle liegt hier
darin, dass man mit rein theoretischen Untersuchungen in der Be-
antwortung von solchen Iragen, wie die eben aufgeworfene, nicht
durchkommt. Theorie und Beobachtung miissen hier Hand in Hand
gehen,

Der praktische Kunstgriff Bessel's zur Beantwortung der auf-
geworfenen Frage war der, dass er Pendel von verschiedener Liinge
bei identischer Aufhiingung anwandte, um einmal die Finfliisse der
Aufhiingungsart selbst nachzuweisen und zu studiren, und um sodann die
Bestimmung der Pendelliinge von der Aufhiingungsart ganz unabhiingig
zn machen. In dieser Weise untersuchte Bessel Fadenkugelpendel,
die 1) um Schneiden auf ebenen harten Unterlagen schwangen, deren
Aufhiingungsfiiden 2) eingeklemmt waren, deren Kiiden 3) sich bei
den Schwingungen auf einem Kreiscylinder auf- und abwickelten.
Diese letzte Idee eines ,Fadenabwickelungspendels ist Bessel ganz
eigen, sie hat vor den anderen Aufhiingungsarten den Vorzug der Un-
veriinderlichkeit; denn es liegt auf der Hand, dass Schneiden, die auf
Unterlagen schwingen, mit der Zeit eine Abnutzung erfahren werden.

Die Bessel’schen Fadenpendel waren so eingerichtet, dass ihre
Liinge um eine sehr genau gegebene Grosse 2 — die sogenannte Toise
de Perou — geiindert werden konnte. Man unterscheidet bekanntlich
Strichmaasse und Endmaasse (Contactmaasse); die Toise de Perou

war ein Endmaass.
Schematisch wird Bessel’s Methode durch folgende Gleichungen

erliintert;

1
T12=“3' ’
(1) d Ty TV s g8 £
14 s . : g
T’—:'ts--g“',

Es folgt mithin nach § 72 (8) fiir die Beschleunigung durch die
Schwere g und die Linge des einfachen Secundenpendels /,:

nz

@) L e A
.‘? “tl T,'—-Tl'
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Aus dieser Formel (2) wird sich die Liinge des einfachen Secunden-
pendels I, unabhiingig oder wenigstens sehr nahe unabhiingig von der
Authiingungsart des Pendels ergeben. Setzen wir nun riickwiirts den
aus (2) gefundenen Werth von g in die Gleichungen (1) fir 7,* und
T,* ein, so konnen wir daraus die Gréssen ! und ! 4- # berechnen
und dann die so berechneten Werthe ¢ und [ 4 # mit den nach der
Theorie des Fadenkugelpendels § 72 (9) direct gemessenen Werthen
l und 1 + # vergleichen. Die Vergleichung dieser berechneten und
gemessenen Werthe [ und ! 4 # gewiihrt aber das praktische Mittel,
den Einfluss der Aufhiingungsart des Fadenpendels zu bestimmen,

Bessel hat auf diese Weise eingehend den Einfluss der Schneide
auf die Schwingungsdauer des Pendels und damit auf die Bestimmung
der Pendellinge untersucht. Die Fehlerquelle besteht darin, dass die
Schneide nicht eine Linie, sondern ein Cylinder ist; die Bewegung
ist also keine im eigentlichen Sinne des Wortes drehende, sie ist
eine wiilzende. Bessel untersucht theoretisch besonders den Fall, in
dem diese Cylinderfliche durch einen Kegelschnitt erzeugt wird,
welchen die ebenen Seitenflichen der Schneide tangiren.

Im Falle der Aufhiingungsfaden des Pendels eingeklemmt ist,
entsteht in Folge der Steifigkeit des Fadens ein Zweifel, von wo ab
die Pendellinge zu rechnen ist. Es ist hier, wie im ersten Fall, in
dem das Pendel um eine Schneide schwingt, nicht schwer die An-
schauung soweit zu entwickeln, dass man erkennt: in beiden Fillen
wird die theoretisch in Betracht zu ziehende Drehungsaxe etwas unter-
halb der Linie liegen, welche man auf den ersten Blick geneigt sein
michte fiir die Drehungsaxe zu halten, niimlich in dem ersten Fall
der Schneide unterhalb der Berithrungslinie der Schneide mit der
ebenen Unterlage, in dem zweiten Fall der Klemme unterhalb der
Stelle, an welcher der Aufhiingungsfaden die ebenen Pressbacken der
Klemme verliisst.

Bei der Bessel speciell eigenthiimlichen Aufhiingungsmethode,
bei der sich das Fadenpendel auf einem Kreiseylinder ab- und auf-
wickelt, liegt es auf der Hand, dass von einer fest als Drehungs-
axe zu rechnenden Linie ilberhaupt nicht gesprochen werden kann.
Die wirkliche Drehungsaxe ist hier in jedem Augenblick eine andere,
sie hebt sich beim Abwickeln, sie senkt sich beim Aufwickeln, und
so wird man nur von einer mittleren Drehungsaxe sprechen kinnen,
mit der in diesem Falle praktisch zu rechnen ist.
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§ 74. Bessel’s Pendeluntersuchungen, Studium des Einflusses des
umgebenden Mediums (der Luft).

Wir haben weiter des Einflusses des umgebenden Mediums (der
Luft) auf die Pendelbewegung zu gedenken. Bine Einwirkung hydro-
statischer Natur wurde schon von Newton berticksichtigt. Hs ist die
einfache Anwendung des Princips von Archimedes, wonach jeder
Korper in einer Fliissigkeit und daher auch in Luft soviel an Gewicht
verliert, wie ein gleich grosses Volumen dieser Fliissigkeit beziehungs-
weise der Luft wiegt.

Bezeichnen wir die verdriingte Luftmasse — im Sinne des Archi-
medischen Princips — mit M’, den Abstand ihres Schwerpunkts von
der Drehungsaxe mit &', so wird im Anschluss an die Bezeichnung
der beiden letzten Paragraphen die Differentialgleichung der Pendel-

bewegung:

(1) —%20— == — Mgssingp 4 M'gs’ sin . |
Die Liinge des zugehorigen einfachen Secundenpendels wird also:
. M
(2) b=

Wir wenden hier den ersten allgemeinen Satz iiber die Triig-
heitsmomente starrer Korper an (§ 58), nach dem das Triigheits-
moment um eine beliebige Axe gleich der Summe aus dem Trig-
heitsmoment der im Schwerpankt vereinigten Gesammbmasse des
Kérpers um die Axe und aus dem Triigheitsmoment der Masse des
Koérpers um eine dazn parallel gerichtete, durch den Schwerpunkt
gehende Axe, ist. Schreiben wir das Trigheitsmoment, bezogen
auf die durch den Schwerpunkt gehende Axe, M2% so kinnen wir
in (2) setzen:
M = D (s* 4 2
und erhalten:

e 2
Ll
® g
"y

Unter Riicksicht auf alle im vorigen Paragraphen erwiihnten Ein-
flisse und auf diesen hydrostatischen Einfluss fand Bessel im Lauf
seiner Untersuchungen aber doch noch kleine Abweichungen zwischen
Theorie und Beobachtung, welche die Grosse der von ihm geschiitzten
Genauigkeitsgrenze des Endresultats tiberstiegen. Es musste also ein
Einfluss, eine Fehlerquelle noch iibersehen sein,
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Die Aufdeckung dieser letzten Fehlerquelle spricht ebenso fiir
die Genauigkeit der Beobachtungen wie fiir den Scharfsinn Bessel's.
Sie warnt uns an einem Beispiel eindringlich vor einer Ueberschiitzung
unserer intellectuellen Fihigkeiten, die sich so leicht anmaassen, alle
Verhiiltnisse a priori {ibersehen zu kinnen. Das ist ja iiberhaupt die
grosse Schule, in welche die Naturwissenschaft den Menschen nimmt,
dass sie dem Intellect immer von Neuem nahe legt, dass er einer iiusseren
Fithrung, der Erfahrung, bedarf, um nicht in Irrungen zu gerathen.
Die Fehlerquelle, welche Bessel aufgedeckt hat, ist die, dass durch
Pendelschwingungen in einem umgebenden Medinm das in Rechnung
zu setzende Triigheitsmoment der schwingenden Masse eine Aenderung
erfilhrt.  Diese Aenderung beruht daranf, dass das umgebende Medinm
bis zu einem gewissen Grade mitschwingt und dadurch das Triig-
heitsmoment vergrossert.

Bessel beobachtete Pendelschwingungen im luftleeren Raum,
dann wieder in Luft, schliesslich in Wasser, um den Einfluss des um-
gebenden Mediums zu studiren, Er konnte seine Beobachtungen unter
der Form darstellen:

M(s* - 2 M'K
(4) s
und konnte nachweisen, dass dann K von der Form des Pendels ab-
hing; fiir das Fadenkugelpendel konnte K == ks* gesetzt und dann %
als eine von der Pendellinge im Wesentlichen unabhiingige Grisse
angesehen werden. Wir kinnen so (4) in der Form schreiben:

&t ._I,_. FR + _H[ sk
() Limhlh e i’ §.c iy
g M

L e jl#

oder, wenn wir 4* als klein gegeniiber s* ansehen:

§* -} 22 M
(6) P A (+ 3%
R M's

s gl

Ms

Nachdem Bessel alle Fehlerquellen studirt hatte, konnte er sich
an die Bestimmung der Beschleunigung durch die Schwere g filr einige
Erdorte machen, und er hat diese Bestimmung filr Kénigsberg und
Berlin durchgefiihrt. Wir haben schon § 35 gelegentlich der New-
ton’schen Definition des Massenbegriffs erwiihnt, dass Bessel auch
die alte schon von Newton angeregte Frage aufgenommen hat, ob
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L
die Beschleunigung durch die Schwere fiir alle Korper dieselbe sei.
Bessel wandte dabei Hohleylinder an, die er mit den zu unter-
suchenden Substanzen fiillte.

Es ist ilber das Resultat der Bessel’schen Untfersuchungen im
Zusammenhang mit den Resultaten anderer Forscher schon 8. 76 be-
richtet worden. Es soll hier nur noch darauf hingewiesen werden,
dass fiir Fliissigkeiten, mit denen etwa der pendelnde Hohleylinder
auszufiillen wiire, die Frage, ob die Schwere fiir alle Substanzen die-
selbe sei, in der einfachen Weise nicht gepriift werden kann, wie fiir
feste pulverformige Korper. Fliissigkeiten sind eben keine starren
Systeme, wie wir es fiir die Theorie des physikalischen Pendels vor-
ausgesetzt haben. Vermdge der leichten Verschiebbarkeit ihrer Theil-
chen werden Flilssigkeiten im Inneren des Hohleylinders Eigen-
bewegungen ausfihren, welche mit in Rechnung gezogen werden
miissen, 8

§ 70, Das Reversionspendel. Bessel's Verbesserungen daran,

Die bisherigen Auseinandersetzungen iiber die praktische Ver-
wendung des physikalischen Pendels kniipften an einfache geometrische
Glestalten bei homogener Massenvertheilung. Der Wunsch, von diesen
Voraussetzungen ganz unabhiingig zu werden, ist nicht nur vom
Standpunkt der Theorie, sondern auch vom Standpunkt der Beobach-
tungsmethode berechtigt. Das unter dem Namen ,Reversions-
pendel“ bekannte physikalische Pendel befriedigt diesen Wunsch.
Erfunden von Bohnenberger, war es vor Bessel’s Untersuchungen
von dem englischen Physiker Kater vielfach angewandt worden.’)

Um zuniichst die Idee und das Schema der Methode zu ent-
wickeln, kniipfen wir die Vorstellung an einen beliebigen starren
Korper, welcher praktisch die Moglichkeit gewiihrt, Schwingungen um
awei parallele verschiedene Axen unter Einwirkung der Schwere aus-
zuftihren. Bezeichnen wir das Trigheitsmoment des Pendels, bezogen
auf eine zu den gegebenen Axen parallel gerichtete Axe, durch den
Schwerpunkt mit M2% mit s, den Abstand des Schwerpunkts von
der einen Drehungsaxe, mit s, den Abstand des Schwerpunkts von
der anderen Drehungsaxe und kniipfen an die Formel § 72 (4) 8. 184:

. 1 (s* - 4 8t 4 2t
8 jm o de

]

1) Die Erfindung von Bohnenberger datirt von 1811, die Beschreibung
von Kater von 1818,
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so wirft die Idee des R;versionspendels die Frage auf, unter welchen
Bedingungen aus dem Abstand der gegebenen Axen auf die Linge
des zugehorigen einfachen mathematischen Pendels geschlossen werden
kann. Nehmen wir an, die beiden Drehungsaxen hiitten zur Massen-
vertheilung eine derartige Lage, dass die zu beobachtende Schwingungs-
daver um beide Axen die gleiche wiire, so wilrde auch die Liinge des
zugehirigen einfachen Pendels fiir beide Axen die gleiche ! sein, und
wir kénnten aus (1) folgern:

s Is; = 8* + &*
(2) za.s — .‘&"-.2 + A!

Wiire nun die Massenvertheilung des Pendels zum Schwerpunkt
symmetrisch, dann wiire s, == §,, und die Gleichung (2) wiirde physi-
kalisch zu keinen weiteren Folgerungen fithren; nur im Falle s, und
s, verschiedene Liingen darstellen, gestattet die Gleichung (2), einen
weiteren Schritt vorwiirts zu thun, und dieser besteht darin, dass wir
dann aus (2) schliessen kinnen:

(3) l=3 + 8.

Diese Gleichung besagt: Gelingt es, bei unsymmetrischer Massen-
vertheilung ein Reversionspendel herzustellen, welches um beide Axen
mit gleicher Schwingungsdauer pendelt, so ist der Abstand der beiden
Axen gleich der Liinge des zu beiden Fillen zugehdrenden einfachen
mathematischen Pendels. Ein derartiges Pendel wilrde uns also von
jeglicher Bestimmung eines Triigheitsmoments entheben; die Kenntniss
der Massenvertheilung wiire vollig gleichgiltig, der Abstand der
Schneiden das einzig Ausschlaggebende.

Bs ist vielleicht niitzlich, zur Ausbildung der Anschauung sich
die Moglichkeit der Realisirung der Idee, von der das Reversions-
pendel ausgeht, an einem einfachen Beispiel zu vergegenwiirtigen.
Fassen wir fiir den Augenblick einmal ein physikalisches Pendel ins
Auge, das im Wesentlichen aus zwei getrennten Massencomplexen be-
steht. Eine grosse Schwingungsdauer ergiebt sich nun in diesem Falle
einmal, wenn das Pendel seine Drehungsaxe etwas oberhalb des
Schwerpunkts hat, das andere Mal, wenn die Drehungsaxe erheblich
oberhalb der beiden Massencomplexe liegt. Durch Verstellung, be-
ziehungsweise Aenderung der Massencomplexe oder der Drehungsaxen
wird es daher immer mdglich sein, das Pendel auf vollige Gleichheit
der Schwingungsdauer fiir beide Axen einzustellen.

also: (s, — &) = 8 — 8%

Entsprechend der bisher entwickelten Idee der Methode war bei
den Reversionspendeln ilterer Construction ein bewegliches Gewicht
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angebracht, welches eine villige Gleichheit der Schwingungsdauer um
beide Axen herzustellen gestattete. Bessel hat aber neben einer
Reihe anderer constructiver Verbesserungen darauf hingewiesen, dass
eine niiherungsweise Gleichheit der Schwingungsdauer nicht nur ge-
niigt, sondern sogar vorzuziehen ist.

Wir wollen diese constructiven Verbesserungen von Bessel hier
um so lieber besprechen, als sie fiir die Ausarbeitung physikalischer
Methoden und der dadurch bedingten instrumentellen Einrichtungen
durchaus typisch sind. Wir behandeln die Theorie dieser Verbesse-
rungen einzeln, nicht nur der Uebersichtlichkeit wegen, sondern auch,
weil es dem Wege der Forschung entspricht, dass solche Verbesserungen
einzeln gefunden werden. Wir haben es hier mit der Anwendung
ciner der methodischen Regeln der Forschung zu thun, welche wir
§ 12 Isolation und Superposition genannt haben.

1) Sind die Schwingungsdauern 7;, 7, um die beiden Axen nicht
genau die gleichen, sondern besteht zwischen beiden eine kleine
Differenz 7, — 7}, == 4, so wird auch zwischen den beiden zugehirigen
einfachen Pendellingen [, I, eine kleine Differenz [, — I, == 0 bestehen,
und wir haben nach § 76 (1) und § 72 (7):

b i

I -

L I
(4) & 7
| 1! 3(‘ I’
ly=1,+ 0= ir_i:_, =4t

Aus diesen Gleichungen folgt einmal:

Iy (8 — 85) — 08y =6 — &)
(5) by gy 8 + 8
Sodann:
0 =L (T — 1T} = L (@ + 2 — 1) = L 24T, + 4).

Diesen Werth & in (5) eingesetat, erhalten wir unter Vernachlissigung
des Gliedes zweiter Ordnung:
297, 8y

(6) h=8+8+4- 55

Die Formel (6) giebt in dem Gliede erster Ordnung die Ab-
weichung von der schematischen Theorie, wie sie der Formel (3) zu
Grunde liegt. Die Grossen, die in diesem Gliede erster Ordnung vor-
kommen, wie g, 8;, 8, brauchen alle nur sehr nitherungsweise bekannt

Yolkmann, Theoretische Physik. 13
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zu sein, insofern der Factor 4 das Glied als ein Correctionsglied
charakterisirt.

Der Verzicht auf die Herstellung villiger Gleichheit der Schwin-
gungsdauer des Reversionspendels durch ein besonderes Laufgewicht
triigt zur Erfiillang der Forderung einer moglichsten Unveriinderlich-
keit wesentlich bei und liisst das Reversionspendel in der Bessel’schen
Form zu einem Reiseinstrument geeignet erscheinen, wie denn in der
That mit dem Reversionspendel die Beschleunigung der Schwere an
den verschiedensten Orten der Erdoberfliche gemessen ist.

2) Bessel hat ferner unter Riicksicht auf seine Entdeckung, dass
die mitschwingende Luft das Triigheitsmoment des Pendels vergrissert,
in Vorschlag gebracht, dem Reversionspendel bei ungleicher Massen-
vertheilung, wie sie die schematische Theorie fordert, eine iiussere
geometrisch symmetrische Gestalt zam geometrischen Mittelpunkt und
zu den Schneiden zu geben. Er befestigt an einem eylindrischen
Stabe 2 gleich grosse Linsen von gleichem iiusseren Volumen, eine
hohl, die andere massiv. Die Luft wird dann das eine Mal bei den
Schwingungen um die eine Axe genau ebenso mitschwingen, wie das
andere Mal bei den Schwingungen um die andere Axe. Die Er-
weiterung unserer schematischen Theorie des Reversionspendels er-
giebt dann unter Bezugnahme von § 74 (4):

o stnmd 7 M il !
M AN

o MR R (e

8 — 8

b bR M’
[Sl — ls' = 31’ + 17 + M I{,

G S I e
I8y — Jp I8’ =8+ ' + 55+ K,

mithin in Uebereinstimmung mit der schematischen Theorie des
Reversionspendels:
(s — 8) =8 —8}, l=s54s,.
Wir erkennen, dass bei der Bessel'schen Anordnung die ur-
spriingliche Idee, auf der das Reversionspendel beruht, durch die
mitschwingende Luft nicht die geringste Triibung erfiihrt.

3) Bessel hat endlich durch die Einrichtung einer Vertausch-
barkeit der Schneiden es erreicht, dass auch die Einwirkung der
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Schneiden eliminirt werden kann. Mit theilweisem Anschluss an
Bessel’s eigene Darstellung konnen wir ausfithren:

,Wenn man die Liinge des einfachen Pendels, mit welchem das
sich auf der eylindrischen Schneide bewegende gleiche Schwingungs-
zeit hat, durch I bezeichnet; die Liinge eines zweiten einfachen
Pendels, welches mit dem Schneidenpendel gleiche Zeit halten wiirde,
wenn dieses sich um den Scheitelpunkt der Schneide drehte, durch
l, so findet sich (experimentell und theoretisch):

' l

wo s die Entfernung des Schwerpunkts von der Schneide, und ¢ eine
von der Figur des Cylinders und dem Schwingungswinkel abhiingige
Grosse ist; b bedeutet eine der Schneide individuelle Constante, welche
mit der Abstumpfung der Schneide zusammenhiingt.

Setzt man nun der Allgemeinheit wegen voraus, dass beide
Schneiden des Reversionspendels durch verschiedene Cylinder begrenzt
werden, die beobachteten Schwingungszeiten um beide Schneiden aber
als gleich beobachtet sind, so hat man fiir die eine Schneide:

’ rl 1" 1
T S v
fiir die andere Schneide:
i 1 A% - s,°
l =fs_},: byqs, fs=_:,'|;*"'_

Die Combination beider Gleichungen liefert:

V=8 + 8 — ;i i ﬁ" (bygy — bygs)-

Damit ist das Resultat erhalten:

,Die Liinge des gleichzeitig schwingenden einfachen Pendels ist
nur dann der Entfernung der Scheitel der cylindrischen Schneiden
gleich, wenn b,g, und byg, gleich sind. Es ist aber ein leichtes
Mittel vorhanden, den Einfluss der Cylindricitiit ganz zu eliminiren:
man richtet das Pendel so ein, dass die Schneiden mit einander ver-
wechselt werden konnen, und macht die Versuche sowohl vor als
nach der Verwechselung. Dadurch kommt der Fehler in gleicher
Grosse auf entgegengesetzte Seiten, und das Mittel ist frei davon.”

Wir haben bisher immer voransgesetzt, dass die Schneiden des
Reversionspendels vollstindig parallel gerichtet seien. Von Helmholtz

rithrt ein sehr einfaches Mittel her dieses zu priifen. Bringen wir
18*
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in die geometrische Mitte zwischen den Schneiden des Pendels einen
Spiegel an, so kénnen wir mit Hiilfe der Poggendorff-Gauss’schen
Spiegelmethode sehr einfach die Spiegelebene senkrecht zu der Schneide
stellen, um welche das Pendel schwingt. Es darf dann bei der
Schwingung keine Verschiebung des IFadenkreuzes gegeniiber der
Skala stattfinden. Lassen wir nun das Pendel um die andere Schneide
schwingen, und findet wieder keine Verschiebung des Fadenkreuzes
gegeniiber der Skala statt, so wissen wir, dass auch die andere
Schneide senkrecht zur Spiegelebene steht, und dass somit beide
Schneiden einander parallel sind.

§ 76. Die Wage. Theoretische Gesichtspunkte, welche fiir ihre
Construction maassgebend sind.

Haben wir in dem Pendel das vollkommenste Mittel kennen ge-
lernt, die Constanz der Beschleunigung der Schwere auf alle Massen
— wie eine solche die Galilei’sche Physik behauptet — zu priifen
und zu bestimmen, so liegt in der Wage das vollkommenste Mittel
vor, Massen ihrer Grisse nach mit einander zu vergleichen. Die
Wage bietet sich so als eines der wichtigsten Hillfsmittel dar, dem
Newton’schen Begriff der Masse, wie dem Postulat von der Erhal-
tung der Masse {tberhaupt, das empirische Material zuzufithren, welches
die Newton’sche Systematik zu ihrer riickwirkenden Verfestigung
bedarf.

Die Wage ist das wohl am meisten technisch durchgearbeitete
Instrument der physikalischen Praxis. Bau und Construction der
Wage stehen auf einer hohen Stufe technischer Vollendung, und so
kann denn die Theorie der Wage — wie schon § 70 ausgefithrt wurde
— als ein besonders gutes typisches Beispiel hingestellt werden, um
an ihm Grundsiitze zu entwickeln, wie sie sich auch sonst fiir den
Bau physikalischer Instrumente als vorbildlich ergeben diirften.

Das einfachste Schema der Wage bildet ein gewichtsloser, gerader,

starrer Hebel mit den Armlingen L und ;

& it : die Wagschalen, auf denen die Massen M

’ ' und m unter Wirkung der Schwere auf-

i liegen, kionnen wir uns gleichfalls als ge-
My mg  wichtslos vorstellen. Gleichgewicht be-

steht, wenn die statischen Momente —
das ist der statische Ausdruck fiir Drehungsmomente — gleich sind,
also wenn:




§ 76, Die Wage; theoretische Gesichtspunkte fiiv ihre Construetion, 197

(1) MgL = mgl oder ML == ml.

Bine Wage ist nach diesem Schema ebenso geeignet, Gewichte, also
Kriifte, mit einander zu vergleichen, wie Massen.

Wir gehen zu einem etwas complicirten Schema iiber: Die eben
schematisch behandelte Wage wiirde bei Gleichheit der statischen
Momente in allen Lagen im Gleichgewicht sein, die geringste Be-
wegung des Hebelarms wiirde sich als Rotationsbewegung fortsetzen,
das geringste Uebergewicht ein Umschlagen des Hebelarms zur Folge
haben. Wir brauchen aber eine Wage, welche schwingt, welche wie
das Pendel cine Gleichgewichtslage hat; aus diesem Grunde legen
wir der weiteren Betrachtung ein Schema zu Grunde, bei dem die
Masse des Hebelarms in Rechnung gezogen wird, und bei dem der
Schwerpunkt dieser Masse unterhalb der Drehungsaxe des Hebelarms
liegt. Die Hebelarme L und ! bilden

gegen die durch Schwerpunkt und bt ;
Drehpunkt gezogene Linie die Winkel Z P A e
« und @, diese Linie bilde ferner mit | ) ' l
der Verticalen den Winkel 8. S sei Y s

die Masse des Wagebalkens, s der
Abstand des Schwerpunkts vom Drehpunkt. Die Massen der Wag-

schalen seien M’ und m'.
Die Gleichheit der statischen Momente fithrt dann im belasteten

Zustand zu der Gleichung:

(2) S.ssind -+ (M- M')Lsin(e+9) — (m w1 sin (B — 0) =0,
im unbelasteten Zustand zu der Gleichung:

(29 8.ssind 4 M'Lsin(« + 8) — m'lsin (p — 0) =0.

In beiden Fiillen (2) und (2*) wird — zuniichst schematisch betrachtet —
d gleichgemacht, es folgt also durch Subtraction:

(2%) ML sin (¢ 4 0) = mlsin(f — 9),
¢ . I sin (f —a)
(3) M=min«Fo
Wir bezeichnen die Abweichung des Ausdrucks
Lsin(f —9)
L sin (a -} 9)
von der Einheit, also die Grosse
1 sin (p — 0) 1
¢

Len@+9
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als den Fehler der Wage, und stellen uns die Aufgaben: 1) unbe-
schadet dieses Fehlers richtig zu wiigen, 2) diesen Fehler der Wage
durch Wiigungen zn bestimmen.

Die Methode der Doppelwiigung lost diese Aufgaben. Die Be-
ziehung zwischen M und m giebt einmal die Gleichung (3), nun ver-
tauschen wir M und m, werden aber, um wieder den Ausschlag & zu
erhalten, m um das kleine Massenstiick # zu vermehren haben. Wir
erhalten so zu (3) gehorig die Gleichung:

L sin (e - &)
(3%) M = (m 4 2) 7 Ein"((ﬂ jd)"

Die Multiplication von (3) und (3*) liefert nun:

M = Ym(m + z) bezw. entwickelt: m (1 o ’)

2 m

und damit die Losung der ersten Aufgabe. Das geometrische Mittel
der angewandten Massenstiicke des Gewichtssatzes m und m 4 »
liefert streng die zu bestimmende Masse M.
Die Division von (3) und (3%) liefert ferner:
m-z e (_l sin (f — d))’
m L sin (e - )
und damit den Fehler der Wage:

lsin(f — 9) ___.'l/m—!--.; ot il
Lsin(« 4 &) L A S b om

Wir benutzen nun weiter die aus dem Schema der Wage abge-
leitete Formel (2), um daran eine theoretische Discussion iiber die
Erfordernisse einer guten Wage zu kniipfen, Den Ausgangspunkt
dieser Discussion bildet die Frage, welchen Kinfluss eine zu m hin-
mgeftigte Masse dm auf die Aenderung von & ausiibt; wir wollen
diese Aenderung mit 0 bezeichnen, sie ist es, die im Verhiiltniss
zu dm die Empfindlichkeit der Wage bestimmt. Empfindlichkeit
wiire danach das Verhiiltniss des Ausschlags dd einer Wage zu dem
kleinen Zusatzgewicht, welches diesen Ausschlag hervorruft. Um
den Ausschlag dd bequem ablesen zu kinnen, sind die Wagen mit
langen Zeigern versehen, welche iiber einer festen Skala schwingen;
Wagebalken und Zeiger bilden ein starres Ganzes, und so ist es zur
Messung des Ausschlages dd ganz gleichgiiltig, ob der Zeiger die
Richtung der Verbindungslinie von Schwerpunkt und Drehpunkt an-
giebt oder nicht.

Wir konnen den gewiinschten Zusammenhang zwischen dm und
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dd einmal dadurch erhalten, dass wir in (2) statt m und & einsetzen:
m - dm und 0 -+ d0 und die so gewonnene Gleichung von (2) sub-
trahiven. Zu demselben Resultat fiihrt schneller die Differentiation
von (2) nach m und 0. Wir erhalten so in Verbindung mit (2):

(2) S-ssind -4 (M4 M)Lsin (& + 0) — (m 4 m')l sin(f — 8) =0,

[S-scosd 4 (M~ M')Lcos (e~ 9) + (m 4 m')lcos(f— d)]dd
—UIsin(f — 0)dm = 0,

Multipliciren wir die erste Gleichung mit — cos(« 4- d)dd, die
zweite Gleichung mit sin (¢ 4 0) und addiren so folgt:

[S's sine + (m -+ m')l sin (e« + p)|dd = I sin (f — ) sin (a -+ d)dm,
lgin (B — ) sin(x4-4d)

(4) dd = dm Sssine ,_|.. (m + m')l sin (e ﬂ).

Insofern im Nenner (m - m') vorkommt, werden wir also sagen
konnen: die Empfindlichkeit der Wage hiingt im Allgemeinen von der
Belastung ab, nur im Falle (¢ 4 ) ==z, d. h. im Falle die drei
Schneiden der Wage, die mittlere Schneide, um welche der Wage-
balken schwingt, und die seitlichen Schneiden, um welche die Wage-
schalen schwingen, in einer geraden Linie liegen, wird die Empfind-
lichkeit von der Belastung unabhiingig, in diesem Falle wird (4):
Usin® (« + 9)

Ss sin «

Dieser Ausdruck lehrt: Die Empfindlichkeit ist proportional der
Liinge der Hebelarme, umgekehrt proportional der Masse (dem Ge-
wicht) des Wagebalkens und dem Abstand des Schwerpunkts vom
Drehpunkt. Wir kinnen so als Forderung fiir eine empfindliche
Wage aufstellen; ! moglichst gross, S und s moglichst klein zu
wiihlen,

Diese Forderangen, wie sie durch schematische Betrachtungen
gewonnen sind, erhalten nun eine Einschrinkung und Begrenzung
durch die Natur der uns zum Wagenbau zur Verfiigung stehenden
Materialien: :

Je linger wir den Wagebalken [, je kleiner wir seine Masse S
withlen, desto eher wird der Wagebalken Durchbiegungen ausgesetzt
sein, welche einmal die Voraussetzungen aufheben, unter denen die
(leichung (4*) als giiltig abgeleitet ist, welche sodann aber die Grenzen
der Elasticitit und Festigkeit iiberschreiten konnen, welche die Un-
veriinderlichkeit der Wage garantiren sollen. Es wird also die Liinge,
ebenso wie die Leichtigkeit des Wagebalkens eine praktisch geforderte

(4% dd = dm
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Grenze haben. Bunge in Hamburg baut darum die Wagebalken
ganz kurz und ersetzt durch Liinge des Zeigers, was durch Kiirze
des Wagebalkens verloren geht. Alle Constructionen liefern die Wage-
arme behufs Leichtigkeit in durchbrochener Arbeit. Vollstindig werden
sich Durchbiegungen nicht vermeiden lassen; um trotzdem die Vor-
aussetzungen der Gleichung (4*) nitherungsweise zu erfiillen, werden
bei guten, empfindlichen Wagen die Schneiden der Wagschalen minimal
in die Hohe gesetzt, derart, dass fiir mittlere Belastungen alle drei
Schneiden in einer Linie liegen. Bei stiirkeren Belastungen liegen
dann die beiden fiusseren Schneiden um ebensoviel unterhalb der
Mittellinie des Wagebalkens, wie bei geringeren Belastungen oberhalb.

Von besonderem Interesse ist die Abhiingigkeit der Empfindlich-
keit von s, dem Abstand des Schwerpunkts vom Drehpunkt. Um
diese Grosse iindern zu konnen, befindet sich bei empfindlichen Wagen
oberhalb des Wagebalkens ein Laufgewicht angebracht. Es hat aber
praktisch keinen Werth, s tibertrieben klein zu machen. Wird s = 0,
so ist die Wage labil, sie schwingt nicht, sondern schliigt um; ist s
zu klein, so ist die Wage tiberempfindlich, die gréssere Empfindlich-
keit verhilft zu keiner grosseren Genauigkeit, weil die geringsten
Stérungen thermischer, elastischer und mechanischer Art die Ein-
stellung auf die Ruhelage, wie sie durch & gegeben ist, iindern. Es
ist nur die Empfindlichkeit brauchbar, bei der die Genauigkeit der
Zeigerablesung an der Wage sich einigermaassen mit der Grenze deckt,
welche die Ruhelage in ihrer Constanz einhilt.

Die Abhiingigkeit der Empfindlichkeit der Wage von Ss — nach
(4') — steht iibrigens in einfachster Beziehung zur Schwingungsdauer
der Wage. Diese Bezichung kann in gewisser Weise als typisch fiir
alle die Instrumente angesehen werden, in denen Ausschliige beobachtet
werden, wie sie sich dann z B. auf das Studium der Empfindlichkeit
von Galvanometern itbertragen liisst.

Iis ist gelegentlich der Theorie des physikalischen Pendels § 72 (6)

abgeleitet worden:
M

" Mag’

Dieser Ausdruck ergiebt in Verbindung mit (4*), wonach dé umge-

kehrt proportional §.s gefunden wurde: dd proportional 7%, d. h.

die Empfindlichkeit wiichst mit dem Quadrat der Schwingungsdauer.
Nach unseren kurz vorhin ausgefithrten Bemerkungen wird nun

die Kenntniss der Schwingungsdauer von besonderem Interesse sein,

-
T? =5
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fiir welche die Empfindlichkeit der Wage eine derartige ist, dass sich
die Genauigkeit der Zeigerablesung mit der Grenze deckt, welche die
Ruhelage der Wage einigermaassen innehiilf. Die Kenntniss dieser
Schwingungsdauer giebt einen ungefihren Anhalt, um Wagen ver-
schiedener Construction in ihrer relativen Leistungsfithigkeit zu ver-
gleichen. Es werden Wagen mit kleiner Schwingungsdauer bei gleicher
Empfindlichkeit Wagen mit grosser Schwingungsdauer vorzuziehen
sein, denn abgesehen von der Moglichkeit einer schnelleren Wiigung
werden solche Wagen mit grisserer Aussicht anf Erfolg gestatten,
durch Verkleinerung des Abstandes des Drehpunktes vom Schwer-
punkt s die Empfindlichkeit der Wage weiter zu vergrissern, als
wenn die Wage schon von vorneherein mit einer grossen Schwingungs-
daver behaftet wiire.

Durch diese Ueberlegungen lernen wir einen tieferen theoretischen
Grund fir den Vorzug der Bunge'schen Construction der Wage
kennen; denn die Kiirze des Wagebalkens ist es eben, welche nicht
bloss durch die Moglichkeit einer geringeren Masse, sondern vor Allem
durch die Moglichkeit eines geringeren Trigheitsmoments eine ge-
ringere Schwingungsdauer bedingt. Der Vorzug einer grisseren Un-
veriinderlichkeit des Wagebalkens bei seiner Kilrze ist schon frither
hervorgehoben worden.

Damit wiire das einigermaassen erschipft, was gich theoretisch
iiber die Construction der Wage sagen liisst; nicht erschipft ist
das, was fiir die praktische Handhabung der Wage, {iberhaupt fiir
das praktische Wiigen in Betracht kommt. Aber das gehdrt nicht in
eine theoretische Vorlesung, sondern in ein Praktikum und wird von
Handbiichern behandelt, welche sich die Anleitung zur praktischen
Physik im Besonderen angelegen sein lassen.')

1) F. Kohlrausch, Leitfaden der praktischen Physik, 8, Aufl. Lpzg. 1896.
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horizontaler Schwingungsfihigkeit und ihrer Methoden,

§ T77. Allgemeine Uebersicht {iber die in diesem Abschnitt zu
behandelnden Methoden.

In dem Folgenden handelt es sich, die Grundlagen fiir praktische
Methoden theoretisch zu entwickeln und zu verfolgen, welche die
Miglichkeit gewiihren, schwache Kriifte auf starre Kérper messen
zu kdnnen. Dazu erscheint es erforderlich, diese Kdorper der Schwere,
welche wir als starke Kraft ansehen, entweder ganz oder wenigstens
zu einem grossen Theile zu entziehen. Man kann das in sehr mannig-
faltiger Weise erreichen.

Denken wir z B. an eine Compassnadel, die entweder in ihrem
Schwerpunkt durch eine Spitze unterstiitzt wird und sich um diese
drehen kann, oder die in starrer Verbindung mit einem auf einer
Fliissigkeit schwimmenden Korper auf diesen eine Richtkraft ausiibt.
Vom Standpunkt der Priicisionsmessung wiiren jedoch diese Mittel als
verhiiltnissmiissig roh zu betrachten. Die Bewegung der Nadel er-
scheint unter den erwithnten Bedingungen mit Reibung behaftet und
daher triige — eine Higenschaft, die fiir die Praxis aber gerade in
vielen Fillen empfehlenswerth ist.

Das einfachste Mittel, welches sich der Priicisionsmesskunst dar-
bietet, ein starres Massensystem der Schwerewirkung zu entziehen, ist
die Aufhiingung an einem dilnnen Faden oder Draht, in dessen ver-
ticaler Verlingerung der Schwerpunkt des Systems liegt. Wir be-
zeichnen diese Aufhiingung als unifilar. Ueben nun Kriifte irgend
weleher Art, deren Wirkung und Eigenschaften studirt und erforscht
werden sollen, ein Drehungsmoment auf einen unifilar aufgehiingten
Korper aus, so kénnen wir einmal daran denken, diese Kriifte mit
den Torsionskriiften des Aufhiingungsfadens ins Spiel treten zu lassen,
sodann aber auch mit den Kriften des Erdmagnetismus, insofern wir
einen Richtmagneten mit dem unifilar aufgehiingten Korper starr ver-
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binden. In diesen Fiillen messen wir also die zu erforschende Kraft
an der als bekannt vorauszusetzenden Torsionskraft, beziehungsweise
magnetischen Kraft. Benutzen wir die Torsion als Gegenkraft, so
haben wir in der Wahl mehr oder weniger starker Aufhiingungsfiiden
oder -drithte das Mittel in der Hand, die Methode auf mehr oder
weniger starke Kriifte anzuwenden. Benutzen wir den Erdmagnetis-
mus als vergleichende Richtkraft, so haben wir in der Astasirung das
Mittel, diese Richtkraft mehr oder weniger zu schwiichen.

Von grossem Interesse ist das Studium der bifilaren Auf-
hiingung. Dabei hiingt das System, auf welches die zu untersuchenden
Kriifte ein Drehungsmoment ausiiben, an zwei Fiden. Bei jeder
Drehung aus der Gleichgewichtslage wird das bifilar aufgehiingte
System ein wenig der Schwere entgegen gehoben, und so ist denn
die Schwere die Gegenkraft, an der die zu untersuchenden Krifte ge-
messen werden konnen. Die bifilare Aufhiingung ist das Mittel, von
dem oben gesagt wurde, dass es gestattet, Kérper wenigstens zu einem
grossen Theile der Schwere zu entziehen. In der Wahl des Abstandes
der Fiiden hat man die Moglichkeit in der Hand, die Methode auf
stiirkere und schwiichere Kriifte anzuwenden.

Wir stellen uns in den folgenden Paragraphen die Aufgabe, die
Theorie dieser verschiedenen Aufhiingungsarten zu studiren, ohne dabei
andere physikalische Kenntnisse voraussetzen zu wollen, als sie durch
die Flichensiitze gegeben sind. Wir werden dabei wieder zwischen
Ausfithrungen, die in ein Praktikum und die in eine theorctische Vor-
lesung gehoren, unterscheiden. Die Methoden, die Gleichgewichtslage
und die Schwingungsdauer zu bestimmen, und ihre Besprechung ge-
horen ebenso wie die Poggendorff-Gauss’sche Methode, kleine
Winkel durch Fernrohr, Skala und Spiegel zu messen, in ein Prak-
tikum und sollen hier nicht auseinandergesetzt werden.

Die Methoden der verschiedenen Aufhiingungsarten und ihre
theoretische Behandlung kniipfen an die Namen hervorragender
Forscher, wie Coulomb, Gauss, W. Weber — Beweis genug, welche
Bedeutung diese Methoden fiir die Priicisionsphysik haben. Coulomb
ist wohl der erste, welcher die Torsion der Aufhiingungsfiiden und
-driihte studirt hat; von ihm rithrt die sogenannte Torsionswage her,
mit deren Hiilfe er das nach ihm benannte Gesetz der elektrostatischen
und magnetischen Krifte entdeckt hat. Gauss hat gelegentlich der
Construction seines Bifilar-Magnetometers die bifilare Aufhiingung in
die Wissenschaft eingefithrt. W. Weber hat beim Studium der uni-
filaren Aufhiingung die elastische Nachwirkung entdeckt und dadurch
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die Anwendung dieser Methode einer weiteren Priicision fihig ge-
macht; doch soll im Folgenden darauf nicht nither eingegangen
werden.

& 78. Methode der unifilaren Aufhiingung eines Stabes unter
alleiniger Binwirkung der Torsion der Aufhiingung.

Wir kniipfen die Betrachtung an einen unifilar — etwa an einen
Draht — aufgehiingten, unmagnetischen Stab, der im Zustand des
(tleichgewichts eine horizontale Lage haben mige. Das experimen-
telle Arrangement bestehe etwa darin, dass der Aufhiingungsdraht
oben in einer Klemme, unten in einem gabelférmigen Gehiinge endige,
in welches als Lager der unmagnetische Stab eingelegt werden kann,
Mit dem Gehiinge starr verbunden ist ein Spiegel, welcher die hier
als bekannt vorauszusetzende Poggendorff-Gauss’sche Spiegelab-
lesung anzuwenden gestattet.

Drehen wir den Stab aus der Gleichgewichtslage, indem wir uns
etwa eines Pinsels bedienen, so wird der Draht in sich tordirt; es
werden in Folge dessen innerhalb des Drahtes elastische Kriifte er-
regt, welche ein Drehungsmoment auf den Draht ausiiben, das zuriick
in die Gleichgewichtslage strebt.

Streng genommen handelt es sich um ein Problem, das in der
Elasticitiitstheorie behandelt wird: die Torsion eines Kreiscylinders
um seine Axe, Wir wollen uns hier aber nicht darauf beziehen. Fiir
die Binfithrung in die theoretische Physik ist es lehrreicher, durch
unmittelbare Bezugnahme auf Beobachtung und Messung die Recht-
fertigung eines Ansatzes zu versuchen, mit dem wir von vorneherein
in die theoretische Behandlung gehen wollen. Dieser Ansatz besteht
darin, dass wir von dem Drehungsmoment, herrithrend von den inneren
elastischen Kriiften, annehmen, dass es gleich dem Torsionswinkel ¢
- ist, um welchen der Stab in jedem Augenblick aus der Gleichgewichts-
lage herausgedreht erscheint, multiplicirt mit einer dem Draht indi-
viduellen Constanten, dem Torsionscoefficienten r. Das Drehungs-
moment ist ferner negativ in Ansatz zu bringen, weil es im Sinne
einer Verkleinerung des Winkels ¢ wirkt. Der Flichensatz [§ b5 (3)],
bezogen auf die verticale Cylinderaxe des Drahtes als Drehungsaxe,
liefert dann die Gleichung:

d*
(1) M _d_;f_ Bl i

Hierin ist wieder M das Triigheitsmoment des Systems um die ver-
ticale Cylinderaxe. Die Gleichung (1) selbst wird von uns als die
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Pendelgleichung fiir unendlich kleine Amplituden erkannt [§ 49 (4)
und § 72 (2)], und wir konnen demgemiiss aus (1) das Resultat ent-
nehmen, dass die Schwingungsdauer des unifilar aufgehiingten Stabes
7' unabhiingig von der Grosse der angewandten Amplituden wird:
@) ey VA

Diese Unabhiingigkeit der Schwingungsdauer von der Grisse der
Schwingungsamplitude stellt sich hier als eine unmittelbare Folge
unseres Ansatzes dar, und sie ist es, die einer genauen experimentellen
Priiffung zugiinglich erscheint.

Wir haben damit eines der vielen Beispiele kennen gelernt, welche
fir die Auffassung der theoretischen Physik so charakteristisch sind
und darin bestehen, dass eine wechselseitige Beziehung zwischen
Theorie und Beobachtung eingeleitet erscheint, welche ebenso auf die
Bereicherung theoretischer Gesichtspunkte, wie auf die Ausarbeitung
praktischer Methoden gerichtet ist.

§ 79. Methode der unifilaren Aufhiingung eines Magneten unter
alleiniger Einwirkung des Erdmagnetismus,

Wir wollen jetzt die Theorie eines unifilar aufgehiingten Magnet-
stabes unter Einwirkung der Horizontalcomponente des Frdmagnetis-
mus ohne Rilcksicht auf die Torsion des Aufhiingungsdrahtes be-
handeln, Wir behalten uns vor, den gleichzeitigen Einfluss der Torsion
des Drahtes nachher in die Betrachtung aufzunehmen. s soll sich
hier gleichzeitig um ein Beispiel fiir die Methodik der Behandlung
zusammengesetzter Aufgaben handeln; diese Methodik besteht darin,
dass wir die Aufgabe theilen, um die Aufmerksamkeit besser concen-
triren zu konnen, indem wir den Hinfluss jedes Umstandes auf das
Endresultat einzeln klarlegen.

Das experimentelle Arrangement ist das am Anfang des vorigen
Paragraphen angegebene mit dem einen Unterschiede, dass in dem
gabelférmigen Lager an Stelle des unmagnetischen Stabes ein magne-
tischer Stab eingelegt ist.

Wir beginnen zuniichst mit einer schematischen Theorie. Wir
sehen den Magneten als ein einziges magnetisches Polpaar mit gleichen
und entgegengesetzten magnetischen Mengen + w an, auf welche die
Horizontalcomponente des Erdmagnetismus H mit der Kraft + Hyu
wirkt. Die magnetischen Pole befinden gich in dem Abstand %/2 von
der Drehungsaxe (dem Aufhiingungsfaden). Im Zustand des Gleich-
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gewichts weist die Verbindungslinie der beiden Pole in die Richtung
des magnetischen Meridians, Ist diese Verbindungslinie um den
Winkel ¢ aus der Gleichgewichtslage heraus-
gedreht, so wirkt das von der Horizontal-
+lg . componente des Erdmagnetismus ausgeiibte
5-/.\,‘ Drehungsmoment auf das Polpaar mit der
L/ sy Stike — Hpksing in die Gleichgewichs-
V lage zuriick, und wir erhalten unter Bezug-
%7, nahme auf den Flichensatz § 55 (3) und auf
die geometrische Veranschaulichung des Be-
griffs des Drehungsmoments (§ 57) als Differentialgleichung des
schwingenden Magnetstabes:

(1) M 5% = — Hyk - sing.

Fig. 11,

Unser niichstes Ziel ist, an der Hand des behandelten Schemas
einen engeren Anschluss an die Wirklichkeit zu gewinnen. Dazu ver-
hilft uns die § 57 behandelte Lehre von der Zusammensetzung und
Zerlegung der Drehungsmomente in Componenten, die § 57 gewonnene
Bemerkung, nach der wir bei einem auf einen starren Korper aus-
getibten Drehungsmoment den Angriffspunkt einer Kraft beliebig in
ihrer Richtung verlegen konnen, und endlich ein nun aus der Theorie
der Kriiftepaare zu entwickelnder Satz

Wir bezeichnen ein derartiges Drehungsmoment, wie es auf ein
magnetisches Polpaar ausgeiibt wird, als ein Kriiftepaar., Fiir den
Begriff des Kriiftepaares ist es charakteristisch, dass zwei gleiche, aber
entgegengesetzt gerichtete Kriifte in zwei verschiedenen Punkten eines
starren Kérpers ihren Angriffspunkt haben und dadurch ein Drehungs-
- moment ausiiben. Von einem solchen Kriiftepaar lisst sich nun be-

weisen, dass das von ihm ausgeiibte Drehungs-
gz moment um alle parallelen Axen dasselbe ist.

u Wir beweisen den Satz zuniichst fiir

g Lo T\I ,,/{ alle parallelen Axen innerhalb desselben

”/ .3 Hebelarms oder seiner Verlingerung, In

der That, bezogen auf die Drehungsaxe I

erhalten wir als Drehungsmoment HF sin ¢, bezogen auf die Drehungs-
axe II — unter w den Abstand der Axen I und II verstanden:

H(n -4 :—) singp — H(u —%}) sin @ == HFk sin ¢,

Fig. 12

und damit ist der Satz fiir alle parallelen Axen innerhalb desselben
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Hebelarms oder seiner Verlingerung bewiesen. Er gilt dann aber
allgemein fiir alle parallelen Axen iiberhaupt, denn ich kann mir fiir
einen starren Korper das angreifende Kriiftepaar sammt Hebelarm
um jede einzelne Axe ohne Aenderung der Wirkung oder der Grosse
gedreht denken, und dann wird die Drehungsaxe nach dem eben ge-
fiihrten Beweise wieder innerhalb des mnen gerichteten Hebelarmes
oder seiner Verliingerung verlegt werden kinnen.

Ein wirklicher Magnet kann nun von uns als ein System von
sehr vielen magnetischen Polpaaren angesehen werden, auf welche der
Erdmagnetismus in Form von Kriiftepaaren wirkt.

Betrachten wir den Magneten zuniichst in der Gleichgewichtslage.
Ein System von zahllosen Kriiftepaaren, herrithrend von der erd-
magnetischen Kraft, wirkt auf den Magneten ein. Als wirkungsfihig
ist aber nur die Horizontalecomponente H der erdmagnetischen Kraft
anzusehen, weil es sich ausschliesslich nur um die Moglichkeit der
Drehung um eine verticale Axe handelt. Die Thatsache der Existenz
einer Gleichgewichtslage lehrt nun, dass es eine bestimmte Lage des
Magneten giebt, in der sich die Summe der von den Kriiftepaaren
der Horizontalecomponente des Erdmagnetismus ausgeiibten Drehungs-
momente aufhebt, Wir denken uns in dieser Lage eine verticale
Ebene durch Aufhiingungsdraht und Richtung der erdmagnetischen
Kraft gelegt, denken uns diese Ebene ferner an der Oberfliche des
Magnetstabes irgendwie markirt und bezeichnen die horizontale Rich-
tung innerhalb dieser Ebene im Magnet als ,magnetische Axe“
des Magnetstabes. Wir konnen mit Hilfe der Poggendorff Gauss’
schen Methode diese Lage zu einer bestimmten Stelle der Skala in
Beziehung setzen.

Betrachten wir nun den Magneten in einer Lage, die um den
Winkel ¢ von der Gleichgewichtslage abweicht, so konnen wir die
Kriifte des Systems der wieder zahllos vorhandenen Kriiftepaare in
der zuvor als Axe des Magnetstabes definirten Richtung und senk-
recht dazu zerlegt denken. Ebenso wie frither in der Gleichgewichts-
lage des Systems die Summe der Kriifte Hu — in der Richtung der
Axe wirkend — kein Drehungsmoment ausiibte, wird jetzt in der ab-
gelenkten Lage des Systems die Gesammtheit der Kraftcomponenten
Hy cos p — in der Richtung der Axe wirkend — auch kein Drehungs-
moment austiben kinnen; dagegen wird die Gesammtheit der Kraft-
componenten Hu singp — senkrecht zur Richtung der magnetischen
Axe wirkend — ein Drehungsmoment um den Aufhiingungsdraht als
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Drehungsaxe ausiiben. Mit der Bestimmung dieses Drehungsmoments
haben wir uns jetzt zu beschiiftigen.

Da das System ein starres ist, kénnen wir uns den Angriffspunkt
der einzelnen Kraftecomponente in ihrer Richtung bis zum Schnitt
mit der durch Aufhiingungsdraht und magnetische Axe gelegten Ver-
ticalebene verlegt denken. Ferner ist zu beachten, dass im Allgemeinen
der Hebelarm des einzelnen Kriiftepaares aus der horizontalen Rich-
tung herausfallen wird; da nur die Drehung um die Verticalaxe des
Aufhiingungsdrahtes in Betracht kommt, werden wir also als wirk-
samen Hebelarm nur die Componente des urspriinglichen Hebelarms
nach der Horizontalen in Rechnung zu ziehen haben.

Nehmen wir nun noch unseren Satz hinzu, nach dem das Drehungs-
moment eines Kriiftepaares um eine Axe unveriinderlich bleibt, wenn
wir die Axe parallel mit sich — hier in der Richtung des wirksamen
Hebelarms — verschieben, so erkennen wir, dass der Charakter der
(Hleichung (1), welche unsere schematische Theorie lieferte, ungeiindert
bleibt, insofern an Stelle von Hplk: HXulk tritt. Hierbei ist uk
das, was in der Theorie des Magnetismus als magnetisches Moment
bezeichnet wird — ein Werth, der eine Grésse und Richtung dar-
stellt, der also als Vectorgrisse gefasst werden kann. Die Richtung
des magnetischen Moments wird dabei als identisch mit der Richtung
der magnetischen Axe betrachtet.

Bezeichnen wir nun zur Abkiiraung H Xuk = D und nennen D)
das Directionsmoment, so tritt an Stelle der Gleichung (1):

@) M %P = — H(Zuk)sing = — Dsing.

Das ist die gewthnliche Pendelgleichung, und wir erhalten ent-

sprechend fiir die auf kleine Amplituden reducirte Schwingungsdauer:

; b/
3) Ty== D'

Die Kenntniss von 7} und M wiirde hiernach das Directions-
moment ) zu bestimmen gestatten.

§ 80. Methode der unifilaren Aufhiingung eines Magneten unter
Riicksicht auf die Torsion.
Wir behandeln jetzt die Theorie des unifilar aufgehiingten Magnet-
stabes unter Rilcksicht auf die Torsion des Aufhiingungsdrahtes oder
fadens.
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Das experimentelle Arrangement, das wir unserer theoretischen
Betrachtung zu Grunde legen, besteht oben in einem Torsionsknopf
oder in einer Torsionsscheibe, in deren centraler Axe der Aufhiingungs-
draht endigt, — unten in einem gabelformigen Lager, welches gestattet,
einmal den Magnetstab aufzunehmen, sodann aber den Magneten mit
einem unmagnetischen Metallstab von gleicher geometrischer Gestalt
und womdglich auch von gleicher Masse zu vertauschen. Die Torsions-
scheibe ist mit einer Theilung versehen und gestattet dem Draht von
oben her eine bestimmte Drehung mitzutheilen. Ist nun das Gehiinge,
das sich unten an dem Draht befindet, unmagnetisch, so wird dasselbe
in der neuen Gleichgewichtslage unten um denselben Winkel gefolgt
sein, um welchen oben die Torsionsscheibe gedreht ist. Liegt dagegen
in dem unteren Lager der Magnet, so wird das Gehiinge in der neuen
(Hleichgewichtslage unten nur zu einem Theil der oberen Drehung
gefolgt sein. .

Gehen wir nun zuniichst theoretisch davon aus, dass der Draht
mit dem magnetischen Gehiinge im Zustand des Gleichgewichts .ohne
Torsion sei, und drehen wir die Torsionsscheibe um den Winkel 9,
dann wird unter Einwirkung dieser Torsion und des Erdmagnetismus
der Magnetstab um den Winkel g, gedreht erscheinen, und wir haben
im Zustand des (leichgewichts:

(1) = — Dsing, + 7(¥ — ¢1)-

Von dieser Gleichung werden wir auch auszugehen haben, wenn
der Draht urspriinglich mit einer Torsion behaftet ist, die wir nicht
kennen; es sind dann @, und ¢, Unbekannte. Dieser Fall wird in
der Wirklichkeit stets vorliegen. Wir konnen dann aber diese Unbe-
kannten ¢, und ¢, durch Beobachtung der (leichgewichtslagen des
magnetischen und des unmagnetischen Stabes beliebig klein machen,
indem wir die Torsionsscheibe so lange drehen, bis diese Gleichge-
wichtslagen beliebig nahe zusammenfallen. Von einer vollig genauen
Zurtickfithrung beider Gleichgewichtslagen auf einander befreit folgende
Methode. ;

Wir drehen die Torsionsscheibe um einen bekannten Winkel o
(z. B. bei sehr diinnen Aufhingungsfiden @ = 2n); der Magnet
nimmt dann eine neue Gleichgewichtslage ¢, -+ ¢ an, wobei ¢ be-
obachtbar ist, und wir erhalten, entsprechend der Gleichung (1):

@ 0=—Dsin(p, +¢)+ 7 +0— 9 — )

Die Subtraction beider Gleichungen (1) von (2) liefert:
(3) 0=—D (sin (¢, + ¢') — sin tpl) + 7 (0 — @)

Volkmann, Theoretische Physik. 14
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Hatten wir vorher schon das Mittel namhaft gemacht, ¢, und ¥,
klein zu machen, so werden wir es experimentell so einrichten, dass
auch ¢ klein bleibt — die ganze Winkelbeobachtung von ¢, und ¢’
bleibt ja auf die Poggendorff-Gauss’sche Ablesung mit Spiegel,
Fernrohr und Skala beschriinkt. Wir kionnen dann in (3) den Sinus
mit dem Bogen vertauschen und gewinnen aus (3):

(3% 0=— D¢’ + (0 — ¢),
eine (leichung, welche uns eine Methode zur Bestimmung des soge-

nannten Torsionsverhiltnisses @ = v/D = ¢'/(0 — ¢') an die
Hand giebt.

Drehen wir die Torsionsscheibe wieder in die urspriingliche Lage
zuriick, auf welche sich die Gleichung (1) bezieht, wobei ¢, und ¥,
sehr kleine Winkel darstellen mogen, und bringen das magnetische
Gehiinge etwa durch einen voriibergehend geniiherten Hillfsmagneten
aus der Gleichgewichtslage in Schwingungen, die dann nur unter
Einwirkung des Erdmagnetismus und der Torsion des Aufhiingungs-
drahtes vor sich gehen, so wird bei der variabeln Ablenkung des
magnetischen Gehiinges @ aus der Gleichgewichtslage die Differential-
gleichung gelten:

3 ‘
4) M 'Eﬁ?' = — Dsin(p, + ¢) + =(¥, — ¢, — @)
Die Subtraction dieser Gleichung und der Gleichung (1) liefert
unter Riicksicht auf die Kleinheit von ¢:

A . .
(5) M {ft_?_ = — 1) (Blll (9y + @) — sin (;01) - TP
= — [ sing — v.
— Letztere Gleichung ist richtig bis auf ¢, ¢/2 gegen 1.
Richten wir es weiter experimentell so ein, dass das Torsions-

verhiilltniss ® moglichst klein wird, — wiihlen wir also den Auf-
hiingungsfaden miglichst diinn, — dann kénnen wir (5) schreiben:
() M Gt = — D(1 4 6) sing.

— Letztere Gleichung ist richtig bis auf @¢?*3 gegen 1.

Wir haben damit die Gleichung des unifilar schwingenden Magnet-
stabes — unter Rilcksicht auf die Torsion des Aufhiingungsfadens —
auf die gewdhnliche Pendelgleichung zurtickgefithrt und erhalten fiir
die auf kleine Amplituden reducirte Schwingungsdauner
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©) To== ll’ -IJH".N-;;G_}_)'

Die Kenntniss von 7,, M und @ wiirde hiernach die Bestimmung
des Directionsmoments ) gestatten. Wir kinnen die Grisse D(1 +4 @)
als modificirtes Directionsmoment )’ bezeichnen.

§ 81. Methode der bifilaren Aufhiingung ohne Riicksicht auf die -
Torsion der Aufhiingungsdriihte.

Wir behandeln nun die Theorie eines bifilar aufgehingten unmagne-
tischen Stabes — zuniichst ohne Riicksicht auf die Torsion der Auf-
hiingungsdriihte.

Das experimentelle Arrangement, das wir unserer theoretischen
Betrachtung zu Grunde legen, besteht darin, dass die beiden Auf-
hiingungsfiiden von der Linge I oben in einem festen Abstand 2o,
unten in einem festen Abstand 2w endigen. In der Regel wird o
kleiner als u gewihlt werden, indem sich praktisch dann die Art der
Befestigung bequemer gestaltet. Die Unveriinderlichkeit des Abstandes
kann 7z, B. durch Klemmvorrichtungen erreicht werden. An die untere
Klemmyorrichtung schliesst sich starr ein Gehiinge zur Aufnahme von
unmagnetischen (eventuell auch magnetischen) Stiiben; an dem Gehiinge
befindet sich gleichfalls starr auch der Spiegel fir die Poggendorff-
Gauss’sche Methode. Der Schwerpunkt des Gehiinges liege in einer
Verticalen, die sowohl den oberen wie den unteren Abstand der Auf-
hiingungsfiiden halbirt.

Wir rechnen die #-Axe von dem Halbirungspunkt von 20 in der
Richtung der Schwere positiv nach unten, die ay-Ebene liege senk-
recht dazu, die #-Axe in der verticalen Ebene, welche
sich im Zustand des Gleichgewichts durch die Auf-
hiingungsfiiden legen liisst, die y-Axe senkrecht dazu
in die Ebene der Zeichnung (Figur 13) hinein. Nun
werde der Stab um den Winkel ¢ aus der Gleichge-
wichtslage gedreht und die Axe des Stabes in der L
neuen Lage auf die wy-Ebene projicirt; wir erhalten
so Figur 14.

Die Aufhingangsfiiden sind in Folge des Gewichts | ;| u
des angehiingten Stabes gespannt. Durch das Gewicht
des Stabes sind im Inneren der Fiiden elastische Krifte Y
erregt, die nach dem Newton’schen Reactionsprincip

(§ 39) der Schwere entgegenwirken. Bezeichnen wir mit S diese der
144

Fig. 18,

oo >4
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Schwere entgegen in der Richtung des Fadens wirkende Gegenkraft,
so sind die Richtungscosinus dieser Reactionskraft fiir den rechten
Faden siimmtlich negativ:

Fig. 14.
y oy ﬂ__‘c(]ilp -0 il u gin q:! ook -ﬂ
== =2, I
N'/'/ . .
Sy AF Es werden entsprechend die Componenten dieser
/5" % Reactionskraft fiir den rechten Haden:
U COB(p — 0 w 8in @ q*
B S ae sl ’ Tt Rt ERr 3 /8

Wir erhalten ebenso die Componenten dieser Reactionskraft fiir
den linken Faden:

+S?f.F_‘?'.‘E_‘:_‘?’ ..|_S“‘“.““’ _s.;.

Diese elastischen Kraftcomponenten wirken zusammen mit der
Schwerkraft auf das starre Gehiinge ein und werden im Zustand des
Gleichgewichts die Bedingungen des Gleichgewichts fiir starre Systeme
(§ 67 (2) erfullen:

2X=0, 2Y=0, ZZ =0,
22y — Yo)=0, 2(Xe¢—2Z2)=0, Z(Yz— Xy)=0.

Wir erkennen, die Bedingungen XX = 0, XY == 0 werden schon
von selbst erfilllt, die Bedingung X7 == 0 fiihrt zur Bestimmung der
elastischen Reactionskraft S aus dem Gewicht des starren Gehiinges
Mg mit der Masse M. Es folgt niimlich ans 27 = 0:

Mg I
2z

(1) Mg — 2.5'; =0, also:

Von den Drehungsmomenten kommt nur das um die z-Axe aus-
geiibte in Betracht. Das Drehungsmoment, soweit es die elastischen
Reactionskriifte um die 2-Axe ausiiben, ist:

(Yo — Xy) = 2u cosg (— Sua lp) + 2u sin @ (+ §ESNE h-p)

L
ousing _ a, Ousing
=25 —; -
(2) St Mg ou sm:p P, __ Mgou . sin .
VL — (o' -+ uf — 2ou cos p) L

— Letztere Gleichung ist richtig bis auf Glieder von der Ordnung
(u/L)* gegen 1.

Durch dieses Drehungsmoment (2) kénnen wir z B. bei den An-
wendungen auf Elektricitit und Magnetismus die von elektrischen
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oder magnetischen Kriiften ausgeiibten Drehungsmomente messen.
Elxlstiren keine solche fremden Drehungsmomente, so dreht sich der
!Jlﬁlﬂ.l‘ aufgehiingte Stab unter Einwirkung des Drehungsmoments (2)
in die Gleichgewichtslage zuriick und vollfithrt um dieselbe Schwin-
gungen, die nach den Flichensiitzen durch die Differentialgleichung:
: i Mgow _.

(3) M%i-‘—?i=—-—£9qsmqa

gag,leben sind. Das ist aber wieder die bekannte Form der Pendel-
gleichung, und wir erhalten fiir die Schwingungsdauer, bezogen auf

kleine Amplituden:

To=7V 3tg0u’

Als Directionsmoment der bifilaren Aufhiingung hat sich hier

D —_—— .
L 1

§ 82, Methode der bifilaren Aufhiingung unter Riicksicht auf die
Torsion der Aufhiingungsdriihte.

Wir fithren jetst in die Behandlung der bifilaren Aufhingung
die Torsion der Aufhiingungsdriihte ein. Das experimentelle Arrange-
ment erfihrt nur dadurch eine Bereicherung, dass unmittelbar unter-
halb der oberen Befestigung der Driihte kleine Torsionsscheiben den
Verlauf der Aufhiingungsdrilhte unterbrechen, welche gestatten, die
Driihte einzeln in sich zu tordiren.

Die Drehungsaxen der einzelnen Driihte (L) und die Drehungsaxe
der bifilaren Aufhiingung (¢) fallen nun nicht ganz zusammen. Er-
theilen wir dem einen Aufhiingungsdraht durch Drehen um den
Winkel ¢ das Torsionsmoment 7¢, 80 wird fiir die bifilare Aufhingung
danach streng genommen nur die Componente dieses Torsionsmoments
um die z-Axe als Drehungsaxe in Betracht kommen, also r¢ 2/L; wir
haben aber bereits in § 81 Gleichung (2) bis auf (u/L)* gegen 1 richtig
In diesem Sinne werden wir im Folgenden mit
tg als dem Torsionsmoment des einzelnen Aufhiingungsdrahtes um
die z-Axe oder eine dazu parallele Axe rechnen. (Man vergleiche
den Satz ither die Gleichheit der Drehungsmomente herrithrend von
Kriiftepaaren um parallele Axen, § 79, 8. 206).

Sind die Aufhingungsdriihte im Zustand des Gleichgewichts ohne
Torsion, und werden nun die beiden kleinen Torsionsscheiben, an

2 gleich I gesetzt.
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denen die Driihte befestigt sind, um ¢, und y,” gedreht, so erfiihrt
der bifilar aufgehiingte Stab eine Ablenkung ¢,, und die neue Gleich-
gewichtslage ist gegeben durch:

M ’
(1) Q== — gau sin @, 4 (¥, + ¥, — 29,).

Von dieser Gleichung werden wir auch auszugehen haben, wenn
die Aufhiingungsdriihte urspriinglich mit einer Torsion behaftet sind,
die wir nicht kennen; es sind dann ¢, ¥y, ¥, Unbekannte. Dieser
Fall wird in der Wirklichkeit stets vorliegen. Um eine Gleichung
mit nur bekannten Winkeln zu erhalten, verfahren wir dann so, dass
wir etwa die Torsionsscheibe des einen Aufhiingungsdrahtes um o
drehen, die Gleichgewichtslage wiirde dann um den Winkel « geiindert,
und wir erhalten:

@) 0= — HE2% gin(p, + @) + v(y + ¥ + 0 — 29, — 2).

Unter Beschriinkung auf kleine Ausschlagswinkel, wie sie die
Spiegelmethode in sich schliesst, erhalten wir aus der Differenz beider
Gleichungen (1) und (2) in starker Annitherung:

(3) = — _‘Eﬁ"’l @+ (0 — 2e).

Wir definiren jetzt als das Torsionsverhiiltniss der bifilaren
Aufhiingung @ den Werth:

(4) O sl oty Jov e

o — 2« Mgou

Bringen wir die Torsionsscheibe wieder in die urspriingliche Lage
zuriick, gehen also von der durch (1) definirten Gleichgewichtslage
aus, setzen das bifilare System in Schwingungen und bezeichnen
mit ¢ den verinderlichen Ablenkungswinkel, so erhalten wir nach
dem Flichensatz als Differentialgleichung des bifilar schwingenden
Systems:

©) MBe I G (0t )+ oy + ¥ — 2 — 29).

Von dieser Gleichung die Gleichung (1) subtrahirt und beriick-
sichtigt die Kleinheit von ¢,, die sich jederzeit experimentell herstellen
lisst, erhalten wir in starker Anniiherung:

d*ep }lf qgou

(6) M 7&' = — —7— ginp — 27q,

Richten wir es weiter experimentell so ein, dass das Torsions-
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verhiiltniss ® miglichst klein wird, — wiihlen wir also die Aufhiingungs-

fiiden méglichst diinn, — dann konnen wir (6) schreiben:
. l’ J‘I‘! 01 . 1f b, ) .
(M) M2 —— (+:{i A 2r) sin g = — 9% (1 4 0) sing.

— Letatere Gleichung ist richtig bis auf @¢%3 gegen 1.

Wir haben damit die Gleichung des bifilar schwingenden Systems
— auch unter Riicksicht auf die Torsion der Aufhiingungsdriihte —
auf die Pendelgleichung zuriickgefithrt und erhalten fiir die auf kleine
Amplituden reducirte Schwingungsdauer:

. "!‘ =1 x :’ - __M.-”_. ---_|
4 Lol (1 + 6)

Wir kénnen die Grisse (Mgou/L) (1 4 @) als das unter sRiick-
sicht auf die Torsion der Aufhiingung modificirte Directionsmoment

D’ bezeichnen,

§ 83. Gemeinsame Betrachtungen iiber die unifilare und bifilare
Aufhangung. Methoden, Directionsmoment und Triigheitsmoment
zu bestimmen.

Unsere Studien iiber die unifilare und bifilare Aufhiingung hatten
das Gemeinsame, dass sie fiir die Schwingungsdauer 7' oder 7;, auf
einen Ausdruck von der Form z J/M/D, beziehungsweise z JM/D'
fihrten, Das Unterscheidende lag in der Verschiedenheit des Aus-
drucks filr das Directionsmoment D), beziehungsweise 1. Fiir die
einfachen Torsionsschwingungen ergab sich D) =, fiir den Magnet-
stab D = X'ulk, beziehungsweise (Zuk) (14 @), fir die bifilare Auf-
hiingang D = Mgou/L, beziehungsweise (Mgou/L)(1 + 6). Es
wird in der Folge kaum nithig sein, weiter /) und 1) besonders zu
unterscheiden; welches von beiden in Betracht kommt, ergiebt der

Zusammenhang.

Dieses Directionsmoment D == (a%/7*) M ist die Grisse, welche
wir brauchen, wenn es sich darum handelt fremde Kriifte zu messen,

deren Natur erforscht werden soll. Um dieses Directionsmoment recht
genau zu erhalten, werden wir uns nicht allein darauf beschriinken
diirfen, das Triigheitsmoment etwa rechnerisch unter der Voraussetzung
homogener Massenvertheilung abzuleiten. So manche Theile der
bifilaren Aufhiingung, wie das gabelformige Lager, wiirden sich ohne-
hin ihrer verwickelten geometrischen Gestalt wegen einer Berechnung
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entziehen. Es wird also darauf ankommen, fiir die Bestimmung des
Triigheitsmoments experimentelle Methoden anzugeben. Solche Me-
thoden rithren von Gauss her und kniipfen an die entwickelten
Theorien der unifilaren und bifilaren Aufhiingung,

Die Gauss’sche Methode besteht darin, dass wir an den
schwingenden Stab in verschiedenen Abstiinden 7, I, von der Drehungs-
axe (#) cylindrische Gewichte von der Masse m anhiingen und die
zugehirigen Schwingungsdauern 7, 7, bestimmen. Bezeichnen wir
das Trigheitsmoment eines einzelnen cylindrischen Gewichtes um die
durch den Schwerpunkt gehende Cylinderaxe mit ma% so wird nach
dem bekannten Satz aus § 58 das Triigheitsmoment des Gewichtes® m
um die dazu parallel gerichtete z-Axe sein: m (A* + [,*), beziehungs-
weise m (A* + L,*).

Bei der unifilaren Aufhiingung ist nun das Directionsmoment
erfahrungsgemiiss unabhiingig von der Belastung, und wir erhalten,
im Anschluss an die Gauss’sche Methode, die Gleichungen:

I*D == a*M,

T32D = n*(M + 2m(2* +1,%),

TED = 2* (M + 2m(2* 4 1,Y)).
Die Differenz der beiden letzten Gleichungen liefert:

(T — T)D = 2*2m(ly* — 1),
also:

(1) D= n2m =N

- T,%
Diesen Werth in die erste Gleichung eingesetzt, erhalten wir fiir das
zu bestimmende Triigheitsmoment:

g L it
(2) M=T7".2m e

Bei der bifilaren Aufhiingung ist das Directionsmoment

D=1+ ),

mithin abhiingig von der Belastung Mg, bezichungsweise (M +- 2m) g.
Doch liisst sich auch hier die Gauss’sche Methode iibertragen, insofern
wir haben:

T (M A 2m) 55 (1 + 0) = 2* (M + 2m(a* + %)),
T (M + 2m) 235 (1 4 6) = 2* (M + 2m(3* + &Y)).
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Die Differenz beider Gleichungen liefert:
(T — 1) (M + 2m) 23 (1 + 6) = a*2m(l* — 1),

L

woraus sich bestimmt:
pi 2 L*—1*

® D=4 (1 4 6) = = M eyl

Auf den ersten Blick mag es vielleicht scheinen, als wiire filr
die bifilare Aufhiingung die indirecte Bestimmung des Directions-
momentes J) mit Hiilfe der Schwingungsdavern 7', 7, unnithig, und
die directe Bestimmung durch Ausmessung der Werthe M, o, u, L
vorzuziehen, Demgegeniiber ist aber darauf hinzuweisen, dass ins-
besondere fiir stirkere Aufhiingungsdriihte Zweifel dariiber bestehen
konnen, wie die Lingen o und u zu rechnen sind. Die Gleichung (3)
bietet in sich die Mittel dazu, diese Zweifel zu heben, und so hat
denn Kreichgauer!) unter Benutzung von (3) aus eigens dazu an-
gestellten Beobachtungen ableiten konnen, dass die Entfernungen o
und % nicht vom Mittelpunkt der Aufhiingungsdriihte zu réchnen
sind, sondern von Punkten, die mehr nach der Hauptdrehungsaxe 2
zu liegen; o und w sind also kleiner, als man auf den ersten Blick
in Ansatz zu bringen geneigt sein kinnte. .

Die Verbindung der Gleichung (3) mit der urspriinglichen
T*D — #*M liefert auch fiir die bifilare Aufhiingung eine Methode

Triigheitsmomente zu bestimmen
2m -1t

T Mgou 2o 2 T
4) M= SR+ ) =T — =55 - plr—ins
M

Um das Triigheitsmoment eines beliebig gestalteten, nicht gerade
in Stabform gegebenen Korpers zu bestimmen, bringen wir zuniichst
einen passenden Rahmen mit Stab an und untersuchen das Triigheits-
moment dieses Gehinges M nach der Gauss’schen Methode. Darauf
legen wir auf den Rahmen den Korper, dessen Triigheitsmoment p
bestimmt werden soll, und bestimmen das Trigheitsmoment (M - u)
nach derselben Methode. Die Differenz beider so experimentell be-
stimmter Werthe liefert das gesuchte Trigheitsmoment w.

1) Kreichgauer, Wiedemann's Annalen 25, S. 273. 1885,
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§ 84. Theorie der Horizontalwagen (Torsionswage) in ihrer stati-
schen, dynamischen und ballistischen Anwendung,

Wir haben auf Grund unserer Studien iiber die unifilare und
bifilare Aufhiingung nun alle Mittel gewonnen, die Theorie dieser
Aufhiingungsarten zur Ausarbeitung von Methoden zu verwerthen,
welche die Messung iiusserer fremder Drehungsmomente bezwecken.
Wir wollen die Instrumente, welche zur Realisirung dieser Methoden
hergestellt werden kinnen, Horizontalwagen nennen im Unterschied
zu der gewShnlichen Gewichtswage, welche in dieser Terminologie als
Verticalwage zu bezeichnen wiire.

Das Gehiinge kann je nach den vorliegenden Zwecken in der
mannigfaltigsten Weise variiren; es kann, wie bei der Coulomb’
schen Torsionswage, ausgebildete Hebelarme aufweisen, oder es kann
ohne Ausbildung der Hebelarme die verschiedenen Formen annehmen,
die wir z B. bei den Galvanometer-Constructionen wiederfinden. Der
experimentelle Gedanke fiir das Folgende ist der, dass wir das Drehungs-
moment 1), herrithrend von iusseren, zu untersuchenden Kriiften,
welche wir kennen lernen und erforschen wollen, dem inneren Drehungs-
moment, wie wir es fiir die einzelnen Arten der Aufhiingung be-
stimmen gelernt haben, entgegenwirken lassen. Wir kénnen uns bei
der Ausarbeitung der Methoden von statischen und dynamischen Ge-
sichtspunkten leiten lassen.

Statisch kdnnen wir so verfahren, dass wir dem iusseren
Drehungsmoment 1), das Gleichgewicht durch das innere Drehungs-
moment der Aufhiingung halten lassen. Indem wir den Ausschlag
aus der Gleichgewichtslage ¢ beobachten, erhalten wir:

(1) D,= D@, bezw. = Dsing,

wobei D das Directionsmoment der Aufhiingung bedeutet, also D =z,
bezichungsweise = (Zuk) (1 4 ©) oder (Mgou/L) (1 4 @) ist, wie
wir es nach den zuvor behandelten Methoden bestimmen gelernt haben.
Bei der unifilaren Torsionswage werden wir statisch auch so ver-
fahren kinnen, dass wir durch Drehen der Torsionsscheibe um den
Winkel ¢ die Torsionswage in der Gleichgewichislage halten, womit
der Vortheil verbunden ist, dass die Grisse D, nur fiir eine einzige,
bestimmte Lage der Torsionswage in Rechnung zu ziehen ist. Wie
bei der gewdhnlichen Wage wird es bei diesen statischen Methoden
nicht néthig sein, die Gleichgewichtslage abzuwarten, im Gegentheil
wird es sich empfehlen, die Gleichgewichtslage ans der Beobachtung
von Schwingungen abzualeiten.
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Dynamisch konnen wir so verfahren, dass wir die Horizontal-
wage mit und ohne Binwirkung der zu bestimmenden Kriifte schwingen
lassen und die zugehorige Schwingungsdauer bestimmen. Greifen die
zu untersuchenden Kriifte in Richtungen an, welche die Gleichgewichts-
lage als solche nicht iindern, so wird es sich empfehlen die Anord-
nung der Torsionswage in Anwendung zu bringen, bei der auch ohne
Einwirkung der zu untersuchenden Krifte die Schwingungen als
Sinusschwingungen betrachtet werden kinnen. Wir haben dann:

' ; L M
M =5 = — Dsing, Ty ==} 5

1* : me y T
M {ITT_ = — (D — D,) sin g, T, ==m l/]')_;—fi,;’
und wir kénnen aus den Werthen:
|
D=73M, D—Di=-gi M

zur Bestimmung von 1), die Ausdriicke benutzen:
2 g 1 1 - Yo 2.5
©)  Dym M (ghe — ) oler Dy DB

Zu den dynamischen Methoden konnen wir noch die sogenannte
ballistische Methode rechnen, welche darin besteht, dass die
Horizontalwage im Zustand des Gleichgewichts in Form einer plotz-
lich ertheilten Winkelgeschwindigkeit einen Stoss erhiilt, den wir
durch den ersten Ausschlag messen kinnen. Lassen wir das momentan
wirkende jussere Gresammt-Drehungsmoment D), in diesem Sinne als
Stoss senkrecht zu der Kraftrichtung wirken, welche die Horizontal-
wage im Gleichgewicht hiilt, so kénnen wir als Winkelbeschleunigung
in unsere Schwingungsgleichung die im Gleichgewichtszustand ertheilte
Winkelgeschwindigkeit (dg/dt)i—o einfithren. War nun unter Ein-
wirkung des der Aufhiingung eigenen Directionsmoments 1) die
Schwingungsdauer der Horizontalwage 7', so folgt aus

T=:;V-;l, also M=%D:
do D, i e
(_f“ )r_-m= M o L
Der durch (dg/dt),—, bedingte Ausschlag ergiebt sich aber aus:

d*p D dyg Vﬁ ot
T W (M 3t o— M (‘T’u 'P)r

indem fiir ¢ =0
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do e D oy W
(% t=0” ¥ MP=T7%:
Es folgt so die fir die ballistische Methode charakteristische
Formel:

(3) D,=DZX.g,

Wir wollen noch einige Bemerkungen iiber den Begriff der
Empfindlichkeit der Horizontalwage hinzufiigen und uns dabei auf
die statische und ballistische Empfindlichkeit beschriinken. Wir ver-
stehen unter der statischen Empfindlichkeit die Differenz zwischen
zwei Gleichgewichtslagen, wie sie durch eine kleine Aenderung des
iusseren Drehungsmoments 1), bedingt ist; wir verstehen unter der
ballistischen Empfindlichkeit die Leichtigkeit, mit der die alte Gleich-
gewichtslage verlassen wird, um in eine neue Gleichgewichtslage iiber-
zugehen.

Die ballistische Empfindlichkeit spielt eine besondere Rolle in
den sogenannten ,Nullmethoden® Bei diesen Nullmethoden kommt
es darauf an, dass zwei zu vergleichende iussere Drehungsmomente 1),
sich in der Weise das Gleichgewicht halten, dass die urspriinglich
vorhandene und durch die Natur der Aufhiingung und der Horizontal-
wage gegebene Gleichgewichtslage keine Aenderung erfihrt, Der
geringste Unterschied in der Wirkung der zu vergleichenden Drehungs-
momente ), hiitte eine Stérung des Gleichgewichts und damit einen
Ausschlag zur Folge. Das Wesen der Nullmethode besteht nun darin,
festzustellen, ob sich ein solcher Ausschlag nachweisen lisst oder nicht.

Die Ausdriicke:

d*p D n? M
2 Bym f resyE

lehren, dass fir eine ballistische Horizontalwage ein Gehiinge mit
kleiner Schwingungsdauer besonders empfindlich wirkt. Wir erzielen
eine kleine Schwingungsdauer durch ein kleines Triigheitsmoment.
Die Wahl des Werthes 1) wird sich nach der Grisse von D,, die be-
stimmt werden soll, zu richten haben,

§ 85. Theorie der Astasirung magnetischer Richtsysteme.

Wir haben schon in dem einleitenden § 77 auf das Mittel der
Astasirung hingewiesen, um — fiir den Fall, dass die erdmagnetischen
Horizontalkriifte zu starke Richt- und Vergleichskriifte sind — eine
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Schwiichung derselben herbeizufiihren. Es soll hier eine Theorie der
Astasirung magnetischer Gehiinge nach einigen Richtungen entwickelt
werden, die fiir die Priicisionsmesskunst allgemeines Interesse darbietet
und einige praktische Winke fiir die Wahl der anzuwendenden magne-
tischen Systeme an die Hand giebt.

Bezeichnen wir das magnetische Moment des (ehiinges mit
m = Xuk, so wird das Directionsmoment des Gehiinges unter Hin-
wirkung der Horizontalcomponente des Erdmagnetismus H zu setzen
sein: J) =— Hm. Hilt nun ein iiusseres Drehungsmoment ), dem
magnetischen Drehungsmoment der Horizontalcomponente des Krd-
magnetismus das Gleichgewicht, so haben wir:

(1) D, = Hmsing, bezw. = Hmep,

bei kleinen Winkeln g.

Wir wollen zuniichst immer nur den Fall ins Auge fassen, in
dem das iiussere Drehungsmoment unabhiingig von dem magnetischen
Moment des Gehiinges ist, in dem der Magnet also lediglich dazu
bestimmt ist, dem Gehinge eine Richtung zu geben, und in dem
keine anderen magnetischen Krifte im Spiel stehen (bei der An-
wendung der Galvanometer sind solche vorhanden).

Die statische Empfindlichkeit wird dann bei hinreichend kleinen
Winkeln bedingt sein durch: 9 :

d. h., sie nimmt mit der Schwiichung der Horizontalcomponente des
Erdmagnetismus H und der Schwichung des magnetischen Moments
zu. Wir erinnern ferner an das einfache Mittel, welches wir in der

Beobachtung der Schwingungsdauer 7' haben, Hm zu bestimmen:
(3) Hm=.’-;\:-

Im Anschluss an (2) kounen wir nun erlintern, dass sich awei
Arten der Astasirang zur Erhohung der Empfindlichkeit darbieten:
die Astasirung, die auf der Schwiichung der Horizontalcomponente des
Erdmagnetismus H beruht, und die Astasirung, die auf der Schwiichung
des magnetischen Moments des (iehiinges m beruht. Wir erreichen
die erste durch einen festen Magnetstab (Hauy’schen Stab), der dem
Erdmagnetismus entgegenwirkt, die zweite durch das astatische Nadel-
paar, d. h. durch Verdoppelung des magnetischen Gehiinges in der
Weise, dass der eine Theil des Gehiinges dem anderen entgegenwirkt.
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Von besonderem Interesse ist eine Verbindung beider Astasirungs-
methoden, welche wir zum Schluss besprechen wollen.

1) Wir beginnen mit der Behandlung der Astasirung, die auf
Schwiichung von H beruht. Es bedeute & den Werth, um welchen
H geschwiicht wird, so erhalten wir an Stelle von (2) und (3):

3D, A
(4) Gp o H=nym’ (H— b)ym = = s

Die Beobachtung der Schwingungsdauern 7' und 7" gestattet nun
mit Hiilfe von (3) und (4) /H und & in der einfachsten Weise zu
bestimmen, denn es folgt:

]
(5) B =, h=HIET

Wie bei der Wage (§ 76) werden wir hier auch sagen konnen:
Die Astasirang wird mit grosserem Erfolge auf ein leichtes magne-
tisches Gehiinge mit geringem Triigheitsmoment als auf ein schweres
magnetisches Gehiinge mit grossem Triigheitsmoment angewandt werden
kinnen, denn das schwere magnetische Gehiinge hat schon von vorne-
herein nach (3) eine relativ grosse Schwingungsdauer, withrend die
Schwingungsdauer eines leichten magnetischen Gehiinges vermoge
seiner kurzen Schwingungsdauer durch die Astasirung mit Erfolg
noch erheblich vergrissert werden kann.

Die Formel (3) zeigt, dass die Schwingungsdauer auch dadurch
verkiirzt werden kann, dass das magnetische Moment bei kleinem
Triigheitsmoment mdoglichst vergrossert wird. Thomson hat aus
diesem Grunde magnetische Gehiinge in Form eines Systems sehr
vieler diinner kurzer Magnetstibchen construirt. Erfahrungsgemiiss
weist ein solches System ein hoheres magnetisches Moment auf als
ein einzelner Stab von gleichem Triigheitsmoment, auch zeichnet
sich ein solches System durch hohere Constanz des magnetischen
Moments aus; es nimmt auch schneller die Temperatur der Umgebung
an, was insofern von Bedeutung ist, als die Grosse des magnetischen
Moments sich erfahrungsgemiiss als abhiingig von der Temperatur
ergiebt,

2) Wir behandeln nun die Astasirung, die auf der Schwii-
chung des magnetischen Moments m beruht. Es bedeute in
unserem astatischen System m, das magnetische Moment des einen,
my das magnetische Moment des anderen, gegenwirkenden Theiles,
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M das Triigheitsmoment des ganzen Gehiinges. Wir erhalten dann
an Stelle der Gleichungen (2) und (3):

. aD, o T
(U) 6‘}’ = FT‘:T-”I'—_‘*—’}:), H(ml — ?3?2) =" ot

Wir konnen die Schwiichung des magnetischen Moments und
damit die Vergrosserung der Empfindlichkeit bei einem solchen asta-
tischen System sehr einfach bestimmen, wenn wir die Binrichtung
treffen, dass wir den einen Theil gegeniiber dem anderen drehbar
herstellen. Das Triigheitsmoment M bleibt dabei dasselbe, und wenn
wir beide Theile des Systems gleichgerichtet stellen, haben wir:

aD, M
(7) an Cup ﬂ‘(’m-;_-"}'-_m,) ’ H (""1 "l"' mr) = g! s

Die Verbindung der letzten beiden Gleichungen (6) und (7) er-
giebt unter Anderem:
ST

= i +_ 7

y b i my
n,

8 K Hiae o THOME 44
(8) m 4+ m, I’

Im Besonderen liefert die zweite Gleichung (8) die Schwiichung
des magnetischen Moments durch die Astasirung und damit die Ver-
grisserung der Empfindlichkeit des astatischen Paares gegeniiber dem

einfachen System.

und

3) Die Verbindung beider Astasirungsmethoden, auf welche wir
anfiinglich hinwiesen, besteht darin, dass wir nicht mehr den Erd-
magnetismus ausschliesslich auf das astatische Paar wirken lassen,
dass wir im Gegentheil durch iiussere feste Magnete neue Richtkriifte
einfihren, welche an Stelle des Erdmagnetismus richtend wirken
sollen. Die Tendenz dieser Methode lisst sich also einfach dahin
aussprechen, dass das astatische Paar dem Erdmagnetismus und seinen
Schwankungen {iberhaupt entzogen werden soll.

Bs sei h, die Horizontalcomponente der neu eingefiibrten Richt-
kraft auf m,, hy die Horizontalcomponente der neu eingefiihrten Richt-
kraft auf m,, dann werden wir unter Einwirkung dieser Horizontal-
componenten und der des Erdmagnetismus H an Stelle von (2) und

(3) erhalten:
D,

09 = I — ) F ly — Ty’
. M
H(my — mg) + hymy — hgmty = x® @

(©)
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Ist nun eine miglichste Gleichheit der magnetischen Momente der
Theile m, und m, gelungen, so werden wir in (hym, — hym,) den
wesentlichen Theil des Directionsmoments zu sehen haben, dem
gegeniiber I (m; — mgy) nicht in Betracht kommt. Die Gleichungen
(9) vereinfachen sich dann zu:

ab

9 & M
(q.) (MP = W’ ;il ”il —_— k.:’”s p— ﬂ:’ r?lji,
l 4D, &
= Oy — Ryw (hy — hg) m = =* s«

Zum Studium eines so gerichteten astatischen Systems wird man
am besten (7) und (9) verbinden. Wir erhalten dann:

i nlfBe et & By 1y — By thy
(T} my 4 my

H (my + my)’
worin das wesentliche Glied den Werth § (h, —hy)/H haben wird.
Wir wollen diesen Vorziigen der Einrichtung gegeniiber ihre
Nachtheile nicht verschweigen. Die neu eingefithrten Richtkriifte /,,
sind direct von den magnetischen Momenten der Hillfsstiibe abhiingig,
und die Stiirke des magnetischen Moments ist, wie schon vorhin er-
withnt, erfahrungsgemiiss von der Temperatur abhiingig. Die nen
eingefilthrten Richtkriifte . erweisen sich so von neuen Factoren ab-
hiingig, von denen bei dem Erdmagnetismus als Richtkraft nicht
die Rede war. Beriicksichtigh man gleichzeitig den Einfluss der
Temperatur auf das magnetische Moment des Gehiinges, so wird in
unsere Theorie der Astasirung dieser Temperatureinfluss zweimal
eingehen.

Die Ausbildung der Theorie der Astasirung nach dieser combi-
nirten Methode, welche meines Wissens zuerst in den von Thomson
construirten Galvanometern eine Realisirung gefunden hat, bietet
gegenwiirtig ein besonderes Interesse fiir die physikalischen Institute,
welche der Einwirkung von elektrischen Strassenbahnen mit Riick-
leitung durch die Schienen unterliegen. Von den Schienen gehen
bei diesem Betriebssystem, insbesondere beim Ingangsetzen und
beim Bremsen der einzelnen Wagen Starkstromstisse aus, welche sich
fliichenartig auf der Erdoberfliche auszubreiten scheinen.') Insofern
sich nun gleichzeitig Motorwagen an den verschiedensten Stellen der

1) Die Stromsttsse wirken erfahrungsgemiiss zu ebener Erde in gleicher
Stiirke wie in einer Hohe von fiinfzehn Meter iiber dem Erdboden,
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Betriebsstrecke befinden, ifindern die in das Erdreich eingeleiteten
Stromstisse bestiindig ihre Richtung und Stiirke und ertheilen leichten
magnetischen Gehiingen in ballistischer Weise eine bestiindige Unruhe,
welche auf keine sichere Gleichgewichtslage schliessen lisst. Die
Anwendung der besonders empfindlichen Nullmethoden erscheint
dadurch in ihrem Werth bedeutend herabgesetzt. Die natiirlichen
Schwankungen des Erdmagnetismus erscheinen den durch die vaga-
bundirenden Stréme — wie man sie genannt hat — bedingten
Schwankungen des magnetischen Feldes gegeniiber nicht von Belang,
denn jene gehen viel zu langsam vor sich, als dass sie ballistisch

wirken kionnten.

Einer besonderen Bemerkung bedarf noch der fiir die Galvano-
metrie so wichtige Fall, in dem das iiussere Drehungsmoment D),
dem magnetischen Moment des Gehiinges und der Stromstirke ¢ pro-
portional ist. Setzen wir in diesem Falle D, = fmi, so wird fir
die Astasirung, welche auf der Schwiichung von H beruht, nach (4):

v a1

0 =f—3i
fir die Astasirung, welche auf der Schwiichung des magnetischen
Moments beruht, werden wir die einzelnen Theile des astatischen
Systems mit entgegengesetzt gerichteten Stromrollen umgeben und
nach (G) beziehungsweise (9*) erhalten:

. di my - m my 200
0 =f 4 "—'i——?‘f bezw. [0, =k oder fl___—;, e

Der Proportionalitiitsfactor / hiingt nun weiter von der Art der
Windungen des Galvanometers ab, er ist um so grosser, je enger die
Drahtwindungen des Galvanometers das magnetische Gehiinge umgeben.
So fithrt denn diese rein statische Ueberlegung zu den schon frither
aufgestellten Forderungen zuriick, das magnetische Gehiinge miglichst
klein und leicht auszufithren. Das Galvanometer wird auf diese Weise
ebenso den Anforderungen der statischen wie der ballistischen Methoden
und damit den Anforderungen der Nullmethoden entsprechen.

Volkmann, Theoretische Physik. 16
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Historische Uebersicht zu IV.
(ef. Biographisch-Literarisches Handworterbuch von J. C. Poggendorff)

Christian Huygens 1620—1695,

Charles Augustin Coulomb 17861806,

Johann Gottlieb Friedrich Bohnenberger 1765—1831,
Henry Kater 1777—18385,

Karl Friedrich Gauss 1777—1855,

Friedrich Wilhelm Bessel 1784—1846.

Wilhelm Eduard Weber 1804—1891.

Huygens. Horologium oscillatorium, fol. Paris 1673, (Darin die Lehre vom
Oscillationscentrum.)

Coulomb, Recherches théoriques et expérimentales sur la force de torsion
et sur I'édlasticité des fils de métal ete.; construction de différentes balances
de torsion pour mesurer les plus petits degrds de force ete. Mdm.
Paris 1784, ]

Bohnenberger. Astronomie, Tiibingen 1811. (Darin 8. 448 das Reversions-
pendel beschrieben.)

Kater. Experiments for determining the length of the pendulum vibrating
seconds in latitude of London, — Experiments for determining the vari-
ation in the length of the pendulum vibrating seconds — Philos. Trans-
actions 1818,

Bessel. Untersuchungen der Liinge des einfachen Secundenpendels, 1826, Ver-
suche iber die Kraft, mit welcher die Erde Korper von verschiedener Be-
schaffenheit anzieht, 1830, Bestimmung der Liinge des einfachen Seciinden-
pendels fiir Berlin, 1881, — Abhandlungen der Berliner Akademie. Die
Abhandlung von 1826 wieder abgedruckt in Ostwald's Klassiker Nr. 7.

Weber. Ueber die Elasticitiit der Seidenfiiden, 1885. Ueber die Elasticitiit
fester Korper, 1841, Poggendorff's Annalen 34 und 54.

— — Comment. de fil. bombycini vi elastica (Comment. recent. Soc. Gott. a.
1832—387. VIIL 1841).

Gauss, Ueber ein neues, zuniichst zur unmittelbaren Beobachtung der Ver-
iinderungen in der Intensitiit des horizontalen Theils des Erdmagnetismus
bestimmtes Instrument, 1887, Zur Bestimmung -der Constanten des Bifilar-
magnetometers, 1840. — Resultate ans den Beobachtungen des magnetischen
Vereins, 1837 (I, 8. 1—19), 1840 (I, 8, 1—25). Gauss Werke V, 8. 867 —373,
404 —426.




V. Theorie der Hydrostatik.

1) Definition der Aggregatzustiinde. Discussion iiber die
fiir eine Theorie der Hydrostatik in Betracht kommenden
Voraussetzungen.

86. Moglichkeit mechanischer und thermischer Definitionen der Aggregat-
zustiinde, 87, Mechanische Definitionen des festen, fliissigen nnd gasfirmigen
Zustandes. 88, Bedeutungslosigkeit molekularer Veranschaulichungenfer Aggregat-
zustiinde fiir unsere Zwecke,

89, Charakteristik weiterer Eigenschaften der Fliissigkeiten und ihrer theo-
retischen Consequenzen. 90, Specielle Gesichtspunkte fiir die theoretische Be-
llmndlung der Hydrostatik, 91. Bedeutungslosigkeit molekularer Anschauungen
fiir eine mechanische Theorie der Hydrostatik. 92. Ueber nothwendige nnd
nicht, nothwendige Verwerthung der Atomistik in der Naturwissenschaft iiberhaupt.

2) Die Hydrostatik in Bezug auf innere Theile der Fliissig-
keiten (Hydrostatik im gewdhnlichen Sinne des Wortes).

98. Einfiihrung des Druckbegriffs in die Hydrostatik. Ableitung der Grund-
gleichungen der Hydrostatik (Euler), Die hydraulische Presse. 94. Einfilhrung
des Potentialbegriffs in die Hydrostatik. Die Flichen gleichen Potentials, Niveaus
oder Drucks (Clairaut). Die Beziehungen zwischen Druck und Potential bei

tropfbaren und gasformigen Flissigkeiten.
95. Anwendung auf eine unter Einwirkung der Schwere ruhende Fliissig-

kuitsmangc. Satz von den communicirenden Rohren, 96. Anwendung auf eine
unter Einwirkung der Schwere in einem cylindrischen Gefiiss rotirende Fliissig-
keitsmenge,

97. Die auf einen Korper im Innern einer Flilssigkeit ausgeiibten hydro-
statischen Druckkriifte und Drehungsmomente. Hiilfssatz von der Verwandlung
eines Raumintegrals in ein Fliichenintegral. 98. Das Princip des Archimedes.

Das hydrostatische Paradoxon (Stevinus).

3) Die Hydrostatik in Bezug auf Theile der Oberfliche und
Trennungsfliche der Fliissigkeiten (Capillarititstheorie).

99. Begriff der Cohlisionskraft, des normalen Oberflichendrucks und der

tangentialen Oberflichenspannung. 100. Begriff der Oberflichenenergie. 101. Be-

ziehungen zwischen dem normalen Oberflichendruck, der tangentialen Ober
16*
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flichenspannung und der Oberflichenenergie. Aufstellung eines Ausdrucks fiiv
den normalen Oberfliichendruck in seiner Abhiingigkeit von der Kriimmung der
Oberfliiche.

102, Einfithrung der Trennungsfliche zweier Flilssigkeiten, 108, Einfiihrung
des Randwinkels, F. Neumann's Satz. Physikalische Discussion iiber Rand-
winkelwerthe und ihre Bedentung. 104. Aufstellung der hydrostatischen Gleich-
gewichtsbedingungen unter Riicksicht auf die Cohiisions- und Adhiisionskriifte.
Minimalfliichen. Die Differentialgleichung der Fliissigkeitsoberfliche unter Ein-
wirkung der Schwere.

105, Abweichung der freien Oberfliiche von der Horizontalen in Folge der
Gefisswilnde, insbesondere bei ebemer Wandung, 106, Die Erhebung (bezw.
Depression) einer Fliissigkeit in einem Rohr von kreisformigem Querschnitt
(Theorie des Capillarrohres).

107. Ueber die Moglichkeit der Anstellung von Prilcisionsmessungen in dem
Gebiet der Capillaritiitserscheinungen der Fliissigkeiten. 108, Uebersicht iiber
meine eigenen Arbeiten zum Erweise der Muglichkeit von Prilcisionsmessungen
anf dem GeMet der Capillaritittserscheinungen,

V. 1) Definition der Aggregatzustiinde. Discussion iiber die
fiir eine Theorie der Hydrostatik in Betracht kommenden
Voraussetzungen,

& 86. Mbglichkeit mechanischer und thermischer Definitionen der
Aggregatzustiinde.

Im III. Abschnitt haben wir fiir die Mechanik ausgedehnter
Massensysteme cinige allgemeine Siitze entwickelt. Es war hervor-
gehoben worden, dass, soweit wie irgend moglich, die Angabe spe-
cieller Eigenschaften dieser Massensysteme unterbleiben sollte; ein um
so allgemeinerer Werth musste den abgeleiteten Siitzen zukommen.
Im Besonderen blieb es vollstiindig dahingestellt, ob die Massensysteme
discret (molekular, atomistisch) oder continuirlich den Raum oder
Theile des Raums erfiillten. Auch im Folgenden soll mit Absicht
diese Frage offen bleiben, sie erscheint gerade im Hinblick auf die
abzuleitenden Consequenzen unwesentlich, so wenig ihre Bedeutung
fiir andere naturwissenschaftliche Fragen unterschiitzt werden soll.

Es muss als eine der theoretischen Aufgaben der Wissenschaft
bezeichnet werden, zur Darstellung zu bringen, von welchen That-
sachen oder Bezichungen gewisse Erscheinungen, sei es vollstindig,
sei es im Wesentlichen, abhiingen. Die Losung und Klirung dieser
Aufgabe wird erschwert, wenn von Anbeginn der Darstellung an Vor-
aussetzungen in die Behandlung eingefithrt werden, deren Werth un-
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zweifelhaft auf anderen Gebieten der Wissenschaft zu suchen ist.
Gewisse Voraussetzungen haben darum, weil sie sich auf dem einen
Gebiet von Werth erwiesen haben, noch nicht eine Existenzberechtigung
fiir andere Gebiete erlangt. Es handelt sich hier nicht darum, was ist,
und was nicht ist, sondern darum, welche Thatbestinde fiir die Existenz
gewisser Beziehungen aus der Fiille der Wirklichkeit unzweifelhaft
als wesentlich hervorgehoben werden miissen.

Wenn nun in diesem V. Abschnitt die ausgedehnten Massensysteme
im Speciellen Fliissigkeiten sein sollen, und fir diese die Mechanik
nach der einen oder anderen Richtung ausgearbeitet werden soll, stellb
sich uns zuniichst die Aufgabe, zu definiren, was wir hier unter
Fliissigkeiten verstehen wollen. Wir erweitern diese Aufgabe hier
gleich des allgemeineu Interesses wegen und suchen die Frage zu be-
antworten, wodurch wir iiberhaupt die Aggregatzustinde des Festen,
Fliissigen und Gasférmigen unterscheiden.

Die Frage nach den Aggregatzustinden hat eine mechanische
und eine thermische (thermodynamische) Seite. Mechanisch werden
wir die Aggregatzustinde nach ihrem Verhalten iiusseren mechanischen
Einwirkungen gegeniiber zu charakterisiren haben, thermisch nach
ihrem Verhalten thermischen Einwirkungen gegeniiber.

Mechanisch kniipfen wir die zu entwickelnde Charakteristik der
drei Aggregatzustiinde an die Begriffe der Gestalt und des
Volumens eines im Wesentlichen nach den drei Dimensionen des
Raumes ausgedehnten, nicht zu grossen und nicht zu kleinen mate-
viellen Korpers. Unter Gestalt verstehen wir dabei mathematisch
einen Achnlichkeitsbegriff, unter Volumen einen Grossenbegriff.

Es werde nun auf Gestalt und Volumen des materiellen Kérpers,
dessen Aggregatzustand festgestellt werden soll, eine fussere mecha-
nische, nicht zu starke Einwirkung ausgeiibt. Wir wissen allerdings
zuniichst nicht, ob wir diese Einwirkung als klein oder gross be-
zeichnen sollen, und gehen darum zu immer kleineren Einwirkungen
auf Gestalt und Volumen ilber. Wenn der Charakter der Reaction
gegen die fiussere Einwirkung sich im Wesentlichen dann nicht mehr
iindert, wissen wir, dass die anfingliche Einwirkung schon so klein
gewiihlt war, wie wir sie zur Charakteristik des Aggregatzustandes
brauchen. Welcher Art die iiussere Einwirkung ist, soll, abgesehen
davon, dass sie mechanischer Art ist, gleichgiltig sein; sie kann als
Stoss, Druck, Spannung, Biegung, Torsion gedacht werden. Ins-
besondere diirften Einwirkungen auf die Elasticitit der Korper gich
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als zweckmiissig zur Charakteristik der Aggregatzustinde erweisen.
Ueber die Zeit, withrend welcher Einwirkungen zur Priifung des
Aggregatzustandes statthaben, sollen specielle Angaben nicht gemacht
werden; im Zweifelsfalle werden wir die Zeit eher linger als kiirzer
wiihlen,

Thermisch verfolgen wir den Weg, auf dem ein Korper in
seinen Zustand gelangt ist. Jede discontinuirliche Aenderung seiner
Eigenschaften auf diesem Wege deutet auf eine Zustandsinderung,
insbesondere macht der Uebergang von einem niederen zu einem
hoheren Aggregatzustand bei gleichem Druck den Aufwand einer be-
sonderen ,latenten Wiirme®“ nothwendig.

Beide Auffassungen, die mechanische und thermische, verfolgen
verschiedene Ziele, und es ist nicht weiter wunderbar, wenn beide
Charakteristiken sich in allen ihren Consequenzen nicht immer voll-
kommen decken werden. Streben wir nach einer Uebereinstimmung
beider Charakteristiken, so werden wir in Ermangelung einer solchen
darum nicht gleich die eine oder die andere Formulirung verwerfen,
sondern wir werden uns einfach des Priiliminariencharakters der Fest-
setzungen so lange bewusst zu bleiben haben, bis etwa eine solche
Uebereinstimmung gelungen ist.

Fiir das Folgende versteht es sich von selbst, dass wir die
mechanische Seite der Aggregatzustinde zu bevorzugen haben. Die
von thermodynamischer Seite gegen die mechanische Charakteristik
neuerdings erhobenen Bedenken scheinen mir ihren Werth nur sehr
theilweise zu beeintriichtigen, vor Allem werden sie den Bediirfnissen
der Mechanik so wenig gerecht, dass sie zur Zeit als ein geniigender
Ersatz fiir die alten, an den Begriff der Gestalt und des Volumens
kniipfenden Merkmale nicht angesehen werden konnen. Es muss
als ein Vorzug der mechanischen Merkmale bezeichnet werden, dass
sie aus den in jedem Augenblick vorliegenden Eigenschaften des Zu-
standes heraus gestatten zu entscheiden, ob ein Korper fest, fliissig
oder gasformig ist, und nicht aus Vorgiingen und Erscheinungen, die
diesem Zustande vorhergegangen sind oder vielleicht noch folgen kinnen.

§ 87. Mechanische Definition des festen, fliissigen und gasférmigen
Zustandes.

Wir bezeichnen den Aggregatzustand, in dem ein nach den drei
Dimensionen endlich ansgedehntes Stiick Materie mit einer gewissen
Beharrlichkeit oder mit einem gewissen Widerstande #iusseren kleinen
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Einwirkungen gegeniiber an der einmal uns vorliegenden Gestalt und
an dem einmal uns vorliegenden Volumen festhiilt, als den festen.
Ein fester Kérper hat bei aller Mannigfaltigkeit moglicher Gestalten
und Volumina eine Giestalt und ein Volumen, welche beide fiir ihn
bis auf Weiteres, d. h. bei Ausschluss grober Einwirkungen, als im
Wesentlichen unveriinderlich angesehen und daher z B. als Wieder-
erkennungszeichen gewiihlt werden knnen.

Der schinste Typus fiir einen festen homogenen Korper ist ein
Krystall, hier ist die Gestalt noch als urspriinglich und natiirlich zu
bezeichnen. Wir werden von unserem Standpunkt der Mechanik aber
auch einen amorphen Korper'), dem wir durch starke grobe Ein-
wirkungen eine bis zu einem gewissen Grade zufiillige Gestalt und
Grisse geben, mechanisch als fest ansehen konnen. Filr beide Ge-
stalten, fiir natiirliche und zufiillige (kimstliche) gilt dann in gleicher
Weise die gegebene Charakteristik fester Korper.

Es ist zur Charakteristik des festen Aggregatzustandes zweck-
miissig, die Betrachtung an ein nach drei Dimensionen endlich aus-
gedehntes Stiick Materie anzukniipfen, da nur ein golches fusseren
Gestaltseinwirkungen wesentlichen Widerstand entgegensetat. Ein ge-
rade ausgezogener Draht kann ohne Schwierigkeit kreisformig, ein
ebenes Blatt ohne Schwierigkeit cylinderformig oder kegelformig ge-

bogen werden.

Wir gehen zur Charakteristik des fliissigen Aggregatzustandes
iiber und beziehen uns wieder auf eine im Wesentlichen nach drei
Dimensionen endlich ausgedehnte Menge Materie. Fliissigkeiten haben
mit festen Kérpern das Bestreben gemein, am Volumen im Wesentlichen
festzuhalten, Wihrend aber feste Korper mit einer gewissen Stiirke
auch an jhrer gerade vorliegenden Gestalt festhalten, kann man das
von fliissigen Korpern nicht sagen. Wiirden nicht der Schwere ent-
zogene Fliissigkeiten simmtlich ohne Unterschied Kugelform annehmen,
wie das der bekannte Plateau’sche Versuch zeigt, — wiire danach
also nicht die Kugelgestalt die gewissermanssen urspriingliche und
natiirliche Gestalt der Fliissigkeiten, so kinnte man versucht sein zu
sagen: Fliissigkeiten haben fiberhaupt keine wesentliche Gestalt. Jeden-
falls haben flissige Korper keine Gestaltsmannigfaltigkeit, wie feste
Kérper; unter allen Umstiinden weisen sie bei gegebenem Volumen

1) Die zuvor erwithnten thermodynamischen Priicisirungen fassen amorphe
Stoffe als Fliissigkeiten von sehr grosser innerer Reibung auf.
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die kleinste Oberfliche auf, dadurch wird ihre Gestaltsmannigfaltigkeit
wesentlich beschriinkt.

Unsere Anschauungen vom fliissigen Zustand beziehen sich in
der Regel auf das Verhalten der Fliissigkeiten unter Wirkung der
Schwere. Zur Aufnahme eines Volumens Wasser ist ein hohles, festes
Gefiiss nothig, welches oben nicht geschlossen zu sein braucht. Giesst
man in ein solches ein bestimmtes Quantum Wasser, so findet die
Gestalt, welche in jedem einzelnen Fall das Wasser annimmt, ihre
Begrenzung in einer im Wesentlichen horizontalen Ebene und der
darunter befindlichen inneren Gefiisswandung. In welche Gefiissformen
man eine gewisse Menge Flissigkeit auch giessen mige, das Volumen
wird immer dasselbe sein.

Untersucht man das Verhalten sehr kleiner Fliissigkeitsmengen,
so entzieht man die Fliissigkeit insofern der Schwerewirkung, als die
Schwere proportional der Masse wirkt. Es zeigt sich dann wieder
die Gestaltbildung der Fliissigkeiten mit minimaler Oberfliche. Seifen-
blasen und Seifenlamellen, zwischen Drahtfiguren gebildet, zeigen
federnde, elastische Eigenschaften. wie feste Kirper, ebenso Regen-
tropfen und Quecksilberkugeln. Mit Bezug auf diese Erscheinungen
bezeichnet man niher den fliissigen Aggregatzustand als tropfhar
fliissig im Gegensatz zu gasformig fliissig. Man erkennt zugleich die
Zweckmiissigkeit, Korper, die nur theilweise, nach einer oder zwei
Dimensionen, ausgebildet sind, und Kérper, die nach allen drei Dimen-
sionen sehr wenig ausgebildet sind, fiir sich zu betrachten, und die
Charakteristik der Aggregatzustinde an Korper zu kniipfen, die im
Wesentlichen nach drei Dimensionen endlich ausgebildet sind.

Der Aggregatzustand, in dem eine nach drei Dimensionen end-
lich ausgedehnte Menge Materie iiusseren kleinen Einwirkungen gegen-
iiber weder am Volumen noch an der Gestalt festhiilt, wird gasformig
genannt.  Ein gastormiger Korper hat keine wesentliche Gestalt und
kein wesentliches Volumen.

Zur Aufnahme eines Quantums Luft ist unter gewdhnlichen Ver-
hiiltnissen ein Hohlraum néthig, welcher in Jjedem Falle geschlossen
sein muss, Kin Quantum Luft nimmt jedes Volumen und jede Ge-
stalt an, wie sie ihm dargeboten werden. Zwei Hohlriiume, von denen
einer mit Luft gefiillt, der andere luftleer ist, werden durch Umdrehen
eines Verbindungshahnes zu einem Hohlraum vereinigt; sofort stiirzt
die Luft in den leeren Raum, beide Riume mit gleicher Dichte er-
fiillend.
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Es ist zur Charakteristik des gasformigen Aggregatzustandes
nithig, die Betrachtung an eine nach drei Dimensionen endlich aus-
gedehnte Menge Materie anzukniipfen, da Gase in Lamellenform, wie
solche unter gewissen Bedingungen an der Oberfliche fester und
fliissiger Korper entstehen, in mancher Beziechung den Fliissigkeiten
in ihrem Verhalten gleichen.

Man bezeichnet bisweilen auch die gasférmigen Korper als Fliissig-
keiten. Es geschieht das in den Fillen, in denen das physikalische
Verhalten nur im Inneren in Betracht kommt (Druckvertheilung,
Archimedisches Princip). Die Unterscheidung zwischen tropfbar
fliissigen und nicht tropfbar flilssigen Korpern wird dann erst nithig,
wenn das Verhalten der Oberfliche in Betracht kommt. Gase haben
nicht die Fihigkeit, Tropfen zu bilden.

Wir haben bisher bei der Charakteristik der Aggregatzustiinde
zwar Griinde entwickelt, aus denen wir Kérper von kleinen Dimen-
sionen ausschlossen. Wir wollen hier noch die Griinde nachtragen,
warnm wir auch Korper von grossen Dimensionen zur Charakteristik
ausschliessen miissen. Mit Korpern von grossen Dimensionen, wie sie
die Erde hat, treten Gravitationswirkungen untrennbar verbunden auf,
welche zu stark sind, als dass von der Anwendung unserer Kriterien
die Rede sein konnte. Unter dem gewaltigen Druck der auf der
Oberfliiche lagernden Felsmassen wiirden im Innern der Erde alle
Gestalten zermalmt werden, und es wiirde die Frde — fiir den Augen-
blick einmal als aus Felsblscken zusammengesetzt gedacht — ebenso
Kugelgestalt annehmen, als wiire sie aus Sandkérnern zusammengesetzt
oder als wiire sie eine Fliissigkeit. Jedenfalls hat die Hohe der Ge-
birge nach dieser Vorstellung eine gewisse maximale Grenze, welche
bei der Grisse der Erde den Charakter der Kugelgestalt nur un-
wesentlich zu iindern vermag.')

§ 88, Bedeutungslosigkeit molekularer Veranschaulichungen der
Aggregatzustiinde fiir unsere Zwecke.

Die mechanische Unterscheidung der Aggregatzustinde, wie wir
sie gegeben haben, mag zugleich charakterisiren, worauf es bei phy-
sikalischen Definitionen und Begriffserklirungen ankommt. Es diirfen

1) E. Mach, Die Gestalten der Fliissigkeit, 1868, Populiir-wissenschaft-
liche Vorlesungen 8. 8.
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dabei nicht unnithiger Weise fremde Gesichtspunkte und Hiilfsmittel
in die Betrachtung gezogen werden, die fiir andere Zwecke vielleicht
forderlich sind, welche aber fiir den gerade vorliegenden Zweck die
Aufmerksamkeit nur von den thatsiichlichen Merkmalen ablenken, auf
die es allein ankommt. Die Naturwissenschaft hat die Aufgabe,
iinssere Dinge sich begrifflich anzueignen und begrifflich zu be-
herrschen, sie unterstiitzt darum in hervorragender Weise die Fiihig-
keit, Begriffe zu bilden, iberhaupt Vorginge begrifflich zu fassen,
und kann darin vorbildlich dienen.

Man findet wohl in den Lehrbiichern zur Unterscheidung der
Aggregatzustinde die molekulare Constitution der Materie heran-
gezogen, Man spricht von anziehenden und abstossenden Kriiften
der Molekiile und sagt: bei den festen Korpern itberwiegen die an-
ziehenden Kriifte, bei den fliissigen halten im Wesentlichen die an-
zichenden Krifte den abstossenden das Gleichgewicht, bei den gas-
formigen Korpern tiberwiegen die abstossenden Kriifte.

Diese Aussagen sind weit entfernt, eine Definition der Aggregat-
zustiinde zu geben; sie weisen vielmehr nur eine Form auf, unter der
man sich das Zustandekommen der frither hervorgehobenen und als
Definition verwertheten Eigenschaften denken kann, wenn iitberhaupt
die Vorstellung anziehender und abstossender Kriifte befriedigend ge-
nannt werden darf.

Einen grisseren Vorzug verdient die Vorstellung, nach der heftige
Bewegungszustiinde der Molekeln die Rolle der absfossenden Kriifte
ithernehmen, damit erscheint die Maglichkeit einer speciellen Aus-
arbeitung im Sinne der kinetischen Gastheorie eréffnet. Diese Vor-
stellung ist besonders bequem, um sich den Uebergang der Materie
aus einem Aggregatzustand in den anderen zu veranschaulichen.

Wiirme ist nach der kinetischen Vorstellung ein molekularer
Bewegungszustand, dessen Intensitit mit der Temperatur zunimmt.
Im festen Zustand reicht der Bewegungszustand der Molekeln nicht
hin, die einzelne Molekel aus dem Bereich zu entfernen, in dem sie
den anziehenden Kriiften der benachbarten Molekeln unterliegt. Durch
Wiirmezufiihrung wird die Intensitit des Bewegungszustandes ver-
stiirkt; der Korper wird fliissig, wenn der Bewegungszustand der
Molekeln gerade dazu hinreicht, die einzelne Molekel aus dem An-
ziehungsbereich der benachbarten Molekeln zu entfernen. Im gas-
formigen Zustand findet die Bewegung der Molekeln grosstentheils
ausserhalb des gegenseitigen Anziehungsbereichs statt.
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Es liegt auf der Hand, dass dieser kinetischen Veranschaulichung
der Aggregatzustinde nur eine thermische Bedeutung zuzusprechen
ist, und fiir die mechanische Seite der Frage, welche uns hier gerade
interessirt, jene Veranschaulichung nur eine untergeordnete Bedentung
hat. Uns kann, wenn wir daran gehen wollen die Mechanik der
Fliissigkeiten zu entwickeln, nicht damit gedient sein atomistische
Hypothesen einzufiihren; wir werden in erster Linie vielmehr unsere
Aufgabe darin zu suchen haben die thatsiichlichen Beziehungen her-
vorzuheben, auf Grund derer wir durch einfache Mittel der Mechanik
entscheiden kinnen, ob ein Korper fest, fliissig oder gasformig ist,
und auf Grund derer wir eine einfache Theorie der Mechanik der
Fliissigkeiten in dem Sinne entwickeln kinnen, dass die Consequenzen
geschickt und passend gewiihlter Erfahrungsthatsachen méglichst klar
und einfach auf der Hand liegen.

Unsere molekularen Vorstellungen werden z B. uns absolut nicht
dazu verhelfen konnen festzustellen, in welchem Aggregatzustande
sich bei gewdhnlicher Temperatur Siegellack, Pech oder eine Talg-
kerze befinden. Dagegen geben unsere mechanischen Kriterien, wenn
man nur den fiusseren Binwirkungen, z. B. der Schwere, hinlinglich
Zeit liisst, unzweideutig an die Hand, dass man, mechanisch betrachtet,
Siegellack und Pech als eine Fliissigkeit, eine Talgkerze als einen
festen Korper zu bezeichnen haben wird. Eine Siegellackstange auf
zwei schneidenartige Lager gelegt kriimmt sich mit der Zeit, eine
Talgkerze bleibt gerade. Die Erscheinung, dass Pech fliesst, ist be-
kannt und wird praktisch verwerthet.

Diese von Maxwell') entnommenen Beispiele zeigen, dass ein
Korper wie Pech hart und spréde sein kann und doch dabei fliissig,
und dass ein Korper wie Talg weich sein kann und doch dabei fest.

§ 80, Charakteristik weiterer Bigenschaften der Fliissigkeiten und
ihrer theoretischen Conseguenzen.

Die physikalischen Kigenschaften der Fliissigkeiten bilden eine
grosse Mannigfaltigkeit und bieten vom Standpunkt der methodischen
Behandlung eine Reihe bemerkenswerther Gesichtspunkte dar. Es
wiire eine verfehlte Auffassung, wollte man von der Theorie fordern,
diese Mannigfaltigkeit der Higenschaften unter einem einheitlichen Ge-
sichtspunkt darzustellen. Dieser Forderung gegeniiber wiire die Frage

1) Maxwell, Theorie der Wiirme. Uebersetzung von Neesen S. 836,
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aufzuwerfen, ob denn iiberhaupt die Mannigfaltigkeit dieser Bigen-
schaften einer einheitlichen Auffassung fihig ist.

Wir erinnern hier an die Auffassung, nach der die Mehrzahl der
in der Natur auftretenden Erscheinungen sich als zusammengesetzt
ergiebt (§ 12). Auf solche zusammengesetzte Erscheinungen wird
aber die Regel der Analyse und Synthese, der Isolation und Super-
position in Anwendung zu bringen sein. Unter diesen Umstiinden
wird es Aufgabe der Theorie sein, jede Eigenschaft einzeln in ihrer
Tragweite zu untersuchen und zur Darstellung zu bringen.

Wenn wir Flissigkeiten als Korper definirt haben, denen keine
specifische Gestaltbildung zukommt, so ist innerhalb dieser Definition
fiir die Wirklichkeit noch der gréosste Reichthum specieller Bigen-
schaften denkbar und méglich. Wir geben der Thatsache, dass Flilssig-
keiten keine Mannigfaltigkeit der Gestaltbildung, wie feste Korper,
aufweisen, den anderen Ausdruck, dass Fliissigkeiten, wenn wir zu-
niichst nur an das Innere denken, die Eigenschaft einer allseitigen
Verschiebbarkeit ihrer Theile innerhalb beliebiger Grenzen zukommt,
wiihrend feste Korper nur in sehr begrenztem Maasse eine solche auf-
weisen. Nehmen wir weiter noch die Eigenschaft der mehr oder
weniger ausgebildeten Compressibilitiit hinzu, welche wir schon theil-
weise zur Unterscheidung des gasférmigen und tropfbar flilssigen
Zustandes verwerthet haben, so haben wir damit auf eine Mannig-
faltigkeit von Moglichkeiten der Wirklichkeit hingewiesen, welche
z. B. fiir die Ausarbeitung der hydrodynamischen Theorieen (der
Lehre der Fliissigkeitshewegungen) sehr wesentlich sind und eine
Reihe bemerkenswerther Gesichtspunkte an die Hand geben.

Wir konnen die Giiltigkeit und Tragweite dieser Gesichtspunkte
sehr schim an den einschligigen Arbeiten von Helmholtz erliutern.
Von ihm riihrt aus verschiedenen Jahren eine Reihe hydrodynamischer
Untersuchungen her, die dadurch charakterisirt werden kinnen, dass jede
fiir sich die Consequenzen der Fliissigkeitseigenschaften einzeln verfolgt.

Wenn wir bei der Verschiebbarkeit der Theilchen der Fliissig-
keiten zuniichst an keine Compression oder Dilatation denken, so
kénnen wir hydrodynamisch die Fliissigkeiten danach unterscheiden,
dass diese Verschiebung der Theilchen leicht oder schwer vor sich
geht. Geht die Verschiebung der Theilchen sehr leicht vor sich, so
bezeichnen ‘wir die Fliissigkeit als reibungslos, geht sie schwer vor
sich, so bezeichnen wir sie als zih, als mit Reibung behaftet.
Reibungslose Fliissigkeiten sind, streng genommen, eine Abstraction,
aber ihr Studium fiir sich wiire, auch wenn es in Wirklichkeit keine
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reibungslosen Flilssigkeiten giibe, zur Erforschung der Natur schon
darum nothwendig, weil man wissen muss, welche Erscheinungen
sich als Consequenz der Eigenschaft des Iliissigen, welche sich als
Consequenz der Reibung nachweisen lassen. Die Helmholtz’schen
Studien iiber Wirbelbewegungen vom Jahre 1858 beziehen sich auf
reibungslose Fliissigkeiten. Das Studium der Reibung tropfbarer
Flissigkeiten bildet den Glegenstand einer anderen Arbeit von Helm-
holtz aus dem Jahre 1860.

Wir kennen weiter Fliissigkeiten, die sehr wenig comprimirbar
sind, das sind tropfbare Fliissigkeiten, und wir kennen Fliissigkeiten,
die sehr stark comprimirbar sind, das sind Gase. Wenn wir die Be-
trachtung auf incompressible Fliissigkeiten beschriinken, dann mag es
auf den ersten Blick so scheinen, als wenn wir uns von der Wirk-
lichkeit erheblich entfernen konnten; nichts destoweniger wird eine
solche Beschriinkung selbst fiir stark compressible Fliissigkeiten nicht
nur eine erlanbte, sondern eine logisch durchaus gebotene Abstraction
sein, denn wir miissen wissen, filr welche Erscheinungsclassen die
Compressibilitit der Fliissigkeiten eine wesentliche Rolle spielt, fiir
welche nicht. Die Erscheinungen des Schalls beruhen wesentlich auf
der Thatsache der Compressibilitit der Fliissigkeiten, und so tritt
denn diese in Hemholtz's epochemachender Arbeit aus dem Jahre
1859 ,Theorie der Luftschwingungen in Réhren mit offenen Enden®
in den Vordergrund, withrend sie fiir die Theorie der Wirbelbewegungen
aus dem Jahre 1858 unwesentlich bleibt.

Diese Eigenschaften der Fliissigkeiten und ihre wechselnde Ver-
bindung mit einander eriffnen die Miglichkeit einer verhiiltnissmiissig
grossen physikalischen Mannigfaltigkeit. Darin ist der Grund zu sehen,
dass wir in der Hydromechanik anders wie in der gewhnlichen Mechanik
verfahren. In der Mechanik haben wir die Statik als besonderen Fall
der Dynamik behandelt und haben mit der Dynamik begonnen. In
der Hydromechanik wird es zweckmiissig sein mit der Hydrostatik zu
beginnen. s ist wesentlich der Gesichtspunkt der Isolation, welcher
die Trennung von Hydrostatik und Hydrodynamik ebenso empfiehlt,
wie die Theilung der Hydrodynamik etwa nach den von Helmholtz
entwickelten Momenten. Derselbe Gesichtspunkt der Isolation kiime in
der Mechanik fester Korper fiir die Trennung der Elasticititstheorie
von der gewGhnlichen Mechanik in Betracht, nicht aber fiir eine Tren-
nung der iiblichen Statik und Dynamik.

Wir werden uns in diesen Vorlesungen auf die Behandlung der
Hydrostatik beschriinken,
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§ 90. Specielle Gesichtspunkte fiir die theoretische Behandlung
der Hydrostatik.

Fassen wir nun die Theorie der hydrostatischen Erscheinungen
ins Auge, so haben wir sofort zu bemerken, dass filr sie die innere
Reibung oder Zihigkeit der Fliissigkeiten vollkommen unwesentlich
ist. Die Hydrostatik hat die Aufgabe, die Eigenschaften der Gleich-
gewichtszustiinde zu untersuchen, also der Zustiinde, in denen die Ver-
schiebbarkeit der Theilchen actuell nicht weiter in Erscheinung tritt,
wenn sie auch virtuell’) thatsichlich vorhanden sein muss.

Wir werden im Speciellen die virtuelle Verschiebbarkeit der
Theile im Innern einer Fliissigkeit und der Theile an Oberflichen
und Grenzflichen einer Fliissigkeit zu unterscheiden haben. Die hier
allein in Betracht kommende virtuelle Verschiebbarkeit der Theile im
Innern (ohne Riicksicht anf Reibungs- und Widerstandskriifte) geht
arbeitslos vor sich, die der Theile an der Oberfliche nur unter Com-
pensation von Arbeit. Auf der Eigenschaft der allseitigen, arbeits-
losen Verschiebbarkeit der Theile im Innern beruhen die hydrostati-
schen Erscheinungen im gewéhnlichen, engeren Sinne des Wortes;
auf der Eigenschaft der nur unter Aufwand von Arbeit vorzunehmenden
Verschiebbarkeit eines Theiles der Oberfliche oder Grenzfliche von
Fliissigkeiten beruhen die Oberfliichenspannungserscheinungen, — in
anderer {iblicher Bezeichnungsweise die Erscheinungen der Capillaritiit.

Die Eigenschaft der allseitigen, arbeitslosen Verschiebbarkeit der
Flissigkeitstheile im Innern findet ihre niichstliegende Aeusserung in
dem Umstande, dass Fliissigkeiten im Allgemeinen keine Gestalt auf-
weisen, dass sie im tropfbaren Zustand, z B. unter Wirkung der
Schwere, sich in beliebige Formen giessen lassen, dass sie im gas-
formigen Zustand jedes beliebige, ihnen dargebotene Volumen aus-
fiillen, — also in dem Verhalten, durch welches wir die Aggregatzu-
stiinde charakterisirt haben. Diese enge Beziehung zu der Charak-
teristik der Aggregatzustiinde giebt uns von vorneherein die Gewiihr,
dass unsere Voraussetzungen die nothwendige und hinreichende Be-

1) Man versteht unter virtueller Verschiebung im Allgemeinen eine will-
kiirliche, beliebig kleine Verschiebung, die unter Umstiinden noch an besondere
Bedingungen gekniipft ist (¢f. § 121), Insofern die virtuelle Verschiebung be-
liebig klein ist, und dabei {iber die Geschwindigkeit, mit der sie vorgenommen
wird, nichts nusgesagt wird, versteht es sich von selbst, dass sie unabhiingig
bleibt von den Eigenschaften der Reibung oder Zithigkeit der Flissigkeiten, —
Actuell ist das thatsiichlich Eintretende.
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dingung fiir die Gesetze und Erscheinungen sind, die wir fiir die
Hydrostatik abzuleiten haben.

Wir werden fiir die Anschauung im Folgenden in erster Linie
Fliissigkeiten im Auge haben, deren Theile leicht, ja unendlich leicht
gegen einander verschiebbar sind. Bei solchen Fliissigkeiten ist es
praktisch leicht festzustellen, ob wirklich ein Gleichgewichtszustand
vorliegt oder nicht, d. h., ob die an und fiir sich leicht gegen ein-
ander verschiebbaren Theile wirklich nicht mehr gegen einander ver-
schoben werden, ob also praktisch wirklich die Bedingungen vor-
liegen, unter denen unsere Theorie ausschliesslich gilt. Die Siitze
vom Gleichgewicht gelten ebenso auch fiir zihe Fliissigkeiten, d. h.
filr Fliissigkeiten, deren Theile sich schwer gegeneinander verschieben;
hier ist es nur praktisch nicht so leicht festzustellen, ob ein Gleich-
gewichtszustand wirklich vorliegt oder nicht.

In erster Linie wird es sich im Folgenden nur um wirkliche
Gleichgewichtszustiinde handeln, es kann dann streng genommen, wo
ein Bediirfniss dazu vorliegt, auch nur immer von Bewegungstendenzen
gesprochen werden. Sowie wirkliche Bewegungen eintreten, verlieren
unsere hydrostatischen Grundsiitze ihre Giiltigkeit, und die auftreten-
den Erscheinungen schlagen in das Gebiet der Hydrodynamik.

In zweiter Linie werden wir aber auch insofern Bewegungs-
zustiinde von Fliissigkeiten in die Hydrostatik einordnen kénnen, als
diese Bewegungszustiinde einen gewissen stationiiren Charakter auf-
weisen, bei dem eine Verschiebung benachbarter Theile gegen einander
nicht stattfindet, wenngleich sich die gesammte Fliissigkeitsmasse in
einem Bewegungszustande befindet. Hierher gehdren die rotirenden
Gleichgewichtsfiguren der Fliissigkeiten, bei denen durch Einfilhrung
der Centrifugalkriifte in der Form von statischen Kriiften das an und
filr sich hydrodynamische Problem auf ein hydrostatisches Problem
zuriickgefithet erscheint,

§ 91. Bedeutungslosigkeit molekularer Anschauungen fiir eine
mechanische Theorie der Hydrostatik.

Wir nehmen zum Schluss dieser einleitenden Betrachfungen noch
einmal die Frage nach der molekularen Constitution der Materie und
ihre Beziechungen speciell zur Hydrostatik auf, Man pflegt hiinfig im
Besonderen die Erscheinungen der Capillaritit zu den Molekular-
erscheinungen der Materie zu rechnen und ihre Behandlung in das
Gebiet der Molekularphysik zu verweisen.
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Demgegentiber ist Folgendes auszufithren: An und fiir sich ist
zuniichst natiirlich nicht ohne Weiteres zu iibersehen, inwieweit die
Erscheinungen der Oberfliichenspannung (der Capillaritiit) molekularen
Charakter tragen. Thatsache ist, dass die classischen Theorien der
Capillaritiit von Laplace, Gauss, Poisson an Fliissigkeiten kniipfen,
‘welche continuirlich den Raum erfiillen, und zu Consequenzen gefithrt
haben, welche sich als durchaus in Uebereinstimmung mit einschligigen
Priicisionsmessungen erwiesen haben. Sollte es nun auch weiter ge-
lingen, dieselbe Uebereinstimmung auf Grund molekularer Anschau-
ungen zu erzielen, so wiirde daraus zn folgern sein, dass die feinere
molekulare Hypothese fiir die Krscheinungen der Capillaritit un-
wesentlich ist, dass wir durch Einfilhrung der molekularen Hypothese
ohne Zwang der Verhiiltnisse der Wirklichkeit Thatsiichliches und
Hypothetisches in einer Form vereinigt haben, welche der Forderung
der Oekonomie nicht gerecht wird und uns im Unklaren dariiber lisst,
welche Thatsachen denn nun eigentlich fiir die Hydrostatik oder Capil-
laritiit wesentlich sind oder nicht.?)

Ganz wie die Newton’sche Theorie zur Berechnung der gravi-
tirenden Wirkungen endlich ausgedehnter Korper von den Volum-
elementen und ihren Wirkungen aufeinander ausgeht, so kniipfen die
Capillarititstheorien von Laplace, Gauss und Poisson an die
Wirkung von Volumelementen an. Fiir die Capillarititstheorien er-
scheint dieser Ausgangspunkt nur noch insofern principieller und be-
deutungsvoller, als das darin benutzte Wirkungsgesetz ein Verschwinden
der Wirkung fiir alle endlichen Entfernungen fordert, die ganze
Wirkungssphiire also von vorneherein auf ein Gebiet eingeschriinkt
wird, dessen Dimensionen in der Molekularwelt ihren naturgemiissen
Maassstab finden. Ist also die Materie wirklich molekular constituirt,
so scheint hier das Bedenken berechtigt, ob es einer Capillaritiits-
theorie trotz der molekularen Wirkungssphiire gestattet sein kann,
die molekulare Constitution der Materie zu ignoriren und dafiir mit
einer stetig den Raum erfiillenden Materie zu rechnen.

Die Erfolge, welche die Capillarititstheorien innerhalb ihres Ge-
bietes aufgezeigt haben, weisen nur zu sehr auf die vollstindige Be-

1) Die nun folgenden Betrachtungen einschliesslich § 92 sind grisstentheils
giner 1897 von mir in Wiedemann's Annalen Bd. 61, 8. 196—203 verdffent-
lichten Besprechung entlehnt, deren Ueberschrift fir § 92 mit tibernommen
wurde, Nicht mit aufgenommen sind die hier zu weit abliegenden Ausfiihrungen
{iber die Beziehungen der Elasticitiitstheorie zur Molekularphysik, welche Interes-
senten dort nachlesen kiinnen.
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rechtigung ihres Ausgangspunktes hin. Ja diese Behandlung der
Capillarititstheorien bringt schliesslich sogar mnoch der Molekular-
theorie Gewinn, insofern gewisse Vorgiinge, bei denen die Ueherein-
stimmung mit der Capillaritiitstheorie aufzuhéren scheint — die Hr-
scheinung des scharf abgegrenzten schwarzen Fleckes bei Seifenblasen
vor dem Zerspringen — benutzt werden konnten, Anhaltspunkte fiir
die Grisse der Dimensionen der molekularen Welt zu gewinnen.

Man hat der Capillarititstheorie den Vorwurf gemacht, dass sie
von der Thatsache der Verdampfung keine Rechenschaft ablegt. Rin
solcher Vorwurf beruht auf einer vollstiindigen Verkennung der Rolle,
welche die Theorien innerhalb der Wissenschaft zu spielen berufen
sind. FEine Theorie will und darf die Wirklichkeit immer nur von
einer Seite erfassen. Die theoretische Durcharbeitung eines Gebietes
lehrt eben die Ziige, welche innerlich zusammengehtren, von den
Ziigen, welche daneben bestehen, scheiden, ohne dass sich darum diese
Ziige gegenseitig ausschliessen milssen,

Welche Ziige zusammen gehiren, lisst sich nicht immer von
vorneherein iibersehen, so einfach liegen die Verhiiltnisse in der Regel
nicht. Und wenn die Theorie der Capillaritit von der Thatsache der
Verdampfung keine Rechenschaft ablegt, so lehrt dies nichts anderes,
als dass die Verdampfung ein molekularer, also ein feinerer Vorgang
ist, wiihrend die Erscheinungen der Capillaritit grobere Vorginge
sind, fiir welche es geniigt, auf Volumelemente zurtickzugehen.

Man wende dagegen nicht ein, dass das W. Thomson’sche
Theorem, nach dem der Gleichgewichtszustand zwischen einer Flissig-
keit und ihrem Dampf von der Kriimmung der Flissigkeitsoberfliche
abhiingig ist, dagegen spricht. In diesem Theorem spielt der Dampf
keine andere Rolle, als die einer Fliissigkeit. Auf den Vorgang der
Verdampfung kann dies Theorem um so weniger Anwendung finden,
als die Verdampfung ein wesentlich dynamischer Vorgang ist, withrend
das W. Thomson’sche Theorem, wie iiberhaupt die Capillaritiits-
theorie, es mit statischen, also mit Gleichgewichtszustinden zu
thun hat,

Die Natur stellt uns in der Mannigfaltigkeit ihrer Erscheinungen
ein Spiel von Vorgiingen und Kriiften dar, die sich bald in sichtbaren
Bewegungsvorgiingen iiussern, bald in (leichgewichtszustiinden, mogen
sie nun scheinbare oder wirkliche sein. Das Gleichgewicht von Kriiften
kann uns unter Umstiinden vortiiuschen, dass iiberhaupt keine Kriifte

vorhanden sind, wo wir physikalisch solche aufzusuchen haben werden,
Volkmann, Theoretische Physik. 16
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und wo wir uns von vorneherein einer einheitlichen Auffassung des
Ganzen nicht hingeben diirfen. Eine verfeinerte (molekulare) An-
schauung mag uns dann weiter noch zeigen, dass die Gleichgewichts-
zustiinde, welehe uns, grob betrachtet, als Ruhezustinde erschienen,
keine Ruhezustiinde, sondern etwa stationiire Bewegungszustiinde sind.
Die Moglichkeit, grob sehen zu milssen, erscheint nicht immer als
Hinderniss, sondern kann auch der Forschung zu gut kommen, welche
— bildlich ausgedriickt — je nach Zweck und Ziel der Aufgabe bald
des Fernrohrs, bald des Mikroskops, in vielen Fillen aber auch ge-
radezu des unbewaffneten Auges bedarf, um fiir die Betrachtung der
Natur den richtigen Standpunkt und Maassstab zu gewinnen.

§ 92, Ueber nothwendige und nicht nothwendige Verwerthung der
Atomistik in der Naturwissenschaft i{iberhaupt.

Es ist kein Zweifel, dass die atomistische Anschauung von der
Constitution der Materie eine genauere, verfeinerte Auffassung der
uns umgebenden Welt bedeuten will als ,die Annahme, dass die
Materie stetig den Raum erfiillt, wie sie es zu thun scheint® — eine
Annahme, die Kirchhoff der Darstellung seiner Mechanik zu Grunde
gelegt hat. Wenn es gestattet ist, den mathematischen Begriff der
(irdssenordnung, welcher ja auch in der theoretischen Physik eine so
hervorragende Rolle spielt, hier zu verwerthen, wird man sagen
kinnen: die physikalischen Erscheinungen, welche sich auf Grund der
Annahme einer continuirlich den Raum erfiillenden Materie mit wirk-
lichem FKrfolge behandeln lassen, sind grobere Erscheinungen; die
physikalischen Erscheinungen, fiir deren erfolgreiche theoretische Be-
handlung die Heranziehung der atomistischen Anschauung von der
Constitution der Materie nothwendig erscheint, sind feinere Erschei-
nungen. Mit diesen Bezeichnungen ,grob* und ,fein“ soll aber nicht
das geringste Urtheil vorweg genommen werden, welche Erscheinungen
und Auffassungen denn, die groben oder die feinen, fiir die Wissen-
schaft als die fundamentaleren zu betrachten sind. Diese Frage ist
eine Frage fiir sich, ganz unabhiingig von unseren allgemeinen Be-
trachtungen, in jedem Falle einer besonderen Beantwortung bediirftig.

Darf man in dieser von mir charakterisirten Weise den mathe-
matischen Begriff der Grossenordnung fiir die allgemeine theoretische
Behandlung der Physik und Chemie verwerthen, dann wird man auch
in Bezug auf die Frage nach dem Werth oder Unwerth der Atomistik
die gesammte Physik und Chemie in drei Gebiete theilen kinnen, Das
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eine Gebiet wiire dadurch zu charakterisiren, dass fiir dieses die ato-
mistische Auffassung giinzlich unwesentlich, also unnéthig erscheint;
jede Verwerthung der Atomistik fiir dieses Gebiet kinnte dann unter
Umstiinden sogar als unrichtig bezeichnet werden. Das andere Gebiet
wiire dadurch zu charakterisiren, dass fiir dieses die atomistische Auf-
fassung sehr wesentlich, also nothwendig erscheint; die Verwerthung
der Atomistik fiir dieses Gebiet wiire jedenfalls richtig. Dazwischen
liegt das Gebiet, fiir welches ein Zweifel bestehen kann, ob die ato-
mistische Auffassung wesentlich und nothwendig ist. Fiir dieses
mittlere Gebiet wird die feinere und die grébere Auffassung — oder
wie man modern zu sagen pflegt die Atomistik und die Phiinomeno-
logie — so lange mit gleichem Eifer zu pflegen sein, als bis auch
hier sich eine Entscheidung zn Gunsten der einen oder der anderen
Auffassung treffen liisst.

Die drei von mir charakterisirten Gebiete werden sich nicht in
allen Fillen schroff gegeneinander abscheiden lassen; es sind Fiille
denkbar, in denen sich die vorgenommene Theilung nur im Wesent-
lichen durchfithren liisst, — Fiille, in denen z B. die Atomistik fiir
wesentliche Ziige nicht nothwendig, in einigen unwesentlichen Ziigen
doch nothwendig erscheint, iihnlich einer physikalischen Formel, die
nach der Gréssenordnung entwickelt in ihren Hauptgliedern unab-
hiingig von gewissen Parametern ist, in ihren Gliedern héherer Ord-
nung doch diese Parameter aufweist.

Man halte diese Eintheilang nicht fiir belanglos, sie mag als
selbstverstiindlich gelten, aber sie muss ausgesprochen werden. Man
sehe in dieser Eintheilung auch nicht eine innere Inconsequenz, welche
die Atomistik in dem einen Gebiete pflegt, in dem anderen aufgiebt.
Davon kann garnicht die Rede sein.

Wenn man als eine der Aufgaben der theoretischen Physik die
begriffliche Darcharbeitung physikalischer Gebiete, d. h. die Darstellung
der logischen Verhiltnisse von Voraussetzung und Folge, von Forderung
und Festsetzung in ihnen ansehen kann, dann ist es schr wesentlich
zu wissen, ob die atomistische Anschaunung fiir das Verstindniss ge-
wisser Erscheinungen belanglos ist oder nicht, ob iiber den Werth
der Atomistik fiir die Klirung gewisser Fille ein Zweifel be-
stehen kann.

Die vorstehenden Auseinandersetzungen mogen den tieferen Grund
dafiir andeaten, wie es kommen kann, dass Naturforscher je nach

ihrem Arbeitsgebiet eine sehr verschiedene Stellung der Atomistik
16*
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gegeniiber einnehmen, ja dass ein und derselbe Naturforscher sich zu
verschiedenen Zeiten sehr verschieden iiber den Werth der Atomistik
filr die Naturwissenschaft iiussern kann.

Es darf hier vielleicht an einen Ausspruch von Helmholtz aus
~dem Jahre 1871 erinnert werden'): .

»Ueber die Atome in der theoretischen Physik sagt Sir W. Thomson
sehr bezeichnend, dass ihre Annahme keine Eigenschaft der Korper
erkliiren kann, die man nicht vorher den Atomen selbst beigelegt hat.
Ieh will mich, indem ich diesem Ausspruche beipflichte, hiermit
keineswegs gegen die Existenz der Atome erkliiren, sondern nur gegen
das Streben, aus rein hypothetischen Annahmen iiber Atombau der
Naturkérper die Grundlagen der theoretischen Physik herzuleiten.“

Diese Aeusserungen von Thomson und Helmholtz diirften als
Reaction gegen eine frither in der Physik missbriiuchlich verwerthete
Atomistik anzusehen sein und haben als solche auch heute noch ihre
Bedeutung. Die Theile der Physik, fir welche die atomistische An-
schauung von der Constitution der Materie wesentlich erscheint, haben
erst verhiiltnissmiissig spiit eine theoretische Durcharbeitung erfahren;
dahin rechne ich z B. die Theorien der Dispersion und Absorption
des Lichtes, die Theorie der Electrolyse — die kinetische Gastheorie
hatte allerdings schon frither werthvolle Bearbeitungen aufzuweisen.

Die nothwendige niihere Ausarbeitung der atomistischen Hypo-
these fiel sehr verschieden aus, je nach dem Ausgangspunkt der
Forschung oder nach den Zwecken, welchen die Forschung dienen
sollte. s mag hier an die Vorstellung der Atome als Aetherwirbel
von W. Thomson oder an die Behandlung kugelformiger Atome,
welche aus concentrischen Schichten verschiedener Elasticitiit bestehen,
gleichfalls bei W. Thomson?), erinnert werden.

Wenn ich hier weiter der Arbeiten von Helmholtz iiber Dis-
persion und Electrolyse gedenke, in denen von der Atomistik aus-
giebig Gebrauch gemacht wird, vermag ich noch keinen Widerspruch
mit obigem Citat zu erblicken. Es handelt sich hier nicht um eine
Inconsequenz, welche die Atomistik in einer Disciplin anerkennt, in
einer anderen bestreitet; es handelt sich vielmehr darum, in einer
Disciplin mit Hiilfe der Atomistik gefordert, in einer anderen Disci-
plin durch die Atomistik nicht gehemmt zu werden.

1) Helmholtz, Vortriige und Reden 1884. 2. p. 47 in der Gediichtnissrede
auf Magnus.

2) W. Thomson, Lectures on Molecular Dynamics. John Hopkin's Uni-
versity, Baltimore, October 1884 (autographirt).
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Wenn es zweifellos ist, dass fiir eine ganze Reihe von physika-
lischen Vorgiingen die atomistische Constitution der Materie giinzlich
unwesentlich ist, withrend sie fiir andere Vorgiinge wesentlich erscheint,
dann wird es auch naturwissenschaftlich von Bedeutung sein, diesen
Unterschied theoretisch zum Ausdruck zu bringen. Es wiirde der
Erkenntnissstandpunkt getriibt werden, wenn man diesen Unterschied
einem falschen Monismus zu Liebe verwischen oder gar unterdriicken
wollte.

Die Stiirke der Theorien beruht, von diesem Standpunkt aus an-
gesehen, ebensowohl in dem, was sie von der Natur wiedergeben,
wie in dem, was sie nicht wiedergeben. Dadurch wird priicise zum
Ausdruck gebracht, welche Bedingungen fiir eine Erscheinung wesent-
lich, welche unwesentlich sind; und darauf kommt viel an.



V. 2) Die Hydrostatik in Bezug auf innere Theile der
Fliissigkeiten (Hydrostatik im gewdhnlichen Sinne des
Wortes).

§ 93, Binfiihrung des Druckbegriffs in die Hydrostatik.
Ableitung der Grundgleichungen der Hydrostatik (Euler). Die
hydraulische Presse.

Die Hydrostatik verbindet die Vorstelluing der allseitigen Ver-
schiebbarkeit der Fliissigkeitstheilchen im Innern mit dem Begriff des
Drucks. Wir verstehen unter Druckkraft eine Kraft, welche auf eine
Fliiche wirkt, im Gegensatz zu einer Fernkraft, welche auf ein Massen-
oder Volumelement wirkt. Ein Gewicht, auf eine feste Unterlage
aufgesetzt, driickt auf die gemeinsame Berithrungsfliche mit dieser
Unterlage, und wir bezeichnen in diesem speciellen Fall das Verhiilt-
niss des Gewichts zur gemeinsamen Berithrungsfliche mit der Unter-
lage als Druck; Druck ist also die Druckkraft auf die Flicheneinheit
der gemeinsamen Berithrungsfliche.

Ohne die Elasticitiitstheorie voraussetzen zu wollen, kénnen wir
zur Ausbildung der Anschanung hier aus der Elasticititstheorie
Folgendes mittheilen: In der Elasticititstheorie fester Korper wird
gezeigh, wie im Zustand des Gleichgewichts der Druck im Allgemeinen
schief zu dem Fliichenelement gerichtet ist, auf welches er als wirkend
zu betrachten ist. Dreht man ein Flichenelement um einen Punkt,
so gehért zu jeder Lage des Flichenelementes ein anderer Druck.
Die Vertheilung der Druckkriifte um einen Punkt auf ein so beliehig
gedrehtes Flichenelement lisst sich durch die Oberfliiche eines Ellip-
soides veranschaulichen: durch das sogenannte Druckellipsoid,

Ein cylindrischer Stab, durch ein #iusseres Drehungsmoment um
seine Axe gedreht, weist im Innern Druckkriifte auf, welche schiebend
in der Fliche wirken, zu der sie gehéren. Die senkrecht zur Cylinder-
axe gelegenen Querschnitte haben sich drehend gegen einander ver-
schoben und streben vermdge der inneren Druckkriifte in die Gleich-
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gewichtslage zuriick, ohne dass senkrecht zu ihnen Druckkriifte wirken.
Es ist dies ein sehr specieller Fall der elastischen Druckvertheilung
im Innern, welcher ohne genaue Kenntniss der Flasticititstheorie, fiir
die Anschauung hinreichend zuginglich, erweisen soll, dass physika-
lisch ein Druck im Allgemeinen nicht senkrecht zu dem Flichen-
element gerichtet zu sein braucht, auf welches er wirkd.

Wollten wir nun diese allgemeinen Vorstellungen iber die Ver-
theilung der Druckkriifte um einen Punkt auf das Innere von Fliissig-
keiten iibertragen, so wiirde die ungleiche Vertheilung dieser Druck-
kriifte einen inneren Bewegungszustand der Flissigkeit zur Folge
haben miissen, wie ein solcher eben im Zustand des Gleichgewichts
ausgeschlossen sein soll. Mit dem Gleichgewichtszustand einer Fliissig-
keit vertriiglich kann es nur sein, wenn zu jedem Flichenelement ein
senkrecht gerichteter Druck gehort und der Druck fiir jeden Punkt
nur einen Werth hat, unabhiingig von der Lage des Flichenelementes,
welches ihm zur Wirkung geboten wird. Der Druck wird fiir Gleich-
gewichtszustinde eine eindeutige und stetige Function des Ortes z, y, #
sein miissen.

Beziehen wir nun eine Fliissigkeitsmasse auf ein geradliniges
rechtwinkliges Coordinatensystem x, y, 2, und betrachten wir ein nach
diesen Coordinaten orientirtes unendlich kleines Prisma im Innern
der Fliissigkeit, so werden im Gleichgewichtszustand die Componenten
der in Summa von aussen auf dieses Prisma einwirkenden Krifte
einander aufheben miissen. Diese Kriifte werden sich im Allgemeinen
aus hydrostatischen Druckkriiften zusammensetzen, welche auf die
Oberfliiche des Prismas wirken, und aus Fernkriften irgend welcher
Art, welche auf die Masse des Prismas wirken.

Bezeichnen wir den Druck fiir eine Stelle im Innern der Fliissig-
keit mit p und betrachten p als Function von z, y, z, so wirkt aof
das dem Coordinatenanfangspunkt zugewandte Flichenelement dyds
in der Richtung der z-Axe von aussen die Druckkraft p.dydz, auf
das gegeniiberliegende, dem Coordinatenanfangspunkt abgewandte
Fliichenelement von aussen die Druckkraft — p. 4 axdydz. Bezeichnen
wir ferner die Componenten der fernwirkenden Kraft auf die Massen-
einheit mit X, Y, Z, mit & die Dichte der Fliissigkeit, so wird die
in die Richtung der z-Axe fallende Componente der fernwirkenden
Kraft auf das Prisma sein &éXdxdydz. Nach den Grundsiitzen der
Statik ist dann im Zustand des Gleichgewichts:

(1) eXdedyds + pedydz — ps 4 axdydz = 0.
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Nun liisst sich p,. 4. in eine sogenannte Taylor’sche Reihe
entwickeln. Diese Entwickelung lehrt eine Function in der Nachbar-
schaft eines Punktes kennen, wenn fiir diesen Punkt selbst die
Function mit ihren Eigenschaften bekannt ist. Es liisst sich so ent-

wickeln:
0 da* (0*
Pz dz == Pz + dz (‘3%)1”"‘ 1—?2 ('3‘_::);"' s

Diese Entwickelung in (1) eingesetzt, kinnen wir uns bei hin-
reichend kleiner Wahl des Fliissigkeitsprismas, welcher nichts ent-
gegensteht, welche im Gegentheil die Priicision des Druckbegriffs p
fordert, auf die beiden ersten Glieder der Entwickelung beschriinken
und erhalten:

eXdadydz — g—i—: dedyds =0,
oder unter Fortlassung des Volumelementes dzdydz:
dp

S

Kniipfte die Ableitung dieser Gleichung an die Druckkriifte auf die
Flichenelemente dyds unseres Prismas und an die Componenten der
Fernkriifte in der Richtung der x-Axe, so erhalten wir analoge
Gleichungen, indem wir an die Druckkriifte auf die Flichenelemente
dzdz, dzdy unseres Prismas und an die Componenten der Fernkriifte
Y, Z kniipfen. In dieser Weise ergeben sich die von Euler her-
rithrenden Grundgleichungen der Hydrostatik:

0 P ? 3
(2) 7= =1X, —a-‘;}meY, 7 =22,

Diese Gleichungen lassen sich weiter in der Form zusammen-
ziehen:

(3) dp = &¢(Xdz + Ydy + Zdz).

Diese Formel lehrt, in welcher Weise die Druckzunahme im
Innern einer Flilssigkeit durch die von aussen wirkenden Fernkriifte
gegeben ist.

Wirken gar keine iiusseren fernwirkenden Kriifte auf die Fliissig-
keitsmasse, dann werden X == 0, ¥ =0, Z = 0, und es folgt aus (3)
p == Const. Der Druck ist fiir eine solche Fliissigkeit an allen Stellen
im Innern derselbe, er ist wesentlich gegeben durch den Druck, der
an der Oberfliche der Fliissigkeit herrscht. Schliessen wir eine
Fliissigkeit in ein Gefiiss ein und iiben mit Hiilfe eines Stempels
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einen Druck auf das Innere aus, so pflanzt sich der Druck mit
gleicher Stirke durch die ganze Flissigkeitsmasse fort (Satz von
Pascal).

Eine praktische Verwerthung dieses Satzes bietet die hydrau-
lische Presse. Hier kann man durch geringen Kraftaufwand auf einen
Stempel mit kleinem Querschnitt einen grossen Kraftaufwand auf den
Boden der Presse mit grossem Querschnitt ausiiben. Wenn auch die
Fliissigkeit innerhalb der Presse (Wasser) der Schwerewirkung unter-
liegt, so spielt diese gegenitber dem hydrostatisch durch den Stempel
ausgelibten Druck doch eine ganz unwesentliche Rolle, wie ans der
Darstellung von § 95 hervorgehen wird. Wollen wir trotzdem den
durch die Schwerewirkung hervorgerufenen Antheil des Drucks be-
riicksichtigen, so ist zu bemerken, dass diese verschiedenen Antheile
des Gesammtdrucks einfach den Satz der Superposition befolgen.

Wirken fiussere fernwirkende Kriifte auf die Flilssigkeitsmasse
ein, und beriicksichtigen wir, dass sich die Dichtigkeit einer Fliissig-
keit als eine Function des Druckes darstellen lassen wird, so konnen
wir (3) in der Form schreiben:

(4) 9 _ Xaz + Yy + Zdz

und die linke Seite der Gleichung als ein vollstindiges Differential
auffassen. Unsere hydrostatische Grundgleichung (4) fordert, dass
dann auch die rechte Seite ein vollstindiges Differential ist. Diese
Forderung steht in Zusammenhang mit einer anderen Forderung, mit
der wir uns gelegentlich der Behandlung des Satzes von der leben-
digen Kraft beschiiftigt haben, das ist die Forderung, dass die in den
Componenten X, Y, Z vorliegenden Fernkriifte ein Potential haben
milssen.

§ 94. REinfiihrung des Potentialbegriffs in die Hydrostatik.
Die Fliichen gleichen Potentials, Niveaus oder Drucks (Clairaut).
Die Begiehungen zwischen Druck und Potential bei tropfbaren und

gasformigen Fliissigkeiten.

Lassen wir fiir den Augenblick einmal die Frage ganz dahin-
gestellt, ob die in der Natur vorliegenden Kriifte ausnahmslos ein
Potential haben oder nicht (cf. § 65), so wiirde sich als Folge der
Ende des vorigen Paragraphen angestellten Betrachtungen ergeben,
dass nur bei solchen Fernkriiften hydrostatische Gleichgewichtszustiinde
miglich sind, die ein Potential haben. Fiir die Kigenschaften dieses
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Potentials werden wir aber noch weiter die Forderung aufzustellen
haben, dass das Potential eine eindeutige stetige Function des Ortes
ist; es hiingt das mit der gleichfalls im vorigen Paragraphen aufge-
stellten Forderung zusammen, dass der Druck fiir Gleichgewichtszu-
stiinde eine eindeutige und stetige Function des Ortes sein muss. Ks
giebt Fille, in denen das Potential keine cindeutige Function des
Ortes ist, das Potential elektromagnetischer Kriifte ist eine solche
Function, dann sind hydrostatische Gleichgewichtszustinde unmdglich.
Wir setzen im Folgenden die Existenz eines Potentials als ein-
deutige Function des Ortes voraus und geniigen damit den an-
schliessenden Anwendungen. Unter Bezugnahme auf § 63 (1) setzen wir:
oU oU oU
(1) X = ¥t Y= ‘5!_;'! TR Y
dann fithrt die Grundgleichung der Hydrostatik § 93 (3) auf die
Gleichung:

(2) dp = ¢dU.

Z

Wir kinnen diese Gleichung in der mannigfaltigsten Weise zur
Ausarbeitung und Vertiefung unserer Anschauung verwerthen. Wir
kinnen uns die ganze Fliissigkeitsmasse von Flichen I = const.
durchzogen denken. Man bezeichnet diese Flichen als Fliichen con-
stanten Potentials, als Niveauflichen. Diese Fliichen sind einmal da-
durch charakterisirt, dass, wenn man in ihnen um eine Wegstrecke ds,
deren Componenten dz, dy, dz sind, fortschreitet, ist:

(3) 0=dU= Xdax + Ydy 4 Zdz.

Bezeichnet man die Resultante, deren Componenten X, ¥, Z sind,
mit R, so folgt aus (3):
ke
R ds
das besagt: die Potentialflichen verlaufen senkrecht zu den Kraft-
richtungen, zu den Kraftfiden.

Im Hinblick auf Schwere, Gravitation und andere Kriifte kénnen
wir dann weiter die Anschauung entwickeln: Die Potentialfliichen ver-
laufen entweder in sich geschlossen oder sie endigen in starren
Grenzfliichen, durch welche die Fliissigkeit in ihrer Gesammtmasse
zusammengehalten wird, wie z B. im Falle der Schwere. Wir werden
im letzten Falle die Niveaufliichen als Theile geschlossener Flichen
aufzufassen haben, welche von den Gefiisswiinden ausgeschnitten
werden.

Y d Z d :
(4) 0= + % dr + 5 g = cos(Rds),

ds
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Die Gleichung (2) liefert nun weiter zur Ausarbeitung unserer
Anschauung das Resultat, dass die Flichen constanten Potentials zu-
gleich Flichen constanten Drucks sind — oder wie wir sie im Hin-
blick auf den hydrostatischen Charakter nennen kionnen: Gleich-
gewichtsfliichen.

Eine solche Niveau- und Gleichgewichtsfliche wird auch die
freie Oberfliiche sein; wiirde in ihr eine Druckiinderung vorkommen,
so wilrde dies einer Bewegungstendenz gleichkommen, welche bei
(leichgewichtszustinden ausgeschlossen ist.

Eine solche Niveau- und Gleichgewichtsfliche ist auch, wie so-
gleich gezeigt werden soll, die Trennungsfliche zweier aneinander
grenzenden Fliissigkeiten. Bezeichnen wir die Dichtigkeiten der beiden
Fliissigkeiten mit & und &, so werden fiir die beiden Fliissigkeiten
nach (2) einzeln die Gleichungen gelten:

(5) dp=¢&dU, dp=&dU.

Diese Gleichungen sollen an der Trennungsfliche zusammen bestehen,
das ist nur moglich, wenn beim Fortschreiten lings der Trennungs-
fliche dp = 0 auch d U/ = 0 ist, und damit ist die ausgesprochene
Behauptung bewiesen, nach der auch die gemeinsame Trennungsfliiche
zweier aneinander grenzenden Fliissigkeiten eine Niveau- und Gleich-
gewichtsfliche ist.

Wir wenden nun zur weiteren Behandlung die fundamentale
Gleichung (2) auf die beiden Haupttypen von Fliissigkeiten an, mit
denen wir es in der Wirklichkeit zu thun haben: auf tropfbare und
gasférmige Fliissigkeiten. Tropfbare Fliissigkeiten sind hinsicht-
lich ihres Verhaltens der Dichte gegeniiber Druckkriiften dadurch
charakterisirt, dass ihre Dichte im Wesentlichen eine Constante ist
oder nicht allzuviel davon verschieden. Gase befolgen im Wesent-
lichen das Mariotte'sche Gesetz, nach dem die Dichte proportional
dem Druck zunimmt.

Im Allgemeinen wiirden wir die Dichte einer Fliissigkeit als eine
empirisch zu bestimmende Function des Drucks einzufiihren haben,
diese empirisch zu bestimmende Function wird sich aber thatsichlich
immer entweder an den einen oder an den anderen der beiden soeben
charakterisirten Typen anlehnen lassen. Darin liegt die Berechtigung,
diese Typen einzeln theoretisch zu behandeln,

Fiir tropfbare Flissigkeiten, fiir welche die Dichte ¢ im Wesent-
lichen als eine Constante zu behandeln ist, liefert die Integration von (2):
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(6) p—py=28U—T).

Fiir Gase, fiir welche die Dichte & im Wesentlichen proportional
dem Druck zu setzen ist, also & = ¢p, liefert die Integration von (2):

) log p — log p, = ¢(U — U,).

In diesen Gleichungen (6) und (7) bedeuten die Werthe p und U
ohne Index, ebenso wie die Werthe p, und U, mit Index zusammen-
gehdrende Werthe von Druck und Potential. Wir haben in (6) und (7)
fir den jedesmaligen speciell vorliegenden Fall nur den Werth fiir
das Potential U einzusetzen, um ein vollstindiges Bild der Druck-
vertheilung im Innern der Flilssigkeit zu erhalten, wie im Folgenden
an einigen einfachen Beispielen gezeigt werden soll.

§ 95. Anwendung auf eine unter Einwirkung der Schwere ruhende
Fliissigkeitemenge. Satz von den communicirenden R&hren.

Wir wenden die Gleichung § 94 (6) auf eine Fliissigkeitsmasse
an, welche keiner anderen Kraft, als der Schwere an der Erdoberfliiche
unterliegt. Nach dem S. 250 Beigebrachten haben wir dann entweder
ein unendliches Niveau in Betracht zu ziehen, oder wir haben die
Fliissigkeitsmenge durch starre Wiinde eines Gefiisses zu umschliessen,
welches nur nach oben offen sein kann — andernfalls ist ein (leich-
gewicht der Flissigkeit unmoglich,

Rechnen wir die #-Axe vertical nach unten in der Richtung der
Schwere, dann ist:

(1) U=gz, p=p, + &g9(2 — 2,).

Hierin beziehen sich die durch den Index O ausgezeichneten
Werthe p, und #, auf irgend eine Stelle der Flissigkeitsmenge, sie
konnen z B. auch auf eine Stelle der Oberfliche bezogen werden.
Von den capillaren Erhebungen der Oberfliche am Rande des Ge-
fiisses sehen wir hier als unwesentlich ab; die Fliissigkeitstheile an
diesen Stellen haben nicht die Eigenschaft, welche wir fiir das Innere
der Fliissigkeit vorausgesetzt haben: Allseitige, arbeitslose Verschieb-
barkeit.

Die Gleichungen (1) besagen nun, dass fiir eine der Schwere im
Zustand des Gleichgewichts unterworfene Flilssigkeit, fiir welche die
Dichte ¢ als eine Constante angesehen werden kann, die Nivean- und
Druckfliichen horizontal verlaufen. Indem die’ freie Oberfliiche als eine
solche Niveau- und Druckfliiche angesehen werden kann, wird auch
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die freie Oberfliche — abgesehen von den hier ausgeschlossenen
capillaren Erhebungen — horizontal verlaufen. Der Druck nimmt

proportional mit der Tiefe zu, er hiingt z B. in keiner Weise von
der Gestalt des Gefiisses ab.

Als eine unmittelbare Folge der zuletzt entwickelten Thatsache
ergiebt sich der sogenannte Satz von den communicirenden
Rohren. Fiillen wir eine Fliissigkeit ohne Luftblasen in Réhren von
beliebiger Weite — es diirfen nur keine sogenannten capillaren Rhren
sein —, die mit einander in Verbindung stehen (die communiciren),
so wird in beiden Schenkeln die Fliissigkeit gleich hoch stehen,
Nehmen wir einen horizontalen Querschnitt im Innern, so ist dieser
eine Fliche constanten Drucks, ob wir nach (1) den Druck von der
einen oder von der anderen Seite in Rechnung ziehen, es ist derselbe,
bedingt durch die gleiche Hohe der Fliissigkeitssiulen in beiden
Schenkeln, unabhiingig von der — etwa auch wechselnden — Weite
der Rohren. Darauf beruht das Gleichgewicht einer und derselben
Fliissigkeit in den communicirenden Rihren,

Giessen wir aber in ein System communicirender Rihren nach
einander zwei verschiedene sich nicht mischende Fliissigkeiten, zuerst
die schwerere mit der Dichte ¢, dann die leichtere mit der Dichte
&, so werden beide Fliissigkeiten in den Schenkeln ungleich hoch
stehen. Die Trennungsfliiche beider Fliissigkeiten gegen einander ist
nach § 94 (5) eine Fliiche constanten Drucks, auf sie wird von der
einen Seite der hydrostatische Druck &g¢h,, von der anderen Seite
der hydrostatische Druck egh, ausgeiibt. Im Zustand des Gleich-
gewichts miissen wieder beide Drucke einander gleich sein, d. h,
e muss sein:

&hy = &hy oder b :hy= -:l_ . ;1;

Die Hohen verschiedener Fliissigkeitssiiulen in communicirenden
Réhren fiber der gemeinsamen Trennungsfliche verhalten sich um-
gekehrt wie die Dichtigkeiten unabhiingig von der — etwa auch
wechselnden — Weite der Rohren.

§ U6. Anwendung auf eine unter Einwirkung der Schwere in
einem cylindrischen Gefiiss rotirende Fliissigkeitsmenge.

Wir machen endlich von unseren hydrostatischen Grundgleichungen
§ 94 (2) bezichungsweise (6) eine Anwendung auf rotirende Fliissig-
keitsmengen unter Einwirkung der Schwere. Hs ist schon § 90 am
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Ende darauf hingewiesen, dass die Moglichkeit der Anwendung der
Hydrostatik auf rotirende Fliissigkeitsmassen, also auf Flilssigkeiten
im Zustand der Bewegung darauf beruht, dass im stationiiren Zustand
keine Verschiebung der Theilchen gegen einander eintritt; dieses war
aber bisher die Grundlage, auf der wir die Hydrostatik entwickelt
haben. Man spricht in diesem Sinne von der Gleichgewichtsgestalt
rotirender Fliissigkeiten.

Die Behandlung besteht nun darin, dass wir die Centrifugalkraft
als statisch wirkende Kraft ebenso wie die Schwere von vorneherein
einfilhren. Die Fliissigkeit befinde sich in einem Gefiiss, z B. in
einem Kreiscylinder, der um seine verticale Axe rotire. Die Form
des Gefiisses ist solange gleichgiiltig, als nicht etwa durch sie der
Eintritt eines stationiiren Bewegungszustandes gehindert wird.

Es sei T'die Umlaufszeit, dann ist 2x/7" die Rotationsgeschwindig-
keit, die Centrifugalkraft auf die Masseneinheit also (4a%/7%)r, ihre
Componenten nach den horizontalen Axen z und y :(42%7%) « und
(47%/T*)y. Rechnen wir die z-Axe positiv nach oben, also der
Schwere entgegen, so haben wir:

(1) X='¥tl""r) Y=‘:}—-“:y: Z="—'9’
AU = Xdz + Ydy + Zds = 75 (wde + ydy) — gdz,
(2) U= -27—’.!:- (z* + ¥*) — g# 4+ Const.

Die Niveauflichen, beziehungsweise Druckflichen werden also
nach (2) durch ein System congruenter paralleler Rotationsparaboloide
gebildet. Ein solches Rotationsparaboloid ist auch die freie Ober-
fliiche.

Wir konnen die Constante der Gleichung (2) — oder wie man
sich auch auszudriicken pflegt den Parameter fiir die freie Ober-
fliche — in verschiedener Weise bestimmen: Einmal kinnen wir die
Gleichung (2) auf einen Punkt der Oberfliche anwenden, als solcher
erscheint besonders geeignet der Punkt, in dem die Rotationsaxe die
Oberfliiche schneidet, es ist dieses der Punkt 2 =0, y =0, 2 =&,
wobei /& die Hohe des Punktes iiber dem horizontalen ebenen Boden
des rotirenden Gefiisses bedeute. Wir erhalten auf diese Weise als
Gleichung fiir die freie Oberfliiche unserer rotirenden Fliissigkeit:

e @4 ) — g (2 — b).

3) 0
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Wir kionnen die Constante der Gleichung (2) auch z B. unter
Bezugnahme auf das Volumen V der Flissigkeitsmenge bestimmen.
Bezeichnen wir die Hohe der freien Oberfliche in dem ruhenden Cy-
linder mit H, den Radius des Cylinders mit R, so haben wir:

R

7 el A i D /"z -

Nun ist nach (2):
1 /8% o
Z_—E(’Ti'? -I—L‘),

also wird: P
=t frar (= (5 o).
1]

Hieraus liisst sich ¢ durch V ausdriicken, oder wenn wir V durch
Rz H ersetzen, bestimmt sich:

¢= Hg — f;f_!,
und es liisst sich die Gleichung der Oberfliche somit in der Form
schreiben:

) 0= 75 @r' — BY) + g(H— ).

Es bestimmt sich hieraus die tiefste Stelle der Oberfliche des
rotirenden Fliissigkeitseylinders fiir » = 0:

nt
g = H—'- ‘E—T—.' .Rs,
die hichste Stelle des rotirenden Fliissigkeitscylinders fiir » = R:
,"
&= I‘f*"‘ -571';;' HA

Es folgt also fiir den rotirenden Fliissigkeitscylinder der Satz, dass
sich die hochste Stelle der Oberfliche um denselben Betrag (%4 7'%) R*
iiber das urspriingliche Niveau der rubenden Oberfliche hebt, um den
gich die tiefste Stelle der Oberfliiche senkt.

Der Brown'sche Tourenzihler benutzt diese Consequenz und ge-
stattet aus der Messung dieses Betrages (x%¢ 1) R* auf die Umlaufs-
zeit einer rotirenden Axe, auf welche der Tourenzihler aufgesetzt
wird, zuriickzuschliessen.

Was schliesslich die Vertheilung des Drucks unserer unter
Einwirkung der Schwere rotirenden Flilssigkeitsmenge betrifft, so
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liefert die Gleichung § 94 (6) in Verbindung mit unserer Glei-
chung (2):
2=y + & (U— Up) = p, + &9 (2 — £),

also unveriindert das Resultat unserer Gleichung § 95 (1). Wir
kinnen also sagen: Ob die Flissigkeitsmenge rotirt oder nicht,
der Druck im Innern unter Einwirkung der Schwere ist bestimmt
durch die Hohe der verticalen Fliissigkeitssiule tiber dem in Betracht
kommenden Punkt.

§ 97. Die auf einen Korper im Innern einer Fliissigkeit ausgeiibten
hydrostatischen Druckkriifte und Drehungsmomente. Hiilfssatz von
der Verwandlung eines Raumintegrals in ein Flichenintegral.

Haben wir irgend eine Flilssigkeit (oder ein Gas), anf welche
iiussere Kriifte wirken, und tauchen wir irgend einen Korper, auf
welchen gleichfalls iiussere Kriifte wirken, in diese Flilssigkeit ein, so
werden im Zustand des Gleichgewichts auf jedes Oberflichenelement
des eingetauchten Kérpers do hydrostatische Druckkriifte: pdo wirken,
wo p den hydrostatischen Druck im Innern der Fliissigkeit an der
Stelle bedeutet, an der sich das Oberflichenelement do befindet.
Dieser Drack wirkt senkrecht zu do in der Richtung der Normalen n
in das Innere des eingetauchten Korpers hinein. Die (Gesammtheit
der Componenten der hydrostatischen Druckkriifte parallel der z-, y-, -
Axe wird so:

X/ = /p cos (na)do,
(1) & m];} cos (ny)do,

VA =jp cos (nz)do.

Diese Integrale haben nun eine Form, die in einem wichtigen
Hiilfssatz der Analysis vorkommt; es ist das ein unter dem Namen:
poatz von der Verwandlung des Raumintegrals in ein
Flichenintegral® bekannter Satz, den wir hier zuniichst beweisen
wollen. s sei p eine in einem geschlossenen Raume allenthalben
endliche und stetige Iunction, so besagt dieser Satz, dass

jf/—g’:— dedydes = _—}:./‘p cos (na)do,

wobei sich Integral rechts tiber die Oberfliche des geschlossenen
Raumes erstreckt, und das obere Vorzeichen gilt, wenn die Normale »
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wird der Charakter der Adhiisionskriifte derselbe sein wie der der
Cohiisionskriifte, insofern die Wirkungssphiire der Adhiisionskriifte ebenso
wie die der Cohiisionskriifte als eine nur sehr wenig ausgedehnte ein-
zufiithren sein wird.

Wir gehen zur Aufstellung des allgemeinen Ausdrucks fiir den
normalen Trennungsflichendruck zweier Fliissigkeiten (1) und (2) in
das Innere von (1) hinein.!) Wir schreiben zur Abkiirzung

1 1 1

E= et

und bezeichnen durch die Indices 1 und 2 das, was sich auf die
Fliissigkeiten (1) und (2) bezieht, und zwar besage z. B. die Reihen-
folge (12), dass die Wirkung von (1) auf (2) in Betracht komme.
Um Vorzeichenfehler zu vermeiden, werden wir am besten von einer
ebenen Trennungsfliche ausgehen. Eine gekriimmte Trennungsfliiche
behandeln wir dann so, dass wir in dem in Betracht kommenden
Punkt eine Tangentialebene legen; fiillt die Tangentialebene in das
Innere der Fliissigkeit (1), so kommt zu der Wirkung des durch diese
Ebene begrenzten Theiles der Fliissigkeit (1) noch ein weiterer von (1)
herrithrender Term hinzu — fillt die Tangentialebene ausserhalb, so
ist er in Abzug zu bringen.

In dieser Weise ergiebt sich dem Vorzeichen nach richtig in dem
bisherigen Sinne:

Sl : | Sl‘ 1
N o= (Ku * FRJ) > 55 (Kn F S"ﬁ) rh (Ku + ‘ji) e (Kn + S‘j’g‘)
1
= K, — Ky + K}, _Kuj:ﬁ(su + Sy — Sig — Sy).
Hierin gilt das obere Vorzeichen fiir convexe Oberflichen (1) von (2)
aus gesehen, das untere Vorzeichen fiir concave Oberflichen (1) von

(2) aus gesehen.
Schreiben wir wie bisher:

N=EK+3%,
so haben wir also:

1) Die folgende Darstellung enthiilt die Widerlegung einer Reihe von
van der Mensbrugghe geltend gemachter Einwiinde gegen die Theorie von
Laplace, sie lehnt sich an meine in Wiedemann’s Annalen Bd. 16 verdffent-

- lichte Arbeit aus dem Jahre 1882, welche ich damals betitelte: ,Ueber die Mole-
kularanziehung von Flissigkeiten auf einander — eine Bezeichnungsweise, die
ich heute nach den Auseinandersetzungen von § 99 nicht mehr vertrete.

Volkmann, Theoretische Physik, 18
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K=K|1_‘K2!+K2_Ksu :
S = Su+ Sss_ Su""Sn-

Unter Bezugnahme auf das allgemeine Reactionsprincip wird nun
in unserer Bezeichnung sein: :
oL Ky = Ky, S:s = Sy,
mithin:
(1) K=K, — K,
S= 8,4 8 —28,,.

Die Gleichungen (1) geben die einfache Erklirung dafiir ab, wie
es kommt, dass z B. die Verunreinigung oder auch physikalische
Modification ebener Oberflichenstiicke von Flissigkeiten die Er-
scheinung des Ansteigens in capillaren Rohren in keiner Weise be-
einflusst, withrend die leiseste Verunreinigung der gekriimmten
Oberfliiche innerhalb des Capillarrohres die Steighthe sehr wesentlich
modificirt.

Fassen wir die Verunreinigung als diinne Oberfliichenschicht (2)
auf, so werden wir die Gesammtheit der ebenen Binnendrucke, in das
Innere von (1) gerichtet, erhalten:

(2) KﬁKnt_&s+Kss=Ku-

Der ebene Binnendruck bleibt also wesentlich derselbe, gleichviel
ob auf der ehenen Oberfliche von (1) eine ditnne Schicht (2) aus-
gebreitet ist oder nicht; er wiirde nur dann eine Modification erleiden,
wenn die Schicht (2) eine endliche Dicke erreichte, und die Schwere-
wirkung bei einer Differenz der specifischen Gewichte von (1) und (2)
in Rechnung zu ziehen wiire.

Die Verunreinigung der gekriimmten Oberfliche im Innern eines
Capillarrohrs wiirde aber an Stelle von S,, ergeben:

(3) S = Sss + (Su -+ Sn 2 2’5‘13)-

Es wird also bei experimentellen Untersuchungen der von uns als
Oberfliichenspannung oder Oberflichenenergie einer Fliissigkeit einge-
filhrten Grosse Alles auf die Reinheit der gekriimmten Oberfliche im
Inneren des Capillarrohres ankommen.

Die Ausdriicke (1) werden streng genommen auch fiir eine so-
genannte freie Oberfliiche in Betracht zu ziehen sein, denn physikalisch
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wird es freie Oberflichen in dem bisher verwertheten Sinne nicht
geben. Jede Flissigkeitsoberfliche verdampft, und so wird es sich
streng genommen auch bei sogenannten freien Oberflichen um Tren-
nungsfliichen handeln, in denen eine Fliissigkeitsoberfliche sich mit
ihrem eigenen Dampf im thermodynamischen Gleichgewicht befindet.
In der Regel wird es sich aber weiter auch um Fliissigkeitsoberflichen
handeln, die mit der umgebenden atmosphiirischen Luft in unmittel-
barer Berithrung stehen.

Man pflegt in der Mehrzahl der Fille von den Cohiisions- und
Adhiisionswerthen des Dampfes und der umgebenden Luft abzusehen
und in (1) zu setzen Sy == 0, S, = 0. Wir werden dann einfach
S =8, =38, schreiben und von den nominellen Werthen der
Oberflichenenergie beziehungsweise Oberflichenspannung im Gegen-
satz zu den wirklichen Werthen der Oberflichenenergie und Ober-

flichenspannung sprechen, welche durch (1) ihre Definition gefunden
haben.

Der Einfluss der umgebenden Luft (Absorption) und der Vorgang
der Verdampfung mogen es zu einem Theil’) bedingen, dass frisch
gebildete Oberflichen nicht sofort eine constante Oberflichenspannung
aufweisen, und dass z B. Beobachtungen mit luftgesiittigtem Wasser
constantere Resultate liefern, als Beobachtungen mit aunsgekochtem
Wasser. Die Oberfliche muss sich eben zuniichst mit ihrer Umgebung
in (leichgewicht setzen.

Von Interesse fiir die Tragweite unserer Auseinandersetzungen
ist die Bemerkung, dass unsere theoretischen Entwickelungen die Be-
dingungen dafiir enthalten, in welchen Fillen zwei Fliissigkeiten als
nicht mischbar und in welchen Fillen zwei Fliissigkeiten als mischbar
bezeichnet werden konnen.

Zwei Fliissigkeiten sind als nicht mischbar zu betrachten,
wenn sie sich in einer Trennungsfliche gegen einander abgrenzen,
wenn sie also eine Trennungsflichenspannung oder -energie gegen
einander aufweisen, welche sich als wesentlich positiver Werth
darstellen muss. Bezeichnen wir diesen Energiewerth mit Sy, so
wird also sein miissen:

1) Kin anderer Einflugs ist von mir Wiedemann's Annalen, Bd. 53,
Seite 669 und folgende (1804), besprochen worden,
18%
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(4*) Sig = 811 + Sps — 283> 0, Sy < Sy ‘L‘_sg,_,
Im Falle jedoch:
(4" Sis = Sy + Sps — 28, 2 0, 84S 8ix _;_ By

ist, wird die Existenz eciner Grenzfliche unméglich sein, die beiden
Fliissigkeiten sind mischbar,

Sind Flitssigkeiten mischbar, so konnen wir physikalisch die beiden
Fille unterscheiden, in denen die Mischung eine rein iiussere, wie man
zu sagen pflegt ,mechanische® ist, und in denen die Mischung eine
mehr innere ,physikalische“ ist. Den ersten Fall werden wir da-
durch definiren kénnen, dass fiir ihn ist:

(4°) Sis = Su + Spg — 2813 = 0.

Dieser Fall wird z. B. vorliegen, wenn es sich um Mischung einer
und derselben Fliissigkeit bei verschiedenen Temperaturen handelt.

Wenn wir z B. die gekriimmte Oberfliche im Innern eines Ca-
pillarrohrs lokalen Temperaturiinderungen aussetzen, derart, dass wir
die Oberfliiche als mit einer diinnen Schicht gleicher Flissigkeit aber
etwas anderer Temperatur bedeckt ansehen kinnen, dann liefert die
Anwendung von (4°) auf (3) das Resultat:

S = Sﬂ ot (Su ofs Sss 2 2813) - Ss:-

Diese Gleichung besagt: Bei Beobachtung capillarer Steighthen
einer Flissigkeit wird es auf die Temperatur der gekriimmten Ober-
fliiche im Innern des Steigrohrs ankommen, wihrend die Temperatur
der darunter liegenden Fliissigkeit das Phiinomen nur insofern un-
wesentlich bedingt, als das specifische Gewicht der Flissigkeit von
der Temperatur in geringem Maasse beeinflusst wird.

§ 103. Einfiibriing des Randwinkels. F. Neumann’s Satz.
Physikalische Discussion iiber Randwinkelwerthe und ihre Bedeutung.

Charakteristisch fiir sich nicht mischende Flilssigkeiten ist der
Randwinkel, unter dem dieselben zusammenstossen. Nehmen wir
drei nicht mischbare Fliissigkeiten (1), (2), (3), welche lings eines
Curvenzuges zusammenstossen und concentriren wir die Aufmerksam-
keit auf ein Element dieses Curvenzuges dl,,. Nach der Entwicke-
lung des Begriffs der Oberfliichenspannung werden dann tangential zu
den drei Trennungsfliichen (12), (23), (31) und senkrecht zu dl,y, die




§ 108. Einfiihrung des Randwinkels, F. Neumann's Satz. 277

Oberfliichenspannkriifte 7y, 7%, 75 angreifen. Damit diese einander
das Gleichgewicht halten, wird einfach der Satz vom Parallelogramm
der Kriifte erfiillt sein miissen, d. h. jede der drei Grissen 7', Ty,
1’51, entgegengesetzt gerechnet, wird als Diagonale des Parallelogramms,
welches aus den beiden anderen Grossen gebildet werden kann, anzu-
sehen sein. Andere Kriifte als die tangentialen Spannkriifte konnen
aber die Winkel, unter denen die drei Fliissigkeiten lings dl,y, zu-
sammenstossen, nicht beeinflussen, denn nur diese greifen dl ,, selbst
an; die normalen Druckkriifte wirken auf die Trennungsfliichen selbst,
und die Schwere wirkt auf ausgedehnte Volumina,

Dieser Satz von dem Gleichgewicht, welches sich die tangentialen
Spannkriifte dreier Fliissigkeiten unter bestimmten Winkeln halten, ist
in anderer Form zuerst von F. Neumann abgeleitet worden. Er
enthiilt den Satz von der Constanz des Randwinkels, abhiingig von
der Natur der aneinandergrenzenden Medien, in sich; zugleich lehrt
seine Ableitung die Bedingungen kennen, unter denen allein von einer
Constanz des Randwinkels die Rede sein kann,

Die erste Voraussetzung des Satzes ist die Verschicbungsfihigkeit
der Elemente der Trennungsfliche gegen einander, die zweite Voraus-
setzung ist die physikalische Unveriinderlichkeit der aneinander-
grenzenden Oberfliichenelemente der verschiedenen Fliissigkeiten, Beide
Voraussetzungen sind bei endlichen Randwinkeln kaum praktisch vor-
handen oder herstellbar; wir werden daher dem Satz von der Con-
stanz endlicher Randwinkel, abhiingig von der Natur der aneinander-
grenzenden Fliissigkeiten, einen ausschliesslich theoretischen, keinen
praktischen Werth zuzusprechen haben.

Fithren wir nun eine beliebige zu dl,y, senkrechte Richtung als
Orientirungsrichtung ein, z. B. z, so folgt aus dem soeben abgeleiteten
Satz von Neumann, dass die Summe der Componenten der Ober-
fliichenspannkriifte in dieser Richtung verschwinden muss, d. h. also,
dass sein muss:

(1) T cos (Tiyz) + Ty cos (Tasw) + Tsy cos (T52) = 0.
Ersetzen wir die Fliissigkeit (3) durch eine ebene feste Platte,
dann werden die Richtungen von 7% und 7, entgegengesetzt; legen

wir nun weiter die willkiirlich verfiigbare Richtung z in die Richtung
von Ty selbst, so wird (1):

(2) Tys cos (Tis Tss) + Tos — Ty = 0.
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Bezeichnen wir nun als Randwinkel den Winkel
o = (T Ts),
(T13Ty) ==n — w,
3 w' und die Gleichung (2) liefert die Beziehung:

-

Fig 168  dann ist:

7 T;s S Tsll
8 s . |5
(3%) cos @ T
Bezeichnen wir als Randwinkel den Winkel
Fig. 16b. o = (T Ty),
2  dann liefert die Gleichung (2) die Beziehung:

T,
RRLC FOTRE) 08 @ ==

Bezieht sich der Index (2) auf Luft als angrenzende
Fliissigkeit, so ist die erste Bezeichnung fiir Fliissigkeiten (1) fiblich,
die in Capillarrhren ansteigen (Wasser), die zweite fiir Fliissigkeiten,
die in Capillarréhren eine Depression aufweisen (Quecksilber).
Fithren wir in diesem Fall, dass die Fliissigkeit (2) Luft ist, die
nominellen Werthe der Oberflichenspannung 7, beziehungsweise der
Oberflichenenergie S; ein, so konnen wir in den Ausdriicken:
Ty =Ty + Tgy — 2Ty,
Tes = Ty + Tss — 2Ty,
Ty =Ty + Tu—2Ty

Ty=0, T;;=0, Ty=0
setzen, und erhalten:

4 CO8 ), nee S0 —widy bezw. cos@ == 21— 3Tn.
v : 1

Zur Interpretation der Gleichungen (4) ziehen wir es vor uns der
Begriffe der Cohiision und Adhiision zu bedienen, von denen wir ja
§ 99 und 102 erwiesen haben, dass sie zu den Begriffen der tangen-
tialen Spannung lings einer freien Oberfliche oder lings der Tren-
nungsfliche zweier Fliissigkeiten in einfacher Beziehung stehen.

Sehen wir hier die Oberflichenspannung 7', als ein Maass fiir die
Cohiision der Flilssigkeit (1) selbst an, die Grosse 7}, als ein Maass
fir die Adhiision der festen Wand (3) auf die Flissigkeit (1), so
kinnen wir sagen:
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Solange die Adhiision der festen Wand (3) auf die Fliissigkeit
(1) die Cohiision der Fliissigkeit (1) iiberwiegt, solange also Ty > 7|
ist, weist der erste Ausdruck von Gleichung (4) einen imaginiiren
Werth von @ auf. Wir deuten dieses Ergebniss physikalisch dahin,
dass wir sagen: in diesem Fall kann iiberhaupt von einem Randwinkel
der Fliissigkeit gegeniiber der festen Wand nicht gesprochen werden,
die Wand iiberzieht sich in diesem Falle vollkommen mit der Fliissig-
keit (1), die Fliissigkeit (1) benetzt die Wand vollkommen, und es
kann immer nur von einer Contactlinie gesprochen werden, in der
Elemente derselben Fliissigkeit an einander stossen. Wir haben dann
in der ersten Gleichung (4) 7, durch 7, zu ersetzen, und finden
cosw =1, d. h. @ = 0. Benetzende Fliissigkeiten weisen einen ver-
schwindenden Randwinkel auf.

In hervorragendem Grade weisen Glasfliichen gegeniiber Petrolenm
eine sehr vollkommene Benetzbarkeit auf. Die kleinste Berithrung
eines Stiickes Glas in einem kleinen Oberflichenstiick mit Petroleum
genfigh, um mit der Zeit die gesammte Oberfliche des Glases mit
Petroleum zu iiberziehen. Bei Petrolenmlampen umzieht das Petro-
leum von Innen aus die ganze iussere Oberfliche des Bassins, —
Das sogenannte Kriechen der Salze bietet eine ihnliche Erschei-
nang dar.

Kehren wir zur allgemeinen Interpretation der Gleichung (4)
zurlick und fassen, um die Vorstellung zu fixiren, eine in eine Fliissig-
keit eingetauchte verticale Glasplatte oder ein Capillarrohr ins Auge,
so steigt die Fliissigkeit im Falle vollkommener Benetzung der festen
Wandung der Platte oder des Rohres an einer eigenen Iliissigkeits-
schicht empor. Es ist dann 7, > 7). Dieser Fall findet z B. als
der bei weitem gewdhnliche an vollkommen reinen Glasflichen bei
Alkohol und Oel unter gewdhnlicher Temperatur statt. Insbesondere
wird es nicht schwer fallen, vollkommene Benetzung zu erzielen, wenn
man die Platte oder das Rohr zuniichst tiefer unter die Fliissigkeits-
oberfliiche taucht, als es die Beobachtung erfordert. Auch Wasser
wird man in dieser Weiser mit vollkommen reinen Glasflichen zur
Benetzung bringen konnen.

Sobald 7y, = 7', wird, hort die Flissigkeit auf, die Glasfliche
zu benetzen, oder vielleicht noch priiciser ausgedriickt, die Fihigkeit
der Benetzung geht verloren. Der Randwinkel fingt mit Ty <7}
an endlich zu werden, die Fliissigkeit bewahrt aber auch zuniichst
ihre concave Gestalt. Dieser Fall tritt z. B. bei jedem nicht besonders
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gereinigten Glasrohr und Wasser ein. Ein geringes Heben und
Senken des Rohres zeigt aber zugleich, dass die Contactlinie sich
nicht als verschiebbar erweist, dass somit der Satz von der Constanz
des Randwinkels seine praktische Bedentung verloren hat. Sobald
die theoretisch geforderte Verschiebbarkeit der Contactlinie nicht vor-
handen ist, wird man nur innerhalb gewisser Grenzen berechtigt sein,
aus etwa gemessenen Werthen von @ unter Beziehung auf (4) einen
Riickschluss auf das Verhiltniss von 7y, zu 7, zu machen, abgesehen
davon, dass die Contactflichen in ihrer physikalischen Beschaffen-
heit bei der Kleinheit der Wirkungssphiire der Adhiisionskriifte
schwer zu definiren und in unverinderlicher Constanz zu erhalten
sein diirften,

Sobald 7y, = } T}, wiirde theoretisch ® == x/2 sein und die
Flissigkeit also eine véllige Ebene bilden; sobald 7, < 3 1, wiirde
die Fliissigkeit in eine convexe Oberflichenform iibergehen, wie
das bei Quecksilber gegen Glas der Fall ist. Aber auch hier gelten
innerhalb Yiemlich weiter Grenzen unsere Bemerkungen fiber den
Unterschied des theoretischen und praktischen Werthes des Satzes
von der Constanz des Randwinkels. In der That weisen die ver-
schieden ausgefithrten Messungen des Randwinkels von Quecksilber
gegen Glas solche Unterschiede auf, dass die Ausdrucksweise nicht
unberechtigt erscheint: diese Werthe des Randwinkels sind durch eine
Reihe von Zufillligkeiten bedingt. Von Zufall wird in der praktischen
Physik aber in allen den Fiillen zu reden sein, in denen der Experi-
mentator nicht in der Lage ist, die fiusseren Verhiiltnisse beherrschen
zu konnen.

Sehr schén wird das verschiedene Verhalten der Glaswand und
Fliissigkeit durch Beobachtungen von Wolff') an einer und derselben
Flissigkeit bei verschiedenen Temperaturen zur Anschauung gebracht.
Wolff beobachtete die capillare Steighthe von Aether, Schwefelkohlen-
stoff, Naphta, Alkohol bei steigenden Temperaturen bis zur kritischen
Temperatur. Die Flilssigkeit im Capillarrohr durchlief dann vom
benetzenden Zustand alle die Erscheinungen, welche wir zuvor be-
schriehen haben, in der Nithe der kritischen Temperatur wurde die
Oberfliche convex.

1) Wolff: Annales de chimie (3) Bd. 49. Poggendorff's Annalen 102,
S. 688 u. folg., 1857,
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§ 104. Aufstellung der hydrostatischen Gleichgewichtsbedingungen

unter Riicksicht auf die Cohiisions- und Adhiisionskriifte., Minimal-

flichen. Die Differentialgleichung der Fliissigkeitsoberfliche unter
Einwirkung der Schwere.

Wir haben § 67 als Kriterium fiir stabile und labile Gleich-
gewichtszustinde den Satz von Dirichlet kennen gelernt, nach dem
fiir stabile Gleichgewichtszustiinde das Potential ¥ ein Minimum, fiir
labile Gleichgewichtszustiinde ein Maximum darstellt.

Da nun die Cohiisions- und Adhisionskriifte einer Fliissigkeits-
menge, wie wir erkannt haben, ein Potential haben, ist somit die all-
gemeine mathematische Bedingung fiir hydrostatische Gleichgewichts-
zustiinde sofort gegeben. s milssen sich, wie wir unter Riicksicht
auf das Dirichlet’sche Kriterium gleich niiher ausfithren kiénnen, die
Oberflichen und Trennungsflichen gegebener Fliissigkeitsmengen als
Minimalflichen darstellen.

Diese Minimalflichen finden in grosster Reinheit, d. h. ohne
Nebenbedingungen, physikalisch ihre Realisirung, wenn weiter keine
Kriifte auf die gegebene Flilssigkeitsmenge wirken. Fliissigkeiten
lassen sich in einfachster Weise der Schwerewirkung entziehen, wenn
wir sie in geniigend geringen Massen den Oberflichenspannkriiften
aussetzen. Das geschieht z. B. bei den bekannten Plateau’schen
Versuchen, in denen Drahtfiguren verschiedener Form in eine geeignete
Seifenlosung getaucht und herausgehoben werden. Die Drithte bilden
dann die festen gegebenen Randcurven, zwischen denen sich dilnne
Seifenlamellen in Form von Minimalfliichen spannen werden; das Ge-
wicht der Seifenlamellen selbst ist zu gering, als dass die Schwere
darauf in Betracht kiime. Die gewdhnlichen Seifenblasen in Kugel-
form stellen ebenso Minimalflichen dar, bei denen jede als fest ge-
gebene Begrenzung fehlt.

In anderen Fillen, in denen die Wirkung der Schwere in die
Betrachtung aufzunehmen ist, werden wir in der einfachsten Weise zu
dem Gauss’schen Oberflichenpotential nur das Potential der Schwere
hinzuzufiigen haben, und fiir die Summe beider Potentiale das Mini-
mum aufzusuchen haben.

Haben wir eine Fliissigkeitsmenge unter Wirkung der Schwere
mit theilweise freier Oberfliiche, theilweise fester Begrenzungsfliiche
gegen starre Gefiisswiinde, so wird sich das Gesammtpotential, fiir
welches das Minimum aufzusuchen ist, darstellen: aus der Summe der



282 V. 8) Hydrostatik in Bezug auf Oberflichentheile (Capillaritiit).

Grauss’schen Potentiale fiir die freie Oberfliche und fiir die Trennungs-
fliiche der Fliissigkeit gegen die Gefiisswiinde vermehrt um das Potential
der Schwerewirkung auf die gesammte Flilssigkeitsmenge. Rechnen
wir die z-Axe entgegengesetzt der Richtung der Schwere nach oben,
so wiirden wir haben:

(1) Vo= 5,0, 4 s (hy = e,«;/}df.

Hierin bedeutet S, die Oberflichenenergie, O, die Grisse der freien
Oberfliche — Sy = (S, 4 S; — 28,;) die Energie, 0, die Grosse
der gemeinsamen Trennungsfliche — & die Dichte, dr das Volum-
element der Flissigkeitsmenge, ¢ die Beschleunigung durch die
Schwere.

Die Forderung, dass das Potential V" einen ausgezeichneten Werth
darstelle, besagt nun, dass minimale, sonst beliebige Verschiebungen
der Oberflichenelemente, soweit sie mit den Bedingungen der Conti-
nuitit der Oberfliche vertriiglich sind, — wir sagen ,virtuelle Ver-
schiebungen” — eine Aenderung des Potentialausdrucks ¥ nicht her-
vorrufen. Das ist die Bedingung des Gleichgewichts. Wir wollen
eine solche Aenderung des Potentialausdrucks ¥V, hervorgerufen durch
virtuelle Verschiebungen, durch o ¥ bezeichnen und sie die erste
Variation des Ausdrucks ¥V nennen. Bedingung des Gleichgewichts
ist dann, dass

@) 0 w3 Ve 818 Oy - 838 Oss +- sgaj}d:.

Die virtuellen Aenderungen von (), kinnen nun theilweise durch
virtuelle normale Verschiebungscomponenten », theilweise durch vir-
tuelle tangentiale Verschiebungscomponenten w hervorgerufen sein, —
die virtuellen Aenderungen von O,, kinnen dagegen nur durch tangentiale
Verschiebungen p hervorgerufen sein. Bei der vollen Willkiir der
virtuellen Verschiebungen kionnen wir uns auch von vorneherein nur
auf normale Verschiebungen » oder nur auf tangentiale Verschiebungen
@ beschriinken. Die einen (v) geben die Differentialgleichungen fiir
die Gestalt der Oberfliche, die anderen (u) fithren auf die wohl-
bekannten Randbedingungen zuriick, welche wir im allgemeinen Falle
§ 103 discutirt haben.

Die virtuellen Normalverschiebungen » geben unter Riicksicht
darauf, dass die Compressibilitit der Flissigkeit dabei nicht in An-
spruch genommen wird, mit Bezug auf die schon § 101 durchgefiihrten
Rechnungen:
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‘1 1
Qo 0; S,J (3 + 1) vao,
egd‘j.zd: = &g [ #vdo.

Es folgt so als Gleichgewichtsbedingung:
1

'/.vdo I:iS1 (é +e—r) +£gz]=(),
oder insofern v fiir jedes Oberflichenelement, soweit die Continuitiit
der Oberfliche es zuliisst, unabhiingiz von dem benachbarten Ober-
flichenelement gewiihlt werden kann, und insofern wieder von einer
Inanspruchnahme der Compressibilitit bei der beliebigen Kleinheit
der virtuellen Verschiebung nicht die Rede sein kann:

(3) '8, (% -1 (’i) - £g2 = const.

Damit ist die Differentialgleichung einer freien Fliissigkeitsober-
fliche unter Einwirkung der Schwere und der Cohiisionskrifte ge-
wonnen. Rechnen wir die 2-Axe von den ebenen Theilen der Fliissig-
keitsoberfliche nach oben, so bestimmt sich aus diesen Theilen der
Oberfliche die Constante in (3) zu Null, und wir erhalten als Diffe-
rentialgleichung der freien Oberfliiche:

(4) + 8 (; + ) + 292 =0.

e
Angewandt auf Trennungsflichen, in denen zwei Fliissigkeiten

mit den Dichten ¢, ¢ zusammenstossen, von denen z B. die zweite
Fliissigkeit Luft ist, erhalten wir an Stelle von (4):

Vb [ g )
(5) + 8is (34 o) + 292 = €'g2.

Das obere Zeichen gilt immer in Bezug auf #iussere Punkte von
convexen, das untere von concaven Theilen der Fliissigkeit.

Die Constante 28,/eg, beziehungsweise 2Si,/(¢ — &')g pflegt in
der Literatur abgekiirzt mit a* bezeichnet zu werden und wird Capil-
laritiitsconstante genannt. Wir erhalten so als Differentialgleichung
einer Fliissigkeitsoberfliche unter Wirkung der Schwere:

2 (1 1 ik
(5) ia(—-}—;.—)-{—z—ﬂ.

e

Die Differentialgleichung allein geniigf nicht zur Durchfithrung
der einschligigen Aufgaben, es miissen noch die in jedem einzelnen
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Falle individuell gegebenen Grenzbedingungen hinzutreten; ihre Mannig-
faltigkeit ist es, welche das einschligige Erscheinungsgebiet so reich
erscheinen lisst,

Endigen die freien Fliissigkeitsoberfliichen in festen oder flilssigen
Trennungsflichen, so spielt der Randwinkel, unter dem die letzten
F'liichenelemente zusammenstossen, eine Rolle; endigen die freien
Fliissigkeitsoberflichen in scharfen Randeurven fester Flichen, dann
wird von einem Randwinkel tiberhaupt nicht die Rede sein kinnen.

Unter den Erscheinungen, welche in das einschliigige Gebiet
fallen, migen hier aufgezihlt werden: Die Tropfen von Fliissigkeiten
in aufliegendem und hiingendem Zustand, die Blasenform von Gasen
in Fliissigkeiten, die Adhiisionsplatten, die Abweichung der freien
Oberfliche von der Horizontalen in Folge der Gefiisswiinde, die Er-
scheinung in Capillarréhren, simmtliche Erscheinungen im Zustand
des Gleichgewichts. Wir beschriinken uns im Folgenden auf die
theoretische Durchfithrung in der Behandlung der beiden letzten
Erscheinungen.

§ 105. Abweichung der freien Oberfliche von der Horizontalen
in Folge der Gefiisswiinde, insbesondere bei ebener Wandung.

Ohne Beziehung auf die Cohiisions- und Adhiisionskriifte haben
wir nach den allgemeinen Grundsitzen der Ilydrostatik § 95 abge-
leitet, dass die freie Oberfliche einer Fliissigkeit unter Einwirkung
der Schwere eine horizontale Ebene ist. Wir stellen uns jetzt die
Aufgabe, fiir eine in einem Gefiiss eingeschlossene Fliissigkeitsmenge
die Abweichung der freien Oberfliche von der Horizontalen unter
Riicksicht auf die Cohiisions- und Adhiisionskriifte zn studiren.

Bei Gefiissen mit weitem Querschnitt ist die Abweichung der
freien Oberfliche von der Horizontalen nur in der Nithe des Randes
der Gefiisswiinde merklich. Wir wollen diese Abweichung in dem

speciellen Falle untersuchen, dass die Gefiiss-
WL wandung eben ist. Das Problem deckt sich
mit der Bestimmung der Oberfliiche in der Niihe

einer eingetauchten Platte.
Nehmen wir die ebene Wandung zuniichst
vertical an: Wir legen einen Schnitt senkrecht
— sa zur ebenen Wandung und zur Flissigkeitsober-
fliche, das sei die Ebene der Zeichnung, die
zz-Ebene. Der eine Hauptkriimmungsradius ist dann unendlich gross,
der zugehdrige Kreis hat seine Lage senkrecht zur Ebene der Zeichnung.
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Der andere Hauptkriimmungsradius gehort einer ebenen Curve an, sein
reciproker Werth wird in der Theorie der ebenen Curven abgeleitet zu:
1 ’l‘i
e V14 red
Als Differentialgleichung der zu bestimmenden ebenen Curve er-
giebt sich also unter Bezugnahme auf § 104 (6):
at 2"
M T iEe
Die Integration dieser Differentialgleichung ergiebt nach Multi-
plication mit de:
9 1 s
() —(—-—l_’_;,;m;i‘i'c-
Die Integrationsconstante bestimmt sich hierin aus dem Werth
fiir 2 = 0, d. h,, fiir die ebenen Theile des Niveaus, fiir welche 2" = 0
ist, zu ¢ = — 1. Die Gleichung (2) lisst sich nun schreiben:
1 '
(3) Loy Viges e
und liefert, auf die Randtheile angewandt, welche unter dem Rand-
winkel @ gegen die ebene verticale Wandung stossen:

) 1 "
(3% 1 —sine =

Die Vorbereitung auf die weitere Integration von (3) fithrt auf:
(1 ) ds % ds 2 as
dz = o .
’I

Die Integra.tion selbst liefert:

(4) §=?log (4—~2Vz |/2-——)+ 2-—§+c.

Im Falle nun die Flissigkeit die verticale Wandung benetzt, im
Falle also @ =0, folgt aus (3%), dass #==0, 2 = a zusammen-
gehorige Werthpaare sind; dadurch findet die Integrationsconstante in
(4) ihre Bestimmung, indem dann:

1 1 ;
= — —_— — y, 1 2
wlozu(‘i 2Y2)+ 14 |

Wir erhalten so als Gleichung fiir den Verticalschnitt mit der
gesuchten Flilssigkeitsoberfliiche:
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gty ot eitunas a9 g VAT B o TR s

Es ist von Interesse, die durch die Gleichung (5) gegebene Curve
aufzuzeichnen, indem wir als Ordinaten die Werthe /a und z/a zu
Grunde legen. Es ergiebt sich dann die in Figur 18 gezeichnete
Y Schleifenform. Zu gewissen Werthen
z/a gehoren zwei Werthe z/a.

Die niihere Untersuchung lehrt,
dass wir die Aufgabe, die Abweichung
der freien Oberfliche von der Hori-
zontalen festzustellen, filr den Fall einer ebenen Begrenzung durch
die Gleichung (5) und die zugehorige gezeichnete Curve allgemein
fir beliebige Neigung der Begrenzungsebene und fiir beliebige Rand-
winkel geldst haben:

Im Falle die Platte oder ebene Begrenzung von der Fliissigkeit
benetzt wird, haben wir nur zu der gegebenen Neigung eine parallele
Tangentialebene au die gezeichnete Curve zu legen, um das allein in
Betracht kommende Stiick der Curve zu erhalten. Im Falle die Platte
oder ebene Begrenzung gegen das letzte Fliissigkeitselement den Rand-
winkel @ bildet, haben wir bei gegebener Neigung die Begrenzungs-
ebene so lange parallel zu verschieben, bis die Ebene die Curve unter
dem gegebenen Randwinkel schneidet.

Fiir Flissigkeiten, welche an dem Rande des Gefiisses nicht Er-
hebungen, sondern Depressionen zeigen, wie z. B. Quecksilber, hat die
gezeichnete Curve eine andere Lage mit der Schleife nach unten, sonst
bleibt die Discussion dieselbe.

§ 106. Die Erhebung (bezw. Depression) einer Fliissigkeit in einem
Rohr von kreisférmigem Querschnitt (Theorie des Capillarrohres).

Wir behandeln schliesslich die Erhebung einer Fliissigkeit in
einem Capillarrohr von kreisformigem Querschnitt. Den Ausgangs-
punkt der Theorie bildet die Gleichung:

2+

Es ist wieder
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zu setzen, und es handelt sich nun weiter den entsprechenden Aus-
druck fiir 1/p" abzuleiten.

Die Oberfliche im Capillarrohr ist eine Rotationsfliiche, bezogen
auf die Axe des Rohres als Rotationsaxe. Es wird
daher das Centrum fiir den zweiten Hauptkriimmungs- ¥
kreis ¢’ auf der Rotationsaxe liegen miissen. Der A
analytische Ausdruck fiir 1/p" folgt dann aus:

Fig. 19.

= 8intg = VI_—"I:?i. '
Somit wird:
1 =¥ b B < L, H DA %
e te Vit eYiFe?

M W (TR0 4 WIS /e _Li(____.w_f. .
- (]/_"'_i" V1 + 2 ) T o da _Vl_;i_'_zfn)
Wir haben somit fiir die capillare Oberfliiche innerhalb des Rohres
gefunden:

(1)

f, 22dy = ]7—-_;-—;’- -+ const.
Wir verlegen nun den Anfangspunkt der z-Axe aus dem unend-
lichen Niveau in den tiefsten Punkt des Meniscus; wir bezeichnen
dieses Stiick als die capillare Steighthe h, ersetzen also z durch A - 2.
In erster Niherung kénnen wir dann z gegen A vernachlissigen und
erhalten:

2 h zz
= }t[‘zd‘x -5 2! = T - const.

Indem nun fiir # == 0 : 2" == 0 ist, bestimmt sich die Integrations-
constante gleich O, und wir erhalten in erster Niiherung:
— == sin 'lf,

h s
@ e e

angewandt auf die Randelemente 2 = R (Radius des Querschnitts an
der Contactlinie):

h hR
(2 TR=cosn, a'=_—-.

Die Losung der Differentialgleichung (2) wiirde auf die Kugel
als capillare Oberfliche in erster Niiherung fithren. Setzen wir

®) f—b—VE=R,
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substituiren also als capillare Oberfliche eine Kugel vom Radius b,
so erhalten wir filr:

*

g
Viter
dieses soll nach (2) == (h/a*) © sein, es wiirde also folgen unter Riick-
sicht auf (2%):
(3 b= = s

5
b

Setzen wir nun den so bestimmten Werth z aus (3) in die ur-
spriingliche Gleichung (1) ein, so folgt als zweite Niherung aus:

'5" f (h + 2)xdz = JV—-:—_ + const.,
"‘;: 4 ﬁ,-j.(b — V¥ = a*)wdw = z sin v 4 const.,
b+_x=+s,y -—-:c”—mmnt-{-const.

Die Integrationsconstante aus (1) bestimmt sich bei dieser zweiten
Niiherung nicht mehr gleich Null, es folgt vielmehr aus # = 0, 7 = 0:

2 b

3 v = const.
a
und wir haben:
(4) -’:—' + -‘% z* 4 i?i"' (Yo' —2** — b®) = z sinz.
Fir x = R, v = /2 — @ folgt nun:
1 h CO8 @ R 2 Rain'm-—l
et et TN cos’
CO8 @ R gin' @
- — o 2 )

im Falle eines verschwindenden Randwinkels @ == 0:

(5) L 2, @=Rh(l+33

b a? R 3““

Um zu weiteren Niherungen fortzuschreiten, hiitten wir zu
setzen:
e=b—VYb'—2"4 94,
' @ '
ety + 4,

'y ,Zb'—z’
.Vl +—': —+a »
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die Gleichungen fiir 8" und fiir & aufzustellen, und den so gefundenen
Werth & in (1) einzusetzen, worin an Stelle von #:2+4h+ 4 zu
treten hiitte. Doch soll die weitere Rechnung nicht durchgefiihrt
werden; das ist in meiner Seite 201 citirten Dissertation geschehen.

§ 107. Ueber die Mbglichkeit der Anstellung von
Priicisionsmessungen in dem Gebiet der Capillaritiitserscheinungen
der Fliissigkeiten.

Die Erscheinungen der Capillaritiit sind so hiiufig ein Gegenstand
experimenteller Arbeiten gewesen, dass es hier ausgeschlossen ist,
einen auch nur einigermaassen vollstindigen Ueberblick dariiber zu
entwerfen. Nach der ganzen Anlage der Vorlesung sind hier in erster
Linie die Arbeiten hervorzuheben, welche das Studium der Capillari-
tiitserscheinungen in der Richtung von Priicisionsmessungen in gilnstigem
und in ungiinstigem Sinne beeinflusst haben.

Bei jedem theoretisch und experimentell durchforschten Gebiet
wird nach Abschluss einer gewissen Entwickelungsstufe die Frage auf-
zawerfen sein, ob das Gebiet exacter Priicisionsmessungen fihig ist
oder nicht. Wir haben schon § 69 darauf hingewiesen, dass die prak-
tische Physik zwischen Experimentaluntersuchungen und Priicisions-
messungen unterscheidet, dass die Wissenschaft beider Formen der
Forschung bedarf, der naiven und kritischen Form — beider im
besten Sinne des Wortes.

Ein Gebiet ist exacter Priicisionsmessungen fihig, wenn einer-
seits seine theoretische Behandlung wirkliche Erfolge zum mindesten
in einer Richtung aufzuweisen hat, wenn andererseits die praktische
Beobachtungskunst auf diesem Gebiete erwiesen hat, dass sie einiger-
maassen die Bedingungen in der Hand hat und beherrscht, welche die
Theorie mit ihren Consequenzen voraussetzt und fordert. Schon aus
diesem Zusammenhang ergiebt sich, dass nur der Physiker itberhaupt im
Stande sein wird, Priicisionsmessungen mit Erfolg anzustellen, welcher
die Tragweite der Theorie vollkommen beherrscht und die Beobach-
tungen in ihrer Mannigfaltigkeit und Zusammensetzung zu analysiren
und zu deuten versteht. Mit der blossen Behauptung, dies oder jenes
beobachtet zn haben, ist hier um so weniger gewonnen, je unvoll-
kommener und unvollstindiger jene Beobachtungen mit ihren Be-
dingungen, unter denen sie angestellt sind, bekannt gegeben und
mitgetheilt sind.

Unter den iilteren Beobachtungen, welche hier als Priicisions-

Volkmann, Theoretische Physik. 19
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messungen zur Stiitze der Theorie und ihrer Grundlagen herangezogen
werden konnen, zeichnen sich die von G. Hagen') aus. Es wird eine
grosse Mannigfaltigkeit von Oberflichenspannungserscheinungen messend
verfolgt, welche sich in Uebereinstimmung mit der Theorie ergeben,
Wir werden die Arbeiten von Hagen um so hoher zu veranschlagen
haben, als sie aus einer Zeit stammen, in der die Hillfsmittel der
Priicisionsmesskunst nach mancher Richtung noch wenig entwickelt
waren.

Der Zustand der Priicisionsmesskunst um die Mitte des Jahr-
hunderts wird z B. durch an und fiir sich sehr sorgfiiltige Beobach-
tungen von C. Wolff?) charakterisirt, der die Steighthe des Wassers
in zwei Rohren von verschiedenem Glase bei verschiedenen Tempe-
raturen beobachtet. Die Beobachtungen stimmen in sich an jedem
Rohre in befriedigender Weise iiberein und zeigen, dass die ein-
schliigigen Messungen sehr wohl einer Priicision fiihig sind; aber die
Werthe, die unter denselben Verhiiltnissen an den beiden verschiedenen
Rohren erhalten sind, weichen von einander ab und lenken die Auf-
merksamkeit avf die Schwierigkeit der Durchmesserbestimmung an
der Contactstelle, auf welche es ankommt. Wolff ist sich auch dieser
Schwierigkeit bewusst gewesen, aber er unterschiitzt sie jedenfalls
noch, wenn er sich aus Beobachtungen an zwei Rohren zu dem
Schlusse berechtigt glaubt, dass das Aufsteigen einer und derselben
Fliissigkeit unter sonst gleichen Umstiinden auch von der Natur der
Réhren abhiingt.

Die weitere Entwickelung der Priicisionsmessungen auf dem Ge-
biet der Capillaritiitserscheinungen wurde durch zwei Forscher un-
giinstig beeinflusst, denen die Wissenschaft manche Anregung und
Forderang verdankt, die aber gerade vermoge ihrer Autoritit in der
Lage waren, hemmend einwirken zu kénnen: Wilhelmy und Quincke.
Die Geschichte der Wissenschaft bietet hiiufig derartige Erscheinungen.
Ich erinnere, wie hemmend seiner Zeit Newton auf die Entwickelung
der praktischen Optik durch sein Vorurtheil eingewirkt hat, nach
dem alle Gliser dieselbe Dispersion aufweisen sollten.

Wilhelmy und Quincke gingen beide von dem theoretisch
durchaus berechtigten Wunsch aus, Erscheinungen zur Darstellung zu

1) G. Hagen: Ueber die Oberfliiche der Flissigkeiten, Denkschriften der
Berliner Akademie 1845, Poggendorff's Annalen Bd, 67, 1846,

2) C. Wolff: De l'influence de la température sur les phénomenes, qui se
passent dans les tubes capillaires. Ann. de chimie (8) Bd. 49. Poggendorff’s
Annalen Bd. 101 u. 102, 1857,
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bringen, welche die Miglichkeit gewiihren sollten, einen Anhaltspunkt
fir die Grisse der Wirkungssphiire der Cohiisions- und Adhiisions-
kriifte zu gewinnen. Indem die Theorie diese Wirkungssphiire ver-
schwindend klein setzt, konnte jede Abweichung zwischen Theorie
und Beobachtung im Sinne einer endlichen, nicht verschwindend
kleinen Wirkungssphiire jener Kriifte gedeutet werden.

Wilhelmy?') bestimmte das Gewicht der von Cylindern und
Platten capillar gehobenen Fliissigkeitsmengen bei verschiedener Tiefe
des Eintauchens und glaubte aus seinen Messungen nicht nur auf
eine Abhiingigkeit der Capillarititsconstante von der Kriimmung der
Wand, sondern auch auf eine bedeutende Verdichtung der Fliissigkeit
an der Oberfliche der eingetauchten Cylinder und Platten schliessen
zu diirfen. In meiner Dissertation®) habe ich aber des Niiheren aus-
gefiihrt, dass Wilhelmy’s merkwiirdige Resultate in einen sehr ein-
fachen Zusammenhang mit den Querschnitten der angewandten Cylinder
und Platten zu bringen sind, welcher unabhiingig von der Substanz,
aus der Cylinder und Platten bestchen, gestattet, die Wilhelmy'schen
Resultate im voraus zu berechnen.

Quincke®) hat einmal in einer Reihe von Arbeiten die Messung
von Randwinkeln in einer Weise theoretisch zu verwerthen gesucht,
in der sie nach den Auseinandersetzungen von § 103 entschieden nicht
verwerthet werden diirfen. Seinen Randwinkelwerthen fehlt die freie
Beweglichkeit der Contactlinie, welche eine Voraussetzung des Satzes
von der Constanz des Randwinkels ist, und daher kénnen diese Werthe
auch nicht constant wiederkehren.

Quincke®) hat ferner in einer Reihe von Arbeiten die Mannig-
faltigkeit der Oberflichenspannungserscheinungen nach den verschie-
densten Richtungen hin studirt. Er hat aber bei diesen Studien je
liinger je mehr den naiven Standpunkt der Forschung eingenommen,
der mehr darauf gerichtet war, sich des Reichthums der Erscheinungen
zu erfreuen, als die Bedingungen genau zu priicisiren, anter denen

1) Wilhelmy: Poggendorff’s Annalen Bd. 119, 121 u. 122, Arbeiten aus
den Jahren 1868 u. 1864,

2) Ueber den Kinfluss der Kriimmung der Wand auf die Constanten der
Capillarititt bei benetzenden Fliissigkeiten, Diss, Konigsberg i. Pr. 1880, im
Auszug: Wiedemann's Annalen Bd. 11,

3) Quincke: Poggendorff's Annalen 187 (1869), 160 (1877); Wiede-
mann's Annalen 2 (1877).

4) Quincke: Poggendorff's Annalen 106 (1858), 1856 (1868), 188 (1869),
189 (1870), 160 (1877); Wiedemann's Annalen 35 (1888), 62 u, 63 (1894),

19*
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jene Erscheinungen zu Stande kommen. Seine Arbeiten erscheinen
so wenig den Forderungen der Priicisionsmesskunst zugewandt, dass
man ihnen eher die Anschauung entnehmen konnte: das Gebiet der
Capillaritiitserscheinungen ist zur Zeit exacter Priicisionsmessungen
nicht fihig, als das Gegentheil.

Priicisionsmessungen erfordern in erster Linie, dass man genau
gleiche Bedingungen des Oefteren herzustellen versucht, unter denen
man Messungen wiederholen kann, und dass man mit aller Energie
danach strebt, unter gleichen Bedingungen auch genau gleiche Resul-
tate zu erzielen. Indem Quincke bei seinen Messungen der Steig-
héhen in Capillarréhren z B. sich darauf beschriinkt, jedes Rohr nur
einmal zu beobachten, entzieht er seine Beobachtungen der fiir Prii-
cisionsmessungen so ndthigen Selbstcontrolle. So konnte er die
Schwierigkeit unterschiitzen, welche die ganze Entwickelung der Me-
thode der Steighthen beherrscht, und welche darin besteht, genau fiir
die Stelle der Contactlinie auch genau den Querschnitt des Rohres
auszumessen — eine Schwierigkeit, welche mit der Enge des Rohres
zunimmt. Man wende dagegen nicht ein, dass ein Rohr beim zweiten
Gebrauch eben nicht mehr dasselbe ist, sondern bereits veriinderte
Bedingungen aufweist. Ist das der Fall, so wiirde es eben Aufgabe
der Priicisionsmesskunst sein, solange die Bedingungen zu studiren,
bis es gelingt, constante Resultate zu erzielen, d. h. im vorliegenden
Fall die Rohren so zu behandeln, dass sie constante Steighthen auf-
weisen.

§ 108. Uebersicht iiber meine eigenen Arbeiten zum Erweise
der Mbglichkeit von Priicisionsmessungen auf dem Gebiet der
Capillaritiitserscheinungen.

Meine eigenen einschliigigen Arbeiten') gehen nunmehr zwanzig
Jahre zuriick und haben die Entwickelung genommen, dass mir der
Nachweis vollkommen gelungen erscheint, dass Erscheinungen der
Capillaritiit sowohl in theoretischer wie in praktischer Hinsicht sehr
wohl exacter Priicisionsmessungen fihig sind.

Meine ersten Arbeiten aus den Jahren 1880 und 1882 litten noch
unter den mangelhaften Hiilfsmitteln, welehe mir damals zur Bestim-
mung der Réhrenquerschnitte an den Contactstellen zur Verfiigung
standen, Nichtsdestoweniger machte damals bereits die Verbindung

1) Wiedemann's Annalen Bd. 11 (1880), 17 (1882), 53 (1894), 56 (1890),
66 (1898).,
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von Steighthenbeobachtungen gut benetzender Fliissigkeiten zwischen
planparallelen Platten und in Réhren von nahezu kreisférmigem Quer-
schnitt einen Einfluss der Kriimmung der Wandung im Sinne der
Anschauungen von Wilhelmy und Quincke sehr unwahrscheinlich.
Bei meiner Arbeit vom Jahre 1882 iiber die Cohiision von Wasser
und wiissrigen Salzlosungen habe ich mich um so mehr auf Rohren
von nahezu kreisformigem Querschnitt beschriinkt, da es sich als
schwierig erwies, planparallele Platten in ihrer Flichenausdehnung in
gut benetzbarem Zustand mit Wasser herzustellen und lingere Zeit
zu erhalten. Bei Rohren mit ihren inneren, gegen iussere Einwir-
kungen gut geschiitzten, nicht zu sehr ansgedehnten Wandungen war
das leichter zu erreichen; nur durften die Rohren nicht zu eng ge-
withlt werden, weil sich eine intensive Reinigung der inneren Wandung
durch Siuren oder Alkalien und Nachspiilen mit Wasser in Folge
der dann auftretenden starken inneren Reibung als unmdglich erwies.
Meine Vorgiinger hatten wohl ausnahmslos mit zu engen Rdhren ge-
arbeitet.

Ich habe auf Herstellung guter Benetzbarkeit meiner Rohren von
Anbeginn den grissten Werth gelegt, da ich mir sagte, dass nur im
Falle vollkommener Benetzbarkeit (o == 0) die Ausfithrung wirklicher
Priicisionsmessungen iiberhaupt moglich sei. Theoretisch wiirde es ja
allerdings bei genauer Kenntniss des jedesmal vorhandenen Rand-
winkels gleichgiiltig sein, ob die Flissigkeit die Rohrenwandung be-
netzt oder nicht; aber die Methode von Quincke?), welche den Rand
winkel auszumessen gestattet, hat nicht den Genauigkeitsgrad, um mit
der Genauigkeit von Capillarititsmessungen netzender Flissigkeiten
rivalisiren zu kénnen, und erfordert fiir den Fall, dass gleichzeitig
Steighthen gemessen werden sollen, praktisch zu lange Zeit, um die
ssammengehorigen Werthe von Steighthe und Randwinkel mit Sicher-
heit zu geben. Unter solchen Umstinden kam fiir meine Messungen
Alles darauf an, die in Betracht kommenden Wandungen so vorzu-
bereiten, dass die Benetzbarkeit an der Contactstelle wenigstens fiir
die Zeit der Beobachtung erhalten blieb. _

Als Kriterium vollkommener Benetzbarkeit ergaben sich mir im
Sinne der Ausfithrungen von § 103: 1) Absolut leichte Verschiebbar-
keit der Contactlinie, welche sich bei Wasser dadurch sehr deatlich
fiusserte, dass geeignete Erschiitterungen die Fliissigkeitkuppe in
Schwingungen um die Gleichgewichtslage versetzten. — 2) Voll-

1) Quincke: Wiedemann's Annalen 52 (1804).
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kommene Uebereinstimmung der unter gleichen iiusseren Bedingungen
angestellten Hohenmessungen. Bei der Empfindlichkeit endlicher Rand-
winkelwerthe geringfiigigen Nebenumstiinden gegeniiber wiire eine
solche Constanz bei Existenz endlicher Randwinkel véllig ausge-
schlossen gewesen.

Bei meinen Beobachtungen aus den Jahren 1880 und 1882 war
ich mir der Unsicherheit der Querschnittshestimmungen in Folge un-
vollkommener mikroscopischer Hiilfsmittel sehr wohl bewusst. Es
hatte darum fiir mich einen eigenen Reiz die Frage nach der Mog-
lichkeit exacter Priicisionsmessungen auf dem Gebiet der Capillaritiits-
erscheinungen von Neuem aufzunehmen, als Quincke 1804 Beobach-
tungen vertffentlichte, die sich auf Capillarréhren von verschiedenem
Querschnitt und verschiedener Substanz bezogen, deren Resultat ein-
fach dahin zu deuten war, dass das einschligige Gebiet noch nicht
reif fiir Priicisionsmessungen sei — und als ich seit einiger Zeit in
einem Zeiss’schen Mikroscop verbunden mit einem Objectschrauben-
mikrometer ein Mittel besass, mit fiusserster Genauigkeit Rihrenquer-
schnitte ohne optische, parallaktische und mechanische Fehler aus-
messen zu kénnen,

Der Erfolg meiner Bemiihungen war ein in jeder Beziehung
positiver. In meiner Arbeit von 1894 konnte ich die Einflusslosigkeit
der Rthrensubstanz und des Rohrenquerschnitts auf Steighihen-
messungen von Wasser im Sinne der Theorie nachweisen, im Jahre 1895
ging ich dann zu der definitiven Aufgabe iber, die Priicisionsmessungen
fiir reines Wasser unter genauer Angabe aller Nebenumstiinde zwischen
0° und 40° Celsius durchzufiihren. 1898 konnte ich auch auf frisch
ausgezogene'), sehr enge Capillarrohren, die unter Wasser aufbewahrt
wurden, die Fiihigkeit der Methode fiir Priicisionsmessungen ausdehnen.
Immer war in erster Linie die Forderung zu erfilllen, dass an ver-
schieden Tagen unter gleichen Bedingungen an denselben Rihren aus-
gefithrte Messungen auch dasselbe Resultat ergaben,

Als definitives Ergebniss meiner Messungen kann ich priicisiren,
" dass es heute miglich erscheint die Capillaritiitsconstanten des Wassers
fiir eine gegebene Temperatur bis nahezu ¥,,,, des Werthes zu defi-
niren.’) Dabei werden gegeniiber iilteren Messungen die Fortschritte

1) Frisch ausgezogene Capillarrhren sind zuerst von Quincke 1804 in
der auf voriger Seite citirten Arbeit als gut benetzbar erkannt, aber immer nur
zu einmaligen Messungen verwandt worden.

2) Aus den Resultaten meiner Arbeit filhre ich an: Als Capillaritiitsconstante
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in Erwiignng zu ziehen sein, welche in den letzten Jahrzehnten
Thermometrie und Metronomik (Herstellung von Theormometern und
Meter-Normalen sowie ihre Vergleichung) gemacht haben — Fort-
schritte, die ich bei meinen Arbeiten nicht unberiicksichtigt ge-
lassen habe.

Wie fiir jede Arbeit, so will auch fiir meine Arbeiten der Stand-
punkt aufgesucht sein, von dem aus sie zu beurtheilen sind. Nur
wer den Charakter und die Bedeutung der Priicisionsmessungen ver-
kennt, wird daran Anstoss nehmen, dass ich wiederholt auf denselben
Gegenstand zuriickgekehrt bin und meine Messungen auf ein verhiilt-
nissmiissig enges Gebiet beschriinkt habe. Priicisionsmessungen, wenn
sie Firfolg haben sollen, — und gerade die Geschichte der einschligigen
Beobachtungen der Oberflichenspannung zeigt, wie leicht der Erfolg
ausbleiben kann, — setzen eine sehr genaue Kenntniss der Forderungen
und Consequenzen der Theorie in Verbindung mit praktischen Er-
fahrungen und Fertigkeiten voraus und kénnen eigentlich nur bei
wiederholter Inangriffnahme?) auf die Stufe der Vollkommenheit ge-
hoben werden, deren sie bei den instrumentellen Hiilfsmitteln der Zeit
fihig sind. In Anbetracht der Sorgfalt und Zeit, welche sie vor-
aussetzen, fordern sie geradezu die Einschriinkung auf ein enges
Giebiet, indem sie davon ausgehen, dass der wissenschaftlichen Syste-
matik mehr gedient ist durch ein sehr griindliches in die Tiefe
gehendes Studium eines engen Erscheinungsgebietes als durch ein
mehr in die Breite gehendes Studium weiterer Erscheinungsclassen.

des reinen Wassers bei 15° Celsius ergab sich fiir Konigsberg: 14,969 [mm?], als
wirklicher Werth der Oberflichenspannung an der Grenze von feuchter Luft bei
cirea 750 mm Druck: 7,469 [mg/mm] bezichungsweise 73,30 [gr/sec']; of. Wiede-
mann's Annalen 56 (1805), 8. 488,

1) Ich darf hier vielleicht mus den beiden letzten Jahrzehnten an die
wiederholten Ohm-Bestimmungen, an die wiederholten Bestimmungen des elektro-
chemischen Aequivalents des Silbers durch F. Kohlrausch erinnern, und ich
darf hier vielleicht die Worte anfithren, mit denen die Herren Richarz und
Krigar-Menzel ihren Bericht iiber die Bestimmung der Gravitationsconstanten
in den Berliner Sitzungsberichten 1896 schliessen: ,Alle diese Schildlichkeiten,
deren Einfluss sich erst withrend der Arbeit herausstellte, wilrden sich bei einer
etwaigen Wiederholung der Versuche erheblich herabsetzen lassen, sodass bei
einer solchen, unter Benutzung der von uns gewonnenen Erfahrungen, eine be-
triichtlich vermehrte Sicherheit der Wiigungen mit Bestimmtheit zu erwarten
wiire.* — Kann sich der einzelne Forscher zu einer Wiederholung seiner Prii-
cisionsmessungen in ernenter Arbeit nicht entschliessen, so bleibt damit immer
fiir lange Zeit ein guter Theil von den werthvollen Erfahrungen verloren, welche
eine erhthte Pricision der Bestimmung einer Constante gewiihrleisten wiirden.
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Ich darf hier vielleicht an die sehr i#hnlich liegende Stellung der
Bessel’schen Pendelbeobachtungen zur wissenschaftlichen Systematik
erinnern,

Das durchaus berechtigte subjective Moment meiner praktischen
Forschung wird im vorliegenden Fall darin zu sehen sein, dass ich
als das enge Gebiet, welches mir zum Pricisionsstudium der Ober-
flichenspannungserscheinungen besonders geeignet erschien, die Messung
der Steighthen in Rohren von kreisformigem Querschnitt ausgesucht
habe. Wenn andere Forscher dieses von mir ausgewiihlte Gebiet als
ganz besonders ungeeignet ansehen sollten, wiirden sie verpflichtet
sein, das von ihnen niiher zu bezeichnende Gebiet mindestens auf die
von mir erreichte Hohe der Priicisionsmessung zu heben, andernfalls
die Kritik als eine durchaus unfruchtbare und nichtssagende zu be-
zeichnen sein diirfte.
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Historische Uebersicht zu V.

(Man vergleiche die historische Einleitung in Lagrange Mdécanique ana-
Iytique Part. I, Sect. VI, auch das Biographisch-Literarische Handwirterbuch von
J. C. Poggendorff)

Archimedes 287—212 (vor Christus),
Simon Stevinus 1548—1620.

Blaise Pascal 1623—1662.
Leonhard Euler 1707—1783,

Alexis Clande Clairaut 1713—1766.

Pierre Simon Laplace 1740—1827.
Thomas Young 1773—1829.

Karl Friedrich Gauss 1777—1855.
Siméon Denis Poisson 1781—1840,
Franz Ernst Neumann 1798—1895.

Von Archimedes riihrt das nach ihm benannte Princip her, von Stevinus
das hydrostatische Paradoxon (Hypomnemata mathematica, Bd. III, Ausgabe von
Snellius, Leiden 1608). Auf Pascal ist der Satz zurtickzufiihren, dass der
Druck sich gleichférmig nach allen Seiten verbreitet (Traité de I'équilibre des
liquenrs et de la pesanteur de la masse de l'air, 12° Paris 1662), auf Clairaut
der Begriff und die Untersuchung der Niveauflichen (Théorie de la figure de
la terre, Paris 1748), anf Euler die Grundgleichungen der Hydrostatik (Principes
généraux de 1'état d'équilibre des fluides, Mém. Berlin 17656).

Die Hydrostatik der Oberfliichentheile einer Fliissigkeit kniipft an folgende
Arbeiten: Th, Young, An essay on the cohesion of fluids (Philosophical Trans-
actions 1805); Laplace, Théorie de I'action capillaire (Mécanique céleste,
Vol. IV, Supplement, Paris 1806/7); Gauss, Principia generalia theoriae figurae
fluidorum in statu aequilibrii, Gottingen 1829 (bezw. 1830); Poisson, Théorie
nouvelle de l'action capillaire, 4°, Paris 1835,

Der Satz von F. Neumann iiber die Constanz der Randwinkel dreier an
einander stossender Fliissigkeiten und ihre Beziehung zu den zugehirigen
Spannungswerthen der Trennungsflichen findet sich zuerst gedruckt in der
Dissertation von Paul du Bois-Reymond (Berlin 1859),



VI. Einfiihrung
in die Behandlung geophysikalischer Fragen.

1) Theoretische Vorbemerkungen und Vorstudien zur
Geophysik.

109. Charakteristik und Stellung der Geophysik im Rahmen der physi-
kalischen Systematik, 110, Charakteristik der in der Geophysik anzuwendenden
Methoden.

111. Allgemeine Studien iiber die Lage eines Gravitationsmittelpunkts.
112, Die Gravitation von Kugelschalen und Kugeln auf ifussere und innere
Punkte (Newton).

2) Ueber den inneren Zusammenhang der Schwere und der
Gravitation.

118, Gleichgewichtsfigur der rotirenden Erde. Aenderung der Schwere mit
der geographischen Breite. Clairaut’s Satz. 114, Geophysikalische Studien
iiber die Druckvertheilung im Innern der Erde. 115. Aenderung der Schwere
in Folge lokaler Einfliisse, Die Gravitation eines Kreiscylinders auf einen Punkt
der Axe. Poisson's Correction der Schwereformel,

116. Historische Riickblicke. Newton's Nachweis der Identitiit der Schwere
und der Gravitation. 117, Ueber die directen Beweise fiir die Erddrehung durch
die Fallversuche von Benzenberg und Reich und durch Foucault's Pendel-
versuch,

118. Ueber die Methoden zur Bestimmung der Gravitationsconstanten und
der mittleren Dichte der Erde,

VI. 1) Theoretische Vorbemerkungen und Vorstudien zur
Geophysik.,

§ 109. Charakteristik und Stellung der Geophysik im Rahmen
der physikalischen Systematik.

Wir knilpfen an die Auseinandersetzungen des IV. Abschnitts,
welche die Bedeutung der praktischen Priicisionsmessungen fiir die
Physik, insbesondere fiir die physikalische Systematik in das rechte
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Licht setzen sollten, und welche die praktische Physik als Kunst in
der Ausarbeitung physikalischer Methoden und im Bau physikalischer
Instrumente charakterisirten. In den nitheren Ausfithrungen wurde in
erster Linie an Messungen im Laboratorium, an das Experiment ge-
dacht, bei dem man die Bedingungen, unter denen eine Frscheinung
eintritt, vollkommen in der Hand hat. Gerade die Abiinderung solcher
Bedingungen und die Untersuchung ihres Erfolges lisst das Studium
der Natur und ihrer Gesetze als einer besonderen Priicision fithig er-
scheinen,

Von diesen Priicisionsmessungen unterscheidet sich eine andere
Classe von Beobachtungen, nicht minder wichtig fiir den Aufbau der
wissenschaftlichen Systematik und nicht minder geeignet zur Aus-
arbeitung einer besonderen Methodik — Beobachtungen, im weiteren
Sinne des Wortes, bei denen wir das Laboratorium verlassen und die
Natur in ihrer eigenen grossen Werkstiitte aufsuchen, um sie in ihrem
Walten und Wirken zu studiren, ohne in der Lage zu sein, in die
Bedingungen eingreifen zu konnen, unter denen Erscheinungen ein-
treten. Ausgeriistet mit den Erfahrungen und Kenntnissen, welche
das Studium der praktischen Physik im Laboratorium in Verbindung
mit unseren theoretisch entwickelten Vorstellungen gereift hat, wird
es unsere Aufgabe sein, riickwiirts in dem Walten der iiusseren, grossen
Natur die Bedingungen wiederzuerkennen, die wir im Laboratorium
als wesentlich fiir gewisse Erfolge erkannt haben,

Die Ausfithrung der hier einschligigen Beobachtungen iibersteigt
in der iiberwiegenden Mehrzahl von Fillen das Konnen und Vermogen
des Binzelnen. Hier hat an Stelle des einzelnen Forschers die Organi-
sation eines wohlgeleiteten, mit allen Hillfsmitteln ausgestatteten
Centralinstituts zu treten. Hier setzt, soweit es sich um die Losung
detailirter Fragen handelt, die Thitigkeit wissenschaftlicher Expedi-
tionen ein.

Die Wichtigkeit dieser Classe von Beobachtungen fiir die wissen-
schaftliche Systematik darf nicht unterschiitzt werden. Es handelt
sich einmal hier darum, in der grossen, iusseren Natur die Tragweite
unserer wissenschaftlichen Grundsiitze auf eine sehr bedeutsame, eigen-
artige Probe zu stellen, es handelt sich weiter darum, den postulirenden
Grundsiitzen unseres Systems und den Naturgesetzen von einer anderen
Seite die riickwirkende Verfestigung zu geben, deren Nothwendigkeit
wir von Anbeginn betont haben.

Unsere wissenschaftlichen Grundsitze sollen in diesem Abschnitt
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ihre Anwendung auf wesentlich andere Grissenverhiiltnisse finden, wie
in IV. und IL. 3). In IV. handelte es sich um Grossenverhiiltnisse,
wie sie bei Laboratoriumsversuchen vorliegen, in IL 3) handelte es
sich um Grossenverhiiltnisse, wie sie in der Planetenwelt vorliegen.
Hier kommen Grissenverhiiltnisse in Betracht, wie sie durch die
Dimensionen der Erde gegeben sind. Auch dariiber hinaus werden
einige der anzustellenden theoretischen Untersuchungen ihre Bedeutung
haben. Ich erinnere daran, dass wir in IL. 3) die Massen der Sonne
und der Planeten punktfirmig gesetzt haben, diese Festsetzung wird
in § 112 ihre nihere, riickwirkende Begriindung erhalten. Die
folgenden Betrachtungen werden iiberhaupt von vorneherein ausge-
dehnte Massen ins Auge fassen.

Als die postulirenden Grundbegriffe des Newton’schen Systems,
die hier von anderer Seite eine riickwirkende Verfestigung finden,
wiiren die Begriffe von der absoluten Orientirung in Raum und Zeit
hervorzuheben (ef. §§ 21—23). Wir sind nun einmal mit unseren
Beobachtungen und Messungen auf die Erde angewiesen, und wir
haben uns in Folge dessen zu vergegenwiirtigen, dass beim Auf- und
Ausbau unseres wissenschaftlichen Systems gerade durch unseren
geocentrischen Standpunkt praktische Schwierigkeiten entstehen kiinnen,
Es giebt keinen anderen Weg, diese Schwierigkeiten zu iiberwinden,
als den durch unsere Theorien gegebenen, welche uns den absoluten
Standpunkt anweisen, den praktisch einzunehmen uns ein fiir alle
Mal versagt ist, dessen nothwendige Existenz wir aber ungeachtet
uns vielleicht vorgeworfener metaphysischer Verdiichtigungen theore-
tisch postuliren miissen. Es ist das der Weg, welcher die Liicken
ausfiillt, die directe sinnliche Betrachtung offen lisst, — der Weg,
welcher allein die Miglichkeit eriffnet, das wissenschaftliche System
als das in sich geschlossene Ganze darzustellen, das uns als Ziel
davernd vorschwebt (cf. § 3).
~ So kann heute kein Zweifel bestehen, dass die Thatsache der
Rotation der Erde die Aufstelling und Entwickelung des Galilei-
Newton’schen Systems lange Zeit gehemmt und unmoglich gemacht.
Als Consequenz der Newton’schen Gravitationsanschanungen wird
hier ferner die bisher giinzlich unerirtert gelassene Frage nach dem
Zusammenhang der Galilei'schen Schwere und der Newton'schen
Gravitation zu behandeln sein.

Wir haben in dem Vorhergehenden die systematische Seite geo-
physikalischer Untersuchungen und Messungen fiir die physikalische
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Wissenschaft hervorgehoben. Wir diirfen darum die Bedeutung der
engeren Disciplin, der Geophysik in sich nicht vergessen, Die Geo-
physik ist wie jede wissenschaftliche Disciplin sich selbst Zweck; sie
entnimmt zur Erreichung ihres Zieles: der genanen Kenntniss der
Gestalt der Erde und ihrer physikalischen Zustinde Hiilfsmittel, wo
sie solche findet, von der Astronomie, Geodiisie, Physik und geht
dabei von der Richtigkeit des systematischen Gebiiudes dieser Disci-
plinen aus, withrend wir umgekehrt die Erfolge, welche die Geophysik
bei diesen ihren Arbeiten und Bemiihungen zu verzeichnen hat, fiir
die Tragweite und Sicherung unseres physikalischen Systems ver-
werthen wollen.

Es soll damit von Neuem auf die Thatsache der gegenseitigen
Stiitzung und Bezugnahme der Wissenschaft und ihrer Theile hinge-
wiesen werden, welche einen wiederholten Kreislauf der Erkenntniss
im Sinne des § 1 nothwendig macht. Jeder neuer Kreislanf wird dann
mit einer wesentlichen Bereicherung unserer Kenntnisse und unseres
Standpunkts verbunden sein, Wenn ich es im Folgenden unternehme,
eine bescheidene Umschau in der Behandlung geophysikalischer Fragen
zu halten, soll dabei wesentlich die Riickwirkung auf die physikalische
Systematik leitender Gesichtspunkt bleiben. Die Disciplin der Geo-
physik selbst ist zu umfangreich, als dass es moglich wiire im Rahmen
dieser Vorlesung eine auch nur einigermaassen befriedigende Skizze
entwerfen zu k®nnen. In dieser Beziehung muss auf die Werke von
Helmert') und Giinther®) verwiesen werden.

§ 110. Charakteristik der in der Geophysik anzuwendenden
Methoden.

Die Methode, deren wir uns bedienen werden, kénnen wir in
folgender Weise charakterisiren:

Wir werden unsere systematischen Grundsiitze und Naturgesetze
theoretisch auf Massenvertheilungen in Anwendung bringen, deren
Anordnung uns durch die in der Natur vorliegenden geometrischen
Formen besonders nahe gelegt wird. Zu diesen Formen werden wir
vor Allem die Kugelgestalt zu rechnen haben; wir finden die Kugel-
gestalt in auffallender Weise aus directer Beobachtung an Sonne,

1) F. R. Helmert: Die mathematischen und physikalischen Theorien der
hoheren Geodiisie. Leipzig, Bd. 1, 1880; Bd. 2, 1884,
2) 8. Giinther: Lehrbuch der Geophysik, 2. Aufl., Stuttgart 1897,
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Mond und Planeten verkirpert, aus indirecter Beobachtung sehr nahe
auch an der Erde.

In hervorragendem Grade interessirt bei so ausgedehnten Massen,
wie sie in Sonne, Erde und Mond vorliegen, die Frage nach der
Newton'schen Gravitation. Giebt es allgemein einen Punkt, einen
Gravitationsmittelpunkt, fiir den man die gravitirende Wirkung der
Giesammtmasse auf einen iusseren Punkt in Ansatz bringen kann?
Giebt es im Speciellen einen solchen Punkt fiir die homogene Kugel
und fiir die homogene Kugelschale? und wo ist dieser Punkt? Diese
Fragen finden bereits in Newton's Principien ihre Beantwortung.

Nach strenger, mathematischer Ableitung der Newton’schen Siitze
kann der Frage niiher getreten werden, deren Beantwortung Newton
als eine der Hauptleistungen seiner Forschung betrachtet hat, dass
die Galilei’sche Schwere ein specieller Fall der Gravitation ist und
aus ihr abgeleitet werden kann. Die Art und Form dieses Nach-
weises ist geeignet, uns das zu vergegenwiirtigen, was wir in mancher
Hinsicht bei geophysikalischen Anwendungen als charakteristisch fiir
die Methode hervorheben kinnen: Die Verbindung von mathematisch
priicisirten und mathematisch streng durchgefithrten Aufgaben in sich
auf der einen Seite mit Verhiiltnissen der Wirklichkeit auf der anderen
Seite, bei denen es zweifelhaft erscheinen kann, inwiefern die Voraus-
setzungen erfilllt sind, unter denen die mathematische Behandlung
durchgefithrt wurde. e

Wir werden hier andererseits eingedenk der Regel der Isolation
und Superposition (§ 12) Schritt um Schritt vorwiirts schreiten. Wir
werden beginnen mit dem, was der Grissenordnung nach das Aus-
schlaggebende, Wesentliche ist, und erst dann, wenn wir unsere An-
schanung an dem Wesentlichen ausgebildet haben, zu einer Verfeinerung,
beziehungsweise einer Ergiinzung der Behandlung schreiten, welche
der Abweichung von dem Wesentlichen Rechnung triigt.

Eine solche verfeinerte Ausarbeitung der Anschauung wiire die,
dass die Erdschwere nicht ausschliesslich durch die Gravitation der
Erdmasse gegeben ist, dass sie, wenn auch in geringem Grade in
Folge der Rotation der Erde durch die damit verbundene Centrifugal-
kraft modificirt erscheint.

Eine andere verfeinerte Ausarbeitung der Anschauung wiire die,
dass die Erde nicht genau eine Kugel ist, sondern nur niiherungs-
weise. Die Abweichungen von der Kugelgestalt sind genereller und
lokaler Art. Die Thatsache der generellen Abweichung der Erde von
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der Kugelgestalt — die Erde nithert sich ihrer Figur nach einem
abgeplatteten Rotationsellipsoid — giebt Veranlassung, Beziehungen
zwischen Hydrostatik und Geophysik aufzusuchen, wie solche in dem
theoretischen Studium und in der praktischen Erforschung der Gleich-
gewichtsfigur der Erde ihren Ausdruck gefunden haben (Satz von
Clairaut). Die Thatsache der lokalen Abweichung giebt Veranlassung
zum Studium verschiedener Massenformen; wir werden die Gravitation
eines Kreiscylinders auf einen Punkt der Axe behandeln, insofern wir
die praktische Frage nach der Gravitation eines Hochplateaus in Zu-
sammenhang bringen kénnnen mit der theoretischen Frage nach der
Gravitation eines niedrigen auf die Kugeloberfliche aufgesetzten Kreis-
cylinders.

Es handelt sich hier nicht um vage und zweifelhafte Anwendungen
unserer wissenschaftlichen Grundsiitze, es handelt sich darum, fir das
Studium der in der grossen Wirklichkeit auftretenden Erscheinungen
die leitenden Gesichtspunkte zu finden und aufzustellen, nach denen
wir allein hoffen kinnen, das Chaos der #usseren Wirklichkeit mit
ihrer zerstrenenden Mannigfaltigkeit von Erscheinungen ihrem Werth
und ihrer Bedeutung nach zu ordnen und zu sichten. KEs handelt
sich weiter darum, fiir die Erscheinungen im Grossen, fiir welche uns
zuniichst Anschauungen fehlen, einen Maassstab zn gewinnen.

Wir werden auch hier von einer gewissen Priicision der Behand-
lung reden kinnen. Konnen wir die numerischen Verhiiltnisse der
iiusseren Wirklichkeit, z. B. die Massenverhiiltnisse auch nicht immer
als gegebene ansehen, so werden sie, wo eine Messung ausgeschlossen
erscheint, doch einer gewissen Schiitzung zugiinglich sein.

Iech kann hier nur das wiederholen, was ich an anderer Stelle
ausgefithrt habe'): Eine schiitzende Behandlung eines Gegenstandes
schliesst ebensowenig wie eine messende Behandlung Exactheit aus.
In beiden Fiillen haben wir Grenzwerthe aufzustellen, zwischen denen
der wahre gesuchte Werth liegt. Der Unterschied zwischen schiitzender
und messender Behandlung besteht streng genommen nur darin, dass
bei schiitzender Behandlung die Grenzwerthe weiter auseinanderliegen,
als bei messender Behandlung. Auch wenn bei schiitzender Behand-
lung die gesuchte Grésse zwischen dem einfachen und zehnfachen
Werth schwankt, wir haben doch eine Anschauung gewonnen. Die
Aufsuchung eines Grenzwerthes ist Sache einer vollkommen exacten
Rechnung, fiir welche die Daten sicher so zu withlen sind, dass sie

1) Erkenntnisstheoretische Grundziige, S. 103,
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auf der einen Seite der Wirklichkeit liegen. Es gelingt nicht immer
Grenzwerthe zu finden, zwischen denen die Wirklichkeit liegt, in
vielen Fiilllen wird man sich mit einer oberen oder einer unteren
Grenze begniigen miissen.

§ 111. Allgemeine Studien iiber die Lage eines Gravitations-
mittelpunktes.

Wir beginnen mit allgemeinen theoretischen Studien iiber die
Wirkung ausgedehnter Massensysteme auf einen Massenpunkt unter
Zugrundelegung des Newton’'schen Gravitationsgesetzes, nach dem
die Wirkung zwischen zwei Massenelementen direct proportional den
Massen, umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung erfolgt.
Den Punkt, auf den die Wirkung untersucht werden soll, be-
zeichnet Boltzmann als Aufpunkt; wir schliessen uns dieser Termi-
nologie an,

Ein System von Massenelementen g, g, --- habe die Coordinaten
£, Ny &y Eoy Mgy & v, der Aufpunkt habe die Masse m und die Co-
ordinaten z, y, #; bezeichnen wir weiter die Entfernungen der Massen-
elemente w,, Wy -+ von m mit g,, gy +++, 80 haben wir fir die Com-
ponenten der resultirenden Wirkung des gesammten Systems auf m
nach dem Newton'schen Gravitationsgesetz:

X == fm(lu'l El_‘,.l_'a_:f + iy B""TT';E + "):
(1) 1’=fm( ¥ Ly R e )
7= fm(w ~—j;-f + by -'-‘!;}-‘ <o

Erfillen die wirkenden Massen Zu den Raum stetig, so werden

die Ausdriicke (1): o
X =fmj:/j£ ﬁ-—‘m dEdydg,

@) , A0 fmfff —¥ gandt,
Z=fm[/fa{r dEd dE.

Hierin bedeutet & die Dichte der den Raum stetig erfilllenden Masse,
o die Entfernung des variabeln Massen- oder Volumelementes vom

Aufpunkt.
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Wir definiren nun als Gravitationsmittelpunkt des Systems einen
Punkt (§), (%), (£), in dem wir die Gesammtmasse des Systems Zu=M
uns vereinigt denken konnen, ohne dass dadurch die gravitirende
Wirkung auf den Aufpunkt eine Aenderung erfihrt. Bezeichnen wir
die Entfernung des so definirten Gravitationsmittelpunkts vom Auf-
punkt mit (g), so ist der analytische Ausdruck unserer Definition des
Massenmittelpunkts gegeben durch:

- b () — =
ol e ST e

(3 Y=fmM® =L,

Z=me(=}( o

Es handelt sich fiir uns nun darum, Anschauungen iiber die
Lage dieses so definirten Gravitationsmittelpunktes zu gewinnen, ins-
besondere den Versuch zu machen, die Lage des Gravitationsmittel-
punktes in Beziehung zu setzen zur Lage des § 51 definirten Massen-
mittelpunktes.

Zuniichst konnen wir die Aussage machen, dass der Gravitations-
mittelpunkt ebensowenig in die wirkende Masse hineinzufallen braucht,
wie das beim Massenmittelpunkt (Schwerpunkt) der Fall sein kann,
Die einfachsten Hohlkérper liefern hier passende Beispiele,

Wir kehren zum allgemeinen Fall zariick und verlegen jetzt den
Coordinatenanfangspunkt in den Massenmittelpunkt des wirkenden
Korpers. Sind dann die Dimensionen des wirkenden Korpers klein
gegeniiber den Entfernungen seiner einzelnen Theile vom Aufpunkt m
so werden wir in (2):

)

§—=2 n—y ' t—=»
Q’ ’ pl i l"

in eine Taylor’sche Reihe entwickeln konnen und z B. erhalten:

2= 0594 () () (5F),

t—u
()
+.§ .._a.Ei__ °+...

Hierin beziehen sich die Klammerausdriicke mit dem Index O a.uf. den
Massenmittelpunkt. Da der Massenmittelpunkt jetzt der Coordinaten-
anfangspunkt ist, wird nach § 52 (3):

Volkmann, Theoretische Physik. 20
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./ffegd§d11d§=0,
fff&qdﬁdqd§=0,
./Ifagdgdngmo,

und die Ausdriicke (2) gestalten sich zu:

E—a
b
=)‘mM( )+;2( T )/l/:/;t’dﬁdqd{;-{——-
n*y )
@) Y=fmM (" )+/”‘ — ) ///es'dadw:Jr--
C—-z
Z—fmM (" )+f..( 0 ) //_/;E’dﬁdvfft+--

Diese Gleichungen lehren, dass der Gravitationsmittelpunkt im
Allgemeinen durchaus nicht mit dem Massenmittelpunkt zusammen-
fillt. Die Vergleichung mit (3) zeigt, dass dies nur der Fall ist,
wenn sich die Ausdriicke fiir X, ¥, Z in (4) auf den ersten Term
reduciren.

Dieses wiire der Fall, wenn einmal simmtliche Integrale von

der Form: 3
Jffeenreazana

fiir ganzzahlige I, m, n verschwinden wiirden.
Dies wiire aber auch der Fall, wenn die Ausdriicke:

EPOE o o B .
08" /o’ &' /o’ o8 /o

fir sich verschwinden wiirden. Dann liegt der Aufpunkt m hin-
reichend von der wirkenden Masse entfernt und wir kénnen
sagen:

Der Gravitationsmittelpunkt entfernt sich um so mehr vom
Massenmittelpunkt, je niiher der Aufpunkt m den wirkenden Massen
Zu riickt; er nihert sich um so mehr dem Massenmittelpunkt, je
weiter sich der Aufpunkt von den wirkenden Massen Xu entfernt.
Bei parallel wirkenden Kriiften fallen beide Punkte, Gravitationsmittel-
punkt und Massenmittelpunkt, zusammen.
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§ 112. Die Gravitation von Kugelschalen und Kugeln auf liussere
und innere Punkte (Newton).

Indem wir uns jetzt dem Studium der gravitirenden Wirkungen
von Kugelschalen und Vollkugeln zuwenden, kniipfen wir nicht an
die allgemeinen Betrachtungen des vorigen Paragraphen, sondern
stellen directe, specielle Rechnungen an:

Es sei 0 die Dicke der Schale, ¢ die Dichte, welche gleichformig
die Kugelschale erfiille, dann ist die gravitirende Wirkung eines Ober-
fliichenelementes ddm auf den Aufpunkt m in der Richtung der Ver-
bindungslinie p:
. . [med (i'; '

e

Zu jedem Element do wiihlen wir nun ein symmetrisch zur Ver-
bindungslinie () von Kugelmittelpunkt und Aufpunkt gelegenes
Element dw’; beide Elemente haben dann dieselbe Componente parallel
zu E, eine gleiche aber entgegengesetzte Componente senkrecht zn E.
In Summa werden so alle Componenten senkrecht zu E verschwinden,
und nur die Componenten parallel zu E iibrig bleiben, sodass wir als
Ausdruck fiir die gesammte Wirkung der

Kugelschale auf den Aufpunkt m erhalten: Fig. 20,

) da ¢
W=/med"f m;.'o_gﬂz.t_r
L

(1)

= fmed2n
)

n
/'R‘ sin 9d @ (E — R cos'd)
B 4%

indem: '
dw = R*sin #didy, cosy = -{3-:&0—5—&-,
R den Kugelradius, # eine der geographischen Breite, ¢ eine der
geographischen Liinge iiquivalente Grisse bedeutet.
Wir ersetzen nunmehr die Integration nach @ in (1) durch eine

solche nach g, dazu verhelfen uns die Beziehungen:

=R+ I —2REcos®, odg= REssinddd,
mithin konnen wir setzen:

Rain8d® _do o Poosp— Bm R4 ot

T 2K
Der Ausdruck (1) lisst nun eine Integration zu, indem:
~ . R ['E* — R* + ¢! R E*— R*
@) W= fmedn g [T—FCdo — fmedn 1|0 — Z- ).
20*
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An dieser Stelle der Rechnung haben wir nun die Unterscheidung
einzufithren, ob der Aufpunkt s ein iiusserer oder ein innerer Punkt
bezogen auf die Kugelschale ist. Die Entfernungsgrissen g sind ihrer
ganzen physikalischen Bedeutung nach stets als wesentlich positive
Grossen zu behandeln, und so werden wir in (2) als Grenzen fiir
iinssere Punkte m die Werthe 22— R und F - R, fiir innere Punkte m
die Werthe R — F und R - E zu betrachten haben.

Fiir einen iusseren Punkt haben wir also den Ausdruck (2) zu
schreiben:

E*— R*E+R
¢ E—R
= fmedn g5 (2R— F i +
-Imh"

-;man (ut 2 (BTR) EEY- m) fmed

W, = fmedx ;,", lo —

Fthren wir die Gesammtmasse der Kugelschale M = de¢dx R*
ein, so erhalten wir filr die gravitivende Wirkung einer Kugelschale

auf einen iusseren Punkt m:

i m M
{2" IV(I'_f 7 H

Fiir einen inneren Punkt haben wir den Ausdruck (2) zu
schreiben:

Wi=fmedx i et
¢ Js—}
; - - R
(29 = fmedx - F' (2}« 71'"‘.;.'7" _|_ = ')
= [medn F' (2E-|- (R—E)— R+ F)) =

Die Gleichungen (2*) und (2') enthalten fiir kugelférmige Schalen
von homogener Dichte und constanter Dicke folgendes, mathematisch
strenges Resultat: Eine Kugelschale wirkt nach dem Newton’schen
Gravitationsgesetz auf iiussere Punkte so, als wiire die Gesammtmasse
der Kugelschale im Mittelpunkt vereint; eine Kugelschale wirkt nach
dem Newton’schen Gravitationsgesetz auf innere Punkte {iberhaupt
nicht. Fiir fussere Punkte fiillt also Gravitationsmittelpunkt und
Massenmittelpunkt einer Kugelschale zusammen,

Diese Resultate sind fiir die im umgekehrten Quadrat der Ent-
fernung wirkenden Kriifte charakteristisch. Sie finden ebenso auf
Newton’s Gravitationsgesetz, wie anf Coulomb’s elektrostatisches
Gesetz ihre Anwendung.
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Wir haben in den Gleichungen (2*) und (2') die Mittel gewonnen,
die Wirkung von Vollkugeln nach dem Newton’schen Gesetz auf
finssere und innere Punkte anzugeben. Dabei ist es nicht nothig die
Vollkugel als mit homogener Dichte erfilllf anzunehmen, wir kdnnen
sie auch als zusammengesetzt aus einem System concentrischer Schalen,
von denen jede mit einer anderen Dichte homogen erfiillt ist, ansehen.
Gerade in dieser allgemeinen Fassung erscheinen die nun fiir Voll-
kugeln auszusprechenden Siitze von besonderer Bedeutung fiir die Geo-
physik. Diese Siitze lauten:

Eine Vollkugel wirkt nach aussen wie eine Kugelschale so, als
wiire ihre Gesammtmasse im Kugelmittelpunkt vereinigt. Eine Voll-
kugel wirkt auf innere Punkte so, als wiire nur die Gesammtmasse
der concentrischen Kugel, auf deren Oberfliche der innere Punkt liegt,
im Kugelmittelpunkt vereinigt, als wirke die ausserhalb liegende
Kugelschale itberhaupt nicht.

Das Resultat, dass eine Kugelschale von homogener Dichte auf
einen inneren Punkt nach dem Newton’schen Gravitationsgesetz iiber-
haupt keine Wirkung ausiibt, ist so einfach, dass das Bediirfniss er-
weckt wird, das Resultat directer durch die Anschauung zu erfassen
und zu begreifen. Ich schalte hier die in Betracht kommende geo-
metrische Ableitung um so lieber ein, als sich dabei Gelegenheit
bietet, auf Ausdriicke fiir Projectionen von Flichenstiicken auf Kugel-
flichen und damit auf den Begriff der Kegeloffnung, scheinbaren Grisse
oder des riilumlichen Winkels hinzuweisen — Aus-
driicke und Begriffe, die in allen Theilen der
Physik Verwendung finden.

Wir legen durch den Aufpunkt m im Innern
eine Kegelfliche mit unendlich kleiner Oeffuung,
diese Kegelfliiche schneide aus der gegebenen
Kugelfliche mit dem Radius R die Flichen-
elemente do, und do, und aus einer um
den Aufpunkt m beschriebenen Kugelfliche
mit dem Radius 1 die Fliichenelemente do, und do, aus. Beide
Fliichenelemente do, und do, sind gleich gross — wir schreiben
dafiir do — und konnen als die Centralprojectionen der Flichen-
elemente do, und do, auf die Einheitskugelfliche um m aufgefasst
werden.

Dieses vorausgeschickt konnen wir nun schreiben:

Fig. 91.




310 VL. 1) Vorbemerkungen und Vorstudien zur Geophysik.

Die Wirkung von &ddw, auf m:
do, . __do,
fmed 7 = fmed 58 (o, )}
die Wirkung von eddw, auf m:

g d : do
fmed p—:','- = fmed W{—)‘

Indem nun do, == do, und wegen der Kleinheit der angewandten
Kegeliffnung auch cos (p, R) == cos (g, R) ist, erkennen wir, dass beide
Elementarwirkungen gleich und entgegengesetst gerichtet sind, sich
also in Summa aufheben. Ks lisst sich aber in dieser Weise die
gesammte Wirkung der Kugelschale auf einen inneren Punkt in
Paare von einander aufhebenden Elementarwirkungen zerlegen. So
kommt, anschaulich behandelt, dgs Resultat zu Stande, welches
wir vorhin lediglich rechnerisch abgeleitet haben, dass die Gesammt-
wirkung der Gravitation einer Kugelschale auf innere Punkte ver-
schwindet.")

Wir haben bisher lediglich die elementaren Stiicke do,, do, als
Kegeloffnungen bezeichnet und kénnen uns nach dem Obigen ihre
geometrische Bedeutung als scheinbare Grisse von dow,, dw, Kklar
machen. Wir fiigen hier nur noch die Bemerkung hinzu, dass diese
Bezeichnungen sich unmittelbar auf die endlichen Flichenstiicke

fdol ..=J“l°_’1_£:l_3’(_?1£¢_), '-/.{IO’ =f-‘?_m_s,_c$i§'_m_@

iibertragen.  Die Bezeichnung Kegelsffnung rithrt von F. E. Neu-
mann her.

Von Bedeutung ist die Ausdehnung unserer Gravitationssitze
kugelfsrmiger Massen auf iiussere Punkte, welche darin liegt, dass die
gravitirende Wirkung kugelférmiger Massen auf einander in Betracht
gezogen werden soll. Wir konnen dann das Newton'sche Reactions-
princip heranziehen und sagen: Wenn die Wirkung einer Kugel mit

1) Newton, der in Liber I, Sectio XII seiner Principien (8. 189—210 der
Thomson'schen Ausgabe) die Gravitation kugelfsrmiger Korper behandelt,
giebt sowohl filr innere wie fiir fussere Aufpunkte geometrisch anschauliche
Ableitungen, wie denn iiberhaupt die mathematische Behandlung Newton's
als eine synthetisch geometrische zu bezeichnen ist, Die Ableitung fiir innere
Aufpunkte erscheint bei Newton noch kiirzer als bei uns, da es ihm nicht
darauf ankommt, den Begriff der Kegeltffnung zu entwickeln,
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der Masse M, auf einen iusseren Massenpunkt m, so angesehen
werden kann, als ob M, im Kugelmittelpunkt vereinigt wiire, dann
wird nach dem Reactionsprincip auch umgekehrt die Wirkung von
my auf M, so angesehen werden kdnnen, als ob M, im Mittelpunkt
der Kugel vereinigt wire. Man sieht so den Satz ein: Zwei Voll-
kugeln, die entweder homogen sind oder aus concentrischen homo-
genen Schichten bestehen, ziehen einander gravitirend so an, als ob
ihre Massen im Massenmittelpunkt vereinigt wiiren.



VI. 2) Ueber den inneren Zusammenhang der Schwere
und der Gravitation,

§ 113. Gleichgewichtsfigur der rotirenden Erde. Aenderung der
Schwere mit der geographischen Breite. Clairaut’s Satz.

Fiir die Bestimmung der Gleichgewichtsfigur der Erde konnten
wir einmal davon ausgehen, dass die Gleichgewichtsfigur im Wesent-
lichen ihre Bestimmung zu einer Zeit fand, in der noch das ganze
Innere der Erde fliissig war. Wir kinnen uns aber auch der Ende
des § 87 ausgefithrten Gedanken erinnern, dass fiir so ausgedehnte
Massen, wie sie die Erde darstellt, der Effect in Folge der Grisse,
welche die Gravitation und damit der Druck der Theile gegen ein-
ander im Innern erreicht, in mancher Hinsicht auf dasselbe heraus-
kommen wird, wenn wir die Erde als aus starren Theilen bestehend
behandeln. Die Schwierigkeit der Behandlung liegt in der gegen-
seitigen Gravitation der Massentheile, deren - Dichtigkeitsvertheilung
uns unbekannt ist.

Das hydrostatische Problem der Gleichgewichtsfigur einer roti-
renden Fliissigkeitsmasse homogener Dichte unter Einwirkung der
Gravitation hat zuerst von Dirichlet und Jacobi eine Lisung er-
fahren. Jacobi wies fiir gewisse Umdrehungsgeschwindigkeiten auf
die Moglichkeit eines schwiicher und eines stirker abgeplatteten
Rotationsellipsoides hin und, was besonders auffallend war, unter Um-
stiinden auch auf die Moglichkeit eines dreiaxigen Ellipsoides als
Gleichgewichtsfigur.

Fiir uns kommt als Gleichgewichtsfigur der rotirenden Erde nur
eine wenig von der Kugel abweichende Gestalt in Betracht. Wir
wollen der FEinfachheit wegen im Folgenden an eine Vorstellung
kniipfen, die auch F. Neumann in seiner einleitenden Vorlesung zu
benutzen pflegte, nach der die Erde aus einem festen kugelférmigen
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Kern bestehe, den wir uns durch eine in den beiden Erdpolen tan-
girende Kugel herausgeschnitten denken kinnen; dieser feste Kern
sel mit einer verhiiltnissmiissig diinnen Fliissigkeitsschicht (Wasser)
bedeckt, deren Dicke von den Polen zum Aequator stetig zunimmt.
Die umgebende Flissigkeitsschicht hat dann eine zu geringe Masse,
als dass ihre gravitirende Wirkung in Betracht kiime,

Wir gehen mit der Vorstellung in die Rechnung, dass die an der
Erdoberfliche beobachtete Schwerkraft nichts anderes ist, als die
Resultante, welche sich aus den Gravitationskriiften des Kugelkerns
und aus der Centrifogalkraft in Folge der Umdrehung der Erde um
ibre eigene Achse zusammensetzt. Ganz wie bei der Entwickelung
des physikalischen Systems mancherlei im voraus vorweg genommen
werden musste, um spiiter durch die daraus folgenden Consequenzen seine
wesentliche, viickwirkende Stiitze zu finden, so werden wir auch hier
vorweg auf die directen Beweise Bezug nehmen kounen, welche fiir
die Drehung der Erde um ihre Axe erbracht sind. Der Hauptsache
nach will auch die hier vorzutragende Theorie mit ihren Consequenzen
als ein in sich geschlossenes Ganzes aufgefasst sein, das nicht nur an
keiner Stelle einen Widerspruch aufweist, im Gegentheil noch die An-
regung gewiihrt, manche Erscheinung in einem neuen Znsammenhang
und von neuen Gesichtspunkten aus anzusehen,

Bezeichnen wir mit G die Erdschwere am Pol, mit R den Radius
des hier tangirenden festen Kugelkerns, so wird nach den zu Grunde
gelegten Vorstellungen an den Erdpolen die Schwere ¢ identisch mit
der Gravitation sein miissen, d. h. nach dem Newton’schen Satz von
der Gravitation einer Vollkugel (§ 112) wird sein:

v M
G=IF1

und ebenso die gravitirende Wirkung des Kugelkerns im Ab-
stand r: :
e
Bezeichnen wir nun weiter mit » den Radiusvector vom Kugel-
mittelpankt nach dem veriinderlichen Punkt der freien fliissigen Ober-
fliiche, legen den Coordinatenanfangspunkt in den Mittelpunkt des
Kugelkerns, die z-Axe durch die Pole, die z-, y-Axen in die Aequa-
torealebene und setzen endlich @ = 2#/T, wo T die Umdrehungszeit
der Erde bedeutet, dann wirken auf die Masseneinheit an der Erd-
oberfliiche die Componenten:
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X=—G—o 5+ o'

(1) Y=— G5 L4 oy,
Z ot e o
r r

Nach den Grundsiitzen der Hydrostatik § 94 (3) bilden wir nun:
dU = Xdx + Ydy + Zdz
i d i
e s P2 “’:f“_y;‘}fii‘_‘. + o¥(zdz + ydy)

und erhalten als Niveauflichengleichung:
(2) U=GZ 2+ y*) = const.

Der Parameter der Niveaufliche U == const., welcher der freien
Oberfliche entspricht, bestimmt sich durch die Lage der Pole,
filr welche:

z2=0, y=0, =R,
also auch » = R ist.
Wir erhalten so als Gleichung der Oberfliche aus (2):

GR= G2 4+ 5@+,
®) 1 1 w?
b bt 772 Al

Mit der Bestimmung der Gleichgewichtsfigur der Erde durch (3)
haben wir nun weiter die Mittel gewonnen, die geophysikalisch wichtige
Frage nach der durch Centrifugalkraft und Entfernung vom Kugel-
centrum modificirten Schwerkraft nach Grosse und Richtung beant-
worten zu konnen. Bs hiingt damit die andere Frage nach der Ab-
weichung des als geographische Breite bekannten Winkels ¥ von dem
durch Radiusvector von Erdcentrum nach Oberflichenort » und Aequa-
torealebene gegebenen Winkel ¢ zusammen.

Beriicksichtigen wir gleich mit, dass bei der gegenwiirtigen
Rotationsgeschwindigkeit der Erde

@R _ 1

G~ .
klein gegen 1 ist, dass wir bei der geringen Abweichung der Erde
von der Kugelgestalt in den Gliedern hoherer Ordnung » durch R er-
setzen konnen, so folgt aus (1) in Verbindung mit (3):
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—VEF P FZ2=0E)Y1—22F wsty

=G(l—n—“;,rijizccps’l )—F(l ——2-— (T (p)

)

Als geographische Breite y wird der Winkel definirt, den die
Richtung der Erdschwere, wie sie sich aus Gravitation und Centri-
fugalkraft zusammensetzt, mit der Aequatorealebene bildet. Wir
haben somit:

tang ¢ = air. A BT ot (YR

]/j(' o ]/.1:'_-]- y* o*R

) Gl TR
b L ' 3

Es folgt hieraus, dass, wie zu erwarten stand, ¥ und ¢ nur wenig
von einander abweichen. Man darf daher setzen:

tang ¥ = tang @ - - g

cos® qJ
Der Vergleich dieser Formel mit Gleichung (5) ergiebt:

o' R 'R
(6) :p—qa—--l-smf.’qn T ==§'81n2¢m(1 .

Wir werden daher auch in (4) @ durch die geographische Breite
ersetzen diirfen. Alle Ausdriicke (4), (5), (6) sind richtig bis auf
Glieder erster Ordnung (eingeschlossen).

Wir bedienen uns jetzt der Gleichungen (3) und (4), um Aus-
driicke fiir die Abplattung der Erde und fiir die Zunahme der Schwere
vom Aequator zum Pol aufzustellen. Die Verbindung beider Aus-
driicke fithrt uns zu dem berithmten, fir die Geophysik so wichtigen
Clairaut’schen Satz.

Definiren wir als Abplattung der Erde die Grosse:

R,—R R

R o ol e

worin R, den Aequatorealradius bedeutet, X, wie vorhin, den Polar-
radiusveetor, und beriicksichtigen wir, dass aus (3) richtig bis auf
Glieder erster Ordnung folgt:

P = R( + S cos’(p)

80 berechnet sich
R,—R 'R

0 e




316 VI 2) Ueber den inneren Zusammenhang der Schwere u. d. Gravitation.

Definiren wir weiter als Zunahme der Schwere vom Aequator

zum Pol die Grosse:
G— G [

a @

worin (7, die Schwere unter dem Aequator bedeutet, so berechnet
sich nach (4):
G—G, 3R

®) &y Lo ki

Die Verbindung der Gleichungen (7) und (8) und zwar die
einfache Addition liefert nun den berithmten Clairaut’schen Satz:
©) Z+4=3%"

Es ist aber hervorzuheben, dass Clairaut seinen Satz wesentlich
strenger begriindet hat, als wir es bei unserer mehr veranschaulichenden
Rechnung gethan haben. Clairaut geht bei seiner Ableitung davon
aus, dass die verschiedenen Massen im Inneren der Erde nach ihrer
Dichtigkeit in concentrischen, ellipsoidischen Schalen nm den Mittel-
punkt vertheilt liegen, wobei es auf die Dichteiinderung von Schale
zu Schale nicht weiter ankommt. Diesem Umstande entspricht es
denn auch, dass dem Clairaut'schen Satze fiir die Geophysik eine
wesentlich grossere Bedeutung zukommt, als den theoretischen Werthen,
die sich fiir 4 und Z berechnen lassen, auch wenn wir von unserer
nitherungsweisen Berechnung von A und Z durch die Gleichungen
(7) und (8) ganz absehen.

Setzen wir in den Clairaut’schen Satz (9) die bekannten Werthe:

1 w® it 1

= 1w e 2017

Z

so folgt als Grésse der Abplattung A = 415, wihrend Bessel dafiir
aus Gradmessungen den Werth Y, abgeleitet hat.

Wenn wir jetzt die Abweichung dieses Werthes 4 = 4}, von dem
numerischen Werth Y, nach (7) constatiren'), ebenso die Abweichung
des beobachteten Werthes Z = {4 von dem numerischen Werth '/,
nach (), so werden wir uns der Voraussetzungen unserer Berechnung
zu erinnern haben, welche mit der Annahme eines festen kugelférmigen

1) Die unter Voraussetzung einer rotirenden Flissigkeitsmasse von homo-
gener Dichte berechnete Abplattung hat auf den Werth Y,,, gefiihrt, ein Resultat,
das nach der anderen Seite von der Wirklichkeit abweicht und theoretisch ab-
weichen muss, da wir wissen, dass die Dichte der Erde nach dem Erdinnern
zunimmt,
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Kernes auf die Entwickelungsgeschichte des Erdballs keine Riicksicht
genommen hat. Der Werth unserer einfachen Rechnung wird aber
darin zu erblicken sein, dass sie im Ganzen eine richtige Anschauung
von den in Betracht kommenden Grissenverhiiltnissen giebt.

§ 114. Geophysikalische Studien iiber die Druckvertheilung im
Innern der Erde.

Wir kniipfen an die Behandlung der Gleichgewichtsfigur der
Erde noch einige Studien iiber die im Inneren der Erde vorliegenden
Druckverhiiltnisse, wollen dabei aber der Einfachheit halber wieder
an die Kugelgestalt ankniipfen und von der Centrifugalkraft absehen.

Wir gehen von der hydrostatischen Grundgleichung § 93 (3) aus:

dp = e(Xdz + Ydy + Zdz) = ¢ Rdr,

indem wir die Betrachtung zuniichst an eine fiiissige Erde kniipfen,
— auf die Berechtigung dieses Verfahrens kommen wir weiter unten
zuriick — und erinnern an den Satz iiber die Gravitation von homo-
genen Kugeln und Kugelschalen (§ 112), nach dem nur der innere
Kugelkern, auf dessen Oberfliche der Aufpunkt liegt, eine Wirkung
ausiibt. Bezeichnen wir die Masse des Kugelkerns von dem Radius »
mit m, so haben wir fiir eine homogene Kugel von der Dichte &:

dp = — sfﬂ dr = — 5’{'233 rdr.,

Die Integration liefert:
P =1po+ &f 5 (R — 1Y),

o ist hierin der Druck von 1 Atmosphiire an der Erdoberfliiche fiir
r == R, welcher gegeniiber den gleich zu errechnenden enormen Druck-
kriiften im Inneren nicht in Betracht kommt. Wir schreiben daher
abgekiirzt:

(1) p=8f T (R — 1)
Fithren wir die Tiefe unter der Erdoberfliche 4 ein, so wird
fir r = R — h:
p=&f3F (R — (R —h)Y).
Als hydrostatischen Druck im Erdmittelpunkt erhalten wir aus
(1) fir » = 0
(1% p=&f TR
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Fiir eine Kugel von der Grisse der Erde berechnet sich dieser
Druck bei der Dichte & ==1 zu cirea 50000 Atmosphiiren, bei der
Dichte & == 5,0 zu cirea 1,6 Millionen Atmosphiiren. Diese Werthe
haben keinen anderen Zweck, als uns eine Anschanung davon zu
geben, um welche Grossenverhiiltnisse es sich etwa bei dem Druck
im Inneren der Erde handelt. Der erste Werth diirfte fiir den Erd-
mittelpunkt zu kleine, der zweite zu grosse Zahlengrissen darstellen.

Eine andere Anschauung gewiihrt die Einfithrung der Schwere
an der Oberfliche der homogenen Fliissigkeitskugel (g) =f ¢ 1;-5 Iy

es wiirde dann aus (1*) folgen: p;, = ¢(g)R/2. Der Druck im
Centrum der Fliissigkeitskugel entspricht dem halben Druck einer
Fliissigkeitssiitnle von der Hohe des Erdradius unter Einwirkung der
Schwere.

Die enorm hohen Druckkriifte regen dazu an, eine Reihe von
Consequenzen filr die physikalischen Zustiinde im Erdinnern zu ziehen:

Man hat einmal versucht, die Dichtevermehrung nach dem Inneren
der Erde als Folge des zunehmenden Drucks zu erkliren. Diesem
Versuch steht aber wohl gegeniiber, dass fiir das Erdinnere eine er-
hebliche Compressibilitit der Materie nicht in Betracht kommen kann.

Von grosserer Tragweite erscheinen thermodynamische Con-
sequenzen. Unter gewdhnlichen Druckverhiiltnissen ist mit solch
hohen Temperaturen, wie sie im Erdinnern vorliegen, die Vorstellung
des flitssigen Aggregatzustandes verbunden, wie wir ihn auch den vor-
stehenden Rechnungen zu Grunde gelegt haben. Nun lehrt aber die
Thermodynamik, dass der Schmelzpunkt einer Substanz durch hohen
Druck ansteigt, wenn beim Erstarren eine Volumverminderung ein-
tritt; wir diirfen danach unsere den gewGhnlichen Druckverhiltnissen
entsprechenden Anschauungen nicht ohne Weiteres auf die physi-
kalischen Zustiinde im Erdinnern iibertragen. Im Gegentheil erfordern
die thermodynamischen Grundsiitze, das Erdinnere als starr anzusehen.
Diese Consequenz befindet sich im Einklang mit Folgerungen, welche
aus den numerischen Werthen der Priicession und Nutation gezogen
werden konnten.

Mit diesen Auseinandersetzungen scheinen dem Ausgangspunkt
unserer Rechnungen die Grundlagen entzogen, insofern die Erde nicht
flissig, sondern fest ist. Demgegeniiber wiire auszufithren, dass die
Erde in einem fritheren Stadium der Entwickelung jedenfalls fliissig
war; gehen wir aber von einem solchen fliissigen Zustand aus, so
lisst sich {ibersehen, dass beim Erstarren eines Kirpers, wie es die



§ 1156, Gravitation eines Kreiscylinders. Poisson’s Correction, 319

Erde ist, sich die Druckverhiiltnisse nur unwesentlich geiindert haben
werden. Wir kinnen aber anch wieder auf die Ende § 87 ausgefithrten
Gedanken Bezug nehmen,

§ 115. Aenderung der Schwere in Folge lokaler Einfliisse.
Die Gravitation eines Kreiscylinders auf einen Punkt der Axe.
Poisson’s Correction der Schwereformel.

Wir haben in der Uebereinstimmung unserer Speculationen mit
geophysikalischen Beobachtungen, wie sie die Behandlung von § 113
aufwies, einen der moglichen Beweise fiir den inneren Zusammenhang
der Galilei’schen Schwere und der Newton’schen Gravitation zu
erblicken. Es liegt in der Natur der Sache, dass wir uns dabei in
mancher Hinsicht mit einem geringeren Grade der Genaunigkeit be-
gniigen miissen, als wir bei Priicisionsmessungen im Laboratorium
gewohnt sind. Die Verhiltnisse, auf welche wir die Gravitation ir-
discher Massen anzuwenden haben, im Besonderen die Dichtevertheilung
der Massen im Erdinnern, sind uns zu wenig bekannt, als dass wir
hier Priicisionswerthe ableiten konnten.

Die Moglichkeit einer grosseren Priicision der Darstellung, als
wir sie im vorigen Paragraphen gegeben haben, soll nicht geleugnet
werden, und sie ist durch eine Reihe von Werken und Arbeiten er-
wiesen — es moge hier nur anf das ausgezeichnete Werk von Helmert
yDie mathematischen und physikalischen Theorien der héheren Geo-
diisie“ (Leipzig 1880 u. 1884) verwiesen werden. Aber die von uns
im vorigen Paragraphen vorgetragene Darstellung reicht fiir eine erste
Einfithrung in die Disciplin der Geophysik vielleicht aus, zu ver-
anschaulichen, welchen Charakter die theoretischen Behandlungen hier
aufweisen,

Tragen die Behandlungen von § 113 einen mehr generellen
Charakter — wir erinnern an die Frage nach der Aenderung der
Schwere mit der geographischen Breite — so soll der vorliegende
Paragraph erliutern, inwiefern man durch theoretische Rechnungen
auch nach dem Studium lokaler Verhiltnisse hin der Geophysik
werthvolle Stiitzpunkte gewithren kann. Wir wollen die Frage nach
Aenderung der Schwere in Folge lokaler gravitirender Einfliisse auf-
werfen. Wir wollen uns im Speciellen mit der Gravitation eines
Kreiscylinders auf einen Punkt seiner Axe beschiiftigen und dann
davon eine Anwendung machen auf die Aenderung der Schwere durch
Hochplateaus. Wir kommen dadurch auf einen mathematischen Aus-
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druck, der bekannt ist unter dem Namen: ,Poisson’s Correction
der Schwereformel®

Die Hohe des Cylinders sei A, der Radius ¢, wir wollen # vertical
nach unten in der Richtung der Cylinderaxe, die Polaraxe ¢ senkrecht
dazu rechnen, ¢  sei die Massendichtigkeit des Cylinders. Wir be-
schriinken uns darauf, die gravitirende Wirkung auf die Masseneinheit
fiir den Punkt der oberen Basisfliiche in der Cylinder-
axe zu berechnen.

Die Wirkung des Massenelementes &é‘odpdgdz
anf die Masseneinheit ist:

Fig. 2.

f t'ededgds
0' + ‘I

Zu jedem Massenelement lisst sich ein symmetrisch
zar Cylinderaxe gelegenes Massenelement angeben,
welches die Wirkungscomponente senkrecht zur z-Axe aufhebt; es
kommen so fiir die Wirkung des Cylinders auf den Punkt der Axe
in der oberen Basisfliche nur die Componenten parallel zur z-Axe
allein in Betracht. Die Componente der Elementarwirkung in der
Richtung der z-Axe ergiebt sich aber: '

AW — ,odpdcpdz g

e Yere
Als Gesammtwirkung des Cylinders folgt so:

(1) ' W = fé’ 2“]./‘ Odozfif‘

Die weitere Ausrechnung ergiebt:

W == f¢’ 2:'.-: pdp‘— = n=f5 Ba:lpdp(—-—

1
Ve'+ 2t ¢ Vm‘)

= f&’ zz\p—vp F [ = fe'2x(c — VB + h).

Fiir die uns vorschwebende geophysikalische Anwendung kommt
nun im Besonderen der Fall in Betracht, dass der Cylinder im Ver-
hiiltniss zur Breite niedrig ist, dass also A als klein gegeniiber ¢ be-
trachtet werden kann. Wir kénnen dann entwickeln:

Ve + i m—-sr'(l o ;t,)
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und erhalten fiir die gravitirende Wirkung eines niedrigen Cylinders
auf den Axialpunkt seiner Oberfliiche:

@) W=fe'2nh(1 — 5.) beaw.: = fe'2xh.

Die gravitirende Wirkung eines sehr niedrigen Cylinders auf den
Axialpunkt seiner Oberfliiche stellt sich hiernach als im Wesentlichen
unabhiingig von seiner Breite dar, und wir kénnen schliessen, dass durch
den Ausdruck (2) die gravitirende Wirkung auf Oberflichenpunkte
der Basis in hinreichendem Abstande von der Cylindermantelfliche
tiberhaupt dargestellt werden wird. Darauf beruht die geophysikalische
Anwendung des letzten Ausdrucks in (2) auf die Aenderung der
Schwere durch Hochplateaus, die wir uns auf die etwa dem Clairaut’-
schen Satze entsprechende Figur der Erde aofgesetzt denken.

Bezeichnen wir die Schwere, wie sie der theoretischen Erdober-
fliche etwa im Sinne des Clairaut’schen Satzes entspricht mit g,
den Abstand vom Kugelcentrum der Erde im Sinne der Behandlung
des vorigen Paragraphen mit R, so haben wir, abgesehen von dem
Unterschiede der Centrifugalkriifte auf der Oberfliche und unterhalb
des Hochplateaus, als Schwere auf der Oberfliche des Plateaus von
der Hohe h:

R' ’
go=g('—1mT)'+f£ 2nh.
Indem wir noch in dem Correctionsglied /' durch die mittlere

Dichte der Erde & ausdriicken, filr welche wir hier als in einem
Correctionsgliede Kugelgestalt voraussetzen kinnen:

. M __4m g eyt ) )
f?-"g, M—-"S-ER, [I.].BO. f—-—m:ﬁ,

erhalten wir unter Berficksichtigung der Kleinheit von # gegen IRi:

(3) p=9[1—5@-39)]

Diese Beziehung stellt die von Poisson herrithrende Correction
der Schwereformel in Folge von Hochplateaus, die der theoretischen
Figur der Erde aufgesetst erscheinen, dar. Um eine Anschauung fiir
die Grossenordnung des Correctionsgliedes zu geben, setzen wir z B.:

e§=0553, & =250
und erhalten in diesem Fall aus (3):

w=g(1—1323)

Volkmann, Theoretische Physik, 21
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§ 116. Historischer Riickblick. Newton's Nachweis der Identitiit
der Schwere und der Gravitation.

Der innere Zusammenhang zwischen Schwere und Gravitation trat
in den bisherigen Untersuchungen mehr indirect hervor. Wir wollen im
Folgenden historisch der Momente gedenken, welche diesen Zusammen-
hang noch directer aufdecken, insofern sie den Zusammenhang der
irdischen Schwere mit der Gravitation der Erde auf den Mond er
weisen, insofern sie sodann directe Beweise fiir die Umdrehung der
Erde liefern, und damit die Einfithrung der Centrifugalkraft in § 113
von Neuem rechtfertigen. Diese Zusammenstellung soll uns an die
Ausfithrungen von § 1 erinnern, nach denen das physikalische System
durch und durch anf gegenseitiger Stiltzung seiner einzelnen Theile

beruht.

Der Zusammenhang der irdischen Schwere und der Gravitation
der Himmelskorper hat eine besondere Rolle in der Geschichte der
Newton’schen Entdeckungen gespielt. Brewster!) berichtet dariiber
in der von thm verfassten Lebensbeschreibung Newton’s:

y,Nachdem Newton das Gesetz der Kraft, wodurch die Planeten
zu der Sonne hingezogen werden, erhalten hatte (1666), war sein
niichster Zweck, sich zu vergewissern, ob eine solche von der Erde
ausgehende Kraft, nach dem Monde gerichtet und in dem quadratischen
Verhiiltniss der Entfernung geschwiicht, geniige, ihn in seiner Bahn
zuriickzuhalten. Bei der Ausfithrung dieser Berechnung war es nithig,
den Raum, durch den die schweren Kirper bei gegebener Entfernung von
dem Mittelpunkt der Erde, z B. an ihrer Oberfliche, in einer Secunde
fallen, mit dem Raume zu vergleichen, durch welchen der Mond in
einer Secunde bei seinem Umlauf in einer kreisformigen Bahn gleich-
sam zu der Erde fiill. Da er bei der Anstellung dieser Berechnung
keine Biicher bei der Hand hatte, so behielt er die gewdhnliche
Schiitzung des damals von den Geographen und Seefahrern ange-
nommenen Durchmessers der Erde bei und setate voraus, dass jeder
Grad der Breite 60 englische Meilen enthielte. Auf diesem Wege
fand er, dass die den Mond in seiner Bahn zuriickhaltende Kraft, als
hergeleitet von derjenigen Kraft, welche den Fall der schweren Korper
auf der Erdoberfliche verursacht, ein Sechstel grosser wiire, als die,

1) Im XL Capitel. Deutsche Uebersetzung von Goldberg, Leipzig 1883,
§. 119 u. folgende.
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welche in seiner kreisférmigen Bahn wirklich beobachtet wird. Diese
Differenz warf auf alle seine Speculationen einen Zweifel und ver-
hinderte ihn, dem Publicum dariiber eine Nachricht zu geben.*

pJedoch bewog ihn ein sehr interessanter Zufall, seine vorigen
Forschungen wieder aufzunehmen. Als er im Jahre 1682 zu London
einer Sitzung der koniglichen Societit beiwohnte, wurde die von
Picard 1679 ausgefilhrte Messung eines Grades des Meridians der
Gegenstand der Unterbaltung. Newton nahm eine Abschrift des von
dem franzosischen Astronomen erhaltenen Resultats, und nachdem er
daraus die Grosse des Durchmessers der Erde gefolgert hatte, nahm
er sogleich seine Berechnungen von 1666 wieder vor und fing an,
selbige mit diesen neuen Daten zu wiederholen. Im Verfolg der Be-
rechnung sah er, dass das von ihm zuvor erwartete Resultat heraus-
zokommen schien, und er gerieth in einen solchen Zustand von
Nervenreizbarkeit, dass er nicht im Stande war, die Berechnung fort-
zusetzen. In diesem Geisteszustande vertraute er sich einem seiner
Freunde, und er hatte das hohe Vergniigen, seine fritheren Ansichten
vollkommen gegriindet zu finden. Ks wurde gefunden, dass die
Schwerkraft, welche den Fall der Korper auf der Oberfliche der
Erde bestimmt, wenn sie sich wie das Quadrat der Entfernung des
Mondes von der Erde verringert, wirklich genau gleich ist der Centri-
fugalkraft des Mondes, sowie diese aus seiner beobachteten Entfernung
und Geschwindigkeit gefolgert wird.“

yDer Einfluss eines solchen Resultates auf einen solchen Geist
kann mehr gedacht als beschrieben werden. Das ganze materielle
Universum lag offen vor ihm; — die Sonne mit allen ihr angehérenden
Planeten; — die Planeten mit allen ihren Trabanten; — die Cometen,
welche in jeder Richtung in ihren excentrischen Bahnen rollen; —
und die Systeme der Fixsterne, die sich bis in die entferntesten
Grenzen des Raumes erstrecken. Mit einem Wort, alle die mannig-
faltigen und verwickelten Bewegungen der Himmelskérper mussten
sich auf einmal seinem Geiste als das nothwendige Resultat des Ge-
setzes darstellen, welches er in Beziehung auf die Erde und den
Mond bewiesen hatte.”

nNachdem er dieses Gesetz auf die andern Korper des Systems
ausgedehnt hatte, verfasste er eine Reihe von Siitzen iiber die Bewegung
der Hauptplaneten um die Sonne, welche gegen Ende des Jahres 1683
nach London geschickt und bald darauf der kinigl. Societiit mit-
getheilt wurden.“

Schematisch kionnen wir uns Newton’s Gedankengang durch

21°*
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folgende Formeln klar machen: Bezeichnen wir Masse und Radius der
Erdkugel mit M und R, die grosse Axe der Mondbahn mit a, die
Umlaufszeit des Mondes um die Erde mit 7', so haben wir unter
Bezugnahme auf das dritte I\epler 'sche Gesetz § 46 (8) bezw. (9):

g= f T M == 4::
mithin:

(1) gR = dxn g.—,,

Priiciser') wird heute in der Astronomie nach dem Vorgang von
Hansen (Darlegung der theoretischen Berechnungen der in den
Mondtafeln angewandten Stérungen. Abhandlungen der Leipziger
Geesellschaft der Wissenschaften, 1863 u. 1865) die hier nur schema-
tisch angedeutete Bezichung zur Bestimmung der Mondparallaxe ver-
werthet, d. h. zur Bestimmung der scheinbaren Grisse des Aequatoreal-
radius der Erde vom Mondmittelpunkt in mittlerer Entfernung der
Erde gesehen. Es scheint damit die genauste Methode zur Bestimmung
der Mondparallaxe gegeben zu sein. Wihrend die besten directen
Bestimmungen dafiir Werthe zwischen 57°2” und 578" ergeben,
findet nach der erwithnten Methode:

Hansen  1865: 57°2",25,
Newcomb 1895: 7' 2" 68.

§ 117, Ueber die directen Beweise fiir die Erddrehung
durch die Fallversuche von Benzenberg und Reich und durch
Foucault's Pendelversuch.

Wir haben § 113 die Schwerkraft an der Erdoberfliche aus
Gravitation und Centrifugalkraft zusammengesetzt. Der Antheil der
Schwere, der in der Centrifugalkraft seinen Ausdruck findet, hat
darin seinen Ursprung aus, dass sich die Erde um ihre Axe dreht,
wie es die Betrachtung der tiiglichen scheinbaren Bewegung des Fix-
sternhimmels nahelegt. Insofern der dort aufgestellte Ausdruck fiir g
— und in erhthtem Maasse thut es der von den Geodiiten der Gegen-
wart priicisirte Ausdruck fiir ¢ — eine generelle Uebereinstimmung
mit den zahlreich auf der Erdoberfliche ausgefithrten Bestimmungen
der Beschleunigung ¢ aunfweist, werden wir darin riickwiirts einen

1) Ieh verdanke diese Angaben meinem geehrten Collegen Herrn Privat-
docenten Dr. F. Cohn.
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indirecten Beweis fiir die Thatsache der Umdrehung der Erde gegen
Newton’s absoluten Raum zu sehen haben. Es erscheint der Wunsch
begreiflich, fir die Umdrehung der Erde um ihre Axe auch directe
physikalische Beweise heranzuziehen. Es kommen dabei in Betracht:
Die Fallversuche, die in bedeutender Hohe eine dstliche Abweichung
aufweisen und die Drehung der Ebene, in der das Foucault’sche
Pendel schwingt.

Die Verwerthung von Fallversuchen zum Beweise der Drehung
der Erde hat schon Newton') in Vorschlag gebracht. Spiiter sind
Versuche von Benzenberg (1801) und Reich (1832) ausgefiihrt.
Die Versuche von Benzenberg haben Gauss?) (1803) Veranlassung
gegeben, die Fundamentalgleichungen fiir die Bewegung schwerer
Korper auf der rotirenden Erde aufzustellen.

Wir konnen eine Theorie dieser Versuche sehr einfach dadurch
geben, dass wir den fallenden Stein als Trabanten auffassen, der sich
um den Erdmittelpunkt als Attractionscentrum bewegt. Bezeichnen
wir die Winkelgeschwindigkeit des Trabanten innerhalb der Bahnebene,
vom Erdmittelpunkt aus gerechnet, mit dg/dt, mit n die Umdrehungs-
geschwindigkeit der Erde um ihre Axe, dann wird jene Winkel-
geschwindigkeit des Trabanten in der Hohe & iiber der Erdoberfliche
n' = n cos ¥ sein, worin ¢ die geographische Breite des Beobachtungs-
orts bedeuten mége, und wir erhalten unter Anwendung der ersten
Kepler’schen Regel (§45) und der Galilei'schen Fallgesetze (§ 31 (5)):

(R + h— ;'g t")a (:;f = (R 4 h)*n cos ¢,

Lol SO 2 8F vyl i sty 4
(1) drp—(l__ Z c,)'“’”"osw(l-}'lf—l-kt)dt'
AR+
Der fallende Stein fillt anf die Erdoberfliiche zur Zeit:
2h

tmt’:w

In dieser Zeit wird der Stein als Trabant nach (1) den Winkel be-
gchrieben haben:
@ = N CO8 qb(r + R_E}F_J"'s ; %’)

Die Erdoberfliche hat sich in dieser Zeit r um das Stiick »n cosy - r
gedreht. Die gesuchte tstliche Abweichung ist somit gegeben durch:

1) Brewster: Newton's Leben, Cap. 11, deutsche Uebersetzung 8. 120, 121.
9) Gauss Werke, Bd. V, 8. 495—503.
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COB 1P 8h°

(2) R(q:—ncns¢-r)=racos¢-y§=u - ok

Zur Vertiefung der Anschauung mag die Bemerkung hinzugefiigt
werden, dass die in Betracht kommende &stliche Abweichung auch
daraus abgeleitet werden kann, dass in Folge der Umdrehung der
Erde, welche dem fallenden Stein eine anfiingliche, nicht unbetriicht-
liche Horizontalgeschwindigkeit mittheilt, die Richtung der Schwer-
kraft auf den fallenden Stein wiihrend des Falles nicht genau die-
selbe bleibt.

Reich?') verfiigte bei seinen Beobachtungen im Dreibriiderschacht
bei Freiberg iiber eine Fallhohe von 1585 Meter. Die Fallzeit betrug
nach der Beobachtung im Mittel 6,01 Secunden, nach der Berechnung
5,685 Secunden. Als Gstliche Abweichung ergab die Beobachtung im
Mittel 284 mm, die Berechnung 27,5 mm. Die einzelnen Beobach-
tungen weichen indessen ziemlich betriichtlich untereinander ab und
zeigen dadurch, dass die einschliigigen Messungen keiner allzugrossen
Priicision fithig sind.

Dasselbe wird man im Ganzen auch von den Messungen durch
das Foucault'sche Pendel (1851) behaupten kénnen, insofern es
praktisch iiberaus schwierig erscheint festzustellen, ob das Fouecault'-
sche Pendel wirklich in einer Ebene schwingt. Die geringste Storung
macht aus dem Foucault’schen Pendel, das in einer Ebene schwingen
soll, ein Raumpendel, bei dem sich die einzelnen Schwingungen als
Ellipsen mit fortschreitender eigener Drehung darstellen; die Drehung
filllt um so stiirker aus, je excentrischer die Ellipse ist, und der Sinn
der Drehung hiingt von der Richtung ab, in der die Schwingungs-
ellipsen durchlaufen werden.

Es soll die Theorie des Foucault'schen Pendels') hier nicht
weiter entwickelt werden. Es soll nur noch hervorgehoben werden,
dass die Drehung des Foucault'schen Pendels am stirksten an den
Polen der Erde ist, dass sie am Aequator verschwindet. Die vorhin
behandelten Fallversuche gestatten umgekehrt fiir den Aequator
am deutlichsten die Feststellung der Erdrotation, an den Polen
versagen sie.

1) Reich: Poggendorff's Annalen, Bd. 20, 8. 404—501,
2) Man findet cine solche z B. in Kirchhoff's Mechanik, IX. Vorl., § 8.
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§ 118, Ueber die Methoden zur Bestimmung der Gravitations-
constanten und der mittleren Dichte der Erde.

Die hier zu besprechenden Methoden und ihr Ziel haben in erster
Linie geophysikalisches Interesse. Die Astronomie hat insofern kein
wesentliches Interesse an der Bestimmung der Gravitationsconstanten,
als in ihr die Masse iiberhaupt nur als ein Rechnungsausdruck ein-
gefithrt erscheint und nach dem dritten Kepler’schen Gesetz in
einem besonderen Maasse — dem Gravitationsmaasse — Ausdruck
findet, welches die Gravitationsconstante zu 1 macht. Fiir die Physik
muss hervorgehoben werden, dass die bisher hier ausgefiihrten ein-
schliigigen Priicisionsmessungen sich der Natur der Sache nach nur
auf ein sehr beschriinktes Entfernungsintervall beziehen, welches in
den geophysikalischen Anwendungen fibrigens erheblich iibertroffen
wird, So bleibt die fiir die physikalische Systematik wichtige Frage,
in wiefern die Gravitationsconstante fiir alle Entfernungen wirklich
als eine Constante zu betrachten ist, giinzlich unerledigt. So kommt
es, dass die Physik mehr indirect an der Entwickelung und Aus-
arbeitung der Methoden als solcher interessirt ist, als an den bis-
herigen Resultaten der Bestimmung selbst.

Den Zusammenhang beider Grissen, der Gravitationsconstanten f
und der mittleren Dichte der Erde & kinnen wir uns theoretisch an
dem Ausdruck') § 113 (4) klar machen:

(1) g=G (1 —2°F costy).
Setzen wir in dem Hauptgliede
8

G=fs 32X —fc { Ra,
g0 ist damit erwiesen, wie die Bestimmung der Gravitationsconstanten f
die Bestimmung der mittleren Erddichte ¢ unmittelbar zur Folge hat
und umgekehrt die Bestimmung von ¢ die von £ Es liegt aber auf
der Hand, dass die Priicisionsmessungen wesentlich zugiingliche Grosse
direct allein die Gravitationsconstante / und nicht die mittlere Erd-
dichte & sein wird.

1) Die genauere hier in Betracht kommende Formel geben im Anschluss
an Helmert, Theorieen der hoheren Geodiisie, z B. Richarz u. Krigar-
Menzel 8 111 der Publication in den Abhandlungen der Berliner Akademie
vom Jahre 1898, Fiir g ist dann der aus Pendelmessungen abgeleitete mittlere
Werth einer geographischen Breite (reducirt auf Meereshohe) einzusetzen:

5 cm
g = 978,00 (1 4 0,006810 sin*y) oL
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Wir beginnen mit der Besprechung der beiden historischen Me-
thoden, denen auch heute ein gewisses geophysikalisches Interesse
nicht abzusprechen ist, um daran die Besprechung der classischen
Methoden zu kniipfen, welche die Ausfithrung von wirklichen Prii-
cisionsmessungen gestatten.

Die historische Methode von Maskelyne und Hutton (1775,
1778, 1780) kniipft an die Lothablenkung eines isolirten Berges (des
Shehallien in Schottland) von niherungsweise bekannter Masse. Es
handelt sich, anders ausgedriickt, um die Differenz der wahren geo-
graphischen Breite, aus Interpolation von Beobachtungen der weiteren
Umgegend entnommen, und der scheinbaren geographischen Breite,
bezogen auf den Quecksilberhorizont oder die Resultante der Schwere
in niichster Niihe des Berges.

Bezeichnen wir den Unterschied dieser Winkel, das ist die Grosse
der Lothablenkung, mit o, mit % die horizontale Gravitationsbeschleu-
nigung, herrithrend von der Bergmasse M, in dem Abstand R vom
Gravitationsmittelpunkt der Bergmasse, 4 die Beschleunigung  der
Schwere, so ist:

6:—-taugd=:;—, h::['%,

1 BN B
s 5l 8 B

Die historische Methode von Airy (1856) kniipft an die Bestim-
mung der Schwere durch das Pendel an der Erdoberfliche 9o und
am Grunde eines Kohlenbergwerksschachts g, (im Harton-Kohlenberg-
werk) in der Tiefe s unter der Erdoberfliiche.

Fassen wir die Erde als Kugel vom Radius R, bestehend aus
einem Kugelkern vom Radius R — 4 und der mittleren Dichte & und
aus einer Kugelschale von der Dicke & und der Dichte " in der Niihe
der Erdoberfliiche, welche der Beobachtung wenigstens einigermaassen
zugiinglich ist, so haben wir nach den abgeleiteten Kugelsiitzen aus
der Gravitationslehre § 112

gu=fe5F (R—h),

. dm (R —h)* s R—h
9‘0"’/5?’!(‘?—)‘4‘“ Tx (R*"'(““ji—l' ,

oder unter Vernachlissigung der Glieder hiherer Ordnung:
h ‘
(2) G0 = Gu (1 - ﬁ) + dxhfe’.
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Dieses ist die Gleichung, welche nach der Airy’'schen Methode ge-
stattet, die Gravitationsconstante f zu bestimmen.
Von geophysikalischem Interesse ist die Folgerung aus (2):

Jo — Ju=4zhfe — 2 }’: Ou==4xhfe — 8—3’5 feh

= dxhfe (1—3 )

ey

Indem nun § & > & (Airy schiitzte " zwischen 2,75 und 2,06), folgt
die Thatsache, dass die Schwere nach dem Erdinneren zuniichst zu-
nimmt. Es hiingt das damit zusammen, dass zuniichst die dichteren
Massen in der Niihe der Erdmitte in ihrem Einfluss iiberwiegen.

Die Bestimmung der Gravitationsconstanten durch wirkliche Prii-
cisionsmessungen, zn der wir jetzt iibergehen, erméglicht einmal die
statische und dynamische Anwendung der Horizontalwage, wie wir
sie § 84 besprochen haben, sodann auch die Anwendung der gewhn-
lichen Verticalwage. Es soll hier die Theorie der Methoden nur
schematisch angedeutet werden:

Die Anwendung der Horizontalwage, sei es in unifilarer, sei es
in bifilarer Form, wurde zuerst von Cavendish (1798), dann von
Reich (1837), Baily (1843), Cornu und Baille (1878), in neuerer
Zeit von C. V. Boys, C. Braun und v. E6tvis zur Bestimmung der
Gravitationsconstanten verwerthet,

Das iiussere Drehungsmoment 7), in dem Ausdruck § 84 (1)

D, = D¢ bzw. = Dsing ~
wird hervorgerufen durch die etwa senkrecht zum Hebelarm der
Torsionswage | angreifende Gravitationskraft zweier Kugeln im Ab-
stand R, einer Standkugel mit der grossen Masse M und einer am
Ende des Hebelarmes angebrachten und mit dem Hebelarm beweg-
lichen kleineren Masse m. s ist dann:

P=fXr, Pl=D,=Dp, D=TM,

mithin:
R'P _R'Dg _ _, MRl
= 3w = Mml = * To2ml’

Mit dieser Methode, welche an die Horizontalwage kniipft, ist
sehr nahe verwandt die Methode von Wilsing (1885, 1889), welche
an Stelle der Torsionswage ein Pendel benutzt, dessen Schwerpunkt
dicht unter der Drehungsaxe liegt, dessen Schwingungsdauer also
eine sehr grosse ist.
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Die Anwendung der gewdhnlichen Verticalwage wurde zur Be-
stimmung der Gravitationsconstanten zuerst von Jolly (1881), dann
vereint von Konig, Richarz und Krigar-Menzel (1885—1896)
und von Poynting (1891) verwerthet.

Jolly und Poynting beobachten die gravitirende Wirkung von
Kugeln mit Hiilfe der Wage, einer grossen Standkugel mit der
Masse M und einer kleinen Kugel mit der Masse m, die einmal in
erheblicher Hohe iiber der Masse M, sodann in unmittelbarer Niihe
iiber der Masse M gewogen wird. Bezeichnen wir die Massen, welche
in beiden Fiillen die Wage im Gleichgewicht halten, mit w und g’,
so kénnen wir schematisch schreiben:

ug = mg,
w'g=mg + f'-ﬂ—}g?-
Die Differenz beider Gleichungen liefert:
4 2
(b—p)g=fgr, =L tll,

Koénig, Richarz und Krigar-Menzel beobachten die gravi-
tirende Einwirkung eines aus einzelnen Stiicken in Ziegelform zu-
sammengesetzten Bleiwiirfels von der Hohe 2 und der Dichte ¢,
die zu wigende Masse befindet sich einmal unmittelbar iber, das
andere Mal unmittelbar unter dem Bleiwiirfel. Unter Anwendung des
fiir einen niedrigen Cylinder erhaltenen Resultats (§ 115) erhalten
wir entsprechend dem obigen Schema:

. g = mg -+ fe'2xh,
wg==mg—fe2xh,
Die Differenz beider Gleichungen liefert:
(0 —w)g=fedah, f=LZE).

An und fiir sich kinnte der Einwand erhoben werden, dass sich bei
der Wiigungsmethode die Grosse, auf die es in erster Linie ankommt:
(w— '), nus der Differenz zweier grossen und nahezu gleichen Werthe
ergiebt, was man im Allgemeinen zu vermeiden pflegt. Demgegen-
iiber wiire aber darauf hinzuweisen, dass die Wage zu den empfind-
lichsten und vollkommensten Instrumenten gehirt, die wir besitzen;
und von dieser Thatsache wollen eben die Wiigungsmethoden Ge-
brauch machen.

Ich schliesse diese kurze, schematische Besprechung mit der Zu-
sammenstellung der genausten Resultate, welche das letzte Jahrzehnt
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fiir die Gravitationsconstante f und fiir die mittlere Dichte der Erde &
aufweist, da der Vergleich nicht ohne Interesse ist. Es beobachteten:

Wilsing 1889 &§=0,079 -+ 0,012,
Poynting 1801 = 66,984.10°" b, 4934,

Boys 1894  66,576.10° 5, 5270,

Braun 1896 66,578.10°° b,5273 - 0,0012,
Richarz u

Krigar.Menzel 1596 66,85, 10° 5,606 - 0,009.

Anhangsweise sei noch bemerkt, dass es von besonderem Inter-
esse wiire, die Unabhiingigkeit der Gravitationsconstanten von der Natur
der angewandten Materialien zu priifen. Man darf hierfiir, worauf mein
hochgeehrter Kollege, Herr Professor Dr. H. Struve, vor einigen
Jahren in einem Vortrag aufmerksam machte, nicht ohne Weiteres
die Bessel’schen Pendelversuche (§ 35 8. 76) heranziehen, welche
erwiesen, dass die Schwere auf verschiedene Materialien dieselbe Be-
schleunigung bewirke.

Nehmen wir an, dass die Gravitationsconstante abhiingig von der
Natur der angewandten Materialien wiire, so kinnte die Vertheilung
der Materialien im Erdinnern eine derartige sein, dass trotz Aenderung
der Pendelsubstanzen und trotz der dadurch bedingten Aenderung
der einzelnen Gravitationsconstanten ein nahezu gleich grosser Mittel-
werth filr die Gravitationsconstante der in Betracht kommenden Ma-
terialien resultire. Die Méglichkeit einer solchen Verdeckung etwaiger
Verschiedenheiten ist bei Schwerebestimmungen verschiedener Mate-
rialien fiir die Erdoberfliiche eine grissere als fiir Stellen im Erd-
inneren, insofern die Schwere an der Erdoberfliche sich als Gravi-
tationswirkung aus einer Summe von Gliedern mit denselben Vor-
zeichen zusammensetzt, die Schwere im Erdinneren aus einer Summe
von Gliedern mit verschiedenen Vorzeichen.

Historische Uebersicht zu VI.
Isnac Newton 1642—1726.
Alexis Claude Clairaut 1713—1765.

Newton, Philosophiae naturalis principia mathematica. 1. Auflage. 1687.
Clairaut, Théorie de la figure de la terre. Paris 1743,



VII. Einfithrung in die allgemeinen Principe
der Mechanik.

1) Die Entwickelung der mechanischen Principe und ihrer
Hiilfsbegriffe.

119, Riickblick auf die bisherige Darstellung der Mechanik nach ihrer
principiellen Seite. Ziel der allgemeinen mechanischen Principe.

120. Die Principe von D'Alembert und Lagrange, ihre Uebereinstim-
mung mit den Newton’schen Grundsiitzen und ihre iiber diese Grundsiitze hin-
ausgehenden Postulirungen. 121. Die Verbindung der Principe von D'Alembert
und Lagrange. Unterscheidung holonomer und nicht holonomer Systeme
(Hertz). Begriff der virtuellen Verrtickung (Ho l1der). 122, Die Principe von
Hamilton und Maupertuis (Holder).

128, Die Lagrange’schen Differentialgleichungen der Mechanik der ersten
und zweiten Form. Die Hamilton'schen Differentinlgleichungen. 124. Ein-
fiihrung cyklischer Coordinaten in die Lagrange’schen Differentialgleichungen.
Monoeyklische und bicyklische Systeme. Mechanische Analogieen und Modelle.

2) Historische Riickblicke. Fragen der Gegenwart.

125, Riickblicke auf Motivirungen mechanischer Principe. Das Prineip
des kleinsten Zwanges von Gauss. 126. Die Postulate der Mechanik und die Dar-
stellungen der Mechanik von Hertz und Boltzmann.

VII. 1) Die Entwickelung der mechanischen Principe
und ihrer Hiilfshegriffe.

& 119. Riickblick auf die bisherige Darstellung der Mechanik
nach ihrer principiellen Seite. Ziel der allgemeinen mechanischen
Principe.

Wir haben bei der bisherigen Darstellung die Entwickelung der
Mechanik im Wesentlichen auf die drei Newton’schen Bewegungs-
gesetze basirt; nur die an den Begriff der Energie gekniipften Be-
trachtungen gingen iiber Newton hinaus. Es kann kein Zweifel
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sein, dass fiir eine Einfithrung in das Studium der Mechanik kein
Weg sich so sehr empfiehlt, wie der, welcher an die thatsiichliche,
geschichtliche Entwickelung der Disciplin kniipft, und dieser wird
immer auf Newton zurlickfiihren. Dieser Weg deckt die wahren
Grundlagen der Wissenschaft auf und liisst iiber ihre Natur keinen
Zweifel; wir werden gezwungen, uns den Charakter dieser Grundlagen
nach seiner erkenntnisstheoretischen Seite klar zu machen und unter-
scheiden je nach diesem Charakter: Postulate (Axiome), Hypothesen
und Naturgesetze, wovon die Postulate oder Axiome fiir die Grund-
legung der Mechanik von besonderer Bedeutung sind.

Eine andere Frage ist die nach den naturgemiissen Grundlagen,
eine andere die nach ihrer formellen Ausbildung und Gestaltung. Hat
Newton der Beantwortung der ersten im Wesentlichen den richtigen
Weg gewiesen, so findet die zweite ihre Behandlung in der Aufstel-
lung der allgemeinen Principe der Mechanik von D’Alembert und
Lagrange an bis auf Gauss und Hamilton — eine Behandlung,
die noch keineswegs ihren Abschluss gefunden zu haben scheint.

Eine formelle Ausbildung der Mechanik kann in zwei Richtungen
gesucht werden: in der Ausbildung der Methoden fiir die freie Be-
wegung und in der Ausbildung der Methoden fiir die bedingte Be-
wegung. Die Ausbildung der Methoden fiir die freie Bewegung inter-
essirb zur Zeit in erster Linie die Astronomie, wir denken hier an die
Bemithungen in der Losung des sogenannten Drei-Kérperproblems,
beziehungsweise des n-Korperproblems. Die Ausbildung der Methoden
fir die bedingte Bewegung interessirt zur Zeit in erster Linie die
Physik, im Speciellen die Mechanik. Der hier vorliegenden Schwierig-
keiten suchen die Principe der Mechanik Herr zu werden.

Wenn wir hier einen Riickblick auf die bisher entwickelte Be-
handlung der bedingten Bewegung werfen, so kommen dabei fiir die
bedingte Bewegung eines Massenpunktes Abschnitt II, 4 (S. 106—117),
fir die bedingte Bewegung eines Massensystems die Ausfithrungen
iiber starre Systeme in III in Betracht, insbesondere auch der Schluss-
abschnitt von § 56 auf S. 135, auf dem ganz wesentlich die Anwen-
dung der Flichensiitze auf Methoden- und Instramenten-Lehre der
praktischen Physik im Abschnitt IV beruhte. Auch der Abschnitt 111, 3,
welcher den Satz von der lebendigen Kraft und seine Consequenzen
behandelt, kniipfte an die bedingte Bewegung an.

Die Behandlung der bedingten Bewegung eines Massenpunkts in
II, 4 wies den Mangel auf, dass sie sich auf eine geringe Anzahl
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anschaulicher Beispiele beschriinkte, insbesondere erschien die reibungs-
lose Bewegung eines Massenpunkts auf einer Oberfliche oder auf
einer Raumeurve bevorzugt. Die Behandlung der bedingten Bewegung
eines Massensystems beschriinkte sich im Wesentlichen aunf fortschrei-
tende Bewegungen starrer Systeme und auf drehende Bewegungen
starrer Systeme um feste Axen.

Wir kinnen es als Aufgabe der allgemeinen Principe der Mechanik
bezeichnen, in erster Linie fiir die Behandlung der bedingten Be-
wegung beliebig gegebener Massensysteme allgemeine, allumfassende
mathematische Ausdriicke und Beziehungen aufzustellen, welche fiir
die Lisung gegebener Probleme der Mechanik eine praktisch brauch-
bare und theoretisch einwurfsfreie, allgemein anwendbare Methode
gewiihrleisten.

§ 120. Die Principe von D’Alembert und Lagrange, ihre Ueberein-
stimmung mit den Newton’schen Grundsiitzen und ihre iiber diese
Grundsiitze hinausgehenden Postulirungen.

Das von D’Alembert 1743 aufgestellte Princip?) filhrt die
Dynamik auf die Statik zuriick. In der heutigen Terminologie kénnen
wir es in folgender Weise zum Ausdruck bringen:

Hat man irgend ein Massensystem, auf dessen Theile irgend
welche Kriifte wirken, deren Componenten mit X, ¥, Z bezeichnet
werden mdogen, und sind die unter Einwirkung dieser Kriifte auf das
einzelne Massenelement m eintretenden Actionen den Componenten
nach mz", my"”, mz", so konnen wir die gegebenen Kriifte zerlegen
in einen zar Wirkung kommenden Antheil mz”, my”, mz” und in
einen nicht zur Wirkung kommenden Antheil X — maz”, ¥ — my”,
Z —mz", dem wir die Bezeichnung verlorene Kriifte geben. Das
D’Alembert’sche Princip besagt nun, dass sich das System bei der
jedesmaligen Configuration seiner Theile unter ausschliesslicher Rin-
wirkung der verlorenen Kriifte im Gleichgewicht befindet.

Ist das System ein freies, so werden entsprechend den Newton-
schen Grundsiitzen die gegebenen Kriifte den eintretenden Actionen -
gleich sein; in diesem Falle bleibt fiir die verlorenen Kriifte nichts
iibrig und das D’Alembert’sche Princip liefert nichts neues. Der
Fortschritt, den das D’Alembert’sche Princip gewiihrt, liegt wesent-
lich in der Anwendung auf bedingte Systeme, iiber deren Natur
das Princip die allgemeinsten Voraussetzungen und Verfiigungen

1) Man vergleiche Ost wald’s Klassiker Nr. 106 8. 57 u. 58,
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ohne irgend eine Einschriinkung und ohne vorzeitige Specialisirung
offen liisst.

Wir konnen uns die Giiltigkeit des D’Alembert’schen Principes
in allen den Fillen klar machen, in denen uns die Anwendung der
Newton’schen Grundsiitze unter Verwerthung des Reactionsprincipes
zum Ziele fithrte. Wir postuliren nun aber auch dariiber hin-
aus die Gilltigkeit des D’Alembert’schen Principes. In ge-
wissem Sinne kbnnen wir in dieser Postulirung eine neue Erweiterung
des Newton’schen Reactionsprineips erblicken.

Historisch bemerken wir, dass D’Alembert 1743 nur an die
Gleichgewichtsbedingungen ankniipfen konnte, welche damals bekannt
waren, Dlie Tragweite des D’Alembert’schen Principes konnte erst
voll in Erscheinung treten, als Lagrange zum ersten Male 1764
den Gleichgewichtsbedingungen die analytische Formvollendung gab,
deren dieselben fihig sind. Dieses Princip des Gleichgewichts, in der
heutigen Terminologie ,Princip der virtuellen Verriickungen¥,
bei Lagrange ,Princip der virtuellen Geschwindigkeiten®
genannt, lautet in der von Lagrange gegebenen Fassung'):

pWenn ein beliebiges System von beliebig vielen Korpern oder
Punkten, deren jeder durch beliebige Kriifte angegriffen wird, im
Gleichgewicht ist, und man diesem System beliebig kleine Be-
wegungen ertheilt, in Folge deren jeder Punkt eine unendlich kleine
Strecke durchliuft, so ist die Summe aller Kriifte, jede multiplicirt
mit der Strecke, welche der Punkt, an dem sie wirkt, in der Rich-
tung dieser Kraft durchliinft, — eine Strecke, die man als Maass der
virtuellen Geschwindigkeit ansehen und geradezu als virtuelle Ge-
schwindigkeit bezeichnen kann — immer gleich Null, wenn man die
kleinen im Sinne der Kriifte durchlaufenen Strecken als positiv, die
im entgegengesetzten Sinne durchlaufenen als negativ ansieht.”

Bezeichnen wir die Componenten der Krifte auf das einzelne
Element des Systems mit X;, Y, Z,, die Componenten der virtuellen
Verrtickungen (der Lagrange’schen virtuellen Geschwindigkeiten) des-
selben Elementes mit dz,, dys, 02, so liefert die analytische For-

mulirung des Lagrange'schen Princips die Gleichung:
(1) D (Xida, + Yidys+ Zids) = 0.
Unter Benutzung des § 60 (6) definirten Arbeitsbegriffs kinnen

1) Man vergleiche die deutsche Ausgabe der analytischen Mechanik von
Lagrange, heransgegeben von Servus. Berlin 1887, 8, 19,
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wir dann das Princip physikalisch kurz so ausdriicken: Ein System
befindet sich im Gleichgewicht, wenn bei belicbig vorgenommenen
virtuellen Verriickungen seiner Theile in der Gesammtheit keine
Arbeit geleistet wird.

Der Begriff der virtuellen Verriickung hiingt auf das engste mit
dem mathematischen Begriff der Variation zusammen, der hier gleich
seine Erliuterung finden soll. Wir verstehen unter der Variation
einer Function f(z,y,2) die Aenderung, welche diese Function er-
fihrt, wenn wir ihre unabhiingigen Veriinderlichen #, y, 2 um ganz
beliebige, sehr kleine Werthe dz, dy, dz iindern, — Werthe, die, im
Falle irgend welche Bedingungen zwischen z, y, # bestehen, so zu
wiihlen wiiren, dass sie mit diesen Bedingungen vertriiglich sind.
Unter Benutzung der Bezeichnung ,virtuelle Verriickung“ werden wir
also auch kurz sagen kinnen: Wir verstehen unter der Variation
einer Function f(z,y,#) die Aenderung, welche diese Function er-
fihrt, wenn wir ihre unabhiingigen Veriinderlichen z, y, # virtuell
verriicken.

Nach dieser Definition wiire also die Variation der Function

f(@,y,2):

(2) d‘f==f(a:+6:c,y-|-&y,z-{—ﬁx)—*-f(:::,y,z).
Beriicksichtigen wir nun die beliebige Kleinheit der dz, dy, dz, so
kinnen wir nach Taylor entwickeln und hsben*

[(@ 40z, y + 8y, 2+ 05) =1 (@, 4, ) + 80 L.+ oy 7L + 95 L -

Diesen Werth in (2) eingesetzt, definiren wir als erste Variation der
Funetion f

3) of = ozl oyl +o: 3L

Fithren wir nun in den Ausdruck des Prmnps von Lagrange
(1) den Begriff des Potentials ein, setzen also filr das System und
seine Kriifte die Existenz eines Potentials voraus:
v . OV, 2v,
X;. W 2 Y.l \ayr 2 Zﬁ :

7w T, AT, e

und bezeichnen das Potential des gesammten Systems mit:

v=2> ",

so folgt aus (1) in Verbindung mit (3) als Gleichgewichtsbedingung:

av oV,
(,"a.;,.+ L L g =D 0 Vi= 8, Vy= 0V =0.
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Diese Gleichgewichtsbedingung ist aber identisch mit der § 67 von
uns aus dem Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft abgelei-
teten, nach der das Potential eines Systems im Zustand des Gleich-
gewichts einen ausgezeichneten Werth darstellt, ein Minimum oder
Maximum. Das Dirichlet’sche Kriterium charakterisirte nither diese
Gleichgewichtszustiinde als stabile oder labile, worauf hier aber nicht
noch einmal eingegangen werden soll.

Haben wir so das Lagrange’sche Princip der virtuellen Ver-
rilckungen als in Uebereinstimmung mit den bisher entwickelten Grund-
sitzen und Vorstellungen erwiesen, so haben wir jetzt darauf auf-
merksam zu machen, dass die Formulirang des Lagrange’schen
Princips durch (1) vollkommen frei ist von allen den beschriinkenden
Voraussetzungen, unter denen die Gleichgewichtsbedingungen § 67
abgeleitet waren. Es waren das dieselben beschriinkenden Voraus-
setzungen, unter denen § 61 der Satz von der lebendigen Kraft ab-
geleitet wurde, als dessen Consequenz sich das Dirichlet’sche Kri-
terium ergab. Diese Voraussetzungen sind im Besonderen in der
Form der Gleichungen § 61 (1) zu sehen, denen ganz wesentlich
wieder die Newton’schen Grundsiitze unter Verwerthung des New-
ton’schen Reactionsprincips zu Grunde liegen.

So konnen wir denn sagen: Wir haben die Giiltigkeit des La-
grange’schen Princips ebenso wie die des D’Alembert’schen Prin-
cips unter Anwendung der Newton’schen Grundsiitze erweisen kénnen.
Ebenso wie wir aber vorhin dariiber hinaus eine allgemei-
nere Gilltigkeit des D’Alembert’schen Princips postulirten,
so postuliren wir jetzt iiber die Newton’schen Grundsitze
hinaus eine allgemeinere Giiltigkeit des Lagrange’schen
Princips.

Der Vortheil, der in diesen Postulirungen liegt, ist der, dass wir
uns vollstindig unabhiingig von irgend welchen beschriinkenden Vor-
aussetzungen fiiber die Natur der Kriifte und der in jedem Fall ge-
gebenen Bedingungen machen. Die Postulirung ist der einzige Weg
zur Aufhebung der Schranken, welche die Ausdehnung der Forschung
auf bisher unbearbeitete Gebiete hemmt. Der inductive Charakter
der Mechanik kommt hier an zwei hervorragenden Beispielen deutlich
zum Durchbruch. Der Erfolg durch die Wirklichkeit und durch die
Erfahrung hat hier allein dariiber zu entscheiden, ob der postulirte
Schritt fruchtbar ist und zum Ziele fiihrt.

Volkmann, Theoretische Physik. 22
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§ 121. Die Verbindung der Principe von D’Alembert und Lagrange.
Unterscheidung holonomer und nicht holonomer Systeme (Hertz).
Begriff der virtuellen Verriickung (Hblder).

Nachdem wir die Principe von D’Alembert und Lagrange auf-
gestellt haben, ist der niichste, naturgemiisse Schritt die Verbindung
beider. Wenn nach dem D’Alembert’schen Princip die verlorenen
Kriifte mit ihren Componenten

X—mz", Y—my", Z—mz"

statischen Charakter haben sollen, so werden auch D’Alembert’s
verlorene Kriifte das Lagrange’sche Princip der virtuellen Ver-
riickungen erfiillen miissen, d. h. es wird sein miissen:

1) DX — ma") 0z + (Y— my") 8y + (Z— me") 85 = 0.

Diese Gleichung ist es, die man heute im Speciellen als das
D’Alembert’sche Princip zu bezeichnen pflegt; thatsiichlich aber stellt
sie die Verbindung des D’Alembert’schen und des Lagrange’schen
Princips dar, Sie ist es, die wir als das Grundprineip der Dynamik
zu betrachten haben, sie enthiilt Newton's dynamische Principien in
sich, gewithrt aber in dem Hillfsmittel der virtuellen Verriickungen
die Mittel, dariiber hinauszugehen.

Wir haben den Begriff der virtuellen Verriickung bisher im An-
schluss an das Lagrange’sche Princip unter Riicksicht auf Gleich-
gewichtsfillle entwickelt; es entsteht die Frage, ob der Begriff unter
Riicksicht auf Bewegungszustiinde eine Aenderung erfihrt. Wenn in
der Statik z B. die riiumliche Lage der Massenelemente eines Systems
an gewisse Gleichungen von der Form ¢ (z,y, #) = 0 gebunden sein
soll, dann liegt es fiir die Dynamik nahe, den Fall ins Auge zu fassen,
in dem diese Gleichungen noch die Zeit enthalten, also von der Form
¢(x,y,2,t) =0 sind. Hs entsteht die Frage, wie dann der Begriff
der virtuellen Verriickung zu fassen ist. Das D’Alembert’sche Princip
lisst in der Beantwortung dieser Frage keinen Zweifel; indem das
D’Alembert’sche Princip die Probleme der Dynamik auf solche der
Statik zurtickfiihrt, wird der allgemeine Begriff der virtuellen Ver-
riickung unabhiingig von der Zeit zu fassen sein. Liegen also fiir
das dynamische Problem Bedingungen von der Form ¢ (z,y, #,¢) = 0
vor, so werden wir zur Definition der virtuellen Verriickungen in
diesem Falle ¢ = const. zu setzen haben und es werden die sonst be-
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liebigen virtuellen Verriickungen der analytischen Bedingung unter-
liegen miissen:

. 0 op .0

Wir wollen an dieser Stelle aus unseren Postulirungen gleich
eine Consequenz ziehen, welche besonders deutlich die Moglichkeit
zeigt, {iber die Newton’schen Grundsiitze hinauszugehen, und welche
die gegenwiirtige Forschung beschiiftigt: die Unterscheidung von holo-
nomen und nicht holonomen Bedingungen und Systemen.

Die Bedingungen, wie wir sie bisher eingefithrt und verwerthet
haben, kniipften immer an geschlossene Functionen der riiumlichen
Coordinaten an, wie wir solche z B. § 47 gelegentlich der Behand-
lung der bedingten Bewegung eines Massenpunktes einfiihrten.

Es ist nun seit H. Hertz auch die Untersuchung allgemeinerer
Bedingungsgleichungen in Aufnahme gekommen, in denen die Coor-
dinaten der Punkte der Systeme in der Form von Differentialen aunf-
treten, wie z B. in der Gleichung:

@) D (@udz + Vudyy + gode) =0 (i=1,2..),

wo die mit den Buchstaben ¢, v, y bezeichneten Grissen Functionen
der Coordinaten :
. LY F1y Ty Ygy By
der materiellen Punkte sind.
In dem Fall nun, in dem die Bedingungen (3) in ihrer Gesammt-
heit einem Complex von Bedingungen der Form:
(4) A0, =0, d®,=0, ...

gleichwerthig sind, in dem Falle also, in dem die Bedingungen (3)
punbeschriinkt integrabel” sind, nennt Hertz') das materielle System
holonom; in dem Falle, in dem dies weder ganz noch theilweise statt-
findet, nennt Hertz das materielle System nicht holonom.

Die Einfithrang der Unterscheidung zwischen holonomen und
nicht holonomen Systemen und der damit zu verbindenden Begriffe
erscheint in erster Linie rein analytisch ohne jede Anschaunung. Es
ist Aufgabe der Mechanik, diesen abstracten Unterscheidungen an der
Hand von speciellen Beispielen einen realen, anschaulichen Untergrund
zu geben. Die Behandlung eines hierher gehirenden Beispiels ist

1) H. Hertz, Die Principien der Mechanik in nevem Zusammenhange dar-
gestellt. Leipzig 1894,

22
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durch Hertz in Anregung gebracht: die Bewegung einer rollenden
Kugel auf einer Ebene ohne Gleitung. Die exacte Aufstellung der
zugehdrigen Bedingungsgleichung findet sich in einer Arbeit von
0.Hglder?), , Uber die Principien von Hamilton und Maupertuis
— sie zeigt in der That, dass die Kugel, welche auf der Ebene rollen
aber nicht gleiten kann, ein nicht holonomes materielles System im
Sinne von Hertz darstellt.

Einer besondern Sorgfalt bedarf bei Bedingungsgleichungen von
der Form (3) die Untersuchung, was in jedem einzelnen Fall unter
dem Begriff der virtuellen Verriickung zu verstehen ist. Solche Unter-
suchungen finden sich in der erwithnten, ausgezeichneten Abhandlung
von O. Hilder, welche ebenso fiir die Mechanik wie fiir die Varia-
tionsrechnung werthvolle Beitriige liefert.

Holder erliutert zuniichst den Begriff der Bewegungsvariation an
der Bewegung eines freien materiellen Punktes. Er fithrt neben der
wirklich stattfindenden Bewegungsbahn des Punktes von 4 nach B
eine unendlich wenig verschiedene neue Bahn ein, welche gleichfalls
in A4 beginnt und in B aufhért. Es kann dann die neue Bahn Punkt
fir Punkt auf die alte Bahn in der mannigfaltigsten Weise bezogen
werden; es kann die Zuordnung z B. so getroffen werden, dass beide
Bahnen von A nach B gleichzeitig durchmessen werden, es kann die
Zuordnung aber auch so definirt werden, dass beide Bewegungen zwar
gleichzeitig in A beginnen, aber nicht gleichzeitig in B ankommen.
In beiden Fiillen haben wir unter virtueller Verriickung die einfache
Lagenvariation zu verstehen, wie sie durch die mathematische Hiilfs-
construction der Zuordnung der Punkte beider Bahnen gegeben ist,
ohne dass wir daran eine physikalische Nebenbedeutung zu kniipfen
haben. Die Willkiirlichkeit der virtuellen Verriickung ist durch die
Willkiir des Gesichtspunkts bedingt, nach dem die Zuordnung erfolgt.

Soll nun die Bewegung des materiellen Punktes nicht mehr
frei, sondern an Bedingungsgleichungen gekniipft sein, so zeigt
Hélder, dass dadurch nicht ausgeschlossen wird, die wirkliche Be-
wegung von A nach B mit einer diesen Bedingungen nicht ge-
niigenden, variirten Bewegung zu vergleichen. Er erliutert die Noth-
wendigkeit einer Unterscheidung zwischen wirklicher, méglicher und
variirter Bahn. Die variirte Bahn ist nicht immer mdgliche Bahn,

1) Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zn Gottingen. Mathe-
matisch-physikalische Klasse, 1806, Heft 2,
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d. h. eine solche, die denselben Bedingungen geniigh, wie die wirk-
liche Bahn — das ist nur bei holonomen Systemen der Fall. Wir
werden auch hier, im Falle die Bewegung eine bedingte ist, unter
virtueller Verriickung eine einfache Lagenvariation zu verstehen haben.

§ 122. Die Principe von Hamilton und Maupertuis (Holder).

Wir leiten aus dem D’Alembert-Lagrange’schen Princip noch
zwei andere Formen her, welche unter Umstiinden gewisse formelle
Vortheile bieten: die Principe von Hamilton und Maupertuis.
Richtig gefasst, besitzen diese Principe dieselbe allgemeine Giiltigkeit
wie das D’Alembert-Lagrange’sche Princip,

Wir bilden aus diesem Princip den Ausdruck:

(W) [t DX —ma") bz + (Y—my”) 0y + (Z— ms’) 8] =0,
l:.

worin {, einen als beliebig gewiihlten Anfangspunkt der Zeit bedeute,
und setzen zur Abkiirzung:

yU = (Xox + Yoy + Z9),

ein Ausdrack, der, im Falle das System ein Potential ¥ hat, nach
unserer fritheren Festsetzung [§ 63 (1)] — 0V zu schreiben wiire,
so haben wir:

4 ! ]
@) f at > (X8z + Yy + Z0s) — J AU verhw. = — [arv.
5 to fa

Die Ableitung der Principe von Hamilton und Maupertuis
trifft nun in der Wahl der virtuellen Verriickungen, deren Willkiir-
lichkeit aus dem im vorigen Paragraphen entwickelten Begriff der
Lagenvariation hervorgeht, specielle charakteristische Verfiigungen,

Das Princip von Hamilton wihlt in seiner vollkommensten
Fassung die Zuordnung der Punkte der im vorigen Paragraphen
charakterisirten wirklichen und variirten Bahn von A nach B derart,
dass entsprechende Stellen beider Bahnen gleichzeitig durchschritten
werden, dass beide Bewegungen, die wirkliche und die variirte, zu
gleicher Zeit in A anfangen und in B endigen; die Zeit wird dann
fiir die Rechnung nicht zu variiren sein, es wird mithin zu setzen sein:

(3) 8t =0.
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Insofern es sich also um eine Variation zwischen festen Grenzen
handelt, haben wir:
[} ] [}
.” g Tia? ¢ ',dd.r 1 ,dax
L/x drdl= 20z i,ﬁ-—j: T dt—-—'[‘a: 5 dt.

T o i

Nun ist nach der Definition des Variationsbegriffes (cf. § 120, 121):

gdz _d@+d2) de__ dda
AT | NROW [ T
somit folgt:
‘l ' (] (]
Y a8 ot
[:::"d‘xd! = — | Z0ddt=— [ ¢ i; dt = — 6‘1% dt,
" Pa O f
mithin:

t [ ]
- / dtz m(a"dx 4y 0y + " 05) = éjdtz "’—; (@ +y*+7%)
‘% ty

" —ofa,

worin 7' die lebendige Kraft des Systems bedeutet.
Der Ausdruck (1) fithrt in Verbindung mit (2) und (4) auf diese
Weise zu:

t ]
() /dr (8T + 8°U) bezhw. tl‘jdt(T—— Vyma 0
. &

und diese Gleichung ist das Hamilton’sche Princip der Mechanik.
Es mag als charakteristisch fiir den Ausdruck des Princips hervor-
gehoben werden, dass hier die kinetische und potentielle Energie in
der Verbindung 7' — V vorkommen, withrend sie im Princip der
Energie in der Verbindung 7' 4 7 vorkommen.

Da in der Ableitung des Hamilton’schen Principes df = 0 ge-
setzt wird, ist es fiir die Giiltigkeit des Ausdrucks (4) ganz gleich-
giiltig, ob die eingefithrten Functionen U beziehungsweise V die Zeit
enthalten oder nicht.

Das Princip von Maupertuis') — auch vielfach das Prineip
der kleinsten Wirkung genannt — wiihlt in seiner vollkommen-

1) Von Maupertuis rithrt nur die Idee des Princips, nicht die Priici-
sirung her,
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sten Fassung die Zuordnung der Punkte der im vorigen Paragraphen
charakterisirten wirklichen und variirten Bahn von 4 nach B derart,
dass, im Falle von einer potentiellen Energie gesprochen werden kann,
fiir entsprechende Zustinde der verglichenen Bewegungen die ge-
sammte Energie dieselbe ist — oder noch allgemeiner formulirt, dass
der Unterschied der lebendigen Kraft fiir entsprechende Zustinde
beider Bewegungen gleich sein soll der Arbeit, welche die wirkenden
Kriifte fiir eine die entsprechenden Lagen verbindende Verriickung
leisten wiirden. Hs wird mithin zu setzen sein:

(6) 0T =0'U.

Die Bewegung auf beiden Bahnen braucht dann, wenn sie gleich-
zeitig in A anfingt, nicht gleichzeitig in B anzukommen, es wird
also bei dieser Variationsart die Zeit zu variiren sein, es wird ¢
nicht Null sein. Bs folgt mithin jetzt fiir die Variation der leben-
digen Kraft:

S 0 v de dae , dy (dy  de .dz
il —Zm (rft i e ol e T Iu)’
und da:

6d_:u=6dx-dt—b‘dt-dx déx-dt — ddt-de  ddx dﬂ_‘f. v

dt dt oF dt? oA (i
o da ddx | dy ddy , dz dézy o, dot
0T =S'm (T + 3t @ T aiar) 2T @

Nach der schon zuvor S. 342 ausgefithrten partiellen Integration:

i ¢
. .

J:c"d'xdt = —J z ft—gf di
:ﬂ

'D
folgt nun weiter:

L] b t
(7) /d‘T-tH = — dtz m (x"ﬁ;z:-|—-y"6y—!—z"6.e’)—2jTr£ét.
o

to &

Es wird daher die Gleichung (1) unter Riicksicht auf (2) und (7):
i
fdtZ[(X —ma")0x + (Y —my")dy + (Z — mz")dz]
ro
— [ (2rast+ @7 + ¥U) di) = 0.
% :

Indem wir an dieser Stelle 0t = O setzen, kénnen wir noch ein-
mal das Hamilton’sche Princip (5) verificiren. Indem wir jetzt der
Verfiigung (6) entsprechend 7' = o' U setzen, folgt:
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[ wasi 4 sran = [@oat+ srar

=fa (Tat) = a._fmt=0.

Dies ist das Princip der kleinsten Wirkung in seiner weiteren
Form. Die engere Form des Princips setzt voraus, dass die wirkliche
Bewegung dem Satz von der Constanz der Energie gehorcht, es
existirt dann eine von der Zeit unabhiingige Kriiftefunction {7 und
die Zeit tritt auch in den Bedingungsgleichungen nicht auf.

(8)

§ 123. Die Lagrange'schen Differentialgleichungen der Mechanik
der ersten und zweiten Form. Die Hamilton’schen Differential-
gleichungen.

Wir wollen in diesem Paragraphen die Lagrange’schen Dif-
ferentialgleichungen der ersten und zweiten Form, sowie
einige damit verwandte Formen aufstellen.

Als Lagrange’sche Differentialgleichungen der ersten
Form werden Differentialgleichungen von der Form bezeichnet, wie
wir sie § 47 (3) und (4), beziehungsweise § 50 (2) kennen gelernt
haben. s handelt sich hier um die Ableitung analoger Differential-
gleichungen aus dem D’Alembert-Lagrange’schen Princip unter
Verwerthung des Begriffs der virtuellen Verrfickung. Das System
bestehe aus # Massenelementen beziehungsweise Massenpunkten, deren
geometrische Lage in jedem Augenblick durch die 3% Coordinaten
Zyy Yyy &y, Loy Yo, 2y, ... dargestellt sei.

Existiren keinerlei Bedingungsgleichungen, so werden die 8n vir-
tuellen Verriickungen dz,, dy,, 0z, dzy, dy,, 82, ... vollkommen
willkfirlich sein; wir kionnen in diesem Falle sagen, das System be-
sitz2t 3n Freiheitsgrade. Das D’Alembert-Lagrange’sche Princip
§ 121 (1) zerfillt in diesem Falle in die bekannten 3n Newton’schen
Differentialgleichungen fiir die freie Bewegung:

me'=X, my'=Y, ms =2,

Existiren hingegen noch besondere Bedingungsgleichungen, deren
Anzahl u sei, so werden die virtuellen Verriickungen d, 8y, 82 nicht
mehr vollkommen willkiirlich sein, sondern es werden zwischen ihnen
gleichfalls noch u Beziehungen bestehen; wir kénnen in diesem Falle
sagen, das System besitzt 3n — u Freiheitsgrade.

Die Lagrange’schen Differentialgleichungen der ersten Form
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werden nun in dem Falle in Betracht kommen, in dem diese y Be-
ziehungen zwischen den virtuellen Verriickungen fiir die einzelnen
Massenelemente m die Form haben:

(1) 2,(%6‘:% + o0y, + 2002) =0, (i=12... ).

Um eine symmetrische Behandlung des Problems in diesem Falle
durchzufithren, verfahren wir nach dem Vorgange von Lagrange,
indem wir die g Bedingungen (1) mit zuniichst vollkommen unbe-
stimmten Coefficienten 2; multipliciren — die Lagrange’schen Mul-
tiplicatoren, — welche wir so definiren, dass der Ausdruck:

2'. 112,, (9ir 02, 4 90 0y + 20 02,)

zu dem D’Alembert-Lagrange’schen Princip § 121 (1) addirt, also
der Ausdruck:

2 [(X -+ Zﬁ.;qz; — m:c") o0x (I’+ 2.1.-1,‘).- — mJ”)ﬁy
+ (Z—I— 2;1,-1; — mz")dz] =(
in die Theile zerfiillt:

(2) my” =Y 4 21;1}:’5,
mz" = Z + 21;1;.

Diese 3n Gleichungen (2) werden die Lagrange’schen Diffe-
rentialgleichungen der ersten Form genannt, sie gestatten theo-
retisch zusammen mit den p Bedingungsgleichungen (1) die 3» Gréssen
z, Y,z und die u Grossen A zu bestimmen,

Die Lagrange’schen Differentialgleichungen der zweiten
Form gehen davon aus, dass, im Falle die Bewegung des Systems
keine freie ist, die Coordinaten der Massenpunkte einen Ueberschuss
von Bestimmungsstiicken bedeuten. Lagrange hat sich nun die Auf-
gabe gestellt, nur soviel Parameter einzufithren, als gerade zur Be-
stimmung des Problems nothwendig sind, und diese geringste Anzahl
. nothwendiger Parameter als allgemeine Coordinaten bezeichnet. Im
Falle das System 3n — u Freiheitsgrade besitzt, wird es sich also
um die Einfithrung einer gleich grossen Zahl neuer Variablen ¢ handeln,
durch welche schon allein in jedem Augenblick die Configuration des
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Systems vollstindig bestimmt wird. Auf diese 3n — p allgemeinen
Coordinaten oder Parameter sind die Differentialgleichungen der Be-
wegung zu beziehen,

Der Erfolg ist die Auffindung einer hochst beachtenswerthen,
allgemeinen Form von Differentialgleichungen, deren Bedeutung
sich nicht blos auf die Mechanik beschriinkt erweist, sondern be-
rufen erscheint, in fihnlicher Weise eine Rolle fiir die gesammte
Physik zu spielen, wie das Princip der Energie, das zuniichst doch
auch nur fiir den engen Rahmen der Mechanik aufgestellt, eine
Bedeutung iiber die Mechanik hinaus fiir die gesammte Physik ge-
wonnen hat.

Sind ¢,, ¢y, + -+ die 3n — p allgemeinen Parameter, durch welche
die Configuration des Systems in jedem Augenblick bestimmt sei, und
lassen sich die einzelnen Raumcoordinaten des Systems wy, y;, 2; als
Functionen der ¢, g, - - - darstellen, so dass etwa geschrieben wer-
den kann:

@ = Dy(q1, g2+ ),

(e xi(qlr qs - ‘):

& = 'Fr'(‘ll; qs -* '):
dann haben wir:

om; ’ 2y, , ; a8
‘_an’q Yi mzhaqﬁ*’ o =2.§3q -
Der Ausdruck fiir die lebendige Kraft des Systems:
T=- 2m (@ 4+ y* + 2%

lisst sich dann als eine homogene Function zweiten Grades der ¢
darstellen, deren Coefficienten nur von den g abhiingen werden — im
Falle die Bedingungen noch die Zeit enthalten, auch noch von der
Zeit. Lassen wir ferner, den in der Natur vorliegenden Fillen
entsprechend, das Potential ¥ nicht von ¢’, sondern nur von ¢
(der Configuration) abhiingen, dann ergiebt das Hamilton’sche
Prineip:

asz(T— V)

$ -
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Es ist nun:
(]

L]
b DR W L *d (0T
S5 o0 = |z ol — [ G) 00
o fo
Da wir zwischen festen Grenzen variiven, fillt der zwischen den
(irenzen ¢, und ¢ zu nehmende integrirte Werth fort, und es reducirt
sich das Hamilton’sche Princip in der Formel (3) auf:

(4) fdc 2, (B(Ta; Py (;’t (25;)) dqp = 0.
to .

Nun sind die 3n — u Grossen d¢, vollig unabhiingig von einander
und dabei als virtuelle Werthe vollig willkiirlich, es wird also die
Gleichung (4) nicht anders erfiillt werden konnen als durch das
System der (3n — w) Differentialgleichungen der Form:

8O 9 W)
() at aq,;) TA
In diesen Gleichungen haben wir die Lagrange’schen Differential-
gleichungen der zweiten Form vor uns.

An die Gleichungen (5) liisst sich noch die Aufstellung einiger
verwandter Formen von Differentialgleichungen kniipfen, welche der
Hamilton’schen Forschung angehdren.

Zuniichst konnen wir als neue Parameter die Momente p ein-
fithren, welche wir durch die Gleichungen definiren:

ol
(6) D= gg

Wir konnen dann die Lagrange’schen Differentialgleichungen in den
Formen schreiben:
oT apy (T — V)
(M) Yo O B S T
Insofern nun 7" als eine ganze homogene Function zweiten Grades
in ¢' von uns erkannt ist, konnen wir nach einem bekannten Satz
aus der Theorie der ganzen homogenen Functionen, der hier voraus-
gesetzt wird, schreiben: .
. B?. ' H

2T=9:E+QSE+“'

Wir schreiben diese Gleichung unter Benutzung von (7) in etwas
modificirter Form:
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(8) ()= D ain — 1,

und wollen nun auf der linken Seite (7') als Function der p und ¢
auffassen, was durch eine Klammer angedeuntet werden mioge, withrend
wir auf der rechten Seite wie frither 7' als Function der ¢ und ¢
auffassen. Die erste der Gleichungen (7) deutet die Existenz eines
Systems linearer Beziehungen zwischen p, und ¢, an, woraus dann
ohne Weiteres die Moglichkeit ersichtlich ist, (7') als Function der p
und ¢ wirklich darstellen zu kénnen, wie eine solche soeben voraus-

gesetzt wurde.
Die Variation des Ausdrucks (8) liefert nun:

2( ) o + 2(3%) dq) = 29.611, —+ Zpﬁaqh
™ Zam _Z’B;-: dgi=D'aiop — Z‘% 3.

" Der Vergleich der beiden Seiten liefert die Hamilton’sche Form

der Differentialgleichungen der Mechanik:
dg, (0T oT _ (oT

o w0 -E-G

Setzen wir die letzte dieser Gleichungen in die Lagrange’sche
Form (5) beziehungsweise (7) ein, so folgt:

dp, AT + V)

(10) i = (")
eine Gleichung, in der nun wieder in (7'+4 V) die Gesammtenergie
des Systems, wie im Princip der Energie auftritt. Setzen wir
T'4- V= H") und fassen wie vorhin die potentielle Energie ¥ nur
als Function der ¢4, so giebt die Verbindung der Gleichungen (9)
und (10) die sogenannte canonische Form der Differentialgleichungen
der Mechanik:

) T=—0n) ==

Kommt in H die Zeit nicht explicit vor, so kénnen die Gleichungen
(11) in der iiberaus kurzen Form:
dH

St o
geschrieben werden, andernfalls wiire diese Form:
dH 0H
AT 57 =Y,

1) Bei Hamilton wird diese Function ,charakteristische Function* ge-
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§ 124, Binfiihrung cyklischer Coordinaten in die Lagrange’schen
Differentialgleichungen. Monocyklische und bicyklische Systeme.
Mechanische Analogien und Modelle.

Wir wollen in diesem Paragraphen die Lagrange’schen Diffe-
rentialgleichungen der zweiten Form auf sogenannte ,cyklische
Systeme“ anwenden. Wir thun es wesentlich zu dem Zweck, um
an einem Beispiel den Begriff der ,mechanischen Analogie
(ef. § 13 8. 32) zu erliivtern und damit einen Beitrag zu den Gedanken
zu geben, welche § 18 betreffs der Stellung der Mechanik als Grund-
disciplin innerhalb des physikalischen Systems eine theilweise Aus-
fihrung fanden. Wir schliessen uns im Folgenden an die Darstellung
Boltzmann’s im ersten Theil seiner Vorlesungen tiber Maxwell’s
Theorie der Elektricitit und des Lichts (Leipzig 1891) an.

Wir verstehen unter einem cyklischen System ein derartiges
Bewegungssystem, ,dass an Stelle jedes Theilchens, das seinen Ort
verliisst, sogleich ein gleichbeschaffenes, gleichbewegtes tritt, so dass
sich der Zustand des Systems wiihrend der Bewegung in keiner Weise
iindert (cf. 8. 14 bei Boltzmann).

Wir bezeichnen [ als eine cyklische Coordinate, wenn deren Ver-
iinderung eine derartige cyklische Bewegung darstellt. Die lebendige
Kraft des Systems ist dann eine Function von !’ = dl/dt, ausserdem
setzen wir sie noch als Function einer langsam veriinderlichen Coor-
dinate (oder eines langsam veriinderlichen Parameters) % an; die Ab-
hiingigkeit von % gestattet, dass das System von einem Zustand in*
einen anderen iitbergehen kann.

Unter einem monocyklischen System soll nun ein solches ver-
standen werden, in dem nur eine cyklische Coordinate, beziehungs-
weise deren Aenderung mit der Zeit vorkommt, unter einem bi-
cyklischen System soll ein solches verstanden werden, in dem nur
zwel cyklische Coordinaten, beziehungsweise deren Aenderung mit
der Zeit vorkommen. Das einfachste mechanische Beispiel fiir ein
cyklisches System bietet der Kreisel.

Ohne zuniichst an ein bestimmtes mechanisches Modell zu denken,
konnen wir in abstracter Weise ausfithren: Haben wir ein System
aus n Massenpunkten m; und bezeichnen wir die Geschwindigkeit

nannt. Man sehe die Darstellung in Jacobi's ,Vorlesungen iiber Dynamik*,
Ausgabe von 1884, 8. 3 u. 4, 67—71,



350 VII. 1) Die Entwickelung d. mechanischen Principe u. ihrer Hillfsbegriffe.

jedes einzelnen Massenpunktes mit v;, so ist das System ein bieyklisches,
wenn jedes v; gegeben ist durch eine Gleichung von der Form:

v; = a;ly + bilg, i=12...n.
Setzen wir zur Abkiirzung:
A= 2;" mal, B= Zi' mbl:, C= 2:" ma;b;
so lisst sich die lebendige Kraft des Systems schreiben:
T =40 + Ut + Ok,

Nach den Lagrange’schen Gleichungen in der Form § 123 (7)
kinnen wir nun schreiben:

o= 53 = Al + Ck,
1
oT ) )
p! == -B_l_; = (;”1 + Bt!,

und weiter, insofern 7' unabhiingig von 4 und I, selbst ist:’)

PV_ dPI iy d ' !
) S Sk P (Al 4 Cly),
oV d RS :
— =i — 4 0t + B,
und endlich, insofern 7' unabhiingig von k' == dk/dt gesetat ist:
%, ov or W2oa WaoB ., 00
(2) SRR TR T T eyt

Gehen wir nun auf den Potentialbegriff § 63 (1) zuriick, und
denken uns diesen auf beliebige Coordinaten, beziehungsweise Para-
meter erweitert, so werden in (1) die Ausdriicke — o¥/2l, und — o¥V/al,
die Krifte darstellen, welche im Sinne einer Vergrisserung der cykli-
schen Coordinaten /, und /, wirken; ebenso wird in (2) der Ausdruck
— 0V/ek die Kraft darstellen, welche im Sinne einer Vergrisserung
der nur langsam veriinderlichen Coordinate % wirkt.

Kénnen wir schon diese Erweiterung des Potentialbegriffs uns als
eine mechanische Analogie veranschaulichen, so kinnen wir Charakter
und Bedeutung der mechanischen Analogie noch weiter durch den
Hinweis erliutern, dass die Form der Gleichungen (1) und (2) einen

1) Von den Bewegungshindernissen soll hier der Einfachheit halber nicht
die Rede sein (c¢f. Boltzmann a, o, O. 8. 28 u. 24).
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volligen Vergleich mit den Gleichungen zuliisst, welche in der Theorie
der Elektrodynamik fiir die elektromotorischen (inducirten) und pondero-
motorischen Kriifte zweier geschlossener Stromleiter von F. Neumann
aufgestellt sind.

Bezeichnen wir die Stromstiirken in zwei Stromleitern mit 4, und
iy, die Neumann’schen elektrodynamischen Potentiale der Leiter
(1) und (2) auf sich und auf einander mit V,, ¥,, V,,, dann sind die
inducirten elektromotorischen Kriifte gegeben durch:

T e
E, = di (Vaty + Vigty),

(3) !
E, = di (Vagiy + Vi),

die ponderomotorischen Kriifte z B. in der Richtung # durch:
ov ot AL A

(4) A e vt e il e FraE L Ry

Die Form der Gleichungen (3) und (4) zeigt eine vollige Ueber-
einstimmung mit der Form der mechanischen Gleichungen (1) und (2).
Diese Uebereinstimmung der Formen ist die mechanische Analogie,
die wir hier an einem Beispiel zur Anschauung bringen wollen.

Hier setzt nun eine der Maxwell’schen Speculationen iiber die
Natur des elektrischen Stromes ein. Danach ist ein Strom ein Mono-
cykel, zwei Strome stellen ein bicyklisches System dar. Die Strom-
stiirken ¢, und 4, entsprechen den Geschwindigkeiten der cyklischen
Coordinaten /, und %, also: /{ und /;. Die Massenpunkte des Systems
m; konnen ebensowohl auf die Strombahn, wie etwa auf die Theile
des umgebenden Aethers bezogen werden. Die Grissen A4, B, (!
hiingen ansschliesslich von der geometrischen Configuration des Systems
ab, sie sind aus elektrischen Messungen abzuleiten, die mathematischen
Ausdriicke dafiir hat zuerst F. E. Nevmann aufgestellt; es sind das
Ausdriicke von der Form:

[/ a8 34 COS &,
L S r

hierin bedeutet ds, das Element der einen Strombahn, ds, das Element
der zweiten Strombahn, » den Abstand beider Elemente, ¢ den Winkel,
welchen diese Elemente riiumlich mit einander bilden. Im Falle es
sich um die Selbstpotentiale ¥; und V, handelt, beziehen sich die
Elemente ds, und ds, auf Elemente desselben Stromleiters; im Falle
das Potential V,y in Betracht kommt, beziehen sich ds, und ds, auf
Elemente verschiedener Stromleiter.
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Am bekanntesten ist die Formulirung der elektrodynamischen
Gesetze, bei der der Stromleiter, fiir den die inducirte elektro-
motorische Kraft bestimmt werden soll, stromlos gedacht ist, und bei
der weiter die Stromleiter starr und nur gegen einander beweglich
gedacht sind. Hs werden dann die Gleichungen (3) und (4):

= , av 5 > LE VS A
E =i ’,T;".- E, =i, 5% e Tl

X=—1

Man hat vielfach versucht diesen mechanischen Analogieen auch
eine materielle Darstellung zu geben. So sind die sogenannten
ymechanischen Modelle“ entstanden; es mag hier die Darstellung
solcher mechanischen Modelle von Maxwell, Boltzmann und Ebert
erwithnt werden.
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§ 125. Riickblick auf Motivirungen mechanischer Principe,
Das Princip des kleinsten Zwanges von Gauss,

Wir wollen zum Schluss der Vorlesungen einen historischen
Riickblick auf die mannigfaltic wechselnden Anschauungen werfen,
welche die Entwickelung der Mechanik und ihrer Principe begleitet
haben und noch begleiten. Der diesen Vorlesungen zu Grunde liegende
Standpunkt kann dadurch nur seine weitere Klirung und Vertiefung
finden.

Wir erinnern an unsere Auseinandersetzungen im I. Abschnitt
iiber die allgemeinen methodischen Grundlagen der Physik, insbesondere
der Mechanik mit ihren fiir die Forschung in Betracht kommenden
objectiven und subjectiven Momenten. Hier kommen diese Erwiigungen
im Speciellen fir die Grundlagen der Mechanik in Betracht, fiir
welche wir noch in diesem VIL. Abschnitt auf Grand des D'Alembert-
Lagrange’schen Princips eine weitere Entwickelung iiber Newton
hinaus nachweisen konnten. Wir nannten § 6 diese allgemeinsten
Grundlagen, soweit ihre objective Seite in Betracht kam, Postulate
— soweit ihre subjective Seite in Betracht kam, Axiome; inhaltlich
sollten sich beide decken oder es war ihre Deckung anzubahnen.

Es liegt in der Natur der Sache, dass die Forschung nach der
subjectiven Seite hin stets einen griosseren Spielraum aufweisen wird.
Diese subjective Seite der Forschung soll in den folgenden Schluss-
paragraphen in einigen Ziigen zur Anschauung gebracht werden.

Hatte Newton den Postulaten oder Axiomen der Mechanik die
Stellung zugewiesen, die ihnen meines Dafiirhaltens der Sache nach
zukommt, und die ich im Anschluss an Newton richtig gezeichnet
zu haben glaube, so traten unter seinen Nachfolgern Tendenzen fiir
die Begriindung solcher Postulate und Axiome auf, fiir welche der
Ausdruck Princip aufkam. Wir haben hier einmal an die Ueber-

legungen zu erinnern, durch welche Lagrange das nach ihm he-
Yolkmuann, Theoretische Physik, 23
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nannte Princip der virtuellen Verriickungen, oder wie er es nennt, das
Princip der virtuellen Geschwindigkeiten plausibel zu machen sucht.
Wir denken sodann an die Speculationen, die von Maupertuis’
Princip der kleinsten Wirkung bis zu Gauss’ Princip des kleinsten
Zwanges ihren Nebenausdruck darin fanden, dass die Natur in ihren
Vorgiingen mit einer gewissen Oekonomie gewisse Absichten und
Zwecke realisire.

,Was die Natur des Princips der virtuellen Geschwindigkeiten
betrifft — das sind etwa Lagrange’s eigene Worte — so muss man
zugeben, dass dieses Princip an sich nicht evident genug ist, dass es
als urspriingliches Axiom hingestellt werden kann Lagrange be-
griindet darauf das Bediirfniss eines Beweises fiir dieses Princip, und
er liefert einen solchen Beweis, indem er die Kriifte eines Systems
durch Flaschenziige mit einer entsprechenden Rollenanzahl ersetzt,
welche in den materiellen Punkten beziehungweise Elementen des
Systems angebracht werden und alle durch dieselbe fortlaufende
Schnur verbunden sind. Die Schnur beginnt in irgend einem als fest
gedachten Punkt und endigt mit einem der Schwere unterworfenen
Gewicht. Die Theorie des Flaschenzuges vorausgesetzt, wird dann
das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten fiir commensurable
Kriifte bewiesen; es wird dann auch, fiigt Lagrange hinzu, fiir be-
liebige incommensurable Kriifte gelten, da man weiss, dass jeder Satz,
den man fiir commensurable Gréssen beweisen kann, auf gleiche Art
durch die Zuriickfihrung aufs Absurde bewiesen werden kann, wenn
diese Grissen incommensurabel sind.“

Ich verzichte hier um so mehr anf die Wiedergabe des Lagrange’
schen Beweises, als das Princip der virtuellen Verriickungen als Postulat,
d. h. als Voraussetzung hinzustellen sein wird, die lediglich in ihrer
Uebereinstimmung mit der Erfahrung ihre nachtriigliche Rechtfertigung
zu finden hat und als solche eines mathematischen Beweises weder
bediirftig noch fihig ist. Ueberdies ist darauf hinzuweisen, dass die
Ersetzung der Kriifte des Systems durch Flaschenziige lediglich die
ausnahmslose Existenz von Centralkriiften zur Voraussetzung hat —
eine Einschriinkung, die nach unseren Ausfithrungen des Newton’schen
Systems der Mechanik (cf z B. §§ 40 u. 55) weder als wiinschens-
werth noch als zuliissig anzusehen ist.

Was das Princip der kleinsten Wirkung betrifft, so ist dasselbe
in seiner priicisen Fassung § 122 entwickelt. Auf Maupertuis ist
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lediglich der Name zuriickzufithren, welcher den in der Natur vor
sich gehenden Bewegungen eine gewisse Gkonomische Tendenz unter-
schieben will. Indem wir aber § 121 gesehen haben, dass die wirk-
liche Bewegung im allgemeinsten Fall mit der variirten Bewegung
ungleichartig ist, folgt, dass die wirkliche Bewegung, auch wenn sie
in der That weniger Zeit erfordert, nicht unter den Bewegungen ihrer
Art ausgezeichnet ist, und dass daher der Name des Princips der
kleinsten Wirkung nicht mehr zu dem eigentlichen Inhalt des Princips
passt. Damit aber wird fiir den allgemeinen Fall die von Maupertuis
in den Satz hineingelegte Tendenz hinfillig.

Ausfithrlicher soll hier noch das Princip des kleinsten Zwanges
von Gauss') behandelt werden. Dasselbe lautet in der von Gauss
gegebenen Fassung: ,Die Bewegung eines Systems materieller, auf
was immer fiir eine Art unter sich verkniipfter Punkte, deren Be-
wegungen zugleich an was immer fiir fussere Beschriinkungen ge-
bunden sind, geschieht in jedem Augenblick in mdglich grésster
Uebereinstimmung mit der freien Bewegung, oder unter miglich
kleinstem Zwange, indem man als Maass des Zwanges, den das ganze
System in jedem Zeittheilchen erleidet, die Summe der Producte aus
dem Quadrate der Ablenkung jedes Punkts von seiner freien Bewegung
in seine Masse betrachtet.”

Fassen wir einen Massenpunkt m-des Systems in das Auge, fiir
einen Moment sei die Lage a. Wire nun die Be-
wegung eine freie, so wiirde im niichsten Moment m .
nach b riicken, das geschieht nun nicht, da noch be- /v?’
sondere Bedingungen bestehen sollen, der Punkt m aé L)
riickt thatsichlich nach ¢. Wiirde er statt nach ¢
z B. nach p riicken, so besagt das Gauss’sche Princip, dass ¢ dadurch
ausgezeichnet ist, dass ist:

(1) 2> mbor < DImby).

Es ist nun:
(by)? == (be)* 4 (cp)* — 2(be) (cp) cos @,
wenn wir mit & den von (be) und (¢p) eingeschlossenen Winkel be-
zeichnen. Aus der Formulirung des Gauss’schén Princips des kleinsten
Zwanges in (1) folgt dann, dass auch:

(2) i 2 2 m(be) (ey) cos & — Z m(ey)? 2 0.

1) Gauss, Ueber ein neues allgemeines Grundgesetz der Mechanik, 1820,
Gauss Werke Bd. 5, 8. 28,

Fig. 28.

28"



366 VII. 2) Historische Riickblicke. Fragen der Gegenwart.

Wir kiénnen nun (¢yp) beliebig klein fassen, dann ist das zweite
Glied in (2) unendlich klein zweiter Ordnung gegeniiber dem ersten
Gliede in (2), welches unendlich klein erster Ordnung ist. Ks wird
dann (2):

(3) Zm(bc)(_cy) cosf < 0.

Bezeichnen wir die Projectionen von (b¢) auf ein nun eingefithrtes
geradliniges rechtwinkliges Coordinatensystem x, y, # mit (b,¢)), (by¢y),
(byey), die Projectionen von (¢yp) mit dz, dy, dz, und schreiben wir
entsprechend:

(byey) = (be) cose,  dx = (cy) cosay,
(byey) = (b) cosB, By — (c7) cosp,,
(bycy) = (be) cosy, 8z = (cp) cosy,,
dann wird:
(be) (ey) cos & == (bye;,)da + (byey)dy + (byey)de.

Die Gleichung (3) nimmt nun die Form an:

(4) Dl m((bye)dz + (be) 3y + (byey)2) 2 0.

Sind nun die Geschwindigkeitscomponenten des Massenpunktes m
in a gegeben durch u, v, w, so kinnen wir in alter Bedeutung
schreiben:

o (_ﬂ‘_bl__— “dt) - X, m U‘l_cl — udl} i mzu

de* di* ?

by — vdt — vdt "
oY L Do Wy iy (a.c.dtl B0y
(ayby —wdt) _ (ay ¢ — wdt) ”
m FTL Z, m> - S mz".

Es sind hierin die Projectionen von (ab) und (ac) auf 2, y, # durch
Indices entsprechend bezeichnet, wie die von (be) oben bezeichneten.
Es folgt weiter:

" b, ¢ " (b " [b
X—ma"=m (—é-‘-,‘-), Y—my" =m d’:,‘J, Z—mz"=m %::)'

Damit ist die Gleichung (4) auf die bekannte Form des
D’Alembert-Lagrange’schen Principes gebracht:

() Z(X —mz")0x 4 (Y —my" )0y + (Z — mz2")d2 20,

und damit die Gleichwerthigkeit des Gauss’schen Princips des
kleinsten Zwanges (1) mit dem D’Alembert-Lagrange’schen Princip
erwiesen. Zugleich tritt hier das D’Alembert-Lagrange’sche Princip
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mit einem Ungleichheitszeichen auf — eine Form des Princips, die
in der Litteratur vielfach wiederkehrt und darauf beruht, dass der
Ableitung eine etwas andere Verfiigung des Begriffs der virtuellen
Verriickung (d, dy, d2) zu Grunde liegt, als sie § 121 allgemein
getroffen wurde.

Als charakteristisch fiir das Princip des kleinsten Zwanges werden
wir hier nun wieder die Tendenz hervorzuheben haben, welcher Gauss
am Anfang seiner Abhandlung den Ausdruck giebt:

yDer eigenthiimliche Charakter des Princips der virtuellen Ge-
schwindigkeiten besteht darin, dass es eine allgemeine Formel zur
Auflésung aller Aufgaben der Mechanik giebt, und so der Stellvertreter
aller anderen Principe ist, ohne jedoch das Creditiv dazu so unmittel-
bar aufzuweisen, dass es sich, so wie es nur ausgesprochen wird,
schon von selbst als plausibel empfiihle. In dieser Beziehung scheint
das Princip, welches ich hier aufstellen werde, den Vorzug zu haben®,

Gauss schliesst seine Abhandlung mit den Worten:

,Hs ist sehr merkwiirdig, dass die freien Bewegungen, wenn sie
mit den nothwendigen Bedingungen nicht bestehen konnen, von der
Natur gerade auf dieselbe Art modificirt werden, wie der rechnende
Mathematiker, nach der Methode der kleinsten Quadrate, Erfahrungen
ausgleicht, die sich auf unter einander durch nothwendige Abhingig-
keit verkniipfte Grissen beziehen. Diese Analogie liesse sich noch
weiter verfolgen, was jedoch gegenwiirtig nicht zu meiner Absicht
gehort.”

& 126. Die Postulate der Mechanik
und die Darstellungen der Mechanik von Hertz und Boltzmann,

Wir haben im vorigen Paragraphen von einigen Anschanungen
historisch Notiz genommen, welche die Mechanik und ihre Principe
begleitet haben. Mogen diese Anschauungen vielfach die Impulse zu
fruchtbaren Speculationen und Priicisirangen abgegeben haben, so
entsprechen diese Anschauungen doch keineswegs unseren heutigen
Vorstellungen, wie wir solche z B. § 17 in dem Abschnitt iiber
yAuffassung und Bedeutung der physikalischen Vorgiinge als eines
Mechanismus“ Ausdruck gegeben haben. Die Natur handelt weder
nach Griinden noch nach Zwecken, sie ist nichts anderes als ein
naturnothwendiger Mechanismus, der beschrieben und erforscht
sein will.

Unsere Vorlesungen haben von Anbeginn bis zum Schluss eigent-
lich keine anderen Vorstellungen begleitet, als die, welche Newton
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seinen Principien zn Grunde gelegt hat, oder welche sich als eine
consequente Entwickelung seines Systems ergaben. Wir wollen noch
einmal in Kiirze die charakteristischen Merkmale dieses Systems her-
vorheben und an einigen Erscheinungen des wissenschaftlichen Lebens
der Gegenwart zur Anschauung bringen.

Ebenso wie die Geometrie besonderer Grundlagen bedarf, auf
denen sie ihr Gebiiude auffithrt, und welche sie Axiome nennt, so
bedarf die Mechanik in erweitertem Umfang solcher Grundlagen, welche
wir ebenso Axiome nemnen konnen. Indem es sich nach mancher
Richtung empfiehlt an den Doppelcharakter des wissenschaftlichen
Systems nach seiner objectiven und subjectiven Seite (§ 3) zu erinnern,
habe ich die Doppelbezeichnung Postulate und Axiome vorgezogen.

Abgesehen von einer Reihe von Postulirungen, auf denen die
Anwendung der Mathematik beruht, und die hier nicht besonders
aufgefithrt werden sollen, haben wir im Sinne Newtons 1) eine
Reihe mechanischer Begriffe, 2) eine Reihe mechanischer Siitze zu
postuliren. So sind Ranm, Zeit und Masse die von Newton postulirten
Grundbegriffe, — Triigheitssatz, Actionsprineip und Reactionsprineip
die von Newton postulirten Grundsiitze. Beide erscheinen bei der
Jinfithrung zuniichst vollkommen inhaltsleer, sie erhalten ihren Inhalt
erst beim Ausbau des wissenschaftlichen Systems.

Bei den Begriffspostulaten handelt es sich um Grissen, auf welche
der ganze Inhalt der mechanischen und physikalischen Erscheinungs-
welt zu beziehen ist. Ebenso wie man in der Geometrie riumliche
(tebilde auf ein Coordinatensystem bezieht, kann man sich vielleicht
auch hier des Ausdrucks bedienen, dass Raum, Zeit und Masse in
der Mechanik und Physik die Rolle von Coordinaten — in erweitertem
Sinne des Wortes — tibernehmen. Nimmt man diesen Vergleich auf,
dann entsteht wohl auch die Frage, ob nicht vielleicht, ebenso wie
das Coordinatensystem der Geometrie ein fremdes Beiwerk ist, welches
von uns nur zur bequemeren begrifflichen Beherrschung geschaffen
ist, die von uns postulirten Begriffe des Raumes, der Zeit und der
Masse ein den Dingen und Erscheinungen an sich fremdes Beiwerk
darstellen, welches uns von Geburt an zur bequemeren Orientirung
in der Wirklichkeit mitgegeben ist. Diese Speculationen fithren zu
Kant’s Lehre von den aprioristischen Anschauungsformen des Raumes
und der Zeit — wir fiigen hier noch die der Masse hinzu.

Wir lassen diese Lehre in der Mechanik ganz dahingestellt, Fiir
unser Denken und Forschen giebt es keine Erscheinung, in welche
nicht Raum, Zeit und Masse theilweise oder zusammen eingehen,
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Allenthalben treten diese Begriffe untrennbar mit den Erscheinungen
auf, ja sie scheinen auf das engste mit ihnen verbunden, gerade darum
aber fordern wir ihre Unabhiingigkeit von einander und von den
Erscheinungen und postuliren') sie zu unseren naturgemiissen un-
abhiingigen Grundbegriffen, auf welche alle Erscheinungen zu be-
ziehen sind.

Bei den von Newton postulirten Grundsiitzen der Triigheit, der
Actio und der Reactio handelt es sich um Anweisungen, die in der
Natur auftretenden Erscheinungen auf einander zu beziehen. Auch
diese Anweisungen sind zuniichst ganz inhaltsleer, erst durch die An-
wendungen bekommen sie ihren der Anschauung zugiinglichen Inhalt,
durch welche sie ebenso wie die postulirten Grundbegriffe ihre riick-
wirkende Verfestigung und Sicherung erfahren. Die Ausarbeitung des
Systems giebt diesen Anweisungen unter Umstiinden noch eine er-
weiterte Bedeutung, ich erinnere an die Erweiterung des Reactions-
princips, wie sie die Flichensitze an die Hand geben (§ 55).

Eine besondere Stellung unter den Postulaten nimmt das Energie-
princip ein. Es mag das daran liegen, dass wir mit dem Knergie-
princip schon den engeren Boden der Mechanik verlassen haben, es
ist bereits ein allgemeines physikalisches Princip. So erscheint es in
gewisser Hinsicht als ein postulirter Begriff, in anderer Hinsicht als
ein postulirter Satz.

Die Reihe von Postulirungen ist, wie unsere im Ganzen histo-
rische Darstellung ergeben hat, damit nicht erschpft. Wir gedenken
der Postulirungen, welche mit der Aufstellung des D’Alembert’schen
und des Lagrange'schen Princips verbunden waren (§ 120). Es
handelt sich hierbei im Wesentlichen um die Frage nach der be-
dingten Bewegung.

Die Newton'sche Mechanik hatte sich im Wesentlichen im An-
schluss an die Behandlung der freien Bewegung entwickelt. Die noch
an besondere Bedingungen gekniipfte Bewegung wird nach Newton
von Fall zu Fall behandelt, indem die Bedingungen durch Kriifte er-
setzt werden, welche das Reactionsprincip befolgen. Diese Methode
befriedigt fiir die Theorie der bedingten Bewegung materieller Punkte,
aber fiir eine allgemeine Theorie der bedingten Bewegung materieller

1) In seinem Vortrag iiber ,Das Problem der Zeit* (1898) bezeichnet
W. Ostwald die Zeit als das allgemeinste Naturgesetz. Er meint damit wohl
dasselbe, wie ich; nur ziehe ich die in Vorschlag gebrachte Terminologie vor,
nach der ich zwischen postulirten Grundbegriffen, postulirten Grundsiitzen und
Naturgesetzen unterscheide. Die Zeit ist danach ein postulirter Grundbegriff,
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Systeme versagt sie; hier fiillt nun die Verbindung des D’Alembert-
schen und des Lagrange’schen Princips die Liicke aus. Soweit die
Newton’sche Methode zum Ziele fithrt, befindet sie sich mit dem
D’Alembert-Lagrange’schen Princip in villiger Uebereinstimmung,
sobald die Newton’sche Methode versagt, treten die iiber die New-
ton’schen Grundsiitze hinausgehenden Postulirangen ein, vermdge
deren das D’Alembert-Lagrange’sche Princip sich als leistungs-
fihiger erweist. Es ergiebt sich hier der wesentlich mathematische
Begriff der virtuellen Verriickung als besonders fruchtbar.

Was dieser weitere, iiber Newton hinausgehende Inhalt des
D’Alembert-Lagrange’schen Princips physikalisch bedeutet, das
wird schwer zu sagen sein. Wir werden jedenfalls darin eine weitere
Priicisirung des Newton’schen Reactionsprineips zu sehen haben.

Hier setzt nun die neuere — durch das von Hertz nachgelassene
Werk ,Die Principien der Mechanik in neuem Zusammenhang dar-
gestellt, Leipzig 1894 — inaugurirte Forschung ein. Wir erinnern
an das Beispiel, dessen wir § 121 8. 340 gedachten: die Bewegung
einer rollenden Kugel auf einer Ebene ohne Gleitung. Dieses Beispiel
scheint auf die Richtung der Hertz'schen Forschung von bedeutendem
Binfluss gewesen zu sein. An der Hand dieses Beispiels hat sich
Hertz die Vorstellung gebildet, dass die bisherigen mechanischen
Principe, auf nicht holonome Systeme angewandt, zu falschen Resul-
taten fiithren (ef. S. 23 der Principien), und von hier aus hat er ge-
glaubt, fiir die Mechanik ein neues Grundgesetz aufstellen zn miissen,
Sein Grundgesetz erscheint als eine Verbindung des Galilei’schen
Triigheitssatzes und des Gauss’schen Princips des kleinsten Zwanges;
er pricisirt es 8. 162 dahin: ,Jedes freie System beharrt in seinem
Zustand der Ruhe oder der gleichformigen Bewegung in einer gerade-
sten Bahn. :

Nachdem aber Hélder in seiner frither erwiihnten Arbeit nach-
gewiesen hat, dass die Anschauung bei Hertz auf einer unpriicisen
Fassung des Hamilton’schen Princips und des in ihm vorkommenden
Begriffs der virtuellen Verriickung beruht, muss gerade der Theil der
Hertz'schen Forschung, welchen wir als Ausgangspunkt aufgefasst
haben, als irrthiimlich bezeichnet werden. Sein Grundgesetz wird als
gleichwerthig mit den alten mechanischen Principen zu betrachten
sein, vorausgesetzt, dass diese richtig gefasst und angewandt werden.

So bleibt denn nur die Tendenz des Hertz'schen Werkes iibrig,
die sich als eine der Newton’schen Auffassung entgegengerichtete
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darstellt. Bildete bei Newton das Actionsprincip der Kriifte als
Postulat zuniichst fiir die freie Bewegung, dann unter geschickter Ver-
werthung des Reactionsprincips auch filr die bedingte Bewegung den
Ausgangspunkt der Forschung, so postulirt demgegeniiber Hertz die
kriiftelose Mechanik, an Stelle der Newton'schen Kriifte treten bei
Hertz nur Bedingungen. Wenn sein Grundgesetz nach dem Wortlaut
auch nur Aussagen enthiilt, welche sich auf freie Systeme beziehen,
so lassen sich doch sofort aus dem Grundgesetz Folgerungen ableiten,
welche sich auf unfreie Systeme beziehen, da jeder Theil eines freien
Systems ein unfreies System ist (S. 162).

Der Auffassung von Hertz stellt Boltzmann in seinen ,Vor-
lesungen iiber die Principe der Mechanik®, L. Theil, Leipzig 1897, eine
Form der Darstellung der Mechanik gegeniiber, welche er ,die alte
classische“ (Vorwort) nennt, welche im Wesentlichen darin besteht,
dass ansnahmslos Centralkriifte behandelt werden, dass die Bedingungen
consequent durch Kriifte ersetzt werden sollen, und dass, im Falle
dieser Ersatz auf Schwierigkeiten stisst, der atomistische Bau der
Materie mit seinem Reichthum eventuell verfigbarer molekularer
Kriifte herangezogen wird. Der kriiftelosen Mechanik von Hertz
kann so die bedingungslose Mechanik von Boltzmann gegeniiber-
gestellt werden.

Dass diese Heranziehung des molekularen Baus der Materie und
der ausnahmslosen Existenz von Centralkriiften fiir das System der
Mechanik als classisch im Sinne ihrer Entwicklung von Galilei und
Newton bis auf die neuere Zeit bezeichnet werden darf, mochte ich
denn doch bestreiten. Bei Lagrange liesse sich nur der S. 354 er-
withnte Beweis fiir das Princip der virtuellen Verriickung allenfalls
dafiir heranziehen; sonst wird man wohl nicht sagen kénnen, dass
Atomistik und Centralkriifte eine bevorzugte Stellung in der analyti-
schen Mechanik von Lagrange einnehmen. Nach meinen Studien
hat sich die classische Mechanik insbesondere unabhiingig von der
Hypothese der atomistischen Constitution der Materie entwickelt: ich
glaube in dieser Hinsicht die classische Mechanik als Grunddisciplin
innerhalb des physikalischen Systems § 18 richtig charakterisirt zu
haben. Als classische Mechanik mochte ich die Mechanik bezeichnen,
welche ebensowohl mit Kriiften wie mit Bedingungen operirt. Die
Schranken dieser Mechanik mogen dann vielleicht aof denselben Um-
stinden, wie die Schranken des rein mechanischen Satzes von der
lebendigen Kraft beruhen, welche innerhalb der reinen Mechanik den
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Fortschritt des Satzes der lebendigen Kraft zum Energieprincip
hindern,

Jedenfalls michte ich eine vorzeitige Einfithrung der Atomistik
in das System der Mechanik vermieden sehen. Die vorzeitige Ein-
fihrung der Atomistik hat erkenntnisstheoretisch den Nachtheil, dass
die systematischen Grundlagen der Mechanik den vollkommen durch-
sichtigen euklidischen Charakter verlieren, den sie Dank der Forschung
eines Galilei und Newton erhalten haben. Auch wenn sich im
Sinne der Boltzmann'schen Darstellung die Nothwendigkeit der Ein-
fiilhrung der Atomistik in die Mechanik ergeben sollte, diirfte es sich
empfehlen, diese Kinfithrung erst an der Stelle der Mechanik vorzu-
nehmen, an der eine innere Nothigung dazu vorliegt; das Princip der
Oekonomie (§ 14) fordert dies.

Der diesen Vorlesungen zu Grunde liegenden, historisch-kritischen
Auffassung der Mechanik scheint die Forschung der Gegenwart trotz
ihrer einer Erkenntnisstheorie freundlichen Richtung nicht besonders
glinstig zu sein. In mancher Bezichung kann ich mich der Cha-
rakteristik anschliessen, welche Boltzmann') neuerdings in seinem
geistvollen Vortrag ,Ueber die Entwickelung der Methoden der theo-
retischen Physik in neuerer Zeit“ von den Stromungen der Gegenwart
gegeben hat, Allen den dort geschilderten Richtungen: der Ener-
getik®), der Phiinomenologie, der Atomistik haftet ein gesunder in-
ductiver Zug an, der sich von der erst von den Nachfolgern New-
ton’s aufgenommenen unerlanbten Form der Metaphysik fern hiilt.
Diese Richtungen sind nicht von Grund aus falsch oder richtig, ihre
Schwiiche scheint mir vielmehr in ihrer Einseitigkeit zu liegen, die
sie immerhin befihigt, gewisse Erfolge zu erzielen. Alle Richtungen
tragen einen stark monistischen Zug, welcher der historischen Ent-
wickelung der Disciplin nicht geniigend gerecht wird (§ 2) und schon
aus diesem Grunde erkenntnisstheoretisch nicht befriedigen kann. So
kommt es, dass die Frage nach den Postulaten oder Axiomen von den
aufgefithrten Richtungen entweder nur sehr theilweise oder gar nicht

1) Vortrag gehalten in der zweiten allgemeinen Sitzung der Versammlung
deutscher Naturforscher und Aerzte zu Milnchen am 22, Sept. 1899. Natur-
wissenschaftliche Rundschaun Nr. 89—41,

2) Eine consequente Ausbildung eines energetischen Systems hiitte vor
Allem der Thatsache Rechnung zu tragen, dass in dem consequent ﬂ.usgablldetcn
Newton'schem System das Energieprincip ithnlich wie das Reactionsprincip ein
Integral- oder Summationsprincip ist, dessen Verwendung ula Elementarprincip
nur von Fall zu Fall zu rachtfertagen wiire,
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behandelt wird; ja die phiinomenologische Richtung der Forschung,
welche nicht tiber die Erfahrung hinausgehen will, leugnet vielleicht
iiberhaupt die innere Nothigung zur Aufstellung der Postulate. Nur
die Beriicksichtigung der objectiven und subjectiven Momente der
Forschung (§ 3) und die Herstellung ihres naturgemiissen Gleich-
gewichts scheint mir den Weg anzuzeigen, auf dem die Einseitig-
keiten vermieden werden kénnen, in denen die erwiihnten Richtungen
ihre Stiirke sehen, welche die Gegner als Schwiiche deuten.

In der reinen Mathematik, speciell in der Geometrie ist die Frage
nach den Axiomen eigentlich niemals zur Ruhe gekommen.') Dem-
gegeniiber ist es sehr merkwiirdig, dass die Frage nach den Axiomen
oder Postulaten in der Physik so lange geschlummert hat, dass das
Verstiindnis dafiir, welche Anforderungen man an physikalische Postu-
late zu erheben hat, in weiten Kreisen vorloren gegangen zu sein
scheint. Die zutreffendste Witrdigung der Stelle, welche das Postulat
in der modernen Wissenschaft einzunehmen hat, und ihre Gkonomische
Verwerthung habe ich bei Helmholtz gefunden, wihrend Kirch-
hoff’s Mechanik dariiber vollig hinweggeht.

Ich habe es mit als Aufgabe dieser Vorlesungen betrachtet, diese
Fragen von Neuem in den Vordergrund des Interesses zu riicken und
habe gefunden, dass gerade Newton in diesen Fragen auch heute
noch in mancher Richtung den Weg ebenen kann. Wenn Newton
den Einfluss withrend der letzten Decennien nicht ausgeiibt hat, den
er thatsiichlich hiitte ausiiben konnen, so lag das in einer Reihe mehr
zufilliger Umstinde — unter anderen in einer gerade fiir die hier in
Betracht kommenden Fragen unvollkommenen Uebersetzung, welche
Newton mit Unrecht zu dem Metaphysiker stempelte, als welcher er
ebenso fiillschlich vielleicht um die Mitte des Jahrhunderts gefeiert,
wie gegen das Ende des Jahrhunderts angegriffen wurde. Die New-
ton'sche Metaphysik ist keine andere, als die diesen Vorlesungen zu
Grunde liegende Anschauung (§ 3), welche an die Grenzen unseres
sinnlichen Wahrnehmungsvermigens und damit an die nothwendigen
Liicken unserer subjectiven Erkenntniss kniipft, welche auszufiillen
Aufgabe der objectiven Erkenntniss ist. Der Aufbau des wissenschaft-
lichen Systems wird beide Formen der Erkenntniss in sich aufnehmen
und verarbeiten miissen. ;

1) Ich erwithne hier nur die noch jiingst erschienene Arbeit von D. Hil-
bert, Grundlagen der Geometrie. Festschrift zur Feier der Enthiillung des
Gauss-Weber-Denkmals in Gottingen. Leipzig 1899,
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Historische Uebersicht zu VII.

Pierre Louis Morean de Maupertuis 1698—1759,
Jean le Rond d’Alembert 1717—1783,

Joseph Louis Lagrange 1786—1813,

Karl Friedrich Gauss 1777—1855.

Karl Gustav Jacob Jacobi 1804—1851.

Sir William Rowan Hamilton 1805—1865,
Heinrich Rudolph Hertz 1857—1894,

D'Alembert, Traité de Dynamique. Paris 1748, Ostwald's Klassiker Nr. 106,

Maupertuis, Accord de différentes loix de la nature qui avoient jusqu'ici paru
incompatibles. Histoire de I'Acad. des Sciences de Paris 1744, — Les lois
du mouvement et du repos déduites d'un principe métaphysique. Histoire
de I'Acad. Royale de Berlin 1746.

Lagrange, Mécanique analytique. 1 Vol, 4° Paris 1788,

— — Nouv. édit. 2 vol. 4° Paris 1811—15. Dentsch herausgegeben von Servus,
Berlin 1887,

Gauss, Ueber ein nenes allgemeines Grundgesetz der Mechanik 1829, (auss
Werke, Bd. b.

Hamilton, General method in dynamics, by which t. study of t. motions of
all free systems of points is reduced to t. search a. differential, of one
central relation, London Philosophical Transactions 1834, T. Il p. 247
—3B808; 1885 T. T p. 05—144.

Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik (1842—43) herausgegeben von Clebsch.
1. Auofl, 1866. 2. Aufl. 1884.

Hertz, Die Principien der Mechanik in neuem Zusammenhang dargestellt.
Leipzig 1804,




Namenregister.

Adams b1,

Airy 328, 320,

d’Alembert 169, 8383388, 341, 845, 853,
856, 869, 860, 364.

Archimedes 189, 259—262, 207.

Baille 329.

Baily 329.

Benzenberg 53, 325,

Bernoulli, Dan., 122, 169,

Bernoulli, Joh., 169.

Bessel 76, 175, 177, 186—195, 226, 206,
816, 881.

Biot 134.

Bohnenberger 191, 226.

du Bois Reymond, P., 207.

Boltzmann 21, 44, 45, 133, 804, 849, 850,
3562, 807, 861, 862 (cf. auch Vorwort).

Boys 829, 881,

Braun, C., 829, 851.

Brewster 322, 325.

Brown 256.
Bunge 200, 201.
et
Cavendish 329. )
Clairaut 169, 249, 207, 808, 312316,
SRR e e s
Clebsch 864. P -

Cohn, F., 824, *+
Cornu 329,
Coulomb 12, 17, 18, 208, 218, 226, 308.

Delauny 51.
Dirichlet 168, 169, 281, 812, 337.

Ebert 352,

Ebtvos 76, 329,
Euklid 13, 58, 78, 79.
Euler 169, 246, 248, 207.

Faraday 19, 132,
Foucaunlt 58, 824—3826.
Fourier 64.

Galilei 12, 42, 48—69, 70, 71, 78, 80,
82, 91, 106, 114, 118, 128, 158, 171,
174, 196, 300, 302, 819, 825, 860—862.

Gauss 58, 117, 106, 208, 204, 207, 210,
211, 216, 217, 226, 240, 264, 266,
268—270, 281, 297, 825, 888, 858 —857,
360, 364.

Giinther 301,

Hagen 200,

Hamilton 333, 340, 341343, 346348,
860, 864,

Hansen 324,

Hauy 221.

Hegel 8.

Helmert 301, 819, 327.

Helmholtz 25, 87, 46, 103, 181, 1569, 161,
169, 195, 286, 287, 244, 368 (cf. auch
Vorwort),

Hermann, L., 46,

Hertz, H., 10, 21, 82, 85, 45, 54, 65, 174,
175, 839, 340, 857, 360, 871, 864 (cf.
auch Vorwort),

Hilbert, D., 863,

Holder 340—344, 360.

Hutton 328

Huygens 30, 74, 112, 118, 169, 185,
226,



366

Jacobi 812, 849, 564,
Jolly 830.
Joule 161, 169,

Kant 5, 21, 88, 50, 3568,

Kater 191, 226,

Kelvin siehe Thomson.

Kepler 34, 07—108, 118, 324, 327,

Kirchhoff 44, 133, 242, 863 (cf. auch
Vorwort),

Konig, A., 830.

Kohlrauseh, F., 117, 201, 205,

Kopernikus 54,

Kreichgauer 76, 217.

Krigar-Menzel 205, 827, 830, 881

Lagrange 118, 169, 330, 834—3838, 341,
344—850, 858—356, 859861, 364
(cf. auch Vorwort),

Landolt 76.

Laplace 14, 51, 184, 145, 169, 240, 2064,
278, 207.

Lindemann 160,

Lotze 41,

Mach, E,, 18, 21, 25, 26, 29, 80, 81, 83,
45, 288 (cf. auch Vorwort).

Mariotte 251.

Maskelyne 328,

Maupertuis 840—3842, 854, 855, 364,

Maxwell 18, 19, 45, 182, 285, 208, 549,
861, 852 (cf. auch Vorwort).

Mayer, J. R., 161, 169.

Mensbrugghe 2738,

Napoleon 14.

Neumann, C.; 18, 89,

Neumann, F., 165, 276, 277, 207, 812,
361 (cf. auch Vorwort)..

Newcomb 824,

Newton 12, 14, 15, 17, 18, 22, 24, 25,
28, 80, 83, 84, 89, 41, 45, 49, b4, 70
—92, 98100, 118, 114, 118, 120—128,
127, 128, 181, 182, 134, 148, 158, 157,
166, 169, 171, 174, 189, 190, 196, 211,

Namenregister.

240, 290, 800, 302, 804, 807—811, 818,
819, 8928256, 8381—8356, 887—889,
844, 3568, 867 —868 (cf. auch Vorwort).

Ostwald 45, 8569,

Pascal 249, 207,

Picard 823,

Plateau 281, 268, 281.

Poggendorfl 118, 169, 226 (ef. auch
Gauss).

Poisson 240, 264, 297, 8190—821.

Poynting 830, 881,

Plolemiius b4,

Quincke 200—204.

Reich 825, 826, 829,
Richarz 205, 327, 350, 851.
Rickert, H., 7.

Riemann 14, 15.

Navart 1384,
Schonflies 181,
Seeliger 18, 89.
Stas 76.

Stevinus 260, 297,
Struve, H., 331.

Tait cf. Thomson,

Taylor 248, 305, 836.

Thomson, W, 10, 24, 25, 28,49, 51, 70, 74,
181, 224, 241, 244 (cf. auch Vorwort),

Voigt, W., 188.

Weber, W., 208, 226,
Wiechert 138,

Wiener 16. "
Wilhelmy 290, 291, 293,
Wilsing 3820, 381,

Wolff 280, 290,

Young, Th., 206, 207,

Zeiss 204,



Sachregister.

Abplattung der Erde 815, 816.

Absolut 49, 58, 800.

Actio, Actionsprincip 77, 81, 82, 86, 87,
90, 106, 120, 121.

Adhlision 272, 278, 278, 279.

Aether, Weltiither 15, 54,

Aggregatzustiinde 228285

Analogie 25, 80—33.

~— mechanische 32, 849—352,

Analyse 25, 28—30, b8,

Anomalie (bei Planeten) 96, 97.

Anpassung 81.

Anthropomorphismus 88, 80 (cf. auch
Vorwort),

Aprioristische Vorstellung 5, 6.

Arbeit, Arbeitsfithigkeit, Arbeitsvorrath
149—155, 160,

Astasirung 208, 220—225,

Atomistik 12, 15, 16, 28, 48, 44, 228,
238285, 289—245, 265, 861, 862.
Aufhilngung, unifilare u. bifilare, 202

217.
Aufpunkt 304,
Auftrieb 261,
Aussen-Innen 120, 1561—1563.
Axiom siehe Postulat.

Ballistische Methoden 219, 220.
Bedingte Bewegungen und Systeme 106
—117, 185, 388, 834, 839—348, 359,
Begriff, Begriffssystem, Begriffsbildung
8, 4, 19, 20, 28, 84, 68, 285—284.

Benetzbarkeit 279, 280, 298,
Beobachtung 299.

Beschleunigung 48, 49, 61—63, 66.
Bewegungsgesetze siehe Postulate.

Bicyklisches System 349—352,
Binnendruck 266, 271, 274,
Breite, geographische, 814, 815,

Capillaritiit 288, 289—241, 264—200,

Capillaritiitsconstante 283,

Capillarrohrtheorie 286289,

Causal, Causalititt 36—40.

Centralkriifte 120, 133, 184, 8564, 361.

Centrifugal-, Centripetalkriifte 109—113,
264.

Centrifogalkraft der Erde 818, 814,

Cohiision 264, 265, 278, 279.

Communicirende ROhren 258,

Compressibilitit und Incompressibilitiit
287, 271, 288.

Compromiss in der praktischen Physik
178, 179.

Consequenzen und Inconsequenzen 243,
244.

Conservative Kritfte und Systeme 153,
169—161.

Constante, physikalische 174, 175, 179,

Coordinaten 55, b6, b7.

— allgemeine (Lagrange) 845, 340,

— cyklische 349—352,

Cultur 7, 41.

Deduction siehe Induction,

Definition, definiren 20—28, 55, 59, 60,
62, 72—75, 288, 284,

Denknothwendig 40, 41,

Dichte der Erde 827—831.

Differentinlgleichungen der Mechanik
3443848,

Dimensionen, Theorie der, 68—65.



368

Directionsmoment 208,211,218, 2165—217.
Drehungsmoment 130, 182, 135—1388.
Druckbegriff 246—249.

Druckkriifte 84, 85.

Druck im Innern der Erde 517, 818

Einheiten 104, 1056,

Einheitlich 242 (¢f. auch Monismus).

Elektromotorische Kriifte 851,

Elementarprincip 164.

Empfindlichkeit(prakt. Physik) 198201,
220—226.,

Energetik 362,

Energie, Energieprineip 12, 18, 1563—165,
869,

Entwickelung der Wissenschaft 42, 44

— der Mechanik 832—352,

Erddrehung, Beweise fiir, 824—326.

Erfabhrung 4—7 (cf. auch Vorwort).

irkenntniss, Erkenntnisstheorie 2—46,
362, 868.

Exact 803,

Fall (freier Fall), Fallgesetze 656—67,
166—1567.

Fehler, Fehlerbegriff 174, 175, 179, 186,
188, 190, 198,

Fernkriifte 84, 85.

Flitchensiltze 92, 98, 128147,

— Anwendungen 170—226.

Freie Bewegung (Systeme) 48—1056, 122,
128, 185, 338.

Freiheitsgrade 345347,

Genanigkeit 1756—182,

Geophysik 298—381.

Geschichte 4— 6, 42, 43 (of. auch Vorwort).

Geschwindigkeit 60, 61,

Gileichgewichtshedingungen
281—284, 3856, 836.

Gleichgewichtsfliichen 2561, 254, 266.

Gleichgewichtsfigur der Erde 312—317.

Gravitation 12, 78, 84, 88—105, 802—3881.

Gravitationsconstante 101—1056, 327—
381,

Gravitationsmittelpunkt 804—311,

Gravitation von Kugelschalen und Kugeln
307811,

166 — 168,

Sachregister,

Grenzwerthe 808, 304,

Grossenordnung (praktisch) 180, 181, 242,
243,

Grossenverhiiltniss 300,

Griinde 40, 173, 174, 857,

Grunddisciplin 41—44.

Grundlagen (methodisch) 8, 1023,

Gyrationsradius siehe Trilgheitsradius.

Historische Uebersicht 118, 169, 226,
207, 381, 864.

Holonome und nicht holonome Systeme
121, 838841, 360.

Horizontalwage 218—220,

Hydraulische Presse 240,

Hydrodynamik 236, 287.

Hydromechanik 287.

Hydrostatik 228--207.

Hypothese 11, 13, 14—17, 19, 24, 34, 43,
244 (cf. auch Vorwort).

Ldeal, Ideen siehe Real, Realitiiten.

Identititt 8, 32.

Impuls sieche Stoss.

Incompressibilitiit siehe Compressibilitiit,

Inconsequenzen giehe Consequenzen.

Induction-Deduction 2485, 42, 71, 79,
84, 165, 887, 362.

Innen-Aussen 120, 151—153.

Instrumentenlehre 1702206,

Integralprincip 131, 134, 164.

Invariable Ebene 145.

Isolation siehe Superposition.

Kegeldffnung 809, 310,

Kinematik 48-—69.

Kinetik 70—85.

Kraft 39, 77, 81.

— lebendige 93, 148-—160.

— Messung von starken Kriiften 183201,

— Messung von schwachen Kriiften 202
—225.

Kriiftemittelpunkt 123,

Kriiftepaar 206—207.

Kreislauf der Erkenntniss 2-—4.

Kreisprocess 151--153, 160.

Kunst der praktischen Physik 178, 177
—179, 180,



Sachregister.

Labiles Gleichgewicht 168.

Literatur zur Erkenntnisstheorie 45, 46,
giehe auch historische Uebersicht.

Logik siehe Denknothwendig.

Magnetismus 206—208, 220225,

Masse 12, 18, 19, 49, 64, 71, 78-—=17,
86, 87, 104.

Massenbegriff der praktischen Astrono-
mie 100—1056.

Massenmittelpunkt 91, 122, 305, 306,

Massensystem 119-—169,

Mathematik 11, 18, 27, 28, 34, 88, 43,
78, 79 (cf. auch Vorwort).

Materialismus 8,

Mechanik 41—44, 882864 (cf. auch
(Vorwort).

— Galilei'sche 48—69.

— Newton'sche 70—806, 106—117.

Mechanismus (naturnothwendiger) 40,41,

Metaphysik 10, 11, 16, 300, 362, 363.

Methodenlehre der praktischen Physik
170—226 insbes. 198—196.

— der Geophysik 801—304.

Methodische Grundlagen 10—23.

— Methodische Regeln 24—386.

Minimalfliichen 281,

Mischbare und nicht mischbare Fliissig-
keiten 275, 276.

Mittelwerth 124.

Modell, mechanisches, 352.

Molekular siche Atomistik.

Monismus 245, 882,

Monocyklisches System 349, 351.

Naturgesetz 11, 18, 14, 17—20, 24, 34,
43, 78, 88, 89, 104, 174, 176,

Naturnothwendig 40, 41.

Nothigung (innere logische) 16, 19, 54.

Nothwendig 242—245, siehe auch Denk-
nothwendig, Naturnothwendig.

Nullmethoden 220, 225,

Nutation 144, 145, 818,

Oberfliichendruck, Oberflichenenergie,
Oberfliichenspannung 264—272, siehe
such Capillaritiit,

Oberfliiche, freie, der Fliissigkeiten an

Volkmann, Theoretische Physik.

369

Gefiisswiinden 284-—286, siche auch
Gleichgewichtsfliichen.

Objectiv—Subjectiv 6, 7, 10—12, 156—20,
°5—81, 87, 88, 42, 48, 46, 78, 172,
173, 176, 296, 858, 363 (cf. auch Vor-
wort).

Objectivirang 8, 27, 87, 46 (cf. auch
Vorwort).

Oekonomie 26, 88—385, 48, 240.

Oscillation 8, 256, 30—383.

Paradoxon, hydrostatisches, 260—263.

Parallelogramm der Kriifte 58, 82, siehe
auch Superposition und Vorwort.

Pendel 114—117, 165—157, 179, 185—
196,

Perpetuum mobile 159—161.

Phiinomenologie 243, 862.

Planetenbewegung 88—105,

Ponderomotorische Kriifte 851.

Postulat (Axiom), Postulirende Grund-
begriffe u. Grundsiitze 11, 12—14, 19,
‘24, 50—B4, 55, 71, 72, T7—84, 89, 104,
181, 182, 168—163, 165, 174, 176, 187,
300, 884—887, 853, 854, 857—868 (cf.
auch Vorwort).

Potential, Potentielle Energie 1563—158,
2499251, 268, 281, 282, 836.

— elektrodynamisches 351,

Priicession 144, 145, 318,

Priicisionsmessungen,  Prilcisionsmess-
kunst 165, 174—182, 186, 202, 208,
221, 240, 289206, 208, 209, 327, 520,

Pritliminarien 22, 72—74, 230.

Praktische Physik 170—226, 289—206,
209,

Princip des Archimedes 260-—262.

— der Energie 168—165, 862,

Principe der Mechanik 332—364.

Punktkrifte 161.

Randwinkel (Capillaritiit) 276—280, 284,
201, 203.

Raum 52—b4.

Reaction, Reactionsprineip 77, 82—84,
86, 90, 106, 122, 128, 180—135, 162,
211, 274, 310, 811, 885, 887, 859, 860.

Realitiit (Idealitiit) 8.

24



370 Sachregister.

Regel siche Methodische Regeln.
Reversionspendel 191—106,
Richtungsgriisse siehe Vector.
Rotationsmoment 130, 188.

Rotoren 138,

Riickwirkende Verfestigung des Systems
4, 18, 14, 22, b1, 68, 71, 76, 78, 80.
105, 171—178, 177, 196, 209—801, 818
(ef. auch Vorwort).

Schittzung 308,

Schema, Schematische Theorie 178,191,
192, 196, 197, 199, 205, 206.

Schwelle (psychophysisch) 11,

Schwere (Galilei'sche) 66—69,

— innerer Zusammenhang mit Gravita-
tion 302, 8123817, 819—324,

Schwerpunkt siehe Massenmittelpunkt.

Schwerpunktssittze 90, 91, 120—127,

Schwingungsdaner (Pendel) 116, 117,

Schwingungsmittelpunkt 185,

Secunde 50, 61.

Sinne (Schranken der) 6, 10, 11, 18, 15,
16, 19, 88, 53, 54 (cf. auch Vorwort).

Sprache 14, 21, siehe anch Terminologie.

Stabiles Gleichgewicht 168,

Statik 166—168, 834—3837, 838,

Statisches Moment 167,

Stoss 61, 78, 81, 86, 87, 162—164.

Strecke 58, 59,

Subjectiv siche Objectiv.

Subjectivirung siehe Objectivirung,

Summationsprineip siehe Integralprineip,

Superposition—Isolation 25, 28—80, 56—
58, 68, 180, 236, 249,

Synthese 25, 28—380, 286,

System, Systematik 2, 4, 17, 41— 44, 51,
53, b4, 76, 171—176, 208—301.

Terminologie 14, 20—28.

Thatsachen der Exfahrung, Thatsiichlich
b, 285, 240,

Theorie 241245,

Torsion 204, 205, 209, 210, 213—215.

Torsionsverhiiltnizss 210, 214.

Torsionswage (siehe auch Horizontal-
wage) 208,

Triigheit, Triigheitsprincip 12, 48, 49,
b4, 65, 62, 63, 78, 74, 77, 80, 81, 86
80, 112 (cf. auch Vorwort).

Triigheitsellipsoid 141,

Trigheitsmoment 180, 182, 189—144,
216—217,

Triigheitsradins (Gyrationsradius) 152,
133.

Trennungsfliche 272—276.

Umbildung 81.

Vagabundirende Strome 225.

Variation 886, 840—848,

Vectoren (Richtungsgrissen) b5 —68, 187,

Verdrilngte Fliissigkeitsmasse 259.

Vergleichung siehe Analogie,

Verlorene Kriifte 334.

Vernachlilssigung 181,

Verwandlung eines Raumintegrals in
ein Fliichenintegral 256—258,

Virtuell 238, 282, 335—348, 360,

Vollstiindig siehe Wesentlich.

Wiirmeiiquivalent 161-—165.

Wage 179, 196—201.

Weg, Wegelement 58, 59.

Weltiither 53, b4.

Wesentlich 26, 28, 81, 86, 44, 182, 228,
240, 248, 245, 302.

Wiederholung 2.

Wirkung siehe Actio.

— kleinste 842, 854.

Wurf, Wurfgesetz 67, 69, 1556—157.

Zeit 60, 51, 108, 104.

Zufall 280,

Zwang (kleinster) 858—3857.

Zweck 40, 178—174, 8b7.
Zweiktrperproblem siehe Planetenbe-

wegung.
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig

Volkmann, P., Professor der theoretischen Physik an der Universitiit
Konigsberg i/Pr., Vorlesungen tiber die Theorie des Lichtes.
Unter Rtcksicht auf die elastische und die elektromagnetische An-
schanung, Mit in den Text gedruckten Figuren. [XVI u. 432 8]
gr. 8. 1891, geh. n. 4 11.20.

Franz Neumann, * 11, September 1798, 4 23. Mai 1895.
Ein Beitrag zur Geschichte deutscher Wissenschaft. Dem
Andenken an den Altmeister der mathematischen Physik gewidmete
Bliitter unter Benutzung einer Reihe von authentischen Quellen.
Mit einem Bildniss Franz Neumann's. [VII u. 68 S] gr. 8. 1896.
geh. n. A 2.40,

erkenntnistheoretische Grundziige der Naturwissen-
schaften und ihre Beziehungen zum Geistesleben der
Gegenwart. Allgemein wissenschaftliche Vortriige, [XIT u. 181 8]
gr. 8. 1896. geh. n M 6.—
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