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Symbole i skréty

Najczesciej uzywane symbole i skréty

Macierze i wektory wyrdznione sg w tekscie wyttuszczong czcionks. Symbole

macierzy pisane sg wielkimi literami, wektory matymi.
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przestrzen generowana przez element x
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operator projekcji ortogonalnej na podprzestrzen S
operator projekcji na ortogonalne uzupelnienie podprzestrzeni S
operator usredniania probabilistycznego

iloczyn skalarny

sygnal losowy o czasie dyskretnym

zmienna, losowa reprezentujaca sygnatl y; w chwili ¢t =4
wektor typu ’bra’

wektor typu 'ket’

unormowany btad prognozy ’w tyl’

unormowany blad prognozy 'w przéd’

wspdlezynnik Schura w bloku dekorelujagcym
wspOlczynnik Schura w bloku estymujacym

zmienna losowa reprezentujgca sygnal uzyteczny
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Skroéty
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HOS

estymata zmiennej losowej z,

sygnat zakldcajgcy

baza ortonormalna (ang. Orthonormal basis)
nieliniowe kodowanie prognozujace (ang. NonLinear Prediction Coding)
kluczowanie z minimalnym przesuwem czestotliwosci

(ang. Minimum Shift Keying)
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Rozdziat 1

Wstep

Przy zbieraniu danych zwigzanych z okre§lonym zjawiskiem fizycznym nie
daje sie unikngé¢ pewnego dodatkowego (niepozadanego) sygnatu. Przyjmuje °
on zwykle postac zakldcenia. Jego obecnoéé stanowi ograniczenie dla osiggal-
nej dokladnosci pomiaru informacji uzytecznej zawartej w badanym sygna-
le. Jednym z kluczowych problemow cyfrowego przetwarzania sygnaléw jest
redukcja szumu (zaklécenia)w sygnatach niosacych informacje. Wykorzysty-
wane do tego metody maja za zadanie poprawe stosunku sygnal/szum i sg
czesto fazg wstepng dla dalszego przetwarzania sygnatéw. W niniejszej pra-
cy rozwazano zagadnienie wykorzystania nieliniowych ortogonalnych filtréw
cyfrowych w procesie filtracji odszumiajacej sygnatdow losowych wyzszych
rzedéw (niz 2).

Sygnal losowy nazywa si¢ sygnatem rzedu M, jesli jest on w pelni charak-
teryzowany za pomocsg tacznych wielowymiarowych rozkladéw prawdopodo-
biefistwa rzedéw od 1 do M. Dla przypadku gdy M = 2 (sygnaly drugiego
rzedu) méwimy o liniowej estymacji sredniokwadratowej. Obejmuje ona mie-
dzy innymi liniowa filtracje innowacyjng i odszumiajaca. Filtr liniowy jest -
optymalny w sensie Sredniokwadratowym dla sygnatéw gaussowskich, ktore
sg w pelni opisane za pomocg statystyk drugiego rzedu [56]. JeSli rozpa-
trywany sygnal nie jest typu gaussowskiego liniowa estymacja nie zapewnia

wystarczajace] dokladnodci dziatania filtru. Moze byé ona tylko pierwszym



etapem tego procesu. Konieczne staje si¢ zastosowanie optymalnego filtru
nieliniowego. Rozpatrywane w pracy filtry nalezg do systeméw nieliniowych
klasy Volterry-Wienera [61]. Rozwazane zagadnienia dekorelacji sygnatu oraz -

eliminacji szumu dotycza sygnaléw rzedu wyzszego niz 2.

1.1 Przeglad literatury

Przeglad literatury dotyczacy przedmiotu pracy podzielony zostal na trzy
czgsci. Pierwsza omawia rézne sposoby rozwigzania problemu eliminacji za-
klécen. Druga dotyczy metod estymacji sredniokwadratowej. Trzecia charak-
teryzuje systemy nieliniowe klasy Volterry-Wienera.

1.1.1 Cyfrowe metody eliminacji szumu

Szybki w ostatnich latach rozwdj cyfrowego przetwarzania sygnatéw przy-
niést wiele réznych technik stuzacych eliminacji zaktdceri w zaktéconych sy-
gnalach obserwowanych. Ich wybér zalezy gléwnie od miejsca wykorzystania,
charakteru zakldcenia.

Metody adaptacyjnej eliminacji szumu (adaptive noise cancelling) [1, 20, 35,
48, 72, 73] wykorzystuja koncepcje dwu sensoréw. Pierwszy rejestruje sygnal
zakldécony, drugi samo zaktdcenie. Jezeli istnieje niezerowa korelacja, pomie-
dzy sygnalami obserwowanymi w obu kanatach, mozliwe jest wyeliminowanie
zakldcenia. Jednakze w wiekszosci aplikacji trudno speinié wymaganie doty-
czgce tak rejestrowanych sygnaléw. Zazwyczaj do obydwu sensoréw docieraja
wymieszane oba sygnatly (zaktécajacy i zaklécony), co uniemozliwia efektyw-
ng eliminacje¢ zaklécenia bez pogorszenia jakosci sygnatu uzytecznego. Za-
stosowanie filtracji odwrotnej zwanej $lepa separacja sygnaléw [59] pozwala
rozdzieli¢ sygnat uzyteczny od zakldcenia. Inng metodg opartg o zastosowa-
nie wielu sensoréw jest metoda formowania wigzki. Uklad sensoréw rejestruje
sygnal uzyteczny przychodzacy z jednego kierunku, jednoczesnie ignorujac
zakl6cenie, ktére nadchodzi z innej strony [33, 37, 15, 36, 16, 68, 64]. Tutaj

takze skutecznoé¢ dzialania zalezy od stopnia korelacji pomiedzy sygnalami -
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rejestrowanymi w réznych kanalach.

Powyzsze wielosensorowe metody charakteryzuja sie tym, iz sa niezalezne od
statystyk sygnalu uzytecznego, oraz iz bazuja na korelacji wzajemnej sygna-
16w zakldcajacych odbieranych przez sensory. Metody jednosensorowe zakta-
daja wolnozmiennos$é widma sygnatu zakldcajacego. Zaklada sie znajomosé
statystyk zaklécenia lub estymuje sie je w odstepach czasu, w ktérych nie
pojawia si¢ sygnal uzyteczny. Nastrecza to dodatkowy problem detekeji sy- _
gnatu uzytecznego. Ponadto wazne jest, aby sygnal uzyteczny byt szybciej
zmienny niz zaktécajacy (wolnozmienno$é szumu) [52].

Wiele metod jednosensorowych jest osadzonych w dziedzinie czestotliwosci.
Sa to tak zwane metody odejmowania widmowego [2, 11, 12, 19, 28, 49,
51, 53, 65, 67], w ktérych odejmuje sie estymowane zaklécenie w dziedzinie
czgstotliwosci, po czym sygnal odfiltrowany poprzez odwrotng transformate
Fouriera sprowadzany jest do dziedziny czasu. Transformacja ta moze jednak
wprowadzi¢ dodatkowe znieksztalcenia sygnatu uzytecznego (np. musical no-
ise [52]).

Kolejna klasa technik redukcji zakl6cen opiera si¢ na modelowaniu sygnatu
uzytecznego przez pewien zestaw parametréw [29, 38, 50]. Przyjmujac model
takiego sygnatu (np. AR [73]), poprzez estymacje jego wspbtczynnikéw z sy-
gnaltu zaszumionego, mozna modelowaé sygnal nas interesujacy. Problemem
jest tutaj identyfikacja modelu, ktéry jest kluczowym w jakoéci otrzymanego
wyniku. i
Inna klasa technik eliminacji zaklécenn bazuje na metodach podprzestrzeni
[21, 30, 39]. W pracy [21] wykorzystywana jest SVD toeplitzowskiej ma-
cierzy sygnatu zakléconego. Na jej podstawie estymuje sie macierz sygnatu
uzytecznego (metods LS) poprzez eliminacje najmniejszych wartodci wla-
snych, a nastgpnie odtwarzana jest toeplitzowska struktura tej macierzy w
celu odzyskania sygnatu uzytecznego. Metoda ta zaklada, ze szum jest bialy.
Jej stabym punktem jest wrazliwo$¢ na liczbe istotnych wartoéci wlasnych.
Ominigcie tych probleméw zaproponowano w [30]. Metoda Quotient SVD
(QSVD) wykorzystuje wybielanie jako etap wstepny filtracji. Przyjete kry-



terium minimalnej wariancji (MV) [54] dla macierzy sygnatu uzytecznego,
zmniejsza wrazliwo$é algorytmu na wybér istotnych wartosci wiasnych.

Przedstawione metody cyfrowej eliminacji zaktéceri opieraja sie¢ na wyko-
rzystaniu statystyk drugiego rzedu sygnaléw wejsciowych. Ogranicza, to ich
stosowalno$é do sygnaléw o symetrycznej funkeji rozkladu prawdopodobien-
stwa. Filtracja sygnaléw o niesymetrycznej funkeji gestosci prawdopodobien-
stwa wymaga zastosowania wyzszych statystyk niz 2, ktére niosa dodatkows
informacjg¢ o sygnale. Takie podejécie powinno polepszyé efektywnosé dzia-

lania filtréw eliminujacych zaklécenia.

1.1.2 Estymacja Sredniokwadratowa

Zagadnienia estymacji Sredniokwadratowej byty juz rozpatrywane na poczat-
ku XX wieku. Frechet [32] zaproponowal, by zmienne losowe traktowaé jako
elementy przestrzeni metrycznej. Dalo to mozliwoéé geometrycznej interpre-
tacji zagadnienia estymacji $redniokwadratowej jako projekcji ortogonalnej
na podprzestrzen. Wold pokazal, ze w sygnale losowym przyszloéé jego czesci
deterministyczne] [27] moze by¢ doktadnie przewidziana na podstawie obser-
wacji jej przeszioéci. Rezultat ten znany jest jako dekompozycja Wolda.

W 1942 Wiener sformulowal zagadnienie prognozy $redniokwadratowej dla
sygnal6éw o czasie cigglym [75]. Przedstawil on efektywny sposéb rozwiazania
réwnania Wienera-Hopfa [45, 75] dajacy w rezultacie liniowy filtr optymal-
ny.

W 1947 Levinson przedstawil rekurencyjne rozwigzanie zagadnienia linio-
we] estymacji sygnalow o czasie dyskretnym [47]. Wyniki tej pracy zostaty
uogélnione na przypadek wielowymiarowy [58]. Algorytm Levinsona umoz-
liwia wyznaczenie wspdlczynnikéw optymalnego estymatora éredniokwadra-
towego na podstawie macierzy kowariancyjnej sygnatu. Algorytm ten zostal
uogdlniony na przypadek sygnatu niestacjonarnego [23]. Parametry filtru Le-
vinsona [26] mozna wyliczy¢ efektywnie stosujac algorytm parametryzacji
Schura [40, 46, 63]. Filtr innowacyjny Levinsona jest filtrem o ruchomej éred-
niej (typu MA).



Geometryczne rozwigzanie problemu liniowej estymacji Sredniokwadratowej
prowadzi do realizacji cyfrowego filtru o strukturze ortogonalnej [4, 17, 40, 41]
réwnowaznego filtrowi Levinsona. W [22, 23, 40, 41] zaproponowano algorytm
parametryzacji, umozliwiajacy przetwarzanie sygnaléw w czasie rzeczywi-
stym. A

Wiadomym jest, iz realizacja filtru Levinsona, zwlaszcza dla przypadku wie-
lowymiarowego, prowadzi do bardzo zlozonych struktur. Wymagaja one uzy-
cia odpowiednio duzych zasobéw pamieciowych i obliczeniowych. Efekt uzy-
skany nie zawsze musi by¢ zadawalajacy w stosunku do poniesionych nakla-
déw. Zastosowanie procedury, ktéra pozwolitaby na sterowanie ztozonoscig
struktury filtru Levinsona, tak by minimalizowaé koszt obliczeniowy przy za-
chowaniu odpowiedniej efektywnosci filtracji, umozliwilby realizacje filtru w

rzeczywistych systemach eliminujgcych zaktdcenia.

1.1.3 Systemy nieliniowe klasy Volterry-Wienera

Pierwsze prace dotyczace podejécia funkcjonalnego do problematyki syste-
méw nieliniowych pojawily sie¢ w latach osiemdziesiatych dziewietnastego
wieku. W 1887 Volterra opublikowal prace dotyczaca szeregéw funkcjonal-
nych, znanych teraz jako szereg Volterry [70]. Ta uogélniona forma szeregu
Taylora moze by¢ uzyta do reprezentacji nieliniowego systemu z pamiecia.
Czgé¢ tej pracy moze by¢ znaleziona w angielskiej wersji pracy Volterry opu-
blikowanej znacznie pézniej w 1959 [71].

W roku 1910 Frechet opublikowal prace, w ktérej wykazal, ze regular-
ne wielomiany funkcjonalne Volterry rozpinajg wszedzie gesta podprzestrzen
w przestrzeni funkcjonaléw cigglych [31]. Jest to uogdlnienie teorii aproksy-
macji Weierstrassa, ktére méwi, ze nieliniowy system z pamiecig moze byé
aproksymowany, z zalozong doktadnoscia, przez nieliniowy model oparty na
regularnych wielomianach funkcjonalnych Volterry [31].

Wiener byt pierwszg osoba, ktéra wykorzystala w 1942, teorie Volterry do
analizy nieliniowych systeméw [74]. W 1957 Barrett opublikowal studia nad

zastosowaniami szeregéw Volterry w systemach nieliniowych (analiza nielinio-



wych réwnan rézniczkowych, nieliniowe systemy ze sprzezeniem zwrotnym)
[3]. W 1958 Brilliant zajmowat si¢ wladciwoéciami zbieznodci szeregu Volter-
ry [14]. Metody pomiaru jader Volterry byly opublikowane przez Schetzena,
w 1965 [60]. Metody te byly jednak bardzo trudne ze wzgledu na sprzezenia
(cross-coupling) pomigdzy jadrami Volterry. Stalo sig to gtéwng motywacja
dla Wienera do przedstawienia ortogonalnej reprezentacji nieliniowych sys-
teméw z pamiecia (jadra Wienera). Teoria rozwinieé funkcjonaléw w szeregi
ortogonalnych wielomianéw funkcjonalnych stala si¢ zalgzkiem metod analizy .
i syntezy systeméw nieliniowych [43, 76].

Teoria Volterry i Wienera, rozwijana w latach pieédziesiatych i sze$édzie-
sigtych dwudziestego wieku, stala si¢ podstawg wielu zastosowar systeméw
nieliniowych [3, 13, 14, 18, 24, 34, 62], nazwanych systemami klasy Volterry-
Wienera.

Ortogonalizacja funkcjonaléw Wienera dla pobudzenia szumem biatym
gaussowskim pozwolita na tatwe wyznaczenie jader Wienera za pomocs tech-
nik korelacyjnych [44]. Schetzen rozwingt teorie Wienera dla pobudzen nie-

gaussowskich i rozwingt metode korelacyjng dla tej klasy pobudzen [61].

1.2 Teza i cel pracy

Teza pracy zostala sformulowana nastepujgco:
Mozliwe jest zaproponowanie efektywnych algorytméw nieliniowych ortogo- °
nalnych filtréw odszumiajacych o zmiennych w czasie parametrach i stopniu
ztozonosci dostosowanym do wlasciwosci statystycznych filtrowanych sygna-
tow.
W pracy zalozono osiggniecie sygnalizowanych nizej celéw:

1. Geometryczne rekurencyjne rozwigzanie problemu nieliniowej optymalnej
filtracji odszumiajacej dla sygnaléw rzedu 2M, prowadzace do ortogonalne;j
realizacji nieliniowego filtru odszumiajacego klasy Volterry-Wienera. 2. Opra-
cowanie adaptacyjnego algorytmu umozliwiajacego eliminacje zaktécerr dla

sygnaléw losowych posiadajacych niezerowe statystyki rzedéw wyzszych niz



2.
3. Opracowanie algorytmu doboru parametréw nieliniowego ortogonalnego
filtru odszumiajacego, w celu maksymalizacji stosunku jakosci odszumiania,
do zlozonosci obliczeniowej filtracji.
4. Weryfikacja skutecznosci zaproponowanych rozwigzai poprzez przeprowa-
dzenie badan symulacyjnych.

Realizacja tak WyznaczonYCh celéw wymusza rozwigzanie nastepujacych

zadan:

e zaprezentowanie problemu filtracji odszumiajacej

e zaproponowanie algorytmu dekorelacji sygnaléw losowych wyzszych
rzedéw dla sygnaléw niestacjonarnych, stacjonarnych oraz dla szere-

gbw czasowych wyzszych rzedéw

e wybdér kryterium zmiany parametréow filtru odszumiajacego w celu

optymalizacji efektywnoSci jego pracy

e zaproponowanie strategii, ktére pozwalalyby na zmiane parametréw
filtru odszumiajacego w zaleznoéci od rodzaju sygnalu podawanego na
jego wejscia

e implementacja zaproponowanych algorytméw w srodowisku Matlab

e przeprowadzenie symulacji komputerowych pozwalajacych na weryfi-
kacje poprawnodci, skutecznosci i efektywnosci dziatania zaproponowa-

nych algorytméw

1.3 Uklad pracy

Praca sklada si¢ z szeSciu rozdzialéw i jednego dodatku.

Rozdzial pierwszy zawiera wprowadzenie do problemu cyfrowej eliminacji
zaklécen (filtracji odszumiajacej). Dokonano przegladu literatury dotyczacej
rozwigzania tego problemu, a takze tej dotyczacej filtracji sredniokwadrato-

wej. W rozdziale tym sformulowano teze oraz cel pracy.
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Rozdzial drugi zawiera przedstawienie problemu $redniokwadratowej fil-
tracji odszumiajacej. Przytoczono w nim takze rozwigzanie tegoz problemu
dla sygnaléw 2-go rzedu na drodze liniowe]j ortogonalnej filtracji odszumia-
Jacej.

W rozdziale trzecim zaproponowano metode rozwigzania problemu nie-
liniowe] ortogonalnej filtracji odszumiajacej. Opracowane algorytmy zostaly
rozpatrzone dla losowych sygnaléw niestacjonarnych, stacjonarnych oraz dla
szeregow czasowych.

Rozdzial czwarty zajmuje si¢ problemem optymalizacji struktury filtru
odszumiajacego pod wzgledem minimalizacji ztozonosci obliczeniowej. Za-
proponowano tutaj metody adaptacyjnej zmiany parametréw filtru odszu-
miajgcego.

Rozdzial pigty przedstawia wyniki badari symulacyjnych dla algorytméw
zaproponowanych w rozdzialach od drugiego do czwartego.

Rozdziat szésty stanowi podsumowanie calej pracy. Zawiera on takze pro-
pozycje mozliwych dalszych kierunkéw badan.

Dodatek opisuje zagadnienia zwigzane z wielowymiarowymi, nieliniowymi
filtrami klasy Volterra-Wienera.



Rozdzial 2

Liniowa sredniokwadratowa
filtracja odszumiajaca sygnalow

losowych drugiego rzedu

W rozdziale tym postawimy problem liniowej filtracji odszumiajacej. Zapro-

ponujemy jego rozwigzanie za pomocy liniowego filtru ortogonalnego.

2.1 Postawienie problemu

Niech y oznacza niestacjonarny sygnal losowy o czasie dyskretnym i zero-
wej wartoSci Sredniej, ktoéry jest sumg nieobserwowalnego losowego sygnatu
uzytecznego X oraz losowego sygnalu zaklécajacego n, czyli y=x+n. Za-
t6zmy, ze sygnal y jest obserwowany na skofczonym odcinku czasu T =
t,t —1,...,t — N, gdzie t jest punktem odniesienia, a N dlugoécig obserwa-

cji. Wtedy obserwowany sygnatl y jest reprezentowany przez zmienne losowe

{ytayt—-h "'7yt—N} (21)



Aby uzyska¢ dokladne rozwigzanie problemu filtracji odszumiajacej naleza-
loby wyznaczy¢ operator F, ktéry odwzorowywalby sygnal y w x. Inaczej
méwiac F[y]=x moze by¢ interpretowany jako idealny filtr, ktéry przy pobu-
dzeniu y daje na wyjsciu x. W systemach rzeczywistych mozliwe jest jedynie
wyznaczenie estymatora X poprzez dobér filtru (operatora) Fa[y] = %, ktéry
pobudzony przez y da rozwiazanie *bliskie’ x ze wzgledu na jakie$ kryterium
[7]. Przyjmujac kryterium bledu $redniokwadratowego, wymagamy, aby

*Rys = Blz; — 2| = min (2.2)

dla ustalonej dlugosci obserwacji N, gdzie E oznacza operator uéredniania
probabilistycznego. Speinienie kryterium (2.2) oznacza, ze filtr F, jest opty-
malny w sensie Sredniokwadratowym. Inaczej méwiac, aby rozwigzaé problem
eliminacji szumu nalezy wyznaczy¢ estymator £¢ = ey, y,_1,....5,_n» KEOLY jest
warunkows zmienng losows, uzalezniong od przesztosci {y:, ye—1, ..., Ye—N} SY-
gnalu obserwowanego.

Rozwazany problem mozna przedstawi¢ geometrycznie w przestrzeni Hilber-
ta Lo{Q, R, 1}, gdzie Q jest przestrzenig probabilistyczng (zbiorem elemen-
téw ve?) , R jest o-cialem (zbiorem borelowskim) okreslonym na 2 oraz
L jest miarg prawdopodobienstwa na R. Wprowadzamy iloczyn skalarny w
Lo{Q, R, u} jako

(w,v)q 2 /Qw(v)'z”)_(u)d;z = Ewv* (2.3)
oraz norme ||w||3 = E|w|? i metryke do(w,v) = ||w — v||q Niech
S £ span{ys,...,%-n} (2.4)

bedzie przestrzenig rozpiets na przeszlosci sygnatu y, wtedy, zgodnie z twier-
dzeniem o najlepszej aproksymacji [66] estymator X; bedzie optymalny jesli

& 2 P(9)z, (2.5)

gdzie P jest operatorem projekcji ortogonalnej na podprzestrzen S (2.4).
Norma ||®¢||q = y/*Rn, bledu estymacji

IEt 2 Ty — it (26)

10



bedzie minimalna jesli
“e; = P(span{z:, S} 8z, L S (2.7)

Sytuacje te obrazuje rysunek 2.1.

A

X
zet t

A~

Tt

S= span{yt, Yt—1,- .- 7Z/t—N}

Rysunek 2.1: Estymator Z; sygnalu uzytecznego.

Projekcja P(S)z; na podprzestrzen S determinuje filtr F,, ktéry operujac
na przesztosci y, daje najlepszy w sensie §redniokwadratowym estymator ;.
Pojecie najlepszego estymatora odnosi si¢ naturalnie do odlegloéci pomiedzy
filtrem idealnym F (ktérego wyjéciem jest x;) i rzeczywistym F, (wyzna-
czajacym X). Filtry, rozpatrywahe jako urzadzenia odwzorujace przestrzen
pobudzen w przestrzenn odpowiedzi, tworzg przestrzen wektorows Fy [69)].
Wybér sygnatu wejSciowego y prowadzi do zdefiniowania iloczynu skalarne-
gow Fy

(F1,F2)p = E{F1[y]F2[y]} (2.8)

indukujacej norme ||F||r = E[F[y]|” oraz metryke dn(F1, Fa) = ||F1 — F2||p.

Biorac to pod uwage mozemy zapisac, ze
dF(F, Fa) = Elth = iftl2 (29) .

Im odlegloéé ta jest mniejsza tym lepszym jest wyznaczone rozwigzanie [6].
Sytuacje te zilustrowano na rysunku 2.2.
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Rysunek 2.2: Optymalny w sensie Sredniokwadratowym filtr odszumiajacy.

2.2 Liniowa Sredniokwadratowa filtracja od-
szumiajgca sygnaléw losowych

Przyjmijmy, ze losowy sygnatl z; oraz sygnal zaklécajacy n; sa niestacjonar-
nymi sygnalami drugiego rzedu. Poniewaz zakldcenie jest addytywne, stad
wniosek, ze obserwowany sygnatl y;, ktéry jest sumg x; i n; tez jest sygnatem
losowym drugiego rzedu.

Przyjmijmy réwniez, ze operator F, jest operatorem liniowym L

N
Enve 2 Ly =) ey (2.10)
=0

Naszym zadaniem jest wiec wyznaczenie parametréw “« (tj. odpowiedzi im-

pulsowej), minimalizujacych blad éredniokwadratowy

“Rns = E(Peny)? = E(z: — Eny)? = min (2.11)

Rozwazmy przestrzen rozpieta na N-krokowej przeszlosci sygnalu obserwo-
wanego

S8 = span{ys, Yo—1, - Ye—n'} (2.12)
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Przyjmujac, ze sygnal uzyteczny z; nie nalezy do S, w mysl twierdzenia o

najlepszej aproksymacji w przestrzeni (2.12) istnieje jeden element
Ens £ P(SN)z: € SY (2.13)

ktéry lezy w najmniejszej odleglosci od elementu z;. Oczywiscie blad aprok-

symacji spelnia warunek
“ent = P({span{z:}, Sf)N} © S(‘;V):ct =z —Ing L Sév (2.14)

Rozwigzanie problemu filtracji sprowadza si¢ do obliczenia projekcji
P (SY)z;. Warunkiem optymalnosci estymaty &y jest ortogonalnosé bledu
(2.14) wzgledem przestrzeni (2.12), czyli wzgledem dowolnego elementu tej
przestrzeni. Implikuje to warunki optymalnosci:

(ISN,t, yt_i)g = E”sN,tyt_,- =0 , ? = 0, ceey N (2.15)

Zaleznodci (2.11) oraz (2.15) prowadza do ukladu réwnan normalnych
(Youle’a-Walkera). Zdefiniujmy korelacje wzajemna sygnatu uzytecznego x i

obserwowanego y

Cmy('i) = ((Dt, y_t_,-)g = Extyt—i; = O, coey N] (216)
oraz autokowariancje sygnatlu obserwowanego
ny(’&) = (yt)yt—i)ﬂ = Eytyt—i; 1= 01 sieiey N (217)

Wtedy wyrazenia (2.11) oraz (2.15) mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej

cee(0) Coy(0) o ) ][ 1 “Ry
cyI(O) ny:(O) ny(—N) IC:ZO _ 0 (2.18)
| C(N) c(N) -+ ay(0) ||| | O

gdzie ¢, jest mocg sygnatu uzytecznego. Do rozwigzania potrzebna jest zna-
jomo$é macierzy autokowariancji sygnatu obserwowanego Cyy, funkcji ko-
wariancji wzajemnej sygnalu uzytecznego i obserwowanego Cy, oraz mocy

sygnalu uzytecznego c;;.
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Wyznaczenie projekcji (2.50) moze byé wykonane efektywnie poprzez
wprowadzenie bazy ortonormalnej (ON) przestrzeni (2.12), wykorzystujac
proceduré ortogonalizacji Grama-Schmidta. Oznaczmy elementy tej bazy ja-
ko ri , gdzie 2 = 0,..., N. Jej istnienie implikuje ortogonalng dekompozycje
podprzestrzeni S5

SN = @l  span{ri} (2.19)
oraz dekompozycje operatora projekcji
N
P(S}) = L P() (2.20)
gdzie P(r}) oznacza operacje projekcji ortogonalnej na span{ri}. W konse-

kwencji otrzymujemy rozwiniecie Fouriera estymaty (2.10)

N N
Ene =P(S )z =Y P(rj)ze = ) (e, 7i)ari = Z”'p‘ri (2.21)
i=0 i=0 i=0
gdzie
2ot & (z4,7})q = Bxyr} (2.22)

jest wspotezynnikiem Fouriera sygnatu z; w bazie ON {ri}

2.2.1 Wyznaczenie bazy ortonormalnej przestrzeni S

Whprowadzmy ¢ = 0, co oznacza, ze chwila obecna staje si¢ punktem odniesie-

nia. W celu wyznaczenia bazy ON podprzestrzeni S’ uzyjemy tzw. metody

czedciowej ortogonalizacji. Wprowadzamy dla ¢ =0,...,Noraz k=1,...,N
podprzestrzenie ‘
SF = span{y—s,y—i-1,. .- Y-k} = span{y_;, Sk} (2.23)

i definiujemy blad prognozy 'w przod’ jako
ef = P(Sf © Sf1)y-i L Sy (2.24)

Wraz z jego wersja unormowang

k er
€; = M L Sz+l (225)
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Si+1

Rysunek 2.3: Czesciowa liniowa ortogonalizacja wedlug uporzgdkowania 'w

przéd’.
Rozwazajac
S = span{ S, y_x} (2.26)
definiujemy blad prognozy ’w tyl’ jako
VF=P(S¥Fo SNy, LS (2.27)

Wraz z jego Wersja unormowang

rk = ”,;k 1 gkt (2.28)
1] la

Wprowadzamy J-ortogonalng macierz

O(p) = (1 - |o*) 7 [ L (2.29)

pr 1

Twierdzenie 2.2.1. Pojedynczy krok algorytmu ortogonalizacji moze byc

wyrazony jako:

ef ekt
[ i, } = O(pf) [ i (2-30)
T Tit1
gdzie pf = —(eF™, vk ) jest wspélczynnikiem Schura.
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k—1
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Rysunek 2.4: CzeSciowa liniowa ortogonalizacja wedlug uporzgdkowania 'w

tyt’.

Dowéd.

Podprzestrzed SF,; moze by¢ zapisana jako:
Sz+1 = 3170«”{ i1 ,y—k}
Wtedy btad prognozy 'w tyl’ jest zdefiniowany w postaci:
via =P(Sta 0 Sy L SiR
razem z jego wersjg unormowang

'rﬁ_l ’+1 € S+1 ale L Sf;ll
I vEq e

Réwnorzednie podprzestrzed SF ; moze byé przepisana, jako:

Sz+1 = St+1 > spa’n’{'r1.+1}
Uszywajac P(Sk,;) = P(Sf) + P(rf,;) mamy :
P(Sf © Szl:+1)y—i =

=(I- P(Sﬁ_ll) - P(Tf+1))y—i

16
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i blad prognozy ”w przéd” mozemy wyznaczyé rekurencyjnie jako:
ef =€ —P(rf)y—: (2.36)
za$ po normalizacji

ef Il f o=l €57 lla (eF™! + pfrk) (2.37)
gdzie pf = —(ef ™, 7 1.+1) Z faktu, iz [|ef|| = 1 wynika

- = —1
lei™ lla Il €f llg'= (1 = [of]?) 2 (2.38)

W ten sam spos6b mozna wykazaé drugg zaleznosé rekurencyjng (3.37).
Podprzestrzehr S¥~1 moze byé zapisana jako:

SF7' = span{y_, Sk (2.39) .
Blad prognozy 'w przéd’ zdefiniowany jest jako:
e = P(Sf_l z+1 Dy L Sz+1 (2.40)
razem z wersjg unormowang:

1= _"i g gklgle 1 gk (2.41)
Q

Przepisujac przestrzen SF1 jako:
S E = S @ span{ef} (2.42)

mozliwe staje si¢ wyznaczenie btedu prognozy ’w tyl’ przy wykorzystaniu

zalezno$ci:

P(Sf© 57 )y-k = _
= (I - P(Sf7) — P(ef ™))y« (2.43)

Wyraza sie on jako:
k_ .k k—1
Vi =Vip — P& )y (2.44)
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i po normalizacji

i I vf o=l v lla (ri + pkel™) (2.45)
gdzie pf = —(ef ™, rky;) oraz
= = =4
v lla ll v llg'= (1= [of]?)72 (2.46)
O

Rysunek 2.5 przedstawia pojedynczg sekcje bloku dekorelujacego.

rf
ef1 . e
—_— P F———
k
Tin1

Rysunek 2.5: Pojedyncza sekcja liniowego bloku dekorelujgcego.

Jedli przyjmiemy, ze wspétczynnik Schura p¥ jest tangensem hiperbolicz-
nym pewnego kata ¥F, to pojedyncza sekcja filtru przyjmuje postaé

0(oF) = [ cosh®)¥ sinhf ] (2.47)

' sinhy* coshy¥
Oznacza to, ze realizuje ona rotacje hiperboliczng o kat ¥F sygnaléw ef?
oraz r¥ ;. Rysunek 2.6 przedstawia strukture filtru dekorelujacego rzedu N.

Rozpatrujac btad prognozy w tyt
B =PSY oSy y-y L S (2.48)
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Rysunek 2.6: Liniowy ortogonalny filtr dekorelujacy.

Wraz z jego Wersjg unormowang g , przestrzei S3' mozemy przedstawié jako

S = SV @ span{rd} (2.49)

Wykorzystujac (2.49) kolejno dla N, N —1,...,1 otrzymujemy
Sy = o  span{ri} (2.50)
Tak wiec elementy 7§ dlai = 0, ..., N stanowig baze ortonormalng przestrze-
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ni SY.
Jedli rozwazymy podprzestrzed S to S? jest podprzestrzenia pusta oraz
g = 0. Dlatego tez inicjalizacja dla algorytmu ortogonalizacji jest nastepu-

jaca
Yo

_— 2.51
Twolla (2:51)

- _ .0 A
=Yo=To,» Yo=

2.2.2 Estymator sygnalu uzytecznego

Wyznaczona baza ON rozpina przestrzen S, w ktérej znajduje sie estymata

sygnalu uzytecznego
Eno =P(S))zo = Z’p’ra (2.52)
gdzie wspétczynniki Schura ®p* sg wyrazone przez
7o = (20,78)a = Exor} (2.53)

W celu wyznaczenia bledu Sredniokwadratowego procesu estymacji sy-

gnalu uzytecznego z, zauwazmy, iz
TeNo =xp — Z’p’r(’) (2.54)
Zatem blad Sredniokwadratowy wyraza sie jako
*Ryno = (zeEN,o,”c ENo)a =
— (3:0 _ Zzpzrz Zo — Expz,rz)ﬂ _
i=1 =1
N . - N - -
= (0, To)a — ) %0 (0, ™) = D “p'(r*, o) +

N N o
+ L rda =

i=0 j=0
N - N . N .

= |lzollg — 22 I7A'| + 2 I7A*F = llolld = D_ I76** (2.55)
i=0 =0 i=0
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Jesli dla N — oo blad Sredniokwadratowy dazy do zera; “Ryo — 0, wtedy

otrzymujemy réwnosé Parsevala

llzo][Z =D I76°[ (2.56)

=0

Poniewaz z (2.49)otrzymujemy

P(SN)zo = (P(SY 1) 4+ P(rd))xo (2.57)
to
Eno =2ENn-10+" pNTg (2.58)
Zatem
e = To — En-1,0 = PTy =" En_1,0 =" pTY (2.59)
i w konsekwencji
*Rno = (enp,"€np)a =

N,.N N
= (Pen—10—"p T, EN-10="p"'T

0 )a=
= ("en-10,"€n-10)a =" p" Cen-10,70)a == P~ () Fen_10)a +
+ [PV P(rg',m)a =" Ry-10 — 70" (2.60)
Wraz ze wzrostem N blad (2.60) powinien dazy¢ do zera. Rysunek 2.7 przed-
stawia blok estymujacy dla liniowego filtru odszumiajacego.

1]

I S S

To To To
Rysunek 2.7: Blok estymujacy liniowego ortogonalnego filtru odszumiajgcego.
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Rysunek 2.8: Ortogonalny liniowy filtr odszumiajacy.

Natomiast rysunek 2.8 przedstawia schematycznie pelny o'rtogonalny filtr
odszumiajacy. Przyklad liniowego filtru odszumiajacego rzedu N = 4 wi-
doczny jest na rysunku 2.9.

Wyznaczenie estymaty £y, wymaga znajomosci kowariancji wzajemnych
2ot = Exory dlai = 0,..., N. W praktyce, kiedy w miejsce zmiennych lo-
sowych bedziemy operowaé na szeregach czasowych, bezposrednie wyzna-
czenie estymaty *4* na podstawie prébek przetwarzanego szeregu CZasowego
nie jest mozliwe, z uwagi na niedostepnosé obserwacji sygnatu zrédlowego
Zo,...,T_N. Wowczas konieczne staje Siq uzycie tzw. sygnalu odniesienia,
statystycznie zwigzanego z xy. Dyskusja na ten temat jest zamieszczona w
rozdziale 3.4.5.

2.3 Podsumowanie

W rozdziale tym przedstawiono problem liniowej §redniokwadratowej filtracji
odszumiajgcej. Zaprezentowano ortogonalne rozwigzanie problemu filtracji
odszumiajacej sygnaléw losowych drugiego rzedu. Przedstawiono strukture
filtru odszumiajacego z podzialem na dwa bloki: dekorelujacy oraz estymu-
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Rysunek 2.9: Ortogonalny liniowy filtr odszumiajacy rzedu N = 4.
jacy sygnal uzyteczny. Wyniki podane w tym rozdziale staja si¢ punktem

wyjécia do nieliniowego uogélnienia problemu filtracji odszumiajacej sygna-

16w losowych wyzszych rzedow.

23



Rozdziat 3

Nieliniowa sredniokwadratowa
filtracja odszumiajaca sygnaléow

losowych wyzszych rzedow

W rozdziale tym zostanie zaproponowane ortogonalne rozwigzanie problemu
nieliniowej filtracji odszumiajacej sygnaléw losowych wyzszych rzedéw, sta-
nowigce uogdlnienie zagadnienia rozwazanego w rozdziale poprzednim. Za-
proponowane rozwigzanie sklada si¢ z dwoch blokéw (dekorelujacego i esty-
mujacego sygnal uzyteczny), opisanych w kolejnych podrozdziatach. Zostang,
rozpatrzone trzy warianty nieliniowego ortogonalnego filtru odszumiajace-
go: dla niestacjonarnych i stacjonarnych sygnatéw wyzszych rzedéw oraz dla

szeregdw czasowych wyzszych rzedow.

3.1 Geometryczne rozwigzanie problemu fil-
tracji odszumiajacej

Rozwigzanie problemu filtracji odszumiajacej wymaga znalezienie takiego
operatora Fy, dla ktérego btad (2.2) bedzie odpowiednio matly. Naturalnym i
najprostszym rozwigzaniem wydaje si¢ wybor operatora liniowego L (2.10),

operujacego na obserwowanym sygnale Zx: = L[y, Ye-1, . .., Ye—n] JeSli jed-
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nak dokladnosé¢ estymacji jest niewystarczajaca, tj. norma ||%ey||q bledu
Tent = Ty — Ty (2.15) jest zbyt duza, oznacza to, ze operator L nie jest wy-
starczajaco dobrym modelem operatora F. Estymata liniowa opiera sie tylko
na statystykach drugiego rzedu sygnatu. Jest wigc adekwatna dla sygnatéw
o gaussowskiej funkcji rozktadu prawdopodobienistwa, dla ktérych statystyki
nieparzyste sg réwne zero, natomiast parzyste sg iloczynami tych drugiego
rzedu [56]. Takie sygnaly sa wiec w pelni opisane za pomocs statystyk 2-go
rzedu. Estymata oparta na statystykach rzedu wyzszego niz dwa ma sens
tylko wtedy jesli niosg one dodatkows informacje o sygnale. Dla sygnatéw
niegaussowskich, gdzie statystyki wyzszych rzedéw wnoszg dodatkows nowsg
informacje o sygnale, w celu poprawy dokladnosci estymacji, nalezy zastgpié
operator liniowy operatorem nielinjowym (stopnia M=2, 3, ...). Takie podej-
Scie, wykorzystujace dodatkows informacje zawartg w statystykach wyzszych
rzedéw, umozliwia poprawe doktadnosci estymacji [8].

W rozdziale tym zajmiemy si¢ wyznaczeniem optymalnego w sensie $red-
niokwadratowym filtru odszumiajacego (operatora F,) dla przypadku gdy
jest on systemem nieliniowym stopnia M (Dodatek A).

Majac obserwacje (2.1), przyjmijmy ¢ = 0 i zdefiniujmy wektor zmiennych
losowych .

Y =lwoy-1 ... y-nl (3.1)

Rozpatrzmy nastepujace macierze obserwacji nieliniowych
Y = [y_il - y—-im] (32)

gdzie
i1=0,...,N; ’I:2=’i1,...,N; ey imzim_l,...,N (33)

Wprowadzmy podprzestrzenie generowane przez liniowe i nieliniowe obser-

wacje sygnatu
S™ & span{™Y}, m=1,...,M (3.4)

Cala przestrzen estymacyjna jest wowczas réwna
SMragt L 62 4 SM (3.5)
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gdzie + oznacza sume prostg podprzestrzeni. Tak wigc S{M} jest przestrzenia

rozpiets na MY gdzie
My £y, My] (3.6)

Zaktadamy tutaj, ze elementy macierzy (3.6) tworza zbiér liniowo niezalezny.
Poszczegblne elementarne podprzestrzenie przestrzeni S™} (3.5) mozemy

zapisa¢ w nastepujgcy sposob:
S™ = span{y—i, ... Y-} (3.7)

gdzie 4, ..., zmieniajg si¢ jak w (3.3) oraz m = 1,... M. Stosujemy in-
deksacje wedtug uporzagdkowania leksykograficznego. Takie podejscie jest wy-
nikiem symetrii jader RWFV (A.7), ktére wykorzystane sg do wyznaczenia,
estymaty sygnalu uzytecznego. Przyjmujac, ze zo ¢ SI™?}, niech

28 & span{m,, SM}} (3.8)
Wtedy nieliniowy estymator :f:l{\%} stopnia M i rzedu N zmiennej losowej zg
bedzie si¢ wyrazal jako regularny wielomian funkcjonalny Volterry (RWFV)
(A.7)

i‘}\%} £ P(S™MNYzy=Falpoy_ ... Y-n|

N N N
= > Ayt D 0f uY-iYiy+ .

21=0 11=0192=11

N N N
+ Z Z ot Z a:':l,...,iMy—il"‘y—iM (3-9)

11=0142=%1 iy=ip—1

Definiujemy blad estymacji jako
a,-g}%} 2 PESe SMYgy =T - P(SMY)zo = 2o — 531{\%} 1 5™ (3.10)

Estymata (3.9) bedzie optymalna (w sensie sredniokwadratowym), gdy war-
tos$¢ bledu sredniokwadratowego

z p{M z {M ~{M
ij,o} = E| 5&,0}12 = E|zo - $§v,o}|2 (3.11)
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bedzie minimalna. W rzeczywistej sytuacji nie sg znane wartoéci N i M za-
pewniajace zadang doktadnoéé estymaciji (tj. satysfakcjonujaco mals wartosé
bledu éredniokwadratowego * z{v%})- Sensowne wydaje si¢ wiec zaproponowa-
nie rekurencyjnego algorytmu wyznaczania estymaty sygnalu uzytecznego ze
wzgledu na wartosci N jak i M. Takie podejscie umozliwia efektywne wy- .
korzystanie zasobdw obliczeniowych filtru do wyznaczenia estymaty w prak-
tycznych rozwigzaniach.

Z warunkéw optymalnosci (3.11) estymaty, tj. ortogonalnosci bledu es-
tymacji wzgledem przestrzeni (3.5) dla wielowymiarowego nieliniowego filtru
odszumiajacego F, wynikajg nastepujace zaleznosci:

(el v—i)a = Eegy_i, = 0

z {M z {M
( 5&,0& y—i1y—i2)ﬂ =E sgf,o}y—hy—iz =0

z M z {M
( 61{V,0}7y—i1y—i2 o Yoiy)o=E 61{v,o}y—i1---y—m =0

gdzie i; = 0,...1,, zmienia si¢ jak w (3.3) dlam = 1,..., M. Warunki (3.12)
prowadzg do uogélnionego (wielowymiarowego) ukladu réwnan normalnych,
ktéry wykorzystuje statystyki wyzszych rzedéw (autokowariancje i kowarian-
cje wzajemne wyzszych rzedéw) sygnatu losowego y, od rzedu drugiego az -
do rzedu 2M-tego.

Zdefiniujmy macierz autokowariancji rzedu m @ u jako
MOYES = [Py (1« « 5 b Ky s s Ki)ly M= 1,00, M (3.12)
gdzie poszczegélne elementy
hyy(ity - o yimi Ky ey ku) S BY iy o YinTky - - - U (3.13)

znane sg dla wszystkich 41,...,%, oraz ki, ..., k, zmieniajacych sie wedlug
(3.3).
Wtedy uogélniong macierz autokowariancji dla sygnalu rzedu 2M moze-
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my zapisaé jako

el | leMp
WM = [" ...t = B(MY @80 Y) =
: Mely = MeMp
(3.14)
Analogicznie dla
hzy(’il, ooy Z.m) S E:coy_,-l e Y—in (315)
znanego dla 1,...,%, zmieniajacego sie jak w (3.3), definiujemy macierz

kowariancji wzajemnych zmiennej losowej xq z obserwacjami ™Y
18 oy = Ry (15025 0)] = B, =Dy (815 <5 58] (3.16)

dlam=0,...,M

Teraz postaé macierzowg uktadu réwnan (3.12) mozemy zapisaé w postaci

e OWH,, ... My ][ 1 [ =R} ]
1®1Hyz 1€BIH . IGBMH xolllq _ 0 (3 17)
Mely., MELE ... MeMpy X 0
gdzie
xaﬁ = COl[afl....,im; il = 07 GO N7 slese 7im — im—lv sieisiy N] (318)

dla m = 1,...,M sy wektorami wspodlczynnikéw reprezentujacych sygnatl
uzyteczny w podprzestrzeni S{M},

Uklad ten moze by¢ efektywnie rozwigzany poprzez wykorzystanie nieli-
niowego uogdlnienia algorytmu Levinsona lub Schura [81] i wyznaczenie jader
RWFV (A.7), ktére moga by¢ interpretowane jako wielowymiarowe odpowie-
dzi impulsowe [62] optymalnego nieliniowego filtru odszumiajacego.

W pracy proponujemy wykorzystanie podejécia geometrycznego do rozwig-

zania problemu filtracji odszumiajacej. Aby tego dokonaé, nalezy wyznaczy¢
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projekcje (3.9). Moze byé¢ to wykonane efektywnie poprzez wprowadzenie
ortonormalnej (ON) bazy przestrzeni S™™} (3.5) wykorzystujac procedure
ortogonalizacji Grama-Schmidta. Oznaczmy te ON baze jako

i1 11,%2 11,42,13 11 yeenying
{7'0,-..,7'0’ ,...,7‘0’ ’ ,-..,'ro’ ! } (3.19)

(gdzie n = 0,...,N, 2 = ’il,...,N, i3 = iz,...,N, M = 'iM_l,...,N) i

zauwazmy, ze elementy zbioru (3.19) musza spelniaé nastepujace warunki
(rgl)-.-;im, Tgl;-.-)jn) - Jil’"_,im;jl,“"jﬂ (3.20)
gdzie 8i,,.._ i1, 0ZNACZA wi.elowymiarowq delte Kroneckera,

1 dladx =3, k=1,...,.M
6i1;-..,im;jly-.-,jn é § Jk , (3.21)
0 w przeciwnym przypadku

Istnienie bazy ON (3.19), implikuje nastepujaca ortogonalng dekompozycje )
przestrzeni S{M} (3.5)

My - On_gspan{ri} Bn_o Dh_; span{rg’®} & ...
O By O . span{rgh M) (3.22)

prowadzaca do dekompozycji operatora projekeji P(SM}) uzytego w (3.9)

N N N .
P(S™M) =S PE)+Y 3 Prd) + .

21=0 21=019=11
N N N S
D DD DI S o () (3.23)
11=042=41 im=im—1
gdzie P(r) jest ortogonalnym operatorem projekcji na (jednowymiarows)
podprzestrzen span{r}. W konsekwencji otrzymujemy nastepujace uogélnio-

ne wielowymiarowe rozwinigcie Fouriera estymatora (3.9)

N - 3 N N . 3 . .
8o = 3 TArg+ 3 3 TRt 4

11=0 11=012=11
+ Z Z L Z mpzl,...,eral,...,zM (3.24)
21=0ig=1; IM=IM—1
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gdzie
mpil = (xoa TZ]I)
T i1,42 T ’Ti1,i2
P (0,70 (3.25)

)

sg uogdlnionymi (wielowymiarowymi) wspétczynnikami Fouriera (Schura) sy-
gnalu 2o w bazie ON (3.19). Wspétczynniki (3.25) mogg byé interpretowane
jako ortogonalna reprezentacja zmiennej losowej zo w podprzestrzeni S, z
jednej strony, oraz jako wspoélczynniki ortogonalnej realizacji wielowymiaro-
wego nieliniowego filtru odszumiajacego F, z drugiej strony.
Podsumowujac mozna powiedzieé, ze problem ortogonalnej filtracji odszu-
miajacej rozklada si¢ na dwa zadania [6]. Pierwsze to wyznaczenie ortonor-
malnej bazy ON (3.19) przestrzeni S{M} (3.5), drugie to obliczenie wspél-
czynnikéw (3.25) i na ich podstawie estymaty sygnatu oryginalnego Zo.

3.2 Przypadek niestacjonarny

3.2.1 Wyznaczenie bazy ortonormalnej przestrzeni
S{M}

Problem wyznaczenia bazy ortonormalnej (3.19) moze byé rozwigzany reku-
rencyjnie poprzez uzycie wielowymiarowego uogdlnienia algorytmu cze$ciowej
ortogonalizacji (partial orthogonalization algorithm) [80]. Uzywajac nastepu-
jacej notacji: L jako ’liniowe’ (dla y_;,), B jako ’bi-liniowe’ (dla y_;,y_i,), W
jako ’w-liniowe’ (dla y_;, ...y—;,), Q jako ’g-liniowe’ obserwacje, warunki

ortogonalnosci dla bazy ON mogg by¢ przedstawione jako:

QW : rf,l""’i" L pfrrede

. L 3.26
WQ : ,r.al)"')"'w J_ ,r.g)]-)---)]q ( )

gdzie q,w = 1,...,M. Aby pokazaé idee algorytmu czeSciowej ortogo-
nalizacji, rozpatrzmy ogélny przypadek g-w, (g-liniowy, w-liniowy) gdzie
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1<¢gsSMil<w< M.

Zdefiniujmy podprzestrzen S, jako

Sy & PO {Y—p, Yir - - Yi3 81 =0, 0y Nyla = 81, o0y N, ooy i = Gty ., N3 B =2, ..,

(3.27)
Wtedy podprzestrzen g-w moze by¢ zdefiniowana jako:

J1- Jw _
St = span{yiy - - Yoipp Ymin -+ - Yig=1y - - -5

yN"'y—N;Sq+1""’Sw—].)y—il)"'y-'jl‘"y“j17"'7y—j1“'y—jw} (328) .

q w

Przyklad 3.2.1
Jesli ¢ = 2, w= 3 oraz N = 2 to mamy

Sf,’f = Spa’_n{y-ly—h Y-1Y-2,Y-1Y-1Y-1,
Y-1Y-1Y—2, Y—1Y—2Y~2, Y2, Y—2Y—2, Y—2Y—2Y—2} (3.29)
O

Wprowadzajac algorytm czesciowej ortogonalizacji wg uporzadkowania ’w

przéd’ mozemy przepisaé (3.28) w postaci:

S ,’3;" = span{y—i,, ..., Y—iq, ST" ,’fq+ } (3.30)
np.: SOOO o = span{y_1y- 1, 00 1} i zdefiniowaé nieliniowy blad prognozy
'w przod’ jako:

Eﬁ: :Z: = P(SJI, ,qu 95311,, ,’zq+l)y—11 y——iq (331)
np.: 500 o = (SD o 5'000 YYy_1y_1, wraz z jego wersjg unormowana:
X . 8711 !Jw
e (3.32)
bt et g

Dokonujac analogicznego rozumowania dla prognozy 'w tyl’, (3.28) mo-

zemy przepisaé jako:

SJI) )J!U — span{SJl’ ,]w lay'—jl o s 'y—jw} (3'33)

11, g

31

M}



.'1,...,_'7'1‘,
T1yeenlq

_jl,...,jw
11,enyigtl

Rysunek 3.1: CzeSciowa nieliniowa ortogonalizacja wedlug uporzgdkowania
'w przod’.
£ Sf,’f’o ! = span{Sl’ 00 4oyoroy—1} Nieliniowy blad prognozy 'w tyt’ jest .

zdefiniowany w sposOb nastepujacy:

le, ,]w — P(S’]l) ;Jw e SJI: 1wal)y_j1 sis @ y—jw (3-34)

21, :‘q T1y-+42q

0,0,0,1 0,0,1 ,0,0,0
np.: vy = P(Sf,’l SS) SO )YoYoYoY—1 ,& jego wersja unormowana to

15 ,Jw
7‘;71’."'_",7.’” — 1. ﬂqw (335)
v T T s
Wykorzystujac J-ortogonalng macierz O(p) , ktéra spelnia
. 1 0
©(p)JO*(p) = J = _— (3.36)

mamy

Twierdzenie 3.2.1. Pojedynczy krok algorytmu czeSciowej ortogonalizacji

wielowymiarowej moze by¢ wyrazony jako:

j15ee s Jw 1je- ;.7w_1
e-;!lx-"riq ( 1) )Jw ezll :"q (3 37)
,’,...7-1)"-)._7.10 1)e0iq ,’.Jl: “wJw :
LS 21,.e0ytq+1
gdzie pl 0 = (e{ll; ’f;" yThoita)a jest g-w liniowym wspéiczynnikiem

Schura.
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"1,...,:1',,_,
11 yeenyig

Rysunek 3.2: Czgéciowa nieliniowa ortogonalizacja wedlug uporzgdkowania

wtyt.

Dowéd.

Podprzestrzen S”’ ” 71 moze by¢ zapisana jako:
ke = span{ ST Y-y - y-su) (3.38)
Blad prognozy 'w tyl’ moze by¢ zdefiniowany jako:
il = P(SEre, © St s - i (3.39)

razem z jego wersja unormowang

'1,...,jw

1yeendw 11,.. )1'q+1 J1yeeesJw J1yeeesfrw—1
T-t?l,...,iq-l'-l - “ 1, oJw ” S‘l ,1q+1 ‘L S‘Ll, ,‘lq+1 (3'40)
21).e0yiqt+1

Poniewaz r’l’ ’,’;"+1 c S,’ll,’ ’,’q“jrl to mamy ortogonalng dekompozycje pod-

przestrzeni S’ 1 ’f;"+1

S‘zll: )";'1:+1 = Sjl’ ,1]:-*-11 @ Span{rr]l) ’3:’-1—1} (3.41)
Uzywajac:
(S.711 1.7"-" e S‘le,, ”‘;1q+1)y_11 y—iq =
»” ’w_l yenJw
= _P(SJI ,‘;7q+ ) — P( 111, ,1,Jq+1)y—11 ~Y—ig (3.42)
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btad prognozy ”w przéd” mozemy wyznaczyé rekurencyjnie jako:

1o Jw ey Jw ™ =1 300
glrde = eltrdw™ — P(rlle Yy Ly, (3.43)

,1q

i po normalizacji

e]l: )Jw ” 6_71; ,]w ”Q_” EJI’ 1.7w_1 ||Q (ejlx 1]w-‘1+p,71) :Jw .711 “Jw ) (3.44)

T1yee ﬂq 21y :‘q 21).- 1""1 1yeenlq 21yee ;"q "’1) ;“q+1
gdzie plyy 0l = —(ell o™ rli i) orea
=1 1
lelrze™ lla | ety llat= (1= lohde)) (3.45)

W analogiczny sposéb mozna wykazaé druga zaleznosé rekurencyjng w (3.37),

“ . , 11yeeeyJw—1 . , . .
poniewaz podprzestrzen S/ moze by¢ przepisana jako:

Figeedis—F . Qi
Sl _span{y_,l...y_,q,Szl: 4T 17 (3.46)
Wowczas
Lyeemjw—1 _ 11 Jw—-l J1yeensJw
611: :1q (S e Su,’ ,,1,q+1 )y—’u y——-iq (347)
razem z wersjg unormowang.:
'1,...,jw—1
.71) 1.710—1 1'1) l"q .711 17111_1 .71; ,Jw—l
€i1yiq - ” 1, ajw—1 ” = S1'1, i 1 Su, jigt+1 (348)
7'11 ;"'q

Wykorzystujac ortogonalng dekompozycje podprzestrzeni S’l’ v inllia

oiq

Sfrde=t — ghr-durl @ spanfell i) (3.49)
mozliwe staje si¢ wyznaczenie bledu prognozy ’w tyl’ przy wykorzystaniu
zalezno$ci:

P(S"l’ ,Jw o §irju— l)y_].l sa g =

1yeenyig
= (I — P(Si ,'3;”;11) P(eli Ny ..y, (3.50)

Wyraza sie on jako:
1 Jw e Jw j yoeey, w-‘l
Vil = vlde ) — Py oy, (3.51)

11yeenlq
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i po normalizacji

ek WA o=l vldog la (e, + pltdeelnde)  (3.52)

1y oig "1) “tq
gdzie plfy Ty = —(elyle ™ rlide) oraz
-1 - 1
| 0o o e gt= (1= [oldet®) s (3.53)

Uwaga 1:
W rozpatrywanym algorytmie istnieje przypadek przejécia pomiedzy blokami
czgdciowej ortogonalizacji, co odpowiada zmianie wartoéci ¢ i w.
e Jesli indeksy j1 = j2 = ...Jw = N i w < M to nalezy prowadzié
kolejny indeks (wymiar) jy41 i wtedy 51 = jo = ... = juy1 = 0, np.:

Y-N---Y-N — Yo---Yo-
N ! N prrn?
w w+1

e Jedli indeksy i1 = 43 = ... 1%, = 0 to nalezy odjaé jeden indeks (wymiar)

iwtedy i1 =% =...%,_1= N, np.: 15. .. — Y_N-...U_N.
yu 2 q—1 » AP-L Yo ---Yo Y-N---Y-N
q q—1

Przyklad 3.2.2
Wykazemy zalezno$¢ rekurencyjna (3. 37) dla przypadku kiedy

0,0,0,1 . 0,0,0,0
€11 =6 0,0,0,1) €11
0,001 | = ©\P11 0,0,0,1
7' Ty

)

Podprzestrzen SO 201 moze by¢ zapisana jako
30001 = Span{Sl’ 20, Yoyoyoy—1}
Blad prognozy ’'w tyl’ moze by¢ zdefiniowany jako:

0,0) ) Ol ]
V?,’(z)’o’l = P(S1 o )yoyoyoy 1
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0,0,0,1
razem z jego Wersjg unormowang 3’ . Poniewaz ro 901 eSfjg’O’l to mamy

S?,,g,o,l _ Soooo EBspan{TOOOI}
Uzywajac:

P(Sf:f’o’l © S?,'g'o’l)y—qy—l =
= (1~ P(S8°%) ~ P38 s

blad prognozy 'w przdéd’ mozemy wyznaczy¢ jako:

0,001 _ 0,0,0,0 0,0,0,1
e1n " =¢€11 —P(ri2 " )yaya

i po normalizacji

0,0,0,1

0,0,0,1 0,0,0,0 0
ey 1ler?™ lla = ller?™ lla(ex2™® + pr2*'r22*")

+ P11

0,0,0,1 oooo 700,01
T2 )

gdzie p11 " = —(e11

W analogiczny sposéb moina wykazaé drugg zaleznos¢ rekurencyjng z (3.37).
Zapiszmy podprzestrzen Sff’o’o w postaci
512 = span{y-1y-1, S12""}

Wéwezas blad prognozy ’ w przdéd’ mozemy zapisaé jako

23290 = P(S0 0 508y 1y-1

razem z wersjg Unormowansg e.’ ‘{ 00 Wykorzystujac ortogonalng dekompozy-

cje podprzestrzeni S0 00

Sg,,g,o,o £ Sf,’g 00 & span{eo 0,0, 0} (3.54)

mozemy wyznaczy¢ blad prognozy 'w tyl’, korzystajac z

P(S12% © SY%%)yoyoyoy—1 =
=(I- P(SS;S"”") - P(C1i1’0’0))yoyoyoy—1
Wyraza si¢ on jako:

0,0,0,1 _ . 0,0,0,1 ,,,
i =i P( )yoyoyoy—
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i po normalizacji

0,0,0,1;1. 0,0,0,1 0,0,0,0
i v e = [l ”Q(TSSOI‘FP({SOIO,OOO)
0,001 _ 0,0,00 0,0,0,1
gdzie p'; —(exy e h)-

O

Na rysunku 3.3 przedstawiono pojedyncza sekcje g-w nieliniowego filtru
dekorelujacego.

Jl) )Jw
1 4eeiq
.71: ,]w'—l -?.1)"')._7.“!
T1yeenylg 1 yeeesJw Hyeenatg
—_— 1yeeylq [
.'1,...,._1'1,,
TR P o |

Rysunek 3.3: Elementarna sekcja g-w nieliniowego bloku dekorelujacego.

1) ,]w

Jesli przyjmiemy, ze wspélczynnik Schura . jest tangensem hiperbo-

licznym pewnego kata, ¢’1’ ’7‘" , to pojedyncza sekCJa filtru przyjmuje postag

cosh % sinh i

9(,0]1’ ,Jw) — (o PITEPLY | (3 55)
100 5 o s
=) = | sinhgdrde coshyiiie

Oznacza to, ze realizuje ona rotacje hiperboliczng o kat 1’ njw sygnalow

miq

.?11 ,_?w -1

e oraz i ’7 711- Rysunek 3.4 przedstawia strukturq nieliniowego

11yeenyig 11,

filtru dekoreluj @cego rzedu N.

Bledy prognozy 'w tyl’ tworzg baze ortonormalng (ON) (3.22) przestrzeni
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ORTONORMALNA BAZA 'W TYL'

oxi - o2 b 0xN -
- - .
R it TFf Tff .
’ 1x1 b - O
> \ > 1x2 - 1IN L g
g Lol \ P Fi— - ?
eS| o 4 4 4 A 4 4 S
Lo}
ylz| |8 . iy
0 > - - M
= @]
— e 2x2
== > ANl et -
N - - \ .
: - = ——
R N
[
ol | g
:
4
O
- i \NXN
Rysunek 3.4: Nieliniowy ortogonalny filtr dekorelujacy.
SM} | Zauwazmy, ze
N. % N
SiM} — go¥o-- oo (3.56)
oraz
S() yevegdN. — SéV,...,N—l ® Span{r(])\f,...,N} (3.57)

Wykorzystujac zaleznos¢ rekurencyjng (3.57) dla N, N —1,..., 1,0 otrzymu-

jemy ostatecznie

1M} — gl — @ﬁ=ospan{r§‘} @ﬁzo oN_. span{ri*?} ...

Jj2=7j1
G- O i\, span{rfiM}  (3.58)
Rozpatrujac (3.28) dla ¢ = w oraz i; = j1,...,% = ju MoOZna zauwazyé, ze
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inicjalizacje dla bloku dekorelujacego sg nastepujace
Corie = Y—iy - Vi, (3.59)

gdzie

Yoy 1Yt
Yoiy oo Yeiy = ~ -

= 3.60
s vl (3.60)

3.2.2 Estymator sygnalu uzytecznego w bazie ON
przestrzeni S{M}
Wyznaczona baza ortonormalna (3.58) rozpina przestrzen estymacyjng StM}.

Naszym zadaniem jest znalezienie reprezentacji sygnalu z, w tej podprze-

strzeni na drodze wyznaczenia projekcji:
20 = PSMYg =

N > : N N . . ..
= S @)t + 3 3 (wo, i)t 4.+

Jj1=0 J71=0 ja=31

N N N o ' o '
7 Z Z Z (g, TELI2IM ) pT1T2e M —

J1=0j2=j1 iM=im—1

N ° . N N . - . .
- Z 2 ppdt 4 Z Z @ pindapdude
J1=0 71=0j2=71
N N N . . . . . -
L Z Z . Z ﬂ:p]j[,Jz,...,JM,rgly,'D,...,]M (361)

J1=0 j2=31 iM=im—1

gdzie wspélczynniki “p/t:2-3k dla k = 1,..., M sa wyrazone przez (3.25).
Mozna pokazad, iz sg one rowne iloczynowi skalarnemu elementu bazy ON i
btedu estymacji sygnatu uzytecznego wyznaczonym na podstawie tejze bazy

ON niezawierajacej tego elementu. Zdefiniujmy
i_gl;---ij—l — P(Sgl)---;jw—l)xo = Sgl,---;jw—l (362)
oraz zwigzany z tg estymata blad

8811"')jW'1 —_ zo —_ i-('i)l""’jw*l (3.63)
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Poniewaz rg" 7 L .5'31""”’”_1 to

(ot pitende) | (3.64)
Czyli
zpjl,jz,...,jq — (:EO, Tghm’jw)ﬂ _— (-TO — :f;jl,..-,jw—l’ Tgl,...,jw)n —
s (ggl)"')jw_l, /’-gl""’j‘”)n (3-65)

Rysunek (3.5) przedstawia blok estymujacy dla nieliniowego filtru odszumia-
jacego.

@1()4 » é@‘ 00 @T(><. P00 é‘ 25V, ,N,Né‘ @ Ny
oo o !
9 r00 00,0 p s N,N-1 r NN

Rysunek 3.5: Blok estymujacy nieliniowego ortogonalnego filtru odszumiajg-

cego.

40



Btad Sredniokwadratowy estymacji wyraza si¢ poprzez

{M}
N,0

= (ekp,"eng) =
b
N N N - . - .
= (xO _ Z zp]17..71 _ Z L. Z z:p71,...,JM,r_a1,...,_7M,x0 _
Jj1=0 j1=0 IM=M-1
N _ N N
- Z zpil'r(])l T e T Z 5% Z mpjli"'aergl)"-;jM)Q —
n1=1 71=0  jM=im—1
N . - . -
= (11}0, fL‘o)Q — Z p71 370, 7'J1 —_ E Z zp]l)-";]M(xo, T.gly--'JJM)Q +
Jj1=0 Jj1=0 IM=iM-1
N . > N N . " . .
— Z :cp71 (:rgl’xo)n — .= Z . Z zp71)"')]M(T(])11"').7M,xo)n +
71=0 1=0  jmM=jim-1
N N .
bOY S g e+
71=0k1=0
N N N N ) ) ) )
-+ Z . Z Z . Z mpﬂ,...,]Mmpkl,...,kM (7,61,...,_71\,{’ Tgl,...,kM)Q —
Jj1=0 IM=im-1 k1=0 km=knm-1
N . N N ) )
= ool ~ 2 PP+ 4 S 3 )
Jj1=0 J1=0  JmM=jm-1
N : N N o
+ ZIIPHP‘*‘---‘FZ-'- Z Izpn,---,:lM|2:
Jj1=0 j1=0 IM=IM-1
) N N o
- I:BOHQ Z |mp71I _ Z . Z lzpn,...,JMIZ (3.66)
71=0 711=0  jmM=jm-1

Blad $redniokwadratowy zalezy tylko od wspétczynnikéw Zpit-ds dla ¢ =

S

[zpjlx-":jM—llez

Loces g i 310
z p{M M}
R = =R, FoP -
j1=0
i N
j1=0 IM—1=JM-2
oraz
M) o (M1}~ J
zRN,o =* RN,O - Z Z

J1=0
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lzpjl,...,le2

IM=IM-1

, Jq zmieniajacego sie wedtug(3.3). Mozna, zauwazyé, iz

Z 7™ |2 ~

(3.67)

(3.68)



Zauwazmy, ze dla podejscia liniowego prawdziwe jest
zp{l} A 2 < z 712
o = llzollg — Z I“p"| (3.69)
J1=0
Podejscie nieliniowe pozwala zredukowaé warto$¢ bledu sredniokwadratowe-

go estymacji w stosunku do podejscia liniowego poniewaz

. }VI:,(I)} = IR}[\},}A - ”2R”%'1'obenius i CloCha “MR”%'robenius (370)

gdzie
mp [::ph,...,jm] (371)
if1,...,Jm zmienia si¢ wedtug (3.3), natomiast norma Frobeniusa macierzy

zdefiniowana jest jako

X N o
™ Rllfrobenine = 3 -- D [Pp7im|? (3.72)
11=0 tm=im—1

Zauwazmy, ze gdy wraz ze wzrostem N blad sredniokwadratowy (3.67)
dazy do zera, tj. dla N — oo “RI{VJ:JO} — 0, to otrzymujemy uogdlniong postaé
rownosci Parsevala

0 o0 )
Izolla =Y PP +...— > ... X [Ppim)? (3.73)
71=0 =0 jm=iM-1

Sterujac odpowiednio doborem liczby wspétczynnikéw Zp7t-+iM (dobér
N i M) oraz wybierajac odpowiednio duze co do wartosci bezwzglednej “p,
mozemy sterowaé struktura filtru, tak aby minimalizujac zlozonoéé bloku
dekorelujacego uzyskaé interesujaca nas wartosé btedu éredniokwadratowego.
Szerzej problem ten zostanie rozpatrzony w rozdziale 4.

Zauwazmy, ze procedura eliminacji zaktdcenia wymaga wyznaczenia ko-
relacji wzajemnych Ezori ¢ lub odpowiednio E®eit-de-1J9¢ Poniewaz
nie jest mozliwa obserwacja o koniecznym jest wykorzystanie sygnalu refe-
rencyjnego, ktory jest zwigzany statystycznie z xy. Dyskusja na ten temat
znajduje sie w rozdziale (3.4.4).

Schemat ogdlny filtru odszumiajacego pokazany jest na rysunku 3.6.
Rysunek 3.7 przedstawia nieliniowy filtr odszumiajacy rzedu N = 1 i stopnia
M=2,
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Blok estymujacy | »

A A A A

< [ © Blok
sELIg | dekorelujacy
NS .

e

o ||z | \

Rysunek 3.6: Nieliniowy ortogonalny filtr odszumiajacy.
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Rysunek 3.7: Ortogonalny nieliniowy filtr odszumiajacy (N =1, M = 2).
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3.3 Przypadek stacjonarny

Przedstawione w poprzednim rozdziale rozwigzanie problemu nieliniowe;j or-
togonalnej filtracji odszumiajacej dotyczylo przypadku, gdzie nie zaklada-
lismy stacjonarnoéci sygnaléw wejsciowych. Jest to przypadek najbardziej
ogblny. W niniejszym paragrafie przedstawimy rozwigzanie problemu filtracji
odszumiajace] przy zalozeniu stacjonarnoéci w szerszym sensie (dla kowarian-
cji do rzedu 2M) sygnatéw wejSciowych. Jak pokazemy, sytuacja taka obniza
w znacznym stopniu zlozonoéé obliczeniows procesu filtracji oraz upraszcza
strukture samego filtru odszumiajgcego.

Zdefiniujmy operator opéZnienia jako
z: y—-zk y-—-zk 1 (374)
W przypadku kiedy sygnal y jest stacjonarny w szerszym sensie rzedu

2M zachodzi réwnoé¢ iloczynéw skalarnych

(Yt o Yiomr Yt Y=3n)Q = (2 Yir o+ - Yins 2 Yir - Ui ), Myn=1,..., M
(3.75)
Wiynika to z faktu, ze dla kazdego o zachodzi

EY—i .- YmimY=j1 -+ Y—ijn = BYiy—0 - - Yin—0Y=j1—0 + - Y=ju—o  (3.76)
mn=1...,M

Mozna zatem powiedzieé, ze konsekwencja stacjonarnosci jest niezmienni-
czo$¢ iloczynu skalarnego wzgledem przesuniecia w czasie. Na podstawie

(3.28) i (3.75), w przypadku stacjonarnym

’ dys 1
2+ S = ghtlejet (3.77)

L e
FELE3) 1) yJw 1
P(z- Stle) = P(SEEA ) (3.78)

Z powyzszego oraz z (3.34)
z- r]l, ,Jw = . [P(SZI) )Jw =) SJI) ’Jw_l)y-jl . -y—jq]

1y :7'q (3 PR 1

— J1t+1,.. )Jw+1 J1t1,edw A — i1t gwtl
- (St1+1, oig+l Szl +1,..3q+1 )y—']l—l y—Jq—l L +1,...,3¢+1
(3.79)
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Rozpatrzmy rysunek 3.4. Bloki lezace w gérnym rzedzie generuja elementy
bazy ON takie, ze

Bc,d: {7{;7".,jk; 1= G :d,"'aNajk:jk--l)""N;k: 1”M}(380)

gdziec =0id = 0,...,N. Pierwszy blok to By, drugi By, itd. Bloki’
lezgce w drugim rzedzie to takie, dla ktérych ¢ = 1i d = lss.e5 V. Tak
wigc kolejno sg to By, By, itd. Mozna zaobserwowaé, ze elementy bazy
ON generowane przez bloki B, 4 sg na mocy (3.79) opéznionymi elementami
bazy ON generowanymi przez bloki Bog4, a dokladnie sg to te elementy dla
ktérych jr = je-1,...,N—1;k=2,..., M).

Na podstawie tej obserwacji mozna stwierdzié, ze inicjalizacja dla bloku
By 441 sa opdznione elementy generowane przez blok Bygdlad=1,...,N-1.
Obserwacja ta owocuje w ewidentnym uproszczeniu (zmniejszeniu ilogci ob-
liczerl) bloku realizujacego dekorelacje sygnatu y.

Rysunek 3.8 przedstawia nieliniowy ortogonalny filtr dekorelujacy dla przy-
padku stacjonarnego sygnatu wejsciowego v.

Jako przyklad stuzacy do zaobserwowania redukeji iloéci obliczert w przy-
padku stacjonarnego sygnatu y rozpatrzmy nieliniowy filtr odszumiajacy o
stopniu nieliniowo$ci M = 3 i rzedzie N. Liczba rotoréw dla przypadku nie-
stacjonarnego i stacjonarnego réwna jest odpowiednio (4.1) i (4.2). Rysunek
3.9 ilustruje liczbe rotoréw bloku dekorelujacego w zaleznoéci od rzedu filtru
N [5]. Dla rzedu filtru N = 10 mamy juz dwukrotnie mniejsza, liczbe roto-
r6w dla przypadku stacjonarnego. Generowana przez blok dekorelujacy baza
ON, stanowi wejécie dla bloku estymujacego, ktéry jest taki sam jak w przy-
padku niestacjonarnego sygnatu wejsciowego y. Rysunek 3.10 przedstawia
nieliniowy filtr odszumiajacy rzedu N = 1 i stopnia M = 2 dla przypadku

stacjonarnego.
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Rysunek 3.8: Blok dekorelujacy - przypadek stacjonarny.
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Rysunek 3.9: Liczba rotoréw bloku dekorelujgcego: przypadek niestacjonarny

(czerwony); przypadek stacjonarny (niebieski)
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Riysunek 3.10: Ortogonalny nieliniowy filtr odszumiajacy rzedu (N =1, M =

2) - przypadek stacjonarny.
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3.4 Nieliniowa ortogonalna filtracja odszu-

miajgca szeregéw czasowych

W rozdziale tym przedstawiono zagadnienie praktycznej realizacji algorytmu
nieliniowe]j ortogonalnej filtracji odszumiajacej sygnatéw losowych wyzszych

rzedow.

3.4.1 Notacja

Niech bedzie dany zbiér prébek {yq, ..., yr}, gdzie y,cR. Wprowadzamy na- °
stepujacy notacje "bracketows’ [42]

Iy >Té [yOa ey yT], (381)

gdzie ' oznacza transpozycje. Jest to wektor prébek obserwacii realizacji sy-
gnatu losowego. Majac dwa wektory |z > i |y > mozemy zdefiniowaé iloczyn
skalarny jako

T
< zly > [zo,...,2r)o, ..., yr] = Oz (3.82)
t=0

gdzie
<z|&|zx> (3.83)

Operator opdznienia jest zdefiniowany jako:
lzy >r=[0 90 ... yr_a] (3.84)
oraz

lz"y >pr=10...0%-... yT—k]' (385)
k

Dla obserwacji wyzszego rzedu, wektor

Yy Vi ST = |2y 2Ry 2y SpR

= |y >p |22y >p ... |2y >y (3.86)
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jest iloczynem poszczegélnych elementéw wektoréw |zity >r ... |z¢my >p.
Przyktad 3.4.1

Dla wektoréw |y >= [yo y1 ... yr] i |2y >= [0 yo ... yr_i], mamy
lyoy1 >= [0 y1%0 -.. yryr-1). O
Interpretujac wektory (3.85) oraz (3.86) jako elementy bazy rozpietej na
prébkach sygnatu, mozemy zdefiniowaé nastepujace podprzestrzenie dla m =
1,...,M:

™Sr £ spand |y, Vi, - - - i >T;
i1: 1,...,N,’1:2Iil,...,N,...,'imZ’im_l,...,N} (387)

Majac (3.87) mozemy zdefiniowaé przestrzed Sy rozpiets przez liniows, i nie-

liniowg przeszto$¢ wektora |y >r:
Sr 2 Sr428p 4 ... M S (3.88)

Wtedy kazdy element |v >r € Sr moze byé zapisany jako:

N N N
I'U > = Z Iy’il >r oz + Z z Iyi1 *Yia >T Q459 + ...

21=0 211=022=131
N N N
-+ Z Z Z Iyil“'yiM >T Qy,...ing (389)
21=0i9=11 IM=iIM—1
Niech
T >r£[0...01) (3.90)
Zatem
< 1r|y >p= Yr (391)
Zdefiniujmy
ly‘lr >Té P(ly >T) = [07 ceey 07 yT]I (392)
oraz
|y >Té P“L(ly >7) = [Yo,. -+ Yr-1, O]I (3.93)

gdzie P(|y >r) jest operatorem projekcji ortogonalnej na span{|y >r} zde-
finiowanym jako:

P(ly >1) £ |y >r<yly >7'< ylr (3.94)
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3.4.2 Uogblniony izomorfizm Kolmogorowa

Przestrzen zmiennych losowych (2.1) oraz przestrzer rozpieta na wektorach
obserwacji (3.81) sa, na mocy izomorfizmu Kolmogorowa, [25], asymptotycz-

nie izomorficznie izometryczne. Oznacza to, iz

Ymiy oo Yip < |Yig - Y3, ST (3.95)

gdzie lewa strona (3.95) jest iloczynem zmiennych losowych, natomiast prawa,

obserwacja zdefiniowang przez (3.86)

(Y—is - Ymims Y - Y=4a) = Eygy... Y=imY=j1 - - - Y=ijn

(3.96)

Rozwazajac elementy nalezace do obu przestrzeni mozna zauwazyé [80], ze:

.1
lyllg = Am f‘[:” ly > ||? (3.97)
2 : 1 2
“yil .o 'yikllﬂ = ,111_1;20 T” Iyil e Uy 2T “ (3'98)

Powyzsze obserwacje prowadza do wniosku, iz mozliwe jest w przestrzeni roz-
pigtej na probkach sygnatu obserwowanego rozwazenie problemu filtracji od-
szumiajgcej szeregdw czasowych, analog_icznie jak dla przestrzeni zmiennych
losowych, poprzez rozpatrzenie odpowiednich reprezentantéw Kolmogorowa
w izomorfizmie (3.95) i (3.96). W istocie mozna dokonaé ortonormalizacii
bazy przestrzeni Sr uzywajac algorytmu czeéciowej ortogonalizacji wprowa-
dzonego w rozdziale 3.1.

3.4.3 Problem filtracji odszumiajgcej szeregéw czaso-
wych

Dany jest wektor |y >7 prébek {y, . .., yr} rzeczywistego szeregu czasowego,
obserwowanego na skoficzonym odcinku czasu {0, ...,T}. Problem filtracji

odszumiajacej szeregu czasowego przedstawia rysunek 3.11.
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~{M
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<
-

Sp='Sr+2Sr+...+M Sy

Rysunek 3.11: Estymator |£ >7 sygnalu uzytecznego.

Poszukiwany estymator sygnaltu uzytecznego

1257 >r2 P(Sp)| >1 (3.99)

wyraza si¢ jako projekcja ortogonalna elementu |z >7 na przestrzefi Sy roz-

pieta przez macierz
Y >r=['Y >r Y >r... MY >;] (3.100)
gdzie

™Y >r= (% - - Yin >1; 11 =0,...,N,ig =141,...,N,...,im = fy 135+ 05N

(3.101)

dla m = 1,..., M. Operacja projekcji ortogonalnej na |Y >7 wyraza sie
poprzez

P(Sr) £ |Y >r< Y|Y >7'< Y (3.102)

Jesli znana bylaby baza ortonormalna przestrzeni Sr to projekcja na prze-

strzen St bylaby réwna

N ) N N L
P(Sr)=Y P >r)+...+ 3 ... 3 P(rd™™ >5) (3.103)

71=0 Jj1=0 IM=IM-1
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gdzie rgl""’j"‘,m =1,..., M bylby elementem bazy ON przestrzeni Sy. Po-
niewaz
P(I,rglr")jw >T) — |,’.glx"')jw >T< ,,.gls"'rthIT (3‘104)
to estymate sygnatu uzytecznego zapisaliby$my jako
M N . .
Ix{ Yor = P(Sp)|lz >r= Y | >e<rft|z >p+...+
j1=0

N N
+ > ... SO g™ Sp< M| > (3.105)

J1=0  jM=jm-1

Z elementem l:f:ﬁ,M} >r zwigzany jest wektor bledu estymacji, ktéry wyrazal-
by sie jako

el > = P(S7)|z >r= |z >r —|${M} >r 1 Sr (3.106)

Estymata (3.99) bylaby optymalna w sensie $redniokwadratowym, jesli nor- .

ma

1
| 127e8? >r || =< e8P 7l > 2 (3.107)

odpowiadajacego mu wektora bledu estymacji bytaby minimalna dla kazdego
I'=0,12...

Rozwigzanie problemu filtracji szeregu czasowego sprowadza sie wiec do
wyznaczenia bazy ON przestrzeni estymacyjnej St oraz reprezentacji w niej

dla wektora |z >7.

3.4.4 Dekorelacja szeregéw czasowych wyzszych rze-
déw
Wprowadzamy podprzestrzen

S’i‘lzljwzq = 3pan{|yu ig 2T |yz1 Yigrr 2Tr- - s ij1 ¢+ Yju1 2T 'yjl e Yj
(3.108)

Podprzestrzen (3.108) mozemy zapisaé jako

J1yeearJw .711 Jw

ST;il,...,zq - Span{lyu >T) T;i1,.. ,-,,q+1} (3109)
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i zdefiniowaé nieliniowy blad prognozy w przéd’ jako:
|edtrde > = P(Side o SP Wy - i, > L SPie 11 (3.110)

11).43q 3815-y3g

Wraz z jego Wersjg unormowang:

1500y Jw
T 15 111)
11y.ylq 5 . . . i .
1yeens] 150037
< dl,...,i:legl,...,i: >721

Dokonujgc analogicznego rozumowania dla prognozy 'w ty!’, (3.108) mozemy

przepisac jako:

Sgirede. — span{SihrmIu—l [Yjs « - Yjw >T} (3.112)

1215ng Tii1yeniq )
Nieliniowy blad prognozy ’w tyl’ jest zdefiniowany w sposéb nastepujacy:

Mg >r=P (SR 7, © S v - v, >r L SRyt (3.113)

a jego wersja unormowana to

..1,...,_.7'“,
'1 J . 21 yeeey?
L T — (3.114)
e sase
< Vi]l)"-,iq IV;?1,...,‘iq >T

Twierdzenie 3.4.1. Dla pojedynczego kroku algorytmu cze$ciowej ortogona-

lizacji spelnione sq nastepujgce zaleznosci rekurencyjne:

- . - - — - o -w - 1oes . - . - _l
leode >o=[lehrde ™ >o +Hrlde >r el — (pfde)?) s
(3.115)

|,,.Z;::3;U >T: “ejlx-.-,jw"‘l >T ) :1;-.-,_:in+ Irz;-,i_l,,]w,lq-*—l >T](1 _ ( "1,-.-,.'7.!0 )2)—%

11yeenyiq 11).00y2q; 11yeentq; T
(3.116)
gdzie
1yeenidw J1yeesdw—1|, J1,eejw
i yeniqT — — < €iy,ig Irqu,...,iq+1 >T (3.117)
Dowéd.

Zauwazmy, ze |y;, . .. Yi, >TE Sg-l;;-'l';f'_‘,"iq, zatem (3.110) mozemy przepisaé jako

|t Sr= |y - Uiy > PSR )W - i ST (3.118)
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N 5 jll"'ljw J1 ]w 1 Jl, 7 j1,...,j
Poniewaz |r]0% ) >pL SEi7v—1, oraz |r]) el >TE ST Ly to
.71 wJw — JlyeerJw—1 J1yeenn]
P(STt ) = P(STi7% 1) @ P(l"‘u, ikl >T) (3.119)
Zatem (3.118)) mozemy przepisaé

.1-"wa ,;wl yeenJw yee Jw
|eird >p= IEJl T >p — Jl 1]q+1 >7< 7'71 ,3q+1l.1!i1 .Y, >7 (3.120)

;“q
1 J -1 — —
w —
Poniewaz |£{1’ : >r= |y .Y, >7 —|¥s .. T 1YY, > €
J1yeenJw—1 Jl Jw 71500 ] —1
Sll: s”’flu')i'l Oksz Ilr - "‘q'f‘l >pl ST ;1 ’ u;q‘l'l to
Jil5iessd _ 1yeend _
<THhaln Ve ST = <wh.glrh en >T=
_ ) . aedtswss 1yeserd _
= <Yi-- .yqu"'zl,’. ,1..1+1 = < Yiy - yquT’fl,’ ,,"r:-l-l >p=
s 1yee :Jw_l J1yeensdw —
- 521, oiq Ir‘il,...,‘iq-}-l >r=
1
- _ Lyefw—l) J1efw—1 (2 “Jw
= — <l elmduTl S pltede, (3.121)
Stad wniosek, ze
J1yeeesfw RE. LyeJw—1 J1yeensfw 15037 1yeeesw—1] F1yeenyjw—1 2
ity 2T = “611,’ e ST > ] L i l“«fl,’ Ve >T
1
1yeemJw 1yeenyJw )
< glprdn|elde > (3.122)
Wykorzystujac tozsamosé < el 7* eﬁ,’ "Jw > 0= 1 otrzymujemy
1 i A ‘ . 1
1. :Jw_l 1. ;Jw—l 2 1yeeyJw 1yeeeyJw _5 — 1y :]W "“"
811, lg‘;’h >7p< 81?1,...,1',, dl,.f.,iq = (]- i1 eiqiT (3.123)

Ostatecznie wiec

ety >r= [l ™ >e Hrkrdog >o plting (1 - (pfden)?)
(3.124)
W analogiczny sposéb mozna wyprowadzi¢ drugg rekurencyjng zaleznosé
(3.116) [9].

O
Wyznaczajac iloczyny skalarne < wle!> " >pi < 7 7’“' ”"’ >7 otrzymuje-
T1yeeesiq ym
my
671) wJw . . ejl)"~)‘1‘w—1
11 yeenyig; T — 13edw 11, oigiT
PR O(a,der) | i (3.125)
11,eeniq; T 11,0t + 1T
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Przedstawione zaleznosci umozliwiaja zbudowanie filtru dekorelujacego -
dzialajacego bezposrednio na probkach sygnatu obserwowanego. Mogloby
si¢ wydawa¢, iz pozwala to na implementacje w czasie rzeczywistym blo-
ku dekorelujacego. Niestety, metoda estymacji parametréw Schura (3.117) to

uniemozliwia, gdyz:

1) )]w — _ ]1, )Jw -1 ]1’ ;_’lw
1) ,1,q,T z: 1.1, ;"q, 11’ ,‘lq+1t
t=0
—_ 1y s.'lw_l 1yeenrJw
- ezlr yZQ1 lﬂl, ,'lvq'*‘]. T >T (3-126)

Z tego wynika, ze niezbedne byloby przechowywanie wszystkich poprzed-
nich wartosci prébek sygnaltéw e"’ ’Z“’T oraz r”’ ”‘” . To dyskwalifikuje taki
sposdb realizacji filtru ze wzgledu na memozhwosc realizacji w czasie rze-
czywistym. Celowe wigc wydaje si¢ zaproponowanie metody, ktéra bedzie
wykorzystywaé wyznaczone w chwili poprzedniej 7' — 1 wartoéci wspétezyn-
nika Schura oraz wartosci e“’ ’, T s ,f,’ ,’3:,’7‘ do wyznaczenia nowego wspél-
czynnika dla chwili 7. W tym celu wykorzystamy, opisany ponizej operator

réznicowy.
Operator réznicowy
Mozemy zdefiniowaé operator réznicowy [42] jako
V <zly>&<zly>r — < zly >p1 (3.127)

Definiujac operatory projekcji ortogonalnej

P, = P(span{yo,...,yr-1}) (3.128)
oraz
P, = P(span{yr}) (3.129)
mozna dowie$é [42], ze:
P,|z >=Py|z > +P,PrP; |z > (3.130)
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Majac ten rezultat mozemy zdekomponowaé (3.130) na:

P, = |z>—-PBlz>=|z>-P, |z> —P, PP, |z >

= P, P,PrP, llz>=PzP, —P,PrPL |z> (3.131)
Obliczajac iloczyn skalarny z wyrazenia (3.131) otrzymujemy

<z|Pilz> = <z|P|z> - <z|P,PrP- |z >
Yy Yy Yy Y-
= <z[Py |z > - <z[PrPy |z > + < 2|PLPrPL |z >
= <zP, |z >+ <z[P;PrPL |z >

= & :I)IP;‘_ lz >+ < le;'lﬂ' >< 7T|P3'/L_|(B > (3.132)
Wprowadzajac indeksy czasowe do (3.132) ostatecznie otrzymujemy:
<z|Pylz >r=< z|Py|z >r_1 + < z|Py|r >r< 7|PL |z >r  (3.133)
lub réwnowaznie
V <z|Pylz >=< z|P;|r >r< 7Py |z > T (3.134)

Rozwazajac kat (oznaczony jako o ) pomiedzy wektorami y oraz y_ [41] tatwo
mozna zauwazyc, iz
cos’ a =< |Py|r > (3.135) -

oraz
1. o_ pl 2
Pylz >=Py |z > cos’a (3.136)

Ostatecznie uzywajac (3.134), (3.135), (3.136), formuta adaptacji w czasie dla
ortogonalnego uzupelnienia przestrzeni St oraz dowolnych elementéw |a > i

|b > dana jest wzorem

V< aIP(ST)J‘Ib >r = < a]P(ST)J"IW >r< WlP(ST)LIb >r /0082 Qsy T

= < a|P(Sp) |7 >r< 7P (Sr)*|b >p< n|P(S7) |7 >

(3.137)
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Uzywajac zaleznosci (3.137) dla uaktualnienia (3.117) otrzymujemy

_‘11--'1..7'10 — j15eesJw

J1,- Jw—l L .71 J
ioigT = PiypigT—11 < €775 |P=(S Ty i)™ >1 X

X <7r|PJ‘(S'71’ ,Jw )I,,Jl; “Jw

il >r< 7P (S ) |r >t (3.138)
Whprowadzajac tzw. ” normalizacje informacyjng ” [42] wektoréw bledéw w
przod

J1yeeegJw—1 s Jlyeesjw—1 P-L SJl) wJw _%
et >r= el 2l ™ Se<alPH(SE7 ) >p (3.139)
oraz w tyt
el So= |riing So< alPL (SR ) r >7 -4 (3.140)
otrzymujemy ostatecznie
1»enJw 1 Jw I ,w—l l yeeyJw l
der = e (1= (efirdng ) (1 — (e )h)E -
R} w"l 1o Jw
+ ezll:)' )gq;T illn-")gq'*'l;T (3'141)

Wzér ten pozwala na rekurencyjne uaktualnianie w czasie wielowymiaro-

wych wspélczynnikéw Schura. Dokonujac ” normalizacji informacyjnej
réwnaniu (3.115) otrzymujemy

3 :w—'l -1
< a[PH(SPx T ) >

=31
< mPL(SE; 3 ) >4

.71) )Jw
I "1, “iq >T

j ,---,.w—l yeenJw 32423 yeesJw .
= “egll,...,zqq =T +|r111, ,;1,,+1 > ;11, ,Z:T]( —( ,11, ,3,,,T 2) 2 (3.142)
Poniewaz
< 7T.IP.L(SJLH ,Jw—l)lﬂ_
= =1-< 7rlr71' e Y1 >7< r’l’ ” m > (3.143) .
< 7T|P—L(S]1,1,1”]‘:;q)l7r >T g+

mozemy ostatecznie zapisac (3.115), biorac pod uwage uaktualnianie w cza-
sie, jako

11yeees] T ] . ! -
e = (L= (pider)®) 72 (1= (i, )?) 3
ejl,---,jw_l

1: Jw 1yeensJw
iy T T )

11 )1qu "1, ,'qu‘l‘lT (3-144)
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W taki sam sposéb otrzymujemy rekurencyjne rozwiazanie dla ‘bledu w tyl’
(3.116)
whikir = 0= (Pl (= (o)

1140yiq; 115e00yig; 11, i T
Jlyeesfw—1 150 esJw 1, “Jw
eil,...,iq;T 11yemtq; T + 11 ,eetq+1; T) (3.145)

Powyzsze zaleznodci pozwalaja na realizacje pojedynczej sekeji (rotora) blo-
ku dekorelujacego, ktéry dziala na prébkach sygnalu w czasie rzeczywistym.
Definiujac En = (1 — (e}%7")%)7 oraz Rn = (1 — (r7%,,.7)%)% poje-

dyncza sekcja g-w bloku dekorelujacego mozemy przedstawié jak na rysunku
3.12. Schematycznie pojedynczg sekcje q-w bedziemy przedstawiaé jako

"1,...,.:iw
11yeenyiq; T
.1,...,jw-l .‘ls"'y.?'w
11 eniq; T 11yeeniq; T
_ 150y Jw
e —
11y ;7'q;T

En
l LyeeoJw
.1)"-,.7.10 I-Zl, ,'Lq+1 T
il,...,iq;T—l’®
"1,...,_'7',,,
11,e00iq; T

Rysunek 3.12: Elementarna, sekcja g-w nieliniowego bloku dekorelujacego dla

szeregdw czasowych.
Poniewaz

ST = ST;O, (3.146)
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.'1,...,{]',,,,

11yeentq; T
31 yeenyJw—1 jl,...,jw
Citymiq;T o e
1ty
TyesssFan
11yeeniq; T

/
z & .
-1,...,_?1”
‘ T1yeentq; T—1

Rysunek 3.13: Schematyczne przedstawienie sekcji q-w nieliniowego bloku

dekorelujgcego dla szeregdw czasowych.

to elementy |37 >q tworzg baze ortonormalng przestrzeni Sy

St = STI‘,’;B..,N - Gaﬁ:ospan{[rgl >} @ﬁzo ®g=j1 span{|riv® >} ...
®ﬁ=0 o 8le @N span{lrglw-;jM >TI3147)

IM=jM-1

Rysunek 3.14 przedstawia strukture nieliniowego bloku dekorelujacego rzedu
n i stopnia M. Inicjalizacjami sg opdzniane i wymnazane, w odpowiedniej

kolejnosci, przez siebie prébki sygnatu obserwowanego.

3.4.5 Zmienny w czasie estymator sygnalu uzyteczne-
go

Rozpatrzmy teraz druga cze$é ortogonalnego filtru odszumiajgcego, odpo-
wiedzialng za wyznaczenie estymaty |§:§VM} >
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0 0,0 0,0,0 n,...,n,n—1 .y

rO;T rO;T ro,T rO;T ro;'f'
ooy Ty T—
0 0,0 000 Cor eqp n,..m
ez o0 €o;7 000 |_OT ’ So1”
p ) P 2 F——t — —— ny'")nrn_l-———-> LN ) ——g
o:T 0.7 Po,T PoT’
yr 4 ‘ 1
0,0 0,0,0 . 7
o, T n,...,n,n—1 LN )
0,0, 0,0, 2 | TO0T To.0,1
0,00 0,0,T n,...,n,n—1] ...
00o | 00T €0,0,T €0,0;1
> Poor [ T T o] P
00 05 Po,o;T Poo;T
OJO;T y A
Yr¥yr
z r'n.,...,'n.,n—l ..
0,0,0;T T0,0,0;T
en,...,n,n—2
,0,0; 7,...,n,n—1 T2yeeey T
0,0,0;T €0,0,0;,7
™ n,.,nn-1 B 7N, >
P0,0,0;T Po,0,0;,T
YIYTY T n,..,n,n—1 ? n,...,n
TYTYT z T0,0,0,0,T z 10,0,0,0;T
n,...,m,n—2
il il M.y, —1 TyeeeyT2
Myeeyyn—2T rrn,...,n:n—%T Trn,...:n,n—-2;T
7,...,m,n—1 Ty
nyeeyn,n—23T en:...,n,n—Z;T
> n,..nn—] B n,..,n =
/e‘n;-..,n,n—2 p’"‘r“x"‘!"’_g;T pn,...,n,n—Z;T
n,..,n,n—25T ] A
YTon VT2
o
Nyerynym—1 n,...,n,n—1;T
nn,...,nn—,1T
TyeeeyT
en,...,n,n—l;T
- pn, on e
2.0y, —1 L
n,n,...,n,n—1; 1
e
YT—n -+ YT—nt1 n,...,n;T

L
n,...,M
/ en,...,n;T'

Yr—n-- YT

Rysunek 3.14: Nieliniowy ortogonalny blok dekorelujacy rzedu n, dzialajacy
na probkach sygnatu.

62



Wyznaczmy norme bledu estymacji wektora |z >7 (3.106)

Pen” >r 1P = < efP el Sr=<= (1o >r (207 >p) =
< ez >r= (Ia: >r —|2i >r)|lz >r=
= <zlz>r—< a:N }|a: >T— ||z >T |2 -
N . . .
+ Y <rz>t—... = Z Z <y I gy 2
71=0 =0 jM=jm-1

(3.148)

Jesli || zsﬁ,M} >r|— 0dla N —o00iT — oo to otrzymujemy uogdlniona
postaé réwnosci Parsevala

Iz >e [I? = Z<r5lw> +. +Z . Z < pivriM|g 52

Jj1=0 j1=0 IM=jM-1

(3.149)
gdzie < r§v |z Spdlam=1,...,Mij =0,...,N,jm = jmet,..., N
jest ortogonalng reprezentacjg elementu |z >7 w przestrzeni St. Rozpatrujac
podprzestrzen S“’ "I i estymate sygnalu uzytecznego w tej podprzestrzeni
|£71-+9w > oraz zwigzany z estymacja blad |*e7J% >, mozemy zauwazyé,
ze
Pefirde > = P(SB5 )tz >r= |z > —P(SE5 " |z >r +

— P(lf.glx"'xjw >T)'$ >T: lzsjll"‘)jw"l >T _l,rgl)‘"rjw >T< 7.(73'11"'1jw‘x >T

(3.150)
Zauwazajac, ze |riv i >p 1 P(S%g"’jw_l)la: >p iloczyn skalarny <
39|z >0 mozemy przepisaé jako
< rgls'-'ij|x >T = < T.glr"'xthl(x >T _P(SJI: ’Jw_l)lx >T) =< ,rgll"'ljwlxejly-")jw_l >T:
= < pfirde|Egitde=l 5 o gitydul|Egite=] >$:
— zp,é},m,.‘iw <* sjl,...,jw—l|:|:€j1,...,jw—1 >§1
(3.151)

gdzie
zp_;i[},...,jw é< ﬁl,...,jw[zejl,...,jw—l Sp (3152) '
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jest estymatorem wspdtczynnika Schura oraz
z 3 1 z i 1 _ 1 . . 1 =1
l 6.71)-").71” >T: I 6.71:'"1.7'0 >T< 6.711'"1.7!0 IIEJI’N’]W— >T2 (3.153)

Jest unormowanym bledem estymacji. Z potaczenia (3.150), (3.151) i (3.153)
wynika, ze

[zejl"“sjw >T — “zejly"u].w_l >T _I,rgl)"'ij >T zp.;})-")jw] <:E Ejlr")jw_lIzsjl»-"ij—l >'1%_' X

S T |
X < ghdu|Bgitymn 52

Wykorzystujac relacje <® et |=eitriw >p= 1, ostatecznie otrzymujemy .

unormowang posta¢ rozwigzania rekurencyjnego

Izejl,...,j,‘, S “zejl,...,jw—l S _|r(3)'1,...,jw S zp%,...,jw](l _ (zp_;_:!.,...,jw)2)—-;-
(3.155)
Wyznaczajac iloczyn skalarny wektora < w|r po obydwu stronach (3.155)
otrzymujemy relacje dla pojedynczych prébkek sygnatu. Zaleznoéé powyzsza
umozliwia realizacj¢ unormowanego bloku estymujacego filtru odszumiajace-

go.

Celem zaproponowania realizacji ortogonalnej nieliniowego filtru odszu-
miajacego, dzialajacego w czasie rzeczywistym, niezbedne jest uzupelnienie
przedstawionego rozwigzania o zaleznosci umozliwiajace adaptacyjne uak-
tualnianie w czasie wspétczynnikéw zp’%"“’j‘”. Wprowadzajac ’normalizacje

informacyjng’ dla bledu estymacji sygnatu uzytecznego
. . =1
|Pe?trde >p& |Teftrnie Sp< 1|P(Sr) | S48 (3.156)

otrzymujemy zaleznosci, ktére pozwalaja na adaptacyjne uaktualnianie pa-

rametréw bloku estymujacego filtru odszumiajgcego
e TR ST ST N
P = (L= (I (L - el e
o z;e_%,...,jw—lrgl,...,jw (3157)
oraz
. e g % Fimdure
e = (1= (= i)
[::e_"%,...,jw—l _z p?,...,jwrg:[,...,jw] (3.158)
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Przedstawione zaleznosci (3.157) i (3.158) pozwalaja na realizacje adapta-
cyjnego bloku estymujacego dziatajacego w czasie rzeczywistym na prébkach

sygnaléw obserwowanych.

Uwaga 2:
W rozpatrywanym algorytmie istnieje przypadek przejécia pomiedzy ele-
mentarnymi blokami estymujacymi, co odpowiada zmianie wartoéci ¢ i

w.

e Jedli indeksy j1 = j2 = ...Jw = N i w < M to nalezy prowadzié
kolejny indeks (wymiar) jy41 i wtedy j1 = j2 = ... = juy1 = 0, np.:

w+1

P —
N...N 0.0
T — T -

Rysunek 3.15 przedstawia blok estymujacy dla nieliniowego filtru odszu-

miajacego.

z 0 2 00 7 N..N,N—1
Pr_1 PT_1 T Py
. 0,0 .ooo .N NN N,..N
0 -1
o, To.T T Tor "’ Tog

Rysunek 3.15: Blok estymujacy nieliniowego ortogonalnego filtru odszumia-
jacego dzialajgcego na prébkach sygnalu.

Zauwazmy, ze w chwili rozpoczecia procedury odszumiania do wyznacze-

nia “¢ niezbedna jest znajomosé¢ sygnatu zp. Oczywistym jest, ze nie posia-
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damy tego sygnaltu (jego znajomosé to brak potrzeby odszumiania). Dlate-
go tez konieczne jest zastosowanie sygnatu odniesienia (referencyjnego) dr,
ktéry jest zwigzany statystycznie z sygnalem estymowanym. Na wstepie tej
pracy zalozyliSmy, iz obserwujemy sygnat, ktory jest sumg uzytecznego zyp i
zakldcenia np. Majac sygnal, statystycznie zwigzany z ny oraz zlozenie zr z
nr, mozliwa jest realizacja filtracji. Nalezy tutaj zauwazyé, ze istnieja dwie

konfiguracje wejs$c¢ filtru odszumiajgcego:

1. Konfiguracja 1. Sygnalem wejsciowym dla bloku dekorelujacego (yr)
jest zlozenie zr z nr, natomiast sygnalem odniesienia (wejécie bloku
estymujgcego) jest ten zwiazany z zakt6ceniem (rysunek 3.16). Zaklada-
jac, ze czas skorelowania dla yr jest dtuzszy niz dla sygnatu zwigzanego
z nr, taka konfiguracja wymaga bardziej rozbudowanego bloku deko-
relujacego do pelnej dekorelacji sygnatu wejsciowego, ktéry pochtania

wiekszo$¢ zasobéw pamieciowych i obliczeniowych filtru.

/ ~{M}
nr : TN, T
—’{ Blok estymujacy '—’
LA S S B
—
Blok
S, )
Tr + ny dekorelujacy

Inicjalizacje

Rysunek 3.16: Konfiguracja 1 sygnaléw wejsciowych filtru odszumiajgcego.

2. Konfiguracja 2. Sygnalem wejSciowym dla bloku dekorelujacego (yr)
jest sygnat zwigzany z zakléceniem, natomiast sygnatem odniesienia
jest zlozenie 1 z nr (rysunek 3.17). Zakladajac, ze czas skorelowania
dla yr jest tutaj krotszy niz dla sygnalu zlozonego z zr i np, taka
konfiguracja wymaga mniej rozbudowanego bloku dekorelujacego niz
w przypadku poprzednim.

Ze wzgledu na dazenie do minimalizacji koszéw operacji filtracji preferowana,
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~{M}

Tt + nr Zy.
_i Blok estymujacr!—“N’T
bt

bttt

Blok
dekorelujacy

Inicjalizacje

Rysunek 3.17: Konfiguracja 2 sygnaléw wejéciowych filtru odszumiajacego.

jest druga konfiguracja sygnaléw wejsciowych filtru.
Rysunek 3.18 przedstawia nieliniowy ortogonalny filtr odszumiajacy rzedu
N =11 stopnia M = 2.

3.5 Po dsumowanie

W rozdziale tym przedstawiono rozwigzanie problemu adaptacyjnej filtracji
odszumiajace]j sygnatéw losowych wyzszych rzedéw. Zaprezentowane algoryt-
my sg adekwatne dla filtrowanych sygnatéw niestacjonarnych i stacjonarnych.
Zaproponowano strukture filtru odszumiajacego z podzialem na dwa bloki:
dekorelujgcy oraz estymujacy sygnal uzyteczny. Zaprezentowano takze wer-
sje aplikacyjng algorytmu ortogonalnej filtracji odszumiajacej, dzialajaca na
szeregach czasowych. Pozwala ona w czasie rzeczywistym przetwarzaé adap-
tacyjnie sygnaly wejsciowe, estymujac sygnal uzyteczny z zalozonym przez

nas bledem Sredniokwadratowym estymacji.

67



® -® @ DL
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Rysunek 3.18: Ortogonalny nieliniowy filtr odszumiajacy (N = 1, M = 2)
dzialajacy na prébkach sygnatu.
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Rozdziat 4

Strategie adaptacyjnego doboru

struktury filtru odszumiajacego

W rozdziale tym, wykorzystujac wyniki uzyskane w poprzednich rozdzia-
tach, zaproponujemy reguly, ktére bedg kierowaé ztozonoscig struktury filtru
odszumiajacego, tak aby maksymalizowaé stosunek poprawy jakoéci odszu-
miania do zwigzanego z nim wzrostu zlozonoéci obliczeniowe] filtracji.
Rozpatrujac wzér (3.24) latwo zauwazamy, iz parametrami jakie stanowig
o zlozonodci filtru odszumiajacego sa: rzad filtru (pamieciowosé filtru) oraz
stopien nieliniowosci filtru. Zwigkszenie ktéregokolwiek z nich pocigga za sobs,
szybki wzrost nakladu obliczenioWego potrzebnego do wyznaczenia estymaty
(Zo sygnatu oryginalnego zo. Liczba rotoréw w bloku dekorelujacym, dla

przypadku niestacjonarnego, wyrazona jest wzorem:

ns M (N+m-1)
D T (41)
m=1
natomiast dla przypadku stacjonarnego
Lfv,M = W,M - LX;’—-I,M (4.2)

Rysunek 4.1 pokazuje jak szybko rosnie warto$¢ wyrazenia (4.1) przy
zmianie N lub M. Liczba elementarnych sekcji bloku estymujacego (przypa-
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Rysunek 4.1: Liczba rotoréw L3 ), bloku dekorelujacego.

dek niestacjonarny i stacjonarny) to:

V8L M +1—1

2

Kyu = (4.3)

Na rysunku 4.2 pokazana jest warto$¢ wyrazenia (4.3) w zaleznodci od para-
metrow filtrm NV i Af

Rysunek 4.2: Liczba elementarnych sekcji K ar bloku estymujacego.

Realizacja bloku dekorelujacego wymaga wiec duzo wiekszego naktadu ob-

liczeniowego niz realizacja bloku estymujacego. Kluczowe staje sie dobranie
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takich wartosci parametréw N i M, aby wyliczona przez ten blok baza orto-
normalna, przy minimalnej liczbie jej elementéw, pozwalala na odpowiednio
dobre estymowanie sygnaltu uzytecznego. Pod pojeciem ”dobre” rozumiemy
osiggniecie wartosci bledu estymacji (3.66) na interesujacym nas poziomie.
W doborze struktury filtru mamy dwa punkty swobody. Mozemy zmieniaé
warto$¢ N lub M, lub oba te parametry na raz. Jak do tej pory w literaturze
nie ma gotowych strategii postepowania przy wyborze optymalnych, z punk-
tu widzenia stopnia zlozonosci struktury filtru nieliniowego, wartosci N i M.
Zaklada si¢ z gory pewne wartoéci parametréw filtru, nie badajac czy sg one
adekwatne do danej sytuacji, czy tez nie. Budujac rzeczywisty filtr odszu-
miajacy chcemy, zeby dzialal on efektywnie. Cel ten mozna osiagnaé poprzez
adaptacyjny dobér struktury i jej parametréw, do ktérych wyznaczania ko-
nieczna jest pewna strategia postgpowania. W dalszej czesci pracy zostana
zaproponowane i zweryfikowane eksperymentalnie trzy sposoby postepowa-
nia przy doborze optymalnej, z obliczeniowego punktu widzenia, struktury

filtru odszumiajacego.

4.1 Kryterium strategii wyboru parametréw

filtru odszumiajgcego

Zaréwno podwyzszenie stopnia nieliniowosci jak i wydtuzenie pamieciowosci
filtru ma na celu poprawe jakosci odszumiania (zmniejszenie btedu estymacji
(3.66)). Do oceny wyboru wlasciwych wartoéci N i M potrzebna jest obiek-
tywna miara, ktéra pokazywalaby relatywna poprawe efektywnosci dziata-
nia filtru. Powinna ona okreSlaé¢ zmiane wartosci bledu estymacji sygnatu
uzytecznego spowodowang rozbudows struktury filtru (zwigkszeniem liczby
rotoréw). W tym celu wprowadzmy nastepujaca funkcje kosztu:
| L'I:r'z Mo '"L?J’] M

Lna
FK(Ny, My; Ngy Mp) & ———1 (4.4)

zR}vMZ) _:RI{VMI}

M
::_RN1 1
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gdzie Ny, N, s rz¢dami filtru, a M;, M, stopniami jego nieliniowo$ci. Wartogé

~ . Jest liczba rotoréw bloku dekorelujacego dla filtru rzedu N i stopnia
nieliniowosci M. Wyraza si¢ ona wzorem (4.1). Natomiast btad estymacji R
jest dany wzorem (3.66). Wzér (4.4) interpretujemy jako wzgledng zmiane
liczby rotoréw bloku dekorelujacego do wzglednej poprawy jakosci odszu-
miania (zmiany wartosci bledu $redniokwadratowego estymacji) przy zmia-
nie parametréw N, M filtru. Minus we wzorze wynika z tego, iz mianownik
jest zawsze mniejszy od zera. Tak zaproponowana funkcja kosztu pozwala
ocenic¢ efektywnos§é zmiany struktury filtru, a tym samym wielkosci zasobdéw

obliczeniowych wymaganych do poprawy jakoSci estymaty Z.

4.2 Strategie poprawy jako$ci estymacji po-
przez zmiany warto$ci parametrow filtru
odszumiajgcego

Ogdlny schemat pojedynczej petli procesu filtracji odszumiajacej przedstawia
rysunek 4.3.

Po procesie odszumiania filtrem o ztozonosci F,(N, M), liczony jest biad
sredniokwadratowy * }VM}. Jezeli jego wartos¢ jest na zadawalajgcym nas
poziomie to nie dokonujemy zadnych zmian w strukturze filtru. Natomiast
gdy ten blad jest powyzej ustalonego przez nas progu, nastepuje procedura
zmiany warto$ci parametréw filtru wedlug okreslonej strategii. Blok ” Zmiana
struktury filtru” symbolizuje realizowana jedna z trzech zaproponowanych w
dalszej czesci pracy strategii wyboru struktury filtru odszumiajacego. '

Naszym zadaniem jest dobér takich warto$ci parametréw filtru N i
M, aby funkcja kosztu (4.4) nie przekraczala ustalonego z géry poziomu.
Jesli zostanie on przekroczony, dyskwalifikuje to strukture filtru dla tych
wartosci N i M. Elementem sterujacym w (4.4) jest oczywiécie mianownik,
ktéry zalezy od wspétczynnikéw Schura Zp. Dolozenie kazdego niezerowego

wspoOlczynnika powoduje zmniejszenie si¢ bledu Sredniokwadratowego
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wystarczajaco maty

Zmiana struktury
filtru

[KONIEC

Rysunek 4.3: Pojedyncza petla procesu filtracji odszumiajacej.

estymacji (3.67). Jest to réwnoznaczne ze zwiekszeniem pamieciowosci filtru
i/lub zmianie stopnia jego nieliniowoéci. Powoduje to zwiekszenie zlozonoéci

obliczeniowe;j filtru (zwlaszcza bloku dekorelujacego).

Pierwsza proponowana strategia zaklada, iz zmiana struktury filtru na-
stepuje tylko wtedy gdy zmiana bledu $redniokwadratowego estymacji, spo-

wodowanego zmiang parametréw filtru, jest odpowiednio duza.

Strategia 4.2.1. Niech F,(INy, M;) bedzie filtrem odszumiajacym o parame-
trach Ny i M;, ktérym odpowiada pewien zbiér wspdiczynnikéw Zp. Zmia-

na struktury i parametréow filtru do F,(N2, M3), ktéry generuje inny zbiér
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wspotczynnikéw “p, nastepuje gdy:
Fo(Ny, My) = Fo(No, Ma) & FK(Ny,My;NoyMy) <6 (4.5)

gdzie ¢ jest stalg rzeczywistg [10].

Zmiana wartosci parametru N na N +1 lub M na M +1 pociaga za soba
w ogélnym przypadku rozbudowe struktury filtru o sekcje wyznaczajace nie
jeden, a caly zbiér wspétczynnikéw “p. Nalezy tutaj zauwazyé, ze zmiana -

warto$ci N lub/i M moze powodowaé:

e Dodanie grupy wspélczynnikéw Zp, tzw. pelng aktualizacje liczby
wspoéiczynnikow. Jesli zmieniamy warto$ci N — N+1lub M — M+1
to, wykorzystujac nowe zakresy dla indekséw zgodnie z (3.3), doktada-
my takg liczbe wspéiczynnikéw jaka wynika z wzoru (4.3) przy zmianie
N lub/i M.

e Dodanie jednego lub kilku wspétczynnikéw “p, tzw. czesciowq aktuali-
zacje liczby wspolczynnikéw. Jesli zmieniamy wartoéci N — N +1 lub
M — M +1 to, wykorzystujac nowe zakresy dla indekséw zgodnie z
(3.3), wybieramy te z nich, ktére wedtug danej strategii sa optymalne.

Pelna aktualizacja, cho¢ mozliwa, wydaje si¢ mato efektywna, poniewaz tylko
cze$¢ nowych wspolczynnikéw moze poprawié w znaczacy sposéb estymate
sygnalu uzytecznego. Proponujemy strategie 'pojedynczych krokéw’, ktéra -
polega na zwigkszeniu o jeden liczby wsp6tczynnikéw ?p, wyznaczeniu funk-
cji kosztoéw i decyzji o wlaczeniu lub nie tegoz wspélczynnika do ogdlnego
rozwigzania filtracji odszumiajacej. Dolozenie nowego wspélczynnika Schura
nie wigze si¢ ze zmiang dotychczasowych wspéiczynnikéw *p, ze wzgledu na
ortogonalng realizacj¢ filtru odszumiajgcego. Algorytm postepowania przed-
stawia rysunek 4.6.

Zauwazmy, ze nie jest konieczne wyznaczenie calej nowej bazy ON, tylko
jej nowego elementu. Filtr F,(N;, M;) posiada LY v, = Ky (K +
1)/2 rotoréw w bloku dekorelujacym, gdzie Ky a wyraza sie¢ wzorem (4.3).
Wartos¢ funkcji kosztu (4.4) po dodaniu nowego wspélczynnika, ®ppeq, co jest
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réownowazne dodaniu K, a, + 1 rotoréw do bloku dekorelujacego, jest réwna

2 z }le}
FK(NI)MI; N27 M2) = KN . ‘ 'zp : |2 (4.6)
1,/M71 new

Wykorzystujac (4.6) i biorac pod uwage dyskusje przedstawions powyzei,

proponuje si¢ przyjecie nastepujacej strategii:

Strategia 4.2.2. Jedli K, u, oznacza ogdlng liczbe wspétezynnikéw *p dla
filtru Fo(Ny, My), to zwigkszenie liczby Ky, a, o jeden (dodanie nowego
wspotczynnika *pne,) , co odpowiada nowemu filtrowi F,(Ny, My), nastepuje
wtedy i tylko wtedy gdy:

<
(4.7)

2 =R
Fa(Nl,Ml) . Fa(N21M2) < FK(Nh Ml; N27M2) = KN M ) I:z:p - |2
1,M1 new

'Czegsciowa aktualizacja’ o wspblezynnik *p,,.,, moze byé wynikiem zaréw-
no zmiany N jak i M. Taki sposéb postepowania umozliwia systematyczne
przebadanie réznych wariantéw doboru parametréw N i M. Wybér do testo-
wania kolejnego wspélczynnika Schura uzalezniony jest oczywiscie od mak-
symalnej liczby K ar. W przypadku stosowania strategii 4.2.2 proponujemy,
aby:

e dla ustalonego M zwigkszaé parametr N az osiggniemy maksymalng
dopuszczalng wartoé¢ liczby K, as; inaczej méwiac sprawdzamy kolej-
no liniowe, bi-liniowe, tri-liniowe, itd. elementy bazy ON przestrzeni

estymacyjnej i wybieramy te dla, ktérych p,.,, spetnia (4.2.2)

Dobér wartosci parametréw filtru N i M koficzymy, gdy osiggniety zostanie
zalozony poziom bledu (3.66).
Rysunek 4.5 przedstawia proces uaktualniania struktury filtru odszumiajg-
cego o nowy wspotczynnik Zp,ey.

Druga mozliwa strategia wyboru kolejnego wspétczynnika, %p, a co za tym

idzie parametréw filtru IV i M, opiera sie na wyznaczeniu progu dla wartosci
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wspotczynnika Schura, ktéry kwalifikuje go do ogélnego rozwigzania. Regule
doboru zapisujemy jako:

Strategia 4.2.3. Zakladajac warto$¢ koricows sredniokwadratowego bledu
estymacji sygnalu uzytecznego ’Rl{vf"} oraz ogolng liczbe Ky, a, wspétczyn-
nikéw “p, dla istniejacego filtru odszumiajacego F,(N1, M;), wraz z odpowia-
dajacym mu bledem estymacji ’Rﬁfl}, dodanie nowego wspotczynnika, * ppeq,

co odpowiada zbudowaniu nowego filtru F,(N,, Ms), nastepuje gdy:

«x {M2} . R{Mk}
Fa(NhMl) = Fa(N27M2) And di il
Ky, — Ko 0

< [*pneu| (4.8)

Wzér (4.8) okredla, jak duzg warto$¢ bezwzgledna powinien mieé wspét-
czynnik ®pnew, aby wykorzystujac 'wolng moc obliczeniows’ (mianownik)
zmniejszy¢ biad estymacji do wartosci pozadanej (licznik). Zaklada sie tutaj
réwnomierne roztozenie ’ciezaru’ obnizania tegoz bledu przez kolejne wspél-
czynniki “p.

Stosujac zaproponowane strategie mozemy tak wyznaczy¢ Sciezke poszu-

kiwanl kolejnych wspotczynnikéw “p, aby eliminowaé z ogdlnego rozwigzania,
te, ktore beda miaty znikomy wplyw na obnizenie wartosci btedu estymacji
(3.66). Nie mozna poda¢ jednej $ciezki wyznaczania wspétczynnikéw. Kazda
konfiguracja sygnat zaszumiony - sygnal odniesienia jest specyficzna i wyma-
ga indywidualnego procesu decyzyjnego.
Latwo zauwazy¢, ze ze wzgledu na naklad obliczeniowy, nie jest wazne, czy
kolejnym obliczanym wspétczynnikiem Schura “p bedzie ten o wyzszym stop-
niu nieliniowosci, czy rzedzie pamieciowosci. W obu wypadkach dodawana
jest kolejna kolumna rotoréw w bloku dekorelujacym. Wynika to wprost z
ortogonalnej realizacji bloku dekorelujgcego.

Warto takze zaznaczyé, ze wybrany nowy wspétczynnik *p,e,, nie musi
by¢ tym pochodzacym z ’sgsiedztwa’ juz istniejacych wspélezynnikéw Schura.
Jezeli ostatni wyznaczony *p wynikal z filtru o np: N = 2, M = 3 to nowy
% Prnew moze wynikac z filtru o np: N =5, M = 10.
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4.3 Podsumowanie

W rozdziale tym zaprezentowano kryteria i strategie pozwalajace na dostoso-
wanie struktury filtru do wtasnoéci sygnaléw wejsciowych. Mogg one sterowaé
rzgdem filtru oraz stopniem jego nieliniowosci, tak by dzialat on efektywnie
(minimalizacja stosunku liczby operacji wykonywanych przez filtr do popra-
wy jakoSci odszumiania). Zastosowanie tych regul w duzym stopniu przybli-
za mozliwo$¢ implementacji zaproponowanych rozwigzai w systemach czasu
rzeczywistego.

Zaproponowane w tym rozdziale strategie stanowis przedmiot badar eks-
perymentalnych prezentowanych w rozdziale 5.
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Rysunek 4.4: Strategia 'pojedynczych krokéw’ w doborze wartosci parame-

trow filtru odszumiajgcego.
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Rysunek 4.5: Proces uaktualniania struktury filtru odszumiajacego.
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Rysunek 4.6: Strategia 'pojedynczych krokéw’ w doborze wartosci parame-

trow filtru odszumiajacego.
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Rozdzial 5

Badania eksperymentalne

ortogonalnej filtracji

odszumiajacej

W rozdziale 3 zaproponowalismy algorytmy ortogonalnej filtracji odszumia-
jacej sygnalow losowych wyzszych rzedow. Niniejszy rozdzial ma na celu
pokazanie dzialania opisanych algorytmoéw, dzialajacych na rzeczywistych
prébkach sygnaléow oraz sposobu ich zachowania w réznych warunkach, jak
réwniez symulacyjng weryfikacje strategii doboru struktury filtru, opisanych
w rozdziale 4. Wszystkie badania byly realizowane przy pomocy adaptacyj-
nych wersji zaproponowanych algorytméw (dzialajacych na prébkach sygna-
tu). Przeprowadzone symulacje zrealizowano w systemie MATLAB 6.0 1.

5.1 Metodologia badani

Przeprowadzone badania mozna podzieli¢ na nastepujace grupy tematyczne:
1. dekorelacja sygnatéw losowych wyzszych rzedéw

2. odszumianie

lwersja licencyjna udostepniana przez WCSS, Politechnika Wroclawska.
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3. adaptacyjna zmiana wartoSci parametréow filtru odszumiajgcego

Dla kazdej grupy przeprowadzono szereg symulacji majacych na celu wery-
fikacje poprawnosci oraz oceng jakosci dziatania zaproponowanych algoryt-
méw. Do oceny jakoSciowej procedury odszumiania przyjeto wskaznik, ktory
jest stosunkiem wariancji sygnatu zaklcajacego przed filtracjg |ny; >7 do
wariancji tegoz sygnatu po filtracji |ng; >

I Ings > |1

MJO(N, M) = 10l

[dB] (5.1)

(MJO - Miara Jakoéci Odszumiania).

Miara ta méwi o poprawie wartoéci stosunku sygnal-szum na skutek proce-
su filtracji odszumiajacej. Miara jest zalezna od wartosci parametrow filtru
odszumiajacego N i M. Im warto§¢ wyrazenia (5.1) jest wieksza tym lepsza

jest jako$¢ procesu odszumiania.

5.2 Dekorelacja sygnaléw wyzszych rzedow

W czedci tej chcemy pokazaé, dla zaproponownych sygnatéw testowych, po-
prawno$é¢ dziatania bloku dekorelujacego filtru odszumiajacego. Jak zostato
powiedziane wczeéniej, wynikiem dzialania tego bloku jest baza ortonormal-
na (3.19). Charakteryzuje si¢ ona wiasnoscia

E{rf,l"""""rgl""’j"} _ ldlaw=qAix=7k, k=1,...,w (52)

0 w przeciwnym przypadku

Uogdlniona, wielowymiarowa macierz Grama elementéw bazy ortonormalnej
powinna wiec byé macierzg jednostkowa. Dekorelacja sygnalu wejsciowego
oznacza, iz autokowariancje m — tego stopnia (2 < m < 2M)powinny dazy¢
do delty Kroneckera wraz ze wzrostem rzedu filtru.

Jako sygnatu testowego, stuzacego do pokazania dzialania bloku dekore-
lujacego uzyto szumu pasmowego, ktérego rozkiad prawdopodobienstwa, jest
funkcja niesymetryczna (zapewnia to istnienie nieparzystych statystyk sygna-
tu). Macierz autokowariancji 2-go stopnia tego sygnalu, dla maksymalnego
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opdznienia réwnego 40, przedstawiona jest na wykresie 5.1 Na wykresach

Rysunek 5.1: Macierz autokowariancji 2-go stopnia dla szumu pasmowego.

5.2 oraz 5.3 przedstawiono tg samg funkcje autokowariancji dla sygnalu po
przejsciu przez blok dekorelujacy. Zwigkszenie dlugosci bloku dekorelujace-

Rysunek 5.2: Macierz autokowariancji 2-go stopnia szumu pasmowego po
dekorelacji - (N=10, M=1).

go ma wplyw na poziom dekorelacji sygnalu. Im blok ten uzywa dluzszej

historii sygnatu wejsciowego, tym bardziej zdekorelowany jest sygnal na jego
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Rysunek 5.3: Macierz autokowariancji szumu pasmowego po dekorelacji -
(N=40, M=1).

wyjsciu. Inaczej méwiac macierz autokorelacji staje si¢ macierza jednostkowa
wraz ze wzrostem rzedu bloku dekorelujacego. Rozpatrujac te¢ sama sytuacje
w dziedzinie czestotliwosci dekorelacja sygnatu oznacza poszerzenie jego pa-

sma. Ilustruje to wykres 5.4 Zwiekszenie pamieciowosci bloku dekorelujacego

widmowa gestosc mocy [dB]

Rysunek 5.4: Widmowa gesto$¢ mocy: 'czarny’ - sygnal oryginalny, 'czerwo-
ny’ - sygnal po dekorelacji (N=10, M=1), 'niebieski’ - sygnat po dekorelacji
(N=40, M=1).

powoduje wybielanie sygnalu wyjsciowego (poszerzenie jego widma). Catko-
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wite wybielenie sygnalu oznacza jego peilng dekorelacje.

Liniowy blok dekorelujacy pozwala na dekorelacje sygnatu tylko ze wzgle-
du na jego statystyki drugiego rzedu. Chcac uzyskaé¢ dekorelacje sygnatu dla
jego statystyk wyzszych rzedéw niz dwa konieczne jest zastosowanie nieli-
niowego bloku dekorelujacego. W prezentowanych symulacjach ograniczamy
sie do przypadku kiedy M = 2. Na uzytek pracy zaproponowano sposéb
prezentacji statystyk (momentéw wlasnych) sygnatu, widoczny na rysunku

5.5. Rozpatrzmy sygnal szumu pasmowego, ktory posiada niezerowe momen-

Rysunek 5.5: Sposéb prezentacji statystyk wyzszego rzedu na ptaszczyznie.

ty wlasne trzeciego i czwartego rzedu. Przedstawia to wykres 5.6. Sygnal ten

Rysunek 5.6: Macierz kowariancji pasmowego sygnatu szumowego (N=40,
M=2).

poddano dekorelacji uzywajac bloku liniowego i nieliniowego (M=2). Wyniki

prezentujg zamieszczone rysunki. Blok liniowy (rysunek 5.7) nie dekoreluje
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Rysunek 5.7: Macierz kowariancji pasmowego sygnalu szumowego czwartego

rzedu po dekorelacji liniowej (N=40, M=1).

084 )
o
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Rysunek 5.8: Macierz kowariancji pasmowego sygnaltu szumowego czwartego

rzedu po dekorelacji nieliniowej (N=40, M=2).

sygnalu w sensie statystyk trzeciego i czwartego rzedu. Jest to mozliwe przy
uzyciu nieliniowego bloku dekorelujacego, ktéry wykorzystuje te momenty.
Zastosowano blok o parametrach N = 40, M = 2 (rysunek 5.8). Pozwolil on
na wyzerowanie w znacznym stopniu momentéw trzeciego i czwartego rzedu.

Wyraznie widaé, iz po uzyciu nieliniowego bloku dekorelujacego macierz
kowariancji wyzszych rzedow jest bardziej zblizona do macierzy jednostkowej
(pelniejsze wybielenie) niz w przypadku liniowym.

Podsumowujgc te cze$¢ badan mozna stwierdzié, iz:
e zastosowanie filtru liniowego nie dekoreluje statystyk wyzszych rzedow
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sygnaléw niegaussowskich, pozadany efekt uzyskuje sie stosujac nieli-
niowy blok dekorelujacy

e pelna dekorelacja sygnalu wymaga uzycia bloku o duzych warto$ciach

parametréw N i M, co wplywa na ztozono$¢ obliczeniows ukladu

e zlozonosé bloku dekorelujacego powinna by¢ dostosowana do wlasciwo-
éci statystycznych sygnalu wejsciowego (sygnaly o rozkladzie gaussow-

skim - blok liniowy, rozktady niesymetryczne - blok nieliniowy)

5.3 Filtracja odszumiajgca

Drugi etap przeprowadzonych badan obejmowal filtracje odszumiajaca
(sprawdzenie poprawno$ci dzialania calego filtru odszumiajacego). Zapro-
ponowano model sytuacji rzeczywistej, w ktérej moze dzialaé filtr. Przed- -

stawiony on jest na rysunku (5.9). Sygnal zaklécajacy n(t) podawany jest

xt) )

!
UM TS
G odszumiajacy |

n(l

Rysunek 5.9: Model sytuacji filtracji odszumiajacej.

na wejécie bloku dekorelujacego. Sygnal uzyteczny z(t) zaklécony przez n'(t)
stanowi wejscie dla bloku estymujacego sygnal wyjsciowy &(t). Blok przejscia
G realizuje mozliwe w rzeczywistych warunkach opdznienie oraz wzmocnienie
sygnatu n(t).

Wykres na rysunku 5.10 przedstawia oryginalny sygnat x(t). Jest to sy-
gnal mowy, glos meski. Sygnal oryginalny zostal zaktécony przez szum dol-

nopasmowy, ktérego widmowa gestos¢ mocy przedstawiona jest na wykresie
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Rysunek 5.11: Widmowa, gesto$¢ mocy sygnatu oryginalnego.
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Rysunek 5.12: Widmowa gesto$¢ mocy sygnatu zakldcajacego.

5.12. Pasma sygnalu oryginalnego i zaklécajacego pokrywajg sie. Wykresy

5.13 oraz 5.14 przedstawiajg sygnal zaklécony w dziedzinie czasu i czesto-
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tliwodci. Zaklécenie jest addytywne. Dodatkowo zostalo ono opéznione i

wzmocnione przez uktad liniowy G 5.9. Sygnal zaszumiony wprowadzono

ampiituda
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Rysunek 5.13: Sygnal zaszumiony.
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Rysunek 5.14: Widmowa. gesto$¢ mocy sygnalu zaszumionego.

na ortogonalny liniowy filtr odszumiajacy. Wykresy 5.15 i 5.16 pokazuja
efekt dziatania filtru w dziedzinie czasu i czestotliwoéci. Miara jakosci od-
szumiania = 8dB. Zwiekszajac dlugoéé filtru uzyskano MJO = 10dB, ale
wymagalo to uzycia filtru o N = 40. Dalsze zwigkszanie rzedu filtru nie
poprawialo wartosci M JO. Filtr liniowy eliminuje tylko liniows, cze$é zaklo-
cenia. Nieliniowa pozostaje, co powoduje niewystarczajaca jakos¢ estymato-
ra sygnalu oryginalnego. Wnioskujemy z tego, ze dodanie czedci nieliniowej
do filtru odszumiajacego powinno poprawi¢ estymate sygnalu uzytecznego
(zwigkszy¢ wartos¢ M JO).
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Rysunek 5.15: Sygnal po odszumieniu (N=20, M=1).
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Rysunek 5.16: Widmowa gesto$é mocy sygnalu po odszumieniu (N=20,
M=1).

W drugiej symulacji ten sam sygnalv zaszumiony zostal podany na orto-
gonalny nieliniowy filtr odszumiajacy. Wykresy 5.17 i 5.18 pokazuja efekt
dzialania odszumiajacego filtru nieliniowego (M = 2). Dla tego przypad-
ku miara jako$ci odszumiania = 14dB. Wida¢ tutaj poprawe tej wartosci w
stosunku do filtru liniowego. Mozemy stwierdzié, ze dopiero zastosowanie cze-
éci nieliniowej w filtrze odszumiajgcym pozwolilo na wyeliminowanie czesci '
zakldcenia, ktorej filtr liniowy nie byl w stanie odfiltrowac .

Oprécz sygnalu mowy, jako sygnatu uzytecznego, do testéw wykorzystano
telekomunikacyjny sygnal cyfrowy z modulacjg MSK 5.19. Sygnal zakldca-
jacy byt sygnalem pasmowym, o niesymetrycznej funkcji rozktadu prawdo-
podobiefistwa. Pasma sygnatu oryginalnego i zaklécajacego pokrywaty sie.
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Rysunek 5.17: Sygnal po filtracji odszumiajacej filtrem nieliniowym (N=10,
M=2).
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Rysunek 5.18: Widmowa gesto§¢ mocy sygnatu odszumionego filtrem nieli-
niowym (N=10, M=2). |

Wykres 1Q dla sygnalu zakiGconego przedstawia rysunek 5.20. Jak widaé
nie jest mozliwa poprawna demodulacja sygnalu uzytecznego z powodu za-
szumienia. Wykresy 1Q 5.21 pokazuje sygnat po odszumieniu. Zastosowano
tutaj filtr nieliniowy stopnia M = 2 i rzedzie N = 7. Uzyskana wartos¢
MJO = 10dB pozwolitla na poprawng demodulacje sygnatlu zakiéconego.
Swiadczy to o mozliwosci zastosowania opracowanych algorytméw do usuwa-
nia zaklécen addytywnych dla sygnaléw telekomunikacyjnych.

Podsumowujac te cze$é badan mozna stwierdzi¢, iz:

e Filtr liniowy eliminuje tylko liniowa czes¢ zakldcenia.
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Rysunek 5.20: Wykres 1Q dla sygnalu telekomunikacyjnego - sygnat zaszu-

miony.

e Otrzymywane warto$ci ttumienia zaklécenia $cisle zalezg od wartoéci

parametréw filtru.

e Kluczowym staje sie dobér wartosci parametréw filtru odszumiajacego,
tak aby dzialal on efektywnie (N i M).

e Wykorzystujac zaproponowane w rozdzialach poprzednich algorytmy
filtracji odszumiajacej, mozliwa jest eliminacja zakldcen dla réznych

klas sygnatéw (sygnal mowy, sygnaly telekomunikacyjne)
e zaproponowane algorytmy filtracji odszumiajacej sa konkurencyjne wo-
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Rysunek 5.21: Wykres IQ dla sygnatu telekomunikacyjnego po odszumieniu
filtrem nieliniowym.

bec innych metod eliminacji zaktécen, ktére pozwalaja na osiagniecie
tlumienia szuméw na poziomie: 12dB [52], 10dB (Texas Instrument -

samochodowy system glo§noméwiacy), 10dB [55].

5.4 Strategie wyznaczania parametréw filtru
odszumiajgcego

Trzecia czeéé przeprowadzonych badan obejmowala sprawdzenie skuteczno-
§ci dzialania zaproponowanych wezesniej strategii adaptacyjnej rozbudowy
struktury filtru, tak aby uzyskaé¢ maksymalng poprawe jakos$ci estymowane-
go sygnatu przy jak najmniejszym zwigkszeniu nakladu obliczeniowego z tym
zwigzanym. Inaczej méwiac, na podstawie zaproponowanej funkcji kosztéw
(4.4), dokonywany byl wybér parametrow filtru i sprawdzana jakos¢ filtracji
odszumiajacej. '
Rozpatrzono nieliniowy filtr odszumiajacy o parametrach N = 10, M =3.
Blok dekorelujacy takiego filtru sklada sig z 40755 elementarnych sekcji,
natomiast blok estymujacy posiada 284 sekcji. Wyliczone w czasie filtracji
wspblczynniki *p przedstawia rysunek 5.22. Wykres na rysunku 5.23 pokazuje
funkcje kosztéw (4.4) dla tegoz filtru, ktéra zmienia si¢ w czasie. Kazdy nowy
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Rysunek 5.22: Wspolczynniki *p dla filtru odszumiajgcego o parametrach

(N=10, M=3).
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Rysunek 5.23: Funkcja kosztéw dla filtru odszumiajacego o parametrach

(N=10, M=3).

element *p wprowadza zmniejszenie si¢ bledu sredniokwadratowego estyma-

cji. Duze wartosci

na wykresie oznaczajg malg zmiane *Ryp W stosunku
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do przyrostu potrzebnych naktadéw obliczeniowych na jej uzyskanie. Wy-
korzystujac kryterium (4.2.2) shuzace wyborowi wartosci parametréw filtru
(wyborowi wspdtezynnikéw *p) i przyjmujac przykladowo wartos¢ parametru
§ = 100, wybrano dla kazdej chwili czasu ogélng liczbe sekcji dla bloku esty-

mujacego pokazang na wykresie 5.24. Wida¢ tutaj jak wraz z czasem zmienia
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Rysunek 5.24: Liczba sekcji bloku estymujacego dla strategii 4.2.2.

sie ztozonos¢ struktury filtru. Male wartosci oznaczaja strukturg o mniejszej
liczbie elementarnych sekcji estymujacych. Przeklada si¢ to w prosty sposob
na wielkoéé bloku dekorelujacego, ktérego wielko$é jest proporcjonalna do
wielkoéci bloku estymujacego. Im w danej chwili czasu mniejsza warto$¢ na
wykresie 5.24, tym mniej zasobéw jest potrzebnych do estymowania sygnatu
uzytecznego.

Do oceny jakoéci odszumiania wykorzystano miare (5.1). Otrzymano po-
prawe stosunku sygnal-szum na poziomie MJO = 13dB. Jest to wynik gorszy
o okoto 1dB od odszumiania dokonanego filtrem niezoptymalizowanym. Dla
przedstawionego fragmentu sygnatu nalezato wykonaé lacznie 40755+10° ope-
racji rotacji hiperbolicznych (liczba sekcji bloku dekorelujacego razy ilo§¢ pro-
bek sygnatu wejsciowego) dla filtru niezoptymalizowanego oraz 16932 102 dla

filtru zoptymalizowanego. Oznacza to wykonanie ponad 2.4 raza mniej ope-
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racji w przypadku doboru wartosci parametréw filtru odszumiajacego przy
utracie poprawy jakosci sygnatu uzytecznego na poziomie 1dB.
Przeprowadzone symulacje dla strategii 4.2.2 pozwalaja na wysuniecie

nastepujacych wnioskéw:

o Im wieksza jest warto$¢ parametru d to wspdtczynniki *p o mniejszych
warto$ciach wchodzg do rozwigzania filtracji. Przy skoficzonych zaso-
bach obliczeniowych oznacza to, iz osiggnieta wartos$é btedu estymacji
(przy wykorzystaniu calej mocy obliczeniowej) bedzie wicksza w przy-

padku wiekszego 4.

e Gdy parametr § bedzie zbyt maty, w skrajnym przypadku zaden wspél- -
czynnik ®p moze nie zosta¢ wybrany i wtedy nie nastapi poprawa sto-
sunku sygnal/szum dla sygnatu filtrowanego.

e Wraz ze wzrostem liczby wspotczynnikéw *p wchodzacych do rozwig-
zania kryterium wyboru dla nastepnego jest tagodniejsze. Wynika to z
rosnacego K, oraz z malejacej wartosci Ry u.

Analogiczna symulacja zostala przeprowadzona dla drugiej zaproponowa-
nej wezesniej strategii doboru parametréw filtru (4.2.3). Zalozono osiggniecie
wartosci bledu Sredniokwadratowego “Ry,» na poziomie takim samym jak
w przypadku poprzedniej, prezentowanej symulacji. Wykres na rysunku 5.25
pokazuje wybrane wedtug tego kxyteriuin liczby sekcji bloku estymujacego w
czasie. Mozna zaobserwowacé jak wraz z czasem zmienia, si¢ zlozono§é struk-
tury filtru. Male wartoSci oznaczajg strukture o mniejszej liczbie elementar-
nych sekcji estymujacych. Przeklada sie to w prosty sposéb na wielko$é bloku
dekorelujacego, ktorego wielko$¢ jest proporcjonalna do wielko$ci blokﬁ esty-
mujacego. Im w danej chwili czasu mniejsza warto$¢ na wykresie 5.24, tym
mniej zasobow jest potrzebnych do estymowania sygnalu uzytecznego. Jest
to analogiczna obserwacja jak w przypadku strategii 4.2.2.

Miara, jakosci odszumiania MJO = 12.5 pokazuje, iz strategia 4.2.3 dla
przedstawionej symulacji, daje poréwnywalne rezultaty do strategii 4.2.2.
L.aczna liczba rotacji hiperbolicznych w tym przypadku réwna jest 6937+ 102,
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Rysunek 5.25: Liczba sekcji bloku estymujacego dla strategii 4.2.3.

Wykonanych zostalo wiec 5.8 raza mniej operacji niz w przypadku filtru nie-
zoptymalizowanego i 2.4 razy mniej niz dla filtru wybranego wedlug kryte- .
rium 4.2.2. Oznacza to, ze strategia 4.2.3 okazala si¢ najlepsza (minimalna
liczba obliczen przy poréwnywalnej jakoSci odszumiania) dla badanego sy-
gnalu.

Przeprowadzone symulacje dla strategii 4.2.3 pozwalaja na wysuniecie

nastepujacych wnioskow:

e Gdy wybierzemy zbyt mata wartosé docelows, bledu éredniokwadrato-
wego “Ry, m, to w skrajnym przypadku Zaden wspdlczynnik ®p nie
wejdzie do rozwigzania. Skutkuje to brakiem poprawy stosunku sy-
gnal/szum dla sygnatu filtrowanego.

e Wybor wspdtezynnika *p do rozwigzania filtracji powoduje, ze wartosc
co do moduhlu kazdego nastepnego musi by¢ co najwyzej réwna po-
przedniemu, aby zostal on dotozony do rozwigzania. Inaczej mowiac
im wigksza co do modutu warto§¢ wybranego wspélczynnika tym la-
godniejsze kryterium wyboru dla nastepnych wspoétczynnikow.
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5.5 Podsumowanie

W rozdziale tym zostaly zaprezentowane najwazniejsze wyniki badar symula-
cyjnych dotyczacych ortogonalnej filtracji odszumiajacej sygnaléw losowych
wyzszych rzedéw. W pierwszej czedci pokazano dzialanie bloku dekorelujgce-
go filtru odszumiajacego. Na podstawie otrzymanych wynikéw mozna stwier-

dzié, ze:
e filtr liniowy dekoreluje tylko statystyki 2-go stopnia

e przy uzyciu filtru nieliniowego stopnia M dekorelacji poddawany jest

sygnal ze wzgledu na statystyki do 2M-tego stopnia wigcznie

e efektywnos¢ procesu dekorelacji (stopienr wybielenia sygnatu) rognie

wraz z rzedem filtru

e widmowa gesto$¢ mocy sygnatu zdekorelowanego (sygnatu innowacyj-

nego) dazy, wraz ze wzrostem rzedu filtru, do widma szumu bialego

W drugiej czesci tego rozdziatu przedstawiono niektére symulacje komputero-
we, obrazujace dzialanie catego filtru odszumiajacego. Po przeprowadzonych

badaniach mozna stwierdzic, ze:

e zaréwno dla sygnaléw mowy jak i telekomunikacyjnych zaproponowa-
ne algorytmy filtracji odszumiajqéej pozwalaly na poprawe stosunku
sygnal-szum na poziomie okoto 12dB, co jest rozwigzaniem konkuren-
cyjnym do innych opisanych w literaturze [52], [55] i stosowanych ko-

mercyjnie (Texas Instruments)

e poprawa stosunku sygnal-szum zalezy bezposrednio od wyboru bazy
ON (wspélczynnikéw Zp), wyznaczonej w procesie dekorelacji; laczy

sie to w oczywisty sposdb z rzedem i stopniem nieliniowo$ci filtru

e mozliwa jest optymalizacja parametréw filtru (wybdr elementéw bazy
ON), ktéra pozwala na osiagniecie pozadanego stopnia bledu estyma-
cji przy mniejszej liczbie obliczenn niz w przypadku pelnej bazy ON;
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oznacza, to oszczednodé zasobéw obliczeniowych i pamieciowych filtru,

co jest rownoznaczne z obnizeniem kosztéw filtracji

e zaproponowane strategie doboru parametréw filtru odszumiajacego po-
zwalajg w znacznym stopniu redukowaé naklad obliczeniowy zwigzany

z filtracja, przy braku pogorszenia jakosci samego procesu estymacji

e zaprezentowane strategie dziatajg na prébkach sygnatu i mogg by¢é cze-

$cig systeméw odszumiajacych dzialajacych w czasie rzeczywistym
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Rozdziat 6
Podsumowanie

Celem niniejszej pracy bylo rozwigzanie problemu oraz opracowanie algo-

rytméw nieliniowej filtracji odszumiajacej dla sygnatéw wyzszych rzedéw.

W poszcezegélnych rozdziatach tej pracy uzyskano nastepujace wyniki:

e Przedstawiono rozwigzanie, dla dowolnego rzedu pamigciowosci i stop-
nia nieliniowo$ci, problemu adaptacyjnej filtracji odszumiajacej sygna-
téw losowych wyzszych rzedéw, jako uogélnienie problemu filtracji od-
szumiajacej sygnalow losowych drugiego rzedu

e Zaproponowano strukture nieliniowego ortogonalnego filtru odszumia-
jacego z podziatem na dwa bloki: dekorelujacy oraz estymujacy sygnal
uzyteczny. Ze wzgledu na ortogonalng realizacje filtru, jego struktura
moze by¢ rozbudowywana bez konieczno$ci wyznaczania wsp6iczynni-

kow filtru dla czesci istniejgcej przed rozbudows.

e Zaprezentowano wersje aplikacyjng algorytmu ortogonalne;j filtracji od-
szumiajace], dziatajaca na szeregach czasowych. Umozliwia to jego uzy-

cie w systemach dziatajacych w czasie rzeczywistym.

e Zaprezentowano kryteria i strategie pozwalajace na dostosowanie struk-

tury filtru odszumiajacego do wlasnosci sygnaléw wejsciowych. Strate-
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gie te pozwalajg na obnizenie stopnia zlozonosci obliczeniowej filtracji

odszumiajacej.

e Zaproponowane algorytmy filtracji odszumiajacej poddano wnikliwym
badaniom symulacyjnym. Wykorzystano sygnaly mowy oraz telekomu-
nikacyjne z modulacjag MSK jako sygnaly uzyteczne. W obu przypad-
kach poprawa stosunku sygnal/szum byla na poziomie okolo 12dB.
Swiadczy to o mozliwosci zastosowania zaproponowanych algorytméw

w réznych galeziach cyfrowego przetwarzania sygnaléw.

e Przeprowadzono badania symulacyjne filtracji odszumiajgcej uwzgled-
niajace wybér struktury filtru odszumiajacego na podstawie zapropo-
nowanych w tej pracy strategii. Ich uzycie nie powoduje pogorszenia
jakosci filtracji odszumiajacej, natomiast pozwala na zmniejszenie po-

trzebnych do filtracji zasobéw obliczeniowych.

Wyzej wymienione wyniki tej pracy sa, w przekonaniu autora, podstaws
do stwierdzenia, ze postawione w rozdziale 1 cele i zadania pracy zostaly

osiggniete, poniewaz:

e przedstawiono problem filtracji odszumiajacej ze wzgledu na minimali-
zacje bledu Sredniokwadratowego estymacji dla sygnaléw gaussowskich

i niegaussowskich

e zaproponowano algorytmy dekorelacji sygnatéw losowych wyzszych rze-
déw dla sygnaléw niestacjonarnych, stacjonarnych oraz dla szeregéw
czasowych wyzszych rzedéw, co umozliwilo realizacje bloku dekorelu-

jacego filtru odszumiajacego

e zaproponowano adaptacyjny algorytm umozliwiajacy eliminacje zaklo-
cen dla sygnaléw losowych posiadajacych niezerowe statystyki rzedow
wyzszych niz 2

e zaproponowano strategie doboru parametréw nieliniowego ortogonalne-
go filtru odszumiajacego, w celu maksymalizacji stosunku jakosci od-

szumiania do zlozono$ci obliczeniowej filtracji

101



e przeprowadzono badania symulacyjne wszystkich zaproponowanych w

tej pracy algorytmoéw i zweryfikowano ich dzialanie

Rezultaty uzyskane w tej pracy pozwalaja na wyciagniecie nastepujacych

wnioskow:

e Optymalng w sensie Sredniokwadratowym filtracje odszumiajaca sy-
gnatu losowego wyzszego rzedu mozna realizowaé poprzez ortogonalne
rozwiniecie w wielowymiarowy szereg Fouriera sygnaléw wyzszych rze-

dow.

o Efektywne metody budowy omawianych nieliniowych filtréw odszumia-
jacych otrzymuje si¢ jako nieliniowe uogélnienie rekurencyjnych metod

geometrycznych, stosowanych przy podejsciu liniowym.

e Zaprezentowane algorytmy filtracji odszumiajacej sg adekwatne dla fil-
trowanych sygnaléw niestacjonarnych i stacjonarnych wyzszych rze-

dow.

e Zaproponowane algorytmy filtracji odszumiajgcej majg wlasnosci ad-
aptacyjne w czasie. Umozliwia to ich zastosowanie w zmieniajgcych sie
warunkach rzeczywistych.

e Struktura zaproponowanych filtréw odszumiajgcych umozliwia ich la-
twa rozbudowe. Wykorzystujac strategie doboru wartosci parametréw
filtru odszumiajacego mozna efektywnie wykorzystywaé zasoby oblicze-

niowe filtru podczas procesu odszumiania.

Zaproponowane w pracy algorytmy nieliniowej ortogonalnej filtracji od-

szumiajgcej umozliwiaja:

e eliminacje zakt6cen dla sygnatéw niestacjonarnych i stacjonarnych wyz-

szych rzedow

o efektywne budowanie struktur filtréw na podstawie rekurencyjnych al-
gorytméw geometrycznych
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e dostosowanie struktury filtru do warunkéw rzeczywistych (rodzaju sy-
gnatu losowego) poprzez dobér stopnia nieliniowosci filtru oraz rzedu

jego pamieciowosci

e sterowanie wielkoScig bledu estymacji sygnalu uzytecznego poprzez

zmiane zlozonodci struktury filtru w trakcie jego dzialania

Przedstawione wyzej wnioski i konkluzje pozwalajg na stwierdzenie, iz w
przekonaniu autora, teza pracy zostala wykazana, a postawione przed nia
cele osiggnigte, jak rowniez to, ze do osiggnie¢ oryginalnych pracy mozna

zaliczy¢:

e uogdlnienie algorytméw ortogonalnej liniowej $redniokwadratowej fil-
tracji odszumiajacej na przypadek nieliniowy, co umozliwia filtracje

sygnalow o niegaussowskiej funkcji gestosci prawdopodobiefistwa

e zaproponowanie strategii optymalizacji parametréw filtru odszumiajg-
cego pod wzgledem poprawy jakosci odszumiania do iloéci potrzebnych

do tego zasobdw obliczeniowych i pamieciowych filtru

e przeprowadzenie badan dotyczacych dekorelacji i filtracji odszumiajgcej
sygnaléw wyzszych rzedéw, co daje podstawy dla realizacji sprzetowej

zaproponowanych algorytmow

e przeprowadzenie symulacji zaproponowanych strategii wyboru wartosci
parametréw filtru odszumiajacego, ktére potwierdzajg ich przydatnosé
w procesie filtracji odszumiajacej (minimalizacja naktadéw obliczenio-

wych podczas filtracji)

6.1 Kierunki dalszych badan

Osiagniete w pracy wyniki i przeprowadzone badania pozwalajg okresli¢ przy-
kladowe kierunki dalszych badan, ktérymi mogg byé:
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e Sprzetowa realizacja zaproponowanych algorytméw - pojawiajg sie tu-
taj zagadnienia zwigzane z rozdzielczoscig przetwornikéw analogowo-

cyfrowych, doktadnoscig obliczeniows.

Opracowanie metod eliminacji zaklécen dla pél losowych (obrazéw).
W dobie multimediéw obraz stal si¢ bardzo wazng formg przekazu in-
formacji. Skuteczne metody eliminacji zaklécen jakie mogs sie w nim

pojawié¢, sa koniecznoscig i wyzwaniem dla badaczy.

Wykorzystanie przedstawionej idei filtracji ortogonalnej do élepej sepa-
racji sygnaléw losowych, ktéra to metoda jest szeroko wykorzystywana
w wielu réznorodnych systemach telekomunikacji cyfrowej.

Zastosowanie przedstawionych rozwigzan do eliminacji echa (odbié).
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Dodatek A

Wielowymiarowe nieliniowe

filtry Volterry-Wienera

Niech [57] 1, .., Vin beda liniowymi przestrzeniami metrycznymi z elemen-
tami y® € Vi, k=1,...,m.

Definicja A.l. Odwzorowanie N[y®,...,y™)] bedziemy nazywaé m-
liniowym jesli N jest liniowe w stosunku do kaidego y* (kiedy pozostale
y®, ik sq stale).

Na przyktad,

Ny®,...,y™ = Y ail,...,imygll)"'yzg:) (A1)

21000ytm=0

bedzie funkcjonalem m-liniowym.

Definicja A.2. Odwzorowanie N bedzie nazywane jednorodnym stopnia m

jesli dla dowolnego skalaru o

Nlay] = a™Nly] (A2)
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Mozna zaobserwowac, ze funkcjonat

N[y(l)a ) y(m)]ly(1)=...=y(m)=y = Nm[}’] (A3)

jest jednorodny stopnia m.

Definicja A.3. Odwzorowanie jednorodne stopnia m, bedzie nazywane re-
gularnym jesli jedro ai, ... i, jfzst symetryczne wzgledem kazdego argumentu.
Oznacza to, ze jesli mi,,... i, oznacza kazdg permutacje argumentow i1, . .. ,im
to

@iy, im = Oy (A.4)
Definicja A.4. Odwzorowanie regularne, jednorodne, stopnia m, bedzie na-

zywane Regularnym Funkcjonatem Volterry (RFV) stopnia m
Valyitl= Y Gipimis - - - Yim (A.5)
21,000yt =0
jesli jedro:
1. jest symetryczne wzgledem %1, ...,%n dla kaZdegot € T,

2. jest przyczynowe; tj., Qi ... in = 0 dla kaidegoi, >t, p=1,...,m.

Definicja A.5. Skoriczona suma odwzorowan regularnych, jednorodnych,
RFV :

M
Guly] = D Nnly] (A.6)

m=0
bedzie nazywana Regularnym Wielomianem Funkcjonalnym (RWF) stopnia
M.

Definicja A.6. Rozwazmy t € T jako zmienng. Wtedy

Gulyifl = 3 Vilys (A7)

m=0
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bedzie nazywane Regularnym Wielomianem Funkcjonalnym Volterry

(RWFYV), lub regularnym operatorem Volterry, stopnia M.

Twierdzenie A.l. [32] Niech F bedzie ciaglym funkcjonalem na Cla,b].
Woéwezas moze on by¢ reprezentowany na kazdym ograniczonym podzbiorze
jako granica

Fly] = lim Gu[y] (A-8)

Stad wynika, ze RWF tworza przeliczalny, wszedzie gesty zbiér w prze-
strzeni funkcjonaléw cigglych tak, ze przestrzen ta jest osrodkowa.
Zaldzmy, ze odwzorowanie F jest analityczne w sensie Frecheta lub Gateaux

[67]. Wtedy F moze by¢ rozwinigte w jednostajnie zbiezny szereg Volterry
Fly;1] = lim Galy;?] (A.9)

Dla F € L, ten rodzaj rozwiniecia moze byé wprowadzony poprzez orto-
gonalizacje Gramma-Schmidta przeliczalnej bazy Volterry (A.7) oraz wzgle-
dem iloczynu skalarnego indukowanego przez przestrzen probabilistyczng
Ly(2, R, ). Ortogonalizacja tej bazy bedzie owocowaé utworzeniem prze- -
liczalnego, zupelnego, ortonormalnego (ON) zbioru {Wy; M = 1,2,...}
(t.j., bazy ON przestrzeni F operatoréw Lg) [69], co prowadzi do nastepuja-
cej dekompozycji ortogonalnej

F = &31-15pan{ W} (A.10)

gdzie (Wpr, W) = 0m,n, (0p,v 0znacza delte Kroneckera). Kazdy element
W s bedzie rozpinal ortogonalng podprzestrzeni z elementami bedacymi wie-
lowymiarowymi ortogonalnymi filtrami stopnia M klasy Volterry-Wienera
[62]. Stad, kazdy filtr F € L, moze by¢ reprezentowany w postaci rozwiniecia
ON w szereg typu Wienera

F=Y (F,Wy)Wa (A.11)

i

ktére jest w istocie wielowymiarowym funkcjonalnym szeregiem Fouriera
,(F, W) stanowigcym uogélnione wielowymiarowe jadra Fouriera [77, 78].
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