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Rozdzial 1
Wstep

1.1. Wprowadzenie

Punkt plaszczyzny, ktorego wspolrzgdne sa liczbami catkowitymi nazywamy punktem
kratowym. Zbioér wszystkich punktow kratowych nazywamy kratq kwadratowq. Niezwykty
jest fakt, ze ten prosty zbidr punktow plaszczyzny od wiekow jest w centrum zainteresowan
wielu znakomitych matematykow. Juz Gauss w 1831 r. interpretowal niektére wyniki w
jezyku kraty. Punkty kratowe na stale zagoscity w matematyce wraz z pracami
Minkowskiego, kiedy to wiele interesujacych i waznych wilasnosci liczb catkowitych byto
odkrytych wlasnie przy okazji badania kraty kwadratowej. Badania Minkowskiego
zwienczone wydaniem ksiazki [24] doprowadzily do powstania w 1896 r. dzialu matematyki
zwanego geometria liczb. Sztandarowym rezultatem Minkowskiego jest twierdzenie, ktére w
wersji planarnej mozna wystowi¢ w nastgpujacy sposéb: Niech K bedzie ograniczonym
cialem wypuklym w R’ centralnie symetrycznym wzgledem punktu kratowego lezqcego we
wnetrzu K i niech pole K bedzie wigksze niz 4, wowczas K zawiera co najmniej 3 punkty
kratowe w swoim wnetrzu.

Twierdzenie Minkowskiego gwarantuje istnienie pewnych punktéw kratowych. Mozna
takze powiedzie¢, ze podaje ono relacj¢ migdzy polem zbioru i minimalng iloscia
wewnetrznych punktéw kratowych w zbiorze. Innym, bardzo znanym, twierdzeniem o relacji
pola i wewnetrznych punktéw kratowych jest twierdzenie Blichfeldta [4] z 1914 r. Z obu

twierdzen wywodzi si¢ nurt badan dotyczacy zaleznosci pomigdzy polem, obwodem i



istnieniem punktow kratowych w wielokatach, a takze innych zbiorach wypuktych. Nurt ten
byl kontynuowany, miedzy innymi, w pracach [3], [S], [13], [27], [36], [47].

Najbardziej popularnym twierdzeniem dotyczacym kraty kwadratowej jest twierdzenie
Picka [29] z 1899 r. wskazujace na kombinatoryczny charakter obliczania pola wielokata
kratowego. Twierdzenie to sprowadza bowiem obliczanie pola dowolnego prostego wielokata
kratowego do zliczenia punktow kratowych wewnatrz i na brzegu tego wielokata.
Poczatkowo wynik ten pozostawal niezauwazony, ale polski matematyk Hugo Steinhaus,
zamieszczajac go juz w pierwszym wydaniu swojego slynnego Kalejdoskopu
matematycznego [44], znacznie przyczynil si¢ do jego spopularyzowania. Duza role w
popularyzacji twierdzenia Picka i innych probleméw zwigzanych z krata kwadratowa
odegrata ksiazka Coxetera [7] z 1961 r. pt. Introduction to geometry. Prostota i pigkno
formuty Picka sprawily, ze stala si¢ ona inspiracja wielu badan naukowych, w wyniku ktorych
uzyskano liczne uogdlnienia tego twierdzenia. Wspomnijmy tutaj, dla przyktadu, prace [8],
[9], [15], [17], [21], [25], [34], [45]. Nie mozna w tym miejscu nie wspomnie¢ o
zamieszczeniu twierdzenia Picka w stynnej ksiazce pt. Proofs from THE BOOK [1].

Zagadnienia zwigzane z pojeciem punku kratowego sa bardzo liczne i bardzo
roznorodne. Obejmuja one problemy, ktére mozna rozwigzaé przy uzyciu
nieskomplikowanych, lecz pomyslowych metod matematyki elementarnej [25], [41]. Wiele
takich problemow zostalo zebranych przez bardzo znanych autoréw takich jak Hadwiger,
Debrunner i Klee w ksiazce pt. Combinatorial Geometry in the Plane [16]. Sa takze takie
problemy dotyczace punktéw kratowych, ktére wymagaja zastosowania bardzo
wyrafinowanych metod réznych dzialéw matematyki [12], [14], [23], [26]. Monografia [11]
autorstwa Erdosa, Grubera i Hammera przedstawia przekrdj znanych wynikdéw oraz
nierozwigzanych problemow.

Waznym rozdzialem w poznawaniu kraty kwadratowej sa badania kombinatorycznych
wlasnosci wypuktych wielokatow kratowych, przez co gléwnie rozumie si¢ znajdowanie
relacji zachodzacych pomigdzy roéznymi parametrami opisujacymi wielokaty kratowe.
Szczegblne miejsce w tych badaniach zajmujg relacj¢ pomiedzy takimi parametrami
opisujacymi wielokaty kratowe jak: liczby wewngtrznych i brzegowych punktéw kratowych
oraz liczba wierzcholkéw wielokata. Jesli ustalimy jeden z dwdch pierwszych parametrow, to

w przypadku wypuktych wielokatow kratowych wartos¢ drugiego bedzie ograniczona.



Pojawiaja sie zatem interesujace pytania, jakie s3 te ograniczenia. Dodajmy, ze ‘bez
narzuconego warunku wypuklosci parametry te moga osiaga¢ dowolne wartosci.

Mozna uznaé, ze nurt ten zostal zapoczatkowany przez Ehrharta [10], ktéry w 1955 r.
pokazal migdzy innymi, ze kazdy wypukly wielokat kratowy, ktéry ma co najmniej pigc
wierzcholkow musi zawiera¢ wewngtrzny punkt kratowy. Nastgpnie, wyniki tego typu byty
uzyskane w wielu pracach innych autoréw: [2], [6], [30], [31], [32], [33], [37], [42], [46],
[47].

Bardziej systematyczne badania w tym zakresie przeprowadzili Scott i Rabinowitz. W
pracach [37], [38] Scott uzyskatl zaleznosci pomigdzy dwoma parametrami dla réznych klas
wielokatow. Miedzy innymi w pracy [37] podal oszacowanie liczby brzegowych punktow
kratowych wypuklego wielokata kratowego z co najmniej jednym wewngtrznym punktem
kratowym. Mniej wigcej w tym samym czasie, podobnym zagadnieniem, lecz
sformutowanym w terminologii pewnej gry na plaszczyznie, interesowatl si¢ Coleman [6]. W
przypadku trdjkatow uzyskal on takie samo ograniczenie jak Scott. Po przeanalizowaniu
szeregu przyktadow Coleman sformulowal hipotetyczne oszacowanie liczby brzegowych
punktéw kratowych w wypuklym wielokacie w zaleznosci od liczby wierzchotkéw i
wewnetrznych punktéw kratowych tego wielokata.

Podobne zagadnienia byly nastgpnie badane przez Rabinowitza [30], [31], [32], [33].
Uzyskal on szereg interesujacych rezultatow oraz — w rezultacie dos¢ intensywnego
komputerowego przeszukiwania wypuktych wielokatéw kratowych o zadanych parametrach
— poczynil szereg obserwacji. Na bazie zdobytych w ten sposob do$wiadczen sformutowal
wiele ciekawych hipotez, ktérymi tutaj si¢ zajmujemy.

Niniejsza rozprawa ma na celu zbadanie niektérych kombinatorycznych wlasnosci
wypuklych wielokatow kratowych. Badamy wzajemne relacje zachodzace pomigdzy
liczbami: wierzcholkdéw, punktéow kratowych na brzegu i we wngtrzu wypuklego wielokata
kratowego.

Rozprawa sklada si¢ z pigciu rozdzialéw, z ktérych pierwszy ma charakter wstepny.
Podajemy tu stosowane w pracy oznaczenia, podstawowe pojgcia oraz gromadzimy te znane
wyniki, ktére maja zastosowanie w kolejnych rozdzialach pracy.

Drugi rozdzial przedstawia pelna klasyfikacje¢ wypuklych wielokatow kratowych z
jednym wewngtrznym punktem kratowym. Uzupelniamy opublikowane przez Rabinowitza
[31] zestawienie wypuklych wielokatow kratowych z jednym wewngtrznym punktem



kratowym. Okazuje sig, ze pelny zbidr takich wielokatéw nie sklada si¢ z 15, jak podat
Rabinowitz, lecz z 16 klas réownowaznych wielokatéw. Wynik tego rozdzialu zostal
opublikowany w pracy [28].

W rozdziale trzecim przytaczamy definicje¢ 1 najwazniejsze wlasnosci otoczki
wewngetrznej wypuklego wielokata kratowego. W drugiej czgsci tego rozdziatu wprowadzamy
nowe pojecie otoczki zewngtrznej wypuklego wielokata kratowego oraz badamy jej
wlasnosci. Otoczka wewngtrzna 1 zewngtrzna sa podstawowymi narzedziami
wykorzystywanymi w obu nastgpnych rozdzialach rozprawy.

W wyniku komputerowego przeszukiwania wypuklych wielokatéw kratowych o
zadanych liczbach wierzchotkow 1 wewngtrznych punktéw kratowych Rabinowitz [32]
zaobserwowal wiele zwiazkéw, ktére sformulowal jako hipotezy. W rozdziale czwartym
podajemy dowody kilku z nich. W przypadku jednej z tych hipotez udalo si¢ udowodnié
wynik lepszy od przewidywanego. Metoda uzyta do dowodzenia hipotez zostala zastosowana
do podania krétkich dowodéw kilku znanych wynikéw. Podczas przeszukiwania
komputerowego ujawnito si¢ réwniez kilka zaskakujacych wlasnosci, ktére Rabinowitz
nazwal anomaliami. W ostatniej czg$ci tego rozdzialu wzmacniamy tezy twierdzen przez
pokazanie, ze zaobserwowane anomalie sg jedyne. Rozdzial ten jest rozszerzeniem przyjgtej
do druku w Ars Combinatoria pracy [22].

Ostatni rozdzial przedstawia dowdd (nieomal trzydziestoletniej) hipotezy Colemana [6],
[41] dotyczacej relacji pomigdzy liczbami wierzchotkéw, punktdw kratowych na brzegu i we
wnetrzu wypuklego wielokata kratowego zawierajacego wewngtrzne punkty kratowe.
Podajemy tam rowniez wszystkie wypukle wielokaty kratowe, dla ktérych hipotetycznego
oszacowania liczby brzegowych punktéw kratowych nie mozna poprawic.

Prace konczy bibliografia cytowanych pozycji. Skréty nazw czasopism pochodza ze

strony http://www.ams.org/msnhtml/serials.pdf.
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1.2. Podstawowe pojecia, definicje, najwazniejsze wyniki.

Punkt kratowy na plaszczyznie R’ to punkt o obu wspotrzgdnych catkowitych. Zbior
wszystkich punktéw kratowych nazywamy kratq kwadratowq i oznaczamy ja przez Z>. Jesli
odcinek ma konce w punktach kratowych, to nazywamy go odcinkiem kratowym. Moéwimy,
ze odcinek kratowy u ma dlugosé kratowq k, jesli unZ® sktada sie z k+1 punktow
kratowych. Rysunek 1.1 przedstawia odcinki o dtugosci kratowej 3.

Rysunek 1.1

Kazda prosta przechodzaca przez dwa punkty kratowe nazywana bedzie prostq kratowq.
Przez wielokqt kratowy rozumiemy prosty wielokat, ktorego wierzchotki leza w punktach
kratowych. Wielokat jest prosty, jesli jego krawedzie nie przecinaja si¢. Wypukly wielokat o
n wierzchotkach bedziemy nazywaé n-kqtem. Zbior wszystkich n-katéw oznaczamy przez P,

Niech P bedzie wielokatem kratowym, wtedy przez v = v(P) oznacza¢ bedziemy liczbe
wierzcholkow wielokata P, przez b = b(P) liczbg brzegowych punktéw kratowych, a przez
g = g(P) liczbg wewnetrznych punktow kratowych tego wielokata. Sume¢ wewnetrznych i
brzegowych punktow kratowych, g(P)+0b(P), oznaczamy przez G =G(P), a przez
A= A(P) pole powierzchni wielokata kratowego. Mdéwimy, ze wielokat kratowy P jest
chudy, jesli jedynymi brzegowymi punktami kratowymi tego wielokata sa jego wierzchotki,
czyli jesli v(P)=>b(P). Jesli chudy trojkat kratowy nie zawiera wewngtrznych punktow
kratowych, to nazywamy go trdjkqtem prymitywnym.

Rysunek 1.2 przedstawia czworokat kratowy na plaszczyznie, ktory ma b=7
brzegowych punkéw kratowych, g =3 wewnetrznych punktéow kratowych oraz G =10
wszystkich punktow kratowych. Diugosci kratowe bokow tego wielokata to 3-2-1-1. Z

rysunku widaé, ze liczba brzegowych punktow kratowych jest réwna sumie dlugosci

kratowych wszystkich bokow wielokata.
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Rysunek 1.2

W kilku miejscach rozprawy korzysta¢ bedziemy z nastepujacego stynnego twierdzenia

Picka [29] z 1899 roku :

Twierdzenie 1.1. Niech P bedzie prostym wielokqtem kratowym, ktory zawiera b brzegowych

i g wewnetrznych punktéw kratowych. Wtedy jego pole A wyraza sie nastepujqcym wzorem:

1
A==b+g-1.
5 g

W przypadku wielokata z rysunku 1.2, zgodnie z twierdzeniem Picka, jego pole wynosi
A=55.

Wazna role w tej rozprawie odgrywajq przeksztalcenia liniowe. Przypomnijmy zatem
kilka podstawowych definicji r6znego rodzaju przeksztatcen liniowych wykorzystywanych w
tej pracy. Przeksztalcenie afiniczne, to przeksztalcenie liniowe wraz z przesunigciem.
Przeksztalcenie unimodularne, to przeksztatcenie, ktore zachowuje pole. Jesli elementy
macierzy reprezentujacej przeksztatcenie unimodularne sa liczbami catkowitymi, to takie
przeksztalcenie  nazywamy  catkowitoliczbowym.  Catkowitoliczbowe  unimodularne
przeksztalcenie ma taka wlasnos¢, ze zachowuje wypuklo$¢ wielokatow kratowych oraz
liczbe punktéw kratowych w zbiorze, z czego wynika, w szczegolnosci, ze dlugos¢ kratowa
jest jego niezmiennikiem.

Calkowitoliczbowe unimodularne przeksztalcenie afiniczne wyraza si¢ nastepujacym

wzorem:
x! a b elx
yi=le d f|y|
1 0 0 1|1



gdzie a, b, ¢, d, e 1 f'sa liczbami catkowitymi oraz |ad —bc| =1.

Dwa wielokaty kratowe nazywamy réownowaznymi, jesli jeden da si¢ przeksztalci¢ w
drugi za pomocg catkowitoliczbowego unimodularnego przeksztalcenia afinicznego. W
szczegOlnosci dwa wielokaty sa rownowazne, jesli jeden da si¢ przeksztalci¢ w drugi za
pomoca $ciagnigcia wzgledem prostej /. Sciqgnieciem wzgledem prostej | nazywamy
catkowitoliczbowe unimodularne przeksztalcenie, ktore pozostawia punkty na prostej /
niezmienione . Przyktadowo, $ciagnigecie wzgledem osi OX wyraza si¢ w nastepujacy sposob:

xX'=x+ky

y=y,
gdzie k jest liczba catkowita nazywana skalq Sciqgniecia. Jesli k=1, to Sciagnigcie
nazywamy jednostkowym. Sciagniecie wzgledem osi OX mozna takze zapisaé w nastepujacy

sposéb:

—_ R
I
O = o
S =X
—_— O O
e R

Rysunek 1.3 przedstawia trzy rownowazne wielokaty kratowe. W celu sprawdzenia ich

réwnowaznosci wystarczy zastosowac sciagnigcie wzgledem osi OX o odpowiedniej skali.

Rysunek 1.3

W dalszej czgsci rozprawy korzysta¢ bedziemy =z nastgpujacych lematow

udowodnionych w [31].

Lemat 1.2. Niech K i K’ bedq wielokqtami kratowymi z odpowiednio b i b’ brzegowymi
punktami kratowymi, g i g’ wewnetrznymi punktami kratowymi i polami A i A". Jesli T jest
catkowitoliczbowym unimodularnym przeksztatceniem takim, ze t(K) =K, to wtedy b="5",

g=g i A=4"



Dowolny wielokat mozna przeksztalci¢ tak, aby jeden jego bok znajdowat si¢ na osi OX
z wierzchotkiem w poczatku ukladu wspétrzednych bez zmiany wartosci jego parametrow b,

giA.

Lemat 1.3. Niech A bedzie punktem kratowym o wspétrzednych (a,b) i niech d bedzie
dlugosciq kratowq odcinka OA. Wtedy istnieje catkowitoliczchbowe unimodularne

przeksztalcenie, ktore odwzorowuje punkt A(a,b) w punkt o wspotrzednych (d,0).

Podamy teraz kilka faktow, do ktoérych czesto bedziemy si¢ odnosi¢ w dalszej czgsci

rozprawy. Pierwszy z nich udowodniony byl przez francuskiego matematyka Ehrharta [10].

Twierdzenie 1.4. Niech K bedzie wypuklym wielokqtem kratowym. Jesli v(K)2=5, to

wielokqt K musi zawiera¢ co najmniej jeden wewnetrzny punkt kratowy.
Kolejne twierdzenia udowodnit Arkinstall [1].

Twierdzenie 1.5. Niech K bedzie wypuklym szesciokqtem kratowym zawierajqcym dokladnie
Jjeden wewnetrzny punkt kratowy. Wtedy K jest wielokqtem rownowaznym z nastepujqcym

centralnie symetrycznym szesciokqtem:

Rysunek 1.4

Twierdzenie 1.6. Niech K bedzie wypuklym szesciokqtem kratowym. Jesli co najmniej jeden z
bokéw K zawiera punkt kratowy w swoim relatywnym wnetrzu, to K zawiera co najmniej dwa

wewneltrzne punkty kratowe.

Dwa twierdzenia z [32] sformutujemy tacznie w nastgpujacy sposéb:



Twierdzenie 1.7. Wypukly siedmiokqt kratowy zawiera co najmniej 4 niewspotliniowe

wewnetrzne punkty kratowe.
Ponizsze fakty pochodza z pracy [32].
Twierdzenie 1.8. Niech K bedzie wypuklym osmiokqtem kratowym zawierajqcym dokladnie

cztery wewnetrzne punkty kratowe. Wtedy K jest wielokqtem rownowaznym z nastepujqcym

centralnie symetrycznym oSmiokqtem:

Rysunek 1.5

Twierdzenie 1.9. Niech K bedzie wypuklym wielokatem kratowym. Jesli v(K)=9, to

g(K)=7.Jesli g(K)="17, to K jest rownowazny z nastepujqcym dziewieciokqtem:

Rysunek 1.6

Twierdzenie 1.10. Jesli K jest wypuklym dziesieciokqtem kratowym, to g(K)=10.

10



Rozdzial 2
Wypukle wielokaty kratowe zawierajace jeden

wewnetrzny punkt kratowy

Arkinstall [1] pokazal (twierdzenie 1.5), ze istnieje tylko jeden (z dokladnoscia do
rownowaznosci) wypukly szesciokat kratowy zawierajacy jeden wewngtrzny punkt kratowy.
Okazuje si¢, ze w wielu zagadnieniach, dotyczacych plaskich wypuktych zbiorow z
ograniczeniami kratowymi (patrz np. [19], [20], [39], [40]), przydatna jest znajomos$¢
wypuktych wielokatow kratowych o okreslonej liczbie wewngtrznych punktéw kratowych; w
szczegblnosci zawierajacych jeden wewngtrzny punkt kratowy.

Motywowany takimi potrzebami oraz inspirowany wynikiem Arkinstalla, Rabinowitz
[31] opublikowat artykut pt. ,,4 census of convex lattice polygons with at most one interior
lattice point”, ktorego celem bylo m.in. podanie wszystkich (z dokfadnoscia do
rownowaznosci) wypuklych wielokatéw kratowych z jednym wewngtrznym punktem
kratowym. Autor podal pigtnascie klas takich wielokatéw reprezentowanych przez wielokaty

przedstawione ponizej:

11



Rysunek 2.1

Swoj wynik uzyskat dowodzac nastepujacych twierdzen:

Twierdzenie 2.1. Jesli K jest trojkqtem kratowym z jednym wewnetrznym punktem kratowym,

to K jest rownowazny z jednym z nastepujqcych wielokqtow:

Rysunek 2.2

Twierdzenie 2.2. Jesli K jest wypuklym czworokatem kratowym z jednym wewnetrznym

punktem kratowym, to K jest réwnowazny z jednym z nastepujqcych wielokqtéw:

Rysunek 2.3

g

12



Twierdzenie 2.3. Jesli K jest wypuklym pieciokatem kratowym z jednym wewnetrznym

punktem kratowym, to K jest rownowazny z jednym z nastepujqcych wielokqtow:

Rysunek 2.4

Jednak zestawienie czworokatow z twierdzenia 2.2 okazato si¢ niekompletne. Udowodnimy,

ze jedynym brakujacym wielokatem jest nastgpujacy wypukly czworokat kratowy:

Rysunek 2.5

Oryginalny dowod twierdzenia 2.2 przebiega w dwoch czesciach. W pierwsze] czgsci
autor rozpatruje czworokaty, w ktérych wewnetrzny punkt kratowy znajduje si¢ na
przekatnej, a w drugiej czworokaty, w ktorych wewngtrzny punkt kratowy nie lezy na
przekatnej. Luka w rozumowaniu Rabinowitza powstala w drugiej czgsci dowodu. Po

uzupehnieniu tej luki otrzymujemy nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.2.° Jesli K jest wypuklym czworokqtem kratowym z jednym wewnetrznym

punktem kratowym, to K jest rownowazny z jednym z nastepujqcych wielokqtow:

Rysunek 2.6
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Na potrzebg dowodu tego twierdzenia, a takze z mysla o rozdziale 4, przytoczymy

nastepujacy rezultat z [31].

Twierdzenie 2.4. Jesli K jest wypuklym wielokqtem kratowym bez wewnetrznych punktow
kratowych, to K jest rownowazny z jednym z nastepujqcych wielokaqtow:

-z trojkqtem o wierzchotkach w punktach (0,0), (2,0) i (0,2),

-z trojkqtem o wierzcholkach w punktach (0,0), (p,0) i (0,1),

-z trapezem o wierzchotkach w punktach (0,0), (p,0), (0,1) i (q,1), gdzie p i q sq

dowolnymi liczbami catkowitymi.

Dowod twierdzenia 2.2.” W przypadku czworokatow, w ktérych jedyny wewnetrzny punkt
kratowy lezy na przekatnej dowdd jest taki sam jak w [31]. Z tej czgéci dowodu wynika
istnienie pierwszych czterech czworokatéw z twierdzenia 2.2°. Natomiast w przypadku
czworokatow, w ktorych wewngtrzny punkt kratowy nie lezy na przekatnej powtdrzymy
cze$¢ dowodu z [31] i1 uzupelnimy go o fragment, ktéry prowadzi do brakujacej klasy

czworokatow.

Niech ABCD bedzie wypuklym czworokatem kratowym i niech £ oznacza wewnetrzny
punkt kratowy tego czworokata. Przyjmujemy, ze E nie lezy na przekatnej wielokata ABCD.
Bez starty og6lnosci mozna zatozy¢, ze E lezy wewnatrz trojkata ABC. Trojkat ABC zawiera
doktadnie jeden wewngtrzny punkt kratowy i dlatego musi byé rownowazny z jednym z
pieciu trojkatow podanych w twierdzeniu 2.1.

Wobec przyjetego zatozenia, ze przekatna AC nie zawiera zadnych wewnetrznych
punktéw kratowych, co najmniej jeden bok trojkata 4BC musi mie¢ dlugos¢ kratowa 1. Ten
warunek wyklucza pierwszy i czwarty trojkat z twierdzenia 2.1, gdyz kazdy z bokéw tych
dwoch trojkatow ma dhugosé kratowa wigksza niz 1. Rozpatrzymy teraz trzy przypadki, gdy
trojkat ABC jest réwnowazny z jednym z trzech pozostatych tréjkatéw o nastgpujacych
dtugosciach kratowych bokow: 1-2-3, 1-1-2, 1-1-1.

Na mocy lematu 1.3 w kazdym z tych przypadkéw trdjkat ABC mozna przeksztalcic, za
pomocg catkowitoliczbowego unimodularnego przeksztalcenia afinicznego, w taki sposob,
aby bok AC o dlugosci kratowej 1 znalazt si¢ na osi OX z punkami 4=(0,0) i C=(1,0) i aby
wewnetrzny punkt kratowy tego trojkata miat wspotrzedne E=(1,1). Wtedy punkt B znajdzie
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sie powyzej osi OX. Oczywiscie takie przeksztalcenie przeniesie wierzchotek D czworokata

ABCD ponizej osi OX.

W tym celu wszystkie trzy trojkaty umieszczamy w uktadzie wspotrzednych jak na rysunku

Rysunek 2.7

Dla kazdego z tak umieszczonych tréjkatow podamy teraz odpowiednie przeksztalcenie. W
przypadku pierwszego trojkata, o dtugosciach kratowych bokéw 1-2-3, mozemy zastosowa¢
$ciagniecie wzgledem osi OX o skali 2, nastgpnie Sciagnigcie wzgledem osi OY o skali -2
oraz $ciagniecie jednostkowe wzgledem osi OX. Po ztozeniu tych trzech przeksztalcen i
zastosowaniu przesuniecia o wektor [3,6] otrzymujemy calkowitoliczbowe unimodularne

przeksztatcenie afiniczne o nastgpujacym réwnaniu:

x] [-1 -1 3]«
yl=[-2 =3 6|y
1 0 0 11

W przypadku drugiego trdéjkata dwa boki majgq dlugos¢ kratowa 1. Ze wzgledu na
symetrie tego trdjkata nie ma znaczenia, ktory z nich przyjmiemy za bok AC. Przyjmijmy
zatem, ze bok AC ma wierzchotki w punktach 4=(2,0) i C=(1,2). Wtedy zastosowa¢ mozemy
$ciagniecie jednostkowe wzgledem osi OX, nastgpnie Sciagnigcie wzgledem osi OY o skali —2
i ponownie $ciagnigcie jednostkowe wzgledem osi OX oraz przesunigcie o wektor [2,4].

Zastosowanie tych przeksztalcen jest rownowazne zastosowaniu przeksztalcenia o rownaniu:

x' -1 0 2|x
yi=(-2 -1 4|y]|.
1 0 0 11
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Wszystkie boki trzeciego trojkata maja dtugos¢ kratowa 1. W przypadku, gdy bok 4C
ma wierzchotki w punktach 4=(0,1) 1 C=(1,0) wystarczy zastosowac $ciagnigcie
jednostkowe wzgledem osi OY o skali 1 i przesunigcie o wektor [0,-1]. W rezultacie

otrzymujemy przeksztalcenie opisane rownaniem:

x' 1 0 O |x
yi=|1 1 -1
1 0 0 1|1

Latwo pokazaé, ze ten sam rezultat mozemy otrzymac¢ bez wzgledu na to, ktéry z bokéw

trojkata przyjmiemy za bok AC.

Przy pomocy podanych przeksztalcen trojkaty z rysunku 2.7 zostalty odwzorowane w

nastepujace trzy trojkaty:

Rysunek 2.8

Polozenie wierzchotka D, czworokata kratowego 4BCD, jest ograniczone trzema warunkami:
e ABCD nie moze si¢ zdegenerowaé w trojkat,
e ABCD musi by¢ wielokatem wypuktym,
o trojkat CDA nie moze zawiera¢ zadnych wewngtrznych punktow kratowych.

Rysunek 2.9 ilustruje ograniczenia narzucone na polozenie punktu D. Ze wzgledu na
pierwsze dwa warunki punkt D musi leze¢ we wnetrzu stozka ograniczonego przez proste
kratowe zawierajace boki AB 1 BC. Czworokat ABCD nie moze zawiera¢ zadnych
dodatkowych wewnetrznych punktéw kratowych, a w szczeg6lnosci nie moze zawieraé

punktu (0,-1). Kolorem niebieskim zaznaczone zostaly te punkty kratowe, w ktérych moze

leze¢ wierzcholek D.
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Rysunek 2.9

W ten sposéb otrzymujemy osiem wypuklych czworokatow kratowych, ktorych
wierzchotki majg nastepujace wspoirzedne:

1. (0,0), (3,6), (1,0), (0,-1), 5.(0,0), (2,4), (1,0), (0,-3),
2.(0,0), (3,6), (1,0), (0,-2), 6. (0,0), (2,3), (1,0), (0,-1),
3. (0,0), (2,4), (1,0), (0,-1), 7.(0,0), (2,4), (1,0), (0,-2),
4.(0,0), (2,4), (1,0), (0,-2), 8. (0,0), (2,4), (1,0), (~1,-2).

Na poczatek pokazemy, ze dwa sposrod tych o$miu czworokatow sa rownowazne z
czworokatami zawierajacymi wewnetrzny punkt kratowy na przekatnej. Wielokat w
przypadku 4 oraz wielokat w przypadku 6 sa rownowazne odpowiednio z trzecim i
pierwszym czworokatem z rysunku 2.3, co latwo sprawdzi¢ stosujac przeksztalcenia o

nastepujacych rownaniach:

x 2 -1 Ofx X' 1 0 Ofx

yi=(-1 0 2|y , "=-1 1 1|y

1 0 0 11 1 0 0 11
Zastosowanie przeksztalcen o rownaniach:

X! |3 1 3]=x : 4 2 -1 0Ofx

yi=l 2 -1 0fy \ yi=l1 0 Ofy

1 0 0 1}1 1 0 0 1|1
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pokazuje, ze wielokaty w przypadkach 11 5 sa rownowazne z pigtym czworokatem z rysunku
2.3. Nastepnie wielokaty w przypadkach 3, 7 1 8 sa rdwnowazne z szostym czworokagtem z

rysunku 2.3, co wida¢ po zastosowaniu odpowiednio trzech nastgpujacych przeksztatcen:

x' -1 0 2|«x X' 2 -1 Ofx X' -2 1 2|x
y'i=|2 -1 0|y ; y'i={1l 0 Ofy 5 yi=(-1 1 1|y].
1 0 0 1]1 1 0 0 11 1 0 0 11

Na koniec pokazemy, ze wielokat w przypadku 2 nie jest rownowazny z zadnym z

czworokatdéw z rysunku 2.3. Po zastosowaniu przeksztalcenia o rownaniu:

x' 1 0 Of«x
y'i=(2 -1 0|y
1 0 0 1|1

otrzymujemy z niego siddmy brakujacy czworokat z rysunku 2.6.

Najprostszym sposobem na pokazanie, ze siodmy czworokat z rysunku 2.6 nie jest
rownowazny z zadnym z czworokatow wskazanych przez Rabinowitza, jest porOéwnanie
dlugosci  kratowych ich bokéw, ktore sa niezmiennikiem calkowitoliczbowego
unimodularnego przeksztatcenia afinicznego. Sze$¢ nieréwnowaznych czworokatow z
twierdzenia 2.2 ma boki o nastepujacych dlugosciach kratowych: 1-1-1-1, 1-1-1-1, 1-1-2-2, 2-
2-2-2, 1-1-2-3, 1-1-1-2, natomiast brakujacy czworokat o dtugosciach bokéw 1-2-3-2 jako
jedyny ma jeden bok o dlugosci kratowej 3 i dwa boki o dtugosci kratowej 2. 0O

W dowodzie twierdzenia 2.3 Rabinowitz korzysta z charakteryzacji wypuktych
czworokgtéw kratowych z jednym wewnetrznym punktem kratowym uzyskanej w
twierdzeniu 2.2. Latwo sprawdzié, ze uwzglednienie brakujacego czworokata nie prowadzi do

uzyskania nowych pigciokatéw kratowych z jednym wewngtrznym punktem kratowym.

Twierdzenie 1.5 orzeka, ze z dokladnosciag do réwnowaznosci istnieje tylko jeden
wypukly szesciokat kratowy z jednym wewngtrznym punktem kratowym. Z kolei wobec
twierdzenia 1.7 nie istnieje wypukly siedmiokat kratowy z jednym wewngtrznym punktem
kratowym. Wynika stad, ze dla v>7 nie istnieje v-kat zawierajacy dokladnie jeden

wewnetrzny punkt kratowy.
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Po uzupelnieniu luki zwigzanej z pominigciem jednej klasy wypuktych wielokatow
kratowych z jednym wewngtrznym punktem kratowym sformulowaé¢ mozna nastepujace

twierdzenie:

Twierdzenie 2.5. Jesli K jest wypuklym wielokgtem kratowym z jednym wewnetrznym

punktem kratowym, to K jest rownowazny z jednym z nastepujqcych szesnastu wielokqtow:

Rysunek 2.10
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Rozdzial 3

Otoczka wewne¢trzna i zewnetrzna

3.1 Otoczka wewnetrzna

W badaniu kombinatorycznych wlasnosci wypuklych wielokatéw kratowych czgsto korzystaé
bedziemy z pojecia otoczki wewnetrznej wprowadzonej przez Rabinowitza w pracy [32].

Przytoczymy tutaj jej definicje i kilka wykorzystywanych wlasnosci.

Definicja 3.1. Otoczkq wewnetrznq wypuklego wielokqta kratowego K nazywamy wypukiq
otoczke jego wewnetrznych punktow kratowych i oznaczamy jq przez H(K) lub H.

Oczywiscie otoczka wewnetrzna H(K) jest najwigkszym wypuklym zbiorem
kratowym zawartym w K. H(K) moze by¢ wielokatem, punktem lub nawet zbiorem pustym.

Rysunek 3.1 przedstawia przyklad wielokata kratowego i jego otoczki wewngtrzne;j.

Rysunek 3.1
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Niech H bedzie otoczka wewnetrzng wypuklego wielokata kratowego K, a u jego

bokiem. Przez I(u) oznacza¢ bgdziemy prosta kratowa zawierajaca bok u, a przez h(u)
oznacza¢ bedziemy otwartg potplaszczyzng ograniczong prosta /(u), zewngtrzng do wielokata
H. Oczywiscie w kazdej potptaszczyznie h(u), dla u c 0H , znajdowac si¢ musi co najmnie;j
jeden wierzchotek wielokata K. Nastgpujace dwa twierdzenia z [32] podaja kolejne

ograniczenia na potozenie wierzchotkow K.

Twierdzenie 3.2. Niech K bedzie wypuklym wielokqtem kratowym, a H jego otoczkq

wewnetrznq. Jesli u jest bokiem H, to h(u) zawiera co najwyzej dwa wierzchotki wielokqta K.

Twierdzenie 3.3. Niech K bedzie wypuklym wielokqtem kratowym, a u bokiem jego otoczki

wewnetrznej H. Jesli h(u) zawiera dwa wierzcholki wielokqta K, to odcinek jaki one tworzq

Jjest rownolegly do u.
Na koniec przytoczymy nastgpujgce dwa bardzo czgsto wykorzystywane fakty.
Twierdzenie 3.4. Niech K bedzie wypuklym wielokqtem kratowym, a H jego otoczkq

wewnetrzng. Jesli v(K) =17, to v(H) 2 ‘V% v(K )1.

Twierdzenie 3.5. Niech K bedzie wypuklym wielokqtem kratowym, a H jego otoczkq

wewnetrznq. Jesli v(K) =9, to b(H) > E— v(K )-‘ :

3.2 Otoczka zewnetrzna

Jesli dany jest wypukly wielokat kratowy K, to z latwoscia znajdziemy jego otoczke
wewngetrzng. Pojawia si¢ naturalne pytanie: Co mozna powiedzie¢ o wypuklym wielokacie

kratowym, jesli dana jest jego otoczka wewngtrzna? W szczegdlnosci, co mozna powiedziec o
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potozeniu jego wierzchotkéw? W tym rozdziale postaramy si¢ odpowiedzie¢ na to pytanie. Z
zaobserwowanych tutaj wlasnosci bedziemy korzysta¢ w kolejnych rozdziatach rozprawy.
Niech H bgdzie wypuklym wielokatem kratowym, a u jego bokiem. Wprowadzmy

nastgpujace oznaczenia. Przez g(u) oznaczaé bedziemy otwarta pdtplaszczyzng zawarta w
h(u), ograniczong prosta kratowa najblizsza do boku u i réwnoleglta do niego. T¢ prosta
ograniczajacq oznacza¢ bedziemy przez /,(u), a dopelnienie polplaszezyzny g(u) w R’

oznacza¢ bedziemy przez g¢(u).

Definicja 3.6. Przez otoczke zewnetrzng wypuklego wielokqta kratowego H rozumiemy zbior

O(H) =({g () :u c oH}.

Z definicji tej wynika natychmiast, ze otoczka zewngtrzna jest domknigtym wypuklym

obszarem ograniczonym wszystkimi prostymi kratowymi /,(«) dla u c 0H .

Rysunek 3.2 przedstawia przyktady wypuklych wielokatéw kratowych oraz ich otoczek
zewnetrznych. Zauwazmy, ze otoczka zewngtrzna wypuktego wielokata kratowego moze nie
by¢ wielokatem kratowym. Z definicji 3.7 wynika, ze zawsze mamy v(O(H))<v(H), a

ponizszy rysunek ilustruje, ze mozliwa jest nierdwnos$¢ v(O(H)) < v(H).

Rysunek 3.2

Definicja 3.7. Niech H bedzie wypuklym wielokqtem kratowym, a u, jego bokiem.
Pélplaszczyzne g(u,) nazywamy pomijalng wzgledem wielokqta H, jesli

OCH) = ({g“ () :u < 0H }= ({g" () :u < 0H \u, }.

22



Zauwazmy, ze v(O(H)) = v(H) wtedy i tylko wtedy, gdy zadna potptaszczyzna nie jest
pomijalna wzgledem H. Rysunek 3.3 pokazuje przyktady wielokatow kratowych wraz z ich
otoczkami zewngtrznymi. Latwo zauwazy¢, ze dla kazdego z tych wielokatow istnieja dwie

potptaszczyzny pomijalne.

Rysunek 3.3

W dowodzie kolejnego twierdzenia wykorzystamy nastgpujacy prosty lemat.

Lemat 3.8. Niech H bedzie wypuklym wielokqtem kratowym. Punkt X € int{O(H )W\H } wtedy

i tylko wtedy, gdy istnieje bok u, — OH taki, ze X e int{h(uo) N gc(uo)}.

Dowd6d. Oczywiscie mamy R*\H = U {h(u) ‘uc O0H } Z tego wynika, ze punkt lezy poza
wielokatem H wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do pewnej otwartej potptaszezyzny h(u,) dla
u, < OH . Z drugiej strony, wobec definicji 3.6, punkt lezy we wnetrzu O(H) wtedy i tylko

wtedy, gdy lezy we wnetrzach wszystkich potplaszezyzn g“(v) dla u c 0H .
[
Niech H bedzie otoczkg wewnetrzna wypuklego wielokata kratowego K. Z twierdzenia
3.3 wynika, ze w kazdej poiplaszczyznie h(u), dla u c 0H , znajdowac si¢ moze jeden lub
dwa wierzchotki wielokata K. Na mocy twierdzenia 3.4 wiemy, ze w przypadku gdy sa to
dwa wierzchotki, odcinek przez nie utworzony jest réwnolegly do odpowiedniego boku

wielokata H. Te dwa fakty nakladajq istotne ograniczenia na polozenie wierzchotkow

wielokata K.

Twierdzenie 3.9. Niech H bedzie otoczkq wewnetrznq wypuklego wielokqta kratowego K.
Wtedy wierzcholki wielokqta K znajdujq sie na brzegu otoczki zewnetrznej O(H ).
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Dowod. Zauwazmy najpierw, ze wierzchotek wielokata kratowego K nie moze leze¢ we
wnetrzu O(H). Gdyby bowiem istnial taki wierzchotek X e int{O(H )W\H }, to z lematu 3.9
wynika, ze X € int{h(uo) N gc(uo)} dla pewnego u, c 0H . MielibysSmy wtedy punkt kratowy
pomigdzy prostymi /(u,) i /,(u,), a zatem /,(u,) nie bylaby najblizsza prosta kratowa
réwnolegla do /().

Pokazemy teraz, ze zaden wierzchotek wielokata K nie moze leze¢ poza O(H). Istotnie,
gdyby istniat wierzcholek X ¢ O(H),to X € g(u,) dla pewnego u, c 0H . Oznaczmy konce

boku u, przez 4 i B, a przez m jego dlugos¢ kratowa.

Oczywiscie trojkat ABX nie moze mie¢ zadnych wewngtrznych punktow kratowych.
Gdyby bowiem istnial punkt kratowy Y lezacy we wnetrzu tego trdjkata to wielokat
conv(H ' {Y}) bylby wigkszym niz H wypuklym wielokatem kratowym zawartym w
wielokacie K, co nie moze mie¢ miejsca. Podobne rozumowanie wyklucza mozliwosé
istnienia punktu kratowego na odcinkach AX i BX. Wynika stad, ze g(4BX)=0 oraz
b(ABX)=m+2.

Wezmy teraz dowolny punkt kratowy C lezacy na prostej /,(u,) . Rozumujac podobnie
jak w przypadku trojkata ABX zauwazamy, ze trdjkat ABC rowniez ma m+2 brzegowych
punktow kratowych oraz nie ma wewngtrznych punktéw kratowych. Zastosowanie
twierdzenia Picka do obu trojkatow daje jednakowe pola, podczas gdy pola te nie moga by¢
rowne, poniewaz te dwa trojkaty maja wspdlng podstawe lecz rézne wysokosci. Otrzymana

sprzeczno$¢ konczy dowod. ]

Twierdzenie 3.10. Niech O(H) bedzie otoczkq zewnetrznq wypuklego wielokqta kratowego
H. Wielokqt H jest otoczkq wewnetrzngq pewnego wypuklego wielokqta kratowego K wtedy i
tylko wtedy, gdy O(H) jest wielokqtem kratowym.

Dowéd. Jesli O(H) jest wielokatem kratowym, to dla K = O(H), wielokat H jest oczywiScie
otoczka wewnetrzng wielokata K.
Dla dowodu implikacji w druga stron¢ przyjmijmy, ze H jest otoczka wewngtrzna

wypuklego wielokata kratowego K, a O(H) nie jest wielokatem kratowym. Wtedy co
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najmniej jeden jego wierzchotek nie jest punktem kratowym, oznaczmy go przez B. Na mocy
twierdzenia 3.10 wielokat K jest podzbiorem O(H). Oznacza to, ze aby z O(H) uzyskaé
wielokat kratowy K, musimy usuna¢ przynajmniej trdjkat o wierzchotkach w punkcie B i
dwoch najblizszych punktach kratowych lezacych na bokach O(H) wychodzacych z B.
Oznaczmy te dwa punkty przez B; i B,. Oczywiscie po takiej operacji zachowany musi by¢

warunek BB, " H = ¢ . Pokazemy, Ze usunigcie spelniajace ten warunek nie jest mozliwe.

W tym celu rozpatrzmy dwa przypadki. W pierwszym przypadku zadna z g(u), dla
u c OH , nie jest pomijalna wzgledem H. Wtedy B=1[,(u,) "/, (u,) dla dwoch sasiednich
bokoéw u, i u,. Niech 4=u, Nu,.Przez X; i X> oznaczmy, odpowiednio, punkty przecigcia

prostych /,(w,) i I(u,) oraz I,(u,) 1 I(u,).

I ()

Rysunek 3.4

Zauwazmy, ze punkt B; nie moze leze¢ w relatywnym wnetrzu odcinka X;B, gdyz
l,(u,) nie bylaby prosta kratowa najblizsza do /(u,).

Gdyby B, pokrywat si¢ z punktem X}, to odleglosci pomig¢dzy punktami kratowymi na
prostej [,(u,) bylyby takie same jak na prostej /(u,). A zatem na odcinku BX> musialby

istnie¢ punkt kratowy, a co za tym idzie /,(1,) nie bytaby prosta kratowa najblizsza do /(v,).
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Wynika stad, ze punkt kratowy B; musialby leze¢ na brzegu otoczki zewngtrznej poza
odcinkiem BX;. Podobnie rozumujac punkt B, musiatby leze¢ poza odcinkiem BX,. Jednak

punkty te musza by¢ tak potozone, aby spetniony byl warunek BB, " H = ¢ . To gwarantuje

istnienie trojkata kratowego 4B;B>. Wida¢ teraz natychmiast, ze B, +(B, — 4) jest punktem
kratowym lezacym we wnetrzu czworokata 4B;BB,, co oczywiscie nie moze mie¢ miejsca.

Otrzymana sprzecznos$¢ konczy dowdd w tym przypadku.

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy istnieje g(x) pomijalna wzgledem H. Niech u; bedzie
bokiem wielokata H, takim, ze g(u,) jest pomijalna i niech B =1/, (u,) "/, (u;). Przez X; i

X oznaczmy, odpowiednio, punkty przecigcia prostych /, () i /(u,) oraz [ (u;) i I(u,).

Rysunek 3.5

Podobnie jak w poprzednim przypadku punkt B; nie moze leze¢ w relatywnym wnetrzu

odcinka X;B, a punkt B, nie moze leze¢ w relatywnym wngtrzu odcinka X>B. A zatem nie
istniejq takie punkty kratowe B; i B», dla ktérych spetniony bytby warunek BB, "H =¢ . W
podobny sposéb dowodzimy przypadek, gdy istnieja dwie lub wigcej pomijalne
polptaszczyzny g(u) odpowiadajace kolejnym bokom wielokata H.

Zalozenie, ze O(H) nie jest wielokatem kratowym w kazdym z tych przypadkow

prowadzi do sprzecznosci. Ol
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Niech H bedzie wielokatem kratowym, ktorego otoczka zewngtrzna O(H) rowniez jest
wielokatem kratowym. Oczywiscie O(H) jest najwigkszym wielokgtem kratowym o otoczce

wewnetrznej H. Kazdy inny wielokat kratowy, o tej samej otoczce wewngtrznej, mozna
otrzymac, ,,przycinajac” w odpowiedni sposob otoczke zewnetrzng. Ta obserwacja prowadzi

do nastepujacej definicji.

Definicja 3.11. Przez Sciecie wierzchotka A, wypuklego wielokqta kratowego K, rozumiemy
operacje przyporzqdkowujqcq wielokqtowi K wielokqt cl(K\A,), gdzie A, jest tréjkqtem,
ktérego wierzcholkami sq A i dwa najblizsze punkty kratowe lezqce na bokach wielokqta K

wychodzqcych z A.

Definicja 3.12. Bedziemy mowili, ze wielokqt K dopuszcza Sciecie wierzcholka A, lub ze

wierzcholek A moze by¢ sciety, jesli A, "H(K)=¢.

Zauwazmy, ze jesli wielokat dopuszcza Scigeie wierzchotka 4, to tréjkat A, nie moze

mie¢ zadnych wewnetrznych punktow kratowych.

Definicja 3.13. Bedziemy mowili, ze wielokqt K dopuszcza Sciecie wlasciwe wierzcholka A,
jesli  dopuszcza Sciecie tego wierzcholtka i dodatkowo spelniony jest warunek

v(cl(K\A,)) =v(K)+1. Zamiennie bedziemy uzywali sformutowania, ze wierzcholek A moze

by¢ Sciety wlasciwie.

f.atwa do zaobserwowania jest nastgpujaca wiasnosé.

Wiasno$¢ 3.14. Niech wielokqt K dopuszcza Sciecie wierzchotka A. Wielokqt K dopuszcza
Sciecie wlasciwe wierzcholka A wtedy i tylko wtedy, gdy pozostale wierzcholki, A; i A,

tréjkata A , lezq w relatywnych wnetrzach odpowiednich bokéw wielokqta K.

Rysunek 3.6 przedstawia trzy wypukle wielokaty kratowe wraz z ich otoczkami
wewnetrznymi. Pierwszy wielokat nie dopuszcza $cigeia zadnego ze swoich wierzchotkow,

drugi dopuszcza S$cigeie wszystkich wierzchotkéw, ale nie dopuszcza zadnego Scigcia
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wiasciwego, natomiast w przypadku trzeciego wielokata wszystkie cztery wierzchotki mozna

scigé wihasciwie.

Rysunek 3.6

Wilasnos$é 3.15. Niech AB bedzie bokiem o dlugosci kratowej 2 w wielokqcie kratowym K.
Jesli K dopuszcza Scigcie wlasciwe wierzchotka A, to cl(K\A,) nie dopuszcza scigcia

wlasciwego wierzchotka B.

Rysunek 3.7 przedstawia pigciokat kratowy K wraz z jego otoczka wewnetrzng. Na
rysunku tym kolorem czerwonym zaznaczono $cigcia wiasciwe wierzchotkow wielokata K.
Oczywiscie K dopuszcza Scigcie wlasciwe kazdego ze swoich pigciu wierzchotkow. Jednak

tatwo zauwazy¢, ze po zastosowaniu wszystkich pigciu $cig¢ nie uzyskamy dziesigciokata.

Rysunek 3.7

Jesli zdecydujemy si¢ jako pierwszy $cia¢ wierzcholek A, to zgodnie z wihasnoscia 3.15
wierzchotka B nie bedzie mozna scig¢ wlasciwie. Wtedy bedziemy mogli dokona¢ $cigcia
wilasciwego wierzchotka C lub D i oczywiscie wierzchotka £. Jesli natomiast jako pierwszy
zetniemy wierzchotek B, to zgodnie z wlasnoscig 3.15 nie bedzie mozna $cia¢ wiasciwie
wierzchotka A ani wierzcholtka C. Wtedy bedziemy mogli dokona¢ $ciecia whasciwego tylko
wierzchotka D 1 £.
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Bez wzgledu na to, ktéry z wierzcholkéw K zetniemy jako pierwszy, na kazdym etapie
mozna $cia¢ wierzchotek E, poniewaz trdjkat A, nie ma punktow wspolnych z trojkatami
bioragcymi udzial w S$cinaniu pozostatych wierzcholkéw. W przypadku tego pigciokata

maksymalnie mozna dokonac¢ trzech kolejnych Scig¢ wlasciwych.
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Rozdzial 4

Dowody hipotez Rabinowitza

Rabinowitz [30], [31], [32] prowadzil systematyczne badania kombinatorycznych wiasnosci
wypuklych wielokatow kratowych, interesujac si¢, w szczegdélnosci, zwigzkami pomigdzy
liczbami wewnetrznych i brzegowych punktow kratowych w wypuklych wielokatach
kratowych. Udowodnit on wiele zaleznosci zaobserwowanych migdzy innymi w rezultacie
intensywnego komputerowego przeszukiwania wielokatéw. Niektére z zaobserwowanych w
ten sposob wilasnosci sformutowat jako hipotezy. W tym rozdziale rozprawy podamy dowody
kilku z tych hipotez, a w jednym przypadku otrzymujemy wynik lepszy niz przewidywany
przez Rabinowitza. W nawiasach podajemy oryginalne nazwy hipotez z pracy [32].

Niektére z tych hipotez sa ze soba tak Scisle zwigzane, ze udowodnienie jednej z nich w
prosty sposob prowadzi do dowodu pozostalych. Grupujemy te Scisle ze soba powigzane
hipotezy w dwodch podrozdziatach. W trzecim podrozdziale, stosujac wykorzystana w tym
rozdziale metode dowodzenia, podajemy krotkie dowody kilku znanych rezultatow. Rozdziat
ten koncza rozwazania rozszerzajace kilka wczesniej udowodnionych wynikéw, tzw.
anomalii.

W dowodach hipotez wykorzystywa¢ bedziemy zaleznosci pomigdzy otoczka

wewnetrzna i zewngtrzng. Przydatne beda ponizsze dwa lematy.
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Lemat 4.1. Jezeli otoczka wewnetrzna wypuklego wielokqta kratowego K jest odcinkiem

kratowym AB lezqcym na osi OX, to wielokqt K lezy w pasie S ograniczonym prostymi y =1 i

y=-1.

Dowéd. Oznaczmy przez m dlugo$¢ kratowa odcinka AB. Zatézmy, ze wierzchotek X

wielokata K lezy poza pasem S. Wtedy wysokos¢ trojkata ABX jest wigksza niz 1, z czego
wynika, ze jego pole wynosi A4 > Em . Z drugiej strony zauwazamy, rozumujac podobnie jak
w dowodzie twierdzenia 3.9, ze g(ABX)=0 1 b(ABX)=m+2. Zastosowanie twierdzenia

: . 1 1
Picka do tréjkata ABX daje nam A = E(m +2)+0-1= Em . Otrzymana sprzecznos¢ konczy
Il

dowod lematu.

Lemat 4.2. Niech H bedzie wypuklym wielokqtem kratowym zawierajqcym wewnetrzny punkt
kratowy, a u jego bokiem o diugosci kratowej 1. Jesli v jest bokiem wielokqta O(H)
rownolegltym do u i lezqcym w h(u), to nie moze on zawiera¢ dwoch punktéw kratowych w

swoim relatywnym wnetrzu.

Dowéd. Zalézmy, ze bok v zawiera dwa punkty kratowe B; i B, w swoim relatywnym
wnetrzu. Oznaczmy konce boku u przez A; i A,. Narysujmy proste: /; przechodzaca przez
punkty 4, i Bj, I, przechodzaca przez punkty B, i A, oraz prosta /3 zawierajaca B; i A4;

(rysunek 4.1). Oznaczmy przez u; 1 u; boki wielokata H wychodzace z wierzchotkow 4, 1 A4,.

Rysunek 4.1
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Gdyby bok u, lezal pomigdzy prostymi /(u) i /;, to prosta kratowa /,(u;) obcigtaby co
najmniej odcinek B;B,. Gdyby bok u, lezal pomigdzy prostymi /; i [, to prosta kratowa /g(u,)
przechodzitaby przez punkt B obcinajac fragment boku v, przez co punkt B, nie bytby w
relatywnym wnetrzu v. W podobny sposob pokazujemy, ze bok u; nie moze leze¢ pomigdzy
prostymi /(u) i [3. Z powyzszych obserwacji i ze wzgledu na wypuktos¢ wielokata / wynika,
ze musialby leze¢ w pasie P ograniczonym prostymi /> 1 /.

Pokazemy teraz, ze we wngtrzu P nie lezy zaden punkt kratowy. Oznaczmy przez p;,
gdzie i>1, proste kratowe réwnolegle do prostej /(u), przechodzace przez kolejne punkty

kratowe, C;, na prostej /. Gdyby we wngtrzu P lezal punkt kratowy C, to bytby on pomigdzy

prostymi py i pix+; dla pewnego k. Wtedy punkt kratowy B, +(C-C,) lezalby pomiedzy
prostymi /(u) i l4(u), co wobec definicji prostej /g(u).nie moze mie¢ miejsca.

Pokazalismy, ze pas P nie moze zawiera¢ wewngtrznych punktéw kratowych, a tym
samym wielokat H c P nie moze zawiera¢ wewnetrznych punktow kratowych, co jest

sprzeczne z zalozeniem. O

Zalozenie, ze wielokat H zawiera wewngtrzny punkt kratowy jest bardzo istotne. Z

rysunku 4.2 widaé, ze dla otoczki zewngtrznej wielokata H, gdy g(/H) =0, lemat 4.2 nie

zachodzi.

Rysunek 4.2

4.1. Hipotezy dotyczgce wypuklych dziewigciokatow kratowych
Hipoteza 4.1. (The Nonagon Anomaly) Wypukly dziewieciokqt kratowy moze zawierac 7 lub

10 wewnetrznych punktow kratowych, ale nie moze zawiera¢ ani 8, ani 9 wewnetrznych

punktow kratowych.
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Dowod. Rysunek 4.4 przedstawia dwa wypukle dziewigciokaty kratowe, ktore zawieraja
odpowiednio 7 1 10 wewngtrznych punktow kratowych.

Rysunek 4.3

Aby udowodni¢ pozostale dwie tezy okreslimy warunki konieczne na istnienie wypuktych
dziewieciokatéw kratowych zawierajacych 8 lub 9 wewngtrznych punktéw kratowych.
Nastepnie sprawdzimy, czy warunki te okaza si¢ wystarczajace. Dowod sklada si¢ z dwoch

czgscl.

Whpukfy dziewigciokgt Rratowy nie moze zawierac 8 wewnegtrznych punktéw Rratowych.

Niech K bedzie wypuklym dziewigciokatem kratowym zawierajacym 8 wewngtrznych
punktow kratowych. Wewngtrzne punkty kratowe wielokata K stanowia wszystkie punkty
kratowe jego otoczki wewnetrznej H. Zatem b(H)+ g(H)=G(H)=g(K) =8. Oczywiscie
mamy V(H) < b(H)<8. Z twierdzen 3.4 i 3.5 wynika, ze v(H)25 1 b(H)=6. Powyzsze
warunki ograniczajg liczb¢ mozliwych wartosci parametrow v(H), b(H) 1 g(H) do

dziewigciu przedstawionych ponizej.

v(H) | b(H) | 9(H) |G(H)=9(K)

OO |O|=|N|O|= N[
<

[N NS [V N [FNIC. W) . N (UL W P N L\ PR Ny AR N
olo|No|o|Nw( N =
o|~N|N oo |o ;o o;
||| |~N|o ||~
00|00 |0o|oo|00|oo|co|oo|o

Tabela 4.1
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Jak juz wczesniej bylo wspomniane, kazdy wielokat kratowy, ktory ma co najmniej 5
wierzchotkbw musi zawiera¢ wewnetrzny punkt kratowy. Zatem otoczka wewnetrzna
dziewieciokata K nie moze by¢ wielokatem o parametrach okreslonych w przypadkach 1.3,
1.6, 1.81 1.9. Przypadek 1.5 mozna odrzuci¢ na mocy twierdzenia 1.6. Z kolei przypadek 1.7
odrzucamy na mocy twierdzenia 1.7. W pozostatych trzech przypadkach pokazemy, ze
niemozliwe jest skonstruowanie wypuklego dziewigciokata kratowego, ktorego otoczka

wewngtrzng bytby wielokat o podanych parametrach.

Przypadek 1.1. Otoczka wewngetrzna H jest wypuklym pigciokatem kratowym z sze$cioma
brzegowymi i dwoma wewnetrznymi punktami kratowymi. Zatem wielokat H ma cztery boki
o dhugosci kratowej 1 i jeden bok o dlugosci kratowej 2. Aby uzyskaé dziewigciokat K,
ktorego otoczka wewnetrzng bedzie H, zaczynamy od skonstruowania otoczki zewnetrznej
O(H). W tym przypadku O(H) ma co najwyzej pig¢ wierzchotkow. Aby uzyskal z niej
dziewigciokat musimy dokonac czterech kolejnych $cig¢ wiasciwych.

Wobec lematu 4.2 wielokat O(H) ma cztery boki, ktore maja dtugos¢ kratowa co
najwyzej 2. Z kolei, wobec witasnosci 3.15, $cigcie wlasciwe jednego z wierzchotkow takiego
boku wyklucza $cigcie wlasciwe drugiego wierzchotka. Zatem w tym przypadku
maksymalnie mozna dokonac trzech kolejnych $cig¢ wilasciwych i1 przycigecie O(H) do

dziewigciokata jest niemozliwe (rysunek 4.4).

Rysunek 4.4

Przypadek 1.2. Teraz otoczka wewngtrzna jest wypuklym pigciokatem kratowym z
siedmioma brzegowymi i jednym wewngtrznym punktem kratowym. Na mocy twierdzenia
2.5 istnieje tylko jeden taki wielokat, ktory wraz z otoczka zewnetrzna przedstawiony jest na

rysunku 4.5,
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Rysunek 4.5

Podobnie jak poprzednio, aby uzyskaé dziewigciokat, nalezy dokonac czterech $cigé
wlasciwych. Zgodnie z rozumowaniem konczacym rozdzial 3 w przypadku tego pigciokata

maksymalnie mozna dokona¢ trzech kolejnych $cigé wlasciwych i przycia¢ go o$miokata.

Przypadek 1.4. W tym przypadku otoczka wewngtrzna H jest szesciokatem z szescioma
brzegowymi i dwoma wewngtrznymi punktami kratowymi. Oczywiscie wszystkie boki tego
szeSciokata maja dtugosc kratowa 1.

Na mocy lematu 1.3 wielokat / mozna przeksztalci¢ za pomoca calkowitoliczbowego
unimodularnego przeksztalcenia afinicznego w taki sposdb, aby jego dwa wewngtrzne punkty
kratowe odwzorowac¢ w punkty o wspdtrzednych (1,0) 1 (2,0). Majac nadziejg, ze nie bedzie
to prowadzilo do nieporozumien, obraz wielokata H po przeksztalceniu réwniez bedziemy
oznaczali przez H. Konwencjg t¢ bedziemy stosowaé w dalszej czgsci rozprawy.

Wobec lematu 4.1 szesciokat H bedzie lezal w pasie S ograniczonym prostymi y =1 1
y =—1. Oczywiscie dwa jego wierzchotki musza leze¢ w punktach (0,0) 1 (3,0) oraz po dwa
na prostych y =11 y =—-1. Dodatkowo mozna zastosowa¢ $ciagnigcie wzgledem osi OX tak,
aby H lezal w polplaszczyznie x>0 z wierzchotkiem 4 w punkcie (0,1). O kazdym
szesciokacie potozonym w ten sposob bedziemy méwili, ze jest w pozycji wyjsciowej.

Oznaczmy przez R prostokat o wierzchotkach w punktach (0,1), (0,-1), (k+1,1),
(k+1,-1). Pokazemy teraz, Ze bez straty ogdlnosci mozna przyjaé, iz kazdy chudy szesciokat

kratowy z wspotliniowymi wewngtrznymi punktami kratowymi lezy w Ry.
Lemat 4.3. Jesli H; jest chudym szesciokqtem kratowym w pozycji wyjsciowej zawierajqcym k

wspotliniowych wewnetrznych punktéw kratowych, to istnieje szesciokqt kratowy H, réwniez

w pozycji wyjsciowej, ktory jest rownowazny z H; i zawiera si¢ w Ry.
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Dowo6d Lematu 4.3. Jesli H; zawiera si¢ w Ry, to przyjmujemy H, = H, . Rozwazmy
sytuacje¢, gdy H; nie zawiera si¢ w Ry. Oznaczmy przez D prawy koniec boku lezacego na
prostej y =-1. Oczywiscie wierzchotek D lezy poza Ry Poniewaz H; jest w pozycji
wyjsSciowej 1 wszystkie jego boki maja dlugos¢ kratowa 1, to cztery wierzchotki muszg mied
wspotrzedne (0,0), (0,1), (1,1) i (k+1,0). Z wypuktosci wielokata H; wynika, ze D=(t,-1), a
szOsty wierzchotek ma wspolrzedne (t-1,-1), gdzie &k +2<t<2k. Zastosujmy $ciagnigcie
wzgledem osi OX o skali k
X'=x+ky
y'=y

Takie $ciagnigcie przeksztatci wierzchotek 4=(0,1) w punkt o wspdtrzednych (%,1), a
punkt (1,1) w punkt (k+1,1), natomiast D=(¢,-1) w punkt (#-k,-1) i kolejny wierzcholek o
wspoéirzednych (#-1,-1) w punkt (#-k-1,-1). Poniewaz t-k-1>1, to obraz H; po $ciagnigciu

bedzie si¢ zawieral w Ry. Nastgpnie zastosujmy symetri¢ wzgledem prostej (niekoniecznie
. 1 . o -
kratowej) x:—kzL. W ten sposob otrzymamy wypukly szesciokat kratowy H, w pozycji

wyjsciowej zawarty w prostokacie Ry. Nietrudno zauwazy¢, ze zastosowane przeksztalcenia
mozna wyrazi¢ za pomocg catkowitoliczbowego unimodularnego przeksztalcenia afinicznego

0 nastgpujacym réwnaniu

x! -1 -k k+1|x
yi=0 1 0 |yl
1 0 O 1 |1
co konczy dowdd lematu. O

Na mocy lematu 4.3 mozemy przyjaé, ze H zawiera si¢ w prostokacie Ry z czterema
wierzchotkami w punktach (0,0), (0,1), (1,1), (3,0). Pozostale dwa wierzchotki moga miec
wspoltrzedne (1,-1) 1 (2,-1) lub (2,-1) 1 (3,-1). W ten sposéb otrzymujemy dwa (z dokladnoscia
do rownowaznosci) wypukte szesciokaty kratowe. Rysunek 4.6 przedstawia te szesciokaty
wraz z ich otoczkami zewnetrznymi. Dla ulatwienia orientacji, teraz i w dalszej czgsci tego

rozdziatu, punkt (0,0) zaznaczymy na bialo.
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Rysunek 4.6

Zauwazamy natychmiast, ze pierwszy szesciokat dopuszcza $cigcie wlasciwe tylko
jednego wierzchotka, o wspdtrzednych (-1,0), natomiast drugi szesciokat nie dopuszcza
Sciecia wlasciwego zadnego swojego wierzchotka 1 niemozliwe jest uzyskanie

dziewigciokata.

Podsumowujac trzy omowione przypadki udowodniliSmy, ze nie istnieje wypukly

dziewieciokat kratowy, zawierajacy 8 wewngtrznych punktéw kratowych.

WApukfy dziewigciokgt Rratowy nie moze zawieral 9 wewngtrznych punktow Kratowych.

Zalézmy, ze K jest wypuklym dziewigciokatem kratowym z otoczka wewnetrzng zawierajaca
w sumie 9 punktow kratowych, wigc b(H)+g(H)=G(H)=g(K)=9. Podobnie jak w
poprzednim przypadku z twierdzen 3.4 1 3.5 mamy v(H) =51 b(H) =6, a wobec twierdzenia
1.7 v(H)<6 oraz oczywiscie b(H)<8. Uwzgledniajac te ograniczenia do zbadania

pozostaja nastepujace przypadki.

v(H) | bH) | g(H) IG(H)=g(K)
2.1 o 6 S 9
2.2 0 7 2 9
2.0 5 8 1 9
2.4 6 6 £ 9
2.5 6 7 2 9
2.6 6 8 1 9
Tabela 4.2

Przypadki 2.3 i 2.6 odrzucamy na mocy twierdzenia 2.5. W pozostalych czterech przypadkach
pokazemy, ze niemozliwe jest skonstruowanie wypuklego dziewigciokata kratowego, ktorego

otoczka wewnetrzng bytby wielokat o podanych parametrach.
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Przypadek 2.1. Podobnie jak w przypadku 1.1 wielokat H jest pigciokatem o czterech bokach
dhugosci kratowej 1, a jego otoczka zewnetrzna O(H) dopuszcza maksymalnie trzy kolejne

$cigcia wlasciwe. W ten sposdb mozna uzyska¢ co najwyzej o§miokat.

Przypadek 2.2. Wielokat H jest wypuktym pigciokatem kratowym z siedmioma brzegowymi
i dwoma wewnetrznymi punktami kratowymi. W tym przypadku rozumowanie jest podobne
jak w przypadku 2.1. Wielokat A ma trzy lub cztery boki o dlugosci kratowej 1 1 z lematu 4.2
wynika, ze O(H) ma trzy lub cztery boki o dlugosci kratowej co najwyzej 2. Jesli O(H) ma 4
takie boki, to mamy taka samga sytuacje jak w przypadku 1.1. Natomiast jesli O(H) zawiera
trzy takie boki, to mozliwe utozenia bokéw O(H) przedstawia rysunek 4.7. Prosta analiza

prowadzi do wniosku, ze takich O(H) nie mozna przycia¢ do dziewigciokatow.

Rysunek 4.7

Przypadek 2.4. Wielokat H jest szesciokatem z szescioma brzegowymi 1 trzema

wewnetrznymi punktami kratowymi, ktére moga by¢ wspotliniowe lub nie.

Wewnetrzne punkty Rratowe sq wspéthiniowe.

Przeksztatcamy H do pozycji wyjsciowe]. Podobnie jak w przypadku 1.4 cztery wierzchotki
H maja nastepujace wspotrzedne (0,0), (0,1), (1,1) i (3,0). Na mocy lematu 4.3 mozemy

ograniczy¢ rozpatrywane przypadki do trzech szesSciokatow przedstawionych wraz z ich

otoczkami zewngtrznymi na rysunku 4.8.

Rysunek 4.8
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We wszystkich tych przypadkach otoczki zewnetrzne O(H) sa czworokatami i oczywiscie nie

mozna ich przyciaé do dziewigciokatow.

Wewngtrzne punkty Kratowe nie sq wspétliniowe.

W tym przypadku trzy punkty kratowe tworza tréjkat prymitywny 7, ktérego wierzcholki,
wobec twierdzenia 2.4, maja wspéirzedne (1,0), (2,0) 1 (1,1). Tréjkat 7T jest otoczka
wewnetrzna szesciokata H. Wierzchotki H leza na brzegu O(7), ktéry jest tréjkatem o
wierzchotkach (0,-1), (4,-1) 1 (0,3) (rysunek 4.9).

Rysunek 4.9

Oczywiscie, aby uzyska¢ szesciokat nalezy $cia¢ wszystkie trzy wierzchotki O(7).
Wtedy na kazdym z bokéw O(7) bedzie lezat jeden z bokow szesciokata H, wszystkie o
dlugosci kratowej 1. Jesli punkt 4 o wspolrzednych (0,0) bedzie wierzcholkiem H, to
sasiednim wierzchotkiem na prostej x =0 bedzie punkt B=(0,1). Wtedy punkt C musi miec¢
wspotrzedne (1,2). W ten sposob otrzymujemy kolejne wierzchotki / o wspolrzednych (2,1),
(3,-1) i (2,-1). W przypadku, gdy punkt (0,0) nie bedzie wierzchotkiem H, podobne
rozumowanie prowadzi do szesciokata o wierzchotkach w punktach (0,2), (0,1), (1,-1), (2,-1),
(3,0) i (2,1). Tak uzyskane dwa szesciokaty sa rownowazne, gdyz jeden mozna przeksztatcic
w drugi za pomoca symetrii wzgledem prostej y =x—1.

Rysunek 4.10 przedstawia jeden (z dokladnoscia do réwnowaznosci) szesciokat
zawierajacy trzy niewspoétliniowe wewnegtrzne punkty kratowe wraz z jego otoczka
zewnetrzng. W tym przypadku wielokat O(H) nie dopuszcza scigcia wlasciwego zadnego ze
swoich wierzchotkdéw. A zatem nie istnieje wypuktly dziewigciokat kratowy, ktorego otoczka

wewnetrzng jest szesciokat zawierajacy szes¢ brzegowych i trzy wewnetrzne punkty kratowe.
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Rysunek 4.10

Przypadek 2.5. Wielokat H jest szesciokatem z siedmioma brzegowymi i dwoma
wewnetrznymi punktami kratowymi. Jeden z bokéw H ma dlugos¢ kratowa 2, a pozostate
maja dtugos¢ kratowa 1. Przeksztal¢my H do pozycji wyjsciowej z wierzchotkiem w punkcie
(0,1). Podobnie jak w przypadku 1.4 po dwa wierzchotki musza leze¢ na prostych y =1 i
y =—1 oraz w punktach o wspdtrzednych (0,0) i (3,0). Mozemy przyja¢, ze bok o dlugosci
kratowej 2 lezy na prostej y =1, w ten sposdb uzyskujemy kolejny wierzcholek o
wspotrzednych (2,1). Dwa pozostate wierzchotki na prostej y =—1 majg wspotrzedne (1,-1) i
(2,-1) lub (2,-1) 1 (3,-1), co daje dwa szesciokaty. Jednak sa one réwnowazne, co tatwo

sprawdzi¢ stosujac do pierwszego z nich $ciagnigcie jednostkowe wzgledem osi OX oraz
: 3 . .
symetri¢ wzgledem prostej x=5. Tak otrzymany szesciokat H wraz z jego otoczka

zewnetrzng podajemy na rysunku 4.11. Oczywiscie wielokat O(H) mozna przycia¢ co

najwyzej do osmiokata.

Rysunek 4.11

W ten sposéb udowodniliSmy, ze nie istnieje wypukly dziewigciokat kratowy
zawierajacy 9 wewnetrznych punktow kratowych, co konczy dowod hipotezy 4.1. [

Kolejne trzy hipotezy sa bezposrednio zwigzane z hipoteza 4.1.
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Hipoteza 4.2. (The Fat Nonagon Theorem) Jesli K jest wypuklym dziewieciokatem
kratowym, ktory nie jest chudy, to g(K)210.

Dowdd. Niech K bedzie wypuklym dziewigciokatem kratowym, ktory nie jest chudy, czyli
b(K)>v(K). Z twierdzenia 1.9 wynika, ze jedyny (z dokfadnoscia do roéwnowaznosci)
wypukly dziwigciokat kratowy zawierajacy 7 wewnetrznych punktéw kratowych jest chudy,
zatem g(K)>8. W dowodzie hipotezy 3.1 pokazaliSmy, ze nie istnieje wypukly
dziewieciokat kratowy zawierajacy 8 lub 9 wewnetrznych punktow kratowych, wigc
g(K)=210. Zauwazmy, ze wyniku tego nie da si¢ poprawi¢, poniewaz rysunek 4.4
przedstawia przyktad wypuklego dziewigciokata kratowego, ktdry nie jest chudy i zawiera 10

wewngtrznych punktéw kratowych. N

Hipoteza 4.3. (Conjecture 7.10) Jesli wypukly wielokqt kratowy zawiera 8§ wewnetrznych
punktow kratowych, to v(K) < 8.

Dowd6d. Niech K bedzie wypuklym wielokatem kratowym zawierajacym 8 wewnetrznych
punktow kratowych. Na mocy twierdzenia 1.10 wypukly dziesigciokat kratowy zawiera co
najmniej 10 wewnetrznych punktéw kratowych. Z tego wynika, ze w(K)<9. Po
udowodnieniu hipotezy 4.1 wiemy, ze wypukly dziewigciokat kratowy nie moze zawiera¢ 8
wewnetrznych punktéw kratowych. Oznacza to, ze wypukly wielokat kratowy zawierajacy 8

wewnetrznych punktow kratowych moze mie¢ co najwyzej 8 wierzchotkow. 0
Nieomal identycznie przebiega dowod kolejnej hipotezy.

Hipoteza 4.4. (Conjecture 7.11) Jesli wypukly wielokqt kratowy zawiera 9 wewnetrznych
punktow kratowych, to v(K) <8.
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4.2. Hipotezy dotyczace wypuklych dziesi¢gciokatow kratowych

Hipoteza 4.5. (Conjecture 6.4) Jesli K jest wypuklym dziesieciokqtem zawierajqcym 10

wewnetrznych punktow kratowych, to K jest rownowazny z nastepujqcym dziesieciokqtem.

Rysunek 4.12

Dowéd. Metoda dowodzenia jest podobna jak w przypadku hipotezy 4.1. Najpierw badamy
jakie parametry moze mie¢ otoczka wewngtrzna wypuklego dziesigciokata kratowego, a
nastepnie sprawdzamy, czy otoczki zewngtrzne wielokatow o takich parametrach mozna
przycia¢ do dziesigciokata.

Niech H bedzie otoczka wewnetrzna wypuklego dziesigciokata kratowego K. Z
twierdzen 3.4 i 3.5 mamy v(H)=5 1 b(H)>7. Podobne jak poprzednio, na mocy
twierdzenia 1.7, odrzucamy przypadki, gdy v(H)=7. Liczba brzegowych punktow

kratowych nie moze by¢ wigksza od 9. Na mocy twierdzenia 2.5 odrzucamy przypadki 3.3 i

3.6. Przeanalizujmy pozostale cztery przypadki.

v(H) | b(H) | g(H) |G(H)=g(K)
3.1 9 7 3 10
3.2 5 8 2 10
3.3 5 9 1 10
3.4 6 7 3 10
3.5 6 8 2 10
3.6 6 9 1 10
Tabela 4.3

Przypadek 3.1. Otoczka zewngtrzna O(H) ma co najwyzej pie¢ wierzcholkdw i przyciecie jej
do dziesieciokata wymaga pieciu $cig¢ wlasciwych. Aby bylo to mozliwe kazdy bok O(H)
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musiatby zawiera¢ w relatywnym wnetrzu co najmniej dwa punkty kratowe. Jednak z lematu

4.2 wynika, ze O(H) ma co najwyzej dwa takie boki.

Przypadek 3.2. Tym razem, stosujac lemat 4.2, zauwazamy, ze wielokat O(H) ma co
najwyzej trzy boki o dlugosci kratowej wigkszej niz 2 i przycigcie go do dziesigciokata nie

jest mozliwe.

Przypadek 3.4. W tym przypadku tylko jeden z bokéw H ma dhugos¢ kratowa 2 1 dlatego,
wobec lematu 4.2, otoczka zewnetrzna O(H) moze mie¢ tylko jeden bok o dlugosci kratowej
wigkszej niz 2. Aby przycia¢ O(H) do dziesigciokata, trzeba dokona¢ czterech kolejnych scigé
wihasciwych. Jak widac z rysunku 4.13 nie jest to mozliwe, gdyz maksymalnie mozna dokona¢

trzech kolejnych $cig¢ whasciwych.

Rysunek 4.13

Przypadek 3.5. W tym przypadku mozliwe sa dwie sytuacje. Wielokat / moze zawierac
jeden bok o dtugosci kratowej 3 lub dwa boki o dlugosci kratowej 2. Pierwsza sytuacja jest
nieomal identyczna jak w przypadku 3.4.

Rozpatrzmy zatem drugg sytuacje, gdy wielokat /' ma dwa boki o dtugosci kratowej 2, a
pozostate boki o dtugosci kratowej 1. Przeksztat¢my H do pozycji wyjsciowej. Wtedy dwa
wierzchotki H bedg miaty wspotrzedne (0,0) i (3,0). Boki o dlugosci kratowej 2 musza leze¢
na prostych y =11 y=-1. Jeden z nich bedzie mial kofice w punktach (0,1) i (2,1). Ze
wzgledu na wypuklos¢ szesciokata H drugi bok o dlugosci kratowej dwa musi mie¢ kofice w
punktach (1,-1) i (3,-1). Rysunek 4.14 przedstawia ten szeSciokat wraz z jego otoczka

zewngetrzng,.
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Rysunek 4.14

Aby otrzyma¢ dziesigciokat, wielokat O(H) musi dopuszczaé $cigecie wlasciwe czterech z
szesciu swoich wierzchotkow. Jesli zdecydujemy sig¢ na $cigcie wierzchotka o wspotrzednych
(-1,0), to nie bedzie mozna $cia¢ wilasciwie sasiednich dwoch wierzchotkow i w rezultacie
dalszego $cinania nie uzyskamy dziesigciokata. Podobna sytuacja miataby miejsce gdyby$smy
zdecydowali si¢ na $cigcie wierzchotka o wspotrzednych (4,0).

Natomiast w rezultacie $cigcia pozostatych czterech wierzchotkéw otrzymujemy
szukany dziesigciokat kratowy zawierajacy 10 wewngtrznych punktéw kratowych. To konczy

dowdd lematu.
owod lematu .
Kolejna hipoteza w prosty sposob wynika z prawdziwosci hipotezy 4.5.

Hipoteza 4.6. (The Fat Decagon Theorem) Jesli K jest wypuklym dziesieciokqtem
kratowym, ktory nie jest chudy, to g(K)=11.

Dowéd. Niech K bedzie wypuklym dziesieciokatem kratowym, ktory nie jest chudy. Wobec
twierdzenia 1.10 mamy g(K) >10. Wiemy teraz, ze g(K) =10wtedy 1 tylko wtedy, gdy K

jest rownowazne z chudym dziesi¢ciokatem z rysunku 4.12. Wynika stad, ze g(K)=11. [

Okazuje si¢, ze zastosowanie uzywanej w tym rozdziale metody dowodzenia pozwala
poprawi¢ wynik hipotezy 4.6. Pokazemy mianowicie, ze wypukly dziesigciokat kratowy,
ktory nie jest chudy, zawiera co najmniej 13 wewngtrznych punktéw kratowych. Bedzie to

prosty wniosek z nastgpujacego twierdzenia.

Twierdzenie 4.7. Wypukly dziesieciokqt kratowy nie moze zawiera¢ ani 11, ani 12

wewnetrznych punktow kratowych.
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Dowod. Osobno bedziemy rozpatrywac przypadki G(H) =111 G(H) =12.

WApukfy dziesigciokgt Rratowy nie moze zawieral 11 wewngtrznych punktow Rratowych.

Niech K bedzie wypuklym dziesigciokatem kratowym z otoczka wewnetrzna H i niech
G(H)=11. Podobnie jak w dowodzie hipotezy 4.5 mamy 5<v(H)<9, 7<b(H)<10
ig(H)22.Na mocy twierdzenia 1.8 mozemy wykluczy¢ v(H) = 8. Tabela 4.4 przedstawia

wszystkie mozliwe wartosci parametréw opisujacych wielokat /.

v(H) | bH) | g(H) IG(H)=9(K)
4.1 5 Fi 4 11
4.2 5 8 3 11
4.3 5 9 2 11
4.4 6 7 4 11
4.5 6 8 ) 11
4.6 6 9 2 11
4.7 4 i 4 11
Tabela 4.4

Przypadki 4.1 — 4.3. We wszystkich tych przypadkach wielokat H jest pigciokatem i zawiera
co najmniej jeden bok o dlugosci kratowej 1, nazwijmy go u. Aby przycia¢ O(H) do
dziesigciokata musielibySmy dokona¢ $cie¢ wlasciwych wszystkich jego pigciu
wierzchotkdéw. Jednak na mocy lematu 4.2 1 wlasnosci 3.15, wielokat O(H) nie dopuszcza

$ciecia whasciwego obu wierzchotkéw boku v, réwnolegtego do .

Przypadek 4.4. Przypadek ten mozna odrzuci¢ z powodow przedstawionych w analizie

przypadku 3.4.

Przypadek 4.5. Wielokat H jest szedciokatem z o$mioma brzegowymi i trzema
wewnetrznymi punktami kratowymi, ktére moga by¢ wspétliniowe lub nie. Wielokat H moze
mie¢ jeden bok o dlugosci kratowej 3 lub dwa boki o dlugosci kratowej 2. Pierwsza
mozliwo$¢ odrzucamy z tych samych powodéw co w przypadku 3.4. Rozpatrzmy sytuacje,

gdy wielokat H ma dwa boki o dlugosci kratowej 2 i pozostate o dtugosci kratowej 1.
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Wewngtrzne punkty Rratowe sq wspotliniowe.

Przeksztalcamy H do pozycji wyjsciowej z trzema wierzchotkami w punktach (0,0), (0,1) i
(4,0). Boki o dtlugosci kratowej 2 musza leze¢ na prostych y =11 y=-1. Stad czwarty
wierzchotek ma wspotrzedne (2,1). Rozumujac podobnie jak w dowodzie lematu 4.3 mozemy
przyjac, ze H jest zawarty w prostokacie R3. Wtedy pozostate dwa wierzcholki tworzace drugi
bok o dlugosci kratowej 2 maja wspdtrzedne (1,-1) i (3,-1) lub (2,-1) i (4,-1). Rysunek 4.15

przedstawia te dwa wielokaty wraz z ich otoczkami zewngtrznymi.

Rysunek 4.15

Latwo zauwazyC¢, wobec wlasnosci 3.15, Zze pierwsza otoczka zewngtrzna dopuszcza
maksymalnie 3, a druga maksymalnie 2 kolejne $cigcia wlasciwe. Uzyskanie dziesigciokata

jest zatem niemozliwe.

Wewngtrzne punkty Rratowe nie sq wspotliniowe.

Podobnie jak w przypadku 2.4 trzy wewngtrzne punkty kratowe tworza trojkat 7' o
wierzchotkach w punktach (1,0), (2,0) i (1,1). Wierzchotki wielokata / leza na brzegu O(7),
ktory jest trojkatem o wierzchotkach (0,-1), (4,-1) 1 (0,3) (rysunek 4.10). Aby uzyskaé
szesciokat nalezy Scia¢ whasciwie wszystkie trzy wierzchotki O(7). Otrzymany tak szesciokat
ma 9 brzegowych punktéw kratowych, co powoduje koniecznos$é $cigcia jeszcze jednego
wierzchotka. Pokazemy, ze bez wzgledu na wybdr tego wierzcholka otrzymany szesciokat
jest rbwnowazny z przedstawionym na rysunku 4.16 szesciokatem H. W tym celu wystarczy
pokazaé, ze sze$ciokat H;, majacy boki o dlugosci kratowej 2 na prostych y=-1 i
y =-x+3, jest rOwnowazny z H. Istotnie, stosujac do /; Sciagnigcie jednostkowe wzgledem

osi OX oraz jedng lub dwie symetri¢ otrzymujemy H.
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Rysunek 4.16

Otoczka zewnetrzna wielokata H dopuszcza $cigcie wilasciwe tylko trzech swoich
wierzcholkéw. Nie istnieje wige wypukly dziesigciokat kratowy, ktorego otoczka wewngtrzng

jest szesciokat zawierajacy osiem brzegowych i trzy wewnetrzne punkty kratowe.

Przypadek 4.6. Przypadek ten mozna wyeliminowa¢ poniewaz wypukly szesciokat kratowy
zawierajacy dwa wewngtrzne punkty kratowe nie moze mie¢ dziewigciu brzegowych

punktéw kratowych. Latwo to sprawdzi¢ umieszczajac H w pozycji wyjsciowej.

Przypadek 4.7. Wielokat H jest wypuklym siedmiokatem kratowym zawierajacym cztery
wewngetrzne punkty kratowe. Na mocy twierdzenia 3.4 mamy v(H)=4, czyli otoczka
wewnetrzna H jest chudym czworokatem Q bez wewngtrznych punktow kratowych. Na mocy

twierdzenia 2.4 ma on wierzchotki o wspotrzednych (1,0), (2,0), (2,1)1(1,1) (rysunek 4.17).

Rysunek 4.17

Wielokat O(Q) jest oczywiscie kwadratem i aby przycia¢ go do chudego siedmiokata nalezy
dokona¢ pieciu $cigé. Jesli jeden z wierzchotkéw O(Q), powiedzmy punkt (0,2), jest
wierzcholkiem siedmiokata H, to natychmiast widac, ze polozenie kolejnych wierzchotkow H
jest zdeterminowane i jest on rownowazny z pierwszym siedmiokatem z rysunku 4.18.

Natomiast jesli zaden z wierzchotkéw O(Q) nie jest wierzchotkiem H, to znaczy, ze mialy
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miejsce cztery kolejne $ciecia wtasciwe. Scinajac w kolejnym kroku dowolny wierzchotek tak

otrzymanego o$miokata, otrzymujemy drugi siedmiokat z rysunku 4.18.

Rysunek 4.18

Otoczka zewnetrzna pierwszego siedmiokata nie dopuszcza $cigcia whasciwego zadnego ze

swoich wierzchotkow, a otoczka zewnetrzna drugiego siedmiokata i wobec twierdzenia 3.10

nie istnieje wypukly dziesigciokat kratowy zawierajacy 11 wewngtrznych punktow

kratowych.

Whpukfy dziesigciokgt Rratowy nie moZe zawieraé 12 wewnegtrznych punktéw Kratowych.

Niech K bedzie wypuklym dziesi¢ciokgtem kratowym z otoczka wewngtrzna / i niech

G(H) =12 . Rozumujac tak jak w przypadku G(H) =11 otrzymujemy nastgpujaca tabelg.

v(H) | b(H) | g(H) G(H)=g(K)
5.1 o 7 5 12
5.2 5 8 4 12
5.3 ) 9 3 12
54 5 10 2 12
9.5 6 7 5 12
5.6 6 8 4 12
Oul 6 9 3 12
5.8 6 10 2 12
5.9 7 7 + 12
5.10 7 8 4 12
5.11 8 8 4 12
Tabela 4.5

Przypadki 5.1 — 5.3. Wielokaty K o zadanych tutaj parametrach nie istnieja z tych samych

powodow co w przypadkach 4.1 —4.3.
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Przypadek 5.4. Pokazemy, ze nie istnieje wypukly pigciokat kratowy zawierajacy dziesigé
brzegowych i dwa wewngtrzne punkty kratowe. Zalézmy, ze istnieje taki pigciokat H. Na
mocy lematu 4.1 wielokat H musi leze¢ w pasie ograniczonym prostymi y =11 y=-1.
Wrynika z tego, ze jego wierzcholki leza na prostych y =1, y=0 1 y =-1. Jesli na prostej
y =1 jest jeden wierzcholek wielokata /1, to za pomoca Sciagnigcia wzgledem osi OX mozna
przeksztatci¢ go w punkt o wspolrzednych (0,1). Wtedy dwa wierzchotki musza leze¢ w
punktach (0,0) i (3,0), a pozostale dwa na proste] y=-1. Ze wzgledu na wypuklos¢
pieciokata H te dwa wierzchotki moga tworzy¢ co najwyzej bok o dlugosci kratowej 4
(rysunek 4.19). W tym przypadku b(H) =8.

Rysunek 4.19

Jesli natomiast obie proste y =11 y =-1 zawieraja po dwa wierzchotki H, to jeden z
punktow (0,0) lub (3,0) nie jest jego wierzchotkiem. Zat6zmy, ze punkt (0,0) jest
wierzcholkiem. Zastosujmy $ciagni¢cie wzgledem osi OX tak, aby pigciokat H znajdowat si¢
w potplaszczyznie x >0 z wierzchotkiem w punkcie (0,1). Aby uzyska¢ jak najwigksza liczbe
brzegowych punktéw kratowych, punkt (1,-1) musi by¢ wierzchotkiem H, a punkt (3,0) (ktory
nie jest wierzchotkiem) musi naleze¢ do H. Uwzgledniajac powyzsze ograniczenia
otrzymujemy cztery pigciokaty o maksymalnej liczbie brzegowych punktéw kratowych
b(H)=9. Nie istnieje wigc wypukly pigciokat kratowy zawierajacy dwa wewngtrzne i

dziesie¢ brzegowych punktow kratowych.

Rysunek 4.20

Przypadek 5.5. Przypadek ten mozna odrzuci¢ z tych samych powodéw co przypadek 3.4.
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Przypadek 5.6. W tym przypadku wielokat H jest wypuklym szesciokatem kratowym
zawierajagcym osiem brzegowych i cztery wewngtrzne punkty kratowe. Wewngtrzne punkty

moga by¢ wspotliniowe lub nie.

Wewngtrzne punkty Rratowe sq wspotliniowe.

Przeksztatcamy H do pozycji wyjsciowej z trzema wierzchotkami w punktach (0,0), (0,1) 1
(5,0). Szesciokat ma jeden bok o dlugosci kratowej 3 lub dwa boki o dlugosci kratowej 2
(lezace na prostych y =11 y =-1). Jesli H ma jeden bok o dtugosci kratowej 3, a pozostate o
dtugosci kratowej 1, to jego otoczka zewngtrzna, podobnie jak w przypadku 3.4, nie
dopuszczataby $cigcia wlasciwego czterech wierzchotkow.

Przyjmijmy, ze wielokat A/ ma dwa boki o dtugosci kratowej 2 i cztery boki o dlugosci
kratowej 1. Z tego wynika, ze czwarty wierzcholek A ma wspoirzedne (2,1). Pozostate dwa
wierzcholki, lezace na prostej y =—1, tworza bok o dlugosci kratowej dwa. Ten bok, ze
wzgledu na wypuklos$¢ szesciokata H, moze znajdowaé si¢ w pigciu polozeniach. W ten
sposob uzyskujemy piec¢ szesciokatow, z ktérych tylko trzy sa nierownowazne. Rysunek 4.21
przedstawia te trzy szesciokaty wraz z ich otoczkami zewngtrznymi, z ktérych tylko jedna

dopuszcza $cigcie whasciwe jednego wierzcholka.

Rysunek 4.21

Wewngtrzne punkty Rratowe nie sq wspotliniowe.

W tym przypadku otoczka wewngtrzna szesciokata H, oznaczmy ja przez H’, jest wypuklym
wielokatem kratowym, dla ktérego mamy v(H')=3 i b(H')+g(H')=G(H')=g(H)=4.
Na mocy twierdzen 2.4 i 2.5 warunki te spetniaja tylko trzy wielokaty przedstawione wraz z

otoczkami zewngtrznymi na rysunku 4.22.
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Rysunek 4.22

Pierwsza otoczka zewngtrzna nie dopuszcza $cigcia zadnego ze swoich wierzchotkow.
Druga dopuszcza Scigcie whasciwe tylko dwoch wierzcholtkéw. Trzecig otoczke zewngtrzna, o
wierzchotkach w punktach (0,-1), (3,-1), (3,2) i (0,2), oznaczmy przez O(Q). Aby przyciaé ja
do szesciokata zawierajacego osiem brzegowych punktéw kratowych, nalezy dokonad
czterech Scigc.

Szesciokat H ¢ O(Q) moze mie¢ jeden bok o dlugosci kratowej 3 lub dwa boki o
dlugosci kratowej 2. W pierwszym przypadku mozemy zalozy¢, ze jest to bok laczacy
wierzcholki o wspdtrzednych (0,-1) i (3,-1). Determinuje to polozenie pozostalych
wierzchotkéw H i otrzymujemy pierwszy szesciokat z rysunku 4.23.

Jesli sze$ciokat H ma dwa boki o dtugosci kratowej 2, to moga one by¢ incydentne lub
nie. W pierwszym przypadku mozemy przyjaé, ze wspdlnym wierzchotkiem tych dwoch
bokéw jest punkt (0,-1), a wtedy dwa kolejne wierzchotki H maja wspoirzedne (2,-1) i (0,1).
W zaleznosci od zastosowanych $cigé otrzymujemy kolejne trzy szesciokaty z rysunku 4.23.

W przypadku, gdy dwa boki o diugosci kratowej 2 nie sa incydentne zauwazmy
najpierw, ze muszg one leze¢ na rownolegtych bokach O(Q). Gdyby bowiem tak nie byto, to
uzyskaliby$my szesciokat zawierajacy jedynie 3 wewngtrzne punkty kratowe. Ta obserwacja

natychmiast prowadzi do piatego szesciokata.

* o am B
1
l 2
J
Rysunek 4.23
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Oczywiscie zadnej z otoczek zewnetrznych przedstawionych na rysunku 4.23 nie mozna

przycia¢ do dziesigciokata.

Przypadek 5.7. Wielokat H jest wypuklym szesciokatem zawierajacym dziewig¢ brzegowych

i trzy wewngtrzne punkty kratowe.

Wewnetrzne punkty Rratowe sq wspotliniowe.

Przeksztalcamy H do pozycji wyjsciowej z trzema wierzchotkami w punktach (0,0), (0,1) i
(4,0). W tym przypadku szesciokat moze mie¢ jeden bok o diugosci kratowej 4 lub jeden o
diugosci kratowej 3 i drugi o dlugosci kratowej 2.

W pierwszym przypadku mozemy zatozy¢, ze bok o dtugosci kratowej 4 znajduje si¢ na
prostej y =1 z drugim wierzchotkiem w punkcie (4,1). Dwa pozostale wierzchotki moga
mie¢ wspotrzedne (1,-1) i (2,-1) lub (2,-1) 1 (3,-1), a otrzymane wielokaty sa rOwnowazne.

W drugim przypadku mozemy zalozy¢, ze bok o dlugosci kratowej 3 znajduje si¢ na
prostej y =1 z drugim wierzchotkiem w punkcie (3.1). Wtedy dwa pozostale wierzcholki
mogg mie¢ wspdlrzedne (1,-1) i (3,-1) lub (2,-1) 1 (4,-1). W tym przypadku otrzymane
szesciokaty réwniez sg rOwnowazne.

Rysunek 4.24 przedstawia dwa nierownowazne szesciokaty wraz z ich otoczkami
zewnetrznymi. Z rysunku tego widaé, ze otoczka zewnetrzna pierwszego szesciokata jest
pieciokatem, ktory nie dopuszcza S$cigcia wszystkich wierzchotkéw. Natomiast otoczka
zewnetrzna drugiego szesciokata dopuszcza maksymalnie trzy kolejne $cigcia wlasciwe i

niemozliwe jest przyciecie jej do dziesigciokata.

Rysunek 4.24
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Wewngtrzne punkty Rratowe nie sq wspotliniowe.

Podobnie jak w przypadku 2.4 wierzchotki wielokata H leza na brzegu O(T), ktory jest
trojkatem o wierzchotkach (0,-1), (4,-1) 1 (0,3). Aby uzyska¢ szesciokat nalezy S$ciaé
wszystkie trzy wierzchotki O(T). Wielokat O(T) ma 12 brzegowych punktéw kratowych i po
dokonaniu trzech kolejnych $cig¢ wlasciwych uzyskujemy szesciokat zawierajacy 9
brzegowych punktow kratowych. Rysunek 4.25 przedstawia ten szesciokat wraz z jego
otoczka zewnetrzng. Wielokata O(H) dopuszcza maksymalnie trzy kolejne Sciecia wlasciwe i

nie mozna go przycia¢ do dziesigciokata.

Rysunek 4.25

Przypadek 5.8. Przypadek ten odrzucamy z tych samych powoddw co przypadek 4.6.

Przypadek 5.9. W tym przypadku wielokat / jest chudym siedmiokgtem zawierajacym pieé
wewngtrznych punktow kratowych. Otoczke wewnetrzng siedmiokata H oznaczmy przez H'.
Wobec twierdzen 3.4 1 1.4 mamy v(H') =4. Na mocy twierdzen 2.4 i 2.5 czworokat H’ jest
rownowazny z jednym z czworokatéw przedstawionych wraz z otoczkami zewnetrznymi na

rysunku 4.26.

Rysunek 4.26
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Z tych trzech otoczek zewnetrznych tylko trzecia, o wierzchotkach (0,-1), (5.-1), (2,2) 1 (0,2),
mozna przyciaé¢ do siedmiokata. W tym celu nalezy dokona¢ szesciu $cigé. Latwo zauwazy¢,
ze:
e konieczne jest Scigcie dwoch wierzchotkow otoczki zewngtrznej o wierzcholkach
(0,-1)i(5,-1),
e na kazdej z prostych kratowych y=-1, x=0 1 y=-x+4 musza leze¢ po dwa
wierzcholtki wielokata H,

e punkt (1,2) musi by¢ wierzchotkiem wielokata H.

Uwzgledniajac powyzsze ograniczenia otrzymujemy trzy nierownowazne siedmiokaty
przedstawione wraz z otoczkami zewnetrznymi na rysunku 4.27. Zaden z tych siedmiokatow

nie moze by¢ otoczka wewnetrzna wypuklego dziesigciokata kratowego.

Rysunek 4.27

Przypadek 5.10. Wielokat H jest wypuklym siedmiokatem kratowym zawierajacym osiem
brzegowych i cztery wewngtrzne punkty kratowe. Podobnie jak w przypadku 4.7 wielokat H
zawiera si¢ w kwadracie O(Q) o wierzchotkach w punktach (0,-1), (3,-1), (3,2) i (0,2). Z
faktu, ze jeden bok siedmiokata ma dlugos¢ kratowa 2 wynika, ze jeden z wierzchotkow
kwadratu O(Q) musi by¢ wierzchotkiem wielokata H. Pozostate wierzchotki O(Q) $cinamy
wlasciwie 1 tak otrzymany siedmiokat przycinamy do szukanego siedmiokata H,
przedstawionego na rysunku 4.28. Oczywiscie otoczki zewngetrznej O(H) nie mozna przyciaé

do dziesigciokata.
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Rysunek 4.28

Przypadek 5.11. W tym przypadku wielokat H jest chudym o$miokatem kratowym
zawierajacym cztery wewnetrzne punkty kratowe. Na mocy twierdzenia 1.8 istnieje tylko
jeden taki os$miokat. Z Rysunku 4.29 widaé, ze otoczka zewnetrzna os$miokata H nie
dopuszcza $ciecia whasciwego zadnego ze swoich wierzcholkéw i nie istnieje wypukty

dziesigciokat kratowy, ktorego otoczka wewngtrzng bylby taki o$miokat.

Rysunek 4.29

Podsumowujac udowodnilisSmy, ze nie istnieje wypukly dziesigciokat kratowy

zawierajacy 11 lub 12 wewngtrznych punktéw kratowych. ]

Twierdzenie 4.8. Niech K bedzie wypuklym dziesieciokqtem kratowym. Jesli b(K)>10, to
g(K)=>13.

Dowéd. Niech K bedzie wypuklym dziesigciokatem kratowym, ktory nie jest chudy.
Udowodnilismy, ze jedyny wypukly dziesigciokat kratowy zawierajacy 10 wewngtrznych
punktow kratowych jest chudy, zatem g(XK)=11. W dowodzie twierdzenia 4.7 pokazalismy,
ze nie istnieje wypukly dziesieciokat kratowy zawierajacy 11 lub 12 wewnetrznych punktow
kratowych. Zatem g(K)>13. Wyniku tego nie da si¢ juz poprawi¢. Rysunek 4.30
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przedstawia przyktad wypukltego dziesigciokata kratowego, ktory nie jest chudy i zawiera 13
wewngtrznych punktéw kratowych.

Rysunek 4.30 ]

4.3. Krotkie dowody znanych rezultatow.

Metoda dowodzenia stosowana w tym rozdziale pozwala znacznie skréci¢é dowody kilku

znanych rezultatow z [1], [32], [33], [43].

Nowy dowod twierdzenia 1.5. Oznaczmy wewngtrzny punkt kratowy szukanego szesciokata
przez A. Znajdzmy takie wielokaty kratowe K, dla ktérych H(K)={A4}. Rysunek 4.31

przedstawia maksymalne w sensie zawierania zbiory K o tej wlasnosci.

Rysunek 4.31

Jak tatwo zauwazy¢, srodkowego z nich nie mozna przyciaé do szesciokata. Przycinajac oba
pozostate wielokaty do szesciokata zawsze otrzymamy szukany szesciokat z rysunku 1.4 lub

szesciokat jemu réwnowazny. O

Nowy dowod twierdzenia 1.7. Oznaczmy przez H otoczke wewnetrzna wypuklego
siedmiokata kratowego K. Zaldézmy, ze v(H)<4. Z poprzedniego dowodu wynika, Ze
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G(H) = 2. Gdyby otoczka wewngtrzna H byla odcinkiem kratowym, to na mocy lematu 4.1
wszystkie siedem wierzchotkdw musialoby leze¢ na prostych y =1, y=0 1 y=-1, co
oczywiscie nie moze zachodzi¢. Otoczka wewngtrzna H nie moze byé rowniez tréjkatem,
poniewaz wtedy istnialyby tylko trzy pélptaszczyzny h(u), u < 6H , a z twierdzenia 3.2

wynikaloby, ze v(K) < 6. Otrzymana sprzecznos$¢ konczy dowod. O

Nowy dowéd twierdzenia 1.8. Niech K  bedzie osmiokatem zawierajacym cztery
wewngtrzne punkty kratowe. Wobec twierdzenia 3.4 mamy v(H(K))=4. Na mocy
twierdzenia 2.4 H(K) musi by¢ réwnowazny z jednostkowym kwadratem Q. Wielokat O(Q)
jest kwadratem kratowym o boku dlugosci kratowej 3. Jedyna mozliwoscia uzyskania
o$miokata jest Scigcie wszystkich czterech jego wierzcholkdw. W ten sposéb otrzymujemy

osmiokat z rysunku 1.5. [

Kolejne twierdzenie sformulowane w [30] po raz pierwszy zostalo udowodnione w [43], a

nastepnie opublikowane z prostszym dowodem w [33].

Twierdzenie 4.9. Wypukly osmiokqt kratowy moze zawiera¢ 4 lub 6 wewnetrznych punktow

kratowych, ale nie moze zawiera¢ 5 wewnetrznych punktow kratowych.

Dowdd. Rysunki 1.5 i 4.32 przedstawiaja dwa wypukle o$miokaty kratowe zawierajace

odpowiednio 4 1 6 wewngtrznych punktéw kratowych.

Rysunek 4.32

Zalézmy, ze istnieje osmiokat kratowy K zawierajacy 5 wewngtrznych punktéow kratowych. Z

twierdzenia 3.4 1 1.4 wynika, ze v(H(K))=4. Zatem H(K) jest czworokatem z
G(H(K))=5. Na mocy twierdzen 2.4 i 2.5 wielokat H(K) jest rbwnowazny z jednym z
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trzech czworokatow, ktoére wraz z otoczkami zewngtrznymi przedstawione sa na rysunku

4.26. Przycigcie tych otoczek zewnetrznych do osmiokata oczywiscie nie jest mozliwe.

O

4.4. Anomalie wypuklych wielokgtéow kratowych

W poprzedniej czesci tego rozdziatu podalismy krétki dowod tzw. anomalii osmiokata. Teraz
wzmocnimy teze twierdzenia 4.9. Pokazemy mianowicie, ze wystgpujaca w tej tezie anomalia

zwigzana z liczba 5 jest jedyna.

Twierdzenie 4.10. Wypukly osmiokqt kratowy moze zawiera¢ dowolnq liczbe g >6

wewnetrznych punktow kratowych.

Dowdéd. Wystarczy pokaza¢, ze dla kazdego g =6 istnieje wypukly o$miokat kratowy K,
zawierajacy g wewnetrznych punktéw kratowych. Rysunek 4.33 przedstawia o$miokaty K i

K7 w oparciu o ktore skonstruujemy pozostate wielokaty.

Rysunek 4.33

Aby skonstruowa¢ wypukly o$miokat kratowy K, dla n>4, nalezy przesunaé
zaznaczone na czerwono wierzchotki wielokata Ks o wektor [n-3,0]. Analogicznie, aby
skonstruowa¢ wypukly osmiokat kratowy K>+, dla n >4, nalezy przesuna¢ zaznaczone na
czerwono wierzchotki wielokata K7 o wektor [n-3,0]. Proces ten, dla #=4, ilustruje rysunek

4.34.

Rysunek 4.34 ]
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Pokazemy teraz, ze w przypadku dziewigciokatow i dziesigciokatéw kratowych nie istnieja

inne anomalie poza wymienionymi w hipotezie 4.1 i twierdzeniu 4.7.

Twierdzenie 4.11. Wypukly dziewigciokqt kratowy moze zawiera¢ dowolnq liczbe g >10

wewnetrznych punktow kratowych.

Dowéd. Podobnie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia wystarczy pokazac¢, ze dla
kazdego g >10 istnieje wypukly dziewigciokat kratowy K,, zawierajacy g wewnetrznych
punktéw kratowych. Rysunek 4.35 przedstawia dziewigciokaty Ko, K171 K.

Rysunek 4.35

Aby skonstruowa¢ wypukly dziewigciokat kratowy K3s,+;, dla n > 4, nalezy przesunaé
zaznaczone na czerwono wierzchotki wielokata K;p o wektor [#-3,0]. Analogicznie, aby
skonstruowa¢ wypukly dziewigciokat kratowy Ks,.2, dla n > 4, nalezy przesuna¢ zaznaczone
na czerwono wierzchotki wielokata K;; o wektor [n-3,0] i aby skonstruowa¢ wypukly

dziewieciokat kratowy K3, dla n > 5, nalezy przesuna¢ zaznaczone na czerwono wierzchotki

wielokata K> o wektor [n-4,0]. =

Twierdzenie 4.12. Wypukly dziesigciokqt kratowy moze zawiera¢ dowolnq liczbe g >13

wewnetrznych punktow kratowych.

Dowéd. Podobnie jak w dowodach dwodch poprzednich twierdzen pokazemy, ze dla kazdego
g >13 istnieje wypukly dziesigciokat kratowy K., zawierajacy g wewngtrznych punktow

kratowych. Rysunek 4.36 przedstawia dziewigciokaty wyjsciowe K3, Kjq, K151 Kje.
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Rysunek 4.36

Ponizej podajemy w jaki sposob skonstruowaé wypukly dziesigciokat kratowy o zadane;j

liczbie wewnetrznych punktéw kratowych. Aby uzyska¢ dziesigciokat:

Kyn+1, dla n >4, nalezy przesuna¢ wierzchotki wielokata K;; o wektor [»-3,0],
Kyni2, dla n >4, nalezy przesungé wierzchotki wielokata K4 o wektor [n-3,0],
Kyn+3, dla n >4, nalezy przesunaé wierzchotki wielokata K5 o wektor [n-3,0],

K, dla n> 5, nalezy przesuna¢ wierzchotki wielokata K5 o wektor [1-4,0].
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Rozdzial 5

Dowadd hipotezy Colemana

Liczba brzegowych punktéw kratowych w wielokacie kratowym moze by¢ dowolnie duza,
nawet jesli wielokat ten jest wypukly. Przykladem sa tu trojkaty, bez wewnetrznych punktow
kratowych, o wierzchotkach (0,0), (0,1) i (k,0), k € N, majace k+2 brzegowych punktow
kratowych. Dopiero wymog istnienia wewnetrznych punktow kratowych w wielokacie
zmienia t¢ sytuacj¢. Przykladowo, z rozwazan rozdzialu 2 wynika, ze w klasie wielokatow
wypuktych z jednym wewngtrznym punktem kratowym mamy b <9.

Zagadnieniem oszacowania liczby brzegowych punktéw kratowych dla wypuktych
wielokatéw kratowych zawierajacych wewngtrzne punkty kratowe, niezaleznie i w réznym
kontekscie, jako pierwsi zajmowali si¢ Scott [37], [38] i Coleman [6]. Scott za gtéwny cel
postawil sobie znalezienie prostego kombinatorycznego warunku koniecznego wypuktosci
wielokatow kratowych z wewnetrznymi punktami kratowymi. W rezultacie uzyskat

nastepujace twierdzenie [37].

Twierdzenie 5.1. Niech K bedzie wypuklym wielokqtem kratowym, zawierajqcym g, g 21,
wewnetrznych i b brzegowych punktow kratowych, wtedy b<2g+7. Rownos¢ w tym
ograniczeniu wystepuje tylko w przypadku tréjkqtow rownowaznych z nastepujqcym

trojkatem:
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Rysunek 5.1

Nieomal w tym samym czasie podobne zaleznosci uzyskat Coleman, rozpatrujac pewna
gre na ptaszczyznie. Obserwacje poczynione podczas prowadzonych badan doprowadzity go

do sformulowania nastgpujacej interesujacej hipotezy [6], [41] .

Hipoteza Colemana. Dla kazdego wypuklego wielokqta kratowego K zawierajqcego

wewnetrzne punkty kratowe prawdziwa jest nastepujqca nierownos¢é

b(K) < 2g(K) —v(K) +10. 5.1)

Z twierdzenia 5.1 wynika, ze hipoteza Colemana jest prawdziwa w przypadku, gdy
v=3 1 v=4. Rabinowitz [30] udowodnit jej prawdziwos¢ dla v=5. W tym rozdziale
pokazemy, ze hipoteza Colemana jest prawdziwa dla dowolnego v. Celem naszym jest takze
wskazanie wszystkich wypuktych wielokatéw kratowych, dla ktérych w (5.1) zachodzi

réwnosé. Zacznijmy od sformutowania nastgpujacego lematu.

Lemat 5.2. Niech K bedzie wypuklym wielokqtem kratowym i niech H(K) bedzie jego
otoczkq wewnetrzng. Jesli hipoteza Colemana jest prawdziwa dla O(H(K)), to jest rowniez

prawdziwa dla K.

Dowéd. Niech P =O(H(K)) iniech P'=cl(P\A,), gdzie 4 jest wierzchotkiem wielokata
O(H(K)), ktéory moze by¢ S$cigty. Dla dowodu wystarczy pokazaé, ze prawdziwosé
nierownosci dla P implikuje jej prawdziwosé dla P’. Zatozmy, ze
b(P)<2g(P)—v(P)+10. (5.2)
Dla P’ oczywiscie mamy
b(P")=b(P)-1
g(P')=g(P).

W wyniku $cigcia liczba wierzchotkéw moze ulec zmianie co najwyzej o 1. Dlatego mamy
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v(P') < v(P)+1.
Po podstawieniu powyzszych trzech zwigzkéw do (5.2) otrzymujemy nastepujaca nieréwnosc
b(P')+1<2g(P)-v(P')+1+10,

a wiec takze
b(P')<2g(P')—v(P')+10

co konczy dowod lematu. O
Kolejne dwa lematy beda bardzo przydatne.

Lemat 5.3. Niech H bedzie wypuklym wielokqtem kratowym zawierajqcym wewnetrzny punkt
kratowy A. Jesli u jest odcinkiem kratowym o dlugosci 1 lezqcym na brzegu wielokqta H, to
wnetrze stozka

cone(A,u) ={(1-a)A+aD :D e u,a 2 0}

zawiera co najwyzej jeden punkt kratowy z brzegu wielokqta O(H ).

Dowéd. Przez A; 1 A, oznaczmy konce odcinka u. Zaldézmy, ze dwa punkty kratowe B; i B,
nalezace do O0(O(H)) leza we wngtrzu cone(A,u). Wtedy pigciokat kratowy AA;B;B>A;

zawieralby co najmniej jeden wewngetrzny punkt kratowy, co wynika z twierdzenia 1.4.

A

Rysunek 5.2
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Punkt ten nie moglby leze¢ pomigdzy prostymi /(u) i [ (), ani na odcinku 4,4, a zatem

musiatby leze¢ we wngtrzu trdjkata 44,4, Mozemy przyjaé, ze C jest punktem, ktory lezy
najblizej odcinka u. Pigciokat kratowy CA;B;B,A, ponownie zawieralby wewngtrzny punkt
kratowy, ktory musiatby leze¢ we wngtrzu tréjkata CA;A4>. To jest jednak sprzeczne z

przyjetym zatozeniem, ze C jest punktem, ktdry lezy najblizej odcinka u 1 konczy dowdd
U

lematu.

Lemat 5.4. Niech K bedzie wypuklym wielokqtem kratowym takim, Zze jego otoczka
wewnetrzna H(K) zawiera wewnetrzny punkt kratowy. Wtedy
b(K) < 2b(H (K)).

Dowod. Niech 4 bedzie wewngtrznym punktem kratowym wielokata H(K). Wezmy
wszystkie b(H (K)) odcinki kratowe o dtugosci 1 lezace na brzegu H(K) . Wtedy
O(H(K)) < | J{cone(A,u) :u = 0H(K)}.

Whnetrza stozkdw wystepujacych po prawej stronie powyzszego zawierania sa zbiorami
parami roztacznymi. Zatem z lematu 5.3 wynika, ze wszystkie wngtrza stozkéw zawieraja
razem co najwyzej b(H(K)) punktéw kratowych. Kolejnych b(H(K)) punktow kratowych
moze wystapi¢ na brzegach tych stozkow. W ten sposéb otrzymujemy nieréwnos¢
b(O(H (K))) < 2b(H (K)) .
W potaczeniu z oczywista nierdéwnoscia b(K) < b(O(H(K))) mamy
b(K) < 2b(H(K))

co konczy dowdd. O

Zauwazmy, ze bez zalozenia o istnieniu wewngtrznego punktu kratowego nierdwnos$é
b(K) < 2b(H(K)) moze nie by¢ prawdziwa, co tatwo sprawdzi¢ na przyktadzie trojkata o

wierzchotkach (0,1), (0,0) 1 (1,0) oraz jego otoczki zewngtrzne;j.

W dowodzie kolejnego lematu bedziemy korzysta¢ z witasnosci funkeji zdefiniowane;j
nastgpujaco:
g(v)=min{g(K): K € P}.
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Z definicji tej wynika natychmiast, ze dla K € P, g(K) > g(v). Latwo sprawdzi¢, ze funkcja
ta jest niemalejaca. Bedziemy takze korzysta¢ z jednego ze znanych ograniczen na te funkcje,

g(v) 2 v—4, ktore jest prawdziwe gdy v > 7.

Lemat 5.5. Jesli K jest wypuklym wielokqtem kratowym takim, ze H(K) zawiera wewnetrzny

punkt kratowy, to hipoteza Colemana jest prawdziwa dla K.

Dowéd. Niech K bedzie v-katem, dla ktérego g(H(K)) >1. Oczywiscie w tym przypadku
b(K) £ 2b(H (K)) . Po podstawieniu do tej nierdwnosci nastepujacej zaleznosci
b(H(K)) = G(H(K)) - g(H(K)) = g(K) - g(H(K))

otrzymamy
b(K) < 2b(H(K)) = 2g(K) —2g(H(K)) . (5.3)

Rozpatrzmy przypadek, gdy w(K)<12. Wtedy, korzystajac z zalozenia g(H(K))=>1,
nierownos$¢ (5.3) mozna przeksztalci¢ w nastgpujacy sposob

b(K) < 2g(K)-2g(H(K)) < 2g(K) -2 < 2g(K) —(K) +10.

Zatem hipoteza Colemana jest prawdziwa dla wszystkich wypuklych wielokatow

kratowych, zawierajacych co najwyzej 12 wierzcholkéw, ktorych otoczka wewnetrzna H(K)

zawiera co najmniej jeden wewngtrzny punkt kratowy.

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy v(K) 213. Namocy twierdzenia 3.4 mamy

WH(K)) = ["(‘f )1 >7.

Korzystajac z tego faktu, monotonicznosci funkcji g(v) oraz wspomnianej wyzej

nierownosci g(¢) = ¢t —4, otrzymujemy

ez L ]

Podstawiajac otrzymang nieréwnosé do (5.3) uzyskujemy

b(K) < 2g(K) -2g(H(K)) < 2g(K) - 2[( VTK)W - 4) <2g(K)-w(K)+8.
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Wynika stad, ze hipoteza Colemana jest prawdziwa dla X. ]

Na mocy twierdzenia 3.4 otoczka wewnetrzna dowolnego v-kata, gdzie v >9, jest n-
katem, gdzie n>5. Z kolei kazdy taki n-kat zawiera co najmniej jeden wewnetrzny punkt
kratowy. A zatem z lematu 5.5 wynika, ze hipoteza Colemana jest prawdziwa dla wszystkich

wypuktych wielokatow kratowych, dla ktérych v = 9.

W kolejnych lematach przeanalizujemy pozostale przypadki. Pokazemy, ze hipoteza
Colemana jest takze prawdziwa dla v-katow, dla ktérych v e {3,...,8} , a otoczka wewngtrzna

tych v-katow nie zawiera wewngtrznych punktéw kratowych.

Lemat 5.6. Jesli K jest wypuklym v-kqtem kratowym zawierajqcym g, g = 2, wspdtliniowych

wewnetrznych punktow kratowych, to hipoteza Colemana jest prawdziwa dla K.

Dowdd. Niech K bedzie v-katem zawierajacym g wspolliniowych wewngtrznych punktow
kratowych. Gdy v > 7, to na mocy twierdzenia 1.7, wewngtrzne punkty kratowe nie moga
by¢ wspotliniowe. Dlatego w tym przypadku rozpatrujemy jedynie v-katy, dla ktérych
RS {3,...,6}. Stosujac lemat 1.3 przeksztalcamy v-kat K taki sposob, aby zbidr jego
wewnetrznych punktéw kratowych lezat na dodatniej czgsci osi OX z pierwszym punktem
majacym wspdtrzedne (1,0).

W tym przypadku otoczka zewngtrzna zbioru H(K) nie jest zdefiniowana, dlatego
rozpatrzmy rodzing M,c P, skladajaca si¢ ze wszystkich v-katow M, dla ktérych
H(M) =H(K).Oczywiscie K € M,.

Wobec oczywistej nierdwnosci

b(K)<max{b(M): M eM,},

wystarczy pokazac, ze

max{b(M): M e M,} < 2g(K)—-v(K)+10.

W tym celu rozwazmy wszystkie przypadki w zaleznosci od wartosci parametru v.
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Kazdy M e M,, niezaleznie od v, jest zawarty w pasie ograniczonym prostymi y =—11
y =1. Oczywiscie istnieja takie wielokaty nalezace do M,, ktére nie zawieraja punktow o
wspoétrzednych (0,0) i (g+1,0). Jednak kazdy z nich jest zawarty w innym wielokacie rowniez
nalezacym do M,, ktory te punkty zawiera i tym samym zawiera wigcej brzegowych punktow
kratowych. Poniewaz interesuja nas te wielokaty sposrod M,, ktore zawieraja najwigksza
liczbe brzegowych punktow kratowych, to mozemy ograniczy¢ nasze rozwazania tylko do
tych, ktére zawieraja punkty brzegowe (0,0) 1 (g+1,0).

Dodatkowo mozna zastosowaé Sciagnigcie wzgledem osi OX, aby kazdy taki wielokat
lezal w domknigtej polptaszczyznie x>0, a jeden z wierzcholkdéw lezacych na prostej y =1
przeksztatci¢ w punkt o wspdtrzednych (0,1). Takie Sciagniecie pozostawia niezmieniony

punkt (0,0), co pozwala nam przyjac, ze kazdy wielokat M € M, ma bok lezacy na prostej

x=0.

Uwzgledniajac wszystkie ograniczenia narzucone na wielokaty M e M, mozemy
stwierdzi¢, ze w przypadku rodziny M; najwigcej brzegowych punktéw kratowych zawiera
trojkat 7T,, g =2, o wierzchotkach w punktach (0,1), (0,-1) 1 (2g+2,-1). Wtedy
b(T,)=2g(K)+6 . Wobec tego mamy

b(K) < max{b(M): M e Ms} =b(T,) =2g(K)+6 =2g(K)-v(K)+9,
z czego oczywiscie widaé, ze dla M € M; hipoteza Colemana jest prawdziwa. Zauwazmy

ponadto, ze dla trojkatow z tej klasy nie zachodzi réwnos¢ b=2g +7.

W przypadku wielokatow M € M, réwniez uwzgledniamy wszystkie narzucone
ograniczenia i mozemy stwierdzi¢, ze najwigce] brzegowych punktéw kratowych zawiera

dowolny czworokat O, o wierzchotkach w punktach (0,1), (0,-1), (2g-n+1.,-1) i (nt+1,1), gdzie
g22 i 0<n<g. Latwo sprawdzi¢, ze dla kazdego takiego Q,, w szczegdlnosci dla
prostokata QF, liczba brzegowych punktow kratowych jest rowna b(Q;) = 2g(K) +6 . Mamy

wigc

b(K) < max{b(M): M € My} = b(0F) = 2g(K) +6 = 2g(K) —v(K) +10.
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Kazdy pigciokat M € M5 rowniez lezy w pasie pomigdzy prostymi y=-1 1 y=1.
Oczywiscie najwigksza liczbe brzegowych punktéw kratowych zawieraja te pigciokaty, ktore
moga by¢ uzyskane z O, przez Scigcie wlasciwe jednego z wierzchotkow. Pigciokaty te
oznacza¢ bedziemy przez P, gdzie g=22 i 0sn<g. Kazdy taki pigciokat zawiera
b(Q;)—1 brzegowych punktow kratowych. Stad natychmiast mamy

b(K) < max{b(M): M € Ms} = b(PF) = 2g(K)+5 = 2g(K) —v(K) +10.

Oznaczmy przez H,, g22 i 0<n<g, te szesciokaty, ktore mozna uzyska¢ z F,;
przez Scigcie wlasciwe jednego z wierzchotkow. Kazdy taki szesciokat zawiera najwigcej
brzegowych punktéw kratowych sposrdd wielokatow nalezacych do M Mamy wige

b(K) < max{b(M): M € Ms} =b(H;)=2g(K)+4=2g(K)-v(K)+10.

To konczy dowod lematu. |

Lemat 5.7. Jesli K jest wypuklym v-kqtem kratowym zawierajqcym jeden wewnetrzny punkt

kratowy, to hipoteza Colemana jest prawdziwa dla K.

Dowod. Korzystajac z twierdzenia 2.5, latwo sprawdzi¢, ze dla kazdego wielokata
zawierajacego jeden wewnetrzny punkt kratowy hipoteza Colemana jest prawdziwa.
Zauwazmy, ze rownos¢ w (5.1) zachodzi w przypadku tréjkata z rysunku 5.1 oraz

nast¢pujacych wielokatow

Rysunek 5.3 ]

Zdefiniujmy teraz nowe pojecie szerokosci kratowej wypuklego wielokata kratowego K.

Niech e bedzie bokiem wypuklego wielokata kratowego K i niech /[, =I(e). Przez |

oznaczmy prosta kratowg rownolegla 1 najblizsza do /; lezaca w dopelnieniu péiptaszczyzny
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h(e), a przez [, oznaczmy kolejna prosta kratowa réwnolegla i najblizsza do /. W ten sam

sposdb definiujemy odpowiednio proste kratowe /;, dla j>3. Oczywiscie wszystkie proste

kratowe uzyskane w ten sposob sa do siebie rownolegle i odleglos¢ pomiedzy /, i/, jest

taka sama dla kazdego ;.

Definicja 5.8. Niech K bedzie wypuklym wielokqtem kratowym. Szerokosciq kratowq
wielokqta K wzgledem boku e nazywamy liczbe t =t(K,e) takq ze KNl #¢p,a KNl =4¢.

Zauwazmy, ze jesli bok e jest rownolegly do osi OX, to #(K,e) jest szerokoscia pionowa

wielokata K, czyli odlegtoscia pomigdzy dwiema poziomymi prostymi podpierajacymi K.

Definicja 5.9. Wypukly wielokqt kratowy ma szerokos¢ kratowq w = w(K), jesli
w=w(K)=min{t(K,e):e c 0K }.

Jesli P jest punktem kratowym lub odcinkiem kratowym, to przyjmujemy w(P)=0.

Niech K bedzie pigciokatem z rysunku 5.4. Szerokosci kratowe wielokata K wzgledem jego
bokéw sa nastepujace: t(K,a)=4, t(K,b)=7, t(K,c)=5, HK,d)=3, t(K,e)=3.

Oczywiscie w(K) =3.

Rysunek 5.4

Zauwazmy, ze wypukly wielokat kratowy K zawierajacy wewngtrzny punkt kratowy ma
szeroko$¢ w(K) > 2. Lemat 5.5 obejmuje prawie wszystkie przypadki wypuktych wielokatow

kratowych K, dla ktorych w(H(K))=2, poza przypadkami wielokatow, dla ktorych
g(H(K)) =0. Wobec twierdzenia 2.4 jedynym wielokatem o szerokosci kratowej 2, ktéry nie
zawiera wewngetrznych punktow kratowych jest tréjkat A, o wierzchotkach w punktach (1.0),

(3,0) i (1,2). Aby udowodni¢, ze hipoteza Colemana jest prawdziwa dla wszystkich
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wielokatow K, dla ktorych w(H(K)) > 2, wystarczy, wobec lematu 5.2, pokazaé, ze jest
prawdziwa dla O(A,), co oczywiscie ma miejsce.
Lematy 5.6 i 5.7 obejmuja wszystkie przypadki, gdy w(H(K))=0. A zatem pozostaje

nam rozpatrzy¢ przypadek, gdy w(H(K))=1.

Lemat 5.10. Hipoteza Colemana jest prawdziwa dla kazdego wypuktego wielokqta kratowego
K, dla ktorego mamy w(H(K)) =1.

Dowod. Jak bylo zasygnalizowane przed lematem 5.6, v(K) € {3,...,.8}. Niech K bedzie
wielokatem spelniajacym zatozenia lematu. Podobnie jak w lemacie 5.5 mozemy tak
przeksztalci¢ wielokat K, aby krawedz e, dla ktérej w(K) =#(K,e), lezata na prostej y =—1,
a wewnetrzne punkty kratowe wielokata lezaly na prostych y=0 1 y=1, z dwoma
wierzchotkami H(K) w punktach (1,0) i (1,1). Kolejne wierzchotki wielokata H(K) beda
miaty wspotrzedne (k,1) (kK moze by¢ réwne 1) oraz (g -k, O), gdzie g—k>k.

7 zalozenia wynika, ze H(K) jest wypuklym wielokatem kratowym, dlatego jego
otoczka zewnetrzna O(H (K)) jest dobrze okreslona. Oczywiscie wielokat O(H (K)) ma boki
na prostych x=0 i y=-1 oraz jest ograniczony prosta / przechodzaca przez punkty
D, =(k+1,1) i D, =(g—k+1,0). Z zalozenia w(H(K))=1 wynika, ze wewngtrzne punkty
kratowe wielokata K nie moga by¢ wspolliniowe, a zatem g=>3. Jesli g=3,to k=11
wielokat O(H(K)) jest trojkatem przedstawionym na rysunku 5.5, dla ktorego hipoteza
Colemana jest oczywiscie prawdziwa. W pozostalych przypadkach wielokat O(H(K))

zawiera si¢ w pasie pomigdzy prostymi y =—-11 y=2.

Rysunek 5.5
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Prosta / nie moze przecina¢ prostej x =0 ponizej punktu o wspodirzednych (0,2),
poniewaz wtedy wielokat O(H(K)) nie bylby kratowym, a co za tym idzie nie istniatby
wielokat kratowy o otoczce wewngtrznej H(K). Prosta / przechodzi przez punkt (0,2), dla
g =3k+1, a wtedy wielokat O(H(K)) jest trojkatem z trzecim wierzcholkiem w punkcie
(g+2,—1). W takim przypadku wielokat O(H(K)) zawiera g+8 brzegowych punktow
kratowych i hipoteza Colemana jest dla niego prawdziwa.

W pozostalych przypadkach prosta / przecina prosta y=2 w punkcie kratowym
D, =D, +(D,-D,), skad D, =(3k— g+1,2). Czwarty wierzchotek wielokata O(H(K))

znajduje si¢ w punkcie D, =D, — (_Dl——l.):j o wspotrzednych D, =(2g -3k +1,-1) i wtedy
b(O(H(K)=QR2g-3k+2)+2+2+Bk—-g+2)=g+8.

Powyzsza rownos¢, tacznie z faktem, ze v(O(H(K))) =4, implikuje prawdziwos$¢ hipotezy

Colemana dla O(H(K)). Na mocy lematu 5.2 hipoteza Colemana jest rowniez prawdziwa dla

K, co konczy dowdd. O

Przedstawione w tym rozdziale lematy obejmujq wszystkie przypadki wypuktych
wielokatow kratowych zawierajacych co najmniej jeden wewngtrzny punkt kratowy. To
pozwala nam sformulowaé twierdzenie, ktore bezposrednio wynika z udowodnionych

lematow.

Twierdzenie 5.11. Dla dowolnego wypuklego wielokqta kratowego K zawierajqcego co
najmniej jeden wewneltrzny punkt kratowy prawdziwa jest nieréwnosé

b(K) < 2g(K)—v(K)+10.

Zauwazmy, ze z przedstawionej metody dowodzenia opartej na wlasnosciach otoczki
wewnetrznej i zewnetrznej wynika niezalezny dowdd twierdzenia 5.1. Wykorzystanie tego
twierdzenia pozwolitloby nam skréci¢ dowdd lematu 5.10, poniewaz rozpatrywane tam

otoczki zewnetrzne sa trojkatami i czworokatami.

Analiza przeprowadzonych dowodéw pozwala nam wskaza¢ wszystkie wielokaty K, dla

ktorych w (5.1) zachodzi réwnos$¢. Poza wielokatami z rysunkow 5.1 1 5.3 réwnos¢ ta jest
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prawdziwa dla czworokatow Q;, pigciokatow P, i szeSciokatow H, zdefiniowanych w
dowodzie lematu 5.6. Naturalnie, jest ona prawdziwa dla wszystkich wielokatow
rownowaznych z wymienionymi powyzej wypuklymi wielokatami kratowymi.

Warto zauwazy¢, ze rowno$¢ ta jest prawdziwa tylko wtedy, gdy w(H (K)) = 0. Wydaje
sig, ze pojecie szerokosci kratowej moze byé wykorzystane do znalezienia lepszych

oszacowan liczby brzegowych punktéw kratowych.

Z dowodu lematu 5.5 wynika, ze ograniczenie na liczbg brzegowych punktow
kratowych w wypuklym wielokacie kratowym mozna polepszy¢ poprawiajac ograniczenie na
funkcje g(v). Zilustrujemy t¢ ide¢ na przykladzie najlepszego do tej pory ograniczenia

uzyskanego przez Rabinowitza [32]
g(t) = [%t}—a gdy ¢t >10.

Wezmy wypuktly wielokat kratowy K o co najmniej 19 wierzcholkach. Wtedy, wobec
twierdzenia 3.4, v(H(K)) 210 i mamy

g(H(K)) > B—["(K)ﬂ—é

2

Nastepnie, podobnie jak w dowodzie lematu 5.5, po podstawieniu otrzymujemy
b(K) <2g(K)-2g(H(K)) <2g(K)- 2@% [ @ﬂ - 6] <2g(K) ~B I—v(K)-|—‘ +12,

co daje nam lepsze ograniczenie na liczbg brzegowych punktéw kratowych, gdy v jest

odpowiednio duze .
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