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Rozdzial 1

Wstep

1.1 Wprowadzenie

Poczatki teorii systeméw wielowymiarowych datuje sie na lata sze§édziesiate XX wieku,
kiedy-to-na-podstawie-osiggnieé-6wezesnej-algebry wielu-zmiennych rozpoczeto-badania
nad wielowymiarowymi, rzeczywistymi funkcjami nieujemnymi. Osiggniecia te stanowily
fundament dla rozwoju takich dziedzin jak teoria realizowalnosci systeméw wielowymiaro-
wych czy ich stabilnoéci. Duze znaczenie zyskalo réwniez cyfrowe przetwarzanie sygnatow
dwuwymiarowych, ktére dzieki rozwojowi technologii, znajduje zastosowanie w sejsmo-
grafii, tomografii czy telewizji. Rozwo]j tej dziedziny owocuje nowymi algorytmami syn-
tezy dwuwymiarowych systeméw dyskretnych i ich implementacji za pomocg dostepne;j
technologii. Stosowane we wstepnym okresie podejécie polegajace na zamianie sygnatu
dwuwymiarowego na jednowymiarowy oraz stosowanie technik jednowymiarowych jest
jednak zbyt ograniczajace i objawia sie trudnoécia w procesie wyznaczania optymalnych
struktur systeméw przetwarzajacych. Wtasciwe wydaje sie zatem operowanie zmiennymi
dwuwymiarowymi przez caly proces syntezy, nastepnie zamiana otrzymanej struktury
dwuwymiarowej na system jednowymiarowy, zoptymalizowany pod wzgledem pozadanych
wlasnosci, takich jak czas przetwarzania, wrazliwo$é na zmiane parametréw czy pasmo
sygnatu.

Pierwszy etap syntezy obejmuje najczedciej zagadnienia aproksymacji porzadanych
wlasnoéci projektowanego systemu za pomocg wymiernej funkcji transmitancji dwoch
zmiennych. Bazuje on zwykle na algorytmach optymalizacyjnych, najczesciej jest to al-
gorytm Fletcher’a-Powell’a. Kolejny etap to wyznaczenie parametréw przyjetego modelu
stanowego oraz opracowanie algorytmu prowadzenia obliczeri. Na tym etapie uwzglednia
sie zwykle skoriczong dokladnoéé reprezentacji liczb i wymogi technologiczne. Pierwsze
ograniczenie powoduje zjawiska kwantowania i nadmiaru, ktére sg Zrédtem szuméw, oscy-
lacji pasozytniczych, niedokladnoédci w realizacji zalozonej transmitancji wraz z utratg
stabilnogci filtru wigcznie. Drugie — naklada konieczno$é dopasowania sposobu prowa-
dzenia obliczent do planowanej technologii, moze to byé np. architektura przystosowana
do przetwarzania sekwencyjnego (procesory sygnatowe, komputery osobiste) lub réwnole-
glego (architektury systoliczne, FPGA).
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1.2 Przeglad literatury

Studiujgc literature z dziedziny syntezy systeméw dwuwymiarowych mozna zauwazy¢, ze
poczatkowo opracowywano algorytmy, ktére nie uwzglednialy ograniczonej precyzji repre-
zentacji liczb [1], w pdZniejszym okresie widoczny jest wzrost zainteresowania wplywem
technologii na proces filtracji. Prezentowane wowczas prace zajmowaly sie poszukiwa-
niem realizacji minimalizujacych szumy zaokragleni [16][26] i/lub uwzgledniaty specyfike
sprzetu [47][29]. Interesujace wydaja si¢ réwniez prace uogélniajace znane struktury sys-
teméw jednowymiarowych na przypadek dwuwymiarowy, np. filtry pseudopasywne [11]
i ortogonalne [37]. Na szczegélna uwage zastuguja zwlaszcza te ostatnie, gdyz w dziedzinie
jednowymiarowej sg jasno i prosto zdefiniowane oraz charakteryzuja sie dobrymi parame-
trami, z ktorych warto wymieni¢ matg wrazliwo$§¢ na zmiane wspoétczynnikéw transmi-
tancji, male szumy, a takze brak oscylacji pasozytniczych [43]. Jakkolwiek znane sg prace
z dziedziny syntezy dwuwymiarowych ortogonalnych filtréw cyfrowych to badZ majg one
zastosowanie do waskiej klasy funkeji transmitancji [30] lub wykorzystuja metody opty-
malizacyjne [10]. Algorytmy oparte na metodach optymalizacyjnych umozliwiajg projek-
towanie dwuwymiarowych ortogonalnych filtréw cyfrowych, jednak nie pozwalaja zgtebié
zagadnienl zwigzanych z tym procesem. Innymi slowy nie jest wiadome, czy dla kazdej za-
loZonej transmitancji istnieje doktadna realizacja stanowa, a moze otrzymany wynik jest
tylko przyblizeniem o skoriczonej doktadno$ci? Do udzielenia odpowiedzi na to pytanie
konieczne jest Sciste podejscie do tego zagadnienia. Klucz do takiego podejécia zawiera
praca [37], ktéra w sposéb formalny prezentuje éciezke wyznaczania parametréw modelu
stanowego dwuwymiarowego ortogonalnego filtru cyfrowego dla zadanej transmitancji.
Wspomniany algorytm stawia jednak nowe problemy, ktérych rozwigzanie nie jest znane
w literaturze. Nalezy do nich problem syntezy macierzy transmitancji dwuwymiarowego
ortogonalnego filtru cyfrowego oraz faktoryzacji macierzy rzeczywistej dodatniej, nieujem-
nej na kole jednostkowym. Znane techniki faktoryzacji macierzy rzeczywistej dodatniej
na osi jw czy na kole jednostkowym wymagaja zwykle Scistej dodatniodci w tym obszarze,
ich przeglad mozna znalezé w [2], dla omawianych zastosowan konieczne jest opracowa-
nie algorytmu faktoryzacji dla macierzy nieujemnych. Znacznie trudniejsze wydaje sie
byé rozwigzanie problemu syntezy macierzy transmitancji dwuwymiarowego OFC, gdyz
nie sg znane w literaturze proby jego rozwigzania, istniejg jedynie bardzo ogélne prace
podstawowe prezentujace wlasnoéci macierzy bezstratnych systemoéw ciagtych [21][3][14].

1.3 Teza pracy

Teze prezentowanej pracy mozna ujaé nastepujgco:
Mozliwa jest synteza i realizacja dwuwymiarowych filtréw dyskretnych stanowiacych uogél-

nienie jednowymiarowych filtréw ortogonalnych na przypadek dwuwymiarowy.
W $wietle tego celem pracy jest:

e uogdlnienie definicji jednowymiarowych ortogonalnych filtréw cyfrowych (OFC) na
przypadek dwuwymiarowy, okreslenie wiasnosci dwuwymiarowych OFC;

e opracowanie i analiza techniki syntezy macierzy transmitancji dwuwymiarowych
OFC pod katem praktycznych zastosowan;
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 opracowanie algorytmu faktoryzacji dyskretnej macierzy rzeczywistej, nieujemnej
na kole jednostkowym;

e opracowanie techniki prowadzenia obliczeri algorytmu wyznaczajacego macierze sys-
temowe dwuwymiarowego OFC, na podstawie [37];

e opracowanie techniki realizacji dwuwymiarowych OFC (struktura i sposéb prowa-
dzenia obliczeri).



Rozdzial 2

Ortogonalne filtry cyfrowe

2.1 Przypadek jednowymiarowy

Do opisu liniowych systeméw dyskretnych jednowymiarowych stosuje si¢ powszechnie
dyskretne réwnania stanu [46, str. 480]

{x(t +1) = Az(t) + Bu(t)

y(t) = Cxz(t) + Du(t)’ (2.1)

gdzie t € C; u(t), y(t) i z(t) to wektory odpowiednio pobudzenia, reakcji i stanu o wy-
miarach { X 1, K x 1 i 7 x 1. Macierze A, B, C i D o wymiarach odpowiednio r x r,
rx 1, kxrik x| samacierzami rzeczywistymi, statymi dla systeméw stacjonarnych. Dla
systeméw przyczynowych zaklada sie, Zze znana jest warto$¢ poczgtkowa wektora stanu
z(0). Zakladajac, ze z(0) = 0,x; i stosujac do réwnan (2.1) transformate Z; postaci

Zifa(m)} = 2(n)s™", (22)

mozna wyznaczy¢ wymierng macierz
G(z)=C(l,z—A)™B+D (2.3)

o wymiarach k x [, ktéra nazywa si¢ macierza transmitancji systemu (2.1). Wprowadzajac
macierz

= [é g] ! (2.9)
réwnania (2.1) mozna zapisaé w postaci
[z(;(J;)l)J = [ﬁgﬂ ' (2.5)

Definicja 1 [39/[40, str. 6] System (2.5) nazywa sie jednowymiarowym ortogonalnym
filtrem cyfrowym (OFC) jezeli Hy jest macierzq rzeczywistq, statq, spetniajgcq warunek

H{Hl = IT—H' (26)
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Whprowadza sie réwniez pojecie energii sygnatu jednowymiarowego postaci

o0

&1 {u(n)} = Z u*(n)u(n). (2.7)

n=—oo

Wiadomo [39], ze dla jednowymiarowych OFC spelniona jest zaleznos¢
€1{y(n)} = E{u(n)}. (2.8)

Oznacza to, ze sa to systemy bezstratne.

2.2 Przypadek dwuwymiarowy

Wygodnym sposobem opisu dyskretnych systeméw dwuwymiarowych jest wykorzystanie
dyskretnych réwnan stanu dwoch zmiennych [37][20, str. 1][22]

2] = a 2] + Butn,m) (2.92)
y(n,m)=C [ﬁhgz zg] + Du(n,m), (2.9)

gdzie n,m € C; u(n,m), y(n, m) to wektory pobudzenia i reakcji o wymiarach Ix1, kx1;
z"(n,m), z¥(n,m) to wektory stanu o wymiarach hx1, vx1. A, B, C, D to macierze
o wymiarach odpowiednio rxr, rxl, kxr, kxl. Dla systeméw przyczynowych zaklada
sie, ze znane sg warunki poczatkowe wektora stanu z"(0,m) i 2°(n,0) dlan = 0,1,...,

m=0,1,...
Podobnie jak dla sygnaléw jednowymiarowych wprowadza sie pojecie energii sygnatu

dwuwymiarowego

& {u(n,m)} Z Z (n,m)u(n, m) (2.10)

1=—00 _7_"'"00

oraz dwuwymiarows transformate Z, [12, str. 175]

Zo{z(n,m)} = X (2, 2) ZZx n,m)z, "z, ™ (2.11)

n=0 m=0

Stosujac (2.11) do (2.9) oraz zaktadajac, ze z"(0,m) =0, z(n,0) =0dlan,m=1,2,...
otrzymuje sie [20, str. 45]

Y (21, 2)= Glan, ) U zh, %), (2.12)

gdzie Y (zn, 20) = Zo{y(n,m)}, U(zn, 2y) = Zo{u(n,m)}. G(z4,2,) nazywa si¢ macierzg
transmitancji systemu (2.9), ktéra przyjmuje postaé

G(zn,2) =C(Z - A B+ D, (2.13)

gdzie

1 1rzn Opxo
7= [vah Isz. (2.14)
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Dwuwymiarowe réwnania stanu (2.9) mozna przedstawi¢ réwniez w postaci

zh(n+1,m) zh(n,m)
z’(n,m+1)| = Hy |z’(n,m) |, (2.15)
y(n,m) u(n, m)
gdzie
H, = [é g] , (2.16)

Definicja 2 System (2.15) nazywa sie dwuwymiarowym ortogonalnym filtrem cyfrowym
jezeli Hy jest macierzq rzeczywistq, stalq, spetniajgcqg warunek

HiHy =I.4. (2.17)

Podobnie jak dla jednowymiarowych OFC, dla pobudzen sygnatami o skoriczonej ener-
gii, wyznacza sie (2.10) dla lewej i prawej strony (2.15):

oo oo

[e.e] o0
oD A+ L+ L)+ Y, D e i+ 1265+ 1) +
1=—00 j=—00 1=—00 j=—00
o @ oo h(z a) t zh(i, )
+ 3 yGay Z S |2¥G,5)| HiH; |2°G,5)| . (218)
i=—00 j=—00 i=—00 j=—00 u(z 7) u(,7)

Jezeli spelniony jest warunek (2.17) to (2.18) upraszcza sie do postaci
E2{y(i,7)} = E2{u(i, 5)}. (2.19)

Oznacza to, ze dwuwymiarowy OFC jest systemem bezstratnym.



Rozdziat 3

Macierz transmitancji OFC

3.1 Systemy jednowymiarowe

Jak wiadomo, macierz transmitancji jednowymiarowego OFC okreslona jest przez naste-
pujace twierdzenie:

Twierdzenie 1 [36/[40, str. 11]. Macierz transmitancji G(z), o wymiarach k x I, jedno-
wymiarowego OFC jest:

1. rzeczywistq, tzn. G(z) = G(Z);

2. wymierng, analityczng dla U,

8. dyskretng macierzq paraunitarng, tzn.
G'(zH)G(2) = L. (3.1)

Z warunku (3.1) wynika, ze dla k = =1 (tzn. dla systemu z jednym wejsSciem i jednym
wyjéciem) otrzymuje sie

G(271)G(2) smei = [G()|? = 1, (3.2)
zatem taki system nie moze ksztaltowaé charakterystyki amplitudowej, moze natomiast
stuzyé¢ do modyfikacji charakterystyki fazowej. Takich ograniczerl nie posiada system
z dwoma wejéciami i wyjsciami, w ktérym zwiagzki miedzy wybranym wejsciem i wyjsciem
posiadajg zalozone wlasnosci. Proces wyznaczania takiej macierzy nosi nazwe embedingu.
Postaé tej macierzy okresla nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2 [0, str. 9]. Macierz G(z) systemu ortogonalnego ma nastepujgcg, jed-
noznaczng postac kanonicang:

_ 1 Juw#(z) —f*(2)
G(z) = ) [ 1) w() } (3.3)

gdzie m(z2) jest wielomianem stopnia n, ktdry nie ma zer w U, a w(z) 1 f(2) sqg wielo-
mianami stopnia < n takimi, ze

w¥ (2)w(z) + f7(2)f(2) = m*(2)m(z). (3.4)
Operator # dla wielomianu z(2) stopnia n okreslony jest nastepujgco:
g (2) = 2"z*(271). (3.5)

11
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Jezeli zatem dane jest f(z) i m(z) to wyznaczenie macierzy embedingu sprowadza sie
do wyznaczenia h(z) z réwnania (3.4) w procesie tzw. faktoryzacji spektralnej. Jezeli

spelniony jest warunek ,

f(e™)
m(ev)
to wiadomo [39], ze réwnanie (3.4) ma rozwigzanie, ktére mozna wyznaczy¢ na przyklad
metoda przedstawiong w [18].

<1, (3.6)

Yw

3.2 Systemy dwuwymiarowe

3.2.1 Systemy separowalne

Rozwazmy system opisany separowalna macierza transmitancji dwuwymiarowej postaci
G(Zh, Z’U) = Gh(zh)Gv(z‘u)) (37)

ktorego graf przeptywowy przedstawiono na rys. 3.1; ui(n, m), uz(n,m) to zmienne wej-
$ciowe o wymiarach [ X 1, p X 1; y1(n,m), y2(n, m) to wektory reakcji o wymiarach p x 1,
k x 1. Zalozmy, ze wejscia 1 wyjscia systeméw z rys. 3.1 zwigzane sg zaleznoscig

) G, (2) nilnm) _up(nm) G,(z,) | gglmm)

Rysunek 3.1: Graf sygnatowy realizujacy system separowalny.
"(n 4 1,m) = Apz™(n, m) + Buyui(n,m) (3.8)
y1(n,m) = Crz(n, m) + Dyui(n, m) '

(3.9)

z’(n,m + 1) = A,z(n,m) + Byus(n, m)
ya(n,m) = Cyz*(n,m) + Dyuz(n,m)’

gdzie z"(n, m), z¥(n, m) to wektory stanu o wymiarach odpowiednio A x 1, v x 1. Stosujac
dwuwymiarows transformacje Z; do (3.8) i (3.9) otrzymuje sie

Gh(zh) = C’h(Ihzh — Ah)_lBh + Dy, (3.10)
Go(z) = Cy(lyzy — Ay) 1By + D, (3.11)

Dla y;(n, m) = uz(n, m) réwnania (3.8) (3.9) mozna uporzadkowaé do postaci (2.9) otrzy-
mujac:

xh(n + 1, Tl) _ Ah OU xh(n’ ’ITL) Bh

[rzv(n, m+1)| ~ |B,Ch Au| |z¥(n,m) + B,D,, u(n, m) (3.12a)

y(n,m) = [D,Cy G, Bhgz ZQJ + D, Dyu(n, m). (3.12b)
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Synteza dwuwymiarowego OFC separowalnego sprowadza sie zatem do wyznaczenia or-
togonalnej realizacji dla Gp(zn) i Gy(2,) za pomocg znanych metod syntezy systeméw
jednowymiarowych, np. [9][36]. Wstawiajac wyznaczone w ten spos6b macierze do (3.12)
otrzymuje sie realizacje dwuwymiarowego OFC o zadanej transmitancji (3.7).

3.2.2 Embeding dwuwymiarowy

Dla macierzy transmitancji dwuwymiarowych OFC mozna podaé¢ odpowiednik twierdze-
nia 1 str. 11, uogdlniony na przypadek dwuwymiarowy. Jest to odpowiednik znanego
twierdzenia dla systeméw ciagtych [14].

Twierdzenie 3 [37]. Macierz transmitancji G(zn, 2,), 0 wymiarach k x I, dwuwymiaro-
wego OFC jest

1. rzeczywistq macierzqg wymierng,
2. analityczng dla (21, 2,) € UZ;
3. dyskretng macierzq paraunitarng dwdch zmiennych, tzn. spetniajgcqg warunek

G4z, 2.1 )G 28 %) = I (3.13)

Pierwszym krokiem syntezy dwuwymiarowego OFC dla nieseparowalnej funkcji trans-
mitancji jest wyznaczenie G(zp, 2,) spelniajacego warunki twierdzenia 3. Niestety, uogél-
nienie przypadku jednowymiarowego (3.3) jest trudne ze wzgledu na niemoznoéé stoso-
wania dwuwymiarowej faktoryzacji spektralnej [12, str. 203]. W przypadku dwuwy-
miarowym, kluczem do rozwigzania problemu embedingu dwuwymiarowego moze by¢
tzw. XVII problem Hilberta [44], ktéry dotyczy przedstawiania form okreslonych przez
kwadraty. Pierwsze rozwigzanie tego problemu podal Artin, ktére mozna sformutowaé

nastepujaco:
Lemat 1 (Artin)[44, str. 192][42, str. 119][5]. Niech a(p,...,pn) € R bedzie funkcjg

wymierng n zmiennych. Jezeli a(py,...,pn) = 0 dla wszystkich rzeczywistych pi, ..., Dn,
wowczas istniejqg wymierne funkcje w;(pi,...,pn) dlai=1,2,..., takie ze
Vp1,.osPn a(P1y.. s Pn) Zw P1ye 1 Pn)- (3.14)

Jakkolwiek twierdzenie 1 daje pozytywng odpowiedZz na XVII problem Hilberta to, ze
wzgledu na zastosowania, konieczna jest znajomosé liczby sktadnikéw prawej strony (3.14).
Iloéciowe ujecie tego problemu podal Pfister, ktéry udowodnilt, ze liczba skladnikéw
w (3.14) jest nie wieksza od 2" [44, str. 195][42, str. 146]. W praktycznych zastosowa-
niach duze znaczenie ma pytanie o przedstawienie (3.14) przy zalozeniu, ze a(py,...,pn)
i wi(p1,...,Pn) sa wielomianami n zmiennych. Niestety, jak wiadomo istniejg takie do-
datnio okreslone wielomiany, ktére nie maja przedstawienia (3.14) [44, str. 196][42, str.
147]. Niemniej jednak, klasa wielomianéw przedstawialnych w postaci skoriczonej sumy
kwadratéw wielomianéw ma duze znaczenie dla syntezy dwuwymiarowych OFC i znane
sg pewne techniki rozwiazania tego zagadnienia [5]. Ich koncepcja opiera si¢ na przedsta-

wieniu wielomianu w postaci

a(p1,--,0n) = YD1y -, 00) By(p1, - - -, Pn), (3.15)
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gdzie B to rzeczywista macierz kwadratowa, a y(pi, ..., ps) to kolumnowy wektor jedno-
mian6éw zmiennych py,...,p,. Jezeli B w (3.15) jest macierza dodatnio pélokreslong, to

moze by¢é przedstawiona w postaci (5]
B = D'D, (3.16)
gdzie D jest macierza pelnego rzedu. Wobec (3.15) i (3.16) otrzymuje sie

a(p1,..,Pn) = {Y(1,-..,0x) DY Dy(p1, ..., pn), (3.17)

ktére jest poszukiwanym przedstawieniem (3.14). Liczba sktadnikéw tego przedstawienia
réwna sie rzedowi macierzy B. Niestety, w przypadku gdy B w (3.15) nie jest macierzg
dodatnio potokreslong, to nie sg znane metody doprowadzajgce macierz B do postaci

dodatnio pétokreslone;.
W kontekscie przedstawionych rozwazan, rozwigzanie problemu embedingu dwuwymia-

rowego mozna przedstawi¢ nastepujaco:

Twierdzenie 4 Niech bedzie dana wzglednie pierwsza wymierna funkcja dwdch zmien-
nych, analityczna w obszarze U2, postaci

_ f(zha Zv)
9(zn, 2) = i 2) (3.18)
spetniajgca warunek
Vonwy |g (€, &) |’< 1. (3.19)
Wprowadimy funkcje
w(zy, 2,) = mH (27, 2, )m(zn, 20) — F(277, 200) f(2h, 20)- (3.20)
Jezeli istnieje przedstawienie postact
J
wlzp, 2y) = Zwi(zgl,zv"l)wi(zh, Zy), (3.21)
i=1
to macierz
f(zhy Zv)
1 wh (Zh) Z’U)
) = 2
G(zh, 2y) G (3.22)
w;(2h, 2v)

spetnia warunki twierdzenia 3, str. 13.

Dowbéd. Warunek 1 i 2 twierdzenia 3 wynika natychmiast z postaci (3.22) oraz zalozenia
analitycznosci g(zx,2,). Warunek 3 tego twierdzenia uzasadnia sie podstawiajac (3.22)

do lewej strony (3.13)

f(zf717 zv_l)f(zh.) Zv) I i wi(z;t_li z’v_l)wi(zh7 Z’U)

tr,—~1 _—1 _ i=1
Gz, 2,7 )G(2n, 20) = g e e g : (3.23)
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Jezeli spelnione jest (3.21), to (3.23) mozna zapisa¢ w postaci

tr.—1 _—1 _ f(zitlv z'uhl)f(ziu Z’u) + w(zhy zv) _
G (zh 1 2y )G(Zh)z‘v) - m(Z;:l,Zv—l)m(Zh,Zv) = 1. (324)

G(zh, 2y) spelnia zatem warunki twierdzenia 3. [J

Nalezy zwréci¢ uwage, ze (3.19) jest tylko warunkiem koniecznym istnienia (3.22). Z twier-
dzenia 3 wynika, Ze jezeli dla danej funkcji g(24,2,) istnieje postaé (3.22), to moze ona
stuzy¢ do realizacji dwuwymiarowego OFC. Taki system bedzie posiadal jedno wejscie
oraz j + 1 wyjs¢, przy czym pierwsze wejscie i wyjscie systemu zbudowanego w opar-
ciu o G (24, 2y) zwiazane jest funkcjg transmitancji g(zp, 2,). Najtrudniejszym problemem
przy tak postawionym embedingu dwuwymiarowym jest doprowadzenie do postaci (3.21).
Pewne techniki zastosowania form kwadratowych (3.15) do tego zagadnienia przedsta-
wiono na przykitadach w nastepnym podrozdziale.

3.2.3 Przyklad 1

W pracy [16] wyznaczono funkcje transmitancji systemu dwuwymiarowego postaci

22y + 0.678762, + 0.703822 + 0.46209
2pzy + 0.724342, + 0.68149z; + 0.52571°

Charakterystyke amplitudows (3.25) przedstawiono na rys. 3.2. Maksymalna wartosé

G 2h,20) = (3.25)

o o,

h

Rysunek 3.2: Charakterystyka amplitudowa systemu dwuwymiarowego (3.25).

charakterystyki wynosi + = 1.30486, zatem dla spelnienia warunku (3.19) do analizy
bierze sie pod uwage transmitancje
0.76636242, + 0.520182, + 0.53938z2), + 0.35413

l o —_—
G'(2h, 2) = kG{zn, 2) Znzy + 0.72434z, + 0.681492;, + 0.52571 (3.26)
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Wprowadzajac
2Zh2y
f(2n, 2,) = [0.76636 0.52018 0.53938 0.35413] jh : (3.27)
1
2R2y
m(zn, z,) = [1 0.72434 0.68149 0.52571] ; : (3.28)
1
mozna wyznaczy¢ (3.20) w postaci
2n2y
w(zn, z0) = (77250 271 2! 1] B Z : (3.29)
1

gdzie
0.41269 0.32569 0.26813 0.25432
Bl = 0.32569 0.25408 0.21306 0.19658
i 0.26813 0.21306 0.1735 0.16726
0.25432 0.19658 0.16726 0.15096

Macierz B w (3.30) jest rzedu 2, lecz nie jest dodatnio p6tokreslona, konieczne jest zatem
wyznaczenie dodatnio pétokreslonej macierzy

/ / / /
bl,l b1,2 b1,3 b1,4
b/ bl / bl
1 |Y2,1 U2 U3 Usy
B = / / b/ bl (3 3 1)
3,1 3,2 3,3 3,4
/ / / /
b4,1 42 Y43 b4,4

(3.30)

spelniajacej réwnanie

w(zn, 2) = 25 251 271 2t 1] B @ | (3.32)

W tym celu wyznaczmy wspoiczynniki w(zp, 2,) otrzymane na podstawie (3.32).

/ / -1 / -1 / -1_-1
b1,1 bl,zzh bl,3z'u . bl,4zh Zlv 1

b2 b’ bl a2ri2s A 1

2,1%h 2,2 2,3%h<y 2,4%v

w(zhz)=[1 1 1 1] b ool 2 | (333)

3,1%v 3,22v2p 3,3 3,4%h

/ / / /

b4’12hzv b4,221) b4,32h b4,4 ].

Wspoélczynniki przy tych samych potegach 242, zebrano w tabeli 3.1. Macierz B jest
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Tabela 3.1: Wspoétczynniki przy tych samych potegach zp, 2, dla w(z, 2,).

17

wyrazenie | wspotczynnik

Zh2 11+ b+ b33+ 0,
Zp 51t b3

22y, ' 3,2

2y %,1 + bﬁm

ZhZy bii,l

2y ! L2t b4

znz;! 53

2z, 13+ 054

2 121)_ ' 14

symetryczna, zatem to samo ograniczenie dotyczy B’. Na podstawie tabeli 3.1 mozna
podaé zaleznosci wigzace elementy macierzy B’ i B:

11+ oo+ b33 +byy =0b11+byo4 b3+ byy (3.34a)
1+ byz =Dba1 + b3 (3.34Db)

31+ byo = 31 + ba (3.34c)

by =bs1 b3y =bso (3.34d)

Z (3.34) wynika, ze zmiana wartosci elementow b ;, by, b33, b4, by = U)o, b3 = b4
oraz by, = b} 3, by, = by, z zachowaniem (3.34) nie zmienia postaci w(zp,2,). Liczby
biy = by, 153, = by, pozostaja stale, pozostale elementy wyznacza si¢ z warunku sy-
metrycznosci B’. Dobér wartosci wspélczynnikéw prowadzi¢ nalezy tak, aby B’ byla
macierza dodatnio p6tokreslona. Jak wiadomo [4, str. 89] rzeczywista, symetryczna ma-
cierz B’ ma przedstawienie

A 0 0 O
0 X 0 O
It 2
B'=U 0 0 A 0 U, (3.35)
0 0 0 XN\
gdzie U jest macierza ortogonalng a \; to wartosci wiasne B’ dla i = 1,...,4, ktore sa

liczbami rzeczywistymi [4, str. 35]. Ponadto muszg by¢ nieujemne, aby byta to macierz
dodatnio pétokreslona [4, str. 54]. Wprowadza sie funkcje

4
T(A1,- . ha) = ) 6N, (3.36)
i=1
gdzie
ol A
fom = SE2RlAL <D (3.37)
0 jezeli \; >0

Wyznaczanie B’ polega zatem na doborze jej elementéw tak, aby speinione byly réwnania
(3.34) oraz T(\y, . .., A4) = 0. Do wyznaczenia B’ mozna zatem stosowa¢ metody optyma-
lizacyjne, ktére nie wymagaja znajomosci pochodnej minimalizowanej funkcji. Stosujac
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przedstawiong metode mozna otrzymaé macierz

0.28976 0.26457 0.22913 0.25432
0.26457 0.24204 0.21306 0.23558
0.22913 0.21306 0.21231 0.22838]’
0.25432 0.23558 0.22838 0.24712

B = (3.38)

ktéra nie zmienia postaci wielomianu w(zp, 2,), ma rzad réwny 2, jest dodatnio pétokre-
glona i ma faktoryzacje (3.16), gdzie

D= —0.092761 —-0.06323 0.10042 0.070887 (3.39
~ | 0.53024 0.4879  0.44969 0.49203 | -39)
Przedstawienie (3.21) ma zatem postaé
w(zh, 2p) = wi(zy ', 25 )wi(zs, 20) + walzyt, 25 Hwa(zn, 20), (3.40)
gdzie
w1 (2h, 2) = —0.09276121,2, — 0.063232, + 0.100422; -+ 0.070887, (3.41)
wa (2, 2y) = 0.530242p2, + 0.48792, + 0.44969z;, + 0.49203, (3.42)

a macierz transmitancji dwuwymiarowego OFC dana jest zaleznoscig (3.43).

1
Znzy + 0.724342, + 0.68149z;, + 0.52571
0.766362,2, + 0.520182, + 0.539382, + 0.35413
—0.092761242, — 0.06323z, + 0.100422, + 0.070887| . (3.43)
0.53024242, + 0.4879z, + 0.44969z;, + 0.49203

G(Zh, z’u) =

3.2.4 Przyklad 2

W pracy [1] przedstawiono metode wyznaczania transmitancji dwuwymiarowych filtrow
cyfrowych dla zalozonej charakterystyki amplitudowej i op6Znienia grupowego. Jednym
z przykladéw przedstawionych w tej pracy jest transmitancja oznaczona jako "FILTER
#1" postaci

1 0.428998 0.470506| [22
[z,% 2p, 1] 0.441454 0.316411 0.659983| |z,

0.372886 0.412246 0.168825| |1

H(zn, 2) = 0.035935 L 3.44
(20, 22) 1 0535537 0008103 ] 2] %Y

[22 2z 1] |-0.658556 —0.119018 0.305373 | |z
0.081547  0.279834 —0.202243] | 1

Charakterystyke amplitudowa dla (3.44) przedstawiono na rys. 3.3. Podobnie jak dla
poprzedniego przykladu wprowadzimy wspdtczynnik skalujacy & = 1.0391779 tak, aby
maksymalna wartoéé charakterystyki amplitudowej wynosita 1. Przedstawienie (3.21) ma
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Rysunek 3.3: Charakterystyka amplitudowa systemu dwuwymiarowego (3.44).

postaé

- 9 o7

w(zh.yzv)z [zfzzzg thg 23 Z}Zzzv Zh2y 2y Zﬁ Zh 1]B Zh2y | (345)

gdzie B jest macierza o wymiarach 9x9 rzedu 2 i nie jest dodatnio potokreslona. Podobnie
jak w przyktadzie 1, mozna jednak wyznaczy¢ dodatnio péiokreslong macierz B’ rzedu 8§,
ktéra nie zmienia postaci w(zp, 2,) i posiada przedstawienie (3.17), gdzie

0.003319 0.003521 —0.006287 0.016420 —0.009432 0.010019 0.029466 —0.604915
0.001985 0.001127 0.008829 0.006253 0.008361 0.205269 —0.192351 0.592041
0.000583 0.002699 0.015097 —0.009151 0.001463 —0.107735 0.325893 —0.124582
’ 0.001918 —0.000939 —0.009928 —0.018590 —0.007088 —0.184091 —0.034945 0.508125
D' = | —0.001189 —0.001534 —0.007956 0.007132 0.043453 0.016048 0.174964 0.074462 . (346)
—0.001643 0.004187 0.004227 —0.002954 0.011580 —0.159865 —0.379925 —0.389104
—0.001006 —0.015310 0.002897 0.012534 —0.015460 —0.067701 —0.016779 0.010226
—0.000992 —0.002745 —0.003272 —0.022348 —0.007691 0.262542 0.003354 —0.406554
—0.002976 0.008992 —0.003606 0.010703 —0.025186 0.025514 0.090324 0.340301
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Wobec tego macierz transmitancji dwuwymiarowego OFC ma postaé

1

20

H(2p,2v)=—5

0.003319 0.001985
0.003521 0.001127
—0.006287 0.008829
0.016420 0.006253
—0.009432 0.008361
0.010019 0.205269

0.000583 0.001918 —0.001189
0.002699 —0.000939 —0.001534
0.015097 —0.009928 —0.007956

—0.009151 —0.018590
0.001463 —0.007088
—0.107735 —0.184091

0.029466 —0.192351 0.325893 —0.034945

—0.604915 0.592041

—0.124582 0.508125

0.007132
0.043453
0.016048
0.174964
0.074462

—0.001643 —0.001006
0.004187 —0.015310
0.004227  0.002897
—0.002954 0.012534
0.011580 —0.015460
—0.159865 —0.067701
—0.379925 —0.016779
—0.389104 0.010226

—0.000992 —0.002976
—0.002745 0.008992
—0.003272 —0.003606
—0.022348 0.010703
—0.007691 —0.025186
0.262542 0.025514
0.003354 0.090324
—0.406554 0.340301

27 23 —0.6585562, 23 +0.08154723 —0.5355372 2 zy —0.119018z}, 2y +0.279834zy +0.008103z7 +0.305373z, —0.202243 ’

2,2
[ 2222

Zh ZE




Rozdziat 4

Stanowa synteza transmitancji
dwuwymiarowych OFC

4.1 Wstep

Niech bedzie dana macierz transmitancji dwuwymiarowego OFC G(zp, 2,) o wymiarach
k x | postaci

> Bi(z)zp™

G y ) = L——) 41
(Zh “ ) g(Zh,Zv) ( )

gdzie
9(zn, ) Zb (zn)2; 7. (4.2)

Bi(2) sa rzeczywistymi macierzami w1elom1anowym1 o wymiarach k x [, a b;(z) to wie-
lomiany, przy czym by(z;) nie ma zer dla z, € U!. W rozdziale tym przedstawiono
algorytm wyznaczania dwuwymiarowych réwnan stanu (2.9) dla G(zx,2,). Koncepcja
ta opiera sie na podejSciu dwuetapowym. Po pierwsze poszukuje sie realizacji stanowe;j
macierzy transmitancji G (2, 2,), opisanej réwnaniami (4.3)

X"(2n, 20) = A(zn) X" (2h, 20) + B(21)U (2h, 20) (4.3a)
Y(zh v) = C(21) X" (21, 2) + D(21)U (21, 20), (4.3b)

gdzie A(zn), B(z1), C(21), D(23) to macierze wymierne o wymiarach odpowiednio v X v,
vx 1, kxv, kxl, a X"(2h, 2) to wektor stanu o rozmiarze v x 1. Wyznaczajac X" (zp, 2,)
z (4.3a) i wstawiajac do (4.3b) otrzymuje si¢
G(2n, ) = D(21) + C(2n) [Tz — A(24)] " B(2n). (4.4)
Wprowadzajac macierz
A(zn) B(zh)
G — :
a(zn) [C(zh) D(z)! " (4.5)

réwnania (4.3) mozna przeksztalci¢ do postaci

[Fiasi?] = o0 [ .
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Izt

vV

G(zp)

A /

X”(zh,zv)
Ch Dh

[Ah Bh] ZUXU(zh7zU)
U(zh7zv) o—1—» O}/(zh7zv)

Rysunek 4.1: Koncepcja dwuetapowej syntezy dwuwymiarowego OFC.

Wstawiajac (4.5) do (3.1) otrzymuje si¢

A7) A(zn) + CH(z, 1) C(zn) = 1, (4.7a)
A (271 )B(2,) + C(2;1) D(2n) = Oyxi (4.7b)
Bi(z;)B(z1) + D'(2; ') D(23) = I,. (4.7¢)

Proces syntezy prowadzi sie tak, aby G4(z5) byta dyskretna macierza paraunitarng zmien-
nej zp, tzn. spelniajacg warunki twierdzenia 1, str. 11. W drugim etapie poszukuje sie

ortogonalnej realizacji macierzy Gg4(25) za pomoca systemu (4.8)

sMn+1,m) = Agh(n, m) + B h ((;’n’;”))J (4.80)
[‘“;’znmnjg 1)} — Chgh(n,m) + D" [Z ((72’%)] , (4.8b)

gdzie A", B* C"™ i D" to macierze stale, rzeczywiste o rozmiarach odpowiednio h X h,
hx (v+1), (v+k)xhi(v+k)x (v+1). Rozmiar wektora stanu z"(n, m) wynosi h x 1.
Roéwnania (4.8) mozna doprowadzi¢ do (2.9) przylaczajac odpowiednig cze$¢ réwnania
(4.8b) do (4.8a). Zaleznosci na macierze réwnan stanu (2.9) przyjmujg postaé (4.9)

AtBhBh

AB 1+2

[CD}: oDiD} (4.9)
C2D3D4

gdzie B}, CI, D! to macierze powstale odpowiednio z v pierwszych kolumn B”, v pierw-
szych wierszy C" oraz bloku v kolumn i wierszy D". Z pozostalych wierszy i kolumn
tworzy sie odpowiednio B, Ck DE D} DI Wobec tego otrzymuje sie

_ [A"By _[Bs
A= [cwﬂ N
¢'= [CiD}Y D=DL

(4.10)
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Reprezentacje graficzng dwuwymiarowego OFC otrzymanego w procesie syntezy przedsta-
wiono narys. 4.1. Sposéb przeprowadzenia syntezy dwuwymiarowego OFC przedstawiono
w [37]. Polega on na rozwinieciu (4.1) i (4.4) w szereg Laurent’a w otoczeniu z, = oo

postaci [25, str. 131]
G(zn, 2y) = Z Si(zp)zy @+, (4.11)

i=-1

gdzie S;(zn) to macierze wymierne o rozmiarze kK X . Zbieznos¢ szeregbw w otoczeniu
2, = 00 jest zapewniona poprzez analityczno$¢ G(zp, 2,) W tym obszarze na podstawie
twierdzenia 3 pkt 2, str. 13. Poprzez poréwnanie wspotczynnikéw rozwiniecia, w oparciu
o ich wlasnosci, wyznacza sie realizacje (4.6). Drugi etap syntezy to wyznaczenie jednowy-
miarowego modelu stanowego dla Gy(z,) za pomoca znanych metod [9][36][7]. Technika
zaprezentowana w [37], oparta na zaleznosciach wymiernych, jest dogodna do przeprowa-
dzania analiz teoretycznych, nie jest jednak przydatna do obliczen. W tym celu nalezy
przeksztalci¢ ten algorytm tak, aby ulatwi¢ jego implementacje programowsa poprzez do-
prowadzenie zmiennych do postaci wielomianowej. Ponadto konieczne jest opracowanie
faktoryzacji macierzy wielomianowej, nieujemnej na kole jednostkowym.

4.2 Wspolczynniki szeregu Laurent’a dla G(zp, z,)
Poréwnujac (4.1) i (4.11) otrzymuje sie:
ZBi(zh)zf,_i = (Z Si(zh)zv"(“'l)) (Z bj(zh)z;_j) ; (4.12)
i=0 i=—1 =0
Stosujac (A.1) do prawej strony (4.12) otrzymuje sie

D0 Si(zn)b(an) 2y ) =

i=—1 j=0

Yo Sigalmbi(en)zg T+ D Y Sicima(zm)bi(zn)zp T (4.13)

=0 j=0 i=r+1 j=0

Przyréwnujac lewa strone (4.12) z (4.13) otrzymuje sie

T T 1 00 T
S Bi(zn)z T =" Sigalambi(z)g T+ D Y Sicjma(an)bi(zm)zy . (4.14)
i=0 i=0 j=0 i=r+1 j=0
Przyréwnujac wspétezynniki przy tych samych potegach z, otrzymuje sig

Bi(z) = Z Si—j—1(2n)b;(zn) dlai=0,1,2,...,r (4.15a)
=0

Onscm = D Sizj—1(2n)b;(2n) dlai>r+ 1. (4.15b)
j=0
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Ktadac i = 0 w (4.15a) otrzymuje sie

1
S_1(zn) = Bo(zh). 4.16
1(2n) bo(ar) 0(2n) (4.16)
Dlai=1,...,r rownanie (4.15a) mozna przedstawi¢ w postaci
Bi(zn) = Sic1(2n)bo(2n) + Y _ Si—j-1(2n)b;(2n) (4.17)
j=1
oraz wyznaczy¢ S;—1(2n)
I
Si—1(zn) = G )B (z) — ) Zs_, 1(zn)b; (2n). (4.18)
Podstawiajac i = w + 1 do (4.18) otrzymuje sie
1 w+1
Sw(zn) = —— Sw—i(2 zp) dla w = 0,. - 1. 4.19
( h) bO(zh,) w+1( zh) Z J h h) ( )

Postepujac podobnie z réwnaniem (4.15b) otrzymuje sie

Sulzn) = —b—o(lz—h) ; Su—i(zn)bi(zs) dla w 2 1. (4.20)

Zbierajac (4.16), (4.19) i (4.20) otrzymuje sie zalezno$ci na wspoélczynniki rozwiniecia

Sw(Zh)

f
(e Bo(2n) dlaw= -1
S’w(zh) = ¢ bo(lzh)Bw+1(zh) Zh) Z S, _J(Zh) ( h) dla w = 0, T 1 . (421)
\ _50(1%) JZ—‘:l Sw‘j (zh)bj (zh) dlaw>r

Analizujac (4.21) mozna stwierdzi¢, ze S_i(zp) jest rzeczywista macierzg wymierng z mia-
nownikiem réwnym bo(2;). Dla w = 0,...,7 — 1 wspoélezynniki S,,(2,) wyznacza sie re-
kurencyjnie na podstawie sumy bO(Zh) Buy+1(21) 1 wspoélezynnikéw S_i(2),. .., Sw-1(2n),
przemnozonych przez H%% Z rekurencyjnej zaleznosci wynika, ze wspolny mianownik
Sw(2x) bedzie iloczynem mianownika Sy,—1(2,) 1 bo(2s). Zatem wspétczynnik Sy, (2n) be-

dzie rzeczywistg macierzg wymierng postaci

Sulzn) = boﬁ—f% (4.22)

Wstawiajac (4.22) do (4.19) otrzymuje sie

1 bj zZ,
Su(o) = i Boni(3) = Y oo L) (4.23
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Sprowadzajac (4.23) do wspélnego mianownika otrzymuje sie

B B () _ 7 (o)) )

Sw = 5
(Zh) b6U+2 (zh) = bgH-,. (Zh)
w+1 i
b6 (2n) Bus1(2n) — Zl b;(2n) 0" (2h) Lu—5(2)
pe J=
_ T . (4.24)

Podobnie, wstawiajac (4.22) do (4.20) otrzymuje sie

i bi(n )by L (24)

Sw(Zh) = b10u+2(zh) : (425)

Podsumowujgc, wspéiczynniki rozwiniecia Laurenta sg macierzami wymiernymi po-
staci (4.22), gdzie Ly (2;,) to macierze wielomianowe dane wzorami

fBO(zh) dla w = -1
w1
Lu(2s) = byt (2n) Bu+1(zn) — Z bi(zn)b  (28) Ly—j(2n) dlaw=0,...,7 —1 ‘
= bj(zh)bg_l(zh) w—j(zh) dlaw>r
\ J=1
(4.26)

4.3 Wspbiczynniki szeregu Laurent’a dla
D(zp) + C(zp) [Lyzy — A(z,)] " B(z)

Postaé (4.4) mozna rozwingc w szereg Laurent’a (4.11) w otoczeniu z, = co. Wspélczyn-
nik S_;(z) rozwiniecia otrzymuje sie wyznaczajac granicg 25, str. 131]

S’_l(zh) = lim {D (zn +C(zh)[Ivzu = A(zh)]_lB (zp, } =

4.27
= D(zh)+ hm {z YC(z1)[Iy — A(z1)z; |7 B(z1) } = D(zs). 21)
W celu wyznaczenia pozostatych wspélczynnikéw uzasadnia sig
Lemat 2 -
[loz, — A(z)] ! = ZA (2n)2, ~(H0), (4.28)
i=0
Dowéd. Mnozac z lewej strony (4.28) przez [I,z, — A(z)] otrzymuje sie
I, = Z [I,zy — A(zn)] A¥(2)2; Y. (4.29)

1=0

Rozktadajgc prawg strone (4.29) na dwie sumy otrzymuje sie

o0 oo
D Ai(z)zyt =) AT (2) 25 Y. (4.30)

1=0 1=0
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Stosujac podstawienie w = ¢ — 1 do pierwszej sumy (4.30) i wylaczajac sktadnik dla
w = —1 otrzymuje sie

o0 o0
L+ ) A" (2n)2; @ FY = Y A (2) 2,04 = 1, (4.31)
w=0 1=0
O
Podstawiajac ostatecznie (4.28) do (4.4) uzyskuje sie rozwiniecie w szereg Laurent’a
S(zn, z) = D(zn) + D C(2n) A¥(zn) B(2n) 2y Y. (4.32)
i=0

4.4 Macierz Tp(zp)

Za pomocg (4.26) mozna wyznaczy¢é wspoélczynniki rozwiniecia szeregu Laurent’a dla

Gz, 2y), ktore po uwzglednieniu (4.32) tworza nieskoriczony uktad réwnan postaci
S_l(zh) = D(Zh) (433&)
Si(zr) = C’(zh)Ai(zh)B(zh), dla 7 > 0. (4.33b)

WprowadZmy macierz blokowa

Tp(zn) = [ti;] = Hy (25 ') Hp(2n), (4.34)
gdzie
gogZh; §1 Ezhg - Sp—(l(zgl)
1\Zn 2\ 2 b5 Sp V4
Hy(z) = Sa(zn) 53(22) 2 Sp+1(};h) ' (4.35)

Kazda kolumna (blok) (4.35) to macierz zawierajaca nieskoriczenie wiele wierszy oraz [
kolumn. Wstawiajac (4.35) do (4.34) mozna wyrazi¢ elementy ¢;; macierzy 7, poprzez
wspolczynniki rozwiniecia Laurent’a

o0
tig = Strica(27")Suwsja(zs) dlad,j=1,2,...,p. (4.36)
w=0

Lemat 3 Rzqd macierzy T,(zn) w (4.34) dla p > r jest nie wiekszy od r.

Dowdd. Przez rzad macierzy nad ciatem funkeji wymiernych bedziemy rozumie¢ mak-
symalna liczbe liniowo niezaleznych kolumn (wierszy) tej macierzy [24, str. 313][27, str.
10]. Wzorujac si¢ na [15, str. 496] rozpisuje si¢ (4.15b) do postaci

So(2n) S1(zn) Sr(2n) Okt

Sz Sa ; Seail 2 Ok x
SZEZZ; br(zh) + S3EZ;1§ br—l(zh) SRR o Sr+2EZ:§ bo(Zh) = O:xj : (437)

,,
P
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Z (4.37) wynika, ze w macierzy (4.35) bloki 7 + 1,...,p mozna wyrazi¢ przez liniows
kombinacje poprzednich r blokéw. Oznaczmy przez s;(z,) dowolna kolumne macierzy
Si(zv). (4.37) bedzie réwniez spetniowe, gdy za S;(z,) podstawi sie s;(z,) dla dowolnych
kolumn, pozostawiajac po prawej stronie (4.37) jedng kolumne zer. Wynika z tego, ze
kolumn liniowo nlezaleznych jest nie wiecej niz r. Identyczny wniosek mozna wyciggnaé
dla macierzy Hp(2;"'). Na mocy wlasnoéci iloczynu macierzy skonczonego rzedu [15, str.

22] rzad (4.34) jest nie wiekszy od r. []

Lemat 4 Wspdtczynniki szerequ Laurent’a (4.11) dwuwymiarowego OFC spetniajg wa-
runks

D Sul(2)Sulz) = (4.38a)
w=-—1
D Su(2)Swsi(zn) =0, dlat =1,2,... (4.38D)
w=-—1

Dowod. Wstawiajac (4.11) do (3.13) otrzymuje sie

G (a5, 55)G on, 2) = { S st(e 1>z:;+1} { 3 s;(z,;1>z;u+n} _

i=—1 i=—1
=3 > SHEYS (a2 = 1. (4.39)
i=—1j=—1
Stosujac (A.7) do (4.39) otrzymuje sie
—0Q oo
Z Z Wk (2, )S zn)zy + Z Z SHzp 1) Si—w(28)2¥ = I,. (4.40)
w=0j=-1 w=-11i=-1

Kladac w pierwszej sumie w = ¢ oraz wylgczajac sktadnik dla ¢ = 0 oraz stosujac pod-
stawienie w = —t do drugiej sumy otrzymuje sie

S S8 (eSS Sty (e )S) (an)2 +Z 3 S () Sunelan)t = I (441)

j=—1 t=1 j=—1 t=1 i=—1

Na podstawie (3.13) stwierdza sig, ze pierwsza suma (4.41) réwna sie I;, pozostate wspol-
czynniki przy z, musza by¢ zerowe, tzn.

Z St Zh Zh Il (4.42)
j=-1
> Shi(z)Si(zn) =0 dlat=1,2,... (4.43)
j_—l
Z S zh Sitt(zn) =0, dlat=1,2,. (4.44)

i=-—1

Roéwnanie (4.43) po dwustronnej transpozycji jest jednakowe jak (4.44). Wobec tego
otrzymuje sie (4.38). [J
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Lemat 5

Z S1tu+1, w+_7 l(zh) - tl 1,7-1 — 5_2(2}:1);5}_2(2}1) dla’ Z:] = 1) 27 Ry 4 (445)

gdzie to,o — Il, t’i,O = tO,j = 01 dla ’L,j = ]., 2, By

Dowéd. Przez indukcje dla dwoch zmiennych.
Dlai=1,5 =1 (4.45) przyjmuje postaé

Zst z71)Sw(2) = I — 8% (271)S_1(2n).- (4.46)

Bioragc pod uwage lewg strone (4.46) i dopisujac wyrazenie
(—8%1(25")S-1(2n) + Sty (25")S-1(2n)) otrzymuje sie

>S4 Sulen) — (a5l (4.47)

w=-1

Na mocy (4.38a) lewa suma, (4.47) rowna sie I}, co wykazuje stusznogé (4.46).
Dlai=1,5 =2,3,... (4.45) przyjmuje postaé

o0

> Su(za ") Suwj-1(zn) = 0r = S (%) Sj-2(2n) (4.48)
w=0

Biorac lews strong (4.48) i odejmujac (4.44) dla t = j — 1 otrzymuje sie
ZSt (z,:l)SuH.J 1(2n) Z S zh Sitj—-1(2n). (4.49)
w=0 i=—1

Wylaczajac z drugiej sumy skladnik dla i = —1 otrzymuje sie

oo

ZSt Swtj-1(2n) = S21(2,)Sj-2(2n) Z Sitj-1(2n) =
= —St_l(zf:l)Sj_g(Zh). (450)

w=0

Podobnie wykazuje sie stuszno$é dla j =1,7=2,3,...
Z bvic (7 )Su(zn) = 00 = St_p(257)S-1(2n). (4.51)
Zaktadajac stusznosé (4.45) uzasadnia sie

Zsaﬂ 27 1) Suwi(2n) = ti; — Sty (237)Sj-1(2n).- (4.52)

w=0

Biorgc prawg, strong (4.52) i wstawiajac za ¢; ; (4.45) otrzymuje sie

ZS;H 1(25 ) Swij-1(2n) — Si_1(257)Sj-1(2n) Z wti-1(2 ) Surj-1(zn).  (4.53)

w=0
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Stosujac podstawienie w = [+ 1 do prawej strony (4.53) otrzymuje sie lewg strone (4.52),
réwna

> Shi(2 ) Sies(2m). (4.54)
=0

|
Lemat 6

ti1,j-1 = Si_o(2; 1) Sj-2(2n) = B (25 )[A (2, )] [A(2) T B(zn)
dlai,j=1,2,...,p (4.55)

Dowéd. Przez indukcje dla (z,7). Dla i = 1, j = 1 otrzymuje sie

too — SL1(21)S-1(2n) = B'(2, ") B(zn). (4.56)
Korzystajac z (4.33a), lewa strone (4.56) mozna przeksztalci¢ do postaci
too — St1(271)S-1(28) = I — D*(2n) D(23). (4.57)
Stosujac (4.7c) do (4.57) otrzymuje sie prawg strone (4.55), co oznacza prawdziwos$é dla
Z Dll;LJi =11', j =2,3,... otrzymuje sie
toj-1 — SL1(2 1) Sj-2(2n) = B (2, )[A(2n)} ' B(zn). (4.58)
Korzystajac z (4.33) lewa strone (4.58) przeksztalca sie do postaci
toj—1 — St1(25")Sj-2(2n) = —D*(2;")C(2)[A(2n)l > B(21). (4.59)
Korzystajac z (4.7b) prawg strone (4.59) przeksztalca sie do postaci
—D*(2;1)C (2n)[A(2n)l "2 B(2n) = B'(2; ") A(2n)[A(2) "> B(21)- (4.60)
Podobnie dla j =1, i = 2,3, ... uzasadnia sie
tic1,0 = Si_a(2)S-1(2n) = B'(2;)[A (2, )] 7 B(zn)- (4.61)

Zaleznosé (4.55) jest stusznadlai=11j=1,2,...orazdla¢ = 1,2,... 7 = 1. Zakladajac
stusznosé (4.55) wykazuje sie¢ prawdziwosé

ti; — Si-1(2 1)Sj-1(2n) = B (2 A (25 )]'[A(2n) B(2n)- (4.62)
Wstawiajac (4.33b) do lewej strony (4.62) otrzymuje sie
B (2 )[A* (2, )] [A(20)) 7 B(2n) -
B (A (N CH (2,1 )C (2n) [A(2n) 7' B(2n),  (4.63)
nastepnie korzystajac z (4.7a) otrzymuje sie
B! (2, )[ Az ) A(20) P B(2n) -
B! (M)A (5 ) [Ih — A2 ) A2n)][A(2n) 7' B(2n).  (4.64)
Po wymnozeniu, (4.64) upraszcza si¢ do prawej strony (4.62). [
Z (4.45), (4.36) i (4.55) wynika metoda wyznaczania elementéw macierzy Tp(2s):
tij =ti—1j-1 — St_o(271)Sj—2(2n) dlai,j =1,2,...,p (4.65)
oraz zwiazek t; ; z macierzami A(z), B(z):
ti; = Bz )[A ()  A(z) ' B(2s) dla i, j = 1,2,...,p (4.66)
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4.5 Macierze A(z,), B(zy), C(z,), D(z,)

Réwnanie (4.33a) jednoznacznie okresla macierz D(z,). W celu wyznaczenia pozostalych

macierzy wprowadzmy 7,(zp) postaci
To(zn) = V(2 ) 86 (2) T (21). (4.67)

Lemat 7 j\},(zh) jest macierzq

1. rzeczywistq pseudowielomianowq
2. dodatnio potokreslong dla z, = €7, 0 < w < 27

3.

~

Ti(z") = To(zn) (4.68)

Dowo6d. Pkt. 1 wynika z postaci wspolczynnikow Si(z,) (4.22), ktére sa rzeczywiste
i wymierne. Z uwagi na (4.65) i (4.22) macierz Tp(z,) bedzie miata wspolny mianownik
rowny b (2 )b (2s), ktéry zostal wylaczony z macierzy T\p(zh).

Pkt. 2. Z zaleznoéci (4.34) i (4.67) dla 2z, = e/ otrzymuje sie

T (20)|symei = B5(e79) 05 (™) Hy(e77) Hpl(7) = W5 (e™) | Hp (™) I (4.69)

Z (4.69) wynika, ze T\p(ej“’) jest macierza dodatnio pélokreélong dla z, = e/,
Pkt. 3. Wstawiajac (4.67) do (4.68) otrzymuje sie

1 1
Tt Z—l -
BERE  )  BE R

Wstawiajac (4.34) do (4.70) otrzymuje sie rownos¢ obydwu stron (4.70)
H;(Z;I)Hp(zh) = H;(ZEI)HP(ZII)- (4.71)

T, (2). (4.70)

O

Na podstawie lematu 3 rzad macierzy fp(zh) jest nie wiekszy od 7 i niech wynosi v, wobec
tego do analizy wystarczy bra¢ pod uwage 7T(z,). Na mocy lematu 7 macierz T;(z)
mozna faktoryzowa¢ metoda zaprezentowana w rozdziale 5, str. 38 do postaci

To(zn) = M'(z5 ") M (1), (4.72)
gdzie
]V[(Zh) = [Mo(zh) Ml(Zh) A/[r—l(zh)] (473)
jest macierza wielomianowg maksymalnego rzedu o wymiarach v x Ir. Poréwnujac (4.72),
(4.73) i (4.36) otrzymuje sie
Lt
b5 (27, )b (2)
Do macierzy M (z;) mozna wyznaczy¢ pseudoodwrotnosé M7 (z,) (B.3, str. 74) spelnia-

jaca

ti,j = Mit_l(zgl)Mj__l(Zh). (474)

M(z)M*(23) = 1. (4.75)
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Faktoryzacja T,(z,) ma zatem postaé

= ———M'(z;1) M (zp).

1
bo(zn)
Na podstawie (4.66), 7;(2z,) mozna przedstawi¢ w postaci

Ti(2n) = Pr(z ") Pr(2n),

gdzie
P [ A(Zh)B(Zh) 2he s AT—IB(Zh)] .

Poréwnujac (4.73), (4. 76) (4.77) 1 (4 78) otrzymuje sig
Mi(zn) = b5 (2n) A’ (2n) B(21)

oraz ]
P.(zp) = ——M(z).
(30) = gy M)

Zaleznosé (4.79) dla i = 0 pozwala wyznaczy¢
B(zn) = - Mo(z)

W celu wyznaczenia C(z;,) korzysta sie z (4.33b) i (4.78) otrzymujac

[SO(zh) Si(zn) - Sr”l(zh)} = C(zn) P (2n) = C(Zh)ba(lzh)

Na podstawie (4.82) otrzymuje sie

C(zn) = by(2n) [So(zn) Si(zn) -+ Sr—i(zn)] Mt (zn).

31

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

Do wyznaczenia A(z,) wprowadza sie uogblniong macierz stowarzyszong do (4.2) postaci

[0, O 0; —br(2n)1; |

1 bo(zn) 11 O ve O —br_1(2n) 1y

= 0 bo(zp)l; -+ 0 —b,_ 1,

R B T 2.(.2.’1.).%
O 0, bo(zn)li  —b1(zn)]

(4.84)

Podobnie jak w [23, str. 151] pokazuje sig, ze uogélniony wielomian charakterystyczny

dla (4.84) ma postaé

det(I,2, — Q(z1)) Z b z; J
o(z

i spetnia twierdzenie Cayley-Hamiltona [23, str. 131]

Z bo AT—J =0,.

(4.85)

(4.86)
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Wprowadza sie macierz postaci
bj(z
M(2)z) = |Mi(zn) Ma(zn) -+ — 2 boﬁz,’j I M,_i(z)] . (4.87)

Po uwzglednieniu (4.79) i (4.86), zaleznos¢ (4.87) przyjmuje postaé
M(zp)Qzn) = [Mi(zn) Ma(zn) -+ Mp(2n)] = A(zn) M (z). (4.88)
Zalezno$é (4.88), po uwzglednieniu (4.75) pozwala wyznaczyé
A(zn) = M (2,)Q(zn) M (23). (4.89)

Twierdzenie 5 Macierze A(zn) (4.89), B(2x) (4.81), C(z1) (4-83), D(z1) (4.83a) spet-
niajg warunki (4.7).

Dowo6d. Roéwnanie (4.7a). Korzystajac z (4.89) i (4.83) otrzymuje sie
A5 A(zm) + CHzr)Cn) = (M () (o) MP (25 M (20 )2en) M () +
So(z )
b (=5 )bh (2n) {M* (257)}* E [So(zn) -+ Sr—1(28)] M*(z) = (4.90)
Sr_1(2%)
uwzgledniajac (4.88) i (4.74) otrzymuje sie

= {M™*(2;")}05 (2, b5 (2n)-
too+ Si(z")So(zn) - t2r+1+SO(zh )Sr—1(2n)
: : M*(z,) = (4.91)

trara + St ()S0(z) -+ traers + Sy(5)Sro(2n)
za pomoca (4.36) zaleznosé (4.91) doprowadza sie do postaci

t10 -+ lir
= {M* (Y0 b (m) | 2 . | MY () = (4.92)
25 SRR 7
korzystajac (4.74), (4.72) i (4.75) otrzymuje sie
= {M* (5 )} T (2n) M7 (2n) = L. (4.93)
Réwnanie (4.7b). Korzystajac z (4.89), (4.81), (4.83), (4.33a) otrzymuje sie

A¥(z;1)B(zn) + C* (25 1) D(2n) = {M* (25} (27 ) MY (2 )bS(l )Mo(zh)
S(t)(zh )
+ b5 (2 M (5,1} : S_1(zn) = (4.94)
Sﬁ—1(z;1)



Rozdzial 4. Stanowa synteza dwuwymiarowych OFC 33

za pomocy (4.88) zaleznos¢ (4.94) przeksztalca sie do postaci
M; (25" ) Mo(zn) S6(251)S-1(2n)

: +by(2;, ") : = (4.95)
M(z7) Mo(z1) Sty ()51 (2)

1
b5(zn)

= {M*(z;")}

stosujac (4.74) do (4.95) otrzymuje sie

t21+ 53(2171)5—1(%)
= bp(za H{M* ()} - = (4.96)
trt1,1 + St 1(Zh )S_1(2n)

korzystajac z (4.36) 1 (4.43), zaleznosé (4.96) przeksztalca sie do postaci

[ 5 Sta(2i)Su(zn)

w=-1

= b (2 I{M* (1)} : = b (25 {M* (2;1)}Orist = Ousy (4.97)
Z St e (22) Sw(2n)

Lw=— J

Roéwnanie (4.7c). Korzystajac z (4.81) i (4.33a) otrzymuje sie

1
B(z")B(2n) + D'(57) Do) = o Mi(2 ") Mo(2) + 51 (5)S () =
by (25 )05 (2n)
(4.98)
za pomocy (4.74), (4.36) i (4.38a) zaleznos¢ (4.98) przeksztalca sie do postaci
=t11+ S, (27) Z Sy (25 )Sw(zn) = 0y (4.99)

w=-1
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4.6 Algorytm syntezy

Z przedstawionych analiz wynika nastepujacy algorytm syntezy dwuwymiarowego OFC,
opisanego macierza transmitancji (4.1) o wymiarach k x [:

r

Z Bi(zp)2r"
Glzh, 2,) = (4.100)
> bi(zn)z™

L,
Sw(zh)=—w—;2(ZL)dlaw=O,...,r—1, (4.101)
b5 (2n)

gdzie

Bo(zn) dlaw = -1
Lw(zh) = w+1 s, '—
bO (zh)Bw+1(2'h) Z (~/7.) (Zh)Lw—j(zh) dla w = 0, sawg = 1
(4.102)

2. Wyznaczy¢ macierz Tp(z;) = [ti;] (4.65)(4.67):

too = By(25)by(2n)  Fio = to; =0y (4.103)
tij = tii1g-1 — By (2, )b5 Y (2n) Lt ( 27 ) Lj—a(zn) (4.104)
dlaz,7=1,2,...,1

3. Dokona¢ faktoryzacji (4.72) metodg przedstawiong w rozdziale 5, str. 38:

T (zn) = MY (z7Y) M (21) (4.105)

4. Z pierwszych [ kolumn macierzy M (z) utworzy¢ macierz My(z;,) (4.73)

5. Wyznaczy¢ wymierna macierz pseudoodwrotna M *(z,), np. metodg Grevill’a [15,

str 39]:
M+ (Zh)
[+ — n '
M™(zp) _—m+(zh) (4.106)
6. Zbudowaé macierz (z;) = ?;‘(:: (4.84):
i 01 01 Gl Ol -—br(zh)[l
bo(zn) i 0, “e 0; —br_1(2n)1;
Qn(zh) = 01 bo(Zh)[l DR 0[ —br_g(zh)[[ (4107)
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7. Wyznaczy¢ macierze A(zp) (4.89), B(zn) (4.81), C(2) (4.83), D(z1) (4.33a), ga(zn)
i utworzy¢ macierz Gg4(z) (4.5):

9d(zn) =bg(2n)m™ (zn) (4.108)
An(zn) =b5 (2n) M (20) 2 (20) My (21) (4.109)
Bu(zn) =Mo(2n)m™ (21) (4.110)
Cn(zn) = [Lo (20)05 " (2n) La(zn)bp %(2n) -++ Lp—1(2n)] M (21) (4.111)
Dn(2) =b5 " (2n) L-1(2n)m™ (2n) (4.112)
(4.113)

1 An(2n) Bn(zn)
Gd(zh) = m I:Cn(zh) Dn(zh):, (4.114)

8. Na podstawie twierdzenia 5 stwierdza sie, ze G4(2,) spelnia warunki (4.7). Na mocy
twierdzenia 7 str. 44, m*(z;) nie ma zer dla z, € U7, podobnie by(2) na podstawie
zalozenia. Wobec tego G4(2) jest analityczne dla 2, € UL. Mozna zatem wyznaczyé
ortogonalng realizacje A", B", C" i D" dla macierzy Gq4(21), np. metoda [36]

9. Korzystajac z (4.10) wyznaczy¢ macierze A, B, C'i D ortogonalnej realizacji (2.9)
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4.7 Przyklad

Wyznaczmy realizacje ortogonalng dla systemu opisanego macierza transmitancji
G(zn, 2y), str. 18:

By(2n)2y + B1(zp)
Gz, 2y) = 4.115
0 22) = 3 o)z + ba ) Y
gdzie
[ 0.766362;, + 0.52018
By(zp) = |—0.092761z2, — 0.06323 (4.116)
| 0.530242p + 0.48790
[0.53938z, + 0.35413
Bi(zn) = |0.100422, + 0.070887 (4.117)
| 0.44969z;, + 0.49203
bo(zn) = 2z, + 0.72434 (4.118)
b1(2z) = 0.68149z; + 0.52571. (4.119)
Kolejne kroki algorytmu syntezy na str. 34, dla 7 = 11im = 1 majg postac:
1.
L_l(zh) = Bo(zh) (4.120)
Lo(zh) = bo(zh)Bl(Zh) - bl(zh)L_l(zh) = (4121)
0.0171129z% — 0.01255552; — 0.0169525
= |0.16363352% + 0.23547932;, + 0.8458673 | . (4.122)
0.088341822 + 0.20651232;, + 0.0999042

2.
T (2n) = bo(2y ")bo(2n) — L1(2n)L-1(21) =
= 0.6112652p + 0.1349690 + 0.611265z,jl. (4.123)
3.
Tr(2n) = Mt (25" )M (2) =
= (0.3099678z;, + 0.1972029)(0.3099678z; * -+ 0.1972029). (4.124)
4,
Mo(Zh) = M(Zh). (4.125)
> M (z) 0.309967825, + 0.1972029
4 _ Zh _ . Zh . 4 126
M) M2(z,)  0.096080022 + 0.12225312) + 0.0388890° (4.126)
6.

Q) = Z1Z), (4.127)
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An(zn) = —0.681490023 — 1.392844122 — 0.94475552), — 0.2127844
B, (z1) = 0.309967823 + 0.591608727 + 0.37638422;, + 0.0798191

Cn(zh) =

.Dn (Zh) =

0.527904723 + 1.095545127 + 0.75620682;, + 0.1736131
_0.28500332,3; + 0.847558327% + 0.7461687 25, + 0.2050520

[ 0.766364123 + 1.495306027 + 0.972069025, + 0.2105450 }

(0.0552087;:}3L — 0.00538172% — 0.08046102;, — 0.0347947J

—0.0927613z3 — 0.181260527 — 0.11800042;, — 0.0255928
| 0.5302377z;, + 1.162579227 + 0.83542532), + 0.1974805

ga(zn) = 23 + 1.996749122 + 1.3264131z, + 0.2931811.

Rozmiar wektora stanu z¥(n,m) wynosi 1 x 1.

Ab =

Ch =

Rozmiar wektora stanu

[—0.6760233
| —0.2427694

[—0.4653807
0.3167573
—0.3823265

| —0.1448018

[—0.6760233
—0.2427694
| —0.4653807

[ 0.3167573
—0.3823265
| —0.1448018

—0.6845212

—0.0926214
—0.2679809
0.0872019
0.6658613

—0.0079248:]

zh(n,m) wynosi 2 x 1.

—0.0079248
—0.6845212
—0.0926214

—0.2679809
0.0872019
0.6658613

Bh — [—0.0137107 0.0265214
~ | 04152410 0.1616971
[—0.6814900  0.3099678

ph — | 0-0552087  0.7663641

~ | 0.5279047 —0.0927613

| 0.2850033  0.5302377
—0.0137107 [0.0265214
0.4152410 | B = [0.1616971
—0.6814900 0.3099678
0.0552087 [ 0.7663641
0.5279047| D = |—0.0927613
0.2850033 | 0.5302377
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(4.128)
(4.129)

(4.130)

(4.131)

(4.132)

(4.133)

(4.134)



Rozdziatl 5

Faktoryzacja macierzy wielomianowe;j
nieujemnej na kole jednostkowym

5.1 Wstep

Niech bedzie dana rzeczywista macierz pseudowielomianowa M (2) stopnia 2n o wymiarach
p X p, majaca nastepujace wtasnosci

1. Yw ]/VT(z)]zzeju > 0 (jest dodatnio po6tokreslona),
2. M(2) = M* (2),
3. rank ]/\/[\(z) = r < p prawie wszedzie.
Wiadomo [38][45], ze istnieje faktoryzacja tej macierzy do postaci
M(z) = WiHz"Y)W (z). (5.1)

Dla wygody implementacyjnej, do obliczen stosuje sie macierz

—~

M(z) = 2"M(2) (5.2)
oraz poszukuje sie faktoryzacji postaci
M(z) = W#(2)W(z2), (5.3)
gdzie
W#(z) = 2"W* <3> . (5.4)

W (z) jest rzeczywista macierza wielomianowa stopnia n o rozmiarach r X p, spelniajacs
warunek rank W (z) = r. Algorytm wyznaczania W (z) przedstawiono w [38], ktérego kon-
cepcja bazuje na wykorzystaniu metody Newtona-Raphsona zastosowanej do wielomia-
noéw. Postaé iteracyjnego wzoru rekurencyjnego tej metody, wyznaczajacego rozwigzanie
ukladu réwnan f(z) = 0 przedstawia réwnanie (5.5) [6, str. 211]

20+ = g0 — [J(z0))] "1 £(zD), (5.5)
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gdzie J(z\")) oznacza macierz Jakobiego funkcji f(z()). Mnozac lewostronnie (5.5) przez
J(z)) otrzymuje sie

J(a;(j))x(ﬂl) = J(m(j))x(j) — f(zW)

J(z9) (29D — 29 4 f(z9) = 0. (5.6)
Stosujgc oznaczenie Af(z)) = J(z0))(zV+V) — 20)) do (5.6) otrzymuje sie
D)+ Af(z)) = 0. (5.7)

W celu zastosowania (5.7), zaklada sie, ze W (z) ma rozmiar p X p. Wprowadza sie funkcje
f(W(2)) = M(z) = WH(2)W (2) (5.8)
oraz jej przyrost
Af(W(2)) = —AW# ()W (2) — W#(2) AW (2). (5.9)
Podstawiajac (5.8) i (5.9) do (5.7) otrzymuje sie
M(z2) = WH# ()W (2) — AWH(2)W (2) — W#(2) AW (z) = 0. (5.10)

Dopisujac do lewej strony réwnania (5.10) wyrazenie W#(2)W(z) — W#(2)W (2) oraz
odpowiednio grupujac otrzymuje sie

[W#(2) + AW#(2)|W (2) + W#(2)[W(2) + AW (2)] =
= M(z) + W#(2)W(2). (5.11)

Wprowadzajac oznaczenie Wy41(2) = W(z) + AW (2) i podstawiajac do (5.11) otrzymuje
sie iteracyjng zalezno$é na kolejne przyblizenia W (z) poprzez Wj.1(2):

W (2)Wi(2) + W (2) Wi (2) = W (2)Wi(2) + M(2). (5.12)

Wprowadzmy oznaczenia

2n
M(z) =) Ci?* (5.13)
i=0
Wi(z) = ZAizi (5.14)
i=0
Wiy1 = ZB,-zi, (5.15)
i=0

gdzie A;, B; 1 C; to macierze o rozmiarze p X p.
Lemat 8 Macierz C; w M(z) spetnia warunek

Ci=CL,_; dlai=0,..,n. (5.16)
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Dowod. Wynika to z postaci (5.13) oraz zalozenia 2, str. 38. [
W celu rozwiazania (5.12) wyznacza sie

Wi (z) = ZA,HZ

z—O

Wi (2) = ZB _i2t

1=0

Po podstawieniu (5.17) do (5.12) otrzymuje sie

2n

3D (B ks + A B2 = 30D A A+ 3G

=0 j=0 i=0 j=0 1=0

Korzystajac z (A.4) zmienia sie kolejno$é sumowania (5.18) otrzymujac

ZZ n—H-JA +An H—J Z + Z Z 'n, H.JA +An —itg )zi_—_

1=0 j=0 i=n+1j=i—-n

_ZZAn_HJAz + Z Z Al AR +ZCz - Z Ci?'.

t=0 j=0 i=n+1j=i—n 1=0 i=n+1

Poréwnujac wspoétczynniki lewej i prawej strony (5.19) otrzymuje sie

Z(Bt«—z—*-jA +At 7.+J zAn 'L+J

dlai=0,..,n

n

Z (B:z ’L+JA +An z+] Z An z+]A +C

j=i—-n j=i—n

dlai=n+1,...,2n.

Stosujac podstawienie kK = n — i + j do réwnania (5.21) otrzymuje sie

2n—1i 2n—1i
Z(BZAk—nH + Ain—nH) = Z Achk—nH + C;
k=0 k=0

dlai=n+1,..,2n

nastepnie | = 2n — i oraz transponujac obustronnie otrzymuje sie

l l
> (BiAk_ipn+ AiBiisn) = Y AbAr 1yn + Chyy
k=0 k=0
dlal=0,..,n—1.

40

(5.17a)

(5.17b)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

Korzystajac z (5.16) mozna stwierdzié, ze (5.23) zawiera si¢ w (5.20), dlatego do dalsze;

analizy stosuje sie tylko (5.20).
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Lemat 9 Rdéwnanie macierzowe (5.20) dla i = n zawiera %p(p — 1) réwnani liniowo za-
leznych.

Dowéd. Kladac i = n w (5.20) otrzymuje sie

> (BiA;+ AiB;) =) ALA; + C, (5.24)
j=0 j=0
dls § =10, ..., 0

Uwzgledniajac (5.16) dla ¢ = n mozna stwierdzi¢, ze lewa i prawa strona (5.24) jest macie-
rzg symetryczng. Oznacza to, ze rébwnania pod diagonala i nad diagonalg sg identyczne,
tzn. sa liniowo zalezne. (5.20) tworzy macierz o rozmiarze p X p, wobec czego pod (i nad)
diagonalg znajduje si¢ 3p(p — 1) réwnan. [J

5.2 Konstrukcja ukladu réwnan

(5.20) tworzy uktad rownai liniowych. Przeanalizujemy transponowang postaé (5.20):

i i i
ZB;ATL—H-J' + ZA;’B"—i'H' = ZA;An—i+j + Czt dla: = 0, ey . (525)

j=0 j=0 7=0
Niech a; ;, b;; bedzie j-ta kolumng odpowiednio macierzy A;, B; a c; ; bedzie j-tym wier-
szem macierzy Ci, tzn. A; = [ai1---aip), Bi = [bin---bip), Cf = [cf;---cf,]. Wowczas
(5.25) mozna zapisa¢ w postaci

i[04, i
Z oo | (@i *Qn—itjp] + ZA; [Br—itsn**  Onitip] =
=0 | bk, 7=0
t
i Ci1
= Z A;' [@n—itjp " Gn-itip] + | . (5.26)
Jj=0 C'i,p

Korzystajac z whasnosci iloczynu skalarnego b ;ax; = af, ;b; ; oraz wprowadzajac

af,j O1xp *++ Oixp
0 t s D
tig=| P e (5.27)
lep lep aﬁ,j
o wymiarach p x p?, otrzymuje sie
i bj1 bja i
> ltnosria | | tamibie | ||+ D Allbnigi1 - boivigl =
7=0 bij bij i=0

1
=D Aflan-irsp anoipipl + ey cipl (5.28)
—0
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Macierz réwnai (5.28) mozna przedstawi¢ w postaci wektora réwnan. W tym celu wpro-
wadza sie réwniez macierze

tip
o = ti’ﬁ'_l (5.29)
tz'.,l
Opxp  Opxp A
B; = Opxp Opxp =+ Opxp (5.30)
Ai Opxp Opxp;

obie o wymiarach p?xp?. Ukladajac réwnania pionowo, rozpoczynajac od prawej kolumny,
otrzymuje sie

i bja i bn—i+j1 i An—i+j,1 Cﬁ,p
S| 1| D6 =S8 |+ (5.31)
§=0 bij| 90 |bn-iwis] TT0 | On-iti ci1
Rozwijajac sumy w (5.31) otrzymuje sig
[bo,1]  Dpesiai] i1 |
t
bO,p bn—i,p Qn—i,p Cip
[an_i - an) || +[Bo--B]| - | =Bo-B)| o | +] ] (5.32)
bi,l bn,l Qn,1 Cﬁ,l
Lbip. L bnp L Qn,p
Réwnania (5.32) analizuje sie dla ¢ = 0,...,n. Wprowadzajac macierze
(879 Opz xp2 Opzxpz
A L A (5.33)
Qp (03] (079
Opz xp2 Opz xp2 ﬂo
B, = Opexpz ==+ Po B (5.34)
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obie o wymiarach p?(n + 1) x p%(n + 1) oraz wektory

(Go,f [bo,1 ] A

ao,p bo,p C(t),l

a1,1 b1,1 ct

Xp=1|° Xepn=| | Y=|] (5.35)

a1,p bip €11

an,l bn,l sz,p

[ Gnp] [ Dn,p _sz,u
mozna ulozyé (5.32) w pionowy wektor dla ¢ = 0,...,n rozpoczynajac od i = 0, woéwczas
otrzymuje sie

(Dk + Elc)Xk+1 = FE X +Y. (536)

Na mocy lematu 9 str. 41, z uktadu (5.36) nalezy usungé¢ réwnania liniowo zalezne, np.
znajdujace si¢ nad diagonalg (5.20) dla ¢ = n. W celu odszukania tych wierszy w (5.36)
zauwazmy, ze zawieraja one elementy macierzy C, nad diagonala. Sa to elementy 2,...,p
W Cn1; 3y...,D W Cppo itd. az do elementu p w ¢, 1. W wyniku przeksztaltceri do postaci
(5.36) wiersze ¢, ; znalazly sie w ostatnich p? wierszach wektora Y (5.35), poczawszy od
wiersza np? + 1. W tabeli 5.1 przedstawiono elementy wektora Y oraz odpowiadajace im
numery réwnan liniowo zaleznych. Po wprowadzeniu zmiennej j réwnania liniowo zalezne

w (5.36) majg numery

np?+jp—(G—2),...,np° +jp dlaj=2,...,p (5.37)

Tabela 5.1: Numery liniowo zaleznych réwnan w (5.36).
Y | wiersze liniowo zalezne

Cnp |~
o1 |PD°+2p
¢t oo |np®+3p—1,...,np* +3p
ct np? +4p—2,...,np? +4p

¢ |np*+pp—(p—2),...,np* +pp

5.3 Rozwigzanie ukladu réwnan

Jak wynika z dotychczasowych analiz, wyznaczanie kolejnych przyblizen W (z) sprowa-
dza sie do iteracyjnego obliczania (5.36) z usunietymi wierszami (5.37), ktére zawiera
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np? — %p(p — 1) réwnati oraz np? niewiadomych. Jezeli nie jest to uklad sprzeczny, to ist-
nieje nieskoriczenie wiele jego rozwigzan [32, str. 153|, ktére mozna obliczyé podstawiajac
dowolne wartosci za %p(p — 1) niewiadomych wybranych tak, aby powstaly uklad réwnan
mial rozwigzanie. Nalezalo si¢ spodziewaé takiej niejednoznacznosci, gdyz wiadomo [45],
ze jezeli W (2) spelnia (5.1), to QW (z) tez spelnia (5.1), gdzie @ jest dowolng, stalag ma-
cierzg ortogonalng odpowiednich rozmiaréw. W okresleniu, ktére z niewiadomych nalezy
wybraé, pomocne jest nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 6 [15, str. 289]. Dowolna macierz rzeczywista A o rozmiarach n X n moze
byé przedstawiona w postaci

A=QR, (5.38)
gdzie QQ - ortogonalna macierz rzeczywista, R - rzeczywista macierz tréjkgtna gorna.

Z powyzszych rozwazan oraz twierdzenia 6 wynika, ze zawsze mozna dokonaé faktoryzacji
(5.1) tak, aby jedna z macierzy wspélczynnikéw w W (z) byla macierzg tréjkatna gérna.
Mozna zatem zalozyé, ze w (5.14) i (5.15) macierze A, B, sg tréjkatnymi gornymi. Wéw-
czas zaklada sie, ze elementy pod diagonala w macierzach A, i B, sg zerowe i wyznacza
sie rozwiazanie (5.37) dla pozostatych np? — 1p(p — 1) niewiadomych. Otrzymany uklad
réwnan posiada jednakowa liczbe niewiadomych i réwnan. W tabeli 5.2 przedstawiono
numery wierszy Xy, ktore zawieraja elementy pod diagonala A,. Mozna je opisaé za
pomocg zmiennej j w postaci (5.39).

np? + (j = 2p+j,...,np? +(j—1)p dlaj=2,...,p. (5.39)

Ze wzgledu na podobng postaé¢ X i Xy elementy pod diagonala B, réwniez znajdujg
sie w wierszach X1 o numerach (5.39). Wyzerowanie tych elementéw polegaé¢ bedzie na
usunieciu tych wierszy z X}, Xg4+1 oraz usunieciu kolumn o numerach (5.39) z macierzy

(D + Ey) w (5.36).

Tabela 5.2: Wiersze X zawierajace elementy pod diagonalg A,,.
X | elementy pod diagonalg A,

an1 |np?+2,...,np? +p

2 2
Qna [MP°+p+3,...,np°+2p
an3 |np®+2p+4,...,np*+3p

Qnp-1 | NP>+ D% +Dp

5.4 Zbiezno$é algorytmu faktoryzacji

Twierdzenie 7 Jezeli det Wy(z) # 0 dla |2| > 1 zM\(z) spetnia wtasnosci 1, 2, 8 na str.
38, to det(Dy + Ey) # 0 dla k =0,1,... Wowczas uktad réwnan (5.36) ma rozwigzanie
oraz

lim Wy(z) = W(z) dla kazdego z. (5.40)

k—o0
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W (z) jest okreslone z doktadnosciq do statej macierzy ortogonalnej, wymnozonej z lewej
strony, W*(z) jest analityczne dla Ul. Generalnie zbieznos¢ jest liniowa, jezeli jednak

Yw M (2)|y=eiw > 0 (jest dodatnio okreslona), to dla odpowiednio duzych k zbieznosc jest
kwadratowa.

Dowéd. Stosujac przeksztalcenie biliniowe postaci [19, str. 224]

2= zfi (5.41)

0 (5.13), (5.14) i (5.15) otrzymuje sie
M(Zi)=(s_l) 1_S)HZC(3+1 (s = 1)"i(1 = )" (5.428)
Wi (ji) = ;A s+1)i(s —1)"" (5.42b)
Wit (z iz i) ZO: Bi(s + 1)i(s — )™ (5.42¢)
o wi# <-z—g-) =1 ts+1)""H(s— 1) (5.42d)
Wi, (j-’f—i) A s ZBt T 1)t e—1J%, (5.42e)

Wstawiajac (5.42) do (5.12) oraz mnozac przez (s —1)*(1 — s)™ otrzymuje sie

{ ZB*5+1”“ }{ZA (s +1)i(s — 1) }

{( 1) ZAts-i—l)'”s—l }{ZB (s +1)i(s — )™~ }z
=0 (5.43)
{ ZA‘ts—i-ln1 }{ZA (s+1)(s—1)" }-}—
+ Z Ci(s+ 1)}(s — 1)"*(1 — &)™,
Wprowadzajac oznaczenia
2n
=Y Ci(s +1)i(s = 1)" (1 —s)" (5.44a)

=0

= Zn: Ai(s+1)i(s — 1)~ (5.44b)
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Wk+1(3) = i Bi(S + 1)1(8 - l)n_i (5.440)
i=0

réwnanie (5.43) mozna zapisa¢ w postaci
W1 (=8)Wi(s) + Wh(—8)Wisa (s) = WE(—35)Wi(s) + M{(s) (5.45)

otrzymujac znane réwnanie opisujace rozwiazanie problemu faktoryzacji rzeczywistej ma-
cierzy wielomianowej M (s) o wymiarach p x p [17] majacej wlasnosci

1. M(s) = Mt(—s),
2. Vw j\/T(jw) =0,
3. rank M(s) =r < p,

Whiasnosci te, po przeksztatceniu biliniowym

z+1

= (5.46)

8 =

sprowadzaja sie do postaci wlasnosci 1, 2, 3, str. 38. Algorytm rozwigzania (5.12) ma takie
same wlasnosci jak algorytm rozwigzania (5.45) [17], ktére podano w tezie twierdzenia 7.
Wobec tego, dzieki przeksztatceniu biliniowemu, twierdzenie 7 uzyskato postaé twierdzenia
zamieszczonego wraz z dowodem w [17]. Nie ma zatem potrzeby prowadzenia ponownego
dowodu dla twierdzenia 7. [J

5.5 Rzad faktora W(z)

Prezentowany algorytm faktoryzacji pozwala wyliczaé faktoryzacje (5.1), gdzie W (z) jest
macierza kwadratows o rozmiarze p x p. Jezeli 7 < p, to W (z) nie bedzie macierza petnego
rzedu. W celu wyznaczenia faktora W (z) pelnego rzedu przeanalizujmy

Twierdzenie 8 Niech .
W(z) =) Az (5.47)
i=0

bedzie macierzq wielomianowg, gdzie A; sq rzeczywistymi macierzami statymi o Tozmiarze
p X p. Niech W'(z) bedzie macierzg wielomianowg o rozmiarze r X p rzedu v. Warunkiem
koniecznym i wystarczajgcym na to, aby istniata ortogonalna macierz ) o rozmiarach pxp

taka, ze
QW(z) = [OW (Z)J (5.48)
(p—7)xp
jest aby
rank A =r < p, (5.49)

gdzie A = [Ao A - An].
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Dowod. Podstawiajac (5.47) do (5.48) otrzymuje sie

51
n n
a2 : Al )
QW(z) = T At = [ & } 2 5.50
dp
gdzie A} to macierze o rozmiarze r X p, a g; oznacza [-ty wiersz macierzy @, dlal =1,...,p.

Przyréwnujac w (5.50) wspoétczynniki przy tych samych potegach z otrzymuje sie

¢
/
& A,-=[ A J dai=1,...,n (5.51)
: Op-r)xp
dp
Z (5.51) mozna wydzieli¢ réwnanie
A‘f [q'lt"+1 e q]t;] - Opx(p—r) dla/ Z = 1, ey n. (5.52)

Réwnanie (5.52) mozna réwniez zapisaé¢ macierzowo w postaci
A [Qﬁ+1 q;tw] = Onpx (p—r)- (5.53)
(5.53) mozna rozwigza¢ rekurencyjnie, rozpoczynajac np. od wiersza g,
A'gy = Oppx1. (5.54)

Wiadomo [32, str. 159][23, str. 45][15, str. 67], ze (5.49) jest warunkiem koniecznym
i wystarczajacym na to, zeby uklad réwnan (5.54) posiadal niezerowe rozwigzanie. Ko-
lejne wiersze g; mozna wyznaczy¢ dotgczajac do macierzy A poprzednio wyliczone wiersze
¢j+1, - - -, Qp, KorzZYstajac z ukladu réwnar

t
[A i1 ] & = Ofmprp—s)x1- (5.55)

Dzieki temu, kazdy nowo obliczony wektor g; bedzie ortogonalny do kolumn macierzy A,
jak i do wyznaczonych juz wierszy macierzy (). Zalézmy, ze za pomoca (5.55) policzylismy
wiersze gj dla j = p,p—1,...,7 + 2 i wyznaczamy g1 z uktadu réwnan (5.56)

t
[A q$‘+2 e qgt)] Ir+1 = O(np+p—r—1)x1- (556)

Aby uklad réwnari (5.56) mial niezerowe rozwiazanie musi zachodzi¢ warunek
rank [A ¢y, - gf] <p. (5.57)

Wiadomo [31, str. 141][23, str. 69][28, str. 394], ze ortogonalne wektory gr.o,...,q, sa
liniowo niezalezne i spelniajg warunek

rank ¢ty -+ i) =p-r-1 (5.58)
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Z (5.49) i (5.58) oraz z faktu ortogonalnosci g; do kolumn A wynika, ze
rank [A ¢,, -+ ¢'] =rankA+rank[¢,, -+ ¢]=p—1 (5.59)

Z (5.59) wynika, ze uklad réwnan (5.55) ma rozwigzanie niezerowe dla j = p,p—1,...,7+
1, przy czym wiersz g.+1 jest ostatnim niezerowym wektorem, ktéry mozna policzy¢ za
pomocg (5.55), a warunkiem koniecznym i wystarczajacym jego wyliczalnosci jest (5.49).
Pozostajg jeszcze do wyznaczenia wiersze g; dla j = 1,...,r; tak aby powstata macierz
Q@ byta ortogonalna. Wiadomo jednak, ze zawsze mozna je wyznaczy¢, np. metoda
przedstawiong na str. 59. Ostatnim etapem konstrukecji macierzy ) jest normalizacja

dtugosci wierszy
ol [Vad vVas - Vi
0= R [Vag Vi - Ved _ (5.60)

o»| LWad Vaed - Vaeds

O

Na podstawie twierdzenia 7, str. 44 wiadomo, ze faktoryzacja (5.1) nie jest jednoznaczna,
a majac wyznaczong jedng postaé¢ W (z), mozna wyznaczyé wszystkie inne poprzez prze-
mnozenie z lewej strony przez macierz ortogonalng. Wiadomo [45], ze zawsze mozna
znalezé faktoryzacje (5.1), gdzie W (z) jest macierza pelnego rzedu. Jezeli zatem mamy
faktoryzacje (5.1), gdzie W (z) nie jest pelnego rzedu, to musi istnie¢ taka macierz orto-
gonalna @, ktéra doprowadza do postaci (5.48), a spos6b jej wyznaczenia podaje dowdd

twierdzenia 8.



Rozdzial 6

Realizacja dwuwymiarowych systemoéw
dyskretnych

6.1 Wstep

Dla systeméw jednowymiarowych opisanych réwnaniami stanu (2.5) podaje sie reprezen-
tacje graficzng, przedstawiong na rys. 6.1 [40, str. 5]. Jezeli dane jest przyczynowe

=y
z(t) > u z(t+1)
u(t) =) R ==y X7()

Rysunek 6.1: Graf przeplywowy dla réwnan stanu systemu jednowymiarowego.

pobudzenie u(t) dla t = 0,1,... oraz z(0), to mozliwe jest jednoznaczne obliczenie y(t)
kolejno dla t = 0,1,..., przy czym jest to jedyne mozliwe uporzadkowanie zapewniajace
wyliczalnosé (2.5). Podobnie jak dla systeméw jednowymiarowych, réwnania (2.9) majg
reprezentacje w postaci grafu, przedstawiong na rys. 6.2. Zaprezentowane grafy sygna-
lowe obrazujg koncepcje rozdzielenia bloku bezinercyjnego (H;, Hy) od bloku inercyjnego
(jednostek opézniajacych). Taka struktura jest naturalng konsekwencjg wynikajaca z row-
narni stanu: blok bezinercyjny realizuje obliczenia okreslone przez réwnania stanu (2.1) dla
systeméw jednowymiarowych, (2.5) dla systeméw dwuwymiarowych, a blok inercyjny re-
alizuje sprzezenie zwrotne, podajac warunki poczgtkowe oraz obliczone wartosci na wejécie
bloku bezinercyjnego tak, aby zapewnié¢ wyliczalno$¢ w systemie.

W przypadku systeméw dwuwymiarowych sygnaly dyskretne wystepujace w (2.9) sa
funkcjami okreslonymi dla pary liczb catkowitych. OdpowiedZ tego systemu moze byé
wyznaczona, jezeli dane jest przyczynowe pobudzenie u(n,m), okreslone dla n = 0,1, ...
im=0,1,...oraz warunki poczatkowe wektora stanu z"(0,m) i z¥(n,0) dlan =0,1,...,
m=0,1,.... Przyczynowy sygnal dwuwymiarowy z(n,m) moze by¢ przedstawiony w po-
staci macierzy (6.1), ktérej wiersze i kolumny odpowiadaja wartosciom zmiennych n, m

49
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L' |G

L z? <
z"(n,m) ,l-> zh(n+1,m)
omm Sy g (1)
u(n,m) —_—> ::> y(n,m)

Rysunek 6.2: Graf przeptywowy dla réwnaii stanu systemu dwuwymiarowego.

lub w postaci graficznej na rys. 6.3.

z(n,m) = z(0,2) z(1.,2) x(é,2)
z(0,1) z(1,1) =(2,1)
0,0) z(1,0) z(2,0)

(6.1)

Rysunek 6.3: Reprezentacja graficzna sygnatu dwuwymiarowego z(n,m).

6.2 Wyliczalno$é stanowych
systeméw dwuwymiarowych

W pierwszym kroku mozliwe jest wyliczenie prawej strony (2.9) jedynie dlan = 0, m = 0.

o] =4 [0 + B0 .
y(0,0)=C {;hgg 8;] + Du(0,0). |

Na tym etapie wyliczylismy prébke wyjsciowa y(0,0) oraz wartosci wektora stanu z”(1, 0)
i v(0,1). Dostepne sa warunki poczatkowe zV(1,0) oraz z"(0,1), ktére umozliwiaja
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réwnoczesne wyznaczenie probki y(1,0) 1 y(0,1), wg (6.3).

zh(2’0) _ fEh(l,O) " :

L”(l,l)J =4 [a:“(l,O)} + Bu(l,0) (6.32)
:Z‘h

y(1,0)=C ngﬂ + Du(1,0) (6.3b)

.'Eh(l’l) . :Eh(O,l) . C

[w”(O,Q)} = [:E”(O,l)} +Bu(0,1) (6.3¢)
.’L‘h

v0.1)=C Mg BJ + Du(0,1). (6.3d)

W drugim kroku wyliczylismy y(0, 1), y(1, 0) oraz wartoéci wektora stanu (2, 0), z¥(1, 1),
zh(1,1), z¥(0,2). Korzystajac ze znanych wartosci poczatkowych wektora stanu z*(2,0)
i z7(0,2) w trzecim kroku, mozliwe jest réwnoczesne wyznaczenie probek y(2,0), y(1,1),
y(0,2). Mozna zatem zauwazy¢, ze w kolejnych krokach wyznacza sie probki lezace dia-
gonalnie. Stosujac analogie do systeméw jednowymiarowych, mozna stwierdzi¢, ze dla
systemu dwuwymiarowego (2.9) oraz sekwencji ¢t = 0, 1,. .. wyznacza sie probki wyjsciowe
y(n,m), dla ktérych n +m =t.

6.3 Stanowe,
dwuwymiarowe przetwarzanie sekwencyjne

W praktyce, przetwarzanie sygnaléw dwuwymiarowych odbywa sie poprzez proces za-
miany sygnatéw dwuwymiarowych na odpowiednio zakodowang zmienng jednowymiarows,
(skanowanie). Na rys. 6.4 przedstawiono schemat blokowy systemu wykorzystujacego pro-
ces skanowania, realizujacego przetwarzanie sygnatéw dwuwymiarowych [22]. Zadaniem

SKANER  [u'(2) SYSTEM vy'(t) | GENERATOR
SYGNALU — joovowyMiarowy L. SYGNALU
WEJSCIOWEGO WYJSCIOWEGO

Rysunek 6.4: Sprzetowa realizacja dwuwymiarowego, sekwencyjnego systemu dyskret-

nego.

skanera jest odpowiednie uszeregowanie dyskretnych, dwuwymiarowych wartosci sygnatu
wejéciowego u(n,m) w ciag jednowymiarowy u’'(t). System jednowymiarowy, dla kazdej
sekwencji wejéciowe]j, wyznacza sekwencje wyjsciowa y'(¢), ktéra nastepnie jest przetwa-
rzana do zmiennej dwuwymiarowej y(n, m) poprzez generator sygnatu wyjsciowego. W re-
alizacji takich systemoéw istotny jest sposéb przeksztatcania zmiennej dwuwymiarowej do
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jednowymiarowej, ktora opisuje si¢ poprzez relacje uporzadkowania I(n,m) [12, str. 172].
Mozna podaé trzy typowe relacje uporzadkowania:

1. kolumnami

t=1I(n,m)=nM+m (6.4)

2. wierszami
t=1I(n,m)=mN +n (6.5)

3. diagonalne
t=I(n,m)=3(n+m)(n+m+1)+n. (6.6)

Uporzadkowanie kolumnami i wierszami zaktada pobudzenie ograniczone don = 0,1, .. .,
N-1im=0,1,...,M—1. Obydwa uporzadkowania sg podobne i jedno mozna uzyskaé¢
z drugiego poprzez wzajemna zamiang zmiennych n i m w (6.4) i (6.5). Uporzadkowanie
diagonalne (6.6) zaktada, ze zmienna wejSciowa jest nieograniczona, tzn. n,m = 0,1, ...
Historycznie, najczesciej spotyka si¢ przetwarzanie wierszami (np. w telewizji), choé¢
zwraca sig¢ w literaturze uwage na zalety przetwarzania diagonalnego, np. [47][35]. Kon-
cepcja przedstawiona na rys. 6.4 pozwala na dwojakie podejscie do zagadnienia realizacji
przetwarzania dwuwymiarowego. Po pierwsze mozna ustali¢ sposéb skanowania zmien-
nej dwuwymiarowej, nastepnie znajac wlasnosci powstalego sygnatu jednowymiarowego,
zaprojektowa¢ jednowymiarowy system przetwarzajacy. Dzieki temu unika sie konieczno-
$ci stosowania podejscia dwuwymiarowego, przedstawionego w poprzednich rozdziatach.
Jest to jednak zbyt ograniczajace, gdyz powoduje utrate duzej ilosci informacji o prze-
twarzanym sygnale. Jezeli mozna tu uzy¢ poréwnania, to przypomina to np. ogladanie
obrazu pocietego na waskie paski ulozone poziomo obok siebie. Drugie podejscie, to pro-
wadzenie syntezy systemu dwuwymiarowego, az do otrzymania struktury dwuwymiarowej
(rys. 6.2), nastepnie poszukiwanie takiej realizacji (6.4), aby w pelni zrealizowa¢ zalozone
przetwarzanie dwuwymiarowe. Takie postepowanie nie ogranicza mozliwych do uzyskania
struktur i bedzie punktem wyjscia dla rezultatéw przedstawionych w nastepnych rozdzia-

tach.

6.3.1 Przetwarzanie kolumnami

Rozwazmy kolejno$¢ obliczen réwnan stanu (2.15) dla zmiennej wej$ciowej uporzadko-
wanej kolumnami. Dla prostoty zalézmy, ze zmienna wejSciowa u(n, m) okreslona jest
dan=0,1,2im=0,1,2,3(N=31iM =4). W tabeli 6.1 przedstawiono kolejnosé
obliczeri systemu dwuwymiarowego przetwarzajacego kolumnami. Poszczegblne wiersze
zawieraja indeksy (n,m) wyznaczanych zmiennych dla kolejnych wartoéci ¢t. Pogrubiong
czcionks zaznaczono warunki poczatkowe odpowiednich zmiennych wektora stanu. Dla
systemu przetwarzajacego kolumnami mozna poda¢ realizacje grafu przeptywowego przed-
stawionego na rysunku 6.2, w ktérym istotne jest okreslenie jak zrealizowane beda bloki
jednostek opodzniajacych Ihz,jl i I,z;'. Patrzac na tabele 6.1 mozna zauwazyé, ze sy-
gnal z”*(n,m) podawany na wejicie systemu dla pierwszych czterech wartoéci zawiera
warunki poczatkowe, nastepnie pojawia si¢ sygnat :z:h(n+ 1,m), op6zniony o cztery takty.
W pierwszej chwili wejscie z¥(n, m) zawiera wartos¢ poczatkows z¥(0,0), nastepne trzy
wartoéci to z¥(n, m + 1) opéznione o jeden takt, dalej wartos¢ poczatkowa z¥(1,0) oraz
trzy wartosci z%(n, m + 1) op6znione o jeden takt, itd. Mozna zatem zrealizowaé Ihz,jl
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Tabela 6.1: Kolejnosé obliczeri réwnarni stanu (2.15) dla przetwarzania kolumnami.
z"(n,m) (0,0) [ (0,1) | (0,2) | (0,3) || (1,0) || (1,1)
z¥(n,m) (0,0) || (0,1) || (0,2) | (0,3) || (1,0) || (1,1)
u(n, m) (0,0) || (0,1) || (0,2) || (0,3) || (1,0) || (1,1)
"(n+1,m) [ (1,0) || (1,1) || (1,2) || (1,3) || (2,0) || (2,1)
z¥(n,m+1) || (0,1) || (0,2) || (0,3) || (0,4) || (1,1) || (1,2)
y(n,m) (0,0) || (0,1) | (0,2) | (0,3) || (1,0) || (1,1)
t 0 1 2 3 5
z"(n, m) (1,2) 1 (1,3) [ (2,0) | (2,1) ]| (2,2) || (2,3)
z"(n,m) (1,2) ) (1,3) 1 (2,0) | (2,1) ]| (2,2) ]| (2,3)
u(n, m) (1,2) || (1,3) || (2,0) || (2,1) || (2,2) || (2,3)
z"(n+1,m) ] (2,2) || (2,3) || (3,0) | (3,1) || (3,2) || (3,3)
’(n,m+1) | (1,3) | (1,4) || (2,1) || (2,2) || (2,3) || (2,4)
y(n, m) (1,2) | (1,3) ] (2,0) | (2,1) | (2,2) || (2,3)
t 10 11

w postaci bloku jednostek opézniajacych o cztery takty oraz I,z; ! w postaci bloku jedno-
stek opdzniajacych sygnal o jeden takt. Dodatkowo konieczna jest implementacja zapisu
wartosci poczatkowych do jednostek opézniajacych dla odpowiednich ¢, wynikajacych
z tabeli 6.1. Na podstawie tego przyktadu mozna stwierdzi¢, ze gdyby prowadzi¢ obli-
czenia dlan =0,1,..., N—1im=20,1,...,M — 1, to blok Ihz,jl mozna zrealizowaé
w postaci bloku opézniajacego o M taktéw, natomiast I,z ! pozostalby blokiem opéznia-
jacym o jeden takt. Na rys. 6.5 przedstawiono graf przeptywowy realizujacy blok systemu
jednowymiarowego przetwarzajacego kolumnani.

‘/dla t=nM wpisaé
zv(n,0); n=0,...,N-1
1
Lz < - dla ¢t=0 wpisaé
2#(0,0),...,z"(0,M-1)

Lz¥
zh(t) lL) zh(t+M)

)= H, zv(t+1)

w(t) =) —> (1)

Rysunek 6.5: Realizacja systemu jednowymiarowego do przetwarzania kolumnami.

\

AN

6.3.2 Przetwarzanie diagonalne

Podobnie jak w p. 6.3.1, rozwazymy sposéb prowadzenia obliczeni dla przetwarzania
diagonalnego tej samej zmiennej wejsciowej, przedstawiony w tabeli 6.2. Na jej podstawie
mozna zauwazyé, ze przetwarzanie diagonalne nie moze by¢ zrealizowane podobnie jak
przetwarzanie kolumnami (wierszami), gdyz w tym przypadku warunki poczatkowe muszg
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Tabela 6.2: Kolejnosé obliczeri réwnari stanu (2.15) dla przetwarzania diagonalnego.

z"(n, m) (0,0) ] (0,1) | (1,0) [ (0,2) || (1,1) || (2,0)
z®(n, m) (0,0) | (0,1) ] (1,0) ]| (0,2) || (1,1) || (2,0)
u(n, m) (0,0) | (0,1) || (1,0) || (0,2) || (1,1) ] (2,0)
z"(n+1,m) || (1,0) || (1,1) || (2,0) || (1,2) || (2,1) [ (3,0)
z’(n,m+1) | (0,1) || (0,2) || (1,1) || (0,3) || (1,2) || (2,1)
y(n,m) (0,0) || (0,1) || (1,0) || (0,2) || (1,1) | (2,0)
t 0 1 2 3 4 5
z"(n, m) (0,3) | (1,2) ] (2,1) ] (1,3) || (2,2) || (2,3)
z"(n, m) (0,3) | (1,2) | (2,1) | (1,3) || (2,2) || (2,3)
u(n, m) (0,3) | (1,2) | (2,1) || (1,3) || (2,2) || (2,3)
'(n+1,m) [ (1,3) ]| (2,2) | (3,1) [ (2,3) ]| (3,2) || (3,3)
z°(n,m+1) || (0,4) || (1,3)](2,2) ] (1,4) || (2,3) || (2,4)
y(n,m) (0,3) ]| (1,2) | (2,1) | (1,3) ] (2,2) | (2,3)
t 10 11

by¢ umieszczane pomiedzy obliczanymi wartosciami. Na przyklad na wyjéciu z"(n+1,m)
dla t = 0,1 otrzymujemy wartoéci z"(1,0),z"(1,1), natomiast wejicie "(n, m) dla chwil
t = 2,3, 4 oczekuje wartosci z(1,0),x?(0,2),z"(1,1). Ponadto, w trakcie prowadzenia
obliczeri, zmienia sie liczba taktéw o jaka trzeba opézniaé wyjécia wektoréw stanu z”(n +
1,m) i z¥(n,m + 1), np. wartoéé z*(0, 1) obliczona dla ¢ = 0 trafia na wejscie z¥(n,m)
dla t = 1, a z¥(0, 3) obliczona dla ¢t = 3, trafia na to samo wejscie dla ¢t = 6. Konieczne
jest zatem opracowanie innego grafu przeptywowego, realizujacego system przetwarzajgcy
diagonalnie.

6.3.3 Struktura systemu z przelgczanymi jednostkami opé6zniaja-
cymi

Na podstawie analiz przeprowadzonych w punkcie 6.3.2 mozna stwierdzi¢, ze sterowanie
przepltywem w grafie sygnalowym systemu przetwarzajacego diagonalnie wymaga bardziej
ztozonych metod postepowania. Do realizacji takiego przetwarzania zastosujemy struk-
ture z przelacznymi jednostkami opézniajgcymi, przedstawiong na rys. 6.6. Struktura
zawiera dwa kontenery blokéw jednostek opédzniajacych, przechowujgcych zmienne stanu
z"(n, m) i z¥(n, m) oraz multipleksery, ktore taczg wejscie i wyjscie odpowiedniej zmiennej
stanu z zgdanym blokiem jednostek opdzniajacych. W tabeli 6.3 przedstawiono kolejnosé
przelaczania multiplekseréw dla przetwarzania diagonalnego. W kolumnie p” i p¥ podano
numer bloku jednostek opézniajacych, na ktéry nalezy nastawi¢ multiplekser w kroku ¢
dla zmiennej odpowiednio z" i V. Jak wynika z tabeli 6.3, przed rozpoczeciem obliczen,
wszystkie bloki jednostek opézZniajacych musza posiadaé¢ odpowiednie warunki poczat-
kowe, ktére zebrano w tabeli 6.4. Zaprezentowana struktura moze réwniez realizowaé
przetwarzanie kolumnami. Konieczna jest jednak zmiana pracy multiplekseréw, ktoérg
przedstawiono w tabeli 6.5. Tak jak w przypadku przetwarzania diagonalnego, przed
rozpoczeciem obliczen, nalezy ustawi¢ warunki poczatkowe zgodnie z tabelg 6.4. Na pod-
stawie zaprezentowanych przykladéw mozna stwierdzié, ze za pomocy struktury z przeta-
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Rysunek 6.6: Graf przeplywowy systemu z przelacznymi jednostkami opézniajacymi.

Tabela 6.3: Kolejno$é przetgczania multiplekseréow systemu na rys. 6.6, przetwarzajacego

diagonalnie.

| ¢t [u(n,m) | z"(n,m) [z"(n+1,m) [p" ][ z°(n,m) [z°(n,m +1) [ p"]
0| (0,0) (0,0) (1,0) 1| (0,0) (0,1) 1
1] (0,1) | (0,1) Ly |2 (o,1) (0,2) |1
2 || (1,0) | (1,0) 2,00 |1 (1,0 (1,1) |2
s| (02 | (02) 12 |3 @2 0.3 |1
4| (1, | @,1) 21 (2] @ (1,2) |2
51 (20) | (2.0 30 |1]| @o0) | (1) |3
6 03 | (0,3 1,3 |4 (03) 0,4) |1
71 (L2 | (1,2 2,2) |3 (1,2 (1,3) |2
sl 21 | (21) a1 |2 @1 22) |3
o (1L3) | (13) (2.3) |4 (13 (1,4) |2
0] 22 | (22 3,2) |3 (22 (2,3) |3
1| (2,3) | (23) 3,3 |4 (23) (2,4) |3

czanymi jednostkami opézniajacymi mozliwa jest realizacja systeméw dwuwymiarowych,
pracujacych sekwencyjnie. Dodatkowo, poprzez zmiane kolejnosci przetgczania mozna
realizowaé przetwarzanie sekwencyjne dla réznego uporzadkowania zmiennej wejSciowe;.
Zalety prezentowanej struktury jest fakt, ze warunki poczatkowe zapisywane sa wytacz-
nie w kroku zerowym, tzn. nie ma konieczno$ci wpisywania czy kasowania zawartosci
jednostek opdzniajacych w czasie trwania obliczel. Do wad mozna zaliczy¢ koniecznosé
stosowania multiplekseréw, czy raczej stosowania adresowania komoérek pamieci, realizu-

jacych bloki jednostek opézniajgcych.
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Tabela 6.4: Wartosci warunkéw poczatkowych blokéw jednostek opézniajacych systemu
na rys. 6.6, przetwarzajacego diagonalnie.

|orbloku| 2" | z¥ |
1 z"(0,0) [ z*(0,0)
2 z"(0,1) | z¥(1,0)
3 z"(0,2) | z¥(2,0)
4 z"(0, 3)

Tabela 6.5: Kolejnos¢ przetaczania multiplekseréw systemu z rys. 6.6, przetwarzajacego
kolumnami.

[t [uln,m)]z"(n,m)][z"(n+1,m)[p" [ 2°(n,m) | z°(n,m+1)]p"]
0] 0,0 || (0,0) To) L] (0,0 0,0 |1
1 (0,1) | (0,1) (1,1) 2 (0,1) (0,2) 1
2| (0,2) (0,2) (1,2) 31 (0,2) (0,3) 1
sl 03 | 03 | (13 |4| (03 | (@04 |1
4 (1,0) | (@0 2,00 [1] (1,0 (1,1) |2
s | @) ey 2| @y | w2 |2
61 (L2) || (1,2) (2,2) 3 (1,2 (1,3) 2
W | @y | @y |4 @y | (e |2
g1l (2,00 | (2,0 3,00 |1 (20 2,1) |3
9| (1) (2,1) (3,1) 2 (21) (2,2) 3
0l 22 | (22 32 |3 @2 | @3 |3
11| (23 | (2.3) 33 4] (23) (24) |3

6.4 Realizacja bloku bezinercyjnego OFC

6.4.1 Systemy jednowymiarowe

Zadaniem bloku bezinercyjnego systemu jednowymiarowego jest wykonywanie obliczen
okreslonych przez réwnania stanu (2.1),(2.5). Obliczenia sprowadzajg sie do przemno-
zenia wektora wejSciowego przez macierz liczbows, stalag i mogg byé realizowane przy
uzyciu mnoznikéw i sumatoréw. Jednowymiarowe OFC realizuje si¢ jednak w oparciu
o rotatory Givens’a, ktére zapewniajg lepsze parametry otrzymanej struktury, takie jak
mala wrazliwo$é funkcji transmitancji systemu na zmiane jego parametréw, mate szumy
i znieksztalcenia nadmiarowe czy duza odpornoéé na oscylacje pasozytnicze [43]. Znane
w literaturze metody wyznaczania tych stuktur polegajg na dekompozycji macierzy trans-
mitancji [33][40][41][8][7] lub na dekompozycji kwadratowej macierzy H; (2.4) [34][9][13].
Metoda dekompozycji H; opiera sie na twierdzeniach 9 i 10 dla &k = [ = 2. Pierwszym
etapem tego procesu jest minimalizacja niezerowych elementéw H; za pomocsg ciagu prze-
ksztalcen (6.8), gdzie T jest macierzg postaci (6.12) dla s,t < r. Katy ¢ oraz s, t w (6.12)
dobiera si¢ tak, aby kolejne przeksztalcenia tworzyly nowe, zerowe elementy macierzy ﬁl
i nie likwidowaly zer juz istniejacych. Nastepnie H; mozna doprowadzi¢ do typowych
postaci, w ktérych

1. A jest (transponowang) macierza Schura;
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2. A jest macierzg Hessenberga;
3. H 1 jest macierzg Hessenberga z niezerows pierwszg kolumna;

4. H jest macierza trojkatna dolng z dwiema nadprzekatnymi.

Twierdzenie 9 [39] Niech bedzie dany jednowymiarowy OFC, opisany réwnaniami stanu
(2.5), gdzie | = k oraz system

[m(t+ 1)] _ 7 [x(t)} , (6.7)

y(t) u(?)
gdzie
~ |4 B
H1 = l:a B =T1tH1T1, (68)
Q Orxk:’
T = . 6.9
! [kar I (6.9)

Q jest dowolng macierzq ortogonalng o rozmiarach r X r. System (6.7) jest jednowymia-
rowym OFC oraz ma takg samg macierz transmitancji (2.8) jak system (2.5).

Twierdzenie 10 Dowolng macierz ortogonalng H mozna przedstawi¢ w postaci

I J
H =[] Lot (8 E [ [ Ruj 5 (%5), (6.10)
i=1 j=1
gdzie
1 0 0
p={0 = = 0 , (6.11)
0 O +1
S t
& -
. 0
s cos ¢ sin ¢
1
Ls,t(¢) — Rs,t(¢) — ‘" . (612)
t —sing cos ¢
0 1
L J

Systemy realizujace operacje przemnozenia przez Ls:(¢) lub R, ;(¢) nazywa si¢ rotatorami
Givens’a. Schemat graficzny rotatora wraz z réwnaniami pracy zamieszczono na rys. 6.7.
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Rysunek 6.7: Schemat graficzny i réwnania pracy rotatora Givens’a.

¢

Z,0 O U,

Ty| _ | cosd sing| (1
To|  |—sing cosd| |y

Lro——F—— ¥

6.4.2 Systemy dwuwymiarowe

Dla systeméw dwuwymiarowych mozna poda¢ odpowiednik twierdzenia 9 w nastepujace;
postaci:

Twierdzenie 11 Niech bedzie dany dwuwymiarowy OFC, opisany rdwnaniami stanu (2.15),
gdzie | = k oraz system

e+ 1m)]  [h(n,m)

z’(n,m+1)| = Hy |z%(n,m) |, (6.13)
y(n,m) u(n, m)

gdzie
~ |A B
Hy = [a BJ = Ty Hy Ty, (6.14)
p Ohxv Ohxk

To= |Ouxn g Ouxk| - (6.15)

Okxn Okxw  Ig
p, q to dowolne macierze ortogonalne o wymiarach odpowiednio h X h, v x v. System
(6.13) jest dwuwymiarowym OFC oraz ma takq samgq macierz transmitancyi (2.18) jak
system (2.15).

Dowod. Korzystajac z (6.15) pokazuje sie, ze TeTy = Ipyyik, tzn. Ty jest macierza
ortogonalna a (6.13) jest dwuwymiarowym OFC. Wstawiajac (6.15) do (6.14) otrzymuje

sie

t t
A\ _ ,:Op ) thxv} A !:Op’ Of;xv} B\ — [Opl OhQXv:, B
VX vXnN vXn (616)
ézc[p Ohxv:l D=D
vah q
Wyznaczajac )
Glzn, 2) = C (Z—Z) B+D (6.17)

otrzymuje sie postaé (2.13), tzn. G(zp, 2,) = @(zh)zv). O
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Z twierdzenia 11 wynika, Ze przeksztalcenie (6.14) mozna stosowa¢ do minimalizacji nie-
zerowych elementéw H, oraz korzystaé z techniki rozktadu (6.10), podobnie jak dla sys-
teméw jednowymiarowych. Jezeli macierz H, jest prostokatna (tzn. system ma wiecej
wyj$¢ niz wejsc¢) trzeba doprowadzi¢ ja do macierzy kwadratowej. Matematyka okresla to
zagadnienie mianem rozszerzania uktadu wektoréw ortogonalnych do bazy ortonormalne;j
i dowodzi, ze jest to zawsze mozliwe [28, str. 395][31, str. 146] poprzez zastosowanie orto-
gonalizacji Grama-Schmidta oraz normalizacji do kolumn Hj, poszerzonych do bazy wek-
toréw liniowo niezaleznych. Jak znalez¢ taks liniowo niezalezng baze nie podaje sie jednak.
Konstruktywny algorytm rozszerzania bazy ortonormalnej przedstawiono w p. 6.5. Dla
okreslenia technik minimalizacji elementéw niezerowych dla kwadratowej H, wprowadza
sie
Apn A B

= [ 4 A;;J B= [B;] c=[c G, (6.18)
gdzie A1, Ajg, Az, Ay to macierze powstale przez podzial A na bloki o rozmiarach
odpowiednio A X h, h X v, v X h, v X v. Podobnie By, Bs, C; i C; powstale z macierzy B
i C' o rozmiarach odpowiednio h X k, v X k, k x h i k x v. Korzystajac z (6.18) réwnanie
(6.14) mozna przeksztalcié do postaci

ptAnp PtAlzq PtB1

Hy=| q'Anp 7, : (6.19)
Cip
gdzie
= [qtéi?q qtgﬂ . (6.20)
Wprowadzajac
ty = {quxv O}ZkJ , (6.21)
macierz ng mozna przedstawi¢ w postaci
hy =t [’é?; %} ty. (6.22)

Na podstawie (6.19) i (6.22) mozna stwierdzi¢, ze minimalizacje niezerowych elementéw
H, mozna prowadzi¢ dwuetapowo. Po pierwsze poprzez zastosowanie technik przedsta-
wionych w p. 6.4.1, traktujac Agp, By, Cy i D jako macierze réwnan stanu jednej zmiennej.
Po drugie, doprowadzajac A;1 do jednej ze znanych postaci, za pomoca macierzy ortogo-
nalnej p.

6.5 Poszerzanie ukladu wektoréw ortogonalnych
do bazy ortonormalne]j

Niech bedzie dany uklad wektoréw v, vg, ..., vx przestrzeni n-wymiarowej nad cialem R,
rozumiany w/g [31] i niech n > k. Wprowadzmy macierz

Vk=[vl Vg ... 'uk] (6.23)
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oraz wektor Uy ortogonalny do wszystkich pozostalych, tzn. spelniajacy warunek
ViUke1 = Ogx1. (6.24)

(6.24) tworzy uklad k réwnan o n niewiadomych. Z warunku ortogonalnosci wynika, ze
rank Vy = k. Wiadomo [32, str. 153], ze wszystkie rozwigzania (6.24) mozna znalezé
przyjmujac dowolne wartosci za n — k sktadowych ¥y;. Rozlézmy vy41 i Vi na bloki

~ | Tena(1,...,k)
Ukt = [akﬂ(k +1,....n) {6i26)
| Ve(L,... k)
V= [Vk(k +1,... ,n)J ’ {0:26)
gdzie Vi(1,...,k) i Vi(k + 1,...,n) oznacza macierze powstate odpowiednio z wierszy

1,...,kik+1,...,n macierzy Vs. Podobnie Ux41(1,...,k) i Upp1(k+ 1,...,n). Wobec
(6.25),(6.26), rownanie (6.24) mozna zapisa¢ w postaci

Vi, B)Oa (L, k) = V(B +1,...,n)0a(k+1,...,n). (6.27)
W celu rozwigzania (6.27) przyjmijmy, ze
T R [O . J (6.28)
(n—k-1)x1

wowcezas (6.27) przyjmuje postaé
VEQ, ..., k)01 (L,..., k) = =VE(k+1). (6.29)

Uklad réwnan (6.29) posiada jedno rozwigzanie, ktoére wraz z (6.28) poddaje sie norma-
lizacji (6.30), otrzymujac k + 1 wektor bazy ortonormalne;j:

V)
1 k+1

Vk+1 = = 1
V V1041 + 1 On—k-1)x1

Dotaczajgc obliczony wektor vg4; do Vi i stosujgc rekurencyjnie powyzszy algorytm mozna
wyznaczy¢ wszystkie wektory poszukiwanej bazy ortonormalnej. Implementacje prezen-
towanego algorytmu dla programu MATLAB przedstawiono w dodatku D.1, na str. 77.

(6.30)

6.6 Przyktad

Zastosujmy algorytm z p. 6.5 do réwnan stanu wyznaczonych na str. 37. W tym celu
zapiszmy macierze A, B, C 1 D w postaci (2.16), str. 10

[—0.6760233 —0.0079248 —0.0137107 0.0265214
—0.2427694 -0.6845212 0.4152410  0.1616971
i = —0.4653807 —0.0926214 —0.6814900 0.3099678 (6.31)
271 03167573 —0.2679809 0.0552087  0.7663641 | '
—0.3823265 0.0872019  0.5279047 —0.0927613
| —0.1448018 0.6658613  0.2850033  0.5302377 |
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System posiada 1 wejscie i 3 wyjécia. Po zastosowaniu algorytmu opisanego w podroz-
dziale 6.5, otrzymuje sie macierz (6.32).

[—0.6760233 —0.0079248 —0.0137107 0.0265214 —0.6936069 —0.2468761
—0.2427694 —0.6845212 0.4152410  0.1616971  0.0572424  0.5202365
i, _ | 04653807 —0.0926214 —0.6814900 0.3099678  0.4593106  0.0580278
27 | 03167573 —0.2679809 0.0552087  0.7663641 —0.1083387 —0.4751335
—0.3823265 0.0872019  0.5279047 —0.0927613 0.5412295 —0.5157566
| —0.1448018  0.6658613  0.2850033 ~ 0.5302377  0.0000000  0.4162719 |
(6.32)

W wyniku powstaje system z 3 wejSciami i wyjsciami, gdzie macierz A nie ulegta zmianie
natomiast pozostale macierze przyjmujg postaé (6.33).

(0.0265214 —0.6936069 —0.2468761]
B = ]0.1616971 0.0572424  0.5202365 (6.33a)
10.3099678  0.4593106  0.0580278 |
[ 0.3167573 —0.2679809 0.0552087 ]
C = |—0.3823265 0.0872019 0.5279047 (6.33b)
| —0.1448018  0.6658613 0.2850033
0.7663641 —0.1083387 —0.4751335
D = |-0.0927613 0.5412295 —0.5157566 | . (6.33c)
0.5302377  0.0000000  0.4162719

W celu zastosowania minimalizacji niezerowych elementéw Hj podzielmy A na bloki we-
diug (6.18):

A [06760233 —0.0079248] , _ [-0.0137107
117 1_0.2427694 —0.6845212 1271 0.4152410

Ay = [—0.4653807 —0.0926214] Az = —0.6814900

(6.34)

Macierz Ajg jest rozmiaru 1 X 1, wobec czego rozmiar ¢ w (6.21) wynosi réwniez 1 x 1,
ponadto musi spetnia¢ warunek ortogonalnoéci, zatem g = 1. Korzystajac z (6.19) macierz
Aj; mozna doprowadzi¢ do postaci trojkatnej gérnej, gdzie p ma postaé (6.35).

(6.35)

_ 1 0.1951947 0.9807645
~ |—0.9807645 0.1951947| "

Macierz T, przeksztalcenia (6.15) przyjmuje zatem postaé (6.36), a macierz Hyz (6.14) -
postaé (6.37).

[0.1951947
—0.9807645

0.0000000
0.0000000
0.0000000

| 0.0000000

0.9807645
0.1951947
0.0000000
0.0000000
0.0000000
0.0000000

0.0000000
0.0000000
1.0000000
0.0000000
0.0000000
0.0000000

0.0000000
0.0000000
0.0000000
1.0000000
0.0000000
0.0000000

0.0000000
0.0000000
0.0000000
0.0000000
1.0000000
0.0000000

0.0000000]
0.0000000
0.0000000
0.0000000
0.0000000

1.0000000 |

. (6.36)
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[—0.6362046 0.2348445 —0.4099299 —0.1534099
0.0000000 —0.7243400 0.0676059  0.0575736
0.0000000 —0.4745081 -—0.6814900 0.3099678
0.3246555  0.2583559  0.0552087  0.7663641

—0.1601526 —0.3579509 0.5279047 —0.0927613
| —0.6813176 —0.0120439 0.2850033  0.5302377

—0.1915297
—0.6690916
0.4593106
—0.1083387
0.5412295
0.0000000

Tabela 6.6: Parametry rozkladu H, do postaci (6.10).

macierze lewostronne Ly, ¢, (¢;)

1 S;

ti o

1
2

1
1

-2.66973870153922
0.22057561100618

4
5

diagonalna macierz E

1 0 O 0
0 -1 0
0
0
0

0

o OO
O O OO
_H O OO

1
0
0

_H O OOOoOOoO

0 00O

macierze prawostronne Ry ..(%;)

I
5

Y;

D ©00 O TR W N RS

W N R WN WK N -

0.74956122396691
0.57994527431609
0.37101348832628
-2.76127138041518
0.37836588933167
-0.78149791676784
-0.57194202589333
0.01645442274714
-0.39998866327838
-0.90522773761145

o oo Tt Ut w | E

62

—0.5584184]
—0.1405799
0.0580278
—0.4751335
—0.5157566
0.4162719 |

(6.37)

Macierz Ho poddano roktadowi (6.10), otrzymane macierze rotacji oraz macierz diago-
nalng zamieszczono w tabeli 6.6. Na rysunku 6.8 przedstawiono strukture dwuwymiaro-
wego OFC realizujacego otrzymany rozkiad. Jest to system z przelaczanymi jednostkami
opézniajacymi, opisany w podrozdziale 6.3.3, str. 54. Przyjeto, ze pobudzenie u(n,m)
ma rozmiar N = 3, M = 4 (zob. podrozdzial 6.3.1, str. 52). Struktura zawiera dwa po-
dwdjne multipleksery, oznaczone jako p" i p¥. Sekcje, ktére przelaczaja sie na jednakowe
pozycje potaczono linig przerywana, przy czym dopuszczalne polozenie oznaczono cyframi
1,...,3 dla multipleksera p* oraz 1,...,4 dla p". Bloki oznaczone litera D to jednostki
opdzniajace o jeden takt. Przetwarzanie diagonalne uzyskuje sie stosujac kolejno§¢ wpro-
wadzania probek zmiennej wejéciowej u(n, m) oraz nastawy multiplekseréw p", p” zgodnie
z tabely 6.3, str. 55. Przetwarzanie kolumnami uzyskuje si¢ stosujac nastawy zgodnie
z tabelg 6.5. Na przyklad dla przetwarzania diagonalnego, przed rozpoczeciem obliczen,
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nalezy umiesci¢ warunki poczatkowe w jednostkach opézniajacych zgodnie z tabelg 6.4,
str. 56. Numer bloku w tabeli oznacza jednostki op6Zniajace podtaczone do przetacznika
o tym numerze dla odpowiedniego wektora stanu. W pierwszym kroku oba multipleksery
ustawia sie na pozycje 1. Na wejscie 1 podaje si¢ u(0,0) i wyznacza si¢ y(0,0) (wyj-
§cie 1) oraz nowe wartosci wektora stanu, ktére zapisuje sie do jednostek opézniajgcych.
Pozostate dwa wejécia ustawione sg na wartos¢ zero przez caly czas obliczern. W drugim
kroku multiplekser p" nastawia sie na pozycje 2, multiplekser p’ pozostaje niezmieniony
a na wejscie 1 podaje si¢ u(0,1). W wyniku obliczeri bloku bezinercyjnego otrzymuje sie
y(0,1) oraz nowe wartosci dla jednostek opézniajacych. W kolejnym kroku multiplekser
p" nastawia sie ponownie na pozycje 1 a p” na pozycje 2, na wejécie 1 podaje sie u(1,0)
wyznaczajac y(1,0). W ten sposéb, kontynuujac nastawy zgodnie z tabelg 6.3 wyznacza
sie kolejne wartosci y(n, m) dla przetwarzania diagonalnego.
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Rysunek 6.8: Struktura z przetacznymi jednostkami opézniajacymi dla N =31 M = 4,

wyznaczona w podrozdziale 6.6.



Rozdzial 7

Podsumowanie

Szybki przyrost potencjatu obliczeniowego komputeréw oraz wzmozone zainteresowanie
wielowymiarowym przetwarzaniem sygnatéw zaowocowal rozwojem tej dziedziny. Otrzy-
mane dotychczas rezultaty w literaturze przedmiotu zachecaja do dalszych badari w tym
kierunku. Interesujace jest zwlaszcza uogoélnianie systeméw jednowymiarowych, ktére
byty z powodzeniem stosowane w dziedzinie przetwarzania jednowymiarowego, na przy-
padek wielowymiarowy. Przykladem takiego systemu jest jednowymiarowy ortogonalny
filtr cyfrowy, ktéry charakteryzuje si¢ dobrymi parametrami, podobnymi do wlasnogci
filtrow bezstratnych. W wersji dwuwymiarowej ortogonalne filtry cyfrowe sg stosunkowo
malo znane i nieczesto znajdowaly miejsce w literaturze, co zacheca do prowadzenia badar
w tym kierunku. W prezentowanej pracy podjeto prébe kompleksowego opracowania tech-
niki projektowania dwuwymiarowego filtru cyfrowego poczawszy od funkcji transmitancji,
poprzez wyznaczenie modelu stanowego do algorytmu prowadzenia obliczen (struktury).
Pierwszym etapem syntezy jest wyznaczenie macierzy transmitancji w taki sposob, aby
mogta by¢ realizowana poprzez dwuwymiarowy ortogonalny filtr cyfrowy. Otrzymane
wyniki przedstawiono w rozdziale 3. Etap ten oparto o pozytywng odpowiedZ na XVII
problem Hilberta, ktéra stwierdza, ze mozliwe jest wyznaczenie takiej macierzy trans-
mitancji. Niestety, wymaga on dalszych wzmozonych badar, gdyz nie udatlo sie jeszcze
opracowaé efektywnych algorytmoéw jej wyznaczania. Nie wiadomo np. jakie warunki
musi spetnia¢ transmitancja aby mozna ja bylo poddaé procesowi embedingu dwuwymia-
rowego. Pomimo to, mozliwa jest adaptacja do tego celu znanego w literaturze algorytmu
przedstawionego w podrozdziale 3.2.2, str. 13. Teoretycznie takie podejscie nie gwaran-
tuje mozliwosci wyznaczenia macierzy embedingu dwuwymiarowego, jednak wykonane
przyklady wskazuja na jego przydatno$¢ i w praktyce pozwalaja otrzymywaé aproksy-
macje poszukiwanej macierzy transmitancji. Kolejny etap to wyznaczenie parametréw
dwuwymiarowego modelu stanowego, ktérego algorytm przedstawiono w rozdziale 4, str.
21. Do jego realizacji opracowano dogodny numerycznie algorytm faktoryzacji macierzy
wielomianowej, ktory jest jego kluczowym elementem (rozdzial 5, str. 38). W rozdziale 6,
str. 49 przeanalizowano techniki prowadzenia obliczert w strukturach dwuwymiarowych,
opisanych réwnaniami stanu. Oméwiono znane w literaturze techniki realizacji systeméw
dwuwymiarowych przetwarzajacych kolumnami, wierszami i diagonalnie. W podrozdziale
6.3.3 str. 54, zaproponowano uogélniong strukture realizacji stanowego systemu dwuwy-
miarowego z przelaczanymi jednostkami op6Zniajacymi.

Podsumowujac mozna stwierdzi¢, ze mozliwe jest projektowanie i realizacja dwuwy-
miarowych ortogonalnych filtrow cyfrowych. Wskazane jest jednak kontynuowanie fun-
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damentalnych badari w zakresie przedstawiania dodatniego wielomianu w postaci sumy
kwadratéw tak, aby poznaé¢ wlasnosci systeméw realizowalnych w postaci dwuwymiaro-

wych ortogonalnych filtréw cyfrowych.

7.1 Oryginalne opracowania zamieszczone w pracy
Zdaniem autora, do oryginalnych opracowan zamieszczonych w pracy zaliczy¢ nalezy:
e Opracowania powstale przy wspoétudziale autora:

— Twierdzenie 4 (str. 14);

— Dowody twierdzeri uzasadniajgcych algorytm syntezy dwuwymiarowego OFC
(rozdzial 4);

— Rozwigzanie problemu faktoryzacji macierzy wielomianowej nieujemnej na kole
jednostkowym (rozdzial 5);

e Oryginalne opracowania autora:

— Realizacja systeméw separowalnych (str. 12);

— Opracowanie techniki zastosowania form kwadratowych do faktoryzacji funkcji
dwoch zmiennych (str. 16);

— Przystosowanie algorytmu syntezy dwuwymiarowego OFC [37] na potrzeby
obliczeni (rozdzial 4);

— Zbadanie rzedu faktora W (z) (str. 46);

— Struktura z przetaczanymi jednostkami opdzniajacymi do realizacji systeméw
dwuwymiarowych (str. 54);

— Opracowanie realizacji bloku bezinercyjnego struktury dwuwymiarowego OFC
(str. 58);

— Technika poszerzania uktadu wektoréw ortogonalnych do bazy ortonormalne;j
(str. 59);

— Opracowanie funkcji dla programu MATLAB ilustrujacych wyniki zamiesz-
czone w pracy (str. 75, zalagczony CDROM)
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Dodatek A

Pewne wtlasnosci sumy

ALY S fGgi+3)

i=—1 j=0

SN i) =0 fli-i-Lai-0+ > Y fli-j-1,4i-1) (A1)

i=-1 j=0 1=0 j=0 i=r+1 j=0

Dowé6d. Rozpiszmy lewg strone réwnania (A.1):

> D> fGhi+h)=

i=—1 j=0
=f(-1,0,-1) +f(-1,1,0) + ... +f(-1,rr—1+
+£(0,0,0) +£(0,1,1) + ... +f(0,r,7)+
+f(l,0,1) +f(1,1,2) + ... +f(0,7,7)+
+f.(r——1,0,r—1) +f(r—1,1,7) + ... +f(r—=1,r2r—1)+
+f(r,0,7) +f(r,1,7r+1) + ...  +f(r,r2r)+
+f(r+1,0,r+1) +f(r+1,1L,r+2) + ... +f(r+1,n2r+1)+

Uporzadkujmy wyrazy w/g ostatniej zmiennej f, tzn. w/g (¢4 7). Sktadniki dla (i +7) =
-1,...,r—1:

f(—l)O: _1) +
+/(0,0,0) +£(-1,1,0) - (A.2)
+£(1,0,1) +£(0,1,1) +f(-1,2,1) +
+]'t.(7"—1,0,7‘—1) +f(7‘—2,l,7‘—1) +... +f(—1,7‘,7“—1)
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Pozostate sktadniki dlai+j=r,...,00:

+£(r,0,7) Fflr~ L, 17) + ... +f(0,rr)+
+f(r+1,0,7+1) +f(r,1,7r+1) + ... +f(1,r,r+ 1)+
+f(r+2,0,7r+2) +f(r+1,1,7+2) + ... +f(2,r, 7+ 2)+

Sktadniki (A.2), (A.3) sa rozwinieciami prawej strony (A.1).

A2 ZZf(Z 7)

=0 4=

n n n b1

DD F60) =D fl—4,5)+ ZZfZ~JJ

1=0 j=0 i=0 j=0 i=n+1lj=i=n
dlan=1,2,..
Dowoéd przez indukcje. Dla n =1 lewa strona (A.4):

1 1

D> F,4) = £(0,0)+ £(0,1) + f(1,0) + £(1,1),

i=0 j=0

prawa strona (A.4):

YD fE=q+) D fGE—5,5) = £(0,0)+ f(1,0)+ £(0, 1) + £(1,1).

i=0 j=0 i=2 j=i—1
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(A.3)

(A.4)

Wzér (A.4) jest stuszny dla n = 1, zakladajac jego stusznoséé dla n pokazuje sie stusznosé

WZOoru:
n+1 n+1 n+l 4 2(n+1) n+1
N FGH =)D fa-50)+ Y. > fli-35,9)
i=0 j=0 i=0 j=0 i=n+2 j=i—n—1

Pierwszy skladnik sumy prawej strony (A.5):

n+l 1 n+1
> fi—13,9) ZZfZ—JJ +Zf n+1-3j,j)
i=0 j=0 i=0 j=0

Drugi skladnik sumy prawej strony (A.5):

2n+2 n+l 2n+2 n+1
Yoo > fG-dq0)= D fG-55) - fln+1-jj)=
i=n+2 j=i—n-—1 i=n+1 j=0

(A.5)

2n 2n n 2n
=Y fln+Li-n-1+ > 3 fi-iN+ Y fG-n-1n+1)+

i=n+1 i=n+1j=i—n i=n+1
n+1 n+1 n+1

+> f@n+1-4,0)+ Y, f@n+2—-5,5)— ) f(n+1—-37)
j=0

j:n 3=n+1
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Stosujgc podstawienie k = ¢ —n — 1 do pierwszej i trzeciej sumy otrzymuje sie

n—1
> fln+1,k)+ Z Zfz—yj Zf(lc,n+1)—|—
k=0 i=n+1j=i—n
n+1
+fn+1n)+fnn+ 1)+ fln+ln+1) =Y fln+1-3j) =
j=0
=Z f(n+1,k)+ Z ZfZ—]] +Zf(kn+1
k=0 i=n+1 j=i—n

n+1
+fn+1Ln+1)=> fln+1-37)

Podstawiajac otrzymane przeksztalcenia obydwu sum do (A.5) otrzymuje sie

n+1 n+1l n 1
YD ) =) f—50)+ Z Zfz—J i)+ (A.6)
i=0 j= 1=0 j=0 i=n+1j=i—n

+3 fn+1L,k)+ Y flkn+1)+ f(n+1,n+1)
k=0 k=0

Podstawiajac (A.4) do prawej strony (A.6) otrzymuje sie

n+1 n+1
ZZf 5.0 +Zf (n+1,k) +Zf (k,n+1)+ f(n+1,n+1)= ZZf(i,j).
1=0 j=0 k=0 i=0 j=0
m CX) . . . .
A3 Z Z f(Z,],’&—])
i=—1j=—1
SN fGdi-5)=) Z fle+34,0, )+ Y > fli,i—k k) (A7)
i=—1j=—1 k=0 j= k=—1i=—1
Dowéd. Rozpiszmy lews strone (A.7)
>N fGhi-4)=
i=—1j=—1
f(07—1:1) +f(0!0>0) +f(071,— ) +-- +
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73

Zmieniajac kolejnoéé sumowania w/g ostatniej zmiennej, tj. w/g (¢ — j) otrzymuje sie dla

(i—§)=0,1,...
=f(_17_1’0) +f(0a070)
+f(1a _1) 2) +f(21 0’ 2)

. .+

dlai—j=—1,-2,... otrzymuje si¢

+f(_1)0,—1) +f(0)1’—1)
+f(_1; 1, _2) +f(0’ 2, '_2)

+f(—17 27 _3) +f(0) 3’ —3)

+f(1,1,0)
+£(2,1,1)
+£(3,1,2)

+f(1,2,-1)
+£(1,3,-2)
+f(11 4a _3)

Sktadniki (A.7) i (A.9) to rozwiniecia prawej strony (A.7). O

R
+ .. 4
+ -4

o

(A.8)



Dodatek B

Pseudoodwrotno$¢ macierzy
wielomianowych

Podobnie jak dla macierzy rzeczywistych mozna moéwié¢, ze A™ jest pseudoodwrotnoécia
wielomianowej macierzy A o wymiarach r X [, jezeli spelnia warunki

AAYA = A (B.1)

Wiadomo [15, str 34], ze jezeli | > r i rank A = r to AA* jest kwadratows macierza
nieosobliwg i A1 spelnia réwnania

At = AY(AAH)T? (B.2)

AAY = AAY(AAY T =11, (B.3)

Do wyznaczania pseudoodwrotnosci macierzy wielomianowych mozna zastosowaé¢ metode
Grevill’a [15, str 39].



Dodatek C

Opis gléwnych funkcji do
projektowania dwuwymiarowych OFC
dla programu MATLAB

Dla kontroli poprawno$ci opracowanych algorytméw stworzono oprogramowanie do pro-
jektowania dwuwymiarowych OFC w érodowisku MATLAB 5.0 lub nowszym, zalaczone
na ptycie CDROM. Dostepne funkcje to:
e [L,M,e]=emb2d(l,m,ind,r,maxiter). Umozliwia wyznaczenie embedingu dwu-
wymiarowego dla funkcji dwéch zmiennych.
Parametry wejSciowe:

— 1, m: wspoétczynniki licznika i mianownika dwuwymiarowej funkcji transmitan-
cji (3.18), str. 14

— ind: macierz dwuwierszowa, w ktérym wiersze zawierajg potegi odpowiednio
pierwszej i drugiej zmiennej dla wspétczynnikéw zawartych w 1, m

— r: pozadany rzad macierzy B w 3.15, str. 13

— maxiter: maksymalna liczba iteracji (mozna pomingc)

Parametry wyjsciowe:

— L, M: wspétczynniki licznika i mianownika macierzy transmitancji dwuwymia-
rowego OFC (3.22), str. 14.
— e: maksymalny, bezwzgledy blad obliczonego embedingu dwuwymiarowego

Mozliwe jest réwniez wywotanie postaci [mm,e]=emb2d(l,m,ind,r,maxiter). Pa-
rametrem wyjsciowym mm jest wtedy wyznaczona postaé faktoryzowanej macierzy
B (3.16), str. 14. Wéwczas mozna kontynuowaé obliczenia poprzez wywolanie
[L,M,e]=emb2d(l,m,ind,r,maxiter,mm).

o freqz2tf(L,M,we,wy). Wykresla charakterystyke amplitudows miedzy wejsciem
we i wyjéciem wy, dla macierzy transmitancji opisanej przez L, M. Format L, M
jest zgodny z danymi wyj$ciowymi funkcji emb2d.

¢ [A,B,C,D,h,v,e]=synteza2d(L,M,e). Wyznacza stanows realizacje transmitan-
cji dwuwymiarowej. Parametry wejsciowe:
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— L, M: licznik i mianownik macierzy transmitancji

— e: maksymalny, bezwzgledny blad ortogonalnosci macierzy transmitancji.
Format L, M, e jest zgodny z danymi wyj$ciowymi funkcji emb2d.
Parametry wyjsciowe:

— A, B, C, D: macierze stanowej realizacji dwuwymiarowego OFC (2.9), str. 9

— h, v: rozmiar wektora stanu pierwszej i drugiej zmiennej stanowej realizacji
dwuwymiarowego OFC

— e: maksymalny, bezwzgledny blad ortogonalnosci macierzy A, B, C, D.
e freqz2ss(S,h,v,we,wy). Wykresla charakterystyke amplitudows miedzy wejsciem

we 1 wyjsciem wy, dla dwuwymiarowego systemu stanowego, gdzie S ma postaé
(2.16), str. 10. h, v to rozmiar wektoréw stanu dla pierwszej i drugiej zmienne;.

Przyklad wykorzystania opisanych funkcji przedstawia przykladl.m, zamieszczony na
str. 78



Dodatek D

Listingi

D.1 orth2.m

Implementacja poszerzania ukladu wektoréw ortogonalnych do bazy ortonormalnej w je-
zyku MATLAB:

% Q=0RTH2(A,e) jest baza ortonormalng dla ukiadu wektordw
% ortogonalnych znajdujacych w kolumnach A, ktéra musi
% posiada¢ wiecej wierszy jak kolumn i speiniaé warunek

% ortogonalno$ci.
% e - bezwzgledny btad ortogonalnoSci e=max(max(eye(size(A)) - A’*A))

if nargin==1
e=1le-10;
end;
[n,kpl=size(v);
if ~(kp<n)
error (’niewtasSciwy rozmiar macierzy wejsciowej’);
elseif max(max(abs(v’*v-eye(kp))))>10%e
error(’macierz wejSciowa nie jest ortogonalna’);

end;

for k=kp:n-1
h=-v(1:k,:)’\v(k+1,:)?;
vk_1=[h;1;zeros(n-k-1,1)]/sqrt (h’*h+1);
v=[v vk_1];

end;
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D.2 przykladl.m

Skrypt przykladl.m dla MATLAB, wyznaczajacy stanows realizacje dwuwymiarowego
OFS dla przykladu przedstawionego na str. 15:

1=[1 0.67876 0.70382 0.46209]/1.304862785091785
m=[1 0.72434 0.68149 0.52571]

ind =[1 01 0;1 1 0 0]

[mm, e]=emb2d(1,m,ind,3,1000)
[L,M,e]l=emb2d(1,m,ind,2,1000,mm)
(a,b,c,d,h,v,e]=synteza2d(L,M,e)

si=[a b;c d]

s=orth2(sl)

freqz2ss(s,h,v,1,1)
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