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ZASTOSOWANIE MODELU REGRESJI
DO GENEROWANIA DANYCH

1. Wstep

W praktyce badan spoteczno-ekonomicznych wystgpuje problem istnienia nie-
kompletnych zbiorow danych. Tego typu zbiory utrudniaja analiz¢ statystyczna,
niekorzystnie wptywaja na wartosci estymatoréw (powoduja obciazenie estymato-
row) oraz oceny ich wariancji (przeszacowanie lub niedoszacowanie). Popularnym
podej$ciem do analizy niepetnych danych jest uzupelnianie brakujacych danych
(tzw. metody imputacji). Wyroznia si¢ dwie podstawowe grupy metod imputacji.
Pierwsza grupa metod polega na wyznaczaniu warunkowych rozkiadéw brakuja-
cych danych, z ktérych potem generowane sa proby losowe. Druga grupa za$ pole-
ga na wykorzystaniu réznego rodzaju zaleznosci pomi¢dzy zmiennymi, na podsta-
wie ktorych buduje si¢ model (w literaturze nazywany modelem imputacji) wyko-
rzystywany do generowania danych (por. [3; 6; 7]).

W pracy przedstawiono zastosowanie modelu regresji do generowania danych.
Metoda ilustrowana jest dwoma przykladami opartymi na rzeczywistych danych.

2. Generowanie danych za pomocg modelu regresji

Ponizej zostanie przedstawiony przyklad metody generowania danych na pod-
stawie regresji. Przykiad ten dotyczy analizy danych uzyskanych poprzez doko-
nywanie pomiarow pewnej cechy y w n momentach. Zbior danych przedstawia si¢
w formie ponizszego wektora:

yz(ylayZ""5yn)' (1)

W praktyce zdarza sig¢, ze pewne pomiary z roznych wzgledow nie sa dokony-
wane, w zwiazku z czym w zbiorze danych wystepuja braki. W takiej sytuacji wek-
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tor (1) zostaje podzielony na dwa podwektory: y =(Yops» Ybr)- Pierwszy podwek-
tor dotyczy tej cz¢sci danych, ktorych wartosci sa znane, drugi — tej cz¢sci danych,
ktérych wartosci nie sa znane.

Zastosowanie modelu regresji wymaga wykorzystania pewnych zmiennych
pomocniczych Xy, Xj, .., X,. Wartosci zmiennych pomocniczych musza by¢
zawsze znane, aby mogly by¢ uwzgledniane w analizie niepelnych danych. W celu
uproszczenia prezentacji przyjmuje si¢, ze w modelu regresji jest wykorzystywana
tylko jedna zmienna pomocnicza X.

Model regresji liniowej wyraza si¢ nast¢pujacym wzorem (por. [3]):

Yi=0,+0x;+e,dlai=1,2,...,n, 2)

gdzie: 8 =(6,6;) jest wektorem nieznanych parametréw, e; jest skladnikiem lo-
sowym. Przyjmuje sig, ze e; dla i =1,2,...,n s realizacjami zmiennych losowych
&;. Do estymacji nieznanych parametréw &, oraz 8, ze wzgledu na brakujace dane
wykorzystuje si¢ algorytm Gibbsa (por. [1; 3; 7]).

3. Bayesowska estymacja parametrow modelu regresji

Aby wyznaczy¢ estymatory bayesowskie modelu (2), niezbgdne jest najpierw
wyspecyfikowanie rozkltadow a priori wektora parametrow 6 = (01 , 92) oraz roz-

ktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej ¢;.

Za rozklad a priori wektora 0 =(6;,6,) przyjmuje si¢ nieinformacyjny roz-
kfad normalny o wektorze warto$ci oczekiwanych pg = (1, 4gp) | macierzy ko-
wariancji X = 0'21, gdzie I jest macierza jednostkowa. Za rozkiad bledu &; przyj-
muje si¢ rozktad normalny. Ponadto zakltada sig, ze wartos¢ oczekiwana zmienne;j
&; jest rbwna zeru, natomiast wariancja jest rowna o?. Dodatkowo przyjmuje sig,
ze rozklad a priori precyzji (odwrotnosci wariancji) 7= o2 jest rozkladem
gamma z parametrami a > 0 oraz > 0 (por. [1; 2]).

Konsekwencja przyjecia rozktadu normalnego zmiennej ¢; jest to, ze rozktad
zmiennej I jest rozkladem normalnym o wartosci oczekiwanej 6+ 6,x; oraz
wariancji rownej o2

Rozkladem a posteriori precyzji t jest rozklad gamma z nastgpujacymi
parametrami (por. [2]):

a) =a+(nf2),

=B+ 2{(y=xm)y" + (ko - m1)Z5'R), (3)
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1 X1
gdzie puj = (xTx+ 251)_l(xTyT + 261;15), x=|:
1 x,
Warunkowy rozklad a posteriori wektora parametrow 0 jest dwuwymiarowym
rozktadem Studenta o 2a +n stopniach swobody, wektorze niecentralnosci p i
macierzy precyzji [2]

(0‘1/,5‘1)(26l +XTX)~

Na podstawie znanych wielkosci y; oraz x; (dla i €7, gdzie (% jest zbiorem
indeksow odpowiadajacym obserwowanym warto$ciom y ., zmiennej ¥) wyzna-

cza si¢ wartosci bayesowskich estymatoréw é, 7 parametrow O oraz t, przyjmujac
kwadratowa funkcj¢ straty. Wartosci tych estymatoréw przyjmuje si¢ w procedurze
Gibssa jako wartosci startowe 0 oraz (0.

Iteracja ¢ + 1 algorytmu Gibbsa sktada si¢ z trzech krokéw. W pierwszym kro-
ku losowana jest warto$¢ zmiennej losowej el('”) (dlai e #, gdzie .%jest zbiorem
indeksow odpowiadajacym nieznanym warto$ciom y,,. zmiennej Y) z rozkfadu

N(o, 7).
W kroku drugim obliczane sa wartosci zmiennej y; w nastgpujacy sposob (por.

(3):
Y =60 £ o0y, 1+ el dlaies. (4)
W kroku trzecim na podstawie obserwowanych danych x; (dla i=1,2,...,n)

oraz y; dla i €% i uzupetnionych brakujacych danych y,-(Hl) dla i € £ wyznacza
si¢ wartosci oczekiwane rozktadu a posteriori wektora parametréow 6 oraz warto$¢
oczekiwana rozkladu a posteriori parametru 7.

Wartos$¢ oczekiwana rozktadu a posteriori wektora 0 oblicza si¢ zgodnie z po-

nizszym wzorem (por. [2]):

E(e(’+‘))=(p§’”))T =(xTx+ (Zgn))-lj“(xr(y(ml))T +(2g+1))—|ug)’ )

(t+1) jest wektorem, ktorego sktadowymi sa obserwowane wartosci zmien-

gdzie y
nej y oraz uzupetnione w kroku drugim w (¢ + 1)-ej iteracji wartosci obliczone
zgodnie ze wzorem (4).

Z kolei warto$¢ oczekiwana rozktadu a posteriori parametru r wyznacza si¢ na

podstawie wzoru (por. [2]):
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(t+)y_ @1
E(T )_ﬂ(m)’ (6)
1

gdzie ﬂ&”l) sa wartosciami parametru rozktadu gamma policzonymi na podstawie
znanych wielkosci oraz uzupetnionych brakujacych danych w (¢ + 1)-¢j iteracji.

Wartosci E(O(’+1)) oraz E(T(t+l)) traktuje si¢ jako warto$ci parametrow

g+ — (9&”1), 6(2'+1)) oraz (*V | ktére wykorzystuje sie w pierwszym i drugim

kroku kolejnej iteracji.

Iteracje algorytmu Gibbsa przeprowadza si¢ do momentu stabilizacji do
rozktadow stacjonarnych. Nastgpnie w kolejnych dziesigciu iteracjach wyznacza
si¢ wartosci zgodnie ze wzorem:

y,-(/) = BEI) + 0(2[)):,- + e,-([) dlaie. % orazl=1,2,...,10. N

Wygenerowanymi za pomocg modelu regresji wartosciami yi(l) dla i e.# oraz
[=1,2,...,10 uzupelnia si¢ brakujace dane. Uzyskane w taki sposéb zbiory danych
stanowig baze¢, na podstawie ktorej mozliwa jest dalsza analiza statystyczna, np.

z zastosowaniem bayesowskich metod, np. metody imputacji wielokrotnej (por.

[3; 6).

Przykiad 1

Badania spoleczno-ekonomiczne obejmuja swoim zasi¢giem takze zagadnienia
zwigzane z ochrong srodowiska. Omawiany dalej przyklad dotyczy analizy niepet-
nych danych uzyskanych w wyniku pomiarow stgzen okreslonych zwiazkéw che-
micznych w powietrzu.

W ramach realizacji programu monitoringu stanu $rodowiska na Dolnym
Slasku przeprowadzono badania zanieczyszczenia powietrza od stycznia do
pazdziernika 2003 roku (www.wroclaw.pios.gov.pl). Dokonano »n =244 pomiaréw

stezenia pylu zawieszonego PM10 [p.g/ m3] na stanowisku pomiarowym Woje-

wodzkiego Inspektoratu Ochrony Srodowiska we Wroctawiu przy ulicy Wierzbo-
wej. Uzyskane dane traktuje si¢ jako realizacje zmiennej losowej Y.

Dwadziescia dziewie¢ pomiaréw z pewnych wzgledéw nie zostalo doko-
nanych. Do generowania danych wykorzystano model regresji. Do modelu
wybrano jedng zmienna objasniajaca X, a mianowicie stezenie dwutlenku azotu

NO, [pg/ m> ] Warto$¢ wspotezynnika korelacji dla stgzenia dwutlenku azotu oraz

stezenia pylu zawieszonego PM10 obliczona na podstawie 215 obserwowanych
danych wynosi ok. 0,6.
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Tabela 1. Dane otrzymane w wyniku 215 pomiaréw przeprowadzonych przez Wojewédzki Inspektorat
Ochrony Srodowiska

NO, | PMI0 | NO, | PMI0O | NO, | PMIO | NO, | PMIO | NO, | PMIO

4,8 33,5 17,9 28,8 21,6 31 28,1 13,3 34,8 134,6
7,3 35,9 17,9 12,2 21,7 26,3 28,3 40,1 35,3 39,6
9 8,9 18,1 21,9 21,9 18,1 28,4 | 36,2 35,3 62,1

9,7 20,6 18,2 17,2 21,9 25,2 28,4 63,2 35,5 42,6
10,1 21,9 18,2 32,7 223 28,9 28,5 80,6 35,7 19,3

10,5 26 - 18,3 13,8 22,3 25,2 28,9 89,4 35,8 16,1
10,8 21 18,5 252 22,4 34,2 29 49.8 36 38,9
10,9 22,8 18,7 17,9 22,5 28,2 29,1 40,9 36 46,9
11,7 23,6 18,8 48,1 22,6 13,6 29,4 64,9 36,1 64,6
11,9 10 18,8 31,5 22,6 19,1 29,4 35,9 36,7 65,6
12,1 26,1 18,8 52,4 22,6 41,7 29,6 15,6 37,7 8,6
12,1 14,1 18,9 32,1 22,7 43,8 29,7 34,7 37,8 59,9
12,3 20,4 19,1 14,6 23,1 17,7 29,7 111,4 37,9 64,8
12,4 21,6 19,2 16,1 23,1 23,3 29,7 42 38,4 54,5
13 14,7 19,3 31,9 23,1 15,4 29,9 37,9 38,6 29,6
13,3 29,8 19,3 25,2 23,1 60,3 30 88,8 38,8 64,5
13,6 22,2 19,4 45 23,6 14,8 30 25,4 38,8 40,9
13,6 32,8 19,4 8,6 23,9 21,4 30,4 48,3 39,2 67

13,8 39,3 19,4 30,1 24 29,1 30,5 66,1 39,3 92,9
13,9 18,7 19,6 13,6 24,2 30 31,2 66,7 39,3 45,9
14,2 27,9 19,8 14,6 24,4 38,9 31,5 26,2 39,5 102,6
14,4 23 19,9 13,5 24,6 25,5 316 42,2 40,2 25,5
14,6 21,8 20,1 60,4 24,7 36,4 31,7 35,8 40,2 48,8
14,9 22,4 20,1 12 24,8 334 31,9 433 40,2 88,2
15 20,5 20,1 32,9 25 39,2 32,1 56,1 41,9 94,5
15,1 23,7 20,1 23 25,1 80,9 32,2 42,9 42,2 78,1
15,5 20,1 20,2 35 25,3 40 32,7 50,9 42,4 42,7
15,7 18,5 20,3 29 25,4 12,1 32,9 67 42,4 64,3
15,8 42,5 20,3 9,9 25,4 71 33,1 36,2 43 35,2

16,1 27,3 20,4 33,6 25,9 41,6 33,3 96,3 44,3 113,7
16,2 28,2 20,6 26,1 25,9 23,8 33,4 32,3 44,5 111,5

16,2 17,5 20,8 214 26 45 334 58,6 44,5 103,7
16,6 20,9 20,9 23,9 26,1 35,3 33,4 78,2 46,6 96

16,8 39,4 21 29,8 26,3 58,1 33,5 45,6 46,9 113,8
16,9 45,2 21 25,4 26,4 24,2 33,7 43,3 46,9 53,2
17 21,4 21,2 15,3 27 57 33,7 33,7 49 21,3
17,1 25,3 21,3 23,9 27,1 12,8 34 64,7 50 26,5
17,2 4,25 21,3 314 27,3 10,2 34,2 16,4 50,4 45,7
17,2 27,5 21,4 26,7 27,5 49,2 344 88 51,3 65,7

17,4 285 21,5 274 27,6 66,7 34,5 22,8 54,9 84,7
17,5 14,6 21,5 35,2 278 56,9 34,6 134,1 58,8 60

17,7 13,1 21,5 13 27,8 36,1 34,6 19,8 58,9 154,4
17,9 40,5 21,6 38,3 28 41,8 34,8 51,5 72,6 52,1

Zrédto: strona internetowa Wojewddzkiego Inspektoratu Ochrony Srodowiska we Wroclawiu: http://
www.wroclaw.pios.gov.pl.
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Uzyskane $redniodobowe wyniki dla 215 pomiaréw, dla ktérych wartosci
zmiennych Y oraz X sa znane, zostaly przedstawione w tab. 1.

Dwadzies$cia dziewig¢ pomiaréw dla zmiennej X odpowiadajacych tym mo-
mentom czasowym, w ktorych nie dokonano pomiaréw dla zmiennej Y, przedsta-
wiono w pierwszej kolumnie tab. 2.

Tabela 2. Wartosci stgzenia dwutlenku azotu oraz wygenerowane poziomy st¢zenia pylu zawieszonego
PM10

R I P S I o NP I ol 0 i I S NP Vi I i
216 | 1431 6,3 12,6 16,1 35 [ 27,7 | 23,3 | 352 | 31,4 [ 20,6 18,5
217 | 15,8 20,2 5.8 6,7 | 29,8 [ 20,2 89 | 32,6 17,7 | 21,4 13,8
218 | 16,5] 313 31 35,3 1,5 139 | 21,3 [ 202 | 225 13,8 [ 23,6
219 | 21,7 34,5 4,7 1 23,8 | 23,7 | 21,6 | 263 | 27,6 | 273 20,4 6,8
220 | 23,7] 33 21 24 32,5 18,4 16,7 | 27 23,6 | 298 | 274
221 | 26,1 16,4 14,1 17,6 19,7 14,3 17,1 32,2 | 21,1 19,3 11,8
222 1 26,1 159 | 33,7 | 23,6 | 26,4 | 333 | 20,5 | 26,6 17,6 17,5 | 24,7
223 [ 26,2 19,6 16,6 | 41,4 | 21,9 | 284 19,4 14,7 | 22,5 [ 29,6 13,6
224 [ 27,1] 19,6 | 243 16,6 [ 35,1 28 30,5 | 359 1 22,7 | 268 | 273
225 | 27,6( 157 | 27 17,9 | 20,1 37,5 | 30,1 17,8 | 40,2 | 25,5 | 20,5
226 | 29 9,8 7,4 13,1 16,9 17,6 | 35 23,4 17,6 | 25,1 24,5
227 | 30,6 25,9 -0,4 | 253 | 26,8 | 228 | 224 | 355 | 40,1 28,3 | 29,9
228 | 32,5| 215 334 | 292 | 263 | 20,7 | 26,5 | 385 | 379 | 314 | 369
229 | 35,5| 253 15,9 14,6 | 41,6 | 28,7 12,5 | 452 | 399 | 33,9 [ 21,9
230 | 38 28,6 | 36,8 13,8 | 23,1 279 | 245 | 246 | 36,6 | 247 18,5
231 ] 3%9,3] 31,1 357 | 28,7 | 32,2 | 36,5 [ 23 18,9 19,8 18,4 | 315
232 | 42,1] 183 26,4 19,7 16,9 19,5 | 347 10,8 11,9 | 344 | 26,9
233 [ 43,8] 26,5 | 21,9 153 | 28,6 19,9 | 49,5 194 | 298 17,8 | 392
234 | 44,1§ 337 | 254 | 256 | 308 49 [ 347 | 281 4,1 21,8 | 37
235 | 44,8 369 | 20,5 | 259 | 325 | 279 | 20,5 | 32,5 | 263 | 22,9 18,3
236 | 48,5 19 314 | 34,7 | 31,1 41,1 29,2 | 29,8 10,1 228 | 26,5
237 | 49,8 464 | 22,9 | 287 | 384 | 36 23,3 | 233 | 40 30,6 | 33,5
238 | 55,6] 37,1 24,1 334 | 349 | 38 22,2 | 20,7 | 34,7 | 385 [ 206
239 | 63 88 [ 42,7 | 28,4 | 278 | 20,3 | 26 45,6 | 369 | 27,2 | 379
240 | 71 30,7 | 229 | 204 | 30,2 | 37,7 | 243 | 32,7 | 383 46,7 | 239
241 | 74,2] 36,7 | 30,6 | 376 | 294 | 289 | 48,8 | 352 | 371 43,3 | 323
242 1102,8] 32,1 40 27,1 52,6 | 39,1 336 | 444 | 37,7 | 395 | 373
243 |137,7] 448 | 529 | 574 | 46,1 54,6 | 61,9 | 47,1 52,5 36,2 | 56,1
244 |177,3] 51,4 | 63 52,1 68,3 | 61,5 | 73 61,5 | 513 57,3 51,2

Zrédlo: pomiary NO,: strona internetowa Wojewédzkiego Inspektoratu Ochrony Srodowiska we
Wroclawiu, http://www.wroclaw.gov.pl; pozostate kolumny: opracowanie wiasne.

Do generowania danych, ktérymi sa uzupehliane braki, wykorzystano model
regresji liniowej wyrazajacy si¢ nastgpujacym wzorem:

yi =01 +0,x; +e¢,
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gdzie: y;, x; sa wartosciami uzyskanymi w i-tym pomiarze odpowiednio steZenia
pyhlu zawieszonego PM10 oraz stezenia dwutlenku azotu NO,.

Przyjmuje si¢ nastgpujace nieinformacyjne rozktady a priori: dla wektora para-
metrow 6 dwuwymiarowy rozktad normalny, dla precyzji r— rozkiad gamma, czyli

(e]a‘z = 7)~ N(0, 0,001-T),
7 ~ I'(0,001; 0,001).

®)

Symbolem /" oznacza si¢ rozktad gamma.

Ponadto zaklada sig, ze btad ¢; ma rozktad normalny (8,- ~N (0, o2 )), zatem

zmienna Y; ma takze rozkfad normalny ()f ~N(91 +0,x;, 0'_2)). Na bazie 215

pomiaréw, dla ktérych realizacja zmiennej Y byla obserwowana, wyznacza sie
wartosci estymatoréw bayesowskich, ktore wykorzystuje sie jako wartosci
parametrow w zerowej iteracji. W analizowanym przykladzie otrzymano

09 =(16,9; 0,329) oraz {?) = 0,015167.
Dane zostaly wygenerowane zgodnie z opisana wczesniej procedura Gibbsa.
Kazda iteracja Gibbsa skfadala si¢ z trzech krokéw. W pierwszym kroku losowana

jest warto$¢ zmiennej losowe;j e,(-”]) (dla i € %) z rozkiadu normalnego o zerowej

wartosci oczekiwanej i precyzji . w drugim kroku wyznacza si¢ wartosci y;
(dla i €.%’) zmiennej Y zgodnie ze wzorem (2). Wartoéciami tymi uzupetniany jest
zbiér danych. W trzecim kroku na bazie uzupetnionego juz zbioru danych
wyznacza si¢ wartosci oczekiwane rozkladow a posteriori wektora parametrow 0
oraz parametru 7 zgodnie ze wzorami (5) oraz (6).

Po wykonaniu kilkuset iteracji po osiagnigcin zbieznosci do rozktadow
stacjonarnych w kolejnych dziesigciu iteracjach otrzymuje si¢ wygenerowane dane,
ktorymi zastepowane sa brakujace obserwacje (por. [7]).

Wygenerowane dane zostaly przedstawione w tab. 2. Pierwsza kolumna tab. 2
zawiera dane dotyczace st¢zenia dwutlenku azotu dla pomiaréw dokonanych
w dwudziestu dziewigeciu momentach czasowych, w ktérych nie dokonano pomiaru
stezenia pytu zawieszonego PM10. Pozostate kolumny zwieraja po dziesie¢ wyge-
nerowanych danych dla kazdej brakujacej obserwacji dotyczacej PM10.

Przyklad 2

Przyklad dotyczy sytuacji opisanej w przykladzie 1, w ktorej podejrzewa sig, ze
w zbiorze danych wystepuja takze obserwacje odstajace. Odpornosé¢ na obserwacje
nietypowe zalezy od zalozonego rozkiadu bledéw obserwacji. W przypadku wysta-
pienia w zbiorze danych obserwacji odstajacych zaklada sig, ze zmienna losowa ¢;
ma rozklad nalezacy do rozktadéw o tzw. ,,grubych ogonach”, np. Laplace’a lub
Studenta. Gdy biad losowy ma rozktad o grubych ogonach, wowczas estymator
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funkcji regresji wykazuje znacznie wigksza odporno$¢ na obserwacje nietypowe
niz w przypadku rozkladu normalnego.

Przyktad zostanie przedstawiony na bazie danych wykorzystanych w przykta-
dzie 1, czyli na bazie danych dotyczacych 244 pomiaréw stgzen dwutlenku azotu
oraz pylu zawieszonego PM10. W przypadku pomiaru stezen pylu zawieszonego
nie dokonano 29 pomiarow.

Do generowania danych, ktorymi bgda uzupelniane brakujace dane, wyko-
rzystuje si¢ model regresji liniowej wyrazajacy si¢ ponizszym wzorem:

)? _—‘01 +92xi +£i'

Przyjmuje sie, ze zmienna &; ma rozklad Laplace’a z parametrem polozenia
réwnym zeru oraz nieznanym parametrem skali A, co w skrécie mozna zapisa¢ jako

& ~ L(0, 2).

Zmienna ¥; ma takze rozktad Laplace’a z parametrem polozenia 8, + 6, x; oraz
parametrem skali 4, czyli

Y; ~ L(6) + 6%, A).

Przyjmuje si¢ nastgpujace nieinformacyjne rozklady a priori: dla wektora
parametréw 0 dwuwymiarowy rozklad normalny, dla parametru A — rozkiad
gamma, co w skrdcie mozna zapisaé w nastgpujacy sposob (por. [1; 2]):

(6]4) ~ N (0,1000-T),
A~ I(0,001,0,001).

Poniewaz ani rozklad normalny, ani rozklad gamma nie jest rozkladem
sprzgzonym dla rozkladu Laplace’a, nie mozna w sposdb analityczny wyznaczyé
rozkladdw a posteriori wektora parametréw 0 oraz parametru A.

Do generowania danych wykorzystuje si¢ procedur¢ Gibbsa ze startowymi

wartosciami 69 = (0,0) oraz A9 =1.Kazda iteracja algorytmu Gibbsa bedzie sie
sktada¢ z dwoch krokow.
W pierwszym kroku sa losowane wartosci yl-(”]) (dla i e %, gdzie .5 jest

zbiorem indekséw odpowiadajacym nieobserwowanym warto$ciom zmiennej Y,
w omawianym przypadku i € {216,217,...,244}) z dwudziestu dziewigciu warun-

kowych rozktadéw brakujacych danych, czyli
}f(Hl) ~ p(y,- |x, 9&') + 0(20, l(’)).

W drugim kroku losuje si¢ wartosci parametrow 0%”1), 0(2”1) oraz AU*D
z nastgpujacych warunkowych rozktadow (por. [1; 2]):
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,1(”'1) _ P(ﬂ-lx, y(t+l))’
0§t+1) ~p(QIIX,y(t+1),/1(t+])),

9(21+1) - p(92|x, y(t+1)’ /1(!+1)).

Wylosowanymi w pierwszym kroku warto$ciami uzupetniany jest zbiér danych.
Zbidr uzupetnionych danych w (¢ + 1)-¢j iteracji oznacza si¢ symbolem y(”l).
Iteracje algorytmu Gibbsa przeprowadza si¢ do momentu stabilizacji do

rozkladow stacjonarnych, ktérymi sa rozklady a posteriori brakujacych danych

Tabela 3. Wygenerowane dane dla nieobserwowanych pomiaréw st¢zenia pylu zawieszonego PM10

i O LB P L LB G A P

216 6,3 12,6 16,1 3,5 27,7 23,3 35,2 31,4 20,6 18,5
217 20,2 5,8 6,7 29,8 20,2 89 32,6 17,7 21,4 13,8

218 31,3 31 35,3 1,5 13,9 21,3 20,2 22,5 13,8 23,6
219 34,5 4,7 23,8 23,7 21,6 26,3 27,6 27,3 20,4 6,8
220 33 21 24 32,5 18,4 16,7 27 23,6 29,8 27,4

221 16,4 14,1 17,6 19,7 14,3 17,1 32,2 21,1 19,3 11,8
222 15,9 33,7 23,6 26,4 333 20,5 26,6 17,6 17,5 24,7
223 19,6 16,6 41,4 21,9 28,4 19,4 14,7 22,5 29,6 13,6
224 19,6 24,3 16,6 35,1 28 30,5 35,9 22,7 26,8 27,3
225 15,7 27 17,9 20,1 37,5 30,1 17,8 40,2 25,5 20,5
226 9,8 7.4 13,1 16,9 17,6 35 23,4 17,6 25,1 24,5
227 25,9 -0,4 25,3 26,8 22,8 224 35,5 40,1 28,3 29,9
228 21,5 33,4 29,2 26,3 20,7 26,5 38,5 37,9 314 36,9
229 25,3 15,9 14,6 41,6 28,7 12,5 45,2 39,9 33,9 21,9
230 | 28,6 36,8 13,8 23,1 27,9 24,5 24,6 36,6 24,7 18,5
231 351 35,7 28,7 32,2 36,5 23 18,9 19,8 18,4 31,5
232 18,3 26,4 19,7 16,9 19,5 34,7 10,8 11,9 344 26,9
233 26,5 21,9 15,3 28,6 19,9 49,5 19,4 29,8 17,8 39,2
234 33,7 25,4 25,6 30,8 4,9 34,7 28,1 4,1 21,8 37

235 36,9 20,5 25,9 32,5 27,9 20,5 32,5 26,3 22,9 18,3
236 19 31,4 34,7 31,1 41,1 29,2 29,8 10,1 22,8 26,5
237 46,4 22,9 28,7 384 36 23,3 233 40 30,6 335
238 37,1 24,1 33,4 34,9 38 22,2 20,7 34,7 38,5 20,6
239 8.8 42,7 28,4 27,8 20,3 26 45,6 36,9 27,2 37,9
240 30,7 22,9 20,4 30,2 37,7 24,3 32,7 38,3 46,7 23,9
241 36,7 30,6 37,6 29,4 289 48,8 35,2 37,1 43,3 323
242 32,1 40 27,1 52,6 39,1 33,6 44,4 37,7 39,5 37,3
243 44,8 52,9 57,4 46,1 54,6 61,9 47,1 52,5 36,2 56,1
244 51,4 63 52,1 68,3 61,5 73 61,5 51,3 57,3 51,2

Zrodto: opracowanie wiasne.
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p( y,-(br)lyobs,x) (dla i=216,217,...,244 oraz rozklady a posteriori parametréw

P(6]y s> X) oraz p(Alygps, X)-

Nastgpnie w kolejnych dziesigciu iteracjach losuje si¢ wartosci yi([) dla
1=1,2,...,10, i=216,217,...,244. Wygenerowane dane w kolejnych dziesieciu
iteracjach po osiagnigciu stabilizacji zostaly przedstawione w tab. 3.

Uzupelnione wygenerowanymi wartosciami zbiory danych stanowia podstawe
wnioskowania statystycznego.

Tabela 4. Charakterystyki dwudziestu dziewigciu rozktadéw a posteriori brakujacych danych

Zmienne | Wartos¢ oczekiwana| Odchylenie standardowe |Kwantyl 2,5% | Kwantyl 97,5%
Hie 18,81 9213 -0,166 37,84
Hie 19,26 9,203 0,221 38,22
Hig 19,35 9,142 -0,235 38,02
Hie 20,75 8,889 2,341 40,16
Hio 21,04 8,944 1,759 40,22
Hy 21,90 8,964 3,118 41,77
by 21,87 9,342 1,899 41,06
H3 21,87 8,867 2,805 41,38
b4 22,18 9,208 2,440 42,05
)5 22,18 8,989 2,888 41,12
D6 22,63 9,041 3,605 41,96
hyg 23,04 9,255 3,595 43,24
Hog 23,67 8,825 5,561 42,29
Y29 24,30 9,562 3,790 44,72
g 24,84 9,060 6,052 44,08
Hi 25,41 9,150 5,408 44,64
han 25,90 8,887 7,698 46,18
b33 26,59 9,221 6,816 45,74
Ha4 26,64 9,047 7,859 45,44
Has 26,75 8,837 8,317 45,18
His 27,60 8,754 9,371 46,37
Y37 27,93 9,061 8,565 47,07
Has 29,44 9,160 9,582 48,25
bHig 31,12 9,105 10,640 49,65
Hao 33,48 8,920 14,210 52,46
ha 34,42 9,024 14,840 53,70
hay 41,82 9,164 23,170 61,50
Y43 51,08 9,131 32,470 70,59
Youq 60,90 9,626 41,180 81,71

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Rozklady a posteriori brakujacych danych p(y,-(b,)lyobs,x) (dla i=216, 217,

..., 244) nie naleza do zadnej klasy znanych rozkladéw prawdopodobienstwa.
W tabeli 4 przedstawiono podstawowe charakterystyki tych rozktadow.

Podobnie rozkltady a posreriori parametréw 8, 6, oraz A nie naleza do zadne;j
klasy znanych rozktadow.

W tabeli 5 umieszczono charakterystyki rozkladu a posteriori parametru 6,

natomiast na rys. 1 przedstawiono aproksymowana funkcj¢ gestosci rozkiadu
a posteriori parametru 6.

Tabela 5. Charakterystyki rozktadu a posteriori parametru 6,

Warto$¢ oczekiwana |Odchylenie standardowe| Kwantyl 2,5% | Kwantyl 97,5%
15,09 0,8076 13,53 16,71

Zrédto: opracowanie wiasne.

0,6
0.4
0,2
0,0

0 12 14 16 18 20
Rys. 1. Aproksymacja wykresu gestosci rozkladu a posteriori parametru 6,

Zroédlo: opracowanie wiasne.

Tabela 6. Charakterystyki rozkladu a posteriori parametru &,

Warto$¢ oczekiwana | Odchylenie standardowe | Kwantyl 2,5% | Kwantyl 97,5%
0,2591 0,01905 0,2208 0,2952

Zrodto: opracowanie wiasne.

30T

20
10
0._

0,15 02 0,25 03 035

Rys. 2. Aproksymacja wykresu gestosci rozktadu a posteriori parametru 6,

Zré6dlo: opracowanie wiasne.
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W tabeli 6 z kolei umieszczono charakterystyki rozktadu a posteriori para-
metru &, na rys. 2 za$ przedstawiono jego aproksymowana funkcjg gestosci.

Tabela 7 zawiera charakterystyki rozktadu a posteriori parametru &,, rys. 3 za$
przedstawia aproksymowana funkcj¢ gestosci tego rozktadu.

Tabela 7. Charakterystyki rozkladu a posteriori parametru 4

Wartos¢ oczekiwana | Odchylenie standardowe | Kwantyl 2,5% | Kwantyl 97,5%
0,1578 0,01059 0,1374 0,1783

Zrédio: opracowanie wlasne.

—_— N WD b
SO OO
T 1 T 1

T 1 T

0,1 0,125 0,15 0,175 0,2

Rys. 3. Aproksymacja wykresu ggstosci rozkladu a posteriori parametru A

Zroédlo: opracowanie wiasne.

Wygenerowanymi obserwacjami uzupeiniane sa zbiory danych, na bazie
ktorych przeprowadzana jest dalsza analiza statystyczna.

4. Uwagi koncowe

W artykule przedstawiono dwa przyktady generowania danych na podstawie
modelu regresji z zatozeniem albo ncrmalnego rozkiadu biedu, albo rozktadu
Laplace’a. Na bazie uzupelnionych zbioréw danych wygenerowanymi obserwa-
cjami mozliwa jest dalsza analiza statystyczna, np. z zastosowaniem bayesowskich
metod Monte Carlo lub metody imputacji wielokrotnej (por. [3; 5; 6; 7]). Tego
typu metody umozliwiaja dokladniejsze szacownie nieznanych parametrow
poprzez zmniejszanie obciaZenia estymatora oraz oszacowanie oceny wariancji
z mniejszym bledem (por. np. [3; 7]).
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THE APPLICATION OF REGRESSION MODEL
TO DATA GENERATION

Summary

The most popular methods of statistical inference in the case of incomplete data sets are based on
the data augmentation. The multiple imputation and parameter simulation belong to the methods of
data augmentation. The main idea of these techniques consists in creating the m complete data sets by
replacing each missing data with a set of plausible values, which are generated either from some
conditional distribution of missing data or using some imputation model.

In this paper, we present the methods of generating data using some regression model and its
applying to the analysis of incomplete data of air pollution measurement.

Beata ZmyS$lona — dr, adiunkt w Katedrze Statystyki Akademii Ekonomicznej we Wroctawiu.
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