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1. Wstep

W opracowaniu opisana zostanie bayesowska procedura wyboru liczby sklad-
nikéw mieszanek. Opiera si¢ ona na procedurach wyboru modelu, ktérych nume-
ryczna implementacja wykorzystuje algorytm Reversible Jump Markov Chain
Monte Carlo (RIMCMC) (por. [2; 4]).

Szczegodlna trudnoscia zwiazana z estymacja liczby skladnikéw mieszanki
rozktadow jest nieustalona liczba parametrow modelu. Do wyznaczenia liczby
skladnikow nie jest mozliwe stosowanie np. metody najwigkszej wiarygodnosci,
poniewaz wyznacza ona jako optymalny model o najwigkszej liczbie skiadnikow.

Bayesowskie procedury wyboru modelu zakladaja, ze model jest traktowany
jako nieznany parametr, dla ktérego mozna okresli¢ rozklad prawdopodobienstwa.
Model, a w opisywanym zagadnieniu liczba skladnikéw mieszanki rozktadéw,
wybierany jest wedtug kryterium najwigkszego prawdopodobienstwa a posteriori.

2. Wybor liczby skladnikow mieszanki
rozkladow zero-jedynkowych

Zalézmy, ze dane sa 3 urny. W kazdej z urn znajduje si¢ odpowiednio 5,-% kul
bialych i (l - 5,-)% (i=1,2,3) kul czamych. Zdefiniujmy zmienna losowa X, ktora
zdarzeniu polegajacemu na wyciagnigciu kuli bialej przypisuje liczbg 1, natomiast
kuli czarnej liczbe 0. Rozpatrzmy dwa modele losowania:

1. Z prawdopodobienistvem @ losujemy urng pierwsza, z prawdopodobien-
stwem | — 7 urne druga. Nastepnie z wylosowanej urny wyciagamy jedna kule.
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2. Losujemy jedna kule z urny trzeciej.

Obserwator otrzymuje informacj¢, ze wykonano doswiadczenie polegajace na
wylosowaniu kuli albo wedlug schematu 1, albo wedlug schematu 2. Na podstawie
wartoéci zmiennej losowej X (znajomosci koloru wylosowanej kuli) nalezy
obliczy¢ prawdopodobiefistwa modelu 1 i modelu 2.

Model 1 odpowiada losowaniu z mieszanki dwoch rozkladow zero-jedynkowych

o prawdopodobienstwach sukcesu 51 i 52 i wagach @ i 1— @. Model 2 polega na

losowaniu z rozktadu zero-jedynkowego z prawdopodobienstwem sukcesu 53.
Niech zmienna losowa M okresla numer modelu (schematu losowania).
Zatdézmy a prtor: ze p(M =1)=p(M =2)=0,5. Niepewnos¢ odnosnie wartosci

parametrow 0,, 92, 6’3, @ opisana zostanie przez zadane arbitralnie rozk}ady
a priori (przyjg¢ta zostanie réwniez a priori niezalezno$¢ zmiennych 0,, 92, 6’3, o):

p51=o,1|M=1 =p 51=0,9}M=1 = 0,5,
p(82=01|m=1)=p(B, =09|M=1)=05,

p 93=o,1|M=2 = 0,1, p(03=0,9|M=3):O,9,

H=o.o=1)= o=

Wyznaczmy nastgpnie nastgpujace prawdopodobienstwa warunkowe:

‘D(X=1|M=1,51 =9|,52 292,5’=ZU')=ZU61+(1—ZD')92,

= 1) =0,5.

p(X=0M=1,6,=6,,0,=6,,m=a)=o(1-6))+(1-2)(1- ),
p(X=1M=2,0,=6;)=0,
p(X =0\M=2,8;=65)=1-6;.

Niech zbiér Dy = (0,1;0,9) x (0,1;0,9) x (0,; 0,9) oraz Dy = (0,1;0,9). Oblicze-

nie prawdopodobienstwa a posteriori modelu przeprowadzone zostanie przy zato-
zeniu, ze zaobserwowano wartos¢ zmiennej losowej X =1. Wowczas:

p(M=Dp(X=1M=1) _
p(X:])
0,5
m Zp(&l 0,,0,=0,,m= wX_llM_1)
(01’92’ )eDl

_ 05 ~ -
Zp(@l =01,0, =92,W=ZU|M=1)X
p(X )(9,,92,w)eDl

p(M=1x=1)=
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><17(X=1|M=1,51 =6,,6, =92,5=w)=

=05 14 1
Tp(X=1)"3 4p(X =1)

oraz
p(M=2x=1)= p(M=2€;)((,\;7)1|M=2) _
=%0§D§)(53 =03, X =1|M=2)=
:p(—)(iT)gng(53 = 03| M =2)p(X =1|M=2,8;=05) =
=p(%ﬁx(0,lx0,l+0,9x0,9)=%.

Poniewaz p(M=1X=1)+p(M=2/X=1)=1, wiec p(X =1)=0,66. Stad
ostatecznie:
p(M=1X=1)=038,
p(M=2|X=1)=0,62.

W praktycznych zagadnieniach przestrzen parametrow modelu nie jest
przestrzenig dyskretna, w zwiazku z czym do obliczenia prawdopodobienstw
modeli wymagane jest zastosowanie metod numerycznych.

Opisany przykiad stanowi prosta ilustracj¢ zagadnienia bayesowskiego wyboru
modelu. W kolejnym paragrafie pokazane zostang ogdlne wzory stuzace do wyzna-
czania prawdopodobienstw a posteriori modelu dla dowolnych przestrzeni para-
metréw.

3. Bayesowski wybor modelu

Prawdopodobiefistwo prawdziwosci modelu & mozna zgodnie z wzorem
Bayesa wyznaczy¢ nastgpujaco:

p(M =k)p(y|M=k)
p(y)

p(M=Ky)= )

gdzie: y = (¥, Y25 Yn)>
p(M= k|y) — prawdopodobienstwo, ze prawdziwy jest model £, jesli zaob-

serwowano dane y,
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p(M =k) - prawdopodobienstwo a priori prawdziwosci modelu £,
p(y|M = k) — prawdopodobienstwo zaobserwowania danych y, jesli praw-
dziwy jest model k.

Oznaczajac przez 0'%) wektor parametrow dla modelu &, wzér (1) mozna
rozwinaé nastepujaco:

p(M=k) | p(y,6®|M=k)ao®
(M=A )ZP(M=k)P(y|M=k)= ) _
P d p(y) p(y)
:p(_Mzﬁ M=k 0 N\ oo™ pr= \do®)
P(y) @;[,()p (o= k.0 )p(0[ a1 7)o ®).

Zauwazmy, ze jezeli prawdopodobienistwa a priori p(M = k) sa identyczne dla
kazdego modelu, wowczas wplyw na prawdopodobienistwo modelu ma wylacznie
sktadnik:

p(IM=k)= [ plylm= k,e(k))p(e(k)’M= k)de(“ . 2)
o

Skfadnik p(y|M= k, O(k)) okresla funkcj¢ wiarygodnosci dla modelu £, nato-

miast p(e(k) IM = k) oznacza rozklad a priori parametréw modelu £.

4. Estymacja parametrow mieszanki rozkladow Poissona

Zalézmy, ze numer modelu M okresla¢ bedzie liczbe sktadnikéw mieszanki.
Wowczas wektor parametréw ma postaé ok) = (A1sA9s s Ak P> P2s-os Di)-
Funkcja wiarygodnosci jest z kolei rowna:

n k e "I

oM =k00) =12 p,—+ 3)

Przyjete zostanie, ze rozkiad a priori moze by¢ przedstawiony jako

p(G(k)‘M=k)=p(/ll,/12,...,lk|M=k)p(pl,Pz,...,Pk|M=k)=

k 4)
=P(P|,p2,...,pk|M=k)Hp(l,|M= k)-
i=1
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Przyjete zostanie ponadto, ze rozktad wektora wag p =(py, p3,..., Py ) jest
a priori rozkladem Dirichleta D(1,1,...,1), co oznacza wystgpowanie braku

informacji a priori o wartosciach wag. Rozktad a priori p(/l j|M =k) (dla

j=1,2,...,k) skiadnikow wektora A = (ll s A2 ,ens lk) ustalony zostanie jako
rozktad Gamma(0,01; 0,01) (por. [1]).

Opisana zostanie obecnie metoda estymacji parametréw mieszanki jednowy-
miarowych rozktadéw Poissona przy zalozeniu nieznajomosci liczby jej skladni-
kéw (por. [6]). Wybdr liczby sktadnikow mieszanki dokonany zostanie na podsta-
wie kryterium prawdopodobienistwa a posteriori.

Rozktad rozpatrywanej mieszanki dany jest wzorem:

k j/’lyl
p(YA1 g, Ak PLs Pas s PR K) = Z (5)
k
Przyjmuje sig, ze ij =1. Niech ponadto 0 < 4| <4, <...< A4, co zapewnia
J=1

identyfikowalnos¢ parametréw modelu (por. [1]). Wyznaczenie rozkiadu prawdo-
podobienstwa liczby sktadnikéw k& mieszanki umozliwi wybér modelu najbardziej
prawdopodobnego.

Parametry p; oznaczaja wagi poszczegélnych skiadnikoéw mieszanki (interpre-
towane jako prawdopodobienstwa a priori, ze dana obserwacja pochodzi z j-tego
sktadnika). Parametry modelu (5) traktowane beda jako zmienne losowe. W szcze-
golnosci zmienna losowg jest liczba sktadnikéw mieszanki .

Do kazdej obserwacji y; (i=1,2,...,n) pochodzacej z rozkladu (5) mozna
przypisa¢ nieobserwowany ciag zmiennych losowych Z;,, Z;, ..., Z;, ktore
opisywac bgda numer skladnika, z ktérego pochodzi i-ta obserwacja. Przyjmuje
sig, ze Z;; =1, jezeli i-ta obserwacja nalezy do skladnika o numerze j, oraz Z;=0

w przeciwnym wypadku. Oznacza to, ze

p(z,.j=1)=pj, dla j=1,2,....k,i=1,2,...,n. (6)

5. Algorytm Reversible Jump Markov Chain Monte Carlo

Algorytm RIMCMC stanowi uogdlnienie algorytmu Metropolisa-Hastingsa
(por. [5]). Gdy nie jest zmieniany wymiar przestrzeni parametréw modelu, odpo-
wiada on dokfadnie algorytmowi Metropolisa-Hastingsa.

Ogolnie przestrzen parametrow ® dla zagadnien wyboru modelu o zmiennej
liczbie parametréw moze by¢ przedstawiona nastgpujaco (por. [5]):
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k

O = [k} xO,, (7
k=1

gdzie k., oznacza liczbg rozpatrywanych modeli, & — numer modelu, ®, -
przestrzen parametrow dla modelu o numerze k. Na przyktad jezeli rozpatrujemy 3
modele majace odpowiednio 1, 2 i 3 parametry, to przestrzen © = {1} x R'U
U {2} x R>U3x R®. Oznacza to, ze nalezy okresli¢ miar¢ probabilistyczng na
przestrzeni, w sklad ktérej wchodza punkty lezace na prostej, punkty lezace na
plaszczyznie 1 punkty z przestrzeni trojwymiarowe;.

Algorytm RIMCMC umozliwia efektywne pobieranie probek losowych z prze-
strzeni zadanej wzorem (7). Gdy wyst¢puje zmiana wymiaru przestrzeni paramet-
réw, pojedyncza iteracja algorytmu przebiega w nastgpujacych etapach:

1. Niech ( j,0 j) oznacza aktualne wartosci wektora parametréw 8 ; modelu o

numerze j, ktorego wymiar wektora parametrow wynosi k;.

2. Wykonanie przejscia do stanu (_] ,GJ) ze stanu (j,ej) z prawdopodobien-
stwem h(j,j').

3. Wylosowanie wektora u z zadanego rozktadu q(u|6 jo b ’).

4. Podstawienie (Oj , ) g (O u) gdzie g;, j oznacza wzajemnie jedno-
znaczna, deterministyczna funkcj¢. Podstawienie to ma na celu dopasowanie wy-
miaréw modelu aktualnego do modelu docelowego (kj +dim(u) = kjf +dim(u")).

-
Ponadto g/ ;=& -
5. Akceptacja zmiany modelu z prawdopodobiefistwem min(1, 4), gdzie:
p(y|ej's.] |.] h(] .] (u |ej".] 1])‘@j,j'(ej,u)‘

p(¥10,./)p(0,|)p()(j. i")a(ule ;. . ') ‘ 46, u) ‘

Jezeli wymiar modelu ;' jest wyzszy niz wymiar modelu j, wowczas

®)

dim( ) 0 i funkcja g wykonuje odwzorowanie 6’ =8 (6 u) Jezeli
wymiar modelu ;' jest mzszy niz wymiar modelu j, wowczas dim(u)=0 i
odwzorowanie ma postac (Gj: ,u )= g,/ (Gj).

Jezeli nie nastgpuje zmiana modelu, czyli wymiar modelu j jest rowny wymia-
rowi modelu j', wowczas nowe wartosci wektora parametrow moga by¢ genero-
wane przy wykorzystaniu algorytmu Gibbsa (por. [5]). Liczba iteracji algorytmu
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RIMCMC w zagadnieniach praktycznych waha si¢ w przedziale od 100 000 do
1 000 000. Prawdopodobienistwo prawdziwosci modelu j jest szacowane jako

liczba iteracji, w ktorych algorytm znajdowal si¢ w stanie ( J,0 j)’ podzielona
przez ogdlna liczbg iteracji.

W praktyce najczesciej iteracje algorytmu RIMCMC sa wykonywane na prze-
mian z iteracjami algorytmu Gibbsa.

6. Zastosowanie algorytmu RIMCMC do estymacji
parametrow mieszanek

6.1. Wprowadzenie

Ustalone zostanie, ze liczba skladnikdw mieszanki k& bedzie miala a priori
rozkfad jednostajny przy ustalonej maksymalnej liczbie sktadnikéw mieszanki na
poziomie k,, =10.

Mozna pokaza¢, ze warunkowe rozklady parametréw modelu (wykorzysty-
wane w sytuacji, gdy stosowany jest algorytm Gibbsa) sa nastgpujace (por. [1]):

(z,-l,z,-z,...,z,-n)|p,7\.~M(l,w,-l,wiz,...,w,-k), i=12,...,n, ®
ply|A
gdzie w,-j=m(j:1,2,...,k),
;)

n n
p|(z]1,221,...,znl),...,(zlk,ZZk,...,znk)~D[I+ZZ,-1,...,I+Zz,-k), (10)
i=1 i=1

n n
/lj‘(zlj,zzj,...,znj)~l‘{O,OHZz,-j,y,-,0,01+Zz,~j]1(/1j_1,/1j+1),j=1,2,...,k. 11

i=1 i=1

Losowanie dla parametrow danych wzorami od (9) do (11) wykonywane
bedzie przy uzyciu algorytmu Gibbsa.

Pojedyncza iteracja algorytmu RIMCMC zaadaptowanego do estymacji para-
metrow mieszanki skiada si¢ z nastgpujacych krokéw:

a) aktualizacja wektora wag p (wzér (10)),

b) aktualizacja wektora parametrow A (wzor (11)),

c) aktualizacja przypisan do klas z;;, z;5, ..., z; (Wz6r (9)),

d) podzial pojedynczego skfadnika mieszanki na dwa sktadniki lub pofaczenie
dwoch sktadnikow w jeden.

W kolejnym paragrafie opisany zostanie szczegétowo punkt d) algorytmu.
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6.2. Podzial lub polaczenie skladnika

W kroku d) dokonywany jest losowy wybor pomigdzy podziatem i polacze-
niem sktadnikéw z prawdopodobiefistwami b, (dla podziatu) oraz d;, =1-5, (dla

potaczenia). Prawdopodobienstwa te zaleza od parametru k. Przyjete zostanie, ze
d =0, bkmx =0 oraz by =d; =0,5 dla k=2,3,..., k. — 1. Polaczenie skiadni-

kéw polega na losowym wyborze pary skfadnikéw o numerach j; i j,, ktore sasia-
duja ze soba ze wzglgdu na wartos¢ parametru A. Skladniki te sg taczone i tworzo-

ny jest nowy sktadnik o numerze ;* (numery istniejacych sktadnikow sa nastepnie
odpowiednio przenumerowywane). Charakterystyki dla nowego skiadnika ;j* wy-
znaczane sg zgodnie z nastgpujacymi wzorami (por. [1]):

P =Pji TP,

1= AppPjt+4p)
j. - . .
P,

(12)

Obserwacje, ktore nalezaty do sktadnikow j; i j,, zostana przydzielane do
nowego skladnika j*.

Podziat sktadnika polega na losowym wyborze komponentu J*, ktéry zostaje
podzielony na skfadniki j, i j,. Parametry oraz wagi skladnikéw j; i j, spetniaja
zaleznosci dane réwnaniami (12). Poniewaz réwnania te nie wyznaczaja jedno-
znacznie nowych parametréw, losowane sa dwie wartosci u; i u, zgodnie z naste-
pujacymi rozktadami (por. [1]):

u; ~ Beta(2,2), uy ~ Beta(2,2). (13)

Wybér rozktadéw podanych we wzorze (13) jest w zasadzie dowolny. Celem
jest uzyskanie jak najwyzszego prawdopodobienstwa akceptacji (wzor (8)), co po-
woduje, ze zmiany modelu wystepuja stosunkowo czg$ciej, niz gdy prawdopodo-
biefistwo jest bliskie zeru, co pozwala zredukowa¢ ogdlna liczbe iteracji algorytmu.
Wagi oraz parametry dla nowych skladnikéw wyznaczane sa nastepnie zgodnie
z nastgpujacymi rownaniami (wynikaja one z zaleznosci (12)):

p_]l :pj"ul’
Pjp2 :Pj*(l—ul):
j’jl =/1j.u2, (14)

_ 1—u1u2
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Jezeli nowe sktadniki nie spelniaja warunku sasiedztwa (czyli wartos¢ oczeki-

wana innego skladnika nalezy do przedziatu (/1 A jz)), woweczas krok algorytmu

Ji
polegajacy na podziale skiadnika nie jest wykonywany.
Jakobian transformacji wektora (pj. ,lj. U] ,uz) na wektor (le ,pjz,/ljl ,/1]2),

wyznaczany na podstawie funkcji opisanych wzorem (14) ma postaé (por. [1]):

u 0 Py 0
- 0 ~Pj 0 b i
|JI — 0 Uy 0 /1_]‘ — 1.1_ u.: ) (15)

1- Uyt ﬂ.j. (1 - u2) —/?.j.ul

l—ul (l_ul)z 1—u1

Prawdopodobienstwo akceptacji wyrazone wzorem (8) w odniesieniu do
zagadnienia estymacji parametrow mieszanki, gdy liczba skiadnikow mieszanki
powigkszana jest o jeden, przybiera nast¢pujaca postac:

)Py 2)p(p k', )p(Z P, K')pP(A k)
p(k)p(yh, 2)p(plk. 8)p(dp, k)p(Ak)

Xh(k',/c)>< 1
h(k, k') q(ulr, , j')

; (16)

<l

gdzie: k' =k +1,
z:(zll’ZIZ""’an)’
A=(A1, 42,5 A%),
Y= 2250 Vu)s
|J| - jakobian transformacji.
Poniewaz zalozono jednostajny rozktad a priori dla liczby sktadnikéw mie-

szanki, oznacza to, ze p(k') = p(k)——— Skiadnik p(y
m

z) jest rowny:

/‘LYI 1
]_[ I —e" J, (17)

J=liz;=1 y‘

Analogiczny wzdér mozna poda¢ dla skiadnika p(y|7\.', z’).

Wyrazy p(plk’,é‘) oraz p(
mieszanki o k+1 i k skiadnikach. Wagi te maja a priori rozklad Dirichleta
D(J,...,0) z parametrem ¢ =1.

, ) wzoru (16) oznaczaja rozkiady a priori wag
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Z kolei

1t gt n LI n 4
Pzl k) Pt ppiPh e P PP

PP k) Wl pht

, (18)

gdzie [}, I jest to liczba obserwacji przypisanych do skiadnikéw j; i jj.

Rozkiady a priori p(?&'k') i p(l|k) sa iloczynami odpowiednio k+1 i k
rozktadow Gamma(0,01; 0,01).

Do wyznaczenia prawdopodobienstwa akceptacji niezb¢dne jest rowniez obli-
czenie prawdopodobienstwa uzyskania okreslonej alokacji elementéw skladnika
podlegajacego podziatowi na sktadniki docelowe. Prawdopodobiefistwo to mozna
obliczy¢ zgodnie z nast¢pujacym wzorem:

Vi s
J1 —l_,-, j2 -—/1!2
P y_!e Pj P
Falloc= H l X H : -(19)
P Y () A izep=l AN 2 Xl ;2
in= J =4, J2 A iEgy)= J1 -4, J2 _—Ap
YV ppe eppp—re 2 VY py—te apjp—e ™
i Yi: Yi: Yi:

Skitadniki 4(j', j)=dy41, A(J, j') = by Pajjoc» natomiast funkcja q(| ) oznacza
gestosci rozktadow (13).

W podobny sposoéb mozna wyprowadzi¢ prawdopodobiefistwo akceptacji dla
potaczenia dwoch skiadnikow (nalezy uwzglednic, ze wowcezas k' =k —1).

7. Przyklady

7.1. Estymacja parametréow mieszanki dwoch rozktadéw Poissona

W przykiadzie wykorzystano dane uzyskane za pomoca generatora liczb loso-
wych. 50 obserwacji wylosowano z rozktadu Poissona dla A =1 oraz 50 obserwacji
z rozktadu Poissona dla A =5. Oznacza to, ze caly zbiér danych pochodzi z nasteg-
pujacej mieszanki rozktadow:

~1 1
¥~ Po(l) + Po(5). (20)

Histogram wygenerowanych danych przedstawia rys. 1.

Estymacja parametréw mieszanki wykonana zostala na podstawie 100 000
iteracji opisanego algorytmu. Rozklad a posteriori liczby skladnikéw mieszanki
przedstawiony zostat w tab. 1.
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Tabela 1. Rozkiad liczby skladnikéw mieszanki

k 1 2 3 4
p(k) 0 0,95804 | 0,03819 | 0,00377

Najbardziej prawdopodobna liczba sktadnikéw mieszanki jest zatem rowna 2.
25
20 +

| Mliczebnosci zaobserwowane
i

mEliczebnosci teoretyczne

Rys. 1. Histogram danych wygenerowanych zgodnie z rozkladem (20)

Zrodlo: opracowanie wihasne.

Estymatory parametréw rozktadu uzyskane dla najbardziej prawdopodobnego
wariantu dwoch skiadnikow sg nastepujace:

A =1,06,
Ay =466,
p1 =053,
Py =047,

7.2. Estymacja parametréw mieszanki trzech rozkladéw Poissona

W przykladzie wykorzystano dane uzyskane za pomoca generatora liczb loso-
wych. 100 obserwacji wylosowano z rozkiadu Poissona dla 1 =1, 50 obserwacji
z rozkiadu Poissona dla A =5 i 50 obserwacji z rozkladu Poissona dla 4 =12.
Oznacza to, ze caly zbiér danych pochodzi z nastgpujacej mieszanki rozktadéw:

1 1 1
¥, ~ 5 Po(1) + Po(5) + Po(12). 1)



52

Histogram wygenerowanych danych przedstawia rys. 2.

Estymacja parametrow mieszanki wykonana zostatla na podstawie 100 000
iteracji opisanego algorytmu. Rozkiad a posteriori liczby sktadnikéw mieszanki
przedstawiony zostat w tab. 2.

Tabela 2. Rozklad liczby skfadnikéw mieszanki

k 1 2 3 4 5 6
p(k) 0 0,0012 | 0,94745 | 0,04942 | 0,00179 | 0,00014
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Rys. 2. Histogram danych wygenerowanych zgodnie z rozkiadem (21)
oraz wyestymowanej mieszanki trzech rozkladéw Poissona

Zrédlo: opracowanie wiasne.
Najbardziej prawdopodobna liczba sktadnikéw mieszanki jest zatem rowna 3.

Estymatory parametrow rozktadu uzyskane dla najbardziej prawdopodobnego
wariantu trzech sktadnikdw sa nastepujace:

A1 =129,
1y =621,
d3=1392,

p1 =053,
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P> = 0,26,
f)3 = 0,21 .

7.3. Estymacja parametrow mieszanki dwoch rozkladow Poissona
dla malej préby

W przyktadzie wykorzystano dane uzyskane za pomoca generatora liczb loso-
wych. 10 obserwacji wylosowano z rozkladu Poissona dla A =1 oraz 10 obserwac;ji
z rozktadu Poissona dla A =5. Oznacza to, ze caly zbiér danych pochodzi z naste-
pujacej mieszanki rozkladow:

Y, ~ %Po(l) +%Po(5). (22)

Estymacja parametrow mieszanki wykonana zostala na podstawie 100 000
iteracji opisanego algorytmu. Rozktad a posteriori liczby sktadnikow mieszanki
przedstawiony zostal w tab. 3.

Tabela 3. Rozklad liczby skladnikéw mieszanki

k 1 2 3 4 5 6
p(k)| 0,24187 | 0,68693 | 0,06398 | 0,0063 | 0,00087 | 0,00005

M [iczebnosci zaobserwowane

M liczebnosci teoretyczne

Rys. 3. Histogram danych wygenerowanych zgodnie z rozkiadem (22)
oraz wyestymowanej mieszanki dwdch rozktadéw Poissona

Zrédlo; opracowanie wlasne.
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Na podstawie danych z tab. 3 mozna zauwazyC, ze wyniki sa mniej jedno-
znaczne niz w przykiadzie z punktéw 7.1 1 7.2.

Estymatory parametréw rozkladu uzyskane dla najbardziej prawdopodobnego
wariantu dwdch skladnikéw sa nastepujace:

A1 =028, 1y =376, p; = 0,32, py =0,68.

8. Podsumowanie

Opisana bayesowska procedura wyboru liczby skfadnikéw mieszanki rozktadu
Poissona umozliwia wybor modelu, ktéry w kontekscie zebranych danych jest naj-
bardziej prawdopodobny. W niektérych sytuacjach prawdopodobienstwa kilku mo-
deli moga by¢ do siebie zblizone. Moze to oznaczad, ze zebrane dane sa niewystar-
czajace liczne. Istnieje rowniez mozliwosé, ze zastosowany model mieszanki roz-
ktadow Poissona jest nieadekwatny i by¢ moze lepszym rozwiazaniem jest zastoso-
wanie mieszanki innego typu.

Koniecznos¢ ustalenia liczby skladnikow mieszanki jest zagadnieniem czgsto
wstepujacym w praktyce. Jednym z zagadnien, w ktérym mozliwe jest zastoso-
wanie opisanej procedury, jest estymacja liczby szkéd w portfelu ubezpieczen.
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BAYESIAN PROCEDURE FOR NUMBER OF COMPONENTS CHOICE
IN A MIXTURE OF DISTRIBUTIONS

Summary

The paper describes the Bayesian procedure for the selection of the number of components in
a mixture. The numerical implementation involves the Reversible Jump Markov Chain Monte Carlo
algorithm (RIMCMC).

The Bayesian approach assumes that the model is treated as an unknown parameter over which
we can assume a probability distribution. The model and in this case, the number of components in
a mixture, is selected according to the criterion of the maximum posterior probability.

The first part of the paper presents an analytical solution of the problem for the simplified
example of a mixture of binomial distributions. Then the RIMCMC algorithm is described and its
implementation for the problem of the choice of the number of components for the Poisson mixture.

Dariusz Biskup — dr, adiunkt w Katedrze Statystyki Akademii Ekonomicznej we Wroclawiu.
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