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BADANIE WPEYWU ZABURZEN NA OBCIAZENIE
ESTYMATORA PARAMETRU POLOZENIA
ORAZ PARAMETRU SKALI W POPULACJI

1. Wstep

W klasycznym podejsciu do estymacji przyjmuje si¢, Ze obserwacje sa realiza-
cjami zmiennych losowych o pewnym rozkladzie prawdopodobienstwa indeksowa-
nym parametrem 6, ktorego dystrybuantg¢ oznacza si¢ przez Fy. Rodzing rozkfa-
déw prawdopodobienstwa {Fg} nazywa si¢ modelem parametrycznym. Badajac

wlasnosci estymatora, rozpatruje si¢ jego rozktad przy okreslonym modelu para-
metrycznym (por. np. [1; 4; 5]).

W teorii odpornych metod estymacji przyjmuje si¢, ze model parametryczny
jest jedynie pewna aproksymacja rzeczywistosci. W procesie estymacji nalezy
uwzgledni¢ odstgpstwa od tego modelu wynikajace np. z istnienia niejednorodnych
populacji, bledow powstalych na etapie pozyskiwania danych czy tez z wystgpo-
wania obserwacji nietypowych. Idea odpornych metod estymacji polega na znajdo-
waniu takich estymatoréw, ktoére bylyby w bardzo matym stopniu podatne na
wplyw nieznacznych odstepstw od zalozonego modelu. W artykule pokazano na
przykiadach, jaki jest wplyw odstgpstw od modelu parametrycznego na obcigzenie
estymatoroéw oraz wspomniano o wplywie zaburzen na ocen¢ wariancji estymatorow.

2. Rozklad zaburzony

W teorii odpornych metod estymacji uwzglednia si¢ tzw. obserwacje zabu-
rzajace (nazywane w skrocie zaburzeniami) okreslane jako obserwacje pochodzace
z innego rozkladu niz zasadnicza czg$¢ obserwacji, czyli rdzen. Istnienie w zbiorze
danych obserwacji zaburzajacych wskazuje na niejednorodnos¢ badanego zjawiska
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(niejednorodnos¢ populacji) lub wystgpowanie pewnych bledow. Uwzglednianie
obserwacji zaburzajacych wymaga wyspecyfikowania tzw. rozktadu zaburzonego.
Rozktad zaburzony jest przedstawiony jako nastgpujaca mieszanka rozktadow

(por. [1]):
H(x)=(1-D)F(x)+ AG(x). )]

Przez A €(0,1) okresla si¢ wagg zwiazana z zaburzeniem (lub inaczej udziat
obserwacji zaburzajacych). Jako H(x), F(x) oraz G(x) oznacza si¢ dystrybuante
odpowiednio rozkladu zaburzonego, rozktadu rdzenia oraz rozkladu zaburzajacego
rozklad rdzenia.

W ponizszych przykladach za rozklady zaburzajace sa przyjmowane albo
rozkltady normalne, albo rozklady skupione w jednym punkcie, inaczej rozklady
zdegenerowane, dla ktorych P(X = x) =1. Jezeli za rozklad zaburzajacy przyjmuje
si¢ rozktad zdegenerowany, wowczas rozklad zaburzony moze byé przedstawiony
w nastepujacy sposoéb [1]:

H(x)=(1-A)F(x)+ Ad,, 2)

gdzie A, jest miara prawdopodobienstwa, ktéra przypisuje mas¢ 1 w punkcie x,
natomiast A jest udzialem zaburzenia punktowego. Przyjmuje si¢, ze obserwacje
z n-elementowej proby sa realizacjami zmiennej losowej pochodzacej z rozktadu
(1) lub jako (2), co mozna zapisac jako

X; ~ H(x) dla j=1,2,...,n.

Rozktad estymatora rozpatrywany jest w otoczeniu nastgpujacego modelu:
F={H(x)=(1-A)F(x)+ AG(x)}.

Do badania odpornosci estymatoréw na pewne odstgpstwa od modelu paramet-
rycznego wykorzystuje si¢ rozmaite narze¢dzia, m.in. funkcje wplywu (the influence
function) oraz funkcj¢ zmiany wariancji (the change-of-variance function). Funkcja
wplywu wykorzystywana jest do okreslania, jak zmieni si¢ asymptotyczna wartos$c
estymatora w przypadku wystapienia nieznacznych odchylen od przyjgtego mode-
lu, natomiast funkcja zmiany wariancji wskazuje, jak zmieni si¢ asymptotyczna
ocena wariancji estymatora przy pewnych zaburzeniach. W artykule ograniczono
si¢ do prezentacji funkcji wplywu, ktdra dla estymatoréw odpornych charakteryzu-
Jje si¢ pewnymi wlasnosciami (szerzej zob. w [2; 3; 4]).

3. Wplyw zaburzen na obcigzenie estymatora

Ponizej zostaly przedstawione przyktady wptywu zaburzen na obciazenie esty-
matoréw oraz na oceng¢ wariancji estymatora.
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Przyklad 1
Przyjmuje sig, ze obserwacje z rdzenia pochodza z rozkladu normalnego para-
metrami u oraz ¢. Rozklad rdzenia jest zaburzony rozktadem normalnym paramet-
rami u+a (dla a#0) oraz o. Przyjmuje sig, ze warto$¢ parametru o jest znana.
Zatem rozktad zaburzony jest mieszanka dwoéch rozkladéw normalnych. Funkcja
gestosci tego rozktadu wyraza si¢ nastgpujacym wzorem:
—(-p)? ~(x-p-a)’

e 207 +/1;e 257 3)

J_a 2o

Nieobciazonym estymatorem parametru potozenia u jest Srednia arytmetyczna
n

Spetniona jest nastgpujaca rownosc E(X) = U.

h(x)=(1-2)

:l»—-

Liczba zaburzen w n-elementowej probie jest traktowana jako realizacja zmien-
nej losowej R o rozkiadzie dwumianowym z parametrem A réwnym udzialowi
obserwacji zaburzajacych, czyli

R~ B(n,A). 4

Jezeli w probie wystepuja pewne zaburzenia, wowczas $rednia arytmetyczna
wyraza si¢ w nastepujacy sposob

peg) o

W celu ustalenia wptywu zaburzen na obciazenie estymatora parametru potoze-
nia rozkladu normalnego nalezy wyznaczyé wartos$¢ oczekiwana estymatora (5),
ktéra jest obliczana ze wzgledu na zmienng R (czyli liczbg zaburzen w probie)
w nastepujacy sposob [1]:

E(X)=E [ZX+ ZX] = ( (R(u+a)+(n- R)u))

i=1 i=R+1
=ER(y+Ea)=y+£ER(R).
n n

Pierwszy moment zmiennej losowej R wynosi E(R) = nA, zatem warto$¢ ocze-
kiwana sredniej arytmetycznej dla rozktadu (3) wynosi

E(X)=p+la. (6)
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Obciazenie estymatora b(u) = Aa zalezy od udzialu obserwacji zaburzajacych

A oraz od wartosci statej a. Na przyklad, jezeli rozklad zaburzony jest mieszanka
dwoch rozktadow normalnych, tzn. rozktadu rdzenia F:N(2,1) oraz rozktadu za-

burzajacego G:N(12,1), to dla A =0,01 warto$¢ oczekiwana $redniej arytmetycz-
nej wynosi 2,1, natomiast dla A = 0,1 przyjmuje wartos¢ 3.

Przyklad 2
Drugi przyklad pokazuje wptyw zaburzen na obciazenie estymatora parametru
o2 Przyjmuje sig, ze rozkladem rdzenia jest rozklad normalny z parametrami u

oraz o, ktory jest zaburzony rozkfadem normalnym z parametrami u oraz Voo,
gdzie b > 1. Funkcja gestosci rozkladu zaburzonego wyraza si¢ nastgpujacym wzo-
rem:

~(x-p)* ~(x-p)’*
h(x)=(1-A) 200 441 _, 20 %)

J_ 7o V2rob

Nieobciazonym estymatorem parametru o2 jest wariancja z proby:

52 = 1 I[Z(X X) } Wiadomo, ze E(S2)= o?. Wariancja z proby w przy-
1

padku wystapienia w probie zaburzen wyraza si¢ nastgpujacym wzorem:
L[S0, &2 72
=L DX DX ~nE(X?)|.
i=1 i=R+1

Wartos¢ oczekiwana estymatora wyznaczana ze wzgledu na liczbg zaburzen w
probie w przypadku rozktadu zaburzonego (7) wyraza si¢ w nastgpujacy sposéb [1]:

ER(52)=ER[l((n—R)az+Rbaz))=072ER((n—R)+Rb)=
—02+—ER(R(b—1)) % + o2 A(b-1).

Obciazenie estymatora b(az) = azl(b —1) zalezy od udzialu obserwacji zabu-
rzajacych oraz od wartosci stalej b. Jezeli rozktad zaburzony jest mieszanka dwéch
rozktadow normalnych, tzn. rozktadu rdzenia F: N(2,1) oraz rozktadu zaburzaja-
cego G:N(2, \/ﬁ), to dla 4 =0,01 warto$¢ oczekiwana wariancji z préby wynosi
1,09, natomiast dla A = 0,1 przyjmuje wartos¢ 1,9.
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4. Funkcja wplywu

Narzgdziem umozliwiajacym oceng wplywu zaburzen na obciazenie estymato-
ra jest funkcja wptywu. Ze wzgledu na to, ze rozklad estymatora rozpatrywany jest
w otoczeniu pewnej dystrybuanty F, wygodnie jest przyjac, ze rol¢ estymatorow
petnia funkcjonaty oznaczane przez T(F). Funkcjonaly okreslane s3 takze mianem
miar opisowych. Funkcjonaty umozliwiaja wyznaczenie estymatora bez konieczno-
ci specyfikacji rozkfadu F. Przykladem funkcjonalu jest warto$é oczekiwana

E(F)= j xdF(x), wariancja V(F)=J.(x— u)?dF(x) oraz mediana Me(F)=
=F _1(0,5)_[xdF (x). Jesli za dystrybuant¢ F' zostanie podstawiona dystrybuanta
empiryczna F,, wtedy otrzymuje si¢ $rednia arytmetyczna E(F, )=deF (x)=

= ) = X, wariancje z prob V (x- ) dF,(x) = ( X) =52
Z ie z proby V(Fy)=[(x-u Z
i=1

oraz mediang z proby Me(Fn) = Fn_l(O,S). Funkcjonaty mdukUJq naturalny, niepa-
rametryczny estymator T(F,) (por. [4; 5)).
Miar¢ opisowa okresla si¢ jako funkcj¢ rzeczywistg okreslona na pewnej rodzi-

nie dystrybuant. Do dziedziny miar opisowych naleza wszystkie dystrybuanty F,
dla ktérych funkcjonat T jest zdefiniowany, oraz dystrybuanty empiryczne F,,.

Przyjmuje sig, ze dla » — o ciag estymatoréw jest zbiezny z miara opisowa,
co mozna zapisa¢ w nastgpujacy sposob [4]:
T(F)= lim T(F,).

n—»o

Ponadto zaklada sig, ze rozklad réznicy T(F,)—T(F) dla n— o jest zbiezny
z rozktadem normalnym, co symbolicznie zapisuje sie jako [4]

Vn(T(F,) = T(F)) ——==> N(0, V7 )- (8)

Wariancja Vr -y jest asymptotyczng wariancjq estymatora.
Pewne funkcjonaly spetniaja dodatkowo warunek zgodnosci Fishera, czyli

T(Fp)=6.

W teorii dotyczacej funkcji wptywu przyjmuje sig, ze rozktad zaburzajacy jest
rozkladem zdegenerowanym, a zatem rozklad zaburzony jest postaci (2). Funkcja
wplywu jest pochodna kierunkowa funkcjonalu 7' w punkcie F w kierunku 4,
(warto przypomnieé, ze 4, jest miara prawdopodobienstwa, ktora przypisuje masg
1 w punkcie x). Funkcj¢ wplywu wyraza si¢ nastgpujacym wzorem [4]:
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T((1- A)F + A4,) - T(F
o) = tim UZAF24) 1) ©)

Funkcja (9) mierzy efekt nieznacznych zaburzen w punkcie x na wartosc esty-
matora, czyli mierzy asymptotyczne obciazenie. Jesli dla danego funkcjonatu spet-
nione jest zalozenie (8) dotyczace asymptotycznej normalnosci, wtedy zachodzi
nastgpujaca zaleznosé [4]

| IFr(rydF (x) =0,

natomiast asymptotycznga wariancj¢ estymatora mozna wyrazi¢ za pomoca nastgpu-
jacej caltki [4]:

VT(F) = J.IFT(F) (x)zdF(x).

Dla funkcji wplywu wyznaczane sa nastgpujace charakterystyki: miara wrazli-
wosci estymatora na tzw. duze bledy (the gross-error sensitivity), punkt odrzucenia
(the rejection point) oraz miara wrazliwosci na lokalne przesunigcia (the local-shift
sensitivity).

Definicja 1. Miara wrazliwosci estymatora na duze btgdy nazywamy supremum
funkcji wptywu IFrpy. Miara wrazliwosci wyraza si¢ nastgpujacym wzorem [4]:

¥ T(Fy = sup|IFrry (x)], (10)
xeX

gdzie X jest przestrzenia prob. Charakterystyka 7*1( F) mierzy najgorszy wptyw na
wartos¢ estymatora, ktéry moze by¢ spowodowany najmniejszym udzialem zabu-
rzen. Pozadang wlasnoscia z punktu widzenia odpornosci jest przyjmowanie przez
miarg 7‘75( F) skonczonych wartosci. W przypadku gdy 7*7( F) <, estymator
nazywany jest B-odpornym (B-robust), co oznacza, ze niewielki udziat zaburzen
w punkcie x ma ograniczony wplyw na warto$¢ estymatora. Jesli }’*T(F) = o0, wtedy

nawet niewielki udzial zaburzen ma nieograniczony wplyw na obciazenie estyma-
tora i taki estymator nie jest estymatorem odpornym.

Definicja 2. Punkt odrzucenia p* jest definiowany jako nastepujace infimum [4]:
p* =inf{r>0; IFr gy =0, gdy x|>r}. (11)

Jesli infimum (11) nie istnieje, przyjmuje sig, ze p° = 0. Punkt odrzucenia wy-
znacza taki obszar wartosci x, dla ktérych funkcja wpltywu przyjmuje wartosci zero
(IFr(Fy(x) =0), co oznacza, ze obserwacje przyjmujace wartosci wigksze co do
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warto$ci bezwzglednej niz punkt odrzucenia nie maja wplywu na estymator.

Wszystkie estymatory, dla ktérych p* <o, sa B-odporne. Zatem z punktu widze-
nia odpornosci pozadang cecha jest, aby punkt odrzucenia przyjmowat skonczone
wartos$ci.

Definicja 3. Miara wrazliwosci na lokalne przesunigcia, okreslajaca jaki jest
wplyw na wartos¢ estymatora nieznacznego przesunigcia obserwacji z punktu x)
do sasiedniego punktu x,, jest definiowana jako [4]:

sup |1y (%2 ) 1Py (%1)
— xl;txz

ﬂ*

(12)

|x2 - ll
Z trzech opisanych powyzej charakterystyk funkcji wplywu najistotniejsza jest
miara wrazliwosci estymatora na tzw. duze bigdy.

5. Wyznaczanie funkcji wplywu dla wartosci oczekiwanej

W przypadku estymacji parametru polozenia jako funkcjonat przyjmuje sig
wartos¢ oczekiwang (T(F) = E(F)). Funkcje wplywu wyznacza si¢ zgodnie ze
wzorem (9) w nastgpujacy sposob (por. np. [1; 4]):

T((1-A)F +A4,)-T(F) i A=AEF) + Ax— E(F) _

n—w A n—yo A . (]3)
. E(F)+,1E(1~:1)+Ax—E(F)=x_E(F)_

Funkcja (13) jest liniowa funkcja zaburzenia w punkcie x i ma nast¢pujace charak-
terystyki: miara wrazliwosci estymatora na tzw. duze blgdy oraz punkt odrzucenia

przyjmuja nieskonczong wartos¢ ( . = sup|/F, x)|=o0; p* =), natomiast
YE(F) ef; E(F)
X

miara wrazliwosci na lokalne przesunigcia wynosi 1 (8" =1.
Ponizej zostang przedstawione dwa przyklady, w ktérych wyznaczona jest
funkcja wplywu dla estymatoréw parametru polozenia.

Przyklad 3

Przykiad ten dotyczy wyznaczania funkcji wplywu dla estymatora parametru
rozktadu Poissona. Przyjmuje sig, ze obserwacje w probie sg realizacjami zmiennej
losowej o rozkladzie Poissona z parametrem 6, (czyli X, X5,..., X, ~ P(9),

przestrzen parametrow @ =(0, ), przestrzen prob X ={0, 1,2,...}). Funkcje
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k -6

gestosci wzgledem miary liczacej mozna zapisaé jako fg(k) = 2 If '

tor parametru @ przyjmuje si¢ srednia arytmetyczna X, ktéra jako funkcjonat jest

. Za estyma-

wartoscia oczekiwana rozkiadu Poissona, czyli E( Fg Z kf 9(k). Funkcjonat ten
k=0
© k 0 D k-1 -6
spefnia warunek zgodnoéci Fishera: E Fg = Zk Oe _ 0 e .
k=0 k
Funkcj¢ wplywu, korzystajac z warunku zgodnosc1 Fishera, wyznacza si¢
W nastgpujacy sposob [4]:

Zk[(l = A) fg(k) + A1y ()] - Zkfe(k)

~ i k=0 _
IFe ) = lim P =
- (14)
A Al (k)= A kfp(k)
= Jim —£=0 k=0 =x-0.
n—® A

Funkcja wptywu (14) jest szczeg6lnym przypadkiem funkcji (13). Zatem wszystkie
charakterystyki funkcji (14) sa takie same jak charakterystyki funkcji (13). Na
rysunku 1 przedstawiono wykres funkcji wpltywu przy zatozeniu, ze parametr & jest
réwny 3.

Rys. 1. Funkcja wptywu dla rozktadu Poissona z parametrem 6=3

Zrédlo: opracowanie wlasne (por. [4]).
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W tym przypadku funkcja wptywu jest zbiorem punktow.

Przyklad 2

W drugim przyktadzie wyznaczono funkcje wplywu dla estymatora parametru
potozenia rozkladu normalnego. Przyjmuje si¢, Ze obserwacje w probie sa reali-
zacjami zmiennej losowej o rozkladzie normalnym z parametrami 4 oraz znana

warto$cia parametru 0'2, (czyli Xy, X,,..., X,, ~ N(u, o), przestrzen parametrow
@ = (-, ), przestrzen prob X =(-;o)). Funkcja gestosci wzgledem miary
~(x-p)’

, X . . _ 1 ) 2
Lebesque’a wyraza si¢ nastepujacym wzorem f, (x)=—=——e <% . Za esty-
que’a wy pujacy Su firo ty
mator parametru g przyjmuje si¢ Srednig arytmetyczna X, ktora jako funkcjonat
jest wartoscia oczekiwana rozkladu normalnego, czyli E(F#)= jx Ju(x)dx. Dla
rozktadu normalnego warto$¢ oczekiwana speilnia warunek zgodnosci Fishera:
£ (F #) =H-
Funkcj¢ wplywu, korzystajac z warunku zgodnosci Fishera, wyznacza sig

w analogiczny sposob:

(l—l)E(F#)+/1x—E(F#)

E(F,) n— A (15)
_ Jim XA AL
n—o A

6 -
4 -
2 -

-

!
0 . . .

2 4 6 8

-2

Rys. 2. Funkcja wplywu dla wartosci oczekiwanej dla rozkiadu normalnege z parametrami 1 = 2; ol =1

Zroédlo: opracowanie wlasne.
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Funkcja (15) jest szczegdlnym przypadkiem funkcji (13) i ma takie same
charakterystyki jak ta funkcja. Na rysunku 2 przedstawiono wykres funkcji
wplywu dla rozkladu normalnego z parametrami u =2 oraz o =1.

Z powyzszych przyktadéw wynika, ze $rednia arytmetyczna nie jest odpornym
estymatorem parametru potozenia bez wzgledu na przyjety rozklad rdzenia F.
Nieskoniczona warto$¢ punktu odrzucenia wskazuje, ze wszystkie obserwacje
wykorzystywane sa do wyznaczania wartosci sredniej arytmetyczne;j.

6. Wyznaczanie funkcji wplywu dla wariancji

Za estymator parametru skali przyjmuje si¢ wariancje, ktéra w postaci funkcjo-
natu wyraza si¢ jako T(F)=V(F). Funkcja wplywu dla wariancji wyraza sie¢
nastepujacym wzorem:

((1 —/1)(15(1!«")2 + V(F))+/bc2)—((1 ~ E(F)+ Ax)? - V(F)

IF, =1
V( 'ﬂ) AE:) A

. E(FY* = AE(F)* - AV(F)-(1- )" E(F)* - 2(1- DE(F)x - Px> _ (16)
A0 A
= E(F)? ~V(F)+x* = 2E(F)x = (x - E(F))* -V(F).
Funkcja (16) jest kwadratowa funkcja zaburzenia w punkcie x. Miara wrazli-

wosci estymatora na duze bledy jest nieskonczona (V*V(F) = SLlp|IFV(F)‘=OO),
xeX

czyli wariancja nie jest odpornym estymatorem parametru skali. Punkt odrzucenia

Rys. 3. Funkcja wplywu dla wariancji dla rozktadu normalnego z parametrami g = 2; o2 =1

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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przyjmuje réwniez nieskoficzong warto$é (p* = ), co jest réwnoznaczne z tym, ze
wszystkie obserwacje z proby sa wykorzystywane do wyznaczania estymatora
parametru skali.

Na rysunku 3 przedstawiono wykres funkcji wptywu dla estymatora parametru

skali dla rozktadu normalnego z parametrami x4 =2 oraz ol =1.

7. Wyznaczanie funkcji wplywu dla mediany

Za estymator parametru potozenia mozna przyjac¢ mediang, ktora jako funkcjo-
nal wyraza si¢ w nastepujacy sposéb: Me(F)=F _1(0,5). Mediana dla rozktadu
zaburzonego réwna jest medianie dla rozkladu rdzenia powigkszonej o pewna war-
tos¢ A, czyli Me(H)= Me((l -A)F + lG) = Me + A. Wyznaczenie funkcji wply-
wu dla mediany sprowadza si¢ do policzenia nastgpujacej granicy (por. np. [4]):

e = lim Me+ A= Me _ i, 4, (17)

-0 A i->04

Wartos¢ dystrybuanty rozktadu zaburzonego H w punkcie Me + 4, w przypad-
ku gdy 4<0, znajduje si¢ pomiedzy wartoscia 1 oraz wartoscig dystrybuanty

1

0,8

LU LI B B NN B B S |

0,6
F(Me)=0,5
0,4

0,2
F(Me+4)f

1 A ] 1 et 1 L L L
-2 Me+A Me 4 6

B RO 1 1 L n 1

Rys. 4. Dystrybuanta przykladowego rozkladu rdzenia dla 4 <0

Zrodlo: opracowanie wiasne.

rozktadu rdzenia w punkcie Me + A4, co zostalo zobrazowane na rys. 4. Zatem
warto$é H(Me + A) mozna przedstawi¢ jako nastgpujaca kombinacje liniowa:

H(Me+4)=(1- A)F(Me+ A) + A, (18)
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a zatem spelniona jest nastgpujaca rownos¢:
0,5=(1-4)(0,5+ Af(Me))+ A, (19)

gdzie f( Me) jest wartoscia funkceji gestosci rozkladu rdzenia w punkcie x = Me.

Z rownosci (19) mozna wyznaczyé warto$¢ przyrostu 4=—-—=>—. Lewo-
(19) mozna wyznaczy przy 27 (Me)
stronna granica funkcji (17) wynosi:
. A . -A 1
IF = lim == lim =- . 20)
Me(F) = T AN 2f (MR 27 (Me) (

W przypadku przyrostu dodatniego 4 >0 wartos¢ dystrybuanty rozktadu zabu-
rzonego H w punkcie Me + A znajduje si¢ pomigdzy wartoscia 0 oraz wartoscia
dystrybuanty rozktadu rdzenia w punkcie Me + 4, co zostalo pokazane na rys. 5.
Wartos¢ mediany dla rozkladu zaburzonego H(Me + A) mozna przedstawi¢ jako

nast¢pujaca kombinacj¢ liniowa:
H(Me+ A)=(1-A)F(Me+ 4)+0. 21

1

F(Me +0A’g

0,6

| N BN B B S B B

F(Me) = 0,5f---------==-=====-=
0,4 |-

0,2 |-

B I L A 1 L

-2 Me Me+d4 4 6

Rys. 5. Dystrybuanta przyktadowego rozkladu rdzenia dla 4> 0

Zrodlo: opracowanie wiasne.

W tym przypadku spetniona jest nastgpujaca rownosc:
0,5=(1-A)(0,5 + Af(Me)), (22)

z ktérej mozna wyznaczy¢ wartos¢ przyrostu
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_ A
A= aroe (23)

Prawostronna granica funkcji (17) wynosi:

A 1
7 _ a_
1Fpfe(Fy = 1‘“3+ 1 /ll_‘)"(} (-2 f(Me)i  2f(Me)’ @9

Po uwzglednieniu lewo- i prawostronnej granicy (wyrazonej wzorami (20) oraz
(24) funkcja wptywu dla mediany przyjmuje nastgpujaca postac:
sgn(x — Me)

IF ey = 2 F(Me) (25)

Miara wrazliwosci na duze btedy dla funkcji (25) przyjmuje skonczona wartos¢
(f}we( F) <®), a zatem mediana jest B-odpornym estymatorem parametru potoze-

nia. Punkt odrzucenia jest nieskoficzony p* =, co wskazuje na to, ze do wyzna-
czania estymatora wykorzystuje si¢ wszystkie obserwacje z proby.
Na rysunku 6 przedstawiono wykres funkcji wptywu dla rozkladu normalnego

z parametrami g =2 oraz o =1

™T T T T T T

0.5

o
wn
L

T

Rys. 6. Funkcja wplywu dla mediany dla rozkladu normalnego z parametrami u = 2, ol =1

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Miara wrazliwosci estymatora na duze bledy wynosi w tym przypadku
y'}we(p) =%z1,25. Mozna udowodnié, ze jest to najmniejsza z mozliwych
wartosci miary wrazliwosci (por. np. [4]).

Jak zostalo juz wspomniane na wstgpie, zaburzenia maja nie tylko wplyw na
obciazenie estymatora, ale takze na oceng jego wariancji. Pokazane to zostanie na
przykiadzie. Przyjmuje si¢, ze funkcja gestosci rozktadu zaburzonego wyrazona

wzorem (7) jest mieszanka dwoch rozktadow normalnych. Rozktadem rdzenia jest

2

rozklad normalny z parametrami y oraz ¢“, a rozktadem zaburzajacym jest rozktad

normalny z parametrami p oraz baz, gdzie b>1. Za estymator parametru u
przyjmuje si¢ srednia arytmetyczna. Wariancja Sredniej arytmetycznej jest rowna
2
Z_ W celu okreslenia wptywu zaburzen na wariancj¢ estymatora wyznacza si¢
n
wariancj¢ sredniej w nastepujacy sposéb [1]:
— 2 2
V(X)zlER(i(n—R)a2 +Rb02)=0—2(n—nﬂ.+bn/1)=G—(l—l+bﬂ.) =
n n n n
2
=2 (1+(b-1A).
n
Wariancja estymatora zwigksza si¢ o czynnik (1+(b— 1)4), ktory jest zalezny od
udziatu zaburzen oraz wartosci stalej . Do okres$lania stopnia wplywu zaburzen na

oceng wariancji estymatora wykorzystywana jest funkcja zmiany wariancji (por.
[2; 3; 4]).

8. Podsumowanie

Celem odpornych metod estymacji jest znajdowanie takich estymatoréw, ktore
beda mato wrazliwe na zmiany wartosSci estymatora oraz zmiany oceny jego
wariancji w przypadku wystapienia nieznacznych zaburzen od przyjetego modelu.
Poszukiwane sa estymatory o korzystnych wlasnosciach funkcji wplywu oraz
funkcji wariancji. Dodatkowa zaleta estymatora z punktu widzenia odpornosci jest
przyjmowanie przez punkt odrzucenia skonczonych wartosci. T¢ zalet¢ maja
estymatory typu redescending (por. [3; 5]).
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THE OUTLIERS INFLUENCE ON ESTIMATE BIAS OF LOCATION
AND SCALE PARAMETERS IN POPULATION RESEARCH

Summary

Outliers have an influence on the estimator bias and estimator variance. We have two tools to
study this influence, namely the influence function and the change-of-variance function. The influ-
ence function has three characteristics: the gross-error sensitivity, the rejection point and the local-
-shift sensitivity.

In this paper we present some examples of influence function calculation and its characteristics
for some estimates: the arithmetic mean, the sample variance and the median.

Beata ZmyS$lona — dr, adiunkt w Katedrze Statystyki Akademii Ekonomicznej we Wroclawiu.
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