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WYKORZYSTANIE UKRYTYCH MODELI MARKOWA
DO KLASYFIKACJI SPOLEK GIELDOWYCH

1. Wstep

Modele klas ukrytych wprowadzone przez Lazarsfelda [Lazarsfeld, Henry
1968] pozwalaja na analize danych mierzonych na najstabszych skalach pomiaru.
W przypadku analizy tego typu modeli wymagane jest, aby dane zostaly przedsta-
wione za pomoca tablicy kontyngencji.

Ukryte modele Markowa (latent Markov model) zostaly zaproponowane przez
Wigginsa [1973] i znalazly swoje zastosowanie przede wszystkim w psychologii
oraz socjologii. Modele Markowa zostaty opisane przede wszystkim przez Lange-
heine’a [1994; 2000] oraz Vermunta [Vermunt, Langeheine, Bockenholt 1999].

Celem prezentowanego artykutu jest zastosowanie ukrytych modeli Markowa do
analizy wybranych danych finansowych spdlek notowanych na Gieldzie Papieréow
Wartosciowych w Warszawie. Tego typu modele pozwola na klasyfikacj¢ badanych
spdtek oraz na analiz¢ zmian danego zjawiska na przestrzeni kilku okreséw.

2. Modele klas ukrytych

Zatdézmy, ze mamy dang tablice kontyngencji z trzema zmiennymi obserwowal-
nymi: A(i=1,2,3,....0,B(j=12,.,J)oraz C(k=12,..,K). Zmienna ukryta
X przyjmuje wartosci w=1,2,...W , gdzie W oznacza liczb¢ klas. Model z jedng
zmienng ukryta X mozna przedstawi¢ za pomoca ponizszego réwnania:

W
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ABCX

gdzie T

oznacza prawdopodobienstwo warunkowe tego, ze i-ta, j-ta, k-ta kate-
goria zmiennej A, B oraz C znajdzie si¢ w klasie ukrytej w.
Wykorzystanie wzoru (1) wymaga spetnienia zalozenia o lokalnej niezaleznosci
zmiennych;
ABCX _ X __A\X __B\X __C\X
ﬂ.ijkw =n,7; ﬂjw ”Lw ’ (2)

w w

gdzie 7 oznacza prawdopodobienstwo tego, ze dla danej obserwacji zmienna
ukryta X przyjmie warto$é ¢, zas 7" — prawdopodobiefistwo warunkowe tego, ze
i-ta kategoria zmiennej A znajdzie si¢ w klasie ukrytej r.

Prawdopodobienstwa po prawej stronie réwnania (2) wymagaja spelnienia od-
powiedniego zalozenia:

w ! J K

X _ AKX __ B\X __ C\ X __
Z;rw_z T —Eﬂ'jw =y rr =1 (3)
w=1 i=1 =1 k=1

3. Prosty model Markowa

Prosty model Markowa (simple Markov model) [Bishop, Fienberg, Holland

1975], gdy pod uwage brane sa trzy okresy, mozna zapisa¢ zgodnie ze wzorem:
Rjk = Jilrf\il Tf\f > 4)
gdzie &' — obserwowany poczatkowy rozkiad prawdopodobiefistwa w pierwszym

analizowanym okresie, 77,7, — prawdopodobienstwa przejscia ze stanu w

punkcie 1 do stanu w punkcie 2 oraz ze stanu w punkcie 2 do stanu w punkcie 3.

4. Ukryty model Markowa

W wyniku potaczenia modelu oznaczonego réwnaniem (2) oraz prostego mode-
lu Markowa danego réwnaniem (4) otrzymujemy ukryty model Markowa (latent
Markov model), ktéry mozna zapisa¢ za pomoca wWZzoru:

A B C
_ |1 21 2 2 3
Py =220 2 80 P v P, T, Pt ©)
a=1 b=l c=1

gdzie: 5;[ — poczatkowe prawdopodobienstwo ukrytej klasy w; dla pierwszego okre-

7.1 — ukryte prawdopodobienstwa przejscia, tj. prawdopodobiefistwo

wy\w,

21
su, 7\,
przejscia z ukrytej klasy w; w pierwszym okresie do klasy w, w drugim oraz z ukry-
tej klasy w, w drugim okresie do w; w trzecim okresie, p,,,p;,, — prawdopodo-

bienstwo warunkowe znalezienia si¢ kategorii zmiennej i, j w klasie ukrytej w, w,.
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Podobnie jak modele klas ukrytych, tak i ukryty model Markowa (5) wymaga
spetnienia nastgpujacego ograniczenia:

38, =k X ol =t e, =1 ©
w, =1 i

Wi

5. Zalozenia ukrytych modeli Markowa

Niech R oznacza macierz zawierajaca prawdopodobienstwa warunkowe danych
kategorii zmiennych w klasie ukrytej w, oraz T oznacza macierz prawdopodo-
bienstw przejscia. Gdy macierze R oraz T sa jednorodne w czasie, tzn. macierze te
dla poszczegélnych okreséw sa sobie réwne:

R'=R’=R’=R

Tll — T32 — T,
méwimy o tzw. jednorodnym ukrytym modelu Markowa. Gdy zalozenie oznaczo-
ne réwnaniem (7) nie jest speinione, to taki model nazywamy niejednorodnym
ukrytym modelem Markowa.

W przypadku jednorodnego modelu Markowa rozklady prawdopodobienstw
klas ukrytych dla poszczegélnych okreséw obliczamy poprzez przemnozenie
prawdopodobienstwa klas ukrytych z poprzedniego okresu przez macierz prawdo-
podobienstwa przejscia, tj.:

@)

o) =60 T. &)

(w) (w_1)

T T
i n

Rys. 1. Rozkiad prawdopodobiefistw klas ukrytych dla trzech okres6w
Zrédio: opracowanie wlasne.

Na rysunku 1 pokazano dodatkowo schemat rozkladu klas ukrytych.

6. Miary jakosci dopasowania modelu

W analizie modeli dla tablic kontyngencji mozna postuzy¢ si¢ réznymi statysty-
kami pozwalajacymi na wybér modelu najlepiej dopasowanego do danych. Do
najbardziej popularnych mozna zaliczyé statystyke chi-kwadrat (X%), statystyke
najwiegkszej wiarygodnosci (L?) oraz Cresie-Reada (CR):
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W przypadku statystyki Cressie-Reada przyjmuje sie, ze 4 =% .Gdy 4=1, to

statystyka CR sprowadza si¢ do statystyki y°, a gdy 4 — 0, to statystyka CR réw-
nowazna jest statystyce L.

Dodatkowymi miarami majacymi na celu oceng dopasowania danego modelu sa
kryteria informacji, jak np. kryterium Akaikego (AIC) oraz kryterium BIC:

AIC =1 -2-(liczha stopni swobody) , (12)
BIC = I’ ~In(n)- (liczba stopni swobody) . (13)

Za pomoca tych kryteriéw wybierany jest ten model, dla ktérego danego kryte-
rium przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

7. Zastosowanie

Wykorzystanie modeli Markowa pokazano na przykladzie analizy spétek noto-
wanych na Gieldzie Papierow Wartosciowych w Warszawie od I kwartatu 2005 r.
do I kwartatu 2006 r. Postanowiono podda¢ badaniu wskaznik zysku przypadaja-
cego na jedna akcje (EPS). Z analizy wyeliminowano te spotki, dla ktérych przy-
najmniej w jednym kwartale nie byto danych o tym wskazniku ekonomiczno-
-finansowym. W efekcie analiza zostala przeprowadzona w odniesieniu do 213
spétek.

Wskaznik ten jest jednym z najwazniejszych wskaznikéw dotyczacych poten-
cjalnego inwestora inwestujacego w akcje danej spétki na gieldzie. Aby mozliwe
bylo przedstawienie modeli Markowa, dla kazdego okresu dokonano dychotomiza-
cji wskaznika EPS, przyjmujac za ,,0” — warto$¢ wskaznika na jedna akcj¢ mniej-
sza badz réwng O oraz ,,1”— wartos¢ wskaznika EPS wieksza od zera.

W ocenie dopasowania modelu pod uwage wzigto prosty model Markowa, jed-
norodny ukryty model Markowa oraz niejednorodny model Markowa. Jak pokazu-
ja wartosci statystyki x*, L” czy tez CR, najlepiej dopasowanym modelem jest jed-
norodny model Markowa. Dodatkowo kryteria informacyjne AIC oraz BIC wska-
zuja, ze ten model jest dobrze dopasowany.
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Tabela 1. Ocena jakosci dopasowania modelu

Model dafl ¥ p | 2| p |CR| p | AIC| BIC

Prosty model Markowa 28[110,748(0,0000(83,202{0,0000/96,801/0,0000] 27,202] -66,782
Jednorodny ukryty model Markowa|26| 37,800(0,0632]38,918(0,0496/36,907(0,0762/-13,082{-100,353
Niejednorodny ukryty model Markowa|20] 32,441]0,0388[33,081]0,0331]31,630[0,0474] 6,919 -74.051

Zrédto: opracowanie wtasne.

W tabeli 2 przedstawiono szczegétowa analiz¢ niejednorodnego modelu Mar-
kowa. Mozna zauwazy¢, ze dla 7 = 1 (I kwartat 2005 r.) wigkszos¢ spdtek (61,48%)
notowanych na gieldzie warszawskiej osiagne¢lo wskaznik zysku na jedng akcje
wigkszy od zera i znalazto si¢ w klasie 1. Klase te charakteryzuje bardzo duza licz-
ba spétek (93,72%) osiagajacych dodatnia wartos¢ wskaznika EPS, podczas gdy w
klasie 2 mozna zaobserwowacé, ze wsréd 64,93% spétek notowanych na gieldzie w
Warszawie warto$¢ wskaznik EPS byla mniejsza od zera badz réwna zeru.

Macierz przejscia z ¢ do r+1 pokazuje, ze prawdopodobienstwo przejscia z kla-
sy 1 do klasy 2 wynosi 3,85%. W tabeli 2 znajdujg si¢ jeszcze inne macierze przej-
Scia, ktére w sposob bardziej wyrazny obrazuja to, co wydarzy si¢ w wyniku przej-
$cia z pierwszego analizowanego okresu do np. ostatniego: mozna zauwazyc, ze w
wyniku przejscia z I kwartatu 2005 r. do I kwartatu 2006 r. wsréd 86,75% spétek
mozna bylo odnotowaé to, ze wartos¢ wskaznika EPS byla wigksza od zera, pod-
czas gdy blisko 21% spétek mialo problem z osiagnigciem dodatniego wskaznika
zysku na jedna akcj¢ w ostatnim okresie.

Tabela 2. Estymowane parametry dla jednorodnego modelu Markowa

Rozktady prawdopodobienstw kias ukrytych (8)

Ukryta kategoria | 0,6148

Ukryta kategoria 2 0,3852

Macierze prawdopodobienstw przejscia (T)

Macierz prawdop. Z t=1dot=3 Zt=1dor=4 Zt=1dot=5

przej$cia z ¢ do ¢+1 klas
0,9615 0,0385 0,9268 | 0,0730 [ 0,8956 | 0,1044 0,8675 | 0,1325
0,0609 0,9391 0,1157 | 0,8842 | 0,1651 | 0,8349 0,2096 | 0,7904
Macierz prawdopodobienstw warunkowych (R)
Kategoria | Kategoria
1 2
0,9372 0,0628
0,3507 0,6493

Zrédto: opracowanie whasne z wykorzystaniem programu LEM.

Jesli stosuje si¢ rownanie (8), to istnieje mozliwos¢ obliczenia poszczegdlnych
rozkladéw prawdopodobienstw klas ukrytych dla wszystkich analizowanych okre-
séw, tj. od I kwartatu 2005 r. do I kwartatu 2006 r. Dla 7 = 2, ..., 5 wynosza one:

éf,z = (0,6060 0,3392), 53,) = (0,5908 0,4118), 5:4 = (0,5908 0,4231), 5;:s = (0,5843

0,4333). Mozna zauwazy¢, ze prawdopodobienstwo dla drugiej kategorii wzrasta z
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0,3852 (dla ¢t = 1) do 0,4333 (dla r = 5), czyli w ostatnim okresie 43,33% spétek no-
towanych na gieldzie osiagato wartos¢ wskaznika na jedna akcje mniejsza od zera
lub réwna zeru.

8. Podsumowanie

Modele Markowa niewatpliwie sa bardzo przydatnym narzedziem stosowanym
do badania zmian zachodzacych w danej zmiennej jakosciowej na przestrzeni pew-
nego czasu.

Modele te staly si¢ przede wszystkim bardzo popularne w naukach spotecznych.
W artykule zostala podjgta préba zastosowania ukrytych modeli Markowa do ana-
lizy finansowej, w szczegdlnosci wskaznika zysku na jedna akcje spétek notowa-
nych na Gietdzie Papieréw Wartosciowych w czasie pigciu kwartatow, tj. od
I kwartatu 2005 r. do I kwartatu 2006 r.

Za pomoca obliczenia tzw. macierzy prawdopodobienstw przejscia mozna bylo
zauwazyc, ze z kwartatu na kwartat zmniejszat si¢ odsetek spétek osiagajacych do-
datnig wartos¢ wskaznika EPS. Zastosowanie ukrytych modeli Markowa pozwolito
na zobrazowanie ogdlnej sytuacji finansowej spétek notowanych na gietdzie.
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APPLICATION OF LATENT MARKOV MODEL TO COMPANIES
STOCK CLASSIFICATION

Summary

The main purpose of this paper is to show the latent Markow models, which we
can use to financial analysis. This article shows the earning per share ratio analysis
as one of the most important ratios for the potential investment on stock exchange.

This kind of models has been proposed by Wiggins [1973] and they are combin-
ing of the latent class models and simple Markov model. These models can be used
to describe individual change in categorical variables.
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