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1. Wstep

Relatywnie mato prac, w poréwnaniu z analiza innych wlasnosci finansowych szere-
g6w czasowych, poswieconych zostalo zagadnieniom pomiaru oraz testowania istotnosci
skosnosci rozkladéw stép zwrotu. Typowe wlasnosci szeregéw stop zwrotu (przede
wszystkim grube ogony) powoduja, iz zazwyczaj stosowane testy moga zawodzi¢. Prawi-
diowa identyfikacja potencjalnie wystgpujacej w rozkladach stép zwrotu skosnosci moze
mie¢ jednak kluczowe konsekwencje w wycenie opcji, konstrukcji portfela oraz pomiarze
ryzyka. Celami pracy sq przedstawienie typowych testéw skosnosci wykorzystywanych w
analizach rozkladéw st6p zwrotu wraz z mozliwymi problemami w ich stosowaniu oraz
poréwnanie zgodnosci wynikéw poszczegblnych testéw. Niniejszy artykut jest kontynu-
acja wezesniejszych prac autora [Piontek 2005a; 2005b].

2. Miary skosnosci

W literaturze wymienia si¢ wiele miar skosnosci wraz z opisem ich wiasnosci (por.
[Brys, Huber, Struyf 2003; He, Terisvirta 1999; Peiro 1999]). Miary te dzieli si¢ za-
zwyczaj wedtug wplywu na ich wartos¢ pojedynczych obserwacji nietypowych.

Najczgsciej wykorzystuje si¢ jednak typowe miary skosnosci, z ktérych zdecy-
dowanie najwieksza popularmosé zdobyty dwie miary:
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F'(1-p)+F'(p)-2F"(0.5)
F(1-p)-F"(p)
gdzie: 4. to i-ty moment centralny, F~'(p) natomiast to p-ty kwantyl rozktadu.

2) SK, = , (2)

Miary te w przypadku rozktadéw symetrycznych przyjmuja wartosci bliskie ze-
ru. Odrzucenie lub zaakceptowanie hipotezy o symetrii rozkladu odbywa si¢ jed-
nak na podstawie odpowiednich testéw statystycznych. Testy te moga, ale nie mu-
sza, opiera¢ si¢ na odpowiednich miarach skosnosci. W dalszej czgsci artykutu za-
prezentowane zostaly trzy najczesciej wykorzystywane podejscia dotyczace testo-
wania skosnosci rozkladéw stép zwrotu z instrumentéw finansowych. Przedsta-
wione rozwiazania zobrazowane zostaly nastepnie przyktadem empirycznym doty-
czacym wybranych polskich szeregéw finansowych.

3. Testowanie skosnosci rozkladu stop zwrotu — wybrane podejscia

Sposréd najczesciej wymienianych podejs¢ w zakresie testowania skosnosci
rozktadéw stép zwrotu wymieni¢ mozna nastgpujace rozwiazania (por. [Asai,
Dashzeveg 2006; Bera, Premaratne 2001; Peiro 1999; Piontek 2005a; 2005b]):

a) testy parametréw (statystyk) rozktadéw bezwarunkowych,

b) analiz¢ istotnosci parametréw modeli szeregéw stép zwrotu,

¢) testy zgodnosci rozktadéw (wolne od zalozenia o postaci rozktadu).

Do pierwszej grupy metod zalicza si¢ testy oparte na miarach skosnosci (za-
zwyczaj SK;) W klasycznym tescie normalnosci rozktadu zmiennej losowej zapro-
ponowanym przez Jarque’a i Berego wystgpuja skladniki zwiazane ze skosnoscia
oraz z kurtoza rozkladu. Jest to test taczny, z ktérego wydzieli¢ mozna sktadnik
zwiazany jedynie z testem skosénosci rozktadu':

2
o) .
JB = HT ~ Xl N (3)
gdzie \/b—l to warto$¢ miary skosnosci (SK;), a n to wielkos¢ préby.

Niestety stosowanie tego testu wprost jest zazwyczaj nieuprawnione ze wzgledu
na udokumentowane wieloma badaniami empirycznymi odstgpstwa rozkiadu stép
zwrotu od rozkladu normalnego, ktéry legt u podstaw tego testu. Odpowiednia po-
prawka rozszerzajaca zakres stosowania testu na pewne rozktady o grubych ogo-
nach zaproponowana zostala przez Godfreya i Orme’a [Godfrey, Orme 1991] oraz
spopularyzowana przez Berego oraz Premaratne’a [Bera, Premaratne 2001].

Statystyka testowa przyjmuje postac:

! Pozostawiono typowe oznaczenie skosnosci wystepujace w literaturze.
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RS=n .
[9 +mgm;’ —6m,m;’

:I ~ le’ (4)

gdzie m, to odpowiednie i-te momenty zwykle rozktadu.

Istota poprawki jest zwigkszenie wartosci mianownika dla rozktadéw o grubych
ogonach, co skutkuje zmniejszeniem statystyki testowej i rzadszym odrzucaniem hi-
potezy o symetrii rozkladu w przypadku wystgpowania obserwacji nietypowych.
Nietrudno wykaza¢, ze dla rozkladu normalnego mianownik przyjmuje wartosé 6 i
statystyka dana wzorem (4) jest zgodna ze statystyka dana wzorem (3). Problema-
tyczne pozostaje jednak istnienie széstego, czwartego oraz drugiego momentu zwy-
klego badanego rozkladu. Warunki istnienia odpowiednich momentéw zwyktych
rozktadu wyprowadzone zostaly przy zatozeniu, iz dany szereg stOp zwrotu mozna
opisa¢ modelem GARCH(1,1) z warunkowym rozkladem t-Studenta. Jest to jeden z
najczesciej wykorzystywanych modeli. Ma on postac (por. [Piontek 2005a; 2005b]):

P-P

y,:'P—"'=ﬂ+€,=ﬂ+\/h_,Zm )
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h =w+ac’, + Bh,_, ©

z, ~1id (0,1). (7

Warunek istnienia (2m)-tego momentu zwyklego dla bezwarunkowego rozktadu
realizacji modelu GARCH(1,1) jest nastepujacy (por. [He, Terdsvirta 1999]):

/z'(oz,,B,zm):E[(a:z2 +,B)'"}<1, (8)

gdzie Z to zmienna losowa o standaryzowanym rozkladzie t-Studenta o v stop-
niach swobody.

Dlam =1, 2, 3 uzyskuje si¢ warunki istnienia odpowiednio drugiego, czwartego
1 szostego momentu rozkladu bezwarunkowego szeregu stép zwrotu.

a+p<l1 m; =1 5
ma’ +2mof + B <1 , gdzie m, =3 =< 9
.3 2 * 2 3 V—4
mee +3ma’ f+3maf” + B <1 ( 2)2
* | G

my =15—(V—4)(V—6)'

W czesci empirycznej dla kazdego z analizowanych szeregéw wyestymowane

zostaty parametry (4., 3,v) modelu GARCH(1,1) w celu sprawdzenia istnienia
odpowiednich momentéw oraz poprawnosci stosowania statystyki (4).

U podstaw kolejnego podejscia dotyczacego testowania skosnosci rozktadéw

znajduje si¢ wprost model szeregu stop zwrotu. Wzory (5)-(7) opisuja model
GARCH(1,1), ktérego klasyczna posta¢ zaklada, ze warunkowy rozklad jest rozkla-
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dem symetrycznym. Nic nie stoi jednak na przeszkodzie, by byt to rozkiad skosny o
zerowej Sredniej oraz jednostkowej wariancji. Skosnos¢ warunkowego rozkladu w
modelu GARCH implikuje sko$nos¢ rozkiadu bezwarunkowego. W praktyce jako
warunkowe rozklady skosne wybiera si¢ badZ to rozkiady, ktére w swej istocie sg
rozktadami skosnymi, lub rozklady, ktére powstaly na bazie rozktadéw symetrycz-
nych poprzez odpowiednia ich modyfikacje. W ramach pierwszego podejscia wyko-
rzystuje si¢ najczesciej rozktad Pearsona typu IV (por. [Piontek 2005a]):

T s %)
f(Z;a,q,é)=kl:]+(;] :| exp[& arctg(zﬂ, gdzie k=m (10)

Parametr & jest w tym modelu bezposrednio odpowiedzialny za opis skos$nosci.

Wiecej na temat wykorzystania tego rozkladu w zakresie modelowania skosno-
sci polskich szeregéw finansowych znalez¢ mozna w pracy [Piontek 2005b]. Mniej
popularng alternatywg pozostaja np. rozklady z rodziny hiperbolicznych.

Alternatywne podejscie sprowadza si¢ do uzyskania rozktadéw skosnych na ba-
zie rozktadéw symetrycznych. Aby otrzyma¢ skosny rozklad f(z) na bazie syme-

trycznego rozkladu g(z), wykorzystuje si¢ nastgpujace przeksztalcenie (por. [Pion-
tek 2005a]):

-2 z 4ol 2
d ‘Z"")‘a<w>+b(w)[g[a<w>}‘ﬁ°’ g[b(w)]"”’}’ v

gdzie a(y), b(y) — odpowiednio dobrane funkcje normujace, y — parametr sko-

2t

snosci.

Najczgsciej stosuje si¢ nastgpujace podstawienie a(&)=Eoraz b(£)=¢, lub
a(A)=1-A4 oraz b(A)=1+4 (por. [Piontek 2005a)).

W ramach tej metody rozklady skosne tworzone sa najczgsciej na bazie syme-
trycznego rozkladu t-Studenta lub - rzadziej — rozktadu GED. Testowanie sko$no-
sci rozkltadu stép zwrotu sprowadza si¢ wigc do zbadania, czy dla analizowanego
szeregu parametr modelu odpowiadajacy za skosnos¢ warunkowego rozkladu
(8,£, lub A1) ma warto$¢ istotnie rézna od zera lub alternatywnie, czy model
uwzgledniajacy skosnos$é w istotnie lepszy sposéb dopasowuje sig¢ do danych empi-
rycznych. Zwykle stosowane jest to drugie podejscie, a do wyboru optymalnej po-
staci modelu (ze wzgledu, iz s3 to modele zawierajace si¢ w sobie) wykorzystuje
si¢ test ilorazu wiarygodnosci (likelihood ratio test - LRT) (por. [Piontek 2005b]).

Ostania z prezentowanych w tej pracy technik testowania skosnosci jest intu-
icyjnie najprostsza i pochodzi z pracy Peiro (por. [Asai, Dashzeveg 2006; Peiro
1999]). Podstawowg zaletg tego podejscia jest brak koniecznosci przyjecia zaloze-
nia o konkretnej postaci rozkladu stép zwrotu lub o jego wlasnosciach (np. skon-
czonosci momentéw). Istota testu sprowadza sie do podziatu obserwacji na dwie
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podpréby i poréwnania, czy rozklady w obu podprébach (co do wartosci bez-
wzglednej) sa zgodne:

v ={y-»1y<¥}

v ={y =¥y >¥}

Poréwnania dokonuje si¢ poprzez test zgodnosci rozktadéw tak otrzymanych

zmiennych, ktérym zazwyczaj jest test Kotmogorowa-Smimowa w wersji dla
dwdch prob (por. [Asai, Dashzeveg 2006; Peiro 1999]).

(12)

4. Przyklad empiryczny

Prébe do badan stanowily szeregi prostych, dziennych stép zwrotu liczonych na
podstawie cen zamknigcia. Do analiz wybrano spétki, dla ktérych szeregi stop
zwrotu miaty w dniu badania (17 wrzesnia 2006 r.) co najmniej 1000 obserwacji.
Analizie poddano wigc 150 instrumentéw (w tym wybrane indeksy). Wszystkie
analizowane szeregi stop zwrotu (w celu uzyskania poréwnywalnosci analizowa-
nego okresu) skrécono do 1000 obserwacji. Po 0,5% najwigkszych i najmniejszych
stop zwrotu przeksztalcono, przyréwnujac je odpowiednio do kwantyla 0,5% i
99,5%, co pozwolito zredukowa¢ wptyw szczegdlnie duzych co do wartosci bez-
wzglednej obserwacji nietypowych, bedacych czgsto wynikiem bigdéw w bazach
danych.

W odniesientu do kazdego szeregu stdp zwrotu sko$nosé¢ rozktadu poddano we-
ryfikacji za pomoca 4 omawianych wczesniej testow: testéw wykorzystujacych sta-
tystyki zadane wzorami (3) i (4), testu LRT dla modelu z warunkowym rozktadem
Pearsona typu IV oraz testu Kolmogorowa-Smirnowa dla dwéch podréb (por. wzor
(12)).

Jednoczesnie dla kazdego modelu wyestymowano parametry modelu GARCH i
sprawdzono warunki skonczonosci odpowiednich momentéw rozktadu bezwarun-
kowego.

Zadne z podej$é nie jest wolne od pewnych probleméw. Test wykorzystujacy
statystyke (3) nie jest uprawniony ze wzgledu na grube ogony rozktadéw, co skut-
kuje zwigkszona w stosunku do innych testéw czestoscia odrzucania hipotezy o
symetrii rozkfadu. Statystyka (4) zostala, co prawda, opracowana przy zatozeniu,
ze grube ogony moga wystgpowac, lecz wymaga istnienia skonczonych momentéw
sz6stego i czwartego’ rzedu. Tylko 4 spétki na 150 analizowanych spetniaty wa-
runki statosci tych momentéw wyznaczone na podstawie wyestymowanych para-
metréow modelu GARCH(1,1) z warunkowym rozktadem t-Studenta. Tymi spét-
kami byly: TP SA, PKN Orlen, PEKAO oraz KGHM. W przypadku testu wyko-
rzystujgcego warunkowy rozktad Pearsona typu IV problemem bywa koniecznos¢
maksymalizacji funkcji wiarygodnosci dla 6 parametréw i poszukiwania maksi-

? Skoficzonos$¢ momentu drugiego zapewniana jest na etapie estymacji modelu.
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mum globalnego funkcji. Problemy wystapity takze w odniesieniu do najprostsze-
go testu sprowadzajacego si¢ do poréwnania rozkltadéw dla podpréb uzyskanych
dla danych powyzej i ponizej $redniej (por. wzdr (12)). W polskich szeregach stép
zwrotu z akcji wystgpuje wiele zerowych stép zwrotu. Warto zaznaczy¢, ze nie jest
to wynikiem braku notowan, a po prostu faktu, ze cena si¢ nie zmienita’. W roz-
ktadach stop zwrotu obserwuje si¢ bardzo wyrazny szczyt odpowiadajacy zerowym
stopom zwrotu, ktéry ,,degeneruje” rozklad i powoduje, ze test w swej klasycznej
wersji prowadzi do odrzucenia hipotezy o symetrii praktycznie dla wszystkich sze-
regéw. Zaproponowano wigc modyfikacje testu i badano symetri¢ rozkiadu wokoét
zerowych stép zwrotu, co nie jest duzg ingerencja w istot¢ testu, gdyz srednia stép
zwrotu nieznacznie rézni si¢ od zera. Alternatywa byloby wycigcie z préby zero-
wych stép zwrotu. Problem zerowych stép zwrotu w ostatnim podejéciu obrazuje
rys. 1. Po modyfikacji brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy o réwnosci roz-
ktadow.
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Rys. 1. Poréwnanie rozkladéw dla podpréb (test klasyczny i jego modyfikacja)
Zrddto: obliczenia wtasne.

Uzyskane wyniki dotyczace wszystkich testow prezentuje tab. 1. Wartos¢ ,,1” w
tabeli oznacza, ze dla danego szeregu i danego testu istniaty podstawy do odrzuce-
nia hipotezy o symetrii rozktadu. Oznaczenia kolumn z wynikami testéw sa nastg-
pujace: P4 — test wykorzystujacy rozkiad Pearsona typu IV, RS — test na podstawie
statystyki testowej zadanej wzorem (5), KS — test Kotmogorowa-Smirnowa dla 2
préb, JB — test na podstawie (4).

Z tabeli 1 wynika, iz poszczegélne testy nie zawsze si¢ wzajemnie potwierdza-
Ja. Test P4 prowadzi do odrzucenia hipotezy o symetrii dla 69 analizowanych sze-
regéw, test RS — dla 66, test KS — 54, natomiast test JB dla 100.

3 Czestosci wystgpowania zerowych stép zwrotu dla wybranych akcji: TALEX -~ 13,30%, TIM -
20,40%, TP SA - 11,20%, TRASINTUR - 10,40%, TUEUROPA - 18,60%, TUP - 20,60%, UNI-
MIL - 20,70%, VISTULA - 10,20%, WANDALEX - 18,60%, WIG20 - 0,01%, WILBO - 11,00%,
WOLCZANKA - 14,70%, YAWAL - 16,70%, ZEG — 15,90%, ZREW - 15,10%. Dla pozostatych
spétek wartosci nie odbiegaja od prezentowanych.
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Tabela |. Wyniki testéw skosnosci dla wybranych szeregdw
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Zrédio: obliczenia whasne.
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Tabela 2. Analiza wynikéw

Wyszczegolnienie o R kS
VR ENEER N EYEm

1 51 |15

e 0 18 | 66
1 38.1.16.1:33 121

nE 0 3160133463

B 1 64 | 36 | 66 | 34 | 43 | 57
0 i Bl W 5= i s fam | i b e b

Zrédio; obliczenia whasne.

Tabela 2 prezentuje w zbiorczy sposéb uzyskane wyniki. Wytluszczone warto-
$ci przedstawiaja liczbe szeregéw, dla ktérych testy prowadza do zgodnych wnio-
skéw. Po odrzuceniu testu JB jako nieuprawniony najwyzsza zgodno$¢ wynikow
uzyskano pomigdzy testami oznaczonymi jako P4 i RS, a najnizsza — pomig¢dzy pa-
ra KSiRS.

5. Podsumowanie

Na podstawie przedstawionych metod i badan stwierdzi¢ mozna, ze brak jest
jednoznacznego standardu, w jaki sposob testowac sko$nos¢ w rozkladach stép
zwrotu. Wyniki uzyskane dla szeregéw z polskiej gietdy nie sa jednoznaczne i za-
leza od wyboru testu skosnosci. Mozna przyjaé jednak, ze w ok. 42% analizowa-
nych przypadkéw mamy do czynienia z rozkladami niesymetrycznymi. Prawidlo-
we zidentyfikowanie spélek, dla ktorych obserwuje si¢ skosnos¢ w szerach st6p
zwrotu, moze prowadzi¢ do poprawy procedur zarzadzania portfelem lub pomiaru
ryzyka, co powinno skutkowa¢ wymiemymi korzysciami ekonomicznymi. Nie-
zbedne wydaja si¢ jednak dalsze badania nad testowaniem skosnosci rozktadéw
stop zwrotu w obszarze zaréwno teorii, jak i badan empirycznych ze szczegélnym
uwzglednieniem specyfiki rynku polskiego (duza liczba zerowych stép zwrotu).
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MEASURING AND TESTING OF SKEWNESS FOR FINANCIAL
RETURN DISTRIBUTIONS

Summary

The presumption of skewness in financial returns is implicitly or explicitly as-
sumed in many financial models. However, the possible skewness of the uncondi-
tional distribution of stock or index returns is still an open question. In this paper,
three different approaches are briefly reviewed and their properties discussed in the
relevance of testing skewness in the whole return distribution: the adjusted Jacque-
Bera test, the test based on the GARCH(1,1) model with the conditional Pearson
type IV distribution and the distribution free test for skewness by Peiro. In the em-
pirical part of the paper, 150 Polish financial series are examined. The results re-
ceived from our research proved that about 42% of financial distributions are
asymmetric.
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