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METODY OCENY JAKOSCI ODWZOROWANIA
WSPOLWYSTAPIEN KATEGORII CECH
W ANALIZIE KORESPONDENCJI

1. Wstep

Analiza korespondencji umozliwia rozpoznanie jednoczesnych wystapien kate-
gorii zmiennych nominalnych. W metodzie tej wyodrebnia si¢ dwa podejscia:

— klasyczna analiz¢ korespondencji (dla dwdch zmiennych, ktérych liczebno-
sci jednoczesnych wystapien zapisane sa w tablicy kontyngencji; ten sam algorytm
wykorzystywany jest rowniez w analizie wielu zmiennych, ktorych liczebnosci sg
zapisane w wielowymiarowej tablicy kontyngencji, {aczonej tablicy kontyngencji,
macierzy znacznikow);

— analize korespondencji wielu zmiennych (liczebnosci wystapien kategorii
zmiennych zapisane sa w macierzy Burta).

Wyniki uzyskane po przeprowadzeniu analizy korespondencji w dowolnym z
wymienionych podejs¢ prezentowane sa jako rozrzut punktéw w przestrzeni o ni-
skim wymiarze. Rzeczywisty wymiar przestrzeni wspoétwystapien kategorii zmien-
nych jest najczesciej bardzo wysoki (zob. punkt 2). Powstaje zatem pytanie, w jaki
sposéb okresli¢ ostateczny wymiar przestrzeni rzutowania, tak by utrata informacji
o rzeczywistych wspétwystapieniach kategorii cech byla jak najmniejsza.

Celem artykulu jest zaprezentowanie powszechnie wykorzystywanych technik
oceny jakosci odwzorowania, ktére beda podstawa dalszych badan autorki.

2. Podstawowe pojecia w analizie korespondencji

Krokiem wstgpnym do zaprezentowania sposobow oceny jakosci odwzorowania
wspotwystapien kategorii cech w analizie korespondencji jest przedstawienie pod-
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stawowego algorytmu metody. Kolejnosé obliczen wykonywana w klasycznej anali-
zie korespondencji jest w analizie wielu zmiennych identyczna. Techniki te rézmia
sie jedynie zapisem zmiennych w tabelach. Graficzna prezentacje wynikéw wykonu-
je sig¢ dzigki zastosowaniu rozktadu macierzy wedtug wartosci osobliwych i wyzna-
czeniu na tej podstawie wspdtrzednych rzutowania kategorii zmiennych. W klasycz-
nym podejsciu przeprowadza si¢ rozklad macierzy standaryzowanych réznic:
A=D"*(P-rc")D;"? =UI'V", (1)
gdzie: P jest macierza czestosci zaobserwowanych, r (¢) — wektor czgstosci brze-
gowych wierszy (kolumn), D, (D,) to diagonalna macierz czgstosci brzegowych
wierszy (kolumn), T to diagonalna macierz niezerowych wartosci osobliwych ma-
cierzy A (ulozonych w porzadku nierosnacym), U to macierz lewych wektoréw
osobliwych, V to macierz prawych wektoréw osobliwych, wektory zapisane w U
oraz V sa nazywane osiami gtéwnymi rzutowania.
Wspbéirzedne rzutowania kategorii cech zapisanych w wierszach (kolumnach)
analizowanej macierzy wyznacza si¢ nastepujaco:
F=D;"*Ur(G=D;"*VI'). (2)
W analizie korespondencji jednym z kluczowych pojec¢ jest inercja catkowita
(A), ktéra zachowuje nastepujace relacje z macierzq AiT*=A:

rA"A=rrAA"T =trA=%—=}= Z Y. (3)

Inercja catkowita jest interpretowana jako miara zalezn0501 mi¢dzy cechami. In-
ercja catkowita jest suma inercji gtéwnych, czyli wartosci wiasnych bedacych kwa-
dratami wartosci osobliwych wyznaczonych podczas dekompozycji macierzy A.

Rzeczywisty wymiar przestrzeni rzutowania jest, jak juz wspomniano, bardzo wysoki
i w podejéciu klasycznym jest réwny K =min(r —1;c—1), a w analizie macierzy Burta

[
-K= Z;(Jq —1) (gdzie J, to liczba kategorii g-tej cechy, g = 1, ..., 0).
“

Korzystajac z wartosci wspélrzgdnych w rzeczywistej przestrzeni rzutowania,
mozna powrdci¢ do liczebnosci zaobserwowanych analizowanej tabeli. Dla tablicy
kontyngencji powiazanie liczebnosci zaobserwowanych n; i wspétrzednych wier-
szy i kolumn jest nastgpujace:

n;=n-p.-p., [HZ \/—] (4)

gdzie: pi.. (p.j) to czgstosci brzegowe wierszy (kolumn); n jest liczbg badanych
obiektéw; A, to k-ta wartos¢ wilasna; f; to wspéirzedna i-tej kategorii na k-tej osi;
8j« to wspétrzedna j-tej kategorii na k-tej osi.

187



3. Ocena jakosci odwzorowania wspolwystepowania kategorii cech’

Istotnym elementem w trakcie wykonywania analizy korespondencji jest
sprawdzenie, czy otrzymane wyniki odzwierciedlaja rzeczywiste powiazania wy-
stgpujace mi¢dzy kategoriami zmiennych.

Stopien wyjasniania inercji

Popularnym i niewymagajacym wielu obliczen miemikiem oceny jakosci odwzoro-
wania rzeczywistych powiazan kategorii cech jest stopien wyjasniania inerc;ji.

Wskaznik ten jest gléwnym sposobem okreslania wymiaru przestrzeni rzutowa-
nia (zob. [Andersen 1991, s. 374; van der Heijden 1987, s. 34; Sikorski 1987,
s. 35]) i jest wyznaczany jako udzial inercji wybranego wymiaru w inercji catkowitej:

X" K
DA Dk
k=1 = k=]

l b
4
gdzie: K' to wybrany wymiar rzutowania ( K <K ) ; A sa to wartosci wlasne k-tej

osi(k=1,....K).
Inercja wybranego wymiaru jest suma wszystkich wartosci wiasnych przypisa-

&)

TK. =

M

e
1]

1

K
nych osiom giéwnym tego wymiaru: z/ll )
k=1

Sikorski {1987, s. 35] interpretuje 7,. jako miarg jakosci odtworzenia obserwa-

cji. Biorac pod uwage powiazania statystyki 7%, catkowitej inercji A oraz wartosci
wiasnych (por. wz6r (3)), mozna przyjaé, ze 7,. jest to proporcja 2 ktéra zostata

zdekomponowana w wymiarze K':

X
T .= (6)

K 2

4
Przyjmuje si¢, Zze najlepszym rozwiazaniem jest wybranie takiego K, gdy 7,

gl

|
I}

jest bliskie 1, a po zwigkszeniu wymiaru przestrzeni wartos¢ tego wskaznika nie

wzrasta gwaltownie. Oznacza to, ze suma inercji gléwnych wybranej przestrzeni

rzutowania jest bardzo bliska inercji catkowitej. Stawiajac dodatkowe ogranicze-

nie, ze prezentacja graficzna wspStwystgpowania kategorii moze by¢ wykonana

jedynie w przestrzeni jedno-, dwu- lub tréjwymiarowej, nalezaloby oczekiwaé, ze
powinno byé réwne 1, 2 lub 3.

" Punkt 3 zawiera obszerne fragmenty rozprawy doktorskiej autorki pt. ,, Wykorzystanie analizy
korespondencji w badaniach marketingowych”.
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Jednoczesne spetnienie obydwu wymagan odnosnie do wartosci K~ jest mozli-
we najczesSciej w klasycznej analizie korespondencji. W zwyklej tablicy kontyn-
gencji, taczonej tablicy kontyngencji, macierzy znacznikéw (dla malej liczby
obiektéw, zmiennych i kategorii) oraz wielowymiarowe;j tablicy kontyngencji rze-
czywisty wymiar rzutowania nie jest wysoki, a dwie pierwsze wartosci wtasne ma-
ja w sumie udziat w inercji catkowitej zwykle réwny tacznemu udziatlowi pozosta-
tych wartosci wiasnych badz wigkszy od niego.

Problem wyboru przestrzeni rzutowania, tak by wartos¢ 7,. byia bliska jedno-

$ci, staje si¢ trudny do rozwiazania w analizie macierzy Burta lub bardzo rozbudo-
wanej ztozonej macierzy znacznikéw Z. Rzeczywisty wymiar prezentacji wspél-
wystepowania kategorii zmiennych jest w takim przypadku bardzo wysoki. Pierw-
sza wartos¢ wlasna nie jest juz tak znacznie wyzsza od pozostatych, jak w klasycz-
nej analizie korespondencji. Kolejne inercje gléwne nie réznia si¢ juz w tak duzym
stopniu. W zwiazku z tym 7,. bedzie bliskie 1, gdy K’ bedzie bliskie K.

Macierz odtworzenia

Wazna metoda oceny jakosci odwzorowania jednoczesnego wystapienia kate-
gorii cech jest poréwnanie liczebnosci rzeczywistych z liczebnosciami wyznaczo-
nymi za pomoca formuly odtworzenia (zob. [Benzécri 1992, s. 126; Greenacre
1984, s. 93; van der Heijden 1987, s. 32]).

Macierz odtworzenia jest macierza liczebnosci obliczonych na podstawie war-
tosci wiasnych i wspétrzednych wybranego wymiaru przestrzeni rzutowania.

W klasycznej analizie korespondencji, na podstawie zaleznosci wyrazonej wzo-
rem (4), budowana jest macierz odtworzenia wejsciowej macierzy danych, ktdrej
elementy s3 wyznaczane w nastgpujacy sposob:

=n-p.-p.,- (HZ J—g] 7

Otrzymane wartosci 7, sg zaokraglane do najblizszej wartosci catkowite;j.

Wynik uzyskany po zastosowaniu wzoru (7) jest, jak pisze Benzécri [1992,
s. 128], obrazem wzajemnego przyciagania (attraction) lub odpychania (repulsion)
kategorii réznych cech. Przycigganiem mozna okresli¢ stan, w ktérym jest obser-
wowane wspolwystepowanie dwdch kategorii ré6znych cech. Gdy kategorie spora-
dycznie wystgpuja wspdlnie, mozna scharakteryzowaé zaistniala sytuacj¢ jako od-
pychanie si¢ wariantéw cech. Analizujac np. wzér (7), mozna stwierdzié, ze przy-

cigganie miedzy i-ta oraz j-ta kategorig nast¢puje, gdy ( Sfar ,k)>0 (gdzie

k=1,..,K"); wtedy liczebnos'é odtworzona jednoczesnego wystapienia i-tej i j-tej

kategorii wzrasta o Z \/_ % ponad liczebnos¢ oczekiwana (n Do’ P ]) Odpy-
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chanie kategorii wystepuje, gdy ( Ju 8t ) <0 (gdzie k=1,...,K"), co w rezultacie
powoduje obnizenie oczekiwanej liczebnosci jednoczesnego wystapienia analizo-
wanych dwoéch kategorii. Wyrazenie ( Su 8i ) przyjmuje wartosci dodatnie, gdy

punkty obrazujace i-tg i j-ta kategori¢ maja wspdirzedne na k-tej osi o tym samym
znaku (podczas projekcji na k-ta o$ punkty te s3 umiejscowione po tej samej stro-
nie centrum rzutowania). Wyrazenie ( f.- 8 jk) przyjmuje wartosci ujemne, gdy

znaki wspdtrzednych i-tej 1 j-tej kategorii na k-tej osi sa rézne. Gdy odpychanie
dwéch kategorii réznych cech jest bardzo duze, moze zdarzy¢ sie, ze

< f.'k "8 i _ . . Lo . .
Z—— < -1, co z kolei spowoduje wystapienie w macierzy odtworzenia warto-
k=1

$ci ujemnych. Zaistnienie takiej sytuacji oznacza, Zze jednoczesne wystapienie
i-tej oraz j-tej kategorii jest w rzeczywistosci, w poréwnaniu ze wspélnymi wysta-
pieniami innych kategorii, niemozliwe.

W trakcie analizy korespondencji opartej na macierzy Burta formul¢ odtworze-
nia konstruuje si¢ w analogiczny sposéb do podejscia klasycznego.

Po poréwnaniu liczebnosci zaobserwowanych n; oraz odtworzonych 7n; mozna

stwierdzi¢, czy istnieja migdzy tymi wartosciami istotne réznice. Ponizej przedsta-
wiono propozycje oceny jakosci odwzorowania rzeczywistej sytuacji wspotwyste-
powania cech, wykorzystujace liczebnosci odtworzone.

Andersen [1991, s. 374] proponuje, by oceng jakos$ci odwzorowania wykona¢
na podstawie statystyki najwig¢kszej wiarygodnosci:

L'=2Y%n(Inn,-Ina,) (8)
izl j=I
Statystyka ta jest sprawdzianem prawdziwosci hipotezy
Hy: 4,=0, gdy k>K . A>4,>...>4.>0

oraz ma rozktad ¥* z (r— K" —1)(c- K" -1) stopniami swobody. Hipoteza alterna-
tywng wobec Hj jest:
Hy: A, >0, gdyk>K".

Jezeli zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy, to wybrany wymiar rzuto-
wania jest najlepszy, a jako$¢ odtworzenia — wysoka [Gilula, Haberman 1986].

Tak jak wspomniano, w macierzy odtworzenia moze si¢ pojawi¢ wartos¢ ujem-
na liczebnosci jednoczesnego wystapienia dwéch kategorii réznych cech. W takim
wypadku zastosowanie testu L” jest niemozliwe.

Andersen [1991, s. 377; 1997, s. 224] proponuje inny sposéb poréwnania li-

czebnosci n; oraz n; , wykorzystujac w tym celu statystyke X

Y
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2
X = 9
ko5 = (n,, n_].)/n
Mozna jednak wykaza¢, ze:
K
Xo=n Y A (10)
k=K"+1

Andersen [1997, s. 224] stwierdza, ze wartos$¢ Zi. jest zblizona do wartosci

statystyki y” obliczonej dla wejéciowej tablicy kontyngencji wtedy, gdy prezenta-
cja w przestrzeni K -wymiarowej w niewielkiej czesci wyjasnia powiazania kate-
gorii zmiennych. Wartosé ,1"2(. nizsza od y’ i dazaca do zera wskazuje na wyja-

snianie wspétwystepowania kategorii cech w bardzo wysokim stopniu. Miara ta
moze by¢ bezposrednio zastosowana do oceny jakosci odwzorowania w analizie
zwyklych, taczonych lub wielowymiarowych tablic kontyngencji.

Andersen [1991, s. 378; 1997, s. 225] proponuje, by po obliczeniu statystyki ,(f(.

wyznaczy¢ nast¢pujaca miar¢ stopnia przeniesienia powiazan wystgpujacych migdzy ka-
tegoriami cech, z tablicy kontyngencji do przestrzeni o wymiarze K < K:
2 2
rl =—-—I s .
K 7
X S
Korzystajac z zaleznosci: A =%— oraz A= Z A, , jak réwniez ze wzoru (10),
n k=1

(1D

mozna si¢ przekonac, ze:
2
Few =T, (12)

Okazuije si¢, ze proponowany przez Andersena miemik stopnia przeniesienia powiazan
kategorii cech z tablicy kontyngencji do przestrzeni K -wymiarowej jest réwny udziatowi
sumy wartosci wlasnych z wybranej przestrzeni rzutowania w inercji catkowite;.
»nKorelacje” punktéw z osiami

Jako$é odwzorowania rzeczywistych powiazan kategorii cech w przestrzeni K -
-wymiarowej mozna okresli¢, analizujac udzial k-tej osi gléwnej w zobrazowaniu
wystapien wybranego wariantu zmiennej. Miara ta jest umownie nazwana korela-
cja punktu z osia. Jezeli optymalna przestrzen rzutowania jest wymiaru K, to roz-
patrywane sa korelacje punktéw (kategorii cech) z K~ pierwszymi osiami. Korela-
cje punktu z osia wskazuja, ktéra os najlepiej opisuje punkt (kategori¢).

Korelacje punktéw z osiami moga by¢ wyznaczone niezaleznie od zastosowa-
nego w analizie korespondencji podejscia i sg obliczane w nastgpujacy sposéb:

2 _ piofikz i (13)

cor, =—————=

ik K 4
Z pl'-fil’(z Af
k=1
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2
p° A
cor? =Pk T (14)

Jjk K

A.
Zp.jgfk !
k=1

gdzie: A, =p,. fi (A =p.; gf.k) to inercja i-tej (j-tej) kategorii na k-tej osi;

K
A=Y p. fi (4 Zp,/ g2 ) to inercja i-tej (j-tej) kategorii (A= Zﬂ, lub

k=1

C

=3"2,).

J=1

Mozna ZaplsaC ze lnerC_]a k-te_| osi Wyl'lObl

A=Y A=A =Y 1= 0., 8 (15)
il = Pt o

W pracach Clausena [1998, s. 17] oraz Lebarta, Morineau i Warwicka [1984,
s. 47] wystepuje procentowy wktad punktu (kategorii) w tworzenie okreslonej osi.
Udziat kazdego punktu oblicza si¢ dzielac 4, lub 4, przez 4, .

A

Znak korelacji obliczanej jako pierwiastek z wyrazenia (13) i (14) zalezy od
znaku wspdlrzednej punktu na okreslonej osi.

Na podstawie wzoréw (13) i (14) mozna stwierdzié, ze wartos¢ cor; ,k , (CO )

wskazuje, jaka czgs$é udzialu i-tego (j-tego) punktu w catkowitej inercji zalezy od
udziatu i-tej (j-tej) kategorii w k-tej inercji gldéwnej.

Wartos¢ korelacji punktu z osia wskazuje, jak dobrze punkt jest opisywany
przez dana o$. Na tej podstawie wyznaczany jest miemik jakosci odzwierciedlenia
rzeczywistych wystapien kategoru w wybranej przestrzeni. Jesli wybrana najlepsza
przestrzen rzutowania jest K -wymiarowa, to jako$é odwzorowania mozna zmie-
rzy¢ za pomoca nast¢pujacego miernika:

.
geor.. =Y cory, (16)

qcor;(. = Zcorfk. {an
Wartos¢ tego miernika wskazuje, jaki procent inercji i-tej kategorii jest zawarty
. * . . P .s » . .
w przestrzeni K -wymiarowej. Suma kwadratéw korelacji punktéw ze wszystkimi
osiami jest réwna 1.
4. Podsumowanie
W przestawionej pracy autorka zdecydowala si¢ zaprezentowac trzy sposoby

oceny jakosci odwzorowania wspdétwystapien kategorii cech.
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Pierwszy z nich — stopien wyjasniania inercji — mozna nazwa¢ miernikiem uni-
wersalnym. Jednak nie mozna go uzna¢ za jedyny i wystarczajacy. Stopien wyja-
$niania inercji jest w gléwnej mierze sposobem wyboru wymiaru przestrzeni rzu-
towania, a nastgpnie dopiero moze by¢ wykorzystany jako kryterium oceny po-
prawnosci przeprowadzonej analizy. Wskaznik ten, mimo iz jego sformutowanie
jest zrozumiale, nie rozwiazuje probleméw nurtujacych badacza. Niedoskonatosé
tego miernika jest szczegdlnie widoczna w przypadku analizy macierzy Burta,
wskazujacej bardzo wysoki wymiar przestrzeni rzutowania rzeczywistych powia-
zan (pierwsze inercje giéwne nie sg juz znacznie wyzsze od kolejnych).

Dla wigkszosci tablic (z wylaczeniem macierzy Burta) mozliwe jest ocenianie
jakosci odwzorowania z wykorzystaniem macierzy odtworzenia. Metoda ta, tak jak
poprzednia, wydaje si¢ bardzo trafna. W trakcie jej stosowania mozna jednak napo-
tka¢ pewne trudnosci, ktére opisano w artykule. Wprowadzona przez Andersena
[1991] modyfikacja tej metody prowadzi do miernika, ktéry przedstawiono wczes-
niej, czyli stopnia wyjasniania inercji.

Jako miary jakosci odwzorowania rzeczywistych powiazan kategorii cech w li-
teraturze sg réwniez proponowane korelacje punktéw z osiami oraz elementy z ni-
mi zwiazane. Mierniki te w najpetniejszy sposéb analizujg powiazania wystgpujace
mi¢dzy wszystkimi punktami i wszystkimi osiami wybranej przestrzeni rzutowa-
nia. Jedynym minusem jest tu konieczno$¢ przeprowadzenia wielu skomplikowa-
nych obliczen i dokladnego rozpatrzenia kazdej otrzymanej wartosci. Z tego
wzgledu w wielu opracowaniach, w ktérych analiza korespondencji jest jedynie na-
rzgdziem i nie stanowi centralnego punktu badania, ten rodzaj wskaznikéw ocenia-
Jjacych jakos¢ odwzorowania wspStwystapien kategorii cech jest pomijany.

Wszystkie zaprezentowane metody oceny jakosci odwzorowania maja swoje
wady i zalety. Aby poprawnie i dogl¢bnie ocenié jako$¢ prezentacji wynikéw ana-
lizy korespondencji, nalezy zastosowac jak najwigcej z nich.
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METHODS OF QUALITY MEASUREMENT IN DISPLAYING
RELATIONS BETWEEN CATEGORIES OF VARIABLES
IN CORRESPONDENCE ANALYSIS

Summary

Article presents methods of quality measurement in displaying relations be-
tween categories of variables in correspondence analysis. This problem is very im-
portant, because analysis’ results are usually presented in less than full dimensional
space. Diagnosis of range of information lost while displaying relations between
categories of variables plays important supporting role in the interpretation of re-
sults of correspondence analysis.
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