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POROWNANIE METODY GRADIENTOWE]
WYKORZYSTUJACEJ TRANSFORMACJE LOGISTYCZNA
Z WYBRANYMI METODAMI DYSKRYMINACJI

1. Wstep

Agregacyjna metoda gradientowa zostala zaproponowana przez Friedmana w
roku 1999 (zob. [Friedman 2001}). Jest ona przykladem nieparametrycznej metody
wykorzystujacej sckwencyjne taczenie modeli sktadowych, tworzonych i systema-
tycznie poprawianych w kolejnych krokach algorytmu (boosting method)
(por. [Freund, Schapire 1997; Hastie, Tibshirani, Friedman 2001]). W efekcie wy-
korzystania tej procedury poprawiona zostaje réwniez jakos¢ modelu koncowego.

Metoda gradientowa pierwotnie znalazla zastosowanie w analizie regresji. Jej
algorytm wykorzystywany w regresji nosi nazw¢ MART — agregacyjnej metody
drzew regresyjnych (multiple additive regression trees). Jednak Friedman przed-
stawit réwniez modyfikacje algorytmu MART, w ktérej zastosowal metod¢ gra-
dientowa, oparta na transformacji logistycznej, do rozwiazania problemu dyskry-
minacji K klas.

Nieparametryczna metoda MART, stosowana w regresji, charakteryzuje si¢
bardzo dobrymi wlasnosciami statystycznymi. Jest odporma na wystgpowanie
w zbiorze uczacym szumu oraz wartosci oddalonych (zob. [Trzgsiok 2006]).
Gléwnym atutem modelu skonstruowanego poprzez algorytm MART jest doklad-
nos¢ predykeji. W poréwnaniu z innymi nieklasycznymi metodami regresji modele
otrzymane za pomoca tej metody charakteryzuja si¢ jednymi z najwyzszych warto-
$ci miar jakosci (zob. [Meyer, Leisch, Hornik 2002]).

Powstaje wi¢c pytanie, czy metoda gradientowa wykorzystujaca transformacje
logistyczna, jako modyfikacja algorytmu MART, jest dobrym narz¢dziem do roz-
wiazania problemu dyskryminacji K klas. Interesuje nas, czy na tle innych metod
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dyskryminacji omawiana metoda gradientowa charakteryzuje sie tak dobra doktad-
noscia uzyskiwanych modeli jak metoda MART w poréwnaniu z innymi metodami
regresji.

2. Metoda gradientowa wykorzystujaca transformacje logistyczna
2.1. Sekwencyjne Iaczenie modeli skfadowych

Przedstawiona w tym artykule metoda gradientowa wykorzystujaca transformacje
logistyczng jest przyktadem sekwencyjnego taczenia modeli sktadowych, gdzie mo-
del koncowy wyznaczony zostaje iteracyjnie w trakcie wykonywania algorytmu.

W pierwszym kroku tego algorytmu, na podstawie zbioru uczacego, skonstru-
owana zostaje funkcja dyskryminacyjna F (X). Za pomoca pewnej funkcji straty
badamy jako$¢ klasyfikacji wyznaczonego modelu dyskryminacji, a nast¢pnie
zbior uczacy U zostaje odpowiednio przeksztalcony. Dla przetransformowanych
obserwacji ze zbioru U, ponownie szukamy reguty dyskryminujacej F,(X), po
czym badamy jakos¢ tej klasyfikacji i po raz drugi przeksztalcamy obserwacje w
zbiorze uczacym. Procedur¢ powtarzamy az do momentu, kiedy jako$¢ modelu
otrzymanego w kolejnym kroku nie rézni si¢ istotnie od jakosci modelu z kroku
poprzedniego. Z ciagu uzyskanych regul F (X) tworzymy zagregowany model

koncowy.
2.2, Posta¢ modelu w metodzie gradientowej

Zagregowany model dyskryminacyjny w metodzie gradientowej mozna zapisaé
réwnaniem:

M M M I,
F(X)=ZF;"(X)=ZT(X’OM):ZZ}IJM‘I(XEij)' (l)
m=0 m=0 m=0 j=1
W modelu tym funkcje sktadowe majg posta¢ drzew klasyfikacyjnych:
Im
I:m(X):T(X’@m)zzyjm I(Xe R/m) (2)
j=t

z parametrami O©,, ={R,,,7;,},.,_, . gdzie R, sa rozlacznymi obszarami otrzy-
manymi poprzez podzial przestrzeni zmiennych objasniajacych, natomiast ¥, to
numery klas przypisane obserwacjom z danego obszaru (zob. [Gatnar 2000]).

Estymatory parametréw ©, w modelu zagregowanym (1) otrzymujemy po-
przez minimalizacj¢ funkcji straty w zbiorze uczacym:

~

N M
Gm:argminzL[yi’zT(xi’em))' (3)

{8 }meo_.t i=1 m=0
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Zagadnienie minimalizacji (3) jest ztozone obliczeniowo, dlatego do jego roz-
wigzania stosuje si¢ czesto metode najwigkszego spadku (steepest descent algori-
thm) (zob. [Hastie, Tibshirani, Friedman 2001]).

W metodzie tej, aby uzyska¢ minimum funkcji straty, czyli inaczej najwigksza
redukcje wartosci funkcji L, bedziemy przesuwac si¢ w kierunku przeciwnym do
jej gradientu:

—pm ’ gm = —pm ' [gm (xl')] i=l,..N ° (4)

Parametr p, € R nazywany jest dlugoicia kroku, zas g, € R" jest gradientem
z funkcji straty L o skladowych:

oL(y,, F(x,
gm(xi)=[w} '
F(x;) FO)= g (0))

Metoda gradientowa stosowana zaréwno w dyskryminacji, jak i regresji zawdzigcza
swa nazwg wlasnie metodzie najwigkszego spadku wykorzystujacej gradient funkcji L.

5)

2.3. Posta¢ funkcji straty w metodzie gradientowej
wykorzystujacej transformacje logistyczng

Rozpatrywana w tym artykule metoda gradientowa dotyczy przypadku dyskry-
minacji K klas. Zalézmy wigc, ze:
N {l, gdy x, znajduje si¢ w klasie k ©

= 0, w przeciwnym wypadku

Oznaczmy przez p, (x) prawdopodobienstwo tego, ze obiekt x nalezy do klasy k:
p.(x)=Pr(y, =1]x). (7
Przyjmujemy, ze regula dyskryminacyjna F, (X) dla klasy o numerze £ oparta
jest na transformacji logistycznej i mozna zapisac ja w postaci:
1 K
F,(X)=In pk(X)—EZln p(X). (8)
1=1
Po przeksztatceniu formuly (8), okreslajacej funkcje F, (X), otrzymujemy row-
nanie wyrazajace prawdopodobienstwo p, (X):

5. (%)= SHE0)

D exp(F(X))

1=1
W rozpatrywanym zagadnieniu dyskryminacji K klas wykorzystamy logistycz-
n3 funkcje straty L:

K
L((yk:F;((X))k=| K)=_Zyk InPk(X)» (10)

‘‘‘‘‘ k=1
gdzie y, oraz prawdopodobienstwo p, (X)opisane sa wzorami (6), (9).

€))
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Wyznaczenie modelu dyskryminacyjnego (1) sprowadza si¢ do wyznaczenia parame-
tréw tego modelu poprzez minimalizacje funkcje straty za pomoca strategii wspinaczki.
W tym celu konieczne jest wyznaczenie sktadowych gradientu funkcji L:

OL((y» B (X Dior,..x)
dF, (x;)

(11)

:I(FI(XFfI.m-l("))u..,.K
Po podstawieniu do réwnania (10) prawdopodobienstwa p (X) danego wzo-

rem (9) i obliczeniu gradientu funkcji L otrzymujemy nastgpujace sktadowe gra-
dientu funkcji straty:

_|: aL((y,-, , F; (x; ))1:1 x)

oF, (x,)

} = Y = Pena (X)) (12)
CFr ()= fppnt (X1, x
gdzie p,, (X) jest pochodna funkcji F,, _,(X).

W algorytmie metody gradientowej sktadowe zapisane wzorem (12) nazywaé
bedziemy pseudoresztami.

2.4. Algorytm metody gradientowej
wykorzystujacej transformacje logistyczna

Algorytm metody gradientowej, oparty na logistycznej funkcji straty i wykorzy-
stujacy metode najwickszego spadku, mozna zapisaé w nastgpujacych krokach
[Friedman 2001]:

1. Przyjmujemy poczatkowe funkcje dyskryminujace:

F,(X)=0,dla k=1,...,K . (13)

2. Dla m=1,....M wykonujemy kroki:

A. Zgodnie z wzorem (9) obliczamy prawdopodobienstwa p,(X), dla
k=1,..,K.
B. Dla k=1,...,K:
e Zgodnie ze wzorem (12) obliczamy pseudo-reszty:
Vu = Vi —P(x)),dla i=1,...,N . (14)
® Szukamy obszaréw R, (dla j=1,...J), postugujac si¢ przeksztal-

conym zbiorem uczacym:
{(x;,¥,):i=1...,N}. (15)
e Na podstawie algorytmu Newtona-Raphsona wyznaczamy parametry
modelu ze wzoru:
Z S)ik

}, _ K—l. X,€R;,,
o K Z Ij;ik |(1'| 5’;’1: I)

X €R i

ydla j=1,...,J. (16)
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e Przyjmujemy:

J
ka(x):F'k.m—l(X)*—Z;/jlan I(xe learl) . (17)
j=1
3. Koncowe reguly dyskryminujace maja postaé:
F.(X)=F,X),dla t=1,...K. (18)

W pierwszym kroku tego algorytmu ustalamy poczatkowe reguty dyskryminujace
(13), a nastgpnie wyznaczamy prawdopodobienstwa p, (X) zgodnie ze wzorem (9).
W kolejnym etapie obliczamy pseudoreszty y, , wyznaczajace najwigkszy spadek funk-
¢ji straty, do ktérych dopasowujemy drzewo dyskryminacyjne. Parametry 7, modelu
nalezy wyznaczy¢ poprzez minimalizacje funkcji straty w zbiorze uczacym. Okazuje si¢
jednak, ze jest to zagadnienie zlozone obliczeniowo, dlatego do jego rozwiazania wyko-
rzystujemy algorytm Newtona-Raphsona (zob. [Friedman 2001]), za pomocg ktérego
otrzymujemy oszacowania szukanych parametréw w postaci zapisanej wzorem (16). W
kolejnym etapie algorytmu poprawiamy modele skfadowe i powtarzamy procedure. Mo-
dele koncowe (18) uzyskujemy w ostatnim kroku algorytmu.

3. Poréwnanie metody gradientowej wykorzystujacej transformacje
logistyczng z innymi metodami dyskryminacji

Nieparametryczna metoda MART wykorzystywana w regresji charakteryzuje
si¢ bardzo dobrymi wlasnosciami statystycznymi: generuje modele dokladne (o ni-
skich bledach predykcji) oraz jest odpoma na wystegpowanie w zbiorze uczacym
szumu i wartosci oddalonych (zob. [Trz¢siok 2006]). Zachodzi pytanie, czy row-
niez metoda gradientowa wykorzystujaca transformacje¢ logistyczna, ktéra jest mo-
dyfikacja metody MART, ma tak dobre wtasnosci statystyczne. W tym celu prze-
prowadzona zostala analiza poréwnawcza omawianej metody gradientowej
z innymi metodami dyskryminacji. W przeprowadzonej analizie zastosowano:
¢ BOOST_LN - agregacyjna metod¢ gradientowa wykorzystujaca transformacje

logistyczna,

e LDA - liniowg analiz¢ dyskryminacyjna,

KNN - metodg k-najblizszych sasiadow,

NNET - sie¢ neuronowa,

RFOREST - zagregowane drzewa klasyfikacyjne Breimana,

SVM - metode wektoréw nosnych.

Symbole, ktérymi oznaczone zostaly poszczegélne metody, zostaly zaczerpnigte
znazw funkcji realizujacych te metody w pakiecie statystycznym ,R”. Pakiet ten byt
pomocny przy wyznaczeniu wigkszosci modeli dyskryminacyjnych oraz w przeprowa-
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dzeniu wszystkich wymaganych obliczen. Jedynie do wygenerowania zagregowanego
modelu opartego na metodzie gradientowej wykorzystano program ,,TreeNet”.

Analize przeprowadzono na szesciu zbiorach danych standardowo wykorzysty-
wanych do poréwnywania wlasnosci r6znych metod dyskryminacji. Podstawowe
charakterystyki tych zbioréw przedstawione zostaly w tab. 1.

Pierwsze cztery zbiory sa zbiorami danych rzeczywistych. Natomiast dwa pozo-
stale — ,,Circle” i ,,Spirals” — to sztuczne zbiory danych, ktére wygenerowa¢ mozna
za pomocg biblioteki m1bench pakietu ,,R”.

Tabela 1. Charakterystyki zbioréw danych wykorzystywanych w analizie

Nazwa Liczebnosé Liczba zmiennych Liczba klas
P.1.Diabetes 768 9 2
Sonar 208 61 2
Satellite 6435 37 6
Glass 214 10 7
Circle 300 2 2
Spirals 400 2 2

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Procedura badawcza obejmowala nastgpujace etapy:

1. Kazdy ze zbioréw danych zostal losowo podzielony na cz¢s¢ uczacy i testo-
wa w proporcji 2:1.

2. Poniewaz wigkszo$¢ poréwnywanych metod wymaga ustalenia parametréw
na odpowiednim poziomie, symulacyjnie, na zbiorach uczacych skonstruowanych
zostalo wiele modeli dyskryminacji. Do analizy poréwnawczej wybierany byt ten
model, ktéry dawal najmniejszy btad klasyfikacji liczony metoda sprawdzania
krzyzowego (z podzialem zbioru uczacego na 10 cz¢sci):

a) w metodzie gradientowej wykorzystano transformacje logistyczng i zbu-
dowano model zagregowany dla liczby drzew réwnej: 200, 500 i 1000;

b) w metodzie k-najblizszych sasiadéw wartos¢ parametru k zmieniata si¢ od 1 do 10;

¢) w metodzie sieci neuronowych zastosowano najbardziej popularng archi-
tekture z jedna ukryta warstwa oraz liczba obserwacji w tej warstwie zmieniaja-
ca si¢ od | do In(N);

d) w metodzie zagregowanych drzew Breimana liczb¢ zmiennych losowa-
nych przy kazdym podziale ustalano na poziomie @\/E ,oraz 2/d liczbg
drzew réwna 100, 150 oraz 200, zas minimalng liczbg obserwacji w lisciu: 1, 5,
10 (zob. [Rozmus 2004]);

e) w metodzie wektorow nosnych uzyto wielomianowej funkcji jadrowej,
zmieniajac stopien wielomianu od 2 do 5, zas warto$¢ parametru C od 107 do
10* (zob. [Trzgsiok 2004]).

3. Dla zbudowanych modeli optymalnych (dajacych najmniejszy btad na zbio-
rze uczacym) na zbiorach testowych obliczono wartosci btedu klasyfikacji. Otrzy-
mane wyniki przedstawione zostaty w tab. 2.
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Tabela 2. Btad klasyfikacji liczony na zbiorach testowych, otrzymany dla réznych metod dyskryminacji

Zbiér danych | BOOST_LN LDA KNN NNET RFOREST SVM
P.1.Diabetes 0,278 0,218 0,286 0,298 0.225 0210
Sonar 0,164 0,268 0,141 0,225 0,155 0,113
Satellite 0,108 0,164 0,118 0,152 0,099 0,111
Glass 0431 0,343 0,329 0,397 0,247 0,343
Circle 0,063 0,510 0,559 0,052 0,069 0,029
Spirals 0,054 0,463 0,331 0.068 0,042 0,037

Zr6dto: opracowanie wiasne.

Najnizsze wartosci btedu klasyfikacji zostaty zaznaczone pogrubiong czcionka,
natomiast wartosci najgorsze — kursywa.

Mozemy zauwazy¢, iz najmniejsze bledy klasyfikacji otrzymujemy dla metody
wektoréw nosnych SVM lub dla zagregowanych drzew Breimana (RFOREST).
Zdecydowanie najstabiej z prawidlowym wyodrebnieniem klas radzi sobie kla-
syczna, liniowa analiza dyskryminacyjna.

Btedy klasyfikacji otrzymane dla modeli uzyskanych za pomoca metody gra-
dientowej opartej na transformacji logistycznej sa relatywnie mate. Jednak w po-
réwnaniu z innymi nieparametrycznymi metodami dyskryminacji, takimi jak SVM
i RFOREST, dla omawianej metody otrzymujemy zawsze wartosci btedéw klasy-
fikacji o kilka procent wyzsze.

4. Podsumowanie

Metoda MART, stosowana w regresji, generuje modele charakteryzujace si¢ niskimi
wartosciami biedow predykcji. Na ogét jest ona najdokiadniejsza w badanej grupie me-
tod. Dla jej modyfikacji — omawianej metody gradientowej, otrzymaliSmy relatywnie
dobre wartosci btedéw klasyfikacji, obliczonych na zbiorach testowych. Jednak w po-
réwnaniu z innymi metodami regresji otrzymujemy zawsze bledy klasyfikacji o co naj-
mniej kilka procent wyzsze niz np. dla modeli skonstruowanych na podstawie metody
wektoréw nosnych lub zagregowanych drzew Breimana.

Warto podkresli¢, ze atutem omawianej metody gradientowej jest jej przynalez-
nos¢ do klasy metod nieparametrycznych. Nie wymaga ona znajomosci rozktadéw
badanych zmiennych ani analitycznych postaci zwigzkéw miedzy nimi. Ponadto,
poniewaz jest oparta na drzewach klasyfikacyjnych, pozwala na wprowadzanie do
konstruowanego modelu zmiennych zaréwno metrycznych, jak i niemetrycznych.
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COMPARISON OF GRADIENT BOOSTING METHOD USING
THE MULTIPLE LOGISTIC TRANSFORM WITH OTHER
CLASSIFICATION METHODS

Summary

The main subject of this paper is related to gradient boosting method using the
multiple logistic transform. This is a method for classification, which is based on
MART - the multiple additive regression trees.

The goal of the article is to compare the presented method with other classifica-
tion methods in terms of classification error generated by the final model. The
analysis was conducted on some real and artificial benchmarking data sets.
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