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1. Wstep

Wystepowanie ,,grubych ogonéw” rozkiadéw stép zwrotu na rynkach finanso-
wych skfania do poszukiwan rozkladéw innych niz normalny, doktadniej opisuja-
cych zachowanie si¢ stép zwrotu. Do takich rozktadéw naleza rozklady a-stabilne.
Grube ogony rozkladéw moga byc réwniez modelowane za pomoca rozkladéw
wartosci ekstremalnych czy tez uogélnionego rozktadu Pareto.

Niech X,,..., X, bedzie dana proba losowa pochodzaca z rozkladu o dystrybuan-
cie F, ktérego prawy ogon (przy zatozeniu x — o) spetnia warunek:

1- F(x)=P(X >x) =~ x“L(x), (1)
gdzie L(x) — wolno zmieniajaca si¢ funkcja (por. [Embrechts, Kliippelberg, Miko-
sch 1997].

Do rozktadéw spetniajacych ten warunek naleza miedzy innymi rozkltady
a-stabilne, 7-Studenta oraz Pareto, gdzie a oznacza odpowiedni indeks stabilnosci,
liczbg stopni swobody oraz grubos¢ ogona [Weron, Weron 1998].

Wykorzystanie rozktadéw a-stabilnych do opisu rozkladu stép zwrotu zostato
zaproponowane m.in. w pracy Mandelbrota z 1963 r. Rozklady te definiowane sa
najczgsciej przez funkcje charakterystyczna, gdyz jawna postaé dystrybuanty i
funkcji gestosci jest znana jedynie dla trzech przypadkéw rozktadéw a-stabilnych:
normalnego (a = 2), Cauchy’ego (a = 1) oraz Levy’ego (a = ¥2) [Weron, Weron
1998]. Funkcja charakterystyczna przyjmuje postac:
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exp

(—o°|f|" 1~ iBsgn(t)eg 12“-) + iﬂtl,a =1,
P1) = 2

exp —0'|t|(1 + iﬂ%sgn(t)lnM) + iﬂtl,a’ =1,

gdzie:ar € (0; 2] — indeks stabilnosci, indeks ogona,
B €[—1;1] - parametr sko$nosci,
0 >0 — parametr skali,
M € R — parametr polozenia.

Dla a = 2 zmienna losowa ma rozktad normalny, natomiast dla 0 < a < 2 otrzy-
mujemy rozkiad o ogonach grubszych od ogonéw rozktadu normalnego. Im nizsza
wartos¢ parametru a, tym ogon jest grubszy, co oznacza wigksze prawdopodobien-
stwo wystegpowania obserwacji ekstremalnych.

Do takich analiz moze zosta¢ wykorzystany warunkowy rozktad przekroczenia

(conditional excess distribution), ktéry moze by¢ dobrze aproksymowany za po-
mocg uogdlnionego rozktadu Pareto o dystrybuancie danej wzorem:

‘f —1/&
1-(1+= dl 0,
Gy ()= 1+=2y) a ¢=

1—e'° dla £=0,

(3)

dla y €]0,(x, —u)], jezeli £>0, oraz y¢ o,—% , jezeli £<0.

Uogélniony rozktad Pareto jest charakteryzowany przez dwa parametry. Para-
metr o > 0, zwany parametrem skali, oraz parametr £, zwany parametrem ksztattu,
definiujacy zarazem poszczegélne rozklady nalezace do rodziny rozktadéw Pareto
(¢ >0 - rozklad Pareto, £ =0 — rozklad wykladniczy, ¢ < 0 — rozklad Pareto typu II).

Problemem pojawiajacym si¢ przy wykorzystaniu warunkowego rozkiadu prze-
kroczenia jest wlasciwy wybér progu 4. W niniejszym artykule zastosowano meto-
de graficzna opisana migdzy innymi w pracy [Kéllezi, Gilli 2000]. W metodzie tej
prog przyjmowany jest na poziomie, na ktérym rozpoczyna si¢ liniowa zaleznos¢
migdzy funkcja wartosci oczekiwanej e(u) a u.

2. Podejscie nieparametryczne do estymacji indeksu ogona
Jednym z podstawowych probleméw pojawiajacych si¢ przy rozpatrywaniu

uogélnionego rozkladu Pareto jest estymacja parametréw rozkladu, a w szczegdl-
nosci parametru a, zwanego indeksem ogona. Estymacji mozna dokona¢ za pomo-
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ca estymatoréw Pickandsa, Hilla, Dekkersa—Einmahla—de Haana. Estymatory te
pozwalaja na estymacje parametru fz —

Zastosowanie estymatoréw wymaga utworzenia z obserwacji ciagu statystyk
pozycyjnych Xy,... X, czyli uporzadkowania wartosci zmiennych X,,... . X,, takie-
go, 7e X([) > X(i+l) (n — wielkos¢é préby)

Estymator Pickandsa wyrazony jest wzorem:

: p_ | RIS X, —X,
l 2 XZI( X-M

gdzie: X, ..., X, — niezalezne zmienne pochodzace z tego samego rozktadu (upo-
rzadkowane malejaco),
n — liczebnosé préby,
k — parametr estymatora przy czym 4k <n.

Estymator ten charakteryzuje si¢ najwieksza wariancja z przedstawionych es-
tymatordw, co moze utrudnia¢ interpretacje otrzymanych wynikéw [Weron, Weron
1998].

Estymator Hilla jest opisany wzorem:

A = kZlnX ~InX,, (5)

j=1

, C))

gdzie k< n — liczba obserwacji z ogona rozkladu.

Estymator Hilla jest obciazony, a jego obciazenie rosnie w miarg wzrostu k,
jednoczesnie dla matych k wariancja estymatora jest duza, co powoduje, ze pod-
stawowym problemem staje si¢ dobdr takiej wartosci zmiennej k, aby otrzymane
wyniki nie réznity si¢ znaczaco od wartosci rzeczywistej i jednoczes$nie wariancja
nie byla zbyt duza.

Kolejnym estymatorem jest estymator Dekkersa—Einmahla—de Haana, okreslo-
ny wzorem:

-1
(H(l))
¢ _1+H‘”+2 TR (6)
gdzie:

1 k
HO =;Xl:ln X, —InX,, (M

j:

1 & ’

HY =3 (InX,~InX,,,) . ®)

j=1
Estymator Dekkersa—Einmahla—de Haana jest rozszerzeniem estymatora Hilla i
podobnie jak estymator Hilla jest estymatorem zgodnym.
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3. Podejscie parametryczne

Jednym z podstawowych i najczesciej stosowanych podejs¢ do estymacji para-
metru a jest wykorzystanie metody najwigkszej wiarygodnosci. Metoda ta zaklada,
Ze majac n niezaleznych obserwacji X;, X;, ..., X, zmiennej losowej X o rozkladzie
zaleznym od wektora parametréw &, a f, jest funkcja gestosci rozktadu prawdopo-
dobienstwa zmiennej losowej X, funkcje

L(X,,..X;0)= f,(X)...fo(X,) 9
nazywamy funkcja wiarygodnosci rozwazanych parametréw (por. [Theil 1979, Ga-
jek, Katuszka 2000]).

Metoda ta okresla, ze estymatorem parametru & jest takie 9. dla ktérego funk-
cja wiarygodnosci L(X,,..., X,;8) osiaga najwigksza wartos¢. Otrzymany ta meto-
da estymator 6=0(x 1»--»X,) jest nazywany estymatorem najwigkszej wiarygod-
nosci. Waznym faktem jest, ze maksymalizacja funkcji L jest réwnowazna maksy-
malizacji logarytmu naturalnego tej funkcji InL. Wigcej na temat samej metody
najwigkszej wiarygodnosci mozna odnalez¢ migdzy innymi w pracy Theila [1979].

Rozwazania w tym artykule beda dotyczyty estymacji indeksu ogona dla uogél-
nionego rozkladu Pareto. Przez ¢(8;X)=InL(X;8)oznaczymy logarytm natural-
ny funkcji wiarygodnos$ci. Estymator najwigkszej wiarygodnosci (maximum likeli-
hood estimator — MLE) parametru @ przyjmuje postac:

% + 1]2 In [1 +

i=1

—nlno —

gXl.] dla £=0,
((£,0,X)= (10)

—nlna—lZmX,. da ¢£=0.
i=]

Podczas estymacji parametréw rozkladu metoda najwigkszej wiarygodnosci ko-
nieczne jest zastosowanie metod numerycznych. Takie rozwigzania zaproponowali
w swoich pracach migdzy innymi Jenkinson [1969)] oraz Prescott i Walden [1980;
1983], a takze Hosking [1985] i Macleod [1989] (por. [Embrechts, Kliippelberg,
Mikosch 1997, s. 318].

4. Badania empiryczne

W niniejszym artykule, przy zastosowaniu estymatoréw nieparametrycznych i
estymatora najwigkszej wiarygodnosci, zostana zbadane rozklady dziennych loga-
rytmicznych st6p zwrotu akcji oraz indekséw gietdowych. Pozwoli to na okreslenie
wartosci indekséw ogonéw rozktadéw stop zwrotu na polskim rynku akcji. Przed-
miotem badan bgda zar6wno indeksy gietdowe, jak i spétki notowane na Gieldzie
Papieré6w Wartosciowych w Warszawie. Jednym z podstawowych probleméw jest
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wielko$é préby, jaka nalezy wykorzysta¢ w badaniach. Dane z polskiego rynku
maja niespelna pigtnastoletnia histori¢, a do badan moga by¢ zastosowane dane od
potowy lat dziewiecdziesiatych, kiedy na polskiej gieldzie rozpocz¢to notowania
ciagle. Dostepne dane nie pozwalaja na zbudowanie dtugich serii danych, z kolei
ich nadmierne wydtuzanie powoduje, ze obserwacje pochodzace z odleglej prze-
sztosci moga zbyt silnie wplywaé na postaé rozktadu.

W celu estymacji indekséw ogonéw rozkladéw stép zwrotu na rynku polskim
wybrano 8 spélek i 2 indeksy (WIG i WIG20), ktére charakteryzuja si¢ dtugimi
seriami danych (2741 notowan od 4 paZzdziernika 1994 r. do 16 wrzesnia 2005 r.).
Dla poréwnania do badan wybrano réwniez 6 duzych spétek pochodzacych z in-
deksu WIG20 (Agora, TP SA, Prokom, Computerland, PKN Orlen, KGHM), cha-
rakteryzujacych sie duza ptynnoscig na rynku, ale posiadajacych krétsze serie da-
nych (od 1609 do 2475 notowan).

Tabela 1. Podstawowe statystyki indeksow i akcji

s Liczba | Odchylenie | Srednia Y Minimum |[Maksimum

Spéiki notowarn standaidowe (w %) Skosnosc Kurtoza (W %) (w %)
WIG 2741 0,016506 0,05 |-0,11086 6,27332 -10,29 7,89
WIG20 2741 0,019461 0,04 |-0,07331 6,836551 -14,16 13,71
ING 2741 0,025265 0,04 | 0,013344 8,364776 -15,46 14,01
BRE 2741 0,027495 0,05 |[-0,03851 6,36731 -15,93 15,93
Millenium 2741 0,032767 0,02 | 0,360642 10,6661 -21,67 25,66
Elektrum 2741 0,042829 -0,04 |-0,87344 21,11901 -49,64 28,51
Irena 2741 0,028386 -0,02 | 0,244786 7,348733 -15,27 21,50
Krosno 2741 0,027584 0,03 |-0,07044 6,190097 -11,71 12,45
Wélczanka 2741 0,033182 0,00 | 0,27263 9,27888 -27,51 24,69
Zywiec 2741 0,023871 0,03 | 0,133276 11,41527 -14,01 21,07
|Agora 1609 0,0250437 [ -0,03 | 0,2639936| 7,3951374| -14,57 15,72
TPSA 1713 0,024121 0,02 | 0,274729 4,606483 -10,18 12,78
Prokom 1907 0,0298922 0,01 | 0,2458866| 6.8834953| -14,52 20,00
Computerland | 2475 0,036492 0,12 | 0,179353 5,541283 -17,62 17,91
PKN Orlen 2457 0,018434 0,07 | 0,203877 0,854569 -7,16 8,46
KGHM 2052 0,028442 0,03 | 0,179836 6,794244 -17,50 17,96

Zrédio: opracowanie whasne.

W pierwszej kolejnosci przeprowadzono badania z zastosowaniem estymatoréw
nieparametrycznych. Dokonano préby estymacji indeksu ogona dla ujemnych stép
zwrotu. W tym celu stopy zwrotu zostaly przemnozone przez (~1).

Dla przedstawionych powyzej danych zostaly obliczone estymatory indeksu
ogona &. Rysunek 1 przedstawia estymatory Pickandsa, Hilla oraz Dekkersa—
-Einmahla—de Haana & obliczone dla indekséw WIG i WIG20 oraz spélek Elek-
trim i Zywiec. Jak wida¢, trudno méwié w tych przypadkach o obszarze stabilizo-
wania si¢ estymatoréw. Estymator Pickandsa charakteryzuje si¢ zbyt duza warian-
cja, aby mégt by¢ uznany za uzyteczny.
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Rys. 1. Wykres wartosci estymatoréw Pickandsa, Hilla i Dekkersa—Einmahla—de Haana dla indekséw
WIG i WIG20 oraz spétek Elektrim i Zywiec
Zrédto: opracowanie wiasne.

Inne wyniki otrzymujemy po zastosowaniu estymatora Hilla. Jak pokazuje rys. 1,
mozemy wyrézni¢ obszary stabilizacji tych estymatoréw. W przypadku estymatora
dla indeksu WIG mozna zaobserwowac stabilizowanie si¢ wartosci a na poziomie
2,5-3 dla k €[50; 200] ; w przypadku indeksu WIG20 stabilizacj¢ mozna zaobser-

wowacé na poziomie 2-3 dla k €[90; 350]. W miar¢ wzrostu wartosci & rosnie ob-

ciaZenie estymatora, a jego wartos¢ zaczyna malec. Poniewaz estymatory Hilla sta-
bilizuja si¢ na poziomie zblizonym do liczby 2, nie mozma wykluczy¢, ze rozklad
stép zwrotu indeksu mozna by przyblizy¢ rozkladem normalnym (a-stabilnym dla
a bliskiemu liczbie 2).

Ostatnim z zaprezentowanych estymatoréw jest estymator Dekkersa~Einmahla—
—de Haana (DEdH), ktéry charakteryzuje si¢ wariancja wigksza od estymatora Hil-
la, a okreslanie obszaru jego stabilizacji na poziomie powyzej 2 nie daje oczekiwa-
nych wynikéw. Jedynie w przypadku akcji Elektrimu mozna méwi¢ o wyraznym
stabilizowaniu si¢ wartosci estymatora na poziomach 3-4.

Brak mozliwosci okreslenia obszaréw stabilizowania si¢ estymator6w moze by¢
spowodowany przede wszystkim zbyt krétkimi seriami danych. Moze to réwniez
oznaczaé, ze grube ogony nie wystgpuja, na co wskazywaloby stabilizowanie si¢
estymatora wokét liczby 2 (co ma miejsce w przypadku estymatora Hilla). W lite-
raturze znane s3 réwniez przyklady, gdy estymowana wartos¢ parametru a jest
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wieksza od 2, mimo ze jego faktyczna wartos¢ nalezy do przedziatu od 1 do 2 (por.
[Weron 2001)).

Kolejnym etapem badan byla préba estymacji indekséw ogona metoda najwigk-
szej wiarygodnosci. W tym celu konieczne stalo si¢ wyznaczenie progéw, powyzej
ktérych obserwacje uznaje si¢ za nalezace do ogondéw i wykorzystuje przy estyma-
cji parametréw uogélnionego rozktadu Pareto. Standardowo dla wszystkich indek-
s6w i akcji przyjeto, ze obserwacje przekraczajace prog u beda stanowily odpo-
wiednio 5 1 1% wszystkich obserwacji. Dodatkowo za pomoca wykresu zaleznosci
funkcji warto$ci oczekiwanej e(u) od u wyznaczono progi u dla indekséw WIG i
WIG20 oraz akcji odpowiednio na poziomach przedstawionych w tab. 2. Wykresy
zaleznosci dla przyktadowych indekséw i akcji przedstawia rys. 2.

Tabela 2. Wartoéci parametru a dla wybranych progéw u

Spéika u(w) | N, a Spétka u(w) | N, a
WIG 2,60 | 136 6,71919 Millennium 3,50 | 269 5,981
2,70 ) 127 4,95124 4,89 | 136 7,222
WIG20 1,90 | 344 7,19393 BRE 2,70 | 323 9,405
2,45 | 221 5,29493 4,10 | 154 9,970
3,02 | 136 6,6886 4,26 | 136 88,515
3,10 | 128 4,94182 530 | 81| -11,038
39 | 71 4,88118 ING 1,80 | 415 5,737
4,65 | 42 3,624 3,50 | 163 | 549
Zywiec 2,00 | 328 4,82 3,79 | 136 | -11,703
3,64 | 136 36,802 Agora 2,10 | 251 5,136
3,90 | 123 11,928 2,95 | 133 4,734
Wolczanka 2,10 | 486 20,8904 3751 19 4,288
2,80 | 366 19,4585 4,80 | 42 2,97
3,70 | 250 38,4657 TPSA 382 | 85| -10,758
5,25 | 136 58,2827 485 | 41 [ 151,43
Krosno 1,80 | 482 8,6626 Prokom 3,95 | 140 5,193
425 ] 153 -2,3985 459 | 95 6,514
4,47 | 136 -1,9983 500 | 75 7,588
Irena 2,35 [ 403 7,3461 Computerland 2,20 | 423 6,005
2,95 | 285 8,3238 4,63 | 123 5,359
3,75 | 189 7,3306 Orlen 286 | 72 -46,872
4,26 | 136 -9,9732 420 18 3,193
Elektrim 2,40 | 579 4,2676 KGHM 4,10 | 126 3,869
4,65 | 233 3,1390 4,32 | 102 7,922
4,80 | 219 3,1247 '
597 | 136 3,70

Zrédio: opracowanie wlasne.

Na tej podstawie oszacowano wartosci parametru a dla rozkladéw stép zwrotu
akcji i indekséw gieldowych.
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Otrzymane wyniki pokazuja, ze réwniez estymacja przeprowadzona metoda
najwigkszej wiarygodnosci nie data zadowalajacych rezultatow. Otrzymane wyniki
sq w znacznym stopniu zalezne od wyboru progu, a wariancja estymatora w wigk-
szosci przypadkéw jest zbyt wysoka, aby mozna bylo zaakceptowaé otrzymane
wyniki. Jedynie w przypadku Elektrimu mozemy méwié o przedziale (3,5-4,5),
w ktérym miesci si¢ warto$¢ parametru a. W pozostatych przypadkach mozemy
stwierdzi¢ jedynie, ze obszary stabilizacji (aczkolwiek nie tak wyrazne jak w przy-

Rys.12. Wykresy zaleznosci e(u) od
Zrodto: opracowanie wlasne.

u
u

padku Elektrimu) mozemy zaobserwowa¢ dla wartosci powyzej 2.

Elektrim

WIG20

Rys. 3. Estymator najwigkszej wiarygodno$ci (MLE) i estymator Hilla dla Elektrimu i WIG20
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Wryniki uzyskane metoda najwigkszej wiarygodnosci w wigkszosci przypadkéw
wskazuja na dos¢ wysokie wartosci parametru a, ktéry dla poszczegélnych akcji i
indekséw wahal si¢ w granicach 2-10. Dyskusyjne pozostaja oszacowania indeksu
ogona powyzej wartosci 2, a nie — jak mozna si¢ bylo spodziewaé — w przedziale
(0, 2). Moze to jednak wskazywaé, ze rzeczywista jego wartosc jest zblizona do 2.
Taka mozliwos¢ wskazuje réwniez w swojej pracy Weron [2001].

5. Podsumowanie

Uzyskane wyniki potwierdzaja, ze badanie grubosci ogonéw rozktadéw nie jest
rzecza tatwa, a otrzymane wyniki czesto sa niejednoznaczne i bardzo wrazliwe na
wybdr liczby obserwacji wykorzystywanych do estymacji indeksu ogona. Wptyw
na to ma gléwnie zbyt mata liczba danych z rynku polskiego. Z estymatoréw nie-
parametrycznych jedynie estymator Hilla okazal si¢ do$¢ stabilny, co pozwalalo na
okreslenie jego obszaru stabilizowania si¢. Pozostatle dwa parametry w wigkszosci
przypadkéw nie pozwolily na okreslenie nawet przyblizonej wartosci indeksu ogo-
na a. Dla danych pochodzacych z polskiego rynku réwniez estymator najwigkszej
wiarygodnosci dawat czg¢sto rozbiezne wyniki, bardzo wrazliwe na wielkosé préby.
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TAIL INDEX ESTIMATION OF RETURNS DISTRIBUTION
ON POLISH STOCK EXCHANGE

Summary

In this paper a study on tail index estimation. Some data sets requiring heavy
tailed models necessitates reliable methods of estimation a parameter govemning
the degree of tail heaviness In this paper three estimators Hill, Pickands and Dek-
kers-Einmahl-de Haan and the method of maximum likelihood estimation have
been verified on Polish Stock Exchange.
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