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ANALIZA WYBRANYCH WEASNOSCI METODY MART

1. Wstep

Analiza regresji jest jedna z najczesciej stosowanych metod wielowymiarowej
analizy statystycznej. Jej celem jest znalezienie funkcji f , ktéra opisywataby za-

leznos¢ zmiennej zaleznej ¥ od zmiennych objasniajacych X, X,,....X,. Kla-

sycznym podejsciem do tego problemu jest metoda najmniejszych kwadratéw. Za-
klada ona, ze posta¢ funkcji f jest znana, poszukujemy za$ ocen parametréw tej

funkcji. Metoda najmniejszych kwadratéw naklada kilka zatozent na badane cechy,
m.in. to, ze zmienne objasniajace w modelu musza mie¢ rozklad normalny, co
znacznie ogranicza mozliwosci zastosowan tej metody. Dlatego tez wprowadzone
zostaly metody nieparametryczne, ktére nie zakladaja ani znajomosci rozkladéw
badanych cech, ani postaci analitycznych zwiazkéw miedzy nimi.

Metody nieparametryczne stanowig liczng grupe zréznicowanych i dynamicznie
rozwijajacych si¢ metod statystycznych. Nalezy do nich np. addytywna metoda
drzew regresyjnych MART (multiple additive regression trees), ktéra zostala za-
proponowana przez Friedmana w 1999 r. [1999a]. Nalezy ona do grupy metod
agregacyjnych, wykorzystujacych sekwencyjne taczenie modeli sktadowych (bo-
osting) (por. [Freund, Schapire 1997]). Funkcje skladowe sa w kazdym kroku algo-
rytmu systematycznie poprawiane, co w efekcie prowadzi do uzyskania modelu
charakteryzujacego si¢ duza dokladnoscia predykcji. Wyznaczanie parametréw
funkcji wchodzacych do modelu odbywa si¢ poprzez minimalizacj¢ wartosci funk-
cji straty. Wyb6r wspomnianej funkcji straty ma wplyw na jakos¢ koncowego
modelu.
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W artykule giéwny nacisk polozony zostanie na zweryfikowanie hipotezy, iz
metoda MART jako jedna z metod nieparametrycznych jest odporna na wystepo-
wanie w zbiorze uczacym szumu oraz wartosci oddalonych.

2. Metoda MART
2.1. Postaé funkcji regresji w metodzie MART

W metodach agregacyjnych sekwencyjnego faczenia modeli funkcja regresji ma
postaé addytywna:

M
fX)=>)4,-bX.8,), (1)
m=0

gdzie: b(X,0,) — funkcja sktadowa modelu, charakteryzowana przez zbiér para-
metréw oznaczonych przez ©

B, — tzw. wspélczynnik rozwoju (expansion coefficient) okreslajacy wage
sktadowej H(X,0,).
W omawianej metodzie MART za funkcje skltadowe b(X,©,) przyjmuje si¢

drzewa regresyjne.
Metoda drzew regresyjnych (por. [Gatnar 2000]) polega na podziale prze-
strzeni zmiennych objasniajacych na rozlaczne obszary R, (dla j=1,...,J ) iprzy-

pisaniu wszystkim obserwacjom z danego obszaru odpowiedniej wartosci ¥, :
XER, = f(x)=y,=Yy,dla j=1,.,J. 2)
W zagadnieniu regresji jako y; przyjmujemy $rednia z wszystkich realizacji
zmiennej zaleznej, dla ktérych wspéirzedne x; leza w obszarze R, .
Otrzymany model mozna zapisa¢ w postaci:

J
T(x,0)=> 7, I(X€R)), (3)

z parametrami © ={R,,7;},._, ;.
Zatem model zagregowany, ziozony z drzew regresyjnych T(x,0, ), mozemy
przedstawic jako:

M J,
f(x)—ZT(xG) =ZZ -I(X€R,,), )
m=0 m=0 j=1

gdzie ©, ={R,,.¥in}noo .M o1 1 -
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Estymatory parametréw ©, w modelu zagregowanym (4) otrzymujemy po-
przez minimalizacje¢ funkcji straty L(y, f(x)) w zbiorze uczacym U:

ém = arg min EN:L[y,.,iT(x,..@m)]. &)

(8 bmo ... w i=1 m=0
W zagadnieniu minimalizacji (5) mozemy wykorzystywaé r6zne funkcje straty.
Najczgsciej sa to jednak:
e  kwadratowa funkcja straty:

L(y, f(x) =(y— f(0)*, (6)
e  absolutna funkcja straty:
L(y, f(x) =|y— fx)] Q)
e  funkcja straty Hubera:
Ly, FO0) = (y— f(X))’, gdy |y—f)|<é ®
’ 5(2ly—fx)|-48). gdy |y-f[>5

W dalszej analizie wybranych wlasnosci metody MART zostanie zbadane, kt6-
ra z powyzszych funkcji straty daje modele charakteryzujace si¢ najwigksza do-
ktadnoscia predykc;ji.

2.2. Wyznaczanie parametréw modelu — metoda najwigkszego spadku

Zagadnienie minimalizacji funkcji straty (5) jest ztozone obliczeniowo, dlatego
do jego rozwiazania wykorzystujemy najczesciej strategie wspinaczki (por. [Ha-
stie, Tibshirani, Friedman 2001]), polegajaca na tym, ze w kazdym kroku (dla
m=1, ..., M ) szukane jest rozwigzanie optymalne jedynie w sensie lokalnym:

6, =arg min ;L( Yir frot (X)) +T(x,,0,)). )

Po oszacowaniu estymatora (:)m przyjmujemy, ze skladowa f, jest suma funk-

cji uzyskanej w poprzednie;j iteracji oraz drzewa T(x, ém):

fu®= f (0 +T(x,0,). (10)
Model konicowy jest funkcjg uzyskana w ostatnim kroku algorytmu:
M
f@®=f,m=) T(x0,). (11)
m=0

Strategi¢ wspinaczki cechuje prostota obliczeniowa, a dla dobrze okreslonego
kryterium uzyskujemy model koncowy bliski globalnemu rozwiazaniu optymal-
nemu zagadnienia minimalizacji (5).
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Do wyznaczenia parametréw modelu (4) w metodzie MART wykorzystana zo-
stala koncepcja strategii wspinaczki potaczona z metodg najwigkszego spadku
(steepest descent algorithm) [Hastie, Tibshirani, Friedman 2001].

W metodzie najwigkszego spadku rozwazamy zagadnienie minimalizacji funk-
cji straty na zbiorze uczacym. Szukamy wigc funkcji f postaci (4), spelniajace;j
warunek:

N
f=argm,in;L(y,-,f(x,-», (12)

gdzie:
£ =(f ), f(X)orrs f (X)) (13)
Aby uzyska¢ najwigksza redukcj¢ wartosci funkcji straty, przesuwamy si¢ prze-
ciwnie do jej gradientu. Zatem przyjmujemy:
f=—p, &n> (14)
gdzie p, € R jest parametrem nazywanym dhugoscia kroku, a g, € R" - gradien-
tem funkcji straty L o skladowych:

imzlw dlai=1,..,N. (15)
of (x,) f 5= fruy (%)

Algorytm metody najwigkszego spadku mozemy przedstawic w nastgpujacych
krokach:
1. Przyjmujemy model poczatkowy:

N
f,(x)= argmyinZL(y,.,}’). (16)
=1

2. Dla m=1,..., M wykonujemy nastgpujace kroki:
a) obliczamy skladowe gradientu funkcji straty wedtug wzoru (15),
b) wyznaczamy warto$¢ parametru p, :

N
P =21gMIn Y Ly, fo 1 (%)= P 8in). (17)

¢) przyjmujemy:

fm:fm—l—l)m.gm' (18)
3. Model koncowy otrzymujemy w ostatnim kroku:
fx)= fy (%). (19)

Pelna posta¢ algorytmu metody MART, wykorzystujaca przedstawiong strate-
gi¢ wspinaczki oraz metodg najwigkszego spadku, zaprezentowano w podrozdziale
2.4 niniejszej pracy.
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2.3. Podejscie stochastyczne do metody MART

W 1999 r. Friedman zaproponowal pewne udoskonalenie metody MART
[Friedman 1999b], polegajace na tym, ze w kazdym kroku algorytmu modele sk}a-
dowe tworzone sa na podstawie préb uczacych losowo wybranych z calego zbioru

danych U ={(x,,y,):i=1,2,...,N}.

I={1,2,...,N}. W kazdej iteracji elementy zbioru / zostaja spermutowane za
pomoca {7()},_, ., przez co zmieniona zostaje kolejnos¢ obiektéw w zbiorze
uczacym U. Do budowy modelu sktadowego wybranych zostaje tylko N <N

pierwszych obiektéw zbioru U. Zatem w kazdym kroku algorytmu modele sktado-
we powstaja na podstawie zbioréw:

{(X,,(,-),y,,(,-)):i=1,..., N} (20)

Zostalo pokazane [Friedman 1999b], iz modele zbudowane w oparciu o gradien-
towa metod¢ boosting w ujeciu stochastycznym charakteryzuja si¢ najlepszymi war-
tosciami wspéiczynnika determinacji R® wtedy, gdy w kolejnych etapach algorytmu
przyjmuje si¢ frakcje obserwacji wylosowanych do préb na poziomie 0,4-0,6.

2.4. Algorytm MART
1. Przyjmujemy model poczatkowy:
fo(x)=arg mriniZf;L(y.-,f (x;)). (21)
2. Dla m=1, ..., M wykonujemy kroki:

.....

b) dla n=1, ..., N obliczamy sktadowe gradientu funkcji straty L:
aL(ylr(i)’f(xﬂ(i) )

glt m= L] (22)
( ) af(xrr(i)) fzfm»l
C) szukamy obszaréw R, (dla j=1, ..., J ), postugujac si¢ zbiorem danych:
{Xpiiy» 8piym) i =1, ..., N}, (23)
d) dla j=1, .., J, obliczamy:
Vim =MD 3 LYy fus Kni) + 1) eZ)
l,(,-)Eij
€) przyjmujemy:
I
[ =f,_(X)+) ¥, I(XER,). (25)
j=!

514



3. Model korficowy ma postac:
In,
fO)=f,, ()= 74 I(XER,,). (26)
j=1

W pierwszym kroku algorytmu przyjmujemy model poczatkowy, a nastepnie permu-
tujemy obserwacje w zbiorze uczacym. Do budowy modeli skfadowych bedziemy wy-
korzystywac jedynie pewna frakcje zbioru danych U. W kolejnej iteracji wyznaczamy
sktadowe gradientu funkcji straty, wedlug wzoru (22), ktére nazywamy pseudoresztami.
Wykorzystujac metode drzew regresyjnych, szukamy rozlacznych obszaréw R, , na

jm?
podstawie zbioru danych {(x,,,8,im):i=1 --- N}, w ktérych wartosci zmiennej

zaleznej zastapiono obliczonymi w kroku 2b pseudoresztami. Nast¢pnie, poprzez mini-
malizacj¢ funkcji straty, wyznaczone zostajg estymatory parametréw 7, . W kolejnym

kroku poprawiamy skladowa f,_ (x) i powtarzamy powyzsza procedur¢. Model konco-
wy jest modelem uzyskanym w ostatnim etapie algorytmu.

3. Analiza wybranych wlasnosci metody MART
3.1. Zbiory danych

Aby zweryfikowac hipoteze o odpornosci metody MART na wyst¢powanie w
zbiorze uczacym szumu oraz wartosci oddalonych, wykonana zostata analiza ble-
dow predykcji dla modeli regresji zbudowanych na zbiorach Friedman 1, Fried-
man 2 i Friedman 3. Sa to sztuczne zbiory danych, wygenerowane komputerowo
za pomocg funkcji dostgpnych w pakiecie mlbench programu statystycznego R,
zgodnie z koncepcja Friedmana [1991]. Zbiory te sa standardowo wykorzystywane
do poréwnywania wlasnosci réznych funkcji regresji. Tabela 1 przedstawia ich
wybrane charakterystyki:

Tabela 1. Charakterystyka zbioréw danych wykorzystanych w analizie

Zbiory | Liczebnos¢ | L. zmiennych Postaé funkcji
x) = 10sin(zx,x,) + 20(x, — 0,5)"
Friedman 1 500 10 e (2% ’
+10x, +5x, +e
1 2
Friedman 2 500 4 f(x)= xl’ +[x2x) ——| +e
xlxl
1
XXy —
Friedman 3 500 4 XX,
f(x)=arctg———2" 4 ¢

Zrédto: opracowanie whasne.
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Skladnik losowy e jest szumem gaussowskim o rozktadzie N(0,s), gdzie s jest

parametrem zadawanym przez uzytkownika.
Do obliczen wykorzystany zostal pakiet statystyczny R oraz program TreeNet.

3.2, Procedura badawcza i wyniki analizy

W pierwszej grupie eksperymentéw testowano odporno$¢ metody MART na
wystegpowanie w zbiorze uczacym szumu.
¢ Do kazdego ze zbioréw uczacych dodany zostal szum na poziomie od 5 do
40% zmiennos$ci mierzonej wariancja. Poziom szumu byl regulowany przez
dobieranie odpowiednich wartosci odchylenia standardowego s skiadnika lo-
sowego w funkcji generujacej dane.
+ Modele regresyjne zbudowane zostaly dla trzech réznych funkcji straty przy
réznych poziomach szumu.
e Modele sktadowe zbudowano w oparciu o préby losowe, stanowiace 50%
zbioru uczacego.
o Zbior testowy w kazdym z przypadkéw skladat si¢ z 200 elementéw i nie byt
zaburzony szumem.
Dla kazdego zbudowanego modelu regresyjnego obliczono na zbiorze testo-
wym wspélczynnik determinacji:
> =9

R=1-4t— 27
> 0=9
i=1

Wyniki analizy przedstawione zostaty w tabelach 2-4.

Tabela 2. Wartosci wspétczynnika determinacji obliczonego na zbiorze testowym Friedman 1, dla
réznych funkcji straty, przy réznych poziomach szumu

Funkcie straty 5% 10% 20% 30% 40%
F. Hubera 0,923 0,905 0,905 0,888 0,869
F. absolutna 0,914 0,857 0,882 0,860 0,832
F. kwadratowa 0,923 0,909 0,909 0,889 0,871

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Tabela 3. Wartosci wspétczynnika determinacji obliczonego na zbiorze testowym Friedman 2, dla
réznych funkc;ji straty, przy rézmych poziomach szumu

Funkcje straty 5% 10% 20% 30% 40%
F. Hubera 0,988 0,989 0,975 0,979 0,951
F. absolutna 0,980 0,988 0,962 0,973 0,936
F. kwadratowa 0,993 0,990 0,981 0,979 0,959

Zrédto: obliczenia wlasne.
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Tabela 4. Wartosci wspétczynnika determinacji obliczonego na zbiorze testowym Friedman 3, dla
réznych funkcji straty, przy r6znych poziomach szumu

Funkcje straty 5% 10% 20% 30% 40%
F. Hubera 0,948 0,898 0,904 0,934 0,884
F. absolutna 0,932 0,868 0,874 0,902 0,869
F. kwadratowa 0,947 0,917 0,917 0,939 0,887

Zrédto: obliczenia wlasne.

W drugiej grupie eksperymentéw do zbioru uczacego wprowadzone zostaly
wartosci oddalone.

a) z kazdego ze zbioréw uczacych wylosowano 2% obserwacji, ktére zamie-
niono na wygenerowane komputerowo wartosci oddalone,

b) zgodnie z ustaleniami zawartymi w funkcjach pakietu statystycznego R

przyjeto, iz z wartosciami oddalonymi y, mamy do czynienia, gdy:

Yi ¢ (Ql - 3Q,Q3 + 3Q> 5
gdzie Q, to kwartyl pierwszy, Q, — kwartyl trzeci, a Q — odchylenie {wiartkowe,
c) modele regresyjne zbudowano dla trzech réznych funkcji straty,
d) podobnie jak poprzednio, do budowy modeli sktadowych wykorzystywano
potowe obserwacji wylosowanych ze zbioru uczacego,
e) zbidr testowy nie byl zaburzony ani szumem, ani wartosciami oddalonymi i
zawieral 200 elementéw.

Tabela 5. Wartosci wspétczynnika determinacji obliczonego na zbiorach testowych, w przypadku
wystepowania wartosci oddalonych, dla rézmych funkcji straty

Funkcje straty Friedman 1 Friedman 2 Friedman 3
F. Hubera 0,912 0,990 0,931
F. absolutna 0,892 0,979 0,893
F. kwadratowa 0,760 0,938 0,912

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Ponownie dla kazdego modelu obliczony zostal na zbiorze testowym wsp6i-
czynnik determinacji. Tabela 5 przedstawia otrzymane wyniki.

4. Podsumowanie

Na podstawie wynikéw przedstawionych w tab. 2-5, mozemy zauwazyc, ze na-
wet w przypadku zaburzenia obserwacji szumem na poziomie 40% otrzymujemy
bardzo wysokie wartosci wspétczynnika determinacji obliczonego na zbiorze te-
stowym. Do analogicznych wnioskéw mozemy dojs¢, analizujac wyniki w przy-
padku modeli zbudowanych w oparciu o zbiory uczace, w ktérych wystepuja war-
tosci oddalone.

Mozemy wigc powiedzie¢, ze metoda MART jest odporna na wystgpowanie w
zbiorze uczacym szumu oraz wartosci oddalonych.
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Najwigksze wartosci wspéiczynnika R® dla modeli zbudowanych na zbiorach
danych zaburzonych szumem otrzymujemy dla funkcji straty kwadratowej oraz
Hubera. Natomiast w przypadku wystepowania wartosci oddalonych najlepsze wy-
niki otrzymujemy przy zastosowaniu funkcji Hubera. Nasuwa si¢ wigc wniosek
praktyczny dla uzytkownika programu TreeNet, iz do budowy modelu regresyjne-
go metoda MART, na rzeczywistych zbiorach danych, w ktdrych nieznany jest po-
ziom szumu ani informacja o wystepowaniu wartosci oddalonych, najbezpieczniej
jest wykorzystywa¢ wlasnie funkcje straty Hubera.
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THE ANALYSIS OF SOME PROPERTHIES OF MART

Summary

In the paper MART - the multiple additive regression trees are presented. This
is one of the boosting methods. It seeks for a linear combination of base functions
which are regression trees. The final model in the stagewise approach is obtained
by improving the performance of the components in each iteration and has a high
accuracy.

The primary goal of this paper was to show that MART is resistant against
noise and outliers.
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