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WYBRANE MIARY EFEKTYWNOSCI SYSTEMOW BONUS-
-MALUS UBEZPIECZEN KOMUNIKACYJNYCH OC

1. Wstep

W ubezpieczeniach komunikacyjnych OC skiadld sa wyznaczane w dwoch eta-
pach. Pierwszy to obliczenie sktadki podstawowej na podstawie czynnikéw a priori,
czyli obserwowalnych czynnikéw ryzyka. W wiekszo$ci polskich zaktadéw ubezpie-
czen o wysokosci sktadki podstawowej decydujq strefa regionalna, w ktére) zareje-
strowany jest samochdd, oraz pojemno$é skokowa silnika. Drugi etap to taryfikacja a
posteriori, czyli rémicowanie sktadek na podstawie liczby szkéd zgloszonych przez
kierowcow w poprzednim okresie ubezpieczenia (czyli na podstawie historii szko-
dowoéci kierowcy). Etap ten nazywany jest systemem bonus-malus (por. [2]).

W kazdym systemie bonus-malus musza by¢ ustalone klasa startowa, do ktérej
trafiaja ubezpieczeni bez historii szkodowosci, wektor stawek sktadki podstawowej
oraz zasady przej$¢ migdzy klasami.

Efektywno$¢ systeméw bonus-malus bezposrednio wptywa na wyniki finan-
sowe uzyskiwane przez zaklady ubezpieczen. W pracy przedstawiono wybrane
metody oceny efektywnosci systeméw bonus-malus w ubezpieczeniach komunika-
cyjnych OC. Zbadano réwniez efektywno$é systemu bonus-malus ¥6dzkiego towa-
rzystwa ubezpieczeniowego.

2. Zastosowanie lancuchéw Markowa do modelowania systemu
bonus-malus

W celu modelowania systemu zwyzek i znizek w ubezpieczeniach komunika-
cyjnych OC za pomoca tancuchéw Markowa przyjmujemy nastgpujgce zatozenia:

1. Portfelem nazywamy ustalona grupe kierowcow (ubezpieczonych) podzielo-
na na klasy ryzyka, zwane klasami taryfowymi.

2. Liczba klas taryfowych jest skoniczona i wynosi r. Ozaczmy przez R =
{1, 2, ..., r} zbiér numeréw klas taryfowych. Przyjmijmy, ze klasa numer 1 jest obcigza-
na na_|w1kazyrm zwyzkami, natomiast klasa 0 numerze » najwigkszymi znizkami.
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3. Przynalemos¢ ubezpieczonego do klasy w danym roku zalezy od klasy, w ktorej
majdowat sie w roku poprzednim, oraz od liczby szkéd spowodowanych w roku po-
przednim, przy czym kierowcy bez historii szkodowosci trafiaja do klasy startowe;.

4. Liczba szkéd w danym roku dla dowolnego kierowcy z danej klasy jest
zmienna losowg K o znanym i stalym w czasie rozkladzie prawdopodobienstwa.
Wysokoséé szk6d pojedynczego kierowcy jest zmienng losowa Y. Zmienne K1 Y sg
niezalezne. Zmienna losowa X jest taczng wartoscia szkod zglaszanych w pojedyn-
czym okresie czasu, tzn. w ciagu roku.

5. Kazdej i-tej klasie taryfowej przyporzadkowana jest sktadka podstawowa b,
i=1,..,r

Oczekiwana strata dla losowo wybranego z okreslonej klasy kierowcy wynosi

EX =EK-EY. ¢))

Przy takich zatozZeniach ciag zmiennych losowych {X,} v taki, ze dla kazdego
fg, 1y .-., in_) € R oraz n € N zachodzi

P(X, = j|X, =iy, X, =i,... X, =i)=P(X, = j|X,, =i) #))

jest skoficzonym taficuchem Markowa o przestrzeni stanéw R = {1, 2, ..., r}.
Macierz prawdopodobienistw przejscia (por. [3]) skoficzonego jednorodnego
lancucha Markowa o przestrzeni stanéw R = {1, 2, ..., r} jest macierza o postaci:

P by
M = : , (3)

prlu.prr

gdzie p; jest prawdopodobienstwem przejécia tancucha ze stanu i do j w jednym

kroku oraz Z p; =1 ip; =0dlai,je R. Wiersz i-ty macierzy M = [p;] to prawdo-
JER

podobienstwa znalezienia sig ubezpieczonego w nastgpnym okresie w kazdej z klas

taryfowych, jezeli w danym okresie jest w klasie .

Niech Fi(i) = oznacza, ze kierowca przechodzi z klasy i do klasy j, gdy spowo-
dowatl k wypadkéw w ciagu jednego okresu ubezpieczenia (przyjmijmy, Ze w ciagu
jednego roku), przy czym F: R— R R={1,2, ..,r}, (i, je R, k=0, 1, 2, ..). Tak
zdefiniowana funkcje F nazywamy funkcja transformacji, natomiast zasady przejécia
mozemy zapisaé w postaci k zero-jedynkowych macierzy F, = [: 5P|, gdzie:

(*) ={1 dla F, (i)=j

, 4
Y |0daF,(i)=J @

gdziei,jeR k=0,1,2, ..
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Jezeli liczba szkdd jest zmienna losows o rozkladzie Poissona, to prawdopodobieristwo
spowodowania k szkdd przez kierowee w jednostkowym okresie czasu wyraza sie wzorem:

p(4)= z Ej— )

Wzdr (5) jest stosowany do opisu rozktadu liczby szkéd w jednorodnych portfelach.
Jezeli portfel jest niejednorodny, to parametr intensywnos$ci szkdd A jest zmienna losowa
o rozkdladzie gamma z parametrami i 3, o funkcji gesto$ci majacej postaé

, k=0,1, ... 5)

a -fA qa-1
Fy=EE 2 450,850,450, ©)
(e)
przy czym Z=EA=% i D2A=%. Woéwczas liczba szkéd w portfelu ma
rozktad ujemny dwumianowy o postaci
kra-1\ g Y[ 1Y
=P(K=k)= — | |—|, k£=0,1, .. 7
nerte=n=(""1" %5 (725) ”
Estymatory parametréw «i 8, wyznaczone metoda momentdw (por. [1]), maja postaé
k k*
= 1 a=——r0r. 8
Pegx ' 5% ®)

Prawdopodobienstwa przejscia z klasy i do klasy j w jednostkowym okresie
czasu Wynosza

py(A)=2 P () S, ijeR ©)
k=0
lub w zapisie macierzowym:

M=§pk(ﬂ~)li- (10)

3. Miary efektywnos$ci systemow bonus-malus

Zalézmy, e proces przej§é ubezpieczonych migdzy klasami jest skoriczonym jedno-
rodnym laficuchem Markowa o macierzy prawdopodobieristw przejScia M. Najczgdciej
stosowana miara, oceniajaca system bonus-malus, jest efektywno$é ogélna 77(A), na-
zywana efektywnos$cia systemu wedlug Loimaranta (por. [3]) i okre$lona wzorem
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B() ,_dBA) [dA

A= BA T BA)/ A

an

gdzie $rednia asymptotyczna skladka za pojedynczy okres po osiagnigciu przez
system stanu stacjonarmego wynosi

B()=Y ()b, (12)

oraz b; — sktadka w klasie i, b = (b, ..., b;) jest wektorem sktadek, W(A) = [wi(4),
...y W(A)] jest wektorem, ktérego skladowymi sg prawdopodobiefistwa przynalez-

noéci do i-tej klasy, przy czym Y w;(4)=1.
i=l

Przy przedstawionych zatozeniach wektor W(A) mozna wyznaczy¢ jako unor-
mowany lewostronny wektor wlasny macierzy przej$¢ M, odpowiadajacy wartosci
wlasnej 1 (normalizacja polega na tym, ze suma sktadowych wektora wynosi jeden).

Tak zdefiniowana efektywno$¢ opiera si¢ na przecietnej stacjonarnej skladce
wyznaczanej jako $rednia wazona przecigtnych indywidualnych sktadek stacjonar-
nych. Efektywno§é ogdlna jest elastyczno$cia $redniej sktadki B(1) wzgledem po-
ziomu ryzyka A i pozwala oceni¢, w jakim stopniu kierowcy sa oceniani przez sys-
tem. W idealnym stanie B(4) powinna by¢ rosnacg funkcja A taka, ze 7/(4) = 1.

Tak zdefiniowana efektywno$¢ ma dwie wady: po pierwsze stan stacjonamy procesu
moze nie zosta¢ osiagniety, po drugie efektywnoéé ocenia wszystkich lderowcéw tacznie.

Efektywno$é¢ systemu mozna réwniez mierzy¢ za pomoca Sredniej asymptotycznej
skladki okre$lonej wzorem (12). Opisana miarg stosuyjemy gdy poréwnujemy systemy
bonus-malus kilku towarzystw ubezpieczeniowych, przy zatozeniu jednakowej szkodowo-
$ci w badanych portfelach. Towarzystwo ubezpieczeniowe z najwyzsza, przecigng stacjo-
narna sktadka osiagnie najlepszy wynik techniczny z dziatalno$ci ubezpieczeniowe;.

Niech V(4) = [w(A), ..., v{A)] bedzie wektorem, ktérego skladowymi sa zdyskonto-
wane (na poczatek ubezpieczenia) ptatno$ci ponoszone zaleznie od klasy startowej. Jezeli
kierowca startuje z klasy i, to zdyskontowane ptatno§ci wynosza v{A4).

Efektywno$cia zalezng od klasy startowej i nazywamy funkcj¢

M), _dwh) [dA

(A)= . 13
#(4) OOV (13)

Strumierh zdyskontowanych platno$ci wynosi
v,(4)=54 +d2pk (/?,)-VFK(,)(/?.), i=l .., r, (14)

gdzie b; — oznacza roczna sktadke w klasie i, d — czynnik dyskonta, Fi(i) =j — funk-
c¢ja transformac;ji.
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Réwnanie (14) ma dokladnie jedno rozwiazanie (dowod twierdzenia, mozna
znalezé w pracy [3]).

Efektywno$¢ zalezna od grupy startowej pozwala ocenié, jak szybko kierowcy
trafiaja do klas odpowiadajacych poziomowi ryzyka, jakie reprezentuja.

Efektywno$¢ systemow bonus-malus mozna rowniez mierzyé, oceniajac wynik
techniczny z dzialalnosci ubezpieczeniowej towarzystwa ubezpieczeniowego.
Symulacjg¢ przeprowadza si¢ przy réznych zalozeniach co do rozkiadu liczby i
wielkosci szkdd oraz dlugosei funkcjonowania systemu. Najczgsciej zaktada sie, ze
liczba szkéd ma rozklad ujemny dwumianowy, a wielko$é szkéd ma rozklad gam-
ma. Na podstawie badan KNUIFE (por. www.knufe.gov.pl) w latach 1998-2001
srednia czestotliwo$¢ szkéd w Polsce z pojedynczej polisy wynosita 10,21% (w
krajach UE — 4,51%) z odchyleniem standardowym 32,96%. Natomiast §rednia
wielkos§¢ szkody wynosita 5000 zt z odchyleniem standardowym 4000 zt.

4. Efektywno$¢ wybranego towarzystwa ubezpieczeniowego

Dzialajace w Polsce towarzystwa ubezpieczeniowe maja podobna strukture
systeméw bonus-malus. Zgodnie z danymi KNUIFE najczesciej kierowca za 2 lata
bezwypadkowej jazdy uzyskuje znizkg w wysokosci 20% sktadki podstawowej, za
3 lata — 30%, za 4 lata — 40%, za 5 lat — 50%. Wigksze réznice pomigdzy towarzy-
stwami ubezpieczeniowymi wystepuja w przypadku konstrukcji klas zwyzkowych.
Funkcjonujace systemy maja od jednej do kilkunastu klas zwyzkowych o maksy-
malnej stawce sktadki podstawowej w wysokosci od 120 do 260%.

Badanie przeprowadzono w roku 2003 dla portfela ubezpieczenn komunikacyj-
nych OC 1ddzkiego towarzystwa ubezpieczeniowego liczacego 1356 polis. System
bonus-malus badanego towarzystwa ubezpieczeniowego opisuje tab. 1.

Tabela 1. Zwyzki i znizki ubezpieczen OC komunikacyjnych badanego towarzystwa ubezpieczeniowego

Liczba szkod zgloszonych w ciagu roku
Klasa | % skladki podstawowej 0 1 2 3+ (co najmniej trzy)
1 160 2 1 1 1
2 130 3 1 1 1
3 100 4 2 1 1
4 90 5 2 1 1
5 80 6 3 1 1
6 70 7 3 2 1
7 60 8 S 3 1
8 50 9 5 4 1
9 50 10 6 5 1
10 50 11 8 5 1
11 50 12 9 6 2
12 50 13 9 6 2
13 40 13 10 7 3

Zrédto: warunki ogélne ubezpieczeni komunikacyjnych.
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J w systemie zwyzek i znizek

Zero-jedynkowe macierze transformacji Fy(i)
badanego towarzystwa ubezpieczeniowego majg postaé:

O OO0 OO0 OO0 0o o0 o0 O o
[ = I = I = I =2 — I — I = T o - I = T -]
[T = I = I = B — K — i — i — R = T = = = T o)
O O 0O OO0 0000 QOO —~
O 0 O 0O 0 Q00000 = —~ 0O
O 00 OO 0 O 00 —~ 0 O O
(= = I o Y O — I — i — T — i — T = T Y e I |
O 0 0O OO0 OO0 0 -0 0O Cc O
O O O OO0 O = = QO O O O O
0O 0O C 0O 0 -0 0 0 00 OO
O 000 0 -~ 0 000 00 o0 o
OO0 —m 0O 0O 0 OO0 oo o o
Rl OO 00O OO0 o O o 0.
]
s
.m O O 0 O 0 O O 0 O O — -
OO0 O 0O 00 OO0 00 —~ OO
OO0 O 0O 0O 0 0O 0O —~ 0 OO
O 0O 0O 00O 0O 0O 0 —~ 0 0 OO
O 0O O 0O O OO ~ 0 0 0 O O
O 0O 0O 0O O 0O -0 OO0 o OO
OO0 0O O O -~ 0 0 0 0 O OO
O 0O 0 O -0 O 0 0O 0 o o
O 0O O - 0 0O 0 0O 0O QO o ©
OO0 = O O C OO0 0 0 Q o Q
(= = =R = i = i = I = I = i« N - 0~
—_ 0 O 0O 0 OO0 00 OO0 o0
_0 O OO0 OO0 0 0O o o oo 0_
]
[P0

0O 0000000000 OoOo
0O 000000000 Oo oo
O C OO0 0000000 oo
O 0O O O O 0O O O O O O O O
©C 0000 0CO0O 0000 oo
I - - - R A A - - -
O O O O O O © © O O O O O
SRR =R - I I A A - - =)
0O 000000000 OO0 O
0O 0000000000 oo
000 OO0 000000 O —
O O 0O O O O O O O O —w ™m O
Ralialialolalalialalaiali-iidior

]

F.»
cocoococoocococoo oo
OO0 00000000000
000000000000
O 0O 0000000000 0O
== I A A - - - - -]
000000000000
00O 0000000000 —
OO 00000000~ —~O
OO 000000 - -0 0O
OO0 00000 ~0 00 oo
C O o000~ ~000COo oo
C O 00~ 00000 0O
~ " " 90 oo oo oo oo

]

o

Macierz prawdopodobienistwa przejscia dla ubezpieczen OC komunikacyjnych

badanego towarzystwa ubezpieczeniowego wyliczona na podstawie tab. 1 wynosi:
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Pprx— prawdopodobienistwo spowodowania k szkéd w ciagu roku,
DPi+ — prawdopodobienistwo spowodowania co najmniej £ szkdd w ciagu roku.
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. Rys. 1. Efektywnos¢ ogolna systemu bonus-malus badanego towarzystwa ubezpieczeniowego
Zré6dlo: badania wiasne.

Jezeli przyjmujemy, ze rozklad liczby szkéd w portfelu jest rozkladem ujem-
nym dwumianowym, to efektywno$é ogélna 77(1)badanego towarzystwa ubezpie-
czeniowego przedstawia wykres na rys. 1. W badanym portfelu $rednia szkodo-
woé¢ wynosita A= 0,13.

5. Podsumowanie

W systemie bonus-malus badanego towarzystwa ubezpieczeniowego elastycz-
no$¢ stawek skladki wzgledem poziomu ryzyka (szkodowos$ci) nie jest wigksza od
0,8%. Oznacza to, ze system nie jest efektywny (funkcja elastycznosci skladek
wzgledem poziomu ryzyka jest nieelastyczna dla wszystkich wartosci szkodowosci).

Charakterystyczna cecha polskich systeméw bonus-malus w dhlugim okresie
jest koncentracja polis w klasach o maksymalnej znizce oraz znikoma obecno$é
polis w klasach zwyzkowych. W badanym towarzystwie ubezpieczeniowym po 10
latach az 68% ubezpieczonych znajdowalo sie w klasie o najwigkszej znizce sktad-
ki podstawowej, a jedynie 2,5% placito sktadke podwyzszona w stosunku do staw-
ki podstawowej. W dluzszym okresie w wigkszo$ci polskich towarzystw ubezpie-
czeniowych srednia asymptotyczna sktadka dazy do skladki z maksymalna znizka.
W badanym portfelu juz po 16 latach $rednia sktadka to 40% skladki podstawowe;.
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CHOSEN EFFICIENCY MEASURES OF BONUS-MALUS SYSTEM
OF CIVIL RESPONSIBILITY CAR INSURANCE

Summary

In civil responsibility car insurance the individual premium is estimated in two stages. The first
stage is the estimation of the basic premium on the basis of prior factors — known risk factors such as
driver’s sex and age, type of car etc. The second stage is the posterior tarrification i.e. determining the
individual premium on the basis of the damage history of the insured. This stage is called the bonus-
-malus system. The paper presents some selected methods of the assessment of the effectiveness of
the bonus-malus system. The effectiveness of the bonus-malus system of an insurance company from
1.6dz was also investigated on real data.
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