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ARCHIWUM ELEKTROTECHNIKI — TOM IV — ZESZYT 1 — 1955

621.392.1:621.317.755
J. KROSZCZYNSKI

Badanie widm analizatorami o skonczonej szerokosci wstegi

Rekopis dostarczono 20. 10. 1953

Przy pomiarach widm zasadnicze znaczenie ma problem powstajacego —
wskutek skonczonej szerokos$ci wstegi analizatora — znieksztalcenia wyni-
kow. Postawiono zagadnienie w postaci ogélnej, przeprowadzono dyskusje
dla przypadku uproszczonego oraz wprowadzono -definicje pewnego rodzaju
wyidealizowanej detekcji. Po podaniu pomocniczego twierdzenia udowo-
dnicno twierdzenie o analizie, ktére glosi, ze wyn'k analizy badanego prze-
biegu jest identyczny- z widmem przebiegu bedacego iloczynem odwréconej
odpowiedzj impulsowej analizatora i przebiegu badanego. Podano réwmniez
inne sformutowanie tego twierdzenia. Przeprowadzono dyskusje dla pew-
nego typu obwodu analizatora, Wyjasniono fizyczne znaczenie przyjetego
prawa detekcji oraz dopuszczalno$¢ przyjetych uproszczen. Podano szczegd-
fowe rozwigzanie postawionego zagadnienia dla widma impulsu prostokat-
nego, rozpatrujgc wyniki uzyskiwane przy pomiarze impulsu o statej diu-
gosci za pomocg analizatoré6w o réznych wiasnosciach oraz impulséw réznej
diugosci za pomoca jednego analizatora, Uzyskane wyniki przedstawiono na
kilku wykresach, nma podstawie ktorych podano kryteria szeroko$ci wstegi
dla réznych wymagan dokladnosci pomiaru.

1. WSTEP

W wielu dziedzinach wspolczesnej radiotechniki wazng role odgry-
waja pomiary widm niektérych przebiegéw. Praca niniejsza ma za zada-
nie okreslenie, z jakimi znieksztalceniami (w stosunku do idealnych wy-
niké6w) nalezy sie liczy¢, stosujac przy pomiarach analizatory majace
skonezong szeroko$¢ wstegi.

Ze wzgledu na to, ze problem postawiony w ogoélnej postaci jest. dosé
skomplikowany zaréwno co do strony obliczeniowej, jak i co do inter-
pretacji, na wstepie zostang rozpatrzone pewne przypadki uproszczone,
ktore utatwia przejscie do bardziej skomplikowanych rozwazan.

Schemat blokowy urzadzen do pomiaru widma przedstawi¢ mozna na-
stepujaco. Przebieg f(t), o widmie S(w) (rys. 1) zostaje wprowadzony na °
wejscie filtru wstegowego o charakterystyce F(w). Na podstawie znanej
zalezno$cei z teorii obwodoéw liniowych widmo przebiegu na wyjsciu przed-
stawi sie jako

Sa(w)=S(w): F(w) . (1)

1 Archiwum Elektrotechniki Tom IV
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Jezeli bedziemy przesuwaé w czestotliwosci charakterystyke F(w) (prze-
straja¢- analizator), kolejne wskazania detektora przedstawia funkcje,
ktéra jest wynikiem pomiaru widma S(w); funkcje te oznaczymy jako @.
Idealnym analizatorem bedziemy nazywali taki analizator, dla ktérego
funkcje @ i S(w) sa identyczne dla wszystkich czestotliwo$ci. Latwo wy-
kazaé, ze idealny analizator nie daje sie fizycznie zrealizowa¢, gdyz mu-
sialby mie¢ nieskoriczenie waska wstege. W zwigzku z powyzszym wynik
analizy widma dowolnym analizatorem (o skonczone] szeroko$ci wstegi)
nie przedstawia baaanego widma wiernie.

a. Saealo),
(W) dw Flw) g
eS| /\ L L
} - W w
Flow) X
Rys. 1. Schemat bloko- Rys. 2. Ksztalt mierzonego widma i charaktery-
wy analizatora styki analizatora w przypadku uproszczonym

Dla tatwiejszego wyjasnienia zagadnienia

; o mozna rozpatrzy¢ uproszczony przypadek, gdy

of " L dw, zaré6wno widmo badane S(w), jak i charaktery-
t “ [ La»d styka analizatora F(w) maja ksztalt prosto-

i katny (pomijajac kwestie praktycznej mozliwo-

bR > x Sci realizacji takich charakterystyk). Zatozona

szerokosé wstegi analizatora bedzie dw, a sze-
roko$¢ widma dw (rys. 2).

M Sumddu Aby wykresli¢ @ przy roéznych zalozeniach
IH’ co do szerokosci wstegi analizatora, nalezy

—> x w obliczeniach zalozy¢ pewna charakterystyke
5 detektora, o ktorego wiasciwosciach dotycheczas
£ nie bylo mowy. Mozna chwilowo przyjaé, ze
e wskazania detektora sg proporcjonalne do po-
wierzchni figury uzyskanej przez wzajemne
! — x  pomnozenie charakterystyk 2a i 2b zgodnie ze
¥ : wzorem (1). Szukana funkecja przedstawialaby
2 L5 beo duw» Aw sie wiec jako

: * D(x)= .Tfoc;S'(w) -Flo—x) dw , (2)

i e gdzie x oznacza Srodkowg czestotliwo$¢ anali-
Sc}; ¢ “;steg'%lygngfmzmg zatora (rys. 2b). Sprawa charakterystyki detek-
na wynik pomiaru w tora poruszona bedzie w sposéb bardziej

przypadkiu UPTroSzZCzZo~ . i
: oy szczegolowy dalej.
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Po dokonaniu elementarnych obliczen uzyskuje sie wykresy przedsta-
wione na rys. 3a, b, ¢, d. Wida¢ tam wyraznie, jak przy matych szeroko-
Sciach wstegi analizatora mierzone widmo niewiele odbiega od idealnego,
jak powstaja znieksztalcenia przy rosnacej wstedze analizatora, aby
wreszcie mie¢ do czynienia raczej ze zdejmowaniem charakterystyki ana-
lizatora niz pomiarem widma.

Po tych wstepnych rozwazaniach nalezy przej$é do znalezienia roz-
wigzania ogolnego.

2. TWIERDZENIE O ANALIZIE
Wezmy pod uwage przebieg f (t) okreSlony (w ogélnie stosowanym

zapisie symbolicznym) jako H(8) = 1,(t) edo:t

gdzie fy(t) jest funkcja zmiennej rzeczywistej t, spelniajgca warunki
Dirichleta, oraz warunek

=
Lim [ [fo(®) | de .
T—)OO_-T
Czestotliwos¢ w, nazwiemy czestotliwo$Scig no$ng przebiegu
f(t), a przebieg f(t) — przebiegiem modulowanym.

Z przebiegami tego typu spotykamy sie czesto w zagadnieniach ana-
lizy widmowej i takie wlasnie przebiegi beda przedmiotem dalszych roz-
wazan. Azeby rozwazania te mozliwie uogélni¢, na wstepie zostanie roz-
patrzona pewna prosta zalezno$¢ z teorii przeksztalcenia Fouriera. Za-
leznos¢ ta, zwana niekiedy twierdzeniem o modulacji, pozwoli na za-
stapienie w rozwazaniach funkeji

F(8) = fo(t) &7t
funkeja f(t), co uprosci dalsze rozwazania, nie ograniczajac jednak za-
kresu ich stosowalnosci.
Niech bedzie dany przebieg fy(t) spelniajacy wyzej podane warunki.
4 teorii catki Fouriera wiemy, ze przebhieg fo(t) i jego widmo zwigzane sa
wzorem T
S(w)= [ fo(t) e~ietdt . (3)
Wzér (3) nazywamy przeksztatceniem Fouriera i notujemy symbolicznie
S(w) = TF{fo(t)} - (4)
Twierdzenie o modulacji méwi, ze jesli przebieg f(t) (rys. 4) zostanie
zmodulowany czestotliwoscia w,, to widmo nowego przebiegu bedzie
miato ksztatt identyczny jak poprzednio, przesunie sie jednak na skali
czestotliwosci o wielko$é w,, a wiec zamiast S(w) bedzie (rys. 5)

S'(w)=S(w—w,) . (5)
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Dowdd jest bardzo prosty, gdyz obliczajac S'(w) z definicji otrzymuje sie

+00
S'(w)= f [f(t) ei@et] e—iotdt =

+00
= [ f@)ye-tle-adtai—

=S(w—w,) , (6)
czego nalezalo dowiesc.

Widzimy, iz rozwazajac zamiast f(t) przebieg f,(t) nie traci sie¢ nic
na ogélnosci, gdyz znajac widmo przebiegu f(t) drogg prostego przesu-
niecia mozna uzyskaé w razie potrzeby widmo przebiegu zmodulowanego
dowolna czestotliwosecig [9]. :

£t §(w)

Ll + >
Rys. 4. Przebieg f(t) i jego widmo

a. b.

Ab. ..

Rys. 5. Przebieg f(t) i jego widmo po zmodulowaniu

Nalezy teraz ponownie zwréci¢ uwage na wzor (2). Mimo, iz interpre-
towano go poczatkowo w spos6b bardzo prosty, wzér ten jest zupeinie
0g6lny; bezposrednie jednak jego zastosowanie natrafia na powazne prze-
szkody. Jedng z nich sg trudnosci obliczeniowe. Dla przykitadu mozna roz-
patrzy¢ najprostszy przebieg, a mianowicie impuls prostokatny, oraz naj-
prostsza charakterystyke — filtr idealny o charakterystyce prostokatnej;
calka (2) nie daje sie wowczas wyrazi¢ przez funkcje elementarne. Druga
niewygodng wlasciwoscia wzoru (2) jest to, ze nie prowadzi on do zadnej
prostej interpretacji, za pomocg ktérej mozna by na podstawie posiadanych
warunk6w wyciagnaé jakosciowe wnioski o przebiegu zjawiska. Tymeza-
sem w technice dazy sie zawsze do uzyskania takich wzoréw, ktére nie
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tylko umozliwiaja iloSciowe obliczenie potrzebnych danych, ale takze ula-
twiaja dyskusje charakteru zjawiska. :
Ponizej zostana przedstawione rozwazania, w wyniku ktérych wspom-
niane dwie trudnosci moga by¢é w znacznej mierze usuniete.
W teorii przeksztalcenia Fouriera znana jest pewna zalezno$é, ktéra
bedzie wykorzystana do przeksztalcenia wzoru (2). Jest to mianowicie
nizej podane twierdzenie.

Twierdzenie
Jezeli dwie funkcje G,(t) i G,(t) zmiennej rzeczywistej t sg transfor-
mowalne wedtug Fouriera oraz je$li
‘T{Gl(t)}=S1(w) )
F{G,(t)}=S,(w),
to przeksztalcenie fourierowskie funkcji G(t), ktéra jest iloczynem funk-
cji G(t) i Gy(t), wyraza sie wzorem

00,

= il &
G0} = TG0 Gult)y = f S.(0) Sia—w)do. ()
Dowadd
Z definicji przeksztalcenia Fouriera mamy
HGiG,} = f G,(t) Gy(t) e~ i%tdt =
= f G,(t) [EL f S (w) ej‘“‘dw]e‘mdt. (8)
7

Poniewaz obie funkcje posiadaja przeksztatcenie Fouriera, mozna zamie-
ni¢ kolejno$é catkowania i napisac

7{G1G3}=‘— —2—1— f S;(w) [ f G2(t) e—j(x-w)tdt] do=
7
1 KB 2
= — f Si(w) Sy(x—w) dw, (9
27
gdyz
[ Galt) e-ita=oltdt==5,(x—a). (10)

oc
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W powyzszym dowodzie wprowadzono bez wyjasnienia sensu fizycz-
nego zmienng x. Znaczenie tej wielko$ci stanie sie jasne, jesli poré6wnac
wzor (7) ze wzorem (2). Wzory te sa prawie identyczne z wyjatkiem znaku
przy x oraz o W nawiasie.

Udowodnione twierdzenie mozna wiec wykorzysta¢ do fizycznej inter-
pretacji wzoru (2). Bioragc mianowicie pod uwage, ze charakterystyke
analizatora F(w) mozna uwaza¢ za widmo odpowiedzi impulso-
wej' analizatora, otrzymamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie o analizie
Wynik analizy widma S(w)="Hf(t)} za pomoca analizatora o charak-
terystyce F(w)=Hg(t)} mozna wyrazi¢ wzorem

D(x) =20 F{f(t) - g(— 1)}, (11)

gdzie g(t) jest odpowiedzig impulsows analizatora.
Istotnie, poniewaz na mocy definicji przeksztalcenia Fouriera mamy
F(—0)=F{g(=1)}, (12)
przeto z poréwnania wzoréow (2) i (7) wynika od razu stusznos¢ twier-
dzenia. ;

Twierdzenie powyzsze mozna jeszcze sformulowaé w nieco inny spo-
sGb, nadajac mu- postaé, ktéra czasem jest wygodniejsza do interpretacji.

Mianowicie jezeli pewien przebieg f(t) ma widmo S(w), to analizujac
wymienione widmo analizatorem o charakterystyce F(w) otrzyma sie
w wyniku widmo @, identyczne z widmem przebiegu f(t) pomnozonego
przez g(—t), przy czym g(t) jest odpowiedzia impulsowg analizatora.

W powyzszym sformutowaniu pominieto czynnik 2m, ktéry nie od-
grywa wiekszej roli w problemach analizy widma, gdzie jest istotny jedy-
nie ksztalt widma, a nie jego bezwzgledna wartose¢.

Wyprowadzona wyzej zalezno$¢ dobrze nadaje sie do interpretacji
oraz ufatwia obliczenia, jest przy tym zupeinie ogélna ?>. Nasuwa sie tu
jednak pewne pytanie, czemu mianowicie w rzeczywistych uktadach od-
powiada detekcja zgodnie z przyjetym na podstawie wzoru (2) prawem.
Zanim jednak mozna bedzie odpowiedzie¢ na to pytanie, zreszta bardzo
istotne, rozpatrzmy przyklad zastosowania powyzsze] metody do kon-
kretnego uktadu.

Mozna na przykiad przyja¢, ze analizator zawiera jako filtr rezo-
nator, ktérego schemat zastepczy mozna przedstawi¢ w postaci obwodu

f Oidpowiedlzia impulsows czwornika nazywamy przebieg mapiecia ma wyjsciu
czwornika, wywotany przytozeniem ma jego wejscie sygnalu w postaci funkeji im-
pulsowej Diraca o(t).

; 2. Interpretacja splotu jako wyniku analizy nasuwa ciekawe analogie réwniez
i w innych zagadnieniach radiotechniki, miedzy innymi w teorii informacji, w zwig-
zku z pewnymi wiasno$ciami funkecji korelacyjnych.
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RLC. Jak wiadomo, odpowiedZ impulsowa takiego obwodu ma postaé

9(t)=Ce~%sin w,t, (13)

: R ; : ; 5
gdzie azi, w, jest pulsacja drgan wilasnych obwodu, a C jest pewna
stalg.

Zgodnie z uwagami umieszczonymi na poczatku tej czesci pracy, elimi-
nujemy (dla uogdlnienia rozwazan) wyraz sin w,t, przesuwajac charak-
terystyke rezonatora do czestotliwosci zerowej. Ze wzgledu na to, ze inte-

resujacy jest tylko ksztalt widma, a nie jego bezwzgledna warto$é, pomi-
Jamy rowniez wspotezynnik C. Ostatecznie bedzie wiec

go(t) =€, (14)

a w zwigzku z tym, zgodnie ze wzorem (7) i nastepnymi, widmo funkeji
f(t), zmierzone analizatorem o skonczonej szerokosci wstegi, przedstawi
sie jako widmo przebiegu

fu(t)=e“tfu(t) . (15)

Zaleznos¢ (13) mozna réowniez wyprowadzié postugujgc sie bardzie]
konwencjonalnymi metodami. Ze wzgledu na to, ze operowanie odpowie-
dzig impulsowa moze by¢ stosunkowo mniej znane, bedzie przytoczone
réwniez i to drugie wyprowadzenie. Dla pojedynczego obwodu rezonan-
sowego krzywa selektywnosci wyraza sie znanym wzorem

1
y= :
]/1+4Q2 (——“’““’0)

Do

jest dobrocig obwodu.

; (16)

woL

gdzie @=

Wprowadzajgc nowa zmienng o =w—w, (co odpowiada przesunieciu
krzywej rezonansu do czestotliwosei zerowej) otrzymamy

s

1 1 2L
= e st e

]/1+4Q2( ® ) ]/1+ o ]/ i

w, R? 417

Poniewaz widmo przebiegu e~% ma postac % a jego modul — po-
a+jo

stac —1———, to porownujac ten wzor ze wzorem (17) mozna spostrzec, ze

V a?+ w? .
AL 0 (18)

T T s e o)
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Wprowadzajac szeroko$¢ wstegi na poziomie 5 napiszemy
}

Bl

2

(19)

o=

Podane wyzej rozwazania, mimo ze sa Sciste i zupelnie ogélne, sg jednak
w pewnym sensie dos¢ formalne. Aby usunaé watpliwosci, ktére wskutek
tego moga powstaé¢, rozpatrzymy omawiane zagadnienie w inny jeszcze
spos6b, bardziej rzucajacy $wiatto na fizyczna strone zagadnienia.

W tym miejscu wydaje sie¢ wskazane przedstawienie odmiennego roz-
wigzania, zaczerpnietego z ksigzki A.A. Charkiewicza [3]. Czes¢ pracy
niniejszej od wzoru (20) do (24) jest zaczerpnieta ze wspomnianej ksigzki
(str. 135—139) z zachowaniem uzytych tam oznaczen.

Wezmy rezonator (elektryczny lub mechaniczny), do ktorego przy-
tozono dzialanie o przebiegu f(t). Wowczas, jak wiadomo, mozna napisaé¢
rownanie

mx+rx+sc={(t), (20)

przy czym odpowiedZ impulsowa bedzie

ol)= = L e~ sin wit . (21)
may

Rozwigzaniem rownania (20) jest

t

x(t)= —Lfe‘““‘”) sin wi(t—u) f(u) du=
mwi
0
¢ t

-

. (22)

—at

— sin gt f e“%f(u) cos wxu du—cos wit J
mwg |

e f(u) sin wxu du

0 0

Dla obwiedni drgania po czasie t > 7 (gdzie v oznacza moment zakonczenia
dziatania impulsu na rezonator) istnieje zaleznos¢

e—¢at 2 2 AT : A %
E= [( f e f(u) cos wru du) + ( f et f(y) sin wxwu du) ] - 23
mayi ! -

Z powyzszego wzoru wynika, ze przy pomiarze widma funkeji f(t) za po-
mocg rezonatora o wiasciwosciach wyrazonych réwnaniem (20), jezeli
detektor wskazuje wartosci proporcjonalne do &, to otrzymane w wy-
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niku pomiaru widmo bedzie identyczne z widmem amplitudy funkeji
zmodyfikowanej, a mianowicie

falt)=et- f(t) . 29

Jak wida¢, postugujac sie zupelnie inng metoda, dochodzimy do wzoru
identycznego jak poprzednio (15). Przy tej okazji zostal wyjasniony. pro-
blem detekcji; okazalo sie, ze biorac widmo amplitudy funkcji okrelonej
wzorami (15) lub (24), w wyniku otrzymuje sie krzywe, ktore odpowia-
daja wynikom pomiaru za pomocg detektora szczytowego, a wiec za po-
mocg najczesciej stosowanego ukladu ®. :

Stosujac przeksztalcenie Fouriera do funkeji (24), otrzymamy

D= [ e“tf(t) e-ietdt (25)
skad zgodnie z (3)
b =8S(w+ja), (26)
widmo za$ amplitudy przedstawi sie wowczas jako
10| =|S(@+ja)]. (27)

Wyrazenia podobne do powyzszego, to znaczy takie, w ktérych postu-
gujemy sie czestotliwo$cia zespolong, nasuwajg ciekawe uwagi zwigzane
z teoriag obwodéw liniowych dzieki znanemu pokrewienstwu przeksztatcen
Fouriera i Laplace’a, ich rozpatrywanie wykracza jednak poza zamie-
rzenia niniejszej pracy. Do rozpatrywania pewnych zagadnien praktycz-
nych wyprowadzone powyzej zwiazki sa zupelnie wystarczajace. Nalezy
jeszcze tylko wyjasni¢ pewna kwestie, mogaca budzi¢ ewentualne za-
strzezenia. W przedstawionych rozwazaniach z reguly jest mowa o poje-
dynczym impulsie; z drugiej strony moéwi sie o pomiarze droga przestra-
jania analizatora. Pozornie, z czysto teoretycznego punktu widzenia, za-
chodzi tu pewna sprzecznosé. Sprzecznos¢ ta zniklaby natychmiast, gdyby
wprowadzi¢ pojecie analizy réwnoczesne] [3], przy czym reszta rozwa-
zan pozostalaby bez zmian. W praktyce jednak w przewazajacej wiek-
szo$ci przypadkow wystepuja impulsy bardzo krétkie w stosunku do
okresu powtarzania, a ponadto ma sie do czynienia z powolnym przestra-
janiem; w tej sytuacji istnieja praktycznie te same warunki, co dla ana-
lizy réwnoczesnej. Poniewaz sprawa ta jest stosunkowo oczywista, autor

3 Nie malezy jednak wysnuwaé ma tej podstawie biednego wniosku, ze detekpja
szezytowa i detekcja wedlug prawa okreSlonego wzorem calkowym (2) s3 icalkowicie
identyczne, Catki typu (2) odpowiadaja raczej notowaniu wartosci przebiegu w pew-
nym okreslonym momencie; fizycznie odpowiada to na przykiad pewnym przypad-
kom pomiaréw, dokonywanych za pomoca synchroskopu, Eatwo sie zorientowac,
kiedy wyniki tej metody sa icalkowicie zgodne z detekcja szczytowa, a kiedy zgod-
no$é¢ ta nie wystapi.
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zdecydowal sie na przyjecie terminologii obowigzujacej w dziedzinie, dla
potrzeb ktérej opracowany jest niniejszy artykutl.

3. POMIAR WIDMA IMPULSU PROSTOKATNEGO

Opisana wyzej metoda zostanie teraz wykorzystana do rozpatrzenia
wplywu szerokos$ci wstegi analizatora na wyniki pomiaru widma najcze-
Sciej w technice impulsowej wystepujacego przebiegu, a mianowicie im-
pulsu prostokatnego.

Niech bedzie diugosé impulsu 7 i ampli-

e SIS

> tuda A (rys. 6). Jak wiadomo [7], widmo takiego
? impulsu wyraza sie wzorem
t s S(w)= fA—(l—e‘f‘“’). (28)
Jow

Rys. 6. Impuls prostokatny

Zgodhie ze wzorem (27) bedzie
] —e i@ Eja)"] e p— A ll_e(a—j(")f‘ ; (29)
@A) |

D=S(w+ja)= — .
j(@+ja) |

Modut? tego wyrazenia obliczymy jako

’ A j A Y . .
‘ @]: e 1**6(”'"]“’)7 = == | 1 —e% cos (ur+ye“’31n T
|—a+jo Va2 + w? |
— 2 /(1= cos 0+ (esin w7t =
Vol+a?
A = = S
= 7 25 Vel =2e coslnz Ze22h (30)
w (0755

Ostatnig zaleznos¢ ilustrujg zalaczone wykresy. Z prawej strony rys. 7
przedstawiono szereg krzywych dla réznych wartosci parametru o przy
statej diugosci impulsu; w celu tatwiejszego porownania krzywe sa spro-
wadzone do wspélnej wartosci przy o =0. W lewej czesci rysunku podano
krzywe rezonansu analizatora dla odpowiednich wartosci «* Na rysunku 8
wzor (30) przedstawiono rowniez jako funkeje dwoch zmiennych; widaé
tam wyraznie, jak w miare wzrostu szerokosci wstegi analizatora zacie-
rajg sie szczegbély widma. Na rys. 9 przedstawiono krzywe otrzymane dla
analizatora o stalych wlasciwosciach przy réznych diugosciach impulsu.
Posiadajac tego rodzaju wykresy mozna z tatwoscia rozstrzygac¢ wiele za-
gadnien praktycznych, a wiec na przyktad ustali¢ maksymalng szeroko$c
wstegi analizatora, dopuszczalng z punktu widzenia wymagan dokladnosci
pomiaru.

4 Nie nalezy zapominaé, ze ¢ mierzone jest w tyich samych jednostkach co w.
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or=4

Rys.

Rys. 8. Wykrgs przestrzenny wzoru (30)
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W tym miejscu nalezy zwro6ci¢ uwage na mozliwo$é odmiennego trak-
towania tego rodzaju zagadnien, wynikajaca z twierdzenia o analizie.
Z poprzednich rozwazan wida¢, ze skonczona szeroko$¢ wstegi analiza-
tora spowoduje znieksztalcenia tego rodzaju, jak gdyby obserwowano
I\ widmo nie impulsu prostokatnego
(rys. 6), lecz znieksztalconego (rys.
10). Za kryterium dobroci analizy
mozna zatem uznaé wielkosé AA.
Dla poréwnania z wykresem 7 przed-
stawiono ksztalt znieksztalconych
impulséow (rys. 10), odpowiadaja-
cych réznym wartosciom «. Wyboér
wartosci, ktora zostanie uznana za
zadowalajgca, zalezy oczywiscie od
konkretnego przypadku, jednak na
podstawie rys. 7 i 10 stwierdzic¢
mozna, ze stosunkowo dobre wyniki
uzyskuje sie przy ar <0,5. Przyjmu-
jac na przyklad ar=0,314, dla szero-
kosci wstegi analizatora otrzymaltoby
sie kryterium w postaci warunku

407

0,57

F . ——w 1
Bl (Hz) < . (3 1)
Rys. 9. Analiza impulséw prostokgtnych 107

o réznej diugosei

Jak wida¢ z wykreséw, przy badaniach, w ktérych wilasciwosci widma
w okolicach miniméw s3 mniej interesujacymi, natomiast zalezy gtéwnie
na stwierdzeniu szerokosci widma w okolicach po-
lowy jego wysokosci, mozna ostatecznie stosowac
wartos$ei ar dochodzace do 2 bez popeiniania znacz- 05
nych btedéw. Dla takich pomiaréw wystepowatcby 3
wiec tatwiejsze do speinienia kryterium L

ocr =0

—

Rys. 10. Réwnowaz-
2 ne impulsy przy roz-

By <— 5 (32) nych szerokosciach
3T wstegi analizatora

Whniosek ten jest dosS¢ interesujacy i ma duze znaczenie w pewnych przy-
padkach praktycznych.

Na zakonczenie pragnatbym wyrazi¢ swg wdziecznosé prof. drowi
J. Groszkowskiemu za cenne uwagi dotyczace opracowania niniejszej
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pracy, przejrzenie rekopisu oraz zachete do opublikowania. Dziekuje
roéwniez ob. P. Ostrowskiemu za pomoc przy wykonywaniu czesci obliczen
do wykresow.
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4. KPOLLIUHCKH
WCCJIENOBAHME CIMEKTPOB AHAJIU3ATOPAMH C ROHEYHOM LUIMPHHOM MMOJIOCHI

PesomMme

[lp1 M3MEpeHHH CIIERTPOB OCHOBHOE 3HAa4YEeHHE UMEET BOMPOC HCRAaKEHUsS Pe3ynbTaToB
BCJIE[ICTBUE ROHEYHOM LUMPWHLI [0JIOChl aHalM3aTopa.

Bonpoc aToT moctaBjieH HaMu B OGIIEM BHOE: C ONpenesieHHeM OCHOBHLIX CBOWMCTB
aHaMU3KUpYIOLIEeH CHCTEMb] BBEIEHO ONpefe/eHHe HEROTOPOro posia MaeanbHOro NETERTOpa
u Grnaromapsi 3TOMY HaklIeHo Bblpaﬁ(eHHe; onpepensouiee QyHRIUIO, SBASIOLLYIOCS pe-
3ysnbratoM aHanusa (popm. 2).

[lpoBeneno obcyskaeHHe YNpoLIeHHOro ciyyas. [locsie BhIBEOEHHS BCIIOMOTaTEsbHOM
TEOpEMbl [oRaszaHa. ,,TeopeMa o6 aHanM3e', rjacguias, 4to Ppesy/ibTaT aHalu3a CpPeKTpa
MCCIIeyeMOro Mpolecca TORAECTBEH CO CMEeRTPOM MpOH3BeNeHUS OOparHOro MMNyJbe-
HOrO OTBETa aHaju3zatopa Ha MccieayeMbld npouecc. [lpuBeneHa rtarike ppyras ¢opmy-
JNMpOBRa 3ToH Teopembl. [lpoBeneHo obcyskaeHue s ROHKRPETHOM XapaKTEPUCTHRU aHa-
nuzaropa (popm 16).

CpaBHHBasg Ha TMpUMEpe [OJIydEHHbIE pe3y/ibTaThl C pe3y/bTaTaMi NoNy4eHHbLIMH MpH
MOMOILY HHOTO METOHA, M3BbICHEHO (HM3HYECKOE 3HAYEHHWE MPUHSTOrO mpaBa AEeTERTHPO-
BaHWS, @ Tak:Ke MOMYCTUMOCTb MPHHSTHIX YNPOLIEHHH.

[puBegero nofpoOHOe PpelleHWE NOCTaBJ€HHOW NpobsieMbl g ciyyas aHaiusa
CreKTpa NpsiMOYrojbHOro WMMyjbca. PaccMOTpeHbl pesy/braTthl MojiyYaeMbl€ Mpy H3Me-
pPEHHM UMMNYAbCa C MOCTOSHHOM OJMHOW MpH NMOMOLM aHalU3aTOpPOB C pasiUYHbIMH LUK-
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PUHAMHK TOJIOCH! @ TaKKe M3MEFEeHWsl WHINYILCOB C pasHbIMM [IJMHEMW NPH NOMOLUM
OfHOTO M TOro 3Ke aHanusartopa. [lonyueHHble pesynbTaThl NpejicraBieHbl Ha HECKOJLKRUX
nuarpaMax, Ha OCHOBa@HHMH KOTOPBIX MOAaHbl RPUTEPHUH HAWGOJILILEH JONYCTHMOM LIMPHHbI
MOJIOChl /1S pasiiM4HbIX TPebyeMblXx cTerneHed TOYHOCTH HW3MEepeHUs.

J. KROSZCZYNSKI

THE EXAMINATION OF FREQUENCY-SPECTRA BY MEANS
OF ANALYZERS HAVING A FINITE BAND-WIDTH

Summary

In frequency spectrum measurements the problem of the deformations of results
due to finite band-width of the analyser is of great importance. This problem is
stated in its general form and the fundamental properties of the analysing system
-are described, the definition of some ideal detector is given, so that the expression
determining the function resulting from the analysis (Eq. (2) could be given. A sim-
plified case is discussed. After giving an auxiliary theorem, the ,,analysis-theorem® is
proved, which states that the result of the frequency-analysis of an examined tran-
sient is identical with the frequency-spectrum of the product of the reversed pulse re-
sponse of the analyzer and examined transient. There is also another formulation
of this theorem, The characteristic of an analyzer is discussed (Eq. 16). By com-
paring the results of this example with those obtained by other means the physical
meaning of the adopted detection-law and the admissibility of adopted simplifica-
tions are explained. The detailed solution of the stated problem for amalysis of
the spectrum of a rectangular pulse has been given. The results of measurements
of a pulse of constant length by means of analyzers with wvarious band-widths
as well as of the results of measurements of pulses with different lengths by means
of one analyzer have been examined. The diagrams presenting the obtained results
show the criterions of maximum band-width for different requirements of accuracy.
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liniowych uktadéw dynamicznych

Rekopis dostarczono 13. 3. 1954

W pracy miniejszej zostalo wprowa‘wd-zorne pojecie optymalnego schematu
zastepczego i modelu liniowego ukladu dynamicznego, to jest ukladu, kté-
rego charakterystyki wzgledem ,,0” Ilub ,t“ znajdujg sie w najmniejszej
odleglosci, w metryce odpowiedniej przestrzeni funkecyjnej, od charaktery-
styki danej, na przyklad okreSlonej do$wiadczalnie, Jako przyklady rozpa-
truje sig¢ przyblizenia w przestrzeni C(0,T); L2(0,T); L2(0,00). Wybér odpo-

} wiedniej metryki uzalezniono od wybranego kryterium znieksztalcen w roz-
patrywanych ukitadach dynamicznych. Wnioski teoretyczne zilustrowano kon-
kretnymi przykiadami zaczerpnietymi z radiotechniki q teorii regulacji auto-
matycznej.

1. WSTEP

Przeprowadzajgc analize proceséw w realnych ukladach dynamicz-
nych zmuszeni jesteSmy w celu uproszczenia aparatu matematycznego
pomija¢ wplyw wielu czynnikéw drugorzednych, to jest upraszczaé ten
ukiad. Na przyklad czesto zaklada sie, ze uklad sktada sie z elementéw
skupionych, czyli nie zostaja uwzglednione jego wymiary geometryczne.
Czesto tez zostaje pominiety wplyw tak zwanych parametréw szkodli-
wych, jak na przyklad: pojemnosci i indukcyjnosci rozproszone, konden-
satory sprzegajace itd. Sci$lej] méwiac, pomija sie pewne parametry nie
dlatego, ze sg one male lub duze w poréwnaniu z innymi parametrami
- (co byloby pozbawione sensu, gdyz trudno poréwnywac takie wielkosei,
jak na przyktad pojemnosé i oporno$é lub indukcyjnosé, ktére majg rézne
wymiary), lecz dlatego, ze pewne czlony réwnania rézniczkowego ukiadu,
zalezne od rozpatrywanych parametréw, mato wplywaja na rozwigzanie
- tego rownania. Analizujac procesy we wzmacniaczu, ktérego schemat
przedstawiono.-na rys. 1 i ktéry posiada funkcje przenoszenia wyrazong
wzorem

RlpheShyes - -l ) : 6)
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gdzie

. pztwy leRDCQ ) TzzRaCa, (Ca << Cg) ]
S jest nachyleniem charakterystyki lampy, pomija sie zwykle przy malych
czestotliwosciach wplyw pojemnosci C,, tj. odrzuca sie czlon 7,p?, ktory
jest mniejszy od pozostatych cztondow; przy wielkich za$ czestotliwosciach

: 1
odrzuca sie czlon —.
TI

4
e =/(t)
1

_L ¢ 0

Rys. 1. Schemat wzmacniacza impulséw

Analogicznie przy rozpatrywaniu charakterystyk chwilowych tego
wzmacniacza
e @
t)=e. n—e 7 ’
SRa

przedstawionych na rys. 2"przy5 = 50, dla dostatecznie duzych wartosci

Ty
t

.czasu pomija sie czion e =. Przy rozpatrywaniu za$ znieksztalcen czota
t

impulsu, to jest dla niewielkich warto$eci czasu, przyjmuje sie e = =1.
L
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Rys. 2. Funkcja przej$ciowa wzmacniacza impulséow h(t) oraz funk-
cja przejsciowa ukiadu zastepczego h(t)

Nie zatrzymujac sie na pozornej tylko réznicy miedzy tymi dwiema dro-
gami idealizacji (tj. w zakresie czestotliwosci i czasu), zwr6¢my uwage na
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btad d(t)=h(t)—hy(t) popelniany przy przyjeciu charakterystyki zastepczej

t
ho(t), na przykiad h(t)=1—e = Blad ten szybko narasta ze wzrostem
argumentu (rys. 3). Zatem analiza proceséw we wzmacniaczach, opierajaca
sie na uproszczonej funkcji
przejsciowej hy(t), prowadzi do
znacznych btedow, ktore w
przypadku uktadéw wielostop- o__ 9o 004 920
niowych (np. przy badaniu Al B — G
czota impulséw) moga osiggaé T B A
niedopuszczalne wartosci. Jas- hin=eT—e® ~.
ne, ze absolutng -wartosé¢ tego m/' ot =AUI=¢ 7>
bledu mozna by znacznie
zmniejszy¢, gdyby charaktery- Rys. 3. Wykres bledu 0(f)=h(t)—ho(t)
styka h,(t) réwnomiernie apro- dla uldladow ‘zasicpezych
ksymowata charakterystyke da- '
nego uktadu h(t).W przypadku rozpatrywanego przez nas ukladu mozna
by to uczynié ,,sciskajac* krzywa h((t) wzdluz osi pionowej, czyli mnozac
ho(t) przez wspoétezynnik A <1, co jest oczywiScie zwigzane z konieczno-
Scig wyboru odpowiednich parametréw ukladu zastepczego, jak to w dal-
szym ciggu bedzie dokladnie wyjasnione.

Aby dostatecznie jasno i $cisle rozwazy¢ wysuniete tu zagadnienie oraz
rozpatrzyé konkretne przyklady, wydaje sie celowe wprowadzenie pew-
nych prostych poje¢ analizy funkcjonalnej i teorii aproksymacji.

A 6(t)=h(t)=hp(t)

ol

2. OKRESLENIE OPTYMALNEGO UKLADU ZASTEPCZEGO

Rozpatrzymy uklad przedstawiony na rys. 4. Uklad ten nazywamy
ukladem liniowym, jesli przy sygnale wej$ciowym

_ e(t)=a,e,(t) +asey(t)+ . .. +anen(t) (3
o—| b o—] ey
5 " U —= € o Us
—0 O —G

Rys. 4. Uklad liniowy i odpowiadajacy mu
ukiad zastepczy

odpowiedz ukladu wyniesie:

u(t)= a U4 (t) -+ a2u2(t) S Al (D) (4)

gdzie u,(t), uy(t)... un(t) sa to odpowiedzi ukltadu na sygnaty e(t), es(t) ..
en(t).

Q%
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Metody okreslenia odpowiedzi ukladu liniowego u(t) na sygnal wej-
Sciowy e(t) polegaja na [5]:

- a. rozlozeniu sygnalu e(t) na sume funkeji elementarnych, to jest funkeji
liniowo niezaleznych, na ktére odpowiedz ukladu wyraza sie stosun-
kowo prosto (w przypadku sygnaléw nieokresowych rozlozenie to
mozna uzyskac¢ stosujac przeksztalcenie Fouriera);

b. okresleniu odpowiedzi ukladu na oddzielne skladowe sygnalu wejscio-
wego;

c. sumowaniu oddzielnych odpowiedzi (w przypadku widma, jakim
wyraza sie odpowiedz ukladu w razie rozlozenia za pomoca prze-
ksztalcenia Fouriera, sumowanie mozna uzyskaé stosujac odwrotne
przeksztalcenie Fouriera).

Odpowiedz ukladu na funkcje jednostkowa nazwiemy funkcja przej-
$ciowa tego ukladu.

Zaréwno zesp6l sygnaléw wejsciowych E, jak i wyjSciowych U tworzg
pewng przestrzen liniowg o skonczonej lub nieskonczonej ilosci wymiarow.
Wspoirzedne tej przestrzeni okregla zbiér sygnaléw elementarnych.
Sygnal e moze by¢ zatem przedstawiony jako punkt lub wektor w prze-
strzeni funkcyjnej. Zupelnie podobnie klasa sygnatow wyjsciowych uktadu
zastepczego U, tworzy pewng przestrzen, ktéra ogélnie bioragc jest pod-
przestrzeniag U. Na podstawie tych wstepnych uwag zagadnienie, ktore
staje przed nami, moze by¢ sformulowane nastepujaco.

W pewnym przedziale czasowym T, w przestrzeni dowolnej ilosci wy-
miaréw, zadane sg dwie funkcje u(t) i uy(t,A,,A4;...Ay) zmiennej t, przy
czym u, zalezy jeszcze od pewnej ilo$ci parametrow A,...A,. Para-
metry te trzeba okre$lié w ten sposob, by odchylenie w T funkecji
ug(t, A...A,;) od u(t) bylo minimalne. Przy tym oczywiScie nalezy
zdefiniowaé, co sie rozumie pod odchyleniem wu, od u lub tak zwang
odleglo$cig miedzy tymi funkejami. Jesli na przyklad ograniczymy sie do
rozpatrywania funkeji ciggtych w 7', a w charakterze kryterium, na zasa-
dzie ktérego bedziemy ocenia¢ te odlegtosé¢, wprowadzimy tak zwana
norme, ktérg okres§limy jako gérng granice modutu réznicy.

0(t) =u(t) —uo(t),
to jest
18) || =mex [6@) |, (5)
to otrzymamy pewng normowang przestrzen liniows. Przestrzen te
zgodnie z przyjeta symbolikg oznaczymy litera C. Inng przestrzen otrzy-
mamy, jesli ograniczymy sie do klasy funkcji mierzalnych, catkowalnych
z kwadratem, a norme okreslimy wzorem

16 |l =1/ f16) [ dz, ©)

[T]
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Przestrzen taka oznacza sie symbolem L2 Krétko méwige wprowadzenie
normy, ktéra utozsamiamy z odlegloscia miedzy u i u, pozwala nam
w otrzymanej w ten sposéb przestrzeni wykonywaé operacje metryczne,
podobnie jak wprowadzenie pojecia absolutnej wartosci liczby zespolonej
w analizie pozwala na mierzenie odleglosci.

Powstaje pytanie, czy istnieje jednoznaczna funkcja u, znajdujaca sie
w najmniejszej odleglosci od u w metryce przestrzeni C i L2. Twierdzaca
odpowiedZ na to pytanie mozna znalez¢ w pracach posw1econych teorii
aproksymacji [1].

Definicja

Funkcje przejsSciows ukladu zastepczego, ktorg okre§lamy z warunkow
optymalnego przyblizenia u w metrze okreSlonej przestrzeni, na-
zwiemy optymalna funkcja przenoszenia ukladu zastepczego, a sam
uklad, ktéry odpowiada tej funkcji przenoszenia — optymalnym ukla-
dem zastepczym.

W ogélnym przypadku struktura i wartosci elementéw ukiadu H moga
by¢é nie znane, chociaz charakterystyki tego ukladu mozna okresli¢ na
przyklad eksperymentalnie. Niemniej jednak uklad zastepczy mozna
znalezé w drodze syntezy na podstawie znalezionej w rezultacie aproksy-
macji funkcji przejsciowej hy. Majac jednak na wzgledzie to, Ze otrzy-
many w ten sposéb ukitad H, moze znacznie rézni¢ sie od rzeczywistego
ukladu H, bedziemy go nazywa¢ modelem ukladu H. Podobnie i w przy-
padku uktadéw liniowych z roztozonymi statymi typu continuum [3]
(na przyktad linia diluga lub uklad regulatora temperatury ze znaczng
pojemnoscig cieplng itp.), ktore opisuje sie uktadem réwnan rézniczko-
wych o pochodnych czastkowych, uktad zastepczy zbudowany z elementéw
skupionych bedzie, rzecz jasna, modelem tego continuum. OkreSlenia
struktury i wartosci elementéw modelu mozna dokona¢ droga syntezy na
podstawie otrzymanej w wyniku optymalnej aproksymacji funkeji prze-
noszenia K (p) lub funkcji przejsciowej hy(t) tego modelu.

Wybér odpowiedniej metryki i przestrzeni, w ktorej okresla sie opty-
malne uklady zastepcze, trzeba rozpatrywaé¢ na gruncie konkretnych
zagadnien. Gdy mamy do czynienia na przyklad ze znieksztalceniami
ksztalttu impulséw, to w celu okreglenia optymalnego uktadu zastepczego
najlepiej postugiwa¢ sie tak zwanym najlepszym przyblizeniem w metryce
przestrzeni C. Natomiast w niektérych uktadach automatycznego regu-
lowania, na przyktad znajdujacych sie pod dziataniem sit stochastycznych,
wazne jest, by calkowy efekt znieksztalcen byt dostatecznie matly [4],
i dlatego wybor przestrzeni L? jest zupelnie racjonalny.

W nastepnych rozdziatach na konkretnych przyktadach zostang podane
metody okre$lenia optymalnych uktadéw zastepezych w przestrzeni C i L.
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3. ZNAJDYWANIE OPTYMALNYCH SCHEMATOW ZASTEPCZYCH
NA PODSTAWIE PRZYBLIZENIA W PRZESTRZENI C

Ograniczymy sie na razie do rozpatrywania charakterystyk czasowych
ukladéw dynamicznych. W wiekszosci przypadkéw odpowiedz uktadu za-
stepczego na sygnal wejSciowy moze by¢ przedstawiona sumg funkcji
liniowo niezaleznych ¢x(t) to jest

k=n
uy(t)= ZAk¢k(t) : (7)
k=0

. Czesto u,(t) mozna przedstawi¢ wielomianem wykladniczym !

k=n
uo(t)= D Axe=%t, @)
k=0

ktéry nalezy do tak zwanego uktadu Czebyszewa [3] 2 i wiasnosci ktérego
okresla uog6lnione twierdzenie Czebyszewa [1]:

Twierdzenie

Jesli uy(t) jest wielomianem ukladu Czebyszewa w przedziale T,

a u(t) — dowolng funkcja ciaggta w T, to wielomian [8], ktéry w me-

tryce przestrzeni C najmniej sie odchyla od u(t), w zupeknosci okresla

sie tym, ze réznica J(t)=u(t)—u.(t) przyjmuje z kolejno zmienia-
jacymi sie znakami swojg maksymalng warto$¢ przynajmniej w n-+1

punktach przedziatu T 2.

Réznorodne metody aproksymacji charakterystyk czasowych w me-
tryce przestrzeni C, napotykane w zagadnieniach techniki impulsowej,
opisano w pracy [2]. Dlatego w niniejszej pracy ograniczono sie do roz-
patrzenia nastepujgcego prostego przykladu. Znalezé optymalny schemat
zastepczy w przedziale (0, T) ukladu przedstawionego na rys. 1, ktérego
odpowiedz na jednostkowsa funkcje wiaczenia jest:

t t
u(t)= L) =e u —e n,

a

gdzie s 50T
Funkcje przejéciows ukladu zastepczego przyjmiemy w postaci

b (t)

t ;
=A(l—e ™). - 9)
SR

! Wyrazenie takiego typu jak (7) nazywamy ogdlnie wielomianami.

* Wielomianem ukladu Czebyszewa w danym przedziale nazywamy taki wielo-
mian, ktéry ma mie wiecej niz n zer.

3 Twierdzenie to podajemy w maszych oznaczeniach przyjetych w niniejszej pracy.



Tom IV — 1955 Schematy i modele ukiadéw liniowych 23

Postaci tej odpowiada schemat przedstawiony na rys. 5, przy czym

= Cq

C , R=R,A, CR=v,.
A

Poniewaz hg(t) posiada w (0, T) jedno zero, ilos¢ punktéw maksymalnego
R he(®)
SR, SR

jeden punkt lezy na koncu odcinka (0, T)* a drugi w pewnym punkcie t,.

odchylenia funkeji d(t)= nie pfzekracza 2, przy czym

Mozemy przyjaé, ze punkt t, lezy w sSrodku przedziatu, tj.t,= Tz«(dokladna

warto$é t, mozna okreéli¢ z warunku 6/(t)'t—¢,=0). 5

: : : =5
Zgodnie zatem z twierdzeniem Czebyszewa w celu [
&)
AMAMNN
AN,

otrzymania najlepszego przyblizenia powinny byc¢ v l.]
] :::C:;f R=RgA

wypelnione warunki: 'T
(-]
i .
PN Al S ST -
6(—)=e 2T, —e 2n—A(1—e 2r,)=L, (10) :
2 Rys. 5. Optymalny sche~
mat zastepczy wukladu
'E ) ( a0 przedstawionego ma ry-
(S(T):e_?—e‘f—A(l-e"_rT)=—-L. (11) sunku 1

Rugujac stad maksymalne odchylenie L otrzymujemy

cels e sl e o T
e e 2, e = =C T (12)
LB
Zr=E o =07 T
Podstawiajac dla przykladu w (12)
lzo,l, -’—I'—:S, L=0,05, I =25,
7 s 274 27,

otrzymujemy A=0,924. Krzywa btedu 6(t) przedstawiono na rys. 3.

Jak wynika z rozpatrzonego przykladu, w celu otrzymania optymal-
nego schematu zastepczego nalezy nie tylko pomingé¢ parametry, ktore
Sg zwigzane z maltymi czlonami réwnania rézniczkowego, ale réwniez
pomnozy¢ pozostale parametry przez okre§lone wspotezynniki, zalezne
od przedziatu i charakteru przyblizenia. Dzieki temu blgd spowodowany
idealizacja uktadu moze by¢ kilkakrotnie zmniejszony.

4 Wynika to z wlasciwosci wielomianu Czebyszewa [1].
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4. ZNAJDYWANIE OPTYMALNYCH UKLADOW ZASTEPCZYCH
NA PODSTAWIE PRZYBLIZENIA W PRZESTRZENI L?

Zadanie, ktére stoi przed nami, polega na wybraniu takich warto$ci
wspotczynnikow Ax w wielomianie

uo(t) = D Axpre(t), (13)
k=0
zeby catka
7 () — g0t (14)
t :

w przedziale [t,, t,] miata warto$¢ minimalng.
W celu okre$lenia wartoSci wspoétczynnikow Ay nalezy zgodnie z regu-
tami rachunku rézniczkowego przyrownaé¢ do zera pochodne czgstkowe

—E{—, to jest
A5
. 6 ty
L f 0= @] el db=0,, (k=01 ,...,1), (15)
2 0Ax :
tﬂ
lub
te ty
Ju(t) gr(t) dt= [uq(®) gu(t) dt . (16)
t i

Wprowadzajac oznaczenia
ty
(fo) = [()- p(t) dt. (17)
t

uklad réwnan (16) mozemy przepisa¢ w postaci

(uq?k)=ZAi(¢i¢k), (k=1,2....m). (18)

Rozwigzujac powyzsze rownanie Ihoiemy wzor (13) przedstawi¢ w naste-
pujacej postaci '

0 @) ... @at) (@191) (9192) . . . (P1Pn)

(u@,) (P191) - .. (P19n) (P291) (P293) - - - (PoPn)
ut)=| s ' e T e e e (19)

(w@n) (Pn@) - . (@) (@no) (@9 ... (Pagpn)
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Dla przykladu znajdzmy optymalng (w metryce przestrzeni L%(0,T))
t
funkcje przejsciowa hy(t)=A(1—e =) schematu zastepczego dla ukladu
przedstawionego na rys. 1. Stosujac wzér (19), w ktérym podstawiamy

Sail S 2 xty
(pl:l—e Ta s u(t)=e T C Ty

b

otrzymujemy
t
u(t)=ho(t)=A(l—e =),
gdzie
fa L
f(e Greo=(s Lt ) (l—e Ta ) dt
A: 0 = =
it
f(l—e Ty )2 dt
0
T T i 2T
g s e e e ?]+~(1—e =)
= 0o 1+7/7,
yg 2T
o e
To 2
e g o T s A089
T 7y T5

W waznym praktycznie przypadku okreslenie optymalnego schematu
zastepczego na catej osi czasu (0,00) oraz sygnatu Uy(t), ktéry moze byé
wyrazony wielomianem wykladniczym (8), wzér (15), mozna przedstawic
w nastepujacej postaci:

Jlu@®—u,®le-tdt=0, (k=0,1...n). (20)

Wykorzystujac przeksztalcenie Laplace’a (w ktérym podstawiamy
p=uox), Wwyrazenie powyzsze mozna przedstawi¢ w réwnowaznej postaci

U(D) [p=c,—Us(D) lp=0,—0, l

U(p) b Uo(p) lp = (21)

U(p) }p =an Uo(p) lp a, —O
gdzie

oo

U(p)= [ut)e?tdt, Uyp)= h(t)e—mdt.
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Jak wynika z tych réwnan, w celu otrzymania optymalnego schematu
zastepczego nalezy interpolowa¢ charakterystyke sygnalu wyjsciowego
U(p) za pomocy sygnatu wyjsciowego uktadu zastepczego U,y(p) Przy tym -
wezty interpolacji ax powinny by¢ tak wybrane, aby:

1. optymalny uklad zastepczy méglt by¢ urzeczywistniony, tj. wielko$ci
te powinny by¢ rzeczywiste, dodatnie lub zespolono-sprzezone z czescig
rzeczywista wiekszg od zera,

2. zapewnily szybka zbiezno$¢ procesu interpolacji (na przyktad przez
tak zwane ,,czebyszewskie rozstawienie wezléw interpolacji).

Zaleta wzorow (21) polega na tym, ze chociaz kryterium minimalnego
bledu odndsi sie do charakterystyk chwilowych ukladu, to proces przy-
blizenia (tj. interpolacji) odbywa sie w zakresie charakterystyk czesto-
tliwosciowych.

Wyprowadzajac wzory (21) zakladahsmy, ze wezly interpolacji ukladu
zastepczego moga by¢ wybrane zupelnie niezaleznie.

Teraz znajdujemy optymalne (w metryce L0, c0)) rozstawienie tych
wezidw. W tym celu nalezy rozwigza¢ uktad rownan

e ) (22)

8ak
przy czym
J = [Tu®) —u, (B dt, (23)
[}
n
uo(t): EAke—“kt 2 7
k=1

Podstawiajac (23) do (22) otrzymujemy

i 1
245 aak

f [w() — ug(O)] e~ t dt=0
Roéwnanie to na podstawie znanej zaleznosci rachunku operatorowego

; d
=
tf(t) 5 (p),
gdzie

F(p)= f f(t)e-rdt,
[ )
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mozna sprowadzi¢ do nastepujacej postaci:
d
— [U(@@)—Uy(@)]p=o =0. (24)
dp

Jak wynika ze wzoru (24), w rozpatrywanym przypadku funkcja Uy(p)
powinna interpolowa¢ funkecje U(p) w ten sposob, by w weztach inter-
polacji pochodne tych funkeji pokrywatly sie °.

Mozna udowodni¢, ze S-krotny biegun funkcji Uy(p) odpowiada inter-
polacji z weztem S-+1.

RzeczywisScie, niechaj

up(t)=e=°(A, F Ast+ ... A1+ ... + ALY, (25)

wtedy na podstawie zaleznosSci

dr
O —(=1) F(p),
dp’
otrzymujemy
oJ dieS
s e U(p)—U —o=0 26
24, dp'—1 [ (p) o(p) lp (26)
oraz
oJ d ar _ ,
s = U Ui=ah oo (i ()= U () [t F
2a dp : dp”
S d; :
+(__1)S+1 'U(p)_Uo(p) ‘]pcazo.
dp®
Réwnania powyzsze mozna napisaé w nastepujgcej postaci:
dv
& p)— U p=a=0" =01 2. s)" (27)

Wynika stad nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie
Optymalna funkcja przenoszenia, w metryce przestrzeni L2(0,c0)
ukiadu zastepczego dla danego ukladu dynamicznego, interpoluje
charakterystyki przenoszenia tego ukladu w weztach «; rzedu Sik+1,
przy czym wielkoSci a; stanowiag ,,zwierciadlane odbicie* wzgledem
osi rzednych plaszezyzny p biegunow funkeji Uy(p), a Sx— rzad tych
biegunow.
W celu zobrazowania mozliwosci praktycznego stosowania wzorow (24)
rozpatrzmy uklad zawierajacy elementy roztozone, na przyklad piec

5 Tak zwana interpolacja z podwojnym weziem.



28 R. Kulikowski Arch. Elektrof..

w ukiadach regulacji temperatury. Poniewaz pojemnosé cieplna i opornosé
cieplna s réwnomiernie rozlozone w calej przestrzeni pieca, réwnanie
takiego ukladu wyraza sie przez pochodne czastkowe, a funkcja prze-
noszenia uktadu [3] ‘
K(p)=e VPT | (28)
gdzie
T =IW — stala czasu,
I—ogo6lna objetos¢ akumulujgca ciepto,
W —ogodlna opornos$é cieplna uktadu.

Funkcja przejsciowa tego uktadu, odpowiadajaca (28), jest

1
2V T

e :1__2:f o= . (29)

t / w
2 ]/ = iy
Funkcje te przedstawiono na rys. 6. Dla uproszczenia analizy zwykle
zaklada sie, ze uklad takiego typu moze byé zastagpiony modelem zawie-
rajacym jednakowe pojemnosci i opornosci skupione w n-punktach, co

przedstawiono na rys. 7a. Uktad takiego typu ma sw6j odpowiednik RC,
przedstawiony na rys. 7b. Funkcje przejSciowe modelu dla n=1, 2, 3 przed-

. ‘ W= W= W W
 mmaa
081 Y= = In=5
21 b.
04 B=2 R=p Ry=2 Ro= '
O—AAA— ----
021 c
< ==C=7n G=7 ==C=7
] e T ----- T o
'Rys. 6. Funkcje przejéciowe kontinuum Rys. 7.a. Schemat modelq uktadu ciepl—'
{(n=0%), oraz ukladéw zastepczych nego posiadajacy n ogniw ze stalymi
(n=1, n=2, n=3); hy(t) odpowiada op- skupionymi; b. Schemat odpowiednika
tymalnemu ukladowi =zastepczemu w elektrycznego RC uktadu przedstawio-
przedziale (0, o) nego na rys. 7.a

stawiono na rys. 6. Jak wynika z tego rysunku, zalozenie o rownomiernym
roztozeniu pojemnosci i opornosci w n punktach prowadzi do znacznych
biedéw [3]. Wykazemy, ze mozna znalezé taki model uktadu, ktérego
charakterystyka znacznie lepiej aproksymuje rzeczywisty charaktery-
styke (29).
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Zalézmy, ze funkcja przenoszenia modelu wyraza sie
1 6

Kop)==" 0 (30)

p+ —

T,
gdzie T, jest optymalng stala czasowa, ktérg nalezy tak wybra¢, zeby
odchylenie charakterystyki przejsciowej modelu (ktéra wyraza sie naste-

t
pujacym wzorem h(t)=1—e 7., od charakterystyki przejSciowej uktadu

(29) bylo minimalne w metryce przestrzeni L2(0 ,o0).
Zgodnie z warunkami (24) mozemy napisa¢:

it
Qg T __d_[ie-h?] . 0
dp D (p+ _1_) 4 dp | p T
Tioy/al o
czyli
1 1
. T _[_ge—v'ﬁ_m__f_ e-m] . =0,
p (p+ i) pz(p+ _-L) L 2p)/pT =,
T, T, b
Podstawiajac p=?1— otrzymujemy :
0
VT/T, T
3e =442 ]/*,‘?[,“; *
Rozwigzujac to rownanie znajdujemy :
Ty~3,56 T. (31)

Wykres funkeji przej$ciowej
t
)= 15 e 8ot

przedstawiono na rys. 6.

Analogicznie mozna wyznaczy¢ optymalne funkcje przejsciowe modeli
posiadajacych 2, 3 i n elementéw skupionych.

Zastosowanie idealizacji opisanego typu (tj. zastgpienie charaktery-
styki (28) charakterystyka uproszczong (30)) moze okazaé sie bardzo pozy-
teczne przy badaniu dynamiki ukladéw automatycznego regulowania.

8 Co odpowiada ukladowi przedstawionemu na rys. 7a dla n=1.
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Natomiast trzeba sie zastrzec, ze badanie stabilno$ci przeprowadzane przez
niektérych autoréw, jak na przyklad przez Oldenbourga i Sartoriusa |3],
na schematach zastepczych jest niedopuszczalne, poniewaz kryteria stabil-
nosci uktadu opieraja sie na zupelnie innych charakterystykach i zalez-
no$ciach 7. '

Metoda powyzsza moze mie¢ réwniez pewne zastosowanie przy syntezie
uktadéw automatycznego regulowania, gdzie do chwili obecnej stosuje sie
glownie metode przyblizenia charakterystyk za pomoca odcinkéw prostej
z nachyleniem 6.k decybeli na oktawe [4].

W przypadku, gdy struktura ukladu badanego jest nie znana, a znane
sg tylko jego charakterystyki czestotliwo$ciowe (lub oddzielne punkty
tych charakaterystyk), ktére moga by¢ okre§lone do$wiadczalnie, opty-
malng funkcje przenoszenia ukladu zastepczego tego modelu mozna zna-
lez¢ na podstawie wzoréw (21), (27). Przy tym im wiecej wezmiemy
weztow interpolacji ax, tym charakterystyki ho(t) modelu zastepczego
beda lepiej odzwierciedlaly rzeczywiste charakterystyki chwilowe h(t)
uktadu badanego.

Zaktad Elektrotechniki Tecretycznej
RPN YATN S
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P. KVJIMKCBCKH

OMNTUMAJIbHBIE CXEMbl 3AMELLIEHWS U MOIEJIH JIMHEHHBIX
OUHAMHUYECKHUX CUCTEM

Peszwome

Hccnenys mepexonHble W yCTaHOBMBLUMECS MPOLECCH B JIMHEWHBIX AWHAMHYECRUX
cucremax, Mbl OOGblYHO mNpeHe6GperaemM (pagd yrNpoLLEHHWs MaTeMaTH4YeCKOro ammnapara)
BIIMSHUEM BTOPOCTEMEHHbLIX (arRTOpPOB, T. €. WOEalM3UPyeM 3TH CHCTEMBI.

Tar Hanp., paccMaTpvBasi NepefaToyHyo GYHRLHIO

7 Na fakt powyzszy zwrdcil uwage A. Michajlow w przedmowie do rosyjskiego
wydania ksigzki Oldenbourga i Sartoriusa.
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K(p)=SRa -

i T
T S iD=
7 v
rpe
p=7'.a), Tl=RgCy 5 Tz=RaCn = Ca << Ca ’

ycunurens rpencTaBIeHHOro Ha puc. 1, MoxeM mpeHebpeub BiusHHEM EMROCTH Ca Ha
HH3KUX 4acToTax, T. €. MpeHebpeub YJE€HOM T7,P*; HA BbICOKMX $KE 4acTOTax MOIKEM Ipe-

1!

He6peus uneHoM — . PaceMaTprBask aHalOTMYHO BPEMEHHYIO XapaKTEpPHCTHRY 3TOTO yCH-
Ty

JIUTEN4, npenCTaBﬂeHHyl'O Ha puc. 2,

1 t t

h(t)=e™ =z, —e =z, ,

a
—t
nna 6o/lIMX MOMEHTOB BpPEMEHM, MOKEM MpeHeGpeyb YJIEHOM e %: , pacCMarpuBas Ke
t
GpoHT MMnynbca, T. €. [y HeGONbIIMX MOMEHTOB BPEMEHH, MOXKEM NpHHSTh e Ts=1
M clepoBaTenbHO NepexopHas (QYHRUMS 3TOH MWL ealusMpoBaHHOMW CHUCTEMBI OyHer :
t

hit)=1—e 7. [lorpewmnocts d&(t)=h(t)—hy(t). KoTOpasi SBnSETCS pE3yIbTATOM 3TOM
MIleanu3alyy, MMEET BO3pacTalolMii C TeYeHHEeM BpEMEHH xapakTep (CM. puc. 3). ¥ B ciyyae .
MHOTORACRafHbIX CHCTEM MOKET HOCTHIHYThb HEIONYyCTHMOH BenUYuHbl. BosHHRaeT Bonpoc:
MONKHO — JIM nopfobpaTh MapaMeTpbl CXEMbl 3aMelleHHs Tak, 4yToObl 3Ha4YeHHEe 3TOH Mo-
IPELHOCTH B paccMaTrpHBaeMOM HHTEpBajieé BPEMEHH CBECTH R MUHHUMYyMY?

YroObl paTh CTPOrMi M TOYHBIM OTBET HaA 3TOT BONPOC, HEOGXOOMMO BBECTH HERO-
TOPbIE NMPOCTHIE MOHATUSI KOHCTPYKTHUBHOH TEOpHH QYHRUMH W QYHRUUOHAIBHOrO aHal3a.

[ns 3TOro paccMOTpHM JIMHEHHYIO CHCTEMY, NMpENCTaBJEHHYIO Ha PpHC. 4, Ha BXOJ

KOTOPOM, NeHCTBYET HEROTOPLIH CUTHAa
e=a, e +a, e§+. eso-Qnén,
FOrla Ha BLIXOJE CHUCTEMBbI rnojy4aem
U=0; Uy+az Us+. . ...+ 0 Un,

rue U, Us,...Ur PEARLHWHA CHCTEMbI Ha dJIEMEHTapHbl€ CHUIHasbl €, €;.....ex.

PazokeHHE NpOM3BOJIbHOTO BXOJHOrO CHrHajla e Ha 3J€MEHTapHble CUrHalbl el
MOMKET GbITb MPOU3BENEHO MNYTEM T. H. OPTOTOHAJIbHBLIX Pa3JIOKEHWH MU TNPU MOMOLIH
oneparopa Prenrosbma ¢ cUMMETpHUHbIM sigpom (5). TakMM o6pasoM BXOLHOM CHrHan e
M 3aT€M BLIXOOHOM CHrHall U MOXKHO MPENCTaBMTb TOYRAMH B ROHEYHO WKW 6GECROHEY-
'HOMEPHOM MPOCTPAHCTBE 3JIEMEHTAaPHbIX CUTHalOB. Takke caMO MOKET GbITh MpeaCcTaBieH
CHMrHajl CUCTeMbl 3aMelleHHs U,. Ha ocHoBe 3THX omnpeneneHui 3apauy, KOTOpas CTOMUT
nepen HaMd, MoskeM chOpMYyJIHMpOBaTh ClenylolUM o6pa3oM. Ha HeroTopom WHTepBaie
BpeMeHH T 3apaHbl gBe GYHRUMHM u(t) M u(t, 4, A,...A.) nepeMeHHOH t, mMpUuEM U,
3aBHCHT €LUE OT HEROTOPOTrO YKCa napaMeTpoB A, A,....... A,. [lapameTpbl A LOJIKHBI
6biTb Tak BbIGpaHbl, HYTOGLl OTRIOHEHHe B T GyHRuUMH U(t, Ay, A, ... As) or u(t) 6uuio
B METpUKE JaHHOro yHRUHOHAaJbHOIO MPOCTPAHCTBA MHUHUMAlbHbIM BO3MOMKHBIM.

[lepexongHyto QYHRUMIO CHCTEMBbI 3aMEIIEHHs, ROTOPYIO ONpEeNeNsieM Ha OCHOBE OMNTH-
MajbHOro MpHOGJMKEHHS] B METPHUKE HNaHHOro (QYHRUHWOHAJLHOrO MNpPOCTPaHCTBa, Ha3bi-
BaeM ONTHManbHOW MepexofHoH ¢yHuKelH 3TOW CHUCTEMbI, a CHCTEMY COOTBETCTBYIOLLYIO
9TOM mepexogHoi QYHRUMM — ONTHMalbHON CHCTEMOMW 3aMellleHMS.

B ofuem cnyuae CTPYRTypa M 3HAau€HUS 3JIEMEHTOB HMCCIENYEMOM CHCTEMbI MOLYT
6biTb HensBecTHble. OQHARO CXEMY 3aMELIEHWS MOXKHO OMNpPenenuThb NYTEM annpORCH-
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Mauuy XaTaKTEPUCTHRH 3TOH CHCTEeMbl (MOJIyYEHHOM OKRCMepUMEeHTanbHbIM MYTEM) M CHH
T€3€ LEeNU Ha OCHOBE HaWOEHHOH B pesy/ibTate anmnpORCUMAaLHH TNepexonHOH (QYHRLIWH.
Cxemy Taroro tuna 6ynemM HasblBaTb MOJEJbIO OAaHHOW CHMCTEMBI.

Ilpu BbiGOpe METpURH (YHRUMOHANbHOIO MPOCTPaHCTBa HEOOXONMMO Y4YMTHBaTb Xa-
‘parTep BO3HHURAIOLIMX B [OaHHOM cHcTeme MCRaxmeHuW. Hanpumep, B cnyuyae cucrem,
B KOTOpLIX TJIABHOE 3HAaYEHHE MMEeeT MckaskeHre GOopMbl CUrHana, Jy4lle BCEro MoAXOLHUT
npubnusxkeHue B MeTpure npocrpaHcrsa C.

B cnyuae ke HEROTOPbIX CHCTEM aBTOMATMYECKOrO PEryJHpOBaHHs, ROTOpbIE Ha-
XOHSTCS MOJ BO3LNEHCTBHEM CTOXaCTHYECKUX CHJI M IOEe BaykHOE 3HayeHHWe HMEEeT HHTe-
rpanbHbIM pesyabTar MCRayKEHWH, Jydllle BCEro MOAXOOMT MPHOJMKEHNWe B METPUKRE Mpo-
crpaHcTBa L2

B rauecTBe NpuMepa paccMaTpUBaeTcs CXemy 3amelueHus (puc. 5) ycuiurens; npepn-
craBieHHOro Ha puc. 1. [lpuGnuskeHre ocCylUEeCTBASETCS B MeTpuke npocrpaHcrBa C. Ha
ocHoBe TH3. yciioBHd Ye6wiieBa (10) (11) HaxomuM onTUMaibHOE 3HaueHHe ROIPhH-
uueHta A (cM. pHc. 5), KOTOpBIM ONMpenenseT 3HauyeHHe DIIEMEHTOB CXEMbI 3aMeLLeHHS.

DTOT k€ TNpUMep paccMaTpHUBaeTcsd B npocrBaHCTBE L? mpu4éM onTHMaibHOE 3Haue-
HUe Ro3pPuuKeHTa A HaxOmHWM Ha OCHOBE MpHOIM:KeHHsS u(t) MpHW MOMOLIM JIMHEHHO-He-

n
= —ot
3aBUCHMOro arperara ¢yHRUHH uo(t)=2A/.»e ¥, OntumanbHoe u,(t) Bbpaskaercs ¢op-
=T
myso# (19).
B cnyyae 6ecknHEHHOro NpoMeskyTka npyUbsMKeHHs (B mpocTpaHcTBe L) ompepe-
neHue nepexonnoﬁ GYHRUMM CXEMbl 3aMELUEHHS MOXHO CBECTH R 3aJaiy€ MHTEepProsLHu

t
U(p)= fu(t)e dt npu nomoluu arperara Uy(p)= fuo(t Pat s 3aJaHHbIX y3/71aX HHTEp-

nonsmuu Ay, @y ... an (cM. Popm. 21). Dror cnyqan MOSICHIETCS C MOMOILBIO NpHUMEpa,
B KOTOPOM OMNpEeLeNsercss ONTHMasbHY MOLE/b CHCTEMbI THMAa ,,ROHTHHYYM®, HIp. MeuH,
o & —V ot
ROTOpasi obnagaer nepenatoyHor ¢pyHruued K(p)=e Vot (3],
- Ty
Cuurtag, yto nepenaroyHas GYHRUUS Momenn Ky(p)= Wna OCHOBE cbopMyn HH-
0

Teprnonguuu (24) Haxopum Ty=3,56 T

3apaud TarROro TWMa BCTPEYAKOTCd B TEOPUM aBTOMAardyeckoro peryndpoBaHus [3].

HMznoskeHHble METOObI MOFYT HaWTH NpHMEHEHHE B cllyyae aHa/lM3a CJIOMHBIX JHHAaMU-
YECKMX CHCTEM, BCTpEyalroLIWMXCS B TEOPHM LEneH, TEOpMH aBTOMaTHYECROIO PEryIupo-
BaHUS M T. 0.

R. KULIKOWSKI

OPTIMUM EQUIVALENT NETWORKS AND MODELS
OF DYNAMIC LINEAR SYSTEMS

Summary

In examining steady-state or transient conditions in linear dymamic systems the
influence of second order factors is usually neglected, di. e. these systems are
idealized.

E. g. when studying the transfer function of an amplifier:

K(p)=SRa L —.

Ty
Top2+ (1+ j‘)p+ T

1 7
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where
p=iw, T1=R0C01 ngRaCa. Ca << Cg,

(Fig. 1) for low frequencies we can neglect the influence of the capacity C,, i. e. we

1

can neglect the factor z,p* and for high frequencies — the factors — .
T2

Similarly, studying the transient response of this amplifier (Fig. 2):

tr

- (t) =
——— h(f)=e =, —e = ,
SR(!

t

for large time-intervals we can meglect the factor e 7 , and studying the front of
t

a pulse (. e. for short time-intervals) we may assume e 7,=1. The error
0(t)=h(t)—hy(t) which results from such an idealization increases with time (Fig. 3)
and in the case of multistage amplifiers may reach an intolerable value, The question
arises as to the possibility of finding the parameters of an equivalent network, which
would assure the reduction of that error to a minimum. In answer to this question
some simple ideas of the constructive theory of functions are introduced.

Let us study the linear metwork shown in Fig, 4 at the input of which there is
the signal

e=a,e,+0a,e,+ ... +dnen.

Then at the cutput we get

U=0 U+ Aottt ... +Celn,
where u;, Uy,.... e, are the response of the network caused by the elementary
signals ey, ey,.... €,.

The resolving of any signal e into elementary signals e can be realized by
orthogonal expantion or by means of Fredholm’s operator with symmetrical root.
So the input signal e and the output signal u can be represented as a point in the
linear space of elementary signals. Similarly one can represent the signals of the
equivalent network., Thus the problem may be formulated as follows: suppose there
are given two functions u(t) and we(t;, A1, As......... A,) of variable t. In addi-
tion. wu, depends upon some parameters A;, Ay, ........ A,. The parameters Aj
should be chosen in such a way as to reduce the error between the function
(U (L A A S iE A,) and u(t) to a minimum in the metric of the given func-
tional space.

The transfer function of the equivalent metwork, which has been found on the
base of the optimum approximation in the metric of the given functional space we call
the optimum transfer function of this network, and the network itself — correspond-
ding to this function — the optimum equivalent network.

In the general case the structure and the values of the elements of the examined
network may be not known. However, one may determine the equivalent network
by means of an approximation in the characteristics of the metwork (given in an
experimental way) and a synthesis of the network on the base of the found charac-
teristics. We shall call such network a model of the examined network.

Choosing the metric of the functional space one must take into account the cha-
racter of the deformations of the signals arising in the given network. For example
in the case of the networks in which the deformations of the shape of the signal are
of a great importance, the metric of the space C is the most suitable. In the case of
some servosystems, which are subject to the action of the stochastic forces and where

3 Archiwum Elektrotechniki Tom IV
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the integral effect of the deformations is important, the approximation in the metric
of the space L? is the most suitable.

As an example the equivalent network (Fig. 5) of the amplifier shown in Fig. 1
has been examined. The approximation is realized in the metric of the space C.

On the base of the Tchebyshev’s conditions (10), (11) the optimum value of the
coefficient A (Fig. 5) can be found. This coefficient determines the values of the ele-
ments of the equivalent network. The same example is studied in the space L2, We
can find the optimum wvalues of the coefficient A from the approximation w (t) with
the aid of a set of linear independent functions u,(t)= Ase~ %" The optimum value
of u,(t) 1is given by Eq. (19).

In the case of the infinite interval of the approximation in the space L2 the de-
termining of the optimum transfer function of the equivalent network reduces itself

oc

o0
to the interpolation U(p)= [u(t)e™" by means of the set Uy(p)= [u,(t)e "dtin the given
[}

0
_points of the points of the interpolation a;...a Eq. (21).
This case may be illustrated by the example in which the optimum model of the
system of the ,continum‘ type is determined, e. g. a furmace with automatic tempe-
rature contrel which has the transfer function K(p)=e‘7’T [3].

1/ Tn

Considering the transfer-function of the model K (p)= we find in the inter-

polation Eq. (24) T,=3.56 T. Such problems arise in the theory of ;g-utoma‘ti!c regulating
systems [3]. :

The above methods can be applied to the analysis of complicated dynamic net-
works, e. g. in the theory of automatic regulation.
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A. SMOLINSKI

Synteza wzmacniaczy rezonansowych z tréjobwodowymi
filirami pasmowymi o sprzezeniu transformatorowym

Rekopis dostarczono 25. 3. 1954

Wzmacniacze rezonansowe z trojobwodowymi filtrami pasmowymi znaj-
duja zastosowanie w tych rcdzajach urzadzen odbiorczych, w ktérych selek-
tywnosé z dwuobwodowymi filtrami pasmowymi jest za mata, wzmocnienie
natomiast jest dostateczme. Wzmacniacze z tréjobwodowymi filtrami tylko
w pewnych warunkach maja zupelnie plaski badz tez rowmomiernie falisty
- wierzcholek krzywej rezomansu. Warunki powstawania takich krzywych
rezonansu byly kilkakrotnie badane, jednak zajmowano sie przypadkami
nie zawsze realnych albo jedynie teoretycznie optymalnych rozwigzan.
W pracy niniejszej zbadano przypadek optymalny zaréwno pod wzgledem
teoretycznym, jak i praktyicznym, polegajacy ma dobraniu rownych sprze-
zen miedzy obwodami, silniej tlumionego obwodu anodowego i réwno thu-
mionych obwodéw posredniego i siatkowego. Rozwazano schemat zastepczy
wzmacniacza w postaci rownoleglej i za pomoca metody potencjaléw wezto-
wych obliczono przewodnosé przejSciowa oraz wzmocnienie zespolone
ukltadu. Zbadano symetrie krzywej rezonansu w waskim pasmie czesto-
tliwosei, w ktéorym zachodza zjawiska rezomansowe, i przyréwnano tozsa-
mosciowo kwadrat modulu przewodnogci przejSciowej dla silniejszych
sprzezen z fumkcja Czebyszewa szostego rzedu, skad uzyskano warunek
rownomiernej falistoSci wierzcholka. W rezultacie stwierdzono, ze przebieg
wzmocnienia mapieciowego ukladu zalezy od zmiennej x, bedacej funkcja
cdstrojenia od czestotliwosci rezonansowej, i od jednego parametru b, co
pozwala na wykreslenie uniwersalnych krzywych wzmocnienia. Przedy-
skutowano warunki uzyskiwania rownomiernie falistego wierzchotka. Roz-
patrzono synteze wzmacniaczy o tréojwierzcholtkowej krzywej Trezonansu,
umozliwiajaca obliczenie elementéow ukladu przy zadanym ksztalcie krzy-
wej rezonansu. Wymniki eobliczen podano w postaci wykreséw. Wyprowa-
dzono wzory na obliczanie wielostopniowych wzmacniaczy o tréjwierzchol-
kowej, rownomiernie falistej krzywej rezomansu. Tstmiejace w literaturze
nomogramy zadaptowano do omawianego optymalnego przypadku i podano
przyklad obliczania tréjstopniowego wzmacniacza za pomoca nomogramow.

1. WSTEP

W szeregu urzadzen odbiorczych o dostatecznym wzmocnieniu selek-
tywnos¢ wzmacniaczy posredniej czestotliwosei przy zastosowaniu wzmac-
niaczy rezonansowych z dwuobwodowymi filtrami pasmowymi jest za

3%
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mala. Wowecezas stosuje sie wzmacniacze z trojobwodowymi filtrami
pasmowymi [13]. Uktady tego typu tylko w pewnych warunkach maja
ptaski albo réwnomierny falisty wierzchotek krzywej rezonansu [2].
Warunki otrzymywania takich krzywych rezonansu kilkakrotnie badano
w ciggu ostatnich 30 lat. Poczatkowo badania te jako wynik dawatly nie-
realny ! w praktyce warunek zerowego ttumienia obwodu posredniego [2].
[4], [6]. W dalszej fazie prac zwrocono uwage na mozliwos¢ innego,
realnego rozktadu ttumien, polegajacego na silniejszym sttumieniu obwodu
anodowego [10], [11]. Dla tego rozkiadu tlumien opracowano synteze
wzmacniacza z plaskim wierzchotkiem krzywej rezonansu w warunkach
optymalnych maksymalnego wzmocnienia uktadu [5], [10], natomiast
synteza wzmacniaczy o réwnomiernie falistym wierchotku byla prze-
prowadzana w réznych warunkach. W jednej z prac [16] przeprowadzono
synteze dla przypadku minimalnych ttumien obwodéw posredniego
i siatkowego. Przypadek ten, jak udowodniono, nie daje maksimum
wzmocnienia uktadu, ktére wystepuje przy roéwnych tlumieniach obwodoéw
posredniego i siatkowego [7]. Na podstawie tych zatozen przeprowadzono
synteze wzmacniacza [7] nie uwzgledniajac jednak drugiego, optymalnego
z praktycznego punktu widzenia warunku rownych sprzezen miedzy
obwodami.

W pracy niniejszej rozpatrzono ten ostatni przypadek w zastosowaniu
do wzmacniaczy o sprzezeniu transformatorowym? Synteza wzmacniaczy
oparta jest na funkcji najlepszego przyblizenia Czebyszewa ([3]. Jako
rezultat pracy podane sg wykresy umozliwiajace projektowanie wzmac-
niaczy w optymalnych warunkach pracy.

Na koniec nalezy podkresli¢, ze omawiana dotychczas literatura jak
i niniejsza praca dotyczg wzmacniaczy zestrojonych, to jest o obwodach
dostrojonych do jednej czestotliwos$ci. Trzeba jednak zwr6ci¢ uwage na
to, ze mozliwe jest uzyskiwanie plaskiego lub réwnomiernie falistego
wierzcholka réwniez i we wzmacniaczach symetrycznie rozstrojonych
wzgledem czestotliwo$ci centralnej, lecz kosztem mniejszego wzmocnienia
rezonansowego. Na ten fakt zwrécono juz wezesnie uwage [2], ale doktad-
niej opracowano ten przepadek znacznie p6zniej [8], [11], [17].

2. SCHEMAT ZASTEPCZY WZMACNIACZA

Wzmacniacz rezonansowy z tr6jobwodowym filtrem pasmowym moze
byé realizowany w roznych postaciach obwodu posredniego jak rowniez
przy réznych rodzajach sprzezen miedzyobwodowych. Kazdej z postaci
wzmacniacza odpowiada wiasciwa funkcja wzmocnienia, ktéra wyraza sig
w krzywych rezonansu réznigcych sie nieco od siebie.

1 7, wyjatkiem techniki mikrofalowe]j. .
> W czasie pisania niniejszego artykutu autor nie znal poz. [6] wykazu literatury.
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Réznice te zacieraja sie w przypadku ograniczenia rozwazan do
wzmacniaczy waskopasmowych i do pracy w waskim pasmie czesto-
tliwosei, w ktérym wystepuja zjawiska rezonansowe. W tych warunkach
istnieje rownowazno$é wszystkich praktycznie stosowanych ukladow
wzmacniaczy rezonansowych z
trojobwodowymi filirami pasmo-
wymi [4], [7] i o wyborze ukiadu
do rozwazan decyduja wzgledy
drugorzedne, jak latwos¢ oraz ele-
gancja analizy matematycznej itp.

W pracy niniejszej za podstawe
rozwazan przyjeto uklad o rowno- :
leglym obwodzie po$rednim i o Rys. L Schemat wzmacniacza rezonanso-

S wego z trojobwodowym filtrem pasmo-
sprzezenlu transformatorowym wym, sprzegnietym tramnsformatorowo
(rys. 1) ze wzgledu na jego duze :
znaczenie praktyczne. Schemat zastepczy tego ukladu mozna przedstawié
w postaci réwnoleglej (rys. 2), podajac straty cewek i kondensatoréow
w postaci przewodnosci G,,G, i G,. W waskim zakresie czestotliwosci,
w ktéorym badamy zjawiska rezonansowe wzmacniacza, zaktadamy statosé
tych przewodnosci.

= —— "z e o
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Rys. 2. Schemat zastepczy wzmacniacza rezonansowego w postaci
rownolegtej

Rownolegle do G, i G, wiaczone sg przewodnosci zrodta Gy i obciazenia
Guwe, tworzace razem przewodnos¢ obu obwodéw zastepczych (rys. 3).

Ga=Guwy+G,, (1)

Gs=G2+ Gue - (2)

A ~ -
oo i b i

_ U/ ==

S
I
il

Gy Cq Lg Lpr Cp Gp Llppls & G

Rys. 3. Uproszczona postaé schematu za-
stepczego wzmacniacza rezonansowego w
postaci réwnoleglej
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W podobny sposéb sumujg sie pojemnosci obu obwodow
C(( = Cwy ":" Cp] + Cl 3 (3)
Cs:C2+Cp2+Czue s (4)

gdzie Cp; 1 Cpp oznaczaja pojemnosci rozproszone obwodéw anodowego
i siatkowego, a C, i C; pojemnosci kondensatoréw tych obwodéw. Po-
jemnos¢ Cp obejmuje pojemnos¢ kondensatora obwodu posredniego oraz
pojemnosci rozproszone tego obwodu.

Indukeyjnosci obwodéw pozostaja bez zmiany otrzymujac oznaczenia

Le=L,; Lpi=Ls; Lps=Ly; Ls=Ly, (5)
podobnie jak indukcyjnoéci wzajemne
M,=M,, i M,=M,, . (6)

Nalezy tu podkresli¢ brak innych sprzezen magnetycznych (M,,=M;,=
=M,,=M,,=0). Sprzezenia te sg szkodliwe, gdyz wywoluja asymetrie
krzywej rezonansu [11].

3, PRZEWODNOSC PRZEJSCIOWA I WZMOCNIENIE UKELADU

Wzmocnienie zespolone ukladu z rys. 3 okresla sie na podstawie
definicji [14] 5

4 Us2 fjsz Sa

ky = U 7 "IA’ Sa— ?Y’, 3 (7)
s1 P
~ gdzie
A I
N = (8)
LU -

jest przewodnoscig przejsciows [15].

W celu znalezienia tej wielkosci napiszemy rownanie pradow dla trzech
gérnych wezlow obwodow: anodowego, posredniego i siatkowego [9], opie-
rajac sie na wzorach wyprowadzonych w przypisach w postaci naste-
pujacej

e o
70)La(1 = /') . joV LgLp (1 —%32)

. : i)
0=U.(C T i0C) U AU
joLpi(1 — rfz) jw)/ LoLp1 (1 —#?)

U.) x2U52

7wLp2(1 — % ) ')(u] Lszs(l — x2)

(10)
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A ; f]sz Kzsz )
0=Uss(Gs+joCs) + e \ (11)
L e

gdzie wspoltezynniki sprzezenia

,{] == '*i = (12)
]/LaLpl

a (13)
V Lp2Ls /

Pierwszym upraszczajacym zalozeniem jest pominiecie #, wobec
jedynki w mianownikach wzoréw (9), (10) i (11). Zalozenie to wprowadza
minimalne bledy, gdyz wspolezynniki sprzezenia x; i %, s3a rzedu naj-
wyzej kilku procent [4], [T7]. :

Z réwnan (9), (10) i (11) otrzymujemy przewodnos¢ przejSciowg w po-
staci

¢ 0 \2 0. 1/ CaC ./ 2
Bo=— (o) e Lo, i | ot @ p o (20) |+
o)

Wy 0,0y

+ o (&) (ds+jv)}, (14)

(D)
gdzie
1 1 1
Wy = ‘7___' = "“/'::' e (15)
‘/ CaLa ]/ Cpr V CsLs
jest czestotliwoscig rezonansowa wszystkich obwodow 3, przy czym

Sl 1 il
et n (16)
Lo Ly Ly
Inne oznaczenia sa nastepujace:
tlumienie n-tego obwodu

G,

dn= : (17)
: @, Ch,
gdzie n rowna sie kolejno a, p i s;
zastepcze wspolezynniki sprzezenia miedzy obwodami
M o =L
V Lalip pl L

2 Dostrojenie wszystkich obwodow do jednej czestotliwo$ci rezonansowej jest
warunkiem symetrii krzywej rezonansu wzgledem tej czestotliwos$ci rezonansowej [7].
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0y = %_, '/ Ll.’) :%Ql/£? ; (19)
]/LIJ2 LS / Lpg Lpg
1 zmienna niezalezna
Y= ,ﬁ), — ELLT (20)
()8 (0]

wyrazajaca odstrojenie od czestotliwo$ci rezonansowej obwodow.
W rezultacie wyzej podanych obliczen ze wzoru (7) otrzymujemy
wzmocnienie napieciowe

n x 041055,
ki=— Soie il 172 o I I S B

(——w )2(0, VG {(d,1 +4v) [(d,{J +9v) (ds+jv) + 0, (____mr )2] o2 (_wi)z(ds oIE j,,)}
®
(21)

Wy
Przy wyprowadzeniu tego wzoru nie uczyniono dotychczas zadnych zato-
zen upraszczajacych z wyjatkiem pominiecia x»? wobec jednosci w mia-
nownikach wzoréw (9), (10) i (11) oraz zalozenia stalos$ci przewodnosci
Gq, Gp i Gs (drugie zalozenie upraszczajace).

w

4. SYMETRIA KRZYWYCH REZONANSU

W celu zbadania postaci krzywych rezonansu, to jest charakterystyk
wzmocnienia w funkcji czestotliwosci, nalezatoby przeprowadzi¢ analize
wzmochnienia okre$lonego ré6wnaniem (21). Poniewaz wielkosSci decydujace
o postaci krzywych rezonansu znajdujg sie w mianowniku tego wyrazenia,
wiec wygodniej jest bada¢ odwrotnosé tej funkeji, to jest przewodnosé
przejsciowa ?p, wyrazong wzorem (14).

Z ksztattu tej funkcji wynika bezposrednio, ze nie jest ona w jaki-
kolwiek sposéb symetryczna wzgledem czestotliwo$ci rezonansowe] fi.

Czynnik (i)z przed nawiasem Kklamrowym wywotuje monotoniczne
w

opadanie wzrrnocnienia w funkcji czestotliwosei. W waskim pasmie czesto-
tliwosci, w ktérym odbywaja sie zjawiska rezonansowe, efekt ten jest
minimalny i trzecie zalozenie upraszczajace (w~w,) w tym pasmie
czestotliwo$ci wprowadza z tego powodu bardzo mate bledy. Nalezy jednak
~ zZwroci¢ uwage na to, ze wewnatrz nawiasu klamrowego znajduja sie

\

i\
sktadniki zawierajgce (&) , uproszczenie ktérych do jednosci moze wy-
w 1

wola¢ powazniejsze bledy, siegajace 10% w przypadkach waznych
w praktyce [11]. Zastosowanie uktadu o kolejnych sprzezeniach: transfor-
matorowym (indukcyjnym) i pojemnosciowym w pewnym stopniu
zmniejsza asymetrie wywolang przez omawiane czynniki [11], [17].
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W rezultacie trzech zalozen upraszczajacych przewodno$¢ przejsciowa
bedzie

3 /A
Y, — E")_T]__C_‘Eg_s_ {(da+ )
0,05

o) o (ds+jv)}. (22)

Réwnanie to przeksztalcamy, do dalszej analizy wprowadzajgc pojecie
- catkowitego ttumienia ukladu

dc:da+dp+ds- (23)

Dzielac przez d. dotychczasowe parametry i zmienna niezalezng otrzy-

mujemy znormalizowane ttumienie

5 (24)
d

C.

gdzie n roOwna sie kolejno a, p i s, znormalizowane zastepcze wspélczynniki
sprzezen

=1 (25)

de

95
S5= (26)

2 0

oraz zmienna niezalezng w postaci
2y 2 (_“_’. 5 E?T.)' 27)
de de\ @y 0)

W tych warunkach przewodno$¢ przejsciowa wyraza sie nastepujaco:

~

Y “’TBVC“CP el 2% — B(0a0p s + 0us: + 0452) +
S s)

+ jacf® — 4(s2 + 82+ 0qOp + 0a0s + Opds)]} . (28)
Wyrazenie to jest symetryczne wzgledem x, gdyz czes¢ rzeczywista nie
posiada wyrazéw o nieparzystych potegach, a cze$¢ urojona nie posiada
wyrazow o parzystych potegach. Poniewaz x wyraza sie wzorem (27),
wiec ffp‘ jest geometrycznie symetryczne wzgledem czestotliwo$ei rezo-
nansowej. : )
W waskim przedziale czestotliwosci, w ktorym odbywaja sie zjawiska
rezonansowe, réwnanie (27) mozna uproscicé
e
i de W,

; (29)

Wowczas przewodno$¢ przejsciowa Yp przejawia wobec czestothwosm
rezonansowej f. symetrie arytmetyczna.
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Zaleznie od wartosci parametréw krzywa rezonansu wyrazona rowna-
niami (22) lub (28) moze by¢ jedno-, dwu- lub trojwierzchotkowa, przy
czym w tym ostatnim przypadku wysokos¢ srodkowego wierzchotka nie
musi by¢ rowna wysokosci skrajnych wierzchotkéow [11].

Najwiegksza selektywnos¢ uktadu uzyskuje sie przy wierzchotku réwno-
miernie falistym o mozliwie najwiekszym falowaniu [7], dlatego wiec
nalezy zbada¢ warunki powstawania tego typu krzywej rezonansu.

5. ROWNOMIERNIE FALISTY WIERZCHOLEK KRZYWYCH REZONANSU

Ze wzgledu na wprowadzanie mozliwie matych znieksztalcen linio-
wych przebiegbw wzmacnianych (prawie periodycznych) przez wzmac-
niacz, wierzcholek jego krzywej rezonansu powinien by¢ ptaski, dostatecz-
nie szeroki i o mozliwie stromych zboczach, gwarantujgcych dobra selek-
tywnosé.

Tego typu krzywa rezonansu uzyskuje sie przy okreslonych wartos-
ciach wspoélczynnikow sprzezen !, tak zwanych optymalnych [1], w przy-
padku gdy wylaniajace sie wierzchotki zaczynajg sie od siebie oddalaé.
Takie krzywe rezonansu odznaczaja sie jednak stosunkowo najmniejsza
selektywno$cia w poréwnaniu z krzywymi o réwnomiernie falistym

wierzcholku, otrzymywanym przy

AL B : sprzezeniach wiekszych od opty-

malnego. Naturalnie zwiekszona

selektywno$é uzyskuje sie kosztem
nieréwnomiernogei wierzchotka.

\ Falisty ksztatt wierzchotka apro-

\ ksymuje w pewnym stopniu poza-

dang jego ptaskosé w sposoéb ana-

‘\ — y logiczny do funkeji Czebyszewa,

\

*!  funkecji najwiekszego przyblizenia
[3], [12]. Poniewaz mamy do czy-
nienia z ukladem o trzech obwo-

\ [/ dach, wiec jak wspomniano, naj-

\ wieksza liczba rezonanséw nie prze-

kraeza trzech, wobec czego prze-

wodnos¢é przejsciowa moze mie¢ po-

=
s

Rys. 4. Funkcja Czebyszewa szostego

rzedu sta¢ funkeji Czebyszewa széstego
rzedu
To(y)=32y"—48y*+18y>—1. (30)

Obraz tej funkcji przedstawiony jest na rys. 4.

1 Oraz przy pewnych wartosciach dobroci obwodow,
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Zadaniem naszym bedzie zbadanie, czy modul przewodno$ci przej-
$ciowej Y, nie moze mieé postaci wymienionej funkcji Czebyszewa w zato-
zeniu, ze zmienna x wyrazona jest przyblizonym wzorem (29), prowadzg-
éym do arytmetycznej symetrii krzywej rezonansu wobec czestotliwosci
rezonansowej fr. W tym celu zbadamy wyrazenie zawarte w klamrach
wzoru (28) i napiszemy je w postaci ,

(a2} =22 — (b+ 1)+ 4g* -+ jafx — 2(b+ 1) =F(x) , (31)

gdzie
b:2(sf+s§—i—(5a(5p+()a53+(5p()s) —1 (32)
g = (0 1)* = 2(0sst—das} +0adyds) (33)

Z tych podstawien widzimy, ze {x} czyli zmienna cze$¢ przewodnosci
przejsciowe] jest.wlasciwie funkcja tylko dwoéch parametréw b i g, za-
leznych od pieciu dotychczasowych (S;, 8, , 0, 0p, s).

Kwadrat modulu badanej funkeji

F*(x)=a®—4bx!+169%x”+[(b +1)*—4g*]? (34)
przyrownujemy tozsamo$ciowo do przeksztatconej funkcji Czebyszewa
F(x)=a[T,(y)+1, = (35)

skad znajdujemy przez zréwnanie wyrazéw o tej samej potedze

S Ve (36)

- } l/ 8 :

16 . :
a=-—D0b?, 3

27 o

2b+-1)?
=1+ (,,,,_..“ ) (37&)
a

oraz warunek konieczny do uzyskania réwnomiernie falistego wierzchotka

It
PR 2
2
w ktérym b>0. Woéwczas mozna stwierdzi¢, ze réwnanie przewodnosci
przejsciowej wzmacniacza o réwnomiernie falistym wierzchotku, odpo-
wiadajacym funkeji Czebyszewa, przybiera postaé

Y/ CaC -
Ve % de{2x®—2b— 1+ jafe — 2(b+ 1)1}, (39)
A2
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a modu?l tego wyrazenia

/ 1/
o Uliass CoCs dc{vc —4bx' 4 4b%x’+ (2b+1)* L 2
8ss, =
= r)/CaCs. dc{lfi b‘*[T (3 )41‘.421)_,_ 1) } : (40)
85,3, 27 8 Vb
gdzie T (]/ ) jest funkeja Czebyszewa széstego stopnia o zmiennej

1
8 Vb

Z rownan tych wynika, ze zmiany przewodno$ci przejéciowej
jak i wzmocnienia ukladu o réwnomiernie falistym wierzcholku zalezg
od zmiennej x, wyrazajacej odstrojenie od rezonansu i tylko od jednego
parametru b.

6. WZMOCNIENIE UKELADU O ROWNOMIERNIE
FALISTYM WIERZCHOLKU KRZYWEJ REZONANSU

Wzmocnienie napieciowe ukiadu posiadajacego krzywag rezonansu
o rownomiernie falistym wierzchotku obliczamy ze wzoréw (7) i (39)
w postaci
- 85:895q

k= — - - s i : (41)
w,]/CaCsdc{2x —9b—1+jx[x— 2(b+1 )]}

przy czym modul wzmocnienia

"é = 83]3)8(1 o - (42)
m,]/cacsd ]/:r — 4bxt L 4b%2 + (26 +1)°
a jego kat fazowy
G et Sl tg_x_“‘_?“(biag (43)
2x2—2b—1

W rezonansie w=w, i »=x=0. Modul wzmocnienia rezonansowego zatem

réwna sie

881858,

wrl/cdbs de(2b+1) :
Modut wzmocnienia napieciowego mozna przedstawi¢ w znormowanej

postaci

kur o (44)

Teu {[x o)

] e (45)
Ko 2b-+1 l
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Rys. 5. Uniwensalna charakterystyka wzmocnienia wzmacniacza rezonam-
sowego z tréjobwodowym filtrem pasmowym. Wierzcholek réwnomiennie
falisty
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Rysiv 6. Wzgledny kat fazowy wzmocnienia wzmacniacza rezonansowego
z tré6jobwodowym filtrem pasmowym. Wierzcholek réwnomiernie falisty
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jako funkcje zmiennej x i parametru b. Odzwierciedleniem tego wyra-
zenia sa uniwersalne charakterystyki wzmocnienia [11], przedstawione
na rys. 5. W podobny sposoéb mozna przedstawi¢ wzgledny kat fazowy
(rys. 6)

(b+ 2(b+1)x

@ = — arc tg S (46)

Z analizy rownania (45) [11] jak rowniez z rys. 5 wynika, ze najbar-
dzie]j plaski wierzcholek otrzymuje sie dla b=0. Temu warunkowi mate-
matycznemu odpowiada sprzezenie optymalne. Wzmocnienie rezonansowe
kyr odniesione do wzmocnienia rezonansowego Kuro Przy sprzezeniu opty—
malnym wyraza sie wzorem ¢

;_CE~ 1___ (47)

Kuro 2b—+ 1

skad wynika, ze wzmocnienie rezonansowe maleje ze wzrostem b, a wiec
1 ze wzrostem szerokosci pasma u wierzchotka.

7. WARUNKI UZYSKIWANIA ROWNOMIERNIE FALISTEGO WIERZCHOLKA

Warunki konieczne dla uzyskania rownomiernie falistego wierzcholka
G : : il S 5
krzywej rezonansu sa nastepujace: b>0 i g2= ZbZ. Teraz nalezy ustalié,

iakie zwigzki istnie¢ muszg miedzy tlumieniami obwod6éw oraz wsp6i-
czynnikami sprzezen, aby warunki te byly spelnione. Jako parametr
okreslajacy posta¢ charakterystyki wedlug rys. 5 przyjmujemy nadal b.
Wiemy, ze b musi by¢ wieksze od zera dla tréjwierzchotkowej charakte-
rystyki i ze b=0 dla jednowierzcholtkowej charakterystyki o najszerszym
wierzchotku. -

Podstawiajgc warunek rownomiernie falistego wierzchotka (38) do
réwnan (32) i (33) otrzymujemy dla danej wartosci parametru b znorma-
lizowane wartosci zastepczych wspélezynnikéw sprzezen

1 Op
== (1 3___({) [(8p+ 0)2+ 302+ 201, (48)
sg_i(H Op )[(5 +65)2+ 362+ 2b] (49)
i - a D Bl )

8 \ 6a_ S :

bedace funkejami znormalizowanych wspoétczynnikéw tlumien. Z réw-
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nania (48) wynika, ze w celu otrzymania rzeczywistej wartosci dla s,
powinien by¢ speliony warunek [11]

80— oo, (50)

Zatem przy spelnionej nieréwnosci (50) dia zadanego ksztaltu charakte-
rystyki b i danych tlumien obwodéw dq,d, i ds mozna znalez¢ szukane
wartosci znormalizowanych zastepczych wspélczynnikéw sprzezen, a za
pomoca réwnan (18), (19), (25) i (26) — indukeyjnosci wzajemne lub wsp6t-
czynniki sprzezen.

7Z rozwazan tych wynika, ze istnieje nieskonczenie wiele rozwigzan
zagadnienia. W praktyce wazne sg przypadki tatwe do zrealizowania i pro-
wadzace do maksimum wzmocnienia. Szereg autoréw badato rézne
rozktady tlumien i wptyw ich na wzmocnienie [2], [4], [5], [16], [7], jednak
nie rozwiazano zagadnienia do konca dla przypadku réwnych sprzezen,
optymalnego z praktycznego punktu widzenia °.

Najprostszy przypadek rownych tlumien obwodéw dq=dp,=ds; nie
spelnia podstawowego warunku (50) rownomiernej falisto$ci wierzchotka
[2]. Drugi przypadek rownych tlumien obwodu anodowego i siatkowego
dq=ds prowadzi do warunku zerowego ttumienia obwodu posredniego
dp=0 [2],[4], ktory jest niemozliwy do spelnienia dokladnego, a trudny
i kosztowny do spelnienia przyblizonego (obwdéd z kwarcem [18]). W tym
przypadku suma kwadratow znormalizowanych zastepczych wspéiczynni-
koéw sprzezen

15 1 :
§+syzgwb+~5). (51)

Trzeci przypadek silniej tlumionego obwodu anodowego [10], [7],
nadaje sie do praktycznej realizacji. Mimo ze maksimum wzmocnienia
wystepuje przy spelnieniu warunku [7],

8a> 0p=0,=10,, (52)

co prowadzi w praktyce do niewielkiego stlumienia obwodu posredniego
w celu wyréwnania tlumienia przewodnos$cia wejsciowag lampy wzbudza-
nej, to jednak rozwaza sie réwniez uklady z nietlumionym obwodem
posrednim [16].

Opisana w literaturze metoda obliczen dla omawianego przypadku [7],
okre$lonego réwnaniem (52), polega na zakladaniu wartoSci pewnego
posredniego parametru, co prowadzi do réznych wartosci wspotczynnikéw
sprzezen. Przy nieodpowiednim wyborze tego parametru wartosé jednego
ze wspolczynnikow sprzezen moze okazaé sie za mata i niedogodna do
praktycznej realizacji.

° Patrz uwaga 2 na stronie 36,
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Dlatego wydaje sie celowe zmodyfikowanie tej metody obliczen przy
zalozeniu rownosci wspotezynnikow sprzezen w postaci
4

I SH=ISa—5, (53)
1.0 <
4_/,7——— Woéwezas z rownan (48), (49) i (53), pa-
08 7 2 " mietajac o zaleznos$ci miedzy znorma-
2 v lizowanymi wspotezynnikami ttumien
06 / w postaci

.'.U
/s:s,=32

a+20,=1, (54)

obliczamy dla danej wartosci wspo6i-

021 :
~ %=8,=ds d czynnika b ksztaltu krzywych rezo-
| ———0r— nansu szukane wartos$ci znormalizowa-

. nych tlumien 6, i 0p,=0s=0, oraz
0 Vs 3 4 b

. wspotezynnikow sprzezen s. Wyniki
Rys. 7. Wykresy do obliczenia znorma- S = ; :
lizowanych wartosci wspélezynnikow tych obliczen, przedstawione w postaci
sprzezen s;=s,=s oraz tlumien d. krzywych na rys. 7, pozwalaja na obli-
i dp=0s=0, w zaleznosci od wspél- : = .
czynnika ksztaltu b réwnomiernie CcZenie elementéw obwod6éw przy zada-
falistej krzywej rezonansu w przy- nej postaci krzywej rezonansu. W szcze-
padku silniej thumionego obwodu A e
anodowego golnym przypadku plaskiej charakte-
rystyki wierzchotka (b=0) otrzymuje-
my znane z literatury [10] rozwiazanie, ktére prowadzi do nastepujgcych
wartosei 6,=0,64, 6,=0;=0,=0,16 i s=0,357.

8. SYNTEZA WZMACNIACZY O TROJWIERZCHOLKOWEJ
KRZYWEJ REZONANSU

Obliczenie wzmacniaczy i jednowierzchotkowej plaskiej krzywej rezo-
nansu w opisanych warunkach przeprowadza sie wedlug znanych z lite-
ratury [5] wzoréw, ktére moga by¢ tatwo dostosowane do uktadu z rys. 1.
Brak jest natomiast wzorow lub wykresow do obliczania uktadu z réwno-
miernie falistg charakterystyka w zatozeniu silniej tlumionego obwodu
anodowego i réwnych sprzezen miedzy obwodami. :

Przy obliczaniu tego typu wzmacniaczy zaklada sie zwykle pewna
nieré6wnomierno$¢ wierzchotka, najlepiej w postaci wspoélczynnika g,
oraz wzgledna szeroko$é pasma miedzy wierzchotkami

bw:&“_:(_%’ (55)

fr fr
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Wielkosci te sg okreslone wedlug rys. 8. Jako parametr przyjmuje sie tutaj
szeroko$¢ pasma miedzy wierzchotkami B, zamiast zwykle stosowanej
szeroko$ci miedzy punktami polowy mocy B,, gdyz szerokos¢ B, jest
wielkoscig niezmienng przy kaskadowym laczeniu identycznych wzmac-
niaczy. Szeroko$¢ pasma miedzy wierzchol-

kami wyznacza sie przyrownujac do zera 8

pochodna najlepiej Yp w wyniku czego
znajduje sie miedzy innymi nastepujgce roz-

Wstawiajac te ostatnig warto$¢ x doréwnania

U
wigzanie: L
Tmax=0 (56) / ' ]

{ |

| l}

oraz ! i
a2 =2b. (57) x I, - q—’s

! |

{ 1

}
|
! i
! I
|
i |
! I
| I
1 |
I 1
Il |
f 7

i
i
I
I
1

fr

(29) otrzymujemy T R
e Bugawi ws/b Rys. 8. Krzywa rezonansu
W n e ==de I/ 5 (58) z rownomiernie falistym
fr wierzchotkiem

Cheac znalez¢ catkowite tlumienie ukiadu w zaleznos$ci od wsp6i-
czynnika g, charakteryzujacego ksztalt wierzchotka, nalezy wyznaczyc¢
jeszcze zalezno$¢ miedzy b i qw Zalezno$¢ te znajdujemy z definicji

e © (59)
ku min ku min
Minimalng warto$¢ wzmocnienia Ky min, Wystepujaca we wglebieniach
wierzcholka krzywej rezonansu, znajduje sie jako wynik przyréwnania
do zera pochodnej Y?,w wyniku czego znajdujemy miedzy innymi
2
x%nin: =0 ’ (60)
3
co pozwala na obliczenie z réwnania (42) wartosci ky min. Znajdujac kur
z réwnania (44), z definicji (59) otrzymujemy :

@= S +1, (61)

skad ostatecznie wyznacza sie szukana zaleznos¢ w postaci

\—2

o Bl 3/ 1—qy 1
b 57> = (_'//—-—~q—u,_ ‘{" ]/'/ —I,t :qz_— ) = . (62)
2V Vaz,—1 1G5 29(qw)

4 Archiwum Elektrotechniki Tom IV
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Funkcja pomocnicza y(gy)zilustrowana wykresem

na rys. 9, pozwala

na napisanie pierwszego réownania obliczeniowego w prostej postaci

\qurﬂ ;

L0 I 12 13 14 15 qy

Rys. 9. Wykres pomocniczy ¥ =f(qw)
do obliczania wzmacniacza o réwno-
miernie falistym wierzchotku

| B
t de=2(qw) - fw }

r

(63)

Z, réwnania tego wyznaczamy tiu-
mienie uktadu konieczne i wystarcza-
jace, aby wierzchotek réwnomiernie
falistej krzywej rezonansu mial
wzgledng szeroko$¢ zewnetrznych
wierzchotkéw B, /f,, a wglebienia
byty réowne Kur/quw.

Rozdziatu catkowitego tlumienia
ukladu d. na poszczegélné obwody
dokonuje sie za pomocag krzywych
z rys. 7T, przeliczonych do postaci

uwidocznionych na rys. 10, a wyrazajacych zalezno$¢ znormalizowanych

ttumien dq i 0p=0s=0, od wspoélczynnika g .

Z definicji (24) otrzy-

mujemy drugie rownanie obliczeniowe

s |

(64)

oraz trzecie

Fa,—a.=6d. | (65)

S,=8,=8=f(qw) pozwala roéwniez
obliczye definicji (18), (19), (25)
i (26) indukecyjnosci wzajemne

4

{ M, =sdcLp ] '

o
STl s ] (67)
/ Lp

| iz o2 < !

w zalozeniu, ze uprzednio obliczy-
lismy indukeyjno$é Lg, Lpi, Lpe i L
ze wzorow (15) i (16) przy danych
wartosciach pojemnosci Cy, Cp 1 Cs.

= e
Lo L / B
0.8 : ja/'%//—’
/ S=s=5;
061

04

02

g 10 12 14 /5(;:
Rys. 10. Wykresy do obliczania znor-
malizowanych wartoSci wspoétezynni-
nikéw sprzezen s;=S,=s oraz thu-
mien 0« i Op=0s=0, w zaleznosci
od  wspélczynnika ksztaltu g,
rownomiernie falistej krzywej re-
zonansu w przypadku silniej tiu-
mionego obwodu anodowego
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. M

Roéwnania (66) i (67) stanowia czwarte i piate réwnanie obliczeniowe
wzmacniacza. Przewodnosci ttumiagce poszczegélne obwody wyznacza sie
z ich definicji (17) i tlumien obliczonych wzorami (64) i (65).

Po wyznaczeniu wartosci wszystkich elementéw ukiadu nalezy przy-
stapié do obliczenia wzmocnienia rezonansowego przy danym nachyleniu
charakterystyki lampy S,. Wzmocnienie to mozna obliczy¢ po dokonaniu
syntezy ze wzoru (44), lecz mozna go obliczy¢ réwniez przed dokonaniem
syntezy przy zadanych Sq, Bw, qw, zalozywszy wartosci pojemno$ci obwo-
dow C, irCs.

Wstepnego obliczania wzmocnienia przed dokonaniem syntezy (w celu
sprawdzenia przydatnosci wzmacniacza) dokonuje sie ze wzoru

_%_ : Q/J(Qw_)_ Sas*(qw) (68)

e : £
® 14+ 9*(qw) Buw)/ CuCs

ktory otrzymuje sie z (44) po podstawieniu do niego zaleznosci wyzej.
obliczonych, jak na przyklad (63) itp. Wspélczynniki 9(qw) i s(qw) znaj-
duje sie z wykreséw na rys. 9 i 10.

Rozwiazanie zagadnienia nie byloby kompletne, gdyby nie mozna byto
okregli¢ szeroko$ci krzywej rezonansu Bg przy dowolnym spadku wzmo-
cnienia, wyrazonym wedlug rys. 8 wspolczynnikiem

kur

: (69)
ku

=

Podstawiajac do tego rownania odpowiednie wartosci wzmocnienia ze:
wzorow (42) i (44) i uwzgledniajac przyblizona definicje x (29) oraz rugujac
de 1 b za pomoca (62) i (63) otrzymujemy [4]

e

B B

2—1-+ & L : : (70)
° 0F v

Rozwigzanie tego rownania ma postac

el iyl

gdzie
A=y(qw) [1+v*@w)] Vg2 —1. =2

4%
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Rys. 11. Wykres pomocniczy B—S =f(4) do obliczania wzmacniacza

w
o rownomiernie falistym wierzchotku

S

Zaleznosé e =f(4) jest zilustrowana wykresem na r

w

ys. 11, ktéry utatwia

obliczenia.
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Rys. 12. Wzgledny kat fazowy wzmocnienia Os=f ( =

) przy qw=const
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e

Na koniec nalezy wyznaczy¢ wzgledny kat fazowy @s, wystepujacy
1 : 7
przy odstrojeniu -»2»~Bs. Kat ten otrzymujemy ze wzoru (46), do ktérego
podstawiono znane nam wartosci na x i b [4]

—gi[l+2w3(qw)—(-§i)hl
Os— aneigs v ‘,Jé’,,,,; 5

/ B 9]
P(quo) 1+lp (o) =2 (-B—i)

w

(73)

Zalezno$é Os=f (~§~S~

w

) przy q.,—const podana jest na rys. 12.

9. OBLICZANIE WIELOSTOPNIOWYCH WZMACNIACZY
O TROJWIERZCHOLKOWEJ KRZYWEJ REZONANSU

Wyprowadzone uprzednio wzory obliczeniowe dla jednego stopnia
wzmacniacza daja sie latwo dostosowaé do obliczania wielostopniowych
wzmacniaczy. Pamietajac o tym, ze przy kaskadowym Ilaczeniu wzma-
cniaczy wzmocnienia rosna z n-ta potega liczby stopni, we wzorach obli-
czeniowych jednostopniowego wzmacniacza zamiast wspoélezynnikéw quw

i gs stosujemy ich n-te pierwiastki w postaci If/ écw i]'/ Ges: ABrzy: stych
zatozeniach funkcja pomocnicza przybiera postac

w(qw)ZAl— ’/1+1ch - /1 Vg‘f“’ (74)
JVaE ] Ve, —1

ktora pozwala na obliczenie catkowitego ttumienia ukladu jednego stopnia

de=2p(gw) 2. ]

| r

Znormalizowane wartosci tlumien d,, 0,=0s=0, oraz znormalizowane
wartosci zastepczych wspélczynnikéw sprzezen s;=s,=s dla jednego
stopnia wyznaczamy z krzywych na rys. 10 dla

Guw — {i/ch . 76i

Dane te pozwalaja na obliczenie elementow poszczegblnych stopni wediug
wzoréw podanych w poprzednim rozdziale. W analogiczny spos6b oblicza
sie wzmocnienie rezonansowe jednego stopnia ze wzoru (68).
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Szerokos¢ krzywej rezonansu catego wzmacniacza Bes przy pozostaloei
wzmocnienia Kyc/ges oblicza sie z definicji :

kucr
Qo= = (77)
kL
podstawiajac do réwnania (70)
Qc— ’i/' Qes (78)
w rezultacie czego otrzymujemy
;{ / L BCS CS
’ B B
Qes= l/ el ' “’ (79)

[1 "*"‘P QCs) "/)(QCS)

Rozwigzanie tego réwnania ma postaé

gdzie

Ao =p(qu) [1 +%2(quw) 0y Va2, —1. (81)

Zaleznos¢ (80) jest zilustrowana wykresem na rys.11. Nalezy zwrécié
uwage, ze wzgledny kat fazowy O; jednego stopnia wzmacniacza, wyste-

; el :
pujacy przy rozstrojeniu ~~2— Bes, wyznacza sieze wzoru (73) lub z wykresu

przedstawionego na rys. 12.

Znane z literatury nomogramy do obliczania wielostopniowych
wzmacniaczy rezonansowych z tréjobwodowym filtrem pasmowym [4],
skonstruowane dla ukladu z posrednim obwodem niettumionym, dosto-
sowane do uktadu z silniej ttumionym obwodem anodowym przedstawione
sg na rys. 13,14 i 15. Zastosowanie ich pozwala na znaczne skrocenie
czasu obliczen, jak to wynika z przykladu nizej podanego.

10. PRZYKEAD OBLICZANIA WZMACNIACZA ZA POMOCA NOMOGRAMOW

W trojstopniowym wzmacniaczu, pracujacym przy f.=—463 kHz, stosu-
nek wzmocnienia wierzchotkow do wglebien powinien wynosi¢ Qgew=1,1
przy szerokosci pasma w punktach polowy mocy Bep=9 kHz. Pojemnosci
obwod6éw natomiast C,=Cp=Cs=C,=250 pF, a nachylenie charaktery-
styki lampy S,;=1,656 mA/V.
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Rys. 13. Nomogram I do obliczania wzmacniaczy rezonansowych z tréjobwodowym
filtrem pasmowym



56 A. Smolinski Arch. Elektrof.

5 y
1000—
500 —
100 — =
50 =
30 —| ==
20 — £
5 10 -
20 —
10 —— 20
=) 7 —EP
5 B 15
1,5 = G
: 4 e
+— 10
3 —
25T o
e 20——6
= he—i
=4 ] F
> 0,4—] —4
Ly R = L
g 03— =4

Rys. 14. Nomogram II do obliczania wzmacniaczy rezonansowych z trojobwodowym
filtrem pasmowym
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Obliczy¢ dobrocie obwodéw, wspolczynniki sprzezen, wzmocnienie
rezonansowe, szerokos¢ pasma miedzy zewnetrznymi wierzchotkami By,
oraz przy spadku wzmocnienia o 60 dB.

Rozwigzanie

Indukeyjnosci obwodow (15)

' 1 1
U s L g s el
Le=Lo=Le=" hc,  (27463000250.10- .

Indukeyjnosci czastkowe obwodu posredniego sa dwa razy wieksze (16)
: Lpy=Lps=2L, =~ 0,9 mH .

Z nomogramu podanego na rys. 13 odezytujemy na skali srodkowej

—~—-=1,16 prowadzac prosta od n=3 na lewej skali do gc¢,»=1,1 na prawej

;plg:]ul) Zatem y(qew) =0,86 oraz wedlug (62)

=== =G0,

2.0,86*
W celu obliczenia rozstepu skrajnych wierzchotkow B,,, przy danej szero-
kos$ci pasma Be, w punktach polowy mocy, z nomogramu na rys. 14 znaj-
dujemy na skali srodkowej Y =0,51 prowadzac prosta od n=3 na lewej
skali do 9¢p ) 521,41 na prawej skali. Nastepnie z nomogramu na

rys. 15 dla —(—1 ) =1,16 na lewej skali i Y=0,51 na prawe]j skali znajdujemy
P Qw

w

na skali $rodkowej. Zatem szeroko$é pasma miedzy zewnetrznymi wierz-
chotkami ;

ﬁ_Bﬁpv, et QEHZ —=7.1kHz .
1,265 1,265 :

Teraz mozna obliczy¢ catkowite ttumienie uktadu jednego stopnia (75)

7.1

d.=2.0,86 —— =0,0264 ,
463

Z. wykresu na rys. 8 znajdujemy dla

Uo =t —Jil—1/03
0=0,77, 0p=0,=0,12 i $;=8,=8=0,56.
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Wobec tego ttumienie obwodu anodowego (64)
de=0,77-0,0264=0,02
oraz ttumienia obwodéw posredniego i siatkowego (65)
dp,=ds=0,12-0,0264=0,00316 .

Odpowiednie dobrocie obwodéw wynosza zatem =50 i Q,=Q;=315
W przypadku gdyby te ostatnie warto$ci nie byly mozliwe do zrealizo-
wania, nalezaloby dopus$ci¢ mniejsze qe, 1 zalozy¢ bardziej plaski wierz-
cholek.

Indukeyjnosci wzajemne obliczone ze wzoréw (66) i (67)

M,=M,=0,56-0,0264-4,76-10*H="7-10"*H="7 uH.

Odpowiadajace im wspélczynniki sprzezen (12) i (13)

= 0,01=1"/,.
V(4,76-10-4)2 -2

Wzmocnienie rezonansowe jednego stopnia (68)

foo 25 008005 160510 720,56
“C & 140,862 7,1-10-%-250-10-12

— 55 5\Vi/Vi—385dB"
Zatem catkowite wzmocnienie rezonansowe wynosi kycr —3.55=105 dB.
Szerokos¢é pasma Bgs przy spadku wzmocnienia 60 dB, a wiec przy
ges = 1000, znajdujemy positkujac sie réwniez nomogramami. Z nomo-
gramu na rys. 14 dla n=3 na lewej skali i dla q.s=1000 na prawej skali
znajdujemy Y=10 na skali srodkowej, po czym z nomogramu na rys. 15
1

dla ——  =1,16 na lewej skali i dla Y=10 na skali prawej znajdujemy
¥(quw) i
.B?Q 22,6
By

na skali srodkowej. Zatem szerokos$é¢ pasma krzywej rezonansu dla caltego
wzmacniacza przy spadku wzmocnienia o 60 dB wynosi

Bes=2,6 Bp=2,6-7,1 kHz=18,5 kHz.

Przy tej szerokosci pasma odstrojenie odniesione do polowy szerokosci
pasma miedzy zewnetrznymi wierzchotkami

Bes 18,5 kHz

By 11kHz
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Poniewaz obliczony stosunek nie miesci sie na wykresie z rys. 12, wiec
| :
wzgledny kat fazowy jednego stopnia dla odstrojenia Z-Bcs obliczamy

ze wzoru (73)
Ooe —aretg POUK2 0B =26 _ o5y
0,86(1+ 0,86 —2 - 2,6%)

Rzut oka na rys. 12 wskazuje, ze O;= +(180"+56°)= 236 Zatem catkowity
kat fazowy jednego stopnia (43)

as=180°F236°= —56" lub 360°486°=56".
Catkowity kat fazowy catego wzmacniacza
(es =30 — 35 68— =¢168

Na zakonczenie chciatbym zlozy¢ podziekowanie prof. dr. inz. B. Ko-
norskieniu za cenne uwagi oraz k.n.t. W. Goldemu i mgr. inz. J. Hel-
sztynskiemu za pomoc, jakiej udzielili mi przy opracowaniu niniejszego
zagadnienia.
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DR Z RIS SAVASS

Majac dane spadki napieé fIl i U, na dwoéch indukeyjnosciach, miedzy ktorymi
wystepuje indukcyjnosé wzajemma M {(rys. 16), obliczamy prady plynace przez te
indukcyjnosci w sposéb nastepujacy b:

Rownania spadkéw mapieé¢ maja postac

: i om &
[A]l .‘—.ja)L,f, —}—ijie : (a) '
U, =joMI, -{—jw[_,zf;. 5 (b) Ull Lg gl lUt
Rozwigzanie tych réwnan brzmi

= I St M : Rys. 16. Prady i

b= et e ==l (c) spadki mapie¢ na

jwL,L,— M* 7wL L,—M* dwoch indukcyj-

T M no$ciach Sprze-

e e L i e i ek es e @ gnietych ze soba
" joL,L,—M- © joL,L,—M

Rownanma te pozwalaja na obliczenie pradow 1l i I, przy danych spadkach napie¢
Ul i Ur. na obu indukcyjnosciach.

Wprowadzajac wspotczynnik sprzezenia miedzy obwodami

e (e)

ofrzymujemy rownanie na prad w postaci

~ 1 % *
et Uy, ®
ng(l /{) y(u]LL(l )
I~ 1l % =
= S i p— —0U,. (g)
]a)L (1—2?) joy LyLs (1—%7)
Dla stabszych sprzezen
1—xt~1 (h)
¢ Gardner M., Barnes J. -— Transients in linear systems — T, I, J. Wiley, New

York 1945, s, 40.
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oraz
A 1 A X A
T e e Uo (i)
JoL, joy LiL,
A 1 A % A ’
I~ Us— | (7)
oLy joV/L, Ly

A. CMOJIMHbCKH

CHUHTE3 PE3OHAHCHBLIX YCHUJTUTEJIEA C TPEXKOHTYPHBIMH
[TOJIOCOBBLIMH ®HUJIBTPAMU M C TPAHCPOPMATOPHBLIM COIMPAYKEHHUEM

Pesome

Pe30HaHCHbIE YCHIIUTENH C TPEXKOHTYPHBLIMU TMOJIOCOBLIMH QHIbTPaMH MPUMEHSIOTCS
B TeX MPHUEMHBIX YCTPOMCTBAX. B KOTOPLIX CENIERTUBHOCTL C ABYXKOHTYPHBIMH MOJOCOBbIMU
¢unbTpamMy SBISETCH CAMLLIKOM Maliod, YCHUIEHWE K€ HOCTaToyHO.

Yeunurenu ¢ TPEXKOHTYPHBIMM (GUIIbTP@MHM TOJILKO B HM3BECTHLIX YCIOBHMSX HMEIOT
BMOJIHE TJIOCKYIO MWW PaBHOMEPHO BOJIHOOGPA3HYIO BEpLUMHY Pe30HaHCHOW RPHBOM.
YcnoBusS BO3HMRaHKSA TaKWX pe30HaHCHbIX RPHMBbLIX OblIM HCCIE€NOBaHbl HEOLHORPATHO,
OfHaROo 3TH HMCC/EOBaHK4 KacalkMch He BCErpa peanbHbIX MM TOJIbRO TEOPETHYECKH Ha-
MIyHIIMX pewieHWd. B HacTtosimiem Tpyne uvcciepoBaH cllyvyad HaulyylIero pellieHuWs Kak
C TEOPETHYECKOM, Tak M NPARTHYECKOH TOYKM 3PEHHS, COCTOSLIMH B nmon6ope paBHbIX
CONpSIKEHUM MEmJy CHIbHEe 3aTyXalollWM aHOOHBLIM KOHTYPOM M ONMHAROBO 3aryxalo-
LIMMH [POMEXKYTOUYHBIM M CETOYHLIM ROHTYpaMmH.

Ob6cyskpanach 3aMellarollasi CXeMa YCHIIMTens napaljenbHod ¢opmbl (puc. 2 W 3)
M C NOMOLIBIO MEeTofa y3iaoBbix norteHuuanos (popm. (9), (10) u (11)) paccuurano TpaH-
3UTHBHYIO MpoBonHMOCTE (hpopm. (14)) M ROMMIIERCHOE YyCHIEHHE CHCTEMbI — dopM. (21).

3a He3aBUCHMYIO TMEPEMEHHYIO » MpHHYTa OTHOCHTEsbHas oTcTpoika (popm. 20),
a rnarHbIMM MapaMeTpaMH ROHTYPOB sBISIOTCS — WX 3aryxaHue d. — ¢opm. (17) u 3a-
MECTHUTEJIbHble RO3(PQHIHMEHTbl COMpSKEHWH MERAYy ROHTypaMu o, u o, ¢opm. (18) u (19).

HMccrenoBano cHMMETpHIO pe3oHaHCHOW RPUBOM B y3ROW MOJOCE YACTOThl, B KOTOPOM
NpOMCXOAT SIBJIEHWS pe30oHaHca M, RaR pe3ysibTaT TPEX yMpOLIarOLIUX MOJIOKEHHH, MoJy-
YEHO CMMMETPHUHYIO HOPMY TPaH3WTHBHOH mpoBomMMoCcTH — dopm. (22). [eneuue Hesa-
BUCHMOW NEepeMeHHOH W MapaMeTpoB Ha [0JIHOE 3aTyxaHWe cucteMbl d. — popm. (23)
BeléT R HOBbIM ¢Gopmam (x, s, 0) yNnoMSHYTHIX Benud4uH — cdopm. (24), (25), (26) u (27)
M B OKROHYaTe/bHOW $hOpMe TpaH3WTHBHOM NMpoBoAuMocTH — dopm. (28).

Ilns nonyyeHHs paBHOMEDPHOW BOJIHOOGpPasHOW BEJIMYKMHbLI PE30HaHCHOM KPHUBOM
KRBagpaT MOMAY/S TPaH3WTHBHOW NPOBOAMMOCTH Obl A8 COMPSWKEHWH MpeBbILIAaLMX

ONTHMa bHOE COINpSKEHHE — TOKIECTBEHHO NpUpaBHEH R GyHRUUM YebbllleBa LLECTON
 creneHd — dopm. (30), otkyna GblJIM MOJYYEHBI YCIOBHS PaBHOMEPHOW BOJIHOO6PA3HOCTH
BEPXYLURH — dopM. (36) mo (38). :

Kak pesynbrar 3TMX OEHWCTBMH Mbl HalUIH, YTO XOH YCUIIEHWS Hanpskerus B CHCTEME
¢dopm. (41) 3aBHCHT OT mepeMeHHOW x, IBISIOLIENCS QYHKUMEH OTCTPOMRM OT pe3oHaHC-
HOM YacTOTbl M OT OfHOro napamerpa b — $opM. (32), 4TO MO3BONYET HAUEpPTHUTb YHH-
BepcalibHble KpHUBble ycuieHus, puc. 5 U 6. M3 aHanusa ypaBHeHHs pe30HaHCHBIX KpH-
BbIX (45) cnepyer, uTo Haubonee niiockag BepluMHa moayvyaercs njg b=0, 4to u 9BJis-
€TCsl YCJIOBMEM HaMWJyyllero COMpssKeHUs.

O6cyROeHHIO TOABEpranoch YCIOBHE TMOJy4eHWs paBHOMEPHOW BOJIHOOGpa3HOM
BEpLIMHLI B BUAEe HepaBeHcTsa (50), Benyliee Ha MNpakTHRE R Gojiee CHIbHOMY 3aryxa-
HHIO AHOJHOrO KOHTYpa MpH ONWHAROBLIX 3aTyXaHHSX B OCTalbHbIX KOHTypax. [lomaras
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OnHMHaROBbIE KO3(PPHUIMEHTHI CONPSsKEHUH — ornpepeneHbl UX HOPMalU3HPOBAHHbIE 3HA-
4yeHHMsd, a Tarke TpebyeMble HOpMalW3WpOBaHHLIE 3HAYE€HWd 3aTyXaHWil B 3aBHMCHMMOCTH
ot Ro3pduureHTa b hopMbl paBHOMEpHOW BOJIHOOOpasHOM BEpLUMHBLI (PUC. 7).

PaccMOTpeH CHHTE3 yCH/IMTeNneHd C TPEXBEPLUMHHOW pe30HaHCHOM KPUBOM, MO3BOJIS-
I0llled paccyUTaTh 3JIEMEHThl CUCTEMbl NpH 3ajaHHOH ¢opMe pe3oHaHCHOM — pHC. 8.
Pesynbratbl pac4éTOB npencraBieHbl B Bupae guarpamMmbl (puc. 10) v pacyé€rHbiX (opmyn
(63 mo 65) mns >1eMEHTOB CUCTEMBI M AN XapakTEepUCTHRM ycuneHus (71 v 72) u ero
¢asHoro yrna (73 4 puc. 12).

BuiBeneHbl ¢popMynbl (cM. pHc. 75) myis pacyéra MHOTOCTENEHHbIX YCUNIHUTENEH C TpEX-
BEPLUMHHOM PEe30HaHCHOW paBHOMEPHO BONHOOOpPa3HOM KPHBOM.

CyuiecTBylolIMe B JIMTEpaType HOMOrpaMMbl ObUIM MPUMEHEHbI R paccMaTpUBaeMoMy
Haunyywemy cnydato (puc. 13 po 15) u npuBenén npumep pacuérta TpEXCTENEHHOro
YCHJIMTENISI MpH MOMOLLK HOMOrpaMM.

A. SMOLINSKI .

SYNTHESIS OF AMPLIFIERS WITH TRIPLE — TUNED COUPLED CIRCUITS
Summary

Amplifiers with triple-tuned coupled circuits are applied to those types of
receiver sets in which the selectivity of two band-pass filters is too low, and the
amplification factor is sufficient. Only under some conditions amplifiers with triple
tuned coupled circuits have a flat or uniformly wavy top. of the resonance curve. The
conditions of realizing such resonance-curves have been studied several times, but
only the cases of some unreal or merely theoretically optimum solutions have been
considered. In this paper theoretically and practically the optimum case is analysed,
i. . the case of equal coupling between circuits, especially strongly damped plate-cir-
cuit and equally damped first and third. The parallel equivalent network of the ampli-
fier (Figs. 2 and 3) is exlamined and by means of the nedal-analysis (Egs.
(9), (10) and @11) the transfer admittance (Eq. 14) and the complex ampli-
fication factor (21) are calculated. The relative detuning= » Eq. (20) has been
chosen as the independent variable, the chief circuit-parameters are their
coefficients of damping d (Eq. 17) and the equivalent coefficients of cou-
pling between circuits o, and o, (18) and (19). The symmetry of the reso-
nance-curve is studied in a narrow frequency-band, in which the resonance pheno-
mena occur. As a result of three simplifying assumptions the symmetrical form
of transfer admittance (22) has been obtained. The division of the independent
variable and parameters ty the total damping coefficient of the network d, (Eq. 23)
results in new forms (x, s, ) of the mentioned expressions (24), (25), (26} and
(27) in the last form of transfer admittance (Eq. 28).

In order to obtain an -uniformly wavy top of the resonance-curve, the square
of the magnitude of tramsfer admittance has been identified with Tchebyshev’s
function of the sixth order (Eq. (30) for a coupling greater than optimum and thus
the conditions of the uniformly wavy top have been obtained (Eg. (36), (37)
and (38)). ]

As a result of these operations it was found that the voltage amplification
factor of the network (41) depends upon the variable x, being a function of the
detuning from the resonance-frequency and upon one parameter b (Eq. (32). This
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allows to draw universal amplification-curves (Figs. 5 and 6). The analysis of
resonance-curve (45) shows that the flattest top can be obtained when b = 0,
which is the condition of optimum coupling.

The condition of obtaining the uniformly wavy top is discussed. This condition,
given by inequality (50), leads in practice to a stronger damping of the plate-
circuit whilst the other circuits are equally damped. At the assumption of equal
coupling coefficients their normal values have been computed. The required mormal
values of damping coefficients depend upon the coefficient b of the shape of
uniformly wavy top (Fig. 7). These coefficients have been also computed.

The synthesis of amplifiers with resonance-curves having three tops is discus-
sed. This allows to calculate elements of the network having a given shape of the
resonance-curve (Fig. 8). The results of the calculations are presented as diagrams
(Fig. 10) and calculating equations (63), (64) and (65), giving the elements of the
network and the amplification (71) and (72) and phase-angle (73) and Fig. 12 cha-
racteristics.

The equations to calculate multistage triple-tuned amplifiers (Fig. 75) having
an uniformly wavy resonance curve and three tops are evaluated, The existing
nomograms are adopted to the optimum case discussed above (Fig. 13, 14 and 15)
and an example of calculating a multistage amplifier by means of nomograms is
computed.
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B. KONORSKI

Nowe twierdzenia o polu elektrostatycznym

Rekopis dcstarczono 27. 5. 1954

W pracy powyzszej omoOwiono niektéore wilasnosci pola elektrostatycznego,
stanowiigce pewien przyczynek do teorii tego pola. Prawo majmniejszej po-
jemmnosci przedstawia wlasno$é zmaterializowamej powierzchni ekwipoten-
cjalnej, tj. folii metalowej (o $ciankach znikomej grubosci), przystosowanej
swym ksztattem sciSle do ksztaitu powierzchni ekwipotencjalnej (folia ta
nazwana jest w pracy elektroda posSredmnia). Z prawa mnajmmniej-
szej pojemmnosci mozna wysnu¢ wnioski co do struktury energetyicznej pola
elektrostatycznego. Struktura ta warunkuje pewien okresSlony charakter
ruchéw elektrody posredniej, jesli otrzymata ona z zewnatrz jednorazowy
impuls.

W trakecie rozwazan obliczono pojemnosci w ukladzie dwoéch kul, przy
czym znamienny jest fakt, ze wchodzi tu w rachube mie tylko pojemmnosé
wzajemna, ale takze i pojemnosci wiasne, dotyczace tej czesci tadunku, dla
ktorej linie pola wychodzace z powierzchni kuli przebiegaja do mieskon-
czonosei.

Z wyrazen przedstawiajacych pojemnosci ukiadu dwéch kul mozna obli-
czyé site przyciggania takich kul majacych tadunki odmiennego znaku. Do-
chodzimy w ten sposéb do wzorow, ktéorym mozna nadaé miano uogol-
nionego prawa Coulomba. Za pomoca tych wzoré6w oblicza sie
sity przyciggania w przypadkach szczegélnych, na przyklad: kuli i plasz-
czyzny, kuli i fadunku punktowego itd.

1. WSTEP

Ilosé naszych wiadomosei o strukturze pola elektrostatycznego nie-
wiele sie stosunkowo powiekszyla od czasu Maxwella i Faradaya, tj.
w przeciggu ostatnich 80 lat. Nalezy stwierdzi¢, iz w dziedzinie tej istnieje
bardzo duzo zagadnien jeszcze zupelnie nie wyjasnionych. Rzuca sie
W oczy nier6wnomierno$é postepu w tej dziedzinie i w innych dziedzi-
nach elektrotechniki teoretycznej i stosowanej.

Z rozwojem nauki o elektryczno$ci wigzg sie bezposrednio wielkie
sukcesy, ktére gruntownie przeksztateily srodki produkeji oraz materialny
i kulturalny sposéb zycia ludzkosci. Wydaje sie, jak gdyby te wlasnie
sukcesy tak dalece przykuly do siebie uwage badaczy i uczonych, ze nie
starczylo jej juz na glebsze dociekania nad istota pola elektrostatycznego.

5 Archiwum Elektrotechniki Tom IV
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I rzeczywiscie, mozna zaobserwowa¢, ze nieliczne prace w tej dziedzinie,
nie wylgczajac prac tak wybitnych uczonych, jak W. Thomsona, W. Ro-
gowskiego, F. Ollendorffa (i innych), maja charakter raczej fenomeno-
logiczny. Rezultatem tego jest, ze wlasciwie nie bardzo potrafiliémy sie
oddali¢ od starego prawa Coulomba, ktore dzisiaj tak samo, jak 50 lat
temu, jeszcze wcigz jest centralnym prawem elektrostatyki. Wazne pro-
blemy w tej dziedzinie jeszcze wciaz czekaja, a zbadane zostalo dotychczas
jedynie to, co jest najprostsze.

Wszystkim znany jest fakt, ze przy przejsciu od najprostszych form
geometrycznych do form nieco bardziej ztozonych napotykamy pietrzace
sie trudnosci matematyczne; sa one czasem tak wielkie, ze wydaja sie
nie do pokonania. Trudnosci te zmuszajg do rezygnacji z dazenia do $ci-
stego rozwigzania zagadnienia i powodujg wprowadzanie zalozen uprasz-
czajacych. Powstaje tu specjalna sztuka stosowania do$¢ daleko siega-
jacych uproszezen, ktére jednak muszg by¢ tak zakreslone, aby nie uronié
nic z podstawowych cech badanego zjawiska. Sztuka upraszczania prak-
tykowana jest od dawna i czesto. Stosowana jest ona powszechnie
i w wyniku tego elektrostatyka roi sie od uproszezen i od idealizacji,
siegajacych czasem tak daleko, ze doprowadzily do elementéw i do ukta-
déw nierealnych. Takim elementem nierealnym jest na przyktad tadunek
punktowy lub %adunek rozmieszczony na powierzchni nieskonczenie
diugiego walca. Znane-i zbadane jest pole odosobnionej kuli natadowanej,
ale trafiamy czesto na tereny nieznane, je$li chcemy péjsé o jeden krok
dalej i rozwazy¢ pole dwéch natadowanych kul.

Wezmy przyklad: zagadnienie pojemnosci ukladu dwoéch natadowa-
nych kul nie jest dotychczas calkowicie rozwigzane, szczeg6lnie jeSli
obie kule maja rozmaite Srednice lub jesli wartosci bezwzgledne fadunkéw
nie sg jednakowe. -

Narzuca sie przy tym konieczno$¢ wprowadzenia i do tego przypadku,
znanego juz od czasow Maxwella pojecia pojemnosci czastkowych przy
jednoczesnym rozszerzeniu tego pojecia; narzuca sie tu koniecznos$¢ wy-
jasnienia roli, jaka w tym uktadzie odgrywa nieskonczono$é. Zagadnienia
te sg stosunkowo proste i bliskie, a pomimo to nie wida¢ préb ich roz-
wigzania i to nie tylko iloSciowego, ale nawet i jakosciowego; w rezultacie
problemy te lezg odlogiem od dziesiatkow lat.

Pole dwoch natadowanych kul jest jednym z podstawowych zagadnien
elektrostatyki. Praktyczne znaczenie tego problemu polega na tym, ze
dwa dowolne ciata, znajdujace sie w odleglosci duzej w stosunku do
ich rozmiaréw, mozna aproksymowaé jako 2 kule; natomiast 2 kule znaj-
dujace sie w bliskiej od siebie odlegtosci (i noszace jednakowe r6zno-
imienne !adunki) przedstawiaja aproksymatywnie jeden z najbardziej
podstawowych elementéow budowy materii — dipol elektryczny.
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Z energetycznej struktury pola dwéch kul muszg z kolei wynikngé

dziatajace miedzy nimi sily — w ten sposéb mozna uogélnié¢ i uscislié
czcigodne prawo Coulomba, przedstawione 170 lat temu Akademii Fran-
cuskiej.

Zbyteczne sg sugestie o praktycznym znaczeniu osiagnietych zwigzkow
-—moze w atomistyce, moze w teorii wysokich napie¢ lub pradéw zmien-
nych albo w innych teoriach z dziedziny nauki o elektrycznosci. Ale trzeba
podkresli¢ wielkie znaczenie teoriopoznawcze badan tego rodzaju. Umo-
zliwiaja one lepsze poznanie otaczajacego nas Swiata, gruntuja $wiato-
poglad materialistyczny réwniez i w tej dziedzinie wiedzy fizycznej.

Przedstawione tu twierdzenia sa ze soba Sci$le zwigzane. Sposéb ich
wytozenia obrany zostal tak, aby wilasnie wykaza¢ ich .wspoétzaleznoseé.
Tym tlumaczy sie odsuniecie ogélnego omodwienia prawa najmniejszej
pojemnosci az do rozdz. 10 i przedstawienie najpierw szeregu przyktadow.
Mozna by zrobi¢ inaczej. Jednak celem tych przyktadéw jest nie tylko
ilustrowanie prawa najmniejszej pojemnosci; wprowadzajg one czytel-
nika w swoista mechanike ruchéw elektrody posredniej i tym samym
przygotowujg grunt do dalszych rozwazan i twierdzen.

1. SFORMULOWANIE PRAWA NAJMNIEJSZEJ POJEMNOSCI
W POLU ELEKTROSTATYCZNYM

UWAGI OGOLNE

a. Zalozmy, ze pole elektrostatyczne wytworzone jest przez dwa
tadunki +® i — @ znajdujgce sie na dwoch przewodnikach A i B dowol-
nego ksztalttu (rys.1l). Wiadomo, ze ani
rozktad linii tego pola, ani rozktad poten-
cjalow nie zmieni sie, jezeli w miejscu
jednej z powierzchni ekwipotencjalnych
p umieScimy nieskonczenie ‘cienka folie L
metalowg; folia ta musi by¢ oczywiscie ’ N2
zupelnie $ciSle przystosowana do ksztaltu / 3 " e
powierzchni ekwipotencjalnej. :

Nazwijmy opisana wyzej powierzchnie \ + -9
metalowg elektrodg posSrednig; \ 5
elektrode posrednig bedziemy oznaczali S
przez E. Na obu powierzchniach (nieskon-
czenie cienkiej) powloki E istniejg tadunki
influencyjne. : ;

Nastepnie pojemno$é miedzy powierz- eRg;i “ oltén c?;(fr??ch '%Oz‘ﬁizggﬂf;
chnig A i lewg powierzchnig elektrody po- elektrostatycznego

5%
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$redniej E oznaczmy przez C,; oraz pojemno$¢ miedzy powierzchnig B
i prawg powierzchnig elektrody posredniej E — przez C,. Wtedy pojem-
nos¢ C miedzy powierzchniami A i B jest
= __glgﬁ,. : (1)
CihCs
ZaktadaliSmy dotychczas, ze — na zasadzie definicji — elektroda po-
Srednia E zajmuje miejsce powierzchni ekwipotencjalnej p. Przyjmujemy,
ze metalowa blona E ma dostateczna sztywnos¢ i ze moze by¢ przesuwana
bez zmiany swego ksztattu !. Przesunmy w taki witasnie sposéb elektrode
posredniag E do nowego potozenia p’ (Oczywiscie, ze powierzchnia p’ nie
jest powierzchnig ekwipotencjalng w pierwotnym ukiadzie pola miedzy
A i B). Pojemno$¢ miedzy A i E oraz miedzy E i B w nowym polozeniu
elektrody posredniej E oznaczmy przez C, i C,.
Po dokonanej zmianie polozenia E poprzednia pojemnos$¢ C miedzy A
i B zmieni sie na C’, przy czym
¢, G

e

.

Mozna wykaza¢, ze ta nowa pojemnos$é C’, uzyskana przy zmienionych
warunkach (przy znieksztaleceniu pierwotnego pola elektrostatycznego),
jest zawsze wieksza od poprzedniej pojemnosci C, tj. ze

€ =C: (2)

Nier6wno$¢ powyzsza jest spetniona dla kazdego potozenia p’ elektrody
poSredniej E, ktore nie jest zgodne z uprzednig powierzchnig ekwipoten-
cjalna p. ;

Polozenie elektrody posredniej E zgodne z powierzchnia ekwipoten-
cjalna p bedziemy nazywali jej polozeniem (lub miejscem) macierzy-
stym. Mozemy zatem powiedzie¢: polozenie elektrody posredniej E
w. miejscu macierzystym odpowiada najmmniejszej pojemnosci
uktadu A, E, B.

Twierdzenie powyzsze mozna nazwa¢ prawem najmniejszej pojemno-
sci w polu elektrostatycznym.

Prawo to mozna takze sformulowac¢ w sposéb nastepujgcy: potozenie
elektrody posredniej E w miejscu macierzystym odpowiada najwiekszej
energii pola elektrostatycznego ukladu A, E, B.

Zanim zajmiemy sie powyzszymi twierdzeniami w przedstawionej tu
ogdlnej postaci wykazemy ich stusznosé na prostych przykladach. Nadaja

1 Zakladamy przy tym, ze podczas przesuniecia elekfrody mposredniej nie jest
ona polgczona w zadnym zrédiem mnapiecia (tzn. potencjat jej mie jest utrzymywany
na statej wysokosei).
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sie do tego szczegoblnie przypadki takie, w ktéorych elektrody A i B maja
proste ksztalty geometryczne. Z tego powodu rozwazymy przypadki, gdy

I. A i B sa walcami kolowymi o prostoliniowych réwnolegtych osiach

(rozdz. 2—5), lub gdy
II. A i B sa kulami (rozdz. 6—10).

b. Opisowi zawartemu w rozdz. la odpowiada nastepujaca definicja:
elektroda posredniag w ukladzie pola elektrostatycznego nata-
dowanych przewodnikéw A, B (rys. 1) nazywamy blone metalowa pomi-
jalnej grubosci (wlasciwie: nieskonczenie cienka), ktéra posiada postaé
iednej z powierzchni ekwipotencjalnych tego uktadu.

W celu odréznienia od elektrody posredniej E powierzchnie A i B
nazywacé bedziemy kroétko elektrodami.

Procesem energetycznym nazywaé¢ bedziemy proces fizy-
czny, ktéoremu towarzyszy zmiana energii ukladu w czasie.

Z prawa najmniejszej pojemnosci wynika, ze kazde przesuniecie
elektrody posredniej jest procesem energetycznym (strong fenomeno-
logiczna tego procesu zajmiemy sie w rozdz. 5, analiza przyczynowg—
w rozdz. 10).

Zasadniczo biorac, pole uktadu A, B traci swoj charakter pola elektro-
statycznego podczas zachodzacych w nim procesow energetycznych. Aby
tego unikngé, bedziemy przyjmowali, Ze wymienione wyzej procesy
energetyczne (przesuwanie elektrody posredniej) odbywaja sie z pomi-
jalnie mala predkoscia (Sci$le: z nieskonczenie malg predkoscig).

2. POJEMNOSC UKLADU DWOCH WALCOW KOLOWYCH
O PROSTOLINIOWYCH ROWNOLEGLYCH OSIACH

Przyjmujemy jako znane podane nizej wyrazenia dla pojemnosci ukla-
déw tego rodzaju. Oznaczenia uwidocznione sa na rys. 2; | oznacza diugosé
walcéw w kierunku prostopadtym do plaszezyzny tego rysunku.

End

N s
e Ll
AR 1”/7/ ;: Cdx\>; 4

Rys. 2. Uklad 3 walcow o osiach rowno-
leglych lezacych w jednej plaszczyznie
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=)

a. Pojemnos¢ C,; walcow 2 i 3 polozonych na zewnatrz siebie (potozenie

»zewnetrzne‘) wynosi

Com 22
SRR
Ty d3—Cy3
przy czym
DL ne o DEERer
ERr e e
oraz

2SI IR0 SR o U N
: Cos =y —T3=d]—13
(na rys. 2 jest c,3=c).

3)

dy+dy=Dyy (4)

(5)

b. Pojemnos$¢ miedzy walcami I i 3 polozonymi jeden wewnatrz dru-
giego (czyli w tak zwanym polozeniu , wewnetrznym‘) przy speinieniu

warunku podanego nizej w f wynosi

oo 2mel
ot 8t
Ty di—Cys
przy czym
—Diy+ri=ri _-Ditnn
e, A
oraz 7

A RV D 9N D
- cy=di—ri=d;—n}
(na rys. 2 jest c;;=c).

(6)

v dg—d;=Dy,4 (7)

(8

Drogg prostych przeksztalcen wzorow (3) i (6) mozna znalezé wyra-

zenia
3 P 2mel o
LR R B
or 2mel i
ST R s
Mozna zatem napisaé
27l
@ =
o arch ———Dgs—rg_ﬁ #
27575
2mel
e
arch =
2mns

Sen Ly,
Dl

’

27,575
2 2-__'T)2
(i e D S .

2771y

(3a)

(6a)

Uwaga: Wzory (3), (3a), (6), (6a) ‘etc. dotycza walcow nieskonczenie diugich;
wielkosci C,3, C,3 efc. oznaczaja pojemnosci uktadu tych walcéow na kazdy odeinek 1

ich diugosci.
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c. Pojemnosé dwoch walcow ,,zewnetrznych* o jednakowym promie-
niu r;,=r,=r  jest nastepujaca:

2mel : mel :
105= G e = D -1)2———— ’ (9)
12 12
= d—ec ln( 2r +l/4—1'§ 1) :
przy czym
D12 2 92
Gl== —2—; c“=Df2—r : (10)

d. Pojemﬁoéé dwoéch walcow wspotsrodkowych 1 i 3 otrzymamy zakla-
dajagc w (6), ze D;;=0 (po podstawieniu do (6) wartosci c;; z (8) i przej-
§ciu do granicy d,=d,;—00 :

C=_27t—el- (11)

T
In—-
Ty

e. Warunek, aby powierzchnia cylindryezna 3 byla powierzchnig ekwi-
potencjalng w polu walecow 1 i 2, jest
Cya=Cys . : (12)
Jezeli obliczymy i przyréwnamy do 51eb1e d3 obliczone z par walcow 3,
213, 1, to warunek ten bedzie
D, tr—m Ditni—n
D32 D13 :
jezeli obliczymy i przyréwnamy do siebie d, obliczone z par walcow 1, 2
i 2, 3, to warunek (12) przyjmie postac
DLfri-n Dhtr-r
D32 D12

Obliczajac analogicznied; z par waleéw 1, 3 i 1, 2 warunek (12) mozemy
napisac

(12a)

(12b)

2 it it o
Di+r;—1  Di+1i—n _

= (12¢)
D, Di,
f. Warunkiem stusznosci wzoru (3) jest
Dy > 1ot7s . (13)
Zakladajac '
Dy =151 (14)

otrzymamy z (4)

d;=T7y; dy="y; Ca3=0
oraz
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Warunkiem stusznosci wzoru (6) jest
: Dig>ry—ry. (16)
Zakladajac

Dyy=r3—1, (17)
otrzymamy z (7)

di=75 dy=1y; ¢;3=0
1 stad wynika rowniez (15).

3. DWA PRZYPADKI SZCZEGOLNE UKLADOW SYMETRYCZNYCH

Przyktad la. -Stan przed przesunieciem elektrody posredniej
(rys. 3); E znajduje sie w miejscu p.

) £p
il
A L 8 r "‘1 5 AV
[ A0
2 i
£
L’_)!,J;z
¢ i

Qe offie

£ iz
Rys. 3. Doprzy- Rys. 4. Do przy-
kiladu l.a kiladu 1.b

Pojemnosé C dana jest przez wzér (9); pojemnosci C, i C; wynosza
C,=C,=2C.
Przyktad 1.b. Stan po przesunieciu elektrody posredniej E z p do

P, (rys. 4).
Dla pojemnosci wypadkowej otrzymujemy w tym przypadku wzér

2mel
~ In[(D,+/D?—4r") (D, + Y/ Di— 4r9)] —In 4r* |

c
Wprowadzajac oznaczenia

y=(x+yx>—4r) [(D—x)+ 1/ (D—2x)’— 4r2]=MN,
znajdujemy

, 1 1
=MN (e — e )
: ( Va?—4r? V(D—x)*—4r? )

Wynika stad, ze Y.« zachodzi dla xz_%.
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Obliczajac

widzimy, ze polozenie jak na rys.3 odpowiada najmniejszej pojemnosci
uktadu.

Przyktad 2. Kondensator walcowy wspo6isrodkowy.

Elektrode zewnetrzng traktujemy jako elektrode posrednig E. Po jej
przesunieciu (rys.5) pojemno$¢ kondensatora dana jest przez wzér (6).
Wzér ten mozemy napisaé w postaci

e
g
217y
gdzie Rys. 5. Konden-
y==Did Nty (DL A= it aDi . (18). Bior MRy
Obliczamy : :
e e (T e

V(=D2+r2=r)2—4D% 12

13°1

1 znajdujemy, ze Y.t zachodzi dla Dy =0; poniewaz

2
%, ~
9Dz /pa=o

z czego wynika, ze najmniejsza pojemnosé¢é odpowiada wspoéisrodkowemu
ustawieniu walcow.

4. DWA WALCE O OSIACH ROWNOLEGLYCH
PRZYPADEK OGOLNY

Og6lnosé naszych rozwazan nie jest naruszona, jezeli zalozymy
(rys. 2), ze 1,="1,.

Otrzymuje sie tu nader skomplikowane wzory, ktére w znacznym
stopniu utrudniaja orientacje, i aby wzory te uprosci¢, wprowadzamy
oznaczenia

dy—cCyy ds+Coy '

X= i Xga— (19)
a di—cy4 e dy—Coy
Droga prostych przeksztalcen znajdujemy
Xg=Dyy B 415 X,=D,, T g, (20)

1 3
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Na marginesie naszych rozwazan mozemy stwierdzi¢, ze przy uzyciu (18):
z (20) wynika bezposrednio

Zakladajac, ze D3 =0 znajdujemy

(X13)p,=0= T2
Ty

podstawiajgc te wartosé do (6) znajdujemy od razu wyrazenie (11).
Szeregowe polaczenie kondensatorow C,; i C,, prowad21 do wyrazenia
pojemnosci C miedzy elektrodami A i B w postaci
1

el InX,, X : 21
C  2mel s (2

Stad uwydatnia sie rola funkeji

X=X18X23 4 2')’2 [ D]3+Tl+r3+]/( D') +7‘2'—'1~2) ‘—‘4TiD]2.3] [Dg(f-—

i Tf ez V(Dgs 1 T:Z; 5 Tf)z S 4T§D§3
w rozwazanym zagadnieniu. Uwzgledniajac, ze
Dy;=D;y+Dyy

1 przyjmujac D,, =const, otrzymujemy po przeksztalceniach

X _gripx D - Dis :
oD, e 21X = D2 it 20 R DE S e

Ze wzgledu na‘warunki (13) i (16) warto$é X jest zawsze dodatnia i rézna
od zera; dlatego tez ekstremum funkeji C zachodzi, jezeli

D23 D13

2 R Y 2 O, 2 DI OV Vil
212X, D2 2032 ast Dot s

to znaczy jezeli
C23=Cy3-

Zgodnie z (12) réwnos$¢ powyzsza stanowi warunek, przy ktoérego spet-
nieniu elektroda posrednia E zajmuje polozenie powierzchni ekwipoten-
cjalnej w polu elektrycznym walcéw A i B (polozenie macierzyste). Zacho-
dzace tu ekstremum wielko$ci C moze na zasadzie rozwazan w rozdz. 3.1
oraz dalszych wywodow w rozdz. 5 odpowiadaé tylko najmniejszej
warto$ci pojemnosci. S
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W ten sposéb twierdzenie o najmniejszej pojemnosci zostato udowo-
dnione dla przypadku dwo6ch réwnoleglych walcow o rownych srednicach.
Na zasadzie rozwazan zawartych w rozdz. 2 mozna je ré6wniez uwazaé
za udowodnione, jes$li walce majg Srednice niejednakowe.

5. ENERGIA UKLADU DWOCH WALCOW
PRZY ZMIENNYM POLOZENIU ELEKTRODY POSREDNIEJ

ANALIZA RUCHU ELEKTRODY

Mowigce nizej o zmianie polozenia elektrody posredniej mamy na mysli
zmiany spelniajace warunki podane w rozdz. 1.

Zatozmy, ze tadunki =@ na elektrodach A i B pozostaja niezmienne
i ze $rodek O, elektrody posredniej E zmienia swe polozenie na prostej
O, O, (rys.2). Kazdej wartosci D,, odpowiada wowczas okres§lona ilosé¢
energii W,, zawartej w przestrzeni miedzy powierzchniami 1 i 3 oraz
ilo$¢é energii W,, zawartej w przestrzeni miedzy powierzchniami 3 i 2;
catkowita energia pola elektrycznego jest :

W=W,,+W,, .

Poszczeg6lne wyrazy tej réwnosci sa proporcjonalne do wyrazen

T8 XX 181 X I L X, (22)
T3 Ty

Jak wiadomo, wielko$¢ W uzyskuje najwieksza wartos¢, jezeli polozenie
E odpowiada powierzchni ekwipotencjalnej, to jest, jezeli D3 speinia

warunek (12). _
Wysoce pouczajace jest graficzne przedstawienie przebiegu zmien-
noéci powyzszych trzech wielkosei W,,, Wy;. W w zalezno$ci od Dy,
Wykresy takie przedstawiono na rys.6 i rys.7. Rys. 6 skonstruowano
przy danych 7,=7,=10; D,;,=100; r,=40. D;; moze sie tu zmienia¢ od
D,;,=30 (walce 3i2 polozone najdalej od siebie) do D,;= — 30 (walce 312
polozone najblizej siebie). Wartosé D,; =0 odpowiada wspoétsrodkowemu
polozeniu waleow 1 i 3. W tym punkcie energia W,, posiada swe maksi-
mum (por. rozdz. 3.2.), natomiast dla D,,= +30 mamy W,,=0. Wielkos¢
W,, zmienia sie w sposéb monotonny od punktu f (D,;=30) do punktu
a (D,;=—30). Maksimum Icznej energii (punkt y) przypada w punkcie

D, = 13,246, ktory otrzymuje sie z (12b) lub z (12c). :
Inny charakter majgq krzywe na rys. 7, gdzie zatozono, ze 217, =D

rysunek ten skonstruowano przy danych r,=7,=10; D;,=100; r,=60.
Dla obu rysunkéw charakterystyczny jest plaski przebieg krzywej V4
w punkcie o, . Jednakze potozenie elektrody posredniej E odpowiadajace
temu punktowi jest polozeniem réwnowagi chwiejnej. Z obu rysunkow

1
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wida¢, ze jezeli elektroda E zostanie wyprowadzona z polozenia y przez
impuls dzialajacy w kierunku O; O,, to E bedzie sie poruszaé¢ dalej, az
dojdzie do polozenia a; jezeli impuls dziata¢ bedzie w kierunku O, O,, to
krancowe polozenie elektrody E bedzie odpowiadaé punktowif .

W Moy Wo+ Wi
100,
o
o | Wa
50 l |
. 50
’ |
‘ |
[ l
! |
! 13,24 = ’; 2746 -
50 20 IO {0 g 30 20 qo 0 0 20 30 40 50 °
o o 5 5 Q 0 4 4032
T L R A T e s G G L
Rys. 6. Energia ukladu przy Rys. 7. Energia ukladu przy
0. 20 oS 4 8
zmianie polozenia elektrody zmianie polozenia elektrody
posredniej posredniej

Pewne zainteresowanie wzbudzi¢ moga dwa nasuwajace sie pytania:

1. czy istotnie polozenie f elekirody E jest jej polozeniem osta-

tecznym?

2. czy w swoim ruchuz y do #lub z y do « elektroda E nie ulega jakims$

odmiennie skierowanym silom, przez dzialanie ktorych kierunek
jej ruchu méglby sie odchyli¢ od kierunku O, O, (lub O, O,)?

Pierwsze z tych pytan powstaje przy obserwacji rys. 6 i 7, na ktérych
widaé, ze poziom energetyczny w polozeniu f jest wyzszy niz w poto-
zeniu « .

Aby odpowiedzie¢ na pierwsze pytanie, nalezy zauwazy¢, ze jezeli
poréwnaé¢ dwa potozenia I i II walcow ,,zewnetrznych® 2 i 3 o niezmien-
nych promieniach r, i r,, przy czym polozeniu I odpowiada odlegtosé D
tych walcow, polozeniu IT — odlegtosé D', to z zatozenia D'<<D dla pojem-
nosei wynika warunek o>c. 23)
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Istotnie, na skutek podanych zaleznosci z (23) otrzymujemy kolejno
dy+c dzic
d3_c dv —CI

3

D?+ri—15+)/ (D> +12—1r2)*—4D%2> D +r2— 12+ /(D® +12—12)°— 4D"°72
[(D+ 752 =i (D=rs)2 = 2] = D g = 2 (D)2

ostatnia za$§ nier6wnos$é¢, ze wzgledu na D' > r,+71,, jest zgodna z zato-
zeniem.

W analogiczny sposéb mozna wykaza¢, ze poroéwnujac ze soba polo-
zenia I i II walcow ,,wewnetrznych* 1 i 3 o niezmiennych promieniach
r, i 7y i o réznych odlegloéciach miedzy osiami (D,; w polozeniu I, D” —
w potozeniu II) oraz zaktadajac D" > D,, dochodzimy do wniosku:

pojemnosé C” w potozeniu II jest wieksza od pojemnosci C w poto-

zeniu I.

Wynika stad, ze jezeli elektroda E znajduje sie w potozeniu II (rys. 8),
to energia pola elektrycznego walcéw 1, 3 jest mniejsza niz energia pola
tych samych walcéw w potozeniu I (f) elektrody E (w obu przypadkach
walec 1 jest wewnetrznie styczny do 3; D,; i D, sg wielkoSciami stalymi).
Miara energii W’ ukladu przy kacie ¢ (rys. 8) jest wyrazenie

lg{ sz—l—D‘fa:Qme COS Q-T2 =12 -
27,7,

- V/(D?,+ D2 —2D,,D,, cos p+12—12)°— 4 (D2, + D} — 2D,,D;; cos 9)r2 }
20,75

B @
J Q
! 2
Rys. 8 Ruch elektrody pos$redniej po Rys. 9. Prz.ejé.cie elektrody_ pqéredrniej
dojsciu do potozenia z polozenia f do polozenia &

Rys. 6 przedstawia krzywa W’ =f(p); krzywa ta-(0) przebiega od punktu
do punktu @ i opisuje ruch elektrody posredniej, ktéra po dojsciu do poto-
zenia B zaczyna sie obracaé¢ dookola stycznego do niej walca 1, az osigga
ostateczne potozenie spoczynkowe a (rys. 9). To samo ostateczne pqloienie
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osigga elektroda E bezposrednio, jezeli impuls dziatajacy na nig w poto-
zeniu y miat kierunek O; O, . W nieco odmienny sposéb zachowuje sie
elektroda posrednia w przypadku przedstawionym na rys. 7. W polozeniu
f przy najmniejszym impulsie skierowanym prostopadle do O, O, zaczy-
naja na E oddzialywa¢ takie same sily, jak opisane wyzej; pod ich
wplywem elektroda E obraca sie naokoto walca 1 stale pozostajgc z nim
w stycznosci. Jednakze ostateczne potozenie odpowiadajgce wartosei
W=0 elektroda E osiggnie woéwczas, gdy podczas swego obrotu osiggnie
styczno$¢é réwniez i z walcem 2 (polozenie 0, rys. 10, por. takze rys. 7).

Roéwniez i krancowe polozenie a elektrody E uwidocznione na rys. 7,
nie jest polozeniem ostatecznym i przedstawia stan réwnowagi chwiejnej.
Zachodzace tu zaleznoici ilustruje rys.11. Na zasadzie podanego wyzej

Rys. 10. Przejscie elektrody posred- Rys:is Chwiejmoéé gﬂ'e%l?trody po-
niej z potozenia f lub ado potozenia & $redniej w polozeniu a

twierdzenia energia W” (przestrzeni pola zawartej miedzy walcem 1
i elektrodg E) jest mniejsza w potozeniu II niz w polozeniu I. Miara tej
energii jest wyrazenie
; »—D'/2+T§—|—T]2.+]/(—D”2+T§—Tf)z—‘}D”zTiz
& 2774

przy czym, jak wynika z prostych zaleznogci geometrycznych na rys. 11

D"=]/(D?,+D2,— 2D?, sin® g)—/(D?, + D2, — 2D%, sin® ¢)*— (D?,— DZ)* .

1

Z zalezno$ci powyzszych wynika, ze elektroda E po zajeciu polozenia
a i otrzymaniu impulsu w kierunku prostopadtym do O, O, rozpoczyna
obrot naokoto walca 2 (pozostajac z nim stale w stycznos$ci). Kresem tego
ruchu jest polozenie 6, w ktérym E jest styczna do obu walcow 1 i 2
(rys. 12). Krzywa ad (w zalezno$ci od kata ¢) jest naniesiona na rys. 7.
Wida¢ stad réwniez, ze po otrzymaniu odpowiednich impulséw elektroda
posrednia przechodzi od potozenia y albo poprzez B do 0, albo tez po-
~ przez a do J.
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Nalezy jeszcze odpowiedzie¢ na sformulowane wyzej drugie pytanie.
Odpowiedz jest ulatwiona dzieki rys. 13, ktéry przedstawia elektrode

& ) t L7 >
0,
A
05 o'
/3
Rys. 12. PrzejsScie elektrody po- Rys. 13. Impuls wywarty ma
$redniej z poltozenia B lub ado elektrode posrednia w Kkie-
potozenia 0 runku prostopadiym do 0,0,

poérednig E o $rodku O}, odchylonym nieco od osi O;—0O, w kierunku
do niej prostopadtym. Przyjawszy oznaczenia tego rysunku widzimy, ze
zgodnie z (22) wyrazeniem miarodajnym dla catkowitej energii ukladu
jest 1g F, gdzie

2

2 D ]
‘7_ PV QTN 2
cos? + T) 20 cos® p [DZ:+

F(y)= [—* =— T ]/(

cos?

+ D2, tg® p—12—12+V/ (D% + D2 tg2w+r§—r§)2 472 (D2, + D2 tg® y)] .
Mozna sie fatwo przekonaé, ze

—B—F—:sinqp -M(yp), M(yp)=skoncz.

oy
) -
oY Jv=0

Ze wzgledu na to, iz F(0)540, mozemy stwierdzi¢, ze na elektrode
posrednia E w jej drodze wzdluz prostej O, O, nie dziataja zadne impulsy,
ktore sklaniatyby E do dokonywania ruchéw ubocznych (na rysunku:
w gére lub w dél). Polozenie §rodka elektrody E na osi O; O, odpowiada
réwnowadze chwiejnej tej elektrody.

a zatem

6. POLE ELEKTRYCZNE DWOCH NALADOWANYCH KUL

Przedstawimy obecnie prawo najmniejszej pojemnosci w zastosowaniu
do innego przypadku: do pola elektryeznego dwoch naladowanych kul.
Przyklad ten jest konieczny, pomewaz posiada on cechy odrebne od
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przyktadéw rozwazanych wyzej. Powierzchnie obu elektrod sa tu po-
wierzchniami skonczonymi i zamknietymi (w odr6znieniu od nieskon-
czenie diugich walcoéw). Dopiero rozwazenie tego przykladu pozwoli na
uogblnienie prawa najmniejszej pojemno$ci odnos$nie do elektrod o do-
wolnej postaci.

Zagadnieniem pola miedzy dwiema kulami zajmowano sie od dawna.
W r. 1833 pracowal nad tym Murphy, w latach dziewieédziesigtych
ubieglego stulecia zagadnienie rozwigzal W. Thomson (Lord Kelvin),
stosujac opracowana przez siebie metode odbi¢ zwierciadlanych. Na meto-
dzie tej opieraja swoje rozwazania Kipfmiller [5] i Ollendorff [7]; ostatni
podal réwniez wzory o charakterze ogélnym.

Nizej zostanie przedstawiona metoda zwierciadlanego odbicia
w skrocie.

a. Dane sg dwie kule metalowe polozone jedna na zewnatrz drugiej
(rys. 14). Cheemy utworzy¢ ugrupowanie ladunkow, ktére wywota takie

K

L
»

’ T
M A Ap 858 7

&, | By
L% o

<

Rys. 14. Wzajemne odbicia zwierciadlane
ladunkéw w 2 kulach polozonych na
zewnatrz siebie
pole elektryczne, aby w tym polu kula K (M, r) uzyskata potencjat V,
kula K’ (M, r') — potencjat zero. UmieScimy w tym celu w $rodku pier-
wszej kuli tadunek dodatni
Q=4nre,V ; (24)

wtedy wprawdzie powierzchnia kuli K bedzie miata potencjat V, ale
jednoczesnie kula K’ uzyskuje potencjat dodatni ®/4 mweoD. W celu skom-
pensowania tego potencjatu, umieszeczamy w punkcie A, wewnatrz kuli
K’ ujemny tadunek g, odpowiedniej warto$ci. Potencjal kuli K’ stanie
sie teraz rowny zeru, jednak kula K uzyskuje dodatkowy ujemny poten-
cjal spowodowany przez tadunek g, Aby ten potencjal skompensowac,
umieszezamy w punkcie B wewnatrz kuli K dodatni tfadunek dodatkowy
®,. Teraz kula K ma potencjal o przepisanej wielkosci V, ale tadunek @,
wywoluje na kuli K’ dodatni potencjat ®,/4 n(D—f,) ; potencjat ten kompe-
sujemy przez ujemny tadunek dodatkowy g,, ktéry umieszczamy w punk-
cie A, wewnatrz kuli K. Postepujac w ten sam spos6b dalej, otrzymujemy
dwa szeregi malejacych dodatkowych tadunkéw dodatnich @, @ ... oraz
ujemnych q;,q,... Przy obecno$ci wszystkich tych tadunkow obie kule
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majg przepisane potencjaly V i O. Odleglosci a,, a,’... punktéw A, , A,...
od $rodka M” i odlegtosci f,, fi,. .. punktéw By, B, ... od $rodka M otrzy-
muje sie z podstawowych zalezno$ci odbi¢ zwierciadlanych, np.

MA,-MM=a,D=r7 (25)
wartoseci zas tadunk6éw obliczamy z réwnan analogicznych do
. a i7"
:Q —,1 = Q ____ ) 26
g = D (26)
Wprowadzajac skroty
D—ap=xy; D—[))n:yn (27)
znajdujemy w ten sposob po kolei
i i 7 7
=3 =" =0 =5 Q=g
1 D P - 9. D 1 1 0
g2 i 7 T
Ty s Ba= 500:= @ o @:=9:—;
Yi Lo Y Lo
7o i G T
Ghy= ; Ba=" U QUi R3=q;—;
& ] i P i
Op— e > o5 gn=Qn— ——; Qn=0qn—. (28)

Yn—1 Xn Yn-1 Ln

Z zaleznos$ci tych wynika:

; D = 1 :
Qn:Qn—l_’M‘ :Qn—lL,(-_l); Q”*‘l:’I,‘(D' _1);
T 7

TnYn—1 T \Tn Ln+1
= e
@n+1 1 __Dv_* =y i Qn-1 T Ln :
Ln+1
2 By D, Do
D— Znt1=0nit1 e _Dacnf”r') e Ll == Dk v
D 1 ir, fhasl Wb R D
Lt - D?x,—Dr®— x,r? s D o G e r’
Ln 41
__Q;"'; L Q@n :DQ“T,,::_TQ. (29)
Qn-+1 Qn—1 rr

Rekurencyjne réwnanie (29) wiaze ze sobg trzy ladunki @ o kolejnych
indeksach.

6 Archiwum Elektrotechniki Tom IV

’
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W celu przemianowania indekséw w niektérych réwnaniach (28)
napiszemy
Q;’; zamiast Qn-1,

y: ” yn»l ) (30)
f)): ” ﬂ‘n—l )
Mozemy teraz przepisa¢ réwnania (28) w postaci
7 78 T T
Bi=——; =i @=Qn1——; G=Q%5—. (31)
Ln-1 n Ln—1 %

n

Rownania (31) sg analogiczne do (28); wystepuje w nich

qn zamiast @,

T - T l

T e : (32)
Un, y,’; ” ﬁn ) Ln J :

ﬁ;‘; y In—1 ” Uy Yn—1

Wynika stad, ze rownania (31) prowadza do rekurencyjnego réwnania (33)
analogicznego do (29):
B Qn + qn D2__,r’:3_,r2

=Dt (33)
gn+1 gn—1 T

b. Wezmy teraz dwie kule metalowe K i K’ polozone jedna wewnatrz
drugiej (rys. 15). Zadanie, jakie sobie teraz stawiamy, jest analogiczne

oy i
o, =
= 9 _‘\(\
0 (==
rI
By
4, A 88, M\

Rys. 15, Wzajemne odbicia zwierciadlane
tadunkéw w 2 kulach potozonych jedna
wewnatrz drugiej

do zadania a: na prostej M’ M chcemy umiesci¢ szereg tadunkow tak, aby
w polu tych tadunkéw kula K uzyskala potencjal V, kula K’ — potencjat
zero. Réwniez i metoda postepowania jest analogiczna. W punkcie M
umieszczamy tadunek @ dany przez (24) dzieki czemu kula K uzyskuje
potencjal V, kula K’ za§— potencjat rézny od zera (dodatni), ktéry --
w celu sprowadzenia go do zera — kompensujemy przez ujemny ladunel
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g, umieszczony w punkcie A,. Kula K otrzymuje teraz dodatkowy poten-
cjal ujemny, ktéry kompensujemy przez umieszczenie w punkcie B, do-
datkowego dodatniego ladunku @ itd. Otrzymujemy

MA,-MM=a,D=772; q,:Q%

oraz, wprowadzajac oznaczenia

Tn=ay—D; yn:Bn+D

znajdujemy
P r? T’ T
a, = 18 o ) :Q = E) S ’
1T 5 1 = 91 D Q=g 1
r'? r? T’ T
O =i Bo=—3; @=Q,—; Q=g —;
Y Ly - Yi Xy
g2 r? T’ T
O = sisents ﬁn:—; gn=Qn-1 5 @n=Qqn— . (34)
Yn—1 Ln Yn—1 XLn
7, zaleznosci tych wynika
T =) 7 D
anQn—l'—,(l_'—); Q71+1:Qn_‘,“(1+ );
T Ln Ty Tn+1
_Qn_:T_' il : . _QJL_:~?(1+2.);
Qn+1 7 1_*__2_ 3 Qn—1 T Ty
Ln+1
Tnt1 TP —rD—xaD* Dot e
D 7D+ x,D? : T 7%, —1°D—x,D? '
_Q_n_: _72; fe T/ D 227 , @n e Q@n 5 7-’2-[—1‘2’___D2 : (35)
Qni1 T T Xn rr Qn+1 Qn—1 rr

Otrzymuje sie zatem réwnanie analogiczne do (29), a po przemianowaniu
indekséw jak w (30), zamiast (34) znajdujemy

72 T T
pi= a,— yT‘ ; @=Qn-1——; qn=Qn — (36)
n .

Ln—1 Yn
Réznice miedzy (36) i (34) scharakteryzowane sg znowu przez (32); pro-
wadzi to do zalezno$ci

2 2
dn A dn s L+T ,,,,,,DM : (37)
gn+1  Qn-1 1

6*
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Wszystkie cztery rownania (29), (33), (35) i (37) maja te samg posta¢, to
jest
1 1| k S | k
— (38)
Qn+1 Qn-1 Qn dn+1 dn-1 dn

przy czym w przypadku ,,zewnetrznego‘ polozenia kul piszemy zamiast k

P 07 i
k=D T, (39)

rr'

natomiast w przypadku ,, wewnetrznego‘ potozenia kul —

O Y
el (40)

’

(i

7. ROZWIAZANIE ROWNANIA ROZNI‘COW-EGO (38)

a. Ollendorff [7] rozwiazuje réwnanie (38) przez zalozenie

_1_ :A‘ e7~n+ Age—ln : (41)

n

z ktoérego, po podstawieniu do (38), wynika
cosh A= % : (42)

Stale A,, A, mozna obliczyé¢ z warunkéw poczatkoWych zachodzacych
przy n=0 (@,.=Q@,=Q,) i n=1 (@.=Q;). Otrzymuje sie w ten sposoéb
zaleznos¢

Qn dsiinh /1”.

Do aaEw o — (43)
Q (f— —cosh }t) sinh An--sinh 4 cosh Zn
p
gdzie przy kulach polozonych na zewnatrz siebie
e
e e 4 (44)

natomiast w przypadku, gdy jedna kula jest potozona wewnatrz drugiej 2,
bytoby

I

p:pw:

2 Ollendorff nie rozpatruje tego przypadku.
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Podobng do (43) zalezno$¢ otrzymuje sie dla tadunkéw q

Qnt1 _ T 2sinh 4
(8) D (k—cosh 4) sh An—+sinh Acosh in

(46)

Zwiazki powyzsze prowadzg do wzoréw skomplikowanych i do szeregéw
nie dajacych sie sumowac¢ ani w latwy sposéb obliczaé

sinh p sinh u
Qi R e o e BR
2 = Q[ sinh (u+2)  sinh (u+24) ] l

, (47)
sinh sinh
o[ tmhit | by ] |
Z : sinh4  sinh 22 ,
przy czym parametr u oblicza sie z réwnan:
sinh u= Ir) sinh 4; cosh u= -117%9%&; tgh u= ~2k— sinh 1. (48)

b. Szeregi (47) dajg wprawdzie wyniki zupelnie Scisle, jednak przez
ich zawilo$¢ i niemozno$¢ zsumowania w skonczonej postaci utrudniajg
w znacznym stopniu wnioskowanie. Z tego powodu postaramy sie roz-
wigzaé ré6wnania (38) w sposéb przyblizony, ale prostszy i bardziej ela-
styczny. W tym celu w pierwszym z.nich zakladamy

Lo A2 (49)

Qn 2%

¢o prowadzi do réwnania kwadratowego
22—kz+1=0 (50)

o pierwiastkach

k Lo k eEEe
s e o
24 9 +]/ 4 1, 2 9 V‘l 1) Z 12y

Warunek poczatkowy otrzymuje sie z (28) i (34) przy =
w przypadku kul ,,zewnetrznych*

’

G p T ?
—Q— —=Q———=Qp:, (52)
8 Y

w przypadku kul ,,wewnetrznych*

’

T T T -
Ll E e el (53)
L D: ) > r'?2—D? Ve
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Podstawiajac do (49) wyrazenia (52) lub (53)

’ 1
Q=Qp="=
znajdujemy -
@rn—=Qpz"+ =12 ). (54)
Z rys.14 i 15 wynika
r2 2__ 12 R LA 2SS
kw min=— 7:7"*:7' ,'D’ mex =9 ) kz min= D mn}"—*’);"”r"' =2 )
T 7

zatem

(k—) S (55)

2 min

- W celu uzyskania dostatecznej dokladnoSci przyblizona metoda rozwia-

zania rownan roéznicowych (38) wymaga, aby %> 1 (przyjmuje sie przy.

tym przewaZnie1;~=2, por. rozdz. 7 p: G), Wynika stad z;>'1:2,~1:

Rozwigzanie (54) ma sens fizyczny tylko wtedy, gdy zalozymy w nim
z=z,, w przeciwnym przypadku bowiem kolejne tadunki dodatkowe
miatyby coraz wieksze wartosci i tworzylyby szereg rozbiezny. Mamy
zatem
Rn=Qpz,""". (56)
W ciagu
R,Q,Q,,Q;....

pierwsze dwie wielkosci otrzymuje sie z warunkéw zagadnienia, dopiero
wielko$ci nastepne obliczamy za pomoca wzoru (54).

c. W analogiczny sposéb rozwiagzujemy drugie rownanie (38).
Zaktadamy : »

=52 =253% )" (57)

Wielkosci q; i g, otrzymujemy z (28) i (34): :
w przypadku ,,zewnetrznego‘ polozenia kul =

{ s I 7 ;
G=Q—; q=l-@ -, (58)
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w przypadku ,, wewnetrznego* polozenia

’

T ;
Q=Q—; 4 _o 1. 59
D o Dkw v o

W ciagu
91:92593,q4 ...

pierwsze dwie wielkosci otrzymujemy z warunkow zagadnienia (wzory
58 i 59); dopiero nastepne wielkoSci obliczamy za pomocg wzoru (56).
Wyrazenia (56) i (57) przedstawiaja przyblizone rozwigzania réwnan (38).
Nie mogg one byé¢ uzyte, jesli chodzi o obliczenie odlegtosci ap i fn,
poniewaz — jak mozna latwo zauwazy¢ — przy zastosowaniu (56) z (31)
i (34) wynikatoby np., ze a,=const i f,=const. Z tego powodu réwnania
(56) i (57) nie moga réwniez by¢ zastosowane do obliczania potencjatéw
i natezen pola elektrycznego obu kul. Nadaja sie natomiast do obliczania
poszczegblnych tadunkéw @, ,Qs... gy, Qs ... oraz ich sum.

Nizej wykazemy, jaki blad popelniamy stosujgc przyblizone rozwig-
zania (56) i (57) zamiast dokladnych wzorow (47). W tym celu przepro-
wadzimy kilka rozwazan pomocniczych.

A. Stwierdzamy, ze zachodzi nier6wnos¢

—kzﬂ >m, (60)

gdzie m jest dowolnie przyjeta liczba dodatnia wieksza od jednosci, jezeli
spelniony jest jeden z warunkow:

3 ‘Y >=9mr i r>D albo r>2mr i r>D
lub tez
II. ' = 2mr-+D (m>1). (61)

Kryterium I nie jest dla nas przydatne i nie bedziemy go stosowac.
Stwierdzamy dalej, ze przy zachowaniu warunku (61) mamy
77’ 1

— <—. (62)
Do S o

Najmniejsza teoretycznie mozliwa wartoscia pw jest pw=0
B. Stwierdzamy, ze zachodzi nieré6wnos¢

—1-623 >m (63)
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gdzie m jest dowolnie przyjeta liczba dodatnig wieksza od jednosci, jezeli

D= mry+7,, 64)
przy czym albo r,=r" i r,=r, albo tez r,=r i r,=1" oraz
m>1 (65)
* Przy spelieniu tych warunkéw otrzymujemy
T’ 1
e <SG (66)
St oy

Najmniejszg teoretycznie mozliwa wartoscia p, jest p,=0.
C. We wzorach (60)—(66) jako m przyjmujemy przewaznie liczby cal-
kowite. Stad najmniejsza wartoscig m, ktora bedziemy stosowali jest m=2.
D. Przy zalozeniu (42) otrzymuje sie rOwnanie
e —ke*+1=0
analogiczne do (50). Zakladajac, ze A> 0 otrzymujemy zatem

el i cil2, (67)

E. Z dokladnego réwnania (43) wynika zalezno$¢ rekurencyjna

Qni1 _ sinh in—psinh A(n—1)

- : e (68)
Qn sinh A(n+ 1) —p sinh n/
Natomiast z przyblizonego réwnania (56) otrzymujemy
S (69)
Q@n

Latwo zauwazy¢, ze (68) staje sie identyczne z (69), jezeli przyjaé¢ przy-
blizong wartos¢ wyrazen sinh An itd.

sinh An~e'n=z 7,

F. W podobny sposéb z dokltadnego wyrazenia (46) znajdujemy wzor
rekurencyjny
oty . ksinhAn— D= sinh 4(n—2)

: iR (70)
qn k sinh An—sinh A(n—1)

Wartos¢ tego samego stosunku otrzymana z przyblizonego wyrazenia (57)
jest

qn -t i
an

=2y, (71)
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Widzimy, ze (71) otrzymuje sie z (70) przez odrzucénie ujemnych poteg
e=in  gMn—1) g—in-2)

G. Wzor (68) mozemy przedstawi¢ w postaci

1
1 P 1
Ot Ll 1 "G B (12)
(8% 24 len"l i Pl _1‘ 24
Iz, 2t

Wyrazenie Bo zawarte w nawiasie uzyskuje najwiekszg wartosé, jezeli
p=0; mamy woéwczas ]

1

L
z

BQ max — s esl s )
21— —=
1 zl
ze wzgledu na to, ze z,>1, mamy
1 2
BQ max < T = zzn' (73)
z2n

1
Wyrazenie (73) daje granice wzglednego btedu popelnionego przy stoso-
waniu do obliczania @, przyblizonego wzoru (69) zamiast Scistego wzoru
(68). Przyjmujac w wyrazeniach (60) i (63) jako najmniejszg wartos¢ m
liczbe 2, znajdujemy
2,=2—1/3=0,268.
Najrﬁniejsza warto$¢ m wynosi n=2, przeto najwieksza wartos¢ popel-
nionego btedu wzglednego jest
Bo max=0,268*=0,0052,,

czyli 1/2°/, (Przyjmujac m=1,5 znajdujemy z,=0,382 i w zwiazku z tym
najwiekszy blad wzgledny bedzie w tym przypadku 2%). W rzeczywi-
stoSci blad jest znacznie mniejszy, poniewaz warto$é p jest wieksza od

zera (przewainie Bo~ —1—) Blad zmniejsza sie przy rosngcym n. Biad
znacznie sie zmniejszy réwniez, jezeli m jest liczba wieksza od 2.

H. Wyrazenie (70) mozemy przedstawi¢ w postaci

1
=
gﬁfl_:i 1 ——— i 21 SR e
qn 21 2n—3 Ez_l___l _i
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Z (50) wynika

k=22l ———= =23
z1 =7,
i wobec tego
1 i % 1
dniil = L= Ch) (74)
dn 24 ot 21
1 Z%
Otrzymujemy
B _L :2271
g max < o (75)

1
przy czym najwieksza wartos¢ bledu jest tu znacznie mniejsza niz w G,
poniewaz w obecnych warunkach n,i,=3.

Poréwnanie rezultatow liczbowych dokitadnego i przyblizonego obli-
czenia znajduje sie w rozdz. 8b.

8. OBLICZENIE EACZNYCH EADUNKOW KUL

a. Laczny tadunek zawarty wewnatrz kuli K (rys. 14 i 15) jest naste-
pujacy

No-0 010 -=Q+ZQFQ+&—=QS. (76)
el =g

Na podstawie (51) otrzymujemy

=y 1 ___:i(1+ k+z)

=l k 2 s
1—2, 1__2_+]/E__1 2 k—2
4

i po podstawieniu (39) i (40) znajdujemy

A r'r s )
Sw*”?(ﬁ—_m_)(H G

' D (1 o
= T =i =0
Sl o) (”]/DZ—@'H)?)'
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W podobny sposéb znajdujemy faczny ladunek znajdujgcy sie wewnatrz
kuli K’ (rys. 14) lub tez na zewnatrz tej kuli (rys. 15) :

o

E g=q;+Qq,+Qgs+ ... =q;+ g qi=q,+ 1qu — (L (78)
- =0

i=2

Po dokonaniu przeliczen otrzymujemy

, =Dt
i [1 o+ 2K (1+ (r'—r)g—ié)‘ 2

¢ S Y (79)
et Tl 1 1 ( L / _(T —T)2 )]
Tz_Dl1T2 ] D-—r+r), '
Dalej sfosujemy jeszcze wyrazenia nastepujace:
2q=Qr'Toy lub =QrTo;. : (80)
le e ( 7' +r)2 D~‘l
i D[ S e I Il
1 LD ) an o
e e 1 z
doy [H 2k, (1+] D*—(r' +r)=)] T

-~

b. Przeprowadzimy teraz porownanie dokladnego obliczenia (wediug
Ollendorffa) z obliczeniem przyblizonym. W tym celu rozwazymy dwa
przyktady liczbowe.

Przyktad I. r=r=1;D=5; Q=1

Paape
. e
1-1
Rozwiazanie dokiadne
coshi=115, A—3 120920 sinh A=11,406,

sinh p=2,2812, ©#=1,5628,

‘ D198 19% 998198 E9981D
EQ=1+ ’ + + +...
54,531  1246,45 28488

=140,0418-0,00183+0,00008+ . .. =1,0437,

Z _2,2812 | 2,2812 : 2,2812
: 11400 261 9EE5 96951

0,24 0,0087+0,00038+ ... =0,2091.

I
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Rozwiagzanie przyblizone
Po= E:EZ =0,0417, z,—=11,5—}/11,5°—1=0,0435,
YQ—I 0,0417+0,0417-0,0435-0,0417 - 0,0435%+ .
=1+0,0417+0,00183  -0,00008 +...=1,0437,
Zq=0,2+0,0087+0,0087 -0,0435+ . ..
=0,240,0087+0,00038+. . . 02091
Bezposrednie obliczenie '@ i }'q metoda przyblizona:

EQ S 1+2(25 =y ( +] e 4) =1,0436,
a=T:= - L b 1+ )I —0,2091 .
£ o 23 ]

Przyktad II. r=1; v¥=100; D=102; Q=1

pen e L
100

Rozwiézanie doktadne
cosh 4=2,015, A—11532567; sinh 2=1,7494 ,
sinh ©=1,7151 , 1w=1,3085 ,
D0 i i Do T s
=1+0,248+0,066+-0,0174+0,00462+ . .. ...—1,336,

CLmbn Lmisl Lot ol
Z 1,7494 7,502 26,658 100,406
=0,981+0,243 40,0643 +0,0171 + ... 305

Rozwigzanie przyblizone

e 00 L O i T 02650
1022—100° 404
o1 100 00 e 00 e L0 e
Z 404 = 404 404 404

=1+0,248 - 10,0657 +0,0175 +0,00464+..'. =1,336,
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100 100 100
E g=—+—— f- - 0%65TE ) ggeeral L
102 102.4,03  102.4,03 - 102.4,03

=0,9804+0,243210,0646 10,0173+ ... ...=1,305.

Bezposrednie obliczenie }'@1 Y'q metoda przyblizong jest nastepujace

e 100 1027998 |
E;Q_Sz“ 2(1027—100°) (HV 1022—101® )_1’337’
: 0 / 102°— 997
_ E;q_T" 102 l” 8,06 (H l/ 10221017 )]_1’304'

Przy poréwnywaniu rezultatow obu powyzszych przykitadow liczbowych
nasuwaja sie nastepujace uwagi:

1. Roznice w podkreslonych liczbach nie wynikajg z réznic meto-
dycznych, poniewaz liczby te stanowia wartosci wyjsciowe, ktére zasad-
niczo powinny by¢ takie same przy stosowaniu obu metod. (Wystepujace
tu wlasnie réznice o charakterze czysto rachunkowym sa prawdopodobnie
w duzej czeSci przyczyng roznic dalszych).

2. Obliczenie metoda przyblizong jest (przy praktycznie tych samych
rezultatach) znacznie prostsze i nie wymaga. korzystania z tablic funkcji
hiperbolicznych. Mozna nawet powiedzie¢, jakkolwiek brzmi to para-
doksalnie, ze wiasnie wskutek swej prostoty obliczenie metoda przyblizong
daje dokladniejsze rezultaty niz obliczenie metoda sScista. Mniejsza do-
kladno$¢ metody Scistej jest spowodowana tym, ze wlasnie wskutek
lzoniecznoéci wprowadzenia pomocniczych funkeji hiperbolicznych po-
wstaja nie dajace sie usuna¢ zrédia btedow.

3. Najwazniejsze jednak nie jest to, jak Scista jest trzecia cyfra dzie-
sietha w otrzymanym rezultacie. Najbardziej istotng i wazng cecha przed-
stawionej metody jest mozno$¢ przedstawienia rezultatu w postaci
zwartego wzoru. Dzieki tej okolicznosci jesteSmy w stanie wyciagnac
z istniejacego stanu rzeczy caly szereg wnioskow.

9. POJEMNOSCI W UKLADZIE DWOCH KUL

a. Kula K potozona jest wewnatrz kuli K. Dotychczasowe rozwazania
byly oparte na zalozeniu (por. rozdz. 6a), ze potencjat kuli K jest 14
(wzér 24), potencjal za$ kuli K’ réwna sie zeru. Wobec tego napiecie
miedzy kulami wynosi

Q- (82)
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- Pojemno$é ukladu znajdziemy, zwazywszy, ze wewnatrz kuli K znajduje
sie Iaczny tadunek 2@ (rys. 15)
>
C== -Q (83)
UKK'
Podstawiajac tu wartosei czynnikow z (82) i (76) znajdujemy szukang
pojemnos¢ -
C=4mneyrSw, (84)
przy czym Sy, jest okreSlone przez (77).
Nalezy pamieta¢, ze warunkiem stusznosci wzoru (84) jest speinienie
nierownosci (60) lub (61).
Przez podstawienie do wzoru (84) D=0 otrzymuje sie¢ znane wyrazenie
pojemnosci dwoch kul wspoétsrodkowych

’

il
Co=4me, - (85)

Zakladajac w (84) r'=o00 za pomoca (77) otrzymujemy znane wyrazenie :
pojemnosci C__ kuli odosobnionej.
Coc =4megr . (86)
: Tablica 1l

Pojemnosé dwoch kul w polozeniu ,,wewnetrzny}n” przy zmiennej odleglosci Srodkow kul
(stosunek promieni kul r'/r=10 i 15)

| D ‘
| —= 0 1 2 3 4 5 6
r }
7 ’ (6] ;
—=10 = 1,111 1,112 1,116 1,123 1,135 1,154 1,186
T dotegr |
7 e |
— =15 - = 1,071 1.072 1,073 1,075 1,077 1,081 1,086
7 ; 4iteyr
D
e — ] 8 9 10 il
T |
7 C
—=15 — = 1,093 1,103 1,116 1,136 1,169
T 4e,r

Tablica 1 przedstawia wartosci C obliczone z (84) przy
zatozeniu 7'=107 lub 7'=15r i przy zmiennym sto-
sunku D/r. Zakladajac, ze m=2 otrzymujemy z (61)
granice dla D, w obrebie ktorych wazny jest wzor (84)

0 < D< 67 przy r'=10r

Rys. 16. Do tabl. 1 0<D < 11r przy r'=157
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(p. rys. 16). Za wartos¢ odniesienia przyjeto w tablicy 1 wielkosé
C>*=4mne,r. Na rys. 17. przedstawiono te zaleznos¢ graficznie.

e
mELT
120"

>k
Il

Sk
Il

15

115 v /
| / /

(

N7+

) R B I B /i G ) )

Rys. 17. Pojemno$é dwodch kul w polo-
zeniu wewnetrznym (tablica 1)

b. Kule K i K’ polozone sa na zewnatrz siebie. Zakladamy, jak poQ
przednio, ze kula K ma potencjat V i ze kula K’ jest uziemiona (rys. 18a).

Rys. 18a i b. Schematyczne przedstawienie
ukladu pojemnosci dwoch kul

&

5

W ukladzie pojemnos$ci musimy obecnie rozrézni¢ dwie pojemnosci
czastkowe: pojemnosé C,; kuli K bezposrednio wzgledem ziemi oraz
pojemno$é C,, miedzy K i K’; pojemnos$¢t C,, odpowiada liniom pola
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elektrostatycznego ltaczacym te dwie powierzchnie. Mamy zatem
(p. rys. 14)

¢ — _2_ 29ige __QTZ =4merT,= 43{8()7‘7'(7'02 ) (87)
UKKI Q/4:7U‘01‘ :
Ce 29-2a = doregr(Sy—Ts) - (88)
Uk’

Wprowadzajac oznaczenie

o ?
R ]/ Bl ) )

mozemy hapisaé

1 1
B g (90)

D 2k.D
7 77 7
S—Tr=1——+|— = (1+R>). (91)
o D [Z(D"’—'r'z) 2kzD] :
Nalezy pamietaé, ze warunkiem slusznosci powyzszych wzorow jest

speinienie nieréwnosci (63) lub (64).
Przy r=skoncz i v’ =skoncz jest zawsze

: Sz2>T,. (92)
gstotnie, w wyrazeniu (91) jest zawsze
o e ; e = Tnel
D 2(D*—r%) ~ 2k,D

o stusznosci ostatniej nieréwnosci mozemy sie przekona¢ zaktadajac
D=r+7r"+a, gdzie a>0.
Zaktadajac we wzorze (91) D=oco, r=skoncz i v'=skoncz, otrzymujemy

lim (S;—T2)=1, czyli lim C,, =4me,r.
D—o0 D—o0

W tym przypadku jedna okladka kondensatora jest kula K, druga — zie-
mia posiadajaca ten sam potencjat co kula K'. '

Ten sam wynik otrzymamy przyjmujac =0, r=skoncz.

Jezeli przyjmiemy teraz, ze kula K’ ma potencjal rézny od zera,
a uziemiona jest kula K (patrz rys. 18b,. ktéry wykonano opierajgc sie na
zalozeniu, ze potencjat kuli K jest —V’), to symetryczne wyrazenie (87)
pojemnosci C,,

Cp=4neyrr Ty, = 4ne T T, =4me,r'T, (87)

pozostaje bez zmiany, natomiast odno$na pojemno$é czastkowa C,, kuli K’

Jjest - :
Cy,=4dme,r'(S,—T)) (93)
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przy czym

ke rr’ s ) 1+R,
Sk s SR D(1+ -

c. Na rys. 18a i 18b przedstawione sa ladunki znajdujace sie wewnatrz
kul oraz na okladkach kondensatoréw czastkowych; tadunki i potencjaly
na rys. 18b zaopatrzone sa w kreseczki. Schematyczne obrazy pél istnie-
jacych w obu tych przypadkach przedstawiono na rys. 19a i b. Zewnetrzny
okrgg A obrazuje tu nieskonczenie odlegly sfere; przyjmujemy, ze jej
potencjat zawsze réwna sie zeru. Linie pola wychodzg np. z powierzchni
kuli K dodatnio naladowanej (rys.19a),konczg sie za$ na obu powierz-
chniach A i K’ majacych potencjat zerowy.

) = TToz . (94)

Rys. 19a i b. Schematyczne obrazy pola w przypadku
rys. 18a i 18b

Roztaczmy teraz uziemienia obu kul w punktach M, N (rys. 18) i do-
konajmy superpozycji obu przedstawionych na tym rysunku stanéw. Stan,
ktéry powstanie na skutek tego natozenia, przedstawiony jest na rys. 20.

Na rys. 20 jako zZrdédio napiecia narysowana jest bateria ogniw; ma
to tylko znaczenie schematyczne, w rzeczywistosci napiecie musi by¢
wielokrotnie wyzsze (ta sama uwaga dotyczy rys. 31).

Na kuli K’ znajdujg sie teraz tadunki

—q¢—Ya—2a=—(gS+QN)=—H; (95)°

taczny tadunek tej kuli oznaczamy przez — H’; na kuli K natomiast otrzy-
mamy po dokonaniu superpozycji taczny ladunek H

Q+2 Qi+ @=QS+qT'=H. (96)
Moga tu zaj$é trzy przypadki I, II, III, ktére sa przedstawione schema-

tycznie na rys. 20. Rys. 20a przedstawia przebieg linii p6l*, rys. 20b —

3 Opuszczamy przy wyrazeniach S., T, T, indeks z tam, gdzie mozna to zrobic
bez uszezerbku dla zrozumienia wzoru,
4 Inne ukiady linii pola przedstawiono na rys. 31.

7 Archiwum Elekfrotechniki Tom IV
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odnosne pojemnosci czastkowe, rys. 20c -— schematy polgczen konieczne
do uzyskania odpowiednich potencjaléw lub tadunkéw na kulach K’ i K.

B

c llllll’l]!]l]j cmhhhh]l Zj CIIIIITJII]j

v,=0 v, =0

N N

Rys. 20. Schematyczne obrazy po6l powstalych przez superpozycje pél z rys. 18a
i 18b oraz odnosne schematy potgczen

Przy zamknietym wylaczniku. B potencjaly kul utrzymywane sg przez
baterie na stalej wartosci. Jezeli wytacznik B otworzyé, to na kulach
pozostaja stale tadunki- H i H, przy czym przez odpowiednie dobranie
punktu Z (ktéry jest polaczony z ziemia, tzn. ma potencjat rowny zeru)
mozna osiagnaé¢, ze w przypadku I jest H>H’, w przypadku II: H< H’,
w przypadku III zas: H=H" (jezeli punkt Z na rys. 20 IIlc odpowiada
réwnosci bezwzglednych wartosci potencjatéw |— V' |=| V|, to w celu uzyska-

nia réwnosci bezwzglednych wartosci odnosnych tadunkow |—H' |=| H | na-
lezy punkt Z przesunaé na baterii nieco w lewo).
Przypadek I. H>H albo @S+qT >q'S'+QT (97)

T.adunek dodatni kuli K (patrz rys. 20 I) zréwnowaiohy jest czesciowo
przez ujemny tadunek kuli K’, czesciowo za$ przez ujemne tadunki znaj-
dujace sie w nieskonczono$ei (na sferze 4). W zwigzku z tym czynne sg
w tym ukladzie pojemnosci czastkowe: C;, (pojemno$é wzajemna) i Cy,
(pojemnos$é wiasna kuli K). '
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Przypadek II. H<H' albo QS+qT <qS +QT (98)

Obraz pola i odnos$ne schematy przedstawiono na rys. 20 II. -.adunek
ujemny kuli K’ zréwnowazony jest tu. czeSciowo przez dodatni ladunek
kuli K, cze$ciowo za$§ przez dodatnie ladunki znajdujace sie w nieskon-
czonosci A, W zwiazku z tym teraz w ukladzie czynne sg pojemnosci
czgstkowe: Cy 1 C,, (pojemnosé wlasna kuli K).

Przypadek III. H=H' albo QS+q'T' =q' S +QT (99)

Obraz pola i schematy polaczen przedstawiono na rys. 20 III. Zadunki
obu kul sg tu zréwnowazone, zadna linia pola nie dgzy do nieskonczonosci;
w zwigzku z tym w ukladzie czynna jest tylko pojemnosé czastkowa Cy,

Potencjaly V i V' obu kul wynosza

e 0 (100)
4meor 4me,r
Z réwnan (95) i (96) wynika
SH-TH' SH' —TH '
= e ==y (101)
2 SS' —TT" q SS'—TT

Mozna teraz znalez¢ nastepujace wyrazenia pojemnos’éi czastkowych:
W przypadku I

Com SETQ _,  rSVAIIV | AmerSSTTVH . 00
V+V V+V @S'—rT)H+@S—v T )H
B DO eadld & dlevip ety st
11 V V
_ 4neg(SS—TT)(H-H) o
Nal==11]5!
W przypadku II
Ca= ST _ g, VALY amern (S5 TDH ., gy
V+V WV l= Ve (rS—=2 ) H — ('S —+T):H
g, B BE T g e g
v’ v
_ 4me,r'(SS —,TT)(H —H) . (105)
SEE=—UE
W przypadku IIT
rTV+1'SV’ 4rearr'(SS' —TT
Cram ey o= 0 . (106)

V4V r(S —T)+r(S—T)

Tk
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oraz
Cy;=Cps=0. (107)

Wyrazenie (87) otrzymuje sie ze (102) i (106) przez podstawienie V'=0,
wyrazenie (88) ze (103) przez to samo podstawienie; podobnie mozna
otrzymac np. wyrazenie (93) ze (105) przez podstawienie V=0.

Rownania (102) do (105) umozliwiajg obliczenie odnosnych pojemnosci
czastkowych w kazdym poszezegdlnym przypadku; rownania te ujawniajag
interesujacy szczegbl: pojemnose uktadu dwoch kul zalezy nie tylko, jak
mozna by mniema¢, od geometrycznych wilasnosci (wymiarow) tego uktadu
i od przenikalnosci dielektryczrej osrodka, lecz takze od potencjatow lub
od tadunkéow obu kul, to znaczy od ukladu pola elektrostatycznego. Po-
jemnoéci, ktére sie otrzymuje przy okreslonych V i V' (lub H i H) nazy-
wamy pojemnosciami czynnymi w tych warunkach.

Pojemnosei czynne nie wystepuja w ukladach'odosobnionych sklada-
jacych sie z dwoch cial (patrz np. rys. 20 III); powstawanie ich jest
mozliwe dopiero przy co najmniej trzech elektrodach, przy czym jedna
z nich moze by¢ nieskonczenie odlegla sfera (patrz np. rys. 201 i 20 II).

Wprowadzone wyzej pojecia pojemnosci czastkowych Ci;, C,, s3
wprawdzie analogiczne do znanych z teorii pol elektrostatycznych pojem-
nosci czastkowych, jednakze przedstawiajg (w energetyce) w stosunku
do nich pewne novum. W ukladzie naladowanych przewodnikéw pojem-
no$¢ czastkowa dotyczyta zawsze dwoch dowolnych przewodnikéw lub
tez jednego przewodnika i ziemi; w ten sposob obie oktadki kondensatoréw
odpowiadajgcych tym pojemnosciom znajdowaty sie zawsze w skon-
czonych odleglosciach od siebie. Jednakze w rozwazanych obecnie
pojemnoé$ciach czgstkowych C,; i C,, jedna okladka polozona jest w nie-
skonczono$ci (tak jak na przyklad druga oktadka , kondensatora® w przy-
padku odosobionej kuli naladowanej). Niezwyklos¢ tego przypadku
gprawia, ze w potocznym rozumieniu tej sprawy, mys$lac o pojemnosci
ukladu dwoéch kul, pojemnosci czastkowych C,;, C,, wcale sie ,,nie widzi‘;
tymczasem, jak wykazemy nizej, graja one iloSciowo bardzo znaczng role.
" d. Jezeli obie kule sg jednakowe (r=r), to

S=8'=1+ . (1+ ' _a_-_)=Ss; (3=‘-D—';
9(62—1) Y/ 62 —4 r
(108)
T=T'=i 1 L (H— L)] =Ts
o1  2(62—2) V62—4
i wéwezas w przypadku I
Cy=4mer S el — 4ns0r(Ss—|—Ts)~—H—-—- © (109)

1574 H+H'
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7

V-V ; H—H
C,,= 4meyr (Ss-—Ts) e = dmegr(S2—T2)

SH—_TH
W przypadku II otrzymuje sie analogiczne wzory (przy zamianie V na V’,

H na H’ i vice versa).
W przypadku IIT jest

(110)

Ci2=2mesr(Ss+Ts) . (111)

Ostatnie ré6wnanie mozna napisaé w postaci

- 1
Co=4me,rn , gdzie n= 5. Ss+Ts). (112)

WartoSei wspoétezynnikéwy, Ss. Ts i un=Ss— T podane sa w tablicy 2. Prze-
bieg graficzny wspoétczynnikéw # i ug=Ss—Ts przedstawiono na rys. 21.

100

080

070 \ !

0,61

~ ——t—

050

DS e 68l 5 20 30 40 506

Rys. 21. Wspolezyniki pojemno$ci wza-
jemnej w uktadzie dwoch kul

Uwaga: Fizyczne powstanie stanéw pokazanych na rys. 19 i 20 mozna sobie
przedstawi¢ w sposob mastepujacy. x

Wychodzimy z istnienia odosobnionej kuli K naladowanej dodatmio; wszystkie
linie sit wychodzace z K dazg do nieskonczonosci. :

Z bardzo wielkiej odlegtosci (teoretycznie z mieskonczonosci) przyblizamy kule K’
nie majacg zadnego tadunku do kuli K tak diugo, az osiaggamy zadang odlegtosc D
miedzy kulami. i

Stwierdzamy istnienie na kuli K’ dwo6ch ladunkéw influencyjnych: u]em:nego
ladunku na stronie znajdujacej sie naprzeciwko kuli K oraz tadunku dodatniego
na stronie przeciwleglej; usuwamy teraz ten influencyjny ladunek dodatni przez
polaczenie kuli K’ poprzez N z nieskonczenie odlegla sfera (lub tez zastepczo z zie-
mia, co do ktérej réwniez zakladamy, ze znajduje sie w stosunkowo wielkiej odle-
glosci od maszego ukladu). W ten sposéb jednocze$nie madajemy kuli K’ potencjal
rowny zert.

W tym stadium polaczenie przez N nie ma juz zadnego zmaczenia; mozna je
pozostawi¢ albo przerwaé bez zmiany ladunku i potencjalu kuh 13¢5 n-i*e ‘zmienia
sie réwniez przy tym ukiad pola.
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Stan, jaki teraz osiggneliémy, odpowiada stanowi z rys. 14, kula K’ ma poten-
cjatl zero, kula K — potencjal dodatni okreSlony pierwszym wzorem (100). Wiemy
z poprzednich rozwazan, ze na kuli K znajduja sie fadunki @+ YQi=@S, na
kuli K’ — tadunki Ygi=QT. Wiemy réwniez z wzoru (92), ze jest zawsze @S>QT.
Obraz pola jest przedstawiony zatem mna rys. 19a.

Aby osiggnaé na przykiad stan 20 Ie, dodajemy do istniejacego juz na kuli K’
fadunku ujemnego —QT jeszcze dodatkowy niewielki ladunek ujemny np. ladunek
k (S—T)Q, gdzie k<l1. Potencjaly obu kul teraz zmienig sig: potencjat kuli K’
bedzie ujemny, potencjal kuli K pozostanie dodatni jak poprzednio. Eadunki obu
kul bedg okreslone przez réwmnania (95) i (96), przy czym ma skutek mnaszego zalto-
zenia bedzie

H=QT+kQ(S—T)=qS' +QT; q= @ET—)Q,

k(S T) F
S

Warunek H>H’ sprowadza sie teraz do mieréwnosci

H=QS qF=QS+———

i

N :
ktéra moze byé¢ zawsze spelniona, poniewaz k jest dowolnie obieralne. W ten
sposéb otrzymaliSmy stan 20 I. 5

Na zasadzie twierdzenia o jednoznacznos$ci p6l — pola rozwazane wyzej (w fym
rozdz. i w rozdz. 6) sa identyczne z polami, ktére obecnie osiagneliSmy w sposéb
fizyczny.

Tablica 2

Wartosci wspolezynnikow Ss, Ts, u;=Ss—Ts i 7 w ukladzie dwéeh jednakowych kul
przy zmiennej odleglosci D/r=0

o 3&4‘5 6‘8'10’15‘20 30\40‘50

Ss=

i
1,0102| 1,0045 1,0025|1,0011l1,0006 1,0004

| 1,0713\ 1,0435| 1,0294

Ts= ‘0,389 ‘0,269 0,209 {0,172 0,127 |0,101 i0,067 0,050 0,033 l0,025 0,020

pg==Ss—Ts= 10,757 ‘0,807 0,835 ‘0,858 l0,889 ’0,909 0,938 (0,952 (0,968 :0,976 0,980~

0,626 ‘0,600 }0,572 10,556 0,536 0,526 (0,517 i0,513 {0.510

0,668

n= ‘ 0,767,

Przy coraz bardziej wzrastajacej odlegtosci miedzy kulami:
1. wsp6tezynnik (S;— T) dazy do 1;
-2. wspoiczynnik 7 (to znaczy i pojemnosé czastkowa C,,, wzor (112)
dazy do 0,5;
: o S o—1 Ol s
3. przy 6>5 mozna zalozy¢ w przyblizeniu S, —Ts~——in~ ——

: 0 20
(blad < 3%):
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4. przy D— oo ze (109) i (110) wynika
H—H' V-V

Cia—> 2T, Cii—dner—— =4me,r

(113)

przy H=H’ jest C;;=0.

W tablicy 3 zalozono, ze dwie jednakowe kule (r=r’) polozone sg
w stalej odleglosci D=5 r od siebie.. Obliczono pojemnosci czastkowe Cis
i C,; przy nastepujacych zalozeniach.

A. Potencjat V kuli K jest staly; potencjal V' kuli K’ zmienia sie od 0
do V; obliczone wartosci C,,/4me,r i C,;/4me,r oznaczono w tym
przypadkusCre s C

B. Ladunek H kuli K jest staly; tadunek H’ kuli K’ zmienia sie od 0
do  H; obliczone wartosci C,,/4mwe,r i C, /4me,r oznaczono w tym

przypadku: C* (s

12H %
Przebieg graficzny powyzszych wspdlczynnikéw przedstawiono na
Tys. 22. : |
40 '
Cirn
oA \
HENIE Y
INCiv \\
a2 \‘ \\ =
\>//7
N
04 \ \
< Crov \\\\
o l/ NN
) Z N
/Cm/ \\
0 | - v H
02 04 0,6 08 1,0 ViH

2 Rys. 22, Wykresy do tablicy 3
Tablica 3

Pojemnosci Cj; i Cj, ukladu dwéch jednakowych kul przy stalej odlegloSci D=5r
i zmiennym stosunku petencjaléw V'/V oraz ladunkéw H'/H

%'mb%':' o |o1 [o2 |03 l 04 |05 |06 i 07 |08 |09 |10
= ’ 0.209| 0,235] 0,346 0,402‘ 0,447‘ 0,487\ o,5zzi 0,553' 0,575 0,604| 0,626
Fie ! 0,834] 0,751’ 0,668 0,584| 0,501 | 0,417 | 0,334| 0,250‘ 0,167 0.083| 0,00
= | 0,00 [ 0,114i 0,207l 0,289 0,358] 0,417\ 0,470' 0,516 | o,557| 0,593} 0,626
(e ] 1,00 l 0,918[ 0,833 | 0,745 | 0652 ] 0,555' o,454| 0‘.349' 0,238 0,138[ 0,00
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e. Obliczymy obecnie pojemno$é¢ C, ukladu sktadajacego sie z kuli K
i plaszczyzny odleglej o A od Srodka K. Pojemno$é te mozemy znalezé
dwoma sposobami:

Sposo6b a: zakladajac przy zewnetrznym potozeniu obu kul, ze pro-
mien 7 kuli K’ dazy do nieskorniczonosci:

' — co, D=5 co
jednak przy tym wielkos¢ A
A=D—7 (114)

pozostaje niezmienna (rys. 23a),

S p os6 b f: zaktadajac, ze przy
potozeniu kuli K wewnatrz kuli K’
< > promien 7’ ostatniej dazy do nie-
skoneczonoS$ci

Rys. 23. Pojemmno$¢ ukiladu kuli i plasz-

Czyzny 7 — 00, D— o0,

przy czym jednak pozostaje bez zmiany wielkosé A (rys. 23b)
A=r—D. (115)

Operacje powyzsze bedziemy oznaczali znakiem lim albo lim, lub tez,
B

jezeli rezultat obu obliczen wykonanych sposobami a« i # jest zgodny,
bedziemy uzywac¢ znaku lim.
aff

Podstawiajac do wyrazenia S, (wzor 77) wartosé D ze (114) lub tez

do Sy (wzor 77) wartose D ze (115) i przechodzac do granicy otrzymujemy

w obu przypadkach to samo wyrazenie

S,,:limszznmsw=1+4%( +]/A+T) (116)
a ]

Podstawiajac do wyrazenia T, (wzér 79) warto$¢ D ze (114) lub do
wyrazenia T, (wzor 79) wartos¢ D ze (115) i przechodzac do granicy
otrzymujemy w obu przypadkach to samo wyrazenie

Tp—hmTz—hmTw—l—i———(1+]/A+T)- (117)
; ACsn
W analogiczny sposéb znajdujemy
; : 2A ; ’ ; ,
kp=11mkz=h;n kp=—; i S =l limT,=0.- (118)
a g7 a a
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Warunek dostatecznej dokladnosci tych wzoréw wyrazony za pomoca
(64) obecnie przy zalozeniu 7,=7" przyjmuje postaé

A>mr; (119)

jako warunek stosowalno$ci powyzszych wzoréw przewaznie przyjmujemy

AZ>2r lub nawet A= 157k

Podczas dokonywania operacji ¢ potencjat V' dazy do zera; przyjmuja‘c-
formalnie wyrazenia dla fadunkéw H i H’ zgodnie z (95) i (96) znajdujemy

ImH=QS,; limH=q+QS,.

Poniewaz wielko$é q” jest zawsze dodatnia, to wynika stad, ze mozna by
rachunkowo uwaza¢ za dopuszczalne przypadki II lub III (rozdz. 9a).
Jednakze, fizycznie biorgc, tadunek q' nie moze by¢ utrzymany na nie-
skonczenie rozlegtej powierzchni; mamy zatem zawsze w tym przypadku
H=H. (120)
Whniosek powyzszy jest zgodny ze znanym twierdzeniem Ollendorffa [6],
[71. :
,,Przewodnik rozciaggajacy sie do nieskonczonos$ci przejmuje wszystkie
linie pola wychodzace z drugiego naladowanego przewodnika (o wy-
miarach skonczonych)“.
Przy uwzglednieniu zwigzkéw (116) do (118) ze wzoru (106) wynika

e T A+?‘) (121)
Cp—hll;n € 4“8&‘ (1-1— DA ]/A =
Wprowadzajgc oznaczenie %
g (122)
=
mozemy napisac
; 1 at1 2)
Cp=4megrp; 77p=1+@(1+]/a—1)' (1273)

W tablicy 4 i na rys. 24 przedstawiono zalezno$¢ miedzy 7p 1 «.

14 —

13 ;

el \\ P

11 e e ]

10 = ]

29— . —
ipERomTE 20 300

Rys. 24. WartoSci wspéiczynnika 7,
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Tablica 4
WartosSci wspolczynnika 7, pojemnosci ukladu skladajacego sie z kuli i plaszczyzny
a= i i 2. ! 2,5 i 3 i 4 ‘ 5 [ 6
np= ‘ 1,539 ‘ l 1,253 1 1,201 [ 1,143 } 1,111 ‘ 1,091
a=o | 8 t 10 } ) 20 ‘ 30 ‘ 0 | 50
Np= ‘ 1,067 ‘ 1,053 1,034 | 1,026 ‘ 1,017 i 1,013 ‘ 1,010

Drobne ré6znice miedzy obliczonymi (dla tych samych ) wartociami 2n
z tablicy 2 i wartosciami 7, z tablicy 4 spowodowane sa nieznacznymi
odchyleniami samej metody (szczegélnie przy maltych wartosciach 6)
i drobnymi réznicami rachunkowymi.

10. PRAWO NAJMNIEJSZEJ POJEMNOSCI

a. W polu dwoéch jednakowych kul plaszezyzna symetrii p (rys. 25)
jest ptaszczyzng ekwipotencjalng. Korzystajac z wyrazenia (109) mozna
wykazaé, ze jezeli zmienimy polozenie odnosnej elektrody posredniej z p
do p,, to pojemno$¢ zastepcza szeregowego polaczenia pojemnosci C'
C ukladu (K, p,, K) jest wieksza niz pojemnos¢ zaste;pcza szeregowego
polaczema pOJemnosc1 C,, Cp uktadu (K, p, K).

e = W tym celu szukamy ekstremum wyrazenia
: aA
1l (1 1 1 1
NEERE e —* -
A K D Pyl (1+ A1+T)
A A, élA1 Ar=T
55 D - 3 ;
5, + 1
Rys. 25. Elektroda po- e
Srednia w polozeniu pla- e pem x ( Lt ]/ D—A, kL )
szezyzny symetralnej 4(D— Al) D)= /Al =1
dwoch kul

Przez przyréwnanie do zera pierwszej pochodnej 9y/0A znajdujemy
warunek
)|

(1+R,) Ry(4, —T)Z—]—Al
5 (14+R) R, (D.—A e A

T )

(D—A)*R(D—A —r)zll ) R’,,)]2

AIRy(A— 7')2 [
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gdzie
‘D—A,+r Atr
D—A,—r

AR '
Rp=l/A1_T, = l
Warunek ten jest spelniony, jezeli D—A,=A,.

Bezpoéredni dowdd, ze powyzsze ekstremum odpowiada najmnie j-
sze]j wartosci pojemnosci, wymaga wykonania nader zawitych rachun-
kéw. Przeprowadzenie ich nie jest jednak konieczne; nalezy zwazy¢, ze
zaréwno C’ jak C” sg funkcjami cigglymi, zmieniajacymi sie monotonnie.
Wystarczy zatem wykaza¢ na dowolnym przykladzie liczbowym, iz

T
Co o 60 e

to znaczy, ze (p. rys. 25)

1 1 2

— . < e
slh /) il wE741)
e M(H]/a_l) 1 (1+ e (z+ﬂ(1+]/a'+ﬂ—2

aby wyprowadzi¢ stad wnioski ogélne.
Istotnie, rOwnanie powyzsze jest zawsze spelnione. Przyjmujgc np.
=2; f=4; gt;:—ﬁ=3 i korzystajac z danych zawartych w tablicy 4

znajdujemy wartosci
C;,=l,34163-4rcs; C;=1,14319-4ns; Cr=1,20118,
ktore spelniajg nieré6wnosé
1 1 2
1,34163  1,14319  1,20118

albo
0,745-40,875=1,620 < 1,665 .

b. Wykazemy ponadto, ze w polu odosobnionej kuli K elektroda
po$rednia ‘K’ o ksztalcie kulistym, polozona wspoétsrodkowo wzgledem K,
odpowiada najmniejszej pojemno$ci uktadu. Poniewaz pojemno$é odosob-
" nionej kuli K’ pozostaje zawsze niezmienna niezaleznie od zmiany polo-
zenia tej kuli), przeto na zasadzie (84) warunek dla szukanego ekstremum

brzmi
i‘gur’_ =0
2D
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albo

Sy 2Dr2p2e 5
(2~ DY)/ [(*F P~ DA (X — )P D7] - [ 1y — D?]

Drr’ (T,-Z{'_“T)z B2 ) =

( 2 D2)2 (T'_T)Z_DZ
Jak wida¢, warunek ten jest spelniony przy D=0. Zlozenie powyzsze
odpowiada minimum wartosci Sy, poniewaz przesuwajac $rodek kuli K~
o 4D mozna udowodnié¢, ze spelniona jest nieréwnosé

+ (1+

R R

47 PR (' +7r)2—4D2
)<1+ 22— AD?) i ADZ)

(lewa strona tej nier6wnos$ci odpowiada wartosci 4D =0). Istotnie poszcze-
g6élne wyrazy iloczynu z lewej strony nieréwno$ci sg mniejsze od poszcze-
golnych wyrazéw iloczynu po stronie prawej. ’
c. Prawo najmniejszej pojemno$ci dyskutowane w rozdz. 1 zostalo tu
udowodnione w Kkilku przypadkach szczegélnych; stwierdzona zostalta
stusznos¢ tego prawa:
1. w og6lnym przypadku pola utworzonego przez dwa walce kolowe
o rownolegltych osiach;

2. w szczegblnym przypadku pola utworzonego przez dwie kule
o jednakowej S$rednicy, gdy elektroda posrednia jest umieszczona
w plaszezyznie symetrii tych kul;

3. w przypadku pola odosobnionej kuli natadowanej.

Pierwsze dwa przypadki dotycza powierzchni ekwipotencjalnych
rozciagajacych sie do nieskonczono$ci, przypadek trzeci dotyczy po-
wierzchni skonczonych. :

»Szezegblnose wszystkich tych rozwazanych przypadkow polega na
tym, ze wszystkie one dotycza elektrod o pewnych specjalnych ksztattach.
Ksztalty te zostaly obrane rozmyslnie w taki sposob, aby otrzymaé
powierzchnie ekwipotencjalne o postaci prostej, dajace sie w tatwy sposob
wyrazi¢ za pomocg wzorow matematycznych. Wzory te pomogly udo-
wodni¢ w rozwazanych warunkach sluszno$é prawa najmniejszej
pojemnosei. Jednak uzyskany w ten sposéb poglad wychodzi poza zasieg
wyprowadzonych wzorow.

d. Mozna sformulowa¢ pytanie: ezy w ogole stusznosé prawa naj-
mniejszej pojemnosci moze by¢ uzalezniona od ksztalttu elektrod? Wydaje
sie, ze odpowiedz na to pytanie musi byé negatywna.

Ograniczmy rozwazania do przypadku o$rodka jednorodnego i izotro-
powego.

Na zasadzie hipotezy Maxwella—Faradaya o istocie pola elektrosta-
tycznego i wynikajacych z niej pogladéw, same elektrody, a zatem i postaé

i
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ich powierzchni, nie majg bezposdredniego wplywu na stany i zja-
wiska zachodzace w dowolnym punkcie pola. Wplyw ksztaltu elektrod
na te stany i zjawiska ujawnia sie wyltacznie posSrednio, to znaczy
poprzez konfiguracje ukladu powierzchni ekwipotencjalnych i uktadu
linii sit. Jest oczywiste, ze ksztalt elektrod ma decydujacy wplyw na
ksztalt powierzchni ekwipotencjalnych i ich ortogonalnych trajektorii.
Whplyw ten jest najsilniejszy w poblizu elektrod i stabnie w miare odda-
lania sie od nich. Stan istniejacy w pewnym punkcie pola uwarunkowany
jest juz tylko przez konfiguracje obu wymienionych ukladéw w tym
punkcie i sily wywierane na ewentualnie wprowadzony na to miejsce
mikrotadunek zaleza wylacznie od praw rézniczkowych, dotyczacych
bezposredniej okolicy tego punktu. Wszelkie poglady upatrujace
w o$rodku jednorodnym i izotropowym mozliwo$é jakiego$ dodatkowego
wplywu na stan punktu A, wplywu uzaleznionego zatem nie tylko od
wymienionych wyzej elementéw, ale jeszcze od czynnikéw postronnych,
jak np. od materiatu elektrod lub od ich ksztaltu itd., sg nawrotem do
starej i odrzuconej kulombowskiej hipotezy dzialania na (daleka)
odleglose.

Nie ma najmniejsze] trudnos$ci w uogélnieniu powyzszych rozwazan,
dotyczgeych jednego punktu, do dowolnego zbioru punktéw, a zatem
i do zbioru punktéw tworzacych powierzchnie ekwipotencjalng. Nic nie
zmieni sie réwniez, jezeli, nie zmieniajac w niczym geometrycznych cha-
rakterystyk poszczegélnych punktéow i utworzonej przez nie powierzchni,
nadamy tej powierzchni hipotetyczne wiasnosci spoistosci i prze-
wodnictwa. Dochodzimy w ten sposéb do wprowadzonego w rozdz. 1
pojecia elektrody po$redniej. Elektroda ta posiada Scianki o tak znikome]
grubosci, ze wprowadzona na miejsce powierzchni ekwipotencjalnej nie
deformuje istniejacego pola; jednakze, jak wynika z powyzszego, posiada
ona wilasnoéci materialne: ma dwie ciggte powierzchnie, na ktérych gro-
madzié sie moga tadunki elektryczne, ponadto wewnatrz swych cienkich
Scianek moze przewodzié prad elektryczny.

Opierajac sie na powyzszym mozemy uwazaé, ze stan elektryczny na
powierzchni elektrody posredniej (potencjal, natezenie pola w poszcze-
gblnych punktach) oraz zjawiska, ktére moga zajs¢ podczas jej nieskon-
czenie drobnego ruchu, zalezg wylgcznie od ukladu istniejacych w b e z-
posrednim sagsiedztwie tej elektrody innych powierzchni
ekwipotencjalnych oraz od ukladu przylegtych linii pola.

Wydaje sie zatem, ze wszelkie pozory stusznosci (pausibilité) posiada
nastepujace twierdzenie:

Zjawiska, zachodzace przy nieskoriczenie malym ruchu elektrody po-

$redniej w oférodku jednorodnym i izotropowym, zalezg wylgcznie

od konfiguracji zblizonych do niej powierzchni ekwipotencjalnych
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oraz od uktadu przylegtych linii pola; nie sa one natomiast bezposrednio

zalezne od ksztaltu elektrod. .

d. Nalezy jeszcze rozwazy¢ mozliwos¢ polegajacg na przypuszczeniu,
ze spelnienie prawa najmniejszej pojemno$ci zalezy od specjalnej geome-
trycznej postaci samej elektrody posredniej. Mozna np. przypuscié, ze
spelnienie tego prawa we wszystkich przedstawionych wyzej przypadkach
uwarunkowane jest tym, iz elektroda miata ksztalt kolowego walca lub
kuli; mozna suponowa¢, ze przy elektrodach posrednich o innej postaci
prawo to nie jest juz stuszne.

W celu wykazania, ze supozycja taka nie jest sluszna, trzeba przeana-
lizowa¢ wlasnosci drobnych ruchéw elektrody posredniej.

Elektroda posrednia moze porusza¢ sie w polu w taki sposob, ze
wszystkie jej elementy powierzchniowe utrzymujg niezmienne warto$ci
swych potencjatéw (np. ruch obrotowy walcowej elektrody naokoto osi
walca). W tych przypadkach elektroda posrednia, pojeta jako catose,
wlasciwie pozostaje na swoim miejscu. Z dalszego ciggu naszych roz-
wazan tego rodzaju ruch elektrody posredniej wylgczamy.

We wszystkich innych przypadkach podczas ruchu elektrody po-
$redniej kazdy element jej powierzchni przez zmiane swego polozenia
uzyskuje w polu potencjat odmienny niz potencjal, jaki mial poprzednio.
Moga tu zajs¢ dwa przypadki.

Przypadek A. Ruch elektrody posredniej odbywa sie w ' taki
sposob, ze roéznice potencjaléw wszystkich jej punktow pozostajg nie-
zmienne. Przypadek taki zachodzi na przyklad, jezeli elektroda porusza
sie ruchem pbsuwowym (translacja) w polu réwnomiernym.

Podczas takiego ruchu energia ukladu nie zmienia sie i dlatego ruch
tego rodzaju mozna nazwa¢ ruchem konserwatywnym. (W wyze]
przytoczonym przykiadzie nalezy to rozumie¢ w ten sposéb, ze uklad
zawarty jest w ograniczonej cze$ci przestrzeni o bardzo wielkich wymia-
rach, w stosunku do ktérych rozmiary elektrody posredniej sa pomijalnie
mate).

Przypadek B. Ruch elektrody posredniej odbywa sie w taki spo-
séb, ze miedzy niektérymi jej punktami (lub tez miedzy wszystkimi jej
punktami) powstaje roznica potencjatow. Ta réznica potencjaléw w me-
talowej blonie, jaka jest elektroda posrednia, jest kroétkotrwata, zostaje’
ona natychmiast wyréwnana przez przej$ciowe prady elektryczne.

Skutki tych pradéw sg nastepujace:

1. w elektrodzie posredniej powstaja straty energetyczne (straty

Joule’a); :

2. na obu powierzchniach elektrody posredniej (lub tez tylko na

jednej z nich) zachodzi w rezultacie przemieszczenie tadunkéow.
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Jako ilustracja stuzyé tu moze schematyczny rys. 26. Na rys. 26a
przedstawiono trzy wspétsrodkowe walce a, f, . Walec f# traktujemy jako
elektrode posrednia w potozeniu macierzystym. fiadunki na zewnetrznej

Rys. 26. Przesuniecie elektrody posredmiej w ukladzie dwéch walcow

powierzchni @ na obu powierzchniach f i na obu powierzchniach y roz-
mieszczone sg (na zasadzie symetrii) rownomiernie. Po przesunieciu wal-
ca f (rys. 26b) nastepuje przemieszczenie tadunkéow na obu powierzchniach
elektrody posredniej (. Jezeli teraz y traktowac jako elektrode posrednig,
to po jej przesunieciu (w stosunku do rys. 26a) przemieszczg sie tylko
tadunki po jej stronie wewnetrznej (rys. 26¢), podczas gdy rozkiad tfadun-
kéw na jej powierzchni zewnetrznej pozostanie niezmienny.

Opisany wyzej ruch moze by¢ nazwany ruchem konsumpecy j-
nym.

Ruch konsumpcyjny elektrody posredniej meze odbywac sie w dwoch
kierunkach:

1. Podeczas ruchu tego zwieksza sie ogélny zaséb energii uktadu
(wielko$¢é te bedziemy nazywaé poziomem energetycznym
uktadu). W tym przypadku ruch ten jest ruchem konsumpcyjnym w y-
muszonym przez obcg ukladowi, dzialajaca z zewnatrz sile. Podwyz-
szenie poziomu energetycznego ukladu oraz straty energetyczne (powsta-
jace w elektrodzie posredniej) pokryte sa wtedy przez obcy zasobnik
energetyczny. '

2. ‘Podczas ruchu elektrody posredniej zmniejsza sie poziom ener-
getyczny ukladu. Na skutek zasady Thomsona o najmniejszej energii ruch
ten mozna wtedy nazwaé ruchem konsumpcyjnym wiasnym. Uklad
oddzialuje woéwezas na elektrode po$rednia z pewna sila, pod ktorej
dzialaniem porusza sie ona i przyjmuje coraz to nowe polozenia odpo-
wiadajace coraz bardziej malejacemu poziomowi energetycznemu ukladu.

W rozwazaniach naszych uktad elektrod wraz z elektrodg posrednig
stanowil uklad odosobniony (por. odnoénik 1). Widzimy zatem, ze ruch
konsumpeyjny wiasny elektrody posredniej moze powsta¢ tylko wiedy,
gdy pole oddzialuje na te elektrode z pewna sila; jesli taka sila przez
pole nie jest wytwarzana, to znaczy, jesli poziom energetyczny ukladu
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nie zmienia si¢ podczas drobnego jej przesuniecia i takie przesuniecie
elektrody posredniej z pewnego jej polozenia jest ruchem konserwatyw-
nym, to woéwczas polozenie to musi odpowiadaé ekstremum poziomu
energetycznego uktadu.

Jezeli na miejsce powierzchni ekwipotencjalnej wprowadzi¢ elektrode
posrednia, to nie zmieni sie ani uktad linii pola, ani uklad pozostaltych
powierzchni ekwipotencjalnych. Wynika stad, ze na obu powierzchniach
elektrody posredniej istnieje identyczne roztozenie gestosci pojawiajacych
sie na niej tadunkéw influencyjnych.

Twierdzenie powyzsze jest samo przez sie zrozumiate; skonkretyzu-
jemy je na przykiladzie.

R
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Rys. 27. a i b. Gestos¢ powierzchniowa ladunkéw na elektrodzie posredniej w jej
rozmaitych potozeniach.

Ilustracja tego twierdzenia jest rys. 27, ktory przedstawia rozktad
gestosci powierzchniowej ltadunkoéw influencyjnych na elektrodzie po-
$redniej w polu elektrostatycznym dwoéch walcow. Naladowane walce
majg promien rowny 10 cm i znajduja sie we wzajemnej odlegtosci 100 cm
od siebie. Elektroda posrednia jest walcem o promieniu 7,=40 cm; jest
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ona pokazana w trzech polozeniach I, II, III (patrz rys. 27a, przy czym
polozenie I (D;3=13,25 cm) odpowiada powierzchni ekwipotencjalne;j;
w potozeniu II elektroda przesunieta jest o 3,25 em w prawo (D;,= 10 cm);
w polozeniu III — o 3,25 cm w lewo (D,;= 16,5 cm). Gestos¢ o tadunkéw
na powierzchni walca daje sie przedstawic¢ jako funkcja kata «

C
o Q

27r,(d, — T, COS @) ’

przy czym d, i ¢ maja te same znaczenie co w rozdz. 2, @ za$ oznacza
tadunek na jednostke diugosci walca.
(Wzoér powyzszy mozna sprawdzi¢ przez catkowanie:

22 £1
I” : Qcrda s Qc ’ da =
J 2ar,(d;—7,cos a) 27 ) dy—1,cos
0 0
1 | d,cosa—1,|*
~ e ———— | arc cos >——?| =
TR jede ok d,—1,cosaly

= Q [arc cos (—1)—arccos (+1)]= — Q).
Jt
-Na rys. 27b przedstawiono rozkiad gestosci na obwodzie powierzchni
elektrody posredniej w trzech polozeniach I, II, III. Po lewe] stronie
wykreslone sa krzywe o na powierzchniach wewnetrznych, po stronie
prawej — krzywe dotyczace powierzchni zewnetrznych elektrody po-
Sredniej w potozeniach I, II, III. Wida¢, ze w miare przyblizania sie elek-
i maleje na powierzchni wewnetrznej. W potozeniu I gestosci tadunkéow
trody do walca zewnetrznego ro$nie gesto$¢ ¢ na powierzchni zewnetrznej
na obu powierzchniach elektrody posredniej sa jednakowe. Jest to cecha
charakteryzujgca potozenie macierzyste elektrody posredniej.
Ze wzgledu na zalezno$¢ miedzy natezeniem pola K i gestosciag
tadunku @
Key=o,
wykresy gestosci ¢ na powierzchniach elektrody posredniej (np. wykres
na rys. 27b) mozemy traktowa¢ jednoczeé$nie jako wykresy natezenia pola
w poszezegbélnych jej punktach. Kazdy element powierzchniowy elek-
trody posredniej podlega dzialaniu dwéch sil wywieranych przez pole
na obie powierzchnie dS tego elementu lub, $cislej moéwiac, na fadunki
odS umiejscowione po dwéch stronach tego elementu. Kierunek tych sit
jest zawsze prostopadty do dS (w przypadku przedstawionym na rys. 27b
kierunek sit jest radialny). Wykazano wyzej, ze na obu powierzchniach
elektrody posredniej w jej polozeniu macierzystym zaréwno tadunek odsS

8 Archiwum Elektrotechniki Tom IV
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kazdego elementu powierzchniowego, jak i natezenie K pola sg po obu
stronach jednakowe. Wynika stad, ze i dzialajace na ten element sity

dF =KodS

sa w kazdym elemencie powierzchniowym elektrody posredniej jedna-
kowe. Zwazywszy, ze tadunki influencyjne odS po obu stronach elektrody
posredniej majg rézne znaki, mozemy stwierdzi¢, ze sity dF maja na tych
dwoch powierzchniach kierunki rézniace sie o 180", to znaczy, réwnowéia
sie. Skoro jednak sity dziatajace na kazdy element elektrody posredniej
rownowazg sie, to przez ich obustronne zsumowanie nie moze powstaé
zadna sita wypadkowa, dziatajaca na elektrode posrednia jako na caloSe.
Wynika stad, ze zaden nieskonczenie drobny ruch elektrody posredniej
znajdujacej sie w polozeniu macierzystym nie moze powsta¢ na skutek
oddzialywania pola, ze ewentualnie zachodzacy ruch taki jest zatem
ruchem konserwatywnym i ze poziom energetyczny ukladu dla tego poto-
zenia elektrody posredniej ma swe ekstremum.

Jest oczywiste, ze wlasnosci, o ktorych wyzej mowa, zachodza tylko
w potozeniu macierzystym elektrody posredniej. W kazdym innym poto-
zeniu gesto$ci ladunkow (a zatem i natezenia pola) sa po obu stronach
tej elektrody rozmaite. Ilustruje to wyraznie przyklad na rys.27b. Na
pierwszy rzut oka mozna stwierdzi¢, ze wypadkowe dziatanie wektora K
na roztozone wzdluz powierzchni walca tadunki (por. znaki tych fadun-
kow) daja sile wypadkowa F, ktora w polozeniu II skierowana jest
w prawo, w potozeniu ITI — w lewo (Analityczne uzasadnienie powyzszego
‘podane jest w rozdz. 5; por. takze rys.6, na ktorym wymiary trzech
walcow sa jednakowe). W polozeniu I (polozenie macierzyste.elektrody
poéredniej) sily dzialajace na ladunki influencyjne w prawo i w lewo
rownowazg sie i sila wypadkowa rowna sie zeru.

Ekstremum energii, ktére powyzej stwierdziliSmy, moze odpowiadac
tylko maksimum energetycznego poziomu pola. Wynika to z ogélnych
wlasnosci pola i potwierdza sje w przedstawionych przykladach (patrz
np. rys. 6 i 7). Gdyby ekstremum to oznaczalo minimum energii, to poto-
zenie macierzyste elektrody posredniej musialoby odpowiada¢ stanowi
iej réwnowagi trwatej. Wyprowadzenie jej z tego polozenia byloby
mozliwe tylko przy zastosowaniu sity obcej i na skutek tego dziatania
energia pola zwiekszataby sie. Zwiekszanie to zachodziloby w sposéb
ciagly az do chwili, w ktérej elektroda posrednia zetknetaby sie z jedna
z elektrod stalych.' Wniosek powyzszy przeczy naszemu doswiadczeniu,
ktére wskazuje, ze wiasnie takie polozenie moze tylko odpowiada¢ trwalej
ré6wnowadze elektrody posredniej i najmniejszemu poziomowi energe-
tycznemu uktadu.
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Rozwazania powyzsze stanowia jednoczes$nie fizyczne wytlumaczenie
wywodoéw matematycznych w rozdz. 1 i nastepnych.

Ze wzgledu na to, ze podane wywody oparte sa w duzej mierze na
analogiach i przykladach, nie mozna traktowac¢ ich jako Scisty dowaod
prawa najmniejszej pojemnosci. Wydaje sie jednak mozliwe stwierdzenie
na ich podstawie, ze prawo to posiada wszelkie pozory stusznosci.

e. Uwagi. Zakladamy, ze wszelkie ruchy elektrody posredniej,
ktore byly przedmiotem rozwazan niniejszego i poprzednich rozdziatéw,
odbywaja sie z bardzo mata predkoscig, tak Ze magnetyczne skutki prze-
noszenia tadunkéw moga by¢ uwazane za pomijalne.

Wyzej mowiono kilkakrotnie o wprowadzeniu elektrody posredniej
na miejsce powierzchni ekwipotencjalnej. Termin powyzszy uzyty tu jest
w specjalnym sensie i nadawanie mu innego znaczenia mogloby dopro-
wadzi¢ do wypaczenia formulowanych twierdzen.

Nie mozna traktowac¢ , wprowadzania“ elektrody posredniej jake
ciggtego procesu fizycznego polegajacego np. w przypadku przedstawio-
nym na rys. 4 lub rys. 25 na umieszczeniu w plaszczyznie p maltego prze-
wodzacego krazka (o znikomej grubosci) o srodku M i o $rednicy o po
czym nastapitoby powiekszenie g i przejscie do granicy o—o9; nie mozemy
rowniez przedstawia¢ sobie, ze ptaska elektrode wprowadzamy w oma-
wianych przypadkach na miejsce p jako$ ,,z boku“. Wszystkie takie lub
inne podobne metody zawodzg; sa one polgczone ze znieksztatceniami
pola, ktére nie byly tu analizowane i o ktérych nie mozemy nic powie-
dzie¢. Nie mozna rowniez wprowadza¢ skonczonej elektrody posredniej
np. kawatkami (rys. 1). Musimy sie ograniczy¢ do poréwnywania stanu,
gdy elektrody poéredniej jeszcze w ogéle nie ma i stanu, gdy istnieje ona
w cato$ci. Pod terminem , wprowadzanie elektrody nalezy rozumiec
przejscie od badania stanu pierwotnego do badania stanu drugiego.

11. UOGOLNIONE PRAWO COULOMBA
a. Z kolei przejdziemy do obliczenia sit, jakie wywierane sa przez

pole uktadu dwoch natadowanych kul na te kule. W tym celu obliczymy
og6lng energie W calego uktadu, np. uktadu z rys. 20 I

W:%CJZ(V+V')2+—;—C,1V'-’ (124) -

i obliczymy pochodng tego wyrazenia wzgledem D.
Z Kklasycznego prawa Coulomba wiadomo, ze sila F, dzialajagca na
fadunki punktowe, wynosi:

8%
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przy tadunkach nieréwnych ® majacych te same znaki

Qq

F=—27_ (125)
4me D=
przy tadunkach rownych majacych te same znaki
P (126)
: 4me,D?
przy tadunkach nieréwnych majacych znaki rézne
e (127)
4me,D*
przy tadunkach réwnych majacych znaki rozne
P O _ (128)

4me,D* g

We wzorach (125)—(128) sity dazace do oddalenia ladunkéw od siebie
(tzw. sily ,,odpychania‘) oznaczyliSmy znakiem -+, sily dazace do zbli-
zenia tych tadunkow (tzw. sily ,przyciagania““) znakiem —. Terminologia
,.Sity odpychania® i ,sity przyciggania“ pochodzi z czaséw, gdy zgodnie
z hipotezg dzialania na daleka odleglosé¢ sity te przypisywano wzajemnemu
oddziatywaniu na siebie obu tadunkow. Jest oczywiste, ze sily powyzsze
powstaja wskutek oddzialywania pola elektrostatycznego otaczajgcego
oba tadunki na te tadunki; pomimo to zachowamy dawne terminy ,,sita
przyciggania“ i ,,sita odpychania‘“ ze wzgledu na ich kroétkoseé.

Prawo odpychania tadunkéw zostalo przez C. A. Coulomba sformu-
towane w spos6b nastepujacy (1784):

,,Podstawowe prawo elektrycznosci. Sita odpychania dwoéch matych

kul jednakowo naelektryzowanych zmienia sie w stosunku odwrotnym :

do kwadratu odlegtosci srodkéw obu kul“.

Prawo powyzsze nie bylo przez Coulomba dowiedzione teoretycznie
i powstalo w wyniku licznych nadzwyczaj sumiennych do$wiadczen.
Przeprowadzony po6zniej dowod teoretyczny oparty na réwnaniu Lap-
lace’a V2V=0 nie uwzglednia asymetrii w rozmieszczeniu gestosci
powierzchniowej tadunkéw. Dlatego tez prawo Coulomba ma charakter
prawa przyblizonego (o nieokreslonym stopniu przyblizenia), jezeli cho¢by
jeden tylko z obu natadowanych przewodnikéw ma wymiary skonczone.
Prawo Coulomba mozna uwazaé za Scisle tylko wowezas, gdy dotyezy
cno dwoch ladunkéw punktowych. Ten wyidealizowany przypadek nie

5 Wyrazenie to uzywamy tu jako skrot wyrazenia diuzszego: przy ladunkach
o nier6wnych wartosciach bezwzglednych,
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wymaga dalszych ograniczen lub omoéwien. Jezeli jednak przejdziemy do
przypadku, gdy tadunki znajduja sie na dwéch kulach, to jest na ciatach
o wymiarach skonczonych, to powstaje konieczno$é wprowadzenia dodat-
kowych zalozen co do fadunkéw lub potencjatéw tych kul. Rozréznimy tu
dwie krancowe mozliwos$ci I i IL

I. Utrzymujemy na niezmiennym poziomie potencjaty V' i V obu kul.
Przypadek ten moze by¢é osiagniety, jezeli kule sa polaczone z dwoma
biegunami Zrédia stalego napiecia .Jezeli sitla dzialajaca na kazda kule
wynosi F i jesli pod wplywem tej sily kula przesuwajac sie o dD wykona
prace F-dD, to, jak wiadomo z teorii, energia pola elektrycznego uktadu
zwiekszy sie rowniez o

CAW/ =102 @)D

laczna praca dW-+FdD=2dW dostarczana jest przez Zzrédlo napiecia
(w tym przypadku uktad obu kul nie jest ukladem odosobnionym).

Na podstawie wzoru (100) w rozwazanym przypadku stale sg fadunki
@ i ¢/, natomiast tadunki ZQi, ZQ;, Zqi, Z'qz sa zmienne: w miare zbli-
zenia lub oddalenia od siebie kul !adunki przyplywaja do obu kul ze
zrédla lub tez odplywaja od obu kul do zrédia.

Sile F' obliczamy za pomoca przytoczonego juz wzoru

. AW
aD
Jezeli tadunki @ i ¢’ maja znaki rézne, to przy AD<0 jest AW>0,

zatem F jest ujemne; jezeli fadunki @ i " maja znaki jednakowe, to prze-
waznie® AW >0 gdy 4D>0 czyli F>0. Wida¢ stad, ze sity przycia-

F (129)

gania charakteryzuja sie znakiem minus, natomiast sily odpychania —
znakiem plus.

II. Uklad obu kul jest ukladem' odosobnionym i tadunki ich sg nie-
zmienne. Przyjmujemy pewne polozenie obu kul jako polozenie wyj-
Sciowe. Zaldézmy, ze w tym polozeniu tadunki obu kul sg

H=Q+3Q:i+30Q; H=d+da+2q;. (130)
Ladunki H i H traktujemy teraz jako wielkosci state. Pole elektryczne
wytwarza dzialajace na obie kule sity F i praca F-4D wykonana podczas
przesuniecia jednej z kul powoduje zmniejszenie energii ukltadu o AW;

mamy tu zatem
e dWe (131)
dD

6 Odmienne przypadki omoéwione sa w punkcie d.
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Jezeli tadunki H i H majg znaki rézne, to sity F maja charakter sit zbli-
zajacych; wtedy przyAD <0 i przy AW <0 jest F<0; jezeli tadunki
H i H majg znaki jednakowe, to przy 4D > 0 jest przewaznie’? AW <0
dlatego sitom odpychajagcym nadajemy jak poprzednio znak . Jak juz
zaznaczyliSmy wyzej, sity F powstaja na skutek oddziatywania pola ukiadu
dwoéch natadowanych kul na te kule. W obu mozliwych przypadkach tj.

A. gdy oba tadunki majg znaki roézne i

B. gdy oba tadunki maja znaki jednakowe
struktura pola jest zupeilnie odmienna. Dlatego tez nie mozemy aprio-
rycznie wnioskowaé, ze w przypadku A i w przypadku B wartosci bez-
wzgledne sit wywieranych na kule sa jednakowe, jezeli fadunki lub poten-
cjaly tych kul maja te sama warto$¢ (nie mozemy tu zatem zakladaé
zgodnosci wyrazen jak wyzej we wzorach (125) i (127) lub (126) i (128).
‘Przypadki A. i B. musimy traktowa¢ odrebnie.

Z ogb6lnego polozenia obu kul otrzymujemy przez zatozenia specjalne
(dotyczace wymiaréw ich $rednic) szereg przypadkoéw szczeg6lnych przed-
stawionych na rys. 28 [—VII]. Przypad=k III otrzymuje sie z I w sposéb

/ a mn v
r r I 7 q
e o) /‘ﬁ -
; i vm
¥y u
¢ q
0 0~

Rys. 28, Rozmaite przypadki wzajemnego potozenia dwoéch kul

opisany w rozdz. 9 p. e (rys. 23). Przypadki VII i VIII dotycza polozenia
kuli K wewnatrz kuli K'.

Na odrebne traktowanie zastuguja przypadki, gdy bezwzgledne war-
tosci obu tadunkéw sa jednakowe lub rozne. Zestawienie wszystkich
mozliwych przypadkow zawiera tablica 5; w tablicy tej liczby oznaczaja
numery wzoréow Coulomba dotyczacych kazdego przypadku. 3

Kreski poziome znajdujgce sie w tablicy 5 oznaczaja, ze odnos$ny uktad
nie daje sie fizycznie zrealizowaé. Tak na przykilad w rozdz. 9 p. d omo-
wiliSmy niemozliwo$é istnienia ukladu skladajacego sie z plaszczyzny
i kuli o tadunkach tego samego znaku (przypadek IIla, IIlc, Ille, IIlg);
to samo dotyczy przypadkéw IVa, IVe, IVe i IVg. Przypadki IIId i IVd

7 Odmienne przypadki omowione sg na koncu punktu e
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nie daja sie zrealizowa¢, bowiem jezeli V* jest potencjatem nieskonczenie
rozleglej plaszczyzny, to musi by¢ V'=0 i stad dla kolumny d wynikaloby
takze V=0. Nierealno$¢ innych zakreskowanych przypadkow jest oczy-
wista.

W trzecim wierszu nagtéwka znaki +V,+V’ (albo +H-+H’ itd.) oznaczaja, ze
potencjal jednej kuli jest +V, potencjat drugiej +V’ (albo, ze ladunek jednej kuli
wynosi +H, tadunek drugiej kuli wynosi S EG el

Tablica 5

Zestawienie uogolnionych wzoréw Coulomba

! Przy stalych potencjatach ’ Przy ,;[fainh, Iadﬁnkaéh :
Wi =v'l | lvi=|-v| ‘ B =t=at ‘l
Polozenie zewnetrzne H_V_'_V, | +V+V | [ e LH H i
| kul | albo |+V-V’'| albo [+V-V| albo |+H—H'| albo | H—H’
il pe VRIS e SIS e
a | bl e SR e e I g h ‘

S e L Sl ce T — =
I | Nier6wne kule (155) | (135) | (159) |(146) (193) (172) | (195) = (173) |
II | Kula i punkt (156) | (137) | (160) | (147) | (194) | (175) | (196) @ (176) |
III * | Plaszezyzna i kula | — 1(139) | — | — = Eshe - iiEe
IV | Plaszczyznaipunkt  § — ([142)F 0 == —— i — S (1a9) il == o (142)
A% Réwne kule | (158) |(144) | (161) |(148) ' (197) ' (177) | (200) & (180) |
VI | Dwa punkty 1 (125) | @27) | (126) (128) | (125) | (127) | (126) | (128) |
SRR et #7 S ] , =

Potozenie wewnetrzne kul | : l S

| VII | Dwie kule S R P
| VI | Kula i punkt Hoaknis LG R gy e ey e L o R

Z zestawienia wida¢, ze przy ujeciu przyjetym w powyzsze] pracy
istnieja ogdlem 34 rézne odmiany wzoréow Coulomba; z tej liczby cztery
wzory sa znanymi klasycznymi wzorami (125)—(128), pozostale zas 30
zostang ponize] wyprowadzone.

b. Przede wszystkim znajmiemy sie przypadkami, gdy kule K’ i K
znajduja sie w polozeniu zewnetrznym (tablica 5, przypadki I—VI,
rys. 28 I—V1I); stosowanie odno$nych wzoroéw ograniczone jest warunkami
(64) 1 (65). _ ,

Rozwazymy najpierw przypadek Ib (rys. 28 I). Na zasadzie zwigzkow
(100) niezmienno$é V i V' pociaga za sobg réwniez i niezmiennos$é @ i q'.
Wzor (124) mozemy teraz przepisa¢ w postaci

W =21e(rSV2+ 1SV 2+ 2 VV). (132)

W celu uproszczenia powstajacych wzoréow wprowadzamy .nas{epujace

oznaczenia:
M=DE:—(r'—71)?; N=D2—(r'+7)? (133)
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Znajdujemy (warto$¢ k., patrz wzor 39)

M M 4D

“del NIV""N MN

d 1 M 1N O
(r+1/ )

— = /- s s - - s Rt te = /, =
D D l N )( 2k.D? i Kk )" k,MN | N

T

/

(134)

=0

d = (1 /M> Drr’ 2Dnant M

SRS ST QT Saie R s SR ER ey SO : it T
a2\ v o o VN

. s’:(1+ / Ai)~1.)” e e W
z ] N L (D2—pd)2 (D*—7r®) MN I N

dD

Na podstawie (129) znajdujemy odno$ng sile przyciggania
F= —2me,(roV:+1r'6' V4 2rr'7VV') =

1 (.GQ— i ?'“7:' +27Qq’ ) - (135)
r

8me, \

Zaktadajac we wzorach (39), (133) i (134) »"=0 znajdujemy

%

(M) o= (W) _g=D*—1*; (i) _0; (") s
: =0 =

i e

=20
(D2 —r2)?

(136)

1
P = —
p

9

wtedy ze wzoru (135) dla przypadku IIb (kula i punkt, rys. 28 II) wynika

el L@ g DLq_“g),

— L , (137)
ime, \D* | (DP—1)

Zaktadajac we wzorze (135)
D—r'=A=const

1 przechodzgc do granicy r >oo (tzw. ,,sposéb a‘ patrz rozdz. 9 p. e),
znajdujemy :

g e AT lim MN=~; lim7=0:
n gy a N A~T a a ]
rr o r A
i b DA AR 138
hin i 0; hr{{x 0 111310 4A,(1+], A—’r)_{ (138)
1 i AT
- - il
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Wynika stad sita przyciagania miedzy kula i ptaszczyzng (przypadek IIIb,
rys. 28 III)

Gy
F= —Omegro Vie ——— 2@, (139)
_ 8me, T
Wzér (139) nie zawiera tadunku q’; rzeczywiScie z obrazu fizycznego wy-
nika, ze w tym przypadku musi by¢ @=g’. Wzoér (139) mozna przedstawic
w postaci

P Ll e (140)
4me (24)*
gdzie
20p 1L o= iRl e e A
Qe Dgta wa (op - / : o : (140a)
X r N a®—1 o r
Warto$ci wspélczynnika 1, znajdujemy z tablicy 6 i z rys. 29.
_ Tablica 6
Wartosci wspélczynnikéw 4. okreslajacych sile przyciagania
miedzy kula i plaszczyzna przy niezmiennych potencjalach
a=‘2§2,5§3f4f5‘618;
- s e b
T | #1943 | 1601 | 1,473 | 1,318 | 1240 o <1193 | 1139 |
- - e —
a= 10 | 15 1 200 | 30 | 40 l 50 ’ !
o= | L108 | 1,070 | 1057 | 1,034 | 1,025 | 1020 |
A
tadunek rzeczywisty H, znaj- 20 -
dujacy sie na kuli zmienia sie 4
: o : 18
wraz ze ‘zmiana: odlegtosci Kkuli \
od plaszezyzny. Znajdujemy go 16 \\
na podstawie (99), (116), (123)
i uwzgledniajac, ze lim T'=0: i N
12 \\\
V.p 10 S I
H;— QS — e (141) R EERI & 1 20 30 0 50
dme,r Rys. 29. Wartosci wspolczynnika 4,

Dalszg specjalizacje wzoru (139) otrzymamy zakladajac r=0. Sita
przyciggania ladunku punktowego i plaszezyzny (przypadek IVb,
rys. 28 IV) jest nastepujaca:

P a0 (142)
47e,(24A)*
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Z powyzszego widag¢, ze sita w tym przypadku rowna sie sile przyciagania
miedzy dwoma !adunkami punktowymi +@ i —@ odlegtymi od siebie
0 2 A.

Z kolei rozwazymy przypadek dwoch jednakowych kul. Zakladajac

fr::,r' Znajdujemy :
L — DA N — Dzt N— ) —dp S — G == S = = R l
2N 2 ) == ) TS % iy RS (143)
U= 0:=0g{ T —=Ts} ‘
i sita przyciagania w tym przypadku (Vb, rys. 28 V) jest
E— 27\'1-\1) [?‘Gs(V2+V’:) == ZT:TsVV,] T élv l = (Q2+q,2)+ZTSQq’ l (144)
Ty T

(przez osiTs oznaczamy wartosci wyrazen o i v ze (134), ktére otrzymuje
sie przy zalozeniu r=1"),

Wreszcie zakladajac we wzorach (135), (137) lub (144)
r=0 oraz ' =0

otrzymamy klasycznag posta¢ wzoru Coulomba (127). Zatozen r'=0, r=0
lub r=7"=0 mozna dokonywa¢ tylko we wzorach zawierajacych tadunki
Q. ¢/, nie mozna za$ ich stosowa¢ we wzorach zawierajacych potencjaty
V, V’; wynika to stad, ze cho¢ jesteSmy w stanie stworzy¢ wyidealizowane
pojecie ladunku punktowego, to jednak potencjal takiego tadunku nie
daje sie wyprowadzi¢ ze stosowanych normalnie wzorow (100).

Na specjalne podkreslenie zastluguja wzory na site F przyciggania
miedzy dwiema kulami w przypadku, gdy wartosci bezwzgledne ich
potencjaléw sa rowne. Z réwnosei V i V' wynika

Q E,', (145)
2 T

i w przypadku Id (rys. 28I) otrzymujemy

F= —2neV¥ro-+r'o +2rri)=— - g (ro+r'c’ +207'7). (146)
81e,r?
" W przypadku IId (rys. 34 II)
e ; .
O il Dre: i (147)

F=— - =
4re, | D2 (D212

Przez wykonanie na wzorze (146) tzw. przeksztalcenia a otrzymuje sie
znowu wzor (139).:
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Najwieksze znaczenie ma przypadek Vd (rys.28 V): dwie jednakowe
kule z tadunkami +Q i —@. Sita przyciagania wynosi tu

TTs0s

F= —daegr(ros + 05) V2= — — Q.. (148)

4mg,r
Rownanie powyzsze mozna przedstawi¢ w postaci .
e et Gr (149)

gdzie

(1,581 G >
Cv:l_i“ ( 2 )’F |(1—f"/‘: -:—)+
FaE L R e e

- i E o
o2 T 1) (s r

Wartosci wspéiczynnika (, podane sa w tablicy 7 i na rys. 30.

(' i @A 20

Traibilsiicias{

Wartosci wspotezynnikéw C», v, okreslajacych sile przyciagania dwoch kul
0 jednakowych promieniach przy niezmiennych potencjalach

l>'=53’14@5i658"10215‘2o'30 40 | 50
Co= .| 2,865 1930]162411480:1‘312 1,240 1,149 11,149 | 1,071 | 1,052 | 1,041

[
X —2)/— t1535\ 1,336 | 1,252 | 1,201 | 1,143 1111 1,072 | 10‘33'1034 1026 1020\

H

Na rys. 30 wykreslona jest row- 7 3 o
niez krzywa wartosci vy z ktérej
mozna wywnioskowa¢, jaki taczny N =
tadunek rzeczywisty znajduje sie v __\C z
na kulach w kazdej odlegtosci 6. Jak | i
wiadomo, ?tadunek ten wynosi Sl S

Qi ZjQi-FZQ; . wspolczynnik vH B & =5
za$ jest zdefiniowany przez sto- \ N
sunek P \NN\;;\;%E'
|
= = Gaaky B T
_0+2Qut3e . S
V= =
0 Ba Al
(151) i -
=Ss+Ts=2y S S S S R B S e )

Rys. 30. WartoSci wsp_élczynnikéw
(patrz wzér 112). £, i v, (do tablicy 7)
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Zaktadajac we wzorach (135), (144), (146), (148) r=1'=0 lub we wzo-
rach (137), (147) r=0 otrzymuje sie klasyczna posta¢ prawa Coulomba
(127) lub (128).

c. Rozwazmy obecnie przypadki, gdy na dwoch kulach z tadunkami
jednakowych znakéw utrzymywane sg stale potencjaly V i V’

ZH. ‘”—-F’
‘I|l|||lllll|lll\|ll ||+~——l

Rys. 3la i b. Schematyczne obrazy pol
dwoch jednoimiennych ladunkéw i odnosny
schemat potaczen

(rys. 31). I w tym przypadku (podobnie jak w rozdz. 6) stosujemy metode
zwierciadlanych odbié¢. Ladunki taczne kul K i K’ wynosza

H=Q+XQ—~2Q,=SQ-T'q;

Hi=qer Mg, ddi=—8q- T (152)
Potencjaly Vi V kul K’ i K sa jak poprzednio
QF e

Vo ,
47e,r dmeyr
tak ze w dalszych rachunkach i ladunki q" oraz @ musimy traktowaé
rowniez jako wielko$ci niezmienne.

Zadne linie pola pomiedzy K i K’ nie przebiegaja, tak ze C,,=0
i istniejg jedynie pojemnosci

SQ—T7q’
C|1:'__Q 1

dmegr;  Cyy

pc qu_",zQ 4e,r! | (153)
q
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Dla tacznej energii otrzymujemy wyrazenie

_(SQ-T'q)?  (Sq~TQp

€, 9Ca:

)

ktore mozemy napisa¢ w postaci

W L (SQ2 9 zTQq) (154)

8me, 7 T
Roézniczkujac wyrazenie (154) wzgledem D na zasadzie (129) dla przy-
padku Ia (rys. 28 I) otrzymujemy

; ; s 1 i Aol
B —27e,(2rr eV Vi —roV2—ro V)=~ — A(21Qq = Q= qz) (155)

: TEy. \ 7 i
Podstawiajagc do (155) 7'=0 za pomocg (136) znajdujemy site odpychania
kuli z tadunkiem +@ i fadunku punktowego q” (przypadek Ila, rys. 28 II)

Qq Dr :
= 2| 1
D et | Y

e

4e,

Nadmienilismy juz poprzednio, ze przypadek plaszezyzny i kuli, majacych
ladunki tego samego znaku, jest fizycznie niemozliwy; widzimy to takze
na rys. 31b: jezeli kula K’ przeistacza sie w nieskonczenie rozlegta ptasz-
czyznie K’, na ktérej musi sie znajdowa¢ zwigzany z +@Q tadunek —Q.
7r6dlo napiecia jest zwarte. Jest jednak interesujace, jak reaguje wzor
(155) na podstawienie a (rozdz. 9 p. e) przeksztalcajace kule K’ w plasz-
czyzne. Mozna sie latwo przekona¢, ze otrzymuje sie wyrazenie

2
S T (157)
8me 0

przedstaWiaja,ce site przycigganiamiedzy K i K’ identyczna ze (139).
Rzeczywiscie fizyczne warunki zagadnienia sa teraz nastepujace: na kuli K
znajduje sie tadunek + @, potencjal kuli jest +V; wszystkie linie pola
wychodzace z +@ muszg sie konczyé na nieskonczenie rozleglej plasz-
czyznie K’, na ktérej musi sie znajdowaé zwiazany z @ ladunek —@.
Wynika stad istnienie sity przyciagajacej F (wzo6r 157).

Jezeli promienie obu kul sa jednakowe (przypadek Va, rys. 28 V), to

709 — = (@+q?)|. 158)
27

4me,

; o :
F=Adme; | 120V V — 5 ros(V2+V2)| =

Zakladajac w drugim wzorze (158) r=0 otrzymujemy znowu klasyczna
postaé (125) prawa Coulomba.
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Jezeli potencjaly obu kul sa jednakowe, to ze wzoru (155) otrzymujemy
(przypadek Ic, rys. 28 I)
2 ’ 7 1/ \
F=2ne,V2(2rr't —10—71'0) = O (2r~ b 'F,—). : (159)
8me, \ i T
Sita odpychania tadunku punktowego od kuli (przypadek IIc, rys. 28 II)
Wynosi
Q2

4me,

F—

el —IZT-»—’. (160)
D2 (DZ S 7»2)2

Najwieksze znaczenie ma przypadek Ve; sita odpychania dwéch réwﬁych

kul o fadunkach @ i —@Q jest nastepujaca:

TTs— Og

F=dney(r7s— 05) V2= Q. sieD

4e,r
Roéwnanie powyzsze mozna napisa¢ w postaci

QZ

e v (162)
4me,D?
przy czym
02— o} s s )
e e 5 S B
@2 (@-1p |\ Y4l \e—1 e—2/(—aps

Wartosei wspotezynnika &, podane sa w tablicy 8 i na wykresie na
rys. 32.  Na rysunku tym wykreslona jest réwniez krzywa wartosci ug,

| z ktorej mozna wywnioskowac,
jaki Igczny tadunek rzeczywisty
= ﬁ znajduje sie na kulach w kazdym
= -ﬂ potozeniu 0. FTadunek ten jest
” Q+Q:— D@, wspblczynnik zas
g Wynosi

Hy_1]

L Q+2e— e

HE Q :SS_TS-

(163}
O"=—"%5% 60 55 20 30 506 Podstawiajae do wyrazen (159),

Rys. 32. Wartosei wspotczynnikow (160) lub (161)
& i py, (do tablicy 8) ' =0 ol =0

otrzymujemy posta¢ (126) klasyeznego prawa Coulomba.
WidzieliSmy wyzej, ze w uktadzie dwoch kul, przedstawionym na rys. 31,
pojemno$é C,, roOwna sie zeru, a istnieja tylko pojemnosci Cy; i Cs,.
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Tablica 8

Wartosci wspéiczynnikéw & . u,, okreslajacych sile odpychania dwoch kul
o jednakowych promieniach przy niezmiennych potencjalach

| o= i3‘4;5§6‘8\10515\20‘%\30?40;50
| 5= 0484 0,605 0,673 0,723 0,784 0,823 0,878| 0,907 0935 0,952 0,961

| v

',u,,~S T,= '0761 0803 0832‘0857 0.889 | 0909 0,939 0952\0968 0976‘0980|

Zgodnie z terminologia wprowadzong w rozdz. 9 p. c. mozna powie-
dzie¢, ze w ukladzie pola przedstawionym na rys. 31 czynna pojemno$é
wzajemna rowna sie zeru. :

d. Przy rozwazaniu wzoréw (155), (156), (158), (159), (160), (161) zwraca
uwage okoliczno$¢ nastepujgca: wzory te przedstawiajg sity F, z jakimi
pole dwoéch kul majacych tadunki jednoimienne oddziatuje na te kule. Jak
wiadomo, sily te sa silami odpychajacymi i dlatego (zgodnie z rozwa-
zaniami w p. a) znak wyrazen otrzymanych dla F jest dodatni. Jednakze
we wszystkich przytoczonych wyzej wzorach odno$ne wyrazenia F skla-
daja sie z wyrazow®dodatnich i z wyrazéw ujemnych.

Nasuwa sie pytanie: czy jest mozliwe, aby przy pewnych okreslonych
warunkach wyrazy ujemne w tych wyrazeniach przewazaly i w rezultacie
mozna byloby otrzymaé (przy jednoimiennych fadunkach)
ujemna wartos¢ F, to jest, aby w tych warunkach miedzy kulami powstaty
sily przyciagajace?

Odpowiedz na to pytanie jest potakujaca. Rowniez i z innych zjawisk
mozemy wnioskowaé, ze sita F przy tadunkach jednoimiennych moze
uzyskiwaé znak ujemny. WidzieliSmy wyze], ze przez zastosowanie tzw.
sposobu a wzor (156), w ktérym F ma znak dodatni, przeksztalcit sie na
wz6r (157), w ktéorym F jest ujemne. Przeksztalcenie a polega na pod-
stawieniu D=A-+17" i przejSciu do granicy r--00, jest zatem operacja
ciggla. Podczas réwnomiernego zwiekszania r’, w trakcie tej operacji.
dodatnia wielko$é F zmniejsza sie w sposob ciagly, uzyskuje dla pewnej
wartosci 1’ warto$é zero i przy dalszym zwiekszaniu r osiaga wartosci
ujemne 8.

Najtatwiejszy pod tym wzgledem do zrealizowania jest wzér (156),
przedstawiajacy site odpychania miedzy tadunkiem punktowym sE gl
i kula o promieniu r i tfadunku +@. Sita F bedzie rownac sie zéru{ jezeli

@_:q'zv wDrew (164)
D2 (D2 1r2)2
8 Stan, w ktérym F=0 mozna nazwa¢ rownowaga elektrostatycznag;
stan ten bedziemy oznaczali przez gr.
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Roéwnos$¢é powyzsza moze by¢ osiagnieta przez obranie odpowiedniej war-

tos$ei stosunku
D
0= ="
.

badz tez przez przyjecie odpowiedniej wartosci stosunku

w= (165)
Z (164) wynika e i
i
Warto$ci  #g, dla rozmaitych 6 podano w nastepujacym zestawieniu:
Tablica 9

WartoSci wspolczynnikow g rownowagi elektrostatycznej
w przypadku ladunku punktowego i kuli
(przy niezmiennych potencjatach)

= — - 3 - ; -— — ,[
0= {E53 4 5 6 B 10 15 | 20 i
1.540 | 1,875 | 2,147 2,381 ‘

|

| Hgr = ! 2,784 | 3131 | 3856 | 4461

Zalezno$¢ miedzy g 1 0 przedstawiono na rys.33. Krzywa xg.=f(d)
ilustruje przypadki, dla ktérych F=0; obszar ponad tg krzywa odpo-
wiada warto$ci F << 0 (przyciaganie)
obszar ponizej krzywej odpowiada

711
5 ]" B wartoéciom F >0 (odpychanie). Z
Obszar przyciqgania rysunku wida¢, ze przejscie z jedne-
5 A ke 2 go obszaru do drugiego moze nasta-
1 pi¢ na przyklad przez powigkszenie
; 5 8 tadunku q’ przy stalym stosunku 9
// | (prosta A; R A,)'° lub tez przy stalym
% : Qossanlodeychania stosunku » tadunkéw i przy zwiek-
: Z szaniu parametru ¢ (prosta B; R By,).
s ‘ Schematyczny obraz pola w sta-
s 10 5 206 nach scharakteryzowanych punkta-
Rys, 33 Wartosci wspblczynnikéw g~ 101 Ay A; R A, przedstawiono na
(do tablicy 9) rys. 34, ktéry nie wymaga dodatko-

wych komentarzy.
Zjawisko powyzsze jest juz znane od bardzo dawna. Tak np. doktadnie
opisuje je F. Aepinus, ktéry sumiennie przeprowadzal wiele odno$nych
doswiadczen. W konkluzji Aepinus pisze *:

9 F. Aepinus, Teoria elektrycznosci i magnetyzmu, 1757, rozdzial II, O elektrycz-
nym i magnetycznym przyciaganiu i odpychaniu. Wydanie Akademii Nauk ZSRR.
1951, . 142/3, p. 135.

10 R jest punktem przeciecia krzywej » i prostej A; 4,.
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,, - . . a2 mianowicie ujemnie elektryczne ciata A i B bliskie sobie odpy-
chajg sie albo sie przyciagaja, albo zupelnie wzajemnie na siebie nie
dziataja ... RzeczywisScie i w tym przypadku «
jest mozliwe nie tylko, ze dwa ujemnie-elek-
tryczne ciala polozone w wiekszej odlegtosci od 4 0 gra
siebie odpychaja sie wzajemnie, a po ich zblize- =t
niu zaczynaja sie wzajemnie przyciaga¢, ale s

takze, ze cialo A ujemnie-elektryczne w nie- ;

znacznym stopniu odpycha ciato B, bedac za$ -

naelektryzowane silniej, przyciaga je ...

Jak to juz zaznaczylismy, zjawisko powstawa- % 2
nia sity przyciggajacej moze wystapi¢ i w innych \\\

przypadkach scharakteryzowanych wzoramiwko-
lumnach « i ¢ tablicy 5; doktadniejsza analiza wy-
kazuje, ze stan réwnowagi F'=0 w przypadkach
IIc i Ve (wzory 160 i 161) jest mozliwy tylko przy
0 <3 to znaczy w obszarze, ktéry nie jest juz
objety zasiegiem przedstawionych przez nas wzo-
réw. Najogdlniejszego przypadku Ia (wzor 155)
nie bedziemy tu analizowali. Stan réwnowagi
w przypadku Ic (wzér 159) jest uzalezniony od
spelnienia warunku

gp iy Oy (167) Rys. 34. Sily odpychaja-
’ ce i przyciggajgce dwoch
ladunkéw  jednoimien-

nych
przez obranie ostatecznie duzych wartosci stosunkéw 7'/r i 7/D rownanie
(167) moze zawsze by¢ spelnione. Wreszcie w przypadku Va (dwie jedna-
kowe kule o ladunkach jednego znaku rozmaitej wartosci) wzér (158)

warunek rownowagi otrzymuje sie w postaci

1 27

Ht— = =920 (168)
% Os
przy czym
1L(1- &\l bos i 20 o
i ]/62——4) ((?2“_2)2 (52~2)(52_4)%,s

(169)

iy 0 26

V2—4 ] (212  (2—1)(2—4)L5
Kwadratowe réwnanie (168) ma dwa pierwiastki #, i #,, przy czym
%, %,=1, Zalezno$é x»,=f(d) przedstawiono w tablicy 10 i na rys. 35.

9 Archiwum Elektrotechniki Tom IV
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Tablica 10
Wartosci wspéolezynnikow x, rownowagi elektrostatycznej
w przypadku dwoéch jednakowych kul przy stalym napieciu
% Jest przy 5> 10 W przybhzemu réwne 0

41‘5

i 5
] = 2,40 | 354 4,54
= e !

sj;j 8 i 10 l 15 | 20 | 30 | 40

50
|
5,70 |75 | 9,79 ; 14,91 [ 19,93 1[2997 39,97 4998[
— 'A‘._,,

(
‘ :
|

50 T 1 I =

| |

|
Obszar przyciggoma /"

30

0bszar odpychania
+

0 h—?7 "—jr" S AN iR ]

20 30 40 50 4

S
i

) 10

Rys. 35. Wartosci wspotezynnikow x,
(do tablicy 10)

e. Bardziej interesujgce dla nas, niz przedstawione wyzej w p. ¢ i d
wzory Coulomba przy zalozeniu stalych potencjaléw, sa wzory, ktoére
otrzymuje sie przy zalozeniu stalych ladunkoéw. Niestety, wzory te sa
-bardziej skomplikowane niz poprzednie. |

Rozwazymy przede wszystkim przypadki, gdy tadunki maja rézne
znaki. Faczny tadunek obu kul jak poprzednio oznaczamy przez H i H’
(wyrazenia 95 i 96). Zakladajac, ze H > H' (rys. 20 I) otrzymujemy wyra-
zenie dla lacznej energii pola

_ H* A H-H)

[ , (170)
2C,, 2C,,

ktére przy wykorzystaniu zwiazkc’)w‘ (101), (102) i (103) mozna napisac
w postaci
.I ’ 2 /2— 7 / I
W 1 - 7'S'H ﬁ-'rSH' (TT"{”TT)HH : (171)
8me,rr SS —TT

Otrzymuje sie stad wyrazenie dla sity w przypadku If (rys. 28 I)

: ; SRS,
F=— 1 — | (r'S'H2+rSH2— 2rr'T HH') (§— . O— 4= _2,_ — ZTTO) —
8meo(SS' —T'T)? : i i oo

c (SS—T11) (i’— B2+ Z e Z'cHH')] . (172)
™ s
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Zakladajac, ze tadunki maja te same wartosci bezwzgledne, to jest, ze
H=H’, znajdujemy (przypadek Ih, rys. 28 I)

2
=== i (TSf'rS — 277 TO)(vS —{— +§ ~Gv—2rT0)
8730’88 TT) o7 T
*(SS'--ATT)(U +- )J (173)
r

W celu wyprowadzenia wzoru dla przypadku IIf (rys. 28 II) do (172) pod-
stawiamy r'=0; oprocz zwigzkéw (136) zachodza tu jeszcze zalezno$ci

(Shi=o=1; (Sh-o=1; (T)r=0=0; (Tl)r’:oz’é'; l

L e
(TO)T'"—'O— D 2 (,, )r'::ﬂ D‘ 2 o )
tak ze po podstawieniu otrzymuje sie
3 A D PAYR
e L Al He (2D 1Y) (175)
4me D? | DDz i2)2

Zakladajac we wzorze (175) jeszcze H=H' znajdujemy wyrazenie dla F
w przypadku IIh (rys. 28 II)
H‘)
4”rsLDZ

@D )
D(D2?— 12)?

(176)

Ten sam wzoér mozna takze otrzymaé podstawiajac do (172) »'=0 i H =H.
- Podstawiajgc do (172) r=1" znajdujemy wyrazenie F w przypadku Vf

Os

P lofrsy(m2 + H?) — 20T, HH](

S e
m«“o(S2 T"’) ] 2 s)

T 17

—(S2-T2) | = (H2+H'2)-213HH'I. (177)
b T A

W przypadku Vh najlepiej wyjs¢ z wyraZenié dla energii pola (171), ktérg
‘tu mozna przedstawi¢ w postaci

e (178)
drgyr  Ss —{—Ts
po czym znajdujemy
e i (179)

4”1’6‘01' (Ss+Ts)? :

g



132 B. Konorski Arch. Elektrot.

Wzoér powyzszy mozemy przedstawi¢ w. postaci

Hete o

F—=— e CHG (180)
47e,D2?
gdzie
RS
fp= o « (181)

(por. wzér 112 i 150). Wartosci wspéteczynnika (x podano w tablicy 11
i na rys. 36.

Tablica 11

Wartosci wspétezynnikéw (,iv,
okreslajacych sile przyciagania dwoch jednakowych kul
przy niezmiennych ladunkach

: | . |
o= ’ S s s s g
| | |
L= | 1215 | ‘1,07 | 1035 | 1.025 | 1,000 | 1,004 | 1,00
vo=1:2 l 0651 | 0745 = 0798 | 0835 0875 | 0900 | 0933
i Bilene e R TR S S
|
14
| |
13 \
12 Hy
1 I o
10 ——
/ M
0,
44
2
3 5 ' 0 56

Rys. 36. Wartosci wspolezynnikow &, 1 v,
(do tablicy 11)

Na rys. 36 wykreslona jest rowniez krzywa v, z ktorej mozna wniosko-
waé, jaki jest potencjat Vs kul w kazdym polozeniu (dla kazdego 9),
Wsp6tczynnik v, jest zdefiniowany za pomoca :

=0 (182)

Y Vt)
v VH bl
przy czym
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warto$ci wspotczynnika v, znajdujemy ze zwigzku

sl Gl b e (184)

4Ame,r 4me,r Seat s 2n
(por. wzor 112).

Na podstawie tablicy 11 mozna zauwazy¢, jakie réznice zachodzg
miedzy klasycznym wzorem Coulomba (128) dla danego przypadku i do-
ktadnym wzorem (180); przy ¢ > 8 blad jest mniejszy niz 1%.

Podstawiajac do (177) lub do (179) =0 znowu znajdujemy klasycznq
postaé (127) wzoru Coulomba.

Przeprowadzajgc we wzorach (172) lub (173) obliczenie sposobem «
i uwzgledniajgc zaleznosci (138) oraz

; ; ’ ST 1
limS=Sp; limS'=1; limT;=0; ImTT =0; lim-—=—,
a @ @ a - a 7 1 (185)
Iim-a; —0; lmo=0;" lime—0: " lim =0 limrv=—op;
aESs @ a a T

otrzymujemy nastepujace wyrazenie dla F w przypadku IIIf lub IITh:

Ar A+r
S HZ_ ,GP_,: = Ei 1+(1+ AZ )_]_,/_4___7._ (186)
. Q2 2 T
8megS2 T 32me,A? [1 Gt (1+ Aty )]
| 44 A—r
Wzér powyzszy mozemy napisa¢ w postaci
i 2
F=—- L 2H (187)
4me(24)2 :
gdzie
2A2 j
A= »74729’?’ — = (188)
rS? %

(por. wzory 140a, 116 1 123).

Wartosci Ay i ke przedstawiono w tablicy 12 i na rys. 37.
"o

Tablica 12
Wartosci wspolezynnikow 2, okreslajacych sile przyciagania kuli.i plaszczyzny
przy mezmlennych ladunkach

i e DV ST are re Tt e e e

PR R | | | |
212,5‘3j435?6|8 ;

: 10
| | | | { [
Ay | 1,079 [ 1,023 | 1,018 | 1,010 | 1,006 ] 1,003 | 1,001 | 1,001 |
1/5,= | 0,746 | 0,798 | 0833 | 0875 | 0901 | 0,916 | 0,938 i 0,950 |
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Przy o> 5 roznica miedzy wzorem (187) i wzorem (142), dotyczacym
tfadunku punktowego, jest mniejsza niz 0,5%.

Potencjat kuli V,, zmienia sie wraz ze zmiang odlegtosci kuli od ptasz-
czyzny. Zaleznos¢ miedzy V), i H jest ta sama co we wzorze (141):

1
Vp:4:reuer7}_- . (189)
P

Zakladajac we wzorze (186) r=0 otrzymujemy znowu wzor (142) (przy-
padek IVf i IVh).

1/ -
Ay
1.0
09 p—
_ b= ]
68
/
5 it} / /’7,0
07 i :
e :
2 3 4 5 6

Rys. 37. Wartosci wspolczynm}\owf,, 3 3 7 n,
(do tablicy 12).
Jezeli ladunki H i H' na kulach maja znaki jednakowe, to wielkosci ich
dane sg przez wzory (152). Rozwigzujac te roéwnania wzgledem @ i ¢
znajdujemy

SH+TH ;- TH+SH!
o=  § (190)
SSi—TT S =T HE
W rozwazanym przypadku istniejag tylko dwie pojemnosci
e B (191)
q
Wyrazenie W 1acznej energii ukladu :
2 42
W= I;I,_._ o _I_:l s
. 2€5 26T
mozemy napisa¢ w postaci ;
= S (-‘i oS H’2+2T0HH'). (192
8meo(SS' —TT") T / g :

Wynika stad sila odpychania dla przypadku Ie

e alaae s [(SS TT) ( H2+»2,H’2+ 21HH')—
87ey(SS' —TT') 7 T

— ('S'H2+rSH?+ 2r1' T HH) ( Ly 2 2TT0)] (193)
T ’l 4 b 3
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Podstawiajac do (193) »"=0 i uwzgledniajac zwiazki (136), (174) znajdu-
jemy dla przypadku Ile :

: S
F:ﬁ._l__, : |HH'~H'2 T(ﬂw.ﬂ (194)
41e,D? D(D?—12)?
zakladajac w (193) H=H’ otrzymujemy (przypadek Ig)
e '( S TT)( - +2r)—
Trs()(SS 7T )2 T 7
(@SS 2 d) (-S S i - ~2TTO)| (195)
VaE T
oraz po podstawieniu =0 jak wyzej (przypadek Ilg)
DIy 3 P i)
= e (196
4me,D? D(D?—r?)?

Dokonujgc we wzorze (193) obliczenia sposobem a otrzymujemy znowu
wzor (186) dotyczacy przypadku IIf i IIh (podczas tego przeksztaicenia
znak F zmienia sie z + na -—)
Przez podstawienie r==1" do (191) znajdujemy dla przypadku Ve
1 (S T2) [6(H2+H 2) +21'rHH]
8me,r : fS i)
v 2[SS(H2+HLQ)V+2TS§_ITI ] (Ss TTTs)
‘ (S212): :

(197)

Jezeli oba ladunki maja (te same znaki) i te same wartosci bezwgledne

(przypadek Vg), to energia uktadu wynosi
W=— I:I_: 5= _,}_ g (198)
4me,r Ss Ts
skad wynika wyrazenie dla sity odpychania
o e T =00 (199)
dmegr (Ss—Ts)*

ktore piszemy w postaci

2
F‘: ’4*55,_ EHy (200)
we,D*
przy czym
@ s o (201)
© ST

(por. wzory 161, 162a i 163). .
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Przy a> 5 rodznica miedzy wzorem (187) i wzorem (142), dotyczacym
tadunku punktowego, jest mniejsza niz 0,5%b.

Potencjal kuli V,, zmienia sie wraz ze zmiang odlegtosci kuli od plasz-
czyzny. Zalezno$¢ miedzy V), i H jest ta sama co we wzorze (141):

1

Vio—dmerHy: >~ {189)
Mp

Zakladajac we wzorze (186) r=0 otrzymujemy znowu wzor (142) (przy-

padek IVf i IVh).

71 :
Ay
0
a9 —
"
% / e
58 ///
A U/

07 +

e s

2 3. 4 5 6

Rys. 37. Wartosci wspélczynnikéw Ayl 1,/7;/,
(do tablicy 12).

Jezeli tadunki H i H' na kulach maja znaki jednakowe, to wielkosci ich
dane sg przez wzory (152). Rozw1aquac te rownania wzgledem @ i ¢
znajdujemy

: ;  TH- ;
=l T o (190)
ISSEINE SIS =ML
W rozwazanym przypadku istnieja tylko dwie pojemnosci

Chn= S*Q_"-“ 4me,r; Cop= Sq ,TQ
Q q

drer, (191)
Wyrazenie W 1acznej energii ukladu
H* H"?
e e
2C 0 2C
mozemy napisa¢ w postaci

. (‘S e £ iy 2T0HH) _ (192)
" 8oy (SS —TT) : _

Wynika stad sita odpychania dla przypadku Ie

g o la [(ss T) (

87ey(SS' —TT')?

- B2+ H?+ 2rHH' )—
1E P

— ('S'H2+ rSH2+ 271 T(HH)(— 0. B o ZTTO)] (193)
J 'T D=l
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Podstawiajac do (193) »"=0 i uwzgledniajac zwiazki (136), (174) znajdu-
jemy dla przypadku Ile '

£ 3 2__p2
il |HH’_H’2,"£D_“__Ql- (194)
4mg D> D(D?—72)?
zakladajac w (193) H=H’ otrzymujemy (przypadek Ig)
el I(SS’—TT') (-5 - 21)
8mey(SS —TT)?, T e
— ('S +rS+2rr'T,) (S G; 4= L 0 ~2TTO)| (195)
T =T ]

oraz po podstawieniu =0 jak wyzej (przypadek Ilg)
e 3 2 2

P H'M.ll @D —1?)

47e,D? D(D>— 2)2

Dokonujgc we wzorze (193) obliczenia sposobem « otrzymujemy znowu
wzor (186) dotyczacy przypadku IIf i IIh (podczas tego przeksztalcenia

znak F' zmienia sie z + na ~—)
Przez podstawienie 7==1" do (191) znajdujemy dla przypadku Ve

o 1 (S T2)[a(H2+H )+21'1HH]
e 8me,r ; (Sesil2 )
_ 2084(H*+H"*)+2THH'] (Ss0 —r7Ts)
(S2 =)z

(196)

(197)

Jezeli oba tadunki maja (te same znaki) i te same wartosci bezwgledne
(przypadek Vg), to energia uktadu wynosi

Wl o : (198)
4mer Ss 7B

skad wynika wyrazenie dla sity odpychania

emlto e s (199)
4“807' (Ss Ts)

ktére piszemy w postaci

2
F‘:'{ED En, (200)
TTE,
przy czym
oS 201)
LS :

(por. wzory 161, 162a i 163). .
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Wartosci wspoétczynnikow §Hi/)1, znajdujemy na podstawie tablicy 13
i rys. 38.

Tablica 13
Wartosci wspélezynnikow &, i u,
okreslajacych sily odpychania dwéch jednakowych kul
przy niezmiennych ladunkach
5= g 5 Bl e oy T R R
S},= ‘ 0,836 | 0,938 0,971 0,985 | 0.994 | 0,997 0.998 0,999
u,=1/p,= ’ 1,315 1 1.245. } 1,202 } 1,167 1,125 | 1,100 | 1,065 | 1,051

Korzystajgc z tablicy 13 mozemy zauwazy¢, jak drobne réznice zachodza
w rozwazanym tu przypadku miedzy klasycznym wzorem Coulomba (126)
i doktadnym wzorem (200). Przy 6 > 5 blad przy stosowaniu pierwszego

f

13k [ =
2 \
] N e

Lo 1T— = s

08 Vy

A |
0,7 7 1

0,6

87, D) 19, 150

Rys. 38. Wartosci wspolezynnikow &, i u,
(do tablicy 13)

jest mniejszy niz 0,5%. Na rys. 38 wykreslona jest rowniez krzywa u,,
z ktérej mozna wnioskowa¢, jaki jest potencjal V,kul w kazdym polozeniu
(dla kazdego 0). Wspotczynnik /4, jest zdefiniowany analogicznie do v,
(we wzorach 182—184)

s V6 gy 0 .

Vu  4me,r 4re,r Sise=Es Uy

Poréwnujac ze soba wartosci wspoétezynnikow ,, 1 (g (tablica 7 i 11),
&y, 1 &p (tablica 8 i 13) oraz 4, i Ay (tablica 6 i 12) widzimy, ze przy tych
samych warto$ciach ¢ lub a:
£u>Cu  czyli sity przyciagania miedzy dwiema jednakowymi kulami przy
niezmiennych potencjalach sa wieksze niz odnoéne sity przy nie-
zmiennych ladunkach;
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&, < &y czyli sily odpychania miedzy dwiema jednakowymi kulami przy
niezmiennych potencjalach sa mniejsze niz odno$ne sily przy
niezmiennych ladunkach;

J» > An  czyli sity przyciggania miedzy plaszczyzng i kulg przy niezmien-
nych napieciach sa wieksze niz odnosne sily przy niezmiennych
tadunkach. :

Zbadanie, czy przy niezmiennych jedneimiennych tadunkach mozliwe
jest powstanie sil przyciagajacych, ograniczymy do rozwazenia przy-
padkow Ile i Ilg (wzory 194 i 196). Pozostate wzory wchodzace tu w ra-
chube (193, 195, 197) sa tak zbudowane, ze odno$na analiza przedstawia
duze trudnoéci. To samo mozna powiedzie¢ o wzorze (200) (przypadek Vg),
jakkolwiek struktura tego wzoru pozwala domys$la¢ sie, ze stworzenie dlan
warunkow, w ktérych F=0, jest niemozliwe.

W przypadku Ile (wzér 194) warunek réwnowagi elektrostatycznej
brzmi

s T@DP 1)

HH
D(D?—172)?
albo
15 0(0*—1)?
kg s A T 203
A9 H 202 —1 ( )

Wartosci wspélezynnika Xor znajdujemy w tablicy 14.
Tablica 14

Wartosci wspolezynnikow y réwnowagi elektrostatycznej
w ukladzie kula-ladunek punktowy przy niezmiennych ladunkach

] ]

o= 3 | 4 5 6 |
Hor— ‘ 10,357 29,0 | 58,7 10:3. 7

<

Na podstawie tej tablicy stwierdzamy, ze wartosci y w stanie réwnowagi
sa znacznie wyzsze niz odnos$ne wartosci » z tablicy 9, tak Ze krzywa
2=17(0) przebiega o wiele bardziej stromo niz krzywa »=7f(d) na rys. 33.
Osiggniecie stanu réwnowagi jest zatem przy niezmiennych ladunkach
znacznie trudniejsze niz przy niezmiennych potencjatach. :

Jesli chodzi o wzor (196) (przypadek VIg), to latwo mozna wykaza¢,
ze warunek réwnowagi przypada dla wartosci 0 < 3, ze zatem w zasiegu
stosowalno$ei podanych wzoréw réwnowaga nie jest mozliwa.

f. Jezeli kula K (o promieniu 7) znajduje sie wewnatrz kuli K’ (o pro-
mieniu 7’), to energia pola zawartego w przestrzeni miedzy obiema kulami
Wynosi

yQ):
w1l L (204)
el
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Badunki na kuli K i na wewnétrznej powierzchni kuli K’ maja zawsze
znaki rézne. W przypadku, gdy potencjaty kul utrzymywane sa na statym
poziomie, tadunek @ jest staty i wzorowi (204) mozna nadaé postaé

2
W:—Q—“—gﬁl. (205)
Beyr
Korzystajac z oznaczen (133) znajdujemy
N _ /M 4m'D
le M l N M?
d r'D =N 2rorih- 51 'M
g s e / _)4_
D= (D (Hl e p )W (206)

W rozwazanym przypadku zachodzi rowniez zwiazek (129); jednakze
w przeciwienstwie do rozdz. 12 p.al przy 4D >0 mamy AW >0, tak ze
wynikajace ze (129) sity przyciggania beda tu mialty znak dodatni. Dla
przypadku VIId (rys. 34 VII) otrzymujemy zatem

QLD

, 1 e 2
T —(u] Nﬂ)+ 2L | (207)
8me,. (rE=D2 | r*—D> \ M My MN

Granice stosowalnosci tego wzoru okreslone s warunkiem (61).
Zakladajac we wzorze (207) D=0 znajdujemy F=0; sily wywierane

przez zewnetrzng kule K’ na wewnetrzng kule K potozona wspétérodkowo

z K’ rébwnowazg sie wzajemnie i silta wypadkowa réwna sie zeru.
Przyjmujac we wzorze (207) »r=0 znajdujemy

N=M=1r"—D?

1 otrzymujemy stad sile wywierana przez pole na ladunek punktowy
K (przypadek VIIId rys. 34 VIII)
Q: S 72

=2 - s
4re, (r*— D2

(208)
Jezeli kule K’ i K tworzg uklad odosobniony, czyli tadunki ich sa
stale, to oznaczajgc wartoSci bezwzgledne tych ladunkéw przez H znaj-
dujemy dla energii W pola elektrostatycznego zawartego w przestrzeni
miedzy K i K’
et (209)
8 1Sy
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Przy AD > 0 energia W zmniejsza sie i AW < 0; wynikajgca ze (131) sila,
ktéra ma tu charakter sily przyciggania, jest dodatnia; warto$¢ jej w roz-
wazanym przypadku VIIk (rys. 34 VII) wynosi

:= = e 7}—.**—/:—,';,_ ¥ (210)

W celu znalezienia sily przyciagania w przypadku VIIIh (rys. 34 VIII)
podstawiamy do wzoru (210) r=0. Otrzymuje sie wtedy wyrazenie iden-
tyczne z wyrazeniem (208) otrzymanym poprzednio przy zalozeniu statego
napiecia. Podstawiajac do

D=r—A

i przechodzgc do granicyr —>00 (sposob f,rozdz. 9 p. ¢) znajdujemy znane
juz® wyrazenie (139) okreslajace sile przyciggania miedzy kula i plasz-
' czyzna. ;

& I n r
/‘\\ / ; 12
9 & oF =4
Oy O =AY =/
17 87 7
((;j\ % /. Y T -9
) +0 ~—T "#——T‘-r
Dp ! Doz | -
Rys. 39. Obliczenie sily wy- Rys. 40. Rozmaite przypadki wzajemnego poifo- .
wieranej na ladunek elek- zenia 2 walcow
tryczny potozony wewnatrz :
kuli

Wzor (208) jest sprzeczny z rozpowszechnionym pogladem, wediug
ktorego sita F wywierana na tadunek punktowy znajdujacy sie wewnagtrz
metalowej wydrazonej kuli rowna sie zeru. Poglad ten opiera sie na kilka-
krotnie przeprowadzonych do$wiadczeniach (pierwsze z nich dokonane
bylo jeszcze przez Cavendisha w koncu osiemnastego stulecia; doswiad-
czenia te byly nastepnie powtérzone przez Maxwella r. 1870 i innych).
H. H. Skilling w swojej ksiazce Fundamentals of electric waves posuwa
sie tak daleko, ze w réwnosci F=0 upatruje dow6éd prawa Coulomba.
Rachunek, ktéry do takiego wniosku prowadzi, jest nastepujacy.

Zalézmy, ze w punkcie P wewnatrz kuli znajduje sie.ladunek @ i ze
influencyjny tadunek —@ rozmieszczony jest rownomiernie na wewnetrz-
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nej powierzchni kuli. Wtedy fadunek d@ elementu powierzchniowego dS
bedacego czescig pierscienia o promieniu R sin#i o szerokoséci Rd # (rys. 39)
Wynosi

d0—vds— % gy Rendo.

47 R
Zalozmy dalej, ze sila przyciggania wywierana przez (—dQ) na +@Q wynosi
dF = QdQ gdzie n=2.
4]‘(81‘"

Przy tych zalozeniach sila wywierana przez caly pierscien na punktowy
ladunek + @ umieszczony w P jest

Qs dz? sm i} cos 0.

4 4er?
0
przy czym ze wzgledu na symetrie sita dF dziala w kierunku 6}3
Sita wypadkowa wywierana na fadunek punktowy +@ przez caty roz-
mieszczony na kuli tadunek —@ wynosi zatem
2z
® oQin 9 2
o dz?‘ sind D+Rcos? d(*);—Q I (D+Rcos b‘)sm 9dd

47 4rer® T 8xe
0 0 ) 6

? ¥

Wprowadzajac zamiast # zmienna r

r=y/ Ré"+' D*--2DR cos /
znajdujemy

R +D‘

j -dr=0.
lGnsD R

R—D

Latwo stwierdzi¢, ze réwno$¢ powyzsza zachodzi tylko wtedy, gdy n=2.
Pomimo to przytoczone wywody oparte o powyzsze obliczenia sa nie-

stuszne z nastepujgcych powodow:

1. doswiadczalne stwierdzenie prawa Coulomba przy zastosowaniu nie-
zbyt wysokich napie¢ jest bardzo trudne ze wzgledu na znikomo$é
wystepujacych sil; jezeli zas napiecie powiekszyé¢, to powstaja inne
niemniej istotne trudnosci polegajace miedzy innymi na obecnosci
drgan parazytowych, na konieczno$ci dostatecznej izolacji i na za-
pobiezeniu zwaré¢; zwarcia sa szczeg6lnie niebezpieczne, jezeli D jest
duze; natomiast przy zmniejszeniu D zmniejsza sie znacznie rzeczywista
wystepujaca w rzeczywistosei sifa (w przyblizeniu odwrotnie propor-
cjonalnie do D?); dlatego tez wnioskowanie z samych do$wiadczen musi
budzi¢ zastrzezenia;
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Do

zalozeniem przeprowadzonego wyzej rachunku jest rOwnomierne roz-
mieszczenie fadunku na wewnetrznej powierzchni kuli; jednakze nie-
centryczne polozenie ladunku punktowego + @ jest wiasnie powodem
nier6wnomiernego rozktadu gestosci o, co z kolei prowadzi do po-
wstania wypadkowej sily przyciggania.

12, SILY PRZYCIAGANIA MIEDZY NALADOWANYMI WALCAMI KOLOWYMI
O OSIACH ROWNOLEGLYCH

a. Korzystajac z rownania (129) jesteSmy w stanie obliczy¢ sile F,
z jaka przyciagaja sie dwa walce o osiach réwnolegtych. Przypadek dwoch
nieskonczenie diugich walcow o jednoimiennych tadunkach nie daje sie
teoretycznie ani fizycznie zrealizowac.

Zaktadamy, ze @ oznacza tadunek na odcinku o diugosci 1 kazdego
z obu walcow; przyjmujemy:

1. ze oba odcinki walcow polozone sa miedzy dwiema rownoleglymx
plaszczyznami prostopadiymi do osi walcow;
2. ze odlegtos¢ obu walcow jest nieograniczona.
Obliczane nizej sﬂy Fu, Fp lub F dotycza rowniez odcinkow odpow1ada]q
cych powyzszym zalozeniom.

W praktyce mozemy przyjac¢, ze oba walce sa bardzo diugie i ze roz-
wazane odcinki znajduja sie w znacznej odlegtoSci od ich koncow. Otrzy-
mane wzory maja wtedy charakter wzoréw przyblizonych.

Rozwazmy najpierw takie walce potozone wewnatrz siebie. Zgodnie
z wzorami (6) i (19) mozemy napisa¢

G e e el (211)

| ratn DL RV - DR D
27374
Roézniczkujac wyrazenie
W= B o
2C,,

znajdujemy szukang site F,, dotyczaca przypadku z rys. 40 I

,,,,,,,,, 9D o T (212)

~ 2mel Y (r2—r—D2)*—4D%r?
Nadmieniamy przy tym, ze czasem korzystne jest stosowanie tozsamosci

(r2—72— D2)®— 4D2r2 = (12— 12— D%)*— 4D3r?. (213)

13 1

Podstawiajac do réwnania (212) 7, =0, znajdujemy sile¢ przyciagania
Fy miedzy walcem kotowym o promieniu 7, i réwnolegtym don tadun-
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kiem liniowym, znajdujacym sie wewnatrz walca w odlegtosci D;; od osi
walca (rys. 40 II)

2D :
= — ,,,Q,_l,& e (214)
2me,l(r2—Dy,)
Zaktadajac w rownaniu (212) D,,=r,—A 1 przechodzac do granicy
r,——00, znajdujemy sile przyciggania F, miedzy walcem kolowym i réwno-
legta don ptaszczyzna odlegla o A od osi walca (rys. 40 III)

R 0 (215)
dive, 1) A= —ms

Jezeli we wzorze (215) zalozymy r, =0, to otrzymamy sile przyciggania
F, miedzy plaszczyzng i réwnoleglym do niej ladunkiem liniowym
(A= odlegfos¢ tadunku liniowego od plaszczyzny, rys. 40 IV)

e (216)
4:rsblA

DT

b. Pojemnos¢ dwoéch walcow kolowyeh o wzajemnie rownoleglych
i potozonych na zewnatrz siebie osiach wg (3) i (19) wynosi

P 2megl
Can— O b L i YT D oLy
In D20 i —}—}(D —f-r T) 4D23 5
2"';'"':;

W podobny sposob jak w pkt a znajdujemy sile przyciggania F'walcéw
(rys. 40 V) :

e : (218)
27el V(D2 + 12— 1) 4D§3"§

Mozemy przy tym korzysta¢ z tozsamosci

(D3 12—~ 4DZ 02— (D + 12 —19) —4Dg3. (219)

Zaktadajgc we wzorze (218) r,=0, znajdujemy site przyciagania miedzy
walcem kolowym o promieniu 7 i rownoleglym do osi walca oraz potozo-
nym na zewngtrz walca ladunkiem liniowym (D,;= odleglosé¢ mledzy
ladunkiem liniowym i osig walca — rys. 40 VI):

@Dy
o P (220)
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Przyjmujac we wzorze (220) 7,=0, znajdujemy sile przyciggania F,
miedzy dwoma rownolegtymi fadunkami liniowymi znajdujacymi sie we
wzajemnej odleglos$ci D (rys. 40 VII)

2
= (221)
9melD

Wzor (221) mozna takze otrzymac ze (216) stosujac metode zwierciadla-
nego odbicia.

Podstawiajac do wzoru (218) D,=A-r, i przechodzac do granicy
ry—>00, otrzymamy znane juz wyrazenie (215).

Jezeli $rednica obu walcow jest jednakowa, to w (218) musimy pod-
stawic r;,:r;, znajdujemy wowczas

Q’ (222)
e

Na zasadzie metody zwierciadlanego odbicia wzory (215) i (222) sa zgodne.

(Czynigc analogiczne podstawienie r,=r, we wzorze (212) otrzymali-
bySmy w mianowniku liczbe urojona; odpowiada to interpretacji fizycz-
nej, zgodnie z ktora takie podstawienie jest niedopuszczalne).

13. ZASTOSOWANIE DO POLA PRZEPLYWOWEGO

Niektore z przedstawionych wyzej wzoréw i rozwazan znajdujg zasto-
sowanie w polach przeplywowych (w szczeg6lnosci w polach przeptywo-
wych w ziemi). Dotyczy to przede wszystkim’ obliczonych wyrazen pojem-
nosci ukladow.

Jak wiadomo, miedzy pojemnos$cig C ukladu skladajgcego sie z dwoch
elektrod i oporno$cia przejSciowa R w polu przeplywowym przy tym
samym ukladzie elektrod zachodzi zwigzek

R (223)
756

gdzie y oznacza przewodnos$¢ wlasciwg osrodka. W ten sposéb wszystkie
odnosne wzory, a mianowicie wzory (3), (6), (9), (84), (87), (106), (112), (123)
daja sie zuzytkowaé¢ takze w opisany tu sposéb. Odpowiednig interpre-
tacje otrzymujg réwniez tablice 1, 2 i 4.

Najwazniejsze z tym wzoréw sa te, ktore dotyczg opornosci przejscio-
- wej w ukladzie dwéch kul oraz w ukladzie jednej kuli i plaszczyzny.
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14. WNIOSKI I ZAKONCZENIE

Praca przedstawia prébe rozwigzania niektérych zagadnien dotycza-
cych pola elektrostatycznego.

Sformutowane tu prawo najmniejszej pojemnosci przyczynia sie nie-
watpliwie do znajomosci struktury tego pola. Prawo powyzsze nie zostato
w pracy dowiedzione w $cisle matematyezny sposob, jednakze przepro-
wadzone rozwazania w dostatecznej mierze gruntuja jego podstawy
fizyczne.

Wprowadzone pojecie elektrody posredniej i analiza ruchow tej elek-
trody ma roéwniez znaczenie podobne. W pracy zanalizowany jest naj-
prostszy przypadek elektrody o postaci walca kotowego. Bytoby interesu-
jace przeprowadzenie analogicznych rozwazan roéwniez w innych przy-
padkach. :

Duze znaczenie teoretyczne ma proba wprowadzenia pojemnosci czgst-
kowych w przypadku uktadu dwoch kul. Cechg szczegélng tych pojem-
nosci jest to, ze jedna z okladek odnosnego ,kondensatora® znajduje sie
w nieskonczonosci. Rozwazania, o ktérych mowa, rzucaja pewne swiatto
na role nieskonczono$ci w ukladach elementéw o wymiarach skonczonych.
Daja one roéwniez wyobrazenie o strukturze odnosnych pél elektro-
statycznych. 3

Przedstawione w pracy wyrazenie dla pojemno$ci uktadu dwéch kul
jest wyrazeniem przyblizonym; daje sie ono z dostateczng dokladnoscig
stosowaé tylko wtedy, gdy stosunek srednic kul do odlegtosci ich §rodkéw
nie jest zbyt wielki. Jednakze obszar zastosowan podanego wzoru jest
bardzo rozlegly. Byloby rzecza nadzwyczaj cenng sprawdzenie doswiad-
czalne tego wzoru; pomiar taki przedstawia wprawdzie znaczne trudnosci,
jednak nie wydaje sie niemozliwy. :

Oczywiscie dalszym dazeniem musi by¢ ujawnienie zachodzgcych
zwigzk6w w obszarze nie pokrytym przez przedstawiony tu wzor.

Te same wzory dla pojemno$ci moga oczywiscie bez trudnosci byc¢ za-
stosowane rowniez i do p6l przeplywowych. Dotyczy to takze oméwionych
wyzej pojemnosci czastkowych, ktére prowadzg bezposrednio do pojecia
opornosci czgstkowych. Odnosne rozwazania i zwiazki moga mie¢ znacze-
nie na przyklad w teorii pradéw ziemnych; zanalizowanie tych mozliwosci
pozostaje kwestia otwarta.

W pracy podano uogdlnione wzory Coulomba. Stosowanie tych wzorow
jest ograniczone spelnieniem tych samych warunkéw jak w przypadku
wspomnianego wyrazenia dla pojemno$ci i w duzym obszarze daje dosta-
tecznie $ciste przyblizenie. Przez specjalizacje przedstawionych wzoréw
.ogblnych otrzymuje sie 34 wzory dla przypadkéw szczegblnych, pozwala-
jace oblicza¢ sity dzialajace miedzy kulg i plaszczyzng, miedzy kulg i ta-
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dunkiem punktowym itd. Wzory daja sie zastosowaé réowniez i w przy-
padku polozenia jednej kuli wewnatrz drugiej. :

Jako najdalszg specjalizacje otrzymuje sie z podanego wzoru klasyczng
posta¢ wzoru Coulomba.

Oczywiscie i w tej dziedzinie powinno przejawiac sie dgzenie do stwo-
rzenia wzordw o zakresie szerszym niz zakres wzoréw przedstawiony
W pracy. ’

Za pomocg podanych wzorow mozna analitycznie ugruntowa¢ znane
z literatury zjawisko polegajace na tym, ze w pewnych przypadkach dwa
ciata naladowane jednoimiennie nie zawsze oddalajg sie od siebie; czasem
nie oddzialuje na nie zadna sita, czasem za$ dzialajaca sita zbliza aba ciala
do siebie.

Cechg charakterystyczna pracy jest wielka prostota uzywanego aparatu
matematycznego, ktory niewiele wychodzi poza ramy podstawowych
twierdzen analizy; wida¢ stad, ze nie zawsze muszg zachodzi¢ trudnosci
zaznaczone we wstepie do niniejsze]j pracy. Potwierdza sie przy tym zdanie
prof. H. Steinhausa, ktory w r. 1949 pisal 1

,,Im prostsze sg metody matematyczne w stosunku do korzysci prak-

tycznych, tym lepiej. Jest rzeczg zdumiewajaca, ile niewyzyskanych

mozliwosci kryje sie w elementarnych zwigzkach matematycznych®.

Praca uchyla tylko drobny rgbek zwigzkow dotychczas nam nie zna-
nych; jednym z najblizszych zadan bylaby dalsza dokladniejsza analiza
pola ukladu dwéch kul. Poza zasiegiem przedstawionej pracy roztaczaja
sie szerokie horyzonty, ktére czekaja dopiero na ich odkrycie.
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PRZYPISY
Obhczema do 1Y 8 :
] ' |7 73 r
Dy D,y d, I Ciy '*‘ d; —— a3 C13 lg_xl«x w
S £ |
== —‘1-—‘4—"—* ;* ‘:‘ [ | 7 ‘ : S
80480 210 o {1 ‘59,231 70,769 | 38,0 | 0 | 1,580 | 1,580
20 | 120 | 275| 25617 2,906 |53,75 |66;25 | 31,76 | 0,463 1,502 [1,965
15 115 | 42,5 41,3065 3,3875 50,978 64,022 | 28,76 | 0,530 1,459 1,989
. | | | ! | 1
(odan) 13,2455 50 | 48,99 3925 150 632455 2072 0547 | 1443 1,090
e ‘ ‘» 1 i |
10 | 110 | 70 | 69,282 | 13,732 148,182 61,818 | 25,96 | 0572 | 1,414 |1,986
5 | 105 147,5147,14 |3,9325|45,357 59,643 | 2332 | 0,595 1,368 | 1,962
0 [aTo0E — |4 425|575 120,68 | 0,602 1,315; |1,918
— 5 | 95 147,5(147,04 |3,9325 39,606 55,394 18,20 | 0,595 1,260 |1,858
—10 | 90 | 70 | 69,282 {3,732 [36 667 | 53,333 | 1592 | 0,572 1,202 | 1,774
—20 | 80 | 27,5| 25617 2,906 !30625 49,375 | 11,64i 0,463 1,066 |1,529
=30 08 a0 gstpt i24,826‘45,714% 7,88 | 0 0,8965 [08965
! | : | |
Obliczenie krzywej &
T | o 111 , v E A\ vy
|
(7 J cos ¢ 2D;, D508 @ Dis Dl +7—75 Di; v
R 2] £ e
7 |
;’ X 10*
0 i 6000 16900 18400 10816
30° 0,86603 5196,18 16096,18 17596,18 10301,55
60° 0,5 3000 13900 15400 8896
90° 0 0 10900 ° 12400 6976
120° —0,5 —3000 | 7900 9400 5056
135° —0,70711 —424266 |  6657,3¢ | 815734 4260,7
=502 —0,86603 —5196,18 |  5703,92 |  7203,92 3650,51
51652 —0,96593 —5795,58 5104,42 | 6604,42 3266,83
180° =] —6000 4900 | 6400 | 3136
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Obliczenie krzywej ¢ (cigg dalszy)

I VII | IX | X W
D}, —7i— 15
@ V2-VI ATt L lg X
—r,+ VIII 27,7y
X 10* ' 1
0 23040 | 15180 | 30380 37,95 1,579
30° 20661 14374 | 30170,2 37,71 1,576
60> | 14820 | 12174 f 24374 | 3047 1,484
902 | 8400 [ 91652 183652 | = 22,96 1,361
120° 3780 (=5 614820 ~1b348D 15,435 1,189
185° 2393,5 | 48923 ( 9849,6 12,31 1,090
150° 1539,13 |  3923,2 7927,1 9,91 0,996
165° 1095,0 \ 3309 o Gk 8,39 0,924
180° 960 | 80984 | 62984 | 7,87 0,896 -.
o .| = i : =
Obliczenia do rys. 7
= | 2 = |
| | | ¢ J
Dy; D, d, d, i Ci3 Cyg |- X5 l X3 ;lg"‘ Xu'}lg*X' i 174
)
§ | 1
50 |150 | 10 [63,333 86, 6671' 62,6155 6 5,2201]‘ 0 1,496 |1,496
40 (140 | 23,75/57,5 |82,5 | 21,542(56,624 |19,17 |4,4104| 0,505 . 1,423 [1,928
27,46/ 127,46 50 |50 | 77.46 | 48.99 4899 2818 3,4604] 0672 | 1,317 1,989
20 120 | 77,5 |45,417| 74,583 76,852 44,3025, 31,87 |2,9628 0,725 | 1,250 |1,975
10 [110 [170 39,091 70, 90911697 37,79 ‘34 97 23214{ 0,766 | 1,144 |[1,910
0 |100 | — [325 |[675 — 30923136 [1,734 | 0,778 | 1,017 |[1,795
—10 | 90 |170 |25556|64,444169,7 23,518 |34,97 |1,1990! 0,766 | 0,857 |1,623
—20 | 80 | 77,5 |18,12561,875 76,85 | 15,117 31,87 |0,7109| 0,725, 0,630 |1,355
[—30 | 70 | 43,33{10 |60 | 42,124] © | 26,649| 0,1667 0,648 | 0 0,648
Obliczenie krzywej f—0o
I \ II | = v v VIe
1{ ® cos @ 2D,,D;;5 cOS @ l D D, +7ri—1} V2
2 S N e - 1 23
_ ’ ! % 10
180° 1 10000 22500 26000 67600
150° { 0,86603 | 8660,3 | 211603 24660,3 60812 |
120° ‘ 0,5 i 5000 ; 17500 21000 . 44100
90° 0 ‘ 0 [ 12500 16000 25600
60° —0,5 | —5000 7500 11000 12100
45° 00711 i =0t = 5428,9 8928,9 7972,5
40°32 I 4900 8400 7056

10%
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Obliczenie krzywej f—0 (ciag dalszy)

NI VAL e } X XI X
2 : e, : Diz;_ri* X
D VI—VII }/ VI o - lg X
—7ri+IX 27573
’ l
X 10% x10* | f
32400,8 3520055 | * 91876054 =15 37560 31,31 1,496
30470,8 30341,2 | 17419 | 348792 29,066 1,463
25200 | 18900 | 13748 27548 22,79 1,358
18000 | 7800 i euIsies bR 14,598 1,164
10800 | 1300 | 3606 | 7406 Bilal e 0,791
qeig | 154,9 1245 | 2973,9 | 2,478 I 0,394
7056 | 0 ’ 0 1200 ‘ 1 R
; o : aes i = ey
Obliczenie krzywej a—d
I | II | III 1 v j % &
! | D}, +D,;— B
@ ] sin® @ 2D sintip S tciet Y/IVE—5100 IV—V
‘ I —2D;, sin® @ |°
0 | 0 0 14900 I 14000 900
|
10° 0,030154 603,08 14296,92 13356 940,92
20° l 0,116978 2339,56 12560,44 11480 1080,44
30° 0,250000 5000,0 9900 | 84853 1414,7
' \
40°32'10" 0,422409 8448,18 6451,82 l 3951,7 2500
‘Obliczenie krzywej a—0 (ciag dalszy)
I Vil PRI I T XV XII
i | !. e
19 .2 2 2 o | e— XI
) (3500—VI)? |VII-4D" 7| T3+7i—D | /v XX g
]
' =
f' X 104 x 10 1 {
0 676 640 2800 | 2529,82 5329,82 | 0,648
|
10° 654,89 611,67 2759,1 | 24732 5232,3 | 0,640
20° 585,43 542,21 2619,6 2328,5 49481 | 0,615
| 1
30° 434,85 378,26 22853 | 1945 . 4230,3 0,547
40°3210"| 160 0 1200 | 0 1200 0
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Obliczenia do tablicy 1
1 l e e e S L v o | VI ’ VIII=S,,
1 ——— SN S TR T B -~ A."._ BROS P e i) ez L L
50 | g1 | 121—& { II : 111 ] 1+YIV l 100— o* ] 5:VI i 14+ V- VII
|- S e e s e e e T ; T
0 81 121 ‘ 1,493 | 2,222 100 ' 0,0500 | 1,111
! 1 80 120 | 1,500 | 2,225 99 | 00502 | 1,112
(5 T | Ll 5o S0 933 96 12100521 1= T1118
253 W 1,558 ’ 2,248 91 | 00549 | 1,123
} 4 [ eeh 105 | 1,614 2,2705 84 | 0,0595 s
i 5 56 9655 =15 1713 2,309 75| 0,0667 ‘ 1,154
6 | 45 | 85 | 1,800 2,375 64 0,0782 i 1,186
:_ SR | | | o i
Obliczenia do tablicy 1 (ciag dalszy) E
|
Lol II ‘ III 1 VIl \% VI VII VIIT
‘ —
| 0 | 12 | 256—¢ | m:m | 14YIV | 225-8 | 75V |14(vII:VD
4 0 196 % 4f 056 511305 2,142 225 15,0650 1,0713
(e, 195 255 | 1,307 2,143 224 16,0725 1,0716
L) 1925 == s 059 1,312 2,145 221 16,0875 1,0728
. 3 187 247 1,320 2,149 ol R 1,0746
4 180 240 1,333 2,155 209 | 16,1625 1,0774
5 171 231 1,350 2,162 200 | 16,2150 1,0807
6 160 220 1,375 2,173 189 16,2975 1,0862 |
7 147 207 1,409 2,187 176 | 16,4025 1,0932
g3 192 1,455 2,206 161 16,5450 1,1028
| ol ; 175 1,520 2,233 144 | 16,7475 1,11.3
10 | 96 156 % - 1,622 = 2,274 125 17,0550 1,1363
o 1 15 | 1800 | 2342 | 104 | 175650 | 11689
Obliczenia do tablicy 4
i - e = |
i 1 I' i} | 111 ) v | V=g, I l II oo I | Ve,
R & e a+1 LS
@ | —— [ 1+YI | — 14UIIV| a | —— | 1+VIT | — [14+II-1V
! l a—1 4a | o—1 4a
l 1,5 ! 5 | 3,23607 | ', | 1,53935 8 9 | 2,13390 | /5 | 1,066685
2 3 | 2,73205 | s 1,34163 9 1,25 | 2,11803 | /5 | 1,058834
2,5 ‘ 2,333 | 2,52753 | '/ | 1,25275 [ 10 1,222 | 2,10553 | /4 | 1,052638
3 2 2,41421 | Y/, | 1,20118 | 15 8/ | 2,06904 | s | 1,034484
P4 | 1,667 | 2,29100 | ', | 1,14319 | 20 1,105 | 2,05131 | /g | 1,025641
| 5 i 1,5 922474 | /0 | 1,11123 | 30 1,069 | 2,034 | 1i01
G| i 2,18322 | /sy | 1,09097 | 40 1,06 | 2,025 ol 013
7 l 1,333 | 2,15471 | 1/, | 1.08267 | 50 1,04 | 2,020 aoo | 1,010




Obliczenia do tablicy 2

|

' 1 I 101 v A% VI ! VII VIII IX X XI XII f XII1 | XIV
8 [2(02—1)|2(8*~2) | Vor—4 I1:1V : 1+V ! I:IIT |14+ VI-VII| VIII:I I:I0 0 | 14-X-VI'| IX4-XT 1 XIT:2 | XI—-IX
| | | 3
3 16 14 2:236 | 1,34 | 2,34 | 0,0715 1,1673 ’ 0,3891 |0,0625 ; 1,14625 | 1,5353; | 0,7676 | 0,7571
4 30 28 3,464 1,155 2,155 | 0,0357 1,077 E 0,2642 |0,03333 | 1,07176 | 1,3360 ) 0,6680 | 0,8075
5 48 46 4,583 1,09 2,09 0,02174 | 1,0415 | 0,2083 [0,020833 | 1,04353 | 1,2518 0,6259 | 0,8352 |
6 70 68 5,657 1,06 2,06 0,01471 | 1,0302 0,1715 [0,014286 | 1,02944 | 1,2009 | 0,6005 | 0,8579
8 126 124 7,746 1,033 2,033 0,008064 | 1,0166 0,1270 |0,007936;| 1,01613 | 1,1431 | 0,5716 | 0,8891 ‘
10 198, 196 9,798 1,021 2,021 0,005102 | .1,0103, 0,1010 |0,005050;| 1,01021 | 1,1112 | 0,5556 | 0,9091 |
15| 448 446 14,866 1,007 | 2,007 0,002242 | 1,0045 0,0670. |0,002232 | 1,00448 | 1,0715 0,5357 | 0,9375 !
20 798 796 19,900 1,005 | 2,005 | 0,001256 | 1,0026 0,0501 {0,001253 | 1,00251 | 1,0526 ’ 0,5263 | 0,9524
30| 1798 1796 29,933 1,0023 2,0023 | 0,000556 | 1,0011 0,0334 [0,000556 | 1,00111 | 1,0345 1 05172 | 0,9677
40| 3198 | 3196 39,950 1,0012 2,0012 | 0,000313 | 1,00063 0,0250 |0,000313 | 1,00063 | 1,0256 | 0,5128 | 0,9756 |
Lso 4998 ' 4996 49,960 1,0008 | 2,0008 | 0,000200 ; 1,00040 ] 0,0200 |0,000200 | 1,00040 | 1,0204 ] 0,5102 | 0,9804 |
Obliczenia do tablicy 3 3
o L0435 012008 e vin S W Vel T A ) : H
o= o i Clyp=0,8344 (1—2) ; T Ciopr=1,2526 i Ci1=1,0433 TR Ui
| e | |
z E Sx | Sx+T | @5 @i | Y (S-i—T)ﬁ—i— f Ty s @ e a el
| | | 1 |
| | | | | |
0 l 0 | 0,2091 ‘ 02091 | 083 |l o 0 ) | 1,0435 ' 1,0433 1
0,1 0,104354 ; 0,31344 ] 0,2849 L 01751 SailioL ] 0,1139 | 0,02091 1,02263 0,93897 0,918
0,2 0,208708 | 041780 0,346 [ 0,668 0,2 0,2066 | 0,04182 1,00172 0,83464 0,833
[0t 0,313062 | 0,52215 | 0,402 0,584 || 0,3 0,2891 | 0,06273 0,98081 0,73031 0,745
0,4 0,417416 |  0,6265 ‘ 0,447 0,501 0,4 0,3579 | 0,08364 0,95990 |  0,62598 0,652
0,5 0,521770 0,7309 | 0,487 | 0417 05 | 0,4175 1 0,10454 0,93900 | 0,52165 0,555
0,6 0,626124 018352 e e 01522 | 0,334 0,6 | 0,4697 | 0,12545 | 0,91809 | 0,41732 0,454
0,7 0,730478 0,9396 | 0,553 0,250 0,7 | 0,5158 | 0,14636 | 0,89718 0,31299 0,349
0,8 0,834832 1,0439 | 0,575 0,167 0,8 0,5567 | 0,16727 0,87627 |  0,20866 0,238
0,9 0,939180 1,1483 | 0,604 0,083 0,9 0,5933 | 0,18818 0,85536 0,10433 | 0,138
1,0° | 1,04354 t 1,2526 l 0,626 0 i 1,0 0,6263 | 0,20919 | 073445 | 0 0
Y ¢ } | ! !

06T
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Obliczenia do rys. 27.
il ‘ = o
I { I ; 111 v | v : VI
e J = el - ,_EP___
a T, COS & | dg—T1 | dy, —1II { ——
1 | | BT ; Vo
[ o e e S T e e
i i Dis—10 3Dy — 110 ;
i I wewn. zZewn. \
f— S o I i N = - it A S A i o
| | ! i ! |
=5 o el 40 40 \ 43,4 R e ) ‘
| 305 34,64 45,36 38,2 217,18 43,4
602 | 200 60 28,9 41,82 28,2
; 90% & 0 80 | 21,7 61,82 19,1
|2 21205 i =00 100 17,3 81,82 14,4
150° * | —34,64 114,64 | 15,1 96,46 12,2
180° —40 120 ‘ 14,4 101,82 11,5
Obliczenia do rys. 27 (cigg dalszy)
i VII. VIIL T S X XII
olsar D el e s i unie BNIs s a i e s s s Sannl
| | C Cr \“ Cl’
« dacrll i e dyy —11 - ek S e
Vb oo N S IR T ) S e
Dj—13,245; D;;-=113,245 { D;;=16,49; D,;=116,49
} f [ wewn } zewn.
PR e o= VTS ST S s | st s s
] 0 |7 T 2324: 53,7 : 110,37 73,9 [ 24,68 ! 51,5
30° | - 2860 43,7 158 & |- 48,6, Sa0i0a o a3
60° 43,24, 28.9 30,37 [N 2950 | 44,68 28,4
90° | 63,24, 19,75 50137 |5 152 64,68 19,7
L 120% | 83,24, 15,0 70,37 10,9 | 84,68 15,0
[ 150° 97,88 12,8 85,01 9,0 99,32 12,8
| 180° | 103,24 121 90137 8,5 | 104,68 12,15
1
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Obllezenia do tablicy 6

| S % e A = 2 =y

i I 1 II | 111 v ; V=4 ;
Ty | i |
o .l/_a_—t_l Frn aani e 5yl
- e L 0. i
| | | |
s 2,23607 ‘ 1,25 | 2,75 3 f
2 1,73205 3 j 5 ‘ 1,9434 |
25 1 1,52753 5,25 ' 75 1,6015
3 1,41421 ‘ 8 11 1,4728
4 : 1,29100 15 19 1,3176 ‘
5 ‘ 1,22474 24 29 ' 1,2399 |
6 1,18322 35 41 1,1930
8 ! 1.13390 % 63 1 | 1,1389 |
10 1,10533 ‘ 99 109 | 1,1081 |
15 ; 1,06904 ‘ 224 239 1,0703 ;
208 =~ 1,05131 ; 399 419 1,0570 5
30 ; 1,0339 ; 899 929 | 1,0342 {
40 f 1,0253 f 1599 1639 1,0255 |
50 1,0202 - 1 2499 | 2549 1,0203

Obliczenia do fablicy 7

S n b ey ey R v v
. ‘ ,
8 | ¥&#—4 | 1+om ‘ 1,50°—1 } (6*—2)? ' VE: V. ’ (0*+1)* i oL VAL
‘ | f
R | } B ' e
3 | 223 Z3dt e o5 49 | 02555 | 64 | 0,422
2 326t Booiss L a3 196 | 01173 | 225 | 0,284
5 | 4583 2,000 o 53655 ibog 0,069 576 | 0,217
Blr= 5857 2,06 53 i L56a 00,0458 8 - 21905 41 000,176
8 7,746 | 2,033 95 ] 3844 | 0,0219 | 3969 | 0,129
10 9,798 | 2,021 149 | 9604 | 00155 | 9801 | 0,102
15 | 14,866 | 2,007 336,5 ' 491729 ’ 0,0068 | 50176 | 0,0672
20 | 19900 | 2,005 | 599 | 138404 | 00038 159201 | 0,0502
30 | 29,933 | 20023 | 1499 | 806404 | 0,00186 808201 | 0,0334
40 | 3995 | 2,0010 2309 | 2553600 | 000094 | 2556800 | 0,0251
50 | 49,96 | 2,0008 | 3749 | 6240000 | 0,00060 | 6245000 | 0,0200
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Obliczenia do tablicy 7 (ciag dalszy)

ey S e e s Gny e ‘
| I~ |

0 | VI+VII| III-IX 28— ‘,2 + ‘26 f‘LXHﬁ&I—I—Ii 1-+X+XIV |

‘ 3 ; 0*—2  02—1] 2 1 i

‘ i .
|3 | o618 | 1,587 I 0,4 150360 4~ 0,278 s %86ban
4 | 0401 0865 | 0,167 0676 | 0,065 1,930 1
| 5 | 028 - 0598 | 0,0953 0,504 00261 | 1624 |
| 6 | 0222 | 0467 | 0,0625 0,402+ 4{-2-0,0133 | L 1,480 b4
8 | 0151 | 0307 [ 00333 | 1083 | 028 | 00049 | 13119
10| (01175 | 0,238/ 20,0208 {5 1,091 S5l =10,990 4 50/00235 41,2403

| 15 | 0,074 T0,1485! 0,00905| 1,007 | 0143 | 000065 | 1,1491 !
| 20 | 0054 |0,1083| 000505 1,005 01053 | 000026 | 1,086 [
| 30 | 0,0353 10,0707| 0,00223| 11,0023 | 00690 | 000007 | .1,0708 |
40 | 00260 00520 | 000125 1,000 | 0,0513 i 000002 | 10520 |
50 | 0,0206 |o,o412\ 0,0008 | 1,00080 |  0,0408 0,00001 | 1,0412 |

B. KOHOPCKH
HOBBLIE TEOPEMbI 3JIEKTPOCTATUYECKOI'O TMOJIA

Pe3wome

HauyasbHoe MecTo B 3TOM Tpylde 3aHWEMaer T. H. ‘MpaBO HaWMeHblUeH EMROCTH'
[ns ero ¢opMy/JHpPOBRU BBENEHO MNOHATHE ‘‘pOMERRYTO4YHOro 3yerrtpona‘. B anerrpo-
CTaTMYECKOM Mosie, 06pa3oBaHHOM [BYMS 3apsiK€HHbIMH TelaMH +A W —B noMeueHa
BMECTO OOHOM M3 3KBHIOTEHLUHAJIbHbIX TOBEPXHOCTEH MeTasiMyeckas ¢onbra ¢ YpesBbi-
YyalHO MaJjlol TOJILIMHOM CTEHOR, PopMa KOTOpOH TOYHO nopgobpaHa K GOpME 3KBHIIO-
TEHLHaNbHOW MMOBEPXHOCTH. IJrta TmnpoBogvMmMas 0060JioYRa HasBaHa [MPOMERYTOYHbLIM
anerktpogoM E (puc. ); npepmnonaraercst, 4TO HECMOTPS Ha O2€Hb TOHKWE CTEHKH, 3TOT
IJERTPOL Oobjafaer [OCTaTO4YHOMH JKECTROCTLIO, YTOOLI HE mnopmaBaTthbcsd AedopmManuv BO
BpeMs cBoero mnepemeieHus. CormacHo TeopeMe HauMeHbllield €MROCTH, €C/IM Mbl TNe-
PEOBHHEM MPOMERYTO4HbIM 31€RTPOS E K3 €ro nepBOHa4albHOrO TMOJIOKEHHS (T. €. U3
MECTa COrJIaCOBAHHOIO C MOJIOKEHUEM 3KBUMOTEHUHAIbLHOW MOBEPXHOCTH) B [APYro€ mno-
JIOYKEHHE, TO COBMECTHad EMKOCTb CUCTEMbl A — E — B yBEJIHYMUTCS.

BepHocrb 3TOM TeopeMbl [OOKa3biBAETCS CrMEpBa B 4YaCTHbIX ciy4dasx, rorpa A WU B
KpYI/bl€ LHWIMHOPbLI ¢ NapamienbHbiMH ocsimMu (puc. 2). ;

B nepsom npumMepe (puc. 3) E SIBISI€TCH MJIOCKOCTbIO CUMMETPHHM NBYX NE€HAMX OLWH
BHE [pPYroro RpYrJjbiX LUWIMHOPOB C ONMHAaROBBLIMM guHaMerpamv. Bo BTOpOM mnpumepe
BCe TpU UuiMHOpa A, E U B MMEIT OO6LLYIO OCh. [anee npvBEeOEeHO [OKa3aTebCTBO
TEOpeMbl HaWMeHblleH EMROCTH B OOLIEM ciydyae ABYX Napaj€bHbiX RPYrJbiX LHJIWH;
OpPOB; MPOMEKYTO4YHAas 3JE€KTPOja SBIYETCS TaKKe KPYr/biM LUMIKHAPOM C OCbI mnapain-
JIeNbHOM R OCH LuiuHpa A W B.

B TOM nonoseHuu noBepxHocTtd E, B KOTOPOM OHa COOTBETCTBYET HaWMeHbLIeH Em-
KOCTH, DHEPrus LEJOH CHUCTEMbI SBJISE€TCS Haubosblued. 3To MOJOKEHHE OTJIHYaeTCs
NO3TOMY HEYCTOMYMBLIM PaBHOBECHEM _H [OCTAaTOYHO Math MPOMEKYTOYHOMY 3JIERTPOAY
BHELLUHWHA HMIMYJIbC, 4TOObl OH M3 3TOrO MOJIOKEHHsS OEe3BO3BparHO BbiLUE; E [BURETCS
TOrfa JO TEX MOp, NMoka 3aWMET TakOE HOBOE I0/IOKEHHE, B ROTOPOM JHEprvs BCEH CH-
crembl Oymer HauMeHblueH (MnM paBHOW Hyno). Ha pgByx npuMepax npHBENEH aHaju3
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IOBUKEHMS mpoMeskyrodoro snektpona E (puc. 9—12) u rpadHyecky npepncrasiieHa 3HEP-
rusg cvcrembl (puc. 6 u 7).

[ns npWMeHeHHs TeopeMbl HauMeHbllued EMKROCTM K Cilyyalo ABYX LiapoB— IPOBEAEH
criepea pacuyéT EMROCTHM TaRoW cucrembl. [lpumenén nputom merton ToMcoHa, BERYLUMH
R-pa3HOCTHLIM ypaBHeHusM (38); 3TH ypaBHeHMs Gbuiv yxe npencrasneHbl OnneHpop-
dowm B [3]. Onnennopd yrasan Tak:ke crnocod TOUHOro PELIEHHs STUX YpaBHEHUH, BEAYLIHH
K CIONHBIM pspam (47). CyMMUpoBaHHe 3THX PSgOB B KOHEYHOH ¢dopmMe HEBO3MOKHO,
a Mo>TOMY HEBO3MOMKHbI WIIM N0 KpaliHel Mepe BeCcbMa 3aTPYAHHTE/bHbI BbIBOLbI M3 HHX.

[loaToMy aBTOpOM Oblll paspaboTaH MpUOH3HTENbHbLIA METO[ PEeLIeHWs ypaBHEHHH
(38), BenywMit K pesynbTataM oueHb GJM3KMM R TOYHOMY pelrenuio. [lpumeneHrne merona
o6ycnosnéHo ynosieTBopeHveM HepaBencrBa (61) mas 1ApoB pacriofioMEHHbIX OfKH
BHYTpHY HOpyroro 4 (64, 65) nns wapoB Jewkaldx OLWH BHE Ipyroro.

[py MoMoLM NpeRcTaBIeHHOro MpUOIHKEHHOTO METOMA MOMKHO paccyurath €MROCTH
B CcUcTeMe OByX wwapos. Popmyna (84) Bmecte ¢ dopmynoit (77) mpencraBiser EMROCTH
11apOB pacloJioKEeHHbIX OOHH BHYTpH pnpyroro. B ciydae, rorga oba Lwapa pacrnono-
JREHbl OfIMH BHE ApYroro, BhICTynawuide €MROCTH MOTYT GbITb ABOSIKOrO poja: B3avMHas
éMrocTb C,,, COOTBETCTBYIOLLAS OBYM Pa3sHOMMEHHbLIM 3apgnaM C OQWHaROBbIMH abCoJiro-
THBIMH - 3HAYEHHSIMM, PaClOJIOKEHHBIMK HaNpoTHB ce6s Ha MOBEPXHOCTH O6OHMX LuapoB
M COeIMHEHHBIMM OpYr C LpPYyroM JIMHHSIMH MOJIS; @ Tarke CoOCTBEHHbIE EMROCTH Cj; UM
C,s. COCTBETCTBYIOLHE JIMHUSM TMOJs, MPOXOASLIMM MERAY OOHHM M3 060MX wapoB u Gec-
ROHEYHOCTLIO. B 3aBMCHMOCTH OT NMpeAcTaBiI€HHbIX Ha puc. 20 cnyyaes, €mrocth Cp,, Cyy,
C,, MOryT GbiTb PacCHYMTLIBAEMBI MpH MOMOLIM cooTBecTBYioUHX dopmyn (102) mo (112).

B cucreMe Tpex NOBEpXHOCTEH MpPOBOROB (M3 KOTOPbIX OfHa MOKET GbiTh 6ECKOHEUHO
OTHANeHHbIM LiapoM) €MROCTb MEW[Y [ABYMS NpOBOJAMH 3aBHCHT HE TOJIbKO OT reoMe-
TPUYECKMX CBOMCTB CHCTEMbl W OT OHM3JIEKTPHYECROW MPOHWUAEMOCTH CpPEAbl, HO TaKkike
ot nong. Orciopa cieayer HeO6XOOUMOCTb BBEJEHUS MOHSTHS aKRTUBHOW EMROCTH.

[pu nepexone K mpepeny (puc. 23) M3 Tex ke GopMmys nosiyyaercs EMROCTb CHCTEMbI
wap-njaockoctb (ypaeH. 122) v (123), 1a6iu. 4. puc. 24).

Ha ocHoBaHuM onbita NpUOBPETEHHOro B MpPECTaBIEHHbLIX COOBPaKEHHSX MOIKHO
nepeinTy Tenepb R 00Ka3aTebCTBy TEOPeMbl HaWMEHblleH EMKOCTH B camMoM obLieM ciy-
yae. [lokasaTenbCTBO OCHOBAaHO Ha NpepcraBieHusix Makcyenna u Papanes 06 31€RTPO-
cTaTH4YEeCcKOM MOJie, a TaKKe Ha pacCyRAEHHW O pacrnpefelieHHUM MJIOTHOCTH 3IERTpHHec-
ROro 3apsfa Ha OO€HXx TMOBEPXHOCTSX MPOMERYTOYHOrO 3JerTpona, Ha puc. 27 paHbl
NpUMephbl TaROro pacrnpeneleHts, OTHOCSLIMECS K TPOMEKYTOUYHOMY 3JIERTPOAY MO ABYX
LWIMHIPOB. :

3Has €MKOCTH B CHCTEME [ABYX LIAPOB, Mbl MOKEM pacCyMTaThb HAKOMJIEHHYIO B COOT-
BETCTBYIOLIIEM 3JIEKTPOCTATHYECKOM MOJIE 3HEPrui0; OTCIOAa Mbl MOYKEM 3aTeEM paccyu-
TaTb OEHCTBYIOLIME B 3TOM roJjie Ha oba luapa cujbl (T, Ha3.CUJIbl TPUTIREHUI W OTTals-
RMBaHus). 3akOoH Kyjiona ompepnenser 3TH CHibl MpH MNOMOLM YETHIPEX KIACCHYECKHX
dopmyn (125) no (128), oTHOCAUIMXCS K TOYEHHbLIM 3apsaaM. O@HAKRO, eciy Mbl NepeHném
K 3apgiaM pacCroJiOKEHHbIM Ha Llapax ¢ KOHEYHbIMM pas3MepaMM, TO CJIENYET TaKriKe
NpHHSTL BO BHHMaHKe, MMEIOT JiM LUapbl HEU3MEHHble 3apshbl, WM K€ MX NOTEeHLMalbl
MOAAEpPyKMBaAIOTCS - HA MOCTOSHHOM YpPOBHE.

BBray pasivuHON CTPYKRTYpPbl MO — CHJIbl BbICTyMNAlOLLIKE NpH OOHOWMEHHBIX 3apsi-
Hax WM MOTEHUHWasax HEe paBHbI CMJlaM Mpu 3apsfax MW MoTeHuasax C [pOoTUBOIONOK-
HbIMM 3HarRamMu (narke ecnd abconoTHble 3HAYEHHMS STHX 3apsifoB MJM TMOTEHLHanos
OOHMHAaKOBHI). -

Cnepyer Tar:ie y4yecTb BO3MOMKHOCTb PasfMuHblX PacrnosIOKEHUN chepHuecRHX dMeK-
TpofoB. B HacToslleM Tpyne mnpencTaBieH aHaiuu3 cienyowux 8 cnyuyaes (puc.-28).
BHeluHee pacnosioxkeHde wapoB: | nBa HepaBHbix wwapa; Il mwap v ToyeyHbIH 3apsn;
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Il wap u naockoctk; IV miockocte ¢ ToueuHblM 3apspn; V' OBa OOWMHAROBLIX Llapa;
Bpyrpennee pacrnonoskende wapon: VI gBa ToueuHbix zapgga; Yl omun wwap BHYTpH
ppyroro; VIII ToueuHblid 3apsp BHYTpW Luapa.

Bce oatu pasnuuug npuBonsaT K 34 BO3MOMKHOCTSM (M3 HHMX 4 — SBASIIOTCS Bbllle-
YNOMSAHYTHIMH RIIaCCUYECRUMU opMynamu Kyrona).

Tabnuua 5 comep:kuT GOpMYJibl OTHOCSLIMECS K 3TUM ClAy4YasdM.

B Hacrosuiem Tpyne paccuMTaHbl:

[. YucnoBble RO3pIHULHEHTLI HOPMY OIS CHII MPUTSRKEHUS MewOy ABYMS OJHHaRo-
BbIMH L1@apaMd MpyH HEHW3MEHHbIX MOTEHLMUasaX WKW MpHW HEM3MEHHbIX 3apsnax (popmyibl
148 u 180, tabnuusl 7 u 11).

2. YucsioBbie RodpIULHEHTH hOpMYJI A OTTAJRMBAIOULIMX CHIT MEMAY OBYMS OJU-
HaKOBbIMM LlapaMu MpU HEU3MEHHbIX 3apapax (popmynsl 162, 200 — Tabauubl 8 U 13),

3. YucsioBble ROIPPHUUMEHTEl HOPMYII CHIl NPUTAIREHHUS MERAY LUapOM M IJIOCKOCThIO
NpH HEM3MEHHbIX MOTeHUHanaX WM MpH HeWsMeHHbIx 3apsamax (popmynst 139, 187, Tab-
nuubl 6 1 12).

AHanua BNUWsHUS Mond Ha [Ba luapa C OJHOWMEHHbIMW 3apsparud NOATEEPAMJI, HTO
B HECROJIbKUX CJIydyasX $BJISETCS BO3MOSKHBIM MOJHOE OTCYTCTBHE BJIMSHMUSI Ha 3TH Luapbi,
{anerTpOCTaTUYECROE pAaBHOBECHE), @ TaRKE W BO3MOKHOCTb TIPUTIREHHUS TaKUX LIApoB
(sBneHue 3TO KM3gaBHa KayeCTBEHHO W3BECTHO, TaR Harp. 3aMeTHn 3TO DMNHHYC).

[ns Tpex ciyyaeB paccuvTaHbl HWCIIOBLIE YCIOBHSI Takoro paBHOBECHS (TabiMiibi
9, 10, 1 14). PaccuuTaHnbl TaKkKe€ CHJIbl NPHUTSKEHUS [ABYX KpPYIr/blX LUHJIMHAPOB € napaluie-
JIbHBIMM OCSIMU B pasjid4yHbIX OTHOCHTE/IbHBLIX pacrojoskenusx (puc. 40)), cbopMyn'm
(212), (214). (215), (216), (218), (220) u (221).

B koHue Tpyna [MpejcTaBlieHbl NPUMEHEHWS MO0 3JIERTPUHECROro Toka. Bkipa-
YKEHHE, TpencTaBisiouiee EMROCTH ABYX LIAPOB, MOMKET ObiTb MCMOAb30BaHO AJIg pacyéra
NepexXoLHOro CONPOTUBIIEHUS.

B. KONORSKI
NEUE SATZE UBER DAS ELEKTROSTATISCHE FELD

Zusammenfassung

Im Vordergrund der Arbeit steht der ,,Satz der kileinsten Kapazitdt“. Um ihn
zu formulieren, wird der Begriff der ,.Zwischenelektrode“ eingefiihrt. In einem elek-
trostatischen Feld, gebildet von zwei geladenen Korpern +A und —B, wird an
Stelle einer der Niveauflichen eine Metallfolie eingefiihrt, deren Stirke ver-
schwindend klein ist und deren Form sich genau der Form einer Niveaufldche an-
passt. Diese Metallfolie wird Zwischenelektrode E genannt (Bild 1), wobei ange-
nommen wird, dass sie ungeachtet ihrer diinnen Wande gentigende Festigkeit besitzt,
um bei Bewegungen ihre urspriingliche Form nicht zu verlieren. Es wird nun behaup-
tet, dass, falls man die Zwischenelektrode aus ihrer urspriinglichen Lage (Niveau-
flache!) in eine andere Lage verschiebt, die Gesamtkapazitat des Systems A —E—B
eine Vergrosserung erfidhrt (Satz der kleinsten Kapazitit).

Die Richtigkeit dieses Satzes wird -vorerst an dem Spezialfall erwiesen, wenn
A und B zwei Kreiszylinder mit parallelen Achsen sind (Bild 2), Im ersten Beispiel
(Bild 3) ist E die Symmetrieebene zweier Zylinder von gleichem Durchmesser, deren
Achsenentfernung grosser als die Zylinderdurchmesser ist. Im zweiten Beispiel
(Bild 5) sind alle drei Walzen A, B und E koaxial. Hierauf wird der vorgenannte
Satz fiir den allgemeinen Fall zweier parallelen Kreiszylinder bewiesen; dabei ist E
ebenfalls ein Kreiszylinder mit paralleler Achse,
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In derjenigen Lage von E, in welcher die Kapazitit ein Minimum ist, ist gleich-
zeitig die Energie des Systems am grossten. Diese Lage ist also labil und wenn die
Zwischenelektrode von aussen einen Kraftimpuls erleidet, kommt sie micht mehr in
ihre urspringliche Lage zuriick, sondern sie wird sich sclange bewegen, bis sie eine
Stellung einnimmt, in welcher die Energie des Systems am kleinsten, bzw. gleich
Null ist. In zwei Beispielen wird die entsprechende Bewegung von E untersucht (Bild
9 big 12) und der jeweilige Enevgieinhalt des Systems graphisch dargestellt (Bild
6 und 7).

Um den Satz der kleinsten Kapazitit auf den Fall zweier Kugeln anzuwenden,
wird zunichst die Kapazitit eines solchen Systems berechnet. Zu diesem Zweck wird
die bekannte Abbildungsmethode ven Thomson benutzt, welche zu Differenzenglei-
chungen (38) fithrt, die bereits von Ollenderff in [3] aufgestellt worden sind. Die:
genaue Losung dieser Gleichungen fithrt (nach Ollendorff) zu wuniibersichtlichen
Ausdriicken (47), mit denen sich nichts anfangen lésst. Deshalb wird in der vorlie-
genden Arbeit eine Nidherungslésung vorgeschlagen, die jedoch ausserordentlich ge-
naue Resultate ergibt. Die Gultigkeit der Methode wird durch die Ungleichungen
(61) (fiir ineinanderliegende Kugeln) und (64, 65) (flir aussenliegende Kugeln) ein-
geschrankt.

Mit Hilfe der angegebenen angenidherten Methode kann man Kapazitdten berech-
nen, die im System zweier Kugeln auftreten. Die Formel (84) gibt, zusammen mit For-
mel (77), die Kapazitit von zwei ineinanderliegenden Kugeln an. Wenn die Kugeln
sich in der Aussenlage befinden, kénnen zweierlei Kapazitiaten auftreten und zwar:
die Gegenkapazitit Cy,, welche zwei ungleichnamigen, einander gegeniiberliegenden
Ladungen von demselben Betrag entspricht, und die Eigenkapazitidt C,; oder C..,,
welche den Feldlinien entspricht, die von einer der beiden Kugeln ausgehen und
sich ins Unendliche erstrecken. Je nach den bestehenden, in Bild 20 dargestellten
Moglichkeiten werden zur Berechnung von Ciz, Ci1, C22 entsprechende Formeln
aus (102) bis (112) benutzt.

Im System dreier Leiterflichen (von welchen eine die unendliche Sphére sein
kann) hangt die Kapazitat zweier Leiter micht nur von geome’tnischen Eigenschaften
den Systems und von der Dielektrizatdtskonstante des Mediums sondern auch von
der Feldstruktur ab. Daraus erwichst die Notwendigkeit, den Begriff der aktiven
Kapazitat einzufiihren. s

Durch Grenziibergang (Bild 23) ergibt sich aus denselben Formeln die Kapazitat
des Systems Kugel — Ebene (Gl. 122 und 123, Tabelle 4, Bild 24).

Auf Grund der Erfahrungen, die in den vorstehenden Rechnungen erworben
wurden, kann nunmehr der Beweis des Satzes der kleinsten Kapazitdt fiir den
allgemeinsten Fall gefiihrt werden. Der Beweis stiitzt sich einerseits auf die Maxwell-
Faraday’schen Auffassungen tiber das elektrostatische Feld, andererseits auf das
Studium der Ladungsverteilung auf beiden Oberflachen der Zwischenelektrode, Um
ein Beispiel fiir diese Verteilung zu geben, wird wiederum auf zwei parallele Kreis-
zylinder zurlickgegriffen (Bild 27).

Sobald man die Kapazititen kennt, die im System zweier Kugeln auftreten, kann
man auch die Energie berechnen, die im Feld dieser Kugeln aufgespeichert ist;
daraus lassen sich Ausdriicke fiir Krafte ableiten, die vom Feld aus auf die Kugeln
einwirken (sogenannte anziehende und abstossende Krafte). Nach dem Coulombschen
Gesetz werden diese Krafte mittels vier klassischer Formeln (125) bis (128), welche
Punktladungen betreffen, berechnet, Es zeigt sich jedoch, dass man beim Uebergang
zu Ladungen, die sich auf Kugeln endlichen Ausmasses befinden, auch noch den
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Umstand berticksichtigen muss, ob die Kugeln konstante Ladungen haben, bzw. ob
deren Potentiale konstant gehalten werden.

Die Beschaffenheit der Felder, die bei gleichnamigen Ladungen oder Poten-
tialen entstehen, ist verschieden von der Beschaffenheit des Feldes bei ungleich-
namigen Ladungen oder Potentialen (auch im Fall, wenn die absoluten Betrige gleich
sind); demzufolge werden auch die Kréfte, die in beiden Fillen auftreten, verschie-
den sein.

Man muss auch die Moglichkeit verschiedener Formen von Kugelelektroden be-
riicksichtigen. In der vorliegenden Arbeit werden folgende 8 Falle untersucht:
Aussenlage der Kugeln: I. Zwei ungleiche Kugeln. II. Kugel und Punktladung.
JII. Kugel und Ebene .IV. Punktladung und Ebene. V. Zwei gleiche Kugeln, VI.
Zwei Punktlandungen, — Innenlage der Kugeln: VII. Eine Kugel innerhalp der
andern. VIII. Punktladung im Innern der Kugel.

Infolge dieseér verschiedenen Modalitdten muss man 34 Fialle beriicksichtigen
(4 davon sind die friither bezeichneten klassischen Formeln von Coulomb). Die Zusam-
menstellung der Formeln, die sich auf diese Félle beziehen, enthdlt Tafel 5. In der
vorliegenden Arbeit sind bereichnet: -

1. Zahlenkoeffizienten fiir die Anziehungskrifte zwischen zwei gleichen Kugeln
bei konstanten Potentialen oder konstanten Ladungen (Formeln 148 und 180, Tafeln
7 und 11).

2. Zahlenkoeffizienten fiir die Abstossungskrifte zwischen zwei gleichen Kugeln
bei . konstanten Potentialen oder konstanten Ladungen (Formeln 162, 200, Tafeln
8 und 13).

3. Zahlenkoeffizienten fiir die Anziehungskrifte zwischen einer Kugel und einer
Ebene bei konstanten Potentialen oder konstanten Ladungen (Formeln 189 und 187,
Tafeln 6 und 12). 5

Wenn man die Einwirkung des Feldes auf zwei Kugeln mit gleichnamigen La-
dungen analysiert, so kann man feststellen, dass in gewissen Fillen micht nur keiner-
lei Krifte entstehen (elektrostatisches Gleichgewicht), sondern sogar die Kugeln ein-
ander anziehen konnen. (Diese Erscheinung ist qualitativ seit Langem bekannt, So
wird sie z. B. von Aepinus erwéhnt), In drei Fallen werden die Zahlenverhé&ltnisse
dieses Gleichgewichtes berechnet (Tafeln 9, 10 und 14).

Es werden weiters die Amziehungskréifte zweier Kreiszylinder mit parallelen
Achsen in verschiedenen gegenseitigen Liagen berechnet. (Bild 38, Formeln 212, 214,
215, 216, 218, 220, 221). :

Am Schluss der Arbeit werden Anwendungen auf das Stromungsfeld darge-
stellt. Der Ausdruck, der fiir die Kapazitdt zweier Kugeln gilt, kann zur Berech-
nung des entsprechenden Uebergangswiderstandes dienen.
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CZ. JAWORSKI
Analiza pracy silnika trakeyjnego
(Metoda analityczna obliczania mocy elektrowozu)

Rekopis dostarczono 30. 6. 1954.

Przy projektowaniu elekiryfikacji kolei zachodzi miedzy innymi koniecz-
nosé okreslenia mocy elektrowozow. Nie ma dotychczas metody pozwalajace;j
obliczyé te moc a priori dla zadanych z géry warunkéw pracy elekirowozu.
7Z tego powodu moc te zaklada sie najpierw w przyblizeniu ,na oko“ na
podstawie do$wiadczenia projektujgcego, po iczym, po wstepnym zaprojek-
towaniu elektrowozu i obliczeniu jego charakterystyk trakcyjnych, wyko-
nuje sie na ich podstawie szereg przejazdow analitycznych z réznymi pocia-
gami przewidzianymi dla tego elektrowozu i ma przewidzianych dla mich
trasach. W wyniku tych przejazdow uzyskuje sie wielkosé pradu zastepczego
silnikow elektrowozu, ktory stanowi kryterium do oceny wiasciwosci doko-
nanego uprzednio wyboru mocy silnikow trakecyjnych.

Aby uniknaé doboru mocy lokomotywy droga wielokrotnych, zmudnych
prob i sprawdzan i aby wypelni¢ luke, jakg stanowi brak jakiejkolwiek
metody obliczenia z gory potrzebnej mocy lokomotywy, auter przeprowadza
analize pracy silnika trakcyjnego i wyciaga szereg wnioskéw, ktére pozwa-
laja mu z kolei dla zatozonych warunkow pracy lokomotywy okresli¢c z géry
wielkos¢ pradu zastepczego silnikéw i wynikajacej z mniego znamionowej
mocy lokomotywy.

W wyniku przeprowadzonej analizy autor kwestionuje znaczenie przypisy- '
wane zazwyczaj pradowi zastepczemu, w szczegélnosei jako kryterium na-
grzewania sie silnika trakecyjnego. Kryterium takie stanowi¢ moze jedymie
przebieg temperatury silnika w funkecji drogi pociggu, wykonany metoda
analityczng lub wykresina,

WSTEP

Charakterystyczna cechg pracy silnika trakcyjnego jest zmiennos¢ jego
obcigzenia. Tylko w wyjatkowych przypadkach, kiedy pocigg porusza sie
z jednostajng szybkoscia, tak zwang szybkosScia ustalona, przy ktérej sila
lokomotywy réwna sie oporom ruchu pociggu, prad silnikéw ma wartose
stalg. Poza tym wielko$¢é pradu ulega ciaglym zmianom nie tylko wtedy,
kiedy, jak to ma miejsce przy rozruchu, zmienia sie wzajemne polgczenia
silnikéw z ukladu szeregowego na réownolegle, zmieniajac przez to wiel-
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kos¢ przylozonego do silnikéw napiecia, lub gdy zwiera sie poszczegélne
partie wigczonych w szereg z uzwojeniem silnika oporéw rozruchowych,
czy wreszcie, gdy przez tzw. bocznikowanie uzwojen magneséw zmienia
sie wielko$¢ pola magnetycznego, lecz i wtedy gdy prad plynacy przez
silnik, jak to wynika z charakterystyki jego obrotéw, zmienia swg wiel-
kos¢ przy kazdej zmianie szybkosci pociggu. W konsekwencji takze na-
' grzewanie sie silnika, zalezne miedzy innymi tak od jego szybkosci, jak
i od pradu, ulega stalym wahaniom, zaleznym od rodzaju lokomotywy
1 pociggu, od trasy, od sposobu jazdy itd. A wreszcie ta sama ilo$¢ ciepta
wydzielanego w silniku bedzie wywolywata przyrost badz spadek jego
temperatury zaleznie od tego, jaka temperature i jaka szybko$¢ ma silnik
w danej chwili. W tych warunkach okreslenie na drodze teoretycznej prze-
biegu zmian temperatury silnika w zaleznosei od wszystkich wymie-
nionych wyzej parametréow jego pracy jest rzecza bardzo trudna, albo
w ogble niemozliwg.

Przy analizie nagrzewania sie silnika trakcyjnego wprowadza sie po-
czatkowo szereg zalozen upraszczajacych, w szczego6lnoscei statosé niekto-
rych parametrow. Przede wszystkim zas przyjmuje sie, ze silnik trakeyjny,
lub jego cze$é (np. wirnik lub uzwojenie wirnika), stanowi cialo jedno-
rodne. OczywiScie, zalozenie takie upraszcza wprawdzie znacznie analize
przebiegu zjawiska nagrzewania sie silnika, jednak kosztem Scistosci otrzy-
manych wynik6w, kitére nastepnie mozna skorygowaé na drodze prak-
tycznych badan do$wiadczalnych. Przeprowadzona przy tych zatozeniach
analiza pozwala zorientowa¢ sie przynajmniej w charakterze zmian za-
chodzacych przy nagrzewaniu sie silnika; badania probne potwierdzaja
w zasadzie ten charakter.

1. PRAD ZASTEPCZY

W celu uproszczenia, cho¢by kosztem Scistosci, analizy zjawisk zacho-
dzacych w silniku wprowadzone zostalo pojecie tzw. pradu zaste p-
czego. Przez to pojecie rozumie sie prad umys$lony o statej wartosci,
ktéry spowodowatby wydzielenie w silniku takiej samej ilo$ci ciepla, jaka
wystepuje przy rzeczywistym, zmiennym obciazeniu tego silnika, przy
czym zaklada sie, ze ilo$¢ wydzielonego ciepla jest proporcjonalna do
kwadratu pradu !. Przy obliczeniu tak pojetego pradu zastepczego pomija
sie okoliczno$é, ze straty mechaniczne oraz straty w zelazie (o bardzo zio-
zonej naturze zmian) nie s3 w kazdym razie proporcjonalne do kwadratu
pradu silnika i przyjmuje sie w przyblizeniu, ze nie tylko straty w miedzi,
lecz wszystkie straty silnika sg proporcjonalne do kwadratu pradu. Po-

1 Patrz [5] str, 156.
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mija sie przy tym takze fakt, ze przyrost temperatury silnika na jednostke
czasu zalezy nie tylko od ilosci wydzielonego ciepta, lecz takze od tempe-
ratury silnika oraz, ze chlodzenie silnika ulega zmianie w okresie jego
pracy w zaleznosci od temperatury silnika i od jego obrotéw. Przy takich
upraszczajacych zatozeniach wielko$¢ pradu zastepczego wyraza sie

WZorem
g t
1 2
12=] — I*dt. (1.1)

Czesto zamiast tego wzoru stosuje sie inny, w ktorym caitke zastepuje sie
odpowiednig suma
1 2
z___‘l/ - I2 - At, (1.2)

gdzie t=) At.

Jest kilka przyczyn usprawiedliwiajacych metode sprawdzania stopnia

nagrzewania sie silnika na drodze badania pradu zastepczego: .

1. Znaczne uproszczenie zagadnienia.

2. Okolicznosé, ze przy czestym przeciazaniu silnika trakeyjnego naj-
wieksza ilo$é ciepta wydziela sie w uzwojeniach silnika.

3. Choé¢ silnik trakcyjny nie jest cialem jednorodnym, tak Ze poszczegoélne
jego czesci nagrzewaja sie niejednakowo, to jednak miejscem najczul-
szym w silniku i najbardziej narazonym na uszkodzenie z powodu
przegrzania jest izolacja uzwojen silnika, na ktérej temperature
wplywa przede wszystkim temperatura samych uzwojen, w znacznie
mniejszym stopniu temperatura zelaza, a tylko posredni i zupelnie nie-
znaczny wplyw majg takie straty silnika, jak np. straty mechaniczne.
Przyjete przy wprowadzeniu pojecia pradu zastepczego zalozenie, ze

straty catkowite w silniku D AP, ktore dalej oznaczamy przez AP, sg

proporcjonalne do kwadratu jego obcigzenia, prowadzi do paradoksalnych
wnioskéw odnosnie do krzywej sprawno$ci silnika, przy takim bowiem
zatozeniu mielibySmy"

By Py /P PRI :1_5142:1_51.

B2 12} 120 Ul U

s R - o
Poniewaz w ostatnim wyrazeniu stosunek—l—]- jest wielkosScig stala,

wiec krzywa sprawnosci jest linia prosta (7,), jak na rys. 1, odpowiadajaca
krzywej AP=f,(I). Tymczasem rzeczywista krzywa sprawnosci silnika ma,

11 Archiwum Elektrotechniki Tom IV
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jak wiadomo, zupeinie inny charakter (y), odpowiadajacy innej krzywej
strat AP=f,(I), niz zalozono. Te rzeczywista krzywa strat mozna latwo
wykre§lic na podstawie krzywej sprawnosci

TH:'M@MMM ,,; z zaleznogci:

ity
! F /
~7, Krzywa ta, jak widzimy na rysunku, nie prze-
Ap=1 ) chodzi przez poczatek ukitadu wspoéirzednych
i ma charakter znacznie tagodniejszy, niz hipo-

i & ;;5 tetyczna krzywa strat proporcjonalnych do
i Y See=nw kwadratu pradu.

AP=UI(1—1). (1.3)

e i Juz ta pobiezna analiza wykazuje, ze przy

// | ds duzych pradach, a wiec przy matych szybko-
_///‘/ l El i sciach pociggu, iloSci ciepta wydzielanego w
J silnikach trakcyjnych sg znacznie nizsze, niz

Rys. 1. Krzywe spraw- to wynika ze stosowanego rachunku pradu za-

Evosfcanslg:rjl;kgr‘;rg};’c;g:ef%g stepczego, za$ przy pradach malych, a wiec

przy duzych szybko$ciach, znacznie wyzsze.

Jak sie p6zniej okaze, nie przesadza to jednak jeszcze kwestii nagrzewa-
nia sie silnika trakcyjnego.

Rzeczywisty silnik trakcyjny, jako cialo niejednorodne, nie wykaze
tak wielkich réznic temperatur, jakie wynikajg dla silnika idealnego, sta-
nowigcego cialo jednorodne, niemniej roéznice te istniejg: temperatura
“izolacji uzwojen silnika zalezy nie tylko od iloSci ciepta wydzielanego przez
uzwojenia, lecz takze od ilosci ciepta oddawanego zelazu. Przy duzych
pradach mamy zwykle duza réznice temperatur miedzy miedzig i zela-
zem, ktoéra polepsia oddawalno$é ciepta, wobec czego rzeczywista tempe-
ratura tej izolacji bedzie nizsza, nizby to wynikato z zalozenia nie
uwzgledniajacego chlodzacego wptywu zelaza. Przy malych pradach izo-
lacja ta nie stygnie tak szybko, jakby to wynikato z powyzszego zatozenia,
poniewaz ilo¢é ciepta wydzielanego w jej otoczeniu spada z kwadratem
pradu tylko w miedzi, utrzymujac sie w zelazie prawie na tym samym
poziomie, jak to bedzie wynikalo takze z dalszej analizy. W tym przy-
padku calkowita iloé¢ wydzielanego ciepta moze by¢ kilkakrotnie wyzsza
od ilosci wynikajacej z przyjetego zalozenia (poréwnaj rzedne 1—z dla
obu krzywych przy matych pradach).

9. STRATY W SILNIKU TRAKCYJNYM I JEGO SPRAWNOSC
W celu zorientowania sie, jakie ilosci ciepla wydzielane sa w poszcze-

gbélnych czesciach silnika trakcyjnego w czasie jego pracy, czyli jakie
czynniki wplywaja na ich wielkos¢ i jakie s3 ich wzajemne zaleznoSci,
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nalezy przeanalizowa¢ rodzaje poszczegélnych strat wystepujgcych w sil-
nikach trakeyjnych, ktére powodujg nagrzewanie sie silnikéw.

Calkowite straty w silniku AP okre$laja jego sprawno$é i dla silnika
pradu statego moga by¢ wyrazone w sposob nastepujacy

AP=B—P=P(l—1)=U1n(i—1)=m(1—n), @2.1)
7 7 7

gdzie P — moc mierzona na wale silnika.

Analiza poszczeg6lnych rodzajow strat prowadzi do nastepujacych
wnioskow:

1. Straty w uzwojeniach sg proporcjonalne do kwadratu
pradu i przy pradzie mocy ciggtej silnika stanowia, w zaleznosci od rodzaju
pracy dla niego przewidzianej, nieco mniej lub nieco wiecej niz polowe
catkowitych strat silnika. Je$li mianowicie przewidziana jest praca do-
ryweza silnika, straty w uzwojeniach stanowig (wzglednie powinny sta-
nowi¢) mniej niz polowe strat catkowitych i tym mniej, im krétszy ma
by¢ wzgledny czas pracy silnika i im wiekszy jest prad w stosunku do
pradu mocy cigglej; taki rodzaj pracy charakteryzuje silniki tramwajowe
i trolejbusowe oraz silniki jednostek podmiejskich i szybkich kolei miej-
skich (metro). Jesli natomiast przewiduje sie diugotrwatg prace silnikoéw,
straty w ich uzwojeniach przy pradzie mocy cigglej powinny stanowié
wiecej niz potowe strat catkowitych silnika i tym wiecej, im diuzsze majg
byé odleglosci miedzyprzystankowe tras obslugiwanych przez elektro-
wozy wyposazone w te silniki, im ciezsze sa pociagi przewidziane dla
tych elektrowozow i im tagodniejszy jest profil linii.

Straty w uzwojeniach silnika szeregowego, czyli normalnego silnika
trakcyjnego wyrazaja sie wzorem

AP.,=RI?, (2.2)

gdzie R jest suma opornosci uzwojen twornika, biegunéw gtéwnych i po-
mocniczych i ewentualnie uzwojen kompensacyjnych. Nalezy pamiegtag,
ze calkowite straty w uzwojeniach rozkladaja sie oczywiScie na wszystkie
uzwojenia, powodujac wydzielanie sie w nich ciepta w iloSciach propor-
cjonalnych do opornosei poszczegélnych uzwojen. W normalnych kon-
strukejach silnikéw trakeyjnych gléwna jednak cze$é tych strat stanowia
straty w uzwojeniach twornika.

2. Sciste ujecie analityczne strat w zelazie nie jest mozliwe
i z tego wzgledu stosowane sa zwykle wzory empiryczne, ktére albo trak-
tuja wszystkie straty w zelazie lacznie i wtedy zaklada sie, ze sg one
proporcjonalne do kwadratu indukeji i do pewnej potegi czestotliwosci,

11%



164 Cz. Jaworski : Arch. Elektrot.

przy czym wykladnik tej potegi przyjmuje sie miedzy 1 i 2 (zwykle 1,6) 2,
albo tez rozdziela sie straty w zelazie na straty na prady wirowe i straty
ra histereze i wtedy przyjmuje sie dla strat na prady wirowe

APy =cf*B? (2. 3)
oraz dla strat na histereze
» APr—cfB: (2.4)

Rozpatrzmy straty w zelazie wedlug ostatnich wzor6ow.
Poniewaz czestotliwo$¢ jest proporcjonalna do predko$ci obrotowej

silnika, za$ indukcja magnetyczna B — do strumienia, wigec straty na
prady wirowe mozemy przedstawi¢ w postaci:
APyp=cn?d?, (2.5)

ale iloczyn obrotéw przez strumien jest proporcjonalny do sity elektro-
motorycznej. Zastepujac z kolei site elektromotryczng przez réznice na-
piecia i spadku napiecia i pomijajac wielkos¢ drugiego rzedu, bedziemy
mieli
APy=cE?=c(U—IR)*=c(U*—2UIR+I°R? ~
~cU(U— 2RI)=c, —csI ~ const.

Spadek napiecia RI jest wielkoscig stosunkowo drobng wobec na-
piecia U, tym bardziej wiec pomijalnie drobna bedzie wielko$é¢ R2I2 wo-
bec U2 Jednakze i wielko$é 2RI jest stosunkowo drobna w stosunku do U,
wobec czego mozna przyjaé w przyblizeniu, ze w silniku szeregowym przy
stalym napieciu na jego zaciskach straty na prady wirowe, spadajgce
nieco ze wzrostem obcigzenia, sg praktycznie stale.

Je$li w analogiczny sposob przeksztalcimy podany wyzej wzér na
straty na histereze, przy U=const otrzymamy

(n®)? _ E? U—2RI _c

APp=cn@P=c L =X m TN L (2.7)
n n n n

(2. 6)

Pomijajae, jak wyzej, stosunkowo drobny spadek sily elektromoto-
rycznej ze wzrostem pradu mozemy przyjaé, ze w silniku szeregowym
straty na histereze sg, praktycznie biorgc, odwrotnie proporcjonalne do
obrotéw silnika, to znaczy, ze ze wzrostem pradu rosng poczatkowo dos¢
szybko, p6zniej coraz wolniej, co wynika z charakterystyki obrotow sil-
nika szeregowego.

Sume wszystkich strat w zelazie i w uzwojeniach przy pradzie mocy
cigglej mozna przyjaé w przyblizeniu na okoto 80% strat calkowitych.
Jeéli wiec straty w miedzi stanowiag 50°0 strat calkowitych silnika, to
straty w zelazie wyniosa okoto 30%0 tych strat; mozna tez przyja¢ w przy-

e Patrz [1] str. 408.
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blizeniu, ze je$li z powodéw wyzej podanych straty w uzwojeniach sg
o pewien procent mniejsze lub wieksze od polowy strat catkowitych, to
o tylez procent w stosunku do strat catkowitych rosng lub maleja straty
w zelazie.

Straty w zelazie i w uzwojeniach decydujg wiasciwie o nagrzewanih
sie majbardziej narazonych na nie czesSci silnika (w szczegdlno$ci i przede
wszystkim izolacji uzwojen twornika) nie tylko dlatego, ze stanowig okoto
80%/0 wszystkich strat, lecz takze i z tego powodu, ze z nastepnej co do
wielkoSei grupy strat, a mianowicie strat mechanicznych stanowigcych
ogbétem okoto 10--15%0 strat catkowitych silnika, tylko straty przewie-
trzania, i to w drobnej zaledwie czesci i tylko w silnikach samoprzewie-
trzanych, wplywa¢ moga bezposrednio na nagrzewanie sie wymienionych
wyzej czesci silnika. Natomiast ani straty tarcia szczotek o komutator, ani
tym bardziej straty w lozyskach nie majg praktycznie wplywu na na-
grzewanie sie izolacji uzwojen, lecz przede wszystkim powodujg na-
grzewanie sie komutatora badz lozysk, a dopiero posrednio — przez prze-
wodzenie ciepta (w zelazie lub miedzi) — wplywaja na temperature izo-
lacji uzwojen. Znaczenie posrednie nagrzewania sie komutatora polega
tu przede wszystkimna tym, ze ma on duza powierzchnie promieniujaca
i chlodzong powietrzem: jesli wiec temperatura jego bedzie niska, ciepto
wydzielajagce sie w uzwojeniach twornika hedzie szybciej wedrowato
z nagrzanych uzwojen do chlodnych dzialek komutatora, skad bedzie za-
bierane przez powietrze chtodzace.

3. Straty przewietrzania, stanowigce przy pradach mocy
ciggtej okolo polowe strat mechanicznych, wzglednie 5 <+ 10% catkowitych
strat w silniku, rosng teoretycznie z szeScianem obrotéw silnika, prak-
tycznie natomiast mniej wiecej z kwadratem obrotéw. Straty tarcia o ko-
mutator oraz straty w lozyskach mozna przyjaé jako proporcjonalne do
szybkosci obwodowej komutatora wzglednie czopéw, a wiec i do obrotéw
silnika. Calkowite wiec straty mechaniczne-sa proporcjonalne do pewne]
potegi obrotéw, ktérej wykladnik mozna przyjaé za réwny okote 1,5 dla
silnikéw samoprzewietrzanych i réwny 1 dla silnikéw przewietrzanych
sztucznie ;

AR e (2.8)
gdzie K=1 do 1,5 3. Réznica w wysokosci wykladnika potegi tlumaczy sig
tym, ze straty przewietrzania silnikéw przewietrzanych sztucznie pokry-
wane sg nie przez silnik trakecyjny, lecz przez silnik wentylatora.
W zwigzku z tym takze udzial strat mechanicznych w stratach catkowi-
tych silnika trakecyjnego odpowiednio maleje przy zastosowaniu sztucznego
chtodzenia. Z ostatniego wzoru wynika, ze ze wzrostem pradu silnika

3 Patrz takze [1] str. 412.
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szeregowego jego straty mechaniczne malejg poczatkowo szybko, nastep-
nie coraz wolniej, ustalajac sie niemal przy pradach wyzszych od pradu
mocy godzinnej.

4. Nastepng z kolei grupc tak zwanych strat przejs$cia ze
szczotek na komutator oblicza sie w zatozeniu statego spadku
napiecia na przejsciu, ktory przyjmuje sie rzedu 3 V. Z tego wynika, ze
straty przejscia sq proporcjonalne do pradu silnika

APp=AUI ~ 31 . (2.9)

5. Na straty dodatkowe w silniku sklada sie szereg réznorod-
nych strat wystepujgcych w réznych czesciach silnika. Naleza do nich:

straty komutacyjne,

straty od pola zlobkowego,

straty w bandazach,

straty w nabiegunnikach.

Jesli przy konstruowaniu silnika trakeyjnego nie zostaly przedsiewziete
odpowiednie $rodki w celu zmniejszenia strat dodatkowych silnika,
w szczeg6lnosci jego strat komutacyjnych, sumaryczne straty dodatkowe
silnika moga osiggnaé dosé¢ wysoka wartosé¢ rzedu 30%o strat w zelazie przy
- biegu jatowym silnika, tj. okolo 10%o catkowitych strat w silniku, przy
czym zaklada sie, ze rosng one ze wzrostem obcigzenia nieco szybciej niz
proporcjonalnie. Ze wzgledu na zlozony charakter wszystkich rodzajow
strat dodatkowych niemozliwe jest ujecie ich wielkosci na podstawie
wzoréw analitycznych i dlatego oblicza sie je zwykle za pomoca dosé zlo-
zonych wzoréw empirycznych wzglednie mierzy na stanowiskach préob-
nych jako réznice miedzy pomierzonymi stratami catkowitymi a suma
obliczonych lub takze pomierzonych pozostalych czterech grup strat sil-
nika. Z charakteru poszczegdlnych strat dodatkowych wynika, ze straty
komutacyjne rosna ze wzrostem czestotliwosci (a wiec i obrotéw silnika)
wolniej niz proporcjonalnie; straty od pola zlobkowego — z iloczynem
kwadratu czestotliwosci (obrotéw) przez amperozwoje zebow, wzglednie
(wg innych wzoréw) z potega czestotliwosci (obrotow) w stopniu 3/2;
straty w bandazach — proporcjonalnie do iloczynu Bb5. nl8; wreszcie
straty w nabiegunnikach — proporcjonalnie do iloczynu B? n?° gdzie
B jest indukcja, zas n — obrotami silnika 4. Ze wzgledu na tak bardzo zto-
zony charakter strat dodatkowych zalezno$é ich od obcigzenia silnika roz-
patruje sie czasami lacznie ze zmiang ogélnych strat w zelazie na pod-
stawie og6lnych wzoréw empirycznych; mozna wtedy przyja¢ w przybli-
zeniu, ze suma strat w zelazie i strat dodatkowych wyrazi sie wzorem:

AP+ AP+ AP3=0,08(15+ a2) APge, , (2.10)

4 Patrz [7] str, 314—315.
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gdzie APpe,— straty w zelazie przy biegu jalowym, zas a— stosunek
pradu silnika do pradu mocy ciaglej °.

Charakter przebiegu poszczegdlnych rodzajow strat duzych silnikéw
trakcyjnych sztucznie przewietrzanych przedstawiono na rys. 2 i 3.
W pierwszym z nich (rys. 2) nie uwzgledniono stosunkowo drobnych strat:
przejscia oraz specjalnego charakteru strat dodatkowych, przy czym cal-
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Rys. 2.¥ Krzywe strat i sprawno$ci silnika trakcyjnego w funkcji

pradu, «. przy pelnym wzbudzeniu, b. przy wzbudzeniu 35%
kowite straty silnika zostaty rozbite na straty w uzwojeniach, straty na
prady wirowe, straty na histereze i straty mechaniczne. W drugim (rys. 3)
uwzgledniono osobny charakter tak strat dodatkowych, jak i strat przej-
$cia. Na obu wykresach uwidoczniono takze przebieg sumy wszystkich
strat innych (4P,) niz straty w uzwojeniach (4Pcy); z ostatnich krzywych

5 Patrz [7] str. 313, rys. 340.
* Na rys. 2 i 8 oznaczenia 4P, i AP, nalezy czyta¢ jako 4P, i 4P',,
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wynika, ze jeSli pominaé stosunkowo drobny udzial strat przejscia i strat
dodatkowych, to straty catkowite silnika na calym prawie zakresie pradu
silnika dajg sie przedstawi¢ jako suma dwu skladowych: zmiennej (pro-
porcjonalnej do kwadratu pradu, obejmujacej straty w uzwojeniach)
i stalej (ré6wnej sumie pozostatych strat silnika). Tak wiec straty catkowite
szeregowego silnika trakeyjnego mozna wyrazi¢ wzorem przyblizonym

AP=AP,,+ AP,= RI*+ const. @.11)

Przy odpowiednim dobraniu wielkos$ci wspoiczynnika R, wyrazajacego
w zasadzie sume opornosci uzwojen silnika, wzér powyzszy moze by¢ sto-

APA i

7
kWT %

1004 103

904 o0——
/ - :
804 6o / /
b ok / 2h;
|
!' / / AP,
| 7 o
Z;

501 ' o — /
' 7
/

60 A

40

301 //

|
|
201 - — S
el e L
\\ 57
’ 2

0 l =
\ / ALy,
_ibz D D SR AP
0 4 -— Atz
100 200 300 400 500 600 700 "0

Rys. 3. Krzywe strat silnika trakcyjnego w funkecji
d ) pradu

sowany nawet w takich przypadkach, w ktérych z powodu rosngcych
z obcigzeniem silnika strat przejscia i strat dodatkowych suma tak zwa-
nych strat innych (niz w uzwojeniach) nie przedstawia wielkoSci stalej,
jak to na przykiad ma miejsce w przypadku przedstawionym na rys. 3.
Jesli mianowicie przy stosowaniu powyzszego wzoru zwiekszymy sume
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opornosci uzwojen o pewien procent, wzrosng wtedy odpowiednio straty
proporcjonalne do kwadratu pradu, zmaleje zas suma strat pozostatych.
W podanym przykladzie zwiekszono wspolezynnik R o 8% uzyskujac
wzrost strat AP¢, do wielkosci AP'cy, przez co jednocze$nie zmalaty
straty inne 4 P, do wartosci 4Pr, praktycznie statej (patrz rys. 3). Sens
fizyczny takiego ujecia oznacza, ze do strat na cieplo Joule’a w uzwoje-
niach silnika dodano straty przejscia oraz czes$¢ strat dodatkowych, obej-
mujaca w przyblizeniu straty komutacyjne, ktore wystepuja takze w uzwo-
jeniach. W ten sposéb ujete straty 4P'c, oznaczajg wszystkie straty, jakie
wystepuja w obwodzie pradowym silnika szeregowego, za$ straty AP, —
wszystkie straty inne, a wiec wszystkie straty w zelazie i straty mecha-
niczne. W tym sensie wystepujacy we wzorze 2.11 wspélczynnik R jest
pewng opornoscia umyslong, ktéra oznacza oporno$¢ catkowita obwodu
silnika, zwiekszong na skutek wystepujacych w uzwojeniach twornika
miejscowych pradéw wirowych, dajacych dodatkowe straty komutacyjne.
Ta umy$lona oporno$¢ R obwodu pradowego silnika moze by¢ przyjmo-
wana jako o 5 do 10% wieksza od opornosci mierzonej przy pradzie statym
w zaleznosci od konstrukeji silnika.

Wyprowadzony wyzej prosty wzér empiryezny, charakteryzujacy
przebieg strat szeregowego silnika trakecyjnego, moze by¢ wykorzystany
przy badaniu nagrzewania sie silnika, mimo iz jest niezgodny z rzeczy-
wistym przebiegiem strat silnika w zakresie matych pradéw, kiedy tak
zwane straty inne sa w rzeczywistos$ci wieksze niz straty, jakie wynikajg
ze wzoru (patrz rys. 2 i rys. 3). Wzrost tych strat, wystepujacy ze spad-
kiem pradu, spowodowany jest znacznym wzrostem strat mechanicznych,
zwigzanych ze wzrostem obrotéow silnika. Straty te jednak, jak widzie-
liSmy wyzej, maja tylko minimalny wplyw na nagrzewanie sie uzwojen
twornika lub magnes$nicy, wobec czego ich wzrost moze by¢ w tym przy-
padku pominiety. Ewentualny cho¢ pomijalnie maty wplyw wzrostu
strat mechanicznych silnika przy wzroscie jego obrotéw bedzie skom-
pensowany z nadwyzksg przez bardziej wyczuwalny wplyw wystepuja-
cego jednoczesnie obnizenia sie strat w zelazie, mianowicie strat na
histereze, ktére, jak to bylo wyzej wyjasnione, sa w przyblizeniu od-
wrotnie proporcjonalnie do obrotéw silnika.

Na rys. 2 uwidoczniono dodatkowo wykres strat catkowitych silnika
AP, ktére by powstaty, gdyby zmieniaty sie jedynie w zaleznoSci od
kwadratu pradu silnika, jak sie to czesto przyjmuje przy zalozeniu tak
zwanego pradu zastepczego. Jak wynika z wykresu, przy takim zalozeniu
straty te sa znacznie wyzsze od rzeczywistych przy pradach wyzszych od
pradu mocy ciagtej (300 A) i znacznie nizsze — przy pradach mniej-
szych, a wiec przy szybkosciach silnika wyzszych od szybkosci mocy

ciggtej. =
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Na podstawie obliczonych i wykre§lonych przebiegéw strat catkowitych
w silniku obliczono dla obu przypadkéw krzywsa sprawnosci silnika (7).
Ksztalt tych krzywych pokrywa sie z charakterystycznym ksztaltem
krzywe] sprawnos$ci kazdej maszyny elektrycznej.

Jak to daje sie zauwazy¢ na obu wykresach, maksimum sprawnosci
silnika wystepuje przy takim jego pradzie, przy ktérym proporcjonalna
do kwadratu pradu skladowa zmienna catkowitych strat silnika AP’y
réwna sie ich skladowej stalej 4P’ Zostanie to pézniej udowodnione

analitycznie.

Linie przerywane na rys. 2 przedstawiaja przebieg wszystkich krzy-
wych strat i krzywej sprawnosci dla pola gléwnego silnikéw, ostabionego
0 65%. Z przebiegéw tych wynika, ze przy tych samych pradach silnika
straty mechaniczne silnika rosng (w zwigzku ze wzrostem obrotéow sil-
nika), straty na prady wirowe pozostaja bez zmiany, natomiast wszystkie
pozostale straty — malejg. W wyniku krzywa sprawnosei silnika przesuwa
sie w kierunku wyzszych pradow, tak ze przy pradach wyzszych spraw-
nos¢ silnika wzrasta, za§ na matym zakresie pradéw mniejszych od pradu
mocy ciagtej silnika (przy najwyzszych jego obrotach) sprawno$é silnika
zbocznikowanego maleje. Maksymalna warto$¢é sprawnosci, jak i cala
krzywa sprawno$ci, podnosi sie przy ostabieniu pola silnikéw o ulamek
procentu na skutek spadku strat catkowitych silnika.

Zbadajmy obecnie analitycznie przebieg sprawnosci silnika w funkcji
jego obcigzenia przy zatozeniu, ze straty silnika wyrazajg sie wzorem 2.11.
Sprawno$c¢ silnika pradu stalego wyrazi sie wtedy nastepujgco:

2 AP, +4P,  RP+AP,
P A e e =t b 0.1D)
P P P U1
lub
AP,
n:1—(5-1+~~—i)=1—(c11+ﬁ). (2.13)
o, Bl I

Wynik ten wyjasnia znany, charakterystyczny ksztalt krzywej spraw-
nosci maszyn elektrycznych i oznacza, ze krzywg sprawnosci mozemy
otrzymac¢ odejmujgc od jednosci, tj. od 100%, sume rzednych pewnej
funkecji prostoliniowej i pewnej funkeji hiperbolicznej. Jesli w1ec (patrz
rys. 4) w uktadzie (I,1—7) wykreslimy prosta o réwnaniu

R
yl — —t—]— 4 I
oraz hiperbole réwnoboczna o réwnaniu
Ap,
U



Tom IV —1955 Analiza pracy silnika trakcyjnego 171

a nastepnie wykre$limy w tym samym ukladzie krzywa

e 4
U 100 [T T 1 )= £(7)
Y=y typ= oIk, it g
U I —— |y~
8o 4
to krzywa ta w ukladzie (I,7) bedzie /
krzywg sprawnosci silnika
60

n=f(I).

Zbadajmy obecnie, kiedy sprawnos¢ 4
silnika osigga swoje maksimum. W tym
celu przyréwnamy do zera pochodng ,,
sprawnosci ze wzoru 2.12 wzgledem

pradu: > | L
J
dﬁ_ MUI-ZRI—(RIZ—FAPT)U S Rys. 4. Krzywa sprawnosci sil-
;iI R U2 =g nika, otrzymana z zalozenia, ze
straty calkowite silnika skladaja
3 ' sie ze strat stalych i strat pro-
S E_URI 2_- URI®— UA_I_D i porcjonalnych do kwadratu
72 U2 T pradu
S U(RIZ—AP;) AP;—RI2 5
UL s =
Stad mamy:
AP;———‘RIZ. (2.14)

Otrzymany wynik oznacza, ze maksimum sprawnosci silnika wyste-
puje przy takim pradzie I=I,, przy ktéorym skladowa zmienna strat sil-
nika rowna sie jego sktadowej statej ®. Wynik ten mozna réwniez przed-
stawi¢ odwrotnie: sktadowa stata strat silnika rowna sie sktadowej zmien-
nej przy takim pradzie, przy ktorym sprawno$¢ silnika osigga swoje
maksimum. Ten prad majwyzszej sprawnosei silnika bedziemy w dalszym
ciggu oznaczali I

3. STOPIEN NAGRZEWANIA SILNIKA TRAKCYJNEGO

Wprowadzimy obecnie dwa nowe pojecia: mianowicie stosunek pradu
silnika do pradu jego mocy ciaglej bedziemy nazywali stopniem
obcigzenia a silnika

a———i, (33505)

¢ Patrz takze [2] str. 620 oraz [3] str. 168.
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gdzie I. jest pradem mocy cigglej, oraz stosunek ciepta wydzielanego do-
silnika przez procesy zachodzace w czasie jego pracy do ciepta wydziela-
nego przy jego mocy ciaglej, a wiec stosunek odpowiednich jego strat
catkowitych bedziemy mnazywali stopniem nagrzewania ¥
silnika
W AP :
AP,

gdzie 4P, oznacza straty calkowite silnika przy mocy cigglej. Z okreslen
tyeh oczywiscie wynika, ze tak stopien obciazenia silnika, jak i stopien
jego nagrzewania réwnaja si¢ jednosci przy pradz1e silnika réwnym pra-
dowi jego mocy ciagtej.

‘Oznaczajac podobnie indeksem c inne wielkosSci, dotyczace stanu obcig-
zenia silnika mocg ciggly, i pomijajac wprowadzony uprzednio znacznik
prim’ przy 4P, i 4P, lecz nie przy ¥, bedziemy mieli

AP & APcyc+A4P,
Ay e,

(3.2)

i —

b

ale poniewaz

APc=APcyc+ AP, ’
wiec podstawiajac

AR —/B.— /AP

otrzymamy
o APk AP APous o APeus APy | RIZ-RE
AP, AP Ul(1—7c)
. B RL
Unec) Ule(l==nc)
= 2
=1—— Rl + L —— =(1—uc) +uca?
Ul—n)  Ull—no) L2
lub =
_ Vi1t (o2 1) (3.3)
gdzie
S RIc = RIE. o APcuc (APC’U.) (3 4)
SW—e) UL ) AP D :

i oznacza udzial strat zmiennych w stratach catkowitych silnika przy
mocy ciggtej, natomiast
ol

o=
I.
i oznacza, zgodnie z wprowadzonym wyzej okresleniem, stopien obcigzenia
silnika.
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Stopien nagrzewania silnika mozemy wyrazi¢ takze w inny sposo6b:
poniewaz straty stale silnika réwnajg sie¢ jego stratom zmiennym przy
takim pradzie I, przy ktérym sprawnos¢ silnika osigga swoje maksimum,
to znaczy

AP,=RIZ, (3-5)
wiec
AP AP, AP, = REERIZ I3 -H1
APe: ~AP - APciol RIEFRIZ 2 ]2

Y= (3.6)

Dzielge licznik i mianownik utamka przez I2 otrzymamy-

[+

g

(-Ii) i
"

b

za$ stosujac wprowadzone wyzej oznaczenia bedziemy mieli ostatecznie
2 2
aﬂ—i—a

gr'=__2____
an—i—l’

(3.7

Jesli wzoér ten przeksztalcimy i napiszemy go w postaci
a?—1

a2 -1

(3.8)

P14+

oraz porownamy ze wzorem 3.3 otrzymamy
; 1

m— (3.9)
afl—{—l

Z ostatniego wzoru wynika, ze prad, przy ktérym dany silnik wykazuje
maksimum sprawno$ci, zalezy wylacznie od udziatu strat zmiennych
w stratach calkowitych silnika przy jego pradzie znamionowym (ciggtym).
Odpowiadajgce temu pradowi obciazenie silnika a, mozna wyznaczy¢

Z réwnania 1
oy — ——1. (3.10)

Ue
Zauwazmy, ze udzial strat zmiennych przy pradzie mocy cigglej silnika
daje sie latwo obliczy¢ na podstawie metryki silnika ze wzoru (3.4), w kt6-
rym zwiekszamy oporno$é obwodu silnika o 5 do 10% w zaleznosci od jego
mocy i konstrukeji (tym nizszy procent, im silnik wiekszy i lepiej wyko-
nany). Przewaznie jednak dana jest charakterystyczna sprawnosci silnika,
z ktorej prad I, a wiec i a,, mozna odeczyta¢. Przeksztalcajac dalej wzor

3.10) ot j /
(3.10) otrzymujemy an:]/< AP, ) . (3.11)
APcu c ;
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Ze wzoru-tego wynika, ze kwadrat parametru a,, ktéry mozemy odczytaé
z krzywe] sprawnoéci silnika, oznacza stosunek strat innych do strat
w uzwojeniach silnika przy jego mocy cigglej.

Wzor (3.7) przy jednym tylko parametrze stalym a,, pozwala obliczyé
stopien nagrzewania silnika dla kazdego jego pradu. Oczywiscie, wyzna-
czona na podstawie tego rownania krzywa ¥'=f(«) daje w pewnej skali
krzywa strat calkowitych silnika (patrz rys. 5), przy czym punkt (1,1) tego
uktadu odpowiada w tej skali — punktowi krzywej uktadu AP= f(I), wy-
. razajacego straty calkowite silnika przy pradzie mocy cigglej.

Zauwazmy, ze jak wynika ze wzoru 3.10, maksimum sprawnoéci sil-
nika przypada na tym wiekszy prad I,=I.-a,, im mniejszy jest udzial
strat zmiennych w stratach catkowitych przy mocy ciaglej silnika.

W tablicy 1 podano dla réznych

L) /=0 warto$ci udziatu u. strat zmiennych
2 7 w stratach catkowitych silnika —

'/. 050 Odpowiadajace im wartoSci wspol-
% / czynika @y, a nastepnie w zaleznos$ci

! 075 od tego — stopien nagrzewania sil-

P n // = nika przy réznym stopniu obcigzenia
AL

silnika a. ‘Wyniki te zestawiono na-

& 7// / s stepnie na rys. 5. w postaci krzy-
/ // / : wych ¥'=f(a) dla rbéznych warto-

» PP sci ay.
7 / Jak wynika z zestawienia i wy-
b ’% kresu, decydujacy wplyw na stopien
;_/‘ nagrzewania ¥ silnika ma nie tylko
0 '/0,5 70 75 70 75 stopien obcigzenia o, lecz takze wiel-

Rys. 5. Krzywe stopnia nagrzewania kos$¢ wspolczynnika a,. Zauwazmy, ze
#' w funkcji stopnia jego obciazenia ng przyktad przy tym samym obcig-
orzy réznych wartosciach wspotczyn- | 3 £ $
nika zeniu a=0,25 rozpietosc¢ stopnia na-
grzewania silnika waha sie od 0,25 przy
a,=0,5 do 0,712 przy a,=1,5, a wiec zwieksza swa wartos¢ prawie trzy-
krotnie, za$ przy obciazeniu a= 2,5 waha sie od 5,20 przy a,= 0,5 do 2,616
przy oap,=1,5, a wiec maleje niemal do potowy. Powodem tego stanu rzeczy
jest udziat strat zmiennych, rosngcych z kwadratem obciazenia, do strat
catkowitych silnika; im udzial ten jest wiekszy, tym bardziej stroma jest
krzywa nagrzewania silnika Y=f(a), tym silniej nagrzewa sie on przy
duzych obcigzeniach i tym stabiej — przy malych. Przeciwnie, im udziat
strat zmiennych jest mniejszy, tym krzywa nagrzewania silnika jest
bardziej ptaska i tym mniejsze sa réznice w nagrzewaniu sie silnika przy
réznych jego obcigzeniach.
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Z charakteru zaleznosci stopnia nagrzewania ¥ silnika od stopnia jego
obcigzenia a i od wspoélczynnika @, wyciagnaé¢ nalezy wazne wnioski do-
tyczace pozgdanej dla danych warunkow trakeyjnych konstrukeji silnika,
od ktorej zalezy wielkoS¢ wspélczynnika «y,: je$li silnik ma pra-
cowa¢ na krotkich odlegtosciach miedzyprzystankowych, jak to ma
miejsce w ruchu miejskim i podmiejskim, wzglednie je$li ma pracowac na
trasach o profilu géorskim, wtedy pozadane jest podwyzszenie wspoiczyn-
nika a, przez zmniejszenie udzialu strat zmiennych do catkowitych; oczy-
wiScie wymaga to zwiekszenia przekrojow uzwojen, a co za tym idzie —
zwiekszenia cigzaru miedzi silnika. Jesli natomiast silnik ma pracowac
w lokomotywach przeznaczonych do pociggéw bezposrednich na liniach

Ureolbiee il
w0308 0| 05 0,50 e | 08 1
= } 1,5 1,25 1,00 0,75 050 | 0
0,25 0,712 0.635 0,531 040 | 0,25 0,063
0,50 0,769 0,708 0,625 0,52 0,40 0,250
0,75 l 0,865 0,829 0,781 0,72 0,65 0,563
1,— | 1,—- 1,— 15— 1,— 1,— 1,—
1,25 1,173 1,219 1,281 1,36 1.45 1,563
1,50 1,384 1,488 1,625 1,80 2,00 2,250
1,75 1,635 1,805 2,031 2,32 2,65 3,063
o 1,924 2,170 2,500 2,92 3,40 4—
2,25 2.250 2,583 3,031 360 | 4,25 5,063
2,50 2,616 3,046 3.625 4,36 5,20 . 6,250
2,75 3,019 3,557 4,281 5,20 6,25 7,563
3,— 3,464 4,12 5,— 6,12 | 7,40 9,—

magistralnych o duzych odlegtosciach miedzyprzystankowych i fagodnym
profilu, pozadane jest wtedy zmniejszenie jego strat przy pracy silnika
przy duzych obrotach, a wiec przy matych pradach, co wymaga odpowied-
niego obnizenia wspo6tczynnika a, przez odpowiednie zmniejszenie strat
w zelazie i mechanicznych (wentylacyjnych); pocigga to za sobg z jednej
strony konieczno$é zwiekszenia przekrojow zelaza i zmniejszenia obrotow
silnika, z drugiej za$§ strony — zastosowania sztucznego chlodzenia silni-
kéw. Przez zastosowanie sztucznego chtodzenia silnikéw, czyli przez po-
lepszenie warunkéw chlodzenia uzyskuje sie poza tym i przede wszyst-
kim powiekszenie mocy ciagglej silnika, przez zastosowanie zas silnika ciez-
szego i wolniejszego — lepsza charakterystyke trakcyjng lokomotywv.

Wyprowadzony wyzej wzor (3.7) okresla charakter krzywej stopnia
nagrzewania silnika w funkcji stopnia jego obciazenia przy zalozeniu, ze
straty catkowite silnika daja sie .rozlozyé na dwie skladowe: stalg
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1 zmienng proporcjonalng do kwadratu pradu. Krzywg nagrzewania sil-

_ nika mozemy otrzyma¢ takze wprost z krzywej sprawnosci silnika i nie-
zaleznie od charakteru zmian strat silnika

AR = U1 7) il

Az A=) ek

V= -, (3.12)

Wszystkie dotychczasowe rozwazania dotyczyly silnika trakeyjnego
jako ciala jednorodnego. Tymczasem ciata jednorodnego nie stanowi nie
tylko silnik jako calos¢, ale nawet zadna jego czes$¢ skladowa, jak wirnik,
magnes$nica, komutator itd. Poza tym nagrzewanie sie kazdej z tych czesci
wynika z innych proceséw, inaczej przebiegajacych i, ogdélnie biorge,
w roznym czasie zachodzacych. Wreszcie przyrost temperatury silnika
zalezy nie tylko od stopnia nagrzewania silnika, lecz takze od szeregu
innych parametrow, w szczegélnosci od stopnia jego chiodzenia i od tem-
peratury silnika i otoczenia. :

Zanim zostanie uwzgledniony i przeanalizowany wplyw réznych czyn-
niké6w na nagrzewanie sie silnika badZ poszczegoélnych jego czeSci, rozpa-
{rzmy, o ile i w jaki sposéb réznié sie bedzie stopieri nagrzewania dwu
glownych czefci silnika, to jest twornika i magnes$nicy, od zbadanego do-
tychczas stopnia nagrzewania silnika jako calosSci. :

Jak to wynikato z przeprowadzonej wyzej analizy strat silnika trak-
cyjnego, straty w uzwojeniach rozkladajg sie na straty w uzwojeniach
twornika, biegunéw gtéwnych i pomocniczych i ewentualnie w uzwoje-
niach kompensacyjnych, przy czym rozdziat tycH strat jest w przyblizeniu
proporcjonalny do opornosci poszczegélnych uzwojen. Nalezy przy tym
wyjasni¢é, ze na straty w uzwojeniach twornika przypadnie udzial nieco
wyzszy, a to z powodu strat dodatkowych, ktére wystepuja tylko w tych
uzwojeniach. Je§li na przyklad oporno$é uzwojen twornika wynosi 56%0
opornosci calego obwodu pradowego i jezeli ze wzgledu na straty dodat-
kowe w uzwojeniach dodajemy 8% do mierzonej przy pradzie statym
opornoSci catege obwodu, to straty w uzwojeniach podzielg sie w ten
sposéb, ze na twornik przypadnie okolo 60°% tych strat. Na pozostate
uzwojenia przypadnie odpowiednia czesé tych strat, przy czym oczywiscie
wszystkie straty w uzwojeniach beda sie zmienialy proporcjonalnie do
kwadratu obcigzenia.

Straty w zelazie skupiaja sie niemal catkowicie w tworniku. (Pomi-
jamy tu zupelnie drobne straty w biegunach i jarzmie, wystepujace z po-
wolng zwykle zmiang wielko$ci strumienia magnetycznego). Jedynie
w nabiegunnikach biegunéw glownych wystepuja drobne straty zwigzane
z pulsacja pochodzacg do zebow twornika.

Straty mechaniczne wystepuja na komutatorze i w lozyskach, jesli
chodzi o straty tarcia, i na wirniku, jesli chodzi o straty wentylacyjne.
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Tak wiec w wirniku skupia sie wiekszosé strat silnika, a mianowicie:
wszystkie straty w zelazie, ponad polowa strat w uzwojeniach, a w silni-
kach samoprzewietrzanych takze straty wentylacyjne. Powstaje pytanie,
jaki charakter ma przebieg stopnia nagrzewania twornika w funkeji obcig-
zenia. Charakter ten mozemy okresli¢c w przyblizeniu, jesli od strat cai-
kowitych silnika odejmiemy okoto 40% strat w uzwojeniach. Otrzymamy
wtedy

o AP —0,4AP,,
AP, 04B. .

Postepujac podobnie jak przy wyprowadzeniu wzoru (3,7) otrzymamy

- o 06

Sm g e

!

Wynik ten oznacza, ze stopien nagrzewania twornika jest taki, jaki
2
a
1

bylby dla catego silnika, gdyby wspétezynnik a2 wzrést do okoto

)
’

czyli taki, jaki otrzymamy, jesli udzial strat zmiennych silnika przy
mocy cigglej zmaleje od wartosci 1: (¢2+1) do wartosci 0,6 : (aZ+-0,6).
Znaczy to, ze stopien nagrzewania twornika jako ciala jednorodnego

zmienia sie ze zmiang obcigzenia sil- ¢’ ;
nika w spos6b lagodniejszy anizeli %
dla calego silnika. /
Natomiast stopien nagrzewania % /
uzwojen biegunow gtéwnych, podob-
nie jak i stopien nagrzewania same- @ -
go tylko uzwojenia twornika oraz /
uzwojen biegunéwzwrotnych i uzwo-
jen kompensacyjnych, w ktérych nie /S
ma udziatu strat statych, zmienia sie 5 , / A ;
z kwadratem obcigzenia, to jest tak, ' /
jak sie to przyjmuje przy zalozeniu
nagrzewania wg pradu zastepczego. » —
Na rys. 6 przedstawiono charakter e :
0,5 1.0 15 20 25a

zmiany nagrzewania silnika jako ca-
tosc przy ay=1 (kraywa o) oraz na- T Loopel MEIII ) 1ireant
grzewania twornika (t) i magnesnicy catego silnika (s) w funkcji stopnia jego
(m) tego silnika traktowanych jako obciazenia a
ciala jednorodne.

Podany na rys. 6 charakter zmiany stopnia nagrzewania silnika nie

przesadza jeszeze kwestii przyrostu temperatury silnika lub jego czeSci.

12 Archiwum Elektrotechniki Tom IV
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Twornik, dla ktorego krzywa przebiega na wykresie najtagodniej, znaj-
duje sie w najtrudniejszych warunkach pracy, a to ze wzgledu na matg
. stosunkowo jego pojemno$¢ cieplna przy duzej ilo$ci wydzielanych strat
(okoto 80%o strat calego silnika), jak i ze wzgledu na to, ze ciepto wy-
dzielane w tworniku moze on oddawaé¢ niemal wylacznie przez konwekcje
i promieniowanie. Tymczasem uzwojenie magneséw giownych silnika, dla
ktorego krzywa ¥’ przebiega najbardziej stromo, otoczone jest duzg masa
zelaza jarzma i biegunow, w ktérych cieplo sie nie wydziela i ktére przej-
muja ciepto wydzielane z uzwojenia magneséw takze droga przewodzenia.

4. PRAD ZASTEPCZY A ZNAMIONOWY PRAD CIAGLY

Z. dotychczasowej analizy wynika, ze proces nagrzewania tak calego
silnika, jak i poszczegdlnych jego czesci (z wyjatkiem samych uzwojen
traktowanych oddzielnie, niezaleznie od innych czesci, do ktérych one
przylegaja) przebiega tagodniej, niz to wynika z zalozenia pradu zastep-
czego. Powodem tego jest, ze nie wszystkie straty silnika sa proporcjo-
nalne do kwadratu pradu.

Jest jednak i drugi powdd, w wyniku ktoérego ilos¢ ciepta wydzielanego
przez silnik trakeyjny jest mniejsza, nizby to, pozornie zreszta tylko, wy-
nikato z zatozenia, ktoére jest podstawa pojecia pradu zastepczego. Tym
drugim powodem jest okolicznose¢, ze szeregowy silnik trakeyjny nie
pracuje przez caly czas swego biegu, lecz tylko przez pewien jego okres.

Pojecie pradu zastepczego ? wyprowadza sie z zalozenia, ze ilos¢ ciepta
wydzielona do silnika przez procesy zachodzace w czasie jego pracy przy
pradzie o wartoSci zmiennej I jest taka sama, jaka wydzielitaby sie przy
obcigzeniu silnika pradem o wartosci statej, okreSlonej znanym i po-
wszechnie stosowanym wzorem

/ T
1 )
0

] 4. 2)

wzglednie

Zbadajmy obecnie czy prad zastepczy obliczony wedlug tego wzoru
odpowiada w rzeczywistoSci powyzszemu zalozeniu, czy rzeczywiScie
w silniku trakcyjnym, obcigzonym stale pradem zastepczym o powyzszej
wartosei, wydzieli sie tyle ciepla, ile przy jego zmiennym obcigzeniu.

7 Patrz [5] str, 156.
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Aby ilos¢ ciepla wydzielonego w silniku trakcyjnym w czasie T przy
jego zmiennym obcigzeniu nie przekraczala ilosci ciepla wydzielanego
przy obcigzeniu stalym, odpowiadajacym mocy ciggtej silnika, musi by¢
spetniony warunek

ek
fAPdt-'APC-T,
0
gdzie

AP — calkowite straty silnika w W,

AP, — o 5 02 » » DPrzy pradzie mocy ciaglej.
Dzielgc obie strony nieréwnosci przez AP.-T i wprowadzajgc AP, pod
znak calki otrzymamy

- 4
:E ”“‘P_ dt <& 1
REA R
0
lub korzystajac z zaleznosci (3.2)
tp
’WW'I (4.3
0
gdzie
T — catkowity czas biegu silnika (ewentualnie wraz z postojem),
t, — czas biegu silnika pod pradem,
V' - stopiehn nagrzewania silnika wg wzoru (3.2).

Poniewaz silnik trakeyjny obciazony jest z reguty nie w ciggu calego
czasu T jego biegu, lecz tylko w ciggu czasu g, < T, biegngc poza tym bez
obcigzenia lub stojac, jako gornag granice catki wstawiono celowo czas
td zamiast, jak sie to zwykle pisze, T.

Jesli silnik ma by¢ w pelni wykorzystany, we wzorze (4.3) mozemy
poming¢ znak nieréwnos$ci i napiszemy:

tp
ifwm:L
i
0 .

Podstawiajac do tego réwnania wyprowadzona wyzej wartos¢ ¥)

Ze wzoru (3.7) otrzymamy

tp t

s : 1 paL{—u2 1
— | Pdt=— | -2 dt== 2+- a’dt (4. 4)
qp JME af]—f—l a2+1

0 0

12*
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Zauwazmy, ze drugi sktadnik nawiasu kwadratowego daje sie prze-
ksztalci¢ w sposéb nastepujacy:

ty tp

'p i 1
1 1 TG ) I
— | a*dt=— — | dt=-—:— | I3dt=
i T I, LR
0 0 0

a wiec, ze wyraza stosunek kwadratu pradu zastepczego do kwadratu
pradu mocy cigglej, czyli

N N

NI
N |t

tp
\2

0

Podstawiajac te warto$¢ do rownania (4.4) bedziemy mieli:

A ik (4. 6)
a2+1

Ul

gdzie t=—t;— i oznacza wzgledny czas biegu silnika pod pradem. Z réwnan
(4.5) i (4.6) otrzymamy

I2 1
Be— YZ =at-fl—alv—1Foil—)=1+ ot

(¢]
gdzie roz;igﬁ i oznacza czas wzgledny wylaczenia silnika, tj. czas
wzgledny jego postoju i biegu bez pradu. Z ostatniego réwnania otrzy-
mujemy
B~ V1+aiy,

Jak z tego wzoru wynika, prad mocy ciaglej silnika trakeyjnego, trakto-
wanego jako ciato jednorodne i w peini wyzyskanego, moégitby by¢ mniejszy
od pradu zastepczego w stosunku

B=V1+ a7, . (4.8)

Tylko w przypadku f= 1 otrzymalibySmy prad mocy ciggiej rowny za-
stepczemu; bytoby to mozliwe z kolei w dwoch przypadkach.

Pierwszy z nich zachodzitby przy a,=0, tj. gdyby, jak to wynika ze
wzoru (3.7), nie wystepowaty w silniku straty stale, natomiast wszystkie
straty zmienne byly proporcjonalne do kwadratu pradu; takie wiasnie
zalozenie przyjmuje sie przy badaniu nagrzewania sie¢ uzwojen silnika;
znaczy to, ze obliczanie mocy znamionowej silnika wg tak zwanego pradu
zastepczego stanowi zatozenie kraricowe: w rzeczywistosci w kazdym
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silniku wystepuja takze straty inne niz w uzwojeniach, ktérych wielkosé
nie jest proporcjonalna do kwadratu pradu. Jak to wynikalo ze wzoru
(3.11) o stosunku strat statych do zmiennych decyduje wspélezynnik a,,
ktorego wielkosé w silnikach trakeyjnych waha sie w granicach

0;6<an< 1y47 (4'9)

przy czym dolng warto$¢ graniczng powinny mie¢ silniki lokomotyw
o rzadkich rozruchach, a wiec dalekobieznych, zas§ gorng — silniki elek-
trowozéw o rozruchach czestych, a wiec przede wszystkim w jednostkach
podmiejskich.

Przypadek drugi, o ktory tu wiasnie chodzi, kiedyf=1 i I,=I, zacho-
dzitby przy 7,=0, tj. gdyby silnik pracowat bez przerw, co jak wiemy,
w trakeji elektrycznej nie ma nigdy miejsca. Czas wzgledny pracy silnika
trakeyjnego nawet bez uwzglednienia czasu postojow na stacjach nie wy-
kracza zazwyczaj poza granice okreslone nieréwnoscig

0,3<7<0,8 a wiec O < = U7 (4.10)

Przyjmujac powyzsze granice dla a, i 7 dla przecietnych warunkéw trak-
cyjnych w zalozeniu silnika jako ciala jednorodnego, wielko$é wsp6l-
czynnika f otrzymujemy w granicach

1 f—13 S (4. 11)

Poniewaz w rzeczywistosci silniki trakcyjne nie nagrzewaja sie tak, jak
same tylko ich uzwojenia, to znaczy w sposdb zalozony dla pradu zastep-
czego, lecz w stopniu nizszym, wykazuja one zawsze (jeSli sg obliczone
wg pradu zastepczego) pewien zapas mocy, ktorego miarg jest wspol-
czynnik . Tym zapasem mocy mozna tlumaczy¢ obserwowane niejedno-
krotnie zjawisko, ze silniki, szczegélnie jednostek podmiejskich, zdolne
sg do wykonania prac znacznie ciezszych, nizby to wynikalo z obliczen
opartych na pradzie zastepczym.

Wynikajacy z powyzszej analizy zapas mocy silnika, jak sie to dalej
okaze, nie tylko nie jest zbedny, lecz niejednokrotnie konieczny, i z tego
wzgledu, jesli przy projektowaniu mocy silnika nie jest badany prze-
bieg jego temperatury w funkcji drogi, przynajmniej w trudniejszych
warunkach pracy elektrowozu, to obliczanie wzglednie sprawdzanie mocy
silnika na zasadzie pradu zastepczego daje niejaka gwarancje odpowied-
niego jej doboru, mimo pewnych niescistoéci zwigzanych z tym pojeciem.

Sprawdzanie, przyjmowanej zwykle w przyblizeniu, mocy silnikow
wymaga uprzedniego, wstepnego zaprojektowania elektrowozu, a w szcze-
golnosei: odpowiedniego doboru przelozenia przekladni, zalozenia dolnej
i gérnej granicy pradu rozruchowego, obliczenia oporéw rozruchowych, :

. & nastepnie wykonania na podstawie uzyskanych charakterystyk trakeyj-
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nych szeregu przejazdow analitycznych z danym pociggiem na danej
trasie. W wyniku tych przejazdéw oprécz przebiegu szybkosci i czasu
w funkeji drogi mozna uzyska¢ miedzy innymi zaleznos¢ }'I?4At w funkcji
odlegtosci miedzyprzystankowych. Ta ostatnia zaleznos$¢ pozwala zastgpié
normalne wyrazenie catkowe pradu zastepczego — wyrazeniem przybli-
zonym.

Jest rzeczg oczywista, ze tak wstepne zaprojektowanie lokomotywy,
jak nastepnie i przede wszystkim sprawdzenié jej mocy na podstawie
przejazdow analitycznych, w wyniku ktérych otrzymuje sie wielkos$¢ pradu
zastepczego, nalezy do prac bardzo zmudnych, wymagajacych wielkiej
ilosci czasu projektujacego, tak ze obecnie konstruuje sie nawet specjalne
_urzadzenia, analizatory trakecyjne, ktérych zadaniem jest zastapienie
w pracy projektujacego inzyniera.

W tych warunkach nasuwa sie pytanie. czy da sie ujg¢ analitycznie
zwigzek miedzy pradem zastepczym silnika trakeyjnego a jego pradem
Srednim. Poniewaz wielko$é pradu sredniego silnika daje sie fatwo obli-
czy¢ na podstawie jednostkowego zuzycia energii, ktére mozna okresli¢
specjalng metoda analityczna dla kazdych zalozonych z gory warunkow
trakeyjnych &, przeto okre§lenie z kolei na tej podstawie wielkoSci pradu
zastepczego daloby decydujacy wskaznik dla oznaczenia mocy znamiono-
wej silnika i lokomotywy.

5. PRAD ZASTEPCZY A SREDNI

Jesli w pewnym okresie czasu T silnik pracuje w ciggu czasu t, przy
zmiennym obcigzeniu, pobierajac prad o wartosci zmiennej I, wtedy war-
to$é Srednig I pradu pobieranego przez ten silnik w okresie T mozna
wyrazi¢ w postaci

tp
T lfzdt ; C G
T
0

Natomiast dla pradu zastepczego I, mamy

-
I,= = {Izdt ;
154
0

Dzielagc oba réownania przez Ig, podnoszac drugie rownanie do kwadratu
i wprowadzajac czas T pod znak calki, otrzymamy odpowiednio:

8 Patrz [4].
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t

SRl G-

0

NS

Jesli do réwnan tych wprowadzimy teraz oznaczenia

I
— -‘.I_z—,_—_c, —E—:‘[’ i:'[p (5.2)
I I 18 T

i podstawimy je do poprzedniego uktadu réownan, wtedy otrzymamy

D Y
fcpdrzl oraz f(pzdt:c”. (5.3)
0 0

T

7
Po takim przeksztalceniu calka oznaczona f pdr ma warto$¢ stalg rowna

0
jednoéci bez wzgledu na rodzaj funkeji, jej ksztalt i przebieg. Natomiast

wartosé catki oznaczonej
a.

Yp 22
2
f‘;” e > : N ¢
0 4
zalezna jest od funkcji ¢(z). Powstaje pytanie, czy znajac “ ”m
tylko granice zmienno$ci funkeji ¢(7) mozna okresli¢ gra- —
nice’zmiennogci b
r}) g,?
b 2|
_J(Pzd" ’ o \\ Pi(r)
0 \
. . . \
a tym samym granice zmiennosci wspotczynnika c, tj. sto- 5
sunku pradu zastepczego do Sredniego.
Niech bedzie dana jaka$ funkcja ¢(z) (patrz rys. 7a), e
ktéra w czasie od 0 do 7, zmienia swg wartos¢ od ¢ do x4, ““, =

(4

gdzie o > p. Mozemy wtedy wykresli¢ funkcje ¢?(7) (patrz ;

, : S = Rys. 7. Graficz-
rys. 7b), ktéora w tym samym okresie zmieni swa wartosS¢  n,y opraz catki
od o2 do pu®. 2

Z warunku, ze bez wzgledu na rodzaj funkeji ¢(7)catka Sx=0f pdr oraz

U 3

. oy e . - U P
f @pdr ma mie¢ wartos¢ stata, wynika w interpretacji geo-  camki s,= f¢2dr
0 0

0

metrycznej, iz zakre$lona na rysunku powierzehnia S; pola przyleggggcji 2
ograniczonego osiami wspo6irzednych (prosta 7,= const u<g(r)<o
oraz krzywa ¢=f(r) musi pozosta¢ ' niezmieniona bez

wzgledu na ksztalt i przebieg krzywej ¢=f(z). Postawione wyzej zagad-
nienie sprowadza sie do odpowiedzi na pytanie: przy jakim ksztalcie
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krzywej ¢=f(r) powierzchnia S, pola ograniczonego krzywa ¢°= f(7) bedzie
najwieksza i przy jakim — najmmniejsza.
W odpowiedzi na to pytanie mozna postawi¢ teze ogélng, ktérg na-
stepnie udowodnimy, ze je$li dla funkcji @(7), mogacej sie zmieniaé
g0 D :
w granicach u < ¢ < o ’(pd‘t= const, to j @*dr osigga swa warto$é najnizsza,

0 0
gdy w ciggu calego okresu od 0 do 7, funkcja ¢(7) ma warto$¢ staly, nato-
miast osigga ona warto$é najwyzsza, gdy funkcja ¢(7) przybiera jedynie
swoje wartoéci krancowe u i o (patrz rys. 8 i 9).

il {1l

PR A

2 b,

2

nN2—

“ H ' Il

> TPt
ek : o

Rys. 8. Ksztalt krzywej
p=f(z) w przypadku,
kiedy przy

T

]7
Sl=f<pdr =const,
0
p
f @*dr ma wartose

0 -
najmniejsza

Rys. 9. Ksztalt krzywej
@=f(r) w przypadku
kiedy przy ~
p
S;= | pdr=const,
0

*p
j @*dr ma wartosc
0
najwieksza

Celem udowodnienia powyzsze] tezy zauwazmy, ze w przypadku
pierwszym, tj. przy ¢ =-const, nasz uklad réwnan ogélnych (5.3) mozemy
zastapi¢ odpowiednio ukladem:

pTp=1 oraz P*rp=ci . - (5.4)

Zbadajmy teraz przypadek, gdy funkcja ¢(7) posiada wartosé stalg
@ na calym obszarze 7, z wyjatkiem drobnego okresu 47, w ciggu ktérego
ma ona warto$¢ @, nieco wyzsza od @, i z wyjatkiem drobnego okresu
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At,, w ciagu ktérego ma ona warto$é @, nieco nizszg od @ (patrz rys. 10).
Bedziemy mieli wtedy nastepujacy uklad réwnan:
P47, + @ ATa+ vy — A7 — A7y) =1
{(plen + @247, -+ @A (v, — Av, — ATy) =¢?
stad
(@, — @) A7, — (@9 — @) AT+ 9721,

5 5 ; 5. 4a
(P2—9%) A7, — (¢° —¢}) ATp +-@Prp=c". o

Odejmujgc stronami w obu ukladach réwnan (5.4) i (5.4a) rownania
pierwsze i réwnania drugie otrzymujemy :

(p1— @) A7y — (9 —@2) 47,=0,
{ (p2—9?) A7, — ((pz.——rpg) drg=ct=cl,
skad
(p—9) 47, ;——(99_‘%) A,
{ (93— %) A7, — (9 + o) (p— @o) AT, =" —cf.
Podstawiajac w drugim réwnaniu zamiast iloczynu (¢ — g@,)47, jego war-

to$é z rownania pierwszego otrzymujemy
a.

(93— %) dvi— (@ +@o) (91— @) A7, =c*— ¢, o oy
. . 2n
stad po wylaczeniu przed nawias : b4 2% Ar,
% 4 2
(91— P A7i[(g1+ ) —(@+ @)l =c* ¢} %
i po zredukowaniu . : s
(py—9) (@3 — @) A7, =c*— Cf . Patel o
Jednakze zgodnie z zalozeniem d: A
‘ >Hell
: Pa<¥ <1, : o
wiec LT
2|
(1 =9) (p1—¢) >0, - %
to znaczy ]
T T
S Cﬂ> Cf ; p
czyli Rys 10. Ksztalt ca-
kel lieg l; : lekfwdroraszdt
a poniewa:"; ¢ > 0, zatem ostatecznie gdy funkcJa ?(7)
przybiera nie tylko
G C (5.5) wartoé¢ stalg

Z przeprowadzonej analizy wynika, ze jakakolwiek niestato$é funkecji
¢(t) powoduje, iz wspblczynnik ¢ uzyskuje warto$é wyzsza anizeli w przy-
padku ¢(7)= const; znaczy to, ze w przypadku ¢(r)= const wspé6iczynnik
¢ uzyskuje warto$é najnizsza.

Zbadajmy obecnie drugi przypadek krancowy.
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Jesli funkcja w ciggu calego okresu 7, przybiera wylacznie swoje
skrajne wartosci o i s, bedziemy mieli wtedy uktad réwnan

wirsariGe=w)=14 ' (5.6)

0°Ty +p¥(tp—7,)=c2.

Natomiast w przypadku, kiedy funkeja przybiera swoje skrajne war-
tosci 0 i ¢, w ciggu catego okresu poza drobnymi okresami 4z, i 4z,
w czasie ktéorych ma ona pewng warto§é posrednig ¢ (patrz rys. 11),
bedziemy mieli:

[Q(rl — A7)+ g(dv,+Av) +p(rp—7,—Ad7) =1
l0%(x, — A7,) + (A7, + A75) + p2(vp— v, — AT,) = c2.

Aoy Odejmujac stronami odpowiednie réwnania obu ukia-
@ dow otrzymujemy
e A 7T
%Lg, fedr,—@(dr,+ A7) + pdr, =0
7 7 AT 1(_)24111 —2(Aztdz )t uide, —c =,
uZ skad
/ o (0 = @) A7, =(p— w) Az,
b (0*— ¢?) Av— (¢p?— pu?) Ary=c2—c2.
@24
:,? ] Rugujac z obu rownan Av,otrzymujemy.
: (02— ¢?) 47— (e +p) (e=9) v, =ci—¢c?,
AL (e—9) Aville+9)— (e +wl=ci—c?,
//ﬁ (e—9) (p—u) Avy=ci—c2,
7
Poniewaz zgodnie z zalozeniem u < ¢ < o, wiec wy-

TS
razenie po lewej stronie réwnania ma warto$é¢ dodatnig,
wobec czego

Rys. 11. Ksztatt ca- St
Tp 7 -GS
tek ffpdr oraszp"‘dr, czyli
gdy0 funkcjao o(7) llel=alics s
ﬁrzybie“? nie tyl-  Aje poniewaz ¢ > 0, wiec ostatecznie
0 swoje skpa]ne ;
: wartosci ¢ i o c<e,. 6. 7
Z przeprowadzonej analizy wynika, ze jedli funkcja ¢(r) w ciggu do-
wolnie krétkiego czasu przybiera jakakolwiek warto$¢é posrednia po-
miedzy swymi wartosciami skrajnymi, to wspélczynnik ¢ ma wartosé
mniejsza niz w przypadku, gdy funkcja ¢(r) przybiera wylacznie swoje
skrajne wartosci. Oznacza to, ze wspétczynnik ¢ ma wartos¢ najwyzsza,
jesli funkeja @(7) przybiera wytacznie swoje skrajne wartosci.
W ten sposob postawiona wyzej teza zostala udowodniona.
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L.gczac oba wyniki przeprowadzonej analizy otrzymujemy ostatecznie

CrsC=aCy (5. 8)

Wynik ten oznacza, ze wielkos¢é wspodlczynnika ¢, ktory jest stosun-
kiem pradu zastepczego silnika do jego pradu sSredniego, jest ograniczona
z dwu stron, czyli ze prad zastepczy silnika zawiera sie takze w pewnych
granicach, ktére sg funkcjg pradu Sredniego.

Obecnie na podstawie przeprowadzonej tezy obliczymy najnizsza i naj-
wyzsza warto$é wspéiezynnika c.

Z uktadu rownan (5.4) dla pierwszego przypadku granicznego, to jest
dla ¢= const, rugujac ¢ znajdujemy

Ci = ¢ (5 9)
1 ]/

Natomiast z uktadu réwnan (5.6) dla drugiego przypadku granicznego,
kiedy funkcja ¢(7) przybiera jedynie swoje skrajne wartosci u i o, bedziemy
mieli (o—wr,=1—urp,

@ —p?) T, =c}—1P7p .
Dzielge stronami réwnanie drugie przez pierwsze otrzZymamy

CA=— 2T
o

=7y

skad

c,=V (e+ ) (1 —prp)+ pp
i ostatecznie

c,=Veo+u—outy . (5.10

Jesdli otrzymane obie wartosci wspblezynnika c stanowia jego war-

tosci krancowe, wtedy wspétczynnik ¢ zaleznie od ksztaltu ¢(r) moze przy-

bieraé zgodnie z przeprowadzong wyzej teza wylacznie tylko takie war-
tosci, ktére zawarte sa miedzy obliczonymi wyzej granicami c, i c,

L e Vot (5.11
V 7o

W nieré6wnosci tej zgodnie z powyzszymi zalozeniami:

ey jest stosunkiem pradu zastepczego silnika do jego pradu

_}; Sredniego;

_ Imax jest stosunkiem najwiekszego pradu silnika do jego pradu

= _Isr— Sredniego;

_ Imin jest stosunkiem najmniejszego pradu silnika do jego pradu

e 13) $redniego; :

ey jest stosunkiem czasu biegu silnika pod pradem do catko-

P p  witego czasu biegu silnika.

Y

U
i
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e e ——

Z wyprowadzonej nieréwnosci wynika, ze

; oo
i <Veo+u—oputp .
i o

Podnoszac obie strony nieré6wnosci do kwadratu bedziemy mieli
- < 0+ 1—0uTy .
15

Z nieréwnosci tej, okreslajacej wzajemng zaleznos¢ parametréw 7p, 0 i 4,
mozemy znalez¢ z kolei granice, w jakich moze sie zawieraé¢ czas wzgledny
silnika pod pradem. W tym celu rozwiazujemy nieréwno$é wzgledem 7,

G <0
Tp

? g,uip ——Qr;—/nfp-{— 1
aler, > 0, wiec
0Tp(utp—1)— (uvp—1) <0,
(utp—1) (e7p—1) < 0,
skad

1 1
= e (5.12)
b 2

W przypadku u < 1 nier6wno$¢é powyzsza musi byé uzupelniona nieré6w-
noscig dodatkowsg
<1, (5.13)

Z ostatnich nieréwnosci wynika, ze znajagc maksymalny, $redni i mi-
nimalny prad silnika mozemy okresli¢ granice, w jakich zawiera sie czas
wzgledny biegu silnika pod pradem. Podstawiajac na ¢ i ux ich warto$ci
otrzymujemy :

iz Tpd = . (5.14)
max Imin
Jesliby przy obliczaniu wspoétczynnika ¢ czas wzgledny: pracy silnika
pod pradem 7, nie mégt by¢ zalozony nawet w granicach przyblizonych,
nalezaloby ustali¢ dla wspélezynnika ¢ dalsze, najbardziej krancowe
granice, podstawiajgc we wzorze na ¢ odpowiednie skrajne wartoéci dla
Tp; przy tych skrajnych wartoéciach mieliby$my

Ve <c<Ve, (5.15)
zas przy u <1 dodatkowo:
el (5. 16)

igezac nieréwnosc (5.11) z nieréwnoseia (5,15) bedziemy mieli

Vi <- lﬁ <c<Vet+u—eut, <Ve. (5.17)
Vo
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Otrzymane skrajne warto$ci wspoétezynnika c silnik ‘moze przybraé jedy-
nie w tych przypadkach, kiedy przez caly okres pracy pracuje wylgcznie
przy pradzie minimalnym badz wyltacznie przy maksymalnym. Ten ostatni
przypadek bedzie mial miejsce wtedy, kiedy przy krétkich odlegloéciach
silniki pracujg jedynie przy rozruchu oporowym badz takze boczniko-
wym i tylko przy statej Sredniej wartosci pradu rozruchowego. We wszyst-
kich innych przypadkach, w ktérych silniki pracuja takze pragdem mniej-
szym od maksymalnego, wartosé wspoélczynnika ¢ maleje i maleje tym
wiecej, im diuzszy jest czas wzgledny pracy silnika pod pradem.

Z przeprowadzonej wyzej tezy o maksymalnej i minimalnej wartos$ci
catki oznaczonej

D
fedr
b

przy
p

f(pdr= const

0
mozna wyprowadzi¢ dalszy wniosek ogélny, ze z réznych rodzajéow pracy
silnika elektrycznego, pobierajacego w danym okresie pewng ilo$é energii,
ten rodzaj pracy wywola wieksze nagrzanie silnika, przy ktérym prad
silnika ulegal wigkszym wahaniom. Je$li natomiast za podstawe poréw-
nania wezmiemy nie te sama ilo$¢ zuzytej energii, lecz to samo nagrzanie
silnika, a wiec ten sam prad zastepczy (np. maksymalnie dla danego silnika
dopuszczalny), to powiemy, ze najwieksze wykorzystanie mocy silnika
trakeyjnego uzyskamy woweczas, gdy przez dobdér odpowiednio duzej
przektadni a zarazem odpowiednio silnego stopnia bocznikowania silnikow
zdotamy w mozliwie najwiekszym stopniu zmniejszy¢ rozpieto$¢ pradow
silnika, a wiec przede wszystkim — zmniejszy¢ jego prad rozruchowy.

Je$li parametry nieréwnosei (5.11) zastagpimy odpowiednimi stosun—

kami pradéw, to otrzymamy

Ima}. Imm »Ir;axw Imin
— ————— e . T b
}/rp < ]/ i Is Lo
stad
I .
}—él-" < Iz < ] Iér(lmax+Im1n) Imax Imln Tp (5 18)

. Niech bedzie na przyklad Imax=400 A; I.=220A; Inin=100 A; 7, = 0,64
— wtedy -

220

/0 o =< 220(400+100) —~400.100. 0 64

}

275 < I, < 290 .
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Wyprowadzone wyzej wzory (5.11) i (5.18) na warto$ci graniczne
wspoélczynnika ¢ wzglednie pradu zastepczego beda miaty wartosé prak-
tyczna, gdy rozpieto$¢ miedzy wyprowadzonymi granicami nie bedzie
zbyt wielka. Zbadajmy stosunek réznicy obu granic do granicy dolnej

S8 =B =y 1ot u—euTp) — 1.
Cy ¢
Rozpatrywany stosunek bedzie miatl warto$¢ najwiekszg, gdy wyrazenie
podpierwiastkowe osiagnie swoje maksimum. Dla znalezienia odpowied-
niej wartosci 7, przyrownajmy do zera pochodng wyrazenia podpierwiast-
kowego wzgledem 7,
o]
C.

"~Agg—ze+/l—~2emp=0=

stad
j ' 1
= el 1_(_{ . _) , (5.19)
A A
Poprzednio stwierdziliSmy, ze graniczne wartosci, jakie moze mie¢ 7,, sg
el : et . s i R
— 1 —. Otrzymany wynik moéwi wiec, ze najwiekszg rozpieto$¢ miedzy

e p
granicami wspoiczynnika c¢ bedziemy mieli wtedy, kiedy 7, bedzie miato

wartos¢ Srednig miedzy swymi granicami, to jest gdy
Tp1 1 Tpp
2

Tp=

Obliczymy te najwieksza rozpietosé granic wspotczynnika ¢ w jej stosun-
kowej wartosci

y:(-cf-) ——-l/—gi“—-(gﬂt—gﬂ "+/“‘): T (5. 20)
1/ max 204 204 2V ep

Oznacza to, ze najwieksza wartos¢ stosunku obu granic wspélczynnika
¢ rowna sie stosunkowi sredniej arytmetycznej granicznych wartosci do
ich Sredniej geometrycznej. Stosunek ten mozna przedstawié jeszcze
w postaci

7’:2‘”—,2,%:%(1/ 0 5):%(V'°"+71c:)» o

gdzie

(o=£~=Imﬂ (5.22)
“ Imin

1 oznacza rozpietos¢ pradow silnika.
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Jak z powyzszego wzoru wynika, maksymalna rozpieto$¢ granic wspél-
czynnika c jest funkcja jedynie rozpietosci pradéw silnika. Ta ostatnia
waha sig¢ zwykle w granicach od 3 do 6, przy czym jest tym mniejsza,
im nizszy jest prad rozruchowy, a wiec im wyzsza zastosowano prze-
ktadnie silnika i wyzszy stopien ostabienia pola; bedzie ona z reguly
wyzsza w silnikach jednostek podmiejskich niz w silnikach lokomotyw
i wyzsza przy prowadzeniu pociggéw pasazerskich niz towarowych.
W tablicy 2 podano dla réznych rozpietosci prgdéw silnika rozpietosé
maksymalng (y) i $rednig (V’y_)— granic wspbétczynnika c.

: Tablica 2
7 - .TW; = T ~ S e 1 7
’ o | 2,0[ 2,5 [ 30 | 35 1 4,0 { a5 hi00l =55 { 60 | 65 | 7,0
' | | , { |
¥ ll,oso 1,107 | 1,155 1,203{ 1,25 {1,301' 1,340 1,585‘ 1,428 1,4701 1,510
Vy ]1,029 1,051 | 1,073 1,093} 1,19 ’1,14 : 1,158 1,177! 1,195 1,212{ 1,229
N |

Decydujacy wplyw na wielko$¢é wspélczynnika ¢ i obie jego granice
¢; 1 ¢, ma dlugos¢ czasu wzglednego 7, pracy silnika. Im dluzej biegnie
silnik pod pradem, tym mniejszy bedzie jego prad zastepczy w stosunku
do $redniego, a wiec przy tym samym zuzyciu energii tym mniej sie na-
grzeje, albo — inaczej moéwigc — przy tym samym nagrzaniu sie silnika,
tym wieksza wykona on prace, czyli tym lepiej bedzie wykorzystany. Aby
tabor elektryczny moégt byé w pelni wykorzystany, ten wazny wniosek,
wyplywajacy z teorii pracy silnika trakeyjnego, powinien by¢ uwzgled-
niony tak w przejazdach analitycznych, wykonywanych przy projekto-
waniu kolei elektrycznych, jak tez nastepnie przy ich eksploatacji.

Charakter zmiany dolnej i gérnej granicy wspoéiczynnika ¢ w funkeji
czasu wzglednego pracy silnika przedstawiono w postaci wykresu na
rys. 12 z krzywa ¢, ={f(v,) oraz z pekami krzywych ¢,=f(7p) dla wartosci

min

W granicach od 2 do 6. Wykres ten zastapi¢ moze analityczne obliczenie
granic wspotczynnika c. I tak na przyklad: jesli Imax=400 A, I, =200 A,
Imin=100 A oraz 7,=0,6 z wykresu dla ¢=2 i w=4 odczytujemy
1,29 < ¢ < 1,38, prad zastepczy silnika za$ bedzie sie zawieral w grani-
cach: 258 A <I,< 276 A.

Podana wyzej metoda okreslania granic wspélczynnika ¢ za pomoca
wzoru (5.11) lub wykresu z rys. 12 pozwala z dostateczna dokladnoscig
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okresli¢é granice pradu zastepczego silnika pod warunkiem, ze znany jest
wzglednie moze by¢ wystarczajaco Scisle okreslony czas wzgledny pracy
silnika 7,,. Ten czas, zmieniajacy sie zaleznie od warunkéw pracy loko-

motywy i sposobu jazdy w granicach od o i - , przybiera wartosci dla
e u
pociggdw podmiejskich i osobowych w granicach od okoto 0,3 do okoto 0,6,

przy czym czas ten jest tym krotszy, im krétsze s odlegloSci miedzy-
przystankowe. Dla pociagéw pospiesznych i towarowych bezposrednich

02 7] 05 08 10

Rys. 12. Zalezno$ci maksymalnej i minimalnej wartosc
: : I: Lo
wpolczynnika c=I— od wzglednego czasu pracy silnika

&r
tp 2 o ;
Tp=- przy réznych wartoSciach parametréow o=

Imax

Tgri

Imax

oraz w=
min

zmienia sie on w granicach od okoto 0,6 do okolo 0,8, przy czym dla danej
lokomotywy i przy tej samej szybkosci technicznej maleje ze wzrostem
nieré6wnomiernosci profilu linii i ze wzrostem ciezaru pociggu. Jednakze
najwiekszy wplyw na dtugos¢ czasu wzglednego 7, ma sposéb jazdy zasto-
sowany przez maszyniste; te samg szybko$¢é techniczng moze on bowiem
uzyskaé zazwyczaj r6znymi sposobami, przy czym im ta jazda przez wig-
czanie i wytgczanie pradu bedzie bardziej ,,pitowana‘, tym krétszy bedzie
czas pracy silnika pod pradem, tym silniej bedzie sie on nagrzewat.
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Wielko$¢é wzglednego czasu biegu silnika pod pradem, ktéra w prze-
cietnych warunkach waha sie w granicach od 0,5 do 0,75, moze by¢ przed-

stawiona réwnaniem

fp=i+¢(i—i), (5. 23)

9 \ AI/L Q
przy czym wspoélczynnik ¢ mozna przyjaé orientacyjnie:
a) dla odlegtosci miedzyprzystankowych L < 6km
¢=0,05L, (5. 24)
gdzie 'L — w km;
b) dla odlegtosci miellzyprzystankowych L > 6 km
< 9=0,2-+0,614, (5. 25)
gdzie A — stosunek drogi na profilu fagodnym do catej drogi po-
ciggu, przy czym za linie o profilu lagodnym mozna uwaza¢ takie
linie, ktoérych wzniesienia i spadki nie przekraczajg ponizszych

wartosci:
dla pociagow towarowych [i] 3%
5 Z pos$piesznych [i] 6%o0
5 5 osobowych [i] 9%o0
= = jednostkowych [i] 12%00

W najgorszych warunkach pracy silnikow trakeyjnych (mate odlegtosci
miedzyprzystankowe, bardzo zmienny profil linii, nieumiejetne prowa-
dzenie pociggu), w wyniku ktérych sa one obciazane jedynie pradem
maksymalnym a poza tym wylaczane, wspotezynnik c osigga swg wartos¢
maksymalng

Cmax:]/é-a (5. 26)
za$ prad zastepczy silnika
Iz max:]/Imax'I§r, (5.263.)
gdzie I jest pradem $rednim silnika ze wzoru
.!VG
ok oy (5. 27)
mU
gdzie V — szybko$é érednia pociggu w km/godz,
G — ciezar catkowity pociagu w tonach,
U — napiecie na zaciskach silnika w V, ;
m — ilosé silnikow lokomotywy,
j; — jednostkowe pozorne zuzycie energii obliczone dla najgor-

~ szych warunkéw pracy silnika trakeyjnego.
W przypadku gdy rozpietosc miedzy granicami wspoéiczynnika c jest
tak duza, ze zachodzi trudno$é jego wyboru, nalezy obliczy¢ wzgledny

13 Archiwum Elektrotechniki Tom IV
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czas jazdy 7, przy najwiekszym obcigzeniu silnika pradem In,y; do czasu
tego wchodzi zazwyczaj okres rozruchu, przy czym pod pradem I, przy
rozruchu oporowym nalezy rozumie¢ nie maksymalng, lecz $rednig war-
to$é pradu rozruchowego oraz czas pracy przy pokonywaniu wzniesien
miarodajnych dla danego pociagu. Wtedy wielko$¢ wspéiczynnika ¢ mozna
okreglié w przyblizeniu wedlug nastepujacego wzoru

C=]/~Tl—[1+(@-—/t) (erp —1) 7] . (5.28)
p

Wzor (5.28) zostat wyprowadzony ze wzoréw (5.26) przy zatozeniu zalez-
nosci liniowej miedzy kwadratem wspétczynnika c i czasem wzglednym 7, ;

ct=c2+ o (e (5. 29)
Ty
Mimo ze zalozenie to nie odpowiada $cisle istotnemu stanowi rzeczy,
wynik opartego na nim obliczenia pokrywa sie praktycznie z rzeczy-
wistoscig.

Jesli na przyktad w podanym wyzej przykladzie obliczymy dodatkowo,
ze czas wzgledny rozruchu pradem maksymalnym wynosi 0,1, zas czas
pokonywania wzniesienia miarodajnego 0,15, to wielko$¢ wspoiczynnika
¢ wedlug wzoru (5.28) wyniesie

— ﬁ1+(2—05)(2.0,6—1)0,25=

—]/ 1+00075)——1 34,

za$ prad zastepczy bedzie
I,=cls—=1,34.200=298 A .

Jak wynika ze wzoru (4.11), wielkos¢ wspélczynniké ¢ wypada zawsze
wieksza od jego dolnej granicy c,.Poza tym wielko$¢ ta powinna wypasé¢
nie wieksza niz warto$¢é granicy goérnej c,; odwrotny wynik byitby dowo-
dem, ze calkowity czas wzgledny 7, biegu silnika obcigzonego przyjeto za
duzy. Czas bowiem musi spetnia¢ warunek

1
< — [ —(o—p7l, (5. 30)
7
przy czym znak rownosci w tym wzorze odpowiada przypadkowi gra-
nicznemu, kiedy silnik pobiera jedynie prad najwiekszy i najmniejszy
i kiedy ¢ réwna sie c,. :
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Obliczenie czasu stosowania najwiekszego pradu silnika nie nastrecza
zadnych trudnosci. Czas rozruchu oporowego obliczamy zakladajac i obli-
czajac state przyspieszenie agrozruchu; wtedy czas rozruchu tr w sekun-
dach bedzie

tR:—V’? > : (5.31)

3,6(11{ j

gdzie Vg jest szybko$cia pociggu przy koncu rozruchu oporowego —
w km/godz. W silnikach bocznikowanych prad maksymalny moze by¢ sto-
sowany az do chwili osiggniecia najwiekszego stopnia ostabienia pola
glownego silnikow, po czym prad spada ze wzrostem szybkosci pociggu az
do chwili osiggniecia szybko$ci ustalonej. W tych warunkach czas catko-
witego rozruchu tg mozna przyja¢ w przyblizeniu réwny

o 6.5t
3,6ag - w
gdzie w jest stopniem wzbudzenia silnikéw przy pradzie maksymalnym,
pozostale za$ parametry — jak we wzorze poprzednim. Natomiast czas
,potrzebny na przebycie wzniesien miarodajnych ® obliczamy przy zato-
zeniu stalej szybkosci V; ,ktorej wielkosé wynika z charakterystyki V=7(I)
dla I=1I,.; wtedy czas ten t; w sekundach bedzie
_ 3,65
Vi

gdzie S; jest ogdlng diugoscia wzniesien miarodajnych na badanej odle-
glosci miedzyprzystankowej — w metrach, oraz V; — szybkoscig ustalong

t; (5.32)

pociggu na wzniesieniu miarodajnym — w km/godz. Catkowity czas
wzgledny 7, stosowania pradu maksymalnego bedzie:
L=t (5. 33)
T

gdzie T jest czasem catkowitym, potrzebnym na przebycie danej odle-
gtosci miedzyprzystankowej — w sekundach.
Wielkosé wspblezynnika ¢, a tym samym i prad zastepezy silnika mozna
tez obliczy¢, wychodzac z zalozenia wynikajgcego z nastepujacej analizy:
Jesli pewien przebieg obcigzenia w funkeji czasu wzglednego ¢=f(7)
uporzadkujemy w czasie pod wzgledem wielkosci funkeji ¢ tworzac tzw.
uporzadkowany wykres obcigzenia, wtedy wielkos¢ catki oznaczonej
“p
f pide

0

9 Do wzniesienh miarodajnych nalezy tu zaliczy¢é wszystkie odcinki trasy o takim
profilu, ktory wymaga uzycia maksymalnego pradu silnika przy biegu pociggu
z szybkoscig ustalona,

13%
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nie ulegnie zmianie. Charakter takiego uporzadkowanego wykresu przed-
stawiono na rys. 13. W pierwszym okresie 7, funkcja ¢ ma wartos¢ stalg
maksymalng o, po czym gwattownie maleje osiagajac przy koncu okresu 7,
(wzglednie przed koncem tego okresu) wartos¢é minimalng u. Ksztalt
krzywej ¢=f(z). w drugiej czesci okresu 7, zalezy od wielu czynnikéw,
jak: ciezar pociagu, profil linii, sposéb jazdy itd. Ksztalt tej krzywej
zwigzany jest jedynie zawsze warunkiem oczywistym

7.

p

’:‘_ﬂ ‘(' gdr=1—p,. (5. 34)
T]J

Poza tym przedstawiona na rys. 13 krzywa ma tak typowy
i charakter, iz mozna przyja¢ w przyblizeniu, ze w obszarze

od 7, do 7, przedstawia nastepujacg funkcje:

i 3
e —»\k

- i!,'r' p=a+b(rp,—7)*. (5%35)

Rys. 13. Upo- Z warunkéw krancowych ¢(z,)=p i ¢(vp) =p, znajdujemy

rzgdkowany wy-

kres obcigzenia a=u 5
silnika trakeyij- oraz

nego w funkeji

czasu wzgledne- o =

go pracy silnika »
p=1() gdzie (Tp—70)*
¢=—I— oraz Podstawiajac te wartosci do réwnania (5.35) otrzymamy
t = ;
=T ‘ e (e (5. 36)
: (vp—70)

Jesli wartose funkeji ¢ w obszarze od 7, do 7p oraz warto$¢ @=p¢ w ob-
szarze od 0 do 7, podstawimy do ogélnego uktadu naszych rownan (5.3),"
otrzymamy

™

f [,u—l— L (11,~T)’°J de=1—07,
(Tp— To)"
TQ % -

craz
T

D

o) 12

o+ —Q—L(rp—r)kl dv=c2—0%7, .
(Tp—To)* .

7o 3

Catkujac i rozwiazujac powyzszy uklad rownan wzgledem k i ¢ znajdziemy
(po wykonaniu do$¢ skomplikowanych przerébek):
OTpaw it

T (1= o) — iltp— o)
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(5.37)

oraz c:]/g— (0— ) (1 — 7o) +ploTp—1) (oTp—1).

(Q_/L) (Tp_Te) ‘I’(Q-Tp_ 1)

Jak wynika z zestawienia w tablicy 3, wartos¢ wspoéiczynnika ¢, obli-
czona przykladowo dla réznych wartosci parametréw g, u, 7, i 7, wedtug
wzoru (5.37), daje wartosci zblizone do obliczonych na podstawie poda-
nego wyzej prostszego wzoru (5.28). Poniewaz za$§ w obu przypadkach
obliczenie wielko$ci ¢ uwazaé¢ nalezy jedynie za przyblizone, gdyz Scislo$é
obliczenia zalezy przede wszystkim od trudnego doboru odpowiedniej
wielko$ci parametru 7,, to jest wzglednego czasu pracy silnika pod pra-
dem, wydaje sie stuszniejsze okre$lanie wielkosci pradu zastepczego na
podstawie wspoélczynnika ¢ za pomoca wzoru prostszego, jakim jest podany
uprzednio wzor (5.28).

Tabilica 3
c g
4 1 Tp To o

‘ wg (5.37) | wg (5.28) /o
3 0,5 ‘ 0,5 0,1 1553 10505 —1,98
3 0,5 1 0,5 0,2 1,58 1,58 —
3 10s 0,4 0,1 1,61 1,61 i
3 1,0 i 0,4 0,2 1,63 1,64 40,61
2 0,5 \ 0.8 0,2 1.23 1322 —0,81
2 0,5 | 0,8 0,3 ‘ 1,26 1,26 —

|

Warto$¢ wspotczynnika ¢ a z nim i pradu zastepczego, obliczona po-
dang tu metods, zalezy w znacznej mierze od przyjetej wielkosci czasu
wzglednego 7, rosnac szybko ze spadkiem tego parametru. Wynikajaca
stad pewna fakultatywno$¢é wynikow obliczen pradu zastepczego moze
stanowié wystarczajgce uzasadnienie zarzutu malej praktycznej wartosci
metody obliczania a priori wielkoSci pradu zastepczego, jesli te wielkos¢
mialoby sie sprawdzaé nastepnie ex post na drodze przejazdu analitycz-
nego. Zauwazmy jednak, ze zarzut taki dotyczylby nie tyle podanej me-
tody obliczania pradu zastepczego, ile samej zasady sprawdzania mocy
silnika wielkoscig pradu zastepczego. Wiasnie wielko$¢ pradu zastepczego
jest fakultatywnym wynikiem sposobu prowadzenia pociggu, jest wyni-
kiem tego czy przez jazde ,,pifowanag‘ wlaczaniem i wylgczaniem silnika
skraca sie czas wzgledny pracy silnika pod pradem, czy tez przez utrzy-
mywanie ustalonej szybko$ci pociagu czas ten odpowiednio sie wydiuza.
Sprawdzenie mocy silnika trakeyjnego ex post przez obliczenie pradu za-
stepczego nie jest sprawdzeniem wystarczajacym nie tylko ze specjalnych
powodéw zwigzanych z nagrzewaniem sie silnika, lecz przede wszystkim
dlatego, ze opiera sie na z géry zalozonym, wybranym sposobie prowa-
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dzenia pociggu. Nalezy oczekiwa¢, ze przejazd analityczny potwierdzi
jedynie wyniki otrzymane poprzednio powyzsza metoda, jesli tylko w wy-
niku tego przejazdu uzyskana bedzie ta sama wielkos¢ parametréow, jaka
w tej metodzie zostala zalozona w celu analitycznego obliczenia pragdu za-
stepczego, i z tego wzgledu wykonywanie przejazdu analitycznego jedynie
dla sprawdzenia pradu zastepczego wydaje sie zbedne. :

Sprawdzanie nagrzewania sie silnika metoda pradu zastepczego jest
poza tym niewystarczajace, a to z tego powodu, ze cho¢ znamionowy prad
ciggty silnika nie bedzie mniejszy niz prad zastepczy, obliczony dla naj-
trudniejszych warunkéw pracy elektrowozu, w szczegélnosci na najkrot-
szej odleglosci miedzyprzystankowej w ruchu podmiejskim lub na odcinku
0 najciezszym profilu — dla ciezkiego pociagu towarowego, to jednak
moze sie okaza¢, ze w pewnym punkcie drogi, przy koncu rozruchu —
w pierwszym przypadku i na szczycie wzniesienia. — w drugim, tempe-
ratura silniké6w przekroczy temperature dopuszczalng. I dlatego jedynym
pewnym sprawdzianem nagrzewania sie silnikéw trakcyjnych jest zba-
danie przebiegu ich tempratury w funkeji drogi pociggu. Natomiast zna-
czenie obliczonego analitycznie pradu zastepczego polega na tym, ze po-
zwala obliczy¢é w przyblizeniu potrzebna dla zatozonych warunkéw moc
znamionowa lokomotywy, przyjmowana dotychczas przez projektujacego
.,ha wyczucie*, jesli nie ,na oko‘.

6. OBLICZENIE MOCY ELEKTROWOZU

Moc znamionowa elektrowozu charakteryzuja dwie wielkosci: moc
ciagta i moc godzinna. Jako wielkosci te podaje sie zwykle odpowiednig
wielokrotno$é ciggltej badz godzinnej mocy silnikéow trakeyjnych, a wiec.
moc mierzong nie na obwodzie kot pednych elektrowozu, lecz na wale
silnikéw.

Stosunek mocy godzinnej silnika trakeyjnego do jego mocy ciaglej
jest zalezny od systemu i stopnia chtodzenia silnika; im ten stosunek jest
nizszy, a wiec blizszy jednosci, tym lepsze jest chlodzenie silnika. Je$li
stosunek ten oznaczymy przez a4, to dla poszczegolnych rodzajow silnikow
bedziemy mieli:

~ silniki przewietrzane sztucznie: ag=1,05 1,20,
,  samoprzewietrzane ag=1,25--11.45 10

Stosunek @, moze by¢ podstawg do obliczania statej czasu T silnika
przy jego mocy godzinnej.

Dwie inne wielko$ci charakteryzuja wielkosé i rodzaj obciazenia elek-
trowozu wzglednie jego silnikéw: moc srednia i moc zastepcza. Pojeciom

10 Poréwnaj [5] str. 155.
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tym przy prawie statych wartosciach napiecia silnika i jego sprawnosci
odpowiadaja: prad $redni I, i prad zastepczy I, ktérych znaczenie
i wzajemny stosunek wyjasnione zostaly w poprzednim rozdziale.

Moc $rednig elektrowozu mozna tatwo obliczy¢ majgc ciezar calego
pociagu, jego Srednia szybko$¢ i jednostkowe zuzycie energii na podstawie
wzoru’

WG

o= . (6.1)
= 1000
gdzie
INFEIE == a0 ol Srednia elektrowozu w kW,
j, — jednostkowe pozorne zuzycie energii w Wh/tkm,
G — ciezar pociggu wraz z lokomotywa — w tonach,
V  — szybko$é Srednia pociagu w km/godz, przy czym pod szyb-

koscig srednig rozumie¢ nalezy przy sztucznym przewietrza-
niu silnikéw trakcyjnych stosunek drogi pociagu do czasu
liczonego z calym czasem postojéw na przystankach, a wiec
szybko$é handlows, za$ przy wiasnym chlodzeniu silnikow —
stosunek drogi pociggu do czasu jego biegu zwiekszonego
0 potowe czasu postojow na przystankach.

Poniewaz za$§ moc zastepcza elektrowozu jest zwiazana z jego motg

$rednia stosunkiem

S L Ny
IS'T 5 Ns'r :

(6.2)

ktorego wielko$é, jak wynika z poprzedniej analizy, daje sie obliczy¢
z wystarczajaca technicznie dokladnoscia, wiec przyjmujgc znamionowsg
moc ciggly lokomotywy przy pelnym wykorzystaniu silnikow réwna
w przyblizeniu mocy zastepcze] otrzymamy :

CjVG

: (6.3)
1000

Nz =~ CNS'T ~

Moc ta mierzona jest na wale silnikow lub tez na ich zaciskach zaleznie
od tego, jak liczono jednostkowe zuzycie energii.

We wspomnianej wyzej pracy autora obliczono podang przez niego
metoda analityczng jednostkowe, tak zwane pozorne zuzycie energii przy
prowadzeniu lokomotywa uniwersalng typu BB wymienionych w tablicy 4
rodzajéw pociggéw dla zalozonych z géry warunkéw pracy lokomotywy
(patrz tablica) i otrzymano wyniki, zestawione w ostatniej rubryce tej
tablicy.
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Tablica 4
Ciesar | Srednia Szybko$§é w km/godz. B
. s odlegtose : Zuzycie
Rodzaj pociggu 5 konca o
3 miedzy- ! pocz pozorne
.pociggu w ton- przyst. maks. | techn. | handl. o * | roz- w Wh/tkm
nach w km am. | rychu
G L Vi Vi ‘ Vh ‘ VH } Vr ‘ J ‘
Pospieszny 600 35 120 95 85 80 45 18,11
Osobowy 450 6 100 70 55 70 45 26,54
Towarowy 1800 45 70 55 50 45 45 10,57

Sprobujemy obecnie dla zatozonych uprzednio (patrz tablica) warun-
kow pracy lokomotywy obliczy¢ jej znamionowa moc ciggla. Nalezy tu
podkresli¢, ze parametry przyjete przy obliczaniu normalnego jednostko-
wego zuzycia energii nie uwzgledniaty zadnego pogorszenia warunkéow
pracy lokomotywy, wobec czego oczekiwaé nalezy odpowiednio niskich
wartosci mocy lokomotywy, obliczonej na podstawie tych tagodnych wa-
runkow. W celu wykorzystania wzoru (6.3) pozostaje obecnie obliczenie
dla kazdego rodzaju pociggu wielkosci wspoélezynnika c. Granice, w jakich
moze sie zmieniaé ta wielko$é, ustala wzér (5.11)

’ E e
: ]/7;_ <c<Votpu—oury .
jol

Dla znalezienia parametréw g i u obliczymy najwiekszy, Sredni i naj-
mniejszy prad silnika lokomotywy przy prowadzeniu przez nig kazdego
rodzaju pociagu.

Najwiekszego pradu silnika nalezy oczekiwaé przy rozruchu.

Prad ten obliczymy ze wzoru

e == (6.4)
0,36TmUny,
gdzie
Fr — sita rozruchowa lokomotywy w tonach,
Vi — szybko$é przy koncu rozruchu oporowego w km/godz,
m — ilos¢ silnikéw lokomotywy,
U — napiecie na zaciskach silnika — w woltach,
71— Srednia sprawnos¢ silnikéw,
7z — Srednia sprawnos¢ przekiladni.

Zakladajac ze wzgladu na przyczepnosc te sama $rednig site rozruchowsg
lokomotywy w wysokosci 200 ciezaru lokomotywy dla wszystkich rodza-
jOw pociggow, otrzymamy ten sam prad rozruchowy w wysokosci

0-2-90-45

= =421A.
0,367-4-1500-0,9-0,97

Iy
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Najnizszy prad rozruchowy bedzie miata lokomotywa przy najwyzsze]
szybko$ci pociagu. Zatozymy, ze przelozenie przekladni lokomotywy -
i stopien wzbudzenia silnikéw zostang tak dobrane, ze pociag bedzie mogt
by¢ prowadzony z szybkoScig ustalona, rowng dopuszczalnej dla danego
rodzaju pociagu szybkosci maksymalnej; przy takim zalozeniu .sita loko-
motywy przy szybkosci maksymalnej bedzie r6wna oporom ruchu pociggu

FM:RM.

Trzeba tu zauwazy¢, ze lokomotywa elektryczna, szczegélnie zas loko-
motywa typu uniwersalnego, bedzie rozporzadzata kilkoma réznymi cha-
rakterystykami trakecyjnymi o wzbudzeniu wyzszym niz odpowiadajgce
przy biegu ustalonym szybkosci maksymalnej pociggu, przy wykorzystaniu
ktorych mozliwe beda takze szybkosci ustalone nizsze niz maksymalne,
a wiec wymagajace pradu nizszego niz przyjeto w powyzszym zalozeniu.
Jednakze zakladajac jazde o najwyzszej szybkosci przyjmujemy tym
samym jazde czeSciowo z rozbiegu az do poczatkowe]j szybkosci hamo-
wania, a wiec warunki pracy silnika mniej korzystne, niz przy zalozeniu
$redniej statej szybkosci o warto$ci nizszej niz dopuszczalna maksymalna.
Wprawdzie zakladajac nizsza szybko$é maksymalng otrzymalibySmy
mniejszy prad minimalny, a wiec i mniejsza warto$¢ wspoéiczynnikaw ,
co wplywa na podwyzszenie gérnej granicy wspoéiczynnika c (patrz
wzér 5.11), jednoczesnie jednak duzo wiekszy w tym przypadku czas
wzgledny jazdy pod pradem w znacznie wyzszym stopniu wplywa na
obnizenie wartosci obu granic wspoéiczynnika c.

Przy powyzszym zalozeniu prad szybkosci ustalonej pociggu wyniesie:

BaVimeio oo RuVm  _ RuVm
0,367TmUnn,  367-4-1,5-0,9-0,97 1923

2
|
i 40 \ 10 /

m ’

gdzie

Przy zrobionych wyzej zatozeniach otrzymamy:
a) dla pociggu pospiesznego przy G=600-+90=690 t
i Viy=120 km/godz.

2
Ry =690 2+—1—(—1&>]=690-5,6=3860 kg,
40 \ 10 /

_3860-120

=941 A ;
1923
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b) dla pociggu osobowego przy G=500+90=590 t
i V=100 km/godz.

-
Ry =500 2—|——1——19g (7—0) j=590-4,5=2660 kg,
40 10 \10
e 2660-100 —138A:
1923

c) dla pociggu towarowego przy G=1800-+90=1890 t
i V=170 km/godz.

| oo
Ru=1890 [z+—1—( ’0)]:1890-3,225=6100 kg
: 40 \ 10
_ 6100-70 _ 00 4
1923

Prad sredni silnika obliczamy wedlug wzoru
VG

Ig= =
mU

(6.5)

gdzie j, jest jednostkowym, pozornym zuzyciem energii mierzonym na
zaciskach silnika (na pantografie), za§ V — szybkoscig handlowsg pociggu .

Majac najwiekszy, najmniejszy i $redni prad silnika obliczymy z kolei
wielko$¢ parametréw g1 u ze wzordéw:

_Iu I

0= = oraz Yz R
Is'r Is’r

I

Otrzymamy:

a) dla pociggu pospiesznego przy j,=18,11 Wh/tkm i V=85 km/godz.

- 18,11-85-690 —1TTA;
4.1500
=———421 — 238 =———241 =136}
W : 118747

1 Nalezy tu podkreslié, ze wystepujaca we wzorze (6.5) wielko§¢ j’, moze by¢
obliczana analitycznie metoda [4], jeSli Srednia warto$é pradu rozruchowego silnikéw
jest w przyblizeniu stata przy wszystkich rodzajach ich potgczen, to znaczy w ciggu
catego okresu rozruchu; w przeciwnym przypadku wielkosé wystepujacego w meto-
dzie [4] wspétczynnika x musi by¢ osobno obliczona.
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b) dla pociggu osobowego przy j,= 26,54 Wh/tkm i V=55 km/godz.

.
= 200000090 1y,
4-1500
o=t =204;  u=—o0 —096;
144 144

c¢) dla pociggu towarowego przy j,= 10,57 Wh/tkm i V=50 km/godz.
10,57-50-1890

Iy= =167 A ;
4-1500
Al Ao 22y
167 167

Jak to wynika ze wzoru (5.12), czas wzgledny 7, waha sie dla kazdego

rodzaju pociggu miedzy liczbami-—1i ~1 Biorgce pod uwage te granice i wa-
: o
runki pracy lokomotywy z poszczegélnymi rodzajami pociagéw mozemy

przyja¢ w przyblizeniu:

a) dla pociggu po$piesznego — ze wzgledu na duza odlegtos¢ miedzy-
przystankows i tfagodny profil linii magistralnej 7,=0,65,

b) dla pociggu osobowego — ze wzgledu na stosunkowo matg odlegtos¢
miedzyprzystankows, lecz i matly ciezar pociggu przy lagodnym
profilu 7,=0,55. '

c) dla pociggu towarowego — ze wzgledu na duza odleglos¢ miedzy-
przystankows, lecz duzy ciezar, na ktéry bedzie juz znacznie wply-
wal profil linii 7,=0,6.

Wzgledny czas pracy silnika pod pradem mozemy tez obliczy¢ ze wzoru

przyblizonego (5.23)
rp=~1~+fp(i——1—),

e SO
Dla poszczegélnych rodzajéw pociagu otrzymamy:
a) pospieszny

1 1 1550
Tp= Z%3+¢(136 238)_0Az+¢wﬁ36 0,42)
b) osobowy
= ! —I—(p( biea el )=O,34+ @(1,04—0,34),
2,94 0,962 2,94 :

c) towarowy
Sl
2,50

T
1,33: ~2:50

Tp +¢( )=0A0+¢@ﬁ5—0A®.
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Obliczajac ze wzoru (5.24) wartos¢é wspolezynnika ¢ dla pociggu oso-
bowego, za§ dla pozostalych pociggéw ze wzoru (5.25) i zaktadajac, ze
elektryfikowang linie magistralng charakteryzuje profil lagodny, nie
przekraczajacy 6%o, przy czym wzniesienia i spadki powyzej 3% wyste-
stepuja na 30% ditugosci linii, otrzymamy:

: a) pospieszny

9=0,2+0,6-1=0,8; 7,=0,42-+0,8-0,316=10,673 ;
b) osobowy
9=0,05-6=0,3; 75,=0,34+0,3:0,70=0,55;

c) téwarowy
»=0,2+4+0,6-0,7=0,62; 7,=0,40+0,62-0,35=0,617 .

Ofrzymane wartosci 7, niewiele r6znig sie od poprzednio zatozonych.
Przy powyzszych wartos$ciach 7, ze wzorow (5.11) i (5.18) otrzymamy
nastepujace granice wspoéiczynnika ¢ i pradu zastepczego: :

a) poSpieszny: 1,22 <c < 1,25; 206 =<l <2222

b) osobowy: 1,35 <c<1,53; 195'<<1.i< 220,

¢) towarowy : 1,27 <c<1,32; QAT 220

Przy najmniej korzystnych warunkach pracy silnikow wielkosé pradu
zastepczego wyrazi sie wzorem (5.26a) i przy tych samych wartosciach
parametréw Vg i j'o nie przekroczy wartosci:

a) pospieszny: I, max=}421-177 =273 A,

b) 0sobowy:  Iymax=1/421-144 =246 A ,

c) towarowy: I,max=}421-167 =265A .

Przy wszystkich rodzajach pociagéw prowadzonych lokomotywa uni-
wersalng wielkos¢ pradu zastepczego silnikow tej lokomotywy otrzyma-
liSmy tego samego rzedu. Przyjmujac gérng granice tego pradu (to jest
222 A) jako prad mocy ciggtej silnika na jego zaciskach bedziemy mieli:

N.=Ul.n=1500-222-0,9=300 kW .
Przy zatozeniu najmniej korzystnych warunkéw pracy lokomotywy,
to jest wylacznie pragdem maksymalnym, mielibysSmy:
N.=1500-273-0,9=370 kW .

Otrzymana bardzo mala moc silnikéw trakeyjnych lokomotywy uni-
wersalnej typu BB tlumaczy sie zalozonymi bardzo *agodnymi warunkami
pracy lokomotywy (patrz tablica 4). Warunki te nie uwzgledniajg w szcze-
gélnosci przypadkéw zatrzymywania pociagéw pod sygnalami, a wiec
skrécenia odlegtosci miedzyprzystankowej, oraz koniecznosci wyréwnywa-



Tom IV — 1955 Analiza pracy silnika trakcyjnego 205

nia awaryjnych opéznien pociagdw, wymagajgcej podniesienia szybkosci
technicznej i handlowe] pociggu, przede wszystkim przez podniesienie
szybkosci poczatku hamowania, a powodujacej znaczny wzrost jednostko-
wego zuzycia energii, a jednoczesnie tym silniejszy wzrost mocy lokomo-
tywy. Dlatego przy obliczaniu mocy znamionowej silnikéw trakcyjnych
nalezy uwzgledni¢ ewentualne pogorszenie sie warunkéw ruchowych ich
przysziej pracy przez odpowiedni dobér wielkosci poszezeg6lnych para-
metréw, w szczego6lnosci szybkosei hamowania i szybkosci techniczne] oraz
odlegtosci miedzyprzystankowej.

Podany przyktad obliczenia mocy lokomotywy wykazuje, jak stosun-
kowo niewielkie] potrzeba bytoby mocy dla prowadzenia pociagéw w nor-
malnych warunkach ich pracy. Oczywiscie tak tagodne warunki pracy nie
moga byé przyjmowane przy projektowaniu lokomotywy elektrycznej.

Jesli na przyktad uwzglednimy dodatkowe zatrzymania pociggu osobo-
wego pod sygnatami w ilosci 20% zatrzyman rozkladowych, to dla utrzy-
mania zatozonej szybkosci technicznej konieczne bedzie znaczne skrocenie
czasu biegu pociagu bez pradu i podniesienie szybkosci poczatkowej hamo-
wania. Jednostkowe zuzycie energii a z nim i prad $redni wzrosng wtedy,
jak wynika z obliczenn o ponad 30%,, poniewaz za§ w tym samym mniej
wiecej stosunku wzrosnie i czas wzgledny pracy silnika, prad zastepczy
wzro$nie o okoto 15% (patrz wzér 5.18). Moc ciggla silnika dla najmniej
korzystnych warunkéw jego pracy wyniesie wiec przy tych zalozeniach:

N,=370-1,15=425 kW .

Metoda analityczna obliczania jednostkowego zuzycia energii trak-
cyjnej [7] oraz podana wyzej metoda obliczania wspélczynnika ¢ pozwa-
laja, dla danych w zalozeniu warunkéw pracy lokomotywy, obliczy¢ z gory
jej moc znamionows, tak Ze p6ézniejsze sprawdzanie tej mocy na podstawie
pradu zastepczego jest juz zbedne: jak wynika bowiem z przeprowadzonej
analizy, prad zastepczy nie moze przekroczy¢ obliczonej analitycznie jego
gornej granicy ze wzoru (5.10), jesli przejazd analityczny wykonany bedzie
w zatozonych warunkach, tzn. jesli do tego przejazdu beda uzyte czy tez
w jego wyniku uzyskane zalozone uprzednio wysokosci poszezeg6lnych
parametrow (koncowa szybko$¢ rozruchu oporowego i poczatkowa hamo-
wania, szybkos¢é maksymalna i techniczna, czas biegu pod pradem itd.).

Jednakze wielkosé pradu zastepczego, stanowiaca powszechnie giowne,
a u nas dotad jedyne kryterium dla oceny mocy silnika trakeyjnego, nie
jest kryterium wystarczajacym. Jak wynika z poprzednich rozwazan
(rozdz. 1—4), samo zalozenie, na ktérym opiera sie pojecie pradu zastep-
czego, nie odpowiada w silnikach trakeyjnych istotnemu stanowi rzeczy,
¢dyz nie uwzglednia strat o przebiegu innym niz proporcjonalnym do
kwadratu pragdu. Nastepnie, jak wynika z rozdziatu 4, prad zastepczy
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obliczony ze wzoru (4.1) lub tez (4.2) nie przedstawia pradu odpowiadajg-
-cego ilosci ciepta wydzielonego rzeczywiscie w silniku, co spowodowane
jest nieuwzglednieniem z jednej strony wilasciwego charakteru strat sil-
nika, z drugiej za§ — jego biegu bez pradu. A wreszcie nawet wielkosé
pradu, nazwanego wyzej rownowaznym, przy ktérym wydziela sie ta sama
ilos¢ ciepta co przy rzeczywistym zmiennym obcigzeniu silnika, nie sta-
nowi jeszeze wystarczajacego kryterium dla oceny mocy silnika, poniewaz:
1. przyrost temperatury silnika nie zalezy wylacznie od stopnia jego na-
grzewania, lecz takze od chlodzenia, ktérego intensywnos$¢é zmienia sie
w zalezno$ci od obcigzenia i obrotéw;

Sredni stopien nagrzewania sie silnika mowi jedynie o $redniej, a nie
o maksymalnej temperaturze silnika, ktéra dopiero decyduje o mozli-
wosciach i przydatnosci silnika o danej mocy do zatozonych dla niego
warunkow.

Z powyzszego wynika, ze jedyne kryterium oceny nagrzewania sig
silnika trakcyjnego stanowi¢é moze tylko przebieg jego temperatury
w funkcji drogi pociagu. »

Obliczenie takiego przebiegu temperatury musi by¢ oparte na wyni-
kajacych z teorii nagrzewania sie silnika lub otrzymanych doswiadczalnie
krzywych nagrzewania sie i moze by¢ uzyskane na drodze analitycznej
lub wykres§lanej rownoczes$nie z przejazdem analitycznym.

N
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Y. ABOPCKH

AHAJIN3 PABOTLI MOE30HOI'O 3JIEKTPOOBUIATEJIA
(AHanuTHYecRUM MeTon pacdyéra MOLHOCTH 3JIEKTPOBO3a)

Pezome

[lpy NMpoeRrTHpOBaHWM 31eRTPpHUpURAUUMA K 2TE3HSIX NOPOr BO3HHKRAET CpEenH IpYrux
HEeO0OXOAHMOCTb OMpENeeHNHs MOLIHOCTH 3JIeRTPOBO30B. [0 cuMx Mop HET Merona, Aalo-
111IEr0 BO3MOKHOCTb pacuéra 3TOH MOUIHOCTH NMpSMO A/ 3apaHee OnpenenZHHbIX YCI03HuH
pa6oThl 31eKTpoBo3a, [1o3TOMYy 3Ty MOLIHOITH ONPENensdtoT Crnepsa MpUOIU3UTENIbHO
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,Ha ryias”’ Ha OCHOBaHMM OIMbITA MPOEKTHUPYIOLIEro, a 3aTeM MO MpegBapUTebHOMY Mpo-
émy 371EKTPOBO3a M MOMCYETY €ro TArOBbIX XapaKTEPUCTHR TNPOM3BONST Ha OCHOBAHHMH
9TUX [OaHHBIX, Pl aHalMTHYEeCKHWX TMOE3[OK C PasHbIMHU MOe3JaMH, NMPenBUIEHHbIMHA OIS
3TOTO 3JIERTPOBO3a W M0 MPEABUAEHHBLIM [1JI HUX MaplipytaM. B pesynbraTe 3TUX moesmok
roJiy4aercs cpefd Lpyrux BeIHuKMHa CPEAHERBaNpaTMyHOro TOKa IBHUraTe/ied 3J1eKTPOBO3a,
COCTaBJISIOILIETO KPUTEPUH [JIS OLEHKH MpaBHIbLHOCTU U36PaHHON MpeNBapUTENbHO MOLL-
HOCTHM TMOE3[HBLIX 3JIERTPOABHUraTenei: ecid mnonyvyeHHbIH cpelHEeRBajpaTH4yHbId TOR He
Gomblle TORA MOCTOSHHOW MOLLHOCTH JBUraresied uid GJIH30KR €My, MOKHO CYUTATh U3GpaH-
HYIO MOLLHOCTb [BWraTesieil MpaBUJbHOM ; B MPOTMBHOM Cllyyae CleyeT, Ha OCHOBAaHHH
NOJyYEHHOM MOC/Ie aHaJMTHYEeCKUX TMOE3[NO0K BEIHYHMHbLI CpPEeIHERBanpaTH4HOIO TOKA MpH-
HSTb HOBYIO BEJHMYMHY MOLLHOCTH 3JIEKTPOBO3a, NofobpaTh BHOBb COOTBETCTBYIOLIHE [BH-
raTejd W nepenauy, MOACYUTATh TSrOBbI€ XApaKTEPHCTMKM 3JIEKTPOBO3a, a 3aTe€M Ha
OCHOBAHHM 3TUX OAHHBIX NMPOW3BOAWTH BHOBb aHalMTHYECKUE MOE3[AKHU C LEJII0 MPOBEPRU
Cpenu OpYrux CpefHEeRBafpaTH4HOrO TOKa BJIEKTPOARMrartesew.

PaccMoTpeHHbIH Bbillle MeToj nondopa MOLIHOCTH MOE3[AHbIX 3JIEKTPOJBHUraTeseH
nyTéM MCrbITAaHUH SBASETCS, ROHEYHO, BECbMa KpOMNOTIHBLIM U Tpebyer B 0COGEHHOCTH,
YUMTbIBas HEOGXOAMMOCTb MpH 3TOM METOHE aHaJIMTUYECKUX MOE3MOK, MPOLOJIKUTEILHOrO
BPEMEHH 11 TPOEKTHPYIOILIEr0, — BPEMEHH HaCYHUTbIBAeMOro OObLIKHOBEHHO COTHIMH
4acoB.

Ins pa3spaboTkyu nMpobneMbl, RAROW SBJSETCY HEOOCTAaTOR Rakoro-nu6o mMeropma, Ho-
MyCKaloLEro BO3MOXHO TOYHO OMNpEefe/nTb 3apaHee HeOOXOOWMYI MOLIHOCTh MOE3[IHbIX
3JIEKTPOLBHIraTesiel, aBTop nposo,ﬁ.m aHaju3 noTepb M KOdpPHLHUEHTA MOJIE3HOro AeHCT-
BHUS [BUrartess, a 3aTeM HCClefyer 3HayeHWe BeJIMYMHbl CpefHERBajpaTU4YHOro TOKa, Bbi-
BOJIUT 3aBHMCHMMOCTb MEXMAY CpefHEKRBafpaTHYHbIM TOKOM H TOROM MOCTOSIHHOH MOLLIHOCTH —
C OJHOW CTOPOHBI, U MEKOY CpeNHERBaLpaTMYHbIM TOROM M CPEJHUM — C [OPYro#, mpu
4€M B pesynbTaTe NPHUBENEHHOro aHajii3a CTABWUT CAELYIOLIHE TE3HChI:

1. [NoTepy MoesgHOro 3/EeKTpPOLBHUraresis MOKHO BbIpa3WTb B BHIE CyMMbl ME€peMeH-
HOW BenHuMHbl APecu, 9BASOLIEHCS MoTepeid B 06MOTRax, MpOMOPLMOHANbEHOH KBajparty
TORa, MU HEKROTOPOH NOCTOSHHOH BenW4Hbl AP;, BMellalolleid BCe OCTalbHbIE MOTEPH
nBurarens : AP=4Pc.+AP-=RI*+const roe R mnoJiHOE CONPOTHBIEHHE LENH MOE3NHOro
3JIERTpOJBUraTesns NpH NEPEMEHHOM TOKE. :

2. HaunGonblumi RO3POHIHMEHT MONIE3HOrO ,U,eHCTBHSi AT MOE3LHbIE 3NERTPOMBHra-
TeNM NPH TaroM TORe I, MpH KOTOpOM MepeMeHHble notepu asurarens APc. paBHbI Mo-
cTosiHHbIM. COOTBETCTBYIOLIAS 3TOMY TORY CTEMEHb HarpyskW [BWraTens an, T. 3H. OTHO-
uieHWe Toka In K TORY MOCTOSHHOM MOIUHOCTH I., paBHa RBajparHOMY KOPHIO W3 OTHO-
LWIEHHS TOCTOSHHbIX MOTEPb K MOTEPSIM MEPEMEHHbLIM MPH MOCTOSHHOW MOLHOCTH :

/( 4P:
a =]/
4 APy | ¢
3. Creneub HarpeBa pnBurarens u',T. €. oTHolleHWe mnoTepb AP npv HaHHOM TOKe
R noTepsam APcu, I[IpHU TOKE MMOCTOSHHOH MOILLHOCTH 3aBUCHT HE TOJIbRO OT Harpy3ku ABHUIa-
T€JId &, T. €. OT COOTHOLLUEHHWS COOTBETCTBYIOILLIMX TOROB Iu Ic, HO Takike OT yRasaHHorov
BhILLIE napaMerpa dan, Mnpu 4YéM ero MOKHO BbIpa3uTb (i)OpMYﬂOH
2 2
w,_ a,7 a
a,')+1

TarrM o6pa3om npu a<1 oH BCerpa HUKE CTEeNeHH NoTep b a*, M0Jiy4a€Moro B pesyJibtare
NPennochbUIRK MpH ONpefeNeHUH MOHSTHS CPeNHERBaJpaTHYHOro TOKa.

4. CpepgHerBafpaTUYHbINA TOR 3JIERTPOJBHraTess Bcerga 6onblie ,,3kBUBaJIEHTHOr0"” T0-
Ra T. €. TaROrO, NMPH KOTOPOM BbILE/SETCS CTO/bKO-KE TEMJIOThl. KaK H MpH [EHCTBUTE/b-
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HOM MepeMeHHOW Harpyske ABWraTels, npuuéM COOTHOLIEHHE 3THX TOKROB f=I: : Ir, mpep:
craByglollee co6ol yrasarenb 3amaca MOLIHOCTH [BWraress, paBHO:

= |-/1+u;r

i€ 7, — OTHOLIEHHE NPOFOMKWTENLHOCTH XOfa MHBHraTens 6€3 Toka K MOJHOMY Bpe:
MEHM XOfia SNIERTpOjBMraTens u ins OCLIYHO ECTPEuAEMbIX EENMYHH KO3(PHLMEHTOB
an ¥ 7, RoNE6NeTCs B mpepenax
1< Pi<Eil3

5. OTHOLIEHHME ¢ CpelHEREaipaTHiHOIO TOKA K CPELHEMY TOKY MOE3AHOrO 3JEKTPO-
ABUraTensi GByCTOPOHHE OFpaHMYEHO, MPUYEM 3TH TPaHHLbl MOXKHO MOACYMTATL 3apa-
HEee, UCXOHs M3 3aBUCUMOCTH :

e gl iy
V — <c<Vetr—ous s
-

rjie 7p — OTHOLUEHWEe BpeMeHW paboTbl [ABHraTesied MOj TOKOM R MOJHOMY BPEMEHH HX
xopna,
0 — OTHOLLEHWE MakCHMallbHOTO TOKa [BHMraTtesisi K CFEeHEMY TORY,
/4 — OTHOLLEHHE MMHHMalibHOrO TORa [IBMraTessi K CPENHEMY TORY.
Heobxopumyto pnns nopcyé€ra napaMeTpoB Q@ W (4 BEJWYHMHY CPENHEro Toka [ABWra-
TeJi MOYKHO MOACYMTAaTh Ha OCHOBAHHWH (DOPMYJIbI

roe Mm — 4YWUCJIo OBMUratesned B 3JEeKRTPOBO3E,
U — HanpﬂmeHMe Ha 3askuMax OBUrartesjids — BOJIbT,
V — cpepHss CROpOCTb Moe3pa — Km/4ac.,
G — noJHLIM Bec noesna, B TOHHaX,
jo — YOeJbHOE, T. H. Ka)KyLU,eeCﬂl noTpe6neHMe OHEPIrvH, MOOCYUTAHHOE aHaJIMTH-
: 8T~
THKM

4YE€CKMM METOAOM B

6. Tak Kar mapaMeTpbl 0 WM (4 [OJis NaHHOrO HBWratensd M OaHHbIX 3apaHee yc/OoBHH
paboThl DJIEKTPOBO3a BO3MOKHO MONCYMTATh BIOJHE TOYHO, @ NapaMeTp Tp AJis NaHHOro
pona mnoesna, HaHHbIX YCJIOBHH OBHKEHMS U MpEeNNpUHSTOro cnocoba BefeHHs noesna, —
MOSKHO TIPHMHSATH BMEPEN C [OCTATEYHOM [/ TEXHMYECKWX LiEJeH TOYHOCTHIO — MO3TOMY
BO3MOMKEH MNpPSIMOM MOACYET [JIs MPWUHSTHIX 3apaHee YCJIoBWKM paboThl 3JIERTPOBO3a,
0OBLIKHOBEHHO CpaBHUTENIbHO Y3KRHMX FpaHMll Ro3d¢HUHUEHTa, T. €. U CpelHeKBaJpaTHYHOro
ToRa. TakWM o6pasoM MpoBepka CpeJHERBajpaTHyHOro TOKa NYTEM aHaJMTHYECKUX I10-
€3[0K C DTOM LeNbIo SBJISETCS M3JIMUIHEH, a HOMHHAaJIbHYIO, MOCTOSHHYIO MOLIHOCTb 3JIEK-
TPOBO3a W B KB. Mbl MOYKEM Cpasy MNojcyHWTaTh, MPHHHMas BEPXHIOK TFpaHMLy KO3(pdu-

LMeHTa ¢ 1o popmyne
mUI, cjVG

1000 1000

7. BenuuMHa CcpefHEKBafpaTMYHOrO TORA MOJIYyYEHHA$ NPHUBENEHHbLIM METONOM 3a-
BHCHUT OT NPHHSATOW NMpELBapUTENbHO BEIHYHMHBI ROIPPHULKHEHTa Tp. [IpUUMHON BO3HHRA-
I01LUEH BCJIENCTBHE 3TOr0 HEROTOPOH (haRyJIbTaTMBHOCTH MOJIyYEHHOrOo pesynbraTta d9Bisd-

1 CwmortpH [4].
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ercsl HE METOj aBTOpa, HO MOJiHAs$ 3aBRMCMMOCThL CPefHeRBanpaTHYHOrO TOKa OT YC/IOBUM
paboThl dIIEKTpOBOZa M crmocoba BepneHus ero. Yem pa6ora anertpoppuraresed Oymer
MeHEee MOoCTOsiHHas a 6oJiee NpepbiBUCTas, MO OOEERTUBHLIM TIPHYHHAM, Kar NepeMeH-
HOCTb MNPOMUS JNHHHWH, WK CY6BEKTUBHBIM, RaR NPUHSATHIH MalllMHUCTOM Crioco6 BeneHus
ncesga — Te€M Bbilue OyIeT OTHOLIEHHWE CpefHEeKRBaJpaTHYHOIO TOKa 'K CRefHeMy. T. €.
TeM Gonblle HarpeB OBUrarenei 1o OTHOLIEHWIO K HCMONHEHHOW 3(QdEeRTUBHOH UX
pa6ore.

Ha ocHOBaHWM NpPOH3BENEHHOr0 aHajW3a aBTOP NPHUXONMUT K 3aRJIOYEHHIO, XOTH
C MOMOLUBIO MOLAHHOIO KM MEeToda BO3MOMKHO MOACHYMTATh 3apaHee [Js mpenornpene-
NEeHHBLIX YCJIOBHH paboThl 3JERTPOBO3a MNpefelibHbi€ BEJIMYMHbLI CPEIHERBAAPATHYHOrO
TORa, CJIEIOBAaTeNbHO M MOLIHOCTH 3JIEKTPOBO3a, OAHAKO OKOHYATEsbHBIM RPHTEPHEM
BbI6OpA MOLUHOCTH [OBUraTens HOJKEH ObiTh HE CpeHEKBafpaTH4HbIM TOR JBUraTess, HO
H306paskeHHbIA aHanuTHYeCRUM WIH HayeprarejbHbEIM METOlOM XOH €ro TeMmepaTyphbl
Rar QYHRUHWM MyTH Noe3na.

\

CZ. JAWORSKI

ANALYSIS OF THE TRACTION MOTOR PERFORMANCE

(An analytical method of electric locomotive rating computation)

Summary

When projecting railway electrification schemes one has to find the power of
the locomotive. There is no known method of computing it beforehand for given
conditions of the locomotive performance. Therefore to start with, the locomotive
power is assumed approximately according to the experience of the designer. After
the preliminary design of the locomotive and the computation of its traction charac-
teristics a number of analytical trials is performed with the assumption of diffe-
rent trains for the given locomotive and for the given lines. As a result of such
trials the value of the equivalent current of the locomotive motors is obtained.
This current is the criterion of the proper estimation of the traction motor rating.
If the equivalent current approaches but does not exceed the continuous rated
current of the motor, the motor rating is considered to be preperly chosen, Otherwise,
a new value of locomotive rating is assumed from the value of the equivalent cur-
rent obta‘ned out of the analytical trial computaticns, new motors and gearings are
chosen, locomotive tractive characteristics are calculated and new analytical trial
computations are undertaken in order to check the equivalent current of the motor.

The described experimental method of finding the traction motor rating is of
course very tedious and requires hundreds of working hours of the designer, because
of the necessity of the amalytical trials.

In order to fill the gap caused by the lack of a method allowing with sufficient
accuracy to find out beforehand the traction motor rating required, the author
introduces an analysis of the losses and efficiency of the maotor. Then he investigates
the value of the equivalent current, deduces the relations between the equivalent cur-
rent and the continuous rated current on the one side, and between the equivalent
current and the average current on the other. The results of the analysis are given
as follows:

14 Archiwum Elektrotechniki Tom IV
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1. The losses of the traction motor can be expressed as the sum of the variable
AP, representing the winding losses and proportional to the square of the current
and to a comnstant AP, representing the remaining motor losses:

AP=AP.+ APr=RI*+-const,

where R — is the total A. C. resistance of the traction motor circuit.

2. The highest efficiency of the traction is obtained at such a value of the
current I;, when the variable parts of the motor losses 4P.. are equal to the constant
losses. The corresponding motor loading @,, i. e. the rvatio of the current Iy, to the
continuous rated power I, is equal fo the square root of the ratio of the constant
to the variable losses at the continuous rated power:

/[ AP,
Oy = ’ / (-""—‘ ) .
.‘;'lPi, ¢

3. The degree of motor-heating ¢, i. e. the ratio of the losses 4P at the given
current to the losses ZP. at the continuous rated current depends not only on the
motor loading a i e. the ratio of the corresponding currents I and I, but also on
the above parameter a, and may be expressed by the equation

oI
: &, 0
=

9
S
11'/ 1

The degfee of motor heating, when a >1 is therefore always lower than the
degree of heating «?, which follows from the definition of the equivalent current.

4. The equivalent current I, of the traction motor is always higher than the
,substitute” current I, i. e, a current which causes such heating as in the case of the
real variable loading of the motor. The ratio of the current f=I-:1., which gives
the measure of the overrating of the motor, is a

ﬂ=]/1+a:;70 .

where 7, is the ratio of the mo-load run time of the motor to the total time of the
motor run, For the usual values of the coefficients o, and 7,

Tl <t

5. The ratio ¢ of the equivalent current to the average current of a traction
motor is limited on both sides and the limits can be found beforehand from the
following formula:

4

S IR L
)/ = sics Veo+pu—outp,
el

where 7, — ratio of the load run time of the motor to the total run time,
o — ratio of the maximum current of the motor to the average current,
1 — ratio of the minimum current of the motor to the average current,

In order to find the parameters o, #. and ¢ we calculate the value of the average

current using the equation: :
VG

T S

~ mU

)
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where m — number of motors in a locomotive,
U — motor terminal voltage in volts,
V — average speed of the train in km/h,
G — total weight of the train in tons,

s

: Wh
i e unit ,,apparent“! power consumption computed analytically in W

6. The parameters p andu for a given motor and conditions of locomotive work
can be accurately calculated. The parameter 7, for the given kind of train, condi-
tions of traffic and assumed speed-time curve may be assumed with sufficient
accuracy for technical purposes. Therefore it is possible to calculate beforehand, for
the given conditions of locomotive work, the relatively marrow limits of the coef-
ficient ¢ and consequently the equivalent current.

It is therefore unnecessary to perform amalytical trial calculations in order to
check the equivalent current values. The rated power of the locomotive can be cal-
culated beforehand, deriving the upper limit of the coefficient ¢ from the formula

mUI, ciVG

1000 1000

7. The value of the equivalent current cbtained analytically depends on the assu-
med value of the coefficient 7,. However, the arbitrary result is not caused by the
proposed method, but by the exact relation of the equivalent motor current to the
conditions of the locomotive work and its time-speed curve.

The less continuous the working of the coach-motors, i. e. the more it is infer-
rupted as a results of objective causes — like frequent changes of the road-profile —
or subjective causes — like the mode of driving — the higher will be the ratio of
equivalent to average current and the higher will be the motor heating compared
with the effective work done.

On the basis of the analysis the author concludes, that by means of the deseribed
method it is possible, for assumed conditions of the locomotive performance, to
compute beforehand the limiting values of the equivalent current and, in consequence,
the power rating of the locomotive, The final criterion of selecting the motor power
rating should be, however, not the equivalent current of the motor, but the amaly-
tically or graphically obtained motor-temperature curve as function of the distance
covered by the train.

' See: [4].
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WYTYCZNE DLA AUTOROW

Komitet Redakeyjny prosi autoréw o utatwienie prac redakcyjnych zwig-

zanych z przygotowaniem do druku nadestanych artykuléw przez priestrze-
ganie podanych wytycznych przy przygotowaniu maszynopisu:

1.

Prace powinny by¢ napisane pismem maszynowym, na pojedynczych
arkuszach formatu A4, jednostronnie, -z interlinig (co drugi wiersz), z mar-
ginesem 3 cm z lewe]j strony. Stronice numerowane. Artykuly nalezy
nadsyta¢ w dwoch egzemplarzach.

Wzory i oznaczenia nalezy wpisywacé recznie, czytelnie, uzywajac jedynie
liter tacinskich i greckich. Wskazniki nizej liter i wykladniki poteg pisaé
nalezy szczegolnie dokladnie i wyraznie.

Kazda praca powinna by¢ zaopatrzona w kroétkie streszczenie (analize)
w jezyku polskim do 25 wierszy maszynopisu oraz obszerniejsze stresz-
czenia (do 20% objetosci artykulu) w jezyku rosyjskim oraz angielskim,
francuskim lub niemieckim. W razie niemozno$ci nadestania streszczenia
w jezyku obcym autor dostarcza odpowiednie streszczenie w jezyku pol-
skim w trzech egz. z jednoczesnym wpisaniem, o ile mozno$ci, terminologii
w jezyku rosyjskim oraz w jezyku obcym.

Rysunki, wykresy i fotografie nalezy wykonywaé na oddzielnych arku-
szach z podaniem kolejnych numeréw rysunzow. W tekscie i na margi-
nesie, obok wiasciwego tekstu, nalezy poda¢ jedynie odno$ny numer
rysunku, Ostateczne wykonanie rysunkéw obowigzuje Redakcje.

Wszystkie rysunki, wykresy i fotografie nalezy nazywaé w tek$cie rysun-

kami (skrét: rys.) i nie uzywaé okre§len jak figura, szkic, fotografia.

U samego dolu rysunku (a przy fotografiach — na odwrocie) nalezy
wpisa¢ czytelnie numer rysunku, napis pod rysunkiem, tytul pracy i naz-
wisko autora.

Wszystkie tablice (unikaé zbyt duzych) podobnie jak rysunki nalezy wyko-
nywaé na oddzielnych arkuszach i numerowaé kolejno liczbami arabskimi,
U goéry kazdej tablicy podaé tytut (napis) objasniajacy.

Po zakonczeniu artykulu nalezy poda¢ wykaz literatury, wymieniajac
w nastepujgcej kolejnosci: nazwisko autora i piérwsze litery imion, peiny
tytut dziela lub artykulu, tytul czasopisma, tom, numer zeszytu, rok
i miejsce wydania oraz ewentualnie numer strony. Pozycje powinny byé¢
ponumerowane w kolejno$ci alfabetycznej autoréw; w tekscie — powo-
tania na numer pozycji w nawiasie kwadratowym, np. [3].

Autorowi przystuguje bezplatnie 25 egzemplarzy odbitek pracy. Dodatkowe
egzemplarze autor moze zamoéwi¢ w redakcji na wiasny koszt przy prze-
sylaniu korekty swej pracy.

Uwaga: Autora obowiazuje korekta autorska, ktérg nalezy zwracaé w ciggu

3 dni pod adresem: Redakcja ,,Archiwum Elektrotechniki“, Warszawa, Ko-
szykowa 75, Politechnika, Gmach Elektrotechniki, Zaktad Elektroniki PAN.
tel, 8.32.04.
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