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ARCHIWUM| ELEKTROTECHNIKIL — TOM TV '— ZESZYT '3 — 1955

621.392.52
J. LENKOWSKI

Zakres mozliwosci realizacji waskopasmowego fiitru
o 3 obwodach sprzezonych

Rekopis dostarczono 1. 10. 1954

Dla uzyskania krzywych przepuszczania ksztattu maksymalnie plaskiego
lub réwnofalistego dla filtrow o trzech obwodach sprzezonych musza byé
spelnione pewne warunki wyrazone trzema rownaniami, wigzgcymi miedzy
soba dobrocie obwod6éw i wspolczynniki sprzezen, z szerokoscia wzgledna
pasma przepuszczania i falistosciag wewnatrz tego pasma.

Nie wszystkie, dowolnie wybrane dobrocie obwodéw jak tez wspoédlczynniki
sprzezen speiniaja te warunki.

W artykule poddano $cislej analizie, jakie dobrocie pozwalaja na realizacje
krzywych przepuszczania maksymalnie ptaskich wzglednie réwnofalistych.
Analiza ta jest przeprowadzona dla przypadkéw dwu roznych jak tez
rownych wspoétczynnikow sprzezen. Rozwazania teoretyczne sa ilustrowane
na zakonczenie przyktadami obliczen.

1. WSTEP

Ze wzgledu na nieliniowe charakterystyki lamp pozadane jest osiggnie-
cie okreslonego stopnia selekcji juz we wstepnych stopniach odbiornika.
Do tego celu na ogél nie wystarczaja filtry dwuobwodowe.

Zagadnienie waskopasmowego filtru 3-obwodowego ma w chwili obec-
nej juz spora ilos¢ pozycji bibliograficznych [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7],
mimo to zadna z nich nie poddaje $cistej analizie zakresu waznosci roz-
wazan. :

Praca niniejsza jest proba definicji zakresu wielko$ci charakterystycz-
nych parametréw obwodow, zwiazanego z fizyczna mozliwoécia reali-
zacji filtru. Rozwazano jedynie aproksymacje idealnego przebiegu thu-
mienia roboczego o ksztalcie prostokatnym za pomocg wielomianu Czeby-
szewa z granicznym przypadkiem krzywej maksymalnie pta-
skiej. Przebieg tlumienia w ten sposob aproksymujgcy prostokat
bedziemy nazywali w dalszym ciggu ré6wnofalistym badz maksy-
malnie ptaskim.

26*
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2. USTALENIE WARUNKOW NA ROWNOFALISTY PRZEBIEG TEUMIENIA

2.1. Okreslenie funkcji przenoszenia

Rozwazmy filtr o 3 obwodach Y,,Y,, Y, sprzezonych za pomocg admi-
tancji wzajemnych Y, i Y,,. Admitancje wzajemne maja ksztatt

\

; 1
Ymn=j0Cmnit-Gmnt =75
¥ :]U)Lmn
admitancje za$ wlasne
Pyt Doyl
YL:](I)Cl‘i——_—,TGl, I— 18 D35
j(l)Ll
Y 5 = Macierz admitancji zwarciowych
1 7 1 2 23 ’
e T e i < catego ukladu ma postac
Jacais ] T Yy, —Y 0
! % [] T g [J o [] Tl M=l Yoo e €51 31 |4
G e Ao U 0 =l AEL
S 1 7 3 gdzie
TR AN T SRR (S (I
RS 1 It o obieabn: oo et
. 1. Filtr o 3 obwodach sprzezonyc
za pomoca admitancji wzajemnych. Y22:Y12+Y2+Y237
Yo=Y+ Y

sa uzyskane przy zwarciu obu pozostalych weztow, précz rozwazanego.
Ze wzgledu na bilateralno$¢ uktadu Y,,=Y,, oraz Y,,—Y,,.

Stosujac transformacje czestotliwosei z uktadu sSrodkowo-przepusto-
wego na dolnoprzepustowy do elementéw przekatnej giownej macierzy,
inne za$ elementy uwazajac za praktycznie stale w granicach zmian czesto-
tliwo$ci nas interesujacych !, otrzymamy

1 Przyjecie statosci Y.» w pasmie rozwazanych czestotliwosci jest przyblizeniem
S$wiadomie dopuszezonym ze wzgledu na to, ze filtr jest waskopasmowy, rezonans zas
Ymr jest daleki od czestotliwosci rozwazanych. Podobnie réwniez dokonanie trans-
formacji czestotliwosci nad Y,;,Y.., Yy Wymaga przyjecia przyblizenia

d,,
(@—=
i i

+ d, 0C~e,Cy (dy, +d,)=oCpd,
L

gdzie dz; — wspbiczynnik stratnosci cewki L, obwodu [,
d°l — wspblczynnik stratno$ci kondensatora C; obwodu L.
Trzecim przyblizeniem jest uproszczenie wyrazenia £, do postaci

2(w—wy)
e e
@y



Tom TV — 1955 Zakres mozliwo$ci realizacji waskopasmowego ﬁltru 403

0,Cy(d, +j2,) =y 0
¥— A iy @5Co(d, +592,) —Yy |,
] 0 — Yy @3Cy(dy+j42,)
gdzie
dy = ‘glk W= — Ly
w0 C; V LiCy

wy (3]} ay

natomiast Gy, C; i L; wynikaja z definicji Y, , Y, i Y,,.
Wyznacznik macierzy filtru mozna napisaé jako

Yo
; d,+j& — 2 0
DetYM 1 ; ; ! ]/co @ a)oC .
= 0;C,0,Co0,C;y | — j ——2— dy+ 702, g s
%:‘ ]]]/waC, “+] ]')]o)Ca)C
Al Y,
’ 0 o d,+30
]]/CO)C (@Gl 3T] :

Wprowadzimy tu pojecie uogélnionego wspodiczynnika sprzezenia induk-
cyjno-pojemmnosciowo-przewodnosciowego [5]
Ymn

i 7V omCmwnCy

Wyznacznik mozna woweczas przepisac jako

: d,+i2, — k1o 0
DetY=w,C,0,C,0,Cy | — jkss dy+j€, —jKas | - (2)
0 e lony ds+ 32,
. Jezeli na filtr przedstawiony na i :
rys. 2 zalgczymy z jednej strony ge- % t—o e
nerator o SEM E i opornosci we- i f iwp wy ?UWU
wnetrzne] R, koncowki za§ wyjscio~ @ *vl = ST e

we sa otwarte (co mozna przyjac dla
wzmacniaczy lampowych), to robocza Rys: 2. Uklad pc;;%ccozree?l}la filtru z gene-
stala przenoszenia biegu luzem bedzie
; ; E ! : Z
I'—A-}35jB=In——— lubinaczej ' I'=1n iR—,
wy . Zys
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gdzie Z,, i Z,, sa impedancjami biegu luzem filtru. Jezeli jednak R >>|Z, |,
co ma miejsce przy zastosowaniu pentody we wzmacniaczu to

R

il
12
Normalizujae I’ wzgledem poziomu przenoszenia dla Srodka pasma prze-
puszczania, otrzymamy

Z
anorm 7 ln —(71*2‘)“0‘“ (3)
ZliZ
Biorac pod uwage, ze
[ Y11 _Ym]_l:[zn le]
— Yy Yo, Ly, Zss :
czyli ze
S
Doty

Iznorm =2 In B;Z . (4)
W przypadku analizy wystarczy wiec zbada¢ sam wyznacznik Det Y,
w przypadku za$§ syntezy — realizacja In(Det ¥Y) rézni sie od I' tylko

o wielkos$¢ stata.

2.2. OkresSlenie aproksymacyjnej funkcji przeno-
szenia :

Jak wiadomo [2], [3] dla uzyskania réwnofalistego przebiegu ttumienia
roboczego bieguny jego powinny byé¢ polozone na poélelipsie znajdujacej
sie w lewe]j polplaszezyznie P, gdzie P=S+jQ, (rys. 3). Polos duza elipsy
dsr jest okreslona zaleznoScig

da— fgl—f_g_‘l: Af

3

for fo
gdzie
Af — pasmo miedzy punktami 3dB ponizej $redniego poziomu
wierzchotka,
fo — czestotliwosé srodka pasma.

Po6tos mata jest rowna eds, przy czym & jest mniejsze lub rowne 11 jest
okreélone falistoscig F wierzchotka krzywej przepuszczania.
W przypadku maksymalnie ptaskim e=1. Miedzy F i & zachodzi

zwiazek
e )
tgh 7t — [ 1o ] ;
2 1-+¢e
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Wartosci biegunow sg nastepujace

) 2

PZZ: _E'dél‘; (5)
Bl s
_Re

ptaszczyzna P

poziom srednt
wierzchotka

poziom
graniczny

Y A[N]
Rys. 3. Przebieg ttumienia roboczego.
W celu uzyskania réwnofalistego przebiegu ttumienia roboczego trzeba

teraz, aby zera Det Y (2) miaty wartosci (5). Bedzie to speinione, gdy
tozsamo$ciowo zostanie spelniona réwnosé

d,+j@ . —ikis 0 ’ :
ke 4O =il — (2 5P (19 =P,) (O Py)~
0 — Koy ds+3jQ |

W danym przypadku zatozono, ze 2,=0,=0,=0, toznaczy 7e wszyst-
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kie obwody majg wspolng czestotliwosé rezonansows (obwody synchro-
niczne) 2.

Po rozwinieciu i zréwnaniu wspélczynnikow jednakowych poteg (j€2)
otrzymamy trzy roéwnania, spelnienie ktérych warunkuje powstanie
réwnofalistej (w przypadku za$§ granicznym e=1 maksymalnie ptaskzey)
krzywej ttumienia roboczego 2

2 2 dgr 2
d,dy+ dody+doda+ Ko+ ks = 255 - (34 562) =B, (6b)
d; 4 dsFd,=2e~des=C . (6c)

3. PRZYPADEK ROZNYCH WSPOLCZYNNIKOW SPRZEZEN

Przy danej szeroko$ci wzglednej pasma przepuszczania dgr i falistosci
¢ nalezy na podstawie (6) obliczyé nieznane wartosei trzech dobroci
obwodow i dwa wspélezynniki sprzezenia. Z pieciu niewiadomych dwie
nalezy zalozy¢.

Ta swoboda doboru moze by¢ pewnym ulatwieniem w projektowaniu
filtru (np. ze wzgledu na mozliwosé realizacji dobroci @ cewek obwodow).
Z drugiej strony nalezy jednak $ci$le ustali¢ granice dopuszczalne tych
parametrow ze wzgledu na mozliwosé realizacji uktadu.

Rozpatrzymy najpierw przypadek dwéch roznych wspélezynnikow
sprzezen :

K17 Koy .
Z réwnan (6a) i (6b)

k2+k23—$l—(3+58)—d1 dl‘d._,'“‘d-_)"d;g,

3
dspe

- dgkit+diki = -(8+¢)—d; d,-dys

obliczymy kwadraty wspélczynnikéw sprzezen dla przypadku d; # d;.

= Przypadek ten, ze wzgledu na prostote zestrajania, praktycznie biorge, jest
najwazniejszy.

3 Wymk w tej formie podany zostal przez Feldtkellera [3] w 1953 r. Niemniej
jednak juz M. Dishal [1] w 1949 r. podobna droga doszed! do uktadu réownan podob-
nych do (6), z ta réznica, ze nie postugiwal sie ilustracja rozmieszezen zer funkcji
przenoszenia (jak na rys. 3) i w zwigzku z tym nie zostala w jego pracy uwydatniona
interpretacja geometryczna wspoéiczynnika e.
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| i, l
4 (3+582)_d1'd:s_dl'dz_dz’d3 1
d:’;l' 9
e e d;
kf2: : L)
di==ds
g | d |
i1 ff43+5ﬁy—dfdy—¢-df—dyd3
f 3
[ d'I‘ 9
%dz “‘S—S(3+3")“d1'd2'd3
k;:;: : IR
dy—=ds
Wprowadzajac oznaczenia
g &
2eder—C (isr(3-|—5€2)=B, d—;“a—(82+3):A

warto§¢ wspotezynnika sprzezenia k2, mozna przepisa¢ jako

> _ diB—(dyd;+d,dy+dpd;) —A+didd, _ d,B—di(d,+d,)—A

kis
d,—d, d;—d,
Poniewaz
; d;+dy+d,=C,
przeto

_4B—di(C—d)—A _ d}—Cdi+Bd,—A
d,—d, das '

2
ki

Przeksztalcajac podobnie wyrazenie k2, otrzymamy ostatecznie

di—Cd;+Bd,— A

k?2= ) (73.)
g d.
3 2 ¥
i ds ‘ Cd;+Bd,— A : (7h)
dl_ d:;
R

Oprécz warunku d;+d,+d,=C narzucimy dodatkowy warunek

k2> 0 oraz Toas S 00 (8)

to jest przyjmiemy, ze sprzezenie jest dokonane za pomocg elementow
urojonych. ‘ :
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Aby stwierdzi¢ kiedy warunek (8) jest spelniony, nalezy zbada¢ za-
chowanie sie funkcji

Yi(d)=d?*—€Cdi|-Bd—A4,
bedacej licznikiem wyrazen (7a) i (7b).

Poniewaz wyréznik réownania Y(d)=0 jest zawsze wiekszy od zera,
przeto réwnanie ma zawsze jeden pierwiastek rzeczywisty, ktérego war-
tos¢ jest

dy=¢*dsr.
Jezeli przyjmiemy chwilowo, ze d,>d, to dla spelnienia warunku (8)
licznik wyrazenia (7a) musi by¢ dodatni; licznik za$ wyrazenia (7b) jest
ujemny, stad dla d, > d, :
dl > d(o)—:é"dsr,
d; < djg)=¢-dsr.
Wprowadzajac oznaczenia
di=(1-+a)edsr,
d2=B : Edél‘ ) (ga)
dy=1y - edgr,
wowezas z rownania (6¢) otrzymamy
d] +dg+d5:(1+a+ﬂ+y) sdél‘—__ZEdST;
czyli
atf+y=1. :

Przy doborze dobroci obwodéw nalezy dazyé¢, ze wzgledow praktycz-
nych, do mozliwie duzych wartosci d. Poniewaz suma ich jest stala, przeto
celowo byltoby obranie d, mozliwie bliskie e&ds (tzn. a<<1),ad,=d;
(Wéwezas jednak k,—> 0) . Warto$ci ttumien obwodoéw w tym przypadku
sg nastepujace *:

d,=1+0)-eder,

Lelima

dy=

2

Q Sdgr y

2 (9b)
_l—a

2

d3 > Edér .

Przypadek k,;,=0,k,, 70 jest o tyle interesujacy, ze mozna go zreali-

4 Interesujaca okoliczno$cia jest, ze warunek fizycznos$ci uktadu podawany
przez wielu autoréw [2], [31, [4], [6],|d,—ds| >d., w interpretacji wzoréow (9) prowadzi
do banalnej zaleznosci 1-+a > 0.
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zowat sprzegajac pojedynczy obwod I poprzez lampe z parg obwodow
sprzezonych II i III. Woéwczas

ki2=0, d,=edgr,

edsy d 3
dgzdszfz_;, ko= —

2
dir .

Gdy przyjmiemy, teraz kolejno d,>d,, otrzymamy nastepujgce syme-
tryczne odwroécenie wzorow:
d,=(1+a)-e-ds,
1—
do= s cloder s
2 (9¢)
d— =g
2
Analogicznie wiec do poprzedniego istnieje tu przypadek k,,=0. Ze wzo-
row (9) wida¢, ze przypadek maksymalnie plaskiej kfzywej ttumienia
roboczego (¢=1) jest najkorzystniejszy ze wzgledu na wartosci dobroci
obwodow. Przebieg réwnofalisty prowadzi do zmniejszenia ttumien w sto-
sunku &.
Pozostaje do rozpatrzenia przypadek d;=d,. Wobwezas réwnania
przyjma postac
didy+ (ki + k) d, = A,
2d,d, +di+ (kis +k3) =B,
2d; Fds—C:
Rugujac (ki>--kss) oraz d, otrzymamy
d;—Cdi--Bd,—A=0.

Roéwnanie powyzsze (podobnie jak licznik wyrazen (7)) ma dla wszystkich

wartosci ¢ jeden pierwiastek rzeczywisty

; : di—=d;—¢cder,

wtedy d,=0.
Przypadek symetrycznego ttumienia skrajnych obwodow jest oczywi-

Scie odpowiednikiem bezstratnego, obcigzonego obustronnie filtru Zobela °.
Interesujaca jest okoliczno$é, ze w przypadku symetrycznego rozkladu

tlumien (d,=d,) jest ustalona jedynie suma kwadratow wspoiczynnikow

sprzezen

q?
Zr (3+¢%). (10)

W ramach tych rozktad wartosci k2, i k3, jest dowolny.

e =

5> Dla e=1.
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Jako szczeg6lne przypadki mozna wymienié¢

ds1

k=00 kay= (3427,
2 d1
kas=0,  kih=—(3+¢)
oraz
dSl
kfzzkgs— (3+8)

4. PRZYPADEK ROWNYCH WSPOLCZYNNIKOW SPRZEZEN
Jezeli k,=ky,y=k i d;#+d,#d,, to rownania warunkujgce réwno-
falisty przebieg tlumienia roboczego mozna napisa¢ w spos6b nastepujacy
d,d;+d,d>+d,d;+2k*=B,
d,d,d;+(d, +d;) k*=A4,
di+dy+dy=C.
7 dwéch pierwszych rownan otrzymujemy

k2= ; (BEdid: 2d.d,—d) ) é——‘}i—dﬁ—'ﬁ, (11)

czyli
A—d1d2d3=%(B~dld3—d1d2—dzd3) (s e

Po rozwinieciu i uproszczeniu
 24=B(d;+dy)—di (dy+dy)—di (di+dy) .

Otrzymamy wiec ostatecznie dwa réwnania nie zawierajace k* a mia-
nowicie

2A=B (d,+d;)—di (d+dy)—ds (d; +do) ,

C=d,+d,+d,.
Mamy tu trzy nieznane wartos$ci tlumienia d,,d, i d,; rugujac jedna
z nich, na przyktad d,, za pomocg drugiego réownania otrzymamy zalez-
nos$¢, ktéora wiaze d; z d,
(C—3d,) d*—(C2+3d2— 4Cd,) d, + (BC — 2A— Bdy— C2d,+2Cda—d3)=0. (12)
Dla fizyczno$ci uktadu d, musi by¢ rzeczywiste, wyréznik 4 powyzszego
réwnania musi byé >0, czyli

A=(C2+3d;—4Cd,)?—4 (C—3d,) (BC—2A — Bd,— C?d,+2Cd; — d3) >0
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Podstawiajgc wartosci 4, B, C i upraszczajgc, otrzymamy

4 / 9 3
4 fay i BjepLa, s b e,
G @ 4 \ C 4¢* \ C | 4 3C et A (&

Mozemy tu pomingé znany juz z rozdziatu 3 przypadek

dy _ 0,
C
ktory prowadzi do symetrycznego rozkiadu ttumien d,=d,= %

Otrzymamy wowczas

2
3(d9)_(_+i)92+4(i2)+—1~—{~~3~>0.
C 4  4¢% C C 4  4¢

Z drugiej strony nie wystarcza jeszcze, gdy d; jest rzeczywiste. Nie moze
ono by¢ ani ujemne, ani tez réwne lub wieksze od C=2-¢-ds,. Zatem

0< Ly
&

A4
W przypadku e=1, warunek — >0 prowadzi do zaleznosci
A :

\3 ! 2
—3(12) +4(ﬁ) —4(93)+1>o.
C C )

Lewa strona powyzszej nierownosci ma jeden pierwiastek rzeczywisty

b 0354,
C

A
wobec czego warunek e — (0 pociaga za soba

é"—‘<, 0,354 .

Drugi za$ warunek

0<—d~1-<1
@

ds
zawezi nam ostatecznie granice ¢ dopuszczalnych wartosci E 2 tak,

8 Wynika to stad, ze zgodnie ze wzorem (14)

(g o e

0 < 7k
2 (1+02)
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o<%3<0,295. 13)

Z zaleznos$ci (12) otrzymamy
C2+3dy— 4Cd,
At 5 s s
' 2(C—3d,)

 V(C*+3d3—4Cd,)*— 4 (C—8d,) (BC—2A—Bd, —Cyd +2Cd; — di).
7 2 (C—3d,) '

Po podstawieniu wartosci- 4 i B dla e=1

P 3 4 3 2
3(5}) —4~dz+1+] ~3 (E’?) +4 (92) —4 (dﬁ) o
did Che el e clii¢

c o1 %
C,

(14)

Ze wzoru (14) obliczymy dC] . Nastepnie, znajac %,% * oraz sume wszyst-

d.
kich trzech ttumien, obliczymy rowniez E‘ Wreszcie wspolezynnik sprze-
zenia k obliczymy ze wzoru (11).

2

W przypadku, gdy 0<{e<1 granice dopuszczalnych i‘ szybko sie

zwezaja w miare malenia . Ulega tu przesunieciu tylko gérna granica.
Jako ilustracje podajemy, ze dla e=0,5 ’

d
@ <205 (15)

L €

4 . dy 1 : d, d o
Gorna granica % okreslona jest z warunku EZ’ <1, dla e > 0,295 jest o > 1, podczas
gdy dolna granica wynika z fizyczno$ci samego obwodu II.
d

WarunekEl >0 jest tu spelniony przy stosowaniu znaku plus przed pierwiast-
kiem wzoru (14). Jest on réwniez spelniony dla znaku minus przed pierwiastkiem
d ds d
dla é— < 0,22. Oznacza to, ze dla tych wartos$ci C‘ dostajemy dwie rozne wartosci ——C'

ktore speliaja warunki w maksymalnej ptaskosci.

A d; d
7 Granica ze wzgledu na E —0 jest Ef < 0,35, ze wzgledu za$§ na 0 < —éi <loraz

d, d»
fizyczno$¢ obwodu II — jest znéw 0 <C < 0,25. Przy tym dla tych wartosci —c

obie

d
wartosci El sa dodatnie, niezaleznie od tego czy bierzemy znak plus, czy minus przed

pierwiastkiem rownania (17).
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podczas gdy dla e=0,1 8
d,
D=2 =<0:02 (16)
€
Wartose dc—l wyraza sie tu oczywiscie zaleznoscia
\ 2 4 N DN 5 3
3 (12) L iV—s(g‘J) ~(~7—+i) (ﬁ) + (i+ i.)ﬁﬂ (ﬁ)
dy _ (€] & C AL (e \4 A C 6
(8 [ gl_g)

2(1+3€

\

(17)

otrzymang ze wzoru (12) po podstawieniu wartosci A i B.

W celu zakonczenia dyskusji przypadku k,,=k,,,d; # d,7#* d, nalezy
zwroci¢ uwage ze w stadium poczatkowym zamiast rugowaé d, mozna
bylo wyrugowa¢ d,, co doprawodzitoby do réwnania o formie identycznej
jak (12), gdzie d; figurowaloby zamiast d,. Doprowadza wiec to tylko do

odwrécenia koncéwek filtru. Organiczenia dotyczace %2 pozostajg bez

Zmiany.

Szczegolnym przypadkiem w stosunku do poprzednio rozpatrzonych jest
przypadek dwoéch réwnych dobroci d,=d,. Wtedy rownania warunkujace
rownofalisty przebieg tlumienia przyjma postac

% d1+2d2=C7
B (dl‘i"dz)_zdf'dz_dg'(d1+d2):2A.

Podstawiajgc wartosci A i B otrzymamy

ﬁ+2§'{:1’
(& C

: \ gty e 0
O R !
16 e 16 e EN@ G E @ C @ CrC

Rugujac zas %i upraszcezajgc, otrzymamy

\3 2
112(92) —112(§2) +(37+ 3)(9> Lty
1@ (€ 2 @

A d, d 3
8 Ze wzgledu na é; = O,E'< 0,344, ze wzgledu zas na 0 < E“ <1 i fizycznosé

d; ; - :
obwodu II 0 <E? < 0,02. Mozna tu uzywac znaku plus i minus we wzorze (17), jak

w odnosniku 7.
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Pierwiastek rzeczywisty tego rownania jest

2 b P
o / S ]/ =
@ 2242 11262 4 112¢2
3 S ' AT N e e e
1 1 il 1
+ /—— ')_ OV—+
/2o 1122V 4 112

28¢>

=) P38
lub

-‘é—ﬂ =6,075 ﬁ/

+] = 13 L ]—%—0 33. (18)

5. PRZYKL.ADY
Dla ilustracji rozpatrzymy szereg przyktadow.

Przyktad 1.
"Krzywa maksymalnie plaska z réwnymi wspoczynnikami sprzezenia

e=1, kp=ky=k.

: d ¢ : ey
Przyjmujemy —52 =0,1, co jest dopuszczalne, gdyz warto$¢ ta spelnia nie-

rownosc (13). Podstawiajac przyjeta wartose % do wzoru (14), otrzymamy

Blgh
€

Wowezas

%:1—(0,63+0,1)=o,27.

Dalej, obliczamy korzystajac ze wzoru (11)
k2

ST

=0,48,
2

jezeli przyjmiemy
e U 10 kHz 0,02,
500 kHz

wowcezas k=0,014, czyli 1,40%b.
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Przyklad 2.
Krzywa Czebyszewa z réwnymi wspoélczynnikami sprzezenia

B0 ke

S d, ; 3 i LA s
Przyjmujemy EZO,I jako spetniajace nieré6wnosci (15). Wowezas ze

wzoru (14)
g =0,786,
@Re g

zas

%3 —1—(0,1+0,786)=0,114 .

9

Dalej podobnie jak w przykladzie poprzednim ke > =0,397, co dla ds:=0,02
daje k= 0,0126, czyli 1,26%.

ST

Przyktad3.
Krzywa maksymalnie plaska z rownymi dobrociami dwéch obwodéw

eoln Kk ok

Obliczamy na podstawie wzoru (18)

G o G —0207°.
(@550
Wowcezas %2 —2:0,207=0,586. Po obliczeniu dobroci obwodéw, ze wzoru
(11) otrzymamy
I 0.

D)

ST
Przyktad 4.

Krzywa Czebyszewa z rownymi wspotczynnikami sprzezenia i townymi
dobrociami dwoéch obwodow

=05 dy,=dy, kis=kqs=k.

Postepujac analogicznie jak w przykladzie 3, otrzymamy

3 2
§=flé=o,110; El—1=o,78; k{ =0,446.
CiiE e de;?

27 Archiwum Elektrotechniki Tom IV
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4. IEHKOBCKH

YCJIOBHUY OCYLLIECTBUMOCTH Y3KOIOJIOCOBOIO ®HJILTPA
C TPEMY PE3OHRHCHBIMH KOHTYPAMH

Pezwome

B craThe Moapo6GHO PACCMOTPEHbI YCJIOBHMS OCYLLECTBUMOCTH (GUIILTPOB C TPEMS PE30-
HAHCHBIMM KOHTYPaMH, TOYHEE TOBOps, ONpeleseHHUs [NOMYCTUMbIXx (HaKTOpPOB 3aTyXaHWs
PE30HAHCHBIX KROHTYPOB, HEOOXOOMMBIX |75 TMOJIyYEHHS YaCTOTHOH XapaKTEPHCTHURH
¢ dopmoii YebbilieBa WM e MakCHMalbHO IJIOCKOW. B pesynbrare, npHBeeHbl TOY-
Hbl€ TpaHHLbl OOMYCTHMbIX 3aTyXaHUH O/d cliyyaeB OOEHX XapaRTePHMCTHR HUIbTpa.

[ososkuM, yTo Y xaparTepHcTHYecKas MaTpuua IOHbLIX MPOBOJMMOCTEH KROPOTROro
3aMbiRaHKs cxembl (bur. I). [pumeHsem yacToTHOe mnpeo6pasosatve (MONOCOBOH GHILTP
— GUIBTPp HUKHMX 4acToT) R €M TIJlaBHOW [uaroHanu. [lpoBoguMocTH Y, H Y,; MOXKHO
NpHHETh (O 3TOM TpaHchOpMalKH) MOCTOSHHBIMHU, MMed B BUAY Y3RYIO Mojiocy huabTpa.
BBopas Moc/iefoBatenbHo Ro3hhHIMEHT cBs3u (1) nonyuaem onpenenurens (2) Matpulbl Y.

Yro6bl MONYyYMTh YacCTOTHYIO XapaKTEpUCTHRY ¢unbTpa YeObllleBa WM MarRCMMallbHO
TJIOCRYIO, HYJIH MepenaToyHor GYHRUMN YCHITUTES LOJI¥KHbI GbITh PACMOIOKEHbl Ha dJIHUICce
COOTBETCTBEHHO ¢ur. 3.

Ocraercs Tenepb CPaBHSTb TORAECTBEHHO OBa MHOIOY/IEHLI: MHOIOYJIEH MONYyYeHHbIH
‘Y3 onpeneNuTens 3agaHHOM CXEeMbl C MHOIOYJIEHOM, KROTOPOIO HYJIM Haxonmcg Ha 3JIH-
nce, Kar ObLJIO CRA3aHO BhILIE.

B pesyrnbTate nojy4yaem Tpu YypaBHEHHd ycnaBnBaiomye ¢opMy XxapaRTEpPHUCTHRM
Ye6rilieBa, UK K€ MakcHManbHO: MIOCRYIO.

[anblue, paccMaTpyBaercs crnepsa cllyuai HepaBHbIX RO3(GOHUIMEHTOB CBS3H.

id— Ty,

[lorasbiBaercs, uro rRorpa d, == d, Torga HOOJKHO ObITh d; > &dsr (rpe ds OTHOCHTEJbHas
LIMpHHA MMOJiockl NponyckaHus) a d. M ‘d; MeHblle STOH ske caMOW BenHuuHbL. Bmecro d;
MOYKHO B34Tb dy Gonblue &dsr; Torna d, U d; DOMKHbBI ObiTb MeHbLUE &dsr.
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[Monyyarorcs 3pech cnenyroiwre ¢opMysibl Andg pacuéra RodPPULHEHTOB 3aTyxXxaHHs
di=1+a)-e-dsr v dy=(1+a)-edse '

I—a l1—a
~edsr d,=d,= 5

dy=d3= -edsr

rge a — HEeROTOpOe IMOJIOKHUTENIbHOE YMC/Io B WHTepBane 0 < a < 1.
B cnyuae, korga d;=d;; d,=0. Tak Kak B 3TOM Ciy4ae CyMMa RBafpaTtoB Ko3bdu-
UMEHTOB CBSI3U SIBJISETCS MOCTOSHHOM BesWuMHOM (10), MOKEM MPHHATH JHOGYIO BEJIHMYH-

2 2
Hy Hak,, uk,, (NP1 yCJIOBHU MOCTOSHHOCTH UX CYMMBI).
Ons kiy=Ky=k U d, = d; 5~ d;, nonyyaeM clenyroll¥e OrpaHHYEHHs BEHYKMHbI
RO3GPHULMEHTOB 3artyxaHus, ansg e=1:

0<d,<0.295C.

3(‘12)2 4d2+1+]/ 3<dg)4+4(d2)3 4(d")+&;
die’ =\G C @ € (e] @

o 2 (1+3 dﬂ)
. (6]
d;=C—d,—d,.
Rorpa 0 < & <1 WHTEpBaj HOMYCTHMbIX 3HA4YEHWH d,

nnsg £=0,5
) 0i<dids<210,25/C

ong e=0,1
0'<dy < 0,02:C-

B oco6eHHO BakHOM ciyyae. Koraa dy=d; U Ky =Ky3;=Kk, BENU4HHbI RO3PPHIUEHTOB
3aryxaHus MojyyaroTes Ccliepyroliue

3 eI R 3 R
d. 1 1 ]/ 1 1 1 1 ]/ 1 1
= — + —+ + - — g +0,33
C l/ 22482 7 119/e? 4 "112¢? ]/ 224 ¢ 112¢? 4 +112 e?

d;=C—2d,.

J. LENKOWSKI

QUALITY FACTORS OF PHYSICALLY REALIZABLE NARROW-BAND
FILTERS WITH THREE COUPLED CIRCUITS

Summary

Much has been written about triple tunel' coupled circuits. Nevertheless, it
seems worthwhile to discuss some aspects of this question.

The paper discusses the conditions under which the three coupled-circuits filter
with Butterworth (B) or Tchebyshev(C) characteristic can be realized.

The extent to which the @-factors of coupled circuits can be freely chosen is
thoroughly analyzed, and appropriate formulae for practical applications are
given.

For the network given in Fig. 1, the short-circuit admittance matrix is Y. We
apply the frequency transformation (from bandpass to low pass system) to the
elements of the principal diagonal only, as the coupling admittances can be seen

§

27*
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as nearly constant in the pass band. After introduction of the general coefficient
of coupling (1) we arrive at the value (2) of the determinant of Y.

In order to get the transfer function the modulus of which is B or C in shape,
we need only to put its zeros according to Fig. 3. |

The special case of network synthesis met here is solved by equating identically
two polynomials: one defined by the position of its zeros (Fig. 3), the other being the
determinant of the network considered (Fig. 1).

As a result we get three equations (6) giving the conditions to be fulfilled for
B or C shape of characteristic.

The case of different coefficients of coupling is first discussed. Now, it appears,
that when

d, #d,

d, must be greater than e times relative bandwidth, whereas d, and d, smaller. The
tsame can be said about d, taken instead of d;. In this case d; and d, must be less
han & times the relative bandwidth. The appropriate formulae for d;, d,, d; are:

d;=1+4a)-edsr or d;=(1+a)-edse

1= 1—a
d,=d;= > < edsr di=d,— edsr
where dsr — relative bandwidth,
a. — arbitrary positive value in the interval 0<a < 1.

In the case d,=d3,d,=0.

As the sum of the squares of coefficients of coupling in this case is constant (10),
- we can choose at liberty the values of both in this interval.

For the case k;s=ky,3s=k and d,~d,>d;, there are also several restrictions
concerning d values. For instance, when =1

0< d, << 0,295 C
otV Bl R R
3{—=) —4—+1 Bi|= AR i
dy (c Ehi c) T*\c cl T¢

d (e c)
ol ai=
@
ds=C—d,—d,.

For 0 < e< 1, the interval of permissible values of d, grows narrower with &
getting smaller. As an example,
or ¢ =06

0/<@'d; <00,25'C
+ and for £=0,1

0<d,<0,02C.

In the special case, when d,=d; and k,»=k,s=k the values of d factors are
following:

@_i/ i ]/T:T+]/ L E Lt
c 924e2 ' 1122 ¥ 4 | 1128 5240 " 1190 V. 3 qpe 000

dy=C—2d;.
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621.314.21:512.8
CZ. RAJSKI ;

Transtormatorowa realizacja réznicy symetrycznej

Rekopis dostarczono 5. 10. 1954

Praca dotyczy ukladu stanowigcego prosta realizacje dzialania roznicy
symetrycznej w algebrze Boole’a oraz mozliwosci zastosowania tego ukladu
w budowie elektronowych maszyn cyfrowych !

Dodawanie dwoéch liczb wymaga przy zapisie pozycyjnym obliczenia na
kazdym miejscu znakowym cyfry sumy oraz wartosci przeniesienia na naj-
blizsze wyzsze miejsce znakowe. Wyniki, jakie mozna przy tym otrzymac,
w czesto stosowanym w maszynach cyfrowych systemie dwoéjkowym, sg
zestawione w tablicy 1.

3 Tablica 1
Dodawanie dwoch skladnikéw w systemie dwojkowym
A B S P Oznaczenia
sireve e e A
0 0 0 0 A — cyfra dodajnej
0 1 1 0 B — cyfra dodajnika
1 0 1 0 S —cyfra sumy na tym samym miejscu znakowym
1 1 0 1 P — do przeniesienia na wyzsze miejsce znakowe
W symbolice aglebry Boole'a S=A=-B, P=AB

Znaki 0 i 1 oznaczaja tu cyfry, jesli bedziemy znaki te interpretowali
jako symbole elementéw wyréznionych algebry Boole’a, to kolumny A,
B i S zawieraja dzialanie, ktére nazywa sie tworzeniem réznicy symetrycz-
nej, kolumny za$§ A, B i P — dzialanie, ktére nazywa sie mnozeniem
Boole’a. To, ze zmienna S jest réznicg symetryczng zmiennych A i B, za-

1 Od Autora. W toku przygotowywania niniejszego artykulu do publikacji

zostalo stwierdzone, ze opiniodawca doc. mgr R. Marczynski rozwazal mozliwos¢
budowy transformatorowego ukladu réznicy symetrycznej niezaleznie od autora
i przed nim.
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pisujemy w postaci S=A - B, za$ to, ze zmienna P jest iloczynem Boole’a
zmiennych A i B, zapisujemy w postaci P=AB. :

Jesli znakom 0 i 1 przyporzadkujemy pewne wartoSci jakiego$ para-
metru elektrycznego, np. znakowi 0 chwilowy brak potencjalu, zas zna-
kowi 1 — potencjat chwilowy o wartosci nominalnej réznej od zera, to
elektryczne wykonywanie dodawania bedzie mozliwe, jezeli potrafimy zbu-
dowa¢ takie dwa uktady, z ktorych jeden realizowalby tworzenie réznicy
symetrycznej, drugi za§ — mnozenie Boole’a. Najprostszy uklad w przy-
padku realizacji diodowej odpowiada jednakze innemu dziataniu, miano-
wicie dodawaniu Boole’a (rys. 1). Prostota tego ukladu wynika z okolicz-

g Z 2 {
(o mer 0znaczenie
Oznaczenie

5 X s
w schermatach blokowych w Schematach blokowyc

T U o +£;
- . A+B % r%% AB
—
Il g _’?m— _% JL g »—g—m—— =

Rys. 1. Schemat zasadniczy dla im- Rys. 2. Schemat zasadniczy dla im-
pulséw dodatnich wukltadu realizu- pulséow dodatnich ukiadu realizuja-
jacego dodawanie algebry Boole’a. cego mnozenie Boole’a.

nosci, ze stanowi on w istocie rzeczy pofaczenie rownolegle punktéow
A, B i C przy jednoczesnym zastosowaniu diod dla zabezpieczenia przed
przechodzeniem impulséow z jednego wejscia na drugie. Jesli przechodzenie
to nie moze spowodowaé btednego dzialania, to uklad z rysunku 1. mozna
poming¢ tgczac ze sobg bezposrednio punkty A, B i C.

Uktad realizujacy mnozenie Boole’a jest nieco bardziej skomplikowany,
gdyz stanowi pewnego rodzaju odwroécenie uktadu realizujacego dodawanie
(rys. 2). Podobnie prosta realizacja tworzenia réznicy symetrycznej — o ile
autorowi wiadomo — nie jest znana. Dziatanie to zazwyczaj realizuje sie
droga posrednig przez zestawianie kilku ukiadéw, z ktorych k'aidy reali-
zuje jedno z dziatan algebry Boole’a przyjetych jako podstawowe. Czesto
przyjmuje sie tu wymienione wyzej dziatania dodawania i mnozenia oraz
trzecie dzialanie — wuzupelniane (rys. 3). Za pomocg ukladow realizu-
jacych te trzy dzialania mozemy zbudowaé urzadzenie realizujgce two-
rzenie roznicy symetrycznej. Jeden z mozliwych schematéow blokowych
takiego urzadzenia pokazany jest na rysunku 4. Zaleta tego rozwigzania
jest, ze jeden z ukladoéw (na rysunku 4 po lewej stronie u dotu) realizuje
jednoczesnie mnozenie Boole’a potrzebne do wytwarzania wartosci P.
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W ten sposéb urzadzenie pokazane na rysunku 4 stanowi sumator dwu-
sktadnikowy. Liczba elementéw wchodzacych w sktad takiego urzadzenia
jest z natury rzeczy znacznie wieksza od liczby elementoéw, z ktorych
zbudowany jest ktorykolwiek z uktadow podstawowych.

e
Oznaczente :

w schematachn Blokowych

A+ B A= h
o A
A i A_ + E’
z AB
Rl 70_{ 77L 3 o/
Rys. 4. Schemat blokowy uktadu
Rys. 3. Schemat zasadniczy dla im- realizujacego tworzenie réznicy sy-
puls6w dodatnich ukladu realizujg- metrycznej na zacisku S i iloczynu
cego uzupeinianie Boole’a. Boole’a na zacisku P.

Celem niniejszej pracy jest wykazanie, ze liczbe elementow potrzebng
do realizacji tworzenia réznicy symetrycznej mozna wydatnie zmniejszy¢,
budujac uklad podstawowy przy zastosowaniu transformatora z wyprowa-
dzonymi S$rodkami uzwojenia pier- X
wotnego i uzwojenia wtoérnego. Od- ] :::\E—M

. . . Oznaczenie
powiedni schemat pokazany jest na R
rysunku 5. Jesli potencjaly na zaci-
skach ‘A i B maja jednocze$nie war- JL 4 ept—p '
tosé 1, to dziatanie ich znosi sie i na ‘
zacisku C jest 0. Jesli badz tylko A,
badz tylko B ma wartos¢ 1, to w ob- 11 5
wodzie wtérnym transformatora po-
wstaja dwa impulsy SEM, ktore % = =
powoduja przeplyw poprzez diody Rys. 5. Schemat zasadniczy dla impul-
pradu tadujacego kondensator na sow- dodatnich ukladu realizujacego
wyjsciu. tworzenie rolz)r;;(:};g Os()%g}:'tryczne.] alge-

Przy stosowaniu tego ukladu
schemat sumatora dwuskladnikowego upraszcza sie do postaci pokazanej
na rysunku 6. Zysk na ogélnej liczbie elementow jest tu oczywisty.
Rowniez korzystne jest stosowanie ukladu podstawowego réznicy syme-
trycznej w urzadzeniach bardziej skomplikowanych, np. w sumatorze
trojsktadnikowym. Mozna dowie§é, ze dla budowy takiego sumatora
trzeba zrealizowaé¢ dzialania nad zmiennymi A, B, C, tworzace wyrazenie
A—-B-=C dla sumy sktadnikéw A, B, C, oraz wyrazenie AB+AC+BC
dla przeniesienia.

Jedno z mozliwych rozwiagzan uktadu realizujacego potrzebne dziata-
nia zawiera schemat blokowy pokazany na rysunku 7. Przy uzyciu uktadu
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podstawowego réznicy symetrycznej schemat ten mozna uproscié do po-
staci pokazanej na rys. 8. Jak wida¢, rowniez w tym przypadku ogélna
liczba elementéw w sumatorze ulega wyraznemu zmniejszeniu.
Stosowanie podstawowego ukladu réznicy symetrycznej pozwala na
eliminacje niektérych innych ukladéw podstawowych. Przede wszystkim,
ABC

T
ey
ALB =] A+8+C I——~|AEC+A'BE+A§E ) A<BC
okl el e 2 L’P 2 :
B 8 : o A
Dﬁ o = ’(A+B)(A+()(B C)
ﬁjxxsmmsc

Rys. 6. Schemat blokowy
sumatora dwusktadniko-
wego stosujacego podsta-
wowy uklad roéznicy sy- Rys. 7. Schemat blokowy sumatora tréjskladnikowego
metrycznej. w wykonaniu konwencjonalnym.

jeSli na jednym z zaciskow wejsciowych ukladu réznicy symetrycznej,
np. na zacisku B, bedziemy utrzymywali stale warto$¢ 1, to znaczy po
prostu- dolgezymy ten zacisk do generatora sterujgcego maszyny, to na

zacisku C otrzymamy warto$¢ A,

Gl czyli uzupelnienie zmiennej A.
‘ Fl—| AzB=C

o 5 Mozna réwniez wyeliminowaé

/ ag ukiad podstawowy mnozenia Boole’a.

2 E Praktyczne znaczenie takiej elimi-

»@,AC o)) 28+ 8#8 p  nacji wynika z tego, ze uklad dio-

dowy z rysunku 2 pobiera stale prad,

= co jest niepozadane zaréwno ze

Rys. 8. Schemat blokowy sumatora wzgledu na wielko$¢ urzadzen zasi-

trojsktadnikowego zbudowanego lajacych, jak i na efekt grzania.
przy uzyciu ukladu podstawowego 2 ; &

réznicy symetrycznej. Eliminacja na podstawie prawa de

Morgana prowadzi do uktadu, ktory,
ze wzgledu na liczbe elementéw znacznie wieksza niz w ukladzie
z rysunku 2, nie moze mie¢ znaczenia praktycznego. Jesli jednakze uklad
mnozenia stanowi cze$¢ jakiego$ innego uktadu, np. sumatora, to do
eliminacji mozna czasem uzyé elementéw, ktére musza wystapié
w ukladzie dla innych celow.

Na rysunku 9 pokazany jest przykladowo schemat blokowy sumatora
dwuskladnikowego. Jest on prostszy od zazwyczaj stosowanego uktadu
z rysunku 4 i nie pobiera pradu.

Inna mozliwo$é eliminacji ukladu mnozenia polega na takim uksztal-
towaniu schematu blokowego, aby wymieniony uklad w ogéle w nim nie
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wystepowal. Na przyklad sumator tréjsktadnikowy mozna zrealizowaé
W sposob pokazany na rysunku 10. Symbol dodawania w nawiasach ozna-
cza, ze uktad dodawania mozna tu zrealizowaé po prostu przez polaczenie
rownolegle z pominieciem diod. Jak wi-

dzimy uklad z rysunku 10 jest prostszy od ‘ A=B £
czesto stosowanego ukladu pokazanego na /|
rysunku 7, nie pobiera przy tym pradu .| Y
bi 1 : o
w biegu luzem =r A s

Zastosowanie transformatorowego u-
Rys. 9. Schemat blokowy suma-

kiadu réznicy symetrycznej moze napot-
ka¢ na pewne trudnosci realizacyjne
zwigzane z tym, ze impulsy docieraja do

tora dwuskladnikowego zbudo-
wanego bez uzycia ukladu pod-
stawowego mnozenia.

réznych punktéw maszyny réznymi dro-

gami i moga miec¢ nieco rézne ksztaity. Wobec tego dwa przeciwnie skie-
rowane impulsy przylozone na wejscie transformatora moga nie znosié
sie dokladnie, lecz dawa¢ na wyjsciu pewien szkodliwy impuls szczatkowy.

5 ) |
G
A=B
I !
Az ABCJ{TCrJ—l AB+AC+8C
B=G
)

Rys. 10. Schemat blokowy sumatora tréjsktad-
nikowego zbudowanego bez uzycia ukladu pod-
stawowego mnozenia.

Zmniejszenie tego niepozadanego efektu mozna uzyskaé badz przez zasto-
sowanie odpowiedniego korektora amplitudy, badz?2 przez dobér wlasci-
wego materiatt magnetycznego na rdzen.

Katedra Podstaw Télekomunikacji
Politechniki Warszawskiej
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Y. PRHCKH
TPAHC®OPMATOPHOE MCIMOJIHEHUE CUMMETPHYECKOH PA3HHLIEI
Pesome

B cratbe onvcaHa CXeMa MNpOCTOHW CHCTEMbI COOTBETCTBYIOLIEH CHMMETpHYecKoM
pasHuue anre6pbl Bynsi, 0cHOBaHHOW Ha MpUMEHEHHH AudPepeHLHanbHOro TpaHcpopma-
topa. [losb3a, BbITeRaolas U3 NMPUMEHEHHS 3TOW CUCTEMbl B BbIYMCIIMTE/IbHBIX LEJNSX,
npencraBieHa pasfMyHbIMH NpUMepaMH. 3aTpyAHEHHs, MOTyllHe BO3HWKHYTb B CBHA3H
C BO3MOMKHOCTbIO HEOOMHAKOBLIX MMOYJbCHLIX (OpPM, NMPUXOASLIKMX Ha BXon TpaHcpopma-
TOpa, MOTYT ObITh YCTpaHEHbl NMpH MOMOLIX MPUMEHEHHS COOTBETCTBYIOLLIErO MaTepHasa
cepiedyHHRa WJIH K€ MpU MPUMEHEHWH COOTBETCTBYIOLLEH KOPPERUHMOHHOM LEeny hopMbl
HMMITyJIbCOB MPH BbIXOHE.

CZ. RAJSKI

A SIMPLE HALF-ADDER

Summary

The paper describes the circuit of the simple unit corresponding to the Bolean
symmetric difference based upon the use of the transformer with center-tapped
primary and secondary windings. The advantages resulting from the incorporation
of this unit into cdmputing circuits are illustrated by various examples. The operating
difficulties due to the possible inequalities of the pulse shapes arriving at the
input of the transformer may be overcome either by the use of an appropriate core
material or by a suitable pulse shape controlling circuit at the output.
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R. KULIKOWSKI

Minimalne znieksztatcenia i energia szumoéow
w filtrach érodkowoprzepustowych

Rekopis dostarczono 3. 11. 54

W pracy niniejszej wyznaczono charakterystyki filtrow $rodkowoprze-
pustowych, ktore przy danej energii szuméw na wyjsciu ukltadu zapewniajg
minimalne znieksztalcenia impulséw prostokatnych o danej szerokosci.
Jako kryterium znieksztalcen przyjeto tzw. btad kwadratowy z prostokatng
funkcja wazkosci. Przy zadanym poziomie znieksztalcen wyznaczone cha-
rakterystyki zapewniajg rowniez minimalng warto$é energii szumoéw na
wyijsciu uktadu. :

1. WSTEP

W teorii odbioru sygnatéw impulsowych wystepujacych na tle ,bia-
tego szumu‘‘ wiele uwagi poswieca sie tzw. filtrom zespolono-sprzezonym
[11, [4], [5], ktore pozwalaja na otrzymanie maksymalnego stosunku mocy
sygnatu do mocy szumu na wyjsciu uktadu filtrujacego. Jednakze kry-
terium to zupeinie nie uwzglednia znieksztalcen sygnatu w uktadzie fil-
trujacym, chociaz tego rodzaju znieksztalcenia w urzadzeniach impulso-
wych na ogét graja duza role. Dlatego tez przy wyznaczaniu charakterystyk
uktadow filtrujacych nalezy rowniez uwzglednia¢ znieksztatcenia ksztaltu
sygnaltu.

Znieksztalcenia wnoszone przez uklad okresla sie zwykle przez po-
réwnanie sygnalu wyjsciowego z sygnatem wejsciowym. Na przyktad znie-
ksztatcenie wnoszone przez uklad dolnoprzepustowy okresla sie przez
poréwnanie reakeji uktadu h(t) na sygnat o ksztalcie skoku jednostkowego
z funkcja jednostkows.

Jako analityczne kryterium znieksztalcen przyjmuje sie tzw. blad
kwadratowy okreslony wyrazeniem

[M——n@rdt, @)

w ktorym v jest wielkoScig op6zniania sie sygnalu w danym uktadzie.
Z kryterium takiego typu wynika zalozenie, iz mamy do czynienia
z sygnatami rozciggajacymi sie od zera do nieskonczonosci. Jest to w pew-
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nym stopniu idealizacja, gdyz impulsy takie rzadko spotykamy w praktyce,
a zainteresowanie nasze zniekszaltceniami ogranicza sie zwykle do prze-
dziatu skonczonego, w ktorym jest okreSlony impuls rozpatrywany. Po-
nadto kryterium to traci sens w przypadku uktadéw dolno- i srodkowoprze-
pustowych, gdzie sygnat wyjsciowy h(t) dazy do zera przy i — o0 a co za
tym idzie calka (1) nie jest zbiezna.

Dlatego tez w pracy niniejszej jako kryterium znieksztalcen przyj-
miemy wielkosé

1= [w(t) [1(t—7) —h®))dt, _ )

gdzie w(t) jest funkejg wazkosei, podporzadkowujacg kazdemu momentowi
czasu t, w ktérym wystepuje znieksztatcenie d(t)=1(t—7v)—h(t) odpo-
wiedniag wazko$¢é wyrazajaca stopien niepozadania znieksztalcen w tym
momencie. !

Zatem zagadnienie polega na wyznaczeniu minimum funkcjonalu (2)
w zaltozeniu, ze energia szumu na wyjsciu ukladu ma dang wartos¢ E.
' Energia ta (przy tzw. biatym szumie na wejsciu) jest proporcjonalna

EzfAZ(w) do, (3)
0

gdzie A(w) jest charakterystyka amplitudy, czyli modulem funkeji prze-
kazywania ukladu K (iw).

Warunek powyzszy wyraza réwniez oczywisty fakt, ze charakterystyka
amplitudy A%(w) ogranicza skonczone pole, przy czym wielkos¢ tego pola
zalezy od czynnikéw konstrukeyjnych, tj. moze by¢ powiekszona przez
zastosowanie ukltadéw korekeji, sprzezenia zwrotnego itp.

Na zasadzie wzoru Parsevalla warunek (3) mozna przedstawi¢ réwniez
w postaci

E=x[kt)dt, 4)
\ 0
gdzie k(t) jest reakcja ukiadu na impuls d(t) Diraca. Oczywiscie ze

k(t)=nh'(t). (5)

Poniewaz zakladamy, ze rozpatrywany ukltad jest Srodkowoprzepu-
stowy, to powinny byé¢ spelnione warunki:

A(0)=0, (6)
A(0)=0, (7)

ktore sprowadzaja sie do
h(0)=0, (8)

- h(c0)=0, )
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2. WYZNACZENIE CHARAKTERYSTYK

Nalezy wyznaczy¢ minimum funkcjonatu

I= [w(t)[1(t—7)—h(®)Pdt,
0

przy warunkach dodatkowych 1:

f Rty dt=-— =B,
It
h(0)=o0,
h(co)=00.

W celu rozwigzania powyzszego zagadnienia wariacyjnego utworzmy
pomocniczy funkcjonat

H= [{Ah2(t)+ w(®) [1(t— 7)— h(D)]?} dt, (10)
0

gdzie A= const.

Réwnanie Eulera, ktore okresla ekstremale tego funkcjonatu, przed-
stawia sie zatem jako

AR () +w(t) [1(t—7) —h(t)]=0. (11)

Poniewaz znieksztalcenia interesujg nas jedynie w skonczonym prze-
dziale T (ze wzgledu na skonczona dtugosé¢ impulséw majgcych praktyczne
-znaczenie), jako funkcje wazkosci przyjmiemy:

wE)=10)—1¢—-T1), L=, (12)

to jest funkcje, ktéora w przedziale (0, T) ma wartosé jednostkowa oraz
na zewnatrz tego przedzialu warto$¢ réwng zeru. Wtedy réwnanie (11)
rozpada sie na dwa réwnania:

—AR"(®)+h(@t)—1(t—7)=0 dla 0<t<T, 13)
—h"(t)=0 dla TStsoo. (14)

Zalézmy najpierw, e parametr A jest rzeczywisty i dodatni; wtedy roz-
wigzanie réwnania (13) ma postaé

t
h(®=—k [ shk(t—t)1( —7) dt +aeki+pe—*t, (15)
gdzie i
el Sl
Va

1 W pracy [2] rozpatrzono podobne zagadnienie przy w(t)=1, h(0)=0, h(co)=1.
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Poniewaz lim h (t)=0, z réwnania (15) otrzymujemy

t—0
hl(O) =5 a+‘B )

a zatem
: t
hy(t)=—k [ shk(t—t)1(t—7)dt +ashkt, (16)

gdzie a jest stala dowolna.
Wzor (16) mozna zapisa¢ w sposob nastepujacy:
(17a)

_~7ashkt, dla 0<t<~7
hl(t): S
Tt (17b)

1 ch k(t—7)+ashkt, dla
Rozwigzanie rownania (14) wyraza sie w postaci
hy@®)=Cit-=Cs, (18)

.gdzie C,, C, sg statymi dowolnymi.
 Poniewaz zaktadamy, ze uklad wnosi znieksztalcenia na matych czesto-
tliwo$ciach, zatem warunek (9) pociaga za sobg warunek

? C1 :C2: 0 .
Ze wzgledu na ciggtos¢ h(t) w punkcie T, to jest

hy(T)=hu(T),
otrzymujemy warunek

hy(T)=0. - (19)
Z-rownania (17b) otrzymujemy
G SRl b T (20)
sh kT 2

Optymalna charakterystyka przejsciowa w przypadku powyzszym ma za-
tem postac

th Ll sh kt dla' 0sSts7, (21a)
7 2
kT 2
h(t)=— 1—chk(t—7)+th —E—sh Lt dlal oS 1T
o dla T<t<co. (21D)

Na rys. 1 przedstawiono charakterystyki h(t) dla 7=0, to jest
T,
h(t)=1—cht,+th 5 sht,, (22)

gdzie ty=kt,T,=kT, przy réznych wartosciach kT.
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Funkcja przenoszenia, ktéra odpowiada (22), wyraza sie przez

Tl
K(p,)=p, [h(t,) e~Pt:dt, —
0

=] —e PTa| _(1*__‘1)_771_ [e=@:—DT: 1]+ Qm [etP:+1)T: 1k (23)

2(p;—1) 2(ps+1)
. P
gdzie p,= B
h(ts)
B e e e e
0,8 ‘
0.6
04t hT=25 \k7=5 KT = 10
02
% t= Kt
0 T3, a4 5 6 S S Qs Ot T

Rys. 1. Charakterystyki przejsciowe uktadu
przy réznych szerokosciach impulsu.

Podstawiajac p,;=iw, znajdujemy optymalne charakterystyki czesto-

tliwosciowe
A(o,)=V[Re K(io,)*+[Im K(io,)]?,
¢(w;)=arctg E:II{{—((Z:))
'w ktérych
Re K(iw;)=1—cos o,T, + a}f‘i’jr—l [(@shT,—ch T,) o, cos o,T,+
+(achT,—sh T,)sin o,T;— o,]
Im K(iw,) = —sin o,T,+ wj’jr ;[(@ch T,—sh T)) cos o, T+

1

24)

(25)

(26)

+(ashT;—chT,) o, sinw,T,—a] (27)

oraz

azthL-
2
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Blad I, odpowiadajacy powyzszemu rozwigzaniu otrzymujemy podsta-
wiajge wielkosé (22) do wzoru (2), to jest

e j = h@Pdt =
0

T
- 1 :
=f[a shkt —chkt]*dt= ——[(g—1)%2T:—4(a>— 1) T; — (a+1)*e—2T: + 4d].
8k (26)
0

Podstawiajac h(t) ze wzoru (22) do (5) i (4) otrzymujemy
gt

k
Bth'2(t)dt=—2‘[(a—1)2e2T1+4T1 @—1)—(a+1)2e 2" +4qa), (29

0

gdzie T,=kT.
Zatem przy T danym przez
—?:E'[(a-l) e *—{—4T1(a *1)"‘((1,‘*‘1) e 1+4a] (30)
otrzyrﬁamy
o 6B, - ¢ (31)
[(@—1)?e2T:4-4T, (a®—1)—(a+ 1)’ e~2T:} 4q]
Blad I bedzie zatem
e [(@—1)2e?*T: +-4(a®>—1) T, — (a+1)2e 2T+ 4a] [(a— 1)% e2T: —
—4T, (a*—1)—(a+1)%e2T:{ 4q]=
1 2 9 9 9 2 )
= —64B {[(@— 1)*e®T:— (a+1)>e 2T+ 4q]*— 16T (a2 (32)

gdzie a=th ~T2~"~ :

Wykres tego btedu przedstawiono na rys. 2, na ktérym podano réwniez
wykres btedu sredniokwadratowego —IQTB (krzywa przerywana).

1
W przypadku k urojonego, to jest k=iu, rozwigzanie rownania (13)

przy 7=0 ma postac

t
h(t) =,ufsin w(t—t)dt' +b sin ut=1—cos put+bsin ut (33)
0
dla 0<t<T.
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Z warunku (19) otrzymujemy

cos uT—1 uT
b T o g (34)
sin uT 2
&/B i
KT
R e e e e
075
/1B
05
il 18
025 //—\\\\;{7
NS \“___ Sty
0723456/"59,'071

Rys. 2. Wykresy bledow przy réznych sze-
rokos$ciach impulsu.

W powyzszym przypadku optymalna funkcja przej$ciowa uktadu (33)

: : : 2 : :

jest funkcjg okresowa o okresie T,= i Przypadek ten ma ograniczong
yzi

wartosé praktyczna.

3. DYSKUSJA WYNIKOW

Wyznaczone charakterystyki czasowe (21a, b), (22) oraz odpowiadajace
im charakterystyki czestotliwo$ciowe (23), (24), (25) okreslajg uklad, ktory
przy danym poziomie energii szumow na zaciskach wyj$ciowych pozwala
na przeniesienie impulsu o danej szerokosci z minimalnymi znieksztatce-
niami obliczonymi wedtug kryterium (2).

Uklad ma réwniez te wilasciwosé, ze przy zadanym poziomie znie-
ksztalcen energia szumoéw na wyjsciu osiagga minimum. Wynika to z za-
sady ,,wzajemnosci® zachodzgcej dla zagadnieh wariacyjnych typu izope-
rymetrycznego [3].

Poziom energii szumoéw jest rowniez jednoznacznie zwigzany z polem
ograniczonym przez charakterystyke A%*(w). Wielko$é ta jest znowu zwia-
zana z czynnikami natury konstrukeyjnej. Wynika stad mozliwo$é zapro-
jektowania ukladu, ktéory w danych warunkach ma optymalne wtasno$ci
ze wzgledu na znieksztalcenia kwadratowe oraz ttumienie szumow.

Jak wynika z rys. 2, znieksztalcenia impulséw kroétkich sa bliskie zeru.
Wynika to stad, ze sam przedziat przyblizenia dazy do zera. Natomiast

“$redni blad kwadratowy dazy w tym przypadku do nieskoriczonosei
(krzywa przerywana), to znaczy iz impulsy krétkie sg silniej znieksztat-
cane niz impulsy dtugie.

28 Archiwum Elektrotechniki Tom IV
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Wyznaczone charakterystyki czestotliwosciowe (23), (24), (25) pokazuja
w jaki sposéb nalezy ,,rozlozy¢‘ tlumienie (badz wzmocnienie) uktadu aby
w danych warunkach uzyska¢ optymalne rezultaty.

Zaktad Elektrotechniki Teoretycznej PAN
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P. KYJIHKOBCKH

MHWUHHWMAJIBHBIE MCKAXXEHWUA W SHEPTHMS LLIYMOB
B [MOJIOCOBbLIX ®HJIBTPAX

Pesome

B Hacrosuie# pabore onpepnengiorcs XapakTEPUCTHRH MOJIOCOBBIX PHIIbTPOB, ROTOPLIE
NpH 3afaHHON SHEPrHM LIYMOB Ha BLIXOHE CHCTeMbl O6ecrnevatoT MUHUMalbHbIE MCRame-
HHSl MPSIMOYroJIbHbIX MMIYJbCOB O 3afaHHOH [JIMTEbHOCTH.

B RauectBe RpMTEpHS HCRaKEHHWH TMPHHATO T. H. RBaJipaTH4YeCRYIO OLIKMGRY ¢ nri-
MOYTrOJIbHOH BECOBOW (yHRUHEW

I= [w®[1¢t—7) —h(®)]t, ©)
0

roe w(t)—BecoBas QyHRUMS, ROTOpas Bbipajaercs :
wt)=1 mng 0K T,
wt)=0 mna T<t.
1(t)—enuHHYHBIA BXOJHOW CHUrHall,
h(t) —pearuus cucTeMbl Ha BXOOHOW CHIHalL.
MuHHManbHOE 3HaueHWe ¢yHRUMOHana (2) Haxogurcs npH [06aBOYHOM  YCIOBHH

oa o0
E=[ A*w)do= = [R*(t)dt=const, ®)
0 0

KOTOpOE ONpefesser 3HEepruio ,,06esoro mymMa‘ Ha BbIXOLE CHMCTEMEKI, MJIM IJOLlanb orpa-
HUYEHHYIO RBafpaToM aMIUIMTYOHOH XapaKTepPHCTHRH CHCTeMbl A*(w).

HMmes BBMAY, uTO paccMatpuHBaeMas cMcTeMa SBJISIETCH MOJIOCOBLIM YUILTPOM, CO6IIIO-

HaloTCs CIENYIOLIHE YCIOBUS :
h(0)=0, h(c0)=0.

Peluenune nocraBieHHOW BapHalMOHHOM 3ajayd OMNpEeNeliieT ONTHMalbHYI XapaKTew
PHUCTHRY, cucTeMbl h(t), T. €. xapaRTepHUCTURY KoTopasi obOecrneuydBaer Mepenayy npsMoy-
TOJBHOIO CUrHaja ¢ MHHMMAaibHBIMU KBaflpaTH4HbLIMH HCKaKEHMSIMHU MpH 3aJaHHOM Ypo-
BHE DHEPrud LIYyMOB Ha BbIXOLE CUCTEMBI,
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XapURTEPHUCTHRA TarROBa BhIPaRaEeTCs : ;

kT
th ——- shkt nna o<t 7,
Aol 2 KT
h(t):\—» l—Chk(t—T)—i—thTShkt s T<t<T, (?1)
0 ong T<t.

rae k=]/—7 MHOKHMTENq JlarpaHsma, KOTOpbIM ONpefensercds Ha OCHOBE 3apjaHHoro E,

Xapartepuctury hi(t) pns v=0, kT=const npencraeneHo Ha puc. 1
HMcramenns (2) coorBerctByrowme pelienuio (21) Beipaxarorcs :

s Loty 2 o= 2T 20 gl 2z |
li= 64E 1[(“ D)escdi(ac=1)2le +4a] 16 (a 1)2kTJ (32)

kT
a=th——--=-
4

IB
Ha puc. 2 npuBenén rpadur ¢yuruuu IB=7 (kT) u T =f(kT) (nyHrtupom). Kak
ClIeNyeT M3 3TOr0 PUCYHRaA HCRA)KEHUS Y3KRWX MMMYJIbCOB HEBEJIMKU. DTO BLIZBAHO TEM,
IB
YTO OTPE30R alNpORCHMalWH CTpeMHTCs K Hy/o. OTHocuTenbHas owunbka o CTpeMH-

TCS B 3TOM Clyyae K GECKOHEYHOCTH.

R. KULIKOWSKI

MINIMUM DISTURBANCE AND NOISE ENERGY
IN BANDPASS FILTERS

Summary

In this paper bandpass filter characteristics are dertermined, which guaran-
tee minimum distortion of rectangular pulses of a given width for definite output
noise energy. As a distortion criterion the so called square error is accepted with
a weight defined by the rectangular function >

oc
I=[w(t) [1(t—7)—h@] dt, @
0
where w(t) — the weight function defined as follows:

w(t)=1" for 0t T,
w(t)=0 for T,
1(t)—unit input signal,

h(t)—input signal circuit reaction.

The minimum of the functional (2) is determined at the izoperimetric condition
o0 o0
J= fA?(w) dw=:tfh'2(t) dt=const, ; (3)
0 0

which determines the ”white noise“ energy at the output of the circuit or the area
limited by the square of the circuit amplitude characteristic A*(w).

28*
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As the circuit discussed is a band pass one, the following conditions should be
applied:
h(0)=0, h(c0)=0.

The solution of the above variational problem defines the optimum characteristic h(t)
of the circuit, i. e. a characteristic which guarantees passing a rectangular signal
of a width T with a minimum square distortion when a given level of noise energy
is obtained at the circuit output; or, when at a given level of distortions a minimum
noise energy is required.

This characteristic is as follows:

kT
th—shkt
for L0 <Ct << T, :
21
h(t)=— 1—ch k(t— r)+th————shkt for T<t<<T, @
N for T<t.

where k is the so called. Lagrange multiplier factor, which is found for a given
value of E. The characteristics h(t), when 7=0 and kT=const, are shown in Fig. 1.
The distortions (2) corresponding to the solution (21) are:

a0
=i {[(@a—1)%e*7— (a+1)2e— 247+ 4q]>— 16 (a* — 1)*k2T2) (32)
kT
a=th ——
4

The graph of this error is shown in Fig. 2 which presents also the mean square
IE
error graph— (the dotted line).

As may be seen the -distortions of the short pulses are close to zero. This
follows from the fact, that the approximation interval approaches zero. In this case
the mean square error tends to infinity.
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Minimalne znieksztafcenia sygnatu stochastycznego
w ukladach o matym poziomie szuméw

Rekopis dostarczono 15. 12, 1945

W niniejszej pracy rozpatrzono uklady liniowe oraz ich charakterystyki
odpowiadajace minimalnym znieksztalceniom $redniokwadratowym przy fil-
tracji i predykeji sygnatu stochastycznego o danej funkcji korelacji w zato-
zeniu, ze charakterystyki amplitudy tych ukladow ograniczaja skonczone
pole. Wielkos¢ tego pola jest ograniczona mozliwo$ciami konstrukeyjnymi,

. ktéorymi dysponujemy przy projektowaniu ukladu. Dzieki takiemu ujeciu
ofrzymano wyniki przy gestosci widmowej szuméw dazacej do zera.

Przytoczono konkretny przyklad wyznaczenia charakterystyki uktadu
poddanego dziataniu sygnalu typu ,telegraficznego‘.

1. WSTEP

N. Wiener podal [5] rozwiazanie nastepujacego, kluczowego w staty-
stycznej teorii tacznosci, problemu: znajgc opis statystyczny (tzn. funkcje
korelacji lub gestosci widmowe) sygnalu nadanego s(t) uktadu liniowego
(rys. 1) zakiécanego przez z(t), znalez¢ funkcje przenoszenia K(iw) ukladu,

s S e Jelt—t)k(r)an
e dd Ll vy

Rys. 1. Uklad odtwarzajacy sygnal wejsciowy s(t).

ktora odpowiada najlepszemu odtworzeniu sygnatu x(t)=X(p)-s(t), gdzie
X(p) jest pewnym operatorem (np. X(p)=e“"? — w przypadku predykec;ji,
wzglednie X(p)=1—w przypadku filtracji). Jako kryterium wiernosci
odtworzenia sygnatu Wiener przyjat wielkosé:

T +oc

ol {x{t)— ] e(t—1)k(x) dr}Z dt, (1)
T—)oc2T

gdzie e (7)=s(t)+z(t).

1 k(t) jest tu funkecja przejsciowa uktadu, tj. reakcja ukladu na impuls jednost-
kowy Diraca d(t).
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Pozwolitlo to sprowadzi¢ problem do zagadnienia ekstrapolacji oraz
interpolacji sygnatu stochastycznego w przestrzeni Hilbertowskiej, analo-
gicznego do zagadnienia rozpatrywanego przez A. N. Kolmogorowa [1].

Wprowadzajac pojecie funkeji korelacyjnych:

Rx(r)=g_{305% 2(t+7) () dt, @)

+T
Re(r)zg_rgoal? e(t+7) e(t) dt, 3)

-T

+T

Ru()=lim _ [ att-+o)e(t) dt, (4)
btad (1) mozna wyrazi¢ [4] jako
=Ry (0)—2[T(A) Ree (A) dA+ [(2) dA[K(9) Re(A—6)d . (5)
0 0 0

Jak wykazal N. Wiener, warunkiem konieeznym i dostatecznym dla-
tego by funkcjonat (1) osiggal minimum jest spelnienie réwnania cal-
kowego Wienera — Hopfa

Ree(®)— [ Ror—A(A)dA=0, dla 7>0. (6)
0

Rozwigzanie réwnania (6) wyznaczajace optymalng funkcje przejsciows
uktadu k(t), ktéra spelnia warunki fizycznej realizacji (tj.k (t)=0dlat <0)
wyraza sie wzorem:

e f K(io) et do,
27w
gdzie

+> 3
Sze(®)

K(iw)= —I——Ie‘i“’tdt = et dot )
27(,?11('&(4)) Tz("w )
0

We wzorze tym Siye(w) jest gestoscig widmowa odpowiadajaca funkeji
korelacji Rz (), podezas gdy ¥, (iw) i ¥, (iw) spelniajace warunek

Y (iv) - Py(io) =Se(w) 2 (8)

P

? Se(w) jest gestosciag widmowa zwiazang z R.(r) przeksztalceniem Fouriera.
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sg okreslone jako funkcje, z ktérych pierwsza jest analityczna i ograni-
czona w dolnej pélptaszczyZznie w, druga zas — odpowiednio w gornej
poiplaszezyznie w . '

2. WYZNACZENIE OPTYMALNEJ FUNKCJI PRZENOSZENIA
DLA UKEADOW Z MAELYM POZIOMEM ZAKEOCEN z(t)

W przypadku uktadu, dla ktérego poziom zakl6cen jest réwny zeru
(lub bardzo maty), rozwiazanie (7) daje dosé trywialny rezultat.

Na przykitad w przypadku ukladu filtrujacego, tj. Sze=Sse(®)=Ss(w),
optymalna funkcja przenoszenia bedzie

Ss(w) i
Heos 2n¥. (zw)f j (i) S

0 --00
1 ;
e elotdt s nl) pio't = 9
2 (i) f f Y (i) ei'tdn’'=1, (9)
0 —00 {

co odpowiada ukladowi wszechprzepustowemu. Uklad taki, praktycznie
biorac, nie moze byé¢ zrealizowany, gdyz charakterystyka amplitudy
| K (iw) |=A (w) ogranicza zwykle pole skonczone, przy czym wartosé tego
pola zalezy od mozliwosci konstrukeyjnych, ktérymi dysponujemy przy
projektowaniu ukladu. Inaczej moéowiac, w przypadku uktadu, w ktéorym
wplyw zakl6cen mozna pomingé¢, podstawowe zagadnienie polega na zna-
lezieniu takiej charakterystyki ukladu, ktéra zapewniataby minimalne
znieksztalcenia (1) sygnatu s(t) przy danych mozliwosciach konstrukeyj-
nych. Zagadnienie powyzsze sprowadza sie zatem do znalezienia minimal-
nej wartosci funkcjonatu (1) przy warunku dddatkowym

[ 42(0) do= [ K(io) K*(i0) do—= [ %2(t) dt=s—const . * (10)

0 0 0
Postawione wyzej zagadnienie jest izoperymetrycznym problemem
wariacyjnym, ktory rozwigzujemy metoda mnoznika Lagrange’a. W tym
celu tworzymy pomocniczy funkcjonat

10)=E—p [E—}Ckz(t) dt], (11)

gdzie E= £ , w=const.

aT

3 Sens fizyczny warunku (10) polega rowniez na tym, ze w przypadku ,biatego
szumu‘ na wejSciu uktadu o gestosci widmowej ¢, wartos¢ E jest proporcjonalna do
wyjsSciowe]j energii szumoéw Es:=c?E. Analogiczne zagadmeme dla przypadku sygnaiu
jednostkowego zostato rozpatrzone w pracy [2].
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Przyréwnujac wariacje 6I tego funkcjonalu do zera, otrzymujemy
rownania Eulera-Lagrange’a

oG

Reo(®)— pk(D)— [ Roz—A) k() dA=0, 7>0, 12)

0
[r@di=E. (13)
gl

Z rownania (12), mozna wyznaczy¢ ekstremalna funkcje k(t), ktora
zalezy parametrycznie od p. Wstawiajac te funkeje do (13) mozna znalezé
# w funkeji E.

~+oc0
Zaktadajac, ze funkcja K (iw)= f k (t)e—*!dt odpowiada ekstremal-

nemu rozwigzaniu, nie trudno znalez¢ minimalng warto$é btedu Iy, = 42
Podstawiajac do (5) Rze(7) z (12), a nastepnie korzystajac z zalezno$ci

+oc
1 :
Re(T):E;fSe(w)e“"dw,

oraz z (13), otrzymujemy

22=R(0) — 2 [ k() [pte() + [ Roi—9) () d]+ [ k() dATdﬁRe(z—ﬁ) e(d) =
0 0 0

0

=Rao(0)—24E— [ dA [ dOR.(2—9) k(D) k(8) =
0 0

=Rx(0)—2uE — ?1— f Se(w) | K(iw) |* do ,
18

czyli

+oo

]
A2= o f [Sz(w) — Se(w) | K(iw) 7] dw —2uE . (14)

Wykazemy obecnie, ze réwnanie (12) mozna sprowadzi¢ do réwnania
(6), ktorego rozwiazanie (7) jest znane. Niech bedzie

: Re(2)=Re()+po(4). (15)
Wtedy przeksztatcenia Fouriera funkcji (15) daje

Se(@)= [ Re(r) e dr=Se(0) + . (16)
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Zatem réwnanie (12) mozna przedstawié¢ jako
Rue()— [Re(e—N () dA=0,  7>0. (17)
0

Rozwigzanie tego réwnania, ktére jest identyczne, z (6), wyraza sie

zatem przez
+

1 i 'OCSxe(co')
2 T T —iwt e N O ! 18)
K(io) s fe dtj (i) © do’, (18)
0

—0C

przy czym

Y, (iw) — funkcja analityczna i ograniczona w dolnej poiplaszczyznie o .
¥, (io) — funkcja analityczna i ograniczona w gornej poéiplaszezyznie o .

Uwzgledniajge (16) mozemy napisaé
Sao(0)= ¥ (i) - ¥, (im) = Y (iw) - Wylim)+ . (19)

Zatem ,dla wyznaczenia optymalnej funkcji przenoszenia ze wzoru
(18), nalezy rozbic¢ Se(w) na dwie funkcje E(iﬁ)) oraz Wg(iw) o okre§lonych
wyzej warunkach regularnosci.. Wyznaczona w ten sposoéb funkcja prze-
noszenia zalezy od parametru . Korzystajac ze zwigzku (13) wyznaczamy
w funkcji zadanej wielkosSci E, co pozwala w sposéb wyrazny przedstawié
optymalng funkcje przenoszenia.

Z ogblnego rozwigzania (18) mozna otrzymaé szereg rozwigzan szcze-
gblnych odpowiadajacych konkretnym zagadnieniom.

Na przyktad w przypadku predykeji przy z(t)=0 bedzie

Sze(w) =et*t Ss(w), (20)
Se(w)=8s(w) =¥, (iw) - ¥, (iow), (21)

gdzie t, jest wartoscig czasu przewidywania.
W przypadku ukladu z opéznieniem 7 i zakléceniami z(t)

Sze(w)=e 7" Ss(w) (22)
Se(®)=Ss(@)=¥\(in) - V(i) (23)

W przypadku filtracji sygnatu s(t) wystepujacego na tle zaklécen z(t):
Sze(w)=Sselw) =Ss(w), (24)

Se(w) =Ss(0)+ Sx(w) = ¥, (io) - P,(i). (25)

Nie wdajac sie w ogblng dyskusje tych przypadkow, zilustrujemy po-
wyzsze rozwazania na konkretnym przyktadzie filtracji.
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3. FILTRACJA SYGNALU ,, TELEGRAFICZNEGO“
PRZY MALYM POZIOMIE SZUMOW

Zajmiemy sie problemem znalezienia optymalnej funkeji przenoszenia
K (iw) dla ukladu, ktérego zadaniem jest oczyszczenie z biatych szumoéw
2(t), o gestosci widmowej S.(w)=c*=const wejsciowego sygnatu e(t); syg-
nat ten sktada sie z impulséw o wartosci bezwzglednej a, zmieniajgcych

znak na jednostke czasu Srednio % (sygnaty telegraficzne, patrz rys. 2).

s(t) Sygnalem na wejsSciu uktadu jest w tym

Sl e _ przypadku e(t)=s(t)+z(t). Zakladajac

| F’ : brak korelacji miedzy s(t) ¢ 2(tf) mozna

. : . wykazaé, ze gesto$¢ widmowa Se(w) wy-

L nosi tu [3]

e e e 1 ! .

Rys. 2. Sygnat typu ,telegraficz- Se(w)= ? o\2 B (26)

nego‘. At (_)

Sygnalem na wyjsciu ma byé s(t)=x(t), tak ze Sze(w)==Sse(®w)=Ss(w)=
2
= %Ml——z Rozporzgdzamy wiec wszystkimi danymi potrzebnymi
(03}
1+ (—)

do wyliczenia optymalnej K(iw).

Zgodnie z (25) mamy

Blo)—— ——1— +e2 4 pu=Y,(i0) - P,(in). (27)
b o \*
+(2)
b
S (&5 T a2 2 2 a2 2 2 4
Zatozymy — - J/b=shzx,, — - (shax)?—c*= F (sh2x=sh?x;) &,
a
wowczas
L chac%—i,shac—;:i chx—ishx%
Se(@)=— e V—“g
i (3) e et
b : b b

4 Zakladamy tym samym, ze g -+c2 > 0. Mozna jednak wykazaé, ze nie prowadzi
to do istotnych ograniczen w rozwazaniach.



Tom. IVi— 1955 Minimalne znieksztalcenia sygnatu stochastycznego 441

Jako funkcje ¥, (iv), ¥,(iw) nalezy wiec wybrac

ch x—H'shac2

’sf/](m)z—/% Y ) T,
E 1+is
b
Mamy wiec
Heat
Seel) ol b s
7 (; 2 T
Lty L l—i—(ﬁ) A (chx—zshx——
b Vb
a0
/b 1
s } :ﬁ o o sh x
(1-1—1'2) (ch:c—ﬂ;shacg) 1—}—1'E chx—ishacﬁ
b b b b

Ze wzgledu na budowe wzoru (18) tatwo jest zauwazyé¢, ze K(iw) dane

S
, gdzie B(iw) jest czeScig i;e zawierajacg bie-
2

3 (i)
¥, (i)
guny w gornej poiplaszczyznie.

jest jako K(iw)=

—x
W naszym przypadku zatem B (uo)—-— e ;
)
10—
b
a przeto
2 1
K(iw) = /ig 2 . /
} 1~l—i2 —:(chx+zshx-)
b 1/b b
tak iz ostatecznie
K(iw)= = . (28)
chx+ishx 2
b
o ;
Rozporzadzajac K(iw) tatwo wyznaczamy E= o f | K(iw) [*dow  jako
It
00 +00
Ee e : dw L hiep¥ Tol o Rd 20
o on wai i shrichie =9 1 ef=—1
ch?x-+sh? x b2 :



442 R. Kulikowski, J. Plebanski Arch. Elektrot.

l

Poniewaz cthu=1-+ , zatem powyzszy zwiazek mozna przepisaé

et ]
jako
E=b(cth 2x—1). (29)

Rozwiklujac (29) wzgledem z, wyznaczamy x w funkcji E jako
xziarcth(1+£)=1~1n (1+—22). (30)
2 b 4 E

Podstawiajac x=x(E) do (28) otrzymujemy ostatecznie optymalng
charakterystyke problemu.

Dla przeprowadzenia dyskusji nalezy okresli¢ jeszcze z (14) optymalny
biad kwadratowy. Wykorzystujac w (14) otrzymane wyzej wzory znaj-
dujemy

400
e 2L‘f{ss(w) —[Ss(w)+¢*] | K(iw) |*} dow — 2uE.
JT

Ale
LT FE2L
Ss(e) | K(iw) = 2 : E =
 \* o \?
1+ (—) fch‘“’x-%—.sh”x(—)
b ‘ E\eh
—e—2S () — - shx | K(iw) |2,
a przeto
; oo +o00
l—e 2@ |
ot £ sz(w) dw—}—( & hrp 2 #ls f | K(iw) |*do —2uE .
27 X b 27
Poniewaz jednak
Rl (3) ;
b

korzystajac z (10) mamy

9 3

el ot aies 3
4 =?(1—e 2TVl - sh®x—c )E—Z,uE.

Korzystajac jeszcze z zaleznosci

2 2
) a?
= 7 shiy, U=

(sh®x—sh® %)
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napiszemy
AR=(r [% (1—e—2x)— ibg— (sh2x — shgxo)] ;

Wykorzystujac wreszcie (29), wyrazimy 4° wylgcznie pomocniczym para-
metrem x jako

A2=q2 l%thx%—shzxo(cth Zx—l)]. (31)

Wzory (28), (30), (31) przedstawiaja ostateczne rozwigzanie rozwaza-
nego zagadnienia, bowiem podstawiajac x wyrazone przez E do (28) i (31)
mozna przeprowadzi¢ pelng dyskusje rozwiazania.

Optymalna funkcja przenoszenia i zwigzany z nig blgd kwadratowy

zaleza od parametru % (patrz wykres A““’zAg(%) Ty SHa):

Jasne jest, ze przy zadanym e /b musi istnieé optymalna wartos¢

7 a
dla ktérej 4° bedzie najmniejsze.
Aby znalez¢ to optimum, znajdujemy pcchodng

aar _ e 1 _ e,

&2
b

(sh x5)2— (sh x)?].

dE dz dE b

dx
Wynika stad, ze 4® posiada extremum przy x=x,. Poniewaz:
Gicy 10 (sh 2x)?,
dE? 2b

zatem dla x=x,> 0 mamy do czynienia z minimum.
Extremalna wartos¢ E wynosi Ey=b (cth2x,—1). W otoczeniu E=E,,
A2 dane jest wiec jako
eaazA

A= A2 (B + —-
(Eo) 2!  dE?

(E—E)°+...=

S dg gl @ (sh 2x,)* (E—E,)+
2 21 2b ° O et

Warto doda¢, ze przy E=E, rozwigzanie przechodzi w optymalng wie-
nerowsks funkcje przenoszenia dla problemu eliminacji szumoéw, posta-
wionego bez warunku dodatkowego (10), tj.

e—%o
ch xg:=2sh z, %
E=b(cth 2x,—1), ' (33)
2
A2=2 (1—e—2) (34)

2
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Z drugie]j strony, dla przypadku uktadu bez szuméw c¢=0, a wiec i x,=0,
uzyskujemy

be—=*
X e h
K(iw)= 2 - ; A (35)
ch.'zc%—ish;r:—ai B
b
E=b(cth 2x—1), (36)
A2 = ‘; tha. 37

Zatem optymalne charakterystyki (32) i (35) beda identyczne, jesli
xr=2x,. Poniewaz jednak x jest okre§lone przez E,x, — przez c, optymalna
charakterystyka ukladu przy zadanym E jest identyczna z optymalng cha-
rakterystyka konieczng do filtracji szumu o gesto$ci widmowej

2
Sz(w)=c2= a—sh2 iarc th (1 -+ B—?) A
b 2 b

Bledy 4% sg jednak rézne w rozwazanych dwoch przypadkach (poza
przypadkiem x,=0, a wiec ¢=0).
Jak wynika z rys. 3, w przypadku niewielkiego poziomu szumow

2

(%bNO) , optymalna charakterystyka amplitudy ukladu

a
Crte 2

| K(iw) 2= '—»———* :
chx-l—ish:c%

powinna obejmowaé mozliwie duze pole dla zapewnienia matych znie-

2

2

ya|
ksztatcen — . Jedynym ograniczeniem sa tu wiegc warunki konstrukeyjne,

od ktérych zalezy wielkosé E.

Przy wiekszym poziomie szuméw warunek (13) staje sie nieistotny,
gdyz dla zrealizowania optymalnej charakterystyki wystarcza zuzytko-
wanie mniejszej iloéci §rodkéw technicznych, a ograniczenie ze wzgledu
na E odpada. :

2

4
Z rys. 3 widzimy ponadto, ze znieksztalcenia — zalezg od stosunku %,
a

a wiec dla zmniejszenia tych znieksztatcen nalezy powigkszy¢ E oraz
zmniejszy¢ ilo$é zmian sygnalu w jednostce czasu b, co jest jednak zwig-
zane z konieczno$cig powiekszenia pasma czestotliwosci ukladu oraz ze
stratg informacji sygnalu przekazywanego przez ukiad.
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Impulsowa funkcja przejSciowa k(t) odpowiadajaca (35) wyraza sie
nastepujaco

k(t)=

e e—< e—bcthx-t. (38)

Funkcja za$ przejSciowa h(t), odpowiadajaca wilaczeniu na wejéciu
ukladu sygnalu jednostkowego Heaviside’a, posiada postaé analogiczng do

4
‘?

08

06

= 005

0.4

02

N

N
<o
I
S

g ; (5
0 1 2 3 4 S5 6 o

Al : '
Rys. 3. Wykres funkeji - = 5 th x+sh®x,(cth 2x—1)
a

: % 1 2b
przy sh®x,=const, gdzie x=zln (l+ ?) 5
c2
sh?x,= o —b.

‘uzyskanej w pracy [2], gdzie wyznaczono optymalne h(t) ze wzgledu na
minimalne znieksztalcenia kwadratowe sygnalu jednostkowego przy wa-
runku dodatkowym (13).

Wynik ten nie jest przypadkowy, gdyz zagadnienie rozpatrywane
W niniejsze] pracy jest ugoélnieniem pracy [2] na szerszg klase sygnatow
przekazywanych przez uktad,

Zaktad Elektrotechniki Teoretycznej PAN
Instytut Fizyki PAN
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P. KYJIHKOBCKH u . TJIEBAHBCKH

MWUHHUMAJIBHBIE MCKASKEHMS CTOXACTHUYECKOI'O CHUMIHAJIA B CHCTEMAX
C HEBOJIbLIIWMM YPOBHEM LLIYMOB

Pesome

B Hacroslel paGoTe onpenegercd XapakTepUCTHRU K (1) nMHEHHOM crucTeMbl, MpeacTa-
BJIEHHOW Ha pHc. 1, COOTBETCTBYIOLLME MHWHHMAaJbHBIM WCKAsKEHHSIM :

+o0
hrn—f fx(t)—fe(t—r)k(r)dr] (V)
T-300 2 J

[Py YCJIOBHH, YTO YpOBeHb LIYMOB z (t) He6OoNbLIOH,

B cnyuae Rorpa crexTpajbHas MJIOTHOCTb LUYMOB paBHa HYJIO, PElLUeHHe YRazaHHOe
Bunepom [5] cOOTBETCTBYET CHUCTEME, [Jisi ROTOPOW aMIIIMTyHas XapakTepucTHRa A (w)=
=const B 6eckoHeuHOU monoce uactor. OpHaKO B peasybHbIX CHCTEMAax aMIUIUTYOHAS
XapaRTEpUCTHRA OrpaHHMYMBaET KOHEYHYIO nnoma,u.b [losromMy mMHHMMYM dyHRUMOHanNA (1)
HAXOpMTCS MpH 006aBOYHOM YCJIOBHH

oo oc -

ng () dou=rtfk2 (tdt=e¢. (10)
0 0
Benuunna & 3aBUCHT OT $AKTOPOB ROHCTPYKTHBHOIO MoOpsigka (Hampumep — obpar-

HOMW CBSI3H, CX€M ROPEKLMH) M ONpelessieT SHEPrHi0 LUyMa Ha BbIXOLE CHCTEMbl B cay-
yae ,,6enoro wyMa‘‘ Ha BXOJHE.

[locraBnenHass 3apaua SBISETCHd H30MNEPHMETPUYECKOM BapHAlMOHHON 3apavefi.
YpaBHenue Elnepa — Jlarpanika, ROTOpO€ COOTBETCTBYET 3TOH 3amaye, UMEET cnenyo-
WWH BHL :

Rae (1) —pk (1) — [Ree— Nk (W) dA=0,  7>0, a12)
0

roe Rze, R. GyHRUMK ROpENsUWH, f4 MHORWTENb Jlarpanska. M3 ypaBHenus (12) Haxogures
3KcTpeManbio k(7), RoTopasi nmapaMeTpu4eckd 3aBWCHT ot u. [lomeraBnss 31y GyHRUMIO
B ypaBHenue (10) Haxomutcs w (e).

Peuienve ypaBHeHHd (12) Bbipaskaercs:

00 +00
1 2 S:ce ¢
K (iw)=————— f enetdt f e @) ei'tda’ (18)
on, (iw) y(io)

0 —00

rpe iy cdal
Y, (iw) - ¥, (iw)=Se (w)+ p,

fpy u4éMm

1 x(t) sBIAETCA JIMHEHHBIM (QYHRUHOHANOM BXOAHOIO CHrHaja § (t) KOTOPOro (YHKLHA KOPENsHH RX
A7) cuMTaeTcs 3apaHHOH, e(t) =s(t) +2z(t).



Tom. IV — 1955 Minimalne znieksztalcenia sygnalu stochastycznego 447

¥, (iw) — PYHRUMSA aHaAIWTHYECKash U OrpaHUyeHHasl B HHIKHEH MOJyMI0CKOCTH,
¥, (iw) — bYHRUMS aHaNWMTHYECRas W OrpaHHuYEHHasl B BEPXHEH MOJyNIOCKOCTH,
Se, Sze — CINERTPa/ibHBIE MJIOCKOCTH COOTBETCTBYIOLIWE (QYHRUWSM KOpensuuu Re, Ree.

B KayecrBe mpuMepa ONpeneneHo XapaKTepPHCTHRH CHCTEMbI, HA KOTOPYIO BO3fneti-
CTBYET TenerpadHbii curHan (puc. 2), ROTOphIM o6nafaer crerTpanibHoM MIOTHOCTLIO (26).
I'padur McrameHuit I% mpU 3afaHHOM & NpPENCTABJIEH Ha puc. 3.

R. KULIKOWSKI, J. PLEBANSKI

MINIMUM STOCHASTIC SIGNAL DISTORTIONS IN LOW NOISE LEVEL
CIRCUITS

Summary

In this paper linear circuit characteristics k(t) shown in fig. 1 are determined.
They correspond to the minimum mean-square distortion:

+ T (o7}

25 1 2
I*=lim ——f{m(t)— fe(t—r)k(r) dr} dt )
T—00. 2T
i

—_— 0

at a low noise level z(t), where x(t) being a linear functional of useful signal s(t) of
a given correlation Rz (7),e(t)=s(t)+z ().

In Wiener’s solution [5], when the noise spectrum density equals zero, the
optimum transient function of the circuits is k(t)=0d(t), which corresponds to the
allpassing circuits i. e. the amplitude characteristic A(w)= const.

As in real circuits the amplitude characteristic restricts a limited area, the
function (1) is found for the additional condition

[ A% @) do== [ K@) dt=¢ (10)
0 0

i. e. under the assumption, that the amplitude characteristics A(w) restricts a limited
area. The magnitude of this area depends upon the design possibilities when designing
the circuit and defines the noise energy at the output of the circuit with the ,,white
noise‘ at its input.

This is a variational problem of isoperimetrical type and its Euler-Lagrange
equation has the form ;

R, —pk@— [R,G—Nk(A)di=0, 7>0, (12)
0

where Rz..R. are correlation functions, x — Lagrange multiplier.
Using equation (12) we can determine the extreme function k(z), depending
parametrically on . Putting this function in (10) we can find x as a function of E.
The solution of equation (12) is

400 400
2 1 : Sze (@) . .
K(iw)= ——— e —totdt — eto't do’ (18)
27, (iw)_oo e W, (icw")

29 Archiwum Elektrotechniki Tom IV
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where
: . P (i0)- W, (i0) =S (@) +1.
The notation used in the above:
?’1 (iw) — analytical function limited in the low surface w,

?’2 (iw) — analytical function limited in the upper surface w,
Se,Sze — spectrum densities corresponding to the correlation function Re, Rz,

As an example optimum characteristics of a circuit, acted upon by a stochastic
telegraphic signal (fig. 2) of a spectrum density (26) have been determined.

Fig. 3 shows the graph of the error I* accordingly to equation (10).

/
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Metody oczkowe i weztowe w macierzach
skfadowych symetrycznych

ReKopis dostarczono 3. 11. 1954.

Po przypomnieniu zasadniczych wzoréw odnoszacych sie do obwodu tréj-
fazowego czteroprzewodowego, badanego w stanie ustalonym za pomoca
sktadowych symetrycznych w przypadku wystepowania sprzezen indukeyj-
nych miedzyfazowych, autor rozszerza zagadnienie na przypadek istnienia
sprzezen indukeyjnych zaréwno miedzy fazami, jak i z przewodem neutral-
nym. Zastosowanie rachunku macierzowego korzystnie wplywa na przejrzy-
stos¢ dokonywanych obliczen i ich prostote.

Sprzezeniom  indukcyjnym miedzy galeziami mozna podporzadkowaé
sprzezenia pojemnosciowe wystepujace miedzy wezlami uktadu, przy czym
istniejg odpowiednie analogie miedzy macierzami impedancji przy sprzeze-
niach indukeyjnych, a macierzami admitancji przy sprzezeniach pojemno-
Sciowych.

Ostatnia cze$é pracy jest poswiecona sprawie istnienia pewnych ogra-
niczen w stosowaniu zasady dwoistosci w elektrotechnice. Zestawiajgc ze
soba obwody n-oczkowe z obwodami (n+1)-wezlowymi i metode pradéw
cyklicznych z metodg potencjatléw wezlowych autor dochodzi do wniosku,
ze nie wszystkie rozumowania dotyczace obu obwodéw i metod wykazuja ,
cechy odpowiedniosci.

W szczeg6lnosci liczba mozliwych réznych sposobéw rozwiazywania po-
rownywanych obwodow i liczba réznych odpowiednich macierzy impedan-
cyjnych oraz admitancyjnych sg zupelnie rézne dla obwoddéw oczkowych
i obwodéw wezlowych i sg przykladem rozumowania, w ktorym trudno
bytoby juz mowié o dualizmie.

1. PRZEDMIOT PRACY

Rachunek macierzy pozwala w latwy sposoéb wyprowadzi¢ w uktadzie
odniesienia sktadowych symetrycznych prawo Ohma i drugie prawo Kirch-
hoffa dla ukladu trojfazowego o fazach ekranowanych oraz dla ukiadu
tréjfazowego o fazach indukeyjnie sprzezonych [2], [4], [7]. Przy rozpatry-
waniu sktadowych symetrycznych jako zalete rachunku macierzy w po-
réwnaniu z obliczeniami niemacierzowymi mozna wymienié, ze

1. zamiast znane] uciazliwosci obliczen niemacierzowych mamy kroét-

kie i nieskomplikowane przeksztalcenia macierzowe,
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2. w zwiazku z wydzieleniem macierzy kwadratowej stopnia trzeciego

— impedancji wzglednie admitacji — w osobny czlon, réwnania

macierzowe sa przejrzyste i tfatwe do zapamietania,

w przypadku ekranowania faz macierze impedancji i admitancji,
wystepujace w prawie Ohma lub w drugim prawie Kirchhofa
w ukladzie odniesienia skladowych symetrycznych, sa nawzajem
swymi odwrotnosciami, czego przy uzyciu rachunku macierzy mozna
tatwo dowie$é. Omawiana zalezno$¢ y=z~! nie dajgca sie wyrazié
w algebrze niemacierzowej ma swodj sens elektryczny i rozszerza
nasz zakres wiedzy o obwodzie trojfazowym.

Prowadzac rozumowania w zalozeniu, ze napiecia zréodtowe i odbiorni-

kowe oraz prady- przewodowe majg przebieg sinusoidalny, a rozpatrywane
obwody sa liniowe i znajduja sie w stanie ustalonym, mozemy zasadnicze
rownania elektrotechniki w ukladzie odniesienia sktadowych symetrycz-
nych zestawi¢ w postaci macierzowej w tablicy 1.

Tablica 1

Zasadnicze rownania elektrotechniki w ukladzie odniesienia skladowych symetrycznych

Postaé impedancyjna prawa Ohma przy fazach ekranowanych

U,
Ul T
U,
czyli

gdzie

205 %2, 21
21,20, Ry
22,2152

Us=2z J.\',

20, Ry, 21
213520 5%
.22, 21,20 |

Jo
Jils
Jo

Postaé admitancyjna prawa Ohma przy fazach ekranowanych

Jo
Jl =
Ja

czyli
gdzie

Y=

Postaé impedancyjna drugiego prawa Kirchhoffa przy fazach ekranowanych
(20+3Zn, 2., ZJ

B
E | =
E,

czyli
gdzie

Z,=

[ Yo s Yo s Y1 |
Yi1,Yo» Ys
L Y2, Y1, Yo _

Js=y Us >

Yo, Y2, Y1
Y1 -Yos Y

Yz2,Y15Y

21 2205”2

2y » 15 2

Es=z, Js 5

"ZO‘f‘BZn 5 29 5 Z{

2 22052

Zo> 220N

Uy

'Ul g

Us

Jo
Jl )
Jo

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)
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d. c. tablicy 1

Postaé¢ admitancyjna drugiego prawa Kirchhoffa przy fazach ekranowanych

Y Yo Y= Ys Ynr 5 E
Viseagalt o L Y. +3y, 7
Jo Yy 3Y, Us 3y,2
I|= —, Y. m——— | E |, 10
J‘ Y»+3y, Y~ 43y, Y.+3y,
o Yuys 3y.,* 3Y1Ys
Y Wil o e E,
_Yn & 3y(, Y+ 3yu Ynr +3y0 L LS0REE
czyli !
Js=y1 Es, (111)
gdzie 64 3
Y.y, Yy, Yry,
Yo+3y, Yu+3y, | Yo+3y,
Yry 3U1Ys 3y,*
Vi e o Yo g ) yz_‘&'l— . (1.12)
Y.+3y, Y43y, Yr+3Yy,
Yr v, 3y,* 3Y1 Y2
T b yl T AT b yD_— ST
_Yu +3Uo Y. +3y, Y+ 3ya 2l
Posta¢ impedancyjna prawa Ohma przy fazach indukcyjnie sprzezonych
U, Zo+22mg 5 2o~ Zms s 21— 2m | [Jo
Ui |=|21— Zm1.20— 2mg,22+22zm | | J1 ] (1.13)
U, 2o— Zmp,21+22m , 20— 2mo) |Js
i czyli
Us=2, Js, (1.14)
gdzie

;20+2Zmo s Tt mo st ] Zml—
Zo= | 21— Zmy 20— Zmgy22+22Zmy | (1.15)
2a— 2,,,21122, ,20— Zmp

Postaé¢ impedancyjna drugiego prawa Kirchhoffa przy fazach indukcyj-
nie sprzezonych

E, Zo—f—zng“f‘ 3Zn 29— 2mg s 21— 2my Jy

E |= Z1—Rmy S Z:no,Zg"*—zémg Jil> (1.16)
E, | 29— 2Zmy 221 -22my 5 20— Zmo | L Js |
‘czyli £
Es=2;Js - (1.17)
gdzie
2()+2an+ 3Zn 3R — Zmg ,21— 2my
el A et 29— 2mg s 2a+22ms | (1.18)
Zo—Zmy 5 211-22my 5 20— Zmg |

Przedstawione macierze impedancji z,z, ,z,,2, wiaza sie logicznie ze
soba, gdyz : 5

przy przewodzie neutralnym bezimpedancyjnym Z, =0 macierz z,,

upraszeza sie do z, przy ekranowaniu magnetycznym faz réwniez i ma-

cierz z, upraszcza sie do z, przy przewodzie neutralnym bezimpedan-

cyjnym Z,=0 macierz z, upraszcza sie do z, na koniec przy przewo-
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dzie neutralnym bezimpendacyjnym Z,=0 i przy ekranowaniu magne-

tycznym faz macierz z, upraszcza sie do z.

Analogiczny zwiazek zachodzi miedzy macierzami admitancji, a mia-
nowicie przy przewodzie neutralnym bezimpedancyjnym Z,=0 mamy
Y, —00, wobec czego macierz admitancji y, upraszcza sie do y.

Rozszerzymy teraz zakres naszych rozwazan i rozpatrzymy przypadek
istnienia sprzezen zaré6wno miedzyfazowych, jak i przewodem neutralnym
oraz oprécz dotychczas omawianych sprzezen indukcyjnych — réwniez
1 sprzezen pojemnos$ciowych. W szczego6lnosci okre$limy postaé matema-
tyczna i znaczenie elektryczne macierzy admitancji y, i y, bedacych
odpowiednikiem macierzy impedancji z, i z,. Zebrany materiat pozwoli
nam na blizsze sprecyzowanie, czym jest zasada dwoistosci w elektrotech-
nice i jakie sg ograniczenia w jej stosowaniu.

Omawiane w niniejszej pracy zagadnienia elektryczne oparte sg zasad-
niczo na rachunku macierzy, ponadto za§ wykorzystane sa pewne pojecia
z dziedziny topologii sieci i kombinatoryki.

Pod wzgledem formalnym przyjeto w pracy terminologie : E jest to
napiecie zrédtowe, a U napiecie odbiornikowe w bilansie napie¢, zwanym
drugim prawem Kirchhoffa, nie korzysta sie za$ z pojecia sity elektrycz-
nej. Zwroty wszelkich napieé: zrédtowych i odbiornikowych przyjeto na
rysunkach umownie w strone wzrostu potencjatu.

2. PRAWO OHMA NA ODBIORNIKU TROJFAZOWYM POELACZONYM
W GWIAZDE
przy fazach indukcyjnie sprzezonych miedzy soba oraz z przewodem neutralnym,
w ukladzie odniesienia skladowych symetrycznych
Rozpatrzmy odbiornik tréjfazowy polaczony w gwiazde, wskazany na
rys. 1, o fazach indukcyjnie sprzezonych zaréwno miedzy soba, jak i z prze-
wodem neutralnym. W odbiorniku tym dany jest uktad pradéw przewo-

dowych (ja, g, fc), uktad impe-~

‘ Ua) dancji pos?czeAgélnych gatezi od-

: i NZ:/}G ' I?iorn;ka ('Za, ij Zc) oraz ul‘dady
b Z} — Tv ;iiren iaécu gvzaJ;m)nlych' O11me:dzy
: s Z{m , il ve, Zac , Zap) 1 miedzy fazg

T W a przewodem neutralnym (Zgy, ,

I \ \ ZTW J an, ch) na skutek istnienia

Rys. 1. Odbiornik tréjfazowy ze sprze-  SPrzezen indukeyjnych.
zeniami indukcyjnymi. Przyjmujemy, ze zadna faza

nie jest ani w stanie jalowym, ani
tez zwarcia, wobec czego uktad impedancji (Za , Z , Z¢) jest uktadem opera-
tor6w wektorowych niezerowych i skonczonych. O ukladach impedancji
wzajemnych (Zbc,Zac,Zab) i (Zan,an,ch) nie czynimy zadnych spec-
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jalnych zatozen, wobec czego w przypadku szczegélnym moga to byé
uklady operatorow wektorowych zerowych.

Zwrot pradu w przewodach fazowych i w przewodzie neutralnym
przyjmujemy jednolicie ku odbiornikowsi.

Zamierzamy wyrazi¢ sktadowe symetryczne napiecia na odbiorniku za
pomoca sktadowych symetrycznych pradu oraz sktadowych symetrycznych
impedancji wiasnej faz i wzajemnej miedzy fazami oraz miedzy faza,
a przewodem neutralnym.

Wypisujemy réwnanie macierzowe napieé

_ J
Ua Za ) Zab ) Zac ) Zan JZ
U= |Uy|=|2Zva,Zv ,Zvc.Zon 7 (2.1)
Uc an ) Zcb ) Zc ) ch JC
) n

i eliminujemy w nim prad w przewodzie neutralnym za pomoca pradow
fazowych

Ugq Zoy —Zan s Zav—Zan ’ Zac—Zan Ja
U= |Up | = | Zva—Zon,Zo —Zon,Zvc—Zon | | Jp | - (2.2)
Ue Zeo Lo s Lich=Zicn s Lo — Lo, | Jie
Uwzgledniamy teraz, ze impedancja wzajemna jest dla sprzezen induk-
cyjnych symetryczna T Lot rozkladajac macierz impedancji w ostat-
nim réwnaniu na 3 skladniki, przeksztalcamy je do postaci

Za;O ;O Ja 0 ;Zabyzac Ja . "Zan»_zan,—zan Ja
U=10,%,0 Jo | +1Zav, 0, Zoc || Jo |+ | —Zon,—Zon,—Zon || Jo |=
_O ) 0 ,Zc Jc Zuc,Zbc, 0 Jc _ch,_zcn,_zcn Jc

ZaJa 0 ,Zabl,zac Ja _Za5z(Ja+Jb+Jc)
= Zbe I Zab, 0 ,Zbc Jbifits ‘—an(Ja‘f‘Jb—FJc‘ :U,+U,/+U,,/.(2.3)
Zch Zac,Zbc, 0 Jc "‘ch(Ja‘|’Jb+Jc)

Poszczeg6lne skladniki w tym réwnaniu maja nastepujace znaczenie
fizyczne:

rZa T jest macierza napie¢ w uktadzie trzech faz
U=|2ZyJp magnetycznie ekranowanych od siebie i od

B ZnT przewodu neutralnego,

Fog Nz iy a’ jest macierzg strat napiecia spowodowa-
VUi 07 Zas 1ol nych wystepowaniem sprzezen indukeyj-

Pt T a0 T nych miedzy fazami,

7 g g oy o jest macierza strat napiecia spowodowa-
Ul =7 (T ETyE ) nych wystepowaniem sprzezen indukeyj-

T, e nych poszczegélnych faz z przewodem neu-

tralnym.
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Rozkladamy impedancje wiasng i impedancje wzajemne na sktadowe
symetryczne

Zs IS
Zol=11,02,% | |21, (2.4)
Ze ] N (2

[Zoo] o [0 25 ]

Zacl=11,R%, 1 || zoul, (2.5)
| Zab I5h  htlilens '

Brslad Lo BRI (2 o oS

Zon|=|1,0%,h ||2u]. (2.6)
_ZC‘IT.M 17h 7h2 znZ_

Oznaczajgc macierz operatorowa sktadowych symetrycznych przez S,
a macierz z nig sprzezong przez S,

Tt gl |
S=l1, Rt S=l1 iR, 2.7)
1,h ,ht T the 'l

"

macierzom napie¢ (lub strat napiecia) U’,U”,U” i U mozemy przypo-
rzgdkowa¢ odpowiednie macierze skladowych symetrycznych napiecia

U=—8,U,
U= -;— S, U,
(2.8)
U/SH Ly _l S1 UIN’
3
U su
3

Dwie pierwsze z tych macierzy, jak wiadomo, wynosza

205 %2 5 24 Jo
U= |21,20,2 | |1 ] (2.9)
25921, 20] LT

2

22mo, —Zm2>—2Zm1 || Jo
U,s’ = S fml s 2mo 22m2 J1 3 (210)
—2m2, 2Zm1,—2mo Jg
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natomiast trzecig obliczamy w nastepujacy sposo6b:

U MU s v
u= || =L v +n U+ neu |~
Ul 8 |US+RU +h U
1 (Zan+ an+ ch)(—l)(Ja+Jb+Jc) ~‘32710Jo
i (Za'n'l‘han+h2zcn)(—1)(Ja+Jb+Jc) =| —3zmJy|. (2.11)
(Zan_l‘hzzbn"‘hzcn)(_1)(Ja+Jb+Jc) _—3zn2J0,

Ostatecznie otrzymujemy dla skladowych symetrycznych napiecia
réwnania macierzowe

Us 2o+22mo—32n0 , 22— Zm2 , 21— 2m || Jo
UI =\|z21— zm1~3zm y 20— Rmo , 22+22m2 Jl 5 (212)
U, 22— Zm2—3Zn2 , 211+ 22m1 , 20— Zmol L,

ktére wyraza prawo Ohma w postaci impedancyjnej dla
odbiornika tréjfazowego o fazach indukcyjnie sprzezonych miedzy soba
i z przewodem neutralnym w uktadzie odniesienia sktado-
wych symetrycznych.

Prawo to mozemy w skréceniu zapisa¢ w postaci

U,=z,Js, (2.13)

gdzie przez macierz impedancji z, rozumiemy macierz
2ot 22mo—32n0, 22— Zm2,21— Zmi
Zy= |21= 2Zm1—32n1,20— 2mo,22+22ma . (2.14)
Zs— Zma— 3Zn2,2122m1,20— Zmo

Macierz z, jest uogélnieniem rozpatrywanych poprzednio macierzy
z i z,, bo gdy spowodujemy ekranowanie magnetyczne faz od przewodu
neutralnego, to ukiad operatorow wektorowych (Zan,an,ch) staje sie
ukladem operatoréw wektorowych zerowych i w konsekwencji uklad
sktadowych symetrycznych (éng,énl,éng) staje sie tez ukladem operato-
row wektorowych zerowych, a macierz z, upraszcza sie do z,. Gdy za$
spowodujemy ekranowanie magnetyczne faz zaréwno od przewodu neu-
tralnego, jak i od siebie, to i drugi uktad operatoréw wektorowych (Zbc,
Zac ; Zab) staje sie uktadem operatorow wektorowych zerowych, a wskutek
tego macierz z; upraszcza sie do z.
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3. DRUGIE PRAWO KIRCHHOFFA W UKELADZIE TROJFAZOWYM
CZTEROPRZEWODOWYM

przy fazach odbiornika indukcyjnie sprzezonych miedzy sobg oraz z przewodem
neutralnym, w ukladzie odniesienia sktadowych symetrycznych

Rozpatrzmy uklad tréjfazowy czteroprzewodowy, wskazany na rys. 2,
o fazach odbiornika indukcyjnie sprzezonych zaré6wno miedzy soba, jak
i z przewodem neutralnym. Jak zwykle w tego rodzaju zagadnieniach
zakladamy, ze impedancja wewnetrzna zZrodta napiecia i impedancja prze-

la AL
i 1 7 WZ
{ Q
; Lab | Up
2 A
(Rt ZI 74 7
Ze  “4an Ur \
Ie & § | Zbn -
T 1 ‘ v v v v
Z
x Zen Un ¢
In ’ el
3 A | AAAA

n

Rys. 2. Uklad trojfazowy ze sprzezeniami induk-
cyjnymi.
wodow -1gczacych zrédio z odbiornikiem sg wiaczone do impedancji odpo-
wiedniej fazy odbiornika, wobec czego zrodlo i przewody taczace mozna
juz uwazac¢ za bezimpedancyjne.

Niech bedzie dany uklad pradéw przewodowych (fa | jb : fc), uktad
impedancji poszczegélnych galezi odbiornika (Za,Zb : Zc), impedancja
przewodu neutralnego Zn, uktad impedancji WzaJemnych m1ed7y fazami

(Z e Zac : Zab) i miedzy faza a przewodem neutralnym (Zan ’ an £ ch) na
skutek istnienia sprzezen indukcyjnych.

Przyjmujemy, ze zadna faza nie jest ani w stanie jalowym, ani tez
zwarcia, wobec czego uklad impedancji (Z , s 7o) jest ukiadem ope-
ratorow wektorowych niezerowych i skonczonych. Nie czynimy natomiast
zadnych zalozen o impedancji przewodu neutralnego Zn, ani tez o ukta-
dach impedancji wzajemnych (Zbc : Zac : Zab) i (Zan, an : ch) wobec
czego w przypadku szczegblnym impedancja Zn oraz wspomniane impe-
dancje wzajemne mogg byé réwne zeru. :

Zwrot pradu w przewodach fazowych i przewodzie neutralnym przyj-
mujemy jednolicie ku odbiornikowi.

Zamierzamy wyrazi¢ skladowe symetryczne napiecia zrédlowego za
pomoca skiadowych symetrycznych pradu oraz sktadowych symetrycz-
nych impedancji wlasnej faz, impedancji wzajemnej miedzy fazami oraz
impedancji wzajemnej miedzy fazami a przewodem neutralnym.
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Napiecie punktu neutralnego odbiornika wzgledem punktu neutral-
nego zroédia przy ekranowaniu magnetycznym przewodu neutralnego wy-
niostoby

Un=Zn(—Jn)=—ZnJn, (3.1)
w naszym przypadku za$ przy wystepowaniu sprzezen 1ndukcy]nych
napiecie to wynosi
Un=—(Zna JatZno o+ Zine o+ Zn Jn)= (3:2)
=2 Wast- Jo+ T~ Zna Js~+ Zns Jot:- Zne o) .
W réwnaniu macierzowym napieé

Eq Uq Un :

Boili—= U | =10, (3.3)

Ec Uc Un
czyli w skroceniu piszac

E=U+U,, (3.4)
oznaczamy, jak poprzednio, macierz napieé fazowych
U=U+U"+U". (3.5)
Pozostala macierz napie¢ w przewodzie neutralnym wynosi
Un Zn(Ja+Jb+Je) _(ZnaJa+anJb+chJc)
Up=|Un|= Zn(Ja+Jb+Jc) | —(ZnaJatZno Jo+Zne Je) | . (3.6)
Un Z11(Ja+Jb+Jc) _(Z1mJa+anJb+chJc)

i sktada sie z dwoch sktadnikéw:
macierzy napie¢ w przewodzie neutralnym przy jego ekranowaniu
magnetycznym
Zn(Ja+Jb+Jc)
UlV= Ze et ) (37)
Z11(Ja+Jb+Jc)

i macierzy strat napiecia w przewodzie neutralnym spowodowanych
sprzezeniami indukeyjnymi z poszczegélnymi fazami

—(Zna Ja+Znp Jb+ch Jc)
UV=| —(Zna Ja+Znp Jo+ Zne J¢) (38)
_(Zna Ja+an Jb+znc Jc)

Ostatnie dwie macierze skladaja sie z jednakowych elementéw, czyli
sg ukladami symetrycznymi zerowymi. Macierze sktadowych symetrycz-
nych napiecia wynosza dla nich odpowiednio

Sl 37 w0 0l
Ulv=| 0 =1 0-,0,0]]J; (3.9
0z 000
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oraz
5 ZnaJa+anJb+chJc
UY=— 0 : (3.10)
0

Z matematycznej teorii skladowych symetrycznych [2] wiadomo, ze
macierz UY przeksztalca sie do postaci

Zno Jo+2n2 J1+2n1 Jo —32n0, —32n2, _3Zn1~ Jo‘
UX=—3 0 — OrEseH0ss g 200 J Rl (351)
0 Onveaa0n s hetil) Jis

Ostatecznie wiee, dla macierzy sktadowych symetrycznych napiecia
zrédiowego, otrzymujemy nastepujace réwnanie:

ESZU'S-I-U;*{—U'S"-{-U;V-FU;’, (3.12)
E, 20+ 2(Zmo—32n0)+3Zn ;22— Zma—32n2,21— Zm1— 3Zn1 JOV
El=|z— 2m—3zm 20— Zmo 222+ 22ms Jy|.(3.13)
E, 22— Zma— 3Zn2 21+ 22m » R0 2mo Jy

Roéwnanie to przedstawia drugie prawo Kirchhoffa w po-
staci impedancyjnej dla ukladu tréjfazowego czteroprzewodo-
wego polgczonego w gwiazde, o fazach indukeyjnie sprzezonych miedzy
soba i z przewodem neutralnym, w uktadzie odniesienia skta-
dowych symetrycznych.

Rownanie to mozna zapisaé w skréceniu

Es=z;Js, (3.14)

gdzie macierz impedancji wynosi

2o+ 2(zmo S 32710) + 3Zn, 22— Zma—32n2,21— Zmi— 3Zm
7.— |'2f— 2mi 9% e 20 , 227+ 22 ma B i(8el5)
22— Zma— 3Zn2 , 21 22m » 20— Zmo

Macierz z; jest uogélnieniem rozpatrywanych poprzednio macierzy
z, i z,, bo gdy spowodujemy ekranowanie magnetyczne faz od przewodu
neutralnego, to uklad operatoréw wektorowych (Zan ,an,écn) staje sie
uktadem operator6w wektorowych zerowych i w konsekwencji uktad
sktadowych symetrycznych (éno, énl,énz) staje sie tez ukladem ope-
rator6w wektorowych zerowych, a macierz z; upraszcza sie do z,. Gdy
za$ spowodujemy ekranowanie magnetyczne faz zar6wno od przewodu
neutralnego, jak i od siebie, to i drugi uklad operatoréw wektorowych
(Zbc ; ch,Zab) staje sie ukladem operatorow wektorowych zerowych,
wobec czego macierz z; upraszcza sie do z, .
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Zestawiajac ze sobg macierz impedancji

Z\ orazi7Zi:
ZhOTaZ 7
Zjy OTAZiZ,,

widzimy, ze ich wiersze drugie i trzecie sa jednakowe, co innymi stowy
oznacza, ze skladowa dodatnia i sktadowa ujemna napiecia odbiorniko-
wego sa rowne odpowiednim skladowym symetrycznym napiecia zrodio-

wego.
Wiersze pierwsze fych macierzy réznig sie natomiast o elementy
3Zn s Qe () w przypadku macierzy z, i z, oraz o elementy
—32n0t3Zn,— 32Zny, —32m1 W przypadku macierzy z.. Jest to zgodne z

drugim prawem Kirchhoffa majacym w ogélnym przypadku postaé

E,| [U+Un
ok Bl B i (3.16)
E, )

4. PRAWO OHMA NA ODBIORNIKU TROJFAZOWYM POLACZONYM
W GWIAZDE

przy fazach pojemnosciowo sprzezonych miedzy soba, w ukladzie odniesienia
sktadowych symetrycznych

Rozpatrzmy odbiornik tréjfazowy potaczony w gwiazde, wskazany na
rys. 3, o fazach pojemno$ciowo sprzezonych miedzy sobg.
W odbiorniku tym dany jest uklad napie¢ odbiornikowych (Ua,l}'b, f]c),

uklad admitancji poszczegolnych galezi odbiornika (Yg,Ys,Y.), uklad
pojemnosci miedzy poszezegolnymi

fazami (Cpc, Cac , Can) 1 pulsacja o : Y

Zakladamy, ze zadna faza nie o—= e e v‘VL\jN‘Ya
jest ani w stanie jalowym, ani tez F s f“ AR ‘N‘VLV‘
zwarcia, wobec czego uktad admi- o
tancji (17,1, Yo ,?c) jest ukladem o -»XA_—M,C

operatoréw wektorowych niezero-
wych i skonczonych. O ukladzie po- P i
: 1 i 3 Rys. 3. Odbiornik trojfazowy ze
jemnosci miedzyfazowych nie czy- sprzezeniami pojemnosciowymi.
nimy zadnych specjalnych zatozen,
wobec czego w przypadku szczegbélnym moze to byé¢ uktad 3 wielkoSci
fizycznych zerowych, co odpowiada ekranowaniu elektrostatycznemu faz
od siebie.

Zwrot pradu w przewodach fazowych'i w przewodzie neutralnym
przyjmujemy jednolicie ku odbiornikowi. :
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Zamiarem naszym jest wyrazenie skladowych symetrycznych pradu
przewodowego za pomoca skiadowych symetrycznych napiecia odbiorni-
kowego oraz sktadowych symetrycznych admitancji wilasnej i wzajemnej.

Oznaczmy admitancje poszczegolnych gatezi odpowiednio przez f’a ; Yo
i Yc admitancje wlasne wezlow a, b i ¢ przez Yaa, Ybb, YCC oraz admi-

tancje wzajemne miedzy tymi wezlami przez Viso : Yaali Y,w ; wielkosci
te sa okres$lone za pomoca nastepujacych réwnan:

ifa ARG ]
7 (4.1)
?ab: '—jwcab ) J
Yea=Ya+joCop+jrCae=Ya—Yao— Yac , (4.2)
Metoda wezlowa daje nam réwnanie macierzowe
Ja Ya+jwcab+jwcac ’ —joCoap 5 “‘jwcac Uq
Jo | = ~10Cqw » Yot joChe+J0Capb ,  — jChe Uy |,
Jc T, jwcac 3 T ja)Cbc 5 YC + ja)Cac + jfocbc Uc
(4.3)

ktére mozemy napisa¢ w postaci

Ja Yaa ) Yab ) Yac Ua
Jo|=|Yav, Yob, Yoc| | Us |- (4.4)
Jc Yac ’ ch ) ch Uc

Analogicznie jak w przypadku metody oczkowej rozkladamy admi-
tancje galtezi, admitancje wlasng weztéw i admitancje wzajemns wezléw
na sktadowe symetryczne

Yol [ s 1 Al
Yb =L ) h2 ’ h Y | (45)
Yc_J _]. 3 h ) hz__ _y2
FYaa— ~1 Lol ! ~yooh
Yoo =113l 5102 e Uinils (4.6)
Dl sl s v B L
*ch_ ’—1 ) 1 ) 1 ] cho_
Veaa = L T Ty Ye1 (4.7)
Yol 11,0 ,72] |yl

i drogg tych samych obliczen, co w przypadku réwnan (1.13) oraz (1.14),
dochodzimy do zalezno$ci
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Jo yon+2yc0 s Y22 Ye2 s Yiiv Yei : U,
Jy Y11= Yer , Yoo— Yeo » Y22t 2Yco U, |, (4.8)
Js Y22— Yez » Yu+2Yer , Yoo— Yeol LU,
czyli
; Js—yaUs (4.9)

Rownanie to przedstawia prawé Ohma w postaci admitan-
cyjnej dla odbiornika tréjfazowego o fazach pojemnosciowo sprzezo-
nych, w uktadzie odniesienia skladowych symetrycz-
nych.

Przez macierz admitancji y, rozumiemy w tym réwnaniu macierz

Yoo+ 2Yco , Ya2— Yez , Yu— Yeu
Yo=|Y11— Ye1, Yoo— Yeco , Y22t 2yc2 .

Y= Yez , Y1117 2Ye1 , Yoo— Yeo
Macierz admitancji y, jest uogélnieniem rozpatrywanej poprzednio ma-
cierzy y,bo gdy spowodujemy ekranowanie elektrostatyczne faz od siebie,
to uktad operatorow wektorowych ('l}bc : f’ac, l}ab) staje sie ukiadem ope-
ratorow wektorowych zerowych, w konsekwencji uktad sktadowych syme-

(4.10)

trycznych (g;co ; gjcl ; écg) staje sie tez ukladem operatoréw wektorowych

Yoo Yo
zerowych i macierz Y1t y,|» 2 macierz y, do y.

Macierz admitancj y;z mozemy takze wyrggié w innej postaci, a mia-
nowicie uzalezni¢ ja nie od sktadowych symetrycznych admitancji wtasnej
weziow, lecz od sktadowych symetrycznych admitancji poszezegolnych ga-
tezi odbiornika.

Oznaczmy dla uproszczenia:

upraszcza sie do

admitacje wzajemng weziow Vi (brak pierwszego wskaznika a) przez 1}',
Yoo (brak drugiego wskaznika b) przez Y,

rrr

2 2 b

Yab (brak trzeciego wskaznika c) przez Y

23 ' bl 2

i dokonujemy przeksztalcenia
yoo 1 171 ,1 _Yab”_Yac
T |l=E e ;hz Yo—Yoe— Yo | =
Yoo 8 1 ) hz ) h Yc_Yac“ ch
: [ ey i B o
— = e haha el — =1k hal Y oY =
311,r2,n || Y. tinen v v
1 2@ e ) #yo"'2yc0_
— — | —(Y'+hY'+rY) | =1y:+ Yer |- (4.11)
S|l +rY'+r Y] lys+ veol
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Stosownie do tego przeksztalcenia, macierzy (4.10) mozemy nadac
postaé :
7:‘/0: Y, s i
Yo=| Y15 Yo— 3Yco, Yo+ 3Yc2 |, (4.12)
| Ys» Y13Yer, Yo 3Yeo

a prawo Ohma napisa¢ nastepujaco:

V‘Jo —yo » Yo, Yy vUo- 0 S0 R0 'Uo
Jil=1Y1:Y0, Y[ Us | +10,—3yYco, 3Yez||U, |, (4.13)
Jy Yo, Y1, Yol LU, 10, 3Yc1,—3YcollU,.

czyli w skréceniu

J:=J 17", (4.14)

W ten spos6b macierz pradow wystepujaca w przypadku ekranowania
elektrostatycznego faz

"yo Uty Ui +y, Uy
J:=|y:Upt 94U +4: Uy (4.15)
Yo Uo+y U+ 5o Us

zostala powiekszona na skutek istnienia sprzezen pojemnosciowych miedzy
fazami o macierz

0
J's' =| —3YcoU; +3YcaUs |. (4.16)
3yc1 U1 I 3yc0U2

W macierzy J'S' nie wystepuje skladowa zerowa pradu. Fizycznie od-
powiada temu okoliczno$¢, ze 3 kondensatory Cpe,Cue. i Cop tworza od-
biornjk potaczony w tréjkat, w ktéorym — jak wiadomo — moze krazyeé
skladowa zerowa pradu, ale nie moze wyjsé na linie.

Macierz admitancji y, mozna zatem przedstawié w dwoéch réwno-
waznych postaciach. Posta¢ (4.10) jest dogodniejsza, gdy chodzi o zagad-
nienie dualizmu miedzy sprzezeniami indukcyjnymi, a pojemnosciowymi
i stad miedzy macierzami impedancji z, oraz admitancji y,- Postaci (4.12)
uzywamy natomiast, gdy chcemy poréwnaé¢ prawo Ohma w postaci admi-
tancyjnej przy ekranowaniu elektrostatycznym faz (4.15) z tymze prawem
przy pojemnosciowym sprzezeniu faz (4.13) i stwierdzié, ktore elementy
macierzy admitancji y zmieniajg sie na skutek powstania sprzezen.
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5. DRUGIE PRAWO KIRCHHOFFA W UKLADZIE TROJFAZOWYM
CZTEROPRZEWODOWYM
przy fazach odbiornika pojemno$ciowo sprzezonych miedzy soba oraz z przewodem
neutralnym, w uktadzie odniesienia skladowych symetrycznych

Rozpatrzmy uklad tréjfazowy czteroprzewodowy, wskazany na rys. 4,
o fazach odbiornika pojemnosciowo sprzezonych zaré6wno miedzy soba, jak
i z przewodem neutralnym.

I[l
s et JWV‘V'
I | rac _Luo | a
Qo Lo 4 AAAA
! NG { Coc 1)
| /@// j / i = Ue
| { #Ec c L |
L= VWA
i G Lo 1 "YW
l s T — o
‘ - WA
Yh
Rys. 4. Uktad tréjfazowy ze sprzezeniami pojemno-
Sciowymi.

Niech bedzie dany uklad napie¢ zrédiowych fazowych (E‘a : Eb ? Ec),
uktad admitancji poszczegdlnych gatezi odbiornika (i’a, Yo, Yo), admi-
tancja przewodu neutralnego Y., uklad pojemnosci miedzy fazami (Chpe,
Cac , Cap) i miedzy faza a przewodem neutralnym (Can , Con, Cen) na sku-
tek istnienia sprzezen pojemnosciowych i pulsacja o .

Przyjmujemy, ze zadna faza nie jest ani w stanie jalowym, ani tez
zZwarcia, wobec czego uklad admitancji (l}a, S}b,i}c) jest uktadem ope-
ratorow wektorowych niezerowych i skonczonych. Nie czynimy nato-

miast zadnych zalozen o admitancji przewodu neutralnego i’,,, ani tez
o ukladach pojemnosci wzajemnych (Cove,Cac;Cap) i (Can,ConsCen
wobec czego w przypadku szczegélnym pojemno$ci te moga byé zerowe,
a admitancja ifn moze dazy¢ do nieskonczonosci albo do zera.

Zwrot pradu w przewodach fazowych i w przewodzie neutralnym
przyjmujemy jednolicie ku odbiornikowi.

Zamiarem naszym jest wyrazi¢ skladowe symetryczne pradu za po-
mocg skladowych symetrycznych napie¢ zrédlowych fazowych oraz skla-
dowych symetrycznych admitancji wlasnej faz i wzajemnej miedzy fazami
oraz miedzy faza a przewodem neutralnym. '

Oznaczamy uklad napie¢ fazowych na odbiorniku przez (f]a AU )
i stwierdzamy, ze rownanie macierzowe napie¢ w 3 oczkach sieci ma postaé

Eﬂ, Ua Un
Ec UC Un

30 Archiwum Elektrotechniki Tom IV
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gdzie U, oznacza napiecie punktu neutralnego odbiornika wzgledem

punktu neutralnego zrodia.
W przypadku ogélnym metoda wezlowa daje réwnanie pradéw dla

wezta A

ja — l}af]a + ijab(f]a — I:Tb) + ijac(f]a — f]c) -+ jO)Can(f]a -+ [}n) > (5.2)
skad
Jo= (Ya +jwcab 4 jwcac he jwcan) Eq— jwcabEb —jwCqcEc — YAvaUn (5.3)

oraz dla wezla N

0 = ‘i}af]a + ?bﬁb "" ?ci]c S ?nijn 5 (5'4)
skad
{7, — Tofet Yolivt Tl (5.5)
Yn aF Ya + Yb I Yc

Oznaczamy przez 2 Y sume admitancji gatezi zbiegajacy sie w wezle N
DY VY Y Y30, (5.6)

Eliminujemy teraz z réwnania (5.3) napiecie Un w przewodzie neutral-
nym i otrzymujemy dla fazy a
Yl
? Ya)Ea‘l‘
v

j<a= (i’;a + joCap+jwCac+J0Con—

Y e
Zachowujac bez zmiany oznaczenia admitancji wlasnych i wzajemnych
(4.2) z poprzedniego rozdzialu i oznaczajgc analogicznie

+( == 0{Criy— - Yb) Eb—i-( — Gl *ch— YC) Ee. ®)
DY >

Yan=—jaCan (5.8)
otrzymujemy réwnanie macierzowe :
it Y Y Y qEES
Ja Yao— "y_a‘ Yo=Yin i Yo an; Yo Y Goms >E{IY7 Ye Eq
W V4 04
I 1= Yoo— 2% Vo , Yop— Z; Yoo Ve, Yoo 2—;— Y E,
i ¥, i
Jc Yac_ ’—‘10_ Ya ) ch . . Yb ) ch_ R c"Yc _ch Ec
£l S > D

| L = 5o
Rownanie to wyrazadrugie prawo Kirchhoffa w postaci

admitancyjnej dla ukladu tréjfazowego czteroprzewodowego
0 sprzezeniach pojemnosciowych, w zwyklym uktadzie odnie-
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sienia napie¢ zZréditowych fazowych i pradéw prze-
wodowych.

W celu wyraZenia tego prawa w uktadzie odniesienia skladowych
symetryeznych rozltozymy prawa strone réwnania na 3 sktadniki

AJa“ ~Yaa ) Yab ) Yac Ea 7 Ya(YaEa o YbEb T YCEC)
J=1Jv|=|Yav,Yob, Yoc || Eb +§ — Yo(YoEa+ YoEo +YEc) | +
JC_ _Yac : ch / ch Ec. == Yc (YaEa + YbEb + YcEc)

_YanEa
41 =YonEp | =T +J'+J". (5.10)
—chEc

Wprowadzimy jeszcze oznaczenia dla sktadowych symetrycznych admi-
tancji wzajemnych miedzy faza, a przewodem neutralnym za pomocg
rownania analogicznego do (4.7)

Yan 1,1 ,1 | |Yno
ol e ik (5.11)
ch 1,h ,h2 Yn2

Macierz J' rozkladamy na skladowe symetryczne, jak w poprzednim
rozdziale

J(:) Yoot 2Yco, Yo2— Ye2, Y11— Yar | | Eo
J.= J} =|Yu— Ye1, Yoo Yeo,Yo2 T 2Yea | | Ey |. (5.12)
J, Y22— Ye2, Y1171+ 2Yec1,Yoo— Yeol LE,

Obliczamy z kolei macierz J

Iy . | Yet Yot Yo) (YeEat YeEo+ Y. Ee)
T || == gy | (Farth Yot Y (Yo + VoBo + Vo) | =
4 2Y | (Yt h2Yo+h Yo) (YaEo-- YoEo- YoEy)
Yo (YoEs+Yy.E, +y,E,)
= | L WeEi- B Ry ) (5.13)

2 Yo (YoEo T Y21+ Y1 Ey)

; o
oraz macierz Js

T | [YanBat  YouEot YenEo YnoEo T Ynalli + ymEe
J'=1% |=——| YanEath YouEo+h?YenEe | = — | yraEo+ YnoEr+ ynoEa
J2 3 YanEa i h2YbnEb + h chEc yanO + y"’IEl i ynO(E2 )
5.14

Dwie ostatnie macierze mozemy traktowac jako iloczyny pewnych ma-
‘cierzy kwadratowych admitancji przez macierz kolumnowa napieé¢ zro-
diowych

30*
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YoYo > YoYs > YoY1 | | Eo
BT ZY YolY1,Y1Y2, YY1 | E1 |’ (5.15)
YoYs s Y2Ys, Y1Ys | L E,

Yno, Yn2 , Yn1 E,
J;’:_ Yni s Yno , Yn2 E1 5 (516)
Yno s Yn1 ; Yno E

2

Sumujac obliczone trzy macierze pradow ostatecznie otrzymujemy

s = 3y2 i
—I— 2 ST . I 90 7 P e
Jy Yoo Yeo—Yno Y.+ 3y, y Yoo Ye2—Yn2 Y80,
&
Ji|=1Yu— Yei ™ Ym— Ynzi—%yo y Yoo — Yeco— Yno — Y—H% )
3y0y2 3y
J 29 T c2 7 _—— + 2 28 2
| 2_ _y__ Ye2—Yn2 Yn+3y0,y11 Yel — Yn1— Yn+3y0
3 SREATIEET
Yui— Yer—Yn1i— Xf—ngﬁﬂ;;_o- E(J
; 3y?
Yoo 2er—Yna— +‘3y0 E, |: '(5.17)
3y1y9
eyl E.
A i Y‘n + 3y0 —__':_
czyli
Js =5 . (5.18)

Roéwnanie to przedstawia drugie prawo Kirchhoffa w po-
staci admitancyj ne j dla ukladu trojfazowego czteroprzewodo-
wego o sprzezeniach pojemnosciowych miedzy fazami i miedzy faza a prze-
wodem neutralnym, w ukladzie odniesienia sktadowych
Syrmietir viciz nivicih: :

Wystepujgea w tym réownaniu macierz admitancji

) 35 i 3YoY>
Yoo Yeco— Yno Yn 300! Yso Yez ynz I
yOyl 3y1y2 :
Yo =1 Yl Yel = Yni ?n_i_ 3y yYoo— Yeco—Yno— Y_n—:éal )
3YoY2 3y2

_yzz_ ycz_y1zz—m,y11+2ycl Yn1— v _|_3y0’
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i g 3 Y 7]
Y1 Ye1— Yma Yn+370
2 3y; 5.19
Yoo+ 2Yc2—Yn2— Y i 3y0 (5.19)
{3 3Y1y2
Yoo Yeo— Yno T 3y0

mozemy przedstawié réwniez, korzystajac z réwnania (4.11), w postaci
nastepujacej:

YnyO

Y nYs Y
—Yno , — Yn2+ ny;_, — Yna- T
Y71+3y0 Yn+3y0 Yn+3y0
Y nys 3Y1Ys 3y3
aal e s e i — —Tgs | i S sl
Y5 Yo+ 34 nl; Yo— 9Yco—Yno Voo Y21 3Yc2 —Yn2 Y t-30s
Yﬂy" 2 3y1yo
AT G S L » Yo— 3 i o
: Yo 30 Yn2 > Y11+3Ye1—Yn1— 7 5 7 3yo Yo— oYco— Yno v 3yo_
(5.20)

Rozpatrzmy teraz przypadki szczegélne II prawa Kirchhoffa i macie-
rzy admitancji y..

W przypadku ekranowania elektrostatycznego faz od przewodu neutral-
nego, uktad pojemnosci (Can , Con , Ccn) jest uktadem wielkosci fizycznych
zerowych, skad i uklad sktadowych symetrycznych (:Z/no : @}m ,g}ng) jest
ukladem operatorow wektorowych zerowych, a macierz y, upraszcza sie
do postaci

Yoyo Yy, Yuys
Vo3 Yo+ 390 Yot
Y1 3Y1Ys 3y;
=, ¢ 3 SEo—h Gt e e LG50
Tade e oo e e 0 )
Yy, 0 3y; s 3Y1Y2
_Yn+3yo’ Y1 Yer1— Yn+3y Yo Yeo Yn+3y0

W przypadku ekranowania elektrostatycznego faz zaréwno od prze-
wodu neutralnego, jak i od siebie, rowniez i drugi uktad pojemnosci (Cpc »
Cac , Cap) staje sie ukladem wielkos$ci fizycznych zerowych, wobec czego
1 drugi uklad sktadowych symetrycznych (jco ; ;{/cl, ;ZJCZ) jest ukladem ope-
rator6w wektorowych zerowych, a macierz y, upraszcza sie do macierzy
y, znanej z rozdz. 1. :
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Rozpatrzmy z kolei uktad, w ktorym impedancja 7 przewodu neutral-
nego jest zerem, czyli jego admitancja Y dazy do nieskonczonosci.

Wszystkie 9 elementéw o postaci utamka typu—B—EQ—yl—w macierzy (5.19)
staje si¢ wtedy zerem, a macierz admitancji y, upraszcza sie do postaci

A Yo—Yno , Y2—Yns, Yi— Yn1
Yo 11 Ynis Yo 3yc0"“yn0; Yo+ Sycz_ynz . (5-22)
Yo—Yn2, Y11 3Ye1—Yn1> Yo— 3Yco— Yno

Odpowiednie rownanie
Js=y,Es (5.23)
wyraza to samo co rownanie
Js=y, Us, (5.24)

ktére jest uogoélnieniem réwnania (4.9) i przedstawia prawo Ohma
w postaci admitancyjnej dla odbiornika tréjfazowego o fazach
pojemnosciowo sprzezonych miedzy soba i z przewodem neutralnym,
w uktadzie odniesienia sktadowych symetrycznych.

Prawu Ohma odpowiada uklad polgczen wskazany na rys. 5.

=
Cac _|Cab Ya
£ e
; * @0 Ep o ¥ = N
N o \/WV‘Yb -

»E /5 i
_Ean __Cbn __[:cn 3 Ye

I
]
&

]
|
1
|
B
[
S

Yn 7o

Rys. 5. Uktad trojfazowy ze sprzezeniami pojemnoscio-
wymi przy zerowej impedancji przewodu neutralnego.

Zaznaczy¢ nalezy, ze przy ekranowaniu elektrostatycznym faz od prze-
wodu neutralnego macierz admitancji y, wystepujaca w prawie Ohma
upraszcza sie do y,, a przy ekranowaniu elektrostatycznym faz zaréwno
od przewodu neutralnego, jak i od siebie macierz admitancji ys upraszcza
sie do y.

Rozpatrzmy na koniec uktad, w ktérym impedancja przewodu neutral-
nego Zn dazy do nieskonczonosei, czyli jego admitancja Ya jest zerem.

W tym przypadku pozostaja w mocy réwnania od (5.1) do 5,3), nato-
miast w dalszych — okre$lajgcych napiecie punktu neutralnego odbiornika
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wzgledem punktu neutralnego zrédia i sume admitancji zbiegajacych sie
w wezle N — zachodza uproszczenia
[} AL ?aéa+?bﬁb+i}cﬁ207
Yo+t Yot Ye

= (5.25)
DV iV iV, 3y, (5.26)

Uproszczenia te nie maja wptywu na macierze J_ i J, macierz pradow
J". przybiera natomiast postac

Yo, Ys » Y1 TE;|

Lol e nni e | D (5.27)
S

: y_§ y1y24 B

£ 2 Yoo Yy il 2_.

Wobec tegodrugie prawo Kirchhoffa w postaci admi-
tancyjnej dla uktadu tréjfazowego czteroprzewodowego o punkcie
neutralnym izolowanym, o sprzezeniach pojemno$ciowych miedzy fazami
i miedzy fazg a przewodem neutralnym, w uktadzie odniesienia
sktadowych symetrycznych ma postaé réwnania macierzo-
wego:

—Jo_ -”‘ynO: e Y m2b , — Yn1 1 —Eo-
Y1y vi
Jy —Ynt, Yo— 3Yer—Yno— —— , Ya+ Ser— Ynz— — E, |, (5.28)
Yo Yo
Y3 Y.y
J2 _yn21y1+3ycl“yn1_—2‘“ y y()'“gyco_'yno_wLE Ez
[l b Yo Yoriislis|
czyli
Js=y, Es (5.29)

W réwnaniu tym wystepuje macierz admitancji

—Yno — Yn2 s —Yn1
Y1Ys Y3
y’5: ==t yo—3?{co—yno— v » Y2 T3Yco—Yna— —?J%)—— e (5530)
Ys Y1 Ys
—Un2, Y1 F3Yer—Yni— ——  Yo— 3Yco—Yno— ——
| Yo Yo |

ktora jest szczegblnym przypadkiem macierzy y, dla wartosci i/‘n=0; po-
niewaz przy obliczaniu w przypadku og6lnym macierzy y; nie korzysta-
liSmy w przeksztatceniach posrednich z mnozenia przez Y, ani tez z dzie-
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lenia przez Yn, mozna bylo wypisaé macierz ys’, wprost na podstawie
znanej macierzy y;. Wobec tego kilka ostatnich réwnan, poczynajac od
(5.25), mozna traktowa¢ jako obliczenie kontrolne.

- Drugiemu prawu Kirchhoffa, wyrazonemu przez réwnanie (5.28), od-
powiada uklad polaczen o zerowej admitancji przewodu neutralnego,
wskazany na rys. 6.

la A
=t WWY
A _ltac ==ut | Up a
by oG "
b i
W 3 | Gh 1 3 Y, |
| % | ==Lh Ue o
P A
i Can _|Con | Cen Y,
e = s
\ ln e -

AT

Rys. 6. Uktad trojfazowy ze sprzezeniami pojemnoscio-
wymi przy zerowej admitancji przewodu neutralnego.

W uktadzie tym, jedynym odbiornikiem ktérego punkt neutralny jest
polaczony z przewodem neutralnym, jest uktad 3 pojemnosci miedzy faza,
a przewodem neutralnym, wobec' czego w pierwszym wierszu macierzy
admitancji y, wystepuja wylacznie elementy — yno, —Yn2, — Yni-

Przy ekranowaniu elektrostatycznym faz od przewodu neutralnego
macierz y, staje sie rowna

0, 0 ; 0
Y1Y» 4 '
Yi=| Osv0— 3o = ot B — - | (5.31)
Y2 Y1Y»
0,1+ 3Ye1— 2 ;yu_SQCO__l
Yo el

Macierz te mozna tez traktowaé¢ jako przypadek szczegdélny macierzy y,
przy zerowej admitancji przewodu neutralnego.

Na koniec przy ekranowaniu elektrostatycznym faz zaréwno od prze-
wodu neutralnego, jak i miedzy soba, macierz y; staje sie rowna

s S RO g )
it g ;
y,= » Yo T 2 Yo (5.32)

o Y o Yate

J Cots BT Yo

Macierz te mozna z kolei traktowaé jako przypadek szczegdlny macie-

rzy y; przy zerowej admitancji przewodu neutralnego.
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W przypadku odbiornikéw symetrycznych wszystkie rozpatrywane
przez nas macierze impedancji z,z,,%,,2;,%,,2; i admitancji y,y,y,,
Vo5 Vais y; SYhnly e y;.: staja sie macierzami przekatnymi, gdyz rézne od zera
sa jedynie sktadowe zerowe impedancji 2y, Zmo, 2no 1 admitancji yo, Yco, Yno
a pozostate sktadowe dodatnie i ujemne sg zerami.

Wobec tego rozpatrywane macierze ulegaja odpowiednim uproszcze-
niom, na przyktad macierze z, i y, przybieraja postac

-Zo +22mo—62no+32Zn, (R 0
Z5: 0 y 20— 2m0 0 (533)
0 3 O = 2
g Y,Ziy,O_ —Yno, 0 ¢ 0
Y,=| Yr 3% (5.34)
0 » Yo— 3Yeco— Yno 0
0 0 » Yo— 3Yco— Yno

i sa zazwyczaj w skroceniu pisane

Zy,0 ,0
Z5: 0 r21’0 E) (535)
05077
YA 4
Y:’): 0 )Yl,o ) (536)
04305, Y2

gdzie 20,21,22 jest to odpowiednio impedancja dla skiadowej syme-
tryeznej zerowej, dodatniej i ujemnej,

?O,S}l,?z jest to odpowiednio admitancja dla skladowej syme-
trycznej zerowej, dodatniej i ujemnej.

Wobec tego prawo Ohma lub drugie prawo Kirchhoffa, w ogélnym

przypadku odbiornika asymetrycznego wyrazajace sie za pomocg wzorow:

Wa=radls : (1.2)
Us=z,Js, (1.14)
B (3.14)

zapiszemy dla odbiornika symetrycznego jako

U, Zon0 20l i, A ety W TS
Us=23, ceylitui|l=10" 25,0 {7 t=10, 2,0 [7], (5.37)
5 O Ll 015504, 7Z: k.75
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Us=2Z,J;, czyli

Ul it 0 0 el oot
U, |= 0 2020 0 Ji|=10,%Z,0 Jocly (5238)
U, | 0 ; 0 ,2—2mollJ, OSR0RRZs1i TS

Es=Z;J;, czyli

E, 20 22m0s = 020 dnoZn 1y O, 0 Al Z',. 05,0 Iy

E |= 0 202 0 Ji|=10,Z,,0 Jals

E, 0 o O || B 04510, Z 2
(5.39)

Nalezy zatem stwierdzi¢, ze za pomocg matych liter

205”1523 ,2m0,2ml ; @m2 ;2105201 5202, Y0, Y15 Ys s Yeco s Ye1 s Ye2 s Yno ; Yni , Yn2

oznaczone s3 jednoznacznie odpowiednie skladowe symetryczne impe-
dancji i admitancji, a znaki o wielkich literach uzywane dla odbiornika
symetrycznego
Vs Zn 0 0y Yo 2o
sg w pewnym stopniu wieloznaczne, gdyz na przyklad impedancja dla
sktadowej zerowej moze oznaczaé 6 réznych wielko$ci, a mianowicie:
dla macierzy Z Zozéo,
Z, Zo:£o+3AZn,
Z, Zy=2+2%m, (5.40)
Z, Z,=2zy1+22myt3Zn,
e RO S
Zy  Zo=2+22me—62n0+3Zn

6. OGRANICZENIA W STOSOWANIU ZASADY DWOISTOSCI
W ELEKTROTECHNICE

Niektore zasady mechaniki lub matematyki znajduja odpowiednie za-
stosowanie w elektrotechnice, stajac sie waznym narzedziem w badaniu
obwodow elektrycznych. Jako przyklad mozna by przytoczy¢ zasade su-
perpozycji, ktéra w mechanice podaje sie nieraz w sposéb nastepujacy:

W zalozeniu, ze istnieje proporcjonalnos¢ pomiedzy sitami a dzia-
taniami przez nie wywolanymi, dzialanie wywolane przez pewng silte
moze by¢ okreSlone jako suma dzialan wywolanych przez sktadniki tej
sity [5].

Wspotzalezno§¢ wyrazona przez zasade superpozycji wiaze ze soba
w mechanice na przyklad sity i przesuniecia, w elektrotechnice wspotza-
lezno$¢ ta wiaze ze soba napiecie zrédlowe w sieci i prad przewodowy
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w danej gatezi lub napiecia zrédtowe w sieci’ i napiecie odbiornikowe
w danej galezi. U podstaw metod rozwiazywania obwodow elektrycznych,
metody pradow cyklicznych i metody potencjatow weztowych tkwi row-
niez zasada superpozycji.

Drugim przykladem adaptacji zasady stosowanej w jednej dyscyplinie
wiedzy na teren innej dyscypliny jest zasada dwoistosci, czyli dualizmu.

Autorzy-elektrycy nieraz wspominajg o tym, ze zasada dwoistos$ci nie
ogranicza sie do obwodéw elektrycznych, ale daje sie rozciggnaé na wiel-
kosci wektorowe pdl elektrycznych i magnetycznych [5] oraz ze w geo-
metrii niektérym twierdzeniom dotyczacym. prostych i punktéw odpo-
wiadajg twierdzenia dualne dotyczace punktéow i prostych [11].

Zasada dualizmu w geometrii byta oczywiscie historycznie wezesniej-
sza od tejze zasady w elektrotechnice; zasada ta nalezy do podstawowych
postulatow geometrii rzutowej.

M. Stark w swej ,,Geometrii analitycznej“ [9] moéwigc o dualizmie
plaskim rozpatruje jakikolwiek zbiér Z punktéow i prostych na plaszczyz-
nie i za pomocg dowolnej korelacji przyksztalca zbiér Z w pewien inny
zbiér Z’ prostych i puﬁktéw w taki sposéb, ze proste przeksztalcaja sie
w punkty, punkty w proste, proste przechodzace przez jeden punkt
w punkty lezace na jednej prostej itd. Rozpatrujgc jakiekolwiek twier-
dzenie geometrii rzutowej prawdziwe o zbiorze Z, nalezy wszedzie za-
mieni¢ stowa ,,punkt® i ,prosta® dokonujgc przy tym niezbednych zmian
stylistycznych, a mianowicie zdanie ,,punkt lezy na prostej nalezy za-
mieni¢ na zdanie ,,prosta przechodzi przez punkt‘. W wyniku tej zamiany
otrzymuje sie, zgodnie z zasadg dualizmu plaskiego, twierdzenie praw-
dziwe o zbiorze Z'.

Na przyklad dualne sg twierdzenia:
1. Przez kazde dwa punkty rézne przechodzi dokladnie jedna prosta.
2. Kazde dwie proste rézne maja dokladnie jeden punkt wspélny.

Nalezy tu zwréci¢ uwage, ze twierdzenia - dualne nie dotycza tego
samego uktadu punktéw i prostych, lecz dwéch réznych uktadow.

Autorzy-elektrycy [5], [6], [8], [11] mowiac o zasadzie dualizmu
w elektrotechnice zbieraja pewne przestanki dla wyciggniecia konkluzji
i zestawiajg ze sobg na ogo6t nastepujace elementy pasywne i liniowe oraz
odpowiadajgce im réwnania

1. element L o réwnaniach
L |

dt dt (6.1)
de= L f wdt, ]

u
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gdzie F=—I%jest to odwrotno$é indukcyjnoseci cewki, z elementem C

0 rownaniach

v da i diiie
e l (6.2)
u:Sfidt, I

gdzie S = %jest to elastancja kondensatora;
2. trzy elementy R, L, S tworzace uklad szeregowy o napieciu

di

u=Ri+L —
dt

+8 [idt ; (6.3)
z trzema elementami G, C, i) tworzacymi uklad réwnolegly z pradem
w galezi glowne]

i=Gu+C %E-}-I’fudt. (6.4)
i

Zebrany material pozwala autorom podaé tresé zasady dualizmu
w elektrotechnice; zasade te mozna by sformutowaé nastepujaco:

W teorii obwodoéw elektrycznych 2 obwody sa dualne, jezeli ich réow-
nania majg pod wzgledem matematycznym te samg postaé. Wchodzace do
rownan wielkosci fizyczne wystepuja na odpowiadajacych sobie miejscach
tworzgc nastepujace pary:

prad i — nhapiecie U
fadunek q — strumien skojarzony Y
rezystancja R — konduktancja G
impedancja Z — admitancja Y
indukeyjnosé L — pojemnos¢ &
odwrotnosé indukcyjnosci I — elastancja S

\
stany fizyczne za$ i uklady polaczen tworza pary:

stan zwarcia — stan jatowy
polaczenie szeregowe — polaczenie rownoleglte
zrodto napiecia — zrédito pradu

oczko sieci — para wezlow sieci.

Autorzy [8] stusznie zwracajg uwage na okoliczno$é, ze przez dualizm
w elektrotechnice nie nalezy rozumie¢ réwnowaznos$ci obwodow pod
wzgledem elektrycznym; dualizm oznacza tylko podobienstwo w odpo-
wiednich wyrazeniach algebraicznych.

Przed poddaniem analizie zagadnienia dualizmu w elektrotechnice
chcieliSmy Zzaznaczy¢, ze analogicznie do geometrii rzutowej dualizm
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iw tym przypadku dotyczy z reguly dwoch réznych uktadéw potgczen,
na przyklad polaczenia szeregowego 2 elementow, w ktérym impedancja
Wynosi Z= Z +Z:,, i pola,czenla rownolegltego tych elementéw, w ktérym
admitancja wynosi Y—Y1+Y2. Gdy w pierwszym przypadku impedan-

A

cja Z, staje sie zerem (stan zwarcia elementu) to napiecie na impedancji
zastepcze] Z jest rowne napieciu na impedancji Z
U=2Z,J. (6.5)
Gdy w drugim przypadku admitancja f/, staje sie zerem (stan jalowy
elementu), to prad plynacy przez admitancje zastepcza Y jest rowny pra-
dowi plynacemu przez admitancje f’z
=i (6.6)

Wobec tego jeden wspolny element majacy 1mpedanc1e 7 ,, admitancje Y
Z pradem J majacy napiecie na koncéwkach U moze by¢ z punktu wi-
dzenia stosowania dlan zasady dualizmu uwazany za przypadek graniczny
wyzej omowionych 2 réznych ukltadow potgczen.

Podany przyklad polgczenia szeregowego i polaczenia réwnoleglego
2 elementéw pasywnych mozna uwazac¢ za obrazujacy dos¢ trafnie zagad-
nienie dualizmu w elektrotechnice, dualizm obejmuje bowiem wszelkie
zaleznos$ci matematyczne dotyczace 2 wymienionych elementéw zar6wno
w stanie ustalonym, jak i w stanie nieustalonym [8].

Mozemy zatem uznaé¢, ze réwnania dualne majg dwojnik szeregowy
R, L zasilany z idealnego zrodla napiecia, rozpatrywany przy zamknieciu
wylacznika w galezi gidéwnej w chwili poczatkowej i dwojnik rownolegty
G, C zasilany z idealnego zrodia pradu, rozpatrywany przy otwarciu wy-
tacznika w gatezi réwnoleglej w chwili poczatkowej. Réwnaniami tymi sa:

rownanie pradu plynacego przez element R, L

SR _R,
i=—(l—e L") (6.7) .
R
i rownanie napiecia na elemencie G, C
G
= e (6:8)
G

Wszelkie towarzyszace tym dwoéjnikom rozwazania matematyczne
prowadza do zaleznosci ktére nadal sg dualne; gdyby na przyklad dwéjnik
R, L potaczy¢ rownolegte, a dwéjnik G, C szeregowo — wzory okreslajace
napiecia i prady w stanie nieustalonym pozostajg nadal dualne [8].

Przejdziemy z kolei do pewnego skomentowania zasady dualizmu
w elektrotechnice. Przede wszystkim uwazamy, ze podawane przez auto-
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row pary wielkosci i stanéw fizycznych dualnych nalezaloby uzupeini¢
dla odbiornika wielofazowego przez pare
sprzezenia indukcyjne — sprzezenia pojemnosciowe
miedzy galeziami miedzy wezlami
W przeprowadzonych przez nas obliczeniach dla odbiornika tréjfazo-
wego, dualnymi réwnaniami i macierzami w uktadzie odniesienia sktado-
wych symetrycznych sg zaleznosci (1, 14), (1, 15), (4, 9), (4, 10):

Uszngs ) Js=YgUs
201t22mo,25— Zma, 21— Zmi1 Yoot 2Ycos Yoo~ Yc2,Y11— Ye1
Zy= 21— Zmi1,%— Zmo,221t22Zms |, Yo=|Y11— Ye1,Yo0— Ycos Yoot 2Yece
29— Zmz,zl“f‘zzml,zo— 2mo Yso— Ye2, Y1117 2Yc1, Yoo — Yeo

Dualizm sprzezen indukeyjnych z pojemnosciowymi mozna by jeszcze
w tym upatrywa¢, ze przy ekranowaniu magnetycznym faz uktad impe-
dancji wzajemnych miedzy gateziami (Zbc,Zac,Zab), i w konsekwencji

uktad sktadowych symetrycznych tych impedanciji, (zmo, 2oty ‘%mz) staje sie
ukladem operatoréw wektorowych zerowych, a macierz z, przechodzi
w z. Podobnie przy ekranowaniu elektrostatycznym faz uktad admitancji

wzajemnych miedzy weztami (ch : Yac ’ Yab) i w konsekwencu uktad

sktadowych symetrycznych tych admitancji (ycl] y Yer, yc,) staje sie
ukladem operatorow wektorowych zerowych, a macierz y, przechodzi w y.

Drugiego przypadku granicznego, w ktorym operatory wektorowe 7o
1 Yype dazylyby do nieskonczonosci; nie dyskutujemy, gdyz przypadek ten
uwazamy za fizycznie nieprzydatny.

Skoro ZAl,c=jle,';: oraz f/'/,(:—ijbc, to w teorii obwodoéw elektrycznych przy
skonczonej pulsacji w zagadnienie sprowadza sie do tego, czy indukcyjno$é¢ wiasna L
badz tez indukcyjnosé wzajemna M oraz pojemno$¢ C moga byé nieskonczenie
wielkie.

Dla elementu liniowego, indukcyjnosci L lub M sa réwne stosunkowi pewnego
strumienia magnetycznego skojarzonego do pradu wzbudzenia. Ot6z prad wzbudzenia
jest niezerowy, a strumien magnetyczny ze wzgledéw fizycznych jest skonczony, dla-
tego i indukcyjnos$¢é nie moze by¢ nieskonczenie wielka. :

Dla elementu liniowego pojemnos¢ miedzyfazowg C przedstawiamy w elektro-
technice teoretycznej w postaci pewnego kondensatora [10], niech to bedzie na przy-
ktad kondensator plaski. Cho¢ wielu autoréw wspomina o pojemnosci kondensatora
plaskiego dazacej do nieskonczonosci przy zblizaniu okladzin do siebie az do ich ze-
tkniecia, uwazamy, ze pojemnosé¢é kondensatora plaskiego moze byé¢ wielka, a nawet
bardzo wielka, ale pozostaje zawsze skonczona. Wynika to z faktu, ze pojecie po-
jemnosci kondensatora plaskiego, cylindrycznego lub kulistego jest pojeciem makro-
skopowym i przy zblizaniu okladzin do siebie, przy pewnym skonczonym odstepie
tych okladzin, na przyklad rzedu angstremow, konczy sie zakres stosowalno§ci wzo-
ré6w na pojemnos$¢ kondensatora. Dochodzi do tego zjawisko przebicia kazdego
kondensatora przy zblizaniu okladzin do siebie; skoro tylko na okladzinach jest
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pewne napiecie, przebicie nastepuje przy odstepie skonczonym. Od chwili przebicia
nie mozna by juz, ze wzgledow fizycznych, wspominaé o dalszym zblizaniu okladzin
i dalszym wzroscie pojemnosci.

Druga sprawa zwigzana z zagadnieniem dualizmu w elektrotechnice
dotyczy pewnych ograniczen w stosowaniu tej zasady dla obwodoéw bar-
dziej skomplikowanych.

Poki zestawiamy ze sobg obwoéd l-oczkowy o impedancjach Z]l 1

polaczonych szeregowo z obwodem 2-wezlowym o admitancjach Y, i,
potaczonych réownolegle, dualizm dotyczy rzeczywiscie wszelkich rozwa-
zan, dyskusji i wzoré6w matematycznych zwigzanych z wymienionymi
dwoma uktadami potaczen.

Autorz§r ekstrapoluja jednak zasade dualizmu na obwody bardziej
skomplikowane. Kron [6] wysuwa na przyktad teze, ze jakiekolwiek rozu-
mowania i rownania ustalone dla sieci oczkowych moga byé¢ powtérzone
w postaci dualnej dla sieci weztowych; spotykamy sie tez w literaturze
z pogladem, ze metoda pradéw cyklicznych jest dualna w stosunku do
metody potencjaléow wezlowych. Nie negujac zasadniczej stuszno$ci tych
wypowiedzi, wskazemy jednak odnoszace sie do sieci bardziej skompliko-
wanych, rozwazania, rozumowania i wzory, ktére wyraznie odchylaja sie
od dualizmu sprawiajac przez to, ze o dualizmie obwodéw o wielu gale-
ziach i o wielu weztach mozna méwié¢ w elektrotechruce jedynie w ogra-
niczonym zakresie.

Zestawiajac ze soba obwody wielooczkowe z wielowezlowymi nalezy
odpowiednio dobra¢ liczbe oczek i liczbe wezléw, a mianowicie obwodowi
n-oczkowemu odpowiada obwod o n wezlach niezaleznych, majacy ponadto
jeden wezel odniesienia, czyli lacznie obwéd (n+1)-wezlowy. Zbadamy
pewne wlasnosci tych obwodéw w przypadku szczegélnym n=3, a nastep-
nie przejdziemy do przypadku ogélnego dla dowolnego n. Rozumowania
nasze ograniczymy do obwodow liniowych o galeziach ekranowanych.

Niech bedzie dany obwoéd tréjoczkowy typu mostka Wheatstone’a, za-
silany przez pewna liczbe zrédel napiecia. Réwnanie macierzowe tego
obwodu mozemy napisa¢ w postaci impedancyjnej i w postaci admitan-
cyjnej.

Posta¢ impedancyjna tego rownania moze byé zapisana w skroéceniu

U—7.3 (6.9)
lub tez rozwinieta
U] le’Zl27Z13 J]
Uy (= Z21)Zss s Zos || 2 |- (6.10):

2

U3 Z31 El Z32 ) Z33 J3
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W réwnaniu tym wystepuje macierz impedancji

le ) Zl:? H Z13
Zo=|Zsy, Loy, Loy (6.11)
Z31 3 Z32 ’ Z33
bedaca macierzg symetryczna i nieosobliwag [3]. Elementami jej sg: na
glownej przekatnej elementy typu Z”, zwane impedancja wlasna [-tego
oczka, a poza gtéwna przekatng — elementy typu z,d:Z”c, zwane impe-
dancjg wzajemna k-tego oczka z I-tym.
Skoro macierz impedancji Z, jest nieosobliwa, istnieje jej macierz od-
wrotna
Z:'=Y. (6.12)

Mnozac lewostronnie obie strony réwnania obwodu przez te macierz od-
wrotng, dochodzimy do postaci admitancyjnej réwnania macierzowego
naszego obwodu.

Posta¢ admitancyjna tego rownania moze by¢ zapisana w skroceniu

J—Yo U (6.13)
lub rozwinieta
J4 Yi,,Y,, Yy || Us
I = Pt s Yl D H B IS (6.14)
T Nt Moy 5 el || MUK

W réwnaniu tym wystepuje macierz admitancji

Y11 ’ Yl 29 Yld
Yo, — | Y Y Yy (6.15)
Y31 ] Y32 ) Y33
bedgca tez macierza symetryczng i nieosobliwa. Elementami jej sa: na
gtownej przekatnej elementy typu Yy, zwane admitancja wlasng zwar-
ciowg Il-tego oczka, a poza glowng przekatna elementy typu ?klziﬁk,
zwane admitancjg wzajemng zwarciowa k-tego oczka z I-tym.
Wymienionych réwnan obwodu tréjoczkowego oraz macierzy impe-
dancji Z, i admitancji Y, nie nazwiemy dualnymi wzgledem siebie, gdyz
dotycza one tego samego ukladu polaczen. Pod wzgledem elektrycznym
posta¢ impedancyjna réwnania macierzowego wyraza to samo co postac
admitancyjna, wobec tego réwnania te sa sobie réwnowazne a nie dualne.
Autorzy wyraznie przestrzegaja przed mieszaniem poje¢ dualizmu i réw-
nowaznosci [8].
Podporzadkujmy teraz naszemu obwodowi tréjoczkowemu obwadd
czterowezlowy, zasilany przez pewna liczbe Zroédel pradu. Obierajac do-
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wolny wezel za wezel odniesienia i oznaczajgc przez f]a,fh, oraz U’c na-
piecia pozostatych weztéw wzgledem wezla odniesienia, mozemy réwna-
nie macierzowe tego obwodu zapisa¢ w postaci admitancyjnej i w postaci
impedancyjnej.

Posta¢ admitancyjna tego réwnania moze byé¢ zapisana w skréceniu

J=Y, U (6.16)
lub tez rozwinieta
Jl _.Yaa ’ Yab D) Yac Ua
Jo|=| Yva, Yoo, Yoc || Us |- (6.17)
J3 Yca ) ch ) ch Uc

W réwnaniu tym wystepuje macierz admitancji

Yaa ) Yab ) Yac
sz Yoa ) Yoo ) Yoe (618)
Yca ) ch ) ch
bedaca macierzg symetryczng i nieosobliwg. Elementami jej sa: na glow-
nej przekatnej elementy typu SA('u, zwane admitancjag wtasng I-tego
wezla, a poza gléwna przekatna elementy typul}m:i/zk zwane admitancjag
wzajemng k-tego wezta z I-tym.
Skoro macierz admitancji Y, jest nieosobliwa, istnieje jej macierz od-
wrotna
Y '=Z,. (6.19)

Mnozac lewostronnie obie strony réownania obwodu przez te macierz
odwrotng, dochodzimy do postaci impedancyjnej réwnania macierzowego
naszego obwodu.

Posta¢ impedancyjna tego réwnania moze byé¢ zapisana w skréceniu

U—=27,3 (6.20)

lub tez rozwinieta

Ua zaa ) Zab ) Zac Ja
Us | = | Zva, Zovb » Zove || Jo |- (6.21)
Uc an 3 zcb ) ch Jc

W réwnaniu tym wystepuje macierz impedancji

Zaa ) Zab ) Zac
Zy= | Zva , Zvb y Zve (6.22)
an ] Zcb ) ch

bedaca tez macierzg symetryczng i nieosobliwag. Elementami jej sa: na
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glowne] przekatnej elementy typu Z;, zwane impedancjg wiasng jatowa
l-tego wezta, a poza gléwna przekatna — elementy typu Z;d:Zlk, zwane
impedancja wzajemng jalowa k-tego wezla z I-tym.

Analogicznie jak w poprzednim przypadku, wymienionych réwnan ob-
wodu czterowezlowego oraz macierzy admitancji Y, i impedancji Z, nie
nazwiemy dualnymi wzgledem siebie, gdyz dotycza one tego samego
ukladu polaczen, lecz powiemy, ze sa one sobie réwnowazne.

Zestawiajac ze soba oba obwody trojoczkowy i czteroweztowy, ich row-
nania w obu postaciach impedancyjnej i admitancyjnej oraz odpowiednie
macierze impedancji i admitancji, widzimy, ze zasadniczo obwody i ich
rownania sg dualne. W nastepujacych rozumowaniach obwody odbiegajg
jednak od dualizmu i wykazuja cechy nie tylko niepodobne co do postaci,
lecz wrecz rozbiezne:

1. Macierz Z. dla dowolnego obwodu tréjoczkowego jest symetryczna
bez wzgledu na schemat polaczen i bez wzgledu na wyboér trzech oczek
w tym schemacie, byleby, oczywiscie, oczek liniowo niezaleznych.

Macierz Y, dla obwodu czteroweziowego jest symetryczna tylko
wtedy, gdy napiecia trzech wezlow niezaleznych sg liczone wzgledem
wspolnego wezta odniesienia D. Gdyby wybraé¢ 3 napiecia liniowo nieza-
lezne, ale liczone inaczej niz wzgledem wspoélnego wezta odniesienia, na
przyktad Ugas , Ug , Uep , to macierz Y, nie bylaby juz symetryczna,
a jej elementy na gléwnej przekatnej i poza gltowng przekatng nie
mialyby tak przejrzystej interpretacji elektrycznej, jak w przypadku
symetrii. Nie mozna by wiec juz méwié o podobienstwie postaci i o dua-
lizmie miedzy macierza symetryczng Z. a macierzg niesymetryczng Y.

2. Oznaczmy impedancje wspoélnej gatezi k-tego oczka z I-tym przez
24. W obwodzie tréjoczkowym zachodzi rownosé moduléw impedancji
Ziw=2Z,a co do znakow mamy zwigzek Zkl=24, gdy zwroty pradu
cyklicznego k-tego i l-tego w galezi Z, sg zgodne, a przy niezgodnych
zwrotach mamy Zia=—2Z4. Wobec tego przez obior zwrotu pradéow cy-
klicznych w poszczegdlnych oczkach mozemy wplywaé na znak w rowna-
DI Zog = 174

Oznaczmy admitancje wspoélnej gatezi k-tego wezla z I-tym przez 17'4
Przy macierzy admitacyjnej Y, symetrycznej mamy zawsze w obwodzie
czteroweziowym Y= —'{74 ; znak minus wystepuje niezaleznie od na-
szego wyboru jakiegokolwiek zwrotu. Gdyby za szukane napiecia przyjac
nie napiecia wezté6w niezaleznych wzgledem wezta odniesienia, ale prze-
ciwnie napiecia wezta odniesienia wzgledem wezlow niezaleznych, to znak
minus zniklby wprawdzie z réwnania na S?kl, ale zjawilby sie w réwnaniu
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okreslajgcym admitancje wiasna Yy, jako sume geometryczng admitancji
galezi zbiegajacych sie w l-tym wezle.

Odrebne rozumowania dotycza zatem budowy macierzy Z, i Y, oraz
zwigzku ich elementéw z impedancjami i admitancjami poszczeg6lnych
gatezi obwodow.

3. Mowiac o obwodzie tréjoczkowym zakladaliSmy, ze obieg oczek
przez prady cykliczne jest jednokrotny. Nie ma jednak przeszkéd, by do-
zwoli¢ na wielokrotny obieg oczek omawiany przez niektérych auto-
row [1], [3]. Macierz impedancji obwodu wielooczkowego zalezy od krot-
nosci obiegu oczek przez prady cykliczne i w naszym przypadku dla n=3
oraz dla

p-krotnego obiegu pierwszego oczka przez prad cykliczny,

g-krotnego obiegu drugiego oczka i

r-krotnego obiegu trzeciego oczka
macierz impedancji jednokrotnego obiegu

Z11 ) Zl2 ’ Zl3
Z,= Zz] ) Zzz ) Z23 (6.23)
X 4 Z31 ’ Zsz ) Z33
ulega zmianie na
P*Zyy 09245, P35
Z, — qPZs1 , @ Zsy Q20 |. (6.24)
T0Zs1,7qZss , 7°Zs,

Skoro liczby p, g oraz r sa to dowolne liczby naturalne, z ktérych kazda
moze wzrasta¢ nieograniczenie, to liczba réznych macierzy Z'z przy wielo-
krotnym obiegu oczek jest rowniez nieograniczona.

Rozumowania o podobnym charakterze elektrycznym i analogicznej
postaci matematycznej nie sa spotykane w dziedzinie obwodéw wielo-
weztowych, w ktérych nie korzystamy z pojecia krotno$ci napiecia wezta
niezaleznego wzgledem wezta odniesienia.

Rozpatrzymy teraz w przypadku ogélnym obwod n-oczkowy oraz ob-
wod (n—l—i)—wezlowy. Zacznijmy od obwodu wieloweztowego i ponume-
rujmy w nim kolejno wszystkie (n+1) wezlow. Wzorujgc sie na macierzy
symetrycznej stopnia trzeciego dla obwodu czteroweztowego mogliby$my
utworzy¢ macierz admitancyjng symetryczng stopnia n po wyborze wezla
odniesienia. Postapimy przeciwnie i najpierw utworzymy macierz admi-
tancyjng symetryczng stopnia (n+1), a potem obierzemy wezet odnie-
. Sienia.

Macierz admitancyjna symetryczna  stopnia (n+1) ma postaé naste-
pbujaca:

31*
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Yll ’ Y]‘Z s YI}‘, P OR O Yln ) Yl,n~%—1
Y‘_’] ) Y22 ) YJ% DI 0800 Y2n ) Y2,n+1
Y3, Ying N Y N
Y,n’]rl: 31 Dl b f=s a1 ) ) +3n ) ,n (625)
Ynl ) Ynz ) Yn3 3fieiee Ynn > Yn,n+1
Yn+1,1 5 Y412 5 Y413, -« - 5 Yotln Yntln+ |

Za wezel odniesienia mozemy przyja¢ dowolny z liczby (n+1) weztow.
Niech to bedzie na przyktad wezet drugi, wowczas przez skreslenie z ma-
cierzy Yn+1, drugiego wiersza i drugiej kolumny ofrzymamy macierz
admitancyjna stopnia n

Y11 rY13 90 iy ;Yln yYI,n+1
Y31 ’ Ygts REaR=e i) an ) Ya,nrl-l
W — N sansiciolr f il s et 55 a ; (6.26)
Ynl ) YnS y ey Ynn ) Yn,n+1
Yn+1,1 ) Yn+1.3 oMo lsieiily Yn+1,n; Yn+1,n-t 1 gl

Macierz Y., jest uogélnieniem macierzy Y, okreslonej za pomoca
réwnania (6.18) z ta formalng uwaga, ze w macierzy Y, wskazniki przy
admitancjach byly oznaczane za pomoca liter, dla odréznienia od wskaz-
nikéw admitancji w macierzy Y. oznaczanych za pomoca cyfr, a obecnie
wskazniki przy admitancjach sa oznaczane za pomocg liczb. Zmiana spo-
sobu oznaczania wskaznikéw nie ma charakteru merytorycznego.

Macierzy ¥,41 mozna podporzadkowaé (n+1) réznych macierzy Yp
dla 1<<I<n+1, przy czym rozpatrywana macierz Y, jest przypadkiem
szczegblnym Y,; dla 1=2.

Wobec tego dla danego sposobu ponumerowania weztéw mozna utozyc¢
(n+1) réznych macierzy stopnia n typu (6.18) oraz (n+1) réznych réwnan
typu (6.16), czyli obw6d mozna rozwiaza¢ metoda potencjatow wezlowych
(n+1) ré6znymi sposobami.

Stosownie do zasad kombinatoryki wariacja z m przedmiotéw po m
nazywamy zbiér skladajacy sie z m przedmiotéw wybranych sposrod n
danych przedmiotéw i rozmieszczonych w okreslonej kolejnosci. Liczbe
wszystkich mozliwych wariacji z n przedmiotow po m oznaczamy przez
P wynosi ona

prieidls o (6.27)
(n—m)!
Wariacje z n przedmiotéw po m nazywamy permutacjg z n przedmiotow.
Liczbe wszystkich mozliwych permutacji z n przedmiotéw oznaczamy
przez P, ; wynosi ona
Pr=n! (6.28)
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W zastosowaniu do naszego obwodu (n-+1)-wezlowego liczba wszyst-
kich mozliwych macierzy Y41, przy dopuszczeniu dowolnej numeracji
wezlow, wynosi tyle, ile liczba permutacji z (n+1) przedmiotéw, czyli

Ppii=(n+1)! , (6.29)

Liczba wszystkich mozliwych macierzy Y, przy dopuszczeniu dowol-
nej numeracji weztéw wynosi tyle, ile liczba wariacji z (n+1) przedmio-
tow po n, czyli

n — __£13:t;12_£__

n+1—(n—i—1—n)!:(n+1)! ' (6.30)

A wiec liczba wszystkich mozliwych macierzy ¥Y,+1, jest rowna liczbie
wszystkich mozliwych macierzy Y,; i réwna sie (n+1) silnia. Dla obwodu
czterowezlowego na przykiad liczba macierzy Y; Iub liczba macierzy Y3z
wynosi 4!=24.

Obliczenia te mozna opatrzy¢ nastepujacym komentarzem. Kazdej
macierzy Y41 mozna wprawdzie podporzadkowaé (n-+1) ré6znych macierzy
Y., a liczba réznych macierzy Y,+1, wynosi z kolei (n+1)!, ale liczb
(nt+1) i (n+1)! nie mozna by mnozy¢ przez siebie dla obliczenia ile jest
roznych macierzy Y., gdyz przy permutacjach admitancji w macierzy
Y51, i skreSlaniu w tych macierzach I-tego wiersza i I-tej kolumny otrzy-
mujemy czasem przy réznych macierzach Y,y;, identyczng macierz Y
stopnia o jeden nizszego.

Przejdzmy teraz do rozpatrzenia obwodu n-oczkowego. Dla tatwiejszej
poréownywalnosci z obwodem (n+1)-wezlowym zakladamy, ze obwod
n-oczkowy nie ma galezi skrzy- S AT R R N
zowanych o skrzyzowaniu nie- o
usuwalnym, czyli ze jest ptaski |,
(planarny) [8], nastepnie, ze jest |
podzielony na oczka rozigczne,

oczZka

czyli na takie, ktérych obszary
nie majg czesci wspolnej.

od (k+1) do n

Niech to bedzie obwod wska-
zany na rys. 7 i niech zawiera k
oczek stykajacych sie z zewne-
trznym konturem obwodu oraz

(n-k) oczek nie stykajacych sie Rys. 7. Obwéd m-oczkowy plaski bez gatezi

z tym konturem. Ponumerujmy Sirzyzowanych:

W pewien spos6b oczka naszega obwodu nadajac im numery od 1 do 7.
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Niech wszystkie oczka beda obiegane jednokrotnie przez prady
cykliczne, a ponadto niech zwrot obiegu bedzie ten sam dla wszystkich
oczek, a wiec badz zgodny z obiegiem wskazéwek zegara, badz tez prze-
ciwny temu obiegowi. Dzieki takiemu zalozeniu, impedancja wspoinej
galezi dwéch: oczek i impedancja wzajemna tych oczek beda sie réznity
tylko znakiem przy réwnych modutach, co odpowiada przeciwnym znakom
admitancji wzajemnej dwoch wezlow i admitancji wspélnej gatezi tych
weziow.

Macierzy admitancyjnej Y41, stopnia (n+1) chcemy podporzadkowac
macierz impedancyjna Z, = tegoz stopnia. W tym celu do n oczek obwodu
powyzej okreSlonych dotaczamy oczko o numerze (n+1), wskazuje na
rys. 7 za pomoca linii kreskowanej biegnacej wzdluz zewnetrznego kon-
turu obwodu. Niech prad cykliczny obiega to oczko przeciwnie do zwrotu
pradu w pozostatych n oczkach; dzieki temu zatozeniu w kazdej z k galezi
zewnetrznego konturu zwroty pradéw cyklicznych sa réwniez przeciwne.

Omawiana macierz impedancyjna stopnia (n-+1) jest symetryczna
i ma nastepujacg postac:

T i L g Wl S L

VAR s SR N e A
Zn+1= A e K RO L QTP S BT R G (6.31)
an ) Zn2 93 s*e Znn :Zn,n+1
_Zn+1,1 ) Zn+1,2 IR0 Zn+1,n; Zn+1,'n+1__

Macierz Z,+1, charakteryzuje obwod wielooczkowy, w ktéorym kazda
galaZ jest obiegana przez 2 prady cykliczne o przeciwnych zwrotach.
Jezeli w te] macierzy skreslimy wiersz (n+1) i kolumne (n+1), to otrzy-
mamy macierz Z,,,+1 stopnia n, majaca k oczek zewnetrznych. Macierzy
tej odpowiada zwykly sposéb rozwigzywania obwodu .metoda pradéow
cyklicznych. :

Mozemy jednak skreslic w macierzyZ,+;, dowolny inny wiersz l—ty
i kolumne [-tg, otrzymamy woéwczas macierz Z, stopnia n

Z11 ) Z12 3 veey Zl,l—-l ) Z],Hl sRaeielils an ) Z1,17.+1
221 ) Zzz 3 vty Zz,l—l ) Zz.H—l 3 isoie iy Zzn ) Zz,n-l—lv
Z e Zl—l,l E) Zl—1,2 DRURCRORE ) Zl—ll—l ) Zl—l.l»i—l T ioratt) Zl—l,n ) ZI.—],n—H 6 32
Beliz % Z Z Z 7 082
T+1,1 5 &1--1,2 5 e ooy H1411—1 5 L1+1,141 5 200 ) L+l 5 “l+H1,n+1
Z‘nl ) Z‘n.2 9 * ey Zn,l—-l ) Zn,l+1 g ey Zrm ) Zn,n+1
Zn+1,1 ) Zn+1,2 PRCIOR] ,Zn+l,l—-1 ) Zn+1,l+1 PO} Zn+1,'n ) Zn+l,n+1
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ktorej jako kontur zewnetrzny odpowiada obwod l-tego oczka, majaey na
0g6! inng liczbe oczek zewnetrznych niz k. Wobec tego kontur zewnetrzny
obwodu wielooczkowego wskazany na rys. 7 jest tylko przypadkiem
szezegblnym, jednym sposrod (n+1) mozliwych konturéw zewnetrznych.
Macierz Z, jest uogélnieniem macierzy Z. okreslonej dla n=3 za
pomocg réwnania (6.11).
' Przy obranej kolejnosci (n-+1) oczek wskazanych na rys. 7, macierz
Zp+1, jest jedyna, a liczba réznych macierzy Z,;, wynosi (n+1). Kontur
(n+1) oczka mozemy jednak obraé¢ nie tylko rowny konturowi zewnetrz-
nemu obwodu n-oczkowego, ale mozemy tez z tego konturu wylaczye
pewng liczbe oczek. Wobec tego przy tej samej kolejnosci oczek kazdej
konfiguracji (n+1) oczka odpowiada inna macierz Z,.; . Nalezy zatem
stwierdzi¢, ze podczas gdy przy obranej kolejnosci weztow macierz syme-
tryczna Y,4: byta jedyna, to przy obranej kolejnosci oczek macierzy
symetrycznych Z, ., moze by¢ wiele, zaleznie od wyboru konturu (n+1)
oczka. i

Rys. 8. Przykitady obwoddw tréjoczkowych o réznym mnozniku A.

Jezeli pozwoli¢ w danym obwodzie (n-+1)-wezlowym na permutacje
numeracji weziow, to — jak juz wiemy — liczba réznych ’moiliwych ma-
cierzy Y,+1 wynosi (n+1)!. W obwodzie n-oczkowym natomiast, uzupet-
nionym przez jeszcze jedno oczko w sposéb wskazany na rys. 7, jezeli
dozwoli¢ na permutacje numeracji oczek, to dla danego wyboru oczka .
dodatkowego liczba réznych macierzy Z,i; wynosi tez (n+1)!. Oznaczajac
przez A liczbe naturalna, wskazujaca ilu sposobami do danych n oczek
zostato dobrane dodatkowe oczko (n+1), powiemy, ze tgczna liczba réz-
nych macierzy Z,:; wynosi A-(n-+1)!, czyli jest catkowitg wielokrotno-
Scig liczby (n+1)L
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Mnoznik 1 dla danej liczby oczek nie jest jednoznacznie wyznaczalny,
gdyz zalezy od konfiguracji obwodu. Na przykilad juz dla obwodu troj-
oczkowego m=3 mnoznik A moze wynosi¢ 4 dla obwodu typu mostka
Wheatstone’a, albo 3 dla obwodu sktadajacego sie z oczek potozonych
kolejno za soba, wskazanych na rys. 8.

Niewyznaczalno$¢ mnoznika 4 i liczby macierzy dla m=3 nalezy tak
rozumie¢, ze réznych macierzy Z,.;=2Z, moze by¢ badz 3:'4!="172, badz
tez 4-4!1=96, zaleznie od konfiguracji obwodu.

Skoro mnoznik A przybiera 2 wartosci juz dla n=3, to tym bardziej
przybiera on wiecej niz jedng wartos¢ dla wiekszej liczby oczek, n=>3.

Przechodzac do sprawy wzajemnego stosunku liczby macierzy Z,;
stopnia n i liczby macierzy Z, ., stopnia (n+1), nalezy stwierdzi¢, ze i ten
stosunek nie jest jednoznacznie wyznaczalny, lecz zalezy od konfiguracji
obwodu i od tego, ile oczek roztacznych jest zawartych w konturze obra-
nego (n+1) oczka. N

Uzupelniajagc rozumowania zwigzane z dualizmem, przeprowadzone
dla obwodu tréjoczkowego i obwodu czteroweziowego, mozna by w przy-
padku ogoélnym dowolnego n doda¢, co nastepuje.

Gdy w geometrii méwimy o jedynej prostej przechodzacej przez dwa
punkty i o jedynym punkcie przeciecia sie dwoch prostych, to odpowiednie
konstrukecje mozna uwazaé¢ za dualne, gdyz odpowiadajace sobie pojecia
mozna utozy¢ w pary wedtug ustalonego wzoru, a liczba mozliwych kon-
strukeji jest w obu zestawianych przypadkach ta sama i wynosi dokladnie
jeden. : '

Gdy w najprostszym przypadku w elektrotechnice rozpatrujemy obwod
jednooczkowy o 2 impedancjach szeregowych i obwod dwuweziowy
o 2 admitancjach réwnolegtych, to obwody te mozna uwazac¢ za dualne,
gdyz w réwnaniach okreslajacych te obwody odpowiadajace sobie wiel-
kosci i stany fizyczne mozna ultozyé w pary wediug ustalonego wzoru,
a liczba mozliwych sposobow analizowania obwodu jest w obu przypad-
kach ta sama; wszelkim rozumowaniom odnoszgcym sie do jednego obwodu
odpowiadajg rozumowania dualne dla drugiego.

W rozpatrywanych obwodach bardziej skomplikowanych, n-oczkowym
badanym metoda pradéw cyklicznych i (n+1)-weztowym badanym metoda
potencjaléw weztowych, mozna mowi¢ o dualizmie jedynie w ograniczo-
nym zakresie. W szczegbélnosci przy macierzach impedancji i admitancji
symetrycznych liczba mozliwych sposob6éw rozwigzywania obwodu (n-1)-
weztowego jest $ciSle okreslona i wynosi (n-+1)!. Liczba mozliwych spo-
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sobow rozwigzywania obwodu n-oczkowego zalezy od konfiguracji obwodu,
od wyboru oczka (n+1), od wyboru zwrotu pradoéw cyklicznych w poszcze-
gblnych oczkach i od krotnosci obiegu oczek przez prady cykliczne.
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T. XOJIEBULIKH

KOHTYPHBIE W Y3JIOBBIE METOObI B MATPHLIAX
CHMMMETPHYECKHWX COCTABJIAIOLLIMX

PeswomMme s

Hacrosilyto cratbio MORHO CUMTaTh MNPONOJFKREHHEM MPENbILYLIEH IOH 3arjaBHeM
»,MaTpuibl CHMMETpHYECKHX COCTaBNSIOWMX ', RoTopad nogsuiack B Ne 2/54 | Archiwum
Elektrotechniki®. Hacroginas cratbsi OTHOCHTCI K 4YETLIPEXNPOBOLHBIM KOHTYpaM COEmu-
HEHHBIM 3BE3[0H, paccMarpvBaeMblx B CTALHOHAPHOM COCTOSIHMH, MPH BLICTYIIAHHW B HUX
OBYCTOPOHHMX M CHUMMMETPUYECKMX cBsg3el. B obuiem cinyuyae — Harpysra ROHTypa He
ciMmmerpuyHa. CBg3M Mbl HOJKHBI BOOOpasuTb cebe B CHUCTEME COENWHEHMH RarR HERO-
TOpbIE WHOYRTMBHOCTH MEMKOY BETBSIMH, WK K€ EMROCTH MERKAY Y3JaMH.

KoHTypBl My HCclenyeM B CHCTEME COOTHOLUEHHS CHMMETPHUECKHMX COCTAaBMSMIOLINX, a
MaTeMaTU4eCKUM WHCTPYMEHTOM SIBIIETCS MarpHUYHbIA METOof,.

B mpocreiiliem ciyyae BbICTYyMaHHWS HHOYRTHBHBIX CBS3€H MeRAY (pasaMu Mbl UMEEM
HeJio C CONPOTHBHUTENbHOW MarpuueH

A s 0 P oyl
VAN | AT e S e e S M
==l T P o P



488 T. Cholewicki Arch. Elektrot,

D1a MaTpulla YMHOMKEHHasi M0 MpaBOM CTOPOHE Ha CTOJIOUEBYIO Marpvuy Toka Js naér
B MpPOM3BENEHHMU CTONGLEBYIO Martpuuy HanpskeHud WUs. COOTBETCTBEHHOE ypaBHEHHE
NpencTaBisSieT CONpOTUBUTENLHYIO GopMy 3akoHa OMa, BbIpAKEHHYIO B CHCTEME COOTHO-
LIIEHUS CHMMETPUYECKUX COCTaBJISIOLIMX.

B o6i1eM ciyyae BbICTYNalOT MHOYRTHBHBIE CBS3M RaR Mexny' pasaMM, Tak M C Hew-
TpaJjibHbiM npoBopomM. CooTBeTCTBEHHAsi CONpOTHBHUTE/bHAs Marpuua

"'”+2 (’“‘mO 3’?’"0)+3er O) T 21112_3zu‘.’ s 21 Zm _32/11
== P e il
Z;= |21~ Zm _3Zu] » 2o Zmo > 22 rzzm‘:
~ o -_—
Z—  Zp SO e kP IO 20—k 4

YMHOEHHas [0 MpaBOH CTOpPOHE Ha CTONOLEBYIO Marpuuly TOROB Js Haér B npousBee-
HUW Matpuuy HanpsskeHuid Es. CooTBETCTBEHHOE ypaBHEHHWE Mbl MOXEM HasBaTh (bopmow
NPOBOJHMOCTH BTOPOToO 3akoHa Kupxroga, Bblpask€HHOro B CHCTEME COOTHOLUEHHS CHM-

METPHUYECKHUX COCTaBJIGIOLIHX.
Bo BTOPOF{ 4YacTHU CTaTbW TPHHSTO, YTO COOTBETCTBEHHBLIE Y3Jibl CETH CBA3aHbl C I10-

MolIbl0 EMROCTEH. B mpocTteliliem coyyae mMartpula npoBOAWMOCTH
Yoo+2Y,0 » Y22—

Ye15 Yoo—
Ypo s Y11 12Y,q - Yo —

Y2 ) Yuu— Yy
Yoo s Yo T2Y 0
Yoo

Vo= lyn—
Yoo —
SBNSETCS MHOMNUTENEM B MaTpUdHOM ypaBHeHHM Js=y, Us HazbiBaeMow ¢opMoit MnpoBo-

OMMOCTH 3akoHa OMa B CMCTEME COOTHOLUEHHS CHMMETPHYHBLIX COCTABJISIOLIKX,
B ofuiem cnyya€ Mbl BBOJWM Martpuiy MPOBOAWMOCTH

- 3y. 3Y U2 3oy |
Yoo +2Y 0~ Yuo— Yarag, YT YerUnT e e Uns Yo~ Y~ 'Y"Tgyo :
3Yo U 3Y; Yo 3u3
yo=] Y11= Yo Y Ty Yoo~ Yoo~ Yno— Yirsu Yoo 12,0 —Yypo— T
3Yo Yo 3y§ 3Y1 Y
Yoo—= Yeo —Ypo— T{m s Y11 T2 — Yy — m » Yoo Yoo = Yo — Yo -+ 3yo

ROTOpas SBJIIETCS MHOMKMTENIEM B MarpM4iHoM ypaBHEHUM Js=y;Es Boipasatoiiem hopmy
NPOBOJAKMMOCTH BTOPOro 3akoHa Kupxroga B cHUCTEME COOTHOLLUEHHS CHMMETPHUYHBLIX COC-
TaBJSOLLIHX. 7

B uacTHOM cliydae CMMMETPUYECROW HarpyskM Bbill€ pacCMaTpyMBaeMble MaTpHLbI
CTAaHOBSITCS AuaroHaybHbIMU. B crnyuae, Korma mpoMCXOOMT MarHUTHasi 3RKpaHUMpPOBRaA BET-
BE€HW MIM 3JERTPOCTAaTHY€Ckasd SKPaHHPOBRM Y3JI0B, COOTEETCTBEHHbIE CHMMETPUYECKHE
COCTaBASIOLIME B3aUMHbLIX CONPOTHBIIEHHS MM [POBOLMMOCTH CTAHOBSITCS PABHBIMU HYJIIO.
B matpunax z; U y; BHICTYyNAalOT B TAaKROM CJiyyae TOJbKO TaKRHWe BbIPaEHHs KaR Z, WK Yr
a Tarke BbIpa)EHHs, COOTEETCTBYIOLIME COGCTBEHHBLIM COMNPOTHUBIIEHHSM KOHTYPOB M
COOCTBEHHBIM NPOBOAWMOCTSIM Y3JI0B.

B Tperbed wyactd aBTOp paccMarpMBaeT [BOMCTBEHHYIO ¢oOpMy Marpul, z, U Y U
npepnyiaraer K COMNOCTaBJISEMbIM W TNPUBOJWMEIM B JIMTEpaType BeJM4YMHaM, CMCTEMAM
COEIMHEHUH M PU3UHECKHWM COCTOSHMEM, CBS3aHHBIM MPUHLMIIOM OBOMCTBEHHOCTH, Mpuba-
BUTb CIEOYIOLIYIO Mapy: UHOYKTUBHBLE CBA3U MeNHCOY BeTBAMU — EMKOCTHBLE CBAIU
Medscoy Y3.naMu.
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[lepexons R JMHEHWHBIM W.IJIOCKUM ROHTYpaM, Mbl MOMKEM CpaBHMBaTb ROHTYpP COCTO-
SLIMA M3 M ROHTYPOB C KOHTYpOM cocCrosiluum H3 (n-+1) ysnoB. Bmecto wmaTpuubl n-HOH
CTEMNEHH aBTOP BBOOWUT MaTpHLbl CTENEHBIO BhILIE, MpHOaBsisisd B KOHTYPHOM METOLE K M
HE3aBHCHMBIM KOHTYpaM, HOBBLIH KOHTYp, BISIOLIMMCA CYMMOW BCEX pacCMaTpHBaeMbIX
ROHTYpPOB; B Y3JIOBOM K€ METONE KOJMYECTBO 7 HE3aBHCHMbIX y3JIOB aBTOP YBE1WYUBAET
y3JIOM COOTHOLUEHHS.

B nuteparype Mbl 4acTto . BCTpeYaeM MHEHWE, HYTO KOHTYpHble YpaBHEHWUS — [OBOW-
CTBEHHbI, U B OCOGEHHOCTH, YTO BCSRHE pacCyRAEHHUS U YPaBHEHHWS yCTaHOBJIEHHbIE s
ROHTYPHOrO METOfa MOBTOPUMBbI B [BOMCTEEHHOW (opMe B Y3JI0BOM METOJE.

[erCcTBUTEIbHO, MOYKHO YTBEpPsKAaTb, YTO MHOTOYHCIEHHblE CBOWCTBA ROHTYPHOTO
M Y3JIOBOrOo METoja SBISIOTCS [BOMCTBEHHBLIMM MO OTHOLUEHHIO K INPHUMEHSEMOMYy paccy-
ROeHHIo. He6e3omacHo, OfHARO, 3RCTPanoJMpoBaTh CXOLCTBO (POPMbI M MATEMaTUYECKOIrO
cMbicia ¢GpopMys Ha BCE pacCymOEHHUs OTHOCSILIMECS R OBOWCTBEHHLIM ROHTypaMm. B oco-
OEHHOCTH, €CJIM Mbl XapaKTepHU3HMpyeM ROHTYPHYIO LENb MNpH MOMOLLM Marpuuibl Znii,
a y3J0BYIO U€nb Mpd nomowd Marpuilbl Yz+1 (n-+1)-BOW creneHH, TO NpU M > 2 Ml
MOYKEM YCTAaHOBHMTb HHIKECIENYIOLIHE COOTHOLUEHHS :

[lpy nepecraHoBKre MocnenoBaTeNbHOCTH (n+1) y3710B M H3MEHEHWH H3OpaHHOrO y3ia
COOTHOIIEHHS — KOJIMYECTBO BO3MOMKHEIX CrIOCOGOB, MPH MOMOLLM KOTOPbIX Mbl MOMKEM
peLUTh Y3JIOBYIO CETb, paBHSeTcs TouHo Py, =(-1)!, rme m=n. Konnuectso 310 pas-
HO ROJIMYECTBY pasHbIX MaTpul, MPOBOLUMOCTH ¥Yit1.

C npyro¥ CTOpOHY, ROJIMYECTBO PasHbIX COMPOTHBHUTENbHBLIX MATpHL, Zp+1 W ROJIAYE-
CTBO Pa3sHbIX BO3MOMKHBLIX CIIOCOGOB, ROTOPbLIE MO3BOJSIOT PELINTL Lelb MpHU MNepecTaHoB-
K€ oyepenHoCTH (n+1) KOHTYPOB M NpU HM3MEHEHHWH KROHTypa (n+1)-oro ou4Kka 3aBHCUT
OT reOMETPHUYECKON ROH(PHUrypauWH CETH, T.€. OT €€ TOIMOJIOTMYECKHX CBOMCTB.

KRar Bbl4Mc/ieHO B CTaTbe, ROJIM4YECTBO PasHbIX CONMPOTHBHUTELHLIX MaTpHuL, Zr+1 paBHO
A Put1=A-(n+1)!, roe Ro3pdHLKHEHT A NpHHUMAET 3Hauye€HMs Lenbix uyucen 3,4,5,6,....

Ons n=3 roHppuuueHt A=3 unu 4, a gng GoJibLUETO KOJHYECTBA KOHTYPOB A 60nb-
uie yeM o4 3 ROHTYpOB. Tarike M OTHOLUEHHE KOIMYECTBa BO3MOMKHBIX CIIOCOGOB pe-
LIEHHWSI ROHTYPHOH CETH R ROJIMYECTBY pasHbIX Marpul, Z:+1 3aBUCHUT OT ROHPHUTypaLUK CETH.

[lputiymas Bo BHMMaHHe, cornacHo c Jle- KopGetie (3], 4To ROHTYpHBIE TOKRH MOTrYT
oberaTb MO KOHTYpYy CBOEro o4yka GOjiee OLHOrO pasa, U YTO 3TO OOCTOSTENLCTBO BIlH-
S€T Ha W3MEHEHWE 3HAYEHHS BJEMEHTOB MaTpullbl Zn+1, Mbl BULHM, YTO B y3JI0BbIX CETSIX
HE BbICTYNaeT B3aWMHOE YCJIOBHE, COOTBETCTBYIOLEE YRA3AHHOMY SBJIEHHIO B ROHTYPHBIX
CeTsX.

B 3ar/i04E€HMUM Mbl KOHCTATUPYEM, YTO NPHHLMI [OBOMCTBEHHOCTH OJd 6OJEEe CIIOXK-
HBIX ceTed (n > 2) MOATBEp:KOAETcsl TOJNbKO B HEROTOPBLIX pacCy:KAEHHSX, MpUuéM Bcerpa
BO3MOMKEH MEPEXOoll K MHbIM pacCysKOEeHHWSM W pacuéraM, B ROTOPbIX HE GYHET BO3MOMKHO
YCMOTPETh CYLIECTBOBAHWE HBOMCTEEHHOCTH.

T. CHOLEWICKI
MESH AND NODE-PAIR METHODS IN MATRICES
OF SYMMETRICAL COMPONENTS
Summary

This paper, which can be considered as a continuation of the article on matrices
of symmetrical components published in the ‘“Archiwum Elektrotechniki® (No 2/54)
deals with the three-phase four-wire, star-connected static networks having bilateral



490 : T. Cholewicki Arch. Elektrot,

symmetrical couplings. The load conditions are unbalanced in the general case. Coup-
lings may be imagined alternatively as inductances between branches or as capa-
citances between nodes. The investigation is performed in symmetrical components
as reference frame and matrix algebra is used as mathematical method.

In the simplest case of inductive couplings between phases the impedance matrix

21‘+2211:0’ Za7 Zpas R1T g
v
Z,= | Zi— Zps 20— Zpos 22H22,,

22— Zpa s Zl+zzml > 20 2y

postmultiplied by the current column matrix Js gives as product the load-voltagz
column matrix Us. The respective equation represents the impedance form of
Ohm’s law expressed in symmetrical components as reference frame.

In the general case phases are inductively coupled between themselves as well
as with the neutral conductor. The impedance matrix

ZO+2(Z”10‘3'ZILO)+3ZIL' 22— 2"‘2—32"2 i 27::1—32:11
Z5= 21— 2 _*321:1 » B0 2o ’ 22‘*‘22”13
Ro— 2,112—32”2 E) 21+22m] s R0 Zpo

postmultiplied by the current matrix Jsgives as product the source voltage matrix
E;. The respective equation may be called the impedance form of Kirchhoff’s second
law expressed in symmetrical components.

In the second part of the paper it is assumed that respective nodes of the network
are coupled by capacitances. The simplest admittance matrix

Yoo1T2Y0 5 Yoo— Ypos Yu— Yn
Yo=Y11— Ypr > Yoo— Yeos Yo 12Y,0
Yso— Ypas Y11752Y 1 5 Yoo— Yoo

is a multiplicand in the matrix equation Js=y. Us which may be called the admittance
form of Ohm’s law expressed in symmetrical components.
In the general case we introduce the admittance matrix

—y 12y Y 3y,® Y Y . 3Yo Ys 5 U . 3YoYi
0 & B T SR TR R > 2 T c2 T I[‘.'_— By R ’ = c i n T A,
Pl a0 PRl Vs O R
Gl e S D Pl i e i S
5 11 el nl Yu+3y0 s Y00 c0 c0 Yn—i-3yn )y J22 c2 n2 Y”_*_3y0
Yo — Y Y "*M SRy e s —‘S—yiz—““ Yoo— Yoo = Yo “'321}12
| 2 c2 n2 Y,,,—|—3y0 » J11 ¢l n1 Yo+31, > J00 c0 no Yot3y, A

which is a multiplicand in.- the matrix equation J=vy_E,, expressing the admittance
form of Kirchoff’s 2-nd law in symmetrical componénts as reference basis.

In a particular case of a symmetrical load the above discussed matrices become
diagonal. In the case of magnetic screening of branches or electrostatic screening of
nodes respective symmetrical components of mutual impedances or admittances
become equal to zero. Matrices z; and y; then consist only of such terms as Z. or Y.
and those corresponding to self-impedances of branches or self-admittances of nodes.

In the third part of the paper the author discusses the dual form of z, and Y,
and suggests that to the quantities, connections and physical states mentioned as
connected by dual relationship further two quantities should be added:

inductive couplings between branches — capacitive couplings between nodes.
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Passing on to linear and flat circuits we can compare an m-mesh circuit with
an (n-+1)-node circuit. Instead of matrices of the n-th order the author introduces
those of (n+1) order adding to n independent meshes a new one whose contour is the
sum of all the meshes considered in the mesh method and increasing in the node
pair method the number of n independent nodes by the datum node.

It is offen said that mesh and node equations are dual and particularly that
whatever reasonings and equations have been established for mesh networks, all can
be repeated in a dual form for node networks.

In fact, many properties of mesh and node methods of reasoning are really dual.
Nevertheless it would be dangerous to extend the similarity of form and of meaning
in mathematical representations to all reasonings and to all considerations-concerning
dual circuits .In particular, if we characterize the mesh circuit by the matrix Z, ., and
the node circuit by Y, . both of order (n+1) the following can be stated for n>2.

The number of possible solutions of a node network by permutations in the order

of (n+1) nodes and changing the selected datum node, is Pqﬁ,lz(nJ.- 1)! where m=mn.
This number is equal to the number of different admittance matrices Wit v

On the other hand the number of different matrices Z,, ., and the number of pos-
sible solutions of a mesh network when permutations in the order of (n+1) meshes
are performed and the contour of the (n+1)-st mesh is altered, depends on the geo-
metrical configuration of the network, i. e. on its topological properties.

As calculated in this paper, the number of different impedance matrices Z, 1
is,,l-Pqul =A. (n+1)! where 1 assumes integer values 3, 4, 5, 6,... For n=3 ) is either
3 or 4; for a greater number of loops ) exceeds those values. The ratio of possible
solutions of a mesh network to the number of different matrices Z, , depends on
the configuration of the network. ;

Taking into account — after Le Corbeiller [3] — that cyclic currents can flow more
than once around the contour of their meshes which effects the values of the ele-
ments of the matrix Zn +1, we see that this circumstance has no reciprocal in the node
calculus.

We can conclude that the principle of duality for more complicated circuits
(n>2) can be applied to some reasonings only and it is possible always to pass to
other reasonings and calculations where no duality can be observed.
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OPOZNIENIE MAGNETYCZNE W STALACH KRZEMOWYCH

A. SMOLINSKI i M. ZBIKOWSKI

Opisano pomiary jednego rodzaju opoéznienia magnetycznego — dezakomo-
dacji — w rdzeniach wycietych ze stali transformatorowej klasy A3. Uzyskane

wyniki

sa poréwnywane z wynikami pomiaréw otrzymywanymi na

innych

dotychezas badanych materialach. Wyniki pomiaréw otrzymanych dla nizszych

temperatur wymagaja wyttumaczenia.

MATHUTHOE IIOCIEIEVICTBUE B CEPIEYHUKAX
U3 KPEMHVICTOV CTAJINA g

Pesome

Onucanbl H3MEpPeHHs OJHOrO pPOjia MarHWTHOTO MOCJeAeHcTBHs (6e3 akoMopaluHuK) B cep-
[AEYHMRAX IUTaMIIOBAaHHBIX H3 TPaHCHOPMATOPHOH cTanu Kiacca A 3. Pe3ynbTaThl CpaBHEHbI
C M3MEPEHHAMM NOJNYHEHHBIMM NPH HCCIENOBAHWM MPYTHX MaTepHasnoB. [lis 6oiee HHU3KHUX
TeMrneparyp noJyYeHHbIe pe3yJsibTaTbl TPEGYIOT OTOBOPKH.

MAGNETIC AFTER-EFFECT IN SILICON STEELS

Summary

Description of measurements of one kind of magnetic after-effect — desacco-
modation in cores cut out from class A3 transformer steel. The results obtained
are compared with measurement results for other materials so far investigated.

Measurement results at lower temperatures require some explanations.

1. Wstep. Jeden z rodzajow opodz-
nienia magnetycznego, zwany dezakomo-
dacja, odgrywa wazng role w technice
pomiarowej miekkich materialéw magne-
tycznych w stabych polach. Dezakomo-
dacja polega na tym, iz materiat magne-
tyczny namagnesowany silnymi polami
wykazuje w stabych polach nienormalnie
duze wartoSci przenikalno$Sci malejace
z czasem. Okres ustalania sie wtasno$ci
magnetycznych w pewnych warunkach
trwa bardzo diugo i siega czasem Kkilku-

nastu dni. Maksymalne wartosci przy-
rostu przenikalno$ci moga osiggac dla
pewnych gatunkéw materiatéw dwiescie
procent wartosci ustalonej. Sytuacje po-
garsza fakt, ze maksymalne wartosci
przyrostu przenikalnosci wystepuja przy
natezeniach poét rzedu 20 mOe, przyjetych
w technice do okreslania wiasciwosci
miekkich materialow magnetycznych.

Nie uwzglednienie omawianego zjawi-
ska w praktyce fabrycznej wywotuje po-
wazne zamieszania i szkody w produkcji
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i dlatego w niektérych normach pomia-
rowych spotykamy sie z prébami ujecia
tego zjawiska w postaci ustalenia czasu
miedzy rozmagnesowaniem a pomiarem
jako przerwy 24 godzinnej.

Jak wykazaly nasze wstepne pomiary,
omawiana przerwa czasowa zalezy jed-
nak od naprezen wprowadzonych do
probki przy jej wycinaniu. Probki pier-
Scieniowe z normalnej blachy krzemo-
wej 4% (klasy A3), wyciete wykrojni-
kiem blokowym w pierScien o grubosci
10 mm, wykazujg zjawisko dezakomoda-
cji w czasie dos¢ dlugim, siegajacym
kilkudziesieciu godzin. Przerwa dobowa
uspakaja praktycznie probke; powstaja
po niej tylko jednoprocentowe przyrosty
przenikalnosci. Natomiast probka wyza-
rzona W spos6b usuwajacy prawie
wszystkie naprezenia uspakaja sie w cza-
sie dziesieciokrotnie krétszym.

Te wstepne wyniki wskazuja, ze stoso-
wanie przerwy-dobowej przyjetej w nor-
mach - przy precyzyjnych pomiarach
rdzeni transformatorowych ze stali krze-
mowej prowadzi przy badaniach rdzeni
zarzonych do zbyt duzych strat czasu.

Zadaniem omawianej pracy jest usta-
lenie warunkow wystepowania maksy-
malnych wartosci przyrostow przenikal-
nosci oraz praktycznego czasu trwania
pobudzenia magnetycznego rdzenia dla
roznych gatunkéow stali krzemowych
stosowanych w technice krajowej w réz-
nych warunkach pracy.

2. Wyniki pomiarow. Refero-
wana czeS¢ pracy obejmuje pomiary
zjawiska dezakomodacji [7] w rdzeniach
pierscieniowych wycietych z blachy krze-
mowe] klasy A3, wykazujace — wskutek
wprowadzenia naprezen i odksztatcen
przy wycinaniu wykrojnikiem bloko-
wym — wilasnosci na granicy Kklasy
A5 [4].

Typowe przebiegi zjawiska dezakomo-
dacji zmierzonego w stabych polach
H=20 i 5 mOe podano na rys. 1i2. Wy-
kazuja one nastepujace wiasnos$ci: prze-
nikalno$¢ rdzenia poddanego rozmagne-
sowaniu opada powoli w czasie w Sposob
zalezny od temperatury. Najdiuzszy czas

ustalania oraz najwieksze roznice prze-
nikalnosci wykazuja krzywe zdjete w
temperaturze okoto 25°C. W miare wzro-
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Rys. 2

stu temperatury czas ustalania jest krot-
szy jak rowniez mniejsze sa roznice
przenikalnosci. W temperaturze okoto
100°C zjawisko dezakomodacji praktycz-
nie zanika. W temperaturach réznych od
259C czas ustalania sie oraz réznice prze-
nikalno$ci maleja w miare podwyzszania
lub obnizania sie temperatury. Z pomia-
réw tych wynika, ze czas ustalania sie
przenikalno$ci, okreslony przez spadek
roznicy przenikalno$ci do okolo 1% w
wartosci ustalonej, jest rzedu 1500 minut
(25 godzin), przy czym spada do kilkuset
minut w temperaturach 0 i 50°C. W celu
sprawdzenia czy zjawisko startu krzy-
wych przenikalno$ci dla temperatur niz-
szych od 0°C z pozioméw przenikalnosci
wyzszych od poziomu dla 100°C nie jest
wywolane starzeniem sie materiatu przy
pomiarach w temperaturze 100°C, wyko-
nano dodatkowe pomiary w Szerszym
zakresie temperatur, poczynajac od 100°C
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w dél. Wyniki tych pomiaréw, przedsta-
wione na rys. 3, potwierdzaja to zja-
wisko.

\ NESZ T=-72T

t
20 minut

() 5 10 15

Rys. 3

Przedstawione wyniki pomiaréw dosé
dobrze spelniaja réwnania wykladnicze
Webba i Forda [6] w postaci:
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4
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(li= L
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przy wyktadniku n=0,25 z dokladnoscig
okoto 1. Najwieksze wartosci przyrostu
przenikalnosci 4’ okreslone dla przeni-
kalno$ci p' mierzonej po jednej minucie
od chwili zakonczenia rozmagnesowania
wystepuja (rys. 4) przy natezeniach pol

32 Archiwum Elektrotechniki Tom IV

kilkunastu mOe. Przy temperaturze 25°C
nalezy spodziewaé sie przyrostéw prze-
nikalnosci 4’ rzedu 30°%. Wieksze war-
toSci przyrostéw przenikalnos$ci (rzedu
50%0) wystepuja, gdy przyrosty te bedzie-
my obliczaé¢ dla przenikalnos$ci u° wyzna-
czonej ze wzoru (1) dla chwili bezposred-
nio po rozmagnesowaniu. Wartosci te nie
maja jednak praktycznego znaczenia.

»Minutowe* przyrosty przenikalnosci
A" wykazujg najwiekszg warto§é rzedu
30°% przy temperaturze okolo 25°C
(rys. 5).

30%
4%

20

RySD

Przebiegi przenikalno$ci w stabych
polach w zaleznoSci od temperatury,
mierzone w czasie ustalonym, wykazuja
(rys. 6) charakterystyczne dla opéznienia
magnetycznego minimum [5], ktére wy-
stepuje przy temperaturze okoto 25°C,
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ESAG BTt (
Oe | 4

po 1minucte
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el ¢
| W =FT)
500
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przy ktérej najwyrazniej wystepuje zja-
wisko dezakomodacji. Minimum to prze-
suwa sie w strone wyzszych temperatur
(50°C) dla pomiarow wykonanych bezpo-

$rednio po rozmagnesowaniu. Nalezy
rowniez dodac¢, ze — zgodnie z litera-
tura [4] — maksimum wspéiczynnika
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stratnosci (tg 0) wystepuje na wzrastajg-
cej czesci krzywej przenikalnogci (rys, 7).

Rys. 7

Na koniec (rys. 8) podane sg wartosci
przenikalno$ci w zaleznosci od natezenia
pola dla réznych temperatur po odpo-
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Rys. 8

czynku 24 godzinnym. Stosunkowo ptaski
przebieg w poblizu zera natezenia pola

jest rowniez charakterystyczny dla deza-
komodacji [1], jak to rowniez wynika
7z wykresow _u=f(§) (rys. 9).

Z pomiaréw powyzszych mozna wy-
snué nastepujgce wnioski: dezakomoda-
cja wystepuje wyraznie w rdzeniach wy-
cietych ze stali krzemowych, ktére prze-
waznie stosowane sa w telekomunikacji.
Najwieksze wartosci osigga ona w tem-
peraturach pokojowych i przy nateze-
niach p6l rzedu 20 mOe, czyli w warun-
kach normalnych pomiaréw technicz-

“
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nych. Przyrosty przenikalnosci wystepu-
jace w omawianych stalach krzemowych
produkeji krajowej sa w tych warunkach
rzedu 30% wartosci ustalonych i prak-
tycznie zanikaja w czasie doby uspra-
wiedliwiajgc stosowang w normach
przerwe czasowa tej warto$ci miedzy
rozmagnesowaniem a pomiarami.

3. Préoby wyttumaczenia zja-
wiska dezakomodacji Wsp6i-
czesna teoria ferromagnetyzmu wyjasnia
zjawisko dezakomodacji dyfuzja zanie-
czyszczen (wegiel lub azot) w siatce kry-
stalicznej ferromagnetyka [7]. Sciany
domen magnetycznych tworza sie na
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nieprawidlowosciach siatki krystalicznej,
gdyz tam energie tworzenia sie $cian sa
najmniejsze. Ze wzgledu na licznie wy-
stepujace defekty siatki, miejsca tworze-
nia sie $Scian nie sg jednoznacznie okre-
$§lane. Po namagnesowaniu materiatu az
do nasycenia, czyli do stanu, w ktérym
zanikaja granice miedzy domenami w
krysztale i po rozmagnesowaniu go do
zera, S$ciany domen tworza na ogoél
w nieco innych polozeniach niz w po-
przednim stanie rozmagnesowania.

Przy tworzeniu sie Scian domen o gru-
bosci kilkuset atomoéw wytwarza sie
w miejscu tworzenia sie Sciany dot ener-
gii potencjalnej zwigzany z duzymi gra-
dientami naprezen wywolujgcymi dyfu-
zje zanieczyszczen do $rodka S$ciany [2].

Ten proces powolnej dyfuzji do srodka
Sciany poglebia dot jej energii potencjal-
nej zmniejszajace przenikalno§é materiatu
oraz zwiekszajac natezenie pola po-
trzebne do wywotania pierwszych skok6w
nieodwracalnych domen, czego rezulta-
tem jest zwezenie petelki histerezy
w $rodku oraz charakterystyczne zagie-
cie krzywych u=f(H) w bardzo stabych

polach (rys. 9). Omawiane zjawisko za-
nika na og6t po usunieciu zanieczyszczen
droga na przykitad rafinacji materiatu
i powraca po powtérnym wprowadzeniu
zanieczyszczen. Badane stale krzemowe
sg jednak wyjatkiem od tej reguty [3],
gdyz rafinacyjna ich obrobka termiczna
nie: wywotuje zaniku dezakomodacji
i dlatego sktania do dalszych prac nad
tym najwazniejszym materiatem magne-
tycznym z praktycznego punktu widzenia.
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FERRYTY O PROSTOKATNEJ PETLI HISTEREZY
A. BRAGINSKI

Opisano spos6éb wytwarzania ferrytu Mn-Mg o prostokatnej petli histerezy
i podano uzyskane wyniki. Stosunek BT/BS dla podanych prébek wyniést okoto 0,8.
Natrafiono na trudnosci uzyskania zadowalajacego kompromisu miedzy warun-
kami koniecznymi dla uzyskania duzej anizotropii magnetokrystalicznej i zupel-

nego przereagowania ferrytu.

SEPPUTEI C IIPAMOYIOJBHOV IIETJEN IMCTEPE3SVMCA

Pesiome

Onucati cnoco6 npuroToBnenus ¢eppura Mn—NMg ¢ npsMOYroabHON nerTseit rucrepesuca
W TNOAaHbI MOJIyYeHHbIe pe3ysibTarel, OTHOWEHHE By /Bg A MCOLITHIBAEMbIX 06pa3uoB 6610
orono 0,8. BerpeueHbl 3aTpyfHEHHWs B YJOBJIETBOPHTEIILHOM COIJIACOBAHMHM YCJIOBHS 3HAYH-
TeNbHOH MarHUTHO-KPHUCTAJNIMYECKOH aHW3OTPONMKM W TOJIHOrO OTpeardpoBaHMs ¢eppHra.

- FERRITES WITH A RECTANGULAR HYSTERESIS LOOP

Summary

The method of obtaining a Mn-Mg ferrite with a rectangular hysteresis loop
is described and the obtained results are quoted. The ratio B,/Bg for the inve-
stigated specimens amounfed to about 0,8. Some difficulties arose in obtaining
a satisfactory compromise between the conditions necessary for getting a consi-
derable magnetocrystalline anisotropy and a cofnplete ferrit reaction.

392%
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1. Wstep. Celem pracy-jest ofrzyma-
nie tworzyw i rdzeni ferrytowych o pro-
stokatnej petli histerezy, stosowanych na
przykitad w statycznej magnetycznej pa-
mieci matrycowej i ukladach przelacza-
jacych [3], [4]. Niniejszy komunikat pod-
sumowuje pierwszy etap pracy.

2. Pomiary. Ferryty o prostokatnej
petli histerezy badane sa zazwyczaj dy-
namicznie w ukladach impulsowych od-
twarzajacych do pewnego stopnia rzeczy-
wiste warunki pracy rdzenia [3]. W
pierwszym jednak etapie pracy ograni-
czono sie w zasadzie do statycznych po-

Tablica 1

Poréwnanie wilasnosci probek wolno i szybko studzonych

i £ ! ‘ |
Rodzaj Ganio-ion el magnatyeane Struk- | Obrébka |
sagzenidisl problt | Baao Gs | Bi/Buo | Hewo Oe | po Gs/Oe IR reiepma |
Wolno ‘ ; sl \
studzone | P81—4 | 1840 | 0,78 54 Tlss Zyaiay \
: \ nieporo- | 1300°C
zZ piecem P81—5 2100 0,73 4.1 ! 146 [
wata |

Wyjete z pie- ‘
ca przy tem- ‘
peraturze i | i
wypatu, P82—2 | 1810 0,75 3,7 146 | zwarta | |
studzone na ' | nieporo- | 4 godz. |
powietrzu | P82—3 1840 0,70 41 | 132 | wata w

miaréow petli histerezy. Okreslano war-
tos¢ H,, B, (przy natezeniu pola H ., . =
= 40 0e), B, oraz warto$¢ przenikalnosci
poczatkowej i maksymalnej. Jako wspo6i-
czynnik okreslajacy prostokatnosé petli
przyjeto stosunek:

Bs

Poza tym dokonywano oscyloskopowych
ogledzin dynamicznej petli histerezy przy
50 Hz.

Do pomiaréw stosowano prébki pier-
Scieniowe o przekroju prostokatnym
i rozmiarach: @z =16—30 mm, @ w =
=12—20 mm, h=4—10 mm.

3. Zastosowane surowce. Wy-
twarzano roztwor staly MgO i MnFe,O,
opisany przez Hegyi'ego [2]. Sktad molo-
wy wynosit od 0,0 MgO. MnFe,O, do 0,45
MgO. MnFe,0,. Jako surowce zastosowano
tlenki techniczne: Fe,O; (97,8% czystego
Fe,03), MgO (88,190 czystego MgO) oraz
weglan manganu MnCO, o zawartosci

~ 43,9% Mn. Uzycie dwutlenku man-
ganu MnO, o czystosci technicznej pro-
wadzilo do wynikow gorszych: natezenie
powsciagajace H, bylo w tym przypadku

/,M;,ﬁﬁﬁi

4

3 4
B R S R ooy

Rys. 1

prawie dwukrotnie wieksze (tabl. 2).
Ogolnie biorac, im czystsze i aktywniej-
sze chemicznie surowce wprowadzano,
tym lepsze otrzymywano wyniki.

4. Wytwarzanie. Sprasowang mie-
szanine tlenkow i weglanu Mn spiekano
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w piecu sylitowym z atmosfera powie-
trzna. Obecno$é MgO w roztworze statym
zapewniala powstanie dobrze przereago-
wane]j, zwartej struktury, tak ze powolne
studzenie probek w powietrzu nie powo-
dowato utleniania sie ferrytu mangano-
wego (tabl. 1).

Spiekanie przeprowadzano przy tem-

peraturach 1200—1350°C zapewniajacych
mozliwie zupelne przereagowanie ferrytu
w czasie 2—6 godzin.

Jak wiadomo [5], prostokatnosé petli
histerezy jest tym wieksza, im wiekszy
jest stosunek anizotropii magnetokry-
stalicznej materiatu do energii anizotro-
pii naprezen i postaci.

Temperatura spiekania zastosowana
dla uzyskania matej przenikalno$ci po-
czatkowej, a wiec i wiekszych wartosci
anizotropii Kkrystalicznej, byla na og6t
niedostateczna dla pelnego przereago-
wania ferrytu. Na odwrét, przy zupet-
nym przereagowaniu przenikalno$é po-
czatkowa byta zbyt duza i nie osiggano
wymaganej prostokatnosci petli. Zaleznie
od doboru temperatury spiekania i
aktywnosci surowcow otrzymywano 2 ro-
dzaje probek, wilasnosci ktérych zesta-
wiono w tablicy 2.

Probka CB1 -:5
&,, =225 65
8r

He=1750e

ro = 10065/ 0¢
Hemaz =185 6s5/0e(?)

Wiasnosci grupy 2 sa lepiej powta-
rzalne niz wtasno$ci grupy 1.

Dynamiczna petlg histerezy (50 Hz) dla
niezupeinie przereagowanej probki grupy
1 przedstawia rys. 1 (u1o=50 Gs(Oe). Na
rys. 2 i1 3 podano dynamiczne petle histe-

Prdbia €81~ 2
Bs,, = 2700 Gs-

8
=077
8’.!0

He = 180 e
Ko = 120 Gs/0
Kmax > 550 Gs Qe

Rys. 4

rezy dla probek grupy 2 spiekanych od-
powiednio w 1200 i 1300°C, statyczne zas
krzywe odmagnesowania dla typowych
 probek grupy 2 przedstawiono na rys. 4.
Zestawienie witasnosci prébek grupy 2
i wlasno$ci materialéw zagranicznych
podano w tablicy 3.

5. Wnioski. 1. Zbyt duza, w po-
réwnaniu z odpowiednimi wartosciami
dla probek zagranicznych, przenikalnosé
poczatkowa préobek wytworzonych
Swiadczy o koniecznosci zwiekszenia ani-
zotropii "krystalicznej w celu uzyskania
bardziej prostokatnej petli histerezy.
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Naibiliaica 2
Zestawienie wlasnosci otrzymywanych prébek
Parametr Grupa 1 Grupa 2
Zastosowany MnO, ! MnCO; MnCO,
Dane zwiazek manganu | techniczny gatunek ,,s” gatunek ,,s”
+ techno-
- logiczne Temperatura :
; : spiekania °C 1200 1200 1300 1
Czas spiekaunia :
godz. 4 4 4 ‘|
= =
1o Gs/Oe 40—80 100—160 150 j
Mmax Gs/Oe 100—250 300—600 400—800
Bs Gs 1700—2000 ©2000—2500 2500—2800 |
{
przy Hmax Oe 40 40 , 40 |
Wiasnogei Br Gs 1200—1700 1500—2050 | 1750—2100
magnetyczne B;/Bs 0,70—0,85 0,75—0,82 0,70—0,76 |
\
H: Oe 3—4 | 1,2—2,0 180=—=1"5] ]
a( =2 ) ? |
2 : | l
i 0,65—0,75 | 0,60—0,75 0,50—0,70 l
| S
Tablica 3
Porownanie probek grupy 2 i probek zagranicznych
Srednie wias- K;atser;?:fd Wiasnosci Wiasnosci
Parametr nosci optymal- MF—1118 probek RCA probek
magnetyczny nych prébek ool 0,33 MgO ,,Philips”
grupy 2 Ceramics MnFe,O4 MgO — MnFe,O,
Mp Gs/Oe 100—160 40 80 59
Mmax GS/OE 300—600 515
Bs 2000—2050 1780 2800
przy Hmax Oe 40
B: Gs 1500—2500 1590 2450
BI‘ |
5 0,75—0,82 0,9 * 0,87 0,75
H. Oe 1,2—2,0 1,9 1,5
Te He) 300 300 300 300
B, 7 7
* Nowy material Gen. Ceramics MF-1374 wykazuje: ) =0,96.
5
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2. Oftrzymane wlasnosci umozliwiaja
praktyczne zastosowanie materiatu, w
zwigzku z czym konieczne jest przepro-
wadzenie badan dynamicznych za pomoca
normalnie stosowanych metod.

Dalsze prace majgce na celu zwieksze-

nie prostokatnosci petli histerezy oraz

wykorzystanie rdzeni do konstrukcji

urzgdzen sa obecnie w toku.
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BADANIA WPLYWU AKTYWACJI Fe,O4
NA WERASNOSCI MAGNETYCZNE FERRYTOW

R. KRZYSZOWSKA

W zwiazku z ekonomicznoscia metody otrzymywania ferrytow na drodze
spiekania tlenko6w metali dwuwartosciowych i tlenku zelaza, wylonito sie zagad-
nienie zwigkszenia aktywno$ci spiekanych surowcéw. Poniewaz giéwnym skitad-
nikiem wszystkich ferrytéw jest Fe, O3, wykonano szereg badan nad powyzsze-
niem stopnia aktywnosci rézu polerskiego (zawarto$é 97,8% Fe, Og) stosowanego do
syntezy. Aktywacje rozu polerskiego osiaga sie przez wyzarzenie w podwyzszonej
temperaturze. Aktywno$é¢ Fe, O3 okreSlano dla ferrytéw manganowych i magne-
zowych badajac ich wlasnosci magnetyczne.

MCCJTEOOBAHHE BITUSHMS RKTHUBHU3RALIMH Fe,04
HA MRAICHHUTHLBIE CBOHMCTBA ®EPPUTOB

Pesome

B cBA3M ¢ 3ROHOMHYHOCTBIO METONA MOJIyYeHHs (DEPPHTOB MYTEM CMEKAHHS ORHCEH ABYX-
BaJIEHTHbIX METAJIJIOB, C OKMCBIO 3KeJie3a, BO3HWK BOMPOC MOBLILUEHHSA AKTHBHOCTH CHERAEMOro
cbipbs. Tak KaK OCHOBHBIM KOMIIOHEHTOM BCeX GEPPHUTOB sBiAeTCs Fe, 03, NPOW3BEAEeHO PAA
HCUIE[0BAHMH C UeNbio YBEJIHUEHHs CTeneHH akTHBHOCTH MOJIMPOBAbHOTO MOpPOIUKa (KRpacHoH
ORHCH Renesa, ¢ comepsanuem 97,8°/, Fe, O;), NPHMEHSEMOro K CHHTe3y. AKTHBH3aLHs MO-
JIMPOBaJILHOrO MOPOLUKA MOJIy4yaercs NpokajHBaHHeEM B MOBBILIEHHONH TeMneparype. AKTHBHOCTL
AN MaHraHUEeBbIX M MarHHeBbiX EpPHTOB ONpefensnach C HCCIEAOBAHHEM HX MarHWTHBIX
CBOMCTB.

RESEARCH ON INFLUENCE OF THE ACTIVATION OF Fe.,0, ON MAGNETIC

PROPERTIES OF FERRITES
Summary

Owing to economy of the ferrite production by sintering of bivalent metal
oxides with ferric oxide there arose the problem of increasing the act1v1ty of
the sintered raw materials.

As the principal component in all ferrites is Fe,Oj, investigations have been
undertaken to increase the degree of activity of the rouge (polishing powder
containing 97,8% of Fe, O3) which is used for the synthesis.

. The activation of the said powder is reached by heating it at high tempe--
rature. The activity of F» O3 was determined for Mn and Mg ferrites by investi-
gating their magnetic properties.

1. Wstep. Ferryty metali dwuwarto-
- Sciowych o ogdlnym wzorze MeO. Fe,O,
stosowane jako tworzywa na materiaty

~magnetyczne, mozna otrzymaé kilkoma

metodami. Najwazniejsze z nich to:
1. gotowanie straconych za pomoca
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tugu sodowego soli zelaza i soli me-
tali dwuwartosciowych,

2. stapianie tlenkéw metali dwuwar-
toSciowych i tlenku zelaza,

3. spiekanie tlenkéw uzyskanych przez
rozklad termiczny soli zelaza i me-
tali dwuwartosciowych (siarczany,
szczawiany, mrowczany, weglany),

4. spiekanie bezposrednie tlenkow ze-
laza i metali dwuwartosciowych.

W skali przemystowej stosowanie tlen-
kow jest najekonomiczniejsze, poniewaz
tlenki sg stosunkowo najtanszym surow-
cem i prawie w catoSci wchodza w re-
akcje tworzenia ferrytéow, przy czym nie
ma ubocznych produktow jak np. w przy-
padku otrzymywania ferrytow przez roz-
ktad soli. Wada metody jest wysoka tem-
peratura spiekania. Dla obnizenia jej
nalezy  stosowaé¢ surowce mozliwie
aktywne. Fe,O; jest podstawowym
sktadnikiem ferrytow, wiec problem jego
uaktywnienia posiada znaczenie zasad-
nicze. -

Wedlug Snoeka, uaktywnienie drobno-
ziarnistego Fe,O; mozna osiagna¢ przez
odpowiednie zarzenie go w podwyzszonej
temperaturze (1100°C). Poniewaz nie ma
w literaturze dokladniejszych danych
dotyczacych aktywacji, postanowiono
zbadaé wplyw aktywacji krajowego
Fe,0, na polepszenie wiasno$ci ferrytow.

Stosunkowo latwo dostepnym na ryn-
ku krajowym surowcem do wytwarzania
ferrytow jest roz polerski; dlatego tez
zostal on obrany za przedmiot badania.

2. Metodyka badan. W celu wy-
jasnienia procesu aktywacji tlenku ze-
laza przez zarzenie nalezalo wykonac
nastepujgce badania Fe,Oy:

a) porownaé¢ wyniki analizy chemicz-
nej i rentgenograficznej surowego
oraz zarzonego Fe,Oj,

b) okreslic wplyw temperatury, czasu
i atmosfery zarzenia Fe,O; na sto-
pien jego aktywnosci, badajac wia-
sno$ci magnetyczne ferrytow wy-
tworzonych z odpowiednich probek
Fe, 03,

c) okresli¢é, jakie obnizenie minimalnej
temperatury zupelnego spieczenia

ferrytu powoduje zastosowanie
aktywowanego Fe,O4 !,
d) zbada¢ stalosé¢ wynikow aktywacji

W czasie.

3. Cze$§¢ doswiadczalna. Ba-
danie wptywu aktywacji Fe,O, przepro-
wadzono dla ferrytow ~manganowych
i magnezowych, poniewaz sa stosunkowo
proste i wzglednie dobrze poznane. Za
wskaznik stopnia przereagowania fer-
rytu, a tym samym aktywnosci tlenku,
uwazano:

a) dla niezupelnie spieczonych pro-
bek — przenikalno$¢ magnetyczna
skuteczng mierzona w obwodzie
zamknietym i otwartym odpowied-
nio mostkiem rezonansowym lub
miernikiem dobroci,

b) dla zupelnie przereagowanych proé-
bek — dobro¢ wzgledng okreslona
miernikiem dobroci.

Ro6z polerski uzywany do otrzymywa-
nia ferrytéw ma nastepujacy sktad che-
miczny:

Fe,0; —97.81; Al,0; —0,77;
zawartos¢ wilgoci — 1,37.
OkreS$lenie ziarnisto$ci przeprowadzono

metoda mikroskopowa oraz metoda Sa-

banina i stwierdzono ziarno wielkosci
kilku mikronéw, o ksztalcie nieregular-
nym, dendrytycznym.

Analiza rentgenograficzna
strukture o—Fe,0;.

Zastosowanie wyzej podanych metod
badania pozwolilo dotychczas na uzyska-
nie nastepujacych wynikow:

a) Analiza rentgenograficzna nie wy-
kazuje widocznych zmian struk-
turalnych wywotanych zarze-
niem a—Fe,04. Zalaczony rentgeno-
gram? (rys. la) surowego a—Fe Oy
nie rézni sie od rentgenogramu
rys. 1b) przedstawiajacego a—Fe;O3
zarzony przy 900°C przez 5 godz.

SiO, —0.04

wykazala

1 Zupelne spieczenie ferrytu 'zachodzi przy
temperaturze, powyzej ktorej dalszy wzrost
temperatury nie powoduje zwiekszenia prze-
nikalnosci ferrytu.

® Rentgenogramy zostaly wykonane przez
mgra J. Lampego.
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b) Stwierdzono, ze réznice w tempera-
turach zarzenia r6zu polerskiego
nie maja zasadniczego wplywu na
Hsk 1 Qwzgl?  ferrytéw mangano-
wych (tablica 1). Wplywu atmosfery
zarzenia nie badano.

Rys.1aib

¢) Probki z ferrytu manganowego za-

wierajacego zarzony Fe,O,; i spie-
kane przy temperaturze 1350°C
(tablica 1) posiadaja przy zastoso-
waniu okreslonej technologii Qwzgl
wyzsze o 10 do 50 w stosunku do

Tablica 1

Wplyw temperatury zarzenia Fe.O; na usk i Qwzyl ferrytéw manganowych

]Temp. zarz. | Nieza-
: Fe,0; w °C | rzony |

600 °C | 700°C | 800°C | 900 °C 1000 °C | 1100 °C Uwagi

! sk 2,00i 2,00‘ 1,96 | 2,00
| | :
|

Gl s 1308 A1 560 Eaag 146

2,00 = 2,10 krotnie spie-

1,41 = | 1,48 dzyoperacyj-

Ferryty dwu-

kane z mie-

| nym rozdrob-
nieniem

probek z Fe,O, niezarzonego i od-
znaczaja sie malym rozrzutem wy-
nikéw. Swiadczy to o wiekszym
stopniu  przereagowania ferrytu,
a tym samym o wyzszej aktywnosci
Fe,Oy.

d) Badano wusk 1 @Qwzgl rdzeni cylin-
drycznych manganowych i magne-
zowych zawierajacych Fe,O, suro-
wy 1 zarzony przy temperaturze

Ity — przenikalno$¢ skuteczna rdze-
nia, jest to stosunek indukecyj-
nosci wlasnej danej cewki z tym
rdzeniem, do indukcyjnoSci wila-
snej cewki bez rdzenia, przy
okreslonej czestotliwo$ei, pra-
dzie i wzajemnym ustawieniu
rdzenia i cewki.

szgl — dobro¢ wzgledna, jest to stosu-
nek dobroci cewki z rdzeniem
i bez rdzenia.

900°C przez 5 godzin w zaleznoSci
od temperatury spiekania ferrytéw.

‘1 Zupetne spiekanie ferrytéw
| o —o— — — —

20 : =

| 7 J
/Mrm’ny Fep0y
niezarzony Feq0y

1300 1350 1400 t[7, /
Rys. 2

Wyniki przedstawione wykreslnie
na rys. 2 i 3 wykazuja brak obnize-
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nia minimalnej temperatury zupet-
nego spiekania ferrytu mangano-
wego i magnezowego w wyniku za-
stosowania aktywnego Fe;l‘O;,, po-

Zarzony Fe,0.
niezarzony

1200 1250 1300 1350  t/°%]

niewaz temperatura ta lezala po-
wyzej zakresu temperatur mozli-
wych do uzyskania. Na krzywej
hipotetycznej zaznaczono punkt zu-
pelnego spieczenia ferrytow.

e) Tlenek zelaza zarzony pozostawiono

przez pewien okres czasu przed do-
daniem do mieszanki, to jest prze-
prowadzono tzw. starzenie Fe,O;.
W wyniku zbadania dobroci préobek
stwierdzono, ze aktywnos¢ Fe,Oy
zarzonego zmniejsza sie w czasie
(tablica 2).

Tablica 2

Wplyw ,starzenia” Fe,O; na usk i Q. rdzeni z ferrytow manganowych

Czas ,,starzenia” .
2 2 9 2 14 20 22 25 " Uwagi
Fe,0; w dniach \ ’ l &
: F ty d tni
psk 1,87 l 1,80 | 1,95 ’ 1,80 1 1:00 ranantlf dopteRle o
. i d -
Quwzgl 1 1,44 | 1,40 | 1,50 I 1,38 ‘ 0,90 | 1,25 | 1,00 c:’j?}tilzri)oz%izabn.
4, Wnioski. 3. Nie okre$lono optymalnych para-
1. Przeprowadzone doswiadczenia wy- metrow aktywacji i nie wyjasniono

kazaly, ze aktywno$é Fe,O, wzrasta
po wyzarzeniu i maleje z uplywem
czasu.

Aktywacja Fe,O, przez wyzarzenie
wplywa na polepszenie wlasnosci
wytworzonych z tlenku ferrytow.

EISintofesk STy
ferromagnetic materials. Elsevier Pb. New
York 1949.

jej fizycznych podstaw. Jest to
przedmiot dalszej pracy.

LITERATURA
— New deverlopments in
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W jezyku rosyjskim oraz w jezyku obcym.
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rysunku. Ostateczne wykonanie rysunkéw obowigzuje Redakcje.

Wszystkie rysunki, wykresy i fotografie nalezy nazywaé w tekScie rysun-
kami (skrét: rys.) i nie uzywaé okreSlen jak figura, szkic, fotografia.
U samego dolu rysunku (a przy fotografiach — na odwrocie) nalezy
wpisa¢ czytelnie numer rysunku, napis pod rysunkiem, tytul pracy i naz-
wisko autora.

Wszystkie tablice (unikaé zbyt duzych) podobnie jak rysunki nalezy wyko-
nywac¢ na oddzielnych arkuszach i numerowaé kolejno liczbami arabskimi,
U gory kazdej tablicy podaé tytul (napis) objasniajacy.

Po zakonczeniu artykulu nalezy podaé wykaz literatury, wymieniajac
w nastepujacej kolejno$ci: nazwisko autora i pierwsze litery imion, pelny
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sylaniu korekty swej pracy.
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