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Unter denjenigen Theilen der angewandten Ma

thematik, welche für den Baumeister als Hülfs- 
wissenschafttn unentbehrlich sind, behauptet die 
Statik der festen Körper den ersten Rang. Soll 
diese Wissenschaft mit vorzüglicher Rücksicht auf 
Anwendung im bürgerlichen Leben vorgetragen 
werden, so ist ihr Umfang außerordentlich groß, 
und es wird sehe schwierig, bestimmte Grenzen zu 
ziehen, wenn ein Lehrbuch außer den allgemeinen 
Sätzen auch nur die nächsten Anwendungen auf 
besondere Falle enthalten foll. Da man bei der 
Bearbeitung dieses Handbuchs nur vorzüglich An
wendungen aufArchitektur zur Absicht hatte, so 
wird sich dadurch entschuldigen lassen, daß einige 
Materien mehr, andere weniger Ausdehnung er
hielten, so wie es dem Bedürfniß angemessen zu 
seyn schien. Der mehrern Einfachheit wegen ist 
hier die ganze Statik auf den Lehrsatz vom Paral
lelogramme der Kräfte gegründet, dessen Beweis 
ich im Jahre 1304 ohne Beihülfe des Hebels be
kannt machte. Hieraus ist, so weit es hier er
forderlich war, das Prinzip der virtuellen Ge
schwindigkeit gefolgert worden, weil sich dies vor
züglich durch seine Allgemeinheit und Einfachheit 
empfiehlt, um in schwierigen Fällen dem Prakti
ker, welcher nicht sogleich mit allen Hülfsmitteln 
der Statik vertraut ist, zur Führerinn zu dienen, 
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oder solches nach vollendeter Auflösung einer 
schwierigen Aufgabe als Prüfstein zu gebrauchen.

Die Untersuchung über die Reibung der Kör
per wird gewöhnlich in den Lehrbüchern in einer 
besondern -Abtheilung/ mtt Anwendung auf einige 
Falle, vorgetragen. Hier schien es zweckmäßi
ger, um die einzelnen Lehren nicht zu zerstreuen, 
und ihre Anwendung auf verkommende Falle zu 
erleichtern, gleich in jedem Kapitel, wie z B bei 
der schiefen Ebene, der Schraube/ dem Räder
werke u. s. w , die Lehre von der Reibung mit 
den übrigen Lehren, so wert es erforderlich war, 
zu verbinden. Besonders ist man bemüht gewe
sen, die Reibungen denn Räderwerke, ber den 
Zahnen, Kämmen und Daumen möglichst genau, 
und so wert solches zuläßlg war/ durch einfache 
Ausdrücke anzngeben. Ohne bei demjenigen zu 
verweilen, was etwa diese Schrift neues enthält, 
und welches dem Kenner wahrscheinlich nicht ent
gehen wird, darf ich die schwierige Untersuchung 
über den Druck der Körper auf ihre Unterlagen^ 
wenn deren mehr als zwei in einer graden Linie 
liegen, nicht unberührt lassen. Die Eulerschen 
Bemühungen, dieses Problem aufzulösen, sind 
bekannt, aber eben so leicht überzeugt man sich 
auch, daß solche für die Ausübung ohne Nutzen 
sind, weil sie das widersprechende Resultat geben, 
daß die von der Last entferntere Stütze einen stär- 
kern Druck leidet, als die der Last näher gelegene. 
Bei der von mir gegebenen Auflösung dieses Pro
blems, welches für den Architekten von so großer 
Wichtigkeit ist, mußte man wünschen , die Resul
tate eben so wie beim Parallelogramm der Kräfte, 
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ohne Hülfe der höher» Änalysis, zu erhalten. 
Dies hat aber bis jetzt nicht gelingen wollen. Es 
wäre zu weitläufig gewesen, diejenigen Versuche, 
welche die Uebereinstimmung dieses Gesetzes mit 
den Erfahrungen beweisen, umständlich hieranzn- 
fuhren, weshalb solches in einer besondern Ab
handlung für die Denkschriften der hiesigen Kö- 
mgi. Akademie der Wissenschaften gescheben ist. 
Nnr die besondere Ansicht, daß diese Schrift vor
züglich für angehende Architekten bestimmt ist, 
wird es rechtfertigen lassen, daß die Lehren von den 
Gewölben und von der Festigkeit der Materialien 
ungewöhnlich ausgedehnt sind. Auch liegt hierin 
der Grund, weshalb die von mir eingestellten 
mühsamen und weitlänftigen Versuche über die 
Biegsamkeit und Fettigkeit mehrerer Holzarten 
hier mitgetheilt worden sind, ob sie gleich nach 
meiner Meinung mehr der Physik als der Statik 
angehören.

Es war nicht möglich, die sämmtlichen Lehren 
der Statik, so weit sie in der Architektin- erfordert 
werden, ohne höhere Änalysis vorzntragen, ob 
man gleich bemüht war, da, wo es ohne zu grosie 
Weitläufigkeit geschehen konnte, diese Rech- 
nnnosart zu vermeiden, welches besonders vom 
ersten Abschnitte der Lehre von den Gewölben gilt. 
Damit aber dem ersten Anfänger und denjenigen, 
welche mit der höbernÄnalysis noch nicht vertraut 
sind, das Studium erleichtert werde, so sind 
mehrere §. §., und selbst einige Abschnitte, m-l 
einem Sternchen * bezeichnet worden, welches cm- 
zeigt, daß diese Abtheilungen noch ansgesetzt blei
ben können, bis nach fortgesetztem Etuduen die 
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Statik in dem ganzen hier gegebenen Umfange er
lernt werden kann. Eden so war es nothwendig, 
zur Vermeidung einer unnützen Ausdehnung und 
zur Erleichterung für den Anfänger, bei vorkom
menden analytischen Ausdrücken, eine Quelle an- 
zuführen, wo man sich von der Richtigkeit der 
Formeln überzeugen könne. Da nun die mathe
matische Analysis vonPasquich größtentheiis alle 
diejenigen Jntegralformeln entwickelt enthalt, 
welche hier vorkommen, so hat man sich der Kürze 
wegen jedesmal auf diese Schrift bezogen. Nicht 
so konnte man bei der Lehre von denjenigen krum
men Linien verfahren, deren Kenntniß hier als 
bekannt vorausgesetzt werden mußte, weil das 
Pasquichsche Lehrbuch nur auf die Kegelschnitte 
eingeschränkt ist, und weil man nicht leicht die hier 
erforderlichen Lehren in dem nöthigen Zusammen
hänge findet. Es ist deshalb im dritten Bande 
als Anhang die Theorie transcendenter krummer 
Linien, welche bei statischen Untersuchungen Vor
kommen, beigcfügt worden.

Sämmtliche Maaße, bei welchen nichts be
sonders erinnert worden, beziehen sich auf das bei 
uns eingeführte brandenburgische Maaß, welches 
mit dem rheinländischen überein stimmt, und eben 
so sämmtliche Gewichte auf das berlinische Han
delsgewicht.

(P. A. i. B.) bedeutet den ersten Band, 
und ( P. A.) den zweiten Band von Pasguich's 
mathematischer Analysis (Leipzig 1791).

Berlin, im Januar i8v8-
I. A. E.



Inhalt
des

ersten Bandes.

Einleitung.

Kraft. Widerstand. Druck. Richtung des Drucks.
Gleichgewicht. Geostank.
Feste Körper. Materie. Masse. . H. r.
Schwere. Gewicht. Vertikallinie. Horizontal-

linie. 2.
Einerlei, entgegengesetzte und grade entgegenge

setzte Richtung...............................................§. Z.

I. Kapitel. Grundlehren der Statik, oder 
vom Gleichgewichte mehrerer Kräfte, 
welche aus euren Punkt wirken.

Die ersten Sätze vom Gleichgewichte unter mehre
ren Kräften. . . . . ß- 4 — 9-

Mittlere Richtung. Mittelkraft. Seitcnkraftc.
Zusammensetzung und Zerlegung der Kräfte. §. rs. 

Aus den Seitenkräften die Mittelkraft zu finden. §- n-



vm Inhalt des ersten Bandes.
Durch Zeichnung......................................§. 12«
Die Richtung der Mittelkraft zu finden. . §. iz. 
Parallelogramm der Kräfte. . . . §. 17. 
Bedingungen für das Gleichgewicht unter drei

Kräften................................................. ......... g. 19.
Für mehrere Kräfte...................................................... §.24.
Momente der Kräfte. . . . . 8-27.
Lage der Kräfte gegen irgend eine Linie. . §. 29.
Wirkung einer Kraft auf eine Ebene. Einfalls

winkel. Normaldruck. . . . §. 31.
Parallelepipeden der Kräfte. . . . §. 32.
Mehrere Kräfte, welche nicht in einer Ebene

liegen. ...............................................§. 33.
Grundgesetz der Statik für die Wirkung mehrerer 

Kräfte auf einen Punkt. . . . §. 35.

II. Kapitel. Vom Gleichgewichte mehre
rer Kräfte, welche nicht auf einen einzi
gen Punkt wirken, oder vom Hebel und 
der Drehungsaxe.

Hebel. Ruhe - oder Drehpunkt. Angriffspunkt.
Winkelhebel. .....................................§.38.

Gleichgewicht zweier Kräfte am graden Hebel. §. 39.
Druck auf den Drehpunkt. . . . . §.40.
Auf die Unterlagen. ..... K. 41. 
Gleichheit der Momente für mehrere Kräfte. . §. 44.
Bestimmung der Lage des Drehpunkts. . §. 45. 
Gleichgewicht am Winkelhebel. . . . §. 48. 
Bedingungsgleichungen für drei Kräfte nach ver

schiedenen Richtungen. . . g. 49. 50.
Bestimmung der Richtungen dreier Kräfte, wenn 

solche nebst den Angriffspunkten am graden 
Hebel gegeben find................................ §. 5*.



Inhalt des ersten Bandes. lK

Für zwei Kräfte am gebogenen Hebel. 8- 52.
Gleichheit der Momente am gebogenen Hebel. §. 53.
Lage des Drehpunkts. ..... §. 56.
Wenn die Richtungen der Kräfte parallel sind. §. 57.
Druck auf den Drehpunkt des gebogenen Hebels. 8- 58.
Bcdingungsgleichungen für Kräfte in einer

Ebene. ....... §. 5y-
Dreh - oder Bewegungsaxe. Axe der Momente. 8- 6o.
Kräfte wirken senkrecht auf eine Ebene. S. 61.
Druck auf die Drehaxe. ... §. 62. 6Z.
Kräfte, welche auf mehrere verbundene Ebenen 

wirken. ......§. 64.
Drnck auf die Drehaxe, wenn die Richtung der 

Kraft mit der Drehaxe in eine Ebene 
fällt.................................................... §. 65 — 6«.

Allgemeines Grundgesetz der Statik. . . §. üy.

HI. Kapitel. Vom eigenthümlichen Ge
wichte der Körper.

Dichtigkeit. ......................................................§.71.
Eigenthümliches und absolutes Gewicht der

Körper.......................................................§.72.
Des Wassers. ......§. 73-
Vergleichung zwischen Gewicht und Inhalt eines 

Körpers.................................................§. 74-
Tafel über das eigenthümliche Gewicht dcrKörper. §. 75-

IV. Kapitel. Vom Schwerpunkte.
Erklärung.............................................................§.76.
Den Schwerpunkt einzelner Gewichte in einerlei

Ebene zu finden. . . . . . §>77.
Wenn solche nicht in einerlei Ebene liegen. . §. 78.
Durchmesser und Ebene der Schwere. . . K- 79.
Bei Linien, Flächen und Körpern. . . 80.



X Inhalt des ersten Bandes.
(I.) Vom Schwerpunkte der Linien.

Schwerpunkt vom Umfange des Kreises und jeder 
regelmäßigen Figur.

Vom Umfange eines Dreiecks.
Vom Kreisbogen. ....
Schwerpunkt einer jeden Kurve.
Des Parabclbogens.
Des Hyperbelbogens. .
Des elliptischen Bogens.
Der Cykloide. ....
Der Kettenlinie.................................  

§. 8'.
§. 82.

§. 8Z — 8k,.
. §. 87-
. §. 88.
. §> 89.

- Y2. 
- 94.

95-

90
98

(II.) Vom Schwerpunkte ebener Flächen.

Des Dreiecks. ... ...§. 96.
Abstand des Schwerpunkts eines Dreiecks von

einer Axe. .......................................................§.97.
Parallelogramm, Kreisfläche, regelmäßiges Viel-

Unregelmäßiges Viereck.
Fünfeck. . . .
Unregelmäßiges Vieleck.
Trapez.
Kreisausschnitt.
Gewölbbogen zwischen 

bogen.
Kreisabschnitt.
Jede symmetrische Fläche. 
Allgemeine Bestimmung fü 
Parabelfläche.
Hyperbelfläche. .
Elliptischer Abschnitt. . 
Elliptischer Gewölbbogen.
Abschnitt eine Cykloide.

§. IOO.

. . . . §. 1OI.

. . . . §. 102.
§. 10z — 104.

. . §. 105 — 108.
conccntrischen Krcis-

. . §. 109 — in.

. . §. 112 — IIZ.
§. 114 — uz.

jede Flache. §.116—117. 
. . . . §. 118.

§. 119.
. . §. I2O — 122.
. . . . §. I2Z.
. . . . tz. 124.



Inhalt des ersten Bandes. Xl

Kcttenfläche............................................... §. 125.
Jede unregelmäsiige Fläche. §. 126 — 127.

(III.) Vom Schwerpunkte der Körper.
Cylinder. Prismen. .... * §. 128.
Pyramide. Kegel. .... §. I2Y. IZ0.
Abstand dieses Schwerpunkts von einer Ebene. §. 131.
Abgekürzte Pyramide. S- 132 — 133.
Wenn solche ausgehöhlt ist. 134 — IZb.
Schief abgeschnittenes Prismen. . §. 137 — 138.
Schief abgefchnittenes Parallelepipedcn. §. I3Y.
Halbkugel. ..... S- 140.
Kugelgewölbe............................................ §. 141.
Allgemeine Bestimmung. §. 142 — 144.
Kugelabschnitt........................................... §. 145.
Kugelausschnitt. .... * ö. 146.
Parabolisches Konoid. §. 147.
Ausschnitt desselben................................... §. 148.
Hyperbolisches Konoid. §. 14?.
Elliptisches Konoid. . . * S- 150.
Kettenkonoid. . . . . . 151.
Jeder unregelmäßige Körper. . ° 152 — 153.
Jeder Scheibe. .... §. 154.
Guldius Regel. .... 155«

(IV.) Vom Schwerpunkte der Oberfläche eines

Körpers.
Prismen. Cylinder. Pyramide. Kegel. k- 156.
Kugelabschnitt. .... >57.
Allgemeine Bestimmung. * 158.
Kettenkonoid.............................................. §- 1ZY.

V. Kapitel. Von der Stabilität der 
Körper.

Erklärung. 160.
Die Stabilität eines jeden Körpers zu finden. § ibi.



Inhalt des ersten Bandes,
Einer Mauer. 162.
Mit Strebepfeiler. ... §. i6z — 164.
Wenn der Querschnitt ein Trapez ist. . . §. iE5.'
Mauer mit Plinte. . . . §. lüü — 1Ü7.
Pfeiler. Cylinder. . .... 6- 168.
Kugel................................................  . . §. rby.

VI. Kapitel. Von der Rolle, dem ma
teriellen Hebel und der Wage.

(I.) Von der Rolle.

Rolle. Spannung. . . . . . 6-170.
Feste und bewegliche Rolle. . . . 6-171.
Druck auf den Zapfen. 172.

(II.) Vom materiellen Hebel.

Mathematischer und physischer Hebel. . §. 17z.
Abstand des Stützpunkts. . . . . 6- i74«
Druck auf die Stützen. ....§. 175.
Lange des Hebels. Kleinste Kraft. . . §. 176.

(III.) Von der Wage.

Gleicharmige und Schnellwage. Römische und 
schwedische Wage. Ausschlag. . . §. 177.

Eigenschaften..............................................................§. 178.
Vermehrung des Ausschlags einer fertigen Wage. §. 17Y.
Rasche Wagen. ......§. 180.
Ungleiche Länge der Arme. . . . §. 181.
Schnellwage. . . . . . . 6-182.
Vorhängegewicht....................................................... §. i8Z.

VII. Kapitel. Von der Reibung.
Erklärung. .......................................................6- 184-
Reibung der Ruhe, der Bewegung. Schiebende, 

drehende und rollende Reibung. . . §- 185.



Inhalt des ersten Bandes. xm
Resultate über die gleitende Reibung. . i8ü. 
Reibungskoeffizient und Tafeln. . . . tz. 187.
Reibung als Kraft...........................................................188.
Zusammenhängen der Schmiere. . . §. l8y.
Wälzende Reibung. ..... K. 192.

lVm. Kapitel. Von der schiefen Ebene, 
dem Keile und der Schraube.

(I) Von der schiefen Ebene.

Neigungswinkel. Grundlinie. Höhe. Normal
druck. Relatives Gewicht. . . . §. ryr.

Größe des Normaldrucks und relativen Ge
wichts.............................................§. 192 — lyz.

Mir Rücksicht auf Reibung; zum Erheben.
§. ^96 — 198.

Zum Erhalten. ...... H. 109. 
Nuhewiukel. Neibungswittkel. . . . K. 222.
Kleinst mögliche Kraft. ....§. 202.
Wenn die Kraft nicht durch den Schwerpunkt

geht. ..... §. 22Z — 226.
Nach der Lehre vom Hebel. . . . tz. 227. 
Nacb dem Grundgesetze der Statik. . . g. 228. 
Gleichgewicht für den Vicrtelkreis und Kreis

bogen. .... §. 2OY — 212.
Bedingungsgleichungen, wenn am Untertheile des 

Körpers außer der Reibung keine andere
Kraft wirkt. ... g. 211 — 213.

Die Leiter. .... §. 214 — 2tZ.

(II.) Vom Keile.

Erklärungen. Bedingungen für das Gleichge
wicht. Regel des Borclli, Mersenui und 
de la Hire. ... K. 21Ü — 217.



XIV Inhalt des ersten Bandes.
Mit Rücksicht auf Reibung. . §. 218 — 219.
Eingeklemmte Körper...............................................§. 220.

(III.) Von der Schraube.

Erklärungen....................................................... §. 221.
Mittelwerts- für die Neigung der Schrauben- 

gänge................................................§. 222.
Bedingungen des Gleichgewichts. §. 22z — 224. 
Schraube ohne Ende. ....§. 22z. 
Bestimmung der Reibung. ....§. 226.

IX. Kapitel. Vom Rade an der Welle.
Erklärungen.............................................  . H. 227.
Verhältniß der Kraft zur Last. . . . §.228.
Laufrad........................................................................§> 229.
Haspel mit Reibung. . . g. 230 — 23z.
Anwendung auf die feste Rolle. . . §.236.
Auf die bewegliche Rolle. .... §.237.
Verkürzung der Rechnung. . . . §. 238.
Reibung am stehenden Zapfen. . . §. 239.
Tretscheibe. ......§. 240.
Mit Reibung. .... §. 241 — 242.

X. Kapitel. Vom Räderwerke und der 
Gestalt der Zahne, Kamme und Dau
men.

Erklärungen................................................................§. 243.
Gleichgewicht am Räderwerke. . §. 244 — 24z.
Bedingungen für die beste Gestalt der Zähne und

Kamme................................................................ §- 246.
Stirnrad mit Zähnen und Getriebe mit Stöcke.

§. 247 - 249.



XVInhalt d?s ersten Bandes.
Zusammenstellung der Gleichungen zur Bestim

mung der Größen bei der Anordnung der 
Zähne............................................................§

Die Länge des Zahns zu finden. . . . tz.
Lehre (Chablone - zu den Zahnen. §. 252 — 
Reibung zwischen Zahn und Stock. §. 254 — 
Gestalt der Stäbe »nd Zahne, wenn ein Kumys

vom Stirnrade getrieben wird. §. 256 — 
Lauge des Zahns. .....§. 
Gestalt der Zähne und Stäbe, wenn ein Stirnrad

vom Kumpfe umgetrieben wird. . .
Länge des Stabes.............................................. §.
Reibung zwischen den Zahnen. . §. 261 —
Reibung gegen den Span der Zähne. . . §.
Gestalt der Zähne, wenn ein Getriebe durch ein

Stirnrad bewegt wird, und die erste Berüh
rung vor der Mtttelpunktslmie erfolgt. §. 

Wenn ein Stirnrad durch ein Getriebe bewegt wird. §. 
Kammrad und Trillmg. ....§. 
Gestalt der Kämme und Stöcke, wenn ein Trillmg

durch ein Kammrad getrieben wird. . §.
Reibung zwischen den Kämmen und Stäben. §. 
Kammrad und Getriebe mit Zähnen. . . §.
Gestalt der Zähne dieser Räder. . . §.
Reibung zwischen Zahn und Kamm. . . §.
Gezahnte Stange. Kaminbaum. . -6-
Gestalt der Zähne nnd Stöcke beim Kammbaum,

welcher einen Trilliug bewegt. . . §.
Reibung..............................................................
Gestalt der Zahne und Stöcke, wenn der Trilling

vom Kammbaume getrieben wird. . .
Reibung...................................................... §.
Gestalt der Zähne, wenn ein Getriebe einen

Kammbaum treibt. ....§.

. 250.
25 s. 
25Z.
255-

257. 
258.

2ZY. 
260. 
262.
26Z.

264.
265. 
266.

267.

2Ü8. 
2by. 
270. 
27>. 
272.

278. 
274.

275.
276.



XVI Inhalt des ersten Bandes.
Reibung......................................................................§. 278.
Stampfer, Hebezapfen, Hebedaumen. . tz. 279.
Anordnung der Daumen. . . §.280 — 281.
Reibung an den Scheidelatten und Daumen.

§. 282 — 28Z.
Theilung der Daumen................................................§. 284.
Gestalt der Daumen, wenn die Theilung und Er

hebungshöhe gegeben sind. . . g. 28Z.
Wenn die Last nicht vertikal gehoben wird. . §. 28Ü.
Die Last soll auf dem Daumen wieder herab-

sinken................................................................... S- 287.
Gestalt der Daumen bei einer drehenden Bewe

gung des Widerstandes. . §. 288 — 291.
Wenn eine Stange einen Hebel drehen soll. tz. 292. 
Gestalt der Einschnitte eines horizontalen Rades

zur Bewegung eines Hebels. . . §. 29z.
Anmerkung. 294.

Statik



Der

festen Körper.

Erster Band.

Erster Band. A





Einleitung.

*^-'ie Ursache, durch welche ein Körper bewegt wird 

oder ein Bestreben zur Bewegung erhält, heißt Araft 
(Vi8, Zo/n). Wirkt eine Kraft beständig auf einen 
Körper, so kann die Bewegnng LeS Körpers durch einen 
widerstand (Uerustenus, aufgehoben wer

den , nicht die Kraft. Das was alsdann der Widerstand 
leidet, heißt Druck (rressio, ZVen/on ), und die grade 
Linie, nach welcher die Kraft den Körper bewegen würde, 
die NlchtlMI (Oü eetio, Dz>ectM/r) des Drucks.

Sind mehrere Kräfte so an einem Körper angebracht, 
daß sich ihre Wirkungen aufheben und keine Bewegung 
des Körpers erfolgt, so sagt man: die Kräfte sind im 
Gleichgewicht (^eguilikrium, Die Wis
senschaft, welche die Gesehe angiebt, nach welchen Las 
Gleichgewicht unter mehrern an einem Körper angebrach

ten Kräften erfolgt, heißt die Statik (Staues, 
7"e), und wenn solche auf feste Körper eingeschränkt 
wird, die Geostacik oder Statik der festen Körper.

Unter festen Körpern werden hier solche verstanden, 
deren Theile so stark unter einander zusammen hängen.

A 2



4 Einleitung.
Laß sie durch die angebrachten Kräfte nicht aus ihrer Ver

bindung oder Lage gebracht werden können.
Dasjenige was den Raum (Lxatium, eines 

Körpers ausfüllt, nennt man seine Materje, und die 
Menge der Materie, welche in dem Körper enthalten ist, 

seine Masse.

So ist bei einer goldenen Kugel, Gold die Materie, 
die Kugel der Rörper, und die Menge des Goldes die 
Masse.

§. 2.
Die Körper, mit welchen wir Versuche anstelle« kön

nen, verursachen gegen ihre Unterlagen einen Druck, und 
wenn Liese Unterlage weggenommen wird, so fallen sie. 
Die Ursache dieses Drucks und der Bewegung, ist eine 
Kraft, welche die Schwere (Ora vitas, 6>E/e) ge
nannt wird, so wie die Größe des Drucks, welchen ein 

Körper, vermöge der Schwere gegen seine Unterlage auö- 
übt, sein Gewicht (konäus, /'o/ck) heißt.

Schwere und Gewicht sind demnach wie Ursache und 
Wirkung verschieden, daher in den Wissenschaften die 
Verwechselung dieser Wörter zu vermeiden ist, obgleich 
solche im gemeinen Leben sehr häufig verkommt. Nach 
dem Sprachgebrauche sagt man von einem Körper, wel
cher mehr Gewicht als ein anderer hat, er sey schwerer; 
dieser uneigentliche Ausdruck, welcher ohne Einführung 
eines neuen Worts nicht vermieden werden kann, muß 
daher nicht unrichtig verstanden werden. Anstatt schwe
rer könnte man besser gewichtiger sagen.

Wäre der Druck, welchen ein Gewicht gegen seine 
Unterlage äußert, eben so groß als die Wirkung irgend 
einer Kraft (einer Stahlfeder u. dgl.) gegen eben diese
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Unterlage, so ist eö in Absicht der Wirkung auf diese Un- 
tcrlage einerlei, ob das Gewicht oder die Kraft angebracht 
wird. In dieser Rücksicht kann man auch ein Gewicht 

als eine Kraft ansehen, und in Absicht dieser Wirkung 

andern Kräften gleich sehen.
Die Richtung, nach welcher ein Körper frei fällt, 

Äder die Linie, welche ein sehr dünner Faden angiebt, an 
welchem ein Körper frei herabhängt, heißt eine vertikale, 
lorhrechrc oder bleirechre Linie. Eine Ebene durch 

diese Linie gelegt, heißt eine Vertikalebcne, so wie eine 
auf der Vertikallinie senkrechte Linie, eine horizontale 
oder rvagerechte Linie. Horizontalebenen sind also 

auf der Vertikallinie senkrecht.
Man pflegt auch jede Linie, welche mit einer andern 

nicht wagerechten einen rechten Winkel bildet, eine senk
rechte oder lothrechte Linie ju nennen. Es würde aber- 
zweckmäßiger seyn, sie Normallinie oder kürzer Nor
male zu heißen, um sie nicht mit den Vertikallinien zu 
verwechseln, welche nur allein auf einer Hvrizontalebene 
normal flehen.

§. 3-
Wirken mehrere Kräfte auf einen Körper nach paral

lelen Richtungen, so wird eine Ebene, welche aufeiner 
dieser Richtungen senkrecht steht, auch auf allen übrigen 
senkrecht seyn, weil man sich eine jede Richtung nach Be
lieben verlängert vorstellen kann. Strebt nun jede Kraft 
für sich, diese Ebene nach einerlei Seite fort zu bewegen, 
so sagt man von den Kräften: daß sie an verschiedenen 
Punkten nach einerlei Richtung angebracht sind. Wä
ren die Richtungen parallel, aber einige von diesen Kräf
ten strebten die Ebene nach der entgegengesetzten Seite
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Laß sie durch die angebrachten Kräfte nicht aus ihrer Ver
bindung oder Lage gebracht werden können.

Dasjenige was den Raum (Sxatium, eines 

Körpers auöfüllt, nennt man seine Materie, und die 
Menge der Materie, welche in dem Körper enthalten ist, 

seine Masse.

So ist bei einer goldenen Kugel, Gold die Materie, 
die Kugel der Rörper, und die Menge des Goldes die 
Masse.

§. 2.
Die Körper, mit welchen wir Versuche anstelle« kön

nen, verursachen gegen ihre Unterlagen einen Druck, und 
wenn diese Unterlage weggenommen wird, so fallen sie. 
Die Ursache dieses Drucks und der Bewegung^ ist eine 
Kraft, welche die Schwere (Oraviras, 6,-a^e) ge
nannt wird, so wie die Größe des Drucks, welchen ein 

Körper, vermöge der Schwere gegen seine Unterlage aus- 
übt, sein Gewicht (?onäu5, heißt.

Schwere und Gewicht sind demnach wie Ursache und 
Wirkung verschieden, daher in den Wissenschaften die 
Verwechselung dieser Wörter zu vermeiden ist, obgleich 
solche im gemeinen Leben sehr häufig verkommt. Nach 
dem Sprachgebrauchs sagt man von einem Körper, wel
cher mehr Gewicht als ein anderer hat, er sey schwerer; 
dieser uneigentliche Ausdruck, welcher ohne Einführung 
eines neuen Worts nicht vermieden werden kann, muß 
daher nicht unrichtig verstanden werden. Anstatt schwe
rer könnte man besser gewichtiger sagen.

Wäre der Druck, welchen ein Gewicht gegen seine 
Unterlage äußert, eben so groß als die Wirkung irgend 
einer Kraft (einer Stahlfeder u. dgl.) gegen eben diefe
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Unterlage, so ist es in Absicht der Wirkung auf diese Um 
tcrlage einerlei, ob das Gewicht oder die Kraft angebracht 
wird. In dieser Rücksicht kann man auch ein Gewicht 

als eine Kraft ansehen, und in Absicht dieser Wirkung 
andern Kräften gleich sehen.

Die Richtung, nach welcher ein Körper frei fällt, 
yder die Linie, welche ein sehr dünner Faden angiebt, an 
welchem ein Körper frei herabhangt, heißt eine vertikale, 
lochrcchte oder bleirechre Linie. Eine Ebene durch 

diese Linie gelegt, heißt eine Verrikalebcne, so wie eine 
auf der Vertikallinie senkrechte Linie, eine horizontale 
oder rvagerechte Linie. Horizontalebenen sind also 

auf der Vertikallinie senkrecht.
Man pflegt auch jede Linie, welche mit einer andern 

nicht wagerechten einen rechten Winkel bildet, eine senk
rechte oder lothrechte Linie zu nennen. Es würde aber- 
zweckmäßiger seyn, sie Normallinie oder kürzer Nor
male zu heißen, um sie nicht mit den Vertikallinien zu 
verwechseln, welche nur allein auf einer Horizvntalebene 
normal flehen.

§- 3-
Wirken mehrere Kräfte auf einen Körper nach paral

lelen Richtungen, so wird eine Ebene, welche auf einer 
dieser Richtungen senkrecht sieht, auch auf allen übrigen 
senkrecht seyn, weil man sich eine jede Richtung nach Be
lieben verlängert vorstellen kann. Strebt nun jede Kraft 
für sich, diese Ebene nach einerlei Seite fort zu bewegen, 
so sagt man von den Kräften: daß sie an verschiedenen 
Punkten nach einerlei Richtung angebracht sind. Wä
ren die Richtungen parallel, aber einige von diesen Kräf
ten strebten die Ebene nach der entgegengesetzten Seite 
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fort zu bewegen, so sagt man, diese Kräfte wirken mit 
den übrigen nach einerlei, aber entgegengesetzten Rich

tungen. Fallen die entgegengesetzten Richtungen zweier 
Kräfte in einerlei grade Linien, so sind die Richtungen die
ser Kräfte einander gerade entgegengesetzt.

Bei den folgenden Untersuchungen wird vorausgesetzt, 

daß die Masse eines Körpers unter allen Umständen einer
lei Gewicht behalte, oder daß die Schwere eine unverän
derliche Kraft sei. Eben so werden die Richtungen der 
Schwere oder die Vertikallinien als parallel mit einander 

angenommen.
Wenn gleich die Schwere nicht als eine unveränder

liche Kraft angesehen werden kann, weil sie von den Po
len nach dem Aequator und in größer» Abständen vom 
Mittelpunkt der Erde abnimmt: so kann solche doch für 
die Abstande derjenigen Körper unter einander, welche 
bei den folgenden Untersuchungen in Betrachtung kom
men, als unveränderlich angesehen werden. Um eini
germaßen zu beurtheilen, wiefern die angenommene Vor
aussetzung statthaft ist, so folgt aus Gründen, .welche 
hier nicht auseinander gesetzt werden können, daß der
selbe Körper, welcher in Berlin seine Unterlage mit 
einem Gewichte von 100000 Pfund drückt, in Paris nur 
einen Druck von 99969, und unter dem Aequator uur 
von 996Z8 Pfund ausüben wird; wogegen dieser Körper 
unter den Polen einen Druck von etwa 100178 Pfund 
verursacht. Die Voraussetzung paralleler Vertikallinien 
in der Statik läßt sich eben so leicht rechtfertigen. Denn 
so fern sich zwei Vertikallinien im Mittelpunkte der Erde 
schnitten, so ist doch für die Abstände, unter welchen hier 
Körper betrachtet werden, der Durchschnittspunkt so weit 
entfernt, daß man diese Vertikalen ohne Bedenken alS 
parallel annehmen kann.
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E r st e s Kapitel.
Grundlehren der Statik, oder vom Gleichge

wichte mehrerer Kräfte, welche auf einen 
Punkt wirken.

o» - §- 4.
<Om Punkte .4 Figur i. der graben, festen, unbieg- Taf. i. 
samen und gewichtlosen Linie sey eine Kraft k 
nach der Richtung angebracht. Befindet sich nun 
am Ende L der Linie irgend ein Widerstand HIN, 
welcher verhindert, daß sich diese Linie nicht fortbewegen 
kann, so wird der Punkt L so stark gegen den Widerstand 

in L drücken, als wenn die Kraft ? unmittelbar in L nach 
derselben Richtung angebracht wäre. Wollte man anneh. 
men, der Druck bei L sei kleiner als bei so müßte ein 
Theil der Kraft k vernichtet worden seyn, wozu kein 

Grund vorhanden ist. Eben so wenig läßt sich annehmen, 

daß der Druck bei D größer als bei sei, weil es an einer 
Ursache zur Vergrößerung dieses Drucks fehlt. Es ist da« 
her in Absicht auf den Druck bei L einerlei, in welchem 
Punkte der Linie die Kraft k nach der Richtung

wirkt.
Verlängert man die Richtung nach 86, und 

LL ist eine feste, gewichtlose Linie oder ein unausdehnba- 

rer, gewichtloser Faden, welcher mit dem Punkt L unzer
trennlich verbunden ist, so wird aus gleichen Gründen, 
wenn die Kraft k im Punkte 6 nach der Richtung 
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angebracht wird, der Punkt L nach der Richtung V C 
eben so stark gedrückt werden, als wenn die Kraft k un- 
mittelbar im Punkte L nach der Richtung ^6 ange
bracht wäre.

Hieraus folgt, daß bei unveränderter Richtung, 
die Wirkung einer Rrafc auf einerlei Punkt eines 
festen Rörpers unverändert bleibt, in welchem 
Punkte ihrer Richtung diese Rrafc auch angebracht 

werden mag, wenn nur der Punkt, an welchem 
die Araft unmittelbar wirkt, mir dem festen 
Punkte des Rörpers in eine unzertrennliche Ver

bindung gesetzt ist.
§- 5-

Zwei gleiche Rräfre, welche auf einen Punkt 
nach grade entgegengesetzten Richtungen wirken, 
heben sich auf oder halten einander im Gleichge

wicht, weil durchaus kein Grund vorhanden ist, wes
halb eine Kraft die andere überwältigen sollte. Findet 
Man umgekehrt, daß zwei Kräfte in grade entgegengesetz
ten Richtungen, ohne Mitwirkung einer dritten Kraft, 
einander im Gleichgewicht halten, so kann man hieraus 
auf die Gleichheit der Kräfte schließen.

Diese Gleichheit der Kräfte muß aber nur von ih
ren Wirkungen verstanden werden, wovon hier allein 
die Rede ist.

Sind die Kräfte, welche auf einen gemeinschaftlichen 

Punkt in grade entgegengesetzter Richtung wirken, un
gleich , so kann kein Gleichgewicht erfolgen. Soll daher 
ein Punkt, auf welchen eine Kraft wirkt, in Ruhe blei
ben, so muß eine eben so große Kraft nach grade entge-
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gengesetzter Richtung wirken. Findet dies nicht Statt, 

so kann auch kein Gleichgewicht erfolgen.
§. 6.

Mehrere Kräfte, welche nach einerlei Richtung auf 

einen gemeinschaftlichen Punkt wirken, vereinigen sich zu 
einer einzigen Kraft, welche der Summe dieser Kräfte 
gleich ist; daher wird auch eine einzige eben so große Kraft, 
nach grade entgegengesetzter Richtung angebracht, mit 
sämmtlichen Kräften im Gleichgewichte seyn. Verursacht 
z» B. die eine Kraft einen Druck nk, und die andere nach 
derselben Richtung einen Druck in?, so ist der gesammte 
Druck jn -j- mj? und eine Kraft — (n -i- m) r nach 

gerade entgegengesetzter Richtung angebracht, ist mit den 
beiden Kräften n? und in? im Gleichgewichte.

§. 7.
Wenn verschiedene an einem Punkte angebrachte 

Kräfte mit einander im Gleichgewichte sind, und man 
fügt neue Kräfte hinzu, welche ebenfalls unter sich das 
Gleichgewicht halten, so müssen sämmtliche Kräfte unter 

einander im Gleichgewichte seyn, weil kein Grund vor
handen ist, weshalb dasselbe gestört werden sollte. Eben 

so läßt sich einsehen, daß, wenn mehrere Kräfte im 
Gleichgewichte sind, und man einige von denselben, die 

unter sich im Gleichgewichte stehen, wegnimmt, hiedurch 
das Gleichgewicht der übrig bleibenden Kräfte nicht ge
stört werden könne.

§. 8.
Findet unter mebrern nach verschwören Richtungen 

wirkenden Kräften ein Gleickgewicht stme>, so muß dasselbe 
auch noch bestehen, wenn jede Kraft doppelt oder 
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gleichvielfach wirkt, oder wenn von jeder einzelnen Kraft 

die Hälfte oder ein bestimmter Theil des Ganzen genom
men wird. Dieses läßt sich sogleich mit Hülfe des vorigen 

einsehen, es folgt daher ganz allgemein, daß wenn 
sich niedrere fräste im Gleichgewichte befinden, 
so werden auch andere Rrafce im Gleichgewichte 

seyn, wenn sie den erstern proportional sind, und 
in eben den Richtungen gegen einander wirken.

Wären die drei Kräfte k, Y, k, welche nach ver
schiedenen Richtungen an einem Punkte wirken, mit ein
ander im Gleichgewichte, so wird dies auch von den 
Kräften x, g, r gelten, wenn sie nach gleichen Richtun
gen an einem Punkte angebracht sind, und wenn sich 
x : q : r wie k k verhalten.

Auch ist es leicht, wenn eine von den Kräften p, g, r 
gegeben ist, die beiden übrigen mit Hülfe der bekannten 
Kräfte k, (Z, k zu finden. Wenn j. V. r gegeben 
wäre, so hat man

R : r — r: x UNdk:(Z — r:g daher ist

? -- und y y.

§. 9.

Mehrere Kräfte, welche nach verschiedenen Richtun
gen auf einen Punkt wirken, erhalten den Punkt in Ruhe, 
wenn sie im Gleichgewichte sind. Wäre kein Gleichge
wicht vorhanden, so muß sich der Punkt bewegen, und 
weil einerlei Punkt in derselben Zeit nur einerlei Weg 
durchlaufen kann, so kann auch die Richtung des Drucks, 
welche aus sämmtlichen Kräften entspringt, nur nach 
einerlei Linie gehen.
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§. 10.

Zwei Kräfte ?, (Z die nach Richtungen 0 ?, 0 
Figur 2., welche nicht in eine grade Linie fallen, auf einen 
Punkt 6 wirken, können einander nicht im Gleichgewichte 
erhalten, weil keine Kraft den Druck der andern gänzlich 
aufhebt. Es muß daher von beiden Kräften ein Druck 

nach irgend einer Richtung 6 k entstehen und weil die 
Richtungen beider Kräfte k, s) in einerlei Ebenen fallen, 

so muß auch die Richtung 0 k in derselben Ebene liegen. 
Denn wollte man annehmen, daß die Richtung 6 k mit 
der Ebene in welcher die Kräfte k, H wirken, einen 
Winkel einschließt, so müßte aus gleichen Gründen auch 

auf der andern Seite der Ebene eine Richtung wie 6 R. 
entstehen. Weil aber einerlei Punkt 6 nicht zugleich ver
schiedene Wege durchlaufen kann, so muß die Richtung 
OK mit den Richtungen der Kräfte k, in einerlei 

Ebene liegen.

Die Richtung 6 k nach welcher sich der Punkt 0 

Lurch die Wirkung der beiden Kräfte ?, fort zu bewe
gen strebt, heißt die mittlere Richtung dieser Kräfte, 
und eine dritte Kraft k, welche den Punkt 6 nach der 
Richtung OK. eben so drückt als die beiden Kräfte s?, 
heißt die Mittelkraft (Vi« composits. /orce 
rame.) von den Seitenkräfccn (Vires comxoneNtes.

Der Winkel k Ok — O, welchen die Richtung der 
Mittelkraft k mit der Richtung der Seitenkraft k ein
schließt, heißt ein Richtungswinkel der Mittelkraft und 
der Winkel ? OY, der Richtungswinkel der Seitenkrafte.
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Weil die Mittelkraft IV den Punkt O eben so stark 

«ach 6 IV drückt wie die Seitenkräfte ?, y, so muß auch 
eine Kraft IV, welche nach einer der Mittelkraft grade 
entgegengesetzten Richtung IV 6 angebracht wird, den 
Punkt 6 in Ruhe erhalten, wenn an demselben keine 
andere Kräfte als ? und H wirken. Daher sind unter 

Liefen Umständen die drei Kräfte ?, y, IV am Punkt 6- 
im Gleichgewichte; oder die Seitenkräfte sind mir der 
Mittelkraft im Gleichgewichte, wenn letztere au dem 
gemeinschaftlichen Punkte 6 nach grade entgegengesetzter 
Richtung angebracht wird. Eben so folgt aus dem Vor
hergehenden, daß man in Absicht des Drucks auf den 
Punkt 6, anstatt der Seitenkräfte?, y die Mittelkraft 
IV nach ihrer Richtung 6IV, oder anstatt dieser die Seicen- 
fräste k, nach ihren Richtungen anbringen kann.

Findet man aus den Seitenkräften die Mittelkraft, so 
nennt man dies die Mittelkraft aus den Seitenkräften 

zufammenfeyen (Lompositio viriurn. Lom/wLMo/r 
ckeL /oz-aeä). Werden hingegen aus der Mittelkraft die 
Seitenkräfte gefunden, so sagt man die Mittelkraft ist in 

die Seitenkräfte zerlegt worden (IVesolmio viriurn.

Wird hier und in der Folge nicht besonders erinnert 
-aß die Richtungen der Kräfte in einerlei Ebene liegen, 

so wird dies jedesmal vorausgesetzt.

H. n.
Las. r. Aufgabe. Die beiden Seitenkräfte ?, Figur Z. 
S>8- r- wirken auf den Punkt 6 nach Richtungen 6 ?, 6 , 

welche sich unser dem rechten Winkel ? 6 schneiden.
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Man fragt wie groß die Mittelkraft IV seyn wird, welche Taf. I. 
den gegebenen Seitenkräften das Gleichgewicht halt. E r-

Auflösung. Es sey IV 6 die Richtung der Mittel

kraft IV, welche mit der Seitenkraft k irgend einen 
Winkel r 6 IV — <p einschlicßt. Man ziehe durch 6 
auf 6 IV die Linie 9 x senkrecht, so ist der Winkel 
96V — IV6(Z — 90° — P. Da nun die Linie 6 ? 

gegen 6IV und 69 eben die Lage hat, wie 6IV gegen 
6 ? und 6 (?, und weil IV mit k und im Gleiä^ge« 

Wichte ist, so müssen sich auch zwei Kräfte x, 9 nach den 
Richtungen 6 IV, 69 angeben lassen, welche eben so 
viel wirken als die Kraft I* nach der Richtung 6 ?, oder 
k laßt sich in die Kräfte x, 9 zerlegen. Denn eben so 
wie IV die Mittelkraft von ist, so läßt sich ? als 
Mittelkraft von x, 9 anfehcn, und weil IV gegens) 
eben die Lage hat, wie ? gegen x, 9, so verhält sich 
(H- 8.).

x»
IV : r — x: x also ist x — und

k.0
IV : : 9 also ist 9 —

Ferner ist der Winkel s) 6 x — P; man kann daher 
auch s) als eine Mittelkraft ansehen und solche in die 
Seicenkräfte x, 9 nach 6 x, 6 IV zerlegen, weil O 

gegen p', 9 eben die Lage hat wie IV gegen k, Hie- 

nach verhält sich

IV : k — : x' also ist x, — und

IV - -- (Z - ch also ist 9

Wenn daher IV mit k, tz im Gleichgewichte ist, so köm
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nen die Kräfte ? und H weggenommen und anstatt der» 
selben die Kräfte x, g und p, angebracht werden, 
ohne das Gleichgewicht zu stören (§. 10.). Es ist aber 

li —x' weil beide — sind, daher können auch diese 

beide Kräfte weggenommen werden (§.7.), und es müs. 

sen noch die Kräfte x und <f, welche nach OH wirken, 
der Kraft IV, welche ihnen grade entgegen nach IV O 
wirkt, das Gleichgewicht halten und ihr gleich seyn, 
(§5-) daher ist

IV — V-z-
Hieraus folgt, daß wenn sich die Richtungen der Seiten.' 
kräfte unter einem rechten Winkel schneiden, so muß das 
(Quadrat der Mittelkraft der Summe von den 
Quadraten der Gerrcnkraftc gleich seyn.

§. 12.
Die Größen und Richtungen mehrerer Kräfte lassen 

sich bequem durch Längen und Lagen graber Linien vorstel

len, und so oft die für sämmtliche Kräfte gemeinschaftliche 
Einheit in jeder einzelnen Kraft enthalten ist, so oft muß 
auch irgend eine grade Linie, welche als Einheit angenom
men wird, in jeder der Linien, welche die einzelnen 
Kräfte darstellen, enthalten seyn. Stellt z. B. die Linie 

Taf. 1. o Figur 4. die Größe und Richtung einer Kraft8 und 
Fig. 4. 08 einer Kraft vor, so ist, wenn 08 -- O^V ist, 

auch y — H8, und überhaupt 8 : y — o-v: 08.

Auch sieht man hieraus, wie fern es erlaubt ist, O 
mit der Kraft 8 zu verwechseln, und ^VO --- 8 und 

8 O — y zu sehen.
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§. iz.

Zwei gleiche Kräfte k, y, deren Größe und Rich

tung durch die Linien 6k, 6(^ Figur 5. ausgedrückt Taf. 1. 
werden, wirken unter einem rechten Winkel ?6s) auf^' 

den Punkt 6; man zeichne das Quadrat k6^8, so 
wird die Diagonale 86 die Größe und Richtung der 
Mittelkraft 8 vorstellen.

Beweis. Aus §. i l. folgt, daß IV 6 die Größe der 
Mittelkraft IV ist. Ferner sind die Kräfte k, einander 
gleich, alfo muß hier von der Wirkung, welche k hervor- 
bringt, eben das gelten, was von der Wirkung der Kraft 

Y gilt, daher muß auch die Richtung Ok gegen 6IV eben 
die Lage haben wie 6 s) gegen 6IV, oder die Winkel 
k6IV und s)68 müssen einander gleich seyn. Wollte 

man annehmen, IV 6 wäre nicht die gesuchte Richtung, so 
müßte eine von den beiden Kräften k, y den Punkt 6 
mehr nach sich ziehen als die andere, welches aber aus 
gleichen Gründen von der andern Kraft gelten müßte. 

Daher, weil einerlei Punkt nicht verschiedene Wege zu

gleich durchlaufen kann (§. 9.), so kann die mittlere Rich

tung 6IV nur eine solche Lage erhalten, daß sie mit 
den Richtungen der Seitenkräste gleiche Winkel bildet; 
folglich ist jeder von den beiden Richtungswinkeln der 
Mittelkraft, die Hälfte eines rechten Winkels oder 
k68 — 86(Z — 45 Grad.

§. 14.
Die Richtungen zweier Seitenkräste k, Y, welche 

iM Punkte 6 Figur 4. nach 6-V und 68 wirken, schnei- Taf. i. 
den sich unter einem rechten Winkel 68. Man nehme 
6^ --- k und 68 ----- tz, ziehe -V8, so ist im recht- 
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winklichten Dreieck -^68, -^8' — ^6' -l- 6V', da« 
her wenn 8 die Größe der Mittelkraft von 8, Y bezeich
net, so ist ^8 — 8 (§. i i.). Man kann also durch 
das rechtwinklichte Dreieck die Größe der Kräfte 8, tz, 8 
für das Gleichgewicht barstellen, nur bleibt die Lage von 

der Richtung der Mittelkraft gegen die Richtungen der 

Seitenkräfte noch ungewiß.
Wird im rechtwinklichte« Dreieck ^86 der Winkel, 

welchen die Seitenkraft 6^ — 8 mit der Hypothenuse 
8 ein schließt, oder 6^8 — «gesetzt, so ist 
6^ — ^t8 CO8 « und 68 — ^8 sin « oder

8 8 cos « und — 8 «in «.
Es kann daher, wenn der Winkel« bekannt ist, welchen 
die Seitenkraft 8 mit der Hypothenuse des rechtwinklichten 
Dreiecks einschließt, welches aus den Kräften 8, s), 8 
entsteht, mit Hülfe der Mittelkraft 8, eine jede von den 
Seitenkrästen 8, gefunden werden, vorausgesetzt, daß 

letztere unter einem rechten Winkel wirken.
Zur Abkürzung soll der Winkel « ein ^pothenm 

senwinkel heißen. Ist daher für drei Kräfte 8, y, 8 

die Kraft 8 — 8 eo8 « und <Z — 8 sin«, so ist 
« der Hypothenusenwinkel dieser Kräfte.

§. 15»
T«f. I. Es werde vorausgesetzt, daß an dem Punkte 6 Fi< 

6' gur 6. die Seitenkräfte 8, y nach den auf einander senk

rechten Richtungen 68,6 , mit der Mittelkraft 8 nach 

der Richtung 8 6 im Gleichgewichte sind, wenn die Kraft 

8 mit 8 den Richtungswinkel 868 — P einschließti 
Ist nun ferner für die gegebenen Kräfte 8, <Z, 8 der 
Hypothenusenwinkel ----- « (§. 14.), so läßt sich für Leu 
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Fall, wenn die Mittelkraft IV mit zwei andern auf einan
der senkrechten Seitenkräften 1' , Y unter dem Rich
tungswinkel L <p im Gleichgewichte ist, der zu den Kräf

ten k, > IV gehörige Hypothenusenwinkel finden.
Es sei der Winkel kOk — kOIV — css und k 6 

nach verlängert, so sind, wenn Otz ausk'g' senkrecht 
steht, k 6t^ , rechte Winkel, und man kann mit
telst des bekannten Verhältnisses der Kräfte k, IV, 
die Kraftk als Mittelkraft, in die Seitenkrafte x, nach 

6?', , und sl als Mittelkraft, in die Scitenkräste
x , nach 6Y, zerlegen. Alsdann ist (§. 8.)

IV : ? — ? : x also x —

L : r - <z : x . x' -

<1

Da nun die Kräfte x, h, p, eben die Wirkung 

wie k, hervorbringen (§. io.), so kann man k, y 

wegnehmen, und dafür die Kräfte x, y, x', <i' nach 
den angegebenen Richtungen anbringen, welche alsdann 
mit IV im Gleichgewichte sind. Man setze

x — — k' und g -l- x — <)'
so ist auch k und >nit IV im Gleichgewichte, und die 
Mittelkraft IV bildet mit der Seitenkraft k den Richtungö- 

wiukel IV Ok' — 2<p.

Es ist aber, , i>» _ y-
k — x — — ------- UNd

, , - r . o

Erster Band.
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Nach §. 14« ist ferner

I? " R. oos « und — IV sin «, daher
x- — — 1^' (cos — sin «°j — IV eos 2 « und

21> — 2IV sin « oos « — IV sin 2 « oder
I» — IV 008 2 « und y — IV sin 2 «

daher ist (§. 14.) 2« der Hypothenusenminkel für die 

Kräfte k, Y, IV

Es folgt also hieraus daß wenn eine Mittelkraft IV 

den Richtungswinkel cp und Hypothenusenminkel « mit 
einer Seitenkraft k einschließt, so wird dieselbe Mittel
kraft IV, wenn solche mit einer andern Seitenkraft I'' den 

Richtungswinkel 2 cp bildet, auch den Hypothenusen- 

winkel 2 « einschließen müssen.

Auch läßt sich eben so beweisen, daß wenn dieser 
Satz sür ir cp gilt, er auch für (n-l- 1) P gelten müsse, 
wo n jede ganze Zahl bedeuten kann. Denn wenn für 

rat. i-die Seitenkräfte I', Figur 7. die zugehörigen Rich- 
T'S- tungs- und Hypothenusenminkel cp und « sind, und wen» 

n und n « ebendasselbe für die Kräfte k und bei 

einerlei Mittelkraft IV bedeuten, so ist H. 14.

x — IV oos «, o — IV 8in «;
I» —IV008N«, — IV sin n«.

Für jede zwei andere Seitenkräfte sei (n-l-1) cp 

der Richtungswinkel, so erhalt man auf eine ähnliche Art 
wie oben, wenn die Kräfteund tz' in die Seitenkräfte 

p, und x', zerlegt werden
IV : ? k' : p UNd IV : I> -- Y' : ?

IV : I" : ci iv : also
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x- - y" °d--

i??—<^(^ — IV° joo8 « eos n« — sin « 8in n«)—IV oos hi-l-i)« 
Uttd
<^?-I-I'() —IV'(8in«6O8n«-j-6os«Linn«)—IV° 8in ch-l-ij« 

folglich
lll — IV 608 j n -4- I) « und — IV sin sn ->- I 
Nun gilt dieser Saß für n — 2, daher auch für 

n -4- i — g, also auch für n — 4, u. si w.

Es ist nun ganz allgemein erwiesen, daß wenn die 
Richtungö- und Hypothenusenwinkel zweier Seicenkräste 

und « sind / so werden zwei andere Seitenkräfte bei un- 
geänderter Mittelkraft noch im Gleichgewichte bleiben, 
wenn ihre RichtungS- und Hypothenufenwinkel »P und

sind. Man sehe uP und n« — « , so ver- 
hält sich

<x> : « — <p': « oder es ist

Da nun dieser Sah ganz allgemein gilt, mag so 

groß oder klein als man nur immer will angenommen wer« 

den, so folgt, Laß wenn in irgend einem Falle das Ver
hältniß zwischen und « bekannt ist, daraus für jeden 
andern Fall das Verhältniß zwischen und « gesunden 
wird. Für H — 45° ist « — 45° (§. iz.) oder

— 1, daher ist ganz allgemein — 1 oder P

Es muß daher die Richtung der Mittelkraft IV 

mit den Richtungen ihrer Seitenkräfte r» Y eben 
die Winkel bilden, welche entstehen, wenn man 
diese drei Rräfte in ein Dreieck zufam,umstellt,

B 2
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vorausgesetzt, daß sich die Richtungen der Seitenkräfte 

unrer einem rechten Winkel schneiden.
Taf r. Wenn daher im Rechteck 6klk () Figur 8. die Linien 

8' o?, Os) die Größen und Richtungen der Seitenkrafte 

x, o vorstellen, so ist die Diagonale 14 6 die Größe und 
Richtung der Mittelkraft 14. Man kann also mit Hülfe 
eines Rechtecks aus den Seitenkräften die Mittelkraft, 
und aus der Mittelkraft die Seitenkrafte finden, wenn 
vorausgesetzt wird, daß die Richtungen der Seitenkrafte 

auf einander senkrecht sind.
§. 16.

§ig. s. Unter irgend einem Winkel ? 6 Figur 9. und 10. 

wirken die Seitenkrafte k — 6k und — 6(Z; 
wird nun das Parallelogramm 1? 6 s) 14 aliS den weiten 
6^, 6c^ ergänzt, so ist die Diagonal 146; die Größe 
und Richtung der Mittelkraft 14-

, Beweis. Man ziehe durch 6, I'D aus I', 
aus auf 614 senkrecht, und l'^, OD mit v6 

parallel, so ist /X N k 14 -- ZX 6 L Y, daher 6IZ L' tZ
— — ^.6 und 6L — I4O. Nun zerlegt sich

r in die Seitenkräfte 6.4. und 6V, und 
6(Z — s) in die Seitenkräfte 6L und 6L. Aber die 

Kräfte 6^ und 6 V heben sich auf, weil sie einander 
gleich und grade entgegengesetzt sind, daher bleibt noch 
6 0 -l- 6L — 614 die Größe und Richtung einer 

Kraft, welche eben so viel wie ? und s) wirkt; es ist da
her die Kraft 614 — 14 nach der Richtung 14 6 mit den 

Seitenkräften k, O im Gleichgewichte.
Fällt die senkrechte Linie -4L unterhalb der Linie 6() 

Flg. ir. Figur li., so muß L 6 von 6V abgezogen werden, weil
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die Kräfte L6 und 6O nach entgegengesetzten Rich

tungen wirken, und sich zum Theil aufheben. Alsdann 
ist OO — 6L — 6R. — IV.

§« ^7^
Zusatz. Hieraus folgt, daß man mit Hülfe eines 

Parallelogramms, welches hier das Parallelogramm 
der Aräsre (Rarallelo^iaminum viiinna) genannt 

wird, die Bedingungen angcben könne, unter welchen drei 
auf einen Punkt wirkende Kräfte im Gleichgewichte sind, 
weil jedesmal zwei Seilen des Parallelogramms die Große 
und Richtung der Seitcnkräfte und diejenige Diagonale, 
welche mit beiden Seiten einen gemeinschaftlichen Punkt 
hat, die Größe und Richtung der Mittelkraft für das 
Gleichgewicht angiebt. Hienach kann man eben so leicht, 

wenn die Kräfte durch Linien ausgedruckt werden, aus 
den beiden Seitenkräften und ihrem Richtungswinkel, die- 
Größe und Richtung der Mittelkraft mit Hülfe des Par

allelogramms der Kräfte finden, wie man aus den Rich
tungen der beiden Seitcnkräfte und der gegebenen Mittel
kraft, die Größe der Seitenkrafte durch eine leichte Zeich

nung finden kann.
Auch folgt hieraus, daß sich eine jede Kraft, deren 

Größe und Richtung gegeben ist, nach unzähligen Rich

tungen, jedesmal in zwei Seitenkräfte zerlegen läßt, weil 
Man eine unzählige Menge Parallelogramme über einer 
als Diagonale gegebenen Linie beschreiben kann.

Anmerkung. Mau pflegt gewöhnlich die Lehre vom 
Parallelogramm der Kräfte aus der Lehre vom Hebel ab- 
zuleiten, wie dies von de !a Hire, Rastner, 'Rar
sten rc. in ihren Lehrbücher» geschehn ist. Die hier ge
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gebene Darstellung ist ein Versuch, diesen Satz ohne 
Hülfe des Hebels zu beweisen. Zu den vorzüglichsten 
Bemühungen, den Beweis dieses Satzes unabhängig 
vom Hebel zu geben, kann man die von Dan. Ber- 
uoullis*), Lambert(**), d'Alembert (***) und 
delaplace (****) zahlen.

§. 18.
Aufgabe. Die Größen dreier Kräfte I', H sind 

Taf. i. durch die Linien 7VL, 60, kk, Figur 12. gegeben; 
E' man soll die Richtungen dieser Kräfte für das Gleichge

wicht durch eine Zeichnung finden.
Auflösung. Aus den drei gegebenen Linien be

schreibe man das Dreieck 6III, indem 61 —

IH — 60 und OO — Lk angenommen wird. Zu 
dem Dreiecke 6m ergänze man das Parallelogramm 
61 OK, so ist 61 die Richtung der Kraft I?, 6K der 

Kraft und II6 der Kraft k (H. 17.).

(*) Lxsinsir principiorurn nrecb.inicgs er üsinnnstra- 
tionss AsoinsrricLS cle cornpositiono er rssolutions 
viriuni. OonnnentLrii ^.cscl. I?erropol. '1'cnn. I. 
k. >724. p. 126.

(**) Beiträge zum Gebrauche der Mathematik. 2 Theil. 
2 Absch. Berlin 1770. S. 468.

(*'*) OpnscuIe3MLrk6rn.1t. 1.1. I>Lri8 1761. p. 169. 
vsinonstrsrion clu Princips cle ls coniposition ües 
I^orces. Opusc. Mark. 1?. VI. I'gris 177Z. p- Z60. 
dlonvelle OernonstrLrion clu I?srsIIe1ogrLinins cles 
korces.

(****) Mechanik des Himmels, übersetzt von Burk- 
hardl. Berlin 1800. i. Theil. S. 2. :c.
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So fern aus den drei Seiten -VL, LO, Lk kein 

Dreieck zufammengeseht werden kann, welches der Fall ist, 
wenn zwei Seiten kleiner als die dritte sind, so kann auch 

kein Parallelogramm der Kräfte entstehen, oder es ist 
unter drei gegebenen Ixräfcen kein Gleichgewicht 
möglich, wenn zwei davon kleiner sind als die 

dritte.

§- 19.

Ausgabe. Die Bedingungen anzugcben, unter 
welchen drei Kräfte k, s), IV mit Bezug auf ihre Rich
tungswinkel im Gleichgewichte sind.

Auflösung. Man sehe Figur 9. den Taf. r.

Richtungswinkel der Kräfte k, IV oder k 6IV — «

y, IV oder (Z6IV — §
k, Y oder kSs) — 8 *

so ist -r -l- Nun verhält sich im Dreiecke
Okiv

61' : 6H -- sin 6?rk : sin 6kIV oder
I' : IV — sin ß : «in (i80° — ö j 

oder weil
siii (180° — 8) — sin Z ist, so erhält man

IV sin O — k sin ä fl^j

Ferner verhält sich

6k : kiv — sink IV 6 : sink 6IV oder
k : — xin A : sin « daher ist auch

k sin « — s) «in fll^
Aus dieser und der Gleichung fl) erhalt man folgende 
Ausdrücke

, ___ <) sin /S __  N 8in
»in « »in L
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ln) <2 - 
(in) —

? sin « 
sin /I 

? sin ? 
sin /Z

sin «
sin

sin ) 
sin «

welche dazu dienen, wenn für das Gleichgewicht dreier 

Kräfte zwei Richtungswinkel und eine Arafc gege

ben sind, die übrigen Kräfte durch Rechnung zu finden. 
Auch sieht man, wie aus einem Richtungswinkel und 

zwei Rräfren die übrigen Richtungswinkel leicht be- 

stimmt werden können.

Taf. I. Weil 6V — 6? oos er und ü v — ? II. OOS st, 
Fig. 9- so jst ere ——OV eos« -!- r^oosst, 

oder man findet die Mittelkraft, wenn die beiden Geü 

tenkräfte nebst ihren Richtungswinkeln gegeben sind.

(IV) A ? 608 LL -l- oos st
Ferner ist nach DII ? sin er —sin st. Aber 

st ä — «also sin st — sin ä oos er <— 608 § sin er 

daher
V sin er — (^ sin § oos er — oos 8 sin er oder

?sin «-!-O cos ?sin « .(Z SIN Z —-------- ——----------— k tgter y 008 A t^r or

folglich findet man die Tangente des Winkels, welchen 

die Seitenkraft r mit der Mittelkraft R. einschließt, oder

(V) tgter^^-^

und es kann daher aus beiden Seitenkräften und ihrem 

Richtungswinkel die Richtung der Mittelkraft gefunden

werden.
Aus (V) und (II) erhält man

— o sin H N. sin -r
? -i- O OOS 0 —-------- - — "7— — oos er

oder quadrirt
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-I- 2^ () 608H-l- l^^605Z°IV°OO8«°; aber in) 

O-Linö' —IV 8in-V
wenn ,run beide Glcichlmgcn addirt uird 8IN -!- 008 
sowohl als 8in Z- -z- 008 — i geseht werden, so ist

-l- 2l'tz 008 z -s- y- — IV 

und man erhält hieraus die Mittelkraft 
(VI, IV — i/i?--b-0°-l-2l'(Zoo8Z)

so daß aus den beiden Seitenkräften und ihrem Richtungs

winkel die Mittelkraft gefunden werden kann. Nur ist 
dabei zu bemerken, daß 008 §, also auch das Produkt 
2? oo8§, negativ wird, wenn der Winkel H stumpf ist.

Endlich erhält man aus (VI) den Cosinus des Win
kels, welchen die Seitenkräfte eiufchlreßen, oder

(VII) 008 ^ ------- ............

i. Beispiel. Von zwei Seitenkräften I> und (V 
schließt die erste mit der Mittelkraft einen Winkel von 
70 Grad ZZ Minuten, und die zweite mit eben dieser 
Mittelkraft einen Winkel von 49 Grad 7 Minuten ein. 
Die Kraft 2 — 40 Pfund ist gegeben, man soll 
finden.

Hier ist nach (H) — 70° zz' und /Z — 49° 7' daher

"^77- oder wenn man Mlt Loga

rithmen rechnet
1.0g 40 — 7,ÜO2OÜOO

sin 70° 5Z' - 9,9755646^

11,5774246
I.c>§ sin 49° 7' 9,8785470

1,698877b —I-o§ 49,9894 — ^»8^ 
Es ist daher die Seitenkrast — 49,9894 Pfund.
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2. Beispiel. Zwei Kräfte, I? — 40 und O — 50 

Pfund wirken unter einem Winkel von 720 Grad — r 
auf einen Punkt; man fragt, wie groß ist die Mittelkraft 
II, welche den Kräften k>, das Gleichgewicht hält?

Weil cos — cos 120° -- — cos — — 0,5, so 
ist nach (VI) die Mittelkraft
k — /(i6vo4-25oo —2.40.50.0,5) —45,83Pft>nd.

Wollte man auch den Richtungswinkel der Mittel
kraft finden, so ist (V)

V ' - - i /z - -e- 7°- 53" 3Ü»

Die Kraft H schließt also mit r einen Richtungswin
kel von 70 Grad 53 Minuten 36 Sekunden ein.

§. 20.
i. Zusatz. Schneiden sich die Richtungen der Sei« 

tenkräfte s) unter eiliein rechten Winkel, so wird 
nach dem Vorhergehenden ö — 90°; st — 90° — «, 

daher sln § — 1; «in st — eos« solglich

( I ) k — t) 6Ot « — n 605 «

(II ) — I' t^r « — IV sin «
(III) IV — I' 866 « — () 60866«

(IV) IV — ? cos « -j- o «in «

( V ) t^t « —

(VI) IV / <1" -k- tzl-

§. 21.
2. Zusatz. Sind die Gcitcnkräfre I*, einanr 

der gleich, also ? — Y, so sind, weil (I) §. 19. 
r 8IN « sin j2 ist, also 8IN « — sinst, auch die 

Winkel «, st, welche die Seitenkrafte mit der Mittel
kraft entschließen, gleichgroß, und man erhält L — 2« 

also sin — silt 2 « — 2 sin « 6OS « daher
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(I)

(II)

I' —

IV —

k «in »
«in r -e
? «in 2 «

—— — 4IV 866 « 
2 eos «L

— 2 k 608 «
tilu -l

(IN) cos « — k
2?
L- — -1»

(IV) 608 2« —
2

§. 22.
Wenn die Kräfte k, IV im Gleichgewichte sind, 

indem die Seitenkräfte V, den Richtungswinkel ä ein

schließen, so ist V mit s) auch am Richtungswinkel 
180° — ä mit einer Mittelkraft 8 im Gleichgewichte, 

wenn
8- — 2l" -k- 2^ — v- ist.

Beweis. Im Parallelogramme -VON 6, Figur iZ., Taf. r. 
sei 6-V —k, OL—(Z. 6O —R. und der Winkel

— 3, so ist für — 8 der Winkel 6LO 
— 180° — § und S mit k — LO und Y — V6 im 

Gleichgewichte. §. 17. Man ziehe 6L, LV auf 

senkrecht, und setze

6L —LV —X und —OV —7 seist 
— 7^ -i- x" und

8" — -i- x^ also
w-i-8°—jt^—7)'-f-^-l-7?-i-2x'--2^-^x'-^7')

Aber 1?^ — x° -l- 7° daher

IV n- 8' — 2

§. 2Z.
Drei Kräfte rY, IV, welche nach den Richtungen 

OI', 6(), 6IV Figur 14. wirken, sind im Gleichge-Fis 
Wichte. Man ziehe drei willkürliche Linien L 6, L.V,
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^6 dergestalt, daß jede auf einer von den Richtungen 
der Kräfte 8, y, 8 senkrecht stehe, so verhalten sich 
die Seiten des Dreiecks -486, welches diese Linien bil
den, wie die Kräfte, auf deren Richtungen die Seiten des 

Dreiecks senkrecht stehen.
Beweis. Die Richtung IV 6 werde bis an eine 

Seite des Dreiecks ^86 verlängert, und zur Diagonale 
6^' das Parallelogramm 68-4'1)' beschrieben, so ver, 

hält sich §. 17.
8'6 : -V'8' : ^'6 — 8 : : 8

Es sind aber die Winkel
^O8-1--468—868'-l-8'6.4'—180° also ^68-86-4' 

86^-1-846—86v'-1-v 6^ — 18o°al^
oder 846 — 6-4 8; da nun in den Dreiecken -4 8 6 
und -4'8 6 die Winkel bei 6 und -4 den Winkeln bei 6 
und-4'gleich sind, so sind diese Dreiecke ähnlich, und eö 

verhält sich
8'6 : 4'8' : 4'6 — 86 : -48 : 4 6 daher auch

8 6 : -4 8 : .4 6 — 8 : tZ : 8

§. 24.
Aufgabe. Aus den gegebenen Größen und Richtun

gen mehrerer Kräfte 8, 8 , 8 , .... welche auf einen 
Punkt wirken, die Größe und Richtung der Mittelkraft 

8 zu finden, welche sämmtlichen Kräften das Gleichge

wicht halt.
Auflösung. Sind die Größen und Richtungen der 

Kräfte 8, 8', 8", .... durch die Linien 68, 68, 

Taf. i. 68 , .... Figur 15. auögedrückt, so ziehe man will- 
'5' kürlich durch 6 zwei auf einander senkrechte Linien 48, 

6O. Werden nun die Winkel, welche die Kräfte
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?, k', V" .... mit der Linie 6.4. cinschließen durch 

V- V. .... bezeichnet, so daß sämmtliche Winkel 

nach einerlei Seite von 6^ gemessen, also von o bis 
360 Grad fortgezahlt werden, so ist der Winkel 

^61' — /V 61' — nnd
man kann die Kräfte ?, I?, 8 .... nach Richtungen 
zerlegen, welche in die Linien L und 6 0 fallen. .

Für die Linie ^8 erhält man die Seitenkräste von 
8, 8", 8" .... (§. 20.I)

6p —8008^; 6p — 8 oos^; 6p —8 008^ ; .... 
und eben so für 60 (§. 20. II)
6g —88IN^; 6g—8'310^; 6g-^8 '8112'7"; .... 

.wobei mit Bezug auf die Figur sogleich cinleuchtet, daß 
6p", 6p", 6g", Og , in Absicht der Richtung von 
den übrigen Seitenkräften, negativ sind, welches auch die 
trigonometrischen Linien cos 7, cos -7", bin , siu 7'" 
ausdrücken.

Wirb nun die algebraische Summe aller Seitenkräste 

nach der Richtung 6 V durch die Linie 6v, und die 
Summe nach der Richtung 6 6 durch die Linie 6 aus

gedrückt; ferner 6v — V und 6 w — 4V gesetzt, 
so ist

V — 8 008 -l- 608 8" 008 .
4V — 8 sln 7 -!- I' LIU7' -4- I' Lru 7" -4-....

Die aus beiden Kräften V, vv entspringende Mit
telkraft, welche durch die Linie 68. ansqedrückt ist, sei

so ist diese auch mit den Kräften I', 8, 1? ....
nn Gleichgewichte, man findet daher (§. 20. VI) die Mit- 
telLraft
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T-f. i- (I) K — sV -4- W) oder

§>L- 15« __  /e I? «in V -I- k' «in v' -i- k' «in v" "l" - - - -1')
I? cos "/ -j- co« -j- k" cos v" "i" - - -

Der Richtungswinkel für die Mittelkraft R. mit 

der Linie ^.6 sei<P, so ist(§. 20. V) 
k.v w

(II) tZr cp oder

? «in -/ k' «in ->/' -j- 7>" «in v" -i- . - - 
I> co«"/ -j- ?' co« </ -j- k" cos -I- ....

Weil jede Tangente zu zwei verschiedenen Winkeln 

gehört, welche 180° von einander verschieden sind, so er» 
halt man zwar durch die Bestimmung von P die Lage der- 
Wenigen Linie, in welche die Richtung der Kraft R. fällt, 
es bleibt aber ungewiß, ob R. oberhalb nach 6IV 
oder unterhalb nach 6r angebracht werden muß. 
Dies läßt sich mit Hülfe von 5IN <p beurtheilen, weil ein 
positiver Werth von sin anzeigt, daß H oberhalb v, 
und ein negativer, daß IV unterhalb angebracht werden 

muß. Nun ist slu cp — daher

(HI) sln cp — oder

. I' «in k' «in </ -j- V" «in ' -I- - - - -
»N (p —----------------------------- j7----------------------------

Es läßt sich leicht einsehen, daß diese Aufgaben, auch 
ohne Rechnung, durch bloße Zeichnung aufgelöst wer- 

den können.

Beispiel. Vier Kräfte p — roo, I" — 80, 
p" — 60, I"" — 200 Pfund wirken an einem Punkte, 
und bilden mit einer willkürlichen Linie 6^. die Rich
tungswinkel v - 60°, v150°, >"-^225° und 

' -- ZvO°; man sucht die Größe der Mittelkraft ll.
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welche den gegebenen vier Kräften das Gleichge
wicht hält.

Es ist:
rinv ---»In 6o°—0,866025.......................... also I> sin-- —ch- 86,6025
«in-/ —^11150°— sinzo°— 0,5 . . also I" s!n-/ —-l- 40,0000

—sil>45°——0,707107 . also ?"iin-/ —— 42,4264
sii>zok>°^—sin6o°——0,866025 . also 175,2050

w — ? 5!!!-/ -f- 1' sin-/' -s- I'" Llll-" -s- I'"' sin-/"' —— 89,0289

Ferner:
eor-/ —coz 60°—0,5 '.....................................also ? cos-/ —-l- 50,0000
vor--' —001150"——00150°——0,866025 also k' oos-'' —— 69,2820 
cos--"-^00,225°^—oo§45°——0,707107 also N" co«-/" —— 42,4264 
coi-/'"—001500"— 00160°—0,5 . . . also k'"oos--"—-j-ioo,oooo

V — ?oos-/ -I- k'oos-/ -f- k"oor>" -l- r"'cos--" 38,2916

Hieraus findet man die Mittelkraft
k -- ^sV- -l- VV-> -- /9592,4k 96,915 Pfund

Für die Richtung der Mittelkraft ist
txi § -- 4^'OD — — 2,325029 — — igr 66° 4/ — rxr 113° 16' 

Die Richtung der Mittelkräfte schließt daher mit 6^. 
einen Winkel von HZ Grad lt> Minuten, oder von 
2yz° lk/ein, so daß im ersten Falle die Kraft e oberhalb 
und im zweiten unterhalb ^.L fallt. Nun war M ne
gativ, also ist sin § negativ, folglich - großer als 180^ 
daher ist der gesuchte Winkel

-- 293° 16' — 66° 44'

§. 25.
Zusatz. Fällt die Linie 2^ 6 Figur 15. in die Rieh- Taf. 1. 

kung der Kraft ?, so wird — o, also sin — o ^.'5. 

und Los — 1, daher die Mittelkraft

und
x'sin--' r 'rin y" -l- k"' rin v'" -I------  

u -s- l? oo»-/' -j- 1^" 00»-/" ?'"^os > '



32 Erstes Kapitel.
26.

Taf. I. Sind am Punkte 6 Figur 15. mehrere Kräfte?, D , 
§!§. Is. , x/ im Gleichgewichte/ so ist keine Mittelkraft 

ib. erforderlich, das Gleichgewicht zu halten; es ist daher 

(§. 24.) für diesen Fall V o und >V — 0, d. h. 
mehrere Aräfre L, I' , l?"".... welche an
ernem Punkte wirken, und mit einer willkürli
chen Linie die Winkel -7, -7"', -7" ....
bilden, sind im Gleichgewichte, wenn 
?sin-7-i-? -j-l? " 8ln^/ 'i... — 0

und
I'eo 5^-l-i? eo005-7-4-? o

ist, welä^es die Bedingungögleichungen für das Gleich

gewicht mehrerer Kräfte an einem Punkte sind.
h. 27.

Zieht man vou einem willkürlich angenommenen 
Punkte senkrechte Linien auf die Richtungen verschiedener 

Kräfte, so erhält man dadurch die Abstättde der Richtun
gen von diesem Punkte. Werden alsdann diese Abstände 
mit den zugehörigen Kräften multiplizirt, so nennt man 

diese Produkte die Momente der Kräfte in Bezug auf 

den angenommenen Punkt 0, und dieser heißt der 
Mittelpunkt der Momente.

T,f. 1, Wären die Kräfte ?, I?', Figur 16. nach ver- 
§ig.-6. fthiedenen Richtungen 6k, 6?, 61' angebracht, 

welche sich im Punkt 6 schneiden; und man nimmt in 
einer dieser Richtungen den willkürlichen Punkt O an, 
von welchem senkrechte Linien OO, OL aus die nöthi- 
genfalls verlängerten Richtungen der Kräfte ?, ? gezo

gen werden, so muß das Moment OO? dem Momente

OL.?
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OL.I" gleich seyn, wenn die Kräfte ?, ? , k" unter 

einander im Gleichgewichte sind.
Denn man sehe den Winkel 0 61) — 0 6L

— <2, so ist (§. 19.1)

k sin « — I? sin ^3 
aber es ist auch

0O 01:^,
SIN « — und 81N daher

- ov ov ^er

OO.r — OL.r
d. h. wenn zwischen drei nach verschiedenen Rich. 
tuugeu wirkender: Aräfccn ein Gleichgewicht vor
handen ist, so müssen die Momente gleich seyn, 

welche entstehen, wenn aus einem willkürlichen 
Punkte in der Richtung einer dieser Nrästc die Ab- 
ssände genommen werden.

Wären die Momente nicht vom Punkte O sondern 
von O'gerechnet, so blribt der Beweis für die Dreiecke 

6 0 und 60 6^ mit dem vorigen einerlei; auch läßt 
sich einsehen, wie man aus der Gleichheit der Momente 
auf das Gleichgewicht der Kräfte schließen kann, weil sich 
der Beweis eben so leicht führen läßt.

28.
Die Sähe von den Momenten lasten sich irr der größ

ten Allgemeinheit auf jede Anzahl von Kräften ?, 
I' > I? .... anwendcn, welche an einem gemeinschaft
lichen Punkte 6 Figur 17. wirken, wobei es auch nicht Taf. 1. 
nöthig ist, den Mittelpunkt O der Momente in einer der *7' 
Dichtungen der Kräfte anzunehmen, da er jede andere 
Lage erhalten kann.

Elster Band. C
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Gesetzt die Kräfte I'. ? , V", I' wären im Gleich

gewichte, wenn ihre Richtungen mit irgend einer Linie 
64 die Winkel <7, V' einschließen, also
^61» — 461'' — u. s. w. ist. Ferner sey 0
ein willkürlich angenommener Punkt, dessen Lage gegen 
die Linie 64 durst) den Winkel 0 64 — n und durch 
die Linie 0 6 — x bestimmt werde. Vom Punkte 0 
sei O O senkrecht auf die Richtung der Kraft I' gezogen, 

und man nenne diesen Abstand — a; eben so sollen 
a, a", -1" die Abstände der Richtungen der Kräfte 

x, k . ? voni Punkte O bezeichnen, alsdann ist 
a — x sin — e-i); 4 — x sin ft/ — j;
a — X LIN —c^j; a — x —L)j.

Nach H. 26. ist für das Gleichgewicht unter den gegebenen 

Kräften
(I) LM'f-l-k 8Ün/'1''SE/'" — o

UNd
(II) k oos^/ -6 k c:os^'-I-I' aos^ -i-I' 608"^' — 0 

Wird die erste Gleichung mit x ao8 L, und die zweite mit 
x 8m co multiplizirt, und von' erster die letzte abgezogen, 

so erhalt man
I'xftiu^coLÄ — 6O8^sin^-I-I''x(8iu^'eo8A—0 

oder nach bekannten trigonometrischen Lehren,
I'x 8irst^ L))-j-I''x 8rn  w)-6l' X 81N o
und wenn die oben gefundenen Werthe für xsiu^—^.... 

in diese Gleichung gesetzt werden
(III) a? aP -I- a"?" -6 a"?"' — o.

d. h. in. Lalle des Gleichgewichts muß für jeden 

willkürlich angenommenen Punkt O, die Summe 
der Momente sämmtlicher Aräfte — 0 sezm.
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Bei näherer Untersuchung des erhaltenen allgemeinen 

Ausdrucks für die Summe der Momente läßt sich leicht 
einsehen, daß mehrere derselben negativ werden müssen, 
in so fern die Werthe von a, a . .. oder «in — w); 

sin §9/— w) .... negativ sind. Dies wird aber allemal 
der Fall seyn wenn die Winkel — ^1-...
größer als zwei rechte werden, weil alsdann der Sinus 
negativ ist, oder wenn die Abstände (OO) unterhalb der 
Linie O 6 fallen.

Wären sämmtliche Kräfte mit ihren Abständen weni
ger einem gegeben, so kann man den fehlenden Abstand 
nach (III) für das Gleichgewicht leicht finden, so wie 
auch wenn sämmtliche Abstände und die zugehörigen 
Kräfte weniger einer gegeben sind, die fehlende Kraft für 
das Gleichgewicht aus der Gleichung (m) gefunden 

werden kann.
§. 29.

Aufgabe. In einer festen, gewichtlosen Ebene 

Figur 18. sind zwei Kräfte U, I' nach beliebigen Rich- 

tungen I' angebracht, welche eine willkürlich
gezogene Linie O in und schneiden. Die Größe 
dieser Kräfte und ihre Lage ist durch die Winkel 

o 1''— und durch die Entfernungen o — b, 
O gegeben; man foll die Größe und Lage einer 
dritten Kräftig finden, welche mit den Kräften ? im 
Gleichgewichte ist.

Auflösung. Schneiden sich die Richtungen der 
Kräfte I', r in, Punkte 6, so ist ihre Wirkung eben die« 
selbe als wenn solche unmittelbar im Punkte 6 nach ihren 
Richtungen angebracht wären (§- Man kann daher

C 2
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nach §. '9- die Größe und Lage einer dritten Kraft H fin

den, deren Richtung durch 6 geht und welche mit 0 und 
I> im Gleichgewichte ist. Die Richtung dieser Kraft H sei 

6IV und schneide verlängert die Linie O X in 1t; die ge
suchte Entfernung O H sei — r und damit alle Winkel 
auf einerlei Art von der Linie O 2 ab gemessen werden, so 
sei der erhabene Winkel 0 v H -- cp. Man ziehe 
O X durch O mit O X parallel, so sind die Winkel 
0 6? — ce, 0'6?' — 0'611 — cp da

her H. 26.
(I) I> sin Li -i- 0' sin « -i- IV sin — o und
(II) ? 608 ei -i- 0 608 Li' -i- IV 608 P — o

Nun muß ferner in dem Sinne 28. (lll) für jeden 

willkürlich angenommenen Punkt O, die Summe von den 
Momenten der Kräfte — o seyn; werden daher die Linien 
o 0, 0 0', 0 0 auf die Richtungen der Kräfte I', P, IV 

senkrecht gezogen, so erhält man
00 . 0-4-00.0 — 00 .IV — o

Aber 0 0— V O sin «—dsin«; 00—1, sin « und 

O0 — r sin P daher
(III) 1? sin ei -4- b'I' sin « -I- iH sin cp — o 

Aus (I) und (II) findet man
(I? sin Li -4- 0 sin « )' — sin
(I? 60S Li -4- 0 608 Li')° — IV° 608 cp'

und wenn man beide Ausdrücke addirt und
sin P- -4- 6os — i seht, so ist die gesuchte Kraft 
(IV) H—g/ s j0Lin «->- 0'sin j? 608 oos

Aus (I) und (II) erhält man ferner
0 sin ei -4- 0 sin ei' — — H sin <p
? 603 « -l- ?' oos ei' — — H cos cp
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wird mit dem letzten Ausdrücke in den vorstehMden dividirt 

und tAL P statt gefetzt, so findet man die Lage der 

Richtung für die Kraft IV oder

(V) G — -
k eos « I^co3 «' 

Endliä) ist nach (I) und (III)

L sin rr -i- ? xin — — L bin P
i) ."in « -j- I) L ."in 5: — — i' IV sin P 

und wenn der letzte Ausdruck durch den vorstehenden divi
dier wird, fo erhalt man den Abstand
/> ___ d v sin « -s- V" V' xi» «.'

1? siii « -s- N' xin

Z0.
Zlrsay. Will man keinen erhabenen Winkel in Rech

nung bringen, so darf man nur von jedem, welcher dicfe 
Beschaffenheit hat, 180 Grad abziehen, alsdann kommt 

nach dem Beispiel Figur 18. statt des erhabenen Win
kele OLL P, der Winkel OLL — H — 180° in 
Rechnung. Seht man diesen -ch, so ist 

LIN ch — sin j P — 180°) — — sin (p und 
608 -ch — LOS i<p ---  I8o°j — — 008 P also 
«in c^> — — 8IN -ch und 005 <P — — 008 ch. Diese 
Ausdrücke in die vorstehenden Gleichungen gesetzt, geben

(I) L 8in ch — L sin « -l- sin
(II) L 008 -ch — L 008 « -b- 00s
(HI) I'IV sin ch — 8 L 008 ci -L1) L 008

Die Ausdrücke für IV, rgr -ch und r bleiben wie bei (IV), 

(V) und (VI).

Eben diefe Resultate werden erhalten, wenn man nicht 
diejenige Lage der Kraft L. sucht, in welcher sie mit L und
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das Gleichgewicht hält, sondern diejenige in welcher sie 

eben die Wirkung nach derselben Richtung wie I', ? her- 

vorbringt.

§. Z1.

Taf. i- Die Ebene 2 Figur 19 werde von der Richtung 
eus- M o einer Kraft V, welche außerhalb dieser Ebene liegt, 

in 6 geschnitten; man ziehe kVl N senkrecht auf 2, so 
ist « der Einfallswinkel, unter welchem die

Richtung der Kraft V die Ebene 2 schneidet. Der 
Punkt 6 leidet daher nach der verlängerten Richtung OK. 

einen Druck V. Wird 6 bis II verlängert und in der 
auf 2 senkrechten Ebene 6 IIK das Parallelogramm 
onn gezeichnet, so ist, für OK. V, weil der Win- 
kelK.OII^«ist, (§.20.),

6 II — V 605 « und OK. — V sin «

oder wenn 2 eine feste Ebene ist und

k den von V herrührenden Druck bezeichnet, welcher 
in die Ebene 'K X fällt und solche nach derjenigen 
Richtung fort zu treiben strebt, welche in der Ebene 

des Einfallswinkels« liegt, und

y den Druck bezeichnet, der im Punkte O senkrecht 
auf die Ebene L entstehet, so ist

(I) k — V 608 «

(H) h — V sin

Man pflegt den Punkt dieprojcction des Punktes M 
und die Linie iXO die Projection der Linie M t! auf die 
Ebene ? X zu nennen. Auch heißt der Normaldruck 

gegen die Ebene X.
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§- 32.

Aufgabe. Auf den Punkt 6, Figur 20., wirken 

drei Kräfte I',?, ? deren Richtungen 6-^, 6U, 00 
wechselseitig auf einander senkrecht sind, man soll die 
Größe und Richtung der Mittelkraft V finden.

Auflösung. Es sey6^—?, 6?—?, 60 — ?"; 

nian ergänze zu dicfen drei gegebenen Seiten des Paralle- 
lopipeden ^OLOOII und ziehe die Diagonale OO, fo 
ist OO die Größe und Richtung der Mittelkraft V.

Denn in der Grundfläche ist die Diagonale 6II 
die Mittelkraft von? und ?', fo wie im Rechteck OHO 0, 
die Diagonale O 6, die Mittelkraft zwischen 6II und 60 

oder zwischen ?, ? und? ist, folglich muß V—O 6 seyn.
Weil im Rechtecke /> 6L II

6 II- — 6- -l- 6 IL-
und im Rechtecke 6 0 OII

Ick 6° 6 Ick- -I- 6 0° so ist
D 6- 6- -i- 6 -i- 6 < 7

oder man findet die Mittelkraft

V / j?° -z- ?" -z_ ?"-)
Umgekehrt läßt sich jede Kraft V in drei aufeinander senk
rechte Richtungen zerlegen, welche ganz willkürlich ange

nommen werden können, daher läßt sich auch jede An
zahl von Kräften, welche auf einen Punkt wirken, nach 
drei auf einander senkrechten Richtungen zerlegen.

Anmerkung. So wie man mittelst des Parallelogramms 
der Kräfte zwischen zwei gegebenen Kräften eine dritte 
findet, welche denselben das Gleichgewicht hält, so ge
schieht dies hier für drei Kräfte, deren Richtungen nicht 
in einerlei Ebene fallen durch das Parailolepipeden 
der Rräste.
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§- 33-

Las. i. Aufgabe. Auf den Punkt 6, Figur 21., wirken 
§ig. -1. mehrte Kräftn V, V', V.... nach Richtungen, welche 

nicht in einerlei Ebene fallen; man soll die Größe und 
Richtung der Mittelkraft v für das Gleichgewicht finden. 

Anstösung. Durch den Punkt 6 lege man will
kürlich eine Ebene und bestimme von den Kräften 

V, V, V".... die Einfallswinkel gegen die
Ebene 1 2 sowohl als die Winkel welche
die Projektionen von den Richtungen der Kräfte, mit einer 
Linie 6 bilden, die willkürlich in der Ebene lL gezo
gen ist. Nun zerlege man jede der Kräfte V. V, V".... 

in zwei Seitcnkräfte (§. 20.) wovon die erster» I*, k 
in die Ebene fallen, die andern s), () ... aber,
nach der Richtung 6 s auf der Ebene 2 senkrecht sind, 

so ist
? — V eos tt; ? — V 608 « ;..........
— V sin — V sin «F..........

Aus der Größe und Richtung sämmtlicher Kräfte ?, k, 
k .... welche in die Fläche X fallen, läßt sich eine 
Mittelkraft nnd der Richtungswinkel finden, welchen 
die Richtung der Kraft 14. mit der Linie -V t- einschließt. 
Es sei dieser Winkel ^.Or — P, so ist (H. 24. l.)

V > k I? «os >-t-v'cos'/'-I-k' <08 V -!—-1^;

>oi G — V -!- I"sin k" sin g- .... 
O 1? 008 1^ cos k' eos -j- ....

Ist nun S die Summe aller Kräfte welche
auf die Ebene X senkrecht nach der Richtung 6 8 wir

ken, so ist
(III) L — V LIN « -s- v' 81N « -I- v" 8IN -l- ....
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Man setze 6r — L und 6s 8, zeichne das 

Parallelogramm 6snr, so ist 6 n —6 die Mittelkrast 
welche N und 8, also auch ?und Y, Y, O".... 

oder den Kräften V, V, V'.... das Gleichgewicht halt. 
, Nun ist

6n° — 6r° 6 s' daher
(IV) 6

und wenn der Richtungswinkel 16n — co gesetzt wird 

n r — x 6 tAt L> oder

(V)tAta)—

Es laßt sich daher jedesmal wenn die Größe und Lage 
der Richtungen mehrerer Kräfte V, V', V".... gegen eine 
Ebene gegeben ist, daraus die Größe der Mittelkraft 6 

und die Lage ihrer Richtung mittelst der Winkel O und a> 
finden.

Eben so kann man jede Anzahl von Kräften welche 
auf einen Punkt wirken, in zwei andere Kräfte N. und S 
zerlegen, welche auf einander senkrecht sind.

34-
Zusatz. Sind sämmtliche Kräfte V, V', V".... 

welche auf einen Punkt wirken und deren Richtungen 
nicht in einerlei Ebene fallen, mit einander im Gleichge
wichte, so ist ihre Mittelkraft 6 — o, daher ir — o und 
6—o, und man erhält für die Bedingungen unter welchen 
die Kräfte V,V,V'.... einander das Gleichgewicht halten, 

k sin -I- k sin ? sin -l- . . . — o 
k eos^ -l- ? cos^ -l- nos -I- . .. — o 

V sin « -l- sin « -z- V" sin «-g- . . . — o 
wo bekanntlich ? — V cos «; ? — V^ aos «'.... ist.
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§. Zö-

Das. s. Drei Kräfte ?, (^, k, Figur 22., wirken nach verschie- 

denen Züchtungen 6 ?, O O, O IV auf den Punkt 6 
und erhalten einander im Gleichgewichte. Erhält der 
Punkt 6 durch irgend eine Ursache eine grade fortgehende 
Bewegung, etwa von O nach O' und die Kräfte , IV 
wirken fortwährend nach Richtungen OK, O O', O IV' 

welche den ersten Richtungen derselben parallel sind, so 
ist jede Kraft um einen Theil, nach paralleler Richtung 
gemessen, fort gerückt. Zieht man O' L auf die ursprüng

liche Richtung 6 O senkrecht, so ist die Kraft O um den 
Weg OK in paralleler Richtung weiter gerückt und man 
kann OK den Weg der Rraft () nach paralleler 
Richtung nennen. Eben fo sind wenn O 4 und O D 
auf den Richtungen 6? und O IV senkrecht sind, 0 4 
und O O die Wege, welche die Kräfte ? imd IV nach pa
rallelen Richtungen zurück gelegt haben. Nun laßt sich 
beweisen, daß bei einer jeden grade fortgehenden Bewe
gung des Punkts O, die Summe von dcnproductcn 
einer jeden Rrafc in ihren nach paralleler Richtung 

zurück gelegten weg — o ist, vorauögefeht daß man 
die Wege (04, OK) welche nach der Richtung der 
Kräfte zurück gelegt sind, positiv, und die Wege (OO) 

welche gegen diese Richtungen gehen, negativ in Rech

nung bringt.
Denn man sehe die Winkel ? OO—«, O O () —A 

OOO'—<P; die WegeO4—g,0k—g, OO —r, 

OO' —x;
so erhält man in den rechtwinklichten Dreiecken OO' 4, 

0 0k, OOO
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L-—608 («4-cpj; L- — 008 ^ —<p); cos cp

Nun ist

003 i« Pj — 008 <^> 008 «   sin sin « oder
p 1' X . .

— —005« --- SIn PsiII« slj
Ferner ist

008 — <x>) — 008 P 008 (3 -l- 810 P 810 (3 oder

-^ — 2- 008 (3 -i- ^-810^810^, sll^

Die Gleichung sl) werde mit x sio (3 und sllj mit x 8io « 

rnultiplizirt, seist

? 810 (3^1' 008 « sio (3  X 810 P 810 « 810 (3 und
H 8IN « — r8in«008j3 -g- X sio ^>810 «810 (3

Beide Gleichungen addirt, geben

x 8IN (3 -I- 9 810 « — r j 810 « 008 (3 -i- 008 « sio (3 j 
— r sio (« -i- (3) oder

p sio (3 ->- 9 sio « ---  1 sio j« ->- j3 j — o
Nach§. 19. ist

sio (« (3) — —und sio « — .
j> '

Setzt man diese Werthe in die zuletzt gesundenc Gleichung 

und multiplizirt durchgängig mit so wird

x. ? -i- 9. o — 1o
Da nun ?, so angesehen werden können als wenn 
sie aus jeder noch so großen Anzahl von Kräften zusam

men gesetzt sind (H. AZ.) so folgt hieraus die Allgemein
heit des Satzes für jede Anzahl von Kräften.

§. 36.
i. Zusatz. Für den Fall daß.P — 90° wird, ist 

cos P o, also r — o daher

9 . s) x . ?
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weil 60? ssr-k-90^ also auch p negativ ist. Nennt man 

nun ? die Kraft und t) die Last, so ist p der Weg der 
Kraft und g der Weg der Last und cS verhält sich

I> : 1 : x
oder für das Gleichgewicht zwischen ? und , wenn eine 
gradlinigte Bewegung senkrecht auf die Richtung der 
dritten Kraft IV entsteht, verhalt sich die Rra'-r b zur 
Last O, umgekehrt wie die Wege welche sie nach 

parallelen Richtungen durchlaufen.

§- 37-
Taf. i. 2. Zusatz. Statt daß die Kraft H in 6 nach der 

Richtung wirkt, könnten, wenn der Punkt r mit 6 

in einer festen Verbindung steht, in r mehrere Kräfte 
nach verschiedenen Richtungen angebracht werden,' welche 

dasselbe auf den Punkt 6 wirken, was It verrichtet, und 
man könnte H weglasfen, ohne das Gleichgewicht zu stö- 
ren. Für die Wege der Kräfte in r wird alsdann noch 

eben so der erwiesene Satz gelten, und weil man in den 
übrigen Richtungen der Kräfte noch mehrere solche Punkte 
wierannchmen kann, so folgt ganz allgemein für jede 
Anzahl von Rraftcn, sie mögen auf einen oder 

mehrere Punkte einer festen Masse oder eines aus 
festen Linien verbundenen Systems wirken, daß, 

für das Gleichgewicht unter sämmtlichen Kräften, die alge
braische Summe von den Producten einer jeden Kraft in 
ihren nach paralleler Richtung zurück gelegten Weg — o 

seyn muß.
Anmerkung. Dieser Satz ist von der größten Wich

tigkeit und kann als allgemeines Grundgesetz der 
Statik angesehen werden; auch ist derselbe unter dem
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Namen des Cartesischen Grundsatzes bekannt. Hier 
ist er nur für die grade fortgehende Bewegung be
wiesen, er läßt sich aber eben so für die drehende Bewe
gung erweisen (H. 69.) so das; er in beiden Fällen ganz 
allgemein gilt und daher die wichtigsten Lehren der Statik 
enthält. Es ist nicht nothwendig ihn, wie gewöhnlich, für 
jeden besondern Fall bei den einzelnen statischen Maschi
nen darzuthuu, weil er hierein für allemal für alle die
jenigen Fälle erwiesen ist, welche sich auf das Parallelo
gramm der Kräfte gründen.

Zweites Kapitel.
Vorn Gleichgewichte mehrerer Kräfte welche 

nicht auf einen einzigen Punkt wirken, oder 
vorn Hebel und der Dreyungsaxe.

§- 38.

^ede feste und »»biegsame Linie heißt eilt Hebel. 

(Veetis. ). Wirb derselbe ohne Gewicht voraus
gesetzt, so wird er zur Unterscheidung vom physischen, 

ein mathematischer Hebel genannt.
Derjenige Punkt in welchem der Hebel so befestigt ist, 

daß er sich frei umdrehen kann,' heißt der Buche-, Dreh, 
oder Stützpunkt. (kchpomoeiiboii.

Unter Angriffs- oder Aufhängepunkrc versteht 
man diejenigen Punkte am Hebel, auf welche die einzel
nen Kräfte wirken.

Sind nur zwei Kräfte an einem graben Hebel ange
bracht, so pstxgc man auch, wenn sich der Drehpunkt am
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Ende des Hebels befindet, denselben einen ernarmigtcn 
(Veer. bomoslromus.) zu nennen. Liegt aber der 
Stützpunkt zwischen beiden Endpunkten des graben Hebels, 
so heißt derselbe boppelarmig. (V. beteroclronms). 
Bilden endlich die beiden graben Hebelsarme einen Winkel, 
dessen Spitze in den Drehpunkt fällt, so wird ein solcher 
Hebel ein IVmkclhebel (V. anArUarig) genannt, um 

ihn von dem graben oder gebogenen Hebel zu unter
scheiden.

Bei den folgenden Untersuchungen wird allemal ein 
gewichtloser Hrbel vorausgesetzt und dabei angenommen 
daß sich die Richtungen sämmtlicher Kräfte in einerlei 
Ebene befinden, es sei denn daß eine besondere Erinne- 

rung beigefügt ist.

§- Z9-

Las. i. Am wagerechten doppelarmigen Hebel V Figur 2z. 
'4g- wacher m 6 seinen Drehungspunkt hat, sind die Gewichte 

aufgehängt. Verhalten sich alsdann diefe Gewichte 
umgekehrt wie die Länge der Hebelsarme an welchen sie 
angebracht sind, so ist der Hebel im Gleichgewichte.

Beweis. Ueber L beschreibe man den Halbkreis 
^I)L, ziehe 61) auf senkrecht und durch b), und 

die Linien v O und 1)1. Man nehme auf den 
Richtungen der Kräfte in dem Sinn, §. 12., p und 

D — t^) und beschreibe die Parallelogramme LII und 
klv» so sind die Dreiecke ^.LI), LLO und 
V1I einander ähnlich.

Nun verhält sich den Bedingungen der Aufgabe gemäß 

? : y oder^L - Lk —LL
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und wegen Ähnlichkeit der angeführten Dreiecke, weil 
-4 41 — LO und I'. L — 41 ist,

- 441 : — -46 : LO und
V 4 : 1416 6 0 : 14 6. Aber auch

- 4 6 : 444 — 14 6 : -4 6 folglich, wenn man die 
Glieder welche sich aufheben weg läßt,

- 444 : NL — 1 : 1 also ist -4.14 — VL.
Außer den Kräften -4 L uud L 4 bringe inan in -4 die 
Kraft-4H und in L die Kraft 1416 an, fo entspringt ans 
beideii Kräften in .4, die Mittelkraft -4 0, uud aus den 
beiden Kräften in 14, die Mittelkraft 14I. Man nehme 

Oo — -4 6; 14 Ü4 —14 I und zeichne das Parallelo

gramm 14 4.14416, so wird die Diagonale 1614 verlängert 
durch 6 gehen und man kann in derselben eine Kraft 1416 
anbringen, welche mit -4 0 und LI also auch mit -4 kl, 

-414, 141" und 14 16 im Gleichgewichte ist. Bringt man 
die Kraft. 1416 im Punkte 6 an, so muß das Gleich
gewicht unter den fünf Kräften VX, -46, -4II, 14 4 

und 14 16 welche am Hebel -414 wirken noch bestehen (§. 4.) 

und der Hebel auch ohne Unterstützung in Ruhe bleiben. 
Aber -414 — LL, daher kann man (§. 7.) diese Kräfte 

wegnchmen und das Gleichgewicht unter den drei Kräften 
-46, 64 und ON bleibt ungestört. Wird endlich an- 
statt der Kraft 1416 der Punkt 6 befestigt, fo kann auch 

die Kraft 14 N weggenommen werden, ohne das Gleichge
wicht unter den Kräften -46 — 6 und 64 — y zu stö
ren. Es sind daher die beiden Kräfte -46—6 und 
64 —y am Hebel -414 im Gleichgewichte, wenn sich 

I' : y — 66 : -4 6 verhält.
Umgekehrt läßt sich auf eine ähnliche Art beweisen, wenn 
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sich die Kräfte ?, o im Gleichgewichts befinden, daß sich 

alsdann die Hebelsarme, an welchen sie angebracht sind, 
umgekehrt wie diese Kräfte verhalten müssen.

4«.
Zusatz. Weil die Kraft O 81 zur Erhaltung des 

Gleichgewichts eben die Wirkung hervor bringt, als wenn 
man den Punkt 6 des Hebels befestigt, so leidet der Punkt 
6 nach der aus 4.8 senkrechten Richtung 6 N einen Druck 
— Man ziehe 44 0, 88 auf OK senkrecht, so ist 
das Dreieck .486 — MKO und 8 81—1)410, also 

KO —48und OD —88,daherOK—KO-8OO 
— 48-7-888—8 -4- (). Seht man nun die Kraft 
DK — 8, so findet man den Druck welchen der 
Drehpunkt 6 nach einer denRichcungen derRrafre 
8, s) parallelen Richtung leider, oder

(I) 8 8 -8
Man sehe 4 0 — a, 8 0 — bso verhält sich 
8 : () — b : a daher ist

(II) a 8 — b ()
oder wenn man den Drehpunkt als Mittelpunkt der Mo
mente (H. 27.) annimmt, so ist der grade doppclarmige 
Hebel un Gleichgewicht, wenn die Momente der 
Gewrchce einander gleich sind.

Sind daher die Hebelsarme a, b nebst einem Gewichte 
gegeben, so kann man daraus das andere Gewicht finden.

(ny 8 oder

Wären hingegen die beiden Gewichte nebst einem Hebels

arme gegeben, so findet man den zweiten Hebelsarm

(14) a — oder b —

Nilttint
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Nimmt man die Unterstützung in 6 weg und bringt 

dafür die Kraft 8 nach einer auf ^8 senkrechten Rich

tung 61) an, so sind die drei Kräfte I', y, 8 am Hebel
8 im Gleichgewichte. Die Kraft Y verhindert, daß 

der Punkt 8 nicht auöweicht. Wird daher 8 so befestigt 
daß sich der Hebel um 8 frei drehen kann, fo wird s) ent

behrlich, man kann dieses Gewicht weg nehmen und die 
beiden Kräfte 8 und 8 am einarmigen Hebel sind im 
Gleichgewichte. Es verhielt sich aber

1': y — 86:^6 daher auch

—86:86-l-^.6
oder weil 8 -4- () — 8 und 8 6 -8^. 6 — 8 ist 

8:8 — 86:88 folglich
(V) 88.8 — 86.8

Es sind daher auch am einarmigen Hebel zwei prüfte 
8 und 8 im Gleichgewichte, wenn ihre Momente 
vom Drehpunkte 8 gerechnet gleich sind. ,

Der Druck auf den Drehpunkt 8 ist (I)

(VI) () — 8 — 8
Beispiel. Die Gewichte I? — 40 und h — Zo Pfund, 

sollen am doppclarmigen Hebel senkrecht angebracht wer
den, wenn der Hebelsarm woran 1? hängt 8 Fuß lang ist. 
Wie groß wird der andere Hebelsarm zum Aufhangen 
des Gewichts 0 seyn müssen?

Nach (IV) findet man wenn V die gesuchte Länge 
bezeichnet

b - Fuß-

§. 4i.

Aufgabe. Senkrecht auf den wagerechten graben r«f. r. 
Hebel 88, Figur ?.4-, welcher an seiuen beiden End-^'S.-4.

Erster B-md. D
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Punkten unterstüht ist, wirkt in L eine Kraft IV; man 
fragt, wie stark die Unterlagen , L gedrückt werden?

Auflösung. Der Druck attf^. sei auf U, y; 
so wird eine Kraft U senkrecht auf -V15 in angebracht, 
mit IV im Gleichgewichte seyn, wenn man die Unterlage 
bei wegnimmt, und L als den Drehpunkt des Hebels 

ansieht. Es ist aber (§. 40.)

und eben so groß muß der Druck aufdie Unterlage bei 

-V seyn.
Auf gleiche Weise findet man den Druck auf die Un

terlage bei 15 oder

Beispiel. Für IV — 50 Pfund; 16,
^.6 — 7, also 6L — 9 Fuß, ist der Druck auf oder

p -- - 28^ Pfund

und der Druck aufL oder

(Z -- -- 21^ Pfund.

Auch hätte man y — IV —finden können (§. 40. VI.)
Zusatz. Wird — <515 oder hängt die Last IV 

in der Mitte beider Unterlagen, so ist? — IV 
oder die Last wird alsdann auf ihre beide Unterlagen gleich 

vertheilt.

§. 42.
Taf. 7. M einem wagerechten graden Hebel 15, Figur 25., 
Fig.-5- ,^x^kl-e Kräfte I', k, ? , r an dem einen Arm

-VL, in Entfernungen a, a, a", u" vom DrehnngS- 

punkte L angebracht, wovon einige nach oben, andere
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nach unten senkrecht auf den Hebel wirken; ist ferner senk
recht an dem andern Hebelöarm LR — b eine Kraft 
angebracht, so sind sämmtliche Kräfte im Glcichge- 
rvichte, rvemr die algebraische Summe (*)  der 
Momente des einen Hebelarms dein Momente 
b.O des andern Hebelarms gleich ist; oder wenn 

al> -l- chx — a"?" ch x bo ist.

(*) Das heißt, die Kräfte wiewelche den untern 
entgegengesetzt sind, werden negativ in Rechnung ge
bracht, daher auch ihre Momente das Minuszeichen 

erhallen.

beweis. Anstatt Y sollen in L zur Hervorbringung 
des Gleichgewichts mit I', k, — , Is > vier einzelne

Kräfte g, g, — g", cs" angebracht werden, so ist er

forderlich (§. 40-) daß
a I' — bg 
a I' — b g 

— a" I'" — bg"

a"'?" __ oder 
a1' -4 a I'' — a" k" -4- a" 1' — b c; -4- <1 — -4- cs") ist. 

Nach der Voranöfehung ist aber
a? -4- a? — a" ? '-4- a" — b. s) daher

b g -4- g — cj" -4- cs") — l-. (^ ober 

— g-4-4 — 4
Nun sind die Kräfte I>, — ?"> mit

si -4- g — c/ -4- g") im Gleichgewichte, daher auch 

mit 0.
§. 43-

Zusatz. Von den einzelnen Kräften g, g, g", g ". 

aus welchen die Kraft bestehet, wirken g, 4 nach

D 2



52 Zweites Kapitel.
unten und <1 nach oben; oder es drücken die Kräfte gs 

ch; k', g den Drehpunkt 0 nach unten, und
P. g nach oben (§. 40.). Der gesammte Druck li. 
auf den Drehpunkt L ist daher

IV <j -b- I'' -i- cf — 1'" — 4"

oder
— x' -i- r <)

d. h. der Druck auf den Drehpunkt des Hebels, ist 
der algebraischen Summe sämmtlicher Aräfre 

gleich, und eine Kraft von dieser Größe im Punkte 6 
senkrecht anf den Hebel nach oben angebracht, wird eben

falls den Hebel im Gleichgewichte erhalten, wenn die Um 
tcrstüßung bei L weggenommen wird.

Ki>
Taf. I- Wären an dem einen Arme eines wagerechten gra- 
F<g. 26. dx,i Hebels Figur 26., die Kräfte I', 1°, I' in 

Entfernungen a, a, a" vom Drehpunkte (l, und an 
dem andern die Kräfte s), s)' in Entfernungen b, b 
senkrecht auf den Hebel angebracht, so sind alle Kräfte im 
Gleichgewichte, wenn die algebraische Summe 

der Momente an dem einen Hebclstume, der arge- 
braifchcn Gumme der Momente am andern Hcbels- 
armc gleich ist, oder wenn

a? — aP' — by -l- b ist
Beweis. Dieses Hauptgeseß des Hebels cinzusehen 

nehme man 6D — LL x, so ist (H. ,j2.) in v 
eine Kraft Ir mit , P, U im Gleichgewichte, wenn 

xU aU — a" r K p" ist.

In L nehme man eine Kraft 8 an, so daß 

xS b(^-l-b ^ wird,
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alsdann müssen alle Kräfte ?, k , P, cZ, y , 8
im Glejchaewichte seyn.

Weil aber nach der Voraussetzung

wl' __ x _z_ b (Z 1)' y" ist,
so muß auch nach den zuletzt gefundenen Gleichungen 

xll — x8 also IV — 8 seyn, daher können die Kräfte 
K und 8 wcggenomuren werden, ohne das Gleichgewicht 
zu stören (K. 7.), und die Kräfte I', I'', I'", (?, O' 
müssen noch im Gleichgewichte bleiben.

Daß dieser Satz von jeder größer» Anzahl von Kräf
ten ebenfalls wahr ist, läßt sich leicht einschn, weil der 
Beweis desselben ganz der nämliche ist.

Zusatz. Auch folgt hieraus mit Hülfe des vorigen §. 
daß der Druck auf dm Drehpunkt des Hebels, der al
gebraischen Summe sämmtlicher Gewichte gleich ist.

§- 45-
Aufgabe. Am wagerechten Hebel v, Figur 27., 

wirken mehrere Kräfte senkrecht auf denselben; man sucht 
die Entfernung des Drehpunkts 6 von irgend einem in 

dem Hebel oder in der Verlängerung desselben angenom

menen Punkte 0.

-

8lg> »7-

Auflösung. Die Entfernung der Richtungen der 
Kräfte p, p, p", P" von 0 sei e/ss, e", e" und 

die gesuchte Entfernung des UmdrehungSpunteS oder 
06 -- x, so ist (§. 44-)

6^.. ? — 6 L . e' — 6P. -l- 1 k " oder

(x — e) k — (x - 6') — xj k" -I- jk" — xj e
also
X? - x? -p-x?^xp — e? —
daher
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X (x> — r' e x —. e'x' -z- e"k"e'" k"''
folglich der gesuchte Abstand 0 oder

X — x — r' " x "

Fällt der Punkt 0 zwischen die Endpunkte v, etwa in 
O, und man seht die Abstände O — k, 0 6 — k', 

0 6 — k", oL — k" und 0'6 — so ist
0^. ? — 06.6—66.k"-z-6v.?" oder 

st-^) ? - st'-^ ?' ) k"

also
— 5? k?'^-k?"-^ 5?" 

oder
-4- x'") ^ — 5? -l- k'k'-l- 5'?"-k- k"'L'^ 

daher der Abstand 0'6 oder
__ xx -I- ei" -^- 5'?" — 5"?7 

x" v " '

Aehnliche Resultate würde man erhalten, wenn der 
Punkt 0 in irgend einem andern Punkte des Hebels ange

nommen wird. Läge O in O , und man seßte, daß die 
Abstände durch g, g', Z", g " und - bezeichnet werden, 

so findet man 0'6 oder
- ßv - 8"r" -I- 8"'k"'

L — x — x» -t- n »

Vei näherer Untersuchung der für x, gefundenen 
Werthe ergiebt sich, daß der Nenner die algebraische 
Summe der Kräfte enthält, und daß im Zähler die alge
braische Summe der Momente mit Bezug auf die Lage 
der angenommenen Punkte O, O'oder O' enthalten ist.

Werden nämlich, wie erforderlich ist, alle nach oben 
wirkende Kräfte negativ in Rechnung gebracht, und eben 
so alle Abstände, welche rückwärts von den Punkten O'
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oder k) nach zu genommen werden, ebenfalls negativ Taf. r. 

gerechnet, so kann man die Zahler der für x, 7-, r ge- 
fundenen Bruche als algebraische Summe der Momente 
der Kräfte ansehn. Auch sieht man hieraus, daß das 
Minuszeichen vor 7- hier so viel bedeutet, daß von O ab, 

O L oder^ nicht nach L hin, sondern rückwärts nach 
hin, genommen werden soll.

Man findet daher ganz allgemein die Entfernung 

desDrehlmgspunktcs von irgend einem innerhalb 
oder in der Verlängerung eines Hebels liegenden 

Punkte, wenn man diesen Punkt als Mittelpunkt 
der Momente ( h. 27.) annimmt, und die algebrai« 
scbc Summe der Momente, durch die algebraische 
Summe der Gewichte dividier.

i. Beispiel. Wäre O der Mittelpunkt der Mo
mente, so sei 0-5/ — 11/ L" —17, t-'" —20 Fuß, 
und U — 12, i?' — — y, I?" — 8, I?'" — ro Pfund, 
so findet man O L oder

x —
5.12 — 11 .9 4- 17.8 4» 2N.I0

14z Fuß.
12 - 9 4- 8 4- I»

2. Beispiel. Wenn O als Mittelpunkt der Mo
mente angenommen wird, so sei s — — io, 0'—— 4, 
e" — 2, 0'" — 5 Fuß, und V — 12, I" — — y, 
I?" — 8, 1^" — io Pfund, so ist O^L oder

— in.12 4- 4.9 -I- 2.8 4-5.10
12 — 9 4- 8 4- 10 7 Fuß. 

*
z. Beispiel. Wird als Mittelpunkt der Momente

angenommen, so ist o — 0. Nun sei e' —6, 12,
— >5 Fuß, uud I> -- 12, v' — — 9, 11" — 8,

I"" IO Pfund, so wird oder 
012 6.9 4- 12-8 4- rs-10

12 — 9 4- z 4- 10
9r Fuß.
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§. 46.

Der nach senkrechter Richtung auf den Hebel eutsie- 
Taf. r. hende Druck R. auf den Drehpunkt 6, Figur 27., ist der 

algebraischen Summe von den Kräften ?, ?', ?", ?"^ 
gleich (H. 44.); daher wenn IV — ? — ?^ -4- ?" ?^

nach der auf senkrechten Richtung LIV angebracht, 
und die Befestigung bei 6 weggenommen wird, so sind die 
Kräfte?, ?/, ?", im Gleichgewist)te. Wird 0

als Mittelpunkt der Momente angenommen, so ist nach 

dem vorigen §.
xiv — 6? — 6'?'-t-6"?"-^e"?" oder

XlV -l- — 6?-4-6 ^
Eben so erhält man für die Punkte O und O 

1? 1 ?' -4- 5 ?" -4- 5"?"' und
IV -4- F ? -4- -"?" -t-

daher sind an einem jederr nicht unterstützten graden 

Hebel die auf ihn senkrecht angebrachten Kräfte im 
Gleichgewichte, wenn von einem willkürlich angenom

menen Mittelpunkte der Momente
I. die Summe der Momente der Kräfte, web 

che den Hebel, nach einerlei Richtung, um 

den Mittelpunkt der Momente zu drehen 
streben, der Summe der Momente derjenigen 
Kräfte, welche nach entgegengesetzter Rich
tung wirken, gleich sind, 

und
II. wenn die Summe der Kräfte, welche nach 

einerlei Richtung wirken, der Summe der 
Kräfte, welche nach entgegengesetzter Rich
tung angebracht worden, gleich sind.
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Es ist wohl zu bemerken, daß die erste Bedingung 

allein nicht zureicht, das Gleichgewicht unter den Kräften 

eines graben nicht unterstützten Hebels zu beurtheilen.

§- 47-

Die allgemeinen Ausdrücke des vorigen §. können noch 
dazu dienen, die Fundamentalgleichungen für die Be- 
dingungen des Gleichgewichts am graben nicht unterstütz- 
Hebel zu entwickeln. Denn es ist
(I) 6? — 6'k'-r-e"?"-i- «"e' — XU o
(II) ? — r' k' -I- k' — II o 

d. h. an einem nicht unterstützten gradcn Hebel sind 
sämmtliche darauf senkrecht wirkende Da-äste im 
Gleichgewichte, wenn für einen willkürlich ange

nommenen Mittelpunkt der Momente, die alge
braische Summe der Momente sowohl, als die al
gebraische Summe dcr Aräfre selbst 0 ist.

§. 48.
Die Richtungen v tz, OH, Figur 28., von Taf. 1. 

den Kräften ?, 0, II fallen in die feste Ebene ; sind T-s- 

nun überdies diese drei Kräfte im Gleichgewichte, und 
man nimmt in der Richtung der Kraft H einen willkürli
chen Punkt e an, und befestigt denselben dergestalt, daß 

sich die Ebene um 6 frei drehen kann, so wird das 
Gleichgewicht noch bestehen. Der feste Stützpunkt 6 
hebt den Druck der Kraft H auf, und man kann diese 
Kraft weglassen, ohne das Gleichgewicht zu stören. Es 

sind alsdann in der Ebene L die Kräfte ? und (), derrn 
Stützpunkt 6 in die Richtung ihrer Mittelkraft fällt, mit 

einander im Gleichgewichte, und daher auch, wenn e.i,
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6V auf 8<Z senkrecht sind, die Momente 6^ .? 
und ev.cz (H. 27.) einander gleich.

Die Kraft ? wirke am Punkte 8; <Z an 8 (§. 4.), 
und man ziehe in der festen Ebene die Linien 68, 
6 8, so bilden solche einen Winkelhebel, und wenn man 
diese Linien so mit einander verbunden mimmim, daß sie 
sich um den Punkt 6 frei drehen, dabei aber kein Hebels
arm ohne den andern in Bewegung kommt, so kann man 
die feste Ebene weglassen, ohne das Gleichgewicht zu stö

ren, weil die Kräfte noch eben so wie vorher in den Punk
ten 8 und 8 nach ihren Richtungen angebracht bleiben und 
nicht weichen können, so daß die gewichclose Ebene nun
mehr zur Erhaltung des Gleichgewichts nichts beura- 

gen kann.

Da dieser Saß von jeder Lage der Linien 68 und 68 
gilt, so müssen eben so wie bei dem graben Hebel (H. 40.) 
auch an jedem Winkelhebel zwei fräste ?, (Z im 

Gleichgewichte seyn, wenn ihre Momente 6^.k 
und 6V. cz einander gleich sind.

Auch läßt sich leicht eiuschen, daß eö ganz gleichgül

tig ist, ob die Hebelsarme grade oder auf irgend eine Art 
T«s. i. wie Figur 29. gebogen sind, wenn solche nur hinlängliche 
Z'S--s. Festigkeit haben, und die Momente 6^.k und 6V.<Z 

einander gleich bleiben, so wird auch der Hebel in 

Ruhe seyn.

Umgekehrt läßt sich eben so beweisen, daß wenn zwei 
Kräfte an irgend einem Hebel mit einander im Gleichge
wichte sind, so müssen auch ihre Momente einander 

gleich seyn.
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§- 49-
2lufgabc. An einem nicht unterstützten geaden He

bel Fjgnr zo., sind drei Kräfte k, IV in Taf. r. 
n, L nach gan; verschiedenen Richtungen angebracht. 

Man sucht die Bedingungen für das Gleichgewicht.
Auflösung. Man setze die Länge ^6 — a, 

— l>, den Winkel 0^? —
KLIV — 9-, so ist nach h. 29. (I), (II) und (III), 
weil hier -l- 180° dem dortigen -P gleich ist,

( I ) k sin «->-() sin (3 — IV sin
( II ) k eos « -1- 608 (3 — IVoos-/
(lll) 1zsin — aiv sin

welches die drei BedingunILIlktchungcn fü. das 

Gleichgewicht unter den Kräften k, <Z, IV sind. Die 
verlängerten Richtungen der Kräfte k, müssen sich da
her nach H. 29. in einem gemeinschaftlichen Punkte der 

Richtung 6IV schneiden.
Auf eine ähnliche Art wie H. 29. findet man die Kraft 

(IV) IV— i/si? sin «-!-() sin j3)^-l-l? 60S«-I- t^ 6OLj3)^j 
Ferner den Winkel HOIV, welchen die Richtung der 
Kraft IV mit dem Hebel einschließt, oder 

k si» « 9
(V) iHH^cos/r

und endlich den Abstand oder

N sin « -i- 9 B 
§- 5»- 

Zusatz. Wenn an einem Hebel die drei Kräfte?, 
tz, IV unter den Winkeln «, >3, angebracht im Gleich- 
gewichte sind, so müssen diese Kräfte an denselben Punk

ten des Hebels, aber unter den Ergänzungswinkeln
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zu zwei rechten angebracht, ebenfalls inr Gleichgewichte 

bleiben.
Taf. i. Denn man nehme Figur z r.

— 180° — « statt « 
— 180° — 6 statt <3 und 

— 180° — statt
so bleiben die Bedingnngsgleichungen (I) und (kll) un- 
geändert, weil sir> ^l8o° — — xiu « ist. Dage
gen erhält man 00s (180° — — 00s weil

aber deshalb alle drei Glieder der Gleichung (ll) negativ - 

werden, welche vorher positiv gewesen sind, so muß die 
Gleichheit auch noch bestehen, daher müssen auch die 
Kräfte r, (), unter den Winkeln 180° — -r, 
18»° - ß, 180°-—^ einander noch im Gleichgewichte 

erhalten, wenn sie vorher unter den Winkel!« n, 
angebracht, im Gleichgewichte waren.

Waren B. die drei Kräfte I', <), ld unter den 
Winkeln von 32, 107 und 75 Grad angebracht, mit ein
ander im Gleichgewichte, so wird dies auch noch unter 
den Winkeln 148, 7Z und roz Grad bestehen.

§- 51«

Taf. er. Aufgabe. Der Hebel Figur Z2., nebst den 
Zig- ?2. Kräften ?, s), , welche an den Punkten , R, 6 an

gebracht werden sollen, sind in Linien gegeben, man soll 
die Richtungen dieser Kräfte durch Zeichnung finden.

Auflösung. Auf der willkürlich gezogenen Linie I) k 

nehme man OL V6, Nk' — 6^, und zeichne 
über OL das Dreieck OblO dergestalt, daß sich ver

hält OL : L6 : OK — I» : : k.



Vom Hebel und der Drehungsaz'e. 6 i
Man ergänze das Parallelogramm DLOII, ziehe Taf. in 

60 bis I, trage aus I nach k die Linie bis L, so 
wird Il< — ^ L. Nun ziehe man durch L die Linie

mit DI parallel, und durch mit LI die Linie- 
^6', verlängere VO bis 0 , so ist f/L dem gegebe
nen Hebel ^06 gleich, und L's), 0 6 sind die 

gesuchten Richtungen der Kräfte k, (?, 6 für das 

Gleichgewicht.
Fallt der Punkt L in L' zwischen I? und I, so muß die 

Linie ebenfalls mit D I parallel gezogen werden, bis 
solche die Linie OO in schneidet. Alsdann giebt eine 
durch mit 61 gezogene Parallellinie die gesuchte Lage 
des Hebels.

Beweis. Im Parallelogramme O 0 OH verhalten 
sich die Seiten OK, DI1, DO wie die Kräfte 6, s), 
IV, daher müssen diese nach den bestimmten Richtungen 
angebracht einander im Gleichgewicht erhalten. Aber 
Ll — und LI — ^6'. daher auch 6—^.6. 

Ferner verhält sich 

66 :6 V — 6 0:01 
60:0 1 — ^'0 : 0'6' alfo
66 : 6O — ^.'0': 01! oder weil 66 — ^0 Uttd

6V — 60 
^.0:06 — ^'0': 0 6'. Aber -III — -1'6' 

daher auch 
/.o — L und 06 — 0 6'.

Aus den hier gefundenen Richtungen der Kräfte 

6, s), 6 lassen sich für denselben Hebel noch drei andere 
verschiedene Richtungen nach §. go. angeben, bei welchen 
diese Kräfte ebenfalls in; Gleichgewichte sind, wenn man
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statt der gefundenen Richtungen, die Ergänzungswinkel 
derselben zu zwei rechten Winkeln annimmt.

Uebrigenö wird erfordert, daß jede , zwei Kräfte zu- 
sammengenommen größer als die dritte sind. Denn wäre 

? -l- so muß sich, wenn die Auflösung mög.
lich seyn soll, b : y — L6 : ^6 verhalten; alsdann 
ist aber die Aufgabe nach H. 40. dadurch aufgelöst, daß 
man die Gewichte senkrecht auf den Hebel anbringt. Wä
ren aber zwei Kräfte größer als die dritte, so ist die Auf
lösung nach §. 18. unmöglich.

§. 52«
Aufgabe. An einem willkürlich gebogenen Hebel 

Taf. n. Figur ZA. und Z4-, dessen Drehpunkt in 6 gcge- 
ben ist, sollen zwei gegebene Kräfte? und in und b 
so angebracht werden, daß solche einander das Gleichge
wicht halten; man sucht die Richtungen dieser Kräfte.

Auflösung. Aus 6 werden die Linien 6^ und 6N 

gezogen, und über denselben die Kreise ^O6O' und 
und LL 6 L' beschrieben. Ferner nehme man

: co — h ?
wo 6k- und 06 kleiner als 6^ und 6 b seyn müssen. 
Mit dem Halbmesser 6 b und 6 6 beschreibe man aus 6 
die Bogen Obv' und L6L, bis solche die zuerst ge
zeichneten Kreise in O, O und b, b/ schneiden, ziehe 
die Linien und RL, so geben solche die Richtungen 

und b für die Kräfte b und ().
Auch kann man die Punkte und bl^ niit einander 

durste grade Linien verbinden, so erhalt man dadurch zwei 

andere Richtungen und nach welchen dieKräfte 
b und angebracht ebenfalls im Gleichgewichte sind.
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Beweis. In den Halbkreisen 8) 6 und 8 8 6 ist 

6 8> und 6 8 senkrecht auf ^8) und 8 8. Aber 

68) — 6 8 und 68 — 66 daher weil
6 8 : 6 6 — Y : 8 so verhält sich auch
68) : 68 — : 8 folglich ist §. 39. 8 mit s) im

Gleichgewichte.
Dasselbe gilt für die Richtungen ^8' und 8 0'.

Zusatz. Wird die Linie 6 8 größer oder kleiner an
genommen, so daß 8 mehr nach oder 6 rückt, so ent
stehen so viel verschiedene Richtungen für die Kräfte 8 und 
s), als man zusammengehörige Punkte 8 und 6 zwischen 
^6 und 8 6 annehmen kann, und in allen diesen Fällen 

müssen die Kräfte 8, 0 im Gleichgewichte bleiben, wes
halb diese Aufgabe eine unzählige Menge von Auslösun

gen zuläßt. Ist hingegen die Richtung einer von den.ge
gebenen Kräften bestimmt, so erhalt man nur zwei mög
liche Richtungen für das Gleichgewicht, es fei denn, daß 

die Auflösung in dem Falle unmöglich werde, wenn z. B. 

die Kraft 8 und ihre Richtung nebst der Kraft o gegeben 

ist, und mau fände aus der Proportion
y : 8 — 68) : 68

die Linie 6 8 größer als die gegebene Linie 68, weil in 
diesem Falle der Punkt 8 nicht in den Umfang des über 

68 beschriebenen Kreises fallen k..nn.

53«
An dem willkürlich gebogenen Hebel ^8 , Figur Taf. n. 

35-/ welcher in 6 seinen DrehungSpunkt hak, wirken 8'3-?5- 
Kräfte 8, 8', 8", 8'" nach verschiedenen Richtungen, 

deren senkrechte Abstände von 6, oder 6 8) — a, 68) — a, 
6 o -- a", 60 — a" sind; so ist unter diesen
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S-af. ii. Kräften ein Gleichgewicht, wenn man den Drehpunkt als 

?s. der Momente annimmt, und die Summe

der Momente von den Kräften, welche den He
be* auf die eine Gcire umzudrehcn streben, der 
Summe der Momente von den Aräfren gleich ist, 

welche eine entgegengesetzte Umdrehung bewirken 
würden, oder wenn

ab -I- a b" a"? aV.

Beweis. Man verbinde mit dem gebogenen Hebel 
.4" einen grade» Hebel 44", so daß beide den gemein

schaftlichen Drehungspunkt e erhalten, und einer ohne 

den andern nicht bewegt werden kann. Nun nehme man 
LO ——a, 619 '---L 4 —< 6O"---L4—a", 
OO' 6 4'" a'";
bringe senkrecht anf 4 4'" in 4, 4', 4", 4"' 

die Kräfte x, st, st', p " an, 

welche den Kräften b, b', b, b
gleich seyn sotten, und den Hebel 44" nach entgegenge
setzter Seite zu drehen streben, so halten die Kräfte b, p; 
b, st; k , st'; b", einander das Gleichgewicht 

(§. 39-), oder der Hebel ist in Ruhe. Weil aber nach 
der Voraussetzung ap-i-a' p" — a'st-i-a st' ist, so 

sind (§. 45.) die Kräfte x, st, st', st unter sich im 
Gleichgewichte, und der Hebel muß in Ruhe bleiben, 

wenn auch diese Kräfte weggenonunen werden (H. 7.); 
daher halten sich die Kräfte b, b', b', b'" unter den 

oben angeführten Bedingungen das Gleichgewicht.

§. 54-
Zusatz. Sind die Richtungen sämmtlicher Kräfte 

mit einander parallel, so fallen sämmtliche Abstände wie 

6O, 
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60, 60, 60", .... in eine einzige grade Linie, 
welche man statt des zweiten gradcn Hebels ää" änlich- 
men kann. Der Druck sämmtlicher Kräfte anf den 
Drehpunkt ist alsdann ihrer algebraischen Summe gleich, 

und die Richtung dieses Drucks ist mit den Richtungen der 
Kräfte parallel.

§- 55-

Am graben Hebel H"', Figur z6., dessen Dreh-^-^< 

Punkt in 6 liegt, sind die nach verschiedenen Richtungen 
angebrachten Kräfte ?, k, k , im Gleichgewichte.
Man setze die Entfernung:» der Angriffspunkte vom Dreh

punkt, oder 6Vr — d, 6^ — d, 6^" — d", 
— IV, und die Winkel, welche die Richtungen

der Kräfte mit dem Hebel einschließen, — «, 
6^I> — «, — «V so ist
alsdann:
d? 8in« -1- <
wo die Kräfte ?, I'' den Hebel nach einer, und die Kräfte 

k , ? nach der entgegengesetzten Seite drehen.
Beweis. Man ziehe die Linien 61), 60, 6 O",

6 o auf die Richtungen der Kräfte I', ?, r , k" 
senkrecht, so ist für das Gleichgewicht erforderlich, daß 
(§- 5Z.)

6 0.?-1-60".?" — 6Oft?'-I-6O".?" ist.
Aber 6 0—lisin«, 60 — ft sin« , 60 —I/5in«", 

6 0^ 8IN , wodurch man die obenstehende Glei
chung erhält.

Dieser Saß läßt sich eben so für jede noch so große 
Anzahl von Kräften beweisen-

Erster Band. E
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§. 56.

Sind sämmtliche auf den graben Hebel wirkende 
Kräfte nebst ihren Richtungen gegeben, so kann hieraus 

F,g. ;ü. die Entfernung des Drehpunkts 6, Figur z6., von ir
gend einem innerhalb oder in der Verlängerung des Hebels 

angenommenen Mittelpunkte der Momente gefunden wer
den. Es sei O dieser Mittelpunkt, ferner — e, 

6, --- 6 , 0^" 6^ und oc X,
so ist mit Beibehaltung der Bezeichnungen im vorigen H.

l>^x — e, 6—X—6, k» —x — o", k> —6 —x 

daher
(x — e) p sin « -4- (x — o") I* sin

— ^x — 1^ sin -f- (e" — x 1 l?" sin
und hi«ans findet man die Entfernung des Umdrc- 
hungspunktes L vom LIArtclpunktc der Momente 

0 oder
e ? sin « — e' «in 4- « ' ?" sin -s- e " k " sin

r sin « — I" sin «' -j- ?" sin «" 4- r" sin «" 

Fig. v. Beispiel. Am Hebel L, Figur 37., sei 1> — 60, 
— 80 Pfund; der Winkel — ,zo°,

— 105°. Wird nun als Anfangspunkt 
statt 0 genommen, so ist s — 0, a' — — eoFuß,
daher der Abstand des Umdrehuugspunrteö (i von oder 

— e' k' sin«' — 10 . go . 0,g66

v sin « — k' sin «' 60.0,766 — Ho . 0, g66

-^-^-24, 67 Fuß.

§« 57-
Wären die Richtungen sämmtlicher Kräfte mit ein

ander parallel, also unter irgend einem Winkel gegen 
den graden Hebel geneigt, so ist

— L,/ —
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daher für diesen Fall die Entfernung

-z- 
wie §. 46. Es entstehet daher, wenn Aräfre nach 

parallelen Richtungen an einem graben Hebel wir
ken, unter eben den Bedingungen ein Gleichge
wicht, als wenn diese Rräfte senkrecht aufden He

bel angebracht waren, oder
Gewichte, welche in irgend einer Lage am gra- 

den Hebel aufgchangen im Gleichgewichte sind, 

bleiben bei jeder Lage des Hebels in Ruhe.

§. 58.
Aufgabe. Am gebogenen Hebel Figur 38., Taf- w 

sind mehrere Kräfte L, p" «ach verschiedenen Rich- 
tungen angebracht, mit einander im Gleichgewichte; 
Man sucht den Druck, welcher von diesen Kräften auf 
den Drehpunkt L entsteht.

Auflösung. Durch 6 werde willkürlich eine grade 

Linie O O' gezogen, so läßt sich jede der gegebenen Kräfte, 

wie z. B. k, in zwei andere zerlegen, wovon die eine p 
senkrecht auf OO und die andere parallel mit OO ist. 
Statt der Kräfte ?, r, k" entstehen daher die Kräfte 
x, p, / und g, cf, g", von welchen x, x, P senkrecht 

auf die Linie O O gerichtet sind, und daher nach §. 54. 
den Punkt L eben so drücken, als wenn sie unmittelbar in 

auf O v senkrecht angebracht wären. Ferner wirken 
die Kräfte g, g, g" mit O O parallel, also entsteht auch 

von diesen ein Druck aufden Punkt 6 (H. 54.), welcher 
eben so groß ist, als wenn solche daselbst nach ihrer ge- 
Mcinschaftlichen Richtung O bL angebracht werden.

E 2
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Taf II. Dringt man daher sämmtliche Kräfte x, x', p", g, g, g" 

Zig. ;r. auf den Punkt 0 nach ihren Richtungen, so lassen sich aus 
zwei und zwei, wiep, g; p, g' und I>", g" die Kräfte 
II, H', 17^ zusammensetzen, welche genau den Kräften 
?, ? , r" gleich, und in Absicht der Richtungen par- 

allel sind.
Hieraus folgt ganz allgemein, daß wenn mehrere 

Aräfte nach verschiedenen Richtungen an einem 
gebogenen Hebel angebracht im Gleichgewichte 
sind, so ist der Druck auf den Drehpunkt eben so 
groß, als wenn diese Rräfre unmittelbar am Dreh, 
Punkte nach Richtungen angebracht wären, die 
mit ihren ersten Richtungen parallel sind.

Mit Hülfe dieses Satzes läßt sich leicht die Größe 
und Richtung des Drucks auf den Drehpunkt fin
den, wenn nach §. 24. die Größe und Richtung der Mit
telkraft gesucht wird. Auch sieht man hieraus, wie die 
Größe und Lage einer Kraft H gefunden werden kann, 
welche mehrern nach verschiedenen Richtungen wirkenden 
Kräften an einem gebogenen Hebel das Gleichgewicht hält.

§- 59-

Aufgabe. Mehrere Kräfte wirken in verschiedenen 
Punkten einer festen Ebene unter gegebenen Richtungen, 
welche sämmtlich in diese Ebene fallen; man sucht die 
Bedingungen für das Gleichgewicht.

Auflösung. Durch eine willkürliche Linie O 2, Fj- 
s>g. gur Zg., sei die Richtung und Lage der Kräfte x, 

k . . . dadurch bestimmt, daß sämmtliche Winkel wie 
— «, O^I> ... nebst

den Entfernungen 0^. —b, —l/, 0/L — b"...
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gegeben sind, wobei zu bemerken ist, daß die Winkel Taf. ri.

von o bis z6o Grad von der Linie 02 an ab- 

wart!? auf einerlei Weise gemessen werden.
Gesetzt daß nur die beiden Kräfte I>, ? vorhanden 

wären, so läßt sich statt derselben eine drittel angcben, 

welche eben die Wirkung wie I'hervorbringt, und de
ren Neigungswinkel gegen 02 — css und Entfernung 

m L nach §. 29. gefunden werden kann. Alsdann ist 
für diefe drei Kräfte nach §. zo. I. II. "III.

H sin P — I? 8in « -f- k' sin «'
n 608 P — 608« -f- ? 608 «

1 n 8in — d?8in« -i- d l?'8in«'.
Statt der Kräfte I', r kanss man nun die Kraft H

sehen, welche dieselbe Wirkung hcrvorbringen, nnd daher 

mit I' , I' im Gleichgewichte seyn muß. Für diesen Fall 
wird aber erfordert (§. 29.), daß

II 8IN P -I- I' 8in« -j- I? 8IN «' — o
n 608 P -l- k" 608«" -4- 608«" — o und

rH 8IN A -i- ft I?" 8in«" -i- I) l? sin« " o fei.
Seht man statt der ersten Glieder dieser Gleichungen die

vorhin gefundenen Werthe, so findet man
k 8IN«-f- I'' 8in« -f- I' 8IN« -f- I'" 8in «" —o 
k 6O8«-f-I'' 608«-i- k 608«'-^- 608 « —o
k»I?8in«-f-I> I^ ^in « I' 8IN « I'" 8IN« —

Wären fünf Kräfte in der Ebene angebracht, fo 
könnte man mit Hülse der letzten Gleichungen eine Kraft 
H angeben, welche den drei Kräften I', I>, I'" das 
Gleichgewicht hält, und wenn II statt !?>!', k" ange

bracht ist, so kann man II' mit den beiden übrigen Kräf
ten r", r " in Verbindung bringen, woraus ganz ähn-
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Taf. n. liche Resultate wie vorhin entstehen. Eben so würde man 
F'g-?s- bei sechs und mehrern Kräften verfahren, so daß man 

ganz allgemein als Bedingung für das Gleichgewicht un
ter jeder Anzahl von Kräften, welche nach beliebigen 
Richtungen in einerlei Ebene wirken, folgende drei Glei
chungen erhält:

( I ) k sin «->- k 8IN «-i- ? sin « -l-.... — o 
( II) ? eos«-l- I? 6O8«-j- k LOS«-j-.... —o 
(III) d I- sin « -l- bsin « -I- sin «"-f-.... — o.

§. 60.

Befindet sich in einer festen Ebene eine Linie, welche 
so gehalten oder befestigt wird, daß sich die Ebene um 
Liefe Linie frei drehen kann, die Linie selbst aber ihre Lage 
unverändert behält, so heißt solche eine feste Axe oder 
eine Drehaxe. Dagegen nennt man diejenige Linie, auf 

welche sämmtliche Momente der Kräfte bezogen werden, 
die Axe der Momente.

Sind mehrere Linien, Flächen oder Körper fo mit ein
ander verbunden, daß man sie als fest und unzertrennlich 
ansehn kann, wenn Kräfte oder Gewichte an denselben 
angebracht werden, so heißt diese Zusammensetzung ein 
System.

§. 61.

Wirken mehrere Kräfte auf eine feste Ebene senkrecht, 

und man nimmt an, daß die Drehaxe mit der Axe der 
Momente zusammenfällt, so sind sämmtliche Aräfre im 
Gleichgewichte, wenn die Summe der Momente 
von den Ixräften, welche die Ebene auf eine 
Seite der Axe zu drehen streben, der Summe der



Vom Hebel und der Drehungsare. 71
Momente von den entgegengesetzt wirkenden 

ten gleich ist.
Beweis. Es sei, Figur 40. und 41., XX eine feste 

Ebene, und MKi ihre Drehaxe. Auf diese Ebene senk- u. 41. 
recht in , D wirken Kräfte D, nach den Ilichtuu- 
gen vs), deren senkrechte Abstande von der 
Drehaxe und LD sind. Ist nun das Moment

O. D — DL. , und man zieht die Linie v, welche 
die Drehaxe in L schneidet, so sind die Dreiecke ^L I) 

und DLL ähnlich; daher verhält sich
: DL — LO : LL. Aber weil^-O.I' — DL.tz 

so verhält sich auch
: DL — y : D daher

Lv : LL — c) : D.
Da nun der Punkt L als hinlänglich unterstützt ange

sehen werden kann, so sind (§.39 und 40.) die Kräfte 
?, <Z in der Ebene XX mit einander im Gleichgewichte.

So wie dieser Beweis für die beiden Kräfte D und 

geführt worden, läßt er sich auf jede Anzahl von Kräften 
auödehnen, welche auf der Ebene X X senkrecht sind.

§. 62.

1. susatz. Von den Gewichten ?, leide der 

Punkt L einen Druck — D, so ist (§. 40.)

Wegen Ähnlichkeit der Dreiecke LO und D L L ver

hält sich aber
— DL:vL, daher ist 

also auch D - O.
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Stellt man sich nun vor, daß die Kräfte ?, y in den 

Punkten O und L mit ihren vorherigen Richtungen par
allel angebracht waren, so fände man ebenfalls (§.40.) 
den Druck auf den Punkt L

. l)6
daher leider die Drehaxe von den Rräfrcn (Z 
einen Druck, welcher eben so groß ist, als wenn 
diese Kräfte nach ihren Richtungen unmittelbar in 
den Punkten I) und L der Drehaxe angebracht 
wären.

Man vergleiche hiemit §. 58.

§- 6g.

2. Zusatz. Wird die feste Axe in zwei Punkten lVI 

Atid N gehalten, so ist es nun leicht, die Pressungen auf 
Liefe Punkte zu bestimmen. Man erhält nemlich 
(§. 48. I.) 
den Druck auflVl

und den Druck aufbl
ivin.x viiü.tz

wo das obere Zeichen gilt, wenn Y nach einerlei Rich

tung mit r zieht, das untere aber, wenn die Richtungen 

von k und tz entgegengesetzt sind.

H. 64.

xaf. n. Zwei feste Ebenen N lVb, , Figur 42., sind un- 
Lis.42. txr einem beliebigen Winkel an der festen Axe M bl mit 

einander verbunden. In L wirken Kräfte r, Y,
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nach ^?, in Entfernungen LD von der 
Axe so wird 1' mit O im Gleichgewichte seyn, 

wenn L . ? — ? v. y ist.
Beweis. Man nehme in dee Ebene bl auf l>l 

senkrecht O> — L O, und bringe in b, senkrecht auf 
Ndl', die Kräfte f) und f) jede — s) an, so ist I» nüt

(§- 39-) und init im Gleichgewichte. Aber es ist 
auch (Z' mit <) im Gleichgewichte; daher kann man <B 

wegnehmen, und I», y bleiben noch in Ruhe.
Da sich dieser Sah eben so für mehrere Kräfte bewei

sen läßt, so folgt allgemein, daß, wenn die Momente von 
der gemeinschaftlichen Drehaxe genommen werden, meh
rere an verschiedenen aufdcr Axe senkrechten Ebe
nen angebrachte Kräfte einander das Gleichge
wicht halten, wenn die Summe der sHomenre von 
denjenigen Kräften, welche die Ebenen nach einer 
Gerte zu drehen streben, der Summe der Mo, 
mcmc in Bezug auf die entgegengesetzte Umdre

hung gleich ist.

§. 65.

Die Kräfte?, y", Figur 42., drücken die Axe M N Taf. ir. 
eben so, als wenn solche in L nach paralleler Richtung 

mit? und^ nach Lg und L g angebracht wären (§.58,). 
Dasselbe gilt von den Kräften und weil diese 
(§.62.) die Axe so drücken, als wenn nach vg und

nach L <s angebracht wäre. Die Kräfte nach 
^9 , verursachen keinen Druck auf die Axe, weil 
sie einander gleich und entgegengesetzt sind, daher können 
solche abgenommen werden, und es bleibt noch in L der



74 Zweites Kapitel.
Druck ? nach Lg, und in O der Druck nach I) g; da» 

her leider eine feste Axe von den frästen ?, 
welche auf verschiedenen mir dieser Axe verbünde.' 
ncn Ebenen senkrecht wirken und stch im Gleichge

wichte halten, eben den Druck, als wenn diese 
Kräfte in den Punkten L und D der Axe nach ih
ren Richtungen angebracht waren.

§. 66.

Taf. ii. Aufgabe. Die feste Ebene Figur4z., be- 
8ig. 4;. finde fich §n der Drehaxe M l>!, welche in IVl und ge

halten wird. Am Punkt 6 dieser Ebene wirke eine Kraft 
k, deren Richtung 6? in diese Ebene fällt; man sucht 
den von der Kraft I? hcrrührenden Druck auf die Punkte 

M und
Auflösung. Es sei der Winkel dl 6 — «, 

lVlN 6 — , und der Winkel, unter welchem die ver

längerte Richtung der Axe die Richtung der Kraft k schnei
det, oder N L 6 —so ist, wenn lVI 6 nach in verlän
gert wird, der Winkel A — j3 -I- 

^Oin — « — 

nOni — « -f-
Nimmt man nun 6g — I>, und zeichnet das Parallelo
gramm 6 MAN, so ist H. 19.

o l /
sin nOrn 3tn -j-

Die Kraft 6 m drückt den Punkt lVl nach M6; wird sie 
daher nach und senkrecht darauf nach lVIM' zerlegt,
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und wird letzter Druck p' genannt, so erhält man §. 20.

p O ni.sin«
und den Druck nach — 6111.608 «.

Eben so kann man die auf den Punkt nach 61^ wir
kende Kraft On, nach IVIN und darauf senkrecht, nach 
der Richtung N'N zerlegen. Wird letzterer Druck — p" 

gesetzt, so istH. 20.

x" — 6n . sin st 
und der Druck nach — 6n . 608 st. 

Setzt man für Om und die gefundenen Werthe, 
so erhalt man den Druck in lVI nach der aufdieAxe 
senkrechten Richtung AIM' oder

, . , -in I,L > '/ > -in «
(I) ? - r-

den Druck auf den Punkt di nach der aufdie Axe 
seirkrechtcn Richtung oder

(II) v — ? . ---- ------- —— 
-inj« -j- /Z j

und wenn der gesammre Druck, welchen die Axe nach 

der Richtung lVIN leider, also
6111 . cos « . 608 st — g"

gesetzt wird, so erhält man
-in < /S v I cn» « -?- -in i« — y > cc>- S

-ill o- -i-

Es ist aber 8in sst — «in st 608 oonst sin 
und 81»^« --- 8IN st 608 ---- 608 st sin , da
her wenn man statt der Sinns von den Summen und 
Differenzen zweier Winkel die Sinus von den einzelnen 
Winkeln in diese Gleichung einführt, Zähler und Nenner 

mit 608 « 608 st dividirt, und die Größen, welche sich 

aufheben, wegläßt, so erhält man
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(III) p — k 608

Diesen Werth hätte man ebenfalls erhalten, wenn man 
sich die Kraft k inL angebracht vorgestellt, und solche nach 

und senkrecht aufzerlegt hätte.
§. 67.

l. Zusatz. Läuft die Richtung der Kraft Fi

gur 4z., mit der Axe lVIict parallel, so wird — o, 
also L08 <7 — 608 o — l daher ist

, .. «in « «in/S ?(I) p — p .------------ -  —------------------
sin j«-j-/L j cot « -j- cot O

Eö sei 6O auf lVH^s senkrecht, so ist

IVlO — 6O aot « und
O — OOootst also
ILI O-l-O — 6O loot«-l-60t st^ oder

— — 00t « -l- 00t st, folglich auch

k IVl^ '

Weil ferner x , so wird

(II) x" — x und
(III) x" — ll.
Je weiter daher bei einer Thüre die Stützha^ 

ken von einander entfernt find, Desto geringer ist 
die Gewalt, mit welcher die Haken horizontal ge
drückt werden.

§. 68.
2. Zufay. Wäre daher an einer festen Stange lVI N, 

Taf. n. Agur 44., ein Arm OO auf senkrecht befestigt, 

und man giebt der Stange lVIN eine vertikale Lage, in
dem die Kräfte ?, x " nach vertikalen Richtungen 
Nxund die Kräfte x, x" nach horizontalen Richtun-
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gen Mx', p" angebracht werden, so ist unter den vier 
Kräften ein Gleichgewicht, und die Stangen bleibt in 
Ruhe, wenn I? — x» und

k ? HIN
Dieser Satz findet seine Anwendung bei den Stam

pfern, weil sich nach demselben der Druck der Stampfer 

gegen die Scheidelatten finden laßt.

§. 69.
In einer festen Ebene sind verschiedene Kräfte k, k» 

k --, welche nach verschiedenen Richtungen angebracht sind, 

mit einander im Gleichgewicht. Die ganze Ebene werde 
um einen in derselben willkürlich angenommenen Punkt 0, 
Figur 45., äußerst wenig gedreht, so daß, wenn die Eaü 
Linie O welche die Richtungen der Kräfte be- 
stimmt, in die Lage Oa kommt, der Bogen a , wel
chen der äußerste Punkt durchlauft, so klein sei, 
daß solcher mit seiner Sehne als gleich groß angenommen 
werden kann. Sind nun , -L" . . . die Punkte, 

wo die Richtungen der Kräfte k, r', k ... die Linie 

O schneiden, wobei es gleichgültig ist, ob die Kräfte in 
den Punkten ... oder in irgend einem Punkte ih
rer Richtung wirken, und man setzt die Entfernungen

o^, 0.4"... — 1), U"... und die Rich
tungswinkel OK"?"... —

wo die Winkel von o bis z6o Grad fortgezählt werden; 
wird ferner ap, a 9^ . . . mit K?» K? . . . parallel 
und aä, ack . . . auf K?. K'?' ... senkrecht gezo
gen, so bezeichnet Kck den Weg, welchen die Kraft ? 
Nach ihrer Richtung durchlaufen muß, wenn die Linie
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Taf. ir. in die Lage 0 a kommt. Eben so sind ä , ...
Flg. 45. djg Wege, welche alsdann die Kräfte ? , k" ... nach 

einerlei Richtung durchlaufen. Weil der Winkel ^7 O u" 

unendlich klein ist, so sind 0 a, O a ... rechte Win

kel, also
a <1 — 90° —' «
0^?' — — 360" — «' und

— 180° —
Man setze die Wege

— vr. —so ist, wenn

a — V gesetzt wird

a — und u — i also

-V ct — a. 608 (90° — «j oder — V 5IN « 
^d^ ^3^.8insz6o°—«joder^——^sin«

d" — 8in (180°—oder-w — sin «"

Nach §. 29. III. ist aber für das Gleichgewicht unter den 

Kräften r, !>',
I, ? sin « -j- I' sin -4- I,' I> sin — o

, oder wenn durchgängig mit multiplizirt wird

- , d'vsin«' , d"vsin«" „___
V? LIN« -I------- -----  k -f-------- .-----I— 00 0

und wenn die vorhin gefundenen Werthe -vr" in 

Liefe Gleichung gesetzt werden, so erhält man
^ I> — -f- — o

oder weil bei mehrern Kräften ?, l^, ... die Rech

nung auf gleiche Art geführt wird, und ähnliche Resul
tate entstehen, so erhält man ganz allgemein für jede An

zahl von Kräften
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-i- .... — o 
d. h. "wenn mehrere Kräfte, deren Richtungen iir 

einerlei Ebene fallen, auf verschiedene Punkte 
eines Systems wirken und im Gleichgewichte find, 
so muß bei einer geringen Umdrehung des ganzen 
Systems um einen willkürlich angenommenen 

Punkt, die algebraische Summe der Produkte 

einer jeden Kraft in den nach ihrer Richtung durch
laufenen Weg — o seyn.

Hiebet ist aber wohl zu bemerken, daß die Wege, 
welche die Kräfte nach solchen Richtungen durchlaufen, 
welche ihnen grade entgegengesetzt sind, negativ in Rech

nung kommen.
Eben diese Resultate erhalt man, wenn die Punkte 

... nicht in einer graden Linie liegen. Fal
len die Richtungen der Kräfte l?, 1', k , ... in meh
rere mit einander parallele Ebenen, welche auf einer will
kürlich angenommenen Drehaxe senkrecht stehen, so ver
tritt die Drehaxe die Stelle des angenommenen Punkts O, 

und man erhalt dieselben Resultate. Auch läßt sich 
der angeführte Satz für mehrere Kräfte beweisen, de
ren Richtungen jede Lage haben mögen, weil man nur 

alsdann statt des Punktes O eine willkürliche Drehare 
annehme», und jede von den Kräften? , ... 
nach §. A2. in drei aufeinander senkrechte Richtungen zer
legen darf, wovon eine mit der Drehaxe parallel, und die 

andere durch die Drehaxe geht. Der Beweis und die dazu 
gehörige Figur ist indessen so verwickelt, daß solcher um 
so mehr hier Übergängen werden kann, weil diejenigen 
Fälle, wo die Richtungen der Kräfte nicht in einerlei oder
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mehrere parallele Ebenen fallen, hier nicht in Betrach

tung gezogen werden.
Der oben erwiesene Satz kann daher als ein allge* 

meines Grundgesetz der Statik angesehen werden, 

weil er sich über alle Gegenstände derselben erstreckt, und 
die schwierigsten Aufgaben mit seiner Hülfe aufgelöst wer
den können. Auch ist dieser Sah unter dein Namen des 
Gesetzes vom Bestreben nach Geschwindigkeit oder 

des Grundsatzes von der virtuellen Geschwindigkeit 
bekannt, wovon der Cartestsche Grundsatz, nach 

welchem sich, im Falle des Gleichgewichts, die Kraft zur 
Last umgekehrt wie der Weg der Kraft zum Wege der 
Last verhält, als ein einzelner Fall leicht abgeleitet wer

den kann.
Es läßt sich leicht cinsehn, daß das erwiesene Grund

gesetz nicht nur für die drehende, sondern auch für die 
fortschreitende Bewegung (H. Zg.) gilt, bei welcher das 

ganze System eine solche Lage erhält, welche mit der vor
hergehenden parallel ist, weil man nur den Drehpunkt 
unendlich weit entfernt annchmen darf.

Umgekehrt kann man auf eine ganz ähnliche Art be
weisen, daß, wenn bei einem Systeme die algebraische 

Summe der Produkte einer jeden Kraft in den nach ihrer 
Richtung durchlaufenen unendlich kleinen Weg — o 

ist, sich alsdann das System im Gleichgewichte be

findet.

Drittes
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Von dem eigenthümlichen Gewichte der 

Körper.

m § 7>.
^Gleichgroße Körper von verschiedener Materie haben oft 

sehr verschiedene Gewichte, wodurch man auf die Ver
schiedenheit ihrer Massen schließt ( §. iss, weil doppelt so 

viel Masse einen doppelt so großen Druck auf ihre Unter
lage verursacht, als die einfache. Wenn alfo ein Kubik« 
fuß Eisen dreimal so viel wiegt, als ein Kubikfuß Kalk
stein, so wird ersterer dreimal so viel Masse enthalten alö 
letzterer. Je mehr Masse gleich grosie Kö-per enthalten, 
desto dichter sind sie, daher man überhaupt die Dichtig
keit (ven.-iitgs. DEi/c) eines Körpers nach der 
Masse, welche er in einem bestimmten Raume enthält, 

und die Masse nach ihrem Gewichte beurtheilt Nehmen 
daher zwei Körper einerlei Raum ein, so verhalten sich 
ihre Dichtigkeicen wie ihre Massen oder wie ihre Ge
wichte.

Haben alle einzelne gleichgroße Theile eines Körpers 

einerlei Gewicht, so kann man der Materie desselben eine 
gleichförmige Dichtigkeit zuschreiben. Ist alsdann 
das Gewicht von einem bestimmten Theile eines Kör
pers, dessen Materie gleichförmig dicht oder homo
gen ist, bekannt, so lass sich daraus aus das Gewicht 
des ganzen Körpers schllkM, weshalb es sehr wichtig ist,

Erster Band. §
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von mehrern vorkommenden Körpern, sofern deren Ma

terie als homogen angenommen werden kann, die Ge
wichte zu kennen, weil sich daraus das Gewicht eines 
Körpers von jeder Gestalt leicht finden läßt. Die folgen
den Untersuchungen finden daher auch nur in so weit ihre 
Anwendung, als man ohne Nachtheil die Vlaterie der 
Körper als gleichförmig dicht annehmen kann.

§. 72.
Sind die Materien zweier gleichgroßer Körper homo

gen, aber die Gewichte derselben verschieden, so sagt 
man, die Materie desjenigen Körpers, welcher das meiste 
Gewicht hat, besitzt mehr eigenthümliches (spezifisches) 

Gewicht (konäus speciticnirl. z-s/at//'), als 
die Materie des andern Körpers. Zur Vergleichung der 
eigenthümlichen Gewichte mehrerer Materien darf man 
daher nur Körper von einerlei Größe, in Absicht ihrer 

Gewichte, mit einander vergleichen, und wenn man 
das Gewicht von einem derselben als Einheit annimmt, 
und alsdann auömittelt, wie vielmal das Gewicht der 
übrigen Körper größer oder kleiner ist, als das Gewicht 
des zur Einheit angenommenen Körpers, so hat man da- 
durch ein bequemes Mittel, die eigenthümlichen Gewichte 
verschiedener Materien zu vergleichen. Damit aber das 
eigenthümliche Gewicht der Materie eines Körpers mit 
demjenigen nicht verwechselt werde, welches dem Körper 
von bestimmter Größe entspricht, so pflegt man letzteres 
das absolute Gewicht (konäns sbsolntum. T'ozÄ 

aLso/tt) zu nennen.
Unter allen bekannten Materien hat das reine Regen- 

wasser oder destillirteö Wasser, in Absicht der gleichförmi-
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miqen Dichtigkeit den Vorzug, und weil eö überdies 

sehr leicht zu haben ist, sich auch tich aus andern, 
erst in der Hydrostatik einleuchtend werdenden Grün« 
den, empfiehlt, so hak man allgemein das Gewicht des 
destillirten Wassers als Einheit, zur Vergleichung mit den 
Gewichten anderer Körper angenommen. Ist daher das 
Gewicht von einem Knbikfuße destillirtenWassers bekannt, 
und man findet das Gewicht von einem KubikfußeFeldstein 

zwei und ein halbmal so groß, so ist, wenn das eigen« 
thüm'iche Gewicht des destillirten Wassers — l gesetzt 
wird, das eigenthümliche Gewicht des Feldsteins — 2,5. 
Es sei das Gewicht von einem Kubikfuße destillirten 
Wassers, und 6 das Gewicht von einem Kubikfuße ir
gend einer andern Materie, so erhält man, wenn A das 
spezifische Gewicht dieser Materie bezeichnet, ganz all« 

o
gemein S —

§- 73-

Die genaue Ausmitte'ung von dem Gewichte deö destil- 

lirten Wassers ist deshalb sehr nothwendig, weil hievon 
die richtig? Bestimmung des eigenthümlichen Gewichts der 
übrigen Materien abhängt. Nach meinen sehr sorgfälti« 
gen und mehrmal wiederholten Versuchen l *)  ist das Ge
wicht von einem brandenburgifchen Kubikfuße destillirten 
Wassers — 65,93684, oder beinahe 6^'^- Pfund ber-

(*) Verqleichnng der in den Kön. Preuß. Staaten ein- 
gefüm-tcn Maaße und Gewichte. Berlin l7y8. S. 27.

Der rheinläudische oder drandenbnrgische Fuß halt 
rZS/iZ pariser Linien, und das berliner Pfund Han- 

F 2
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liner Handelsgewicht, bei einer Temperatur von 14 Grad 
Reaumur. Der brandenburgische Kubikzoll wiegt hie» 
nach 0,038158 Berliner Pfund oder 5011^ cöllnische 
Richkpfennige.

Bei sehr genauen Untersuchungen ist die Angabe der 
Temperatur deshalb nothwendig, weil die erwärmten 
Körper gewöhnlich sich ausdehnen, und daher ein geringe
res eigenthümliches Gewicht erhalten, als die kältern. 
Wie viel die Abweichung von dem Gewichte des destillir- 
ten Wassers bei verschiedenen Temperaturen beträgt, kann 

man aus nachstehenden aus Bnsson'o Physik genomme
nen Angaben ( T/vrüe c'/cmeniEe Oll sse ZV/y.tt-

/>«/-4/. Z". ZoMZ.,
^"'5 1797.) übersehen, aus welchen zugleich das merk
würdige Resultat folgt, daß das Wasser seine größte 
Dichtigkeit bei einer hohem Temperatur als bei o Grade 
hat. Nach Rumford und Hällstrom (GilbertS Anna

len der Physik, 20. Bd., 1805. S-389.) findet man 
die größte Dichtigkeit bei einer Temperatur von 3,483 Grad 
Reaumur. Die letzte Spalte in der folgenden Tafel ist 

zur bessern Uebersicht und Vergleichung noch beigefugt 

worden, indem man die französische Unze oder 8 6^ 
— 576 c/e 8575,36 Richtpfm-
nige fetzte.

delsgewicht 131328 cöllnische Nichtpfennige oder 9747 
holländische Asse.

Wenn lediglich von Fuß oder Pfund hier die Rede 
ist, so werden allemal hier brandenburgische Fuße oder 
berliner Pfunde verstanden.
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DestillirteS 
Wasser

Ein pariser Kubik- 
zoll wiegt

Ei» brandenburg. 
KubikzoU wiegt

Bei einer 
Lemperat. 
n. Reaum.

Oros (Drains CöNn. Richtsfenn. Grad

im luftleeren 5 13,3680 50lZ,884 0
Raume 5 13,3843 5014,102 5

in 5 12,9080 5VO7, 708 0

5 12,9243 5007, 927 5
der 5 12,6930 5004, 808 10

Luft 5 12,4617 5001,714 iZ
5 12,184z 4998, 99° 20

Mit diesen Angaben kann man die im Grenschen 
Journal (Neues Journal der Physik. 1. Bd. Leipzig 
1795. S. 216 u. f.) beschriebene, vom Hrn. Professor 
Schmidt angestellten Versuche über das Geseß der Aus
dehnung einiger Flüssigkeiten durch die Warme vergleichen, 
von welchen nachstehende Tafel einen Auszug giebt, indem 

man das eigenthümliche Gewicht des Wassers bei einer 

Temperatur von 1 h Grad Reaumur — 1 gefetzt hat.

Tberm. Grade! 
»ach Reaum.

EigentI). Gew. 
des Wassers

Therm. Grade 
nach Reaum.

Eigenth. Gew. 
. des Mayers

L. 1,001 zo 40 0,989/8
5 1,00143 45 0,98689

10 1,00101 50 0,98389
i5 1,00000 55 0,98001 -
20 0,99858 - 60 0,97637
25 0,99701 65 0,97219
30 0,99479 70 o,9Ü8Z7. l

35 0,99219 75 0,96325 I
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§- 74-

Bezeichnet man allgemein durch

das Gewicht des deMirten Wassers — 65,9^8 

Pfund;
k das absolute Gewicht eines Körpers in Pfunden 

ausgedrückt;
V den Inhalt dieses Körpers in Kubikfußs
6 Las Gewicht von einem Kubcksuße dieses Körpers, 

und durch
§ das eigenthümliche Gewicht von der Materie des

selben;
so erhält man nach §. 72. daö Gewicht von einem Kubik- 
fuße oder

(I) O —
Es verhält sich aber

1 : V — 6 : ?

daher findet man das absolute Gewicht eines Körpers 

(II) ? — 6V — ^V

hieraus den körperlichen Inhalt oder

(III) V

und sein eigenthümliches Gewicht

(IV) x -

Auch erhält man noch

(V) O

r. Beispiel. Wieviel wiegt eine eylindrifche Säule 
von Sandstein, deren Durchmesser Z, und Höhe zo Fuß 
betragt, wenn das eigenthümliche Gewicht des Sand
steins - i,Y7 «st?
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Hier wird § — 1,97 und der Inhalt

V — . 9 . zo --- 211,95 Kubikfuß;
daher ist nach (II) das Gewicht dieser Säule oder

x - 1,97 . 65,94 . 211,95 Pfund.
Nun ist log 1,97 — 0,2944662

Ic»A 65,9....— i,8iy'28i
IoA 211,95 — 2,3262334

4/43982772753 s/36
daher wiegt die Säule 27551,36 berliner Pfunde.

2 . Beispiel. Man soll den Inhalt eines aus ge
gossenem Eisen verfertigten Körpers finden, welcher 
372,7 Pfund wiegt, wenn das eigenthümliche Ge
wicht 7,n3 ist.

17 — 372,7 und § — 7/H3/ daher findet man (II!) 
den Inhalt

V -- 272,7___
7, "Z . 65,9.. .

Aber laZ 7,113—0,3520528 
lo§ 65,9.... — 1,8191281

2,6711809
372,7 -- 1/57-3594

o, 9001785 — 2 — lox 0,079465 
daher ist der Inhalt des eisernen Körpers --- 0,079465 
brattdenburgische Kubiksust.

75-
Die nachstehende Tafel enthalt die Angaben von 

dem eigenthümlichen Gewichte mehrerer Materien, wo- 
bei besonders auf die bei uns üblichen Baukörper Rück

sicht genommen ist. Die angegebenen Verhältnißzahlen 
können aber nur als NäherungS - oder Mittelwerthe 

angesehen werden, weil selbst bei Materien von einer Art 
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ihre manm'chsaltige Dichtigkeit öfters sehr abweichende 

Resultate finden läßt. Auch muß bei Körpern von 
gemischter Materie, wie z. B. beim Mauerwerke, wo 
die Steine ein anderes eigenthümliches Gewicht als der 
Mörtel haben, die Angabe des eigenthümlichen Gewichtes 
so verstanden werden, als wenn die verschiedenen Mater 
rien einen gleichförmig dichten Körper bildeten. Ueber- 
haupt müssen die jedesmaligen Umstände, unter welchen 
von diesen Voran, fthunqen Gebrauch gemacht wird, ent
scheiden , wie weit solche zulässig sind

Vorzüglich hat man die Musschenbrökschen und Brist 
sons.hen Angaben von dem eigenthümlichen Gewichte der 
Körper benutzt, dagegen gründet sich die Bestimmung der 
bei uns einheimischen Holzarten und Baukörper größten- 
theils auf eigene deshalb angestellte Untersuchungen.
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Tafel
zur Vergleichung des eigenthümlichen Gewichtes mehrerer 

Materien, wenn das Gewicht des destillirten Wassers 

als Einheit angenommen wird.

Benennung der Materien. EijmMn'imljches 
G wicht.

Abricosenbaumholz, vom Stame, trocken 
Accacienholz, vom Stamme, trocken 
Agalmatolich, chinesischer, Speckstein 
Agath . . . - .
Ahornholz,gemeines,vomStame, trocken 

virginisches
Alabaster .... 

weißer antiquer .
Alaunerde ....
Alaunschiefer, gemeiner .
Alaunstein ....
Ambra, grauer 

schwarzlichter
Ambrageist ....
Ambraöhl ....
Ameisensäure
Ametist ....
Ammoniakgummi
Apatit, blättriger (Phosphorspath) 
Apfelbaumholz, vom Stamme, trocken 
Apfelwein, Cyber .
Aquamarin, s. Berill.
Arack , . . . .
Arsenik, geschmolzen 

weißer, gemeiner 
gelber

0,711 bis o, 8b8 
o, 950 — 0,702 
2,785 — 2,815 
2,553 — 2,607 
o,75Z
O,Ü2Y
2,bll — 2,87b 
2,730
r,7Zo
1,80z — 2,4YO 
',378 — 2,424 
0,926
0,780 
',o3l 
o,978 
o,994
2,653 — 2,785 
1,207
3, "9 — 3,2i8 
0,793
i,o,8

',457 
5,763 
',^94
3,452
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Benennung der Materien. Eigenthümliches 
Gewicht.

Asbest, biegsamer . 
gemeiner 
schwimmender

Asphalt, Judenpech 
Augit, (Olivinblende) . 
Ausierschaalen
Basalt
Baumöhl ....
Benzoeharz ....
Bergblau ....
Bergkrystall ....
Vergmehl, 8llex ruont. k'srina 
Berill, Aquamarin .
Bernstein ....
Bier, braunes 

weißes
Bimsstein ....
Birkenholz, vom Stamme, frisch 

trocken
Birnbaumholz, vom Stamme, trocken 
Blasensicin, von Menschen 
Blei, gegossen, englisches 

deutsches
Bleiasche ....
Bleikalk . .
Dleiweiß ....
Bleizucker ....
Blutsiein ....
Vlutwasser ....
Bolus, armenischer
Borax ....
Borazit, Boraxspath
Vrandwein, gemeiner ....

0,908 bis 2,ZrZ 
2,500 — 2,800 
0,680 — O-YYZ 
r, 104
Z,i82 — 3/377 
2,092
2,074 — Z,ZIO
0,9-5 
I,OY2 
3/608
2,60z — 2,888 
0,362
2,2ZO — 2,759 
7,078 — 7,086 
l/.oZ4 
7,02z 
0,914 
0,702 
0,580 
o,66l
7,700

77,324 — 17,875
17, Z7O 
7,666 
8,940 
3/IZ6
2,745 
4,360
7,190 
2,727
7,720
2,076 — 2,566
o,8Z7
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Benennung der Materien.

Brasilienholz, rothes
Braunstein ....
Draunsteinkiesel
Buchenholz (Nvthbüchen) 

vom Stamme, trocken 
vom Splint, trocken

Düchenholzöhl
Buchsbaumholz, 

brasilianisches, rothes, trocken 
französisches .
holländisches

Butter . I .
Cacaobntter ....
Campechenholz, trocken
Campher ....
Canariensect
Cedernbaumholz, aus Indien, trocken 

aus Palästina 
wildes .

Chinawurzel
Citrvnenbaumholz, trocken 
Cocosnußbaumholz, trocken 
Copal, durchsichtiger 

undurchsichtiger .
Corallen, rothe 

weiße . .
Cyanit (blauer Schörl) .
Cyber, s. Apfelwein.
Cypressenbaumholz, spanisches, trocken
Dachschiefer ....
Demant, blauer, orientalischer 

gelber, brasilianischer 
grüner . .

EuMtlmmliches 
Gewicht.

',oZl
3,530 bis 4, Ii6
3, 600

0,666 — 0,854
0,600 — 0,721
0,918

r/OZr
0,910
1/328
o, --43 
0,892
o,9l3
0,989
1/OZZ 
1,315
0,418 — 0,778
0,596
1,071
0,726
1,040
1/045
1,140
2,689
2,500
5,092 — 3/622

0,644
2,670 — 3/520 
3/525
3/666

I 3/524
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Benennung der Materien. Eigenthümliches 
Gewicht.

Demant, orangerother 
rosenrother 
weißer / .

Demantspalh
Dillenöhl ....
Drachenblut (Harz)
Ebenholz, von den Alpen, trocken 

amerikanisches . 
indianisches

Eichenholz,
Somereichcn, von, Kern, trocken 

Kern u.Herz, trocken 
Splint, trocken 
Stamm, frisch 
Wurzel, frisch 
Zweige, frisch

Wintereichen, s. Steineichen.
Eis...........................................
Eisen, gegossen 

geschmiedet, brandend. Landeisen 
harzer 
schwedisches 
suhler

Eisenkiesel, krystallisieret' Pechstein 
Eisenschlacke
Elastisches Harz
Elfenbein ....
Elzbeerholz, trocken
Enzianwurzel
Epheuharz ....
Erde, lehmigte, festgestampft, frisch 

trocken 
feste Gartenerde, frisch

3,550 
3,531
3,52l
Z,7lO bis 3,962 
o,994
1,204

i,33r 
I,2OY

0,720 — 0,795 
0,618 — 0,695 
0,610
0,845 — o,85o 
o,88o
o,6y8 — 0,780

0,916
7,il3 — 7,2oo 
8,189
8,291
8,341 
8,215
2,476 — 3,205 
2,855
o,9Z3 
1,825 
o,87y 
0,800 
1,295 
2,06z 
1,929 
2,047
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Benennung der Materien. Eiaenthümliches 
Gewicht.

Erde, feste Gartenerde, trocken . 
trockne magere Erde 

Erlenholz» vom Stamme, trocken 
vom Splint, trocken 
vom Stamme, frisch 

Eschenholz, vom Stamme, trocken 
- Zweige .

Eselsmilch .... 
Essig, dcstillirter

rother . 
weißer 

Essigsäure, concentrirte . 
Feldspat; gemeiner (Feldstein) . 

dichter 
glastgter .

Feuerstein (gemeiner Kiesel) 
Fichtenholz, f. Nothtanne.
Fieberrinde ....
Flüstspath ....
Franzosenholz
Fraueneis, s. Gypsspath.
Galläpfel ....
Galmei . ...
Gasarten, bei 12 Grad Neaumür, 

kohlensaures Gas . 
nitröses Gas . 
Sauerstoffgas .
Stickgas 
Wasserstoffgas .

Glas, von Vvuteillen 
Fensterglas, gemeines 
Flintglas 
Krystallglas .

1,630
1,338
0,586 bis 0,660 
0/485 — 0,574 
0,788 — 0,822 
0,725 — 0,845 
v/734
I/0ZZ 
1,229
I,O2Z
I/0IZ 
1,063 
2,430 — 2,602 
2,629 — 3,389 
2,518 — 2,589 
2,58l — 3/022

0,780
3/OY4 - 3/iyi 
1/333

r/O34 
3/524

0,2018478 
O, 2214942 
0,0213579 
0,0011905 
2,2022948 
2,732 
2,642
3/32Y
2,488 — 2,892
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Benennung der Materien. Eigenthümliches 
Gewicht.

Glaskopf, rother .
Glimmer ....
Gold, das reinste, gegossen

Dukatengold
französis.zu 22 Karat, gegossen 

geschlagen
guineisches .
von englische» Guineen .

Granat, edler (Karfunkel) 
gemeiner .

Granatenbaumholj
Granit ....
Grappwurzel
Guaiakgummi .
Guajakholz ....
Gummi, arabisches
Gummigutta
Gummilack . ....
Gummilandarac 
Gummitragant
Gyps, dichter

faserigter 
körniger 

sperenberger 
gebrannter, sperenberger 
frisch gegossener, sperenberger 
gegossener, ausgetroctnet

Gypsspath, Fraueneis 
halbdurchstcht. sperenberger

Hammeltalg 
Hanfsaamenöhl 
Harn, vom Menschen . «
Haselnußöhl

4,898
2,767 bis 2,934 

19,640
-9,352
17,486
57,589
-8,888
17,629
3,7-8 — 4,352
3,668 - 3,757
5,354
2,539 — 3,vü3
0,765
5,229
1,632
5, 452
1,222
5,539
I,O92
-,333
1,872 — 2,964
2,300
2,199 — 2,31^
2,199 -- 2,266
-,8ro
1,292
o,973
1,761 — 2,322
1,761 — 2,322 
0,924
0,926
1,011
0,916
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Benennung der Materien. Eigenthümliches 
Gewicht.

Haselstaudenholz
Hausenblase
Heliotrop (grüner Jaspis)
Hirschhorn ....
Hirschhorngeist
Hirschhornsalz, flüchtiges
Hollunderholz . , .
Holzkohle ....
Holzstein, versteinertes Holz, Kieselholz
Honiggeist . . . - .
Hvrndaum (Weißbüche) v. Stack, trocken
Hornblende ....
Hornblendschiefer .
Hornschicfer, s. Klingstein.
Hornstein (Felskiesel)
Hünereyer ....
Hyacinth
Jalappharz ....
Jasminholz ....
Jaspis, egyptischer 

gemeiner .
Indigo ....
Jsoppöhl ....
Judenpech, s. Asphalt.
Kalbstalg ....
Kalkmörtel, frisch .

trocken
Kalkflnter, Tropfstein
Kalkspath ....
Kalkstein, dichter

rüdersdvrfcr 
körniger .
gebrannter, rüderödorfer 

Kalzedon (Onyx) .

o,6oo
1, nr
2,620 bis 2,700
1,875
1,07z
i/4'-6
0,695
0,280 — 0,442 
2,04z — 2,67z 
o,8yZ
o,755 — 0,805 
2,922 — 3,410 
2,9-ry,— 3,153

2,532 - 2,745 
1,092
3,687 — 4,385
1,218
0,770
2,564 — 2,600 
2,58o — 2,720 
0,769
0,968

°,934
i,789
1,638
2,325 — 2,741 
2,070 — 2,720 
2,396 — 2,700
2,396
2,707 — 2,862 
i,274
2,586 — 2,628
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Benennung der Materien. Eigenthümliches 
Gewicht.

Karmol (Sarder) .
Katzenauge, 8ilsx Lnro^ktulin 
Kiefernholz, vom Kerne, frisch, harzig

Kern und Splint, frisch 
vom Kerne, trocken 
Kern und Splint, trocken 
Splint, trocken 

Kieselschiefer (Hornschiefer) 
Kieselsinter (Quarzsinter) 
Kirschbaumholj ...
Kirschgummi ...
Klingsiein, Hornschiefer .
Kobald, geschmolzen
Kochsalz, reines
Korkholz ....
Korund (Demantspath) . 
Krauiemünzenöhl 
Krebsaugen .... 
Kreide, schwarze, Zeichenschiefer 

weiße
Kreutzstein, Kreutzkrystall . .
Krisoberill ....
Krisolith.gelbgrüner Topas) 
Krisopras . . .
Krystall, isländischer 
Kuhmilch .... 
Kupfer, geschmolzen 

japanisches 
schwedisches . .

Kupferdruck)
Kupfererz, Kies
Lasurstein .... 
Lava ..... 
Lavendclöhl .

2,597 — 2,6zo 
2,567 - 3,259 
v,72Z
0,640
0,62z
0,600
0,400 — 0,570 
2 596 — 2,860 
1,807 — 6,917 
o,7>5
1,482
2, z 12 — 2,700 
7,812
1,918
0,240
3,775 — 3,959 
o,975
-,890
2,144 — 2,277 
>,797 - 2,657 
2,353 — 2,z6i 
3,698 — 4,000 
3,052 — 3,449 
2,479 — 3,250 
2,720
>,032
7,788
9,000 
8,784
8,878
4,3'5
2,77t — 2,945 
2,348 — 2,880 
0,894
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Erster Band. G

Benennung der Materien. EchEhümilches 
Gewicht.

kcbensbaumholz i,Z27
keimen (Lehm) fetter, frisch 1,664

erhärtet l,5l6
mit Stroh vermischt, wie er zum 
Auswindender Staken gebraucht
wird, frisch t,7Y2

trocken 1,072
keinöhl .... O,N40
kerchenbaumholz 0,622
kencit (weißer Granat) 2,455 — 2,490
kimonienbaumholz . . 0,70z
kindcnholz . . 0,604
korbeerbaumholz 0,524 — 0,822
knft, atmosphärische, bei io°Neaumür O,OOI2Z2Z
kydischer Stein (Probierstein, schwarzer

Jaspis) 2,5y6 — 2,887
Magnesium .... 6,850
Magnetstein, indianischer 4,244
Mahagoniholz i,o6z
Mandelbaumholz 1,102
Mandelöhl, süßes . 0,917
Mandelstcin .... 2,2zr — 2,594
Marmor, bayreuther 2,840

carrarischer, weißer 2,7'7 - 2,76z
egyptischer, grüner 2,668
von« Harz, biankenbnrger 2,675

elbingeroder 2,851
italiänischer, schwarzer 2,712

weißer 2,7'5
von Paros, weißer . 2,837
schlesischer, Jaspismarmor 2,739
schlesischer, blauer 2,711

grüner 2,702
weißer . ' 2,648
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Benennung der Materien. Eigenthümliches 
Gewicht.

Marmor, schwedischer, grüner 
Mastixbaumholz
Masiixgummi
Mauer mit Kalkmörtel, 

von rüdersd. Bruchsteinen, frisch 
trocken 

von magdeb. Sandsteinen, frisch 
trocken 

von Ziegelsteinen, frisch
trocken .

Maulbeerbaumholz .
Meerschaum . . . .
Meerwasser .... 
Melanit (schwarzer Granat) . 
Menschenblut
Mergel, erdiger . .

erhärteter ...
Messing, gegossen .
Messingdrath .... 
Mispelbaumholz
Mvhnöhl . . . ,
Mohnsaft, türkischer
Mühlenstein ....
Myrrhe .....
Naphta .....
Nelkenöhl ....
Nickel, gemeiner 

geschmolzen .
Nußbaumholz, deutsches . 

französisches 
virginisches, schwarzes

Nußöhl.....................................
Obsidian (Glasachat)
Ochsenhorn ....

2,725 
o,849 
1,074

2,461 
2,396'
2,I2Z 
2,047
i,554 - 1,699 
i,47i — i,59Z 
0,626 — 0,897 
0,336 — 1,600 
1,026
3,691 
1,040
1,606 — 2,400 
2, Zoo — 2,700 
8,396
8,544 
o,944
0,924 
1,36Z
2,490 
i,36o 
0,847 
1,036
6,648
7,807 — 9,000 
0,664
6,671 ,
0,827
o,92Z 
2,348 
1,840
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G 2

Benennung der Materien. Eige»t!uimlicheS 
Gewicht.

Ochsentalg.....................................
Olivenbaumholz
Olivin (grüner Schörl)
Opal, edler, orientalischer . 

gemeiner
Opium .....
Pappelbaumholz,Schwarzpappel,trocken

Weißpappel, trocken 
t carvlinisches 

italiänisches
Paradiesholz .... 
Pech ...... 
Pechstein ..... 
Perlen, orientalische .
Pfeifenstranchhvlz . .
Pferdemilch .... 
Pstrsichbaumholz .... 
Waumenbaumholz . . .
Phosphor ..... 
Phosphorsaure .... 
Platina, gereinigte, gezogen 

gehämmert 
gegossen

Pommeranzenbaumholz 
Pommeranzenöhl
Pontak ..... 
Porphyr..................................... 
Porzellan, chinesisches 

französisches 
sächsisches .

Porzellanerde .... 
Prasem (Praser)
Prechnit (grüner Feldspats-)
Puzzolane .....

o,y23
0,927
3,032 bis 3/403
1,700— 2,114
2,015 — 2,144 
1,336
o,383 - 0,557
0,529 — o,8io
0,419
o,398
i,i77
1,150
2,049 — 2,669
2,684
1,099
i,o35
o,749
v,785
1,714
i,558

21,042
20,337
19,500
0,705
0,888
o,993
2,395 - 2,793
2,385
2, ,46
2,493
2,230 — 2,400
2,580
2,942
2,510 — 2,800
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Benennung der Materien. Eigenthümliches 
Gewicht.

Quarz, gemeiner 
milchweißer ...

Quecksilber, deutsches 
englisches

Quecksilberkalk ....
Quittenbaumholz .... 
Negenwasser, ganz reines
Neisblei, deutsches ... 

englisches
Nosenholz .....
Rosmarinöhl . .
Nothbüchxnholz, s. Buchen.
Nothstein ..... 
Rochtanuenhvlz, Fichten, frisch 

trocken
Rubin.....................................
Nübsaamenöhl ....
Sadebaumöhl ....
Salmiak, reiner ....
Salpeter ..... 

feuerbeständiger
Salpetersäure, gemeine 

rauchende
Salzsäure.....................................
Sand, gemeiner, trocken .

aus Bächen
mit Wasser gesättigt

Sandelholz, gelbes 
rothes . . .
weißes

Sandstein.....................................
Magdeburger

Saphir .....
Sardonix .....

2,486 bis 2,76z 
2,652

14,002
13/593
9/23o
0,705
1,222
2,460
2,289
1/ 125
0,934

1,666 — 3,139 
0,546
o,37o — 0,498
4,id6 — 4,283 
0,853 — 0,919
0,986
1,420
1,902
2,745
1,272
i/583
1/194
1,638
1,902
i,945
0,809
1,128
1,041
i,933 — 2,699 
i,97i — 2,12z 
3,994 — 4,203 
2,595 — 2,628
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Benennung der Materien.
Eigentümliches 

Gewicht.

Sassafrasholz, trocken
Sassafrasöhl ....
Scamonienharz ....
Schaafsnülch ....
Schieferthon ....
Schlchensaft ....
Schmergel.....................................  
Schörl, gemeiner (schwarzer)

elektrischer, s. Turmalin.
Schwefel, geschmolzener 

natürlicher
Schwefelkies ....
Schwefelnaphta .... 
Schweinefett ....
Schwerspath, gemeiner 

dichter . 
faseriger 
körniger

Serpentinsiein, gemeiner
Silber, i6löthiges, geschlagen . 

geschmolzen
Silberglaserz .... 
Silberhornerz .... 
Smaragd, gemeiner . 
Speck.............................................  
Speckstein, gemeiner .
Spieköhl.....................................

lSpinell (Nubinspath) 
«Spiesglas, geschmolzen 
I rohes
Spiesglasöhl ....
Spiesglastinktnr 
Stahl, geschlagen 

ungeschlagen .

0,482
1,094
1,200
1,041
2,600 bis 2,680
7,5'5
3/922
2,920 — Z,2I2

7,997
2,0ZZ
2,440 — 4/954
0,716
o,937
4,342 — 4,760
4,300 — 4,400
4,440 — 4,496
4/38o
2,560 — 2,894

10,571
10,474
6,910
4/749
2,678 - 2,775
0,948
2,614 — 2,880 
o,936
3/454 3/974
6,702
4,064
2,470
0,866
7/879
7/833
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Benennung der Materien.

Stahl, kölnischer
Federstahl . .
von englischen Feilen 

Stangenstein (weißer Schörl) 
Steineichenholz, vom Stamme, frisch 

trocken 
von der Wurzel, frisch 
vom Zweige, frisch

Steinkohle ..... 
Sleinmark, verhärtetes
Steinöhl .....
Steinsalz . . .
Stinksiein ..... 
Storaxgmnmi ....
Strahlstein, Strahlschörl
Stroh, so wie es in den Scbcuncnzu- 

sammengebunden ist .
zusammengeprcßt

Strontianit ....
Tacamakharz ....
Talk, gemeiner (Talksiein) 
Talkschiefer ..... 
Tannenhar; ....
Tannenholz, s. Weißtanne.
Taxusbaumholz, holländisches 

spanisches
Teufelsdreck ....
Therpentin
Therpentingeist . . .
Therpentinöhl .... 
Thon, gemeiner, Töpfererde 
Thonerde, reine .... 
Thonschiefer, Dachschiefer .
Thran..............................................

EigentbümlichcS 
Gewicht.

8/2-5 
8,2,5
8, >89 
3,550
0, 990 bis I, IOO 
0,724 — 0,760 
-,OO8 — 1,200 
o,8>9 — 0,832 
1,270— 1,500 
2,500 — 2,815 
0,8/8
2, '43
2,699 — 2,7-12
i, 110
2,806 — 3,452

0,05z
0,125
3,400 — 3,675 
1/139
2, 700 — 3, OOO 
2,768 — 3,020 
-/O73 -

0,788
0,807
1/32/
o,99r 
o,874
0,870
1,800 — 2,O0O 
1,305 — 1,699 
2,670 — 3,500 
O, 92Z
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Benennung der Materien. Eigenthümliches 
Gewicht.

Thumerstein, Axinit (Glasschörl) 
Thuyasbaumholz
Tombak .....
Topas .....
Trapp
Tripel (Tripelerde) . . .
Tropfstein .....
Tungstcin . .
Turinalin, elektrischer Schörl
Ulmcnholz, vom Stamme, trocken
Veronesererde, Grünerde
Vesuvian (vulkanischer Schörl) .
Vitriol, danziger .... 

englischer
Vitriolsalz .....
Vitriolsäure ....
Wachvlderholz ....
Wacholderöhl ....
Wachs, gelbes .... 

weißes ....
Wachsöhl....................................
Wacke ......
Wallrath .....
Wallroßzahn ....
Wasser, dsstillirtes
Wasserblei .....
Wcibermilch . . . .
Wcidenholz .....
Wein, Bordeaux

Burgunder
Kapwein, rother 

weißer
Madera . .
Mallaga ....

3/2Z0 — 3/295 
o,56l
9/>85
3/333 bis 4,010
2/78o — Z,O2i 
2/529
2,324 — 2,675 
6,066
3/054 — 3/47° 
o,6oo — 0,742 
2,637
3,365 — 4/20° 
i/7l5
i,88o 
1,900
1,700 — i,877 
O, 556 
O/yn 
v/965
0,969 
°/83i
2,535 — 2,980 
0,943
i,933 
1,000 
4,738 
1,020 
o,585 
0,991 
0,991 
1,018 
1,039 
1,038 
1,022
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Benennung der Materien. ElqenkhumNcbeS 
Gewicht.

Wein, Moseler .... 
Poutak- .....
Rheinwein
Tokayer ....

Weingeist, gemeiner .
höchst rectificirter

Weinstein .....
Weinsteingeist ....
Weinstemshl
Weinstemrahm ....
Wemstemsalz . . .
Weinstockholz ....
Weißbuchenholz, s. Hornbaum.
Weißtanncnholz, vom Stamme, frisch

trocken 
Weyrauch
Wctzschicfer ....
Wlsmuth, gediegen

geschmolzen
Wnndersalz, Glaubers
Zeolith, straligter
Ziegel, gebrannter
Ziegenmilch .....
Zimmetöhl .....
Zink, geschmolzen
Zinkblende .....
Zinn, englisches, gegossen .

gehämmert . ' 
Zinnober, braunrolher 

hochrother .
Zirkon, dunkelblauer .

weißer ....
Zucker, weißer ....

O/Ylü 
o,YYZ 
O,YYY 
1/054 
o,8Z7 
o,82y 
1/849 
i/073 
k/ 550 
i,yoo 
1/550 
1/327

0,444 bis 0,453 
0,420 — 0,424 
1/ 173
2,6oy — 2,9Z5 
y, 020 
y, 822
2, 246 
2,OZ5 — 2, ,00 
1/4'0 — 2,215 
I/OZ4 
1,044
7/ihr 
4,566 
7/ 2YI 
7,306

IO,2l8 
6,902 
4,666 
4/307 
l,6o6
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Weil die Zahlen und häufig Vorkommen, so ist zur 

Erleichterung der Rechnung noch folgende Tafel beigefügt.

I

V

I 65,936841 0,0151660
2 131,873682 0,030332I
3 197,810324 O, 0454981
4 26z, 747365 0,0606641
5 329,684226 O,0758301
6 395,621047 O,09O9962
7 46',557888 <2, 1061622
8 527,494750 0,1213282
9 595,43'571 O, 1364943

Wollte man z. B. das eigenthümliche Gewicht eines 
Körpers wissen von welchem der Knbikfuß 273,46 berli
ner Pfund wiegt, so wird, mit Hülfe der vorstehenden 
Tafel, die Rechnung folgendergestalt geführt:

003
01 

O

46___
OZZ2I 
06162 
04550 
<20607

OOYI

4 i47Zl
Das eigenthümliche Gewicht dieses Körpers ist daher 
- 4,'473'-

Ware umgekehrt das eigenthümliche Gewicht eines 
Körpers z. B. — 4,14731 gegeben, so findet man eben so 
leicht das Gewicht von einem Kubikfuße der Materie 
desselben.

4 147.51
26z

6
2

747565 
593684 
6Z7474 
461558

1Y78I 
— 659 
2731460521
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Taf. II.
8-g. 46.

Viertes Kapitel.
Vom Schwerpunkte.

*
§. 76.

Ä^enn mehrere Gewichte an einer oder mehreren festen 

mit einander verbundenen Linien oder Ebenen angebracht 

sind, so nennt man denjenigen Punkt, welcher gehörig 
unterstützt werden muß, damit diese Gewichte in allen La
gen der Linien oder Ebenen im Gleichgewichte oder in 
Ruhe bleiben, den Schwerpunkt (Neutrum Aiavira- 

118. Lezr/7-e A/-<2c-üe.). In eben der Bedeutung ver
steht man unter dem Schwerpunkte eines schweren festen 
Körpers denjenigen Punkt, welcher vertikal unterstützt 
werden muß, wenn der Körper in allen Lagen in Ruhe 

bleiben soll.
Bei dem graden Hebel ist der Dreh - oder Nuhepunkt 

der Schwerpunkt, weil derselbe in allen Lagen im Gleich
gewichte bleibt, wenn dieser Punkt gehörig unterstützt ist 

(§- 57-)-

- 77.

Aufgabe. An einer festen Ebene X?, Figur 46., 
wirken senkrecht auf dieselbe in den Punkten zwei 

Gewichte k > deren Lage durch die senkrechten Ab- 
ständc O von einer in dieser Ebene willkürlich ge
zogenen Momentenaxe L L gegeben sind; man sucht den 
Abstand des Schwerpunkts von dieser Axe.
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Auflösung. Man ziehet'; nehme^O —

so ist 6 der Schwerpunkt (H. 45.), und wenn dieser un

terstütze wird, so bleiben beide Gewichte in allen Lagen 
in Ruhe.

Nun verhalt sich
r : r -l- k — ^6 : aber auch

^6:^ —116 —^V:^O —also ist

M 6 — O) (p -i-1^ — D) folglich
der gesuchte Abstand des Schwerpunktes der Ge
wichte I', ? oder

116 —

Der Punkt 6 wird seine Unterstützung in jeder Lage 
eben so stark drücken, als wenn die Gewichte ?, 1'' darin 

vereinigt wären.
Wird noch ein drittes Gewicht in senkrecht auf 

XX angebracht, so kann man die Gewichte?, in 6 
anbringen, und ihre Wirkung auf diesen Punkt 6 bleibt 
dieselbe. Für daö Gewicht j? -i- in 6. und ?"in

> ist es nun leicht, nach der vorstehenden Regel den 
Abstand des Schwerpunkts 6 zu finden, weil hier eben 

die Regel gelten muß, wie bei zwei Gewichten; es 
ist daher

, , — »6.,x -1- p'j 
ii'-l-? I -i-?" 

oder wenn man für Ick 6 seinen Werth seht

i k x"

und es ist alsdann 6' der gemeinschaftliche Schwerpunkt 
der drei Gewichte ?, ? , welcher gehörig unterstützt 
diese Gewichte bei jeder Lage der Ebene in Ruhe erhält.
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Auch wird der Punkt 6' so stark gedrückt, als wenn die 
Gewichte r, L, k" in ihm vereinigt wären.

Verfährt man auf diese Art weiter, bei einem vierten, 

fünften w. Gewichte, so erhalt man allgemein, wenn
g , a, a", a ", .... die Abstände der Gewichte
p, L, L, .... von einer willkürlichen Linie 

V6 sind, und X die Entfernung des Schwerpunkts von 
dieser Linie bezeichnet

4- z'x' 4- a"?" 4- 4- . .. .
1- -j- r' -l- r" 4- t"" 4- -

d. h. man findet die Entfernung des Schwer
punkts mehrerer in einer Ebene angebrachten Ge
wichte, von einer willkürlichen Linie, in dieser 
Ebene, wenn die Summe der Momente für diese 
Linie durch die Summe der Gewichte dividirt 

wird.

Hiedurch erhält man ein leichtes Mittel, den 
Schwerpunkt mehrerer an einer Ebene befindlichen Ge
wichte zu finden, weil man nur zwei sich schneidende Li
nien aunehmen, und von diesen die Entfernung des 

Schwerpunkts bestimmen darf.

Taf. ii.
Fig. 47-

Wären in der Ebene X^5, Figur 47./ in^., 
die Gewichte i? — 40, 1" — 50, 1'" — 60 Pfund an
gebracht, und die Lage der Punkte ^7, gegen die 
willkürlichen Linien L O und IV 6^ gegeben, so daß

— 5/ V'TV — 10, — 6 und
- 11, - 8, - 4 ist, so erhält

man für den Abstand des Schwerpunkts von L 0
5.4» io-5o 4 - 6.60

40 4" 50 4- 60
— 7^< Fuß
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und für den Abstand des Schwerpunkts von L'L'

Fuß. 
^.0 -z— 60

Nimmt man nun auf N0 senkrecht, Nil — 7/-^ Fuß, 
und zieht mit L 6 parallel, fo muß in kll^ der 
Schwerpunkt liegen. Eben so nehme man auf N'L^ senk
recht, L'k — 74 Fuß, ziehe KL'mil N'L'parallel, so 
muß der Schwerpunkt ebenfalls in KK' liegen; folglich 
ist im Durchschnitt 0 der gesuchte Schwerpunkt.

H. 78.
Wenn auf mehrere einzelne Punkte eines Systems, 

welche nicht in einerlei Ebene liegen, Kräfte wirken, 
deren Richtungen mit einander parallel sind, so läßt sich 
auch für diese Kräfte ein solcher Punkt angeben, welcher 
gehörig unterstützt das System in allen Lagen im Gleich

gewichte erhält, so bald nur die Lage der angegriffenen 
Punkte unter sich selbst nicht geändert wird.

Wären k) und O , Figur 48., zwei Punkte, in welchen Taf. n. 
die Kräfte ?, ? nach parallelen Richtungen wirken, so8is- 4S- 

nehme man eine Ebene von willkürlicher Lage an, 

und ziehe auf diese Ebene senkrecht die Linien O 6, O L'.
In der Ebene ziehe man die willkürliche Linie 
und von den Punkten v, v' die auf senkrechte Li

nien 6L, 6 L', so wird die Lage der Punkte O und I)' 
durch die Linien — x, VL — v, LO — 2 und

— x, v'6' — 6 O' — L bestimmt, wo
alsdann der gemeinschaftliche Anfangspunkt für die 
Koordinaten x, 2 und x', 2' ist. Man ziehe
6 6' und IDD, so fällt der Schwerpunkt von I>, ? in 

die Linie OO. Wäre A dieser Schwerpunkt, so ziehe 

man auf L6 rmd k« auf senkrecht, auch O !>.
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Taf li mit 6 6'parallel, so wird sich O K mit 5 in Ir schneiden, 

M.4». und bie Dreiecke OOK und O gk sind ähnlich. Als.' 
dann verhält sich

Aber auch H. 57. 

daher 
folglich

Ok : ssIc — O'O : O^. 

O O : O A — k-i-? : ? 
OK : — ?-I-^: ?
, _  OK.? _

? -i- ?' ? ?'
Aber — 5Z — 5L — 5Z — 7. also

man findet daher
- 2? L?'
I o ------ —-------------- .
v x-i-x' '

Wegen ^lehnlichkeit der Dreiecke 661 und 6'5m ver

hält sich ferner
61 :5m— 6'6 : 6'5 und auch

6 6 : 6' 5— OO : v'x. Aber weil 

OO : OA — r-i-k' : ? so folgt 
61 :5m — ?->-?' : p daher ist

5m ,

Aber 5m — e5 — em — «5 — also 

«5 — 

daher findet man 

«-5 ----

Endlich verhält sich auch
61 : 6'm 61 : 5m. Aber weil

61: 5m — : ? so folgt
6'1 : 6'm — k-f-k : k also
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Aber Lin — Le — — -^6 — x^ -— -^6

also

x' —^6 —oberes —x'— 

daher ist
X? -j- x' ?' 

o "H H"'

Aus den Werthen ek, k^ läßt sich daher der 
Schwerpunkt 8 kür jede zwei Kräfte, deren Richtungen 

parallel sind, bestimmen, wenn die erforderlichen Ab- 
stände derselben bekannt sind.

Wäre eine dritte Kraft ? vorhanden, deren Lage 
durch die auf einander senkrechte Linien — x", 

O — — // gegeben ist, so sehe man
k -l- I»' — so kaun man statt der Kräfte k, k die 
Kraft in § anbringen. Alsdann erhält man, wenn A 
der Schwerpunkt für die Kräfte ist, nach den ge
fundenen Ausdrücken für den Schwerpunkt zweier Kräfte:

, _ . y x"k"
x»

-l- 7"k"

, , ."I"
k 8 k"

Es ist aber

y ^6.(Z — ^6 —x?-k-x
6 k. p — L k -i- L I' ? MaN
erhalt daher zur Bestimmung der Lage des Schwerpunkts 
für die drei Kräfte ?, ?' und I'' die Abstände

, ___ X? -I- x'k'-t- x"k"
x--
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y'i" -!- /'r"

Taf. II. I x r' -I- x"
ü'lg. 48. , __  -4- r 7^' -j- 2"^?"

8 " 1- x" 1"

Seht man wieder ?-i- U-l-p " — , so kann man

auf eine ähnliche Art den Schwerpunkt für vier und meh
rere Kräfte finden, und weil das Verfahren immer das
selbe bleibt, so erhält man ganz allgemein, wenn 6 der 
Schwerpunkt für irgend eine Anzahl paralleler Kräfte U, 
? , ? , .... ist, und die senkrechten Abstände
Lk, die Lage des Schwerpunkts bezeichnen:

__  X? -l- x'k" -I- x"k" -z- -z- . . . .
x -1- x" r'» -z- . . . .

__ -I- y'r' -I- -I- -I- . - - -
k -z- ?' -I- r" -j- i> " -j- . . . .

__  r'v' r"i>" -1- -i- . . . . 
x x' x" x » .

Hätte man anstatt des Anfangspunkts eine auf 8' 

senkrechte Ebene angenommen, welche durch den Punkt 
geht, so wären x, x, x", . . . die Abstände der 

Punkte v, OO , ... von dieser Ebene. Um daher 
den Schwerpunkt von mehrern nicht in einerlei 

Ebene befindlichen Arästcn zu finden, nehme man 
drei sich senkrecht schneidende Ebenen an, und be

stimme die Abstände der angegriffenen Punkte 
von diesen drei Ebenen. Für jede Ebene wird als

dann der Abftand des Schwerpunkts bestimmt, 
wenn nian die Summe der Momente von dieser 
Ebene durch die Summe der Kräfte dividirt.

Weil dieser Saß für jede willkürlich angenommene 

Lage der drei aufeinander senkrechten Ebenen gilt, so muß 
er auch für jede Lage des Systems wahr seyn.

§. 79-
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§- 79-
Die Materie eines jeden festen Körpers kann man sich 

so vorstellen, als wenn solche aus einzelnen sehr kleinen 
Theilen oder Gewichten bestehet, welche durch den Zur 

sannnenhang des Körpers mit einander verbunden sind, 

und für diese musi cS eben so wohl, wie für jede andere 
Menge von Gewichten einen Schwerpunkt geben, wel
cher, wenn er unterstützt wird, den Körper in jeder Lage 

in Ruhe erhält, und in welchem man sich das ganze Ge
wicht des Körpers vereinigt vorstellen kann. Wird der 
Körper im Schwerpunkte oder in einer durch denselben ge

henden festen Vertikallinie unterstützt, so leidet die Stütze 
einen Druck, welcher dem Gewichte des Körpers gleich ist, 

woraus folgt, daß ein Körper mit feinem ganzen Gewichte 
vereinigt in derjenigen Vertikallinie wirkt, welche durch 
den Schwerpunkt geht. Ist der Schwerpunkt nicht un
terstützt, so muß der Körper fallen, und eben daher kann 
ein Körper nicht zwei oder mehrere Schwerpunkte haben. 
Es hat daher jeder feste Körper einen Schwerpunkt, 

der zwar nicht immer, wie z.B. bei einem Ringe, in seiner 
Masse liegt, aber jederzeit, wenn er mit dem Körper in 

eine feste Verbindung gefetzt und unterstützt wird, den 
Körper in Ruhe erhält.

Jede grade Linie, welche durch den Schwerpunkt eines 
Körpers geht, heißt ein Durchmesser der Schwere 

^ravitaUich, und da, wo sich zwei Durch, 
uirsser der Schwere schneiden, muß der Schwerpunkt 
ll'g-n.

Eine Ebene, durch den Schwerpunkt gelegt, heißt 
eine Ebene der Schwere ( kkanuur gravitatis), Dir 

Erster Band. H
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DurchschnittSlinie von zwei Ebenen -er Schwere giebt 
einen Durchmesser der Schwere.

In allen den Fällen, wo hier der Schwerpunkt eines 
Körpers gesucht wird- ist vorausgesetzt, daß dessen Ma
terie von gleichförmiger Dichtigkeit sei; so wie nian auch, 
wenn von einer schweren Fläche oder Linie die Rede ist, 

allemal voraussetzett muß, daß gleichgroße Theile dersel
ben gleiches Gewicht haben. Hieraus läßt sich einsehen, 
wiefern es erlaubt ist, statt des Gewichts eines Körpers 
seinen Inhalt in Rechnung zu bringen, weil sich die In

halte eben so wie die Gewichte verhalten. Dasselbe gilt 
von den Flächen und Linien. Wenn hingegen gleiche 
Theile eines Körpers nicht einerlei eigenthümliches Ge- 

wicht haben, dann verhalten sich die Inhalte nicht wie die 

Gewichte, und man darf daher auch nicht jene statt dieser 
in Rechnung bringen.

§. 80.

Taf. n. Die schwere Linie Figur 49., werde durch 

eine grade Linie so geschnitten, daß wenn manLL 

auf senkrecht zieht, die Fläche genau auf 
6O paßt, so ist ein Durchmesser der Schwere 

für die Linie weil alle gleichgroße Theile dieser Li- 
nie gleiche senkrechte Abstände von -LO haben müssen. 
Aus ähnlichen Gründen liegt der Schwerpunkt einer gra

ben Linie in ihrer Mitte.
Lig 50. Von einer jeden Fläche wie L 6. Figur 50., welche 

durch eine gräde Linie so geschnitten werden kann, 

daß jede Parallellinie mit der Grundlinie L6, wie 
in zwei gleichgroße Theile My --- getheilt wird,
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ist die Linie O ein Durchmesser der Schwere. Denn 

man nehme mn parallel mit VL, so daß der eingefchlof- 
scne Raum m n äußerst schmal ist, alsdann wird of« 
fenbar der Schwerpunkt dieses sehr schmalen Streifens in 
dem Durchschnitte liegen, wo denselben schneidet. 
Weil dieses nun von jedem mit L6 parallelen Streifen 
gilt, und man sich die ganze Fläche in solche Streifen ein- 
getheilt vorstellen kann, so muß die ganze Fläche 

in Ruhe bleiben, wenn^O unterstützt wird, weshalb in 
O der Schwerpunkt von der ganzen Fläche liegen muß.

Aehnliche Schlüsse kann man aufIxörpcr anwenden, 

deren Inhalt sowohl als ihre Grundfläche durch eine 
Ebene in zwei gleiche Theile getheilt werden, und wo 
sämmtliche mit der Grundfläche parallele Querschnitte einen 
Durchmesser der Schwere haben, der in die Ebene fällt, 
welche den Körper in zwei gleiche Theile eimheilt. Diefe 
Ebene ist alsdann eine Ebene der Schwere, weil in ihr 
der Schwerpunkt des Körpers liegen muß.

i. Von dem Schwerpunkte der Linien.

§. 8l.
Der Schwerpunkt von dem Umfange einer jeden 

gradlinigten Figur kann leicht gefunden werden, wenn 
wan sich daö Gewichk jeder einzelnen Linie in ihrer Mitte 

vereinigt vorstcllt, und nach §. 77. den Schwerpunkt die- 
fer Gewichte sucht.

Der Schwerpunkt des Greises und des Umfangs 
einer jeden regelmäßigen Figur liegt im Mittelpunkte.

H 2
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H. 82.

Zusatz. Wollte man den Abstand des Schwerpunkts 
Taf. m. o, Figur 52./ von jeder Seite des Dreiecks ^86 durch 

Rechnung finden, so sehe man die Seiten 86 — a, 

^.6 — 8, ^.8 — e und die Abstande XO — X, 
^6 — 26 — 2. Ferner sollen die Höhen des
Dreiecks für die Grundlinie 8 6 wie durch a, für 
^6 durch 8', für ^ 8 durch bezeichnet werden. Be
zeichnen nun zugleich die Längen a > 8, e die Gewichte 

dieser Linien, weil sie den Längen proportional sind, so 
fallt der Schwerpunkt der Linie ^6 — 8 in ihre Mitte 
in O; der Schwerpunkt von 8 in die Mitte bei 8 u. 
s. w., und man kann sich in O, 8 die Gewichte der Linie 

8, c vereinigt vorstellen. Nimmt man 8 6 als Axe zur 
Bestimmung der Momente an, und zieht IDL, 814 auf 
8 6 senkrecht, so ist LO. 6 das Moment der Linie 6, 

II8 . ^8 das Moment der Linie ^8, oder weil 
148 — 8D — 4^^ — 4a ist, so erhält man 
Lv . ^6 — ^a8; H8 . ^8 — 4a 0, also nach 

H. 77. den Abstand X6 von der Axe 8 6 oder
-s- ^2'0 ___

» -t- d -8 e 2 j» -8 d -j- ej

Eben so findet man für die Axe 6 den Abstand X 6 oder 

8 — 77^1^ und endlich 2.6 oder 
2 j «i -f- v -j- e j 

___ c' l» ck b> 
2 t» b -j- c)

oder wenn man die Summe der drei Seiten a 8 -t- v 

— 8 seht, so wird
I> ,3 - 1-1 — c'!S-o)

----  28 ' 28
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Waren die Höhen a, k/, e des Dreiecks nicht be

kannt, sondern mir der Inhalt desselben, so ist 

o — Lua — b b' — 6 n'; also a' —

u. s- w.; folglich erhalt man auch die Abstände

§. 8Z.

Aufgabe Den Schwerpunkt eines Kreisbogens 

zu finden.

Auflösung. Der Kreisbogen , Figur 5Z., von Taf. iu- 

welchem gleichgroße Stücke gleiches Gewicht haben, sei 
bei I) in zwei gleiche Theile getheilt, und aus dem zuge
hörigen Mittelpunkte 6 die Linie 60 gezogen, so ist diese 
ein Durchmesser der Schwere , und in derselben muß der 
Schwerpunkt O des Bogens ^8 liegen. Man ziehe

durch 6 auf60 senkrecht, theile den Bogen in 
eine sehr große Menge äußerst kleiner gleichgroßer Theile 

wie irrn, so ist das Moment für die Linie 8' von
mn — mn . mm; wo mm, nck so wie , 8 8
auf senkrecht sind. Mansche, daß 
r den Halbmesser 60 
b den Bogen ckO8 und
» die Sehne 8 bezeichne; ferner sei n o auf m m scnk^
recht, so ist /Xmno n 6mm daher

mm : 6m — no : mn also
6m.no r . m' n'

Mn — ---------— — ------- 7—mm mm
Es ist also das Moment des Bogenstücks mn — 

mn . mm — r . m n
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Für jedes andere Bogenstück wie wv findet man 

Taf. ur. Moment — r . V vv', daher die Summe aller Mo° 
a>8> 5Z. , ,

mente — r . R — r . 8

Die Summe dieser Momente muß dem Momente des 
ganzen Bogens 66. b gleich seyn, daher

6 6.b — rs folglich

66

oder weil auch h : 8 — r : 66, so verhält sich die 
Länge eines Kreisbogens zu seiner Sehne, wie 
der Halbmesser des zugehörigen Greises zum Ab- 
siande des Schwerpunkts dieses Bogens vomMit- 
celpunkce des zugehörigen Greises.

i. Zusatz, Ware der Duadrant eines Kreises, 
so ist s — rz/2 und b — ^?rr daher

66 , r — 0,9003166 . r

oder beinahe
66 — r

es liegt daher der Schwerpunkt von dem Bogen 

eines Quadranten sehr nahe des Halbmessers 

vom Mittelpunkte entfernt.

2. Zusatz. Für den Halbkreis ist s — 21 und 

b — ?rr also

66 — 2 — — 0,63661977 , r oder beinahe

66 —
Der Schwerpunkt eines Halbkreises liegt daher 

sehr nahe des Halbmessers vom Mittelpunkte 

entfernt.
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Anmerkung. Wird der Punkt 6 unterstützt, s» 

muß der Bogen ^6 ruhen. Weil aber hier 6 nicht in 
den Bogen fällt, so wird Hiebei vorausgesetzt, daß der 
Punkt 6 mit dem Bogen in einer festen Verbin
dung stehe.

84-

Für den Viertelkreis oder Quadranten H L , Figur Taf. in 

54., sei der Halbmesser ^0 — L6 — r, — x, 
kL — her Bogen, — v und fein Schwerpunkt 
liege in O, Ferner sei der Horizontalabstand LI 

und der Vertikalabstand IO — , so ist
— i/ (x° -l- X-) — / 2rx und nach §. 8z.

o   r . -rR   r 2 rX 
Bogen L v '

Weil die Dreiecke 6IK, und L^k einander ähn

lich sind, so verhält sich
0-^ : ^1? — 66 r kl oder

r : 4/2rx — —— : —w daher ist

X 
und man findet hieraus den

Horizontalabstand LI für den Schwerpunkt 6 oder

(I)

Nun ist ferner

I I' — v — -w — v — v-l- — — — und - X V
0^———^rxj. Es ver

hält sich aber

: Lk' — kl : 6? -l- 16 oder

2 rx : ir' — rx) — : r — x -l-
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und hieraus
r—-/ir°—^rx)—ssrx —x°) — — 

weil für den Kreis — ^^2rx — x') ist. Man 

findet daher den Vertikalabstand 16 oder

(II) V.' —X — r-4-^'.

Beispiel. Der Bogen sei der achte Theil von:

Umfange des Kreises, so ist v — r; der

Winkel ^6L --- 45 Grad, also
6k PL x " UNd x - (r —r 

daher

XV — r — 0,ZZ4l8Z7 . r

und
w'— — — I 1 r --- o, IYZ2OY5 . r'

2 V /

§. 85.
Zusatz. Für den ganzen Viertelkreis wird

X — — r und V — ^arr daher

LI — I — -----
rr r

oder man findet den Horizontalabstand

(I) w — ( 1 — r — o,z6zz8v2z . r 

Ferner ist 16 — r — r -i- oder man erhält den 

Vertikalabstand

(II) vv — — 0,63661977 . r.

§. 86.
Taf. m. Mit Beibehaltung der Bezeichnung §. 84. sei 6', 
d's-FjM 54«, der Schwerpunkt des Kreisbogens L L
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und v I' — V, I 6' — so ist der Bogen
LL — ^-771- ----- V

LL — . L6) — l/^rjr— und H. 8Z>
0 0^__ r . LD ___ - — 21- V >

— V ^^7 — V
Wegen Aehnlichkeit der Dreiecke LLi6 und 6 6 1' ver

hält sich
Lv : LQ — 66' : 61^ oder

2r' — 2rv : r — X — ----------- r —
Hieraus findet man den Horizontalabstand 81' für den 

Schwerpunkt 6' oder

Ferner verhält sich

LL : VI^ — 66' : 61 oder
r^k2r- — 27 V> //, —

^r77 — V—2r^) :
daher ist der Vcrtikalabstand 1'6' oder 

(II)

* §. .87.
2lufgabc. Von einer jeden krummen Linie ^A1, T«f. nr. 

Figur 55., die Lage des Schwerpunkts 6 ganz allgemein 

ju bestimmen.
Auflösung. Die Natur der krummen Linie sei durch 

eine Gleichung gegeben, so daß für die rechtwinklichten 
Coordinaten der Anfangspunkt der Abscisscn ist. Man 
sehe — x, I>IVI — den Bogen ^iVI — v. 
Ferner sei 1?6 senkrecht auf und zur Bestimmung 

. der Lage des Schwerpunkts, u, 1 6 — u'. »

Wächst nun x um kx — öx, also der Bogen v um
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Taf m. Alm — sV, und man zieht auf und Alds 
fi«s, 5l- ^uf senkrecht, so ist das Moment von ^v ge- 

gen die Linie A^Ak — A^Al.Alm — xöv also 
x 6 v die Summe aller Momente vom Bogen 21 Al 

gegen diese Linie und wenn die Summe der Mo
mente durch die Summe der Gewichte — v dividirt 
wird, so erhält man k oder

(I) n -

Das Moment vom Elemente Alm gegen die Linie ist 

kAl.Alm — ^c>v, also die Summe der Mo- 
mente 6 v, daher wie vorhin der Abstand des 
Schwerpunkts von der Linie also k 6 oder

(ii) n' --

XV
Eö sei 61 senkrecht auf Alk, und man sehe 

All — xv, 16 — xv', so ist — u; mau

erhält daher den Horizontalabstand Al I oder

(III) XV —

und weil — x — u ist, so findet man den Vertk- 
kalabstand 16 oder

, I /" xSv
(IV) XV -- X —

Mit Hülfe der beiden ersten oder letzten Formeln ist 
man im Stande, die Lage des Schwerpunkts einer jeden 
krummen Linie zu finden, wobei zu bemerken ist, daß 

öv — z/jöx' -l-
gesetzt werden kann, wenn v nicht aus andern Umstän
den bekannt ist.

Wäre der Scheitel einer krummen Linie von glei

chen entgegengesetzten Ordinate«, so ist k der Schwer-
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Punkt der ganzen Kurve, so wie O der Schwerpunkt für 

die Halste ist. Zur Bestimmung des Schwerpunkts von 

der ganzen Kurve hat man daher nur den Werth — u 
nöthig, wogegen für die halbe Kurve die Werthe u und 
u bestimmt werden müssen, um die Lage des Schwer- 

Punkts derselben anzugcben.
* §. 88.

Aufgabe. Den Schwerpunkt 6, Figur 55., von Taf. nt- 

dem Bogen lVI einer Parabel zu finden.
'.nflösuug. Die Gleichung für die Parabel ist 

ax — so ist a ö x — 2^ ä also

ö ö -y- daher

öV — x" -l- ö i a' -l- 4 X*) ober

wenn man -V -4- 4 seht

öv /V, daher (P. A. S. 161. VII.)

V — /-i- ^1o§n-z-6onst. 

Für x — o wird 7- und v — o und g/V — » also 

Lonsr — — -^lo^na, daher

V a . 2v-j-^V > /vv — — 1/ V — lo^n -H— — / — 1/ V
2L 40 L ./ -t

Nun istxöv — ^-öv — V daher (P. A. 

S-r53.(Z))

16 16^/ a »ÜL- ' 16

Es ist aber H. 87. u —daher findet man den 

Abstand des Schwerpunkts von der Tangente durch den 
Scheitel oder
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/ s-X __  V -n 47>' — -i'v

16 v
Ferner ist

öV ^Z^-l-4^) ' -I- 6onrt.

Für — o verschwindet das Integral, also ist 

6on5t — — daher ist

Sv — folglich §.87. der Ab-

stand des Schwerpunkts von der Axe oder ro —

(II) >r- ---
12 2V

Anmerkung. Es wird hier nochmal erinnert, daß 
durch los die briggischen, und durch logn die natürli
chen Logarithmen angedeutet werden.

* §. 89.

Taf. m. Aufgabe. Den Schwerpunkt 6, Figur 55., von 
Fig. rr dem Bogen einer Hyperbel zu fiuden.

Auflösinrg. Der Anfangspunkt der Abscissen falle 

in den Scheitel so ist für -'t? — x, kivi 
wenn 2u die Hauptaxe und 2 b die Nebena,re der Hyper

bel bezeichnen,
— 71 <2ax x°j also

2? 
x° -f- 2ax —

und wenn aitf beiden Seiten s- addirt, und die Quadrat

wurzel ausgezogen wird

3 -4- X — und

x — lH)
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AttS M folgt ferner, wenn man differenziirt 

^c>y- — -l- x) öx oder

s» -t- x) -t-

l) x' Diesen Werth in die Gleichung

Sv ^/<öx° -i- ögeseht giebt

1/ 
b r -l-

Hieraus und aus s ll^I findet man

xö V——3<Z V— —aö V

oder wenn man a° -l- d° — seht

/x öv — -s/s a^l/ -l- — a v,

Es ist aber (P.A. S. 161. VII)

c> X a° I? -l- )
— ^--^/ '^IoAN -s-Lonsr.

Für ^ — o verschwindet das Integral, und man erhält

tüonst. — — n 1oAn . al> folglich

- Io§n-----------------------------av

Da nun nach H. 87. (I) " — —7— ist, so findet man 

den Abstand des Schwerpunkts von der Tangente des

Scheitels oder —
. a s' V , V eLV1
O) -------a

Weil ferner fwdet man

auch

öv — ^c)x'-l-ö^) — ^/sa*)^ -I- k* -l-
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oder

Seht man aus sl) für seinen Werth, so erhalt 
man nach gehöriger Zusammenziehuug

v — ^sa°b° -f- 2 a -i- b^)x -4- (a°-4-b^x^ 

oder

V — sa' b°^ -4- 2 s X -4- «°x°

Zur Abkürzung sehe man

a°b" -l- 2a«'x -4- «°x' — X
so ist (P. A. S. i47- II)

c) v —^/x — ^loAn s2«^a-f-x1-I-2«-s/X)-!-(7or>xr. 

Mit x — o verschwindet das Integral, und man er

hält z/X — ab, also

6on8t— — -4- 1o^n 1^2«^ a -4- 2«gb^ daher

/ vöv— V X------------------------lOLN -----------—-7-^-—./ 2L^ 2 2 SL o 2joL-^-v)

Nach §. 87- (II) ist aber n — , daher findet

man den Abstand des Schwerpunkts von der Axe der Hy

perbel oder k 6 —

' §. 9°.

Taf m. Aufgabe. DenSchwerpunkt 6, Figur 55., eines 

Fig. 15. elliptischen Bogens zu finden.
Auflösung. Fällt der Anfangspunkt der Abszissen 

in den Scheitel der kleinen Are der Ellipse, so sei dieser 
Scheitel, x, kM — die große Axe— 2 a,
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die kleine — 2 d, so ist die Gleichung für die Ellipse, Lab M. 

bei welcher die Abscissen vom Scheitel der kleinen Axe 

gerechnet werden.

— ^7 (2dx — fl^ also

Und wenn auf beiden Seiten 1/ addirt und die Quadrat. 

Wurzel auegezogen wird.

1, — x — und

X — d — fn^

Aus fl^ folgt ferner — x) öx oder

6 x' — ' Diesen Werth in die Gleichung

öv — ^/söx" -4- c> gesetzt, giebt 
ö V

(7V — — 1/ ----- ----- ——
a ss — ^2 ,

Hieraus und aus f ll) findet man

oder wenn man setzt

/ Xö V — b»v .—- / 1/ a* — « v )

Es ist aber (P.A. S. r6l. VIII)

wo Lon8t. — o ist, weil das Integral mit 0
verschwindet. Nun ist auch

^re sin 2^ — ^rc tAt daher
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Saf. / ^7^3'— «'7') ^7 z/^— «^7') -g- — ^ro sin —
Kg-55-. .folglich

xöv — tzv----- 1/ la^ — «° 7°) -t- — ^ro sin

Nach §. 87. (I) ist n — daher findet man den 

Abstand des Schwerpunkts von der Tangente durch den 
Scheitel, oder —

(I) u — d — " -t- — ^re sin 1

Weil ö 7 — —, so findet man auch

öv — z/(öx^ -tz- ö 72) — z/ll>"^ -l- 3" (I) — x)°) 

oder
-i" a' (d — x^.

Seht man aus sl^ für 7' seinen Werth, so erhalt man 

nach gehöriger Zusannnenziehung

7c) V — ^/sa'tz' — 2d^ — x-j- (3'— tz°)x^ 

oder

7 ZV — -/ s 3° d' — 2 «° dX -j- «' x'^

Wird zur Abkürzung 3- l? — 2 «' dx x' X 
gesetzt, so erhalt man (P. A. S. 147. II)

^L>v—---  ^/X -i-^IoFN s2«/x—2«-ch—x^-l-6onst.

Für x — o verschwindet das Integral, und man er
hält z/X — atz, also

A^)2 q 1
eonst. — — 1o§n l.2 SL 3 d — 2 0L' d^I

daher
, ak- >/X —--!d —xj

v --------/X -4- — Io§n n—

Weil
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Weil nun H. 87. (H) ist, so erhält

man den Abstand des Schwerpunkts von der kleinen Axe 

der Ellipse oder I? 6 —
/ a f b— X l>2 ^/x— «sb —X>1

* §. 9^-
i. Ansatz. Wäre M, Figur 55., der vierte Theil Taf, m. 

von dem ganzen Umfange der Ellipse, wenn der Scheitel 8>s.55. 

in fällt, fo wird ^1? —X —b und Mk ——3, 
l/ ^3^— — 3b, ^/x — b' daher oder

(I) n — b — — !^b -f- — ^re sin — 

und kO oder

(II) u — --- 3 -i-----; 1o§n -------  t

" §. 92.
2. Zusatz. Für x — 2k wird — o, und 

f/x — 3b, also

(I) n — b , 
Uttd
(II) n — — 23 -f- — IOSN -------  -

* §. 93-
Aufgabe. Den Schwerpunkt 6, Figur 55., von 

dem Bogen einer Cpkloide zu finden.
Auflösung. Werden die Abscissen vom Scheitel 

gerechnet, so ist für — x, I^l>I — die Glei
chung für die Cykloide (Anhang §. Z. III)

V r sinv -l- (2 xx — x°)

und der Bogen (Anh. §. 6.) oder
Erster Band. A
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/ / 21? 2 X

. ^ ... V — 2 V 2rx also c-v — 6x 1/ n
Taf. Nl. r X ^2^

also xöv — xöx — öx ^/2rx daher

^x ö v — x ^/2rx — ^x^2rx

wo keine Constante hinzukommt, weil das Integral mit 

x — o verschwindet. Eö ist daher der Abstand des 
Schwerpunkts von der Tangente durch den Scheitel oder

(I) u — r-x.

Zur Vestimmlmg von u ist

^öv — ^re sinv —(2rx — x")

, oder
^c)v—r^2i'^ '-^^ro binv^-öx^2r—xj

Aberöx -s/i2r—x) — — ^2 r— x)'-l-6on8t.,

und weil das Integral mit X — o verschwindet, so ist 
6onsr. — i ^/2 r daher

^stx ^^21' — x) — s2i 2r— r—x)'^ sll^ 

Um das andere Integral zu bestimmen, so ist

— 2/x und (P. A. S. 79. z Z.)

ö. -z.re sinv --- ——. daher weil M. A. S. 143-)

-- ^resinv — — - ^e sv — —

so erhält man statt dieser Ausdrücke

2 ./x^reslnv^ —sni) Nun ist

Z' 2ZX^X 2<)x ,
/ —"^7 — / n--------- —4/ 21- — X -i-Lonst.

>^l2rx —x^j >^j2r-xj 1

und weil mit x — o das Integral verschwindet, so ist
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Lonsk. — 4^21-, daher das vollständige Integral Taf m,

— 4^2r — i/<2r —x)^ Fig.55.
Man erhält daher auö i^I^, und slll)

^:^4r-t-x)^/2r^(2r—x^—2r.-s/(2rx^rc sinvs
Nun ist §.87. (II) 7^7^' daher der

Abstand des Schwerpunkts von der Axe oder

(II) u — - 1/ —1—" l/— -l- r ^resinveis —

" §- 94.
Zusatz. Für die ganze Höhe der Cykloide wird 

x — 2r, und man erhält den Abstand deö Schwer
punkts vom Scheitel oder 

u
Für den Abstand von der Axe wird

^re sinver^ — /rie sinvers 2 — also

u — — ^r-I- 1,808259 . r

" §- 95-
Aufgabe. Den, Schwerpunkt einer Aettenlime 

zu finden.
2luflösung. Der Scheitel der Kettenlinie liege in

Figur 55., und es sei — x, und
der Bogen — v, so ist (Anhang H. 92. I.)
v' — 26x -t- x", wo a eine beständige Größe ist. 
Hieraus erhält man

v<)v ie -l- xl 9x ^l/j oder mit multiplizirt 
vc/x

xAv cx-s-x^ cx cx 2cx-p-x^ cx cx
----------oder

xöv — v0x —

I 2
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Taf. m. Nun ist ferner bei der Kettenlinie (Anhang §. 89.) 

Fig. 55. Z2 un!) «ach

oöX — vöV — X ö X.

Werden die auf einerlei Seite des Gleichheitszeichens ste

henden Glieder beider Gleichungen mit einander mulcipli- 

zirt, so wird 
, cxZx .

eö — eöV.-------- — oder
cxZx -> ->- - — e 0 V — e « V. . V
Diesen Werth in die Gleichung sll) gesetzt, giebt

XöV V <Z X — oöv-f- 6 c) oder
2 xö V — xöv -f- vöx — e ö v -f- 6 ö 7- also 

2/x öv — xv — 6 V -j- 6 7^

wo keine Eonstante hinzukommt, weil das Integral mit 
x — / — v — o verschwindet. Nun ist §. 87. (I) 
der Abstand des Schwerpunkts von der durch den Schei

tel gehenden Tangente, u — daher

(I) n —-----------------
2 V

Ferner ist v ö / — v <Z x also 
^eöx — ox daher

/ oV — V V 0 v^ ---- 6X.

Da nun für den Abstand des Schwerpunkts von der Ape 

u — ist, so erhalt man

(II)
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H- Vom Schwerpunkte ebener Figuren.
§. 96.

Aufgabe. Den Schwerpunkt eines Dreiecks zn 
finden.

Auflösung. Man theile 8 6, Figur 56., in O, Taf nr. 
und m L, in zwei gleiche Theile, ziehe ^.O und 8L, §<s- 56. 
so sind diese Durchmesser der Schwere also nach H. 80. 

der Durchschnittspunkt 6 der Schwerpunkt des Dreieck?.

Wird die Linie 0 8 gezogen, so ist solche mit 
parallel, weil ^8 — und 8 0 — 486 ist. 
Dieserhalb ist das Dreieck 608 ^.68, und es

verhält sich 
06 : — 08 : ^8. Dcrmm

^6 — 268 so wird 
^8 — 2 08 also
0 6 : 6-^ —08:208—1:2 folglick^ 

2 0 6 — 6^ oder 0 6 —^^O oder -^6 —^-LO.

Man findet daher den Schwerpunkt eines Dreiecks, 
wenn von irgend einem Winkelpunkte nach der Mitte der 
gegenüberliegenden Seite eine grade Linie gezogen, und 
diese Linie in drei gleiche Theile getheilt wirb. Der 
Schwerpunkt liegt alsdann im zweiten Thcilungöpunkte, 

vom Scheitel an gerechnet.

Wenn gleich die Linien 88 das Dreieck ^80 
in zwei gleiche Theile theilen, und jede Linie durch 6 ein 
Durchmesser der Schwere ist, so folgt doch hieraus nicht, 
daß auch durch jeden Durchmesser der Schwere das 
Dreieck in gleiche große Theile getheilt wird; weil im
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Dreiecke nicht so wie beim Parallelogramme, Kreise rc. ein 
Mittelpunkt der Größe ((Isiwrum maZnirnclinis) vor
handen ist. So würde eine durch O mit parallele 
Linie das Dreieck in zwei Theile theilen, wovon der nach 
L gelegenes und der nach gelegene vom Inhalte 
des Dreiecks L 0 enthalt. Dagegen sind aber auch die 
nach L gelegenen schweren Theile des Dreiecks weiter 
entfernt, als die nach^L gelegenen, und haben daher 
auch größere Momente.

^§- 97»
Der Abstand des Schwerpunkts eines jeden Dreiecks 

von irgend einer willkürlich angenommenen Linie, welche 
mit dem Dreiecke in einerlei Ebene fallt, wird gefunden, 
wenn man den dritten Theil von der Summe der drei Ab« 
siände nimmt, um welche die Spitzen des Dreiecks von 

der angenommenen Linie entfernt find.
Taf. in. Beweib. Eö sei Figur 57, das gegebene 
big'57. Dreieck, die angenommene Linie, und LL, 

GL die drei Abstände der Dreiecksspißen von der Linie 

Man halbire LL in L» ziehe /VL, und nehme 
L6 — so ist 6 der Schwerpunkt der Dreiecks

R L (§. 96.). Nun werde O mit L parallel, und 
L Laufen senkrecht gezogen, so ist

mc 21^2.
2

Es ist aber ^6 — also auch

Weil fernern 6^ — — Ov — k'L so ist auch
-t-vn'-i-i-e' , ,

II 6' — ----------------------- folglich
, er-l-Lv9-vL're' 6N -i- N6' — —------ 71—-21------- 21----- oder
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weil DO -i- IDV' — nv' und Lk — ce' 

ist, so erhält man den Abstand des Schwerpunkts von der 

Linie L' oder
, -r' 4- uv' 4- 6 6'

00 2 -

§. 98.
In jedem Dreiecke ist die Summe von den Quadraten 

der Seiren desselben dreimal so groß, als die Summe von 

den Quadraten derjenigen Linien, welche man vom 
Schwerpunkte nach den Spitzen des Dreie'ckS ziehen kann-

Beweis. Im Dreieck Figur 58., sei 6^'^. 
der Schwerpunkt, und durch denselben die Linien 
LL, l^l4 gezogen. Man setze vk' — kll — a,

LL —d, ^11—IIL — 0; ferner VL — e,
— 5, LII — Ii und den Winkel — «, 

so ist
4 ^-4-^1;°— 2^.2^.608« und

4 0—4 c^-l- 2 4 k'. 6 x. 608« folglich

4L°-l-^e°—2^r°-i-rL°-4-Lr°—2^k°-4-2B^° 

oder
4o--z-4b?—2?-l-2a° oder
? — 2 0° -4- 2 d° — Auf gleiche Art ist

v° — 2 a° -4- 2 6° — und
1? — 2a° -l- 2d° — 6°
daher wenn man diese drei letzten Gleichungen mit einan

der verbindet
-z- -p- — 3 sa° -4- l? -l- e°)

Es ist aber §k also ? ^^6°
V6 — zo also e° Lx;o°
LO — ß li also Ir° LL6°
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folglich wenn man diese Werthe in die zuletzt gefundene 
Gleichung seht

-l- 66-j — z(a° -4- d» c°)

oder
Z -1- 66°) — vO -p- ^6' -p-^v°.

§> 99»
Vom Parallelogramme sind die beiden Diagonalen 

Durchmesser der Schwere, daher liegt der Schwerpunkt 
im Durchschnittspunkte derselben.

Eben so liegt der Schwerpunkt einer Kreisfläche im 

Mittelpunkte. Auch fällt der Schwerpunkt eines jeden 
regelmäßigen Vielecks mit dem Mittelpunkte desjeni
gen Kreifes zusammen, welcher um das Vieleck beschrie

ben werden kann.
Diese Satze folgen unmittelbar aus §. 80.

§. 100.
Aufgabe. Den Schwerpunkt eines jeden Vierecks 

zu finden.'
Auflösung. Man suche die Schwerpunkte k, k', 

Taf. in. Figur 59., der Dreiecke so ist kk' rin
8ig- 59. Durchmesser der Schwere vom Viereck I- LI). Sucht 

man nun ferner die Schwerpunkte der Dreiecke 

V6O, und zieht so ist auch dieses ein 
Durchmesser der Schwere des Vierecks, daher 6 der ge
suchte Schwerpunkt.

§. IOI.

Aufgabe. Den Schwerpunkt eines jeden Fünfecks 

zu finden.
Auflösung. Man suche den Schwerpunkt 5 vom 

Fig. 6-,. Viereck Figur 60., und k' vom Dreieck
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so ist ss ein Durchmesser der Schwere für das Fünfeck. 
Eben so wenn § der Schwerpunkt vom Viereck 

und vom Dreieck LVL ist, so muß gleichfalls ein 
Durchmesser der Schwere feyn, daher ist 6 der Schwer

punkt des Fünfecks.
§. 102.

Auf ähnliche Art, wie §. 100. und 10:., kann mau 

mittelst des Schwerpunkts vom Fünfeck den des Sechs
ecks, und so des Siebenecks U. s. w. bestimmen, weil dies 
Verfahren aber alsdann sehr umständlich wird, so ist eS 

leichter, um von jedem unregelmäßigen Vielecke den 
Schwerpunkt zu finden, solche in Dreiecke zu theilen, und 

von zwei sich schneidenden Linien die Entfernung ihrer 
Schwerpunkte zu bestimmen, da sich dann leicht nach 

§. 77. die Lage des Schwerpunkts der ganzen Figur be
stimmen läßt, wenn man die Inhalte der Dreiecke, welche 
ihren Gewichten proportional sind, als Gewichte an den 
einzelnen Schwerpunkten in Rechnung bringt.

Beispiel. Wäre der Schwerpunkt des Sechsecks
Figur 61., zu finden, so theile man das-' 

selbe in Dreiecke, und bestimme außer ihren Inhalten die 
Entfernungen ihrer Schwerpunkte §, 8'' 8", s'" von 
den beiden Linien xv, X2. Ist nun

-- 12 LlFuß; »8 -- 4 ; 1)8 -- 10 Fuß
LLIH 17 - - — 5Z; — y -
DLL — 21 - - s"8" — 6; — Zx -
6OL — IZ - - — 10; l)"^" — 7 -

so erhalt man für den Schwerpunkt 6 der ganzen Figur
Ho __ 12.4-8 17 - .5j 4- 21.6-8 IZ - 10 __ 

12-8-17 4- 21 -8 iz
12.10-8 17.9 -I- 21. 5; -8 iz-7

12 4-17 4- 21-8 1z
— 7/6t Fuß.L6
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§. log.

Aufgabe. Den Schwerpunkt von einem Trapez 

zu bestimmen.
i. Auflösung. Durch Zeichnung. Man theile die 

Taf. in- parallelen Seiten ^O, 66, Figur 62., vom Trapez 
Fig. 6-. ^60 in zwei gleiche Theile in 6, 6, ziehe 66, so ist 

diese Linie ein Durchmesser der Schwere (H. 80.) vom 
T' apez. Ferner suche man die Schwerpunkte der 
Dreiecke ^.60 und 6 6 0, so ist ebenfalls ein Durch

messer der Schwere, daher der Durchschnittöpnnkt von 
6 6 und ober 6, der Schwerpunkt vom Trapez.

2. Auflösung. Durch Rechnung. Mit 6 6 paral
lel werde §b, g'b' gezogen, so ist weil (§.'96.) 

6x —^66 auch 6b —^6k; und weil 6^— ^60, 
auch 6b' —^66, daher 6 b —6 b—^6 6 —bb'.

Die Gewichte vom Trapez ^660 und /X 660 
verhalten sich wie ihre Inhalte, und diese wie O-l-6 6) 

und 6 6. Nun müssen am Hebel die Gewichte der 
Dreiecke in den zugehörigen Schwerpunkten g' mit dem 
Gewichte des Trapezes in 6 im Gleichgewichte seyn, also 

ist das Moment
AO.s^O-i-66) — §g'.66 oder

-VO -6 66 : 66 — xg: §6.
Wegen Aehnlichkeit der Dreiecke 6§b, 6§'b' verhält 

sich auch
LL - 6 O b b : b 6d> v v

oder, indem ^66 statt bb'gesetzt wird,

^.0-6- 66:66 — ^66 : bk also

6 6 —
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Nun ist

L6 — LU -I- oder
-

z U6j'

Man sehe L k' — a, — d, V6 — a, so wird 
»o

L 6 2 ->- '

daher wenn beide Glieder unter einen Nenner gebracht 

werden

(i) re
z lb -t- cj

woraus leicht der Schwerpunkt 6 mittelst der Lime 

Lk — g bestimmt werden kann.
Weil — a — L6, so erhalt man, wenn der 

obige Werth für L 6 gesetzt wird, und beide Glieder auf 

einen Nenner gebracht werden 
, x rr i 2 l) -j- e)
(II) I'O — .

v -t- c

§. 104.

Wollte man die Lage des Schwerpunkts 6 bei einem 
Trapez nicht durch die Mittellinie L k', Figur 62., son

dern mittelst einer auf der Grundlinie O, Figur 6g., 
senkrechten Linie HO finden, so sei v 6 — d, v — c, 
die Höhe 6L — Lk' — u und — e; ferner die 
gesuchten Entfernungen — v und — n. 
Nimmt man nun die auf senkrechte Linie als 
Momentmaxe an, und zieht ^6, so erhält man nach 
§- 97- das

Moment vom Dreieck —

—

c -j- b g- s

Z
b 2e

3
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Die Summe dieser Momente muß dein Momente vom 

ganzen Trapez, also — n —li seyn, man er

hält daher

u b s b -4- 6 ) 6 II s b -4" 6 -4" 6s -4- b b s b -4" 2k)
und hieraus den Abstand

(I) E - n --- Zld-t-c,
Um den Absiand HO zu finden, darf man nur die Mo
mente der beiden Dreiecke gegen su
chen, und wie vorhin verfahren. Nun ist das 
Moment vom Dreieck

^LL — §ll.^bk
daher weil die Summe dieser Momente dem Momente 

u . —b gleich seyn muß, so erhält man den

Abstand

(II) klv ---

Für 6 — o fällt die Linie in^l>l, und man erhalt

alsdann

(III) t^II — n 4- 4- d«

3 ib 4- oj

§. 105.

Aufgabe. Den Schwerpunkt eines Rreisaus- 
schnitts zu finden.

Taf. in. 2luflöfung. Wird der Bogen Figur 64./ des 

Fig. 64. Ausschnitts in zwei gleiche Theile in O getheilt, so 
ist Lv ein Durchmesser der Schwere, in welchem der 
Schwerpunkt 6 des Ausschnitts liegen muß. Mit der 
Sehnest? parallel, durch 6, ziehe man und 
theile den Bogsn ^VL in eine Menge äußerst kleiner
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gleich großer Theile wie mn, so läßt sich von jedem dieser 
kleinen Dreiecke wie m n 6 der Schwerpunkt A in der Li
nie 60 angeben (§. 96-). Aufsei mx, 00', 

nn, VL, und auf mp' sei nx senkrecht, so ist, 
wenn von der angenommenen Are sämmtliche Mo
mente der kleinen Dreiecke und des ganzen Abschnitts be

stimmt werden, das Moment des Drei

ecks mn6.
Nun ist — ^Lo, daher — §00', oder 

weil rno so klein genommen werden kann, daß der Un
terschied zwischen 00' und inp nicht in Betrachtung 
kommt, §8 — Setzt man den Halbmesser

— 6L — r, so ist alsdann

Wegen Aehnlichkeit der Dreiecke Lmx und mnx ver
hält sich

— mn:^n daher ist

Mn . rn — 6 nr . xn — r.
und hienach das Moment des nrn6

-^r . rnn . mp' — ^1°. x n
Sucht man auf diese Art für jedes andere Dreieck wie 

das Moment, so erhält man dafür

Es ist daher die Summe von den Momenten der Drei

ecke, welche den Ausschnitt 6 ausmachcn

Für das Gleichgewicht in Bezug aufdieApe v' muß 

das Moment des ganzen Ausschnitts oder die Entfernung 

66 — seyn. Man setze, daß
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Taf. Hl. b den Bogen IZL und

8 die Sehne bezeichne, so ist der Inhalt deö Aus

schnitts — . b daher
^rd . 6 6 — . 8 oder

die Entfernung des Schwerpunkts vom Mittelpunkte

66

oder b : 8 — : 66
es verhält sich daher der Bogen eines Ausschnitts 
zu seiner Sehne, wie zwei Drittel des Halbmes

sers zur Entfernung des Schwerpunkts des Aus- 
schnitts vom Mittelpunkte.

§. 106.
r. Zusatz. Für den Halbkreis ist 8 — 2r und 

b — nr, wenn n — 3,14159.. ist, daher

00 — o,4244lZ - r

oder sehr nahe
66 -

Der Schwerpunkt eines Halbkreises liegt daher des 
Halbmessers vom Mittelpunkt entfernt.

§. 107.
2. Zusatz. Bei einem Viertelkrcis oder Quadran

ten ist der Bogen b — und 8° — 2 also 
8 — r / 2 daher findet man den Abstand deö Schwer

punkts vom Mittelpunkte, oder

66 — . 1 — 0,600211 . r

Man ziehe in dem Quadranten ^V6, Figur 64., 6? 
auf ^6 senkrecht, so ist in dem rechtwmklichten Dreiecke 

66H die Seite — b6, also
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2ex- — 66° — - r° oder

16 r- 

9
und man erhält den Abstand des Schwerpunkts von dem« 
jenigen Halbmesser, welcher den Quadranten einschließt, 

oder
cx — xo — — 0,42441z . r

§. 108.
z. Zusatz. Wollte man für den Ausschnitt vvL 

den Abstand 6 0 des Schwerpunkts durch den Winkel 
^.6V — « ausdrücken, so ist — ^.6sin^« 
oder ^8 — r 8IN also 8 — 2r 8IN Be
zeichnet nun « die Lange eines Bogens für den Halb
messer — 1, welcher den Winkel LIZ zum Maaß hat, 
so verhalt sich 1 : 6^ — : Bog. ^OL also
Böge» -<OL — e^ . « oder b — r ^ro «.
Man erhalt daher für jeden Ausschnitt den Abstand des 

Schwerpunkts vom Mittelpunkte, oder
, bin «

§. I09.

Aufgabe. Von der Durchschnittöfläche eines Ge- 
wölbcs-LOLxL, Figur 65., welche zwischen con 
ccntrischen Kreisbogen und verlängerten Halbmessern 

eingeschlossen ist, den Schwerpunkt zu finden.
Auflösung. Man ergänze den Ausschnitt 0 K, 

ziehe durch den Mittelpunkt L die Linie 60 nach der 
Mitte des Bogens so ist 60 ein Durchmesser der 

Schwere für die Gewölbfläche den Ausschnitt 
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und LLk'. Sind nun o, 6 , § die Schwer- 

Punkte dieser Flachen, ferner
der Halbmesser IV, dlL — i-;
die Sehne /rv — 8, Ll' — s;
der Bogen —L, Lk —l), sois!
die Fläche des Ausschnitts ^LL — . R.
die Flache des Ausschnitts L 6 k' — 4 d . r
nnd die Gewölbfiäche — b.r).
In der Axe 6O müssen die Momente der beiden letzten 

Flächen, dem Momente des ganzen Ausschnitts gleich 

seyn, also
d.r) -b-eA.4b.r-daher

__ 66 . L . n - 6r; . b . r
—-

Es verhält sich aber
k : r — L : b daher

Eben so ist
Nach §. 105. findet man

Die Werthe von L und b in obige Gleichung ge

setzt, geben, wenn Zähler und Nenner mitk multiplizirt 
wird, den Abstand des Schwerpunkts vom Mittel
punkte für die Gewölbfläche oder

Ist der Bogen Figur 65., ein Halbkreis, so 

wird 8 — 2r und L — 711-, also
4 N'—1' , N' — r-

_ r; — 0,42441z -
§. 110.
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§. IIN.

r. Zusatz. Waren nicht die Halbmesser L — IV 

und LL — r, sondern der mittlere Halbmesser elv — 2 
für die centrische Linie des Gewölbbogenö und die Breite 

gegeben, so erhalt man
R. — -i- und r — — 4j3.

Es ist aber
L» — r' L- -I- Nr -s- I-
U- — U -j- i-

daher wenn man in diesem letzten Ausdruck statt IV und r 
die gefundenen Werthe setzt, so wird

U- — r' __ -I- __  I2tz- -1-
Ü? '—2^ 8e

Ist ferner der Bogen Id, welcher zum Halbmesser 

gehört, und 8' die zu diesem Bogen gehörige Sehne, so 

verhält sich
v : O' -- 8 : 8" also ist

Setzt man die gefundenen Werthe in die für dl(- §. 109. 
gefundene Gleichung, so erhalt man den Abstand des 
Schwerpunkts vom Mittelpunkt oder

Für — o wird 0 O — wie §. 8Z.

111.

2. Zusatz. Wird das Verfahren H. 109. zur Be
stimmung des Schwerpunkts von der Durchschnittösläche 

eines Gewölbes näher erwogen, so sieht man daraus, wie 
man ganz allgemein aus dem bekannten Schwerpunkte 
einer Figur und eines Theils derselben den Schwerpunkt 
des andern Theiles finden kann; auch laßt sich eben so aus

Erster Bnnd. K
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den gegebenen Schwerpunkten der Theile einer Figur der 

Schwerpunkt der ganzen Figur finden.
Eine Figur bestehe aus zwei Theilen, deren Inhalte 

r und (Z und ihre Schwerpunkte undv, Figur 25., 
" sind. Durch die Linie verbinde man beide Schwer

punkte, so liegt in ein Punkt 6, welcher gehörig un

terstützt beide Theile in Ruhe erhält. Es ist daher 6 der 
Schwerpunkt der ganzen Figur, und wenn ihr Inhalt 
— k gesetzt wird, so ist N — k -i- , und man findet

. L LL.K

§. 112'.

Aufgabe. Den Schwerpunkt eines Areisab- 

schnirrs zu finden.
Taf. m. Auflösung. Es sei L, Figur 66., der Mittelpunkt 
Fig. 66. desjenigen Kreises, welcher zu dem Abschnitte ge

hört; wird nun durch die Mitte des Bogens die Linie LO 
gezogen, so ist diese ein Durchmesser der Schwere für den 
Abschnitt. Man setze, daß 6 der Schwerpunkt vom Ab

schnitte, A vom/x L, und vom Ausschnitt 6 
ist, so müssen die Momente des Abschnitts und Dreiecks 
dem Momente des Ausschnitts gleich seyn. Werden diese 
von L gerechnet, und der Inhalt des Abschnitts — 
gesetzt, so ist mit Beibehaltung der Bezeichnung im vori

gen H. der Inhalt des ZX — 4« - und des 
Ausschnitts — 4br, daher

L 6 . -4" 0 A . 4 5 . L(^6.4 br.
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Aber (§.96.) und co also

eo./v -i- — ^8^.

Im rechtwinklichten /XLLL ist
LL- — r- — ^5"

wird dies in die letzte Gleichung gesetzt und abgekürzt, so 

findet man
66 — -^7.

12 71.
Den Abstand des Schwerpunkts eines Ixreisab- 
schnircs vom Mittelpunkte des zugehörigen Grei

ses findet man daher, wenn der Würfel von der 
Sehne des Abschnitts durch das zwölsfache seines 

Inhalts dividier wird.

§. "3-
Aufgabe. Den Schwerpunkt einer Fläche .4 v r

Figur 67., zu finden, welche in einem Kreise zwischen Fjg.'^. 

parallelen Sehnen eingeschlossen ist.
Auflösung. Die Flache werde durch den Ab

schnitt zu einem Abschnitte LO k ergänzt, und L 

sei der Mittelpunkt des Kreises, zu welchem diese Ab
schnitte gehören; V L ein Durchmesser der Schwere. 

Ferner sei
L? — 8. — 8, 6O — r;

der Inhalt der Flache
und des Abschnitts V — L. Ferner

6, die Schwerpunkte der Flächen 7VOV 
und LI?O L, so muß das Moment des ganzen Abschnitts 

den Momenten der beiden Flächen, woraus der

selbe bestehet, gleich seyn, also
66.^ —t- c, L (-6 . -l-1^ i. Aber §. 112.

K 2
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, 8'

^8 " HZ "Ud L6 —

daher findet man, wenn diese Werthe in obige Gleichung 

gesetzt werden,
LO —-kl.

12

H. n4«

Aufgabe. Den Schwerpunkt einer jeden Fläche 
^Fig^z ' Figur 68., zu finden, welche von zwei sym

metrischen krummen Linien begrenzt wird.
Auflösung. Es sei die Axe, welche durch die 

Mitte der Ordinate» ^^4 H H geht. Diese Axe 

werde in so viel gleiche Theile HO, .... 6II ge- 
theilt, daß alle durch die Punkte L, O, ... mit^.'^. 
gezogene Parallellinien von den krummen Linien solche 
Theile wie v 0 , .... abschneiden, welche man 
ohne merklichen Fehler als grade annehmen kann.

Man ziehe die Diagonalen , L'o" ... O H ', 

und setze — a, LL' — b . . . . 6'0" — A» 

H'H" — Ir und — lc. Ferner sei die Anzahl der 
gleichen Theile LO .... — n und jeder — «, 

ist L — n«. Nun ist der Inhalt der Dreiecke

L" -- LL' 0

..,. 6 IIII — daher findet man die Summe al

ler Dreiecke oder den Inhalt der Fläche ^'II'II'^

— l a—l-b—l-b-l-e-i-e-l-ck-6... I
2

— (A-j-2b-l-26-!-....-i-2A-!-bj oder
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Wird nun als Axe der Momente für sämmtliche 
Dreiecke angenommen, so findet man (§. 96. und 97.) 

das Moment vom Dreiecke

also die Summe der Momente für die ganze Flache

D" 7—7-
2

—

L' D" -—7t
-e d
2

-« —

——
2

D c O" —
ct 6
2

4«°o

r o 0' ——
2

3" — 4 
S

« — 3N - 4
6

6'0 11 —
SS

2
3» — 2

3
« — 3" — 2

6 '

OIIII 77-7-
«L

2
3» — l

3
« — 3» — I

6

—s a-l-6 b-l-12 c-4-18r! -l-.. .-4-6 (n— 1) — 1 ch

oder
-i- lb-l-2e-^Zä-9-4e-1-....-i-(n—1)^

Weil die Linie sämmtliche Ordinaten halbirt, so 
ist solche ein Durchmesser der Schwere. Es sei daher 0 
der Schwerpunkt, so erhält man, wenn mit dem gefun
denen Flächeninhalte in die Summe der Momente dividirt 
wird, den Abstand des Schwerpunkts von der Momem 

tenaxe oder

^0-j-b-1-2<-^-zä^-4° -<-------

— 4- i) 4^ o 4- ä 4^ e 4- -. > 4"
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Dieses Verfahren ist übrigens desto genauer, je grö

ßer die Anzahl der Theile ist, in welche man die Axe 

cintheilt.

Beispiel. Die Axe einer symmetrischen Flache sei 
4,5, ihre erste Ordinate -- 8,66; die letzte -- 22,975. 
Man habe die Axe in 6 gleiche Theile getheilt, und für 
die zwischenliegenden Ordinären folgende Werthe gefun
den: 12,247; 15,200; 17,321; 19,365; 21,213; seist 
hier s — 8,66; Ii — 22,913; k — 4,5 und n — 6; 
also « - 0,75 — daher

-l- lz-> - 8,66 4- 17^2,915

8,66 4- 2-^

L 2

b — 12,247 einmal 12,247 
0 -- 15,000 doppelt 30,000 
cl — 17,321 dreifach 5r,y6z 
« — 19,365 vierfach 77,460 
k — 21,213 fünffach roch065

85,146 277,735
15,786 66,530

100,932 344,265
Nun ist « Z, daher der Abstand des Schwerpunkts
von der ersten Ordinate, oder

7rO - -- 2,539.
4.100, gZ2

§. 'l's-

Zusatz. Schneiden die Kurven II, 7^ I I ", Fi- 
Flg."r. gur 68-, die Axe im Punkte so wird a — o, 

und man verfährt genau eben so, wie im vorigen nur 
daß a als o in Rechnung gebracht wird. Eben das gilt,
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wenn die Punkte II, H mitH zusammen fallen, oder 
wenn irgend eine andere Ordinate — 0 wird.

Schnitte die Kurve die Axe an beiden Enden, so wird

3 — 0 und P — 0, daher erhält man alsdann 
» » __  « f .. . .

0 -I-I- x
wo n wie vorher die Anzahl der Theile bezeichnet, in wel

che die Are eingetheilt ist.

Anmerkung. Diese sinnreiche Art, den Schwer
punkt einer unregelmäßigen Flache zu sinken, ist von 
Bouguer in den ^äclirinns zu seiner Preisschrift: cw la 
IAatni-6 clcs Vsisscaux. karls 1727. x. I2Z etc. angege
ben worden.

* H. 116.

?lirfgabe. Die Gestalt einer krummen Linie, welche 

eine ebene Fläche begrenzt, ist durch eine Gleichung zwi
schen ihren Coordinaten gegeben; man soll die Lage des 
Schwerpunkts einer solchen Flache ganz allgemein be

stimmen.

Auflösung. Die Fläche Figur 69., werde Taf. ni. 
durch die krumme Linie begrenzt, deren Natur durch eine 
Gleichung zwischen den Abscissen tgl' — x und den x 
rechtwinkligen Ordinate« ?lVI — gegeben ist. Fer- 5 
ner sei die Fläche — lVl, und wenn 6 der m
Schwerpunkt dieser Fläche ist, — u, und der senk

rechte Abstand 1^6 — u.
Wächst x um — c)x, so wächst die Fläche 

um kpinM — — )-c)x. Gegen die auf /ä l'
senkrechte Linie /äKl ist daö Mvmcnt des Elements 
0^1 — xc)lVl — x^öx, und die Summe der Mo-
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mente von den Elementen der ganzen Fläche gegen 

Aber das Moment der Flache AI

gegen ist auch — n. AI, daher nAI —
folglich erhält man den Abstand des Schwerpunkts der 

Fläche ^AI von oder k

oder auch 
—

LI / ) öX

Um re oder den Abstand des Schwerpunkts 6 von der 

Axe zu finden, bestimme man die'Summe von den 
Momenten der Flächenelemente gegen diese Axe. Der
Schwerpunkt des Elements ?xmAI — SM liegt in 
der Mitte desselben also um 4?AI —von A? eut» 
fernt. Es ist daher das Moment dieses Elements gegen 

„ ^^ZAI — ^7. daher die Summe der 

Momente aller Elemente der ganzen Fläche gegen 
/Vx — ^^7°öx. Da nun das Moment der Fläche 

AI gegen auch rf .AI ist, so erhält man 
n AI — /7-öx oder den Abstand 1'0 des Schwer

punkts 6 von der Axe A.U oder
. , xv^Ax
(II) u — -E-

oder auch
/ „ /x -1 x

2lV1 2/)öx'

Wäre der Scheitel einer symmetrischen Kurve 
AlAAlF bei welcher also die Fläche >5? AI der Fläche 
A.I'AI' gleich und ähnlich ist, so ist k' der Schwerpunkt 
von der ganze Fläche MA.AI AI, so wie 6 der Schwer
punkt von der halben Fläche.
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* 117.
Zusatz. Man ziehe 61 auf M? senkrecht, und setze 

All — 16 — so kann man auch die Lage des
Schwerpunkts 6 finden, wenn diese beiden Größen be

kannt sind. Nun ist All — Al? — kO, daher er
hält man All oder

(I) x -

und weil 16 — — ^kist, so erhalt man den
Abstand des Schwerpunkts von der Ordinate All' oder 10

(II) — x----------

118.
Aufgabe. Den Schwerpunkt einer parabclflache 

zu finden.
Auflösung. Für — x, l>Al —sei ax— 

die gegebene Gleichung, so ist öx — —also 

x^öx — , daher

2 , 2v"/ xvax — — / v^c)v — ,

wo Lonst. — 0 ist. Aber die Flache Al — x 

daher weil 116. (l), u — so erhält man

den Abstand des Schwerpunkts von der Tangente durch 
den Scheitel A., oder

(I) u — — — -^x

welches zugleich der Abstand des Schwerpunkts vom 
Scheitel für die ganze Parabel ist.

Um den Abstand des Schwerpunkts von der Axe 
für die halbe Parabelfläche /^?Al zu finden, ist
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also /"^°öx /'v'öv — —;

daher, weil n' — erhält man 1'6 oder

(II) u — — Z /ax.

§. 119.

Aufgabe. Den Schwerpunkt der Hypcrbclfläche 

zn finden.

Auflösung. Die gegebene Gleichung sei 
l>2

— 71 <2ax -4- x°)

so findet man — !^ (a -i- x) Sx also

—— — ja -l- xj xc-x, daher 
/'sa-i-x)^öx — oder, weil

/^a -l- x) ^6x — Zx -i- /x^c)x und H. I t6. 

die Fläche M ^öx ist, so erhält man 

a^I -l- / xvöx — oder zd-°
/"x> öx — -------alVI. Eö ist aber §. 116.

Z o

u — daher findet man Figur 69. oder

(l) -^1- - z

wo (P. A. S. 484.) 
^^^ax-^-xl- 

2L ' 2 L '^2
Weil ferner ^'<)x — (2 ax -!- x^ öx, so er

hält man
/^öx — Tl/'i^ax-i-x^ c)x — ^x°-i-^x'j 
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daher H. 116. (II) oder —

iz»x> X-
(n) " — —am—-

* §. 120.

Aufgabe. Den Schwerpunkt eines elliptischen 
Abschnitts zu finden, wenn der Scheitel des Abschnitts 

in das Ende der kleinen Axe der Ellipse fällt.

Auflösung. Ware a der Halbmesser der großen, 
und b der Halbmesser der kleinen Are, so ist Figur 69. 

für — x, PM — die allgemeine Gleichung, 
wenn die Abfcissen vom Scheitel der kleinen Axe gerech

net werden
s2bx — x°) also

x) öx oder —x) XZX 

daher
/ib—x)^c)x UNd weil

zib—x) ^öx — b z^öx — und da fer

ner §. 116. die Fläche M —/>öx ist, so erhält man 

blVl — /xvöx — —- oder

Z'x^öx — blVI — Es ist aber §. 116. (I) 

n — daher oder

(I) n - b -

Ferner ist ^-öx — i^bx — x°) öx daher 

,/Z<Zx z^2bx — x^ öx — ibx° ^x')
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T»f. in. daher, weil§. 116. (H) — n', erhält man kO

oder
(II) ^ lzd -

6K-ÜI
Um den Werth von der Fläche AI durch x auSzudrücken, 

ist (2dx — x°). Aber (P. A.

S. i6r. (X>)

öx^/(2bx— x^

Llx—dj i/^dx—x1-^4d^ret§t 6on8t.

———x) ^/(2bx— x°) -l-^^^re sirivers -l-6onsr. o

Für x — o verschwindet das Integral, und man erhält

/"öxp^bx— x°) — ^b^rasinvers-^— Gch—x)i/(2bx—x°)

folglich, weil M—)^öx, findet man die Fläche

M — atz ^r68invs -7- — ----- —i/ 2bx — x ).

* S. 121.
l. Zusatz. Für die halbe elliptische Fläche wird 

x — b, — a, und

^ra 8inv8 — -?trc: 8invL I — also

M — ^nab, daher n — d —

Man findet also den Abstand des Schwerpunkts vom 
Scheitel der kleinen Axe, oder —

u — k (i — — 0,424413 - d.

(*) Man kann wegen dieses Ausdrucks die Anmerkung 
im Anhänge tz. 9. Nachsehen.
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Der Abstand des Schwerpunkts vom Mittelpunkte der 

Ellipse ist hiernach — b — u —

Eö ist daher für die halbe elliptische Fläche der Ab- 

stand des Schwerpunkts vom Scheitel von der Länge 

der großen Axe ganz unabhängig, und wenn man 
den hier gefundenen. Ausdruck mit h. 106. vergleicht, so 
folgt daraus, daß der Schwerpunkt einer halben ellipti
schen Flache eben so weit vom Mittelpunkte entfernt ist, 

als der Schwerpunkt einer halben Kreisfläche, deren 
Halbmesser mit der halben kleinen Axe der Ellipse und de
ren Mittelpunkt mit dem der Ellipse überein kommt.

* H. 122.
2. Zusatz. Für den elliptischen (Quadranten 

Figur 69., erhält man wie im vorigen 

oder

und weil für x — b, lVI ist, so findet man

16 oder
,_4 

n — ---- .
3»-

* H. 12z.

Aufgabe. Den Schwerpunkt von der Durchschm'ttö- 
fläche eines elliptischen Gcwölbbogcns
Figur 70., zu finden, welcher von zwei halben Ellipsen Taf. nr. 
begränzt wird , und dessen Scheitel D in der kleinen Axe ' 

D6 liegt.
Auflösung. Ist 6 der Mittelpunkt beider Ellipsen, 

welche das Gewölbe begrenzen; die halben großen Axen 

Lp — a, „r,d die halben kleinen Axen
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LO — L, 6II — b; ferner 6 der Schwerpunkt voll 
der elliptischen Fläche Avon der Fläche L1° bl L
und 6 der Schwerpunkt desGewölbbogenö

so ist der Inhalt von der
Fläche .8
Fläche L k H L — .a. b
Fläche — a.b).

Aus ähnlichen Gründen, wie §. 109., findet man
__ — 6^._________________ cv'.ä.n — 6g.».i>

—-.b
Es ist aber §. 122.

66 und 6Z — -^-.b

daher wird wenn diese Werthe in die zuletzt gefundene Gleb 

chunq gesetzt werden,
4 — ->.b-

------ . —7—-------------7—. 
Z 7k- n 2 . u

* §. 124.
Aufgabe. Für den Abschnitt einer CMoide die 

Entfernung des Schwerpunkts vom Scheitel zu finden.
Auflösung. Für die Cykloide ist (Anhang H. z. III.) 

— r ^re sinv5 -j- / l 2 rx — x')

also (Anhängig.)
l2r'— xj Zx .

— 777-------------7, oder1/ ( 2 r x — x^ j
,2rx — x^>x^x -> //x"öv — l— ---------- —- — xöx-/ 2I'X — X

p/<2rx — x^ j /
daher (P. A. S. 153. (I))

A 9^—^öx^^rx—x°) ——-^g/^rx—x^-l-r/öx^2rx—x°)

Nun ist (Anhang §. 9.)

6c)x/( 2rx—x^—^re sinvs (r—x) s/ (2 rx — x°j 
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daher

/ 21'' sinvs / — (Ar^ rx—2x')^/ (2rx—x')

Aber/'x^öx — ^x°y- — xd^ daher, wenn statt

sein Werth gesetzt wird

^x/9x^^r^2x°—i°^resinvs i-i-^sgr°-s-rx-i-4x^(2rx—x")

Nach §. 1 l6. ist aber n — , daher findet

Man oder den Abstand des Sstiwerpunktö von der Tan
gelite durch den Scheitel —

Zrs2x2 —^rcsinvs -p- sZr°-P-ix-l-^x^ />2rx—x°j
N ----- ----------------------- ------------------ --------------------- -

6r jsx— rj ^i-c sinvs — -l- 6 sr ->- xj — x- j

wo nach §. 9. des Anhangs bestimmt ist.

125.
Aufgabe. Den Schwerpunkt einer Acctenfläche 

zu finden.
Auflösung. Wenn v die Länge des Bogens bezeich- 

net, welcher den Coordinaten x, entspricht, so ist für 

die Kettcnlinie v° — 2cx -p- x" (Anhang §. gt. I.) 
also vöv — cöx -l- xöx oder

vöV
X — — e.

ö x
Ferner ist (Anhang §. 91.) oc)x — vö/, also auch 

cc)x , .....
ox — oder Mlt X multlpllzrrt

cxöx 
Xc-V — -------- .v

Die Glieder dieser Gleichung, mit den der vorhin gefunde

nen multiplizirt, geben

x — cxc)v--------------- (II
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Nun ist §. 95«

xöv —^xöv-i-^v9x—^69v-4-^6c)^ und

Diese Werthe in die Gleichung slj gesetzt geben
— ^esxöv -i- vöx) — v

also

^x^ö^ — ^cxv — ^e'v -4-

Aber (P.A. S. 143.)

/x^öx —v/xöx — /xöx —^x'^'—/x^ö^

oder
^x^öx — —^exv -4- ^a^v — folglich

erhält man

weil u — UNd — x^ -4- — ev ist,

(Anh. H. 10z. ' !!.), den Abstand des Schwerpunkts 

von der Tangente durch den Scheitel oder
, . ___ 2X-)- — oxv 4- Zo°v — ZO

4ix>4-o^ — cv>

Fernerist nach Anhang §. 109.

Z'^öx — — — 2 o'x -4- (a -4- x) — 2 6^'V da-

Z' V? () X
her findet man, weil u —7^^ ist, den Abstand 

des Schwerpunkts von der Ape oder
/ ___ 2L-X 4- ><- 4- Xj — 2C^V

2 4- — ovj

* § 126.
Aufgabe. Den Schwerpunkt einer jeden von einer 

krummen Linie begräuzten Fläche zn bestimmen, wenn 
auch das Gesetz, nach welcher die Kurve gestaltet ist, um 

bekannt wäre,
Auslosung.



n. Vom Schwerpunkte ebener Figuren. i6r
2lttsiösttNI. Es sei ^^6'6-, Figur 71., die ge Taf. m. 

gebene Fläche, und man sucht den Abstand des Schwer- 

Punkts von der Linie welche auf ^ 6 senkrecht und 
Mit 6 6' parallel ist. Man theile 6 in eine beliebige 
g'. ade Anzahl gleicher Theile L6, LD . .. und 
errichte in den Theilnngspnnkten die Linien LL , 6 6' ... 
senkrecht auf ^6. Man sehe jeden der gleichen Theile

V6 . . . — «, und die Ordinate« — a, 
L?/ d, L6' — 0, . . . . ziehe die Sehnen ^'6', 
6'L', L'o', und die Linie auf 6 6'senkrecht.

Statt nun, wie H. 114., die Linien L, R'6', 

6'n', ... grade anzunehmen, sehe man voraus, 
das; jeder von den Bogen ^'6', 6'L', L 6 einer Para

bel zugehvre, welche durch die drei Endpunkte der Ordina- 

ten eines jeden Bogens geht. Nun ist 
, e — a

I --- 4 L 6' —

LI —I.H—II — l> —a-------------— ------------------ ;
2 2

also der Inhalt der Parabelfläche ^'l'-'6 1^.' —

§.^I6.L'l —^.2«. —<26 —a —c)

Auf gleiche Art erhalt man den Inhalt der Parabelflächen
6OL'6' — §«j2cl — 0 — es

Lk"O'L — -z-r j2k — 6 —

alfo die Summe aller Parabelflachen
— a -l- 2 d — 2 6 -I- 2 ä — 2 6 -Z- 2 k — A)

Die Summe von dem Inhalte der Trapezien ^.^66, 

66LL und LL'6'6 ist —
c'-(a-l-cs-P-^ch-k-«s-l--'.s<--l-^—«ja-k-2a-l-26-l-bj 

Abd-ret inan beide Ausdrücke zusammen, so erhält man

Erster Dand. d
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—a-t-2b — 2c-l-2il—2 e-i-2 5—^a-^-2 6-^-2 6-!-g) 

daher ist der Inhalt der ganzen Fläche ^^66
— H-«sa-i-4b-p-2e-1- 4<I-P- 2 6-4- 4k-4- g) 

d. h. man findet den Inhalt der Fläche 0 0, 
wenn man die Summe der ersten und letzten Ordi
nate einmal, die Summe aller übrigen ungraden 
Ordinären zweimal, und die Summe aller graden 
Ordinären viermal nimmr, alsdann aber diese 
drei Stimmen addirc, und mir dem dritten Theile 
des Abstandcs zweier Ordinären multiplizier.

Der Schwerpunkt der Parabelfläche L 6 liegt in 
der Linie LI (H. 8».)> also ist sein Abstand von

— «. Für die Parabelfläche 6 O L ist der Ab- 
stand von — Z.« nnd für L r 6 — 5.«. Man 
findet daher die Momente dieser Parabelflächen:

«.AcL(2b-—a — e) — -A«°(2b— n— c)

—6—s) — ^6ä —Z6 —zs)
5«.§«(25 —6—(lok—56—5g) 

also die Summe dieser Momente
7«°!— a-4-2b—46-4-66.— 86-i-io5— 5g)

Für das Trapez ist der Abstand seines Schwer
punkts von (§. 104. II.)

2« - , also sein Moment..........^«^-1-4- 2c).

Für das Trapez 66 LL ist der Abstand des Schwer

punkts von 6 6' — 2«.-^-^-, also von — 
ZI--4--I

c 4" 20 40 4- 5^ . . ..
2« daher ftm

Moment - - -................................^-«^46-4-56).
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Für das Trapez LL 6 O ist der Abstand deS Schwer« 

punktövon^^ —
2 « . -4- 5 -i — § « . 7« -b 8§

V^oineNt Z«°i7e-t-8A)
und man findet die Summe dieser Momente

— ch -l- 6e -l- ^6 -z-
wird hiezu die oben gefundene Summe von den Momen

ten der Parabelflachen addirt, so erhält man die Summe 
der Momente für die ganze Fläche 6'0

(2 b -4- 2 a -i- 6 fl -4- 4 6 -4- lo k -4- Z g)

^«^1-4d-i-2.26-l-z.4ä-l-4.26-4-5.4I-H-6.A) 

wird diefe Summe der Momente durch den gefundenen 
Inhalt der ganzen Fläche dividirt, so findet Man den Ab- 

fland des Schwerpunkts von der Linie -Z
__  o.a-4-1-4b-t-2 .So -j- Z-4<1 -s- 4.2C-1-Z. 45-1-6. A 

' I . a -j- 4b -1- so -1- 4 cl -s- 2 e -1- 45 4-lg
d. h. man schreibe sämmtliche Ordinären, wiesle 
auf einander folgen, in eine Reibe unter einander: 
Nehme die erste und teyre einmal, alle ungeraden 

doppelt und alle graden viermal, so entsteht hier
durch eine zweite Reihe von Zahlen. Mit dieser 
Zweiten Reihe von Zahlen verbinde man die Reihe 

natürlicher Zahlen 0, 1,2, z,.... und mulcb 
Plizire solche mir den nebenstehenden Ordinären, 
so erhält man eine dritte Reihe. Die Summe der 

beirren Reihe durch die der zweiten dividier, und 

Mir dem Abstande zweier auf einander folgenden 
Ordinären multiplizier, giebt den Abstand des 
Schwerpunkts von der ersten Ordinäre.

L 2
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Beispiel. Die Linie ^.6 — 4,5 sei in sechs gleiche 

Theile getheilt, also -- ---- 0,7z. Ferner sei 8,66; 
12,247; 15,020; 17,321; 19,365; 21,213; 22,913 
Die Ordnung der auf einander folgenden Ordinate«, so
erhält man:

erste Steche tweite Reihe dritte Reihe
------ > ,—,------------- >

8,660 . 1.....8,660 >. o . . ». 0,000
12,247 . 4.. 48,98^ .i... 48,988
15,000 . 2 . . . . . Zo,ooo . 2 . . . . . 60,000
17,321 . 4 . . . . . 69,284 .3. 207,852
19,365 . 2 ..... Z8,73o. 4............... i54,y2o

l. . 21,213 .4.. 84,852 . 5 .... - 424,260
22,913 . i . . . . . 22,913 . 6 . . . . . 137,478

303,427 1033,498
also ist der Abstand deS Schwerpunkts von der ersten Or
dinate

Wird vorausgesetzt, daß die Linien 1^6', 6O', 
. . . . grade sind, so erhält man nach §. 114. für eben 
dies Beispiel, aber weniger genau 2,539 statt 2,554, 
so daß der Unterschied — 0,015 ist.

* 127.

susa>z. Wird die erste oder letzte Ordinate — o, 

so bleibt die Rechnung ungeändert, nur daß man a oder 
j, — 0 nehmen, übrigens aber dieselbe Ordnung bei der 
Auflösung befolgen muß. Dasselbe gilt von jeder andern 
Ordinate, wemj solche— v wird. Wären a m,h Ii---0, 
so erhält man den Abstand des Schwerpunkts von der er

sten Ordinate
_  0.0-4-1-464-2. 4- 4.2s 4-§-4k 4- 6.0

' 0 4- 4l> 4- 2e 4- 4a -j- 2e 4- 4k -i- o '
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Ztnmerkung. Die hier gegebene Verfahrungsart, 

den Inhalt und den Schwerpunkt einer jeden unregelmä
ßigen Flache zu finden, ist noch genauer wie die K. 114. 
beschriebene. Der Viceadmiral v. Chapmanu l>at zu
erst in seinem in schwedische^ Sprache herausgcgebenen 
Werke über den Bau.der Schiffe (ir^rs .1« Is sonscrus- 
tion äs« v-lisssiirrx; trark» ä« 8usäois äs IV!. Lkspman, 
psr Vial äs Llalrdolz. Lrsst 17g,.) von diesem Ver
fahren Gebrauch gemacht. Sowohl (in den No
ten ZUM Hx^ursri iliiiritime, Dorr 6. 1. II.
1'srl, ),.,88-) als prony (tilciuv. ^rcli. Ilvär.

k- §. ssZ.) haben ebenfalls dieses Verfahren ansein? 
andergesetzt.

m. Vom Schwerpunkte der Körper.
§. 128.

Wenn 6, Figur 50 , der Durchschnitt eines Kör? 5^ 
pers ist, und die grade Linie geht durch die Schwer- Zig. 5°. 
Punkte aller mit V6 parallelen Flächen, so muß auch der 

Schwerpunkt des ganzen Körpers in liegen, daher ist 

ein Durchmesser der Schwere. Entstehet ein Kör
per durch Umdrehung einer Fläche um eine Axe, so ist 
diese zugleich ein Durchmesser der Schwere.

Eine Ebene, welche einen Körper so in zwei Theile 
theilt, daß aus entgegengesetzten Seiten dieser Ebene jede 
gleich weit von derselben abstehende mit der Ebene paral
lele Querschnitte des Körpers einander gleich sind, ist eine 

Ebene der Schwere, weil unter allen gleichgroßen mit der ' 
Ebene parallelen Scheiben ein Gleichgewicht vorhan

den ist.
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Der Schwerpunkt von einer Angel liegt in ihrem 

Mittelpunkte, und von einem Cylinder in der Mitte 
der '?ixe.

Der Schwerpunkt von jedem Prismen wird gefunden, 

wenn man den Schwerpunkt der obern und untern Fläche 
des Prismen mit einer Linie verbindet, und davon die 
Mitte nimmt.

H. 129.

Aufgabe. Den Schwerpunkt einer dreiseitigen pyr 

ranude zu finden.
Auflösung- Man suche den Schwerpunkt k, Fd 

Laf. m. gur 72., der Grundfläche D 6 O, so ij! k ein Durchr 

Messer der Schwere (H, 79.), Eben so wenn k! der 
Schwerpunkt der Flache 6O ist, welche man ebenfalls 
als Grundfläche ansehen kann, so ist LH ein Durchmesser 
der Schwere von der Pyramide. Nun liegen k und 

Lkl in einerlei Ebene LL, daher der Durchschnitts
punkt 6 dieser Linien der Schwerpunkt der Pyramide ist,

Weil kOkl cn so verhält sich 

kkl : — 6k : ^6 daher

Aber daLL —z,Lk. so ist auch z.kll also

- — Z-6k folglich

^ik --- 46k oder
^6 — H^k,

Der Schwerpunkt einer dreiseitigen Pyramide liegt 

also in derjenigen Linie, welche von der Spitze 
nach dem Schwerpunkte der Grundfläche gezogen
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wird, um H dieser Linie, von der Spitze entfernt, 

oder ihrer Länge von der Grundfläche.
Der Abstand des Schwerpunkts von der Grundfläche 

ist von der Höhe der Pyramide.

§. IZO.

1. Zusatz. Bei einer vielseitigen Pyramide liegt 
der Schwerpunkt in derjenigen Linie, welche von der 

Spitze nach dem Schwerpunkte der Grundfläche gezogen 
wird; diese Linie ist also ein Durchmesser der Schwere. 
Theilt man die Pyramide in lauter dreiseitige, so stehr je
der ihrer Schwerpunkt? um der Pyramidenhöhe von der 
Grundfläche, und eine Ebene mit der Grundfläche paral
lel geht durch sämmtliche Schwerpunkte, ist also eine 
Ebene der Schwere, welche den Durchmesser der Schwere 

auf seiner Länge im Schwerpunkte der ganzen Pyramide 
schneidet. Der Schwerpunkt einer jeden Pyramide 
ist daher ihrer Höhe von der Grundfläche em- 

" fernt.
2. Zusatz. Eben so liegt der Schwerpunkt eines 

Acgels um der Höhe desselben von der Grundfläche 

entfernt.
Bei den wenigsten Körpern kann der Schwerpunkt 

nmnittclbar unterstützt werden. Wenn aber die verti
kale Linie, welche von dem Schwerpunkte ab durch die 
Materie des Körpers gehet, unterstützt wird, so muß der 
Körper in Ruhe bleiben.

§- iZt.

Aufgabe. Von einer jeden willkürlich angenomme
nen Ebene, den Abstand des Schwerpunkts einer dreiseiti

gen Pyramide zu finden.
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Taf. m. Auflösung. Es sei v 6 O, Figur 7Z., die Py. 
Fig. 7;. ramide, und X2 die gegebene von der Pyramide entfernte 

Ebene. Man ziehe aus den vier Ecken der Pyramide auf 
die Ebene X2 die senkrechten Linien NlV, 6 0, 

DO , sehe diese Abstände a, I), a, cl, und lege durch 
mit der Ebene X2 parallel eine Ebene -lr welche 

die Abstände L L, 0 0 in v und 6" schneidet. Die 
Seite LO werde in L halbirt, gezogen, k. k— 

angenommen, O k gezogen, und es sei b'O — 
so ist 6 der Schwerpunkt der Pyramide l 129.). AuS 

den Punkten L, j?, 6 ziehe mau auf die Ebene X?l die 
senkrechten Linien LL, kic, 66, wovon die beiden er
sten die Ebene H.L"o" in den Punkten X , 6" schneiden, 
so müsten die Linien k'k, ÖdV in einerlei Ebene 

und die Linien ro, 66 , 6)u' in einerlei
Ebene O liegen. Nun ist LL — LL, also

XL" ^er LL" b - a.

60" — e — a, daher LL" — —

Ferner ist also auch

XL" k- daher

3 
oder g. kx — a —l— k> —l— c.'.
Man nehmevl^l — k'k'', und ziehe r so fallt ^11 
in die Ebene d'O O und schneidet 66^ in irgend einem 
Punkte L. Nun ist ik'O — ^O, also

X — daher auch
XO "n -- Aber
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4 4
oder wenn man für z den Werth a -l- b -4- c, und 
für OO feinen Werth ä seht, so erhält man

» -t- l> 4- c 4- ä 
06 --------- '

oder man findet den Abfiand des Schwerpunkts 
einer dreiseitigen pyraurido von irgend einer will
kürlich'angenommenen Ebene, wenn man die Ab- 
siände der vier Ecken dieser Pyramide von der 
Ebene sucht, und ihre Summe durch vier dividirt.

§. IZ2.
Aufgabe. Den Schwerpunkt einer abgekürzten 

Pyramide zu finden.
Auflösung. Die abgekürzte Pyramide H.Lk'riO, 

Figur 74., werde durch die fehlende ergänzt.
Man ziehe nach dem Schwerpunkte 14 der Grundfläche die 
Axe H, welche die Fläche ZlLO in L schneidet, so ist 
H ein Durchmesser der Schwere, in welchem die 

Schwerpunkte O, 6', der fehlenden, abgekürzten 

und ganzen Pyramide liegen. Man bezeichne durch 
die Inhalte der fehlenden und abgekürzten Pyramide, so 
ist, wegen des Gleichgewichts,

— lg.r-!-i6.Y
Wird nun durch

a — LI. die Länge der Axe für die abgekürzte Pyra
mide, und durch

L — — -^Ldie Langen zweier ähnlich liegen
den Seiten in den parallelen Flächen der abgekürz

ten Pyramide bezeichnet
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so verhält sich

1^ : LI. — 8 : 8 — s daher

1^ also

^v — — 4'8^' Ferner verhält sich

II. : LO — 8 : 8 — s, daher

II- also

IO'^ L-Il. Auch ist

10 — II. — 1.6 — ------ 1.0.
8 — s

Auch verhält sich

k : s" : 8/ — s^, daher ist

x 8' — 8*'

Seht man die Werthe für I§, 10, 10 und ? in die 

zuerst gefundene Gleichung, dividirt durch , und bringt 
1.0 auf eine Seite, so wird

o _  " 8" — 4^'8 -1- Zs*
4 ' >8 — s j <8' —

Aber 8' — — (8 — 8) (8' -l- s 8 -l- 8?) und

8^ — 4s"8 -P-Z8^ — j8 — 8^ iä'-I- 283 -l-Z8°) 

daher erhält malt, wenn diese Werthe in die Gleichung ge
setzt werden, nach gehöriger Abkürzung die Entfernung 
des Schwerpunkts der abgekürzten Pyramide von 
der Grundfläche, in derjenigen Linie gemessen, 
welche die Schwerpunkte der beiden parallelen 
Flächen mit einander verbindet, oder

4 8^ -j- 3s -t- '
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§- 133.

Zusatz. Für den abgekürzten Aegel gelten die 

vorherigen Schlüsse, wenn der Durchmesser der untern 
Kreisfläche 0 — 3, und der ob?rn ä —s gesetzt wird, 
Aiödann ist wie vorher

« -1-2 ä D,-s- z <1°
o — - D- -I- ä- '

Für O — ä erhält man 06 —wie §. 128.

§- 134.
Zlufgabe. Den Schwerpunkt einer ausgehöhlten 

abgekürzten Pyramide zu finden,
Auflösung. Vorausgesetzt, daß hie Aushöhlung 

abäbsv, Figur 75., prismatisch, und die Schwer-Fjg'75 

Punkte L, 1, der obern und liniern Flach- mit den ^>er ab
gekürzten Pyramide zufammensallen, so sei 6 der Schwer
punkt des auögehöhlten Körpers, 6' der Schwerpunkt 
der vollen abgekürzten Pyramide, und § der Aushöhlung. 
Sind nun s), R. die Inhalte der beiden letztem Körper, so 

ist l) — k der Inhalt der auögehöhlten Pyramide und 

das Moment der vollen abgekürzten Pyramide muß den 
Momenten der beiden Körper, woraus sie bestehet, gleich 

seyn, also
06. — I^)-I-OA.^ — 06". tz oder

--------
Ist nun die Grundfläche a kb der Aushöhlung der Grund

fläche LkH der Pyramide ähnlich, und man seht die ähn- 
liegenden Seiten
L1 — 3, L — s, ck — o-; ist ferner

die lothrechte Höhe der abgekürzten Pyramide,
L — LO die Länge der Are,
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1° der Inhalt der Grundfläche Lk'II, so ist nach bekann
ten Regeln der Geometrie der Inhalt der abgekürzten Py
ramide^ DHL, oder

y ---
und weil die Grundfläche efb von der Aushöhlung 

— k ist, so wird

k. — b. , also

o — n -l-«s-l-s' — 3-^1-
Ferner ist ( §. 128.) l-g — 4» und (H. 132.)

- s- -s- 288 -s- Z8?
4 s3 -4- 8^ '

Setzt man diese Werthe von s), k, I. A, I, O' in die für 

1^6 gefundene Gleichung, so findet man, nach gehöriger 
Abkürzung, die Entfernung des Schwerpunkts von der 

Grundfläche für die auögehöhlte Pyramide, oder
a L? 288 Zs? — 6^2 

- 8- -j- sS -j-

§- ^35-
1. Zusatz. Für einen ausgehöhlten abgekürzten 

Aegel wird der Abstand des Schwerpunkts eben so ge
funden, wenn man im vorstehenden Ausdrucke, statt der 
ähnlich liegenden Seiten, die zugehörigen Durchmes

ser seht.

H- 136.
2. Zusatz. Ist die abgekürzte Pyramide so weit auö- 

gehöhlt, daß der Querschnitt der Aushöhlung der obern 
Fläche der abgekürzten Pyramide gleich ist, so 
wird s — -r, also
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L^-I-2-8— a — s>

(F     . —------------ —------ ——' ^—. , . - — - > - ---------
4 8-4- »8—2^ 4 jS- —z-j -i- s >8 — »j

___ L ,S — sj iS-t- - -p- 2-j
4'18 — s j

und Man findet den Abstand

Für 3^8 wird der Inhalt des ausgehöhlten Körpers 

oder () — 11 — o, aber 1.6 — ^a. Dies zeigt 
an, daß der Schwerpunkt eines auf die beschriebene Art 

ausgehöhlten Körpers nie weiter als um den dritten Theil 

der Are von der Grundfläche entfernt seyn kann, oder alle 
mögliche Schwerpunkte so ausgehöhlter Körper müssen in» 

nerhalb der Grenze liegen.

Beispiel. Für s — 10, 8 -- ro, s -- 4 ist 

- 3,25555.
Für a — ro, 8 — ro, 8 — y ist 

- 3,3030z.

Für a — 10, 8 — rooo, s --- yyy ist
1.6 — ^—.2997 Z ZZZOZ 

also in allen Fällen kleiner als 
-- 3,33333-

§> ^37-
Aufgabe. Von einem schiefabgeschnittenen drei, 

seitigcn Prismen den Abstand seines Schwerpunkts von 

der Grundfläche zu finden. „
Auflösung. Es sei Figur 76., das r«f irt.

gegebene Prismen, aus dessen obersten Ecken L, 6 "L.

Man auf die nöthigenfalls erweiterte Grundfläche TVistd 
lothrechte Linien ziehen kann, wodurch der Abstand dieser
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Ecken von der Grundfläche bestimmt wird. Man 
setze diese Abstände, für^ —a, fürv—d, für6 —o; 
lege durch eine Ebene mit der Grundfläfl)e par
allel, so ist, wenn man die Grundfläche^ ^86' — k 
setzt, auch /Vv"L" — d'. Ferner werde durch die 

Punkte L, L eine Ebene gelegt, so ist der ganze 
Körper in ein Prismen und
in zwei Pyramiden L L und L eingecheilt. 
Nun findet man 
den Inhalt vom Prismen 6 L — ak 
den Inhalt der Pyramide L L L — jd — a) k" 
Es verhält sich aber der Inhalt der
Pyr.^L"L"L : Pyr./VLL'L — c

— L L : L"6
— k>— a : a — a 

folglich
Pyr. L . Pyr. ^L" (o — a) k;

daher ist der Inhalt des ganzen Körpers LLL

—ajx — . x-

Sucht man die Abstände der Schwerpunkte von der 

Grundfläche für jeden einzelnen Körper, so ist 

dieser
Abstand für das Prismen (H. 128.)

Abstand für die Pyramide /VL"L"L — (rk. iZl.)

Abstand fürdiePyramide^L L"L^

Das Moment des ganzen Körpers muß der Summe 
der Momente der einzelnen Körper gleich seyn. Setzt 
man daher, daß rr den Abstand des Schwerpunkts von
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der Grundfläche für den ganzen Körper bezeichnet, so er

hält man
a-l-b-p-c Za-1-d b-s c—„

u.--------- x — 4a.-I----------.------  . v-l------- ,— . — r
3 2 4 3 4 3

Hieraus findet man den Abstand des Schwerpunkts von 
der Grundfläche für das schief abgeschnittcne dreisei- 

Prismen, oder

4 IL -j- b -j- c)

S - iZ8.
Zusatz. Für b — o wird 

. . ___ -4 3b^ -4- 2üd
4 ls 2 t>)

Für a — o wird

Für a — o und d — o ist

(III) u — Zb.

Aufgabe. Von einem schief übgefchnittenen Paral- 
lelepipeden OF Figur 77., den Abstand seines 

Schwerpunkts von der Grundfläche L zu finden.
Auslösung. Man sehe die Abstände der Ecken

D, L, O von der Grundfläche ^LO — a, b, e, ck 
Und theile das Parallclepipeden durch die Ebene Ll 
in zwei drcieckigte schief abgeschnittene Prismen. Der ge- 
suchte Abstand des Schwerpunkts von der Grundfläche sei

u, und man sehe die Fläche L (7 — L — k, 
so ist der Inhalt vom schief abgeschnittencn

Prismen x

Prismen ^.LOO —
3
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Parallelepipeden VOO'b' '' k

und daher, nach §. 1Z7>, wenn man die Momente auf die 
Ebene L O bezieht, das Moment vom

Prismen
4 i-> 4- b 4- cj , z

Prismen
4 l» ->- o 4- <Ij z

Parallelepipeden LOO'6' — u. — 2 c -4- 4

Nun muß dies letzte Moment den beiden ersten gleich seyn, 

daher erhalt man
ii (2 3-4—b—l— 2 a —I— ä

^^^b^-4-2 6^-4- cl^-j-sl) -4- 236-4-3cl-4-ba-4-6iI) 
Es ist aber nach den Eigenschaften der Fiaur

3 -j- 6 — b -4- cl also ,1 — 3 -4- a — b.
Setzt man die Werthe für b -4- ä, und ä in die vorste

hende Gleichung, und entwickelt n, so erhalt man den 
gesuchten Abstand des Schwerpunkts von der Grundfläche 

ü L O' oder
n ___ 2a° 4- 4- 2c° 4- Zao — Lbi» 4- oj

6 s» 4- oj

§. 140.
Aufgabe. Den Schwerpunkt einer Halbkugel zu 

finden.
Taf. nr. Auflösung. Um die Halbkugel ^O6, Figur 78., 

Lig. 7». werde ein Cylinder b beschrieben, dessen Axe 0O 

ist, so ist der Körper L^Obk', welcher die krumme 
Oberfläche der Halbkugel einschließt, einem Kegel 

gleich, der mit ihm gleiche Höhe und Grundfläche hat, 
und alle mit der Grundfläche ^6 parallele O.uerschnilte ! 
dieses Körpers und des Kegels find einander gleich, wenn 

sie
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fle von gleichen Abstand haben, daher haben beide 
Körper einen gemeinschaftlichen Schwerpunkt in g , wo

— ^-r (§. -ZO.) ist, wenn r den Halb
messer der Kugel bezeichnet. Mit der Halbkugel werde 
der Cylinder ^8X1 — verbunden, so ist
LH — i-, und wenn 6' der Schwerpunkt dieses Cylin

ders ist, — ^r. Das Gewicht des Cylmders 
^öLIsei?, so ist das der Halbkugel — H k, und des 
Körpers (weil er mit dem Kegel glei
chen Inhalt hat). Für die feste Axe O O entsteht ein 
Gleichgewicht, wenn der Punkt C unterstützt wird; ist 
Nun 6 der Schwerpunkt der Halbkugel, so müssen die 
Momente des Körpers L^Obk und der Halbkugel, 

welche beide den Cylinder /VL 1^8 ausmachen, dem Mo

mente des Cylinders 81K gleich seyn, also
ZP.66 P.L6, oder

F - »r -l- — ^r, daher
C6 —

Die Entfernung des Schwerpunkts vom Mittel

punkte der Halbkugel beträgt daher Z des Halb
messers.

Uebrigenö stimmt dieses Resultat mit dem §. iz8. III. 
genau uberein.

§. 141.
Aufgabe. Den Schwerpunkt einer ausgehöhlten 

halben Kugel oder eines Augelgewölbcs zu finden.

Auflösung. Es sei 6, Figur 79., der 'Mittelpunkt Tat M. 
kür dieHalbkugel ^08 und für die kugelförmige Aushöh- 
ümg aclb. In der Linie 60, welche auf der Grund- 
fläche^L senkrecht ist, liegen die Schwerpunkte 6',

Erster Band. M
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6 von der Aushöhlung säb, der vollen Halbkugel und 

dem Kugelgewölbe. Ferner sei der Inhalt der vollen 
Halbkugel der Aushöhlung aäb — x;
also des Gewölbes I*  — g, und die Halbmesser

* §. 142.
Aufgabe. Den Schwerpunkt eines jeden Körpers, 

dessen Gestalt durch irgend eine Gleichung gegeben ist, zu 

finden.
Auflösung. Für irgend einen Körper Fn

Taf. IH- gur 8»., sei die Abscissenaxe, und für 2
K>g r°. Axe senkrechte Querschnitt

Ist nun ^6 u der Abstand deö Schwerpunkts voiu 
Anfangspunkte der Abscisseu für den Körper 
dessen Inhalt — gesetzt wird, so muß, rvenn x mU 
ö x wachst, der Inhalt s) um das Element <)(Z — nö-c 
wachsen. Das Moment dieses Elements für den Punkt 
-^ist xötz — I>Ixc>x, und weil die Summe aller M»'

— LID — 1^; ac) — ccl — r,
so erfordert das Gleichgewicht an der Axe LID

L§.x -l- LO.jl'—— LO'.k, also 
66',r-6z.p 

co -

Es verhalt sich k: g — R.': r', also ist

x — Ferner ist (H. 140.)

co' — -zn; L^ -zr.
Setzt man die Werthe von x, LO, LAindie für L6 
gefundene Gleichung, so wird der Abstand deö Schwer« 
xunktö eines Kugelgewölbes vom Mittelpunkte, oder
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meine dem Momente des ganzen Körpers gleich seyn muß, 

so erhalt man

folglich den Abstand des Schwerpunkts von , oder 
/x öy __  /

u ---- /diäx

weil der Inhalt O — ist.

Bestimmt man durch dasselbe Verfahren den Abstand 

des Schwerpunkts noch für zwei andere Punkte wie 
so ist dadurch für jeden gegebenen Körper die Lage des 

Schwerpunkts gefunden.
* §- 143»

1. Zusatz. Wäre der gegebene Körper ein RonsLd, 

dessen Axe die Linie ist, so liegt der Schwerpunkt in 
der Axe .4?, und man hat daher nur nöthig, den Ab
stand ^6 u zu suchen, so ist dadurch die Lage deS 
Schwerpunkts bekannt. Weil aber für ein Konoid der 

Querschnitt HIN eine Kreisfläche ist, so setze man 

kÄI — so ist n — also ötz — 

daher der Abstand , oder
/x > ° X __  / x v° s X

* §. 144.

2. Zusatz. Sucht man den Schwerpunkt von dem 

Ausschnm eines Konoids, wenn vorausgesetzt wird, 
daß die Schnitte durch die Axe k geführt werden, so ist 
sowohl die Grundfläche klVIM, Figur 8r., eines sol- Taf. m. 
chen Körpers, als auch jeder andere auf der Axe 8'S.n> 

senkrechte Querschnitt ein Kreisausschnitt, dessen Mittel« 

Punkt in die Axe fällt. Für^k—/
M 2
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sei die Fläche ? MM' — AI', der Inhalt des Körpers

Y > und sein Schwerpunkt 6 liege in 
einer auf der Axe A? senkrechten Ebene rs8', welche 
Lieft Axe im Punkte L' schneidet, so erhält man wie vor

hin, wenn Ak —u gesetzt wird, den Abstand oder

Man theile den Bogen MAL' in zwei gleiche Theile MO, 
t) M', lege durch A, ?, eine Ebene, so theilt solche den 

Körper HkMM in zwei gleiche Theile, folglich muß der 
Schwerpunkt 6 in derselben liegen (§. 8o.). Daher ist 

der Durchschnitt kN, in welchem sich die Ebenen 
und k88' schneiden, ein Durchmesser der Schwere des 
ganzen Körpers. Für jeden Querschnitt wie ? MM' sei 

" A der Schwerpunkt der Fläche desselben, so ist wen» « den
Neigungswinkel der beiden Ebenen ^?M, A^M' be
zeichnet, der Winkel M?M' — «, daher H. is8. der 
Abstand des Schwerpunkts der Fläche k MAL' von!' oder

v 
o Z ^re-s

Nun ist ferner die Fläche k MM' — AI' — also 
das Körperelement öt)' — das

Moment dieses Elements —

und, wenn inan für den Schwerpunkt 6 des Körpers 
^?MM' den Abstand k6 — n' seht, so erhält man

V"folglich den Abstand 1^0 

oder
lII) u' i / )- Z 4 sin - « /'H! ör
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oder auch

N ___ 4sin j« /7' Sx
3^' . /),^öx'

Weil ist, so erhält man auch noch aus (I)

oder
, /x>- ö» 

eben so wie im vorhergehenden §.

* §. 145.
?lufgabe. Den Schwerpunkt eines Äugelab- 

schnitts vom Scheitel desselben zu finden,

Auflösung. Für die Kugel, deren Halbmesser r ist, 

erhalt man — 2rx — x' also

^öx — ^s2rx — x°) öx — rx' — Hx', und

x^öx — ^2rx°— x") öx — §^rx' — ^x^

wo keine Constante hinzukommt, weil das Integral mit
x — 0 verschwindet. Man erhält daher H. 142. den 
Abstand des Schwerpunkts vom Scheitel, oder

Kr —
II —----------- — x.

I2r — 4x
Für die Halbkugel wird x — i- also n — ^r.

Beispiel. Der Halbmesser der Kugel sei y Fuss, 
und die Höhe des Abschnitts — 4 Fuß, so erhält man 
den Abstand

u --- . 2^4 Nuß.108 — 16 '
" S- 146.

Aufgabe. Den Schwerpunkt eines Äugelaus- 
schnitts zu finden.

Auflösung. Nach §. 144. ist, wie im vorigen §., der Taf 1».
AbstandFigur 81., oder L'g.r'
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L«f. IN. (I) " — i2r - 4x

Ferner ist — (2rx — x'j ^Sx. Aber (P. A.

S. 146. III.)
/"v'Zx — " -l- Z')^Sx. Ferner

z^öx — Z'^x 1/ i^rx — x°) daher, wie H. 120., 

— 4r° sinvs — 2 — X) also

^^öx — 0 5inv8-^- — i^-k-4^)-

Wenn daher der Winkel « die § 144- gegebene Bedeu

tung erhalt, und (p den körperlichen Inhalt des AuS- 
schmttS bereichnet, so ist §. 1-44» (U) der Abstand des 

Schwerpunkts von der Axe
zr^ >tlc8invs — )- sr — x) — zr->

(II) n'-'------------------ ----------------------------------

" §- »47-

Aufgabe« Den Schwerpunkt eines parabolischen 

Konoids zu finden.
Arisiösung. Die Gleichung für die Parabel ist

— a x. Man erhalt daher
zx^öx — /" ax^öx — ^ax', wo keine Constante 

hinzukommt. Ferner ist

-)x — ^axstx — hg^ex§. ,^2.

der Abstand des Schwerpunkts vom Scheitel, oder
4<ix' 2n — -----  — 4x
jLX

der Schwerpunkt eines parabolischen Konoids ifk 

daher um Z der Apc vom Scheitel entfernt.
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'48.
Aufgabe. Den Schwerpunkt von dem Ausschnitte 

eines parabolischen Konoids zu finden.

Auflösung. Der Abstand des Schwerpunkts vom 

Scheitel ist wie im vorigen §.

(I) u Hx.

Ferner erhält man

/ v^öx — , und weil ox — —- lst,
^27'^^___ 2y" 

/v'öx — /-----------— "

daher findet man, wenn « den Winkel deö Ausschnitts be

zeichnet, H. 144. den Abstand des Schwerpunkts von 

derAxe, oder
, i6vsin^»

U — ------------------ .1Z -»

* §. 149-

2Lufgabe. Den Schwerpunkt eines hyperbolischen 

Konoids zu finden.

Auflösung. Die Gleichung für die Hyperbel ist

s2ax x°) also

^x^öx — ^2ax'-i-x^ öx — — ax' -4- ^x )

Ferner ist

^äx — ^2NX-I-x°) 9x — (ax° -4-^x'j

daher §. 142. der Abstand deö Schwerpunkts vom Schei

tel, oder
«-> 4- ZX 

u —------- 77—7- . X.12.1 -I- 4x
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* §. 150.

Aufgabe. Den Schwerpunkt eines elliptischen 

Aonords zu finden, dessen Scheirel in die große 

Axe fällt.
Auflösung. Wenn a den Halbmesser der großen, 

und b der kleinen Axe bezeichnet, so ist alsdany die Glei
chung für die Ellipse — ^<2ax— x'), daher

Ferner

/^öx — / — (23X — x-j öx —— fax —^x ) 

daher §. 142. der Abstand vom Scheitel, oder

Für die halbe Ellipse wird x — a, also

(ll) " — Ha-
Die Entfernung des Schwerpunkts vom Scheitel 

eines halben elliptischen Konoids beträgt daher 

wie bei der Halbkugel ß der halben Axe.
Zusatz. Fallt der Scheitel des elliptischen Konoids 

in das Ende der kleinen Axe, so ist die Gleichung für die 

Ellipse (2bx — xl, und man erhalt alsdann

den Abstand

* §- 151-
, Aufgabe. Den Schwerpunkt eines Acttenkonoids 

zu finden.
Austösung. Es sei wie §. l 25. v° — 2 cx -l- x° die

Gleichung für die Kettenlinie. Nun ist (P. A. S. 143-)
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x^öx — 4^^ — x^öy- und

x°^ö^ — x"^ Nach
§. 125. ist aber

x°ö^ — ^exv — -l- daher

X / x^ö^ — ^oxvö^—-l-

und weil (§. 91. Anh ) vö^ — cöx ist, so erhält 

man auch
x/ x°ö^ —^o^xöx — ^e'öx-I-also 

x"ö^ —^o°x°—^r:'x-f-^e°^ daher

—^cx^v—c^v-i-Zc/v^—^c'x°-l-^c?x—-A-c^ 
oder —-icx^v—Hc^v-i-Le^—^c/x'-l-ßc'x
und mit Hülse dieses Ausdrucks erhalt man
/x^öx—^x^°—icxvv-l-ßc^v—Zo^^-l-^oV—Zc'x. 

Da NUN §. I4Z. rr — ^-^-4— und (H. 109. Anh.) 

(^) — -77 ^2 a'x -l- j o-f-xj —La^v^ ist, so er
hält man den Abstand des Schwerpunkts vom Schei

tel, oder
2 X- — r cx^ V -1- 6e')-v —zc-)' -I- c- x^ — 6v' X 

4^2 L-x -^- je-j-xj — 2 c )- V

* §. 152.
Aufgabe. Den Schwerpunkt eines jeden unregel

mäßigen Körpers zu finden.
Auflösung. Es sei ^-^'06, Figur 82., der ge> Taf. in. 

gebene Körper, ^6 eine grade Linie, welche in eine 

grade Anzahl gleicher Theile VL, 6O...........  
eingecheilt ist. Dur6) jeden dieser Punkte denke man sich 

Ebenen LlV, 66', OO', .... welche auf ^6 senk
recht stehen; auch soll dies von den äußersten Flächen



1F6 Viertes Kapitel.

Taf. in- 
Fig.

-^x, 66' gelten. Der Inhalt von der Flache sei 

— von Lv' — N. von 66' — 0, ... . und 

der Abstand zweier Flächen oder — L 6 — . .. — 
Man nehme die Linie ^6, Figur 8z., eben so groß wie 
^6, Figur 82., und theile solche in eben so viel gleiche 

Theiles — L6 — ..... errichte in r>. 6, ... 
senkrechte Linien, und sehe die gefundenen Flächeninhalte 

-4, v, 6, . . . als abstracto Zahlen an, so kann man 
LD' — v, 66—6, .... nehmen, 

nnd der Flächeninhalt von dem Streifen IX k wird 

alsdann durst) eben die Größen auegedrückt, welche den 
körperlichen Inhalt von der Scheibe L angeben. 

Es ist daher der Ausdruck für den Inhalt der ganzen 
Fläche ^X" 6"6 dem Ausdrucks für den Inhalt des Kör

pers ^^6 6 gleich. Nun ist §. 126. der Inhalt von 

der Flache X 6 6
oa i -4- 4 U 2 6 —l- 4 Q -4- 2 -4- 4 o) 

daher ist, wenn <2 den Inhalt des Körpers ^^.66 

bezeichnet,
^-l-4v-4-2 6-l-4O -l- 2L-l-4k -4-6). 

Eben so muß der Schwerpunkt des Körpers ^'6'6 von 

der Ebene eben den Abstand haben, welchen der 
Schwerpunkt der Fläche ^4-X 6 6 von der Linie X4. 
hat. Es sei daher v der Abstand des Schwerpunkts 

vom Rörper ^.^6'6 von der Ebene so findet 

man nach H. 126.
v.^-4-i.4U-!-2.2?-j-Z.4v -t-4.2Ü-I-Z.4l'-i-6.6 

-4- 4Ü -1- 26 -f- 4v 4- 2L -I- 4k S

Wird oder 6 oder irgend ein anderer Querschnitt — o, 
so bleibt die gefundene Auflösung dieselbe, nur daß man
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stakt dieser Ordinate« in die Gleichung o setzen muß. 
Hieraus folgt, daß es eben nicht nothwendig ist, daß die 
beiden Flächen 6 6' mit einander parallel sind, weil 

die Auflösung auch dann noch dieselbe bleibt, und man 
den Schwerpunkt hinlänglich genau findet, wenn nur der 
Abstand « zweier aufeinander folgender Querschnitte klein 

genug angenommen wird.
Nimmt man drei Ebenen senkrecht auf einander an, 

so kann man nach der geiundenen Regel die Abstände des 
Schwerpunkts von diesen Ebenen finden, wodurch die 
Lage des Schwerpunkts bestimmt wird.

* §- -53-

Zusatz. Ware der gegebene Körper durch die Um

drehung einer Ebene ^^"6 '6, Figur 82,, um ihre 
Axe ^6 entstanden, so sind alle auf der Axe ^6 senk
rechte Querschnitte Kreisflächen, und wenn man die Halb
messer — a, LL" — h, 66"' — a  

seht, so ist die Fläche L — ....

daher erhält man, wenn diese Werthe in die für s) und u 
gefundene Ausdrücke eingeführt werden, den körperli
chen Inhalt des durch Umdrehung irgend einer Ebene 
um ihre Seitenlinie entstandenen Konoids, oder

und den Abstand des Schwerpunkts von der Fläche 

oder
n __ n.»°-k-i.4b°-<-2.2v°

s» -j- 4^ -4- 2L- -j- 4^ -j- -I- 4t -j-

Beispiel. Den Abstand des Schwerpunkts eines 
Kugelabschnitts vom Scheitel zu finden, wenn die
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Höhe des Abschnitts — K und der zur Kugel gehörige 
Halbmesser — r ist.

Nimmt man au, daß die Höhe K in zwei gleiche 
Theile getheilt werden soll, so ist jeder Theil « -- zu. 
Werden diese Theile vom Scheitel an gerechnet, sy ist für 
den ersten Querschnitt — o, und es ist, wenn die 
Querschnitte mit der Grundfläche des Kugelabschnitts 
parallel genommen werden, für den zweiten und dritten 
Querschnitt

k»? — 2r« — x?

folglich der Abstand
v.o-t- 1.4 sLr-e —«2 > 2.s4r« — 4«2l

n — -s . ------.--------- ------------------------- —--------------- -
o -l- 4 l 2 r -s- 4 r « — 4' !

und es wird, wenn man die Parenthesen auflöst und 
«— ;ii setzt, der Abstand des Schwerpunkts vom 
Scheitel, oder

genau eben so wie 146., wodurch man sich von der Ge
nauigkeit dieser Methode überzeugen kann.

§« *54-
Weil ein schwerer Körper nur dann in Ruhe bleibt, 

wenn derselbe in seinem Schwerpunkte unterstützt ist, oder 
sonst auf eine Art das Sinken des Schwerpunkts verhin
dert wird, so folgt daraus, daß ein jeder an einem Faden 
aufgehangene Körper nur dann in Ruhe ist, wenn der 
Schwerpunkt des Körpers mit dem Faden in einerlei ver

tikale Linie fallt, weil nur unter diesen Umstanden der 
Schwerpunkt am Sinken verhindert wird. Hangt ein 
Körper au Zwei Fäden, welche sich in einem Aufhänge- 
punkt vereinigen, so muß eine Vertikallinie durch den Auf- 
hangepunkt zugleich durch den Schwerpunkt gehen.
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Hiedurch erhalt man ein leicht ausführbares praln- 

sches Mittel, den Schwerpunkt eines jeden unregel
mäßigen Körpers mittelst eines Fadens zu finden. 
Denn wenn man das eine Ende des Fadens mit dem Kör

per verbindet, und das anders an einem Aufhängepunkt so 
befestigt, daß der Körper frei herabhängen kann, so wird 

die verlängerte.Richtung des Fadens einen Durchmesser 
der Schwere des Körpers geben. Wird nun der 
Faden an einem andern Theile des Körpers befestigt, so 
erhält man dadurch einen zweiten Durchmesser der 
Schwere, wodurch die Lage des Schwerpunktes be

kannt ist.
Ware der Körper so groß, daß man ihn nicht auf

hängen kann, so könnte man einen viel kleinern ganz ähn
lichen oder ein Modell verfertigen lassen, und von diesem 
Modell auf die angeführte Weise den Schwerpunkt suchen, 
wodurch die Lage des Schwerpunkts für den großen Kör
per bekannt wird. Dies Verfahren erfordert aber eine 

außerordentliche Genauigkeit, besonders wenn nicht alle 
Theile des Körpers einerlei eigenthümliches Gewicht haben.

§. 155.
Von einem jeden Körper, welcher durch Umdrehung 

irgend einer Fläche um eine Axe entstehet, kann man mit 
Hülfe des Schwerpunkts derjenigen Flache, welche den 
Körper erzeugt, seinen Inhalt nach einer vom Pater 
Smldin gegebenen Regel (*)

(*) ksuli clo centro Aravitatls triirin specie-
rum contirruno. Vieauue. I. lügZ.
d.ib. II. 1640-
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finden, wenn man den weg, welchen der Schwer

punkt der erzeugenden Fläche durchläuft, mit dem 

Inhalte dieser Fläche multtpllzür.

Taf. m. Ware ivl, Figur 80., die erzeugende Fläche, und 
Zig.ro. — o der Abstand des Schwerpunkts dieser Fläche 

von der Axe so ist 2s-- der Weg, welchen der 
Schwerpunkt g durchläuft, wenn sich die Flache 
VLB — M um die Axe dreht, und einen Körper, 
dessen Inhalt (Z ist, erzeugt. Aber g. n6.

e —oder 2slVk— / ?ölVk.

Nun ist der Inhalt des Körpers

ö ü'k daher

t) -- 2 -- e . IU.

IV. Vom Schwerpunkte der Oberfläche 
eines Körpers.

§. 156.

Der Schwerpunkt von der Oberfläche eines pris, 

men oder Cylinders liegt in der Mitte derjenigen Axe, 
welche die Schwerpunkte von dem Umfange der Grund

flächen mit einander verbindet.

Eine Ebene, welche durch die Mitte dieser Axe, mit 
einer der Grundflächen des Priemen parallel geht, schnei
det sämmtliche Parallelogramme seiner Außenfläche in ih

ren Schwerpunkten, und ist daher eine Ebene der 
Schwere. Nun verhalten sich die Linien vom Umfange 
der Durchschnittsebene wie die Gewichte der Parallelo
gramme, durch deren Schwerpunkte sie gehen, daher
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liegt der Schwerpunkt des ganzen Umfanges in der ange
gebenen Stelle.

Auf ähnliche Art laßt sich beweisen, daß der Schwer
punkt van der Oberfläche einer Pyramide, die Grund
fläche nicht mit gerechnet, oder von der krummen Ober
fläche eines Ixegels, von der Spitze derjenigen Linie 
gerechnet, liegen muß, welche den Schwerpunkt von dem 
Umfange der Grundfläche mit der Spitze verbindet.

157-

Der Schwerpunkt von der krummen Oberfläche 
eines AuIelabschnittö liegt in der Mitte derjenigen Li

nie, welche vom Scheitel nach dem Mittelpunkte der 
Grundfläche des Abschnitts gezogen wird-

Denn man vollende die Halbkugel' Figur 84-, Taf- nr. 
welche zum Abschnitt gehört, so ist wenn mit E' 

parallel, und im Mittelpunkte L die Linie O O auf 
der Grundfläche senkrecht siehet, 6 V ein Durchmes

ser der Schwere für die krumme Oberfläche des Abschnitts. 

Um die Grundfläche Lk der Halbkugel sei die krumme 
Oberfläche LUk eines Cylinders gelegt, welcher auf 
dieser Grundfläche senkrecht steht, und gleiche Höhe mit 
der Halbkugel hat, so ist ein jeder äußerst schmale Strei
fen ^al>L der krummen Oberfläche des Abschnitts einem 
Streifen Va iVl^ der Cylinderfläche gleich, wenn beide 

gleichweit von der Grundfläche L k abstehen, und einerlei 
lothrechre Höhe II b haben, wie solches in der Geome

trie bewiesen wird. Beide schmale Streifen haben also 

einerlei Gewicht, und da sie gleich weit vom Scheitel I) 
abstehen, auch gleiche Momente von demselben. Dies
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gilt aber für jeden Streifen auf der Oberfläche des Ab
schnitts, es muß daher der Schwerpunkt von der 
Oberfläche des Kugelabschnitts mit dem 
Schwerpunkte der L^ltnderflächc L LI überein 

kommen.

* §. 158.
Aufgabe. Den Schwerpunkt von der krummen 

Oberfläche eines jeden Aonoids ganz allgemein zu be

stimmen.
Taf. 111. Auflösung. Für das Konoid Figur 80.,
M. so. dessen Axe ist, sei — x, der Bo

gen — v, und die dazu gehörige krumme Ober

fläche — L. Wachst nun x um 6x, so wächst v um 
V und L um öL — Fläche M IN n n Diese Fläche 

jst aber — 2?r^öv oder
öL — 2 7t)-ZV.

Das Moment dieser Fläche vom Scheitel gerechnet ist 
xöL — 2?rx^öv.

Wäre daher 6 der Schwerpunkt von der ganzen Ober

fläche, und ^.6 — u sem Abstand vom Scheitelso 

ist die Summe aller Momente von xöL dem Momente 

der ganzen Fläche nL gleich, oder

nL — xöL — 2V x^öv
und weil Lauch — 277 /^öv ist, so erhält man für 

den Abstand des Schwerpunkts vom Scheitel folgende 

Ausdrücke
^xölL ___ 2 ü- Z' x 3 v___ ./ x^öv

wo öv° <bx' -b- c))-' ist.
" §- 159-
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Aufgabe. Den Schwerpunkt von der krummen 
Oberfläche eines Ixetrenkonoido zu sinken.

Auflösung. Es ist (P. A. S. 14z) 

^/x^öv —xvv—— x/v—y^vöx —^'x V 

Nach §. 89. Anh. ist V 9 — 6 9 X daher

^/xv<)^ — )xöx — ^ox" und weil v"° — 2LX -4-x" 

ist, so wird

9 x — v. — — . v° — 2 x^'ö , also 

^/^vöx —2 ^x^ö^-4--^ ^x^vö^. Nun ist §.151.

,^/x°^c)y-—^x/v—^xv-4-^e°x'—^6°'x" -4- ze'x 

und ferner
/x^ 9/ — x — ^9x^9/ — 2 X)^^ —9 x.

Ader (§. 1.09. Anh.)

^/^9x — 2 e°x -4- (o -4- x) — 2e^v, also

^x>^ — ^x/° — L°x — ch-4-x) x' -l- oxv ; daher 

^v9x —x^°—2e°x— ch-^x)^-4-2e,xv-9-^x^v —

-I- e/° — -^cx° -4- Lc:°x
— —^e°x—^o^'-I-4xvv—^cx°, folglich

^/x^öv—x^v—^'-v-I-^x -4- —^xyv -l-^cx°—^ox'

— ^x^v — -4- ^e°x -4- — Lex^.
Nach §. 110. des Anhangs ist ferner L — 2 -?r v—exf 

daher findet man, weil u — - , den Abstand

des Schwerpunkts vom Scheitel, oder
n — ox° 4- 0)^ — 20)'V -j- 2X)^V

4!xv— cxj

bester Band. N
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Fünftes Kapitel.
Von der Stabilität der Körper.

§. 160.
f^in jeder Körper, dessen Schwerpunkt unterstützt ist, 

und aus welchen keine andere Kräfte wirken, bleibt in 
Ruhe, und kann nicht Umfallen. Es läßt sich aber die 

Frage auswerfen, wie viel das Vermögen eines Körpers, 
mit welchem er dem Umfallen widersteht, größer ist als 
das eines andern, oder welcher von beiden die größte 
Gtandfähigkeit, Stabilität besitzt. Seht man vor
aus, daß der Körper auf einem festen horizontalen Bo
den stehe, und durch eine an seinem Schwerpunkte 

angebrachte Kraft, deren Richtung mit dem Boden par
allel geht, zwar umgeworfen aber nicht fortgeschoben wer
den kann, so nennt man diese zum Umwerfen nach irgend 
einer Seite der Grundfläche erforderliche Kraft, welche 
nur eben so groß genommen wird, als zur Ueberwältigung 
des aus dem Gewichte des Körpers entspringenden Wider
standes erforderlich ist, die Stabilität des Körpers 

nach dieser Seite.
Berührt der Körper mit seiner Grundfläche nicht un

mittelbar den festen Boden, sondern ist mittelst Stützen, 
welche mit dem Körper in einer festen Verbindung stehen, 
auf den Boden gestellt, so wird diejenige Fläche als 
Grundfläche deö Körpers angesehen, welche entstehet,
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wenn man auf dein Boden die äußersten Punkte der 
Stützen durch grade Linien verbindet.

§. 161.
Aufgabe Die Stabilität eines Körpers , Fi- 

gur 85., gegen die Seite vO zu finden.
2tuflösung. Vom Schwerpunkt 6 ziehe man auf 

D O die fenkrechte Linie 6 6, und ziehe in einer durch O 0 
gehenden auf LD senkrechten Ebene die Linie 6 ll mit der 
Grundfläche parallel, und Ob' darauf senkrecht. 
Ferner sei Oll auf 0II, und 01 auf 61 senkrecht. Ist 
nun das Gewicht des Körpers welches nach der 
vertikalen Richtung 61 wirkt, und 8 die Stabilität oder 
diejenige Kraft, welche nu Schwerpunkte 6 nach der 

Richtung Oll der Kraft das Gleichgewicht hält, so 
muß H. 5z.

Lii. s — 01.^ seyn, oder

Nun ist 01 der senkrechte Abstand des Loths durch den 

Schwerpunkt von derjenigen Seite der Grundfläche, um 
welche die Kraft 3 den Körper zu drehen strebt, und Oll 
die senkrechte Entfernung des Schwerpunkts von der 
Grundfläche, es folgt daher, daß die Stabilität eines 
Körpers desto größer wird, je niedriger stin 
Schwerpunkt liegt, je größer sein Gewicht ist und 

je weiter das Loth durch den Schwerpunkt von 
den Seiten feiner Grundfläche abstehr.

Wird 01 — o, soist 8 — o, oder der Körper 

hat keine Stabilität, und kann von der geringsten 
Arafr uingcworfen werden, wenn sein Schwer, 

N 2
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punkt, lothrecht über den Umfang seiner Grund, 

fläcke fällt.
Ist 6? negativ, also 8 negativ, so muß der Kör

per, weil das Loth von seinem Schwerpunkte 
nicht in die Grundfläche fällt, nothwendig Umfal
len, indem eine Kraft 8 dazu gehört, die Bewegung des 

Schwerpunkts zu verhindern.

H. 162.
Für eine senkrecht stehende grade Mauer sei Fü 

Jig/zs' gur 86., — O ihre Dicke, LO — ihre Lange, 

LL' — H ihre Höhe, und 6 das Gewicht von einem 
Kubikfuße ihrer Materie, so ist §. 74. ihr absolutes Ge
wicht k — 6.1) . I.. H. Die Stabilität dieser Mauer 
nach der langen Seite Lv ist alsdann §. 161.

Z — — .1,.
, II tt

oder die Stabilität einer lorhrechren blauer ist ihrer 
Länge und dem (Quadrat ihrerDicke proportional. 
Sie hängt also nicht von ihrer Höhe ab.

Verschiedene Mauern, welche aus einerlei Material 

und von gleicher Dicke aufgeführt sind, haben gleiche 
Stabilität, wenn auch ihre Höhe verschieben ist.

Ist hingegen bei übrigens gleichen Umständen eine 
Mauer doppelt so dick als eine andere, so ist ihre Stabili
tät viermal so groß.

Die Dicke einer Mauer, welche bei übrigens gleichen 
Abmessungen doppelt so viel Stabilität als eine andere er
halten soll, müßte sich zur Dicke dieser Mauer wie 
-z/ 2 : 1 oder nahe wie 1 : verhalten. Eine dop
pelt so stabile Mauer darf also nur um dicker
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als eine andere von übrigens gleichen Abmeft 
sungcn seyn.

§. 16z.
Die Stabilität einer aleichdicken Mauer laßt sich ohne 

Vermehrung ihrer Masse dadurch vergrößern, daß man 

ihre Dicke vermindert, und dafür Strebepfeiler (Lon- 
irekoi ^) anbringt; auch laßt sich leicht einsehn, daß die 
Stabilität einer solchen Mauer nach der Seite, wo keine 
Strebepfeiler sind, kleiner ist, als auf der entgegen

gesetzten.
Es sei bei einer senkrechten Maller mit Strebepfeilern

ü — LH, Figur 87., die Dicke der Mauer, und Fjg. ,7. 
b — Lk die Entfernung zweier Pfeiler von einan

der oder die Länge der Zwischenmauer;
ä — LO die Dicke der Mauer und des Pfeilers, und

O — LlL die Breite des Pfeilers nach der Länge
der Mauer gemessen.

Ist nun Ll die Höhe der Mauer, so ist die Stabilität 
eines Strebepfeilers nach der Seite

und von einer Zwischenmauer

— . bäN.O --6.bä°.

Bezeichnet nun 8' die Stabilität nach der Seite für 

einen Strebepfeiler und die dazu gehörige Zwischenmauer, 
so ist

8' — 6 -l- bä-s
Auf ähnliche Art findet man die Stabilität 8' nach der 
Seite L, auf welcher die Strebepfeiler liegen

L" --- 6 ss3Z- -k- 2bäö — bä'l



198 Fünftes Kapitel.
Stehn die Pfeiler auf beiden Seiten der Mauer gleich 
weit über, so ist ihre Stabilität 3 " auf beiden Seiten 

gleich greß, und mau erhalt
8" ---- 6 -t- däZ).

Für O — ä; Z — zä und d — 6ä erhalt man 
3' : 8" : 8"' — 5 : iz : 9.

Hieraus lassen sich leicht die nöthigen Folgen ziehen, 
wenn es darauf ankommt, die größere Stabilität einer 
Mauer nach der Seile ihrer Strebepfeiler zu übersehen. 

Es muß aber Hiebei nicht vergessen werden, daß ein fester 
Boden vorausgesetzt wird, und daß zur Erlangung eines 

festen Verbandes unter den Mauersteinen die Verminde
rung der Mauerdicke m-d der Pfeilerdicke nur bis auf eine 

gewisse Grenze statthaft ist.

Für die Stabilität 8 einer senkrechten gleich dicken 

Mauer, deren Dicke und Höhe O, H ist, wenn ihre 
Länge ik.—O-l-I» angenommen wird, erhält man §. 162.

8 O . jß d)
Soll diese Mauer einerlei Inhalt mit derjenigen haben, 

welche mit Strebepfeilern versehn ist, so wird erfordert, 
daß (jZ -i- b) O — Oä -l- dck sei.

Dies giebt

also verhalt sich, wenn, wie vorhin, 8' die Stabilität 
der mit Strebepfeilern versehenen Mauer nach der den 

Strebepfeilern entgegengesetzten Seite bezeichnet
8:8" -- M -i- ftcy' : -4-

Für j3 — ä; ö — gckundK — 6 ä erhält man
8 : 5' — 27 : zz.
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In dein angenommenen Falle wird also die Stabili

tät der Mauer mir Strebepfeilern, ohne Vermehr 

runI ihrer Masse, beinahe um größer, und sie 
würde noch größer werden, wenn man die Stre
bepfeiler auf beiden Seiten der Mauer gleich weit 
hervortreten ließe.

§. 164.
Will man zur Ersparung der Materialien eine Mauer 

mit Strebepfeilern anlegen, welche auf beiden Seiten der
selben gleich weit hervorstchn, und mit einer eben so lan

gen und hohen senkrechten Mauer, von gleicher Dicke O, 
einerlei Stabilität haben soll, und man seht, daß nach 
den Bezeichnungen des vorigen H. st — ä, Z — Zä 

und b — 6ä ist, so wird

8 — . 6
8" — 27^.6.

Nun ist 8 — 8 also 7O- — 27 c? folglich

ck — O , oder beinahe — O.

Der horizontale Querschnitt der gleichdicken Mauer ist

O (st -l- st) — 14.^ 

und von der Mauer mit Strebepfeilern 
äst äb

daher werden bei gleicher Stabilität für die Mauer 

mir Strebepfeilern beinahe der Materialien 
erspart.

165.
Aufgabe. Die Stabilität einer graben Mauer zu 

finden, deren Querschnitt, senkrecht auf ihre Länge, ein Taf. iv. 
Trapez ILQM, Figur 88., bildet, dessen Schwer 
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punkt 6 senkrecht über die Mitte der Grundlinie LL. 

fällt.
Auflösung. Es sei

die Slabiükät dieser Mauer

, II ihre Länge und Höhe

die obere Breite IIVI — b, die untere v,
6 das spezifische, und l? das absolute Gewicht, so 
ist §. 161.

ssö ' r-

Aber xi. —

x (§. 74.) und

Seht man diese drei Werthe in die zuerst gefundene Glei
chung, so erhält man für die Stabilität der trapezförmi

gen Mauer
, zS,k-^N>-

6 o

woraus folgt, daß bei Mauern von verschiedener 
Höhe, deren (Querschnitte Lrapezicn sind, die 

Stabilitäten einerlei bleiben, wenn nur die übri
gen Abmessungen oberem stimmen.

Weil für senkrechte Mauern von gleicher Dicke K. 162. 

3 — (H.O'
ist, so erhält man unter der Vorau-sehung, daß die 

gleich dicke Mauer mit der trapezförmigen einerlei Länge, 
Inhalt und Gewicht habe, also b -l- L 2O sei, 

L : 8' — 2b -l- L : ZL, als»
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Für d — LL wird 8^ — 2.8, oder die Stabi

lität einer trapezförmigen Wand, deren obere 
Dicke den vierten Theil von der untern beträgt, 

ist doppelt so groß als die Stabilität einer gleich 
dicken senkrechten Wand, welche mit der trapez« 
sormigcn gleiche Länge und Höhe, und gleichen 
Inhalt hat.

Will man also LaS Profil einer gleichdicken senkrechten 
Wand in ein trapezförmiges verwandeln, welches doppelt 
so viel Stabilität und gleichen Inhalt hat, so nehme man 

von der Breite des rechtwinklichten Profils zur obern, 
und Z von dieser Breite zur untern Breite des trapezför
migen Profils an.

§. i6ö.
Durch die plinte erhalten Mauern ebenfalls eine 

Verstärkung in Absicht ihrer Stabilität, weil dadurch die 
Grundfläche breiter und der Abstand des Schwerpunkts 

von derselben geringer wird. Wäre I. die ganze Länge 
einer senkrechten Mauer; b die Plintenhöhe, und O? 

die Dicke der Plinte; nb die Mauerhöhe auf der Plat
te und ä ihre Dicke; wenn ferner der Schwerpunkt von 
der Mauer und Plinte in einerlei Loth fallen, so ist der 
Abstand des gemeinschaftlichen Schwerpunkts der Mauer 

und Plinte von der Grundfläche
IiD' -s- 12 -j- nj n k 

2 i b>' -t-11 aj
hieraus findet man die Stabilität 8^ für die Mauer mit 
Plinte §. 161.

L' —
v' lv' -t- n<zp

V' -j- II i 2 -t- I,) ä
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und wenn man annimmt, daß die Plintenhöhe den vier

ten Theil der gesummten Mauerhöhe betrage, und die 
Plinte um dicker als die darauf gesetzte Mauer sei, so 

wird N — Z und — chä, also

8' — ä- . I, . 6
208

Eine gleich dicke Mauer ohne Plinte, welche mit der 

obigen gleiche Länge und Höhe (n -I- i) b hat, wird, 
wenn I) die durchweg gleiche Dicke der Mauer ist, mit 
der obigen gleichen Inhalt haben, wenn der Inhalt ihres 
Querschnitts in -I- chbh) dem Inhalte nli öl -I- bO 

der Mauer mit Plmche gleich ist. Hieraus findet man
D __ D -l- 

n -fi I 
und wenn 8 die Stabilität der Mauer ohne Plinte ist,

Es verhalt sich daher
8:8' — v'-l-n i2-j-n) ä : ^n-l- 

oder, wenn u — Z und O' — ^öl gesetzt wird,
8 : 8' — IZ : t6

Durch die angebrachte plinte wird daher die 
Stabilität der Mauer um vergrößert, ohne ih

ren Inhalt zu vermehren.

§. 167.
Soll zur Ersparung der Materialien eine Mauer mit 

Plinte, mit einer durchweg gleich dicken Mauer einerlei 
Stabilität haben, so ist mit Beibehaltung der Bezeich
nungen im vorigen §. die Stabilität der Mauer ohne 

Plmte 8 —V-.L..6;
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soll nun 8^:8' seyn, so wird erfordert, daß

I>nnn'st- und

wird O- — ä-, also

O — ä 1/ 
» 208

Dies giebt den Inhalt des Querschnitts von der gleich 

dicken Mauer

— (n-^- ij 4kä beinahe—4z. krä

und den Querschnitt der Mauer mit der Plinte

— niiä -4- liO — — Irä,4
es werden daher bei gleicher Stabilität für die Mauer mit 
und ohne Plinte, bei der erstem nahe weniger Mate

rialien erfordert.

§. 168.

Ein senkrecht stehender Pfeiler, dessen horizontaler 
Querschnitt ein Quadrat von der Seite O ist, hat bei 
einer Höhe lck eine Stabilität (H. 162.)

8 — 6 . O'.

Ein Cylinder, dessen Materie und Grundfläche mit 
der des Pfeilers einerlei ist, habe k zum Halbmesser 
der Grundfläche, so ist seine Stabilität

. 8' — 27ik' . 6.

Aber weil — nR?, so ist k — daher für 

diesen Fall

8' — O' . 6.
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Es verhält sich also die Stabilität eines Pfeilers, dessen 

Grundfläche ein Quadrat bildet, zur Stabilität eines Cy
linders von gleicher Grundfläche wie

8 : 5' — r : oder beinahe — Z9 : 44.

§- 169.
Bei einer Augel fällt das Loth aus dem Schwer

punkte mit dem Umdrehungspunkte zusammen, daher ist 
der Abstand dieses Lochs voin Umdrehungspunkte — o, 

und die Kugel hat keine Stabilität (H. 160), weshalb 
solche auf einem horizontalen Boden zwar in Ruhe bleibt, 
aber durch die geringste Kraft in Bewegung gesetzt wird.

Sechstes Kapitel.
Von der Rolle, dem materiellen Hebel und 

der Wage.

I. Von der Rolle.
O §. 170.

den einfachsten Mitteln, um eine Kraft oder ein Ge
wicht nach jeder beliebigen Richtung wirken zu lassen, ge
hört die Volle f'I'ioalilea. welche hier

als feste kreisförmige Scheibe angesehen wird, um de
ren Umfang ein Faden gelegt, und welche in ihrem 

Mittelpunkte um eine auf der Ebene der Rolle senk
rechte Axe frei bewegt werden kaun. Der Faden 
wird als unauödehnbar, aber vollkommen biegsam vo^ 

ausgefeßt.
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Um die Rolle VKO, Figur 89., deren Axe in c Tef. IV. 

liegt, sei ein Faden ^UOK gelegt, und in eine Kraft 

k, iir L eine Kraft , beide nach beliebigen Richtungen
OK angebracht, so kann nur zwischen beiden Kräf

ten ein Gleichgewicht entsteh», wenn k — ist. 
Denn, wenn die Halbmesser OK, 6 0 auf die Richtun
gen K-V, OK senkrecht gezogen werden, so ist H. 48. 

LO.P —LO.(^; aberLL —LO, daher k — <Z.
Weil dies nun von jeder andern Richtung eben so gilt, 

so kann man mit Hülfe der Rollen die Richtungen der 
Kräfte nach Belieben ändern. Die Kraft ?, „welche den 
Faden nach der Richtung auszndehnen strebt, 
heißt die Spannung (des Fadens. Sie muß 

in allen Theilen des Fadens /ä L OK gleich groß seyn, weil 

sonst kein Gleichgewicht bestehen kann.
Bei den Rollen, wo die Are kein mathematischer 

Punkt ist, kann die Umdrehung um dieselbe durch eine 
zweifache Vorrichtung bewerkstelligt werden. Entweder 
ist die Rolle in der Mitte durchbohrt, und wird um einen 

Bolzen (60^/ott) bewegt, welcher sich nicht mit um- 
dreht, oder in der Mitte der Rolle sind Zapfen ( 
n7/oz?) befestigt, welche sich mit der Rolle umdrchen. 
Damit der Faden von der Rolle nicht abgleite, wird am 
Umfange derselben eine Rinne (cingcfchnitten.

§. 171.
Dreht sich eine Rolle um ihre Are, und man kann die 

Axe als unbeweglich ansehen, so heißt sie eine feste Rolle 

s oder, wenn die Are selbst beweglich
ist, wie Figur 90., wo das eine Ende des Fadens in 8ig- 
befestigt ist, und am andern Ende V die Rolle L nebst der
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Last W aufwärts gezogen wird, eine bewegliche Rolle

Die bewegliche Rolle erfordert jedesmal ein Gehäuse 
oder eine Hülse ( 6/^e) (fO, theile um in derselben den 
Zapfen oder Bolzen der Rolle anzubringen, theils um die 
Last mittelst eines Hakens an der Hülse zu befestigen. Da« 

gegen kann die feste Rolle auch ohne Hülse angewandt 
werden.

Sind die Richtungen der Seile und O V vertikal 

. auswärts, und die Last W vertikal abwärts gerichtet, so 
haben beide Seile die ganze Last W zu tragen. Weil 
aber der Abstand beider Seile vom Mittelpunkte L gleich 
groß ist, so trägt jedes Seil gleich viel; daher ist die Kraft 

V halb so groß, als die Last oder
V — Z W.

Unter der Last W wird hier das Gewicht der Rolle und der 

daran befindlichen Last verstanden, das Gewicht des Seils 
aber bei Seite gesetzt.

H. 172.
Die Größe und Richtung des Drucks auf den Zapfen 

^ig 8s Rolle läßt sich finden, wenn der Winkel LL.V, Fi

gur 89., welchen die verlängerten Richtungen der gleichen 
Kräfte?, einschließen, gegeben ist.

Man setze L 1.19 — so ist H. 58. die Rich
tung des Drucks auf den Zapfen, und wenn dieser Druck 
— IV gesetzt wird, so erhält man §.21. II., weil der Win- 
kel — LDO ist, den Druck auf den Zapfen oder

IV — 2 ? cos «.
Sind beide Richtungen der Kräfte parallel, so wird « —o, 

also aos 1, daher IV 2 ?, wie H. 41.
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11. Vom materiellen Hebel.

§. 173.

Im zweiten Kapitel hat man den Hebel als eine feste 
gewichrlofe Stange ohne Dicke vorausgesetzt, welcher auch 
ein mathematischer Hebel genannt wird, um ihn vom 
physischen oder materiellen Hebel zu unterscheiden, 
der durch jede Stange, sofern sie nicht durch die an

gebrachten Kräfte gebogen wird, vorqestellt werden kann, 
und bei welchem zugleich auf sein Gewicht Rücksicht ge

nommen werden muß. Alle Sahe, welche vom ma
thematischen Hebel erwiesen sind, lassen sich sehr leicht auf 
den materiellen anwenden, weil es alsdann lediglich nur 
noch darauf ankommt, das Gewicht desselben in Rech
nung zu bringen. Nun ist bekannt, daß man sich das 
Gewicht eines jeden Körpers in seinem Schwerpunkte ver

einigt vorstellen kann, und da sich dieser für jeden mate

riellen Hebel angeben läßt, so darf man denselben nur 
eben so wie einen mathematischen behandeln, außer daß 
man im Schwerpunkte desselben noch eine nach vertikaler 
Richtung wirkende Krasc annimmt, welche dem Gewichte 
des materiellen Hebels gleich ist.

§. 174.

Aufgabe. Der materielle Hebel Figur 91., ras. iv. 
ist in /V und Z mit den Gewichten ? und belastet; sein d'S- 
Schwerpunkt liegt in O, und sein Gewicht ist — M; 

man sucht die Entfernung für den Unterstützung?» 

Punkt c.
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Auflösung. Weil der materielle Hebel 8 eben so 

auf die Umdrehung wirkt, als wenn in 6 ein Gewicht lVI 
angebracht wäre, so erhält man die Summe der Momente 
vom Punkte — daher ist
§ 45. der Abstand des Unterstützungspunktö oder

k 4-y-I-'

Beispiel. Die Last l? sei 200 und (Z — zcw Pfund, 
ferner wiege die Stange 100 Pfund, so ist IV! — ioo. 
Nun sei — 8 und — 4 Fust, so findet man 
den Abstand

^0 — 2uo 4- zoo 4- 10° - 4»

§- 175-

D'.f. rv. Aufgabe. Ein materieller Hebel Figur 92., 

dx« Punkten!), L unterstützt, und in den Punkten 

r, ü, L mit den Gewichten k, H belastet, sein 
Schwerpunkt liegt in 6, und sein Gewicht ist — M; 
man sucht den Druck auf die Stützen O, L.

Auflösung. Der Druck auf O sei V, und auf 

T — W, so erhält man für das Gleichgewicht, wenn 
die Momente von L gerechnet werden (H. 44.)

LL . IV — Lü. y-t-LO . M-s-. I> — LO . V 
folglich den Druck auf O

__ Lr.x 4. Un.y 4- x o ivi — nu.u

und wenn man die Momente von O rechnet, so ist H. 44.

O L. W — O k. I-O 6. M-l-OII. (Z-l-1) L. IV 
also der Druck auf L, oder

4- Dii y 4. nL.u 4- vo ivr

Auch
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Auch muß nach 4Z.

V-j->V — k-4-^-,-R.-4-M 
seyn; wenn daher V gesunden ist, so kann daraus 
leicht berechnet werden.

Beispiel. Es sei Lb' — ro, LIi — 4, L6 — 6, 
LL — Z, Lv — IZ Fuß und p 400, (Z — 200, 
K -- Zoo und bl — izo Pfund, so ist der Druck aufO 

io.4oo-l-4.2oo-l-6.i50—Z.MV
—— —7z--------------------Pfund,

und man findet, weil nach den gegebenen Abmessungen 
Ob' — z, Vl4 — y, OL — 16 und 06 — 7 Fuß ist, 
den Druck auf L oder

Alsdann ist V 4- 'VV — Z6y^ -4- 68042 --- 1050 Pfund, 
wie erfordert wird.

Fände man V — o, so zeigt dies an, daß in O keine 
Stütze erforderlich ist, und daß sich die Gewichte ?, 
IV, IVI auf der einzigen Stütze bei L im Gleichgewicht 
Halten. Erhalt V einen negativen Werth, so muß die 
Stütze bei v oberhalb und nicht unterhalb angebracht 
werden, weil sonst kein Gleichgewicht statt finden kann, 
und der Hebel sich um den Punkt!) drehen wird, nach 
der Seite wo IV hangt.

§- 176.

Aufgabe. An einem materiellen Hebel /VL, Fi.-Taf. iv. 
gur 9Z., welcher in 6 unterstützt ist, soll in der Entfer- 
nung LL — » eine Last () auf den Hebel senkrecht an
gebracht seyn; wie laug wird der Hebel seyn müssen, da
mit am Ende desselben eine auf denselben senkrechte Kraft 
2 mit der Last s) und dem Gewicht des Hebels im Gleich

gewichte ist.

Erster Band, 0
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Auflösung. Man setze die ganze Lange des Hebels 

oder LH — x, und jeder Fuß dieser Lange wiege 6 
Pfund, so ist das Gewicht des Hebels — 6 x, welches 
in der Entfernung LO — ^x wirkt. Für das Gleich

gewicht erhält man §. 46.

g() -f- ^x.O.x — xk 

und hieraus

" e " 1 o

folglich die gesuchte Länge .

Weil hier beide Zeichen vor der Wurzel gelten, so giebt 

es zwei Fälle, bei welchen ein Gleichgewicht statt finden 
kann, wenn nur 2a6() nicht größer als I" wird, weil 
sonst ein unmöglicher Werth für x entsteht, und keine Auf

lösung möglich oder der gegebene Fall unstatthaft ist.

Beispiel. Die Kraft I' sei 80, und die Last 
s) -- 100 Pfund. Jeder Fuß von der Länge des Hebels 
wiege 8 Pfund, und die gegebene Entfernung 6L — s 
sei z Fuß, so ist hier 6 — 8/ also die gesuchte Länge 

— go 4 >6400 — 4800i L 5. Fuß.
X— 8 -

Man kann also den materiellen Hebel 5 oder 75 Fuß 
lang annehmen, so wird in beiden Fällen unter den ge
gebenen Gewichten ein Gleichgewicht entstehen. Im er
sten Falle für x — 5 ist

Z . 102 4- Z . 5.40 — 5 - 80 
und im zweiten Falle für x iz ist

Z . 702 4- r - 15 > 720 — iz . 8» 
wie erfordert wird.
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* Zusatz. Aus der zuerst gefundenen Gleichung er

hält man die Kraft, welche mit der Last O und dein Ge

wichte des Hebels im Gleichgewichte ist, oder

x —
X

Wären a, und 6 gegeben, und man sucht die Länge x 
des Hebels, welche die kleinste z>rafc ? zur Erhaltung 
des Gleichgewichts erfordert, so findet man für diesen 
Fall die Lange

und die kleinste Kraft
x — ^(206^)

Denn es ist
ök _____ jOx? — L<^>

ü X x^

ö? N   2ki<^> 

ö x°> x'

Für — — o erhält man ^Ox* — ay, also 

x — s/ und weil dieser Ausdruck statt x in 

ZU einen positiven Werth giebt, so erhält man für k ein 

Kleinstes, wenn x — j/ gesetzt wird. Als

dann ist i 2 a 6 t)).

Bcisvicl. Für » — 3 Fuß; 6 — 8 und t) — wo 
Pfund erhalt man die Länge

X — j/ —— — 8,66025 Fuß 

und die kleinste Kraft
x ----)/ 2. z, 8. ioo ----- 69,282 Pfund.

O 2
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Für X -- 8 wird

x - ^-64 8 6^,5 P^N»

und für x — y ist
x - 8 l __ ß^zzz Pfuud.

m. Von der Wage.
§. 177-

Die Wage (Hkma. 7?^/ree) ist eine besondere An
ordnung des Hebels, welche dazu dient, das Gewicht 

eines Körpers mittelst eines Gegengewichts
mit hinlänglicher Genauigkeit zu finden. Man hat vor
züglich zweierlei Arten von Wagen, gleicharmige oder 
gemeine, und Gchnclkvagen (Starera
E). Bei der gleicharmigen sind die Anhängepunkte für 
die Last und das Gegengewicht gleich weit vom Drehpunkt 

entfernt. Bei den Schnellwagen sind diese Entfernungen 
veränderlich. Kann man, den Anhängepnnkt für das Ge
gengewicht verschieben, so entsteht eine römische Wage, 

wenn aber der Drehpunkt verschoben werden kann, eine 

schwedische.
Die Gestalt der gemeinen Wage kann als hinlänglich 

bekannt vorausgesetzt werden. Man unterscheidet bei ihr 
den Wagebalken (stu^um. an besten Enden
dieWageschaalen hangen, dieZunge (ImiZuIa, Lxamen. 
A/Km/Ze), welche rechcwinklicht auf dem Wagebalkcn 
steht, und die in der Mitte des Wagebalkens befindliche 
Zapfen, welche in den Pfannen der Schecrc 
LZ^e) ruhen. Gleiche Gewichte in beide Wageschaa-
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len (I^nceo. gelegt müsse,; veranlassen, daß

die Zunge mit den Armen der S6;eere in einerlei Verti- 
kalebene fällt, oder welches einerlei ist, daß der Wage- 
balken horizontal oder wagerecht liegt. Ein kleiner Ueber« 
schuf; an Gewicht noch in eine Wageschaale gelegt, muß 
einen Ausschlag geben oder veranlassen, daß der Balken 
eine schiefe Lage annimmt. Alsdann bildet die Zunge

Figur 94 , mit der vertikalen Scheerc einen Winkel 
L 6 O, welcher desto größer werden muß, je größer der 
Ausschlag ist, daher man auch diesen Winkel selbst den 
Aueschlag nennt. Eine Wage ist empfindlicher als 

eine andere, wenn sie bei gleicher Belastung und 
gleichem Uebergewichte 14 einen größer« Ausfchlag giebt.

Zieht man durch die beiden Anhangepunkte und v 
des Wagebalkens eine grade Linie so bezeichnet diese 
den Hebel, an welchem die Gewichte wirken. Derjenige 
Punkt L, wo der Zapfen des Wagebalkens mit seiner un
tern wenig abgerundeten Schärfe in den Pfannen der 
Schwere ruht, heißt der Drehpunkt der Wage. Die 

Lage dieses Drehpunkts gegen den Hebel hat einen 
wesentlichen Einfluß auf die Empfindlichkeit der Wage. 
Vorausgefeht, daß der Schwerpunkt des Wagebalkens 

und der Wagefchalen in der Mitte deö Hebels liege, 
und daß die Reibung gänzlich Wegfalle, so wird, wenn 
der Drehpunkt in den Schwerpunkt fällt, die Wage bei 
gleicher Belastung in allen Lagen im Gleichgewichte blei

ben ( §. 57.). Liegt der Drehpunkt 6, Figur 95., mr Fig. cw. 
ter dem Schwerpunkte O, so muß bei gleicher Belastung 
der horizontale Wagcbalken bei der mindesten Er
schütterung Umschlägen, weil in der schiefen Lage U
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das in.4' ausizehangte Gewicht ein größeres Moment 
hat, als das in 8' ausgehängte Gewichtweshalb der 
ummttrsinhte Schwerpunkt 6' so lange sinken wirb, bis 
er seinen tiefsten Stand erreicht hat.

Taf. IV. Liegt hingegen der Drehpunkt 6, Figur 96., über 
8ig. s6. bxm Schwerpunkt 6, so kann bei gleicher Belastung die 

Wage nur in Ruhe bleiben. wenn der Wagebalken hon« 
zoutal ist. Denn in diesem Falle sind nicht nur die Mo
mente einander gleich, sondern der Schwerpunkt 6 hat 

auch seinen tiefsten Stand erreicht.

§. 178.
Zur nahem Beurtheilung der gleicharmigen Wage 

unterscheide man den Punkt 6, Figur 96., welcher in die 
Mitte zwischen beide Anhängepuukte fällt, von dem 
Schwerpunkte des WagebalkcnS, welcher sich über oder 
unter 6 in der nöthigenfalls verlängerten Linie 6 0, etwa 

in g befinden kann. Um Verwechselungen zu vermeiden, 
nenne man 6 den Mittelpunkt des Magebalkens, 
und letze den Abstand der Anhängepunkte von diesem Mit« 

- telpuukce oder -VO — L 6 — g. Ferner sei 66 — b>, 
6^ — a; M das Gewicht einer jeden Wageschaale, 14 

ivl das Gewicht des Wagebalkenö, und in jede Schaale sei 
gleiches Gewicht I* gelegt, außerdem aber uoch bei k eine 

k Ueberwucht k, so muß die Wage in irgend einer Lage im 
Gleichgewichte seyn.

Fig. S7. Diese Lage werde durch Figur 97. dargestellt, und 
man ziehe durch 6. 6, die Vertikalen 66), OK, 
g Q, und durch V und O die Horizontalen Ll. und OK, 

so sind die Winkel 06.?, ON? und ^OL einander 
gleich. Setzt man den Winkel, welchen die Zunge mit 
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der Vertikale bildet, oder den Ausschlag — P, so ist <?> 

6 6k* — P. Für das Gleichgewicht müssen nun die 
Momente einander gleich seyn, wenn LO als Momen- 

teuaxe angenommen wird, daher

Es ist LII—LO-t-OH und LO—VL - o II; aber 

L6—LL—aeosP; 0II —dsinP und r;I —csinP 
daher
I^II^tl eosP-I-d sinP und LO —acosP— bsinP 

also
s aeos P -i- bsin P) s p-l-lVI) -l- o.iel sin

— s a cos<P — I> sin P) sp-l-lVI-i-U.)

oder wenn man die ganze Gleichung durch eos P dividirt, 
und alsdann ißt P entwickelt, so erhält man die Tangente 

des Ausschlagö oder
-> n

» b ! 2 ? 2 IVI -j- n j -I- L.^I

Je größer nun unter übrigens gleichen Umständen

P wird, desto größer ist der Ausschlag, daher kann 

man aus dem gefundenen Ausdrücke leicht beurtheilen, für 
welche Fälle ein größerer Ausschlag zu erwarten ist.

Weil unter übrigens gleichen Umständen (wie 

hier immer vorausgesetzt wird) mit a wächst, so folgt dar
aus , daß die wage einen desto größcrn Ausschlag 

geben wird, je länger der Wagebalken ist.

Je kleiner b ist, desto größer wird tgrcp, daher wird 
der Ausschlag desto größer, je geringer die Ent

fernung des Drehpunkts vom Mittelpunkte des 
Magebalkens ist.
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Mit der Verminderung von o, ? wastM 

ebenfalls igrcp, daher wird dcrAusschlag desto grö< 
ßcr, je kleiner der Abstand des Drehpunkts vorn 

Schwerpunkte des VDagebalkens, und je kleiner 
das Gewicht des wagcbalkcns, der VOageschaalen 
und der Belastung in den WaIesebaalen ist.

k l !> t2?-t-2iV1 j g-cdt
d dH? -j- 2-VIch

ist, so folgt hieraus, daß der Aus schlag desto größer 
werden muß, je größer das Ucbcrgcwichr k ist.

Uebrigens istHr li. — o auch <P — o, wie erfor

dert wird.

§- ^79-
Zusatz. Verlangt man, daß eine fertige gleichar

mige Wage ohne wesentliche Veränderungen, besonders 
bei kleinen Lasten einen größern AuLschlag geben soll, so 

kann dies am leichtesten durch Veränderung des Werths s 

bewirkt werden. Für e — o fällt der Schwerpunkt des 
Balkens in den Drehpunkt, und wenn dieser Schwer
punkt über den Drehpunkt fällt, fo wird c negativ, und 
der Ausschlag kann dadurch, fo weit man will, vergrö
ßert werden. Zur Erreichung dieses Zwecks darf man 
nur an der Zunge ein kleines Gewicht anbringen, welches 

sich mittelst eines Schraubengewindcö nach Belieben auf- 
oder abwärts schieben läßt, so erhält man hiedurch ein 
Mittel, durch welches bei kleinen Lasten der Ausschlag be
deutend vermehrt werden kann.

Es ist aber Hiebei zu bemerken, daß — e eine gewisse 
Grenze nicht übersteigen darf, wenn die Wage noch 
brauchbar bleiben soll. Denn hätte man den Schwer
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Punkt des Wagebalkens so weit aufwärts gebracht, daß 

d (2k -l- 21VI) — o. — o ist, so wäre
s . L

und man würbe alsdann bei großen und kleinen Ueberge- 
Wichten immer denselben Ausschlag erhalten.

§. 180. .

Befinden sich in den Wageschaalen gleiche Lasten, so 

kommt die Wage nur dann in Ruhe, wenn die Zunge ein- 
spielt, oder wenn der Balken eine horizontale Lage an- 
nimmt. Man sagt alsdann, die Wage ist desto rascher, 

je größer ihr Bestreben ist, in die horizontale Lage zu, kom
men. Es sei daher die Kraft, welche im Punkte v, ,v. 
Figur 97., nach der auf L6 senkrechten Richtung L'W Fig. 97. 
erfordert wird, die Wage in der Lage zu erhalten, wenn 
der Auöschlag — und die übrige Bezeichnung wie 
§. 178. ist. Alsdann laßt sich die Kraft W nach den 

Richtungen L 6 und L? in zwei andere Kräfte zerlegen, 
wovon die erste durch den festen Punkt bei 6 aufgehoben 

wird, die letzte aber, wenn solche — k gesetzt wird, 
eben die Wirkung wie W verursachen muß. Nun ist, 

wenn der Winkel 6 v 6 — gesetzt wird,
LRI? " -l- ch -k- 90°,

daher §. 19. HI.

w 00°___ --___
s»r> 6 LN . sii>I<p-I-4'-1-9o°i cos is -I-

Aber OO8 (P — co8 oo8 -P — sin cp sin -P;
z/ I—

, Nv a ... 66__ k«08-P
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daher

eos, cp ,

und, wenn dieser Werth in die zuerst gefundene Gleichung 
gesetzt wird,

___ -> 
a cos K — b si» 

Nach §. r 78 ist aber für das Gleichgewicht
s a cos tp-1-^5111 cp 1 s'U -l- IVI s -l- L !>>l sin <p

— saoosP— l)«in P) s?-l-iVl-4-iv) oder 
sa cos <P — I- «in P) IV — 2 l) s? -l- IVIs «in P -j- e K «in P,
und man findet, wenn statt IV der oben gefundene Werth 
gesetzt wird, so die Kraft, welche nach der Richtung 

Las. iv. n vv erforderlich ist, die 
ß'S' erhallen, oder

Wage in der Lage Figur 97. zu

-i» H

I? größer diese Kraft bei einerlei Winkel wird, desto 

größer ist das Bestreben der Wage, sich ins Gleichgewicht 
zu fetzen. Man müßte daher die Abmessungen der Wage 
so einrichten, daß möglichst groß wird. Weil dies 
aber nur durch ganz entgegengesetzte Regeln als die Z. 178. 

erhalten wird, so folgt daraus, daß die Wage desto ra
scher wird, je kleiner ihr Ausschlag ist, und man kann da
her nur einen dieser Zwecke auf Unkosten des andern 
erreichen.

§- 181.
Sind bei einer gemeinen Wage die Arme des Wage

balkens ungleich lang, und man will das Gewicht einer 
Last finden, so lege man in die Schale bei -V, Fi- 

M. ss. gur 96«, die Last und in die Schale bei L das erfor-
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derliche Gegengewicht k. Nun lege man s) in die andere 
Schale bei L, und suche bei das nöthige Gegengewicht 

k, so findet man das wahre Gewicht
(Z — / ? .

Denn es sei 6 X, 6L — ^> so erhält mcul durch 

die erste Abwiegung

x<Z - also

Durch die zweite Abwiegung wird

x? — also , daher

— ??' also

Ohne Ausziehung der Quadratwurzel erhält man das 
Gemistet der Last leichter, wenn man k mit ins 
Gleichgewicht bringt, alsdann s) wegnimmt, und in die 
Schale, worin gelegen hat, so viel Gewichte legt, bis 

solche mit I' ins Gleichgewicht kommen, da denn die 
Summe der zuletzt eingebrachten Gewichte dem Gewichte 

von gleich ist.

H 182.
Bei der gewöhnlichen oder römischen Schncllwagc, 

wo mit einerlei Gegengewicht (Ldtttz-e -Lasten 

von verschiedener Größe gewogen werden, indem der Auf- 
hangepunkt der Last und der Drehpunkt unverändert blei
ben, kann man die Sähe von der gemeinen Wage mit 
den nöthigen Abänderungen ebenfalls anwenden, und 
danach die zweckmäßige Anordnung der Schnellwage 

beurtheilen.
Hat die Schnellwage eine solche Einrichtung, daß der 

Schwerpunkt des Wagebalkenö mit der Wageschale zwi«
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gewicht so nahe wie möglich am Drehpunkte aufhangk, 
und so lange Gewichte in die Schaale legt, bis die Zunge 

bei einer ganzen Zahl von Pfunden eiuspielt. Die Zahl 
der Pfunde sei r>, und für den zweiten Punkt am Ende 
des Wagebalkenö — m. Zieht man nun n von in ab, 
so ist rn — n die Anzahl der Theile, in welche die 
Weite zwischen beiden Punkten getheilt werden muß, 
um ganze Pfunde zu erhalten, wobei man ebenfalls die 
Einrichtung sattesten kann, daß in — n eine solche Zahl 

wird, welche sich leicht eintheilen läßt. Der Beweis für 
dieses Verfahren beruht mit dem zuerst erwähnten auf 
gleichen Gründen; nur ist noch zu bemerken, daß eben 
das, was hier von Pfunden gesagt ist, auch von Lo

then rc. oder jeder andern Einheit gilt.
§. 18Z.

Zusatz. Will man mit einer Schnellwage noch grö

ßere Lasten wiegen, als das Gegengewicht gestattet, ohne 
dabei die vorhandene Eintheilung des WagebalkenS abzu- 
ändern, so kann dies durch Anbringung eines großem Ge

gengewichts bewirkt werden, indem man dasselbe so weit 
vermehrt, daß jede Abtheilung auf dem Wagebalken das 

doppelte oder vielfache bedeutet. Allein man darf nicht 
schließen, daß, wenn das Gegengewicht U verdoppelt 
wird, alsdann auch die Last unter übrigens gleichen 
Umständen für das Gleichgewicht doppelt so groß werden 
müsse, wovon man sich leicht überzeugen kann. Denn es 
sei mit Beibehaltung der angenommenen Bezeichnung ? 

mit im Gleichgewicht, so ist xk — dahep
das Gegengewicht
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Soll nun bei unverändertem Abstande x die Last h 

doppelt so groß werden, und man sucht das zugehörige 

Gegengewicht r , so wird

I' — r------ X, oder well — — ?----------- ist, XX--------- X X
so erhält man das erforderliche Gegengewicht

I> — 2? — E

wenn daher der.Schwerpunkt des Balkens und der 
Schaale zwischen den Anhängepunkt der Schaale und den 
Drehpunkt fallt, so wird zur Abwiegung doppelt so großer 
Lasten, bei unveränderter Eintheilung des Balkens ein 
Gegengewicht erfordert, welches kleiner als das Doppelte 
desjenigen ist, welches zum Abwiegen der einfachen Lasten 

nöthig war. Da es nun überdies unbequem ist, große 
Gegengewichte auf dem Wagebalken zu bewegen, so kann 
Man sich zur Abwiegung größerer Lasten der Vorhänge- 
gcwrchre bedienen, welche in dem vom Drehpunkteam 
weitesten entfernten TheilungSpunkte aufgehangt werden.

Gesetzt, man verlange, daß eine Schnellwage außer 
der Last h, welche ihr Gegengewicht k angiebt, auch 
zugleich jedesmal noch eine Last h wiege, so daß die ge
stimmte Belastung in der Wageschaale h -z- h sti, so 

sehe man das in der Entfernung d vom Drehpunkte nö
thige Vorhangegewicht — V, so erfordert das Gleichge

wicht, daß
I)V -p- X? A —p- li fh -g- hj

sei. Es ist aber x? — -l- ah, daher >vcnn man
diesen Ausdruck von dem vorstehenden abzieht

kv — ah oder V —
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Ist daher die beständige Last s/ gegeben, so findet 

man leicht aus dieser und den bekannten Abständen a, d 
die Größe des Vorhängegcwichtö V.

Siebentes Kapitel.
Von der Reibung.

v^o wie man sich die Körper vollkommen fest vorstellen 

kann, eben so laßt sich voransfehen, daß ein Körper voll

kommen glatt sei, in welchem Falle jede Kraft, welche 
auf einen solchen auf einer wagerechten vollkommen glat
ten Flache befindlichen Körper von der Seite wirkt, den 

Zustand der Ruhe oder das Gleichgewicht aufheben, und 
den Körper in Bewegung sehen kann, weil das Gewicht 
des Körpers von der wagerechten Ebene getragen wird. 
Ist hingegen die Oberstäche des Körpers und die Flache, 

worauf er ruhet, rauh, oder mit kleinen Erhabenheiten 
versehen, so greifen diese wechselseitig in die Vertiefungen, 
und es kann schon eine ansehnliche Kraft erfordert werden, 
um das Gleichgewicht aufzuheben. Da nun die Oberflä
chen aller Körper, selbst bei der besten Politur, noch einige 
Unebenheit oder Rauhigkeit behalten, so verursacht dieser 
Umstand, daß, wenn eine Kraft mit mehrern andern Kräf
ten im Gleichgewichte ist, und man vermehrt dieselbe noch 
um einen geringen Theil, alsdann in dem Falle noch keine 
Bewegung oder Aufhebung des Gleichgewichts erfolgt, 

wenn
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wenn die Ranhigkeit von den aneinander gepreßten Ober
flächen der Bewegung oder Aufhebung des Gleichgewichts 

widersteht, und man ist genöthigt, zur Ueberwaltignng 
dieses Widerstandes noch eine besondere Kraft zu verwen
den, bevor der kleinste Ueberschuß an Kraft das Gleichge
wicht aufheben kann. Dieser Widerstand, welcher von 

der Rauhigkeit der berührenden Flachen entsteht, heißt die 
Meldung oder Hrikziou (bUtäo.

§. 185.
Auf der wagerechten Fläche , Figur 98., befinde r»f- IV. 

sich ein Körper dessen Gewicht k von der Fläche 

getragen wird. In L sei mit^L parallel nach der 
Richtung LH eine Kraft angebracht, oder welches 

einerlei ist, am Faden LUk', welcher über die Rolle H 
geht, hänge ein Gewicht k in so wird die Reibung der 
berührenden Flächen bei L die Bewegung des Körpers 
so lange aufhalten, bis das Gewicht hinlänglich ver- 
mehrt worden, um den Reibungöwiderstand zu überwal- 
tigen. Ist nun das Gewicht k von der Beschaffenheit, 

daß der geringste Ueberschuß an Kraft den Körper in 
Bewegung sehen kann, so ist k mit der Reibung im 
Gleichgewichte, und die Größe der Reibung wird 
durch das Gewicht k angegeben, daher man auch das 
Gewicht I' die Große der Reibung nennt.

Der Erfahrung gemäß ist die Größe der Reibung ver
schieden, wenn es darauf ankommt, den Körper in Be

wegung zu setzen, oder nach einerlei Richtung in Bewe
gung zu erhalten, welches auch schon daraus geschlossen 
werden kann, daß bei der Bewegung die Hervorragun- 
gen der Flächen nicht so sehr in die Vertiefungen cmdmu

Erster Ban». P
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gen sönnen, wie dies nach vorhergegangener Ruhe der Fall 
ist. Man unterscheidet daher die Reibung für die anfäng
liche Bewegung oder die Reibung der Ruhe von der 
Reibung während der Bewegung.

Im Anfänge oder während der Bewegung kann ein 

Körper über den andern weggefchoben werden, wie dies 
im Beispiel Figur 98. angenommen war, oder ein Körper 
kann sich um eine unbewegliche Axe drehen, und bei dieser 
Umdrehung einen andern unbeweglichen Körper berühren, 

wodurch eine drehende Reibung entsteht, wie bei den 
Zapfen in Pfannen. Auch gehört hieher das Umdrehen 
der Rollen um Bolzen. Beide Reibungen, die seine- 
bcnde und drehende, können unter dem Namen der 
gleitenden Reibung begriffen werden, von welcher 
die rollende oder wälzende Reibung verschieden ist, bei 
welcher ein Cylinder, eine Kugel re. über eine Flache ge

rollt oder gewälzt wird. Es läßt sich leicht einsehn, daß 
die wälzende Reibung weit kleiner als die gleitende ist.

Durch die Politur und dadurch, daß man die reiben
den Flächen mit einer schicklichen Materie bestreicht oder 
schmiert, kann die Rauheit derselben ansehnlich vermin
dert, also die Reibung bedeutend verkleinert werden, nur 
ist es nicht möglich, die Reibung hiedurch gänzlich auf- 

zuheben.
§. 186.

Die Größe der Reibung ist von sehr vielen Uniständen 

abhängig, besonders von der Materie der reibenden Kör
per, von ihrer Rauhigkeit, der Schmiere, der Adhäsion 

oder dem Zusammenhänge, dem Drucke gegen die reiben
den Flächen, der Größe dieser Flächen, der Tempera-



Von der Reibung. 227 

tur u. dgl., so daß es äußerst schwer fällt, allgemeine Ge
setze über die Größe der Reibung anzngeben, weshalb die 
Resultate, welche mau über die Reibung der Körper von 

verschiedener Materie erhalten hat, bei der Anwendung 
auf ähnliche Körper nur als Durchfchnittssähe angesehen 

werden können, welche von der Wahrheit nicht weit ent
fernt sind, da es bekannt ist, welche Verschiedenheit unter 
Körpern von einerlei Materie statt findet. Uebe dies 

kommt nächst der Rauheit der reibenden Flächen auch noch 

die besondere Beschaffenheit der Körper in Absicht ihres 
chemischen Verhaltens in Betrachtung, weil bei einer Be- 

wegnng, welche Wärme erzeugt, eine Zersetzung verrei
benden Theile entsteht, wodurch eine stärkere Abnutzung 

und ein vermehrter Widerstand verursacht werden kann. 
Die Größe der Reibung kann daher auch nur durch rich

tige und im Großen angestellte Versuche bestimmt werden, 
und wenn gleich schon viele Untersuchungen über diesen 
Gegenstand bekannt sind, so übertreffen doch die neuern 
hierher gehörigen Versuche des Herrn Coulomb (*)  alle 
bisherigen, theils wegen ihrer Genauigkeit und Mannig
faltigkeit, theils wegen der Größe der reibenden Körper 

und der Belastung, welcher man sich zur Erhaltung rich
tiger Resultate bediente. Den Erfahrungen gemäß

(*) liieorio clss luacbinos siniplss, on oZarcl 
au krorwiuont clo wurs partios er a I» roülenr clss 
LorclsAvZ. I^iöco gnl a rsruportö ls ^rix clondls 
<Is 1'acacl. äks scieuc. ^our I'gnnok 1781. — Mein, 

uisrdeiuat. ot cls prosenteos a I'aciiclö-
rulo. 1'oiu. X. I?arls »785- P- 161 — ZZ2.

P 2
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kaun man nachstehende Sätze in Bezug auf gleitende 

Reibung annehmen:'
(l) Die Reibung vermehrt sich mit der Rau

higkeit der reibenden Flächen. Weil es aber unmög
lich ist, für die verschiedenen Abstufungen der Rauhigkeit 
einen Maaßstab anzugcben, so läßt sich auch über die 
Größe der Reibung in dieser Absicht nichts bestimmen, 
und es müssen daher die folgenden Sätze darauf einge- 
schränkt werden, daß die reibenden Flächen möglichst po- 

lirt sind.
(II) Die Reibung ist unter übrigens gleichen 

Umständen dem Druck proportional..

Werden die Körper doppelt so stark an einander ge
preßt, so ist auch die Reibung doppelt so groß u. s. w. 
Die Versuche geben zwar kleine Abweichungen von diesem 
allgemeinen Sahe; für die Ausübung läßt sich aber derselbe 

ohne Unterschied anwenden. Nachstehende Versuche, 
welche über die schiebende Reibung der Ruhe aus der an
geführten Coulombschen Schrift gezogen sind, werden 
dies noch näher erläutern.



Von der Reibung. 229

Sc
hm

ie
re

.

Reibende 
Körper.

Nu. 
der 

Ver
suche.

Reiben
de 

Fläche.
Druck.

Pfund.

Reibung.

Pfund.

Verhältniß 
der 

Reibung 
zum Druck 

— 1.

Eichen 
auf Eichenholz

I
2
Z

43-
432
432

74 
«74 

2474

30
406

1116

0,405 
°- 465 
v-451

4
5
6

* 
*
*

250 
45° 
856

106 
i«6 
356

0,424 
o,4iZ 
0,416

m
 i c

r

Eichen a. Kiefern 7
8
9

48
48
48

50- 
45-> 
85»

36
284
560

0,720 
0,631 
0,639

S 
ch Kiefern 

auf Kiefern
10
11
12

48
48
48

5« 
250 
85«

27 
145 
48°

0,540 
o,58» 
0,565

oh
ne Ulmen auf Ulmen IZ 

14 
»5

48
48
48

45
450

1650

21
207
756

0,467 
0/ 460 
0/ 458

Eichen a. Eichen 16
17

* 
*

50
1650

13
45°

0, 260 
0,273

-t- Eisen a. Eichen 18
19

45
45

53 
1650

10
340

0, i8<) 
0,206

Eisen auf Eisen 2»
21

45
45

5»
45o 124

°, 294 
0,278

Messing a. Eisen 22
2Z

45
45

50
45°

r4
112

0/ 280
0, 249

Kupfer auf Eisen 24
25 *

47
85°

8
140

0, 170 
0,165

Eichen a. Eichen 26
27

18»
18°

1650
3250

622
1387

0,377 
0,42b

L a Kupfer auf Eisen
-8
29
3»

45
45
45

5°
45°

1650

7 
48 

ibg

", 14a 
0,107 
0,102

Eichen a. Eichen 31
32

648
648

2ZI0
58K)

5i4
1535

0, 222
0,264



2zo Siebentes Kapitel.
Von den Zeichen, welche sich in der Tafel befinden, 

bedeutet:
* daß die reibende Fläche möglichst verkleinert war,
— daß sich die Hölzer nach der Richtung der Fasern 

bewegten, und
-i- daß sich die Holzfasern kreuzten.
Bei diesen Versuchen ist noch zu bemerken, daß nach 

einer sehr kurzen Ruhezeit die Reibung kleiner war, als 
wenn sich der Körper schon einige Zeit in Ruhe befand; in 
einiget, Fällen erhielt die Reibung nach mehrern Minuten 
ihren größten Werth, und blieb alsdann für größere Zei

ten unverändert; in andern Fällen waren aber mehrere 
Tage nöthig, bis die Reibung ihren größten Werth er
hielt. Die Angaben der vorstehenden Tafel beziehen sich 

auf die Fälle, für welche die Reibung beständig ist.
Bei den Versuchen mit Schmiere müßte eine bestän- 

dige Größe wegen der Adhäsion in Abzug gebracht wer
den , allein für die Ausübung darf man hierauf nicht Rück« 

sichc nehmen.
(Ill) Bei gleichem Druck ist unter übrigens 

gleichen Umständen die Größe der Reibung unab
hängig von der Größe der reibenden Fläche.

Dies läßt sich schon ohne Versuche deshalb erwarten, 
weil bei gleichem Druck auf eine doppelt so große Fläche, 

wenn die Belastung gleichförmig vertheilt ist, jeder oZoll 
der reibenden Fläche nur halb so stark gepreßt wird, als 
wenn die Fläche halb so groß wäre. Auch durch die Ve» 
gleichung der Versuche i. 2. z. mit 4. 5.6. in vorstehender 
Tafel wird dieser Sah bestätigt. Dagegen ist bei den ein- 

geschmierten Flächen deshalb eine Ausnahme von dem vor
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flehenden Satze, weil die Schmiere unter sich und mit der 
Fläche zusammenhängt, daher auch bei größer» Flächen 
in dieser Hinsicht ein größerer Widerstand entsteht. Die

ser kann aber für die meisten Fälle der Ausübung aus der 
Rechnung gelassen werden.

(IV.) Die Reibung der Ruhe ist grösser als die 
Reibung der Bewegung, und die gleitende größer 

als die drehende.
Zwischen diesen verschiedenen Reibungen ist aber nach 

Verschiedenheit der Körper und Schmiere daö Verhältniß 
der Reibungen verschieden, wie solches aus den verschie

denen Resultaten in der Tafel des folgenden §. erhellet.
(V.) Die verschiedene Geschwindigkeit der 

Rörper bei der Reibung während der Bewegung 
hat bei manchen Materien gar keinen, und bei 
andern nur einen solchen Einfluss, dass derselbe in 
den meisten Lallen bei Seite gesetzt werden kann.

Bei der größer« Geschwindigkeit kommen zwar mehr 

Theile der Oberflächen in gleicher Zeit in Berührung, 

aber auch in demselben Verhältnisse wird die Dauer der 
Berührung verkleinert, und die Unebenheiten können we
niger in einander dringen, daher mit Bezug auf die Cou- 

lomsschen Versuche dieser Satz für die Ausübung ohne 
Nachtheil besonders bei Holz auf Holz und Metall auf 

Metall gelten kann.
187.

Setzt man, daß h den Druck bezeichnet, durch wel

chen ein reibender Körper gegen einen andern gepreßt wird, 
und daß ir die zur Ueberwindung der Reibung erforderliche 

Kraft ist, welche hier die Reibung heißt, kaun für jede
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Last die Reibung gefunden werden, wenn nur unter 
ähnlichen Umständen für eine andere Last die Reibung 
k' bekannt ist, weil sich nach (III) verhält 

: x. alfo ist

Die Zahl kann man den Reibungskoeffi- 

zienren nennen. Für die gleitende Reibung bei Ulmen 
auf Ulmen Holz ist derselbe nach der Tafel des vorigen §. 
— 0,46, daher für diefen Fall 0,46 . Ware 
der Druck y — 150 «Pfund, so wird die Reibung 
k — 0,46.150 — 69 Pfund.

Für die Folge soll der Reibungskoeffizient allemal ganz 

allgemein durch ausgedrückt werden, so daß allgemein 
x ist, wo dann der Werth von nach den be
sondern Umständen zu bestimmen ist.

Weil die Anwendung der allgemeinen statischen Lehren 
dadurch sehr erleichtert wird, wenn Tafeln für die verschie
denen Werthe von vorhanden sind, so können hiezu 
nachstehende Tafeln dienen, welche sich auf die Coulomb- 

schen Versuche beziehen.
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§. 188.

Die Reibung kann in Vcrgleichung mit andern Kräf

ten, welche Druck oder Bewegung hervorbringcn, als 
eine leidende (passive) Kraft angesehen werden, welche der 
Bewegung widersteht, und nur wenn sie aufgehoben wer? 
den soll, kann sie als Kraft in Rechnung gcbracht werden. 
Sie ist da wirksam, wo sich die reibenden Flachen berüh
ren, und ihre Richtung liegt in der Richtung der Tangente 

der Berührungsflächen. Weil sie aber der Bewegung so
wohl nach der einen als nach der andern Seite ihrer Rich
tung gleich stark widersteht, so sind für das Gleichgewicht 

zwei Fälle sehr wohl zu unterscheiden; einmal, wenn es 
lediglich darauf ankommt, die Ruhe zu erhalten, in wel
chem Falle die Reibung zum Vortheile der Kraft wirkt, 
weil ss viel weniger Kraft angewandt werden darf, als we
gen der Reibung erforderlich ist, ohne daß die Ruhe un
terbrochen werden könnte. Soll aber bei dem geringsten 
Ueberschuß an Kraft die Ruhe aufhören, also das Gleich
gewicht aufgehoben werden, so muß die anzuwendende 

Kraft nicht nur allen übrigen Kräften, sondern auch der 
Reibung das Gleichgewicht halten. Man kann dies fol- 
gendergestalt allgemein ausdrücken. Wenn k die Kraft 
bezeichnet, welche für das Gleichgewicht mit mehrern an
dern Kräften ohne Rücksicht auf Reibung erfordert wird, 
und k bezeichnet die zur Ueberwaltigung der Reibung an
zuwendende Kraft, so ist die Kraft k k und jede zwi
schen l? -l- b' und ? — k liegende Kraft im Stande, 

den Körper in Ruhe zu erhalten. Die Kraft I> — ist 
alsdann die kleinste Kraft, welche die Bewegung des Kör
pers verhindert, dagegen ist ? -l- I' diejenige, welche 
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mit der Last und der Reibung im Gleichgewichte ist, so 
daß der kleinste Überschuß an Kraft vermögend ist, das 
Gleichgewicht anfzuheben.

In der Folge werden gewöhnlich die Untersuchungen 
nur auf den letzten Fall eingeschränkt, und wenn es erfor
derlich ist, von dem ersten Falle Gebrauch zu machen, so 
wwd solches jedesmal besonders augemerkt werden.

§. 189.
Die Kraft, mit welcher die Oberflächen der Körper 

unter sich oder mit der aufgelegten Schmiere Zusammen
hängen, oder die Adhäsion, ist zwar H. 186. III. außer 
Acht gelassen worden, weil der Antheil, welchen die Rei
bung an den Hindernissen der Bewegung hat, so bedeu

tend ist, daß man in den meisten Fällen die Kraft, welche 
zur Ueberwältigung des Zusammenhanges verwandt wer
den muß, als unbedeutend gegen die Kraft anfehen kann, 
welche wegen der Reibung; erfordert wird. Hiezu kommt 
noch, daß man für jeden besondern Fall selten die Rei
bung ganz genau angebcn kann, und daß daher größere 
Genauigkeit bei der Berechnung mit Rücksicht aufZusam« 

menhang nur die Formeln weitläuftiger macht, ohne für 
die Ausübung brauchbarere Resultate zu geben.

Um den Einfluß zu übersetzen, welchen unter gewissen 
Umständen die Größe der Berührungsfläche und die Art 
der Schmiere aufdie Reibung tzaben, so ist zu bemerken, 
daß nach den angeführten Coulombfchen Versuchen bei der 
gleitenden Reibung zwischen kupfernen Platten auf eift^ 
uen, wenn solche mit neuem Talg eingefchmiert waren, 
der Zusammenhang der Schmiere .auf 45 mZoll Fläche 

lF Pfund betragen hat.
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§. 190.

Ueber die Größe der wälzenden Reibung hat Herr 
(sulomb ebenfalls einige sehr wichtige Versuche einge

stellt, indem er auf zwei wagcrechte Unterlagen Fi

gur 99. eine mit einem dünnen Faden umschlungene Walze Taf. iv. 
legte, und an die Enden des Fadens gleiche Gewichte 
tz aufhing. Um die wälzende Reibung auszumitteln, ver

mehrte man das eine Gewicht so lange, bis durch den Zu- 
saß eines Gewichts k' eine unmcrklich anhaltende Verve* 

gung entstand. Die Unterlagen waren aus Eichenholz, 
und nebst den gebrauchten Walzen möglichst polirt. Nach
stehende Tafeln enthalten die Resultate der Versuche.

Die Walzen von Guajac auf Unterlagen von 

Eichenholz.

Gcsammte Belastung Gewicht I? zur tteberwältigung der
der Walze. Reibung.

Pfund.
Durchmesser der 

Walze 2 Zoll.
Durchmesser der 

Walze 6 Zoll.

100 1,6 Pfund 0,6 Pümd

500 9,4 — 3,o —
1800 . 18,0 — 6,0 —

Die Walzen von Ulmen auf Unterlagen von 

Eichenholz.

Gesummte Belastung. Gewicht lf.

Pfund.
Durchmesser der 

Walze 6 Zoll.
Durchmesser der 
Walze 12 Zoll.

1000 10 PftlNd 5 Pfund
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Aus diesen Versuchen geht hervor, daß sich bei der 

wälzenden oder rollenden Bewegung die Reibung 
wie die Belastung und umgekehrt wie die Halb
messer der Walzen verhält, wenn die Rörpcr von 

einerlei Materie stnd.

Bei der sechszölligen Walze von Guajac war bei 

100 Pfund Druck die Reibung o,6 Pfund, uSd bei einem 
zehnmal größerem Druck von 1000 Pfund — 6 Pfund. 

Eben fo fand man, wenn die Walzen von Ulmenholz je
desmal mit 1000 Pfund belastet waren, bei der sechszöl

ligen Walze doppelt so viel Reibung, als bei der zwölf- 

zölligen.

Seht man daher, daß lVI die gestimmte Belastung 
einer Walze bezeichne, deren Halbmesser — r und deren 
wälzende Reibung — r ist. Wird ferner für eine an

dere Walze von gleicher Materie die ähnliche Bezeichnung 

lVl', ss, angenommen, fo verhalt sich

— k' : k, und man findet die Reibung 

r' r" m

Ist daher die Zahl aus Verfuchen bekannt, so kann 

daraus die Reibung k für jede andere Walze von gleicher 

Materie gefunden werden, wenn die Belastung M und 

der Halbmesser r gegeben ist. Man kann daher in einem 
1', 

ähnlichen Sinne wie H. 187. die Zahl setzen,

und solche den Reibungskoeffizienten nennen.

Aus den vorstehenden Versuchen erhält man als Mit

telwerthe für die Reibungskoeffizienten, bei



Von der Reibung. 239
Walzen von Guajac aufEichenholz — 0,018 — /r 
Walzen von Ulmen auf Eichenholz — 0, OZ, 
so baß nun ganz allgemein die wälzende Reibung durch

ausgedrückt werden kann. Man hat aber bei dem Ge
brauche der Zahl darauf zu sehen, daß lVI in Pariser 
Pfunde, und r in Pariser Zollen auögebrückt wird, weil 
für andere Maaße und Gewichte auch die Zahlen andere 
Werthe erhalte» müssen.

Diese Vorsicht ist bei den Reibungskoeffizienten, wel
che §. 187. angegeben sind, nicht erforderlich, weil da
selbst der Werth unverändert derselbe bleibt, man mag 

denselben in irgend einem Gewichte auöbrückeu, wofern 
nur die Belastung und Reibung sich auf einerlei Gewicht 
beziehen.

Achtes Kapitel.
Von der schiefen Ebene, dem Keile und 

der Schraube.

i. Von der schiefen Ebene.
H. 191.

^edc feste gegen den Horizont geneigte Ebene heißt hier 

eine schiefe Ebene (klanum ineUnatum. ür-
^). Wi^ die schiefe Ebene Figur 100,
durch die Vertikalebeue .4 6.^ in und durch die Ho-. ........"
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rizontalebens L88' ingeschnitten, so sind die Linien 
^4.4/, LL' mit einander parallel, und wenn nichts beson- 

Vers erinnert wird, so ist jedesmal vorausgesetzt, das? die 
Richtungen der Kräfte, welche auf Körper wirken, die sich 

auf der schiefen Ebene befinden, in einerlei Vertikalebene 
fallen, welche auf den Durchschnittslinien LL' 

senkrecht ist.
Die Vertikalebene sei auf dem Durchschnitt 

^4^4/ senkrecht, so ist U ^4 L der Neigungswinkel der schie

fen Ebene gegen die Vertikalebene, welcher hier kurz der 
Neigungswinkel der schiefen Ebene genannt werden 
soll. In der Folge wird allemal dieser Neigungswinkel 

— « gesetzt. Die Linie heißt die Länge, 
^4 6 die Höhe, und L C die Grundlinie der schiefen 

Ebene.
Befindet sich ein Körper auf einer schiefen Ebene, fo 

wird derselbe irgend einen Druck senkrecht auf die Lange 
der Ebene ausüben, dieser senkrechte Druck soll hier der 
Normaldruck heißen. Die Kraft, mit welcher sich der 

Körper längs der schiefen Ebene fortzubewegen strebt, 

heißt sein relatives Gewicht.

§. 192.
Aufgabe. Die Bedingungen für das Gleichgewicht 

eines' aus der schiesen Ebene befindlichen Körpers zu fin
den, wenn die Richtung der Kräfte durch seinen Schwer

punkt geht.
Taf. iv. Auflösung. Auf der schiefen Ebene 6, Figur 

Fig. ioi. 101., befinde sich ein Körper, dessen Schwerpunkt in 6 
liegt, und dessen Gewicht tz nach vertikaler Richtung Otz 
wirkt. Ist der Körper dadurch gegen das Umfallen 

gesichert,



I. Von der schiefen Ebene. 241 

gesichert, daß die Vertikale 6V noch innerhalb seiner 
Grundfläche fallt, so wird er, sich selbst überlassen, auf 
der schiefen Ebene nach der Richtung herabsiukcn. 

Soll dies verhindert werden und ein Gleichgewicht entste
hen, fo wird eine im Schwerpunkte 6 angebrachte Kraft 
k nach irgend einer Richtung 6? auf den Körper wirken 
müssen. Es sei die Neigung der schiefen Ebene 8^6 — 

und der Winkel, unter welchem die Richtung der Kraft 
k die verlängerte Vertikallinie L in schneidet, oder 
^^6 jZ, so läßt sich unter der Voraussetzung, daß 
die auf^k senkrechte Linie Ok' noch innerhalb der Grund
fläche des Körpers fällt, das Gewicht V senkrecht auf .48 

nach 61?, und parallel mit nach OL zerlegen. 
Nun ist der Winkel k ID 6 — O6L — « und 

1)6^ — 90°—daher der vomGewichte t)auf-^.8 
entstehende i^Iorinakdruck (§. 20. I.), welcher von 
der Ebene aufgehoben wird, oder

61? — 6O.eo8l)6k' — t^) zin « 
und die Kraft, mit welcher sich der Körper durch die Wir
kung seines Gewichts längs der schiefen Ebene nach der 
Richtung 68 fortzubewegen strebt, oder sein relatives 

Gewicht

61? O 6 . an« O 6 8 — oc>8 «.
Soll nun der Körper in Ruhe bleiben, so muß ? den 

Körper eben so stark nach der Richtung aufwärts zu 
bewegen streben, als solches vom Gewichte nach der 
Richtung abwärts geschieht, weil hier die Normal

pressungen nicht in Rechnung kommen können, da solche 
von der festen Ebene L aufgehoben werden. Man zer
lege daher die Kraft 1? nach 61? auf L senkrecht, un^ 

Erster Band.
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nach OK mit O parallel, oder dein respectiven Gewichte 
den t) grade entgegengesetzt, alsdann ist der Winkel 
lOO — 180° -- ß lind 160 — 160 — 600 
--- 180° — ß — <90° — " 90°— iß — «ft
also KOI — 90° — 160 — ß — «, daher
005 IOo — 5III iß— «) und 608 K 61 — 608 iß — ch 
rn^d man erhält den Normaldruck auf^K, welcher von 
der Kraft 6 entsteht (H. 20.)

oo — 01. 008 160 — 6 sin i ß '— «st
und die in paralleler Richtung mit V V entstehende Wirkung 

OK — OI. 608 KOI — 6 608 iß — «).

Damit der Körper in Ruhe bleibe, muß diese Kraft 

dem respectiven Gewichte 0 608 « gleich seyn, also 
0 608 iß — «) — O oo? «, daher findet man, wenn 
das Gewicht und die Winkel «, ß gegeben find, für 

das Gleichgewicht die Kraft

(I) 6 —
eoz «

«>s j/Z — « j .

oder, wenn « und ß gegeben sind, 
(II) y -- ^2-^.

cos LL

Nennt man den von beiden Kräften und? entste

henden Normaldruck — so ist der gesummte Normal

druck auf die Ebene
(III) 61 — <) 8i'n « -i- k sin (ß — «ß.

Wird aus (I) für ? fein Werth gefetzt, fo ist

(IV) 61 — f8IN « -l- 608 « t^i (ß — «)i> 
oder, wenn in (III) statt sein Werth aus (II ) ge

setzt wird
(V) 61 — k ssin (ß —>«) -6 co8 (ß — -r) t§r
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Beispiel. Eine schiefe Ebene, auf weicher sich eine 

Last von ioOo Pfund befindet, ist unter einem Winkel 
von 62 Grad gegen die Vertikale geneigt; man sucht 
die für das Gleichgewicht erforderliche Kraft, welche den 
Körper am Herabgleiten hindert, wenn ihre Richtung 
mit der Vertikale einen Winkel von 75 Grad entschließt. 
Hier ist ft) — 1000; « — 60", 4 75°, 4 — « — «
also nach (l), wenn man sich der Logarithmen bedient, 

lag cos « — Iogcos6o° — 9, Ü989700 
log — log 1002 —. Z

12,6989700 
log co8 (4 — «) — log cos 15" 9, 98494^8

2,7140262
wozu dieZahl5i7,64 stlMlnt. Es ist daher die zumGleich- 
gcwicht erforderliche Kraft !' — 517,64 Pfund.

!9Z-
1. susay. Weil über die Richtungen, nach welchen 

Man Kräfte zerlegen muß, bei Anfängern leicht Zweifel 
entstehen können, so ist das vorhergehende Verfahren 

nochmals genau zu erwägen. Man hat nemlich den 
Punkt 6, auf welchen die Kräfte ?, f) wirken. Um von 
dieser Wirkung zu urtheilen, mußte miögemittelt werden, 
nach welchen Richtungen der Punkt 6 answeicht, welches 

wegen I' nach O lL, und wegen nach 0?, erfolgen 
würde. Ferner ist 6k die einzige Richtung, nach welcher 
der Punkt O nicht ausweichen kann, und man hat daher 
die Kräfte?, O nach solcher Richtung zerlegt, nach wel
cher der Punkt O sich bewegen wü'de, und in eine andere, 

Nach welcher er nicht ausweichen kann. Die Nothwen
digkeit dieses Verfahrens läßt sich einsehcn, wenn man 

mmiunnt, die Kräfte ?, wären nach andern RichtuN-

O. sV
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gen zerlegt, weil alsdann eine jede nach einer andern Rich
tung angenommene Seitenkraft wieder in eine solche zer
legt werden konnte, welche auf die Bewegung des Kör
pers wirkt, die hier eigentlich gesucht wird, und in eine 
andere, welche nichts aus die Bewegung wirken kann, 
und wie hier von der festen Ebene gänzlich aufgeho
ben wird. Hieraus kann man die allgemeine Regel ablei
ten, daß es bei der Bestimmung der Wirkung einer 
Rraft auf einen Punkt, welcher nur nach einer ge
wissen Richtung bewegbar ist, darauf ankommt, 
diese Rrafr in zwei Gegenkräfte zu zerlegen, wo
von die eine in die Richtung fällt, nach welcher der 
Punkt nur auswcichcn würde, und die andere, 
nach welcher der Punkt nicht auswcichen kann, 
oder nach welcher irgend einWidcrstand die zweite 
Seitenkraft gänzlich aufhcbt.

§. 194.
2. Zusatz. Wirkt die Kraft ? mit der Länge der 

schiefen Ebene parallel, fo ist >3 — «, also
Los (§3 — — ans 0° — 1, daher

p — O 603 «.

Nun ist 608 « — , daher verhält sich

oder wenn die Richtung der Kraft? mit der Lange der 
schiefen Ebene parallel wirkt, so verhält sich das Ge
wicht zur Rraft ?, ww die Länge der schiefen 
Ebene zu ihrer Höhe.

3. Zusatz. Wäre die Richtung der Kraft k horr- 
zoncal, also mit der Grundlinie der schiefen Ebene
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parallel, so ist — 90°, also 00s (O >— «) 
— 603(90° — «) — «in«, daher §. 192.1.

? — eot St.

Weil aber 00t« ist, so verhält sich

oder wenn die Kraft r mit -er Grundlinie der schie
fen Ebene parallel wirkt, so verhält sich das Gewicht 
O zur Rrafc ll, wie die Grundlinie der schiefen 

Ebene zu ihrer Höhe.

§. '95-

4. Zusatz. Die Richtung der Kraft ? sei horizon
tal, und gehe wie bisher durch den Schwerpunkts, so 
läßt sich, wenn ? und das Gewicht Y gegeben sind, die 
Lage der schiefen Ebene bestimmen, bei welcher der Kör

per im Gleichgewicht ist, und man erhält alsdann
v

-y -

Sobald rgt « großer oder kleiner als , kann kein 

Gleichgewicht entstehen, und der Körper muß sich entwe
der abwärts oder aufwärts auf der schiefen Ebene bewe

gen, weil in diesem Falle 6L größer oder kleiner als 

6 L wird. z

§- 196.

Aufgabe. Die Bedingungen des Gleichgewichts 

eines auf der schiefen Ebene befindlichen Körpers mit 
Rücksicht auf Reibung zu finden, wenn die Richtung 

der Kräfte durch seinen Schwerpunkt geht, und die anzu- 
wendende Kraft zugleich die Reibung überwältigen, oder 
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den Körper mit dem kleinsten Ueberschuß an Kraft erhe

ben soll.
Ausösuntz. Man sehe die zur Ueberwältigung der 

Last und Reibung erforderliche Kraft -- V, so ijr mir 
Lap iv. Beibehaltung der Bezeichnung §. 192. der Normaldruck 
Z,g. zc>9 auf die Ebene ^6 , Figur 101.,

' (I) — o « ->- V — «j

also die davon entstehende Reibung u Kl, welche der 
Kraft V nach der Richtung widersteht. Soll nun die 
Kraft V 008 jjZ — «j, mit welcher die Kraft l? den Kör
per längs der schiefen Ebene aufwärts zu bewegen strebt, 
mit dem refpectiven Gewichte sd 00s « und der Reibung 

im Gleichgewichte seyn, so ist
V 008 o 008 « -i- 8111«-!- V8IN il3 —

daher findet man die zur Ueberwältigung der Reibung und 
für das Gleichgewicht mit erforderliche Kraft zum 

Erheben
V — O ! cos « 9- -i» «>

cos s sin 1 /S — « j

und jede auch noch fo kleine Vermehrung der Kraft V wird 
eine auswärts gehende Bewegung verursachen. Wäre 

die Kraft V nebst « und O gegeben, so findet mau das 

Gewicht
(III) t) — V ^0-

cos « -s- sin «

1. Beispiel. Auf einer schiefen Ebene, welche unter 
einem Winkel von bo Grad gegen die Vertikale geneigt 
ist, befindet sich eine Last von rooo Pfund. Die Kraft, 
welche mit dieser Last und der Reibung im Gleichgewichte 
seyn soll, wirkt unter einem Winkel von 75 Grad gegen 
die Vertikale. Man sucht die Kraft unter der Voraus
setzung, daß die Reibung dem sechsten Theile des Drucks
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gleich sei. Hier ist V 1022, — 60°,

§^75°, daher die Kraft

V 698,23 Pfund
0, sti-SA. L-0,25882

also -8v,61 Pfund mehr als 1Y2. ohne Reibung.
2. Beispiel. Für h — 1000, — s, — 6o",

und 4 — 30° wird /Z — « — — 32", allo
cos — ZoO — 008 32" und 8IN — 30° — — sin 30°, 

daher die Kraft
-- 678,707 PfUNd.

0,860»^ -4- 5 - o> 5

§- ^97.
1. Zusatz. Für — « wird die Richtung der 

Rraft V mit der schiefen Ebene parallel, und 

weil alsdann aos — «) — 20s o — l, und 
sin — o ist, so erhält man die Kraft, welche

zugleich die Reibung überwältigt, oder
(I) V — faos «-s-//. sin «).

Beispiel. Für — 1220 Pfund, « — 62 Grac, 

und x ist die Kraft
V -- 1022(2,5-1-2,86623) — 644,34 Pfund.

Wird die Ebene horizontal, so ist « — 90°, also 

V — wie erfordert wird (^». '87.).
Bei einer verttöalen Ebene ist « — 0, also 

V — o.
Die Rrafr V erhält bei einerlei Last O ihren größ

ten Werth, wenn der Neigungswinkel « so genommen 

wird, daß
(II) tAt« —

ist. Alsdann erhält man .

V — 008 « -I-1 At« SIN ch — tz---- ^7-
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oder

(III) V — (^ seo «.

Es sei so ist in diesem Falle

tAd « — o, 16666 tzt 9° 28'. Für diesen Winkel 
ist nach (I) oder (III)

V — 101^,79 Pfund.
Für« 10 Grad ist V — loiZ,75 und
für « — n Grad ist V — ioiz,4z Pfund, 

also in beiden Fällen kleiner als 101^,79.

Um den Werth zu finden, für welchen I» am größ- 

-ten wird, sehe man « in der Gleichung (I) als verän
derlich an, so ist 
sv .
— — —sin«-i-/rcos«) — o also zL —t^i« und

ZU — s— oos « — /L sin «) eine negative Größe, 

folglich ist für zL — tgt« die Kraft V ein Größtes.
Die Last () wird daher auf einer schiefen Ebene, bei 

welcher die Kraft mit der Länge der Ebene parallel wirkt, 
den meisten Kraftaufwand zur Aufwärtsbewegung erfor
dern, wenn die Tangente von « dem Reibungskoeffizien

ten gleich ist.
Eine größere oder geringere Neigung der schiefen 

Ebene erfordert einen zur Fortbewegung der Last geringe

ren Kraftaufwand; den kleinsten wenn « — 0 oder 

wenn die Ebene horizontal wird, weil hier vom Abwärtö- 
ziehen nicht die Rede ist.

§« -98.
2. Zusatz. Für A — 90° wird die Richtung der 

Rraft V horizontal, alsdann ist

oos — «) — sin « und sin — oos «,
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daher §. 196. (II) die Honzantalkraft, welche zugleich dev 

Reibung das Gleichgewicht hält
V __  9 i « -t- siu «1 ___ f) , 1 j

siu « — cos « rel « —

Verspiel. Für V — ivoo Pfund, « — üo^, und 
/« — ß. findet man die Kraft

V 82Z,22 Pfund.
r> 7Z20Z — t

Bei einer horizontalen Lage der Ebene ist n — 90°, 
alsoV^^f). Dagegen wirb der Nenner r^t«— zr—o, 
wenn t^t-2 — ist, eö muß daher in diesem Falle V 
unendlich groß werden. Es giebt also, wenn i^r « — 
ist, keine Kraft, welche der Reibung und dem Ge
wichte dergestalt das Gleichgewicht halten könnte, daß 
bei dein geringsten Ueberschuß an Kraft eine Bewegung 

erfolgte.

§. 199.
Aufgabe. Auf der schiefen Ebene befindet sich eine 

Last f), welche durch die Reibung und eine im Schwer
punkte der Last anzubringende Kraft V am Äbgleiren ver
hindert werden soll; wie groß muß die zum Erhalten deö 

Körpers erforderliche Kraft L seyn, damit keine abwärcs 
gehende Bewegung erfolgt.

Auflösung. Da hier die Kraft nicht mit der Last 
und Reibung wie ö- 196., sondern die Rrafr und Reu 

bung mit der Last im Gleichgewichte seyn soll, so 

erhält man, wie H. 196., den Normaldruck
— O sin « -s- 8in (O )

also die Reibung — /nkl, daher
Vchos sinci-j-V'sinjß — — l)cos«
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daher die Kraft, welche das Abwärtsglcircn der Last 

verhindert, oder die zumLrhaften der Last erfordert wird
X ___ 0 s klOS od --- sill --L )

c»3 j -j- sin I/Z — « j

und jede noch jo kleine Vei mehrung der Last oder Vermin
derung der Kraft wird das Gleichgewicht aufheben.

Ware V nebst « und j3 gegeben, fo findet man 
die Last

o _  V l cos i B — «! 4- «in 
eos -d «in «

Veiftnel. Eine schiefe Ebene, unter einem Winkel 
von 60 Grad gegen die Vertikale geneigt, ist mit einer 
Last vcn Mo? Pfund beschwert: wieviel Kraft wird man 
anwendcn müssen, um zu verhindern, daß die Last nicht 
herabsinkt, wenn die Richtung der Kraft mit der Ver
tikale einen Winkel von 75 Grad einschließt. Hier ist 
s) — 1000; « — 6o", 4 — 750, und wenn 
angenommen wird, so erhalt man die Kraft

lano >o,5 -
0,96595 4-

o, 866nz j

- "> 25882
352,46 Pfund,

also 165,18 Pfund weniger als g. 192. ohne Reibung.

H. 200.

1. Zusatz. Wird fo ist die Richtung
der Rrafc V uüc der Länge der schiefen Ebene 
parallel, und man erhält für diesen Fall, weil 
eos (2 — «j — 008 0 — I und sin j A — «j — o 

ist, die Kraft, welche nebst der Reibung den Körper am 
Herabfinken hindert, oder

(l) V — joO8«---- /L8IN«f

Diefe Kraft wird — 0, wenn eos« — sin « — n, 

oder wenn
(II) /L — cot«
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jst. In diesem Falle wird keine Kraft erfordert, den Kör- 
per in Ruhe zu erhalten, weil fein rcspectiveö Gewicht der 
Reibung das Gleichgewicht hau. Der Winkel « heißt 
alsdann der Ruhcwinkcl.

Für z-. ist aot -r — o, 16666 — aot 80° Z2^, 

daher wird ein Körper auf einer schiefen Ebene, deren 
Neigungswinkel gegen die Vertikale 80 Grad Z2 Mir :eu 

beirägc, in Ruhe bleiben, wenn die Reibung dem pechs- 
ten Theile des Drucks gleich ist. Bei einem kleinern Nei
gungswinkel wird Bewegung erfolgen, aber nicht wenn 
der Winkel bis zu 90 Grad zunimmt,

Für //. ; ist aot n — o,ZZZZZ — 00t 71° zch.

Man sieht hieraus, wie mit Hülse einer schiefen 
Ebene die Reibung der Körper sehr leicht gefunden wer
den kann, denn man darf nur den Winkel cr so lauge ver
größern, bis der Körper sich zu bewegen ausaugt, so ist 
dies der Ruhewinke!, und man kann durch denselben nach 

(I!) den Reibungskoeffizienten finden. Man pstegt da
her auch den Winkel « den Reibungswinkel zu nennen.

Beispiel. Die schiefe Ebene ist unter einem Winkel 
von 6o Grad gegen die Vertikale geneigt, man sucht die 
erforderliche Kraft, welche nach paralleler Richtung mit 
der Länge der Ebene einer Last von 1000 Pfund daS 
Gleichgewicht hält, wenn ist. Hier wird
V — 1000, « — üoGrad, also (I) die Kraft

V -- 1020 (o,Z - z.o,8üdoZ) 355,66 Pfund.

> h. 201.

2. Zusatz. Wenn die Richtung, nach welcher 
die Rrafr wirkt, horizontal oder O — 90° ist,
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so erhält man 199. die Kraft

___ § I Los 0-, — 5tN -- j   y l I --- t^t L ) 

rill « -j- cos «____ lAt « -j-

Beispiel. Ware — iooo Pfund, « — 6o° und 
— z, so findet man die Kraft

1000 lI— I,7Z2OZ> .
" ° Pfund.

* §. 202.
Aufgabe. Unter welchem Winkel muß die Kraft 

wirken, damit zum Erheben und Erhalten einer Last auf der 
schiefen Ebene, mit Rücksicht auf Reibung, die Lleinfl- 
mögliche Araft anzuwcnden ist.

Auflösung. Zum Erheben einer Last wird nach 

§. 196. die Kraft
V ___ ! 00S « -j- sin « >

cos s/Z — «> — si» — «>

und zum Erhalten §. 199. die Kraft
V l OOS «— ^«siit L>

cos l /b — «1 -I- Stil l j
erfordert.

Beide Bedingungen lassen sich ganz allgemein durch
V ___ l cos « Stil «l

vos l/8 — 5^ /r StN l/Z — «l

ausdrücken, wo die obern Zeichen für das Erheben, und 

die untern für das Erhalten der Last gelten.
Man nehme j3 als veränderlich an, und sehe 

jZ — « — cp, und den Nenner
008 (p Is 8IN <p —

so wird V ein Kleinstes, wenn 2 ein Größtes wird und 
umgekehrt. Nun ist

— — sin P Isi 008 cp — o, also

--- ,§r <p daher «in P -- und 005 P
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— c»5 cp sin cp

oder wenn man für eos P und sin P die obigen Werthe 

seht

Weil dies eine negative Größe ist, so wird 2 am größ
ten für P also für diesen Werth v

am kleinsten.
Nun ist

Ifi — tgt P — tAt  «) — —-- 
' r,--------------------------------- / r -z- /Z rzt-»

Hieraus findet man für den Winkel unter welchen, 
die Rrafc V wirken muß, damit solche den kleinst- 
möglichen Werth erhält,

1 LAt «
wo die obern Zeichen für das Erheben, und die untern für 
das Erhalten der Last gelten.

Nimmt man an, daß die schiefe Ebene unter einem 
Winkele von 60 Grad gegen die Vertikal geneigt sei, so 

erhält man für zum Erheben der Last, wenn 
die Kraft mit der Reibung und Last im Gleichgewichte 

seyn soll
" tSd « — __  I,7Z20^ — r
i2 — I « — I -1- ^288675 *'^47

also sZ — 50° Z2ä
Berechnet man nach H. 196. für s) — 1000 Pfund, 

und für verschiedene Werthe von O die zugehörigen Wer

the von V, so erhält man



^4 Achtes Kapitel.

cr st V

Grad Grad Mu. Pfund

60 Zo 

50 

50 

5l 
60 

90

Z2

678, 71

635 58

6Z5, 57

635, 80

644, Z4

82z,22

Um den Winkel O zu bestimmen, unter welchem mit 
der kleinsten Kraft eine Last auf der schiefen Ebene, welche 

unter einem Winkel von 60 Grad gegen die Vertikale ge
neigt ist, erhalten werden kann, seist

I — tAt « 1 — 0, 28867Z

also — 69° 28.

Wird s) — rooo geseht, fo erhält man

st V

Grad Grad Min. Pfund

60 60 — 355, 66

69 28 Z50,82

75 — 352,46

90 37^ 63

Kommt eö lediglich darauf au, die Last auf der 
schiefen Ebene in Ruhe zu erhalten, und das Herabsiuken 

zu verhüten, ohne auf das Gleichgewicht, welches zum
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Erheben oder Erhalten der Last erfordert wird, Rücksicht 

zu nehmen, so läßt sich leicht einsehen, daß wenn «, 
zr und O gegeben sind, eine unzählige Menge verschiede
ner Kräfte im Stande ist, die Last in Ruhe zu erhab 

ten. Denn nicht nur die Kraft
(^) (eo8 ce -1- sin se)

V ' OO8 sin s/Z — «j

sondern auch die Kraft
<)ftc>^«— ^r8in«>

. co? I ö — .< j si>0/Z — « j

erhält die Last s) in Ruhe, daher müssen auch alle Kräfte, 
welche zwischen V und V fallen, die Last s) in Ruhe 

erhalten.
H- 20Z.

Anfgabe. Die Bedingungen anzugcben, unter 
welchen ein auf der schiefen Ebene befindlicher Körper in 
Ruhe bleibt, wenn die Kraft, welche das Gleichgewicht 
halten soll, nach horizontaler Richtung wirkt, ohne daß 
Liefe Richtung durch den Schwerpunkt des Körpers geht.

AustösunI. Die Lage der gegebenen schiefen iv. 

Ebene a^, Figur 102., werde durch den Neigungswin- Fag. ioi, 
kel — tp bestimmt, und der Körper L6, dessen 

Gewichts) ist, berühre die schiefe Ebene a in dein ein
zigen Punkt v. Nach horizontaler Richtung 6' sei in 

6 eine Kraft 6 dergestalt angebracht, daß die Punkte » 
Und 0 in einerlei airf der Fläche senkrechten Vertikal- 
ebene liegen, so soll die Kraft 6 mit dem Gewichte 

welches im Schwerpunkte 6 nach vertikaler Richtung 
0'60 wirkt, im Gleichgewichte seyn.

Weil der Körper 1,6 nur in dem Punkte 6 gehalten 
wird, und in L auf der Ebene 3.^ steht, fo läß^ sich auch
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die in der vertikalen Richtung 6'^ wirkende Kraft t) für 
das Gleichgewicht nur nach Richtungen zerlegen, welche 
durch die Gegenwirkungen in 8 und 0 aufgehoben werden. 

Man zerlege daher die Kraft im Punkte 6', wo sich die 
Horizontale 6 6' und die Vertikale (^6 schneiden, nach 

dsn Richtungen 6 6 und 6 8, sehe den Winkel 
6 6'8 — so ist die nach 6'6 wirkende Kraft (H. 19.) 

«in «in v „
«IN nc.8 8IIIZ0 » v >

und eben so groß muß die Kraft 6 seyn, wenn am Punkt 
6 ein Gleichgewicht entstehen soll; dies giebt

(I) 6 — y tAt^.
Der Druck auf den Punkt 8 nach der Richtung 6'8

sin 6 0 0 ec>8

Diese Kraft muß von der festen Ebenen^ aukgeho> 
ben werden, wenn eilt Gleichgewicht entstehen soll. Fiele 

nun die Richtung 6'8 des Drucks schief auf die 

Ebene a , so zerlegt sich die Kraft senkrecht aufa^ 

nach 8l>i, und längs nach 8 8. Es ist aber, wenn 

8 lVI vertikal gezogen wird, der Winkel
L8M — 86'6 — IVI8.V — oa-V — cp; also 
L88 — L8M -4- l>18^ — -b- ip und
88l>l — 90° — -b- P), daher §. 20. der von

—— auf entstehende Normaldruck

<u) K -L- .-j„ ---
603 'Z , 603

und wenn der Druck, mit welchem der Punkt 8 nach 88 
längs der Ebene a getrieben wird, — 8 gesetzt wird

(III)
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(III) -
cos -/ / cos

Dem Normaldruck widerstehet die Ebene a^, und hebt 

ihn gänzlich auf; dagegen wird die Kraft IV, weil sie 
durch nichts aufgehalten wird, den Untertheil L des Kör
pers nach bewegen, und der Röt per kann nur 
dann in Ruhe bleiben, wenn noch eine Kraft IV am 

Untertheile des Körpers in L nach der Richtung U a ange
bracht wird. Nur dann ist in L keine Kraft erforderlich, 

wenn IV — 0, also 6L auf der Ebene senk
recht steht.

§. 204.
Sind die Entfernungen LL — e und 6O — b,

. Taf. IV.
Figur 102., gegeben, und man soll mit Hülfe derselben §jg. 10,. 
und dem gegebenen Neigungswinkel P der schiefen Ebene

die Horizontalkraft L in 6, und die nach L a erfor
derliche Kraft IV für das Gleichgewicht finden, wenn 
das Gewicht des Körpers bezeichnet, so ist e — b i-;r 
also §. 20z. (I) die Horizontalkraft in 6, oder

(I) L <).

Weil 608 -i- P) — 608 608 cp ---- sin 8IN P
ist, so erhält man §. 20Z. (III)
IV — tz soos P — sin cp t^r oder man findet die 
für das Gleichgewicht erforderliche Kraft, welche nach der 
Richtung v a wirken muß

(II a) IV — <^ soos sin 608 P — 6 sin H

wobei zu bemerken ist, daß IV negativ wird, wenn

sin <p größer als oos cp ist. Man muß daher diese 

Kraft nach entgegengesetzter Richtung U-V anbringem

Erster Band. R
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Nennt mau alödanu die zur Erhaltung des Gleichgewichts 
nach der Richtung II erforderliche Kraft — I'cft so 
findet sich

(lUch lE — L 8in P — s) 005 <p.
Es fit ferner sin ft/ -i- Ps — 8IN 0O8 ip ->- 008 sin P, 

daher nach §. 20Z. (II)
o (tgr eos <p -i- L5N P), oder man findet den 

Normaldruck

(III) (^-008P-l-8in^ — sin P-l-6 005 cp.

Der Drucke werde nach horizontaler Richtung II Ick 

in die Kraft II; uird nach vertikaler IIIII in die 
Kraft O zerlegt, fo ist der Winkel IILdc — (p und 

KLIH — 90° — P und man findet den horizontalen 
Druck gegen die Ebene in II, oder

(zv) ckl — N 008 A — 0 008P-I-8iliP^ 008 cp

und den Vertikaldruck in L

(V) — dd sin cp — (^ OOsP-j-sinip^ 8IN P.

Ware die Kraft H, welche das Abgleiten des Punkts 

II nach verhindert, nicht besonders anr Körper IIe an

gebracht, sondern statt derselben ein Hinderniß in der 
Ebene etwa eine Hervorragung, Reibung u. dgl. 
vorhanden, so daß sich der Körper L 6 zwar um II be
wegen, aber nicht davon entfernen kann, so «ruß nun

mehr die ganze Kraft welche aus den Kräften L 

und (I nach OH entspringt, von der Ebene aufgehoben 

werden. Diese Kraft ist und man erhält da

her, wenn die ganze Wirkung, welche aus den Kräften
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6 und entspringt, von der Ebene 3^ aufgehoben wird, 
den Horizontaldruck in L, oder

(VI) II — —— . sin O — 6
cos -/ ' Ii

und eben so findet man den Vertikaldrnck

M-) 7 -- <z.

Wenn daher die schiefe Ebene 3.4 die Wirkung der 
Kräfte <) und 6 auihebt, so ist der Vertikaldruck in L 

dein Gewichte t) des Körpers, und der Horizontaldruck II 
in L, dem Honzontaldruck 0 gleich.

Endlich erhalt man noch aus (I) und (II)
H — cos P — 6 sin (p und aus (I) und (III)
n sin cp -l- e oos werden beide Gleichungen

guadrirt und zusammen addirt, so ist
(vm) iv -l- c°

welches man auch aus der Figur ableiten konnte, weil die 
im Punkt 6' wirkenden Kräfte mit den im Punkte L im 
Gleichgewichte seyn müssen.

§. 205.

Zusatz. Wird der Winkel <p ein rechter, oder liegt 

die Ebene a^, Figur 102., auf welche sich der Körper 
k o stützt, wagerecht, so ist sin cp sin 90° — 1 

und cos P — o, daher das Gewicht des Körpers

(i) Y e.
Die Kraft, mit welcher der Körper nach der horizontalen 
Richtung wirkt

R 2
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oder wenn sich auf die entgegengesetzte Richtung La 

bezieht, so findet man den Horizontaldruck

(II) n - 6.
Der Normaldruck ist

(III) N — y.
Die aus diesem Normaldruck entspringende Horizon- 

talkraft H — o
und endlich der Vertikaldruck

(IV) - tz.

§. 206.

Wirken außer den Kräften und L keine andere auf 
den Körper, welcher sich auf der schiefen Ebene befindet, 
so muß die Kraft H — o werden, wenn der Körper ohne 
Reibung auf der Ebene im Gleichgewichte bleiben soll. 
Dies ist der Fall, wenn H. 2OZ. (III) 6OS ^-l-P) — 0, 

also wenn -1- cp einem rechten Winkel gleich ist. Für 
ivr ^'bft" Fall sei Figur 102. a die Lage der schiefen Ebene 

und ihr Neigungswinkelo — «, so ist, wenn LO 
horizontal und 6 O vertikal gezogen, und der Abstand der 
Vertikale 6 von D oderLL — e, und die Höhe des 
Punkts 6 über der Horizontale L O, oder LO — K ge
setztwird, e — KtAtv» oder weil

tA t tZr(go° — — aot« ist,

(I) 60t« —
welches die erste Bedingung für das Gleichgewicht 

des Körpers auf der schiefen Ebene ist, wenn alle 
Hindernisse der Bewegung, wodurch das Abgleiten ge
hemmt werden könnte, bei Seite gesetzt werden.
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Als zweite Bedingung erhält man 20z. I.

(II) 6 — o oor « oder auch 0 — 6 tAi«.
Ist daher durch die Größen e und die Stellung eines 
Körpers bekannt, so kann daraus die Neigung der schiefen 
Ebene und die Horizontalkraft 6 für das Gleichgewicht 

gefunden werden. Wird hingegen -r < , so muß 

der Körper abwärts gleiten, und wenn i§t « > ist, 1» 

erfolgt eine Bewegung nach entgegengesetzter Richtung.
Der Normaldruck auf die Ebene fei K». so erhält

Man für H — o, -4- <p — 90° UNd ^ — 90°—er, 
daher ist nach H. 20Z. (II) der Normaldruck

(III) N — 
siii cc

Dieser Normaldruck werde nach horizontaler Richtung 

K IT in eine Kraft II, und nach vertikaler II ^1 in eine 
Kraft 0' aufgelöst, so erhält man (§. 20.) den ^orizon? 
raldruck in L

(IV) n — 608 er — 0 cot er 0

und den Vertikaldruck in L
(V) 0' — rin er — y.

Es ist daher der Horizontaldruck 0 in 6 eben so groß, als 

der Horizontaldruck in L, und der Vertikaldruck in L ist 
dem Gewichte des Körpers gleich.

§. 207.
Die §. 20z. gefundenen allgemeinen Säße lassen sich 

eben so ableiten, wenn man die Lehre vom Hebel oder das 
H. 69. erwiesene Grundgesetz der Statik anwendet.

Wird die Lehre vom Hebel angewandt, so sei mit Bei
behaltung der im vorigen §. angenommenen Bezeichnu .'g,
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Las. IV. nach Figur roz., LO — c, der Winket V6O — w, 
Kig. roz- „nd verlängerte Vertikallinie schneide L6 in 6", 

so wird vom Gewichte t? au^ die Punkte 6 und 6 ein ver
tikaler Druck entstehen, welcher sich wie 6 L : 6" 6 

oder wie Lv : L6 oder wie 6 : 6 verhält. (§, 42.) 
Es ist daher der vertikale Druck in 6

e -t- 0 
und der vertikale Druck in L 

— — 
e c

Der vertikale Druck in 6 werde nach horizontaler 
Richtung 6 6' in eine Kraft 6, und nach der Richtung 
6L in eine Kraft I zerlegt, fo ist (h. 19.)

6 — —ILI-«- fl) und e -s- e o

I-. .
l 0 -j- cj «

Der vertikale Druck in I'. kann nach der Richtung 

und senkrecht aufa^ nach zerlegt werden, und weil 
— cp und — 90° — so erhält

. man §. 19. den Druck nach der Richtung I!
6 0

— —,— eos G 
e -j- 0 '

und nach der Richtung L l>l den Normaldruck 
cO .

— ------ -— 5IN P.
e> -j- c

Von der Kraft I, welche in IZ nach der Richtung v I 

wirkt, entsteht ebenfalls ein Druck nach und ein 
Normaldruck nach L lV, und weil der Winkel G,

lVlLI — ü-, also K) und
Ivl^l — 90° — (cp -l- ist, so erhält man die 
Kraft nach der Richtung —
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und den von I nach der Richttmg L ^entstehenden Nor
maldruck —

. , - , . eO sw s« -j-I. sin cp L — -ch-- ----------- .
, io-^ojeo3L'

Beide Pressungen nach zusainmengenommen geben 
die Kraft

__ c^cozip e^co5^-i-L>  ccnsL-j-scanS—ern'Vt-rt« 

e-j-6 , je-!-cj cos « e-j-c

wenn ncmliö) cos scp -l- aufgelöst und der ganze Aus
druck abgekürzt wird.

Die beiden Pressungen nach der Richtung geben 
für den gesammten Normaldruck auf a

— ,------- s- 7—— ---------o--------------------
o-j-e je-^-cjeosL, 6-i-e

Um zu übersehen, Haß die Ausdrücke sls, slls, sms 
niit den ini vorigen H. gefundenen übereinzustimmen, ist zu 
erwägen, daß L O — Ll O l^t ca oder e -i- o — 1r tAl. ca 
ist, dies giebt ,

o — U t^r k! ---- ;

wird dieser Werth statt e in die Gleichung sls gesetzt, so 

erhalt man wie im im vorigen §.

Eben diesen Werth start e in slls gesetzt, giebt

(il ) — 0 s aos P — sin

Auf gleiche Art findet man aus Hills

(UI) N — () (sin cp -z- cos <P).

§. 208.
Will man das Grundgesetz der Statik §. 69. anwen

den, um eine Vergleichung zwischen dcn Kräften t), c,
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zu erhalten, so sind drei Gleichungen erforderlich, 

um jeden einzelnen Werth aus einem gegebenen zu bestim- 
Tsf iv men. Man sehe daher, das? der Körper L 6, Figur 104., 

' in die parallele Lage IV 6 komme, und daß der Punkt v' 

in die Ebene falle, so sind die nach parallelen Rich

tungen zurückgelegten Wege, von <? — §6, von 
6 — — 06, von IV — — LL' und von l^l — 0, 
also H. 69.

0.^6 — 6. 66 — IV. LL — 0, oder wenn 
DU' — 66 — 66' — i gesetzt wird, so ist 

A6 — oos ip und 6 6 — sin P, daher
008 <p — 6 sin cp — IV — o slsi

Um zur zweiten Gleichung zu gelangen, nehme man 
an, daß L6 in die parallele Lage L" 6" komme, so daß 
6' in die verlängerte Vertikallinie ID6 fällt, so ist der 
Weg von —— 66 , von 6—0, vonIV —bL 
und von — dL', also

. l,L — s) . 66" -V- l^.dv" — 0,, oder wenn matt 
6 6" — Lv" — 6 6" — r setzt, so ist bL — cos <P 
und i)L" — sin cp, daher

IV 608 tp — -l- l>^ sin cp — o sII4 
uud wenn endlich angenommen wird, daß der Punkt v 
unverändert an derselben Stelle blc.bt, so daß L6 in die 
Lage L6 kommt, wobei dieVogen66" und 66' so 

äußerst klein angenommen werden, daß man sie als grade 
Linien in Rechnung bringen kann, so ist — xs6' der 
Weg von s), und 0 6 der Weg von 6, die Wege von IV 

und n aber — 0, daher
6.o'6 — Y.ß'6"' — 0.

Eö ist ferner der Voraussetzung gemäß in den ähnlichen
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rechtwinklichten Dreiecken ^O O" und e 0 0" der Winkel 

^oo" e^OO" — a>, und weil sich verhält

60" ; 00 " — klL:KO — e-e-s-o, so ist

00"' — . OO", folglich

e'O —O O^cos M — o O" . cos Ä und

§ o" 00" . «in ü), daher

0 . 00". 60SÜ) — o . oo"sin A — o oder
e

0 — tgt A — o. Es ist aber

KO — O O.rAr A oder e-l-6 —n tAt ki; dies giebt 
i» tür «

0-------------tFt Ä o, oder

m c <z

Diesen Werth in die Gleichung il) gesetzt, giebt

(II) k — () oos P.— sin cp

und diesen Werth in lHÜ gesetzt und abgekürzt, giebt

(III) N — () 8in P -j- ^ () cos

§. 209.
Allfgabe. Ein schwerer Viertelkreis oder Quadrant 

soll dergestalt auf eine schiefe Ebene gestellt werden, daß 
eine am Obertheil desselben angebrachte Horizontalkraft 
ein Gleichgewicht hervorbringe; man sucht die Größe 

dieser Kraft und die Lage der schiefen Ebene, vorausge
setzt, daß der Mittelpunkt vom Viertelkreise mit dem 
Stützpunkt auf der schiefen Ebene in einerlei Horizon

tale falle.

Auflösung. Des Viertelkreises 0 , Figur l 05., -
Halbmesser sei OO — OK — r, sein Gewicht und '
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sein Schwerpunkt liege in 6. Für die Vertikale 6 L sei 
DL — e, und der gesuchte Winkel, welchen die schiefe 

Ebene 8 O mit der Vertikale LO einschließen muß, oder 

8 06 — Nach 85. (I) ist

LL — e — 1 — o,Z6z88 r

Hieraus erhält man für den Neigungswinkel der schie

fen Ebene, auf welcher der Viertelkrelö im Gleichgewichte 
ist (§.206.1.)

oor« — — 0,26388 — oor 70° Z/.

Die in L für das Gleichgewicht erforderliche Horizontal- 

kraft ist alsdann (§. 206. II) L — — f), oder

e — y — 0,36388 y

und eben so groß ist der Horizontaldruck im Punkte 8.
Wäre das Gewicht des Viertclkreifes durch seine 

Länge ausgedrückt, so ist O — daher die Hori- 

zoncalkraft

r — 0,570796 r.

§. 210.
L-f. Zusatz. Ware der Bogen 68 „ Figur 106., ein 
F,g. ioü, oesjenigen Viertclkreifes, dessen Scheitel in 0 liegt, 

die Länge des Bogens 8 6 — v, sein Gewicht — Ov; 

LID — x, LID — der Halbmesser — r und 
LL — o der Horizontalabstaud des Schwerpunkte, so 

ist §. 84- t-

also §. 206. I. für den Neigungswinkel« der schiefen 
Ebene 8 0
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" r

60t « — — —x v

und für die zur Erhaltung des Gleichgewichts in L oder L 

erforderliche Horizontalkraft §. 204. l.
e sl. - -^1 -- l— — 1-1 6.

Je kleiner x wird, best: naher wird v — und 

endlich für x — 0 wird — v, also

-- 21- — x, oder weil x —0, so wird 
X

— 2i-. Dies in die vorstehende Gleichung gesetzt, 

giebt für x — o'
6 (är — r) 6 — r6 

oder der Horizontaldruck von dem letzten Kreiselemcnte bei 

6 ist — rO, also eine beständige Größe.

§. 211.
Zlufgabe. Auf der schiefen Ebene a , Figur 102., Las. iv. 

befinde sich der Körper LL, die Richtung der in L er- 

forderlichen Horizonralkrasr L gehe nicht durch den 
Schwerpunkt; man sucht die Bedingungen für das 
Gleichgewicht zwischen der Kraft L, dem Gewichte deS 
Körpers und der Reibung bei V, damit der Körper 

am Hcrabftnkcn uach verhindert werde.
Auflösung. Der Neigungswinkel der Ebene sei 

und 6L die durch den Schwerpunkt des
Körpers 6 L gezogene Vertikale; vL — e und 61) — ki, 

so ist der Normaldruck in v 204. I II. oder

dil — s) 00s cp -i- sin -in cp -l- L eos H

und die davon entstehende Reibung
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^sin -i- cos (p

Die Kraft, mit welcher der Körper in 8 nach 8^ ab
wärts zu gehen strebt, ist §. 204. II.

8 — 0 cos (p — sin P

Soll zwischen dieser Kraft r-nd der Reibung dergestalt ein 

Gleichgewicht erfolgen, daß die geringste Kraft den Kör
per nach 8^ bewegen kann, oder daß durch die geringste 
Verkleinerung des Winkels der Körper herabsinkt, so 
wird erfordert, daß 8. — /LN sei; man erhalt daher 
für diese Bedingung

eos P — sin G — sin -l- eos cp, oder

* -- 17 tZr <p — igrP -4- "der

man findet den Winkel <p, unter welchem die schiefe Ebene 
gegen die Vertikale geneigt seyn kann, ohne ein Herabsin- 

ken dcö Körpers zu befürchten,

(-) und

e _____ 1 tgt (p

N rx:t p 4- i« '
Nach §. 204. I. ist ferner die Horizontalkraft

6 — , daher für den vorliegenden Fall

(II) e --- ' " o 
-i- tßt <?> ^

und eben so groß ist der Horizontaldru.^ in 8 (H.204. VI), 
so wie der Vertikaldruck in 8 dem Gewichte des Kör
pers 8 6 gleich ist.

§. 212.
Taf. rv. Zusatz. Sucht man die Bedingungen, unter wel- 

Fig.jior. chen der Körper 68, Figur 102., nach der aufwärts



I. Von der schiefen Ebene. 269 
gehenden Richtung nicht ausgleitec, so muß die Kraft, 
mit welcher er nach va zu gehen strebt, mit der Reibung 
im Gleichgewichte seyn. Nach §. 204. II. findet man die 
Kraft, mit welcher der Körper nach La zu gleiten 
strebt, oder

R. — l «in P — oos P I 

wird diese — gesetzt, so erhalt man 

sin — 608 P — sin <p -i- 008 <p

und hieraus findet man den Winkel O > unter welchem der 
Körper noch in Ruhe bleibt, und nach L a nicht ausglei

ten kann

(I) und

v i -j- rgr

Wird P größer als der gefundene Werth, so muß der 
Körper auögleiten.

Weil L — ist, ft erhält man die Horizon- 

talkraft

§. 21Z.
2. Zusatz. Bezeichnet man die abwärtsgehcnde Be

wegung des Körpers nach durch abslukcu, und die 

auswärts gehende Bewegung nach L a durch aufstelgeu, 
so ist ganz allgemein

(0 und

0 -

wo die obern Zeichen für absinken, und die untern für 
«Weizen gelten. Ein Körper kann daher nur auf der
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schiefen Ebene in Ruhe bleiben, wenn die Werthe von P 
und 6 innerhalb der vorstehenden Grenzen fallen.

Beispiel. Ein Körper, dessen Gewicht 1020 Pfund 
betragt, soll in einer gegebenen Lage auf eine schiefe 
Ebene gestellt werden, so daß e — 4 und N --- loFuß 
ist. Man sucht die möglichen Stellungen der schiefen 
Ebene, bei welchen der Körper noch in Ruhe bleibt.

Hier ist — IO0O, 6 — 4, n — 10, und wenn 
gefetzt wird, so erhalt man

r, 64706 -- 58° 44'
4/57I4Z 1 ^77°^'

der Körper wird also unter einem Winkel von 58 Grad
44 Minuten noch nicht absinken, und unter einem 
Winkel von 77 Grad 40 Minuten noch nicht aufstci- 
gen, oder bei allen möglichen Lagen der schiefen Ebene, 
wo - nicht kleiner als z8° 44V «ud nicht großer als 
77° 40' ist, muß derKörper in Ruhe bleiben.

H. 2,4.
A-«f. tv. Aufgabe. Auf dem wagerechten Boden KID, Fi- 
Hig. 107. gur 107., steht eine Stange oder Leiter k 6, welche bei 

6 gegen die vertikale Wand LD so angelehnt ist, daß die 

Punkte k, 6 in einerlei auf der Wand 6 O senkrechten 
Vertikalebene liegen. In L hängt eine Last f); man sucht 
die möglichst geneigte Stellung der Leiter, damit solche 
noch durch die Reibung in L und L am Ausgleiten nach 

L bl verhindert werde.
Auflösung Die Länge K6 sei a, KL — b, der 

Schwerpunkt der Leiter liege in der Mitte von k 6 in 6, 
so ist K6 — -^a. Das Gemistet der Leiter sei und 
für den Fall, daß ein Gleichgewicht mit der Reibung in k 
und L erfolgt, sei der Winkel, welchen die Leiter mit der 
vertikalen Wand entschließt, oder LLID — ch.
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Der Horizontaldruck in 0 sei 6, lind der Vertikal- 

druck in 6 — n, so ist die Reibung in L — 6, in 
6 — wovon erstere nach der Richtung O6 und 
letztere nach 6 0 eben so wirken, als wen» Kräfte ^0 
und nach diesen Richtungen angebracht wären. Wer
den nun statt der Wand 6 6) und des Bodens 6 6) die 
Kräfte d und » angebracht, so müssen, wenn die Leiter 

in Ruhe bleiben soll, die Kräfte /^L, L, s), V> , 

und N einander daö Gleichgewicht halten.
Man ftße, daß 66, Figur ioZ., in die parallele 

Lage 6'6'komme, so daß 66'vertikal und — i sei, so 

ist der Weg, welchen nach paralleler Richtung (§. zg.) 

durchlausen hat, — i, der Weg von ^6—— 66 —— r. 
von Y — 6.6/ — i, von — 66' — l, von

— o. und von N — — 66 — — i, daher 

H. 69.
—^6-60-l-^V—Kl—o also i>i-l-^6 —

Kommt 6 6 in die parallele Lage 6"e"l so daß 
6 6" wagerecht und — 1 wird, so ist der Weg von 

L — — 6 6 — — l, von // — 6 6 — r, die übri

gen Wege aber — 0, daher
— 6 — o oder 6 —

Hieraus erhält man in Verbindung mit si) den ^cr- 

tikaldruck

und den Hori;ontaldruck

(U) c ---

Um den Winkel ch zu bestimmen, sehe man, daß sich 
L L um 6 drehe und in die Lage 6 6 komme, so baß der
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Winkel 6 8 6" nur äußerst klein sei. Man ziehe die Ho

rizontalen 6c, Le, 6§, und die Vertikalen 6" o, 
O'"ss. so sind die Dreiecke oc"o, 6 6"g und 
8 60 einander ähnlich, also der Winkel
6 6" c — L 6^6 6" A — , daher für c c" — z, 
LL" — " und 66" — also

0 6 ä cos ; c 6" sin ;

sin §6 " — -xä sin

Nun ist der nach paralleler Richtung zurückgelegte Weg 

von der Kraft 6 — 06, von — c6", von 
0 — — eL", von W — — ^6 , von /^l>l und 

N — o, daher H. 69.

(^A cosv^-l-zt t^ Asin'^ — sin^ch — 8sino 

oder mit multiplizirt, und für L feinen Werth 

g-s-tz-,

Hieraus findet man den Winkel unter welchem die Lei
ter noch nicht ausgleiten kann

(III) r^-ch .

Wird der Winkel nur etwas größer angenommen als 
der vorstehende Ausdruck angiebt, so muß die Leiter aus- 

gleitkn. «

Hängt die Last iir der Mitte der Leiter, so wird 
k — ^a, daher in diesem Falle

(M -- 7-^-..

Es
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Es wird daher ein Stab, dessen Schwerpunkt in sei

ner Mitte liegt, wenn man ihn auf horizontalem Bo

den gegen eine vertikale Wand lehnt, nothwendig anS- 
gleiten müssen, wenn die Tangente des Neigungswinkels, 
welchen der Stab mit der Wand bildet, größer als 

7-^—ist; vorausgesetzt daß die Reibung auf dem Bo- 

den und an der Wand einerlei sei.

Beispiel. Eine 20 Fuß lange Leiter soll in einer Ent
fernung von 15 Fuß mit zoo Pfund belastet werden, un
ter welchem Winkel wird man sie gegen eine vertikale 
Wand stellen können, wenn die Leiter 200 Pfund wiegt, 
und die Reibung dem dritten Theile des Drucks gleich ist.

Weil hier — Zoo, ZV -- 200 Pfund; s — 20, 
k> — ist Fuß und ist, so erhalt man

V -- - 0,5454 - ter 28° 37".

§. 215.

Zusatz. Wird die Last — o, so ist 

tgr 1^.^' und für y ist 

a

-ch —------- ------------- -—. Letzterer Ausdruck ist grö-

ßer als der erste, wenn > 2, und kleiner als der erste 

wenn < 2 ist; oder wenn die Last unterhalb der 

Mitte der Leiter (näher bei R als bei 6) aufgehängt ist, 
so wird ch mit wachsen; wenn aber die Last oberhalb 

der Mitte der Leiter hangt, so wird ch/ mit H abr 

nehmen.

Erster Band, S
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Bei unveränderter Last wächst -ch, wenn I, ab- 

nimmt, oder der Winkel -ch kann desto größer werden, je 
näher die Last am Boden hängt.

II. Von: Keile.

H. 216.

Ein fester prismatischer Körper, dessen Querschnitt ein 
Taf. IV. Dreieck XLL, Figur 109., bildet, heißt ein Acil (Lrr- 

neus. Lo/^), dessen man sich zum Auöeinandertreiben 
oder Spalten anderer Körper bedient. Befindet sich der 
Keil zwischen zwei Körpern, welche dem Eindringen des
selben widerstehen, oder in der Spalte Ollk eines Kör

pers LOLILON, so läßt sich nach den Bedingungen 
fragen, unter welchen die Kraft, welche den Keil ein- 

treibt, mit dem Widerstände des Körpers im Gleichge

wichte ist. Seht man X.L — LL, so ist XL der 
Nucken, LL — XL die Seiten, und die auf XL 
senkrechte Linie LO die Länge des Keils.

Der Körper NIL widerstehe bei jedem der Punkte O, 
k, welche von 6 gleich weit entfernt sind, mit einer Kraft 
L. dem Eindringen des Keils dergestalt, daß die Richtung 
des Widerstandes auf die Seiten XL, L L senkrecht gehe, 

so werben sich diese Richtungen L 6 und I? 6 in einem 
Punkte 6 schneiden, welcher in der Lauge OL liegt, weil 

6L LL ist. Es muß daher irgend eine Kraft 
nach der Richtung O L angebracht mit den Allderstanden 

H, IV im Gleichgewichte seyn. Der Winkel XLO —OLL 
sei — so ist LOL — LLL — 90' — und
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-ie drei Kräfte (), H, H wirken auf den Punkt 6 unter 

gegebenen Winkeln, daher ist § 21. II.
— 2 H 003^90° — «) — 2Ü sin« und

oder weil sin « — also 2 8in « — ist, so 

verhält sich
s):H —

d. h. dieRraft, welche den Reil cintreibt, verhält 
sich zum widerstände auf der einen Grirc dessel
ben, wie der Rücken des Recks zu seiner Seite.

Bei den vorstehenden Untersuchungen ist lediglich vor
ausgesetzt, daß die Richtung deö Widerstandes senkrecht 
auf die Seiten deö Keils gehe, welches man auch die Re
gel des Borellt nennt. Wird angenommen, daß die 
Richtung des Widerstandes horizontal oder auf die Länge 
des Keils senkrecht stehe, so erhält man des Mcrsenni 

Regel; auch läßt sich in gewissen Fällen mit de la Hire 
annehmen, daß die Richtung deö Widerstandes auf den 
Spalten LH und kH senkrecht sei. Übrigens läßt sich 
von den zuletzt angeführten Vorstellungsarten wenig Ge

brauch machen, und weil die Anslührung der Rechnung 
sehr leicht ist, so kann solche hier wegbleiben.

§. 217.
Aufgabe. Zwischen zwei festen Ebenen I, v I, 

Figur mo, wovon die eine^ I vertikal ist, sei ein Keil- M. no. 

stück.4 dessen Gewicht — (Z ist, so eingeklemmt, 
daß die Seiten vb' desselben genan die Ebenen be
rühren ; man sucht die Pressungen, welche vom Gewichte 

h gegen beide Ebenen entstehen.
S 2
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Auflösung. Das Gewicht H, welches in der durch 

den Schwerpunkt gezogenen Vertikale 6(Z wirkt, läßt sich 
auf und LL dergestalt senkreä^t zerlegen, daß die 
Richtungen 6 6 und 6-N noch innerhalb der Flächen -4.^/ 
und IZIZ' fallen. Die daraus entspringende Kraft nach 
horizontaler Richtung fei — 6, und die Kraft, welche 

nach auf LL senkrecht wirkt, — I^l; ferner der 
Winkel — «, also 6 90° — «,

6 6(Z — 90° und 66dl — 180° — «. Es ist daher 
8in66(^ — 1; — 608« und
8M L 6 — 8IN «. Nach §. 19. ist aber
6 sin L 6 8in dil 6 V und siu L6N — l) 8in

oder
(l sln « — s) 608 « und 81N « — (^ 
daher findet man den *5orizontaldruck gegen oder

(I) L — s) 601. « 
und den Normaldruck aufLL^ oder

(II) - — O 60866 «.SIN «
Der Normaldruck K läßt sich wieder nach horizontaler 

Richtung und nach vertikaler zerlegen. Nach 
horizontaler Richtung erhält man (H. 20.)

605 « — <^ 60t «>
daher ist der horizontale Druck auf die Ebene L v' 
eben so groß als der horizontale Druck auf die 
Ebene

Den von l*l herrührenden vertikalen Druck auf vv' 
findet man (§. 20.) — 8in « — O, es ist daher 

der vertikale Druck auf die Ebene dein Ge
wichte des Körpers L gleich.
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§. 218.
. Aufgabe. Die Kraft V zu finden, welche erfordert rv. 

wird, den Keil Figur 109., in die Spalte Lbl k'

zu treiben, damit der Widerstand H und die Reibung 
überwaltigt werde.

Auflösung. Auf beiden Seiten des Keils entstehet 
von dem Widerstände II eine Reibung //.II, welche bei L 

nach der Richtung dem Eindringen des Keils wider, 
steht. Von der Kraft V entsteht auf L nach ML ein 
Vertikaldruck — Es müssen daher am Punkte IL 

die von den Kräften H und /rll nach der Richtung LM 
entstehende Pressungen dem Druck 4 V gleich seyn. Nun 
ist der Winkel ZrLM — — 90° — «;
zerlegt man daher die Widerstände H und z/H nach der 
Richtung LiVI und darauf senkrecht, so find die beiden 

nach LiVI entspringenden Seitenkräste II sin « und 
^II yos oder

— II sin « -s- /iH eos «
oder man findet die Kraft

V — 2 (sin Li -I- eos «) H.

* § 219.
Zusatz. Bleibt der Widerstand H unverändert, so 

wird die Kraft V zur Ueberwältigung desselben ein Größ

tes , wenn eor« " /t wird. Denn man nehme « als 
veränderlich an, und sehe 2 sin « -i- eos «, so ist 
9 L

— 008 05 ---- L1N LL;

— — sin « — eos«, also eine negative Größe.

Wenn also eos « — /L sin ee — 0 geseht wird, so
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erhält man hieraus — oor «, wenn 2 — V ein 
Größtes wird.

Wäre /L — so ist
eor « — o, 1666666 — eot 80° zz' 44".

Für « — o wird V — 2^14, und für -c — 90" 
wird V — 2lt., wie nach §. 6. und 187. erfordert wird. .

§. 220.
Bei der Beurtheilung des Drucks, welcher entsteht, 

wenn Körper zwischen zwei unter beliebigen Winkeln ge
gen einander geneigte Ebenen befindlich sind, wird ganz 
auf eine ähnliche Art wie §. 20Z. verfahren. Ein beson
derer Fall ist derjenige, wenn eine Kugel zwischen zwei

IV. Ebenen , Figur m., welche bei fest mit
W. m. einander verbunden sind, eingeklemmt wird. Ist alsdann 

die Neigung der Ebenes L gegen die Vertikale, oder der 
Winkel -z 6 0 — P, und für die Ebene IV der Win

kel o' — ferner O das Gewicht der Ku
gel , und 6 ihr Schwerpunkt, von welchem auf ll und

die senkrechten Linien 6 O, 6 O'gezogen werden, so 

ist, wenn 6 vertikal ist, der Winkel O—90°—cp 
und — 90° — cp'. Der auf^L in O entste
hende Normcldruck sei und auf in O — 

so erhält man H. 19.1.
<90° — ->9___ <^os s' o

sin j 180° — p — P'j «in -1-

und eben so

SIN l -

Wird die Ebene vertikal, so ist cp' — o, also

0 — 0 00866 G und
SIN -
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y — o (p.
sin L>

Für <p — o wird l^l — 02 und — v->> oder es 
wird eine unendliche Kraft erfordert, die schwere Kugel 

zwischen zwei parallelen Ebenen im Gleichgewichte zu er
halten, vorausgesetzt, daß keine Reibung vorhanden ist.

m. Von der Schraube.
H. 221.

Taf lV.
Die Grundfläche Figur 112., eines Cylinders 

L stehe auf seiner Ape KÜ senkrecht. Man nehme auf 
einer Ebene, an so groß als den Umfang der Grundfläche
I', und zeichne über ack ein Rechteck aackä, dessen 

Höhe aä der Höhe C K. — des Cylinders gleich ist. 

.Jede der Seiten ack und a U' des Rechtecks werde in eine 
gleiche Anzahl gleicher Theile, wie ak, kg . . . a k",

.. getheilt, und die Linien ak', . . . gezogen, , 
fo kann man sich vorstellen, daß das Rechteck aackä der

gestalt um den Cylinder gelegt werde, daß aauf^, die 
Linie ack genau in den Umfang der Grundfläche und 
die ganze Fläche des Rechtecks genau auf die krumme 

Oberfläche des Cylinders passe. Alsdann werden die 
Punkte a und a auf ; 5 lind fl auf I?...., ck und ck 

aufl) fallen. Die Linien a l", Uck bilden als

dann auf der Oberfläche des Cylinders eine zusammen
hangende krumme Linie, welche man eine Schrauben

linie nennt.
Weil alle Linien wie ak', .... welche die Schrau

benlinie bildeten, gleiche Neigung gegen die Grundlinie
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s a haben, so müssen auch alle kleine Theile oder Ele- 
mcnte der Schraubenlinie verlängert, die erweiterte 
Grundfläche des Cylinders durchgängig unter glei
chem Winkel schneiden, oder die Tangenten der Schrau
benlinie schneiden die verlängerte Grundfläche unter 

einerlei Winkel. Dieser Winkel, welcher die TTxeiczunI 
der Schraubenlinie heißen kann, wird durch den Win- 

* kel a a k' dargcstellt, und wenn man denselben — « setzt, 
so müssen sich zwei Tangenten, welche durch den Punkt 

gehn, und wovon die eine den Umfang der Grundfläche 

die andere aber die Schraubenlinie berührt, unter 
dem Winkel « schneiden.

Ein jeder Theil der Schraubenlinie wie — ass 
heißt ein Gchraubcngang (HeUx. /Äcr ,/c /« ^), und 

die Entfernung der Schraubcngänge von einander, par
allel mit der Axe gemessen, wie ^1' — ab, die Höhe 
eines Schraubenganges (lH).

Anstatt der Schraubenlinie kann man auf der Ober
fläche des Cylinders eine Hervorragung so anbringen, daß 
alle Durchschnitte derselben, welche durch die Axe LC 

gehen, gleich groß sind, alsdann heißt der Cylinder eine 
Gchraubenspindel (Loeblea mas), und seine Her« 

vorragungdn das Gchraubcngcwinde. Man hat drei- 
Taf. V. eckigte und viereckiger Schraubengewinde, wie Figur uz. 

8'8-^'?. und H4-, bei welchen ab die Höhe des Schraubengan« 
ges, a ä der äußere und es der innere Halbmesser der 

Spindel ist. Wenn lediglich vom Halbmesser der 
Spindel die Rede ist, so wird allemal der mittlere Halb« 

Messer oder das arithmetische Mittel zwischen aä und es 

darunter verstanden.
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Ein cylindrisch anSgehöhlter Körper, in dessen Höh

lung Vertiefungen cingeschnitten sind, in welche die Ge

winde der Spindel genau passen, heißt eine Schrauben

mutter (Locblea keinina. Spindel und
Mutter geben eine Schraube (Locblea. ^), bei de

ren Gebrauch entweder die Mutter festgehalten und die 
Spindel umgedreht oder die Spindel festgehalten und die 

Mutter umgedreht wird, so daß in beiden Fallen bei jeder 

Umdrehung entweder die Spindel oder die Mutter um die 
Höhe eines Schraubenganges weiter rückt. Auch kann 

malt Spindel und Mutter zugleich umdrehen.,

§. 222.

Die Höhe eines Schraubenganges, Figur 112., Taf 

ab' fei K, und der Halbmesser der Spindel
so ist der Umfang der Spindel — 2 nr—a a, 

aber tZr aab — tZr« — 1-^, daher findet man

tAt «
2 rr r?

oder man erhält die Tangente des Winkels, welcher der 
Neigung des Schraubengcwindeö entspricht, wenn die 
Höhe des Schraubenganges durch den Umfang der Spin

del dividirt wird.
Der vorstehende Ausdruck gilt unbedingt von der 

Schraubenlinie, welche auf der Oberfläche eines Cylin- 

ders beschrieben werden kann. Wenn aber über der 
Schraubenlinie ein Gewinde von einer bestimmten Gestalt 

angebracht wird, so liegen zwar alle Punkte der Ober
fläche dieses Gewindes, welche von der Spindelape 

gleich weit entfernt sind, in einerlei Schraubenlinie, und
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jede dieser Linien, welche vom äußersten Punkte b, Fi- 

> 4-/ bis zum innersten c auf dem Ge- 
114. winde beschrieben werden kann, - hat zwar mit den übrigen 

gleiche Höhe des SchraubengangeS, aber nicht gleichen 
Neigungswinkel «, weil dieser Winkel für jede auf dem 
Umfange des Gewindes angebrachte Schraubenlinie desto 

kleiner wird, je größer der zugehörige Halbmesser r, oder 
je weiter die Schraubenlinie von der Spindelaxe entfernt 
ist. Gesetzt, der Halbmesser für diejenige Schraubenlinie, 
welche durch den einen der innersten Punkte 0 des Gewin

des geht, sei 6L — r, so ist

tsr« —------,.
O 2^1?

Für eine Schraubenlinie, welche durch einen der äußersten 
Punkte b des Gewindes geht, sei ae — r", so ist

V « — ----- -
v 2 -r r

Aber r" > r, also Nimmt man daher als
r' -4- r"

mittleren Halbmesser der Spindel 1 — —-—> welcher 

in der Folge kurz der Halbmesser der Spindel heißen 

soll, und es ist tßl « — so erhält man für « 

einen Mittelwerth, größer als « und kleiner als wel
chen man mit hinlänglicher Genauigkeit in der Rechnung 

beibehalten kann.

§. 22z.
Aufgabe. In der unbeweglichen und hinlänglich 

rig.-l5. befestigten Mutter OLk 6, Figur 115., befindet sich 
eine vertikale Spindel Lic, auf welcher eine Lastt^ ruhet; 
Man soll die Größe der am Umfange der Spindel anzu«
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bringenden Kraft r finden, damit zwischen Kraft und Last 

ein Gleichgewicht entsteht.

Auflösung. Vorausgesetzt, daß das Gewicht der 
Spind-l mit zur Last gerechnet sei, so ist der gesammte 
Druck vom Gewinde der Spinde! auf das Gewinde der 
Mutter — (). Die gesammte Flache der Mutter, wel

che, von der Spinde! gedrückt wird, werde in eine sehr 
große Menge gleicher Flächen eingethcilt, von welchen die 
Verlängerung zweier Seiten jedesmal die Ape schneidet, 
so ist für den mittlern Halbmesser der Spindel der Nei
gungswinkel, nach welchem die Last auf einer jeden dieser 

kleinen Flächen abgleitet, — «, also rgt« — 

wo kr die Höhe des Schraubengangeö, und r den Halb
messer der Spindel bezeichnet. Ist nun die Anzahl dieser 
kleinen Flächen — n, so ist der Druck auf jede solche 

kleine Fläche — Diese Last kann man sich in 

der Mitte der kleinen Fläche vereinigt denken, und weil 

solche nur wie auf einer unter dem Winkel « gegen den 
Horizont geneigten Ebene auswcichen kann, so sei die für 

das Gleichgewicht mit -7- erforderliche Horizontalkraft 

— alsdann ist H. 194.

— r — (Ztgt « oder

2 lZ.
Da nun die Kraft an jedem Punkte des Umfangs 

der Spindel angebracht werden kann §. 64.), wenn nur 
ihre Richtung senkrecht auf den Halbmesser ist, und 
in eine Ebene fällt, welche auf der Axe kL senkrecht ste-
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het, so folgt aus der leßten Gleichung 

p : — b : 2nr
oder für das Gleichgewicht verhalt sich die Rrasc am 

Umfange der Schraubenwinde! zur Last, welche 
die Spindel nach der Richtung ihrer Axe preßt, 
wie die Höhe des Gchraubcnganges zum Umfange 
der Spindel.

Wäre die Spindel befestigt, dagegen aber die Mut

ter belastet und frei, so läßt sich dieser Saß eben so 

erweise».

§. 224.
Zusatz. Soll eine Kraft ? am Hebelöarme — r 

Mit der Last im Gleichgewichte seyn, voranögeseßt daß 

die Richtung auf L senkrecht steht, und in einer 
auf der Axe der Spindel senkrechten Ebene liegt, so muß, 

wenn ? eben die Wirkung als ? hervorbrittgen soll, 

7??' — rp seyn (§. 64.). Dies giebt p — also 

'V — folglich die Kraft

oder für das Gleichgewicht verhält sich die Rrafc L zur 
Last O wie die Höhe des Schraubengangcs zum 
Umfange des Rreiscs, welcher die Länge des He
belarms, woran die Rrafc wirkt, zuin Halbmes
ser har.

§. 225.
Weil die Höhe des Schraubenqanges gegen die Länge 

des Hebelarms, woran die Kraft wirkt, nur klein ist, so 
folgt hieraus, daß man sich der Schrauben mit vielem
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Vortheile bedienen kann, wenn es darauf ankommt, eine 

große Last mit einer geringen Kraft fortzubewegen- Die 
Reibung erfordert zwar einen ansehnlichen Uebcrschuß an 
Kraft, wenn solche überwaltigt werden soll, sie verhindert 
aber auch, daß die Schraube, wenn ein Gegendruck ent
steht, nicht leicht zurückgehen kann. Anwendungen der 
Schraube, bei welchen die Mutter unbeweglich 
bleibt, und nur die Spindel umgedreht wird, findet man 
bei den HauSpressen zur Wäsche, bei den Druckpressen, 

Münzpressen, Keltern rc. Dagegen bei den großen 
Buchbinder - und Zeugpresscn, beim Zusammenschrauben 

mittelst Bolzen rc. bleibt die Spindel unbeweglich, 
und die Mutter wird umgedreht. Noch giebt es einen 
dritten Fall, bei welchem die Spindel zwar umgedreht 

wird, aber nicht fortrückt, dagegen rückt die Mutter wei
ter, ohne umgedreht zu werden, wie beim Erhöhen der 
Schiffe auf dem Bauplaße, beim Ansschrauben gesenkter 
Gebäude rc.. Als ein besonderer "Fall kann auch noch die 
Schraube ohne Ende (Lockles inUnUa. bH E 

/") hieher gerechnet werden, wo eine um ihre Axe beweg- 

liche Spindel ohne Fortrücken umgedreht wird. Anstatt 
der Mutter greifen aber die Zahne eines Rades zwischen 
die Schraubengewinde, und diese Zahne werden alsdann 
eben so wie die Mütter durch die Umdrehung der Spindel 
fortgeschoben, so daß auch hier in Bezug auf Kraft 

und Widerstand, die vorher erwiesenen Bedingungen 
für das Gleichgewicht gelten. Die Schraube ohne 
Ende gehört übrigens zu den zusammengesetzten Maschi- 

uen, und daher i» die Maschinenlehre.
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§. 226.

Aufgabe. Die Kraft zu finden, welche bei der 

Schraube sowohl zum Erheben als auch zum Erhalten der 
Last mit Rücksicht auf Reibung erforderlich ist.

Auflösung. Mit Beibehaltung der bisherigen Be
zeichnung sei V die Kraft, welche der Last y, die nach 

der Richtung der Spindelaxe wirkt, und der Reibung das 
Gleichgewicht hält, oder wo beim geringsten Ueberschuß 
an Kraft eine Bewegung der Last erfolgen muß, so kann 
man sich wie §. 22z. vorstellen, daß die Last auf derje
nigen Schraubenlinie vertheilt sei, welche durch den mitt
lern Spindelhalbmesser geht, so daß die Last unter einem 
Winkel « gegen den Horizont abzuglciten strebt. Dieser 
wirkt die Kraft V horizontal entgegen, daher ist nach 
§. 198. (wenn daselbst 90° — « statt « gesetzt wird) die 

zum Erheben nöthige Kraft
V __ tz l r -k- cor « >

COL SS ----

und eben so findet man, wenn die zum Erhalten der 

Last nöthige Kraft bezeichnet, nach §. 201.
___ tz ii — col «! 

cot « -j-

Es ist aber H. 22z. tZr« — , also cot «

Diesen Werth in die obigen Gleichungen gesetzt, giebt die 
zum Erheben nöthige Kraft

(I) V tz

und für die zum Erhalten nöthige Kraft ist

01) V- -- <z.
Der letztere Ausdruck dient dazu, um zu beurtheilen, wie
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viel Kraft angewandt werden mnß, damit die 
Schraube durch die Last nicht zurückgedreht wer« 

den kann.
Wollte man wissen, unter welchen Umständen eine 

Schraube von der Last nicht zurückgedreht werden kann, 

ohne daß zum Festhalten der Schraube eine andere Kraft 
als die Reibung, angewandt werde, so muß V — o, 

also ll — 2?rzri' — 0 seyn. Hieraus erhält man die 
Bedingung

n
— — /L 
2 rr- r

d. h. wenn das Gewinde einer Schraube so angeordnet ist, 
daß die Höhe des SchraubengangeS, durch den Umfang 
der Spindel dividirt, dem Reibungskoeffizienten gleich ist, 
so kann die Schraube iu keinem Falle durch die Last 

zurückgedreht werden.

Es sei /L — so ist 27rzr — 1,047 — —. 

Wenn also die Reibung dem sechsten Theile des Drucks 

gleich ist, so wird eine Schraube von der Last noch nicht 
zurückgedreht werden können, wenn auch die Höhe ihrer 
Schraubengange noch etwas größer, als der Halbmesser 

der Schraubeuspindel ist.
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Neuntes Kapitel.
Vom Rade an der Wette.

§- 227.

Cylinder , Figur 116., welcher hier eine 
'Welle (^xiz) genannt wird, ist eine kreisförmige 
Scheibe O L, ein Rad (I'erirrocllium. so be
festigt, daß die Fläche des Rades senkrecht auf der Axe 
der Welle steht, und'eins ohne das andere nicht umge- 

dreht werden kann. An den Enden der Welle bei k 
und 6 sind Zapfen (7ott/v7/E) in der verlängerten 
Wellaxe angebracht, welche auf Pfannen 

fest liegen und sich in denselben leicht umdrehen können. 
Diese Einrichtung heißt ein Rad an der Welle (-4xis 
in peritrocUio. Me /-ous), wo gewöhnlich

, am Umfange des Rades nach der Richtung der Tangente 

eine Kraft wirkt, die einer Last am Umfange der Welle, 
oder auch an einem zweiten Rade das Gleichgewicht hal
ten soll.

Liegt die Welle wagerecht, so heißt das Rad an der 
Welle ein Haspel (8uonla. 7or/?-),- und wenn

die Welle vertikal steht, eine Winde oder ein Göpel 

(Lr^ata.
Weil die Kraft am Umfange des Rades auf verschie

dene Weise angebracht seyn kann, so unterscheidet man 

noch bei den Haspeln:

das
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das Seilrad, wenn die Kraft an einem Seile wirkt, 

welches sich an dem Umfange des Rades befindet;

den Arcuzhaspel (Luonla), wenn statt des Rades 
Mittelst krenzweis durchgcstecktcr Arme (Zar- 

die Welle nmgedrcht wird;

das Gpillrad (raus e/e wo am Umfange
des Rades Sprossen, parallel mit der Wellaxe, ange
bracht sind;

das Hornrad, wo diese Sprossen in der verlängerten 
Richtung der Halbmesser des Rades angebracht werden;

den Hornhaspcl, bei welchem statt des Rades am 
Ende der Welle, wo sich die Zapfen befinden, Hand- 

griffe oder Kurbeln (Haspelhörner) (Manukria.

) angebracht sind;

das Laufrad, welches au« einem hohlen Rade oder 
einer Trommel (7^/-E) bestehet, innerhalb dessen 
Umfang Menschen oder Thieke durch ihr Gewicht eine Um

drehung bewirken.

Bei den Winden oder Göpeln unterscheidet man die 
Erdwinde, welche von Menschen mittelst Stangen oder 

Arme, die durch die Welle gesteckt sind, umgedreht 
werden, von den Pferdegöpcln, bei welchen lange 

Arme oder Zugbaume an der Welle befestigt sind, die 

Man aber durch Pferde in Bewegung setzt.

Hat die Welle eine schiefe Stellung, und besteht 
das Rad aus einer Scheibe, auf welcher sich Men
schen oder Thiere bewegen, um dadurch eine Umdre
hung zu bewirken, so heißt diese Einrichtung eine Trev- 
schcibe.

Erster Band. T
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§. 228.
Wirken Kraft und Last nach Richtungen, welche auf 

-en Halbmessern des Rades und der Welle senkrecht sind, 

so ist es einerlei, ob die Welle stehend oder liegend ange
nommen wird. Nur in Absicht der Reibung an den 
Zapfen entsteht ein Unterschied in Absicht der Kraft für 
das Gleichgewicht. Wird die Reibung noch bei Seite 
gesetzt, und man nennt den Halbmesser des Rades 

0 — a, Figur 116, den Halbmesser der Welle 
IL — r, die Kraft in O — die Last am Umfange 

der Welle — so ist §. 64. s? — rH, oder die 

Kraft

k — oder auch

? : — 1 : a

d. h. die Araft verhält sich zur Last umgekehrt wie 
der Halbmesser des Rades zum Halbmesser der 
Welle.

§. 229.

Bei dem Laufrade, wo sich ein Mensch oder Thier 
am Umfange innerhalb des Rades befindet, und nur durch 
sein Gewicht vertikal abwärts wirkt, kann nur ein Theil 
dieses Gewichts auf die Umdrehung des Rades verwandt 

Fig. 117. werden. Eö sei Figur 117. a der Halbmesser 

des Rades, an welchem in ein Gewicht ? vertikal ab
wärts wirkt; LL — r der Halbmesser der Welle, an 
deren Umfange die Last hängt, und der Winkel, wel

chen L mit dem vertikalen Halbmesser L O einschließt, 
oder — «. Zerlegt man nun die Kraft? nach 
ZtL in der verlängerten Richtung des Halbmessers
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und nach in der Richtung der Tangente, weil der 
Punkt nur nach dieser Richtung auöweichen kann, so 

ist die Kraft nach

— I? eos «

welche keine Bewegung des Rades hervorbringen kann. 
Ferner ist die Kraft nach

— I? sin LL

und diese allein hält der Last das Gleichgewicht. Es ist 
daher wie H. 228.

a. k sln « --- 1- y, und hieraus die Kraft 

k — .
a sin «

Hieraus folgt, daß die erforderliche Kraft desto kleiner 
ist, je größer der Winkel« wird, oder je höher der Punkt 

gegen v liegt. Sie erhält ihren kleinsten Werth in 
k am wagerechten Halbmesser, und ihren größten in Q 
am vertikalen Halbmesser, wo sie unendlich groß seyn 
Müßte, um der Last das Gleichgewicht zu halten.

Gewöhnlich ist für Menschen beim Laufrade der Win
kel « — go Grad. Bei einem größer» Winkel würde 

man zwar ein größeres Moment erhalten, allein die Stel
lung des Menschen wird so steil und das Aufsteigen so be
schwerlich , daß man alsdann nicht auf eine Dauer der 
Bewegung von einer bis zwei Stunden rechnen kann. 
Für « Zg Grad ist sin « — daher in diesem 
Falle die Kraft

T 2
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§. 2Z0.

Aufgabe. An einem Haspel die Kraft zu finden, 

welche mit der Last und der Reibung au den Zapfen in den 

Pfannen das Gleichgewicht halt.
Taf. V. Auflösung. Die Kraft V, Figur il 8., wirke am 

Ag. n». Halbmesser — a des Rades, und die Last Y am
V Halbmesser L6 — r der Welle. Das Gewicht des 

Haspels fei — lVI, welches im Mittelpunkte 6 des 
Zapfens, dessen Halbmesser LO — ? ist, vertikal ab- 

e wärcs nach L M wirkt. Der Haspel hat zwar an beiden 
Enden der Welle Zapfen, die auf Pfannen ruhen, welche 

die Zapfen umgeben, und man müßte daher die Reibung 
eines jeden Zapfens besonders untersuchen. Weil aber 
hier beide Zapfen gleich groß und von einerlei Materie an
genommen werden, und weil die drückenden Kräfte eben 
so stark beide Zapfen pressen, als wenn solche vereint nur 

auf einen Zapfen wirkten, so wird man hier wegen der 
kürzern Darstellung die letztere Voraussetzung bei

behalten.
Weil von der ganzen Zurüstung, an welcher die 

Kräfte und Widerstände wirken, nur die Zapfen an ihrem 
Umfange durch die Pfannen unterstützt find, fo muß die 
Mittlere Kraft, welche aus sämmtlichen Kräften ent
springt, durch irgend einen Punkt im Umfange des 
Zapfens gehen, weil sonst kein Gleichgewicht möglich ist.

Ist 6 dieser Punkt, so müssen sich sämmtliche Kräfte, 
wenn derselbe unterstützt wird, einander im Gleichgewicht 

erhalten; auch entsteht aus den Punkt O ein eben so gro
ßer Druck, als wenn die Kräfte V, tz, lVI an 6 nach 
ihren parallelen Richtungen in v, g, ni angebracht wä
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ken (§. 58.). M«r ziehe durch 66 die Linie 6K, und 

darauf senkrecht in 6 die Linie HI, so lassen sich die in 6 
wirkenden Pressungen nach den Richtungen 6K und Hl 
zerlegen, wovon der Druck nach 6K keine Bewegung, 
aber Reibung in der Pfanne verursacht. Der Druck nach 
61 fällt in die Tangente der Psanne, verursacht also keine 
Reibung, und muß Bewegung erzeugen, wenn solche » 

nicht von der Reibung am Umfange des Zapfens aufge- 
hoben wird, weshalb zur Erhaltung des Gleichgewichts 

der nach 61 entstehende Druck der Reibung gleich 
seyn muß.

Um die Richtung der Kräfte anzugeben, sei O 2 eine ras. v 
Wagerechte Linie, welche von der verlängerten Richtung - « 
der Kraft V unter dem Winkel 0 LV — «, und von (Z « 
unter dem Winkel Ok (Z — j3 geschnitten wird. Auch 
sei der Winkel 6HL — cp, daher auch
66O — KOin — P, und man erhält die Winkel

I^6v—«-l-tp; HOln—H69—lZ-i-cp;
also sin Po°-i- cp)—cos P und 608 i9o°-l- <p>——-in 
Durch Zerlegung der auf den Punkt 6 wirkenden Kräfte 

V, M, H entspringe nach der Richtung OK. eine Kraft 
k, und nach 61 eine Kraft k. so erhält man §. 24.

— Vsin^«-l-P) -l- 603 P -4- 8IN ^-4-cpj und
—V6O8(«-s-tp) — Msin lp-s- c»« ^-4-Psi
Die von der Kraft k entstehende Reibung sei 

/^k, so widersteht solche der Umdrehung des Zapfens 
nach der Richtung 6H, und ist der Kraft k grade 

entgegengesetzt, daher für das Gleichgewicht k/ — /^.k, 
oder
V 608 s« -j- A -j_ O 608 iA -p- Lp)--- M SIN P — k,
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aber auch

lv sin —R? und

Die Parenthesen aufgelöst, beide Gleichungen addirt, 

und die Glieder, welche sich aufheben, weggelasscn, si> 
erhalt man, weil 

sin -i- aos cp° — 1

co.«ij3—«) 
silsi«-j-Aoos<p—cos^«-I-^sin(p—sin« u. s. w. ist,

—^-l-2VlVIsiii«-l-2 s)IVI?inl3 
i

Weil die Umdrehung um den Punkt c erfolgt, so müssen 
die entgegengefehten Momente in Bezug auf diesen Punkt 

einander gleich seyn, §. 5z. , also

aV — r^> -4- daher R? —

Diesen Werth statt R? in die obige Gleichung eingeführt, 

solche nach V geordnet, und

gesetzt, giebt

a-—k- L» —-0
und wenn

— ars) -l- 5^ 608 (jZ —«) SIN «^1 und

gesetzt wird, so findet man die für das Gleichgewicht er» 
forderliche Kraft

L- — k-
Beispiel. Der Halbmesser des Rades sei ro ,^uß, 

der Welle i Fuss, und des Zapfens i Zoll. An der Welle 
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sei eine Last von tooo Pfund angebracht, und die ganze 
Zurüstung, welche auf den Pfannen ruht, wiege
2020 Pfund. Die Richtung der Kraft schneide den Ho
rizont unter einem Winkel von 50, und die der Last unter 
einem Winkel von 120 Grad. Ist ferner so er
hält man

a — lv; r — I; ? — rr Allst.
H — 1000; lVI — 2WO Pfund
« -- 50; /g 120 Grad, also

x- — -- o,OO02Ü7

— lo.iooo-t- 0,000267 finoo.cos7o° -j-2000.§11150°^ —10000, 5004
L —looouao— 0,000267^5000000-4-4000000 5111120^ —997740-035 
und hieraus die erforderliche Kraft

V -- ^Q°'S°°4-1-1/256299,0724 867 Pfund.
99>9997

2lnnrerknng. In den Lehrbüchern von barsten, 
Mönnich rc. wird vorausgesetzt, daß der Punkt 6, Aas. v. 
Figur n8., vertikal unter L in v falle. Dies erleichtert Zig. n». 
zwar die Untersuchung, und die entstehenden Resultate 
sind nur wenig abweichend von den hier gefundenen; (m.
s. §. 2Z8.) allein da diese Vorstellung nicht ganz wahr ist,
so hat matt hier die richtigere gewählt. M. s. hierüber

Zmieri, I^Loria molu» corzioruru soliäorum. sau 
rigiclorum. I^ostocNii 1765. LlixpIciuentUM, 
Osxut III. x- 464. etc.

§. 2Z1.
1. Zusatz. Weil ? gegen a sehr klein ist, und k 

ebenfalls sehr klein ausfällt, wie man sich aus den be

rechneten Werthen §. 2z8. leicht überzeugt, so kann 

man ? gegen als unbedeutend weglassen, und 
statt a* — ? setzen. Dies giebt die Kraft

v - -
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Beispiel. Mit Beibehaltung der Abmessungen in 

dem Beispiele des vorigen ist hier die Kraft
V — r 0000,5004-1- 1/235999,75

— 104,86z Pfund,100
welches von 104,86/ Pfund nur wenig verschieden ist. 

§. 2Z2.
2. Zusatz. Wird das Gewicht des Haspels bei 

Seite gesetzt, so ist IN — o, und mau erhält

— für -l- ?cosjst —y und

L
daher erhält man, wenn man §. 2go. ? y seht, wel
ches ohne Bedenken geschehn kann, nach gehöriger Ab
kürzung die Kraft

H''—- — «1 4- .4-2»>-cosl/Z —
— k- -

wo st — « den Winkel bezeichnet, welchen die Richtun
gen der Kräfte V, s) nach oben verlängert einschließen, 

und k" — ist. Weil aber dieser Ausdruck jeder- 

zeit nur sehr klein ausfällt, und co8 < st — «) nie größer 
als t wird, so kann man auch das Glied 

^os sst— «j ohne Nachtheil weglassen, und erhält 

alsdann
(II) V " "i- f r" k<tz4-l'°4-2ar cos l/Z —

Bleiben alle Größen bis auf den Winkel «, unter 
welchem die Kraft V den Horizont schneidet, ungeändert, 

fo erhält V seinen kleinsten Werth, wenn cos (st — 
seinen größten negativen Werth erhält. Dieser ist — 1 
wenn st — « oder « — jZ 180°, oder wenn 

« — st — 180° oder « — st -f- izo° ist. Soll 

daher die kleinste Rraft zur Umdrehung des 
Haspels angewandt werden, so muß die Differenz
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der beiden Kinkel, unter welchen die Richtungen 
der RräfreV, den Horizont schneiden, 180 Grade 
betragen, oder beide Richtungen müssen nach enc* 
gegengeseyten Seiten liegen und parallel seyn.

Wäre z. B. <2 — 60°, so müßte « — 240° sey». 
Für ß — 220° wäre « — 40°.

Eben so können die Umstände angegeben werden, un
ter welchen die Kraft V am nachtheiligstcn wirkt, oder 
ihren größten Werth erhält. Dies geschiehet, wenn 
oos s ) am größten, oder — -4- 1 ist. Dieser 
Fall tritt ein, wenn <3 — « — o wird. Die erfor
derliche Rraft erhält daher ihre nachcheiligsie Richtung, 
oder wird am größten, wenn ihre Richtung mit 
dem Horizonte einen eben so großen Winkel als die 
Last cinschlicßt, oder wenn beide Richtungen nach 
einerlei Geire liegen und parallel sind.

1. Beispiel. Für a -- ro, r - i, e - Fuß, 
lWd für — 1000 Pfund findet man, wenn « 62»
und /s — 242° ist, für

" 0,0004846 und k -- 0,2196
«o« (/? — «) — cos 180° — — r, daher die Kraft 
,, 104-0,0106^8»

------- ' ^0 -- 101,764 Pfund.

2. Beispiel. Für 7^ erhält man mit
Beibehaltung der übrigen vorstehenden Werthe

cos (/; — «) — cos 0" — I, also
,, 10 4-0,0196 iri ,
V ------ —-------- , 1002 — 102,156 Pfund.

§- 2AZ.
3- Zusatz. Die Richtung der Last bilde mit dem 

Horizont einen Winkel st —.90° oder sei vertikal unter
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wärts gerichtet, so ist cor — «) — sin « und 

SIN ^3—1 üljo h. 2ZO.
— sr (Z -I- k" -l- ) sin -L

v — f-
daher wenn wieder, wie solches in der Folge immer ge
schehen wird l- — o gesetzt wird, so erhalt man die Kraft 

„y4-k-
- —-—------------ 2- — c'

Wirkt die Rrafc vertikal aufwärts, so ist « — 270' 

also sin « — — 1 und man erhält

Wirkt die Rrafc v vertikal unterwärts, so ist «—9^ 

also sin « — r daher

Fallt die Richtung der Rrafc horizontal, so ist « o 

oder — 180° also ^in « — 0, folglich die Kraft

(IV > » ---- 2- — x-
wo man im Nenner f' — 0 setzen kann.

Beispiel. Für— Zo°; a — 10, r—i, ^Fuß, 
für <Z -- 1222 und M--2022 Pfund findet man, wenn 

gesetzt wird
5^-^-2,2225846 und k--0,2196, daher

nach (l- V-- --105,986 Pfund,

»-«avv-EZK 

nachMVV- AE " 

wz,W9Pk"»d.
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Will man den vorstehenden Aufdrücken lll) und ^lil) 

eine zur Berechnung noch bequemere Gestalt geben, bei 
welcher zugleich der Antheil, welcher auf die Reibung 
kommt, abgesondert ist, so kann mau solgendergestalt ver
fahren. Man dividire mit dem Zähler s -4- f m den 
Nenner i M -l- so erhält man zum Quotienten

und der Rest ist —

Wird nun von diesem Reste nur allein der Faktor 5 durch 

a -4- k dividiret, so erhält man

Da nun kgegen a sehr klein ist, so können ^7;..........  

als unbedeutend weggelassen werden, und man erhält, 
wenn die Kraft V vertikal aufwärts wirkt, 

rO — r X
slll V n -l- lVl .

Durch ein ganz ähnliches Verfahren findet man, wenn die 
Kraft V vertikal unterwärts wirkt, 

slli) v —-4- — tz -l-

Diese Darstellung ist vom Hm. Prof. .Gerstnee 
angegeben, m.s. dessen Abhandlung:

Vcrglcichung der Kraft und Last beim Räderwerk mit 
Rücksicht aufdie Reibung' in den neuen Abhand
lungen der k. böhmischen Gesellschaft der Wissen
schaften. 1. Band. Wien und Prag, 1791. 
S. 257- u. f.
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§. 2Z4.
4. Zusatz. Die Lajt s> sei vertikal aufwärts exe- 

richtet, so ist st-^2-0°, also 00s (st--ch —« 
und §in st — — 1, daher §. 290.

nry — s)j sin -i
L i-s>- — 

und inan findet die Kraft
-j- k siVI—91 Nn« 5,/ G ^-!-2ait)^1—yjzln«4- >-y-

«- —

Wirkt die Rraft vertikal auswärts, so ist « — 270°, 
also «in « — — i, daher

Oi)
L 4- t

Wirkt die Araft vertikal unterwärts, so ist « — 90", 
also 5in « l, daher

(m)

Wenn endlich die Richtung der Rraft horizontal ist, 
also 5IN-2 — o wird, so erhält man

/ n' > 4- t s ->^ M lID

Veim Gebrauche der Ausdrücke (I) und (lV) kann ? im 
Neuner wie §. 2Zi. weggelassen werden.

Beispiel. Fgx> « — zo Grad; » — ro, r — r, 
e — Fuß; -- io2o, N 2Loo Pfund findet 
man, wenn4 gesetzt wird, 

nach (y V — —102,084 Pfund, 

nach (II) V -- --- 101,761 Pfund,

nach (III) V — 0°^ — ioa,i6c> Pfund.
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Durch eiu ähnliches Verfahren wie am Ende §. 233. 

erhalt man nahe genug, wenn die Kraft vertikal auf

wärts wirkt,

und wenn die Kraft vertikal unterwärts wirkt,

§- 2ZZ.
g. Zusatz. Ware die Rrasr V vertikal abwärts 

gerichtet, so ist « — 9«°, also «in « — 1, daher §. 230.

«in -l-und
L —1-- 0- — k° s 0° -l- -l- 2 ym «in , also §. 23 l.

-irO^-t-kYsiu /Z-t-Alj -> ts ly -i-'/Z 9 sin ^9
V—

H. 2z6.
6. Zusatz. Wäre r der Halbmesser einer festen 

Rolle, um welche ein Seil geschlagen ist, an dessen Ende 

die Last frei herunter hängt, so ist hier r — a, und man 
erhält die zur Erhaltung der Last und Überwältigung der 
Reibung erforderliche Kraft §. 233. III.

jr -I- e, o -I- tm(Y V -- -------^7—-

Für M — 0 wird

(II) V - —x y.

Es ist zur Bestimmuttg der Reibung gleichgültig, ob der 

Zapfen an der Rolle fest ist, und sich mit derselben herum 
dreht, oder ob sich die Rolle um einen Bolzen dreht, 
wenn nur im ersten Falle der Halbmesser des Zapfens, und 
im zweiten der Halbmesser von der Oeffnnug in der Rolle 

statt in Rechnung gebracht wird.
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Beispiel. Für r -- Fuß, o — row und

L-I — 40 Pfund erhält man ohne Rücksicht auf das Ge
wicht und die Steifigkeit des Seils, für^ —

e» . 5 ^26
" fli-i-r'-i 24.-6 0^0 17

also die Kraft
V^'°^ .ro^^°8-7^ ,oZZ,8Y Pfund.

Für lVI — O wäre

V -- - r°oo rozz,22 Pfund.

§. 2Z7.
^.^usay. An einer beweglichen Rollen, Figurga., 

sei eine Last W aufgehängt, und die Rolle werde mittelst 
eines um sie geschlagenen Seils V dergestalt gehalten, 

Laß an dem einen Ende desselben die Kraft V vertikal auf
wärts wirke, das andere Ende aber bei befestiget sei. 
Der Punkt werbe mit der Kräfte vertikal abwärts gezo

gen, fo ist, wenn man das Gewicht der Rolle — ILI seht, 

vv-l-M"O-i-V oder O—— V.
Weil des Obertheil der Hülse hier die Stelle der Pfanne 

vertritt, fo denke man sich die ganze unveränderte Zurü- 

siung umgekehrt, dann wird lVl negativ, und man erhält 

§. 2ZZ. III., weil a " r ist,,

«der <Z -
4 — t 1 -I- t

und hieraus in Verbindung mit dem zuerst für ss> ge
fundenen Werthe findet man die zur Ueberwältigung der 
Last und der Reibung erforderliche Kraft

2r
, Für — o wird

1' b
(H) V --
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Beispiel. Die Last, welche an der Rolle hängt, 

wiege iMo, und die Rolle mit dem Zubehör 40 Pfund. 
Ferner sei r -- L, e " /r/ und — 4/ so ist, 
wie g. 236.,

k — 0,00817

V ^8,17 Pfund

und wenn lVl — 0 gesetzt wird
V --- 0,50817.icxxo — 508,17 Pfund.

H. 2z8.
Bei der allgemeinen Untersuchung §. 2go. ist der Um 

terstütziingspunkt 6, Figur 118-, von der gestimmten 8ig- 
Zurüstung da angenommen worden, wo solchen das 
Gleichgewicht erfordert. Wollte man der leichtern Rech» 
nung wegen, wie gewöhnlich, annehmen, daß der Unter» 
stühnngspunkt 6 in die Vercikallinie LO fällt, welche 
durch den Mittelpunkt des Zapfens geht, so erhält man, 
mit Beibehaltung der angenommenen Bezeichnung, wenn 
man die Kräfte V und vertikal und horizontal zer- 

l"gt, die
Summe der Vcrtikalpreffungen—V sin« -4- y sin s 180°—A -4- M

—V sin«-4-(^ sin l2 -4- lVI
Summe der Horizontalpressungen —V oos«-4-c)eos(i8o°—

—Veos«-l-s) cosj3 
hieraus findet man, wenn R. die entspringende Mittelkraft 
bezeichnet (H. 20. VI.)

K- ^Vsin « -4- sin -i- -i- (V cos « -4- tz LOL
oder

V°-4-t^-4-M°-4- 2V<^aos^—«)-4-2VlVll8in«-4-2l^iVl8in3 

Nimmt man die Momente in Bezug auf den Umdre, 

hungspnnkt c, so erhält man
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sV — -4- daher v?

und wenn man diesen Werth statt R? in die obige Glei
chung seht, so erhält man

o
Dieser Ausdruck ist mit dem §. 250. gesunkenen ganz 

einerlei, nur daß daselbst k'oder ^ht, wo hier 

nur /// vorkommt. Es ist aber für

H— o, r11l und — o, 1ooo 

^ — 0,0625 - - - —0,0588
^—5; ^ — 0,0400 - - - — 0,0385

^ — 0,0278 - - - ^-0,02-70

o, O1O0 - - - ^:0,OO99
Da nun überdies gewöhnlich sehr klein ist, so kann 

man in der Ausübung um so mehr statt k setzen, weil 
sich doch der Werth von nicht ganz genau bestimmen 
läßt. Man kann daher alle in den vorhergehenden H. §. 
für V abgeleitete Werthe beibehalten, wenn man 
statt 5 setzt. Aus diesen Gründen wird man sich in der 
Folge jederzeit die Vorstellung erlauben, daß der Mittel

punkt sämmtlicher Pressungen in die Vertikalliuie fällt, 
welche durch den Mittelpunkt des Zapfens geht.

§. 259.
Aufgabe. Das Moment der Reibung auf der 

Grundfläche eines stehenden Zapfens zu finden.

Taf. v. Auflösung. Es sei Figur 119., die ebene 

Kg. ii?. und kreisförmige Grundfläche eines venikal aufwärts ste
henden Zapfens, über welcher eine Last gleichförmig 

verbreitet ist, so werden gleich große Theile dieser Fläche 

gleich
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gleich stark gedrückt. Man setze den Halbmesser L.4 — r, 
und theile denselben in eine sehr große Anzahl von n gleichen 

Theilen, wie?^, so ist I'x — r, und wenn man 

L? — x seht, und annimmt, daß sich der Zapfen um 

6 dreht, so werden die Punkte ? , x> zwei concentrische 
Kreise beschreiben, zwischen welchen eine ringförmige Flache 

liegt, deren Inhalt — r . unx — ist. Den 

Druck auf diese Ringflache findet man

n n r '

daher ist die davon entstehende Reibung — lVl, und 

das Moment derselben — x.- —M lvi, wo- 

bei vorausgesetzt ist, daß n außerordentlich groß, also 

ein äußerst kleiner Bruch wird.

Sucht man nun für jedes Theilchen wie ?x> das zuge
hörige Moment der Reibung, indem x nach einander die 

Werthes r, 1-, r... bis 1- erhalt, so muß 

die Summe dieser Momente dem Momente de^ Reibung 
von der ganzen Flache gleich seyn.

Für das erste Theilchen bei Cl ist x r-, also das

Moment der Reibung — lVl IVk.

Für das zweite Theilchen ist x — r, also das 

Moment — —AI.

Für das dritte Theilchen, -- All u. s. w.

^-stcr Band. U
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Endlich für das me oder letzte Theilchen findet man

das Moment — M.

Die Summe aller Momente isi alsdann

— ivi ^1° -i- 2' -4- Z" -l- 4° -l- .. . n')

Nun ist nach bekannten Regeln die Summe von den
N j N — 1 j , L U -- I I 

Quadraten der natürlichen Zahlen —------------- ---------------

oder weil n eine äuße-st große Zahl ist, wie es die vorher
gehenden Bedingungen erfordern, so kann ohne Nachtheil 
eine Einheit mehr oder weniger weggelassen werden, und 

man erhält die Summe der Quadrate —

daaer das Moment der Reibung von der Grundfläche des 

stehenden Zapfens —

n- z

Am Umfange des Zapfens nach der Richtung der Tan- 

gente sei eine Krast angebracht, welü)e mit der Reibung 
im Gleichgewichte ist, so ist das Moment der Kraft 
rss — und man findet hieraus die Rraft,

welche am Umfange des Zapfens der Reibung auf 
der Grundfläche deffelbcn das Gleichgewicht hält, 
oder

k -
* 2. Auflösung. Mittelst der hohem Analyfiö er

halt man mit Beibehaltung der vorstehenden Bezeichnung 
eben dieses Resultat, wenn man — öx setzt, so ist 
der Inhalt für die zu öx gehörige Ringfläche — 2?rxäx; 

der Druck darauf — lVI; die Reibung



Vom Rade an der Welle. Z07

— AI; das Moment derselben — AI; 

also die Summe der Momente von L bis r für den Halb.' 
Messer er — x

AI Ap
./ Zl"

wo keine Constante hinzukommt, weil das Moment mit 
x — o verschwindet. Für x — r erhalt man das 
Moment der Reibung für die ganze Fläche

und wenn dies — Ir gefeßt wird, fo ist die zur Uebcr- 
wältignng der Reibung am Umfange des Zapfens erforder
liche Kraft k —

Mit Hülfe dieses SaheS und der Auflösung §. 2zc>. 
läßt sich die Reibung bei der stehenden Welle oder Winde 

leicht finden.

Anmerkung. In Rarfrens Anfangögrnnde der 
mathematischen Wissenschaften, 2.Band. 1780. S. 7>Z. 
findet man diesen Satz noch auf eine andere Art, ohne 
höhere Analysis erwiesen.

H- 240.
Die Are ^8, Figur 120., von der Welle einer Taf. v. 

Trerschcibe sei gegen die Vertikale 6O unter dem Win- 

kel L L v -7 geneigt, auch sei ss 6 die Durchschnitts- v 
linie, in welcher die erweiterte Vertikalebene v c ID die 
Tretschcibe schneidet. Im Punkte I?, ^er ,„fitlere 
Stand des Menschen oder Thieres, welches durch sein 
Gewicht I' auf die Umdrehung der Scheibe wirkt, und 

in AI wirke am Umfange der Welle eine Kraft in einer 

mit der Tretfcheibe parallelen Ebene. Man setze L e oder 
den Halbmesser der Scheibe — a; den Halbmesser der 
Welle — l>, und den Winkel 6 e e — und zerlege -

U 2
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die Kraft U nach L I< mit k' 6 parallel, und nach auf 

die S6)?'be senkrecht, so ist der Winkel IH—DLL — 
also die Kraft nach L li. oder I' ? sin und

die Kraft nach m oder — l? eos

Die Kraft U" wirkt parallel mit der Axe ^8, und 
verursacht Druck aus den untern Zapfen, aber keine 

Bewegung; wenn man aber LL rückwärts nach H in 
der Ebene der Scheibe verlängert, und LH aufLH senk
recht zieht, so ist LII die Länge des Hebelarms, an wel
chem die Kratt ? senkrecht wirkt. Nun ist

OH — 0.0 . -in « — a sin «,

daher das Moment der Kraft welches nstt dem Mo
mente der Last im Gleichgewichte seyn muß,

0 01 . u — aO sin «.

Ohne Rücksicht auf Reibung ist dies Moment — 

daher a sin sin l? — ft 

und hieraus die Kraft

Ä 3LH SIN ,

Die Kraft 0 wird daher unter übrigens gleichen Um

ständen am kleinsten,, wenn sin « und sin so groß als 
möglich genommen werden. Dies giebt « — — 90°. 
Da nun nicht leicht größer als 15 Grad genommen 

werden kann, wenn « 90 Grad gesetzt wird, weil
sonst der Gang ftir Menschen oder Vieh zu beschwerlich 

wird, so erhält man in diesem Falle für sin l und 
sin — sin 150 — 0,2^,8819, die Kraft

I» — —-------- oder beinahe —0,258819.2 - 27
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Aufgabe. Die Kraft zu bestimmen, welche zur 

Ueberwaltigung der Last und Reibung an der Tretschcide 

erfordert wird.

Auflösung. Mit Beibehaltung der Bezeichnung 

im vorigen H. sei lVI das Gewicht der Welle und Scheibe, 

und? bezeichne hier diejenige Kraft, welche sowohl mit 
der Last (^, als anch mit den Widerständen, welche von 
der Reibung entstehen, im Gleichgewichte ist, so zerlegt 
sich das Gewicht M in der erweiterten Ebene Fj- 

gur 120., senkrecht auf die Axe L in eine Kraft
lVI' — M sin 7

und nach der Richtung v in eine Kraft

M" 00s 4^
welche die Grundfläche des untern Zapfens gegen die 
Pfanne preßt. Der gefammte Druck gegen die Pfanne 
nach der Richtung ist alsdann —

-ft lvi) 608
also das Moment der von diesem Drucke entstehenden Rei
bung Z. 2Z9., wenn den Halbmesser der Zapfen bezeuch, ; 

uet, — -? z/_ lVI j 008 4-. Zur Ueoerwältignng 

dieser Reibung werde in Ick nach HL eine Kraft p erfor
dert, so ist

? . a sin « " ß j? -ck-Al) 00s 4- oder

Die aus dem Gewichte ? in Ick nach III?. entspringende 
Kraft ? ist — I' sin daher ist I' sin — p dieje

nige Kraft, welche mit der Last und der Reibung an 
den Seitenflächen im Gleichgewichte'seyn muß. In der



3'0 Neuntes Kapitel.
Ebene der Scheibe sei die Projection von der Rich- 
tung n y der Kraft s), und j3 der Winkel, welchen 
K'y'mit der Linie L14 (in dem Sinne H. 2Zo.) bildet, 

so ist die Richtung der Kraft 1' auf senkrecht, daher, 
weil p keinen Seitendruck gegen die Zapfen verursachen 
kann, und weil eil— a Lin « ist, nach H. 2Zi.

4- "N «-U)
-L sw

wo nach §. 2ZZ.
/i — ar §in « -4- k^ ss) 8ir> j3 -l- iVI sin und
13 — r°()°— k"s()°-4-M^sin^-4-2(^lVlLiiii3.8iu^^ ist. 

Werden für r und x die gefundenen Werthe geseht, und 
daraus ? entwickelt, so sindet man die Kraft

Z 4- 2 !V1 sin « cas V 4-3 1 Lsin i

L slii « IZa »in « «>n"/ 2/- ; cus -/)

H. 242.
sufay. Ware der Winkel « — 90 Grad, so wird 
— ar (7-4-1^ s<^ sin -4- M sin 9-

13 — s t^^-4-l>1° 8iu ^'-l- 2 M sin 8in
und die Kraft

___  Z .-r -i- 2 s ^7 <^03 -/ z I u !

Z sin --- 2,ttL cos

Beispiel. Es sei () — 1000, l>I^4OQPfuiid; a —io, 
r — i, e — FF Fuß; 4 — yo, v --- 15 Grad und — 4, 
so ist k" — 0,O2O267 (§. 2Z2.)

—-------- !-0,222267.(10204- 105,5276)—6666,y6iZ
3 .

v 444444/4 !4-0,022267.1217756,39^444119/303
und hieraus die Kraft

77> — 0, Z22 < / » I
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Vom Räderwerk und der Gestalt der Zähne, 

Kämme und Daumen.
24z.

^)wei oder mehrere Räder welche sich an verschiedenen 

Aren befinden, so daß durch die Umdrehung des einen 
Rades das andere ebenfalls bewegt wird, bilden ein )^är 
dcrrverk (8/8te-ma intarnm, Die wechsel

seitige Umdrehung der Räder kann dadurch bewirkt wer
den, daß Erhöhungen des einen Radeö in passende Ver- 
tiesungen des andern eingreifen. Liegen die Erhöhungen 
in der Ebene des Rades nach der Richtung seiner Halb
messer, so heißen sie Zähne (ve-ntes. Zlä/aäE, 
und das Rad ein Stirnrad, auch wohlGrcrnrad (Uota 

«>< Ilata. Stehen sie hingegen senkrecht
auf der Ebene des Rades, so heißen diese Erhöhungen 
Ixämme (UaxMi) und das Rad ein Aammrad oder 
Ixronrad (Iwta eoronaria, u. pectinata. Kaue ä

ä Statt der Stirnräder bedient 
man sich auch der Dillmge (^uturna. /.«/rtcE), 

welche aus zwei parallelen Scheiben on
bestehen, die vermittelst mehrerer am Umfange an

gebrachter Stäbe, TriedstLckc (UacMi. mit

einander verbunden sind. Diese Triel'fiöcke vertreten die 
Stelle der Zähne. Große Lullmge werden auch Drohünge 
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genannt. Sind die Triebstöcke nicht zwischen parallelen 

Scheiben emgefeht, sondern in dem Umfang einer Welle 
ausgearbeitet, so entsteht ein Rumpf (^xis daman^), 

dessen Zähne Stäbe (cki/e§) heißen. Uebrigens sind un
ter dem allgemeinen Namen Zahne (Dc/?/-ch, die Zahne, 

Stöcke, Stäbe oder Kämme eines Rades begriffen. 
Durch Verbindung eines Stirnrades und Trillings wird 
gewöhnlich die Umdrehung zweier Räder in einerlei Ebene 

bewirkt. Sind aber die Ebenen zweier Räder auf einander 
senkrecht, so bedient man sich hiezn eines Kammrades 
und Trillings. Das kleinere Rad bei der Zusammen
setzung zweier Räder, wird ein Getriebe (Uotula. 
Z'/ZvMn) genannt, und ist gewöhnlich ein Drilling oder 

Drehling.
Stehen die Ebenen zweier Räder nicht senkrecht auf 

einander sondern schneiden sich unter einem spitzen oder 
stumpfen Winkel, so heißen sie konische Räder, welche 

Benennung überhaupt von allen den Rädern gilt, bei 
welchen die Kämme schief auf der Ebene des Rades steheu.

Die Umdrehung zweier Räder kann auch ohne Zähne 

und Kämme bewirkt werden, wenn um die Umfänge der
selben, welche deshalb eine Vertiefung erhalten, eine an 
beiden Enden zusammen gefügte Schnur, ober Schnur 
ohne Ende gelegt wird. Diefe Räder heißen Scilrä- 

der, bei welchen man sich auch lederner Riemen statt der 

Schnüre bedienen kann.
244.

Aufgabe. Mehrere Räder sind so mit einander ver
bunden, daß immer zwei an einer gemeinschaftlichen 
Welle befestigt und das Getriebe einer Welle in das
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nächste Rad der andern cingrcift, dergestalt daß durch die 

Umdrehung deö ersten Nades das ganze Räderwerk in 
Bewegung kommt. Am Umfange des ersten Rades

6igllr 121., wirkt nach der Richtung der Tangente eine M. m. 
Kraft k und am Umfange des letzten Rades U eine Last O;

Man sucht die Bedingungen für das Gleichgewicht.
Auflösung. Man bezeichne die Halbmesser der Rä- 

der iz, durch a, ck, a und der Gttriebe O, L 
nebst dem letzten Rade U durch r-, ch r", fo wird die Kraft 

am Umfange des ersten Getriebes U) gegen den Zahn des
Rades U einen Druck U — verurfachen (H- 48.). 

Dieser Druck U pstanzt sich fort und bewirkt am Umfange 

des dritten Rades 6 einen Druck U" — L —st I» 

welcher mit der Last am letzten Rade U im Gleichge
wichte seyn muß. Für diesen Fall ist a I' ' — r s) und 
hieraus die Last 

und die Araft

Es läßt sich einsehn, daß dieß eben fo für mehrere Räder 

gilt, daher verhält sich ganz allgemein die straft zur 
Last, wie das Produkt aus den Halbmessern der 

Getriebe, zum Produkt aus den Halbmessern der 
Nädcr.

Je kleiner unter übiigens gleichen Umständen die Halb

messer der Getriebe sind, eine desto größere Last s> kann 

man alsdann mit einerlei Kraft 1' übcrwältigen.
Liegen die Räder nicht in parallelen Ebenen, fo läßt 

sich die Auflösung auf gleiche Art ableitcn.
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§. 245.

Zusatz. Damit von zwei zufammengehörigen Rä

dern welche in einander greifen, gleich lange Bogen ihres 
Umfanges in gleicher Zeit sortgeschoben werden, muf
fen diese Bogen gleich viel Zähne haben. Die 'Anzahl 

der Zähne solcher Räder verhält sich alsdann wie ihre 
Umfänge und diefe wie ihre Halbmesser. Sind daher 
in, irs, in" die Anzahl der Zähne von venRadern .4, U, L 

und n, nHn die Anzahl der Zälme von den Gerneben 
O, L, so verhalt sich a: 1 — m : n, oder eö ist 

überhaupt > daher die Kraft

It» Ni NI
§. 246.

Bei Beurtheilung der besten Gestalt der Zähne, 

Tncbstöcke und Aämme find die Fälle zu unterscheiden, 

wo Zähne und Stöcke, Zähne und Zähne, Kamme und 
Stöcke oder Kämme und Zähne zweier Räder wechselseitig 
in einander greifen. Damit diese Untersuchung möglichst 
vereinfacht werde, wird jeder dieser Fälle besonders aus

einander gesetzt, und dabei die im Anhänge erwiesenen 
Eigenschaften der Epicykloide und die Art wie solche ge

zeichnet werden kann, als bekannt angenommen.
Soll nun ein Rad das andere so forttreiben, daß die 

Bewegung ohne Erschütterung und mit unveränderter 
Kraft erfolgt, so müssen

I. in gleichen Zeiten gleich große Bogen von dem 
Umfange eines jeden Rades fortgeschoben werden. Dies 
muß aber von jedem noch so kleinen Bogen eben so wie 

von jeden» großen» gelten.
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H- Für jede Lage der Zahne muß die Kraft mit wel

cher ein Rad das andere umtreibt gleich groß bleiben.
Nur unter diesen Bedingungen finden die Sähe der 

vorhergehenden §. §. ihre Anwendung. Auch laßt sich 
einsehen daß alsdann keine Kraft ohne Nutzen verwandt 

wird, und das Räderwerk eine regelmäßige Bewegung 
erhalten muß.

H- 247.
Aufgabe«, Die vortheilhaftcste Gestalt der Zähne 

eines Stirnrades anzugebcn, wenn das zugehörige Ge
triebe mit Triebstöcken versehn ist.

1. Auflösung. Wenn die Tricbstöcke als Linien 

ohne Dicke vorausgesetzt werden.

Es sei, Figur 122., 6 -z. — a der Halbmesser des Ra- Taf. V. 
des und 6^ — r der Halbmesser des Getriebes; beide 
Räder welche sich fiel um ihre unbewegliche Mittelpunkte 
drehen können, berühren sich in und ihre Mittelpunkte 
sind durch die grade Linie 6^6 welche die Mittel- 
punktslinic heißt, mit einander

verbunden. Auf dem Umfange X X des Rades sei eine 
Epicykloide beschrieben, deren erzeugender Kreis mit 
dem Umfange des Getriebes übercin kommt. Diese Epi
cykloide sei eine feste unbiegfame Linie und in ihrem An
fangspunkte mit dem Rade X!L so verbunden, daß bei 

der Umdrehung deö Rades der Bogen mit bewegt 

werde. Senkrecht auf die Ebene des Getriebes sei am 
Umfange desselben in ein Triebstock ohneDicke befestigt, 
welcher sich mit dem Getriebe zugleich umdrcht. Wird 

nun der Punkt des Rades von bis L gedreht und der 
Triebstock befindet sich vor dem Bogen so ist 
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solcher durch diesen Bogen von bis O geschoben, wenn 

nunmehr in die Lage L L gekommen ist.

Weil 6 der Halbmesser des Grundkreises und 

^6 — 60 der Halbmesser des erzeugenden Kreises 
der Epicykloide R is ist, so muß (Anhang H. rz.) der 
Bogen dem Bogen ^O gleich seim, und weil dies 

für jede» kleinern oder großem Bogen wie i; eben so 

gilt, so ist durch die Anbringung der Epicykloide L L die 
erste Bedingung §. 246. erfüllt.

Man ziehe die Sehne 0, so wird der Zahn U 1^ in 
den Stock O nach der Richtung O wirken, weil das 
Element des Zahns im Berührungspunkte O die Linien O 

zur Normale hat. (§. 17. Anhang). Ist nun ? die 
Kraft welche am Umfange des Rades m nach der Rich
tung der Tangente wirkt, so läßt sich l? in zwei an
dere Kräfte zerlegen, wovon die eine nach 0 wirkt und 

vom festen Punkte 6 aufgehoben wird; die andere wirkt 
nach ^.O auf den Zahn und sei — lI so ist sin /V OL 
— 1^. Aber OL — O 6, daher ist die Kraft welche 

den Triebstock O nach der Richtung OII forttreibt oder

r — —n n und ? r 8in 0^ 6.
81N

Der Halbmesser des Getriebes 6 O werde unbestimmt 

bis I verlängert, so kann man die Kraft nach 01 
und senkrecht auf O O nach der Tangente des Getriebes 

OK. zerlegen, wovon die Kraft nach 01 durch den festen 
Punkt O aufgehoben wird, die andere nach OL weiche 

— I seyn kann, druckt das Getriebe nach der Richtung 
seiner Tangente. Alsdann ist ? sin O II K. — oder 

weil OIIK — 0.4 6, so findet man auch
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? sin o 6, folglich ist

9 — r.
Der Triebstock 0 wird daher von dem Bogen Lv' in jeder 
Lage desselben eben so fortgeschoben, als wenn die Kraft? 

welche am Umfange des Rades wirkt, unmittelbar am 
Umfange des Getriebes nach der Richtung seiner Tangente 
angebracht wäre.

Daß y — ? seyn muß, hatte man auch aus dem 
Gesetz der Statik H. 69. ableiten können, denn wenn 

den Weg von U, und den Weg von bezeichnet, 
welche bei der geringsten Fortbewegung durchlaufen wer- 

' den, fo ist erwiesen, daß in allen Lagen des Systems 
vv — v/ ist, daher muß auch? — y seyn.

Bestehen daher die Triebstöcke aus festen Linien ohne 
Dicke, fo erhält man die vorrhcilhafccste Gestalt für 

die Zähne des Rades, wenn man dazu den Bogen 
einer Epicykloide wählt, deren Grundkreis der 
Umfang des Rades, und deren Erzeugungskrcis 
der Umfang des Getriebes ist.

Sollte der Triebstock O nicht durch den Bogen LL, 
sondern das Rad mittelst des Bogens U O' durch den 
Triebstock O fortgetriebeu werden, so bleibt alles wie bis
her, nur daß die Bewegung des Rades von nach X, 

und nicht nach 2 geht.
2. Auslösung. Wenn die Triebstöcke aus cylindri- 

schen Stäben von gegebener Dicke bestehen.

Die Halbmesser Figur 12z., des Rades und 
^6 des Getriebes liegen in der Mittelpunktölinie L6, " 

und in fti der Durchschnitt eines Stocks, dessen Halb
messer a ist. Durch als Anfangspunkt fei die Epi-
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cykloide nach den Bedingungen der vorigen Auflö

sung gezeichnet. Mit dem Halbmesser zeichne man 
auf der konkaven Seite des Bogens lauter Halb
kreise, und ziehe durch die Scheitel derselbe» die krumme 
Linie a a , so ist diese eine parallele der Epicykloide 
und zugleich die erforderliche Gestalt des Zahns. Kommt 
alsdann der Mittelpunkt des Stocks nach 0, und der 
Bogen nach Lv', also aa nach bb', und man 

zieht die zum Punkte O der Epüykloide gehörige Normale 

0/c, so ist da, wo solche den Umfang des Stocks und 
Zahns in o schneidet, der Berührungspunkt beider Ober- 

flächen, weil Oo — a ist. Es gelten daher hier vom 
Punkte O eben die Sähe, welche bei der ersten Auflösung 

erwiesen sind, daher findet man, wenn Zähne und 
Triebsröcke in einander greifen, die beste Gestalt 
der Zähne, wenn der Umfang (2X) des Rades 
als Grundkreis angenommen, und darauf eine 
Epicykloide ) beschrieben wird, deren Erzen.' 
gungsZrcis dem Umfange (V3V) des Getriebes 
gleich ist. Wird hierauf in einer Entfernung, 
welche dem Halbmesser a) der Triebstöcke gleich 
ist, eine parallele Rurve (nach mit der Epicykloide 
gezogen, so erhält man die Rundung der Zähne.

§. 248.
Taf. V. Weil nur der Bogen aa, bis, Figur 12Z., der 

"Z. Zähne mit den Stöcken in Berührung kommt, so ist es 

ziemlich gleichgültig, welche Gestalt der übrige Theil des 
Zahns erhält, wenn nur dadurch die Bewegung der Trieb- 

stöcke nicht verhindert wird. Es ist aber am zuträglich
sten, die Zähne, wie bei bbä, symmetrisch zu sonnen,
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weil alsdann auch eine Rückwärtöbewegung des Rades 
statt haben kann, und weil in diesem Falle die Zähne an 
ihrem abgerundeten Theile noch die größte Stärke erhal

ten, welche die sreie Bewegung der Stöcke gestattet.
Der Theil 1» I/d des Zahns, welcher über den Bogen 
fällt, und der (Dberrhcil heißen kann, ist von dem 

Untertheile 1»da 5 darin verschieden, daß dieser bei d 5 

und ä e nach graden Linien geformt wird, welche sich in L 

vereinigen, weil man diese Linien als Tangenten von den 
Bogen 1)1»' und äl/ in den Punkten 1» und ä anskhen 

kann. Nach §. >7. des Anhanges ist 6U eine Tangente 

in v von V L, also eine mit UO durch d gezogene Paral- 
lellinie, eine Tangente von d'd in 1», wofür man d 5 ohne 
Nachtheil annehmen kann. Die Höhe da vom Unter

theile des Zahns darf nur etwas größer als der Halbmesser 
des Triebstocks sinn.

Bei einem symmetrischen Zahne 51/e ist d' der Schei
tel oder Ropf, dd die Brust oder Breite, und 5e der 

Fuß des Zahns, welcher mit der Stirn des Radkran

zes U8 zusammensallt. Die Dicke des Zahns kommt 
hier nicht in Betrachtung, weil der Zahn als ein Prisma-' 
tischer Körper angesehen werden kaun, dessen Grundfläche 
die Ebene 51/e, und dessen Höhe die Dicke des Zahns ist.

Damit in der Folge keine Ungewißheit über die Größe 
vom Halbmcjscr des Stirnrades entsteht, so wird hier 

allemal der Halbmesser — 6L, vom Mittelpunkte 
bis zur Brust der Zähne darunter verstanden werden, 

weil nur dieser Halbmesser bei der Anordnung des Räder
werks und bei der Bestimmung der Kraft in Betrachtung 
kommt. Man nennt ihn auch deu ursprünglichen
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Halbmesser /v/E'e), um ihn vom wirklichen 
oder Totalhalbmesser welcher bis
zum Kopf des Zahns reicht, zu unterscheiden. Der zum 
Halbmesser 6^ gehörige Kreis X2 heißt der Umfang 
des Stirnrades, auch der Thcrlnß oder Thcilkrcis, 

weil auf demselben die Zähne eingetheilt werden. Die 
Breite b ä eines Zahns (Ze nebst der Zwischen- 
weite cla (L että/s) zufannnmengenommeu, der Bogen 
sb, oder der Abstand von der Mitte eines Zahns bis zur 

Mitte des nächsten, wird die Theilung genannt. Be
rührt der Stock bei a den Zahn b', so heißt der Abstand 
dieses Stocks vom nächsten Zahne k oder die Weite cd 
der Spielraum zwischen Zahn und Stock, wel

chen man aber so klein als möglich annehmen muß.
Eben so ist 6^ der Halbmesser des Getriebes/ 

welcher jedesmal vom Mittelpunkte 6 bis zum Mittel des 
Stocks gerechnet wird. Der zu diesem Halbmesser gehö
rige Kreis wv heißt der Umfang oder Theilriß des Ge
triebes. Die Theilung O desselben ist der Theilung des 
Rades gleich.

§. 249.

Taf. V. Das Rad.XT, Figur 122., sei mit den Zähnen 
isr, das Getriebe V W mit den Stöcken , O ver

sehen, so daß beide gleiche Theilung haben,
so wird bei der erforderlichen Gestalt und Länge der Zäh
ne , wenn im Berührungspunkt beider Theilkreife Zahn 

und Stock zufammentrcffen, auch bei O eine Berührung 
zwischen Zahn und Stock statt finden (§. 247.). Dreht 

man nun das Rad und Getriebe von nach X und so 
weit rückwärts, daß der Stock aus tV nach a und der 

Zahn 
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Zahn von nach l> komme, dergestalt daß der Bogen a 
dem Boqen l, gleich ist, so kann der Zahn bss den 

Stock a nicht berühren, weil in jedem Falle wenn 

ist, der Winkel kleiner als ^Lb seyn 
muß. Da dies von jedem noch so kleinen Bogen a 
8'lt, so folgt daraus daß wenn ein Getriebe mit Stöcken 
durch ein Rad mit Zähnen bewegt wird, so kann kein 
Zahn vor der Mittelpunktslinie (L 6) einen Stock tref

fen; nur in der MittelpunktSlinie kann der Zahn mit dem 
Stock in Berührung kommen, welche hinterher Mittel

punktslinie so lange fortwahren muß, bis sich der Stock 
vom äußersten Ende des Zahns abgewunden hat. Dieser 
Sah laßt sich eben so auf Triebstöcke von gegebener Dicke 
Figur 12z. anwenden. Nur daß alsdann wenn das 
Getriebe vom Rade bewegt wird, die erste Be. 
rübrung Zwisten Zahn und Stock erfolgt, wenn 
der Mittelpunkt des Stocks in den Berührungs
punkt der Mittelpunktslinie fällt.

Wird das Rad vom Getriebe bewegt, so 
folgt umgekehrt daß der Zahn den Stock verlassen 
muß, wenn der Mittelpunkt des Stocks in die 

Mittelpunktslinie beider Räder fällt.
Aus der nähern Betrachtung der Figur 12z. sieht 

Man ferner, daß wenn der Stock iV vom Zahn k von 

bis O getrieben wird, so ist der Bogen l> o des Zahns 

Mit dem Stock in Berührung gewesen, dagegen kommen 
von dem Srocke nur die beiden kleinen Bogen ab und op 
mit dem Zahn in Berührung. Daher ist die Bewegung 
der Zahne und Stöcke aus einander nicht wälzend, son

dern wälzend und gleitend. Auch sieht mau hieraus daß

Erster Band. A
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die Stöcke verhältnißmäßig weit mehr als die Zähne ab

genutzt werden.

Treibt der Zahn den Stock, so bewegt sich der Stock 
auf dem Zahne von d nach o; treibt aber der Stock den 
Zahn, so bewegt sich der Stock von o nach Ii. Bei me^ 

tallenen Zähnen ist beides gleichgültig; bei hölzernen aber, 
wo die Fläche ok> gewöhnlich über den Spähn geschnitten 

ist, wird die Bewegung deshalb erschwert und soscrn ist 

es vorlhei'chaftcr, wenn der Zahn den Stock als wenn der 
Stock den Zahn fort treibt.

Es ist zureichend wenn jedesmal nur ein Zahn mit 
einem Stock in Berührung kommt, weil sonst die Zähne 

unnöthig lang werden müssen. Man kann daher die 
Anordnung so machen, daß in dem Augenblick wenn ein 
Zahn einen Stock berührt, der vorhergehende Zahn seinen 

Stock verlaßt oder sich auswindet. Fällt nun der Mit- > 
telpunkt des Stocks in die Mittelpunkslinie 6 6 und 
man zieht die Sehne 0 bis zum Mittel des näch
sten Stocks, so ist o der Berührungspunkt zwischen Zahn 

und Stock (H. 17. Anh.). Da nun s der Ort ist, wo der 
Zahn k' den Stock einholt und solchen von a bis o fort- 
führt, so ist es zureichend wenn man mit dem Halbmesser 
6 o den Zahn von o nach r abrundet, oder, damit bei 0 

keine scharfe Ecke entsteht, wenn man dem Zahn eine 

geringe Wölbung osr giebt, welche die beiden Bogen 
od und rä bei o und r berührt. Die größte Länge, 

welche der Obertheil des symmetrischen Zahns erhalten 
kann ist L b/, und die kleinste Länge vom (Obertheile i 

des oahns o Ic. Noch kleiner darf kein Obertheil deö
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Zahns werden, weil fönst ein Stoßen der Zähne gegen 
die Stöcke erfolgt.

§. 250.

Um zu überfehen, wie diejenigen Größen, welche bei 
der Anordnung eines Räderwerks Vorkommen können, von 
einander abhangen, sei Figur 12Z. Taf. v.

a — ^0 der Halbmesser vom Theilkreise des Rades, 

1—^6 der Halbmesser vom Theilkreise des Ge

triebes ,
r die Theilung,
in die Anzahl der Zähne des Rades,
n
«

die Anzahl der Stöcke des Getriebes,

— der Mittelpunktswinkel für die Theilung 
des Rades in Graden rc. ausgedrückt,

— ^60 der MittelpuuktSwinkel für die Theilung 

O des Getriebes,
^ro er der Bogen für den Halbmesser — l, welcher 

dem Winkel er entspricht, und eben fo
A der zum Winkel j3 gehörige Bogen.

Nun verhalt sich « : z6o° — ^16 « : 2?r, es ist 

daher

^10 « — — und eben so O — — sll

Feruer verhalt sich 1 : : t, daher ist

1. — a ^ra er — r .416 f llj.
Aus flj und sllj folgt ferner

r — 

vnd hieraus

er a

180 180

flr fkVj
Der Umfang des Theilkreiseö vom Rade ist --- 2 -r».

2
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daher
int — 2irs und nr — 2?rr 

woraus noch folgt

na — mr fVI^.
Aus diesen sechs Gleichungen erhält mau folgende Zu

sammenstellung

(I) a -
/3 r 

cc

SL L

IN r

n 

n L

N1 r

2 Te

il L

I8cn 

« 

i8ot
(ll) i- --

IN 2

(Hy t
-2 k

18c)
2 L

IN
a « —

IN I 

n
sr

/Z v
180

2 r

11
r ,2 — n .1

IN

(IV) IN -
z6o z6oL n

L

2 .1
L

z6o züor In n 21-r 

/L - « a » r

Hiebei ist— 0,518309886

(VI) 
IN nL

I

L

izoi

(VII) ß - s ---

' n nir
——

SL L

1
—

I80L

-i-r

(VIII) ^re « — — — 
18°

2 71-

IN
—

a n L

(IX) .lr°
2 ri

ll

L

r

2 !V »

IN I

also — 0,159154945.

§. 251.

ZlufIabe. Aus dem Halbmesser 6 — a, Figur 

^3-/ Stirnrades, dem Halbmesser 6-l — 1- des 
Getriebes, der halben Dicke eines Stocks Oo — ä, und 
dem Winkel ^60 — , welcher am Mittelpunkte des
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Getriebes zur Theilung gehört, die kleinste Länge vom 

Obertheile des Zahns oder ok — I durch Rechnung 
zu finden.

Auslösung. Zieht man aus 6 auf die Sehne /ä 0 
eine senkrechte Linie, so erhält man in einem der entstan
denen rechtwinklichten Dreiecke 4^0 — r sin , 
also LO — 2r8in^ä3, oder,wenn Oo — ä wegge

nommen wird, Lo — 2 r 8IN jZ — cl. Es ist aber der 
Winkel 0^6—180°—-0^6—90°-^-^, daher

608 0^6^: 608 s gO° -l-jZ ) —-----LIN 

und man erhält im Dreieck eo

LO -4- ^o' — 2. ^6.-^0. 6O8O-L L
oder

— a^-4- ^2r8i'n —ä)°-4- 2as2r 8in^>3—ä) 8in^
Hieraus findet man die kleinste Länge vom Obertheile 

des Zahns, oder
1———ä)xin2^.

Beispiel. Das Nad habe Z2 Zähne, und das Ge
triebe 7 Stöcke, beide Räder aber 4 Zoll Theilung, so 
ist §. 2Zo. (I) der Halbmesser des Rades

" 2O,Z7i Zoll, u,;d

' -4,45Ü Zoll.

Ferner ist g. 250. (VII)

- 5i° 26' also z-r -- 25° 4z', und

sl» — 0,4339. Wird nun ä --- r gesetzt, so ist 
2r sin — 4 — 2,8669 und 2,8669^ — 8,2191; 
man findet daher die kleinste Länge vom Gbertheile 
des Zahns, oder
1— — 20,371 4-^473/879—1,398 oder beinahe i-?Zoll.



Zehntes Kapitel.
§- 252.

Ausgabe. Aus der gegebenen Theilung und der 
Anzahl der Zähne und Stöcke beim Rade und Getriebe, 
die Zähne und Stöcke anznordnen und eine Lehre 

(Chablone) für die Zähne zu verfertigen.

Auflösung. Die Theilung sei — r, die Zahl der 

Zähne — m, und die Anzahl der Stöcke — n, so findet 
man hieraus nach §. 2ßn. (i) den Halbmesser des Rades 

a — und den Halbmesser des Getriebes r—Weil 

die Stöcke sich mehr als die Zähne abnutzen und auch 
länger als diese sind, so macht man sie gewöhnlich dicker 
als die Zähne. Ein Spielraum zwischen beiden wäre un- 

nöthig, wenn alles im höchsten Grade vollkommen gear
beitet werden könnte. Giebt man dem Spielraume e ä, 
Figur t2z., den acht und vierzigsten Theil der Theilung, 

so wird dies in den meisten Fallen zureichen; alsdann ist 
e ä — t. Soll nun die Dicke des Stocks der Hasste 
der Theilung gleich seyn, so ist, wenn el den Halbmesser 

des Stocks bezeichnet, 2 ä — t. Zieht man nun von 
der ganzen Theilung r, die Dicke des Stocks § t und den 
Spielraum r ab, so bleibt t für die Breite des 
Zahns auf dem Theilkreise des Rades übrig. Ware 

z. B. die Theilung t —4 Zoll, so ist
die Dicke des Stocks a a — t — s Zoll, 
der Spielraum o cl — Zoll,
die Breite des Zahns b ä — M t — Zoll.

Um nun die Lehre zu verfertigen, wonach sämmtliche 

Zähne bearbeitet werden können, ziehe man auf einem 
z>g. 1-4. ebenen Brette eine Linie L O, Figur 124., trage von
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L bis den Halbmesser des Rades, und von bis 6 den 
Halbmesser deö Getriebes. Aue L und 6 schlage man 
die Bogen X und , nehme den Bogen

O — Z — der Theilung (hier 4 Zoll); ziehe die Sehne 
/t 0, und nehme O 0 der halben Dicke des Stocks gleich, 
so wird ein Bogen on, welcher aus 0 geschlagen wird, die 
Lange des Zahns begrenzen (§. 249. >. Nun theile man 
den Bogen -4.0 in mehrere gleiche Theile -V«, «(2, (20, 

und in eben so viel gleiche Theile ^,1; 1, 2; 2, z; 
werde getheilt (hier sind der Deutlichkeit wegen nur 
drei Theile angenommen, ob gleich eine größere Anzahl 
besser ist), alsdann schlage man aus 0 durch «, (2, 
die Bogen a ach blich 60, lind aus 0 ziehe man die Li

nien lach 2bch zcch nehme a» — a«, —
^0'^; so liegen die Punkte .4, «, (2', in einer 

Epicvkloide (§. 15. Anhang), und man kann die Epiev- 
kloioe ^(2'^ desto genauer zeichnen, je mehr dergleichen 
Punkte gefunden sind. Nun nehme man die halbe Dicke 
des Stocks in den Zirkel, und schlage aus und aus meh- 
rern Punkten der Linie Kreisbogen, und ziehe durch 
die äußersten Enden derselben die krumme Linie v e bis an 
den Bogen on, so ist U 0 die Krümmung des Zahns über 
dem Theilkreise X. Von L nach L und von L nach D 

sehe man die halbe Dicke des Zahns, ziehe durch 0 und 

II die Linie Ob', so ist Lk die Axe vom Obertheile des 
Zahns. Macht man nun den Theil L D kL der andern 
Hälfte deö Zahns gleich, und giebt demselben bei 

k eine geringe willkürliche Wölbung, so ist der Obertheil-

des Zahnes fertig.
Um den Untertheil zu bilden, nehme man LII etwas
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größer, als die halbe Dicke der Stöcke, ziehe durch H 
aus L den Bogen IL, und aus u Uttd O nach c die Li

nien VI, OK., so ist UOLk der Untertheil des Zahns, 
und der Fuß IL desselben fällt mit der Stirne von dem 

Radekranze zusammen.
Mit Hülfe dieser Lehre IL^VL lassen sich nun 

sämmtliche Zahne des Stirnrades verfertigen.
§. 25 z.

Eö kann sich der Fall ereignen, daß der Durchschnitts- 
M 1-4'Punkt der Bogen Ue und Oß, Figur 124., unterhalb 

des Bogens on fallt. Alsdann muß bei ungeäuderten 
Halbmessern a und r entweder die Dicke L I) des Zahns 
vergrößert, oder die Theilung verkleinert
werden, weil sonst der vergehende Zahn seinen Stock frü
her verlaßt, ehe der folgende Zahn seinen Stock ergriffen 
hat, wodurch nachtheilige Erschütterungen des Räder

werks entstehen müssen. Bei übrigens gleichen Umständen 
kann man auch durch Vergrößerung des Halbmessers vom 
Getriebe und Rade, für den Zahn die erforderliche Länge 

erhalten.
Wollte man mit weniger Weitläufigkeit und doch 

noch erträglich genau eine Lehre zum Zahn verfertigen, so 
kann man folgendergestalt verfahren. Auf dem Theilkreise 

des Getriebes trage man die Theilung von nach 1^, 
ziehe ^1^ und nehme für die halbe Dicke des Stocks. 
Ferner sei auf dem Theilkreise des Rades lVl die halbe 
Dicke des Stocks, der Spielraum, und NU—k 
die halbe Breite des Zahns. Durch u schlage man aus 

L dcit Bogen " n, und durch 6 und? ziehe man 8IV. 
Ferner sei lUv --- krr; alsdann werde aus u und H mit
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der Weite 11^ der DurchschnittSpunkt x, und mit eben 
dieser Weite aus v und der DurchschnittSpunkt ge
sucht, so daß aus x der Bogen u O, und aus der Bo- 
gen geschlagen werde, so erhält man hiedurch den 
Obe> theil nvlV des Zahns. Der Untertheil wird eben 
so wie im vorigen §. bestimmt.

§. 254.

Aufgabe. Die Kraft zu bestimmen, welche am 
Theilkreise des Rades oder Getriebes angebracht werden 

muß, um die Reibung zwischen Zahn und Stock zu 
überwaltigen.

Auflösung. Mit Beibehaltung der Bezeichnung 

H. 250. sei ? die Kraft, welche, Figur 122., am Um- 

fange des Rades erfordert wird, um dem Gegen- 
druck vom Getriebe das Gleichgewicht zu halten, so ent
stehet hieraus (§. 247.) nach der Richtung 011 gegen den 

Stock 0 ein Normaldruck — —. Für 0 6.4—3 
«IN 0^6 '

ist aber 0^4 6 — 90°—, also sin 0-^6 — cos 

daher ist der Normaldruck -e- , und die davon her

rührende Reibung, welche nach der auf^O senkrechten 

Richtung 01^/ der Bewegung widersteht 

—
co« L-z

oder am Zahne Uv' muß in O nach 014 eine Kraft 

angebracht werden, um die Reibung zu überwalti- 

gen. Diese Kraft zerlege man nach O auf den festen 
Punkt L und nach O IVl, senkrecht auf O 6, so wird die
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Kraft nach O N durch den Zapfen 6 des Rades aufgeho
ben, die nach OM erforderliche Kraft ist aber 

?
. eos I^OÄI. cosj^/Z

Nun ist der Winkel 6 0 AI — OL, weil der 
Winkel 6 0Al jenen zu ciliein rechten Wmkrl ergänzt, 

daher erhält man, weil — 90° ist, 
606' — ^06 -i- 90° — 60M 90°, also

sin6 06' — sin ^0^1-1-90°) — co8 6OIVk.
Ferner ist 06/L — ^OOA. — 4^, und es ver

hält sich
60 : 66' — sin0 6'6 : siu6 06 oder
LO : a-l-2r — sin ^<3 : eos6 0AI also ist

---

folglich die nach O AI erforderliche Kraft
-1-2ij ixc-;/r 

—----. 608 6 0 AI — -----------7^-7--------- . U

oder cö müssen, wenn am Umfange des TheilkreifeS in I) 
oder A eine Kraft k eben die Wirkung hervorbringen foll, 
die Momente beider Kräfte einander gleich feyn, also

a. k 60. -öö---------- ' 1 

und hieraus findet man die am Theilrisse erforderliche 
Ixtafc zur UeberwalrigunI der Meldung zwischen 
Zahn und Stock, oder

(I) f — 1».

Bei einerlei Räderwerk ist daher die Reibung verän
derlich, und wächst mit dem Winkel ß — ^OO. 
Fällt die Berührung zwischen Zahn und Stock in die Mit.- 

telpunktv.nue 6 6 bei >4, so ist die Reibung — 0, und
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sie wird da am größten, wo der Zahn den Stock verläßt. 
Der Sicherheit wegen bringt man den größten Werth, 

welchen der Winkel O erhalten kann, zur Bestimmung der 
Reibung in Rechnung, also wird O der Winkel, welcher 
der Theilung am Getriebe entspricht. Dies gievt H. 250. 

VII. wo n die Anzahl der Stöcke des Ge«

triebes vorstellt, daher ist auch

(.Y k -

Die Reibung zwischen Zahn und Stock wird 
daher unter übrigens gleichen Umstanden desto größer, 
st kleiner dcr Halbmesser des Rades, je größer der 
Halbmesser des Getriebes, oder st' kleiner die An
zahl der Stöcke ist.

Für n — 6 wird
180°

ri — o, 57735

n — 7 - - — o, ^8137
11 — 8 - - - — 0,41421
11 9 - - — 0,36397

n — 10 - - - — 0,32492

n — 20 - - — 0,15838

n — Z0 - - — 0, 10510

Weil k zi s I -i-
a -

t§t , undS.250.sVss

— ist, so erhalt man auch

so daß die Reibung lediglich durch die Anzahl der Zähne 

und Stöcke bestimmt wird.



zzr Zehntes Kapitel.
Die gestimmte Kraft, welche am Theilkreife des Ra- 

des zur Erhaltung des Gleichgewichts und zur Ueberwäl- 
wältigung der Reibung erfordert wird, sei V, so ist

V — ? -4- 5 
wo k nach den verschiedenen Umständen bestimmt wer

den kann.

Beispiel. Ein Nad habe 52 Zahne, das zugehörige 
Getriebe 6 Stöcke, und es widerstehe der Bewegung mit 
einer Kraft von 100 Pfnnd, so ist hier ru ^52, n— 6, 

tAt rgr 30°; x --- 100 Pfund, und wenn man 

setzt, so findet man die zur Ucberwältigung der 
Neibung erforderliche Kraft 

- 524-12
k -- H". 0,57735.102 -- 23,68 Pfund.

Für — z wird k — 11,84 Pfund.
Für n — 8, m — 52, und ? — iOo wird

k n - O/4I42I. I0Q - 9,03 Pfund.

Bclidor (Archit. Hydrant. 1. B. 2 K. §.288.) nimmt 
im Durchschnitt k — 1>.

§. 255.

Will man zu Vermeidung der Tangente im Ausdruck 
für k statt derselben einen Naherungöwerth annehmen, so 

ist^re und weil (§. 157.Anhang) nahe ge-

nng tAt lst, so erhalt man

Diesen Werth in die Gleichung §. 254. m. gesetzt, giebt
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für die Reibung zwischen Zahn und Stock die am 
Theilriß erforderliche Kraft 

__ - 3^" !n> 
m --  4j

Nach dem Beispiele des vorigen §. erhält man hier 
.für n — 6, m — 52, und ? — 100

5 — 2Z, 07 
und für /^ — ist f — tt,5Z, welches hinlänglich 

genau ist»

§. 256.
Äüfgabe. Ein Getriebe oder Numpf wird vom 

Gtirnrade umgetrieben, man soll die vortheilhafteste Ge
stalt der Stäbe und Zähne für beide Räder angebcn.

Auflösung. Der Halbmesser des Rades sei /V L, 

Figur 12g, und des Getriebes oder Knmpfeö ^6; beide Fjg. 1-5. 
liegen in der MittelpunktSlinie L 6 und im Berührungs
punkte treffe der TheilkrciöXX des Rades mit dem 
Theilkreise V W des Getriebes zusammen. Auf dem Um
fange X X als Grundkrcis beschreibe der Kreis ^06^, 
dessen Durchmesser 6 denr Halbmesser des Getriebes 
gleich ist, eine Epicykloide und 6- sei eiil fester un- 
biegsamer Halbmesser des Getriebes oder Knmpfö, dessen 
Zahn oder Stab derselbe verstellt. Wirb nun der Bogen

als Zahn des Rades mit dem Umfange X2 desselben 

genau verbunden und man bewegt das Rad von nach L, 
so kommt der Zahn in die Lage Lv und der Stabil 
wird von dem Zahne bis in irgend eine Lage fortge
schoben. Durch den Punkt 0, wo die Epicykloide U O 
den erzeugenden Kreis ^.06 schneidet, ziehe man die 
Sehne O, so ist solche eine Normale der Epicykloide in 0.
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Es ist aber der Winkel 0 6 im Halbkreise ein rechter, 

daher O 6 auf senkrecht, folglich O 6 eine Tangente, 
welche den Bogen LOinO berührt, daher muß auch der 
Stab XI4, welcher mit dieser Tangente zusammenfällt, 
den Zahn L O in O berühren.

Nach §. iZ. des Anhanges ist alsdann der Bogen 

, und weil man die grade Linie 6 als eine 
Hypocykloide ansehn kaun, deren Grundkreis der Bogen 
VHV und deren Erzeugungökreiö ^06 ist, so muß 
nach §. 27. des Anhanges, der Bogen dem Bogen 

L gleich seyn. Aber O — L, daher ist der
Bogen L — Bogen 4. X.

Nun ist 4^6 der Weg welchen der Umfang X2 des Ra

des, und der Weg welchen der Umfang W V des Ge
triebes durchlaufen hat, wenn der Zahn von nach L 

fortgerückt ist, daher sind gleich große Theile von den Um
fangen des Rades und Getriebes fortgeschoben und hiedurch 
die erste Forderung H 246. erfüllt.

Eben so wie §. 247. läßt sich beweisen, daß, wenn k 
die Kraft am Umfange X2 des Rades und s) der Wider

stand am Umfange V des Getriebes ist, alsdann 
für jeden Angriffspunkt o zwischen Zahn und Stab, 
k bleibt, weil man in Absicht des Punktes O nur 

v. so wie §. 247. Figur 122 verfahren darf. Es ist 

daher auch der zweiten Forderung, H. 246., genügt, und 
es folgt hieraus, baß wenn ein Rad mit Zähnen ein 
Getriebe mir Stäben mmrciben soll, so müssen 

die Zählte des Rades nach einer Epicpt'loidc Ae- 
hildcr werden, deren Erzeugungskrcis den Halb
messer des Getriebes zum Durchmesser, und den



Von der Gestalt der Zahne u. Kamme, zzz
Umfang des Rades zum Grundkreisc hat. Die 
Stäbe des Getriebes werden, so weit sie in Be
rührung nur den Zähnen kommen, geradlinige, 
so daß diese Berührungslinic verlängert durch den 
Mittelpunkt des Getriebes geht.

§. 257.
Es sei die Theilung Figur 125., des Getriebes, E«l- 

der Theilung des Rades gleich, und der Zahn 

falle im Berührungspunkte der MittelpunktS- 

linie mit dem Stäbe I zusammen, so wird der vorher- 
gehende Zahn L v den Stab in O berühren. Soll 

nun, damit die Zähne nicht unnöchig groß werden, je
desmal nur ein Zahn einen Stab fortschieben, so kann die 
Lange des Zahns LO um den Theil Od) verkürzt wer
den, weil in dem Augenblicke, wo der Punkt O des Zahns 
L O, mit H.'zusammen fällt, ein nachfolgender Zahn

M den Stab /z. I im Punkte trifft. Man kann daher 
sämmtliche Zähne aus dem Mittelpunkte L mit der Weite 
(^O wie bei 0 0^ abschneiden, und wenn die Breite v lL 

der Zahne gegeben ist, durch die Mitte von LL in II, 
den Halbmesser 6U bis an den Bogen 0 O'verlängern, 
und um einen symmetrischen Zahn zu erhalten, den Bo
gen L O dem Bogen v 0 gleich und ähnlich machen. 
Zu Vermeidung der scharfen Ecken bei O, O gibt man 
dem Zahn eine etwas größere Lange, mittelst einer Wöl
bung, welche die Bogen LO, LO'iu 0. 0'berühret.

Nach Abzug des Spielraums LI' bleibt für die Breite 
der Stäbe, die Wcüe übrig. Damit aber die Ecken

K der Stäbe nicht in die Oberstäche der Zähne ein- 
schneidcn oder stumpf werden, kann man ihren Kopf nach
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einem Halb^-eiie abrunden, wie bei und nur muß 
alsdann auch der Raum zwischen zweien Zäh« 

nen so weit auögetieft werden, daß die Stäbe freies 
Spiel behalten,

Die kleinste Breite, welche ein symmetrischer Zahn er« 
halten kann, zu finden, wenn, Figur 126./ -4V —-4K 

die Theilung des Rades und Getriebes ist, ziehe man vom 
Punkt O, wo der erzeugende Kreis den Stab K O schnei
det, den Halbmesser O L, welcher den Theilkreis dcö 

Rades in H trifft. Nun werde HL — HL genommen, 
so ist L L die kleinste Breite des Zahns, und nur der 
übrige Bogen L -4 kann zur Breite des Stabes ver
wandt werden. Wäre bei unveränderten Halbmessern, 
Figur 126., die Theilung, also kk b die
halbe Breite des Zahns, so wird die andere Hälfte des 
symmetrischen Zahns von ii nach k', also über hinaus 

fallen und dadurch die freie Bewegung des Stabes -4 6 

verhindern. Es kann daher in dergleichen Fällen kein 
symmetrischer Zahn statt finden, und man muß demlel- 
ben, wenn die Theilung nicht kleiner ausfallen kann, etwa 
die Gestalt DOL geben, damit der Stab -4 6 noch die 

erforderliche Breite erhalten kann. Der Bogen VO ist 

alsdann eine durch den Kreis -4 0 6 auf X 2 erzeugte 
Epicykloide und O L eine willkürliche Abrundung.

Die Beschreibung des Bogens der Epicykloide ge
schieht nach H. > 5. des Anhanges, so daß für jeden beson
dern Fall, das Räderwerk leichr eingerichtet werden kann.

§. 258.

Aufgabe. Die kleinste Länge vom Obertheile des 
Zahns eines Stirnrades zu finden, welches die Stäbe 

einer
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eines Kumpfs oder Getriebes bewegen soll, wenn, Figur 
125, der Halbmesser des Rades —a, des Getrie- 
beS^O^r, und der Wiirkel ^4 00 —j3, welcher am 
Mittelpunkt des Getriebes zur Theilung ^4 0 gehört, ge

geben ist.
Auflösung. Man ziehe den Halbmesser 0 6, und 

es sei die kleinste Lange des Zahns O Ii — 1. Im rccht- 
winklichteu Dreieck.460 erhalt man die Seite

-4 O — r sin O-
Ferner ist der Winkel 0-z 0 — ^4 0 6-4-^4 60—90°---jZ 

also oos 0-40 — aus (90°-!- ) — — sin A
Im Dreieck -4 L O ist

0 0' —-4O'-ck--4O°—2.-4O.-4OeusO-4O oder
^a-l-1)' — a' -l- r' sin ß' -l- 2 a r sin j3°

und hieraus erhält man die gesuchte kleinste Länge des 

Zahns oder
I--- — a -l- g/ fa' -4- r (2 a-l-ch sin

§. 259.
Aufgabe. Ein Stirnrad wird vom Getriebe oder 

Aumpf umgetrieben, man soll die Vortheilhafteste Ge
stalt der Zahne und Stäbe angeben.

Auflösung. Macht man die Anordnung nach 

§. 256., so sind die Bedingungen H. 246. erfüllt, allein 
wenn, Figur 125., die Stäbe des Getriebes, die Zähne 

des Rades nach der Richtung 2 X forttreiben, fo wird in 
dem Augenblick, wo der Stab XlO den Zahn LO in O 
berührt, der Zahn -4M in -4 den Stab -41 verlassen, 
und überhaupt die Berührung zwischen Stab und Zahn 

nur vor der Mittelpunktülinie 0 6 geschehen, hinter der
selben nach X, 4V hin, wird hingegen keine Berührung

Erst» Band. V
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vorkommen. Dieses hat nun den Nachtheil, daß die 

Stäbe wie XX, welche vor 6 0 die Zahne fortschieben, 
auf den Zahn 0 R eine Bewegung von 0 nach V gegen 
den Span (der Richtung der Späne oder Fasern des höl

zernen Zahns entgegen) verursachen, wodurch die Rei
bung ansehnlich vermehrt und Zahn und Stab sehr stark 
abgenutzt werden. Um dies zu vermeiden kommt eö dar
auf an, daß die Stäbe die Zähne des Rades nicht eher 
als im Punkt und hinter der MittelpunktSlinie 0 O be

rühren, welches man leicht dadurch erhalten kann, wenn 
man die Anordnung, Figur 125. H. 256., umkehrt und 
nunmehr die Stäbe nach einer Epicykloide, die Zähne 
aber nach geraden Linien bildet, welche verlängert nach 

Taf. vi. Mittelpunkt des Rades gehen. Es sei, Fignr 127., 
Äig. ^0 der Halbmesser des Rades, ^.O der Halbmesser des

Getriebes, 6 0 die MittelpunktSlinie, und das Getriebe 

bewege das Rad von nach X. Auf beiden Theilkreisen 
werde von nach II und von nach X die Theilung der 
Zahne — ^X abgesetzt, und auf^W als Grund- 
kreis, mit dem Erzeugungskreise.4X6, dessen Durch
messer ^6 dem Halbmesser deS Rades gleich ist, die Epi- 
cykloide D v beschrieben, so muß der Halbmesser 6 X 

diese Kurve in I', wo sie den Erzeugungökreis schneidet, 
berühren (§. 17. Anhang). Die halbe Breite vom 
Zahne des Getriebes werde von L nachU und von II nach 

L gesetzt, durch bl der Halbmesser Oll) gezogen und der 
Bogen LO dem Bogen L O gleich und ähnlich gemacht, 

so entsteht der Obertheil des symmetrischen Getriebzahns, 
welcher mit dem Halbmesser O? bei abgerundet und 
daselbst mit einer Wölbung versehen werden kann, weil



Von der Gestalt der Zahne u. Kamme, zzg 
in dem Augenblicke, wo der Geniebzahn L1?. den Nadzahn 

Id im Punktei' berührt, ein anderer Geniebzahn l>ll mit 
dem Radzahn im Berührungspunkte der Miktelpunktö- 
linie zusaiumenfällt. Die Zähne des Rades werden auf 
beiden Seiten nach graben Linien gebildet, welche wie 
Id verlängert in den Mittelpunkt 6 des Rades treffen. 
Den Obertheil der Radzähne, soweit er über den Theil« 
kreis XlL fällt, kann man nach einer flachen Wölbung, 
welche beide Seiten des Zahns berühret, abrunden. 
Damit also, wenn ein Rad durch ein Getriebe 
bewegt werden soll, die Zähne nicht gegen den 
Span arbeiten, so müssen die Getricbzahne nach 

einer Epicykloidc gebildet werden, deren Grund- 
kreis der TheükrclS des Getriebes ist, und deren 
Erzeugungskrcis den Halbmesser des Rades zum 
Durchmesser hat. Die Radzähnc werden nach 
graden Linien gearbeitet, welche im Mittelpunkt 
c des Rades zusammensattcn.

260.
Aufgabe. Die kleinste Länge vom Obertheile des 

Stabes eines Kumpfs oder Getriebes zu finden, welcher 
die Zähne eines Stirnrades bewegen soll, wenn, Figur Taf. vi- 
127., der Halbmesser des Rades Z6 —a, des Genie- 

beö ^6 — r und der Winkel 6? — «, welcher am 

Mittelpunkte des Nabeö zur Theilung d gehört, gcge-. 

ben sind.
Auflösung. Die kleinste Länge deö Stabes sei 

bp — h so ist im Dreieck 6P
6 p" — -V6" -l- ^p' — 2.^6.^p.eo3 6^p.

Aber im rechtwinklichten Dreieck -4 61' ist ^p — a-»iu« 

P 2
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und weil der Winkel 6X?—90°-g-tt ist, so erhält man 

cos 6 X? — — rin «, daher
<-)' x-n ornsin«^ 

und hieraus die kleinste Länge des Stabes
l' — — r -l- sck -l- a ^a -6 2 ist «in c^.

H. 261.

?lnsAabe. Die Kraft zu finden, welche am Theil

kreise eines Rades erfordert wird, mn die Reibrmg zwi
schen den Zähnen zweier Räder zu überwältigen.

Auflösung. Mit Beibehaltung der angenommenen 

vr Bezeichnung sei I' die Kraft, welche, Figur 125., am 
F,g. 125. Tl^M-xjje XX lL des Rades erfordert wird, um der eben 

so großen LastamTheilkreife VXXV des zweitenRadeö das 
(Aeichgewicht zu halten. Die Kraft ? zerlegt sich nach 

, X 6 auf den festen Punkt (l, und nach X 0 in den Nor

maldruck I' auf den Zahn läX, und man findet den Nor
maldruck

x — .   r __ P 
cos____cosOtH cos'/S '

Von diefem Normaldrücke entsteht eine Reibung —

und man muß nach der Richtung 0 I, eine Kraft 

anbringen, um diese Reibung zu überwältigen. Zerlegt 
man diese Kraft nach OlX und OXI' senkrecht auf 0 6, 
so wird die nachOX' von dem festen Punkt 6 aufgehoben. 
Die Kraft nach OM^ ist aber

— . cos 1.0X1' m All, cos X0 6.
co, /Z cos B

Nun ist sin 6 0 6 — sin <90°-!- X o 0 j — cos X o 6 

und im Dreieck 6 0 6 verhalt sich
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06: 66 — sin 0 66 : sin 60 6 oder
0 6 : a -l- r — sin j3 : cos.^0 6, daher 

. __ 0 -t- 6 sin /;eos ^06 — -----oö-----
und man findet die zur Uebn waltigimg der Reibung nach 
der Richtung OM^ erforderliche Kraft

!a r> tAt/Z 
-------608 ^06 — ------------ --------------- . n
co-> /Z O t.

Soll am Theilkreise in N oder eine Kraft k eben die 
Wirkung hervorbringen, so ist das Moment

«,k-- oo.e'^U^-'.r
und man findet hieraus die am Theilkreise zur sleberwäl- 

tigtrng der RcibunI zwischen den Zähnen erfordere 
liche Rrafr,

(1)5— l r

Diese Kraft ist veränderlich, und wachst mit dem 
Winkel ß — 0 6^. Der größte Werth, welchen ß 
erhalten kann, ist der Winkel,' welcher der Theilung am 
zweiten Rade entspricht. Giebt man daher sZ diese Be
deutung, so wird auf keinen Fall die Reibung zu klein in 
Rechnung gebracht.

Uebrigenö wird hier unter dem ersten Rade dasjenige 
verstanden, welches das andere umcrcibt. Für das erste 
Rad ist a, und für das zweite 1 der Halbmesser des Theil

kreises, und O ist der Winkel, welcher am Mittelpunkte 
des zweiten Rades der Theilung entspricht.

Wäre m die Anzahl der Zähne des ersten, und n die 

Anzahl der Zähne des zweiten Rades, so ist ß — 

daher
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(n) 5-^ r

Ferner ist §. 250. fVI) daher

(in) k r-ßl

Will man sich mit einem zureichenden NäherungSanödruck 
begnügen, um die trigonometrische Linie zu vermeiden, so 

kmm man (§. >57. Anhang) izrx — fche".

Run ist -Is°
2

2 v 11 6n
iLIt - ----  — --------? *o o n 4^-2 --- 16

- 4. —11^ 

und hieraus
siv) f — 6^nl'n,-!^> 

— in - i6j
Wird V in der Bedeutung H. 254. genommen, so ist 

die gesammte Kraft, welche am Theillreise zur Erhaltung 

des Gleichgewichts und zur Ueberwaltigung der Reibung 
zwischen den Zahnen erfordert wird, oder

V — I" -l- 5.

Beispiel. Das erste Rad habe 52, das zweite 
6 Zähne, und widerstehe der Bewegung mit einer Kraft 
von loo Pfund, so ist hierzu — 52, n — 6, U — ioo;

260^
also rgr 60° -- r,7Z22Z, daher ist, wenn

angenommen wird, die zur Ueberwaltigung 
der Reibung erforderliche Kraft nach (Hl)

k - '^1!. z.,2° Pfund.

Wird dies Beispiel nach (IV) berechnet, so findet man 
k -- 33, gü.
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§. 262.

Zusatz. Zwischen Zahn und Stock war die Reibung 
§> 255., oder

___  z " irn -l- 2n) 

IN in-— 4,

Wird die Reibung zwischen Zahn und Zahn nach dein vo
rigen H. — k' geseht, so laßt sich leicht einsehn, daß, 
wenn und n in k und k^ gleichen Werth haben, als- 
dann k' größer als k ist, oder unter übrigens gleichen 
Umständen ist die Reibung zwischen Zahn und Zahn grö
ßer, als zwischen Zahn und Stock.

§. 26z.
Bei den bisherigen Untersuchungen hat jederzeit die 

stillschweigende Bedingung statt gefunden, daß wenn die 
Zähne des Radeü und Getriebes einander in der Mitte! 

punktolinie bei, Figur 125. und 127., berühren, auch 
bei den nächst vorhergehenden Zahnen bei O, Figur 125., " 

oder I>, Figur 127., eine Berührung ausführbar sei. . 
Aber 25;). ist der Fall erläutert, in welchem bei einer 

gegebenen Theilung Figur 126., die
zweite Berührung in 0' fällt, weshalb der Zahn die Ge
stalt U'O L erhalten müßte, und daher nicht symmetrisch 

werden kann. Diese unförmlichen Zähne gewähren zwar 
den Vortheil, daß keine Reibung gegen den Span ent
steht , weil aber auch diese unter gewissen Umständen kaum 
ausführbar sind, und besonders in denjenigen Fällen, wo 
symmetrische Zähne von gegebener Breite angeordnet wer

den sollen, ihre Länge sehr oft größer auöfällt, als solches 
die bisherige Anleitung erfordert, so kommt es nicht nur 
darauf an, diejenigen Falle anzugeben, bei welchen eine
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Bewegung gegen den Span entsteht, sondern auch die 
Nachtheile dieser Bewegung so viel wie möglich zu ver
mindern.

Taf. vi. Ee sei daher, Figur 128., der Halbmesser des Rades 

Fig. 1-8 des Getriebes 6, und die Theilung 6 — L 
gegeben, und dabei vorausgesetzt, daß das Getriebe vom 
Rade bewegt werden soll. Mit dem Erzeugungskreise, 
dessen Durchmesser 6 ist, sei auf dem Theilkreifc X2 

des Rades als GrundkreiS, die Epicykloide 6 0 0' be
schrieben, welche dem Halbmesser 6X in O' berührt, so 
wäre 6 0 0' die erforderliche Gestalt des Zahns, wenn 
derselbe den Stab 6.0 in dem Augenblicke verlassen soll, 
wo ein neuer Zahn den Stab l erreicht. Die un

förmliche Gestalt 6 0 0 ist schon deshalb nicht ausführ
bar, weil alsdann den Zahnen des Getriebes die nöthige 
Breite fehlte. Wird aber überdies verlangt, daß die 

Zahne beider Räder symmetrisch seyn sollen, und die 
Breite des Radezahns 6 6 ist gegeben, so ziehe man durch 
L und die Mitte von Nil! die Linie 111), welche die Epi- 
cykloide 6 0 in I) schneidet, so ist 6 0 die eine Hälfte 

vom Obertheile, des symmetrischen Zahns, welcher die an
dere Hälfte 0 6 gleich und ähnlich gemacht wird. Mit 
dem Halbmesser 60 beschreibe man den Bogen O O bis 
an den Erzeugnugskreis ^6, fo ist O der Punkt, wo 
der Kopf des Zahns 61) 6 den zugehörigen Stab bei der 
Bewegung des Rades verlassen muß. (§. 249.) Hat in 
dietem Falle der Punkt 6 des Zahns 6 6 von der Mittel- 

ssg. i-A. Punktslinie ab, den Bogen ^6, Figur 129., durchlau

fen, so wird erfordert, daß in eben dem Augenblicke der 
nachfolgende Zahn 6^ mit dem Scabe ^.1 vor der Mit-
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telpunktslinie 6 6 in Berührung kommt. Damit aber 

alsdann die Bedingungen P 246. erfüllt werden, so müs
sen die Obertheile der Stäbe die Gestalt einer Epicykloide 

erhalten, deren Grundkreis der Umfang VW des Getrie
bes ist, und deren Erzeugungskreis den Halbmesser -4 6 
deö Rades zum Durchmesser hat. (H. 259.)

Dies wird daher allemal der Fall seyn, wenn die Be
rührung der Zähne vor die MittelpunktSlinie fällt.

§. 264.
Aufgabe. Die vorthcilhaftcste Anordnung der 

Zähne anzugcben, wenn ein Getriebe durch ein Stirn

rad bewegt wird, und wenn außerdem die Halbmesser der 
Räder, die Theilung und die Breiten der Zähne gegeben 

sind, auch die erste Berührung der Zähne nicht in der 
MittelpunktSlinie, sondern vor derselben erfolgen soll.

Auflösung. Es sei 6 6, Figur 129., die Mittel-Vl- 

punktslinie. Auf dem Theilkreise XlL als Grundkreis 

beschreibe man in einem willkürlichen Punkte b eine Epi
cykloide bä, deren Erzeugungskreis den Halbmesser -4 6 
des Getriebes zum Durchmesser hat. Die gegebene halbe 
Dicke des Zahns werde von b nach b, und von b nach 6 
gesetzt, durch 6 und b die Linie Ii ck bis an die Epicykloide 
gezogen, so ist b'l die größte Länge vom Obertheile des 
Zahns, dessen Gestalt man erhält, wen» der Togen eck 

dem Bogen b ck gleich und ähnlich gemacht wird. Mit 
dem Halbmesser 6 st beschreibe man den Bogen stO bis 

an den Erzeugungskreis -4 6, ziehe 06, und setze von 
H nach 8 die halbe Breite des Zahns.

Ferner werde aus dem Theilkreise V4V des Getriebes 
die halbe Breite der Stäbe aus einem willkürlichen Punkte
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5von 5 nach I und von I nach § gesetzt, und über diesem 
Theilkreise als Grundkreis aus 5 eine Epicykloide knie 
beschrieben, deren ErzeugungskreiS den Halbmesser 
des Rades zum Durchmesser hat. Durch 01 sei die Linie 
11c bis an die Epicykloide klc gezogen, und der Bogen 
1c§ dem Bogen klc gleich und ähnlich gemacht, soistHc 

die größte Lange, welche der Obertheil des Stabes erhal
ten kann. Um aber die kleinste erforderliche Länge zu fin

den, so nehme man auf dem Theilkreisc des Rades aus 
dem vorhin gefundenen Punkte 0, den Bogen II f) der ge
gebenen Theilung gleich; ziehe den Halbmesser (^0, so 
wird solcher den ErzeugungskreiS im Punkte I' > 
schneiden, welches zugleich derjenige Punkt ist, wo der 
Zahn sldk zuerst mit dem Stäbe in Berührung 
kommt (§. 259 ), so wie O der Punkt ist, wo der Zahn 

den Stab verläßt. Mit dem Halbmesser 01' beschreibe 

man den Bogen ri o rn, so ist 1o die kleinste Lange, welche 
der Obertheil des Stabes erhalten kann. Statt des Bo

gens norn pflegt man aber den Zahn »ach irgend einer 
Krümnung npm dergestalt flach ab zu wölben, daß 

dieser Bogen in m und n mit den Bogen n k und eine 
gemeinschaftliche Tangente hat.

Die Gründe des hier gezeigten Verfahrens folgen aus 

dem vorhergehenden §.
Wollte man den Zähnen am Scheitel bei ä einige 

Breite geben, so müssen alsdann die Stäbe verhaltniß- 

mäßig schmäler werden.
265.

Aufgabe. Die vortheilhasceste Anordnung der 
Zahne anzugeben, wenn ein Stirnrad durch ein Ge-
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triebe bewegt wird, und wenn außerdem noch die Halb
messer der Räder, die Theilung und die Breiten der 
Zähne gegeben sind, auch die erste Berührung der Zähne 

vor der Mittelpunktslinie geschiehet.
Auflösung. Wenn zuvor dieMittelpunktslinie 0 6, vr. 

Figur iZo., gezogen ist, so beschreibe man auf dem Theil- 8'S- In

kreise V>v des Getriebes als Grundkrcis, auö einem will
kürlichen Punkte k die Epicyklowe 5K, deren ErzeugungS- 
kreis den Halbmesser -^6 des Rades zum Durchmesser 
hat. Hierauf werde, wie bei der vorhergehenden Auflö
sung, der Getriebzahn beschrieben, und eben so auf 
dem TheilkreiseX^ des Rades, der Radzahn bäe. Mit 
dem Halbmesser OK schlage man den Bogen k? bis an 

den ErzeugungSkreiS so ist? der Ort, wo der
Stab den Zahn verläßt. Aus I? werde der Halbmesser 

k 6 gezogen, und vom DurchschnittSpunkce II die halbe 
Breite des Stabes von H nach L gesetzt, aus U aber auf 
dem Umfange des Theilkreifes V W, die gegebene Theilung 

von v nach X getragen, so wird der Halbmesser X 6 den 
ErzeugungSkreiS ^6 im Punkte O schneiden, und da
durch den Ort bezeichnen, wo die nachfolgenden Zähne 
sich in Berührung befinden, wenn die vorhergehenden 
Zähne einander in verlassen. Wird daher mit dem 
Halbmesser 0 0 der Bogen n m beschrieben, welcher die 
Linie äb in o schneidet, so ist ob die kleinste Länge vom 
Obertheile der Nadzähne, welche man mit einer flachen 

Wölbung ii p>m versehen kann.
Sollte der vorläufig gezeichnete Zahn l4<A nach Voll

end.mg des Zahns VUO nicht den erforderlichen Abstand 

von LkL haben, so wird solcher als nicht vorhanden an-
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gesehn, weil er nur diente, die Länge IL durch Zeich
nung zu finden. Ohne Zeichnung kann man diese Länge 
auch durch Rechnung nach §. 260. erhalten.

H. 5-66.
Verbindet man ein Rammrad mit einem Getriebe, 

so liegen beide Räder nicht in einerlei Ebene, sobald aber 

der Winkel, unter welchem beide Räder gegen einander 
geneigt sind, gegeben ist, so weiß man auch, daß dieser 

demjenigen gleich ist, unter welchem sich beide Axcn schnei
den (§. 54. Anhang.). ,

Taf.Vtt. Es sei X^L, Figur iZi., der Umfang des Kamm- 
Lig. i;r- rades, LL seine Axe; der Umfang eines Tril-

lingS, und 6L seine Axe, welche die Axe des Kammra- 

deö in X unter dem Winkel LLO — U schneidet, wo
bei vorauögeseßt wird, daß beide Umfänge einander in 

berühren. Aus dem Punkte X, welcher hier der Ax- 
punkc heißt, werde und durch und 6 der Durch

messer gezogen, so ist X — X V. Mit dem
Halbmesser XX werde über XL eine Kugelzoue 

XXLLX beschrieben, deren Parallelkreisc XL und 
X'L' durch die Punkte und V gehen. Der Umfang 

.4. V des Getriebes als Erzeugungökreis, wird alsdann auf 
dem Umfange XL des Rades als Grundkreis, bei der 
Fortwälzung von X nach X eine spharische Epicykloide 
XX' beschreiben (§. Z5,. Anhang). Nimmt man an, 

daß diese Epicykloide XX' bei .4 am Umfange des Rades 
befestigt, und daß im Umfange des Getriebes beiX ein 
fester Punkt X angebracht sei, welcher sich zugleich mit 
dem Getriebe umdreht, dessen Dicke aber noch bei Si te 
gcseßt wird, so muß, wenn sich beide Räder um ihre be-
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festigten Mittelpunkte L, 6 frei umdrehen können, bei 
der Fortbewegung des Rades von 4 nach L, der Punkt 
4 von 4 nach O kommen. Der Umfang des Rades hat 
alsdann den Bogen 4k, und der Umfang des Getriebes 
den Bogen 4 0 durchlaufen, die Epicykloide -4.4/ist nach 

gekommen, und weil für diesen Fall der Bogen 4K 
dem Bogen 40 gleich ist (§. Z2. Anhang), so ist die 
erste Bedingung 246. erfüllt.

Am Umfange des Rades wirke in -4 nach der Richtung 
der Tangente die Kraft I', und am Umfange des Getrie
bes sei nach der Richtung der Tangente in O eine Kraft 

mit k im Gleichgewichte, so wird, wenn -rv nnd^ 

die Wegs bezeichnen, welche die Kräfte k und y in glei
cher Zeit durchlaufen, nach dem eben geführten Beweise, 
vr — vr , also auch nach (H. 69.) k — f) seyn. Es 
ist daher die zweite Bedingung H. 246. erfüllt.

Weil der Theilkreis 4 V des Getriebes die Grund
fläche eines graden Kegels bildet, dessen Scheitel in den 
Axpunkt L fallt, so kann man diesen Kegel mit der 
Grundfläche 4 V parallel durchschneiden, wodurch eine - 
zweite Kreisfläche 4'V, Figur iAZ., entsteht, welche 

ebenfalls auf der Are OL senkrecht ist, und alle Linien, 

wie 44', VV', welche man vom Umfange des Theilkrci- 
fts 4 V nach L zieht, werden ebenfalls durch den Umfang 

des Kreises 4/V' gehen. Sind nun beide Kreise 4V, 
4'V an der Axe ox befestigt, und wirb durch ihre Fort- 

wälzung von 4 nach L, durch den Punkt 4 die Epicy
kloide 4 DU,, und durch den Punkt 4' bis Epicykloide 

4 D ie' beschrieben, so wird letztere ebenfalls in einer Ku- 
geloberflache liegen, deren Mittelpunkt L ist. Auch wird 
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der Punkt vom Bogen eben so fortbewegt werden, 
wie vom Bogen O , und man kann daher, wenn 

die Dicke eines Kamms bezeichnet, diese beide Bo
gen als Grenze der Seitenfläche des Kammes ansehn, 
welcher die Stöcke W des Getriebes bewegt. 
Hieraus folgt, daß wenn ein Rammrad mir einem 
Trillinge verbunden werden soll, so müssen die 
Ramme nach einer sphärischcn Epicykloidc abge.- 
runder werden, welche den Umfang des Ramm- 
rades zum Grundkreise und den Umfang des Teil, 
llngs zum Erzeugungskrcifc hat; auch müssen die 
Seitenflächen dieser Rämmc fo bcfchaf-
fen fcyn,'daß alle grade Linien aus dem Arpunkre 
beider Räder, ganz in dicfe Seitenflächen fallen 
(wie Nick', rk', LL). Die Stöcke (^', vv') 
des Drillings erhalten eine solche Lage, daß sie im 
Axpunkce (L) zusammen treffen.

H. 267.

Aufgabe. Damit ein Drilling durch ein Ramm, 
rad umgetrieben werden kann, soll man aus den Halb
messern dieser Räder, der Theilung und der Neigung beider 
Axen gegen einander, die Kämme und Triebstöcke anorbnen. 

Taf. VIl. Auflösung. Es sei Figur IZ4» und 
1-5 15L 136., der Halbmesser vom Theilrisse des Kammrades, und 

auf dieser Linie habe man den Winkel dem Winkel, 
unter welchem sich die Axen beider Räder schneiden sollen, 
gleich gemacht. Der Halbmesser vom Theilrisse werde von 

nach 6 und von 6 nach V getragen, und senkrecht auf 
die Linie 6 Ick bis an die Axe 6 Ick des Rades gezogen, 

so ist Ick der Äxpunkt beider Räder.
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Es fei ferner 6^, Figur 1Z7., der Halbmesser, und Taf. vn. 

KOV ein Theil vom Umfange des Getriebes, und der 
Bogen eben so groß als die Theilung des Rades. 
Man ziehe die Sehne .4 O, sehe die gegebene oder will
kürlich angenommene Dicke der Tricbswcke von O nach 0, 
ziehe 00' auf ^6 senkrecht, so ist^ck die kleinste Höhe 
eines Kamms, welche Figur 1Z4. tZg. oder 1Z6. aus M. N4. 

nach o getragen, und von o nach L die Linie oL gezogen 

wird. Von nach a trage man die gegebene ober will
kürlich angenommene Dicke der Kämme, und schlage aus 

I<ö die Bogen -LV und an, so ist ^anI4 der Quer
schnitt, und die Stellung eines Kammes gegen den Halb

messer seines Rades, wenn vorausgesetzt wird, daß 
der Schnitt durch die Mitte des Kamms und die Axe des 
Kammradeö geht. Statt der Bogen KKl, an k^nn 
man auch grade Linien bei der Versertigung der Kämme 

wählen.
Auf derjenigen Kngelzone, welche der Bogen 

beschreibt, indem sich die Figur 6 -L VW um die Axe Vb 6 

dreht, werde eine chhärische Epicykloide beschrieben, 
(§. 35> 36. Anhang) deren Erzengnngskreis dem Theil- 
risse des Getriebes gleich ist. Diese Epicykloide sei eL U^L, 
Figur 133., und man setze von L bis I. und von I. bis II 

die halbe Breite eines Kamms und Stocks, mache den 
Bogen III' dem Bogen LI' gleich und ähnlich, nehme 

I5N —Figur 134. 133. oder 136., ziehe durchs, 
Figur 13z., die Linie rum mit IIL parallel, so ist Fig. i;;.
IIinnckL die Vorderansicht des Kamms, von welchem 
wie Figur 12z. die halbe Dicke des Stocks abgeschnitken 

wird. Die Seitenflächen werden alsdann dadurch be-

Taf. 
Fig-

v.
i-;.
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stimmt, daß von allen Punkten im Umfange der Vorderan
sicht grade Linien nach dem Axpunkte L gezogen werden. 

Taf vn. Den Obertheil des Kammes kann man, wie Figur iz8. bei 
M. Lbl so abrunden, daß die Wölbung beide Seitenflächen 

berührt; auch müssen die Kämme nach unten zu soviel 

verlängert werden, daß die Triebstöcke frei spielen kön- 
Fig. nen. Die Linien W, Figur IZ4. IZ5. oder 
r,5. die Lage der Triebstöcke, welche abgekürzte

Kegel bilden, deren fehlende Spihe in den Axpunkt L fällt.

§. 268.
Aufgabe. Die Kraft zu finden, welche am Um

fange des Kammrades erfordert wird, um die Reibung 
zwischen den Räuuueu und den Stöcken des zugehöri- 

gen Getriebes zu überwältigen.
Auflösung Zur Vereinfachung der Rechnung kann 

Fig. izi. man annehmen, daß die kleine Fläche Figur igi., 

welche einen Theil von der Oberfläche einer Kugel bildet, 
in einerlei Ebene mit denr Theilkreise 0 V des Getriebes 
falle, so daß der Bogen 4rL der Liniern in der ebenen 
Figur iZ2. gleich sei. Alsdann ist, Figur 1Z2., der 

Winkel und die Kraft
welche nach wirkt, kann senkrecht auf 8 nach R 
und nach O senkrecht auf die Tangente 14' 0 des Zahns 

zerlegt werden. Diese Kraft verursacht nach der Richtung 
x

o r einen Normaldruck gegen den Stock o — ——.

wovon eine Reibung entsteht, welche einen Wi

derstand nach der Richtung 014' verursacht. Es wird da
her nach 014 eine eben so große Kraft erfordert, und 
wenn man diefe parallel mit nach OM, und 

senkrecht
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senkrecht auf^k nach OiV zerlegt, so wird diese letztere Taf Vir. 
Kraft voni Kaimnrade aufgehoben, die erste nach OiVI 

ist — .cosI^OM. Aber 1,0c,o°—^kZ, 
co, ; /?

also 608 — »in ^j3, daher ist die nach der Rich
tung O ÄI erforderliche Kraft

008 j/v

Oder wenn die zur Überwältigung der Reibung nach der 

Richtung erforderliche Kraft — k gesetzt wird, 

so ist
(I) k —

oder, wenn n die Anzahl der Stöcke des Getriebes ist,

(II) f —

Nach §. 255. ist nahe genug tZr daher

(in) 5 -4-^"

Beispiel. Für n — 8, — x, und I? — lvo
findet man nach (II)

k — 100.0,4142 -- 6,yo Pfund
und nach (III)

I -- -- 6,66 Pfund.
6.00

§. 269.
Mit dem Theilrisse X^t X, Figur 139., eines Kamin- 

rades sei der Theilriß V des zugehörigen Getriebes bei Fig. 1;?. 
in Berührung, so wird die Lage beider Kreise durch den 
Winkel o'xs, welchen die Axen beider Räder bilden, 

bestimmt, und X ist der Axpunkt. Wird der grade Ke

gel ^l(.v auf dem Theilkreise X X so fortgewalzt, daß die 
Spitze desselben in X bleibt, so beschreibt der Umfang der

Erster Band. Z
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Grundfläche 4 V eine Kugelzone X4LXVX'. Der 

Halbmesser 4 0 werde als Durchmesser eines Kreises 
O 04 angenommen, dessen Mittelpunkt 0 ist. Man 

ziehe 0 X' mit OK parallel, so wird X in die Linie 0'0 

fallen, weil die Linien 4 V und 00 j» einerlei Ebene lie. 
gen. Auch ist O'X auf der Fläche 4 0 senkrecht, weil 
ox auf der Fläche 4 V senkrecht ist, und dieserhalb wird 
OX die Axe eines graden Kegels /zoX, dessen Spitze 
X' in 6 6' liegt. Wälzt sich der Kegel 4 0 X von 4 nach 
X, indem seine Spitze im Punkte X bleibt, so wird der 
Punkt 4 eine sphärische Epicykloide 4OIL auf der Ober
fläche XX? x beschreiben, deren Halbmesser4X—6X' 

ist. Der Kreis 4 V werde mit 4 0 zugleich nach L ge
wälzt, so kommt der Punkt 4 des Kreises 4 0 nach L, 

wenn der Punkt V des Kreises 4 V, von V nach X kommt, 
oder wenn der halbe Umfang von 4 V abgewalzt ist. Der 
beschreibende Punkt 4 des Kreises 4 6 hat alsdann auch 
noch innerhalb des Kreises 4 V ehe Hypocykloide beschrie
ben, welche grade ist und in den Durchmesser 4 V fällt 

(h. 27. Anhang.).
Man sehe nun voraus, daß die Theilrisse XL und 

4 V sich frei um ihre unverrückbare Mittelpunkte 6 und 
o drehen können, und baß mit dem Umfange XL des 
Rades die Epicykloide 4I), und mit dem Getriebe 4 V 
die Hypocykloide oder der Halbmesser 0 4 so verbunden 
werde, baß der Bogen 4O den Halbmesser 04 fortschie- 
ben kann. Ist der Bogen 4 O in vX angelangt, so wird 

der Halbmesser 04 nach 04/ kommen, der Bogen 44 
ist — 4V, und im gemeinschaftlichen Punkte O wird der 
Bogen LX vom Halbmesser 04/ berührt. Es läßt 
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sich daher auch hier eben so n ie Z. 266. beweisen, daß 

durch diese Anordnung die Bedingungen H. 246. erfüllt 
werden.

Mit der Grundstöcke des Kegels sei der 
Querschnitt a v, Figur 140., parallel, und der Halbmesser xaf.vm.

desselben werde zum Dii'chmesser eines Kreises ange- ^ig- 
nominen, welcher in die Kreisfläche av fallt. Aus dem Mit
telpunkte der Kreisfläche »A ziehe man » ir mit 6L 
parallel, so ist Ab die Ape des senkrechten Kegels a A b. 
Der Kreis mit welchem av an der gemeinschaftli
chen Are 6K verbunden ist, wälze sich von nach L, 
der Punkt des Kreises 6 beschreibe die sphärische Epi- 
cykloide -VOL, während der Kreis aA die sphärische Epi- 
cykloide aäo beschreibt, welche in die Kugeloberfläche 
sex' x L U fällt, deren Halbmesser bx ist, fo wird jede 
Linie wie oder IDix, welche durch einen Punkt 
oder O der äußersten Epicykloide nach dem Appunkce K 
gezogen wird, die innere Epicykloide in dem Punkte a 
oder 6 schneiden. So wie der Bogen O den Halbmes
ser 6^ fortlreibt, eben so.wird ack den Halbmesser A» 

fortbewegen, und wenn man daher beide Epicvkloiden 
durch eine Fläche ^Oäa verbindet, welche die Seiten

fläche der Kamine vorstellt, und durch die Punkte aA 6 

die feste Ebene ^nAO legt, welche die Seitenfläche der 
Zähne des Getriebes vorstellt, so wird die Bewegung eben 
so erfolgen, als wenn der einzige Bogen den Halb

messer 6 g fortgeschoben hätte.
Die vortheilhafte EmrichrunI der Aämme eines 

)Fades und der Zähne eines Getriebes erfordert 
daher, daß zur Dcflunmuntz der Seitenfläche der

-Z- -
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Aämme, auf ihrer Vorderseite eine sphärishe Epi- 
cMoide beschrieben werde, welche zum Gründ.' 
kreise den Umfang des Aammradcs, und als 
Durchmesser des Erzeugungskreises, den Halbmes
ser des Getriebes erhält. Von dieser Jan^e wer
den grade Linien nach dein Axpunkte L gezogen, 
so ist dadurch die Seitenfläche des Namms bc- 
semnnt. Die Zähne des Getriebes erhalten zur 
Seitenfläche Ebenen, welche durch die Axe des 
Getriebes gehen.

§. 270.
Aufgabe. Ein Getriebe mit Zähnen soll durch 

ein Nammrad umgctriebeu werden; man sucht die An
ordnung und Gestalt der Kämme und Zähne, wenn die 
Haibmesser der Räder, ihre Theilung und die Neigung 

beider Aren gegen einander gegeben sind.
Taf.VIII. Auflösung. Es sei ^6, Figur 141. 142. oder 
F-g 141. i4I-, der Halbmesser des Kammradeö, der Durch- 

Messer des Getriebes, und der Winkel dem gege
benen Winkel gleich, unter welchem sich die Axen der Rä

der schneiden sollen. Aus der Mitte von V werde 6 X 
auf v senkrecht, bis an die Axe LL des Kammradeö, 
und von K die Linien I<^, K.V gezogen. Von nach 
3 werde die Dicke des Kamms gesetzt, und durch a die 
Linie a v mit parallel gezogen. Man halbire 6 in 

6' und in ziehe die Linien 6 L, §lc mit 6K 
parallel, schlage aus mit dem Halbmesser den 
Bogen -^6, und aus K mit dem Halbmesser alc den Bo
gen ->g, so muß der Durchschnitt des Kamms in die 

Flächet.6Aa fallen.
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Wt dem Halbmesser 6^ des Getriebes beschreibe 

man den Kreisbogen Figur 144., und nehme zu-raf.Vlii. 
gleich diesen Halbmesser als Durchmesser des Kreises L'ö-

OO an. Von nach werde die Theilung des Ra
des getragen, die Linie 6^ gezogen, und wo diese den 
Umfang des kleinen Kreises in O schneidet, ziehe man 
O o auf ^.6 senkrecht, so ist die kleinste Höhe des 
Kamms, welche man, Figur 141. 142. oder 14z-, auf M,4-. 

von bis o trägt, und wenn alsdann durch o und

die Linie KKl gezogen wird, so ist derjenige 
Querschnitt des Kamms, welcher erweitert in die Are des 

Kammradcö fallt. Eben so ist a die kleinste Seiten
fläche des Zahns am Getriebe.

Auf derjenigen Kugelzone, welche entsteht, wenn sich 
der Bogen 6 um die Axe L L dreht, wozu der Ku
gelhalbmesser gehört, ^schreibe man eine sphärische 
Epicykloide (H. zg. Anhang), deren Erzeugungökreis den 
Halbmesser O des Getriebes zum Durchmesser hat, und 

verfahre wie H. 267., so erhält man die Gestalt dcsKammeS 
Um , Figur 140. Die Gestalt der Zähne des Ge- F'v- "o. 
triebes ist auf beiden Seitenflächen eben, man kann aber 
den Obertheil der Zähne abrunden, wie Figur 145. 8'S-

Die Gründe der gegebenen Auflösung smd inr vorher

gehenden §. auseinander gefeßt.

271.

Aufgabe. Die Kraft zu finden, welche am Um
fange des KammradeS erfordert wird, um der )^cibunF 

zwischen den Kämmen und den Zähnen des Getriebes 
das Gleichgewicht zu halten.
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xaf.vm
Fiz. i4r.

?lrrstösirnts. Auf eine ähnliche Art wie §. 268. sei, 

Figur i44 , die Ebene, in welcher sich der Kamm L0 
uno der Zahn .4'0 befindet. Die Kraft U am Umfange 
des Kammrades wirke nach der Richtung .4?, so verur
sacht solche mittelst des Kammes auf den Zahn bei O, 

nach der Richtung ^VO, den Normaldruck —,

oder weil 6 O — ,3, so ist dieser Druck — ,
cos A 

und die davon entstehende Reibung, welche nach der Rieh- 

tuug o 6 die Bewegung aufhalt, — - —. Zur Ueber- 

wältigung dieser Reibung werde nach der mit paralle- 
len Richtung O All eine Kraft 5 erfordert, so ist 

f cos O iVI, oder es ist, weil

— 90° —j3, also cos^'OlN --7 siri sZ, 

die zur Ueberwälcigung der Reibung zwischen Kamm und 
Zahn erforderliche Kraft

(1) f — ? tAt j3 
oder wenn das Getriebe n Zähne hat

(II) 5-^I't-t^.

Nach §. 161. ist ferner tgt Eh

(III) k

Beispiel. Für n — 8, — 5 und k — 100 ist
nach (II)

k — . 100, i --- 16,67
oder nach (iil)
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272.

Mit einem Rade Figur 146., welä^eö um sei- Taf. IX. 

neu festen Mittelpunkt O frei herumbcwrgt werden kann, 

ist eine czradc Stande XL so verbunden, daß solche sich 
frei nach der Richtung XL beweget, und zugleich als 
Tangente das Rad in berührt. Im Berührungspunkte 

.4 beschreibe man auf der Stauge eine Cykloide (§. 4. 
Anhang) deren Erzeugungskreis dem Umfange >LV 

des Rades gleich ist, und setze voraus, daß solche bei 
an die Stange befestiget werde. Ferner sei im Rade V 
ein fester Punkt bei welcher vom Bogen fortge
schoben werden kann, so wird bei der Fortbewegung der 
Stange, wenn der Bogen nach L lü' kommt, der 
Punktin O anlangen. Alsdann ist aber nach den Ei-' 
genschasten der Cykloide, die Weite dem Bogen 

gleich; giebt man daher den Zahnen einer graben Stange 
die Rundung einer Cykloide, so werden die Bedingungen 
§.!246. erfüllt, welches sich eben so wie H. 266. bewei

sen laßt.
Sollen die Stöcke eine gegebene Dicke erhalten, so 

wird eben so wie H. 247-, Figur 12z., verfahren, in- v- 

dem man zur Bestimmung der Rundung des Zahns, eine 
mit der Cykloide parallele Kurve beschreibt, welche in 
allen Theilen von der Cykloide um die halbe Dicke des 
Stocks normal absteht.

Die grade Stange, welche mit Zähnen oder Käm

men versehen wird, heißt der )Z»animbattm, und 
diejenige grade Linie, welche den Theilkreis oder Um
fang des Getriebes berührt, der Therlriß des Kanun» 
baumeö.
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§- 27z.

Aufgabe. Eine grade gezahnte Stange oder ein 

Kammbaum soll einen Tr.lling bewegen; inan sucht die 
angemessene Gestalt der ^ähne und Stöcke.

T-f. ix. Auflösung. Es sei -Z.0 V, Figur 147., der Theil- 
Fig. >47. kreis hxg TrillingS, X2 der Theilriß des Kaminbaums, 

und der Berührungspunkt. Ueber X 2 beschreibe man 
aus /c die Cvkloide §. 4. Anhang), indem der 
Theilkreis OV als Erzeugungskreis angenommen wird. 
Mit parallel beschreibe man die Kurve OL, so daß 
alle Normalabstände zwischen beiden Kurven der halben 
Dicke der Tnebstöcke gleich werden. Ferner werde der 
Bogen -Z O der gegebenen Theilung des Rades gleich ge

macht, die Linie O gezogen; auf von O nach o die 
halbe Dicke des Stocks gesetzt, und aus o mir 2X par
allel die Linie o k bis an den Bogen IDH gezogen, so ist 

durch den gefundenen Punkt L die kleinste Höhe des 
Zahns bestimmt. Wirb nun die gegebene Breite des 
Zahns von O bis k? getragen, so läßr sich daraus die Ge
stalt des Zahns auf eine ähnliche Art wie § 249. bestim
men. Die Stöcke werden durchgängig cyundnsch und 

Mit der Axe des Tnllings parallel angeorbnet.

S. 274.
Zur Bestimmung der Kraft, welche zur Ueberwälti- 

gung der Reibung zwischen den Kämmen und Stöcken 

erfordert wird, kann man auf eine ähnliche Art wie 
§. 268. verfahren. Man findet alsdann mit Beibe

haltung der dortigen Bezeichnung, die längs des Kamm
baumes zur Erhaltung des Gleichgewichts mit der Rei
bung erforderliche Kraft
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(i) k — t§r — //.r ,

oder auch

(H) 5

§. 275.
Aufgabe. Eine grade gezahnte Stange soll ein 

mit Zähnen versehenes Getriebe umtreiben; man sucht 

die erforderliche Gestalt der Zähne.
Auflösung. Es sei 4 der Berührungspunkt vom 

Theilrisse des Rades 4 V, Figur 148., und von der ge- Taf- n 
zahnten Stange XX. Ueber XX beschreibe man eine ^'"8' 

Cykloide 4 4/, deren Erzengungskreis 406 den Halb

messer 4 6 des Rades zum Durchmesser hat. Der Bo
gen 4 .4" sei der Theilung des Rades gleich; man ziehe 
-4 6, und wo diese Linie den Umfang des ErzeugungS- 
kreises in O schneidet, ziehe man O O bis an die Cykloide 
44' mit X X parallel, so wird durch ID die kleinste Höhe 

vom Obertheile des Zahns an der Stange bestimmt. Die 

grade Linie 4 0 ist die kleinste Länge von der Seiten
fläche des RadzahnS, und wenn man auf eine ähnliche 
Art wie H. 257. verfährt, fo erhält man die übrige 

Anordnung.
Die Gründe dieses Verfahrens beruhen auf §. 272. 

und 256.

H. 276.
Die am Kammbaume erforderliche Kraft zur Ueber- 

wältiqung der Leibung zwischen den Kämmen und den 
Zähnen des Getriebes findet man auf eine ähnliche Art 
wie H. 271.
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5 — tgt

oder auch

->» — iü '

§. 277.
Aufgabe. Ein Getriebe mit Zähnen soll einen 

grade» Aammbaum umtreiben, man sucht die erforder
liche Gestalt der Zähne für das Rad und den Baum.

Auflösung. Wollte man die Anordnung §. 275, 
Taf. Figur 148., beibehalten, fo würde an den Zahnen der 
Fig- 14s. Stange eine Reibung gegen den Span (§. 249.) ent

stehen. Diese zu vermeiden wähle man folgende Ein
richtung.

Fig 149. Im Berührungspunkte , Figur 149., wo der Um
fang V des Getriebes mit dem Theilrisse X X desKamm- 
baumeS zufammenfällt, beschreibe man eine Kreiöevol- 

vente (§. 4z. Anhang), indem auf dem Umfange v^V 
eine seme Schnur in v befestigt und bis angespannt, 
nachher aber mittelst Abwickelung der angespannten 
Schnur und eines am Ende befestigten Stifts die Evol

vente oder Abwickelungölinie.4.4/ beschrieben wird. Auf 
X X trage man von nach 0 die Theilung der Zähne, 
und fchlage aus 6 mit der Weite 6 O den Bogen OI) 
bis an die Evolvente in O, fo wird durch den Punkt 
O die kleinste Höhe vom Obertheile der Zahne des Rades 

bestimmt. Verlängert man den Halbmesser 6.4 des Ge
triebes bis L, so ist die grade Linie die Seitenfläche 
des Zahns an der Stange, und zugleich die kleinste Lange 
desselben. Aus der gegebenen Breite der Zähne des 
Getriebes laßt sich nun leicht auf eine ähnliche Art wie 
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§. 275. ihre GestaN bestimme». Dasselbe gilt von den 
Zähnen der Stange.

Die Gründe dieses Verfahrens lassen sich aus dem 
Vorhergehenden und theils daher entnehmen, daß bei der 
Drehung des Rades, wenn der Punkt nach M kommt, 

der Punkt des Kammbaumes von in O anlangt. 
Nach den Eigenschaften der Kreisevolvente ist aber O 

dem Bogen L IVI gleich, daher haben die Zahne die erfor
derliche Eintheilung erhalten.

Auch läßt sich übersehen, daß jederzeit die Berührung 
zwischen Kamm und Zahn in der Linie XL gesche
hen müsse.

§. 278.
Die Reibung zwischen Kamm und Zahn bleibt gleich 

groß, der Kamm mag den Zahn oder der Zahn den Kamm 
fortbewegen, wie man sich leicht überzeugen kann. Es ist 
daher wie H. 276.

H. 279.
Eine Stange VV/, Figur 150., sei so angeordnet, r«f-ix. 

daß sie vertikal aufwärts gehoben werden kann, und als- »so
dann durch ihr eigenes Gewicht wieder frei herunter fällt, 

um andere Körper zu zerstoßen, so wird VW ein 
Stampfer genannt. Zur Bewegung des Stampfers 

kann man an demselben einen Hebczapfen anbringen, 

welcher durch die Umdrehung einer Welle L 6 mittelst des 
Hebedaumeu L/. O bis zu einer gewissen Höhe ge

hoben wird, wo der Daumen den Zapfen verläßt, und 
der Stampfer zwischen seinen Scheidelatten frei herun- 
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ler fällt. Während der Zeit, in welcher der Stampfer 

fällt, und weil man denselben, wenn er seinen niedrigsten 
Stand erreicht hat, nicht augenblicklich wieder aufhebt, 
mußte die Kraft am Umfange der Welle vergeblich wir
ken , wenn nicht mit der Daumenwclle noch mehrere oder 

wenigstens noch ein Stampfer verbunden wäre, damit in 
dem Augenblicke, wenn ein Danmcn den Zapfen verläßt, 
ein anderer Daumen den Zapfen eines andern Stampfers 
ergreift und so aufhebt, daß unter allen Umständen die er
forderliche Kraft gleich groß bleibt.

Es läßt sich leicht einsehn, daß sich anf eine ähnliche 
Art wie 277. mittelst der Kreisevolvente (Anhang 
H. 42.) diese Anordnung bewirken laßt. Denn es sei 

ein wagerechter Hebezapfen in seinem niedrigsten 
Stande, und in der Verlängerung von liege der 
Halbmesser 6 des Theilkreises der Daumenwelle. Anf 

diesem Theilkreise als Evolute werde die Evolvente^!) 
beschrieben, und nach ihr der Daumen gestaltet, so wird 
zur Fortbewegung des Zapfens in allen Lagen des Dau
men nur einerlei Kraft am Umfange der Welle erfordert. 
Wäre Ler Punkt deö Theilrisseö nach ÜVl, und der 

Punkt des Zapfens nach II gekommen, so ist (§.42. 
Anhang) der Bogen — ^.II, also wie H. 266. die 
Kraft zum Erheben der Daumen in allen Lagen desselben 
einerlei. Von der Wahrheit dieses Sahes kann man sich 
auch durch folgende Betrachtung überzeugen. Zur Um
drehung der Daumenwelle wirke am Umfange des Theil
kreises in I-, die Kraft I? nach der Richtung der Tangente 

^4, so ist der von k in 41 entstehende Druck 4 senk

recht auf 4. II oder
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Die Linie ^11 ist eine Normale der Evolvente in II 

(§. 44. Anhang); der Daumen wird daher von der Linie 
IIH in II berührt, und wenn man die Kraft r auf die 
Verlängerung von nach Hf) und nach dem Mittel
punkte 6 zerlegt, so wird die Kraft nach IIY, welche 
hier (^ heißen soll, ganz auf die Erhebung des Zapfens 
verwandt, wogegen die Kraft nach HO vou dem festen 
Mittelpunkte der Welle aufgehoben wird. Man zeichne 
Las Parallelogramm der Kräfte so verhält sich

k' : L
und weil die Dreiecke II f)?'und ^611 einander ähnlich 

sind, so ist auch
Iir' : 11(4 — ^6 : 614, also 

k : y on, daher

611 oil
Es war aber 

__  61. 
t — vü - daher ist auch 

r — O, 
wie erfordert wird.

H. 280.

Aufgabe. Die größte Höhe, auf welcher die 
Stampfer gehoben werden sollen, oder die ErhebungS- 
höhe ist gegeben, man sucht die Anordnung der Daumen, 

damit von zwei Stampfern jederzeit einer gehoben wird.
Auflösung. Die Erhebungshöhe ä l-I, Figur 150.,^ 

sei — Ii, der Halbmesser des Theilkreises 6 — u, 

und die Anzahl der Daumen für beide Stampfer — n, 
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so ist der obgewickelte Bo'-en — K, also n . 
oder der Umgang des Theilkreises 2?ra — nN, oder des
sen Halbmesser

0) » — 7^ 0,15915 n k

wo man für n eine grade Zahl annehmen muß, und mit» 
telst der gegebenen Höhe N alsdann den Halbmesser a sin- 
den kann. Sollte aber von drei Stampfern stets nur 
einer gehoben werden, so müßten eine durch z theilbare 

Zahl seyn.

Man ziehe eine wagerechte Linie 6 v unbestimmt lang, 

beschreibe aus 6 mit dem gefundenen Halbmesser a den 
Theilkreis trage aus senkrecht auf 1)6 die
Höhe II — k, befestige in am Umfange des Theil- 
kreises einen dünnen Faden, dessen Lange — ist, 
lege denselben um den Theilkreis, und beschreibe mit dem 

Endpunkte II des Fadens die Kreiöevolvcme lVI N. Es 
versteht sich von selbst, baß man zur Beschreibung der 
Evolvente MII eine gut abgedrehte kreisrunde Scheibe 
haben muß, deren Halbmesser ^.0 — a ist. Den 
Halbmesser der Welle 6 L nehme man willkürlich aber klei
ner als an, und beschreibe aus 6 den Umfang dcö 
Wellbaumes r.kL. Auf ^11 nehme man IIK willkür
lich, hier etwa ^KI, ziehe OK, welche den Umfang des 
Wellbaumeö in K schneidet, trage von I' nach k die Breite 
des Daumen am Umfange des Wellbaums, und verbinde 
die Punkte M, k durch einen willkürlichen Bogen IVIs, 
welcher bei ILI uiit All! eine gemeinschaftliche Tangente 
hat, so ist KfMIIKK die Lehre (Chablone) für die 
Daumen, und wenn man die Weite 6II von O nach cl 
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tragt, so ist-^ä die kleinste Lange des Hcbezapscn, wel
cher nost) um einen kleinen Theil äv verlängert wird.
Der tiefste Stand der Hebezapfen wird alsdann durch 8 

und der höchste durch IIII angezeigt.
So wie diese Anordnung für zwei Stampfer gemacht 

ist, kann solche auch auf drei und mehrere, von welchen 
stets nur einer gehoben wird, angewandt werden. Auch 
kann man die Einrichtung machen, daß mehrere Stam
pfer zugleich von der Daumcnwelle gehoben werden, weil 
Hiebei dieselbe Versahrungöart beobachtet wird; nur müf- 

len alsdann nicht alle Daumen zugleich ihre Zapfen ver
lassen, sondern es muß solches in gleichen Zwischenräu- 

Men geschehen.
Sobald aus der Crhebungshöhe Ir der Halbmcs. 

ser a des TheilkreiscS gefunden ist, läßt sich hieraus 

die Länge der Hebedaumcn berechnen. Man rccbne 
diese Länge vom Mittelpunkte der Welle bis zum äu
ßersten Ende des Daumen, indem man solche — I 
seht, so ist, Figur 150., 611 1, daher wegen des Taf. ?x.

rechtwinklichten Dreiecks 6 11 die Länge des Hebe.- 
bäumen

(II) I— k g/( 1 -l- 0,02^287
H. 281.

Zusatz. Die hier beschriebene Anordnung hat für die 
Ausübung den Nachtheil, daß der einzige Punkt, Fj.

<M 150., des Hebezapscus, auf der Fläche des Dau- 
uren abgleitet, und daß sich der Zapfen bei ^ endlich fo 
stark abnuht, daß anstatt des Punktes eine Fläche ent
steht, wodurch die gleichförmige Wirkung der Daumen 

verloren geht. Um diesen Nachtheil zu vermeiden, kann
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man am äußersten Ende der Hebezapfen in kleine me» 
rallene Rollen anbringen, welche sich um eiserne Bolzen 
drehen. In diesem Falle bleibt die ganze Anordnung wie 

Taf ix. im vorigen ö., so daß MH, Fwur 151., die 
§!L. isi. Evolventen für die Evolute sind. Werden nun in 

und H die Mittelpunkte von den Rollen der Hebezapfen 
angebracht, und man beschreibt mit dem Halbmesser HK 
lder Rolle lauter Kreisbogen, deren Mittelpunkte in die 

Evolvente UM fallen, fo kann man durch die äußersten 
Punkte n, n, n ... eine Parallele bnm mit der Evol

vente UNM ziehen, wodurch die Gestalt des Daumen 
kinkkli erhalten wird.

Es läßt sich einsehn, daß bei dieser Einrichtung die 
Erhebung der Zapfen eben so wie im vorigen § erfolgen 
muß, nur wird noch der Umstand eintreten, daß der 
Zapfen in seiner höchsten Stellung nicht sogleich vom 
Daumen verlassen wird, sondern noch einer geringen Zeit 
bedarf, bis er herunterfallt.

282.
Aufgabe. Die Kraft zu bestimmen, welche am 

Theilkreise der Daumenwelle erfordert wird, um einen 

Stampfer zu erheb?», und die Reibung an den Scheide
latten und dem Daumen zu überwaltigen.

Auflösung. Der vertikale Stampfer OL, Fi- 

Fig. i/r. gur 152., fei zwischen den Scheidelatten M, M' und 
lV^ beweglich. Man sehe die Länge des Hebezapfens

II bis zur Mitte des Stampfers gerechnet, — 
die Entfernung der Scheidelatten MIV — c, und für ir
gend eine Lage deö Stampfers den Abstand — e. 
Das Gewicht deö Stampfers sei , welches im Schwer

punkte
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Punkte desselben nach vertikaler Richtung VL abwärts 
wirkt, auch sei in II nach vertikaler Richtung aufwärts 
eine Kraft angebracht, welche mit H im Gleichgewichte 

ist, so entsteht gegen die Scheidelatte lVI nach der Rich

tung IVIch ein horizontaler Druck ch — (§- 68.),
und eben so groß ist der horizontale Druck ch gegen die 

Scheidelatte lch nach der Richtung lchchc Wegen der 

Last lind der gesummten Reibung an den Scheidelatten 
widerstehe das Ende Ick des Hcbezapfeus nach vertikaler 
Richtung II mit einer Kraft V , so entsteht davon bei 
II eine Reibung — der Daumen strebt daher, den 

Zapfen kckl nach der horizontalen Richtung IIK. mit der 
Gewalt fortzuziehcn, wodurch gegen die Scheide
latte nach der Richtung l>l'ch ein Horizontaldruck 

ch — gegen die Scheidelatte lch nach der

Richtung ein Horizontaldruck ch — —— 

(§. 40.) entsteht. An den obern Scheidelatten wird 

daher der Stampfer gegen läl mit der Kraft ch, und ge
gen mk mit der Kraft g gepreßt. Ist nun ch größer als 

ch, so ist der Druck gegen Ack—ch—ch — —

so lange daher > zeeV ist, bleibt der Druck gegen 

IVI — ch — ch, und die davon an den obern Scheide
latten entstehende Reibung — zchch — ch). Wäre aber 
1 p > so ist diese Reibung — (ch — ch). Wird 

eine oder die andere Voraussetzung bei der weitem Aus- 
sührung der Rechnung angenommen, so müssen auch da

nach die Resultate verschieden anssallen, > welches sehr 
wohl zu merke» ist. Setzt man, wie es gemeiniglich der

Erster Band. A a
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Fall ist, i>' > g, also dtz > so ist die Reibung 
an den obern Scheidelatten — ze sp' — und an 
den untern bei K' — jp" -g- c/j, also die gesammte 
Reibung an den Scheidelatten

/ ' . " , , v —re /V—1-l-ljj- -i-------

Diese Reibung sowohl als die Last verursachen ain He- 
bezapfen den Widerstand v^, welcher dem Daumen nach 
der Richtung 1^ widersteht, es ist daher
V' — (^) -l- ze -l- /^^')> und hieraus

V' <Z.
e — l — 2«)

Zur Ueberwältigung dieses Widerstandes V' und der Rei
bung ze V zwischen Daumen und Zapfen werde nach der 
Richtung eine Kraft V erfordert, welche der Kraft 
V grade entgegen wirkt, so bleibt noch die Kraft V — 
nach der Richtung IIübrig, um die Reibung zrV, 

welche nach der Richtung II k' widersteht, zu überwältigen. 
Man zerlege die Kraft V — V' nach der Richtung H L 

und nach I^I in der Verlängerung des Halbmessers 6H, 
so wird letztere Kraft durch den Mittelpunkt der Dau
menwelle aufgehoben, die Kraft nach ist aber, wenn 

v — v
lld parallel mit HI gezogen wird, — — , oder

wenn man ^611 — st setzt, so ist auch Illd — st, 
daher die Kraft, welche nach der Richtung Hki. wirkt, 

— , und weil diese der Reibung nach entge

gengesetzter Richtung lbl k das Gleichgewicht halten muß, 

so ist , -
X—oder V — < l tgt st) V'.
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Wird nun statt V der vorhin gefundene Werth gesetzt, 

so erhalt man die Kraft, welche zur Ueberwältigung der 
Last t) und der Reibungen an den Sch-ldelatten und dem 
Daumen erfordert wird, oder

s - j I — j c -j- 2e

und wenn k die Kraft bezeichnet, welche nach der Rich
tung ^Ii angebracht, lediglich den Reibungen an den 
Scheidelatten und am Daumen das Gleichgewicht halt, 

so ist V — k -p- , also 5 — V — y, man findet
daher die zur Überwältigung der Reibungen erforder

liche Kraft
lc —

t j « -j- 2 e

Da nun 6 und O veränderliche Größen sind, welche 
von der Lage der Stampfer abhängen, so ist auch die Kraft 
s veränderlich. Um die Kraft 5 lediglich von der Veran- 
derlichkeit des Winkels ^OII — abhängig zu ma
chen, ziehe man 6^ horizontal, und sehe den vertikalen 
Abstand der untern Scheidelatte von der Horizontale 

durch den Mittelpunkt 6 der Welle oder — lc, so 
ist, wenn der Halbmesser ez.6 — a ist

^11 — a tAtß, also 6 — Ic -l- g tAt jZ. 
Diesen Werth statt a in die obige Gleichung gesetzt, giebt

Lk -t-lo —-s- !e—» —2^I)l Igt/Z
OH) l — - 2

Will man statt >2 den größten Winkel in Rechnung 
bringen, bei welchem der Daumen den Zapfen verläßt, 
und man setzt, daß die größte Hohe, auf welche der 
Zapfen gehoben wird oder — ir ist, so erhält man

Aa 2
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3 Ißt O , oder wenn statt tgt in Rechnung 

gebracht wird, fo ist
__ srb-1-^-ltc —Lj 8- se —» —2^d>Ii 

> I j ac — 2 a < L. -j- Uj 'O

Die vorstehenden vier Ausdrücke gelten aber nur un
ter der Voraussetzung, daß bs) > zrc-V ist, oder wenn 
für V' und e die gefundenen Werthe gefetzt werden, fo 

muß b 0 > -------- ——-7------------- feyn, dies giebt' o—je — 2k — 2atLt/Zj 1/ «2

welches die Bedingung ist, unter der die vorstehenden 
Ausdrücke anwendbar sind.

§. 28z.
Zusatz. Wäre mit Beibehaltung der vorstehenden 

Bezeichnung <s > p, fo ist der Druck bei den obern 
Scheidelatten y also die gcfammte Reibung an 

den Scheidelatten
— v -k- x" -l- <i') — V, alfo

V — -i- daher V .

Da nun V — si -z- so erhält man die

zur Ueberwaltigung der Last und der Reibungen erfor
derliche Kraft

(I) V — o.

Hiebei ist die Vorausfetzung <s > oder > --- 

oder > b. Nun ist e — K -l- a tAt , da

her erhält man für die Falle, wo der vorstehende Ausdruck 

anwendbar ist
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Weil ferner 5 — V — (^, so erhält man die znr 

Ueberwöltigirng der Reibung erforderliche Kraft

(w k - Y-
Aus der Vergleichung des hier für V gefundenen 

Werths mit dem im vorigen §. ergiebt sich, daß hier V 

also auch die Reibung kleiner wird. Es muß daher bei 
der Anordnung der Stampfer dahin gesehen werden, daß

Ißt ß >

werde, d. h. man muß die Länge d des Hebezapfens mög
lichst klein, den Halbmesser vom Theilkreise möglichst 
groß, und eben so den Abstand der untern Scheidelatten 
von derjenigen Horizontallinie, welche durch den Mittel
punkt der Daumenwelle geht, möglichst nach unten zu 
vergrößern.

§. 284.
Die Bedingungen, unter welchen die §. 280. gege

bene Anordnung der Daumen anwendbar ist, bestehen 

vorzüglich darin, daß die Erhebungehöhe li genau in den 
Umfang 2 na des Theilkreises aufgche, und daß, wenn 
eine von den Größen a, l>, 1 gegeben ist (wo 1 die Dau
menlange vom Mittelpunkte der Welle bezeichnet), die 
beiden übrigen daraus bestimmt werden müssen. Ge

wöhnlich ist Ii gegeben, alsdann darf weder a noch k will
kürlich angenommen werden, weil beide Abmessungen 
durch die Natur der Kreiöevolveme mittelst d und der An

zahl n der Daumen bestimmt sind. Wenn sich hingegen 
der Fall ereignet, daß zwei von den Größen a, k>, I ge
geben sind, so kann man zwar leicht durch Zeichnung eines 
rechtwinklichten Dreiecks oder durch Rechnung (§.280. Ilj
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die dritte Größe finden, allein dann hängt es vom Zufälle 
ab, ob U in 2 na genau aufgeht, welches doch erfordert 
wird, weil, Figur 150., der abgewickelte Bogen M 

ü.g-150 Erhebungühöhe II gleich seyn muß.

Man nenne den Bogen des Theilkreiseö, wel
cher durch den Punkts geht, wahrend ein Daumen den 
Hebezapfen auk die Höhe hebt, die Theilung der 
Daumen. Wäre diese größer oder kleiner als die Höhe 

II, so läßt sich auch die Kreisevolvente zur Bestimmung 
der Gestalt der Daumen nicht anwenden, und man muß 
für die Daumen eine andere Kurve aufsuchen, welche die 
Eigenschaft hat, daß wenn man die Theilung der Dau
men in eben so viel gleiche Theile wie die Erhebungöhöhe 
eintheilt, alsdann in gleichen Zeiten gleich viel Theile der 
Theilung und der Erhebungöhöhe durchlaufen werden, 
weil nur unter dieser Bedingung in jeder Lage der 

Zapfen gleiche Kraft am Umfange des Theilrisses er
fordert wird.

§. 285,
Aufgabe. Zum vertikalen Erheben einer Last 

Taf.x (eines Hebezapfcnö) ist die Erhebungöhöhe ^5, Figur 
Fig. 15;. i gZ., nebst der Theilung der Daumen —und 

dem Halbmesser .4 6 des TheilkreiscS gegeben, man soll 
die erforderliche Gestalt der Daumen finden.

Auflösung. Man theile die Höhe 5 in eine will

kürliche Anzahl gleicher Theile LO, OL, L5 (je 

mehr je besser), und in eben so viel gleiche Theile 
D O , O L , L den Bogen ^5. Durch die Punkte 

L, O, L, 5 ziehe man die Linien 6L, 6O, 6L, 65, 
und nehme
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vä' ^ä; L'«' k,

schlage aus 6 die Bogen L k", OO", LL", bis 
solche die verlängerten Linien 6 k/, 6ä', Le, 6k' in 

v", D", L", schneiden, ziehe durch diese Punkte die 
Kurve so ist solche die erforderliche Run-

düng des Daumen.

Der Grund dieses Verfahrens laßt sich leicht einsehen; 
denn angenommen, daß der Punkt v nach kommt, so 
fällt l/auf k, also v" auf L, daher ist von der Theilung 

ein Bogen v' durch gegangen oder abgcwickelt wor
den, indem die Last auf die Höhe gestiegen ist. 
Kommt v'nach^, so fällt O" auf k), und es sind zwei 
Bogen durch gegangen, indem die Last auf zwei 
Theile wie gehoben ist. Ueberhaupt folgt aus der 
Konstruktion, daß wenn in irgend einer Zeit eine Anzahl 
Theile wie durch gehen, iu eben der Zeit die Last 
um eben so viel Theile wie L gehoben wird. Setzt man 

die Höhe — K, und die Theilung — r, so

verhält sich : t, oder wenn man den
Weg, welchen ein Punkt des Theilrisses durchläuft, den 
Weg der Kraft, und die zugehörige Höhe, auf welche die 

Last gehoben worden, den Weg der Last nennt, so verhält 
sich der Weg der Kraft, zum Wege der Last, wie t zu b-

Die nach der Richtung zu hebende Last sei — Y, 
und die für irgend eine Lage des Daumen zur Erhaltung 
des Gleichgewichts am Umfange deö Theilrisses nöthig? 

Kraft — so wird nach dem Grundgesetz der (Ltauk 
§. 69. erfordert, daß sich verhält r : : t, es

muß daher k seyn. Da nun!i, r, tz uuver 
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anderliche Größen sind, so wird auch zur Erhaltung der 
Last in allen Lagen des Daumen einerlei Kraft r am 
fange des Theilkreiseö erfordert.

§. 286.
x Zusatz. Ware die Last s) nicht ain Ende des wage- 

reckten Halbmessers 6 in Figur igz., angebracht, 

sondern sollte in irgend einem andern Punkte des Theilkrei
ses oberhalb 6^. vertikal auswärts gehoben werden, so 
darf man nur ein ganz ähnliches Verfahren wie im vori
gen H. beobachten, um die nöthige Rundung des Daumen 

Tig. 154. zu finden. Figur 154. wird dies näher erläutern. Auch 
in dem Falle, wenn nicht vertikal ist, sondern irgend 
eine willkürliche Richtung hat, wirb ein ähnliches Ver

fahren beobachtet.
Fällt die Erhebungshöhe k in die Verlängerung des 

vertikalen Halbmessers vom Theilkrcife, wie Figur 

155., so wird dadurch die Konstruktion noch mehr verein
facht, wie solches leicht aus dem Vorhergehenden und der 

Zig. i5s- angeführten Figur 155. erhellet. Die Kurve L 
ist alsdann eine archimedische Spirallinie (§. 56. Anh.).

§. 287.
Aufgabe. Eine Last soll mittelst eines Daumen von 

rig. 156. einem gegebenen Punktes, Figur 156., des Theilkreises 
nach irgend einer Richtung von bis r bewegt, und nach 
der entgegengesetzten Richtung von r bis auf dein Dau
men wieder Herabfinken. Man sucht.die erforderliche Ge

stalt des Daumen.
Auflösung. Es sei 6^ der gegebene Halbmesser des 

Theilkreises, und die gegebene Theilung des Dau

men. Mau theile den Bogen in zwei Theile
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so daßals Theilung für den Vorder- 

fheil und als Theilung für den Hintertheil
k O des ganzen Daumen angenommen wird. Mit 
Hülfe der Theilung und der Höhe k kann man nach 
§> 286. die Vorderrundung des Daumen beschrei
ben. Um nun ebenfalls die Hinterrundung an- 
zugeben, zu welcher die Theilung b'Hhörc, werde -^1' 
in eben fo viel gleiche Theile LO, OL, Lb', wie 

in die gleiche Theile L O , v L', ringe- 
theilt. Man ziehe durch die Punkte L, O, L, die 
Linien 6V, 6O, 6L, 6?, und nehme
Ud' —O'ä' —^Vä; L'e' —k'k' —^5; 
schlage aus 6 die Bogen LU", DO", LL", rr", bis 
solche die verlängerten Linien 6i/, 6ä', 6e, 6k' in 

u", O", L", ie" schneiden; ziehe durch diese Punkte die 
Kurve /r'L' O , so ist solche die gesuchte Hinterrun- 
dung des Daumen, auf welcher die Last nach der Richtung 

eben so herabsinkt, wie sie auf^^' b" nach der Rich

tung k gehoben wird.
Denn sobald der Punkt k' nach kommt, so fällt k" 

auf r. Geht L' nach , so muß L" aufL fallen u. s. w., 

daher so oft ein Bogen des Theilkreises — durch 
den Punkt geht, wird die Last einen Weg — -Vv 

durchlaufen.
Wäre der ganze Umfang des Theilkreises als Theilung 

für den Daumen gegeben, und die Richtung der Last fiele 
in die Verlängerung des vertikalen Halbmessers vom Theil- 
kreife, so wird der Umfang des Daumen eine fymmetri- ^s. x. 
sche herzförmige Gestalt erhalten, wie Figur 157. Fig. 157.
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§. 288.

Aufttabc. An einem Hebelöarme 6, Figur 158., 

welcher um den festen Punkt 6 beweglich ist, wirkt eine 
Lalt vertikal abwärts, so daß in allen Lagen des Hebels 
6.4, der vertikale Druck auf den Punkt desselben gleich 
groß bleibt. Man soll die Gestalt eines Daumen angeben, 

damit die ank das Ende des HebeiS 6^ wirkende Last, 
in allen Lagen dc^ Daumen durch einerlei Kraft am Um
fange des Theilkreifes im Gleichgewichte erhalten wird.

Auslösung. Der Halbmesser des Theilrisses sei 6, 

die Theilung kür den Daumen kch und der Bogen, wel
chen der Punkt des Hebels bis zu seiner größten Höhe 
beschreiben muß, Man ziehe die Sehne
theile solche in die gleichen Theilei; 1,2; 2,z; 
und in eben so viel gleiche Theile iVO, OK, K 

werde die Theilung getheilt. Durch die Punkte 1, 

2, z, ziehe man bis an den Bogen k, die Horizontal- 
linien lv> 20, zL, und aus 6 die Linien 6L, LID, 
6 6, 65°. Nehme 
Lch/ — O'ck — -^cl; Lch' — rk' — 
schlage aus 6 die Bogen R k", v v", 6L", 66", bis 

solche die verlängerten Linien 6b, 6rl, 6k in 
D , O , 6", 6" schneiden; ziehe durch diese Punkte die 
Kurve HL O"L 6", so ist solche die gesuchte Rundung 

des Daumen.
Um zu übersehen, daß -z. O"6" die erforderliche Gestalt 

des Daumen ist, ziehe man die Vertikallinien il, 2II, 
3III, 6IV; kommt alsdann L nach/H so ist die Last am 
Ende des Hebels um die vertikale Höhe 11 gestiegen. 
Kommt I)' nach so ist die Last auf die vertikale Höhe
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2 n, oder auf die doppelte Höhe r l gehoben, u. si w. 
Ist daher die am Ende des Hebels vertikal abwärts wir» 
kende Last — <), und die zur Erhaltung des Gleichge
wichts am Umfange deü Theilriffes erforderliche Kraft 
so sind 11, 2II u. s. w. die Wege der Last, wenn

u. s. w. die Wege der Kraft darstellen. Man sehe die 

ganze Höhe VIV — K, und die Theilung — t, so 
verhalten sich die Wege der Last zu den zugehörigen Wegen 
der Kraft allemal wie N zu t. Nach §. 69. erfordert aber 
das Gleichgewicht, daß Y U — ? t sei, daher ist die Kraft

r — — r 
für alle Lagen des Daumen gleich groß, und die Last wird 
mit unveränderter Kraft in allen Lagen des Daumen im 
Gleichgewicht erhalten.

§. 289.
i. Zusatz. Sucht man die Gestalt vom Hintertheile 

des Daumen, damit die Last y auf demselben eben so wie« 
der herabsinke, wie solche aufgehoben wird, so sei, Figur Taf-x. 

158., die Theilung für den Hintertheil des Daumen, 
und k ", gleich groß. Man nehme

verfahre auf eine ähnliche Art wie §. 2Z7., so ist 

die gesuchte Rundung.
§> 290.

2. Zusatz. Fällt die Sehne des Bogens OI? 

in die Verlängerung des vertikalen Halbmessers 0^, wie 
Figur 159., und der ganze Umfang des TheilkreifeS soll 
als Theilung für die Vorder - und Hinterrundung des § ' 

Daumen angenommen werden, so lassen sich diese Run

dungen auf eine ähnliche Art wie m denvorhergchenden H.§.
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Taf. X. finden. Alsdann ist aber nicht wie §. 287., Figur 157., 

8ig. -57 hjx Rundung der Rundung Figur 159, 

gleich, wie man sich leicht überzeugen kann.
H. 291.

z. Zusatz. Wäre in dem Punkte 19, Figur 158-, des 
Hebels lH, wo die Last am Faden III, frei herab- 

hängt, mit dem Hebel ein Kreisbogen IlK verbunden, 
dessen Mittelpunkt in 6 liegt, so daß bei der Aufwärlöbe- 
wegung des Hebels 6^ der Faden II I.. sich nm den Bo

gen IIL herum legt, so wird, wenn Lnach H kommt, 
die Last um den Weg aufwärts gestiegen seyn. 
Der Weg der Last ist also hier ein Bogen, und die da

von am Ende des Hebels in herrührende Last hat den 
Bogen als zugehörigen Weg der Last beschrieben. 
In diesem Falle muß zur Bestimmung der Gestalt der 
Daumen, nicht die Sehne -L k, sondern der Bogen k 

in die gleichen Theile VO, 19L, Nk' getheilt, 
und übrigens wie H. 288. und 289. verfahren werden.

§. 292.
Fig, 1L0. Aufgabe. Ein Hebel ^6, Figur 160., welcher 

um den festen Punkt 6 beweglich ist, und an dessen Ende 
in eine Last s) vertikal abwärts wirkt, soll von einer um 
den festen Punkt L beweglichen Stange so aufgehoben 
werden, daß in allen Lagen der Stange 6^ gleiche 
Kraft an derselben erfordert wird, um der Last s) das 
Gleichgewicht zu halten; man verlangt die erforderliche 
Gestalt des Hebels, damit solcher durch die Stange 6^ 
um irgend einen Bogen k gehoben und wieder herabge
lassen wird, wahrend der Punkt der Stange den 
Bogen durchläuft.
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Auflösung. Man nehme den Bogen 4'l5' — k"4", 

theile die Sehne 4 k in eine gewisse Anzahl gleicher Theile 
4i; r,2; 2, I; Z, k'; und in eben so viel gleiche Theile 
4'R',L'v', O6, L'k" werbe der Bogen 4'l^'und 4" ss 

eingecheilt; durch die Punkte 1, 2, z ziehe man die Hori- 
zontallinien 1 v, 26), zL bis an den Bogen 4 ir; ziehe 
aus 6 die Linien 6V, 6O, 6L, und beschreibe aus 6 
durch L', O', L', k die Bogen L d', O'ä', L'e', x'5 

unbestinnnt lang; nehme alsdann
v'O'—ää'; L'L' —. ee'; x'x" —kk' 

und ziehe durch die Punkte 4'k"v"L"k-" und l- b.! ) I) 4" 
die Kurven 4'6)"!' und so geben diese die Ge
stalt, welche der Theil 4'4" des Hebels erhalten muß, 
damit solcher durch die Stange 6.4', wenn sieden Bogen 
4'^'4" durchläuft, den Bedingungen gemäß auf und nie

der bewegt werde.
Der Grund dieses Verfahrens ist sogleich anö derKon- 

struktion zu ersehen. Denn wenn der Punkt 4' der Stange 
4'6 nach k' kommt, so fällt der Punkt L" aufL' und 5/ 

auf b. Ist nun die Kraft, welche die Stange 4'6 um- 
kreibt, senkrecht auf 4'6 in 4 angebracht, so hat die Kraft 

den Weg 4'k', und die Last den Weg il nach vertikaler 
Richtung durchlaufen. Kommt 4' nach O', fo fallt v" 

auf O und 4' auf ä; alsdann hat die Kraft den Weg 
4 I) — 2.4'i;, und die Last den doppelten Weg r I nach 
vertikaler Richtung durchlaufen, woraus wie H. 285. 
folgt, daß zur Erhebung des Hebels 64 in allen Lagen 

desselben einerlei Kraft am Ende der Stange 64' erfor
derlich ist.

Hier gelten übrigens eben die Bemerkungen wie §. 29t.
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§. 29z.
Taf. X. Aufgabe. Ein Hebel oder Balancier Figur 

161., welcher um den festen Punkt 6 bewegt werden kann, 
und an dessen Ende L eine Last vertikal hcrabhängt, soll 

mittelst der Erhöhungen und Vertiefungen eines horizon
talen Rades LI) so bewegt werden, daß das Ende des 
Hebels durch die Umdrehung des NadeS wechselseitig her
untergedrückt wird und wieder aufsteigen kann. Man soll 
die erforderliche Gestalt d-r Einschnitte des Rades auf 

einer Ebene angeben.
Auflösung. Vorausgeseht, daß der Hebel in 

eine Vertikalebene fällt, welche den Umfang des horizon
talen Rades berührt, und daß in dieser Ebene die Ein- 

kaü- i6r. schnitte des Rades gezeichnet werden, so sei, Figur 162., 
der höchste und I-' der niedrigste Punkt für das Ende des 

Hebels. Durch k ziehe man die Horizontale r'l", und 

darauf senkrecht die Linie 5. Ist nun die Theilung oder 
der Abstand zweier Vertiefungen am Umfange des Rades 

gegeben oder willkürlich angenommen, so trage man die 
Hälfte der Theilung von k nach k' und von k nach 5', 
theile k in eine willkürliche Anzahl gleicher Theile b, 
kä, äe, ek, und in eben so viel gleiche Theile die Weite 

tk' und kk"- Durch diese Theilungöpunkte ziehe man mit 
^5und kk parallele Linien, welche das Rechteck k a a k' 

bilden, und nehme
i/L" — bU; äD' — äv;
t-'L' -- oL; k k" — k^;

ziehe durch die Punkte O L'r und die
Kurven und k", so bilden solche den gesuch

ten Einschnitt auf einer Ebene, welche vertikal um das
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Rad gelegt, die erforderliche Gestalt der Erhöhungen und 
Vertiefungen angeben.

Die Richtigkeit dieses Verfahrens läßt sich daraus be

urtheilen, wenn man sich vorstellt, daß das Ende.V der He
bels in die Punkte 8, O, L, k, und auf diese die Punkte 
L', 8"; v', O" u. s- w. fallen. Fällt z. B- auf 8, 

so muß 8 auf 8 fallen; alöann ist um den Theil I, 
gesunken, und das Rad um den Theil 8 8' — 8 d' — a 
fortgerückt. Fallt ä auf O, also O' auf 8), so ist um 
den Theil 2 . ^8 gesunken, und das Rad um den Theil 
2.^3 fortgerückt. Hieraus folgt, wie § 285., daß am 
Umfange des Rades einerlei Kraft der Last in allen La
gen des Hebels das Gleichgewicht halt.

H. 294.
Die schicklichste Gestalt der Zähne eines Rades hat -u- 

erst Römer, ein dänischer Astronom, angegeben. Die 
wichtigsten Schriften, in welchen mau Untersuchungen 
über die Gestalt der Zähne, Kamme und Daumen findet, 

enthält das nachstehende Verzeichniß, welches nach der 
Zeitfolge geordnet ist:

!/<><-, 'Ursitt- äüii LpicycloiäLs «t äs Isuis U8iig68 <13118 
las MoLsni^uvs. lVIom. äs I'scaä. äs kaiis. Oe^uis 
1666 jusgu'it 1699. Iowa IX. 22I —

^amu5, zur l« llgurs äss vants, ävs Hone» «e äos /lüss 
äss ki^nons, ^aur rsnäro Iss Ilarlogss ^lus

cla I'^lLgä. äo taris, rinnsa »7ZI. iÜZ — 197. 
aä. /Vinst.

äe ?«?cie«<r, lVIäinoira sur I« nianiers clß tiuper mLLlianigue- 
msnd la L01<< I<UIL gu'on äoie äoniisr «ux Eies, äsus 1«^ 
mseiilnes ^our mouvair äsz Isvivis 0« dulaKLiLi-s, ««. 
Neu civslas gn'on « i>ul>si.itues uux i«ll»ivLlIvz 
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sieurs Lnäroies. Mein. äo I'sosä. ä« ksris, ^nnös 2747. 
V' 339 — 362. oä. ^mst.

6nmns, O)uiz äss )VIsdIienis6gu«. Iroisiöms I'srcis. lülv- 
insns äs Äläclisnic^u« zesligus. I'onis II. ä ksris 1732. 
P. 305 — 42g.

^.u/er, Do g^Ussims ü^nrs rolsium äsntilnis irilinonäa. 
Xovi (Hommsvl:. ^osä. I'edrox. Icnn. V. sä ^NNUIN 1734 

^735- ?- 29Y — 3^6.
.Lu/er, Zu^^IeniLnNnil. Ov 6gurs äsndiuin rotsrum. 
I^ovi kommen!:, ^csä. k«tro^>. lom. XI. ^10 i^nno 
176Z. x. 207 — 2ZI.

0. Leittier, Ds roksinm äsatidus. Oammsnt. 80c. 8oisnd. 
6oe6liA8us. I'oin. IV. sä 176». ^>- a — LZ.

6. X^-rslne/, O« ässl-ibus rotsrum c^iii inguntur ^sxälis 
rodunäis. tüominend. soc. LL, 60I.ÜUZ. I. V. sä 
1762. ^>. 1 — 27.

Ende des ersten Bandes.

Einige bemerkte Druckfehler.

S. 2S 1.15 v. 0. statt Diagonal klv; lese man Diagonale N.V, 
— 28 — 14 — — 6^'8 — — 6VU'
— 2g — 12 — — 6g' — k'sin-/" — — 6g' — k" rill 
— 2g — 16 — — sin 7' , sin 7"' — — sin 7 ", sin 7"" 
_ 54 __ 14 — — — r'»x'"

— 62 — 9 — — größer . — — kleiner 
__ II — — 6» : 6D — — 6ä : 6L
— 71 — 14— — 6V - 6L — — 6X-6L
— 75 — 6 v. U. — sin /S cos 7 — cos /Z sin 7 lese Ina» 

sin « cos 7 — cos « sin 7.
— 92 — iz v. 0. statt Herz lese man Splmr.
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