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Giebt es auch, wie Euklid sehr richtig be

merkt , selbst für Könige keinen besondern - 
Weg zur Mathematik, so kann doch unstrei
tig der vorhandene Weg durch Ausfüllung 
mancher Lüche, durch Hinwegräumung manches 
Hindernisses dem angehenden Wanderer beque
mer und zugängiger gemacht werden. Freilich 
aber muß das Material zu dieser Ausfüllung sich 
mit dem vorhandenen innigst verbinden und mit 
demselben ein unzertrennliches Ganze bilden, wol
len wir anders nicht Gefahr laufen durch ver
meintliche Ergänzung eine Trennung hervorzu- 
bringen, gefährlicher als die frühere kleine Lücke 
war. Freilich müssen wir bei Hinwcgräumung 
der Hindernisse darauf bedacht seyn den Grund 
nicht anzutasten, um nicht einer augenblicklichen
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SequemlichkeK halbev einem völstgen Einstürze 
ausgesetzt zu werden. Auch darf der Weg, soll 
er anders auf eine merkliche Höhe führen, sich 
anfänglich nur allmählich und fast unmerktich er
höhen, um den Wanderer nicht durch den An
blick einer allzugroßen Steilung Zurück zu schre
cken. Ist er aber" erst des Steigens gewohnt, 
und kann er erst festen Standes nach der vorge- 
isteckten Höhe hinaufblicksn, dann mag immerhin 
der Weg ein wenig steil hinan gehen, er wird 
dennoch ohne allzu große Anstrengung zum ,Vor
gesetzten Ziele führen.

Von diesen Betrachtungen bin ich bei Be
arbeitung des vorliegenden Lehrbuchs ausgegangen. 
Ein vieljähriger und mannigfacher Unterricht in 
Den mathematischen Wissenschaften hat mich über
zeugt, daß man anfänglich nicht deutlich genug 
seyn kann, um den angehenden Schüler mit den 
ersten Begriffen einer Wissenschaft und mit deren 
Eigenthümlichkeiten vertraut zu machen. Ist die
ses aber erreicht, sind diese Begriffe so wie de
ren Verknüpfung unter einander bei ihm erst ein
heimisch geworden, dann mag er getrost ohne all 
zu sorgsame Leitung den nächsten Weg einschlagen, 
er wird, auf bekanntem Boden wandelnd, nur 
selten einen Fehltritt thun. Dieserhalb habe ich 
auch im ersten Kapitel des ersten Abschnitts nichts 
hinweg gelassen, was mir geeignet schien, den er/ 
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sie» Begriffen der Geometrie beim angehenden 
Schüler Eingang zu verschaffen. Dieserhalb ha
be ich auch in den folgenden Kapiteln die Theile 
eines jeden Satzes sorgfältig von einander ge
schieden, um den Schüler zu gewöhnen die Vor
aussetzung von der Behauptung eines Satzes zu 
trennen, und um ihn aufmerksam zu machen in 
welchem Theile der Voraussetzung und in wel
chen vorher gegangenen Sätzen und Definitionen 
er den Beweis zu jedem Theile der Behauptung 
eines Satzes, zu suchen habe. So vorbereitet, 
und auf seinen ersten mühsamen Reifen an einem 
geregelten Schritte gewöhnt, wird er beim Vor
schreiten die erlangte Spur weiter verfolgen können, 
weshalb ich von §. 155 an jene Trennung der 
Theile eines Satzes nur angedeutct habe, ohne 
jedoch dem Beweise die erforderliche Deutlichkeit und 
Gründlichkeit zu entziehen. Im zweiten Abschnitte 
aber, wo der Schüler unter sorgsainer Leitung 
über den Gang der Mathematik gehöriges Licht 
erhalten haben konnte, glaubte ich schon kürzer 
seyn zu dürfen, und manches dem eigenen Nach
denken desselben überlassen zu können.

Die meisten Lehrbücher dieser Wissenschaft, 
deren viele sehr schätzbar find, beobachten einen 
durchaus gleichförmigen Gang. . Der bessere Theil 
derselben,, meistens dem Wege Euklids folgend, 
ist, wie dieser, kurz, bündig und strenge in den 
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Beweisen; aber diese Kürze und Bündigkeit stellt 
sich zrr frühzeitig ein, und schrickt nicht selten den 
Schüler vom weiteren Vorschreiten ab. Denn was 
für daö reifere Alter des am Nachdenken ge
wöhnten Mannes geeignet ist, für welches Euklid 
seine Elemente abgefaßt, dürfte sich schwerlich für 
unser Jünglingsalter eigenen. Ein- anderer Theil 
derselben, deutlicher und faßlicher als jene, ist es 
gemeinhin auf Kosten der Gründlichkeit, und da
her nur brauchbar dem Schüler einige Begriffe 
von der AustösuuK mathematischer Aufgaben zu 
geben, keinesweges aber ihn in den Geist der 
Mathematik cinzuführen.

Der oben angegebene Weg schien mir da
her der zweckmäßigste. Ob ich ihn erreicht ha
be überlaste ich Sachkennern zn entscheiden;, 
wenigstens habe ich keine Mühe gespart allent
halben Deutlichkeit mit Gründlichkeit und Voll
ständigkeit zu verbinden , und mir da Kürze er
laubt, wo es ohne Beeinträchtigung eines dieser 
Haupterforderniste geschehen konnte. Die Theo
rie der Parallelen glaube ich nach Bertrand voll
kommen evident vorgetragen zu haben. Der Be
griff des Unendlichen läßt sich, meiner Ansicht 
nach der Natur der Parallelen gemäß, hierbei 
schwerlich umgehen. Wir können aber in Folge 
der bis dahin erlangten Begriffe keine andere 
unendliche Größen anwenden als die Winkelsiä- 
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chen und Flächenstreifen,. mit denen man auch 
hierbei vollkommen ausrcicht. Wem gleichwohl 
diese Darstellung nicht einleuchten sollte, der kann 
ohne den Zusammenhang zu unterbrechen, die 
§§. n6 bis i2z Überschlagen, den Lehrsatz des 
§. 124 als Grundsatz annehmcn urd mit §.125 
fortsahren..

Die aus dieser Theorie beruhenden folgen
den Lehren habe ich durch Einschaltung manches 
mir wichtig geschienenen Satzes, durch Vervoll
ständigung manches Beweises zu ergänzen und 
besonders der Lehre vom Kreise, dem Einschreiben 
und Umschreiben der Polygone und der Vcrech, 
ming der Zahl n mehr Rundung zu geben gesucht.

Die ebene Trigonometrie ist größtentheilS 
analytisch behandelt worden, weil mir dieser Weg 
der Natur dieser Wissenschaft, so wie den gro
ßen Erweiterungen, deren sie fähig ist, am an
gemessensten schien. Vermittelst einiger der hier 
entwickelten Formeln lassen sich oft Sätze be
weisen, welche sonst nur vermittelst der Differen
tial - und Integralrechnung bewiesen werden könn
ten. Den beiden höchst wichtigen Formeln 
(«"r « -4^ /S)» co« (a -4- habe ich einen neuen 
mehr analytischen Beweis gegeben, welcher mir 
mit der gebrauchten Methode übereinstimmender 
als der gewöhnliche schien.
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Die Herben ersten Abschnitte dieses Lehrs 
buchs sind sür die dritte Klasse höherer Gymna
sien bestimmt. Hier, wo gewöhnlich mit dem 
geometrischen Unterrichte der Anfang gemacht 
wird, kommt es besonders darauf an, den Schü
ler an Gründlichkeit zu gewöhnen, und dem Leh
rer dieser Klasse fällt der größte Theil des Ver
dienstes zu, wenn die Schüler in der folgenden 
zweiten Klasse den dritten und vierten Abschnitt 
nebst der ebenen Trigonometrie vollständig 
und gründlich erlernen können. Eö kann dann 
nicht schwer werden in der ersten Klasse mit der 
Stereometrie, sphärischen Trigonometrie und Hä
hern Geometrie fortzufahren.

Die ersten beiden Abschnitte enthalten auch 
das, was meines Wissens beim Cavallerie-Un- 
Aroffiziers-Examen gefordert wird, und das ganze 
Lehrbuch enthält das, was zum Offizier. Exa
men erforderlich ist.

Bei allem Fleiße, den ich auf die Cor- 
rectuv verwendet habe, war es dennoch aus man
cherlei Ursachen nicht möglich die einem solchem 
Lehrbuchs nöthige Correctheit zu erlangen, In
dessen sind die Druckfehler sorgfältig aufgesucht 
und angezeigt,, welche ich vor Durchlesung des
selben zu verbessern bitte.

Breslau den z r. May 1818.
Hahn.
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Mgermine Grundsätze der Mathematik.

ZWiewohl die folgenden Wahrheiten von den 
Größen überhaupt gelten, und daher gewöhnlich 
dem Unterrichte in der Arithmetik voran geschickt 
werden, so dürften sie doch in manchem Lehr
buche der Arithmetik nicht in der Allgemeinheit 
dargestellt werden, als es für den folgenden 
Vertrag nöthig ist;« daher wir es nicht für 

dienlich erachten, sie hier auszuzählcn.

Erster Grundsatz.
Hebe Größe ist sich selbst gleich.

Denkt man sich nehwlich eine und dieselbe 
Größe als zweimal vorhanden, so ist die eine 
derselben der andern gleich.

Zweiter Grundsatz.
Wenn zwei Dinge einander gleich stnd, so 

A -
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kann das eine, in Rücksicht der Größe,' an die 
Stelle des andern gesetzt werden»

Dritter Grundsatz.

Denkt man sich irgend eine Größe in Theile 
zerlegt, so ist das Ganze allen seinen TheiKn 
zusammen genommen gleich, und größer als einer 
oder einige seiner Theile.

Vierter Grundsatz.
Wenn jede von zweien Größen >1 und K 

einer dritten <7 gleich ist, so müssen auch /I 
und A einandex gleich seyn.

Fünfter Grundsatz.

Wenn eine Größe größer ober kleiner ist, 
als eine von zweien gleichen Größen, so ist sie 
auch größer oder kleiner als die andere.

Sechster Grundsatz.
Was größer ist, als die größere von zweien 

ungleichen Größen, ist auch größer als die klei
nere. Und was kleiner ist, als die kleinere von 
zweien ungleichen Größen, ist auch kleiner als 
die größere.
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Siebenter Grundsatz.
Wenn zwei Größen einander gleich sind, 

und man sitzt zur einen eben so viel als zur 
andern hinzu, so müssen beide Summen einan. 
der gleich seyn.

Achter Grundsatz.
Wenn zwei Größen einander gleich sind, und 

man sitzt zur einen mehr als zur andern hinzu, 
so muß die erste Summe größer als die andere 
seyn.

Neunter Grundsatz^
Wenn zwei Größen ungleich sind, und man 

sitzt zur größern eben so viel als zur kleinern 
hinzu, so muß die erste Summe größer als die 
andere seyn.

Um so mehr muß, wenn man zur größern 
mehr als zur kleinern hinzuscht, die erste 
Summe größer als die zweite seyn.

Zehnter Grundsatz.
Wenn zwei Größen einander gleich sind, 

und man zieht von der einen eben so viel als 
von der andern ab, so müssen die Reste einan- 
der gleich seyn.

Zieht man hingegen von der einen mehr 
als von der andern ab, so bleibt da weniger 
übrig, wo man mehr abgezogen har.
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Eilftcr Grundsatz,

Sind zwei Größen ungleich, und man zieht 
von der großem eben so viel als von der klei
nern ab, so ist der erste Rest größer als der 
andere.

Zwölfter Grundsatz.
Wenn zwei Größen einander gleich sind, so 

ist jedes Vielfache der einen dem ehe» solchen 
Welfachen der andern gleich.

Dreizehnter Grundsatz.
Wenn zwei Größen ungleich sind und man 

nimmt von der größer» ein eben solches Viel
fache als von der kleinern, so ist das erste Viel
fache größer als das andere.

Vierzehnter Grundsatz.
Wenn zwei Größen einander gleich sind, 

und man nimmt von der einen den eben so 
vielten Theil als von der andern, so müssen 
diese Theile einander gleich seyn.

Fünfzehnter Grundsatz.
Wenn zwei Größen ungleich sind, und man 

nimmt von der großem den eben so vielten Theil 
als von der kleinern, so ist der erste Theil 
größer als der andere.



Erster Abschnitt-
Von den g e r a d l i n i g t e n Figuren.

Erstes Kapitel.
Allgemeine Begriffe von der Ausdehnung, und 
insbesondere von den Körpern, Flächen, Linien, 

Punkten, Winkeln rc.

§. i. Erklärung.
Die Geometrie *) ist die Wissenschaft, welche 

die Eigenschaften der ausgedehnten Größen untersucht, 
und lehrt, wie man aus Größen dieser Art andere un
bekannte finden kaun. Hie untersucht also die Eigen-

") Ueber den Gegenstand der Mathematlk überhaupt, und 
eines jeden Zweiges derselben insbesondere handelt meine 
Einladungsschrift: Umriß der mathematische» 
Wissenschaften. Breslau, rzi?. bei Hsläufcr.
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schaften der Größe» im Naume, und sieht bei ihren 
Untersuchungen vorzüglich auf die gegenseitige Lage der 
Meile dieser Größen, d. h. sie zieht vorzüglich die 
Gestalt derselben in Betrachtung.

§. 2. Erklärung.

Um die Lehren der Geometrie gehörig auffasscn zu 
können, muß nmn für erst alle Eigenschaften der zu 
untersuchenden Gegenstände außer Acht lassen, und nur 
emf Größe und Gestalt derselben Rücksicht nehmen. 
Wiewohl nun keiner der uns bekannte» physischen Kör
per in allen seinen Theilen von der Materie, welche ihn 
zusammensctzt, angefüllt ist, sondern einige mehr an
dere weniger durchlöchert sind, so nimmt doch der Gco- 
metrr bei seinen erste» Untersuchungen keine Rücksicht 
hierauf, sondern betrachtet den ganzen Raum, den ein 
physischer Körper einzunehmen scheint, als in allen 
seinen Theilen von jener Materie ununterbrochen ange- 
füllt. Eine solche Größe, deren Theile alle so Zusam
menhängen, daß wo ein Theil aufhört, unmittelbar 
ein anderer anfängt, und zwischen dem Ende des einen 
und dem Anfänge des andern nichts ist, was nicht zu 
dieser Größe gehörte, nennt man eine stetige oder 
zusammenhängende/Größe.

§. Z. Erklärung.
Denkt man sich nun von einem stetigen physischen 

Körper seine Materie und alle andere Eigenschaften 
desselben hinweg, und behält blos den von ihm einge
nommenen Raum bei, so ist dieser Raum ein geome
trischer Körper,
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Ein geometrischer Körper ist also eil» 

»ach allen Richtungen, nehmlich nach Lange, 
Breite und Dicke oder Höhe ausgedehnter 
Nau m.

Anmerkung. Um einen Begriff von einem geome
trischen Körper zn erkalten, denke ma» sich eine Kugel 
von geschmolzenem Wachs umgeben, und die Möglich
keit, daß die Kugel bcransgehvbcn werden könne, ohne 
daß das Wachs in der einmal angenommenen Form eine 
Aenderung erleide, so wird der innerhalb des Wachse» 
bleibende leere Raum einen geometrischen Körper bilden.

Hat man aber erst die Eigenschaften eines geometri
schen Körpns gefunden, so ist es sehr leicht,, dieselbe« 
aus den physischen Körper anzuwenden»

§. 4. Erklärung.

Da der geometrische Körper nur ein Theil deö 
unendlichen Raums Ist, so wird in den Gegenden, wo 
der Raum des Körpers aufhört, sogleich ein anderer 
anfangen. Man denke sich z. B. ein Gefäß zum Theil 
mit Wasser angefüllt, so wird in der Gegend, wo der 
vom Wasser eingenommene Raum aufhört, unmittelbar 
-in anderer anfangcn. Nun aber nenne» wir die 
Gränze eines Gegenstandes sein äußerstes, oder die 
Gegend, wo er aufhört, dieser Gegenstand zu seyn. 
Dst Gränze des vom Wasser eingenommenen und des 
darüber fortlaufenden Raums kann also keine Dicke 
haben, indem sie weder einen Theil des untern, noch 
des obern Raums auömachcu kaun; sie kann also kein 
Theil des Kapers, und nur nach Lange und Breite 
ausgedehnt seyn. Eine solche Ausdehnung nennt man 
eine Flache,



— 10 —

Eine Flache ist also die Gränze des Kör
pers, und folglich eine Ausdehnung, welche 
«ur Lanze und Breite, aber keine Dicke hat.,

Anmerkung. Da man in jeder Gegend des Körpers 
den eine» Theil desselben vom andern geschieden, lalso 
beide Theile desselben als an einander gränzend betrach
te» kann, so läßt sich auch in jeder Gegend des Körpers 
eine Fläche gelegt denken- Cs wäre aber sehr irrig, wenn 
man den Körper als aus Flächen zusammen gesetzt be
trachten wollte, welches unmöglich ist, da letztere eine 
Ausdehnung ganz anderer Art als der Körper ist, und 
jede Größe nur aus Theilen derselben Art zusammen ge
setzt sey» kau».

§. 5- Erklärung.'
Die Gränze zweier an einander stoßenden Flä

chen, weiche also weder einen Theil der einen noch der 
andern Fläche ausmachen, und daher keine Breite haben 

kann; nennt man eine Linie.
Sie ist also eine Ausdehnung «ach Länge 

ohne Breite und Dicke.
Ware es möglich, daß die Oberfläche zweier an 

einander stoßenden Felder vollkommen stetige Großen 
wären- so wurde die Gegend, wo diese an einander 
stoßen, ihre beiderseitige Gränze seyn, könnte weder 
dem einen noch dem andern zngehören, also keine Breite 
haben, und mußte daher eine Ausdehnung ganz anderer 
Litt, uehmlich bloß nach der Länge und also eine Linie 
seyn.

Anmerkung. Siue Fläche kann, als der Linie un
gleichartig, nicht auS Linien zusanunen gesetzt seyn, wie
wohl man sich in jeder Gegend einer Fläche eine Linie 
gezogen bersten kann.
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8-6. Erklärung.
Die Gränze zweier an einander stoßenden Linken 

heißt eii» P u n k t. Als Gränze beider Linien kann er 
weder der einen noch der andern zugehörcn, also keine 
Lange haben; und dq er, in der Linie befindlich, auch 
keine Dicke haben kann, so hat ein mathemati
scher Punkt weder Lange noch Breite noch 
Dicke.

Anmerkung. Eine Linie kann nicht aus Punkten 
zusammen gesetzt seyn, wiewohl man sich in jeder Stelle 
einer Linie die Gränze zweier an einander stoßenden 
Linien, als» einen Punkt denken kann.

Anmerkung 2. Wiewohl es in der Natur keine 
für sich bestehende Ausdehnungen ohne Breite oder ohne 
Breite und Dicke giebt, so kennen gleichwohl Ausmes
sungen solcher Größen geschehen. Wenn z. B. der Land» 
Wirth ein Feld ausmessen läßt, so wird die Dicke des 
Feldes ganz außer Acht gelassen. Man bekümmert sich 
bloß um die äusserste Oberfläche desselben, betrachtet es 
als eine mathematische Fläche, ob es gleich eigentlich ein 
Physischer Körper ist. Liest kann als Beispiel dienen, 
wle leicht die abstrakten Lehren der Mathematik auf 
wirkliche Gegenstände anwendbar find. Wir abstrahire» 
nehmlich von der Dicke des Feldes und betrachten seins 
Oberfläche als sür sich bestehend. Und so könne« wie 
uns die Fläche, Linie und den Punkt, von dem Körper, an 
dem allein sie wahrnehmbar sind, abgesondert denke« 
»md als für sich allein bestehend betrachten,

§. 7-
Da man sich (§, 5) i„ jeder Linke so viele Punkts 

«ls man will denken kann, so kann man sich auch vor» 
stellen, daß eine Linie entstehe, wenn sich ein Punkt 
aus einem Orte nach einem andern bewegt. Man



12 —

bezeichnet gewöhnlich einen Punkt durch einen Buch- 
smben. Stellt man sich daher vor, daß ein Punkt 
sich auS der Stelle i. nach der Stelle L be- 
wegt, so kaun sein durchlaufener Weg nur eine Lange 
oder eine Linie seyn. So klein aber auch der Weg 
seyn mag, den der Punkt in einem noch so kleinen 
Acittheilchen durchlaufen kaun, so wird dieser doch im
mer einige Länge haben, weil sonst der Punkt nicht 
aus seiner ersten Stelle geruckt seyn würde. Die ganze 
von diesem Punkte durchlaufene Linie wird also auö den 
vielen sehr kleinen Linien zusammen gesetzt seyn, welche 
der Punkt während seiner Bewegung nach und nach 
durchlaufen hat. Eine Linie kann also nicht aus Punks 

An zusammen gesetzt scyu^

tz. 8. Erklärung.

Eine gerade Linie ist eine solche, welche zwischen 
zweien Punkten Ä I'i§. i. nach einerlei Richtung 
fortgeher. Sie wird also erzeugt, wenn ein Punkt in 
seiner Bewegung von der Stelle auö seine anfäng
liche Richtung gegen zu fortwährend beibehält. Wen» 
hingegen der als in Bewegung gedachte Punkt fortwäh
rend seine Richtung ändert, und auch nicht in einem 
Moment die Richtung beibehält, welche er im nächst 
vorhergehende» Momente hatte, sondern sich in einer 
Linie wie oder bewegt, so wird diese eine 

krumme Linie genannt.
In einer krummen Linie ist also kein Theil gerade, 

und wenn eine Linie aus geraden und krummen Theilen 
zusammen gesetzt ist, so heißt sie eine vermischte 
Linie wie ^8- 2. Eine gerade Linie
wird Lurch zwei Buchstaben bezeichnet, welche sich an
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ihren beiden Endpunkten befinden. So bedeutet 
die zwischen den Punkten und L liegende gerade 
Linie.

§.9. Forderung.'

Von jedem gegebenen Punkte nach einem 
'Ändern eine gerade Linie zu ziehen, und 
dieselbe über ihre Gränzen hinaus zu ver
längern.

Es bedarf wohl kaum einer Erinnerung, daß hier 
nur von dem die Rede ist, was wie in Gedanken ver
richten kennen, und es ist einleuchtend, daß wir uns 
durch jede zwei Punkte unserer Erdkugel durch dieselbe 
eine gerade Linie gezogen, und diese Linie von beide» 
Seiten bis an die Himmclskugel verlängert denke» 
können.

§. lo» Grundsatz»

Wenn man von einem Punkte 
nach einem und demselben andern L zwei 
gerade Linien zieht, so werden beide ganz 
»auf einander falle». Denn alle Theiie der ersten 
chaben nach z? zu einerlei Richtung, und eben diese 
Richtung hat jeder Theil der andern ; folglich kann 
kein Theil der einen von der Richtung der andern ab-- 
weiche», und beide Linien müssen also ^ruf einander 
fallen.

§. n. Grundsatz»
Zwei Punkte bestimmen die Lage einer 

geraden Linie.
Durch einest Punkt I?iA. z können verschiedene 

Linie» gezogen werde». Sobald aber



süßer noch er« Punkt K gegeben ist, durch welchen 
- die zu ziehende Linie gehen soll, so ist ihre Luge be- 

siimmt, weil jede andere durch und D gelegte ge
rade Linie mit dieser zusammen fallt (§. 10).

Wei krummen Linien ist dieß nicht der Fall, indem 
man zwischen und L r- unzählige krumme 
Linie» ziehen kann-

§. i2. Grundsatz.

Zwei gerade Linie» können einander nur 
in einem Punkte schneiden, und daher keinen 
Raum einschließen.

Denn sobald zwei gerade Linien zwei Punkte ge
meinschaftlich haben, müssen sie (tz. 10) m eine einzige 
zusammen fallen.

§. iz. Erklärung.

Größen heißer; einander deckend oder con- 
gruent, wenn die Gränzen der einen und alles da- 
zwilchen enthaltene, auf die Gränzen und alles dazwi
schen liegende der andern fallen. Das Zeichen der Eon- 
gruenz ist oder

§. i4. Grundsatz.
Größen, welche einander decken, sind 

einander gleich.
Denn sie können nur in der Stelle verschiede» 

seyn, welche sie in; Raume einnehmen.

§. 15. Grundsatz.
Wenn zwei gerade Linien einander gleich 

sind, so sind sie auch cougruent. Wenn man 
uehmlich den einen Endpunkt ^.4. auf 
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den Endpunkt 0, und die Linie n, der 
Richtung (7D legt, so muß auch der andere 

Endpun kt L der ersten auf den andern End
punkt D der andern fallen»

Denn eine gerade Linie kann von einer andern nur 
durch ihre Lange unterschieden seyn. Ist sie ihr als» 
gleich, und hat sie mir derselben einerlei Anfangspunkt 
und einerlei Richtung, so muß sie auch mit ihr einerlek 
Endpunkt haben,

§. 16. Anmerkung.
Der Grundsatz §. 14 ist nicht umgekehrt wahr, nehm

lich gleiche Größen müssen nicht nothwendig kongruent 
seyn. Denn man sieht leicht ein, daß die beiden Flächen 

und x-g. 5. einander gleich seyn können, 
ohne deshalb einander zu decken. Vci den gerade» 
Linien jedoch ist dieser Satz auch umgekehrt wahr (L--5).

§. i7. Anmerkung.
Um eine gerade Linie auf dem Papiere bildlich darzus 

stellen, bedient man sich des bekannten Linials, wora» 
man mit einer fein zugespitztcn Bleifedcr Hinfahrt. DaS 
hierdurch entstehende Bild wird zwar immer einige, wen» 
gleich sehr geringe Breite und Dicke haben. ES kann 
indessen doch dazu dienen, den Begriff einer Linie, 
welche sich nicht vom Körper getrennt darstcllcn läßt, 
zu versinnlichen.

Auf dem Felde wird -wischen zwei Punkten ^,8, 
eine gerade Linie gezogen (abgesteckt), wenn man m 
den Punkten und R zwei Stangen gerade aufwärts 
stellt, und zwischen denselben eine Schnur oder eiserne 
Kette ausspannt. Will man diese gerade Linie nach den 
Gegend von 6 hin verlängern, so tritt jemand mit einer 
Aufwärts gerichteten Stange in die Gegend von 6 hin. 
Eine bei befindliche Person hält das Auge hinter der 
in diesem Punkte befindlichen Stange und winkt der dek 



v befindlichen Person zn, die Stange recht? oder linlS 
zn rücken, so lange bis sie dem Auge hinter nicht 
mebr sichtbar ist, in welchem Falle sie sich in der ver
längerten Richtung der Linie äL befinden wird.

'8.
So wie man sich die gerade Linie als aus 

Der Bewegung eines Punktes entstehend denken kann, 
eben so kann mau sich auch die Entstehung einer 
Flache vorstellen, wenn eine Linie sich anders als nach 
ihrer Richtung bewegt. Wenn sich z. B. die Linie 

k'ig. 7> in der Richtung bewegt. Desgleichen 
kann man sich die Entstehung eines geometrischen Kör
ners vvrstcllen, wen» eine Flache sich anders als nach 
ihrer Richtung bewegt.

ry. Erklärung.

Gleich wie die Linien in gerade und krumme eiliges 
theilt werden, eben so theilt man die Flächen in ebene 
und krumme.

Eine ebene Flache oder eine Ebene ist eine 
solche , welche allenthalben nach geraden Linien ausge
dehnt ist, dergestalt, daß jede zwischen zweien auf ihr 
genommenen Punkten gezogene gerade Linie ganz in 
diese Fläche fällt. Eine krumme Fläche ist eine solche, 
in welcher kein Theil eben ist.

Ein sinnliches Bild von einer Ebene giebt ein Blatt 
Papier. Desgleichen denkt ma» sich die Oberfläche eines 
flach liegenden Feldes als eine Ebene (obgleich es nie 
eine Ebene seyn dürste). Ein Beispiel von einer krum
men Fläche giebt die äußerste Bcgränzung eines Epes.

§. 20.
Die bisher gegebene» Begriffe von Körper»
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Flache», Linien und Punkten sind in der Geometrie, 
welche von den einfachsten Begriffen zu den zusam
mengesetzteren fortschreitet, von der höchsten Wichtigkeit, 
da eine richtige Auffassung derselben das Forlschrciten 
in dieser Wissenschaft außerordentlich erleichtert, so wie 
im Gegentheile unrichtige Begriffe selbst geübte Geo- 
meter zu den gröbsten Irrthümern verleitet haben.

§. 2l. Erklärung.

Nachdem die eine Ausdehnung begränzcnden Linien 
And Punkte in einer und derselben Ebene oder in ver
schiedenen Ebenen liegen, theilt man die Geometrie in 
die ebene und körperliche Geometrie. In 
ersterer wird vorausgesetzt, daß alle Begränzungcn in 
einer und derselben Ebene liegen; in letzterer aber wird 
das Gegentheil vorausgesetzt. In der Folge wird im
mer vorausgesetzt werden, daß die begränzcnden Linien 
und Punkte in einerlei Ebene liegen, wenn nicht daS 
Gegentheil ausdrücklich bemerkt wird.

H. 22. Erklärung.

Ein ebener geradlinigter Winkel ist die 
Neigung zweier in einerlei Ebene liegenden, und in 
einerlei Punkt zusammentreffenden geraden Linien

LiZ. 8.
Der Punkt worin die beiden Linien zusammen 

treffen, heißt sein Scheitel, und die beiden zusammen 
treffenden Linien seine Schenkel.

Denkt man sich nehmlich die Linie in ihrer 
Richtung befestigt, und die Linie als um den 
Punkt herum bewegbar, so kann gegen 
verschiedene Lagen oder Neigungen haben. Bald kann

B
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sie der Lage näher kommen, in welcher sie auf 
fällt, bald kann sie sich von dieser Lage entfernen, d. 
h. sie wird bald mehr, bald weniger gegen geneigt 
seyn, und diese Neigung ist es, was den von ihnen 
gebildeten Winkel bestimmt.

Die Grüße des Winkels hängt also durchaus nicht 
von der Länge der Schenkel ab, indem die Theile 
(7/k der Schenkel eben die Neigung gegen einander 
haben als die Linien Sie hängt vielmehr
nur von der Auseinandersperrung der Schenkel ab, und 
derjenige von zweien Winkeln ist großer, dessen Schen
kel weiter auseinander gesperrt sind, wenn auch diese 
Schenkel kürzer als die des andern sind.

2Z. Willkührlicher Satz.

Man bezeichnet einen Winkel entweder durch «ine» 
kleinen Buchstaben, den man innerhalb zwischen seine 
Schenkel setzt, oder durch einen außerhalb an der Spitze 
desselben gesetzten Buchstaben, oder durch drei Buchsta
ben, von denen zwei an den beiden Endpunkten der 
Schenkel, und einer am Scheitel desselben befindlich ist. 
Beim Aussprechen wird der am Scheitel befindliche 
immer in die Mitte gesetzt» Der Winkel 8 kann 
also ausgesprochen werden: Der Winkel x oder der 
Winkel oder der Winkel

Anstalt deö Worts Winkel kann man das abge- 
kürzte Zeichen (^) gebrauchen, und also setzen x, 
oder oder

§. 24. Grundsatz.
Wenn zwei Winkel 9 der

gestalt auf einander passen, daß, nachdem 
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der Scheitelpunkts auf den Scheitelpunkt S, 
und der Schenkel SO auf den Schenkel SS 
gelegt ist, auch der Schenkel S^ in der Rich- 
tuug SS fallt, so sind sie einander gleich.

Denn da (§. 22) die Größe des Winkels nicht von 
der Länge seiner Schenkel abhängt, so kann man sich 
alle von gleicher Länge denken; alödann aber werden 
alle Gränzen des einen Winkels auf die des andern 
fallen, und beide Winkel müssen also einander gleich 
seyn (§. 14).

§. 25. Grundsatz.

Wenn zwei Winkel einander gleich sind, 
so sind sie auch kongruent.

Denn bei zweien Winkeln kann weiter nichts unter
schieden seyn als ihre Neigung oder Auöcinanderspcr- 
rung, indem die Länge oder Kürze der Schenkel nicht 
in Betrachtung kömmt, weiche man sich daher bei bei
den gleich vorstellen kann. Denkt man sich daher den 
Winkel ^lSO I'iA. y dergestalt auf SSS gelegt, daß 

der Scheitelpunkt L auf S und der Schenkel SO' in, 
der Richtung SS fällt, so muß nothwendig der Schen
kel S^ in der Richtung SS zu liegen kommen, weil 
beide Linien nur in dieser Lage dieselbe Neignng gegen 
ihren gemeinschaftlichen Schenkel SO haben können.

§. 26. Erklärung.

Wenn zwei Winkel SSO, SSS Si§. ro einen 
Schenkel SS und den Scheitelpunkt S gemeinschaftlich, 
ihre beiden anderen Schenkel SO, SS aber in einerlei 
geraden Linie nach entgegengesetzten Richtungen des

B s 
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gemeinschaftlichen Schcittls haben, so nennt man 
sie Nebenwinkel.

27. Erklärung»

Wenn eine gerade Linie 10 auf einer
andern so stehet, daß sie nach dcr einen Seite L6 
hin dieselbe Neigung hat als nach der andern ÄD, oder 
daß die Nebenwinkel >7L6, einander gleich sind, 
so sagt man stehe auf 6D senkrecht, loth- 
recht, perpendiculär; und die Winkel 
heiße» rechte Winkel. Ein rechter Winkel ist 
also ein solcher, welcher seinem Nebenwinkel gleich ist. 
Man bezeichnet ihn durch /?.

Jeder Winkel, welcher großer als ein rechter ist, 
wie heißt ein stumpfer, und jeder Winkel, 
welcher kleiner als ein rechter ist, wie LSO heißt ein 
spitzer. Beide letztere heißen auch schiefe Winkel.

tz. 28. Lehrsatz.

Alle rechte Winkel sind einander gleich.
Beweis. Es seyen DLP' I^g. n rechte 

Winkel, so ist, wenn man die Schenkel 6L, nach 
und 71 verlängert, der Winkel --- 

und — SLN (§. 27).
Man lege nun den Winkel dergestalt auf 

daß dcr Punkt L auf L und die Linie Sl7 
auf Ll' falle, so wird ihre Verlängerung L6 auf die 
Verlängerung LH fallen (L. 12). Fiele nun nicht 
auf AD, sondern in der Richtung L'lv, so daß 
den Winkel >7770 und LL/7 den Winkel Vor
sicht, so müßte noch immer LLI' seyn.
Nun aber ist, weil ein rechter Winkel ist, der
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vxx — XX^k; da aber der Winkel XXII < 
XX7^, indem er nur ein Theil von XX/X ist (Grund
satz Z), so ist auch LXk/ < XX^'; um so mehr mußte 
also XXL XXX, welches dem vorigen, daß 
nehmlich XL// — X'XX widerspricht. Folglich kann 
X^ nicht anders als auf XX fallen, und die Winkel

XXX werden also einander gleich seyn (§. 24).

§. 29. Erklärung.
Zwei Winkel, welche wie ^XO, DLL Xig. 12 

einen gemeinschaftlichen Scheitel X haben, und bei 
denen die Schenkel des einen die rückwärts verlängerten 
Schenkel des andern sind, heißen Scheitelwinkel.

Dergleichen Scheitelwinkel werden immer entstehen, 
wenn zwei gerade Linien einander schneiden, weil alle 
um den Durchschniltspunkc liegende Winkel diesen Punkt 
zum gemeinschaftlichen Scheitel haben, und lie Scheu« 
kel eines jeden Winkels die rückwärts verlängerten Schenkel 
des ihm entgegen stehenden Winkels sind.

§. Zv. Erklärung.

Zwei gerade Linien, welche wie ^/X, XX Xig. 1; 
in einerlei Ebene liegen und nie zusammen treffen, so 
weit man sie auch von beiden Seiten verlängern mag, 
heißen gleichlaufende oder parallele Linien. 
Zwei gerade Linien heißen zusammen laufend oder 
conv crgirend, wen» sie wie XX und XX i4 
verlängert einander schneiden. Wenn man eben diese 
Linien nach den entgegen gesetzten Richtungen XX, 
XX betrachtet, heißen sie «uöeinanderfnhrend 

oder divcrgirend.
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Cs giebt «otb andere gerade Linien, welche einander 
Nie schneiden. Wenn z. B. eine dieser Linien von Osten 
«ach Westen, und die andere in einiger Entfernung über 
derselben von Süden nach Norden fortgchet. Dergleichen 
Linien liegen nicht in einerlei, sondern in verschiedenen 
Ebenen, und sind also nicht parallel.
Um anznzeigen, daß zwei gerade Linien 

parallel sind, setzt man auch zwischen beide das Zeichen 
M) und schreibt also U 6'D.

§. zi. Erklärung.
Eine Flächenfignr ist eine von allen Seiten 

Legränzte Flüche. Eine ebene Figur ist eine von 
allen Seiten begrünzte Ebene. Jede der Linien, welche 
eine Figur begranzt, heißt eine Seite der Figur nnd 
alle begrauzenden Linien zusammen genommen nennt 
man ihren Umfang oder Perimeter.

So wie der Raum selbst über alle Gränzen hin
aus gehen kann, so kann man sich auch eiue Ebene 
über alle Gränzen hinaus erweitert denken. Will man 
nun ein bestimmtcs Stuck einer Ebene betrachten, so 
muß es allenthalben von der übrigen Ebene getrennt, 
und also von Gränzen eingeschlosse» seyn.

Eine ebene Figur heißt geradlinigt, wenn sie 
I'ig. lZ von lauter geraden, krummlinigt, k'ig. i6, 
wenn sie von lauter krummen, und vermischtlinigt, 
k'i§> ^7 wenn sie von geraden und krummen Linien 
zugleich eiugeschlosscn wird. Im Folgenden wird nur 
von ebenen Figuren die Rede seyn, wenn nicht das 
Gegentheil ausdrücklich bemerkt wird.

§. Z2. Erklärung.

Eine Figur, worin alle Seiten nnd alle von die-
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sen Selten gebildeten Winkel einander gleich sind, heißt 
eine ordentliche oder reguläre Figur wie

rg. Jede andere Figur, es seyen darin 
alle Seiten ohne die Winkel, oder alle Winkel ohne die 
Seiten oder auch keins von beiden gleich, heißt eine un
ordentliche oder irreguläre Figur.

ZZ. Erklärung.'

Eine ebene Figur, welche wie 19 von einer 
krummen Linie begränzt wird, in welcher alle Punkte 
von einem bestimmten Punkte <7 innerhalb der Figur 
gleiche Entfernung haben, heißt ein Kreis oder Zir
kel, und die den Kreis begränzende krumme Linie heißt 
der UmkrekS oder die Peripherie des Kreises.

Der Punkt <7, von welchem jeder Punkt der Pe
ripherie gleiche Entfernung hat, heißt der Mittel
punkt oder das Centrum.

Jeder Theil des Umkreises heißt ein Kreisbogen 
wie

Jede gerade Linie vom Mittelpunkte nach dem Um
kreise gezogen, heißt der Halbmesser oder Radius.

Eine gerade Linie, welche von einem Punkte der 
Peripherie durch den Mittelpunkt nach einem andern 
Punkte der Peripherie reicht, heißt ein Durchmesser 
oder Diameter d^s Kreises, wie

Eine Linie, welche wie zwei Punkte dcS 
Umkreises verbindet, ohne durch den Mittelpunkt zu 
gehen, heißt eine Sehne oder Chorde.

34-
Um von der Entstehungsart des Kreises einen Be

griff zu erhalten, braucht man sich bloß vorzustellen, 
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daß ekne Linie ki§. iy sich in einer Ebene um 
den festen Punkt 0 herum bewege, bis sie wieder in 
ihre vorige Lage kommt. Der bewegliche Endpunkt 
wird wahrend seiner Umdrehung alle Punkte der Kreis« 
linie durchlaufen, und jeder Punkt dieses Umkreises wird 
um die Linie vom Mittelpunkte entfernt seyn.

§. Z5« Forderung.
AuS jedem gegebenen Punkte mit jeder 

gegebene» geraden Linie einen Kreis zu be
schreiben.

Denn die gegebene Linie mag noch so groß seyn, 
so kann man sich inuncr verstellen, daß sie sich in einer 
Ebene um de» gegebenen Punkt herum bewege, bis sie 
wieder in ihre vorige Lage kommt.

§. z6. Grundsatz.

Alle Halbmesser eines und desselben Krei
ses sind einander gleich.

Denn jeder von ihnen giebt die allenthalben gleiche 
Entfernung des Mittelpunktes vom Umkreise an.

§. Z7. Grundsatz.

Alle Durchmesser eiues und desselben 
Kreises sind einander gleich.

Denn jeder Durchmesser besteht aus zweien Halb
messer».

Z8- Anmerkung.
Außer der Kreislinie können noch unzählige andere 

krumme Linien eine Figur einschließen, wie kiZ. iS. In 
der niedern oder Elementar-Geometrie, werden 
indessen außer der geraden Linie »nd der von ihr begränz- 
ten Figuren nur noch die Eigenschaften der Kreislinie
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gen krummen Linie» gehört zur höher» Geometrie.

§. zy. Erklärung.

Soll eine ebene Figur von geraden Linien cinge, 
schloffen werden, so sind wenigstens drei solcher Linien 
dazu erforderlich, weil zwei gerade Linien keinen Raum 
einschließen können (H. 12).

Nach der Anzahl der Seiten, welche eine Figur 
einschließen, oder der dadurch entstehende» Winkel, wird 
die Figur benannt.

Sie heißt nehmlich dreiseitig oder ei» Drei
eck, wen» sie von dreieu Seiten bcgränzt wird, wie 

ro.
Sie heißt ein Vier» Fünf» oder Sechseck, 

wenn sie von vier, fünf oder sechs Seiten begränzt 

wirv *).

*) Es giebt auch ebene krummlinigte Drei-.Vier- und Viel
ecke, welche von drei, vier und mehreren einander schnei
denden krummen Linien eingeschlossen werden. I" der 
Folge wird nm von gergdlinigtcn dir Rede seyn.

Jede Figur, welche mehr akö vier Seiten hat, 
heißt überhaupt ei» Vieleck oder Polygon. Jede 
der das Vieleck einschließcnden Seiten heißt eine Poly
gonseite, und der von zweien auf einander folgenden 
Polygonseiten eingcschlossene und einwärts gekehrte Win
kel ein Poligon Winkel, wie 2^//? i8-

Eine gerade Linie, welche in einer vier- oder viel
seitigen Figur die Scheitel der Winkel, welche keinen Schen
kel gemein haben, mit einander verbindet, heißt eine



Dtagonallinie. Z.B. k'Ig. 7 ist eine Diago- 

uallinie.
§. 40. Erklärung.

Die Dreiecke unterscheidet man sowohl in Rücksicht 
Ler sie einschließenden Seiten als auch der von diesen 
Seiten gebildeten Winkel.

Rücksichtlich der Seiten nennt man ein Dreieck 
gleichseitig, dessen drei Seiten alle einander gleich 
sind, wie kiZ. 20.

Gleichschenklicht heißt ein Dreieck, welches 
Zwei gleiche und eine ungleiche Seite hat wie 2>.

Ein ungleichseitiges Dreieck ist ein solches, 
worin auch nicht zwei Seiten einander gleich sind, wie 

22.
Im gleichschenklichten Dreiecke nennt man die un

gleiche Seite desselben die Grundlinie oder Basis, 
und die beiden gleichen Seiten heißen die Schenkel deS 
Dreiecks. Im Dreieck 21 ist L<7 die Ba
sis, und die Seiten ^<7 sind dessen Schenkel.

§. 41. Erklärung.

In Rücksicht auf die Winkel heißt ein Dreieck 
rechtwinklicht, wenn es einen rechten Winkel hat 
wie k'ix. 23.

Ein Dreieck ist stumpfw in Glicht, wenn es einen 
stumpfen Winkel hat, wie ^6 k'iZ. 24.

Ein spitzwinklichteS Dreieck ist ein solches, 
worin alle drei Winkel spitz sind, wie ^'§.22. Beide 
letztere Arten Dreiecke führen auch den gemeinschaftlichen 
Namen schiefwinklichre.

Im rechtwinklichten Dreiecke k'ig. 2z nennt 
man die beiden Seiten, welche den rechten Winkel ein
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schließen wie L6 seine Kathete», und dk« dritte 
Seile seine Hypoth enuse.

K. 42. Erklärung.
In einem Dreiecke ist ein Winkel an einer 

Seite anliegend, wenn diese Seite einen 
Schenkel des Winkels ausmacht. Ein Winkel ist einer 
Seite gegen« berstehend, und umgekehrt eine Seite 
einem Winkel gegennberstchend, wen» die 
Seite keinen Schenkel des Winkels ausmacht. Im 
Dreiecke I'ig 22 sind die Winkel 
an der Seite L6 anliegend, der Winkel aber 
der Seite öO gegenüber stehend; und eben so ist die 
Seite LO dem Winkel die Seite dem Win
kel gegenühersiehend.

§. 4z. Erklärung.
In einer jede» geradlinigten Agm kann man jede 

beliebige Seite derselben als die Grundlinie oder 
Basis, und die ganze Figur als auf dieser Basis 
ruhend betrachten. Man kann daher auch in jedem 
ungleichseitigen Dreiecke I?i§. 22 jede beliebige 
Seite SO desselben als die Basis ansehcn. Man nennt 
alSdann die Hohe des Dreiecks den vom Scheitel 

des der Grundlinie gegenuberstehenden Winkels auf 
diese Grundlinie gefällten Perpcndickel ?

§. 44. Erklärung.
Die Vierecke erhalten nach der Gleichheit oder 

Ungleichheit der sie bcgränzenden geraden Linien und 
Winkel folgende Benennungen:

Ein Quadrat 25 ist ein Viereck,
worin alle Seiten gleich, und alle Winkel rechte sind.



Ein Rechteck, Rectangulum oder Oblons 
gum ist ei» Viereck, worin zwar alle Winkel rechte, 
von den Seiten aber nur die gegenübcrstehenben einan
der gleich sind, wie I'ig- 7.

Eine Raute oder Rhombus ist ein Viereck, 
worin zwar die Seiten alle einander gleich, die Winkel 
aber ungleich sind, wie >1^6/) 26.

Eine lang lichte Raute oder Rhomboidcs 
ist ein Viereck, worin nur die gegennberstehenden Sei
ten gleich, die Winkel aber ungleich sind, wie

27.
Alle andere Vierecke führen den gemeinschaftlichen 

Namen Trapez ia.

45. Erklärung.

Ausgedehnte Größen heißen einander gleich, 
wenn sie gleichartig sind, und die eine aus eben so 
vielen Theilen der Art als die andere zusammen gesetzt 
ist: oder wem, die als Maaß *) angenommene Größe 
in der einen so oft enthalten ist, als in der andern» 
So sind 1'ig. 5 einander gleich.

§> 46. Grundsatz.

Wenn man durch einen Punkt 6 innerhalb einer 
Figur I^g. 28 eine gerade Linie zieht,
so muß sie den Perimeter der Figur in zweie» Punkte» 
schneiden.

Den» die gerade Linie kann von beiden Seiten 
unbegranzt verlängert werden; die Figur aber ist durch

S. Umriß der mathematischen Wissenschaften 2 u. z. 
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den zusammenhängenden Perimeter bcgmuzt. Die ge
rade Linie kann also in ihrer Verlängerung nicht aus 
Lein begranzten Raume in den übrigen un-
begranzten Raum treten, ohne auf jeder Seite durch 
den Perimeter zu gehen, und muß ihn also in zweien 

Punkten schneiden.
Eine durch einen Punkt innerhalb eines Kreises 

gezogene gerade Linie muß also dessen Peripherie in 
zweien Punkten schneiden.

§. 47. Grundsatz»

Wenn der Umfang einer Figur k'ig. sA 
durch einen Punkt X innerhalb, und durch einen Punkt 

außerhalb einer andern Figur gehet, so
müssen die Perimeter beider Figuren einander wenig
stens in zweien Punkten und schneide».

Wenn also der Umfang eines Kreises durch eine» 
Punkt innerhalb und durch einen Punkt außerhalb eines 
andern Kreises gehet, so müssen die Peripherien beider 
Kreise einander wenigstens in zweien Punkten schneiden.

§. 48- Grundsatz.

Jede gerade Linie zo theilt die Ebene/
worin sie befindlich ist, in zwei Theile, wovon der ein« 
Theil disseits, und der andere jenseits der geraden Linie 
/lü liegt. Nimmt man daher einen Punkt 0 von der 
einen Seite und einen Punkt 7) von der andern Seite 
der Linie , und beschreibt auS 0 mit der Entfcr- 

- nung einen Kreis so muß dieser die gerade 
Linie wenigstens in zwei Punkten F und schnei
den.
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Zwei gerade Linien 09 k'ig. sind gege
ben. Mau soll eine gerade Linie finden, welche ihrer 
Summe oder ihrer Differenz gleich ist.

Auflösung. Aus dem einen Endpunkte der 
größerer Linie beschreibe man mit einem der kleinern 

gleichen Halbmesser eine« Kreis LOO v »länge»'« 
unbcgräuzt nach so wird der Umfang dieses 

Kreises, welcher von beiden Seiten der Linie X/) liegt, 
diese Linie in zwei Punkten L' und F schneiden, und 
es ist alsdann die Summe, und die Differenz 
der beiden gegebene» Linien.

Beweis. und sind als Halbmesser 
eines und desselben Kreises einander gleich (§. z6). Nun 
ist jede von ihnen der Linie 6D gleich; folglich ist

LL — — OD und
-s- 60.

Aus dieser Construction ergirbt sich auch, wie von einer 
gegebenen Linie LL ein der or> gleicher Theil abzuschnei- 
den sey.

§. 50. Aufgabe.

Auf einer gegebenen begranzten geraden Linie 
k'ig. Z2 ein gleichseitiges Dreieck zu errichten.

Auflösung. Aus dem Punkte beschreibe 
man mit dem Halbmesser den Kreis LO9, und 
aus S mit den Kreis (tz. zz). Von dem 
Punkte 6, worin beide Kreise einander schneiden, ziehe 
man nach und S gerade Linien; so ist das 
verlangte gleichseitige Dreieck.
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Beweis. Man verlängere bis F', so ist 
(^. zü) als Halbmesser des Kreises uun
L, also — 2 , also liegt der Punkt an s-
serhalb des um beschriebenen Kreises; und da diw 
Punkt innerhalb dieses Kreises liegt, so muß die 
durch die Punkte und gehende Peripherie 
die Peripherie des um ^4 beschriebenen Kreises in zweien 
Punkten schneiden (tz. 47).

Ist nun 0 ein solcher Durchschnittöpunkt, so lie^t 
er in der Peripherie eines jeden dieser Kreise, und es 
ist also (tz. z6).

^40 — als Halbmesser des Kreises LOH, 
und auch

^0 --- als Halbmesser des Kreises 
folglich ist (Grunds. 4.)

>40 — SO — ^S;
mithin sind alle drei Seiten dieses Dreiecks einander 

> gleich, und folglich das Dreieck gleichseitig (H. 40)

Li. Anmerkung.

Die vorhergehende Aufgabe thut zugleich die Möglich-, 
keit des gleichseitigen Dreiecks dar, welches durch eine 
seiner Seiten gegeben ist. Sie zeigt also, daß der i« 
§. 40 dcsiutrte Ausdruck: „Gleichseitiges Dreieck" 
Zeichen eines wirtlichen Begriffes ist; und nun erst sind 
wir im Stande, uns dieses Begriffes zur Entdeckung 
andrer Wahrheiten zu bedienen.

So muß man in jedem mathematischen Verträge Imimw 
verfahren, nnd wir werden daher im Folgenden allemal 
die Möglichkeit dcS Dcfiniti entweder durch Forderung, 
Grundsatz oder Aufgabe darthun, und also zeigen, daß 
alle bisher gegebene Erklärungen Zeichen vo» Begriff« 
sind.
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§, 52. Anmcrkuiig 2,
In der Ausübung ist es nicht nöthig, die vollen Kreise 

LOH, zu ziehen, sondern nur nach dem Augcn- 
maaße zwei Bogen derselben OOü, 60? z; zu 
ziehen, welche einander in 0 schneiden. Dieß gilt von 
«llen folgenden Sätzen, wobei ähnliche Conßructionen 
Vorkommen.
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Zweites Kapitel.

Von den Dreiecken, ihrer Congruenz und den 
Seiten und Winkeln derselben.

§. SZ. Lehrsatz.
A§enn in zweien Dreiecken k'ix.

34 zwei Seiten ^ö, -16 des einen zweien 
Seiten DL, des andern einzeln genom
men gleich sind, und der von diesen Seiten 
in dem einen Dreiecke eingeschlossene Win
kel dem von den gleichen Seiten im 
andern Dreiecke eingeschlossenen Winkel 

gleich istr so sind die Dreiecke kon
gruent, und es ist die dritte Seite deS 
einen Dreiecks der dritten Seite deö 
andern, und die Winkel, welche in beiden 
Dreiecken gleichen Seiten gegenüber lie
gen, sind ebenfalls einander gleich, nehm
lich -- DIL und

C
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V or a u s setz n n g. ^0 -- DS';
S/U7 -- LD/'.

Bebauptung
i) LS', 2) ^L0 -- DLS'.
Z) 4) ^so — oss.
Vorbereitung. Man lege das Dreieck ^L0 

dergestalt auf daß der Punkt O auf und die 
Linie DL' in der Züchtung von zn liegen komiue.

Beweis. Da die Linie DL der gleich ist, 
nnd der eine Endpunkt I) auf und die Linie DL 
in der Richtung liegt, so muß (§. 15) der andere 
Endpunkt L auf L fallen.

Da der Winkel -- S^l7 und sein Scheitel 
v auf auch sein Schenkel 0L in der Richtung 
gelegt ist, so muß (§. 25) sein zweiter Schenkel DS' 
in der Richtung fallen; und da DS' --- 
so muß (Z. 15) der Endpunkt S' auf den Endpunkt 0 
fallen.

Da nun der Punkt Sl auf S nnd auf 0 fallt, 
so muß die zwischen L und liegende Linie SS auf 
die zwischen L und <7 liegende fallen (§, »0) und 
folglich ihr gleich seyn (§, 14).

Da ferner bewiesen ist, daß der Scheitel L des 
Winkels DL'F' auf den Scheitel S des Winkels ^S0 
nnd die Schenkel des erster» auf die Schenkel des letz
tem fallen, so decken sie einander, und süid einander 
gleich. Eben so ist DSD -- ^0S.

Und da alle Gränzen der einen Figur ganz auf 
die der andern fallen, so ist auch 
(§- -4)-

54- Zusatz.
Ein Dreieck ist durch einen ^iuer Winkel, nnd
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durch die diesen Winkel einschlicflende» Seiten völlig 
besiimmt, weil zwei Dreiecke, welche in diesen Stücken 
einander gleich sind, es auch in allen übrigen seyn 
Müssen.

S-55« Lehrsatz.
In jedem gleichschenklichten Dreiecke 

880 zH sind die Winkel an der Grund
linie einander gleich. Auch sind, wenn man 
die Schenkel 88, 80 nach 2) und 8 verlän
gert, die hierdurch entstehenden Winkel 
unter der Grundlinie 880, 808 einander 
gleich.

Voraussetzung. Das Dreieck ist gleichschenk-- 
licht, oder 88 80.

Behauptung^ 880 — 808; 2)86!
— 808.

Vorbereitung. Auf 80 nehme man einen 
beliebigen Punkt 8 an, schneide vo» 08 den Theil 
OO — 80 ab (H. 49) und ziehe 80 und 80.

Beweis. Da 88 — 80 und 80— OO, so ist 
(Grunds. 7) 88 -s> 88 80 -j- OO oder 88 ---
80.

In den Dreiecken 880, 800 *)  sind zwei Sei
ten und der emgeschlossene Winkel gleich. Denn die 
Seile 80 im Dreiecke 880 ist der Seite 80 im 
Dreiecke 808 gleich; die Seite 88 --- 80 und der 

*) Zu mehrerer Deutlichkeit sind in der Figur 35 * diese 
Dreiecke sowohl, als die Dreiecke LW, LLO Figur zz»» 
abgesondert dargesteilt worden-

z
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Winkel bei ist beiden Dreiecken gemein; folglich sind 
sie kongruent, und es ist (H. 5z) ^0 

und ^0 --
In den Dreiecken (7F6 sind ebenfalls zwei

Seiten nebst dem eingeschlossencn Winkel gleich. Denn 
es ist <76, ^0 — 6ö und —

/I ^6L, folglich ist (§. 53) — 6S6
und — L06, d. i. die Winkel unter der Grund
linie sind einander gleich. .

Da nun (wie vorher bewiesen worden)
^0/«' und OS6 ---- so ist (Grunds. io) 

— 6S6 -- oder —
«Ä<7ö, d. h. die Winkel an der Grundlinie sind einan
der gleich.

§. z6. Anmerkung.
Obiger Satz kann auch folgendermaßen vorgetragen 

«erden! Wenn in einem Dreiecke zwei Sciter 
einander gleich sind, so sind auch die diesen 
Seiten gegenüberstehenden Winkel einander 
gleich-

H. 57. Zusatz.

In jedem gleichseitigem Dreiecke müssen auch alle 
drei Winkel einander gleich seyn. Denn jede zwei die
ser Winkel stehen gleichen Seiten gegenüber. Es ist 
also eine reguläre Figur (§. Z2).

§. Z8. Lehrsatz.
Wenn in einem Dreiecke RiA. z6 zwei 

Winkel, einander gleich sind, so
üssen auch die diesen Winkeln gegenüber 

stehenden Seitens, einander gleich sey».
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Voraussetzung.
Behauptung. — ^S.

Vorbereitung. Waren ^O, nicht ein» 
ander gleich, so müßte eine davon etwa größer als 
die andere ^0 seyn. Mau schneide daher SO — ^0 
ab und ziehe Ol7.

In den Dreiecke» ^OS, OLO wären demnach 
zwei Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel 
gleich; denn — SO (nach der Constmction), SO 
beiden Dreiecken gemein und nach der Voraussetzung 

folglich müßte (§.zz) die Flache deS 
Dreiecks OOO der des Dreiecks ^60 gleich seyn, wel
ches (Grunds, z) unmöglich ist, indem OLO nur ei» 

i Theil von ^SO ist. Folglich kann nicht größer 
als ^0, und eben so wenig kann größer als ^kS 

seyn; folglich ist ^6 ---- ^lS.

S. ZY. Zusatz.

Wenn in einen, Dreiecke alle drei Winkel einander 
gleich sind, so müssen es auch seine Seiten seyn, weil 
jede zwei dieser Seiten gleichen Winkeln gegenüber 
stehen. Ein gleichwinklichtes Dreieck ist also eine regu
läre Figur (§. Z2).

H. 6o. Lehrsatz.
Wenn in zweien Dreiecken OLO 

k'iß. Z7 alle drei Seiten des einen den drei 
Seiten des andern einzeln genommen gleich 
sind, so sind auch die den gleichen Seiten in 
beides Dreiecken gegenüber stehenden Win
kel, so wie die Flachenräume beider Dreiecke 
einander gleich.



- 38 -

Voraussetzung. — DA, aMDA
SO — DD.

Behauptung. ^kA(7 — DAA,
— LDA, ^<7Ü — DDL' und 

DAA.
Vorbereitung. Könnte man darthun, daß noch 

ein Winkel des einen, etwa D^O einem Winkel des 
«rudern DDD gleich ist, so waren in beiden Dreiecken 
zwei Seiten nebst dem von ihnen eingeschlossenen Winkel 
gleich, und ihre Congruenz wurde aus §. 5z folgen. 
Man lege daher das Dreieck DAA dergestalt an 
Laß der Punkt A auf (7, die Linie AA in der Rich
tung OS, also auch (H. 15^ A auf A zu liegen kom
me, und daß die Punkte und D auf verschiedene 
Seiten der Linie Al7 fallen; so kann der Punkt D nur 
eine von folgenden drei Lagen haben.

i) Kann er in der Verlängerung des Schenkels 
^(7; 2) kann er zwischen den Schenkeln des Winkels 

liegen, so daß eine von nach D gezogene 
gerade Linie ^/D innerhalb dieses Winkels liegt; z) 
kann D so fallen, daß die Linie ^D außerhalb dieses 
Winkels fallt.

Beweis. Erster Fall. Da — DA, so 
bilden die beiden Dreiecke ^A(7, DAA I?i§. Z7 ein 
einziges gleichschenklichtes Dreieck A^/D, dessen Grund
linie ^D ist, und worin (tz. 55) die Winkel an der 
Grundlinie einander gleich sind; also ist ---
/ AD(7. Nun'ist der Winkel §D(7 mit dem Winkel 
LDA einerlei, folglich ist — LDA. Nun
war auch DA, ^O--DL, folglich ist (§. LZ)

DAA.
Zweiter Fall. Da die Linie ^D ki§. z8 in- 
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sterhalb der Winkel 6 >70, 6790 fällt, so ist 6/70 
— 6.779 -f- 79^0 und 660 — 66>l -si 67)0. 
Nun ist nach der Voraussetzung 66 — 7>6, atzo das 
Dreieck 666 gleichschenklicht (§. 40) und folglich (§ 55) 
X 666 — 666, weil beide an der Grundlinie 66 
liegen. Eben so ist, weil 60 — O/>, auch 0^^ 
gleichschcnklicht, also (H. 55) 660 — 6/9< .

Folglich ist (Grunds. 7)
666 -j- 7960 — 666 -I- 660 

oder 660 — 660 — 667"; und da auch 66 
-- 66, 60 — 796, so sind die Dreieck« 660 — 

6L6 cougruent (§. 5z).
Dritter Fall. Da die Linie 66 6rg. 39 aus

serhalb der Winkel 660, 660 fällt, so ist
660 — 666 — 660. 

/ 660 — 666 — 660.
Nun ist, weil 66 -- 7979, das Dreieck 666 gleich- 
schenklicht, und folglich (§. 55) L79^7.
Eben so ist, weil 60 — 079, auch das Dreieck 066 
gleichschcnklicht, also 660 660. Folglich ist

(Grunds, ro)
666 — 660 -- §79^7 — ^790.

oder 6.70 -- 6790 L797'; und da auch
— ,79L, ^0 — 797-', so sind die Dreiecke >760, 

79757' congrucnl (§. 53).

H. 6i. Zusatz.
Drer Selten bestimmen also ein Dreieck.

§. 62. Aufgabe.
Einen gegebenen geradlinigtcu Winkel 

riß. 40 zu halbiren.



Auflösung. Auf einem seiner Schenkel -ZL 
nehme man eine» beliebigen Punkt Z; schneide vom 
andern Schenkel einen Theil -ZO --- -ZZ ab (tz. 49), 
und ziehe Auf LO setze man (§.50) das gleich
seitige Dreieck DFO, und ziehe von Z) nach eine 
gerade Linie, so wird diese den Winkel L^ZZ^ halbiren.

Beweis. Da vermöge der Construction ^(7; 
DZ) — DO als Seiten eines geichseirigen Dreiecks und 
^ZZ) den beiden Dreiecken -Z6Ö gemein ist, so 

sind in beiden Dreiecken alle drei Seiten einander gleich 
lind folglich auch (tz. 60) die den gleichen Seiten ge- 
genüberstehenden Winkel; also ist der Winkel K^Z>, 
«ekcher der Seite LZ) gegenüber stehet, dem Winkel 
<7^Z) gleich, welcher der gleichen Seite OZ) gegenüber 
stehet. Da nun die Theile F^Z>, O^ZZ) des Winkels 
L-ZZ^ einander gleich sind, so ist jeder die Halste des 
Ganzen; und folglich L-ZZ' durch die Linie -ZZ- 
Kalbirl»

§- 6z. Zusatz.
Halbirt man wiederum auf die vorgeschricbene Art 

jede dieser Halsten, so wird der Winkel in vier 
gleiche Theile getheilt seyn; und so kann man durch 
fortgesetztes Halbiren einen Winkel in 8, 16, zs re^ 
gleiche Theile theilen.

§. 64. Aufgabe.
Eine gegebene begranzte gerade Linie -ZS 

I'iZ. 41 z» halbiren.
Auflösung. Auf -ZZ setze malt das gleichseitige 

Dreieck (§. 50^; halbire den der Linie >ZZ>' ge
genüber stehende» Winkel ^ZOL durch die gerade Linie 
<7Z) (§. 62); so wird diese zugleich die gegebene Linie



in Punkte L halbiren, d. h. der Theil ist 
dein Theile gleich.

Beweis. Die Linie 6Z), welche den Winkel 
halbier, gehet zwischen seinen Schenkeln fort, und muß 
also die Linie in irgend einem Punkte L schneiden, 
also die Linie in zwei Theile zerlegen. Daß aber auch 
diese Theile einander gleich find,'«Heller aus Folgendem: 
In den Dreiecken ist alö
Sein,i eines gleichseitigen Dreiecks, OL beiden gemein, 
und nach der Construction der Winkel --- LOL; 
folglich ist (§. zz) ----- LL; folglich ist die Linie

in L halbirt.

Anmerknng. Die Halbirunq des Winkels rVM ge. 
schieht ganz nach der Vorschrift des §. 62. Da jedoch 
auf den Schenkel» dieses Winkels bereits gleiche Theile 
<ü^, L8 genommen, und deren Eudxunlte durch ^8 vor» 
blinden sind, so brauche man nur noch auf.^8 unter
wärts ein gleichseitiges Dreieck ^08 zu setzen, oder auch 
die im Punkte v einander durchschneidenden Bogen zu 
beziehen (Z.. 52).

§.65. Zusatz.
Halbirt man wiederum jede dieser Halsten, so wird 

die Linie in vier gleiche Theile zerlegt seyn; und so 
kann man durch fortgesetztes Halbiren eine gerade Linie 
in 8, »6, zr rc. gleiche Theile theilen.

§. 66. Aufgabe.
Auf eine «nbegränzte gerade Linie 

I?ig. 42 aus einem in ihr gegebenen Punkte 
6" eine senkrechte Linie zu errichten.

Auflösung. Auf nehme man einen Punkt 
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z? nach Belieben und schneide von 68 den Theil 68 
— 6Z) ab. (Dieß geschieht, wenn man aus 6 mir 
6D einen Kreis beschreibt, welcher die Linie 68 in 8 
schneidet.) Auf DL setze man das gleichseitige Dreieck 
Z?Z^6 und ziehe von, Scheitel 8 nach (7 eine gerade 
Linie 86, so wird diese auf >78 in, Punkte (7 seuj- 
»echt seyn.

Beweis. In den Dreiecken 86Z>, 868 ist 6Z) 
— 68 nach der Construction; 8O — 88 als Sei
ten eines gleichseitigen Dreiecks und 86 beiden Drei
ecken gemein, also in beiden alle drei Seiten gleich; 
folglich ist (§. üo) der Winkel 868>, welcher der 
Seite 88 gegenüber liegt, dem Winkel 868 gleich, 
welcher der gleichen Seite 88 gegenüber liegt. Da 
also die beiden Nebenwinkel 868/ 868 einander 
gleich sind, so siehet die Linie 86 auf ^8 im Punkte 

<7 senkrecht (§. 27).

tz. 67. Aufgabe.

Auf eine^ gegebene unbe gränzte gerade ' 
Linie ^Z8 I'iZ. 4z von einem außerhalb der
selbe» gegebenen Punkte (7 eine senkrechte 
Linie zu fallen.

Auflösung. Auf der andern Seite der Linie 
nehme man einen Punkt 8 nach Belieben; be

schreibe (tz. Zz) aus 0 mit 68 einen Kreis, so muß 
dieser die Linie >l8 in zwei Punkten 6 und 8 schnei
den (§. §8); man halbste dann 68 in ZZ (H. 64), 
und ziehe 68, so wird diese die verlangte senkrechte 

Linie seyn.
Beweis. Zieht man noch (76, (78, so ist in 

den beiden Dreiecken 686, 6ZZ8 die Linie 66
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als Halbmesser eines und desselben Kreises (Z.zh), 
— //L nach der Construction und <77/ beiden 

Dreiecken gemein: folglich ist (tz. 60) 0//<7 ---
/ 0///7, also diese beiden Nebenwinkel einander gleich, 
und fplglich <7/7 auf senkrecht (§. 27).

§. ü8- Lehrsatz.

Jede zwei Nebenwinkel k'iA.
44 sind zusammen zweien rechten gleich.

Voraussetzung. Die Winkel
sind Nebenwinkel, d. h. sie haben den Schenkel 
und den Scheitel § gemein und OLD bildet eine ge
rade Linie (H. 26).

Behauptung. — 2 K-
Beweis. Erster Fall. Sind diese beiden 

Winkel einander gleich wie ro, so ist
jeder derselben ein rechter (§.27) und folglich beide 
zusammen zwei Rechte.

Zweiter Fall. Sind dieje Winkel ungleich wie
I'iZ. 44, so errichte man (§. 6ü) aus L 

auf OO den Perpendickel LL: so ist (erster Fall)
LLO LSD — 2 /?.

Setzt man statt LLO seine Theile -s- 
(Grunds. 3)/ so ist

-j- 4. LL7) ---2/?.
und setzt man wiederum anstatt der Theile 
LFA den ganzen Winkel so ist s

-s- — 2 7?.
§. 69. Zusatz.

Wenn daher einer von zweien Nebenwinkeln ein 
spitzer, also kleiner als ein rechter ist <§. 27), so muß 
der andere stumpf seyn; und umgekehrt.
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70. Zusatz 2.'

Wenn aus einem Punkte 6 einer geraden Linie 
t-'iA. 4z nach einerlei Seite derselben verschiedene 

Linie» OL, OF' gezogen werden, so sind die 
Hierdurch entstehenden Winkel H», D(7L, 
F'Llü zusammen zweien rechten gleich. Denu
H) -s- DOL -s- (Grunds, z)

folglich S(7L -1- -----
^0^ -l- WL --- -L (68).

7r» Zusatz;.

Alle Winkel, welche um einen Punkt <7 k'iZ. 45 
herum liegen, betragen zusammen vier rechte 
Denn -s- § -s- 2 ^,(^,72)

und ^66 -j- 6l7S -s- MS --- 2Ä.
folglich -s- DOS -s- -j- ^6'L -j-

-s- 6<7// -I- L(7L --- 2 ^r. -j- 2 Ä. ---- 4 L. 
(Grunds. 7).

72. Lehrsatz.
Wenn zwei Winkel 44,

welche einen Schenkel und Scheitel S 
gemein, die beiden andern Schenkel LO, L/) 
aber nach entgegen gesetzten Richtungen ha
ben, zusammen zweien rechten gleich sind, 
fo sind sie Nebenwinkel, d. h. die Schenkel 
SO und LO bilden eine einzige gerade Linie 
(§.26), und jeder derselben ist also die Ver
längerung des ändern.

Voraussetzung. -s- — 2 L
Behauptung. Die Linie OSS ist eine ge
rade, oder ist die Verlängerung von LO.
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Beweis. Fiele die Verlängerung der OL nicht 
auf LZ), so müßte sie entweder auf der einen oder 
andern Seite derselben fallen. Gesetzt sie fiele in der 
Richtung SZ^ so daß OFF' eine gerade Linie wäre, 
so wären (§. ab) ^ZM und ^ZZZZ' Nebenwinkel und 
folglich

-s- ^LZ^ ---- - L (tz. 68).
Nun ist nach der Voraussetzung auch

-s- ^Lz- — 2 L.
folglich ist (Grund. 4)

-s- — ^Z?O U- ^LZ);
und wenn man beiderseits den Winkel ^Z^b hinweg 
nimmt (Grunds, ro)

— ^Z?Z)
welches unmöglich ist, indem /ZLZ) nur ei» Theil ven 
^ZLZ«' ist (Grunds. Z).

Da nun auf gleiche Art erweislich ist, daß die 
Verlängerung der LO nicht auf die andere Seite der 
FO fallen kann, so muß sie nothwendig auf FZ) fal
len, und L^Z) ist also eine gerade Linie.

§. 7)- Lehrsatz.

Jede zwei Scheitelwinkel XM, Z7LL; 
desgleichen xZLZ), OLL 55g, 12 sind einander 

gleich.
Voraussetzung. ^ZLO, OLL sind Scheitel--- 

Winkel, das heißt ^ZLL und OLL> sind gerade Linien 
(§. -9> 
Behauptung. ^LO --- SLL.

Beweis. Da OLZ) eine gerade Linie ist, gegew 
welche ^ZL stößt, so sind ^ZM, ^ZLO Nebeuwinkel 
(L. s6) und folglich (tz. 6z)
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Eben so ist

^LO -s- OLL -- 2 L.
folglich ist (Grunds. 4)

^LL -f- ^LO — ^LO -s- OLL;
und wenn man zu beiden Seiten den Winkel ^LO 
hinwegnimmc, so ist (Grunds. io.)

^LL — OLL.
Auf gleiche Art wird bewiesen, daß ^LO — OLL.

§. 74. Lehrsatz.
Wenn Kwei gleiche Winkel ^LO, OLL 

klZ. 12 dergestalt an einander gelegt wer
den, daß die Schenkel LO, LO eine gerade 
Linie bilden, und die beiden andern Schen
kel L^L LL von verschiedenen Seilen der 
geradeu Linie OO fallen, so sind eö Schei, 
relwinkel, d. h. ^/LL muß ebenfalls eine 

gerade Linie seyn.
Voraussetzung. 1) ^LO — OLL; 2) OLO 

ist eine gerade Linie. '

Behauptung. ^lLL ist eine gerade Linie.

Beweis. Da ^LO---OLL, so ist, wenn 
zu beiden der Winkel ^lLO hinzukommt (Grunds. 7) 

^LO -s- ^lLO — ^LO -s- OLL.
Nun ist, weil OO eine gerade Linie ist (H. 68)

^lLO -s- ^LO --- 2 L.
folglich auch (Grunds. 2)

^lLO OLL — 2 L.
folglich liegen die Schenkel LL dieser Winkel in 

einerlei geraden Linie ^L (tz, 72).
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§. 75« Erklärung.
Zwei Winkel, welche zusammen einen rechten anS- 

machen, heißen Ergänzungen oder Complcmcnre 
zu einander. So ist der Winkel ro das
Complement von LLt? und umgekehrt ist LZ?O das 

Complement von
Zwei Winkel, welche zusammen zweien rechten 

gleich sind, heißen Supplemente zu einander. So 
ist LLO I?iA. ro daö Supplement von LKO und 
umgekehrt das Supplement von LLO.

Man findet also das Complement eines Winkels, 
wenn man diesen Winkel von einem rechten abzieht; 
und sein Supplement, wenn man ihn von zweien rech
ten abzieht.

76. Zusatz.
Wenn daher von den vier Winkeln, welche zwer 

einander schneidende gerade Linien OD kig. 12. 
um ihren Dnrchschuittspunkt A bilden einer, etwa 

bekannt ist, so sind auch die übrigen bekannt. 
Denn 2 ZZ — ferner ist —

und OLL -- ^LZ) (Z. 7z).
Ist daher einer von diesen vier Winkeln ein rech

ter, so muß auch jeder der übrige» ei» rechter seyn.
Wenn also eine Linie kZg. 46 auf einer anr 

dem LV !m Punkte L senkrecht stehet, so sind OL./, 
OKL rechte Winkel, also (§. 28) einander gleich, und 
folglich ist auch OZ) auf ^ZL senkrecht (Z. 27).

§. 77. Lehrsatz.

Wenn man in einem Dreiecke
47 eine seiner Seiten Z?(7 nach Z) zu verlän
gert, so ist der hierdurch entstehende äußere
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Winkel '^67^ größer als derjenige innere 

Winkel welcher der verlängerten Seite 
SO gegenüber liegt.

Voraussetzung. 677 ist die Verlängerung von 
F6; ist ein äußerer Winkel; ein innerer 
der verlängerten Seite 7?6 gegenüber liegender Winkel. 
Behauptung. 7^0.

Vorbereitung. Man halbire im Punkt« 
D (§. 64), ziehe und verlängere sie unbegränzt 
«ach F' zu; schneide LH' --- LL ab (Z. 49) und ziehe

Beweis. In den Dreiecken FLO ist 
«ach der Constrnction

' LO; LL und (Z. 7z) ----
7^6 

als Scheitelwinkel, folglich sind (§. 5?) diese Dreiecke 

congruent, und also

Nun ist LOT-' nur ein Theil von und Älso 
(Grunds, z)

^07) > LOL;
folglich ist auch (Grunds. 5)

/70O > oder >70D > 

§.78» Zusatz.

Verlängert man ^70 nach (7> so ist L06 ein 
äußerer Winkel und der der verlängerten Seite 
^70 gegenüber stehende innere Winkel; folglich (§. 77) 
SOS > Nun sind und LOT? Scheitel
winkel, also (§. 7^) --- LOS. Folglich ist auch

Der äussere Winkel ^(7O ist alsy größer
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alö jeder der beiden ihm gegenüber stehen
den inneren Winkel und ^20.

79. Lehrsatz.
An jedem Dreiecke 48 ist die

Summe irgend zweier Winkel -j- 
kleiner alö zwei Rechte.

Voraussetzung» und sind innere 
Winkel des Dreiecks ^ö6.
Behauptung. -f. < 2

Vorbereitung. Man verlängere die Seite SO, 
an welcher beide Winkel anlicgen, nach irgend einer 
Seite, etwa nach 0 zu»

Beweis. Da ein äußerer Winkel des 
Dreiecks ^(7 ist, so ist (tz. 78) H) > ^«<7; 
und setzt man beiderseits den Winkel ^L7/s hinzu, so ist 
. ^<779 -s- > ^St7 -s- >7(777 (Grunds. 9)
Nun ist (§. 68) ^7(7) -f- >k(7L --- s IL, (als Neben
winkel), folglich ist

-f- < 2
Auf eben die Art wird der Beweis von jeden zwei 

-andern Winkeln des Dreiecks geführt.

§- 8v. Zusatz.

In einem Dreiecke k'iZ. LZ, welches einen 
rechten Winkel S hat, muß jeder der übrigen Winkel 
spitz seyn. Denn wäre eS möglich, daß einer davon, 
etwa <7 ein rechter oder ein stumpfer seyn könnte, so 
wäre im ersten Falle L' -f- 0 2 7k, und im zweiten
L -s- (7 2 7k., welches unmöglich ist (Z. 79). Eben 
so ist in einem Dreiecke 24, welches einen
stumpfen,Winkel L hat, jeder der übrigen spitz.

D
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§. 8r. Zusatz 2.
Wenn man aus einem Punkte Zt? des gemeinschaft

lichen Schenkels zweier Nebenwinkel, ^6'6, ^tL/9

49 auf (D einen Perpcndickcl fallt, so muß die
ser" auf die Seite des spitzen Winkels fallen. Denn 

wäre es denkbar, daß er nach der Seite des Pimpfen 
Winkels fallen könnte, so würde ein Dreieck entste
hen, welches einen rechten und zugleich einen stum
pfen Winkel hatte, welches unmöglich ist (§. Lo).

§. 82. Lehrsatz.
Auf eine gerade Linie kann sowohl von 

einem Punkte außerhalb derselben als von 
einem Punkte in ihr unreine sekrechte Linie 
errichtet werden.

Beweis. Erster Theil. Könnte man von 
dem Punkte 0 !?!§. 50 zwei Perpendickel t/D, 6'K 
auf falle», so wäre OZ/L'— A und auch OLO 
— K. Es würde also ein Dreieck tVZ mit zweien 
rechte» Winkeln entstehen, welches unmöglich ist (H 80).

Zweiter Theil. Könnte man aus dem Punkte 
L kiZ. lo zwei Perpendickel lSL auf 6/9 errich
ten, so wäre LF/) — K und auch ^/L/9 --- //, 
folglich (tz. 28) LL/9 — welches unmöglich 

ist (Grunds. Z).

§. 8Z. Lehrsatz.
Wenn in zweien Dreiecken

51 zwei Winkel des einen zweien Winkel» 
des andetn einzeln genommen gleich sind, 
nehinlich --- «üo, aeü und die

an diesen beiden .Winkeln anliegende Seite 
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LO des einen Dreiecks der an den gleichen 
Winkeln liegenden Seite bc des andern 
gleich ist: so sind beide Dreiecke congruent 
und alle übrige Stücke in beiden gleich.

Voraussetzung. — abc,
crcch, ^6 — ba.

Behaupt» n g. Die Dreiecke abc sind 

«ongruent.
Vorbereitung. Könnten wir darthnn, daß 

unter den gegebenen Bedingungen auch --- ach 
sey» muß, so waren in beiden Dreiecken zwei Seiten 
nebst dem von ihnen eingeschlossenen Winkel gleich, und 
die Dreiecke müßten also congruent seyn (§. 55). Wa
ren nun ach ungleich, so müßte eine, davon, etwa 

größer seyn. Man schneide daher — «b 
ab und ziehe DO.

Beweis. In den Dreiecken VLO, «Lc wäre 
hiernach --- «b, — üa, SLO — oba:
folglich find (^ zz) diese Dreiecke congruent, und 
daher 4^ DOL — acb»

Nun ist ( Vorauss.^0^ --- acö 
folglich wäre (Grunds. 4) AOL — ^OL, welches 
unmöglich ist, indem AOL nur ein Theil von ^OL 
ist (Grunds, g).

Da nun auf eben die Art erweislich ist, daß ^lL 
Nicht kleiner als ach seyn kann, so ist

^L r-- <rö und daher ^LO crfic.

8.84. Lehrsatz.
Wenn in zweien Dreiecken ^LO, »5c 

zwei Winkel ^/LO, ^kOL des eine» ziveic» 
Wjnkelncrcch,cichv des andern einzeln genommen

D »
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gleich sind, und eine Seite welche einem 
dieser Winkel gegenüber stehet, der Seite crb 
gleich ist, welche dem gleichen Winkel im an
dern Dreiecke gegenüber stehet, so sind diese 
Dreiecke kongruent, nnd alle übrigen Stücke 
in beiden Dreiecken gleich.

Voraussetzung. abo,
--- acL, --- yb.
Behauptung. aebc.

Vorbereitung. Konnte man darthu», daß um 
ter den vorausgesetzten Bedingungen auch AO --- La 
seyn muß, so würde die Congruenz dieser Dreiecke aus 
§. 53 folgen. Ware» nun LO, bo ungleich, so müßte 
«ine davon, etwa Lo größer seyn; man schneide daher 
Leü FO ab und ziehe crcl.

Beweis. In den beiden Dreiecken «q« 
wäre demnach

-- erb, LO --- Lcr, -- abc?;
folglich sind (§. Zz ) beide.Dreiecke eongruent und dar 
her --- «ckL. Nun ist nach der Voraussez-
zung auch

»cc!
fo.glich wäre (Grunds. 4) ac/L erch, also der äus
sere Winkel «clb dem ihm im Dreiecke crcci gegenüber« 
stehenden innern Winkel ereb gleich, welches unmöglich 
ist (§ 77).

Da nun auf eben die Art erweislich ist, daß 
nicht größer als Lo seyn kann, so ist

LO — bc und folglich (tz. ZZ) abc>

§- 8e. Anmerkung.
Die beiden Sätze der 53 und 84 lassen sich auch 

folsenderimßen in einem Satze vvrtragen- Wenn l» 
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zweien Winkeln des andern einzeln genvm- 
men gleich sind, und überdies eine Seite deck 
einen einer Seite des andern gleich ist, es 
mag diese Seite an den beiden Winkel» an- 
liegen oder einem derselben gegenüber ste
hen, so sind beide Dreiecke congruent,

tz. 86. Lehrsatz.

Wenn in einem gleichschenklichten Drei
ecke -77sO Z2 vvm Scheitel -4 des der 
Grundlinie ^0 gegennberstehenden Winkels 

auf die Grundlinie ei» Perpendickel -77) ge
fallt wird, so wird dadurch sowohl dieser 
Winkel als auch die Grundlinie BO und die 
Fläche des Dreiecks -7S0 halbirr.

Voraussetz u n g. Das Dreieck -77?O ist glelch- 
schenklicht, oder -77l — -70; ferner -77) ist ein Per
pendickel auf SO, oder -77)7? — -77)0.

Behauptung. 7?7) --- 7)0; 7>-7L ---
7)-7O; -77)L — -77)0.

Beweis. Da -7L0 gleichschcnklicht ist, so ist 
(tz. 55) ^0 --- -70L, also beide spitz (tz. 79),
und der Perpendickel -777 fällt also (tz. 8l) zwischen 
7? und 0. Dieß geschehe in 7).

In den beiden Dreiecken -77?7), -707) ist demnach 
^7? — -70: -7S7) -- ^/O77 und der -77)7?
--- -77)0 -- 7?. folglich ist (§. 84)

F7) — 7)0; L-77) — 0-77); -77?7)
-- /l. -77)0.

§» 87. Lehrsatz.
Wird die Mitte 7) der Grundlinie LO 
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eines gleichschenklichte» Dreiecks xjx. 
52 mit dem Scheitel des gegenüberste- 
hendeu Winkels durch eine gerade Linie ^lZ» 
verbunden, so stehet diese auf senkrecht, 
und halbirt den gegenüber stehenden Win
kel ZE.

Voraussetzung. ^0 ist gleichschcnklicht, 
oder --- ^0^ ferner Z> ist die Mitte der F6, oder 
FS — Z>0.

Behauptung. ist auf §6 senkrecht, 
und

Beweis. In den Dreiecke» ist
LO -l- Z>0 und beiden gemein:

folglich ist (§. 60)
/ --- — kr. (§.27) und

§.88. Lehrsatz.

Wenn aus der Mitte O der Grundlin! e 
eines gleich schenklichten Dreiecks

I'iß. 52 auf derselben eine senkrechte Linie 
errichtet wird, so muß diese durch den Schei
telpunkt deS gegenüber stehende» Win

kels gehen.
Voraussetzung. ist ein gleichschenklich- 

tes Dreieck und O die Mitte seiner Basis.
Behaupt» n g. Ein durch D auf FO errich

teter Perpendikel gehet durch ^Z.
Beweis. Ginge dieser Perpendikel nicht durch 
sondern nach einer andern Richtung, etwa Z>L, 

so verbinde man mit O durch eine gerade Linie ^Z>. 
Liese wird (§. 87) auf LO senkrecht seyn. Nun soll 
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es auch seyn; also waren aus dem Punkte O 
zwei Perpendickel O2 auf Ab errichtet, welches 
umnoglich ist (4- 82). Folglich muß der durch O er

richtete Perpendickel durch gehen.

§. 89- Lehrsatz.
Wenn in einem gleichschenklichten Drei

eck e Ng. zs der der Grundlinie LO ge
genüber stehende Winkel A>kb durch eine 
gerade Linie AO halbirt wird, so wird 
diese auf der Grundlinie senkrecht stehen, 
und sie zugleich halbi ren.

Voraussetzung. ist gleichschenklicht,
also AA — und ist halbirt oder

Behauptung. ist senkrecht auf Ab, 

und Z?O — Ob.
Beweis. In den Dreiecken ^kAA, ist 

^kA — ^b, beiden gemein und A^kO --
ZE: folglich ist (§. 5z) ^0 und

ADA — ^Z)b; folglich ist auf Ab senkrecht 

(ä- 27).

§. yo. Lehrsatz.
Wenn in einem Dreiecke ^Ab I'ig. 5.; 

zwei Seiten ^kb, AA ungleich sind, nehmlich 
,/b > ^A, so ist der Winkel ^Ab, welcher 
der große rn Seile ^b gegenüber liegt, gro
ßer als der der kleinern Seite AA gegen
über liegende Winkel AbA.

Voraussetzung. ^0 > ^A. 
Behauptung. ^Ab > ^bA.
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Vorbereitung. Da ^6? > so wird ein 
Theil der erster» der gleich seyn. Man schneide 
daher --- ab und' ziehe ZV.

Beweis. Da so ist gleich-
schenklicht und folglich (§, 55) — ^lLZ).
Run ist der äußere Winkel am Dreiecke ZMO, 
und daher (§. 78) , folglich ist auch

um so mehr ist also
(Grunds. 6).

§. 91. Lehrsatz.

Wenn in einem Dreiecke k'iZ. 24 
zwei Winkel ungleich sind, so ist die Seire, 
rvelche dem größer» dieser Winkel gegen
über liegt, größer als die dem kleinern ge, 
genüberliegende.

Voraussetzung.
Behauptung.^

Beweis. Wäre nicht größer als >ZS, so 
müßte entweder ^6 — oder ^Zl? ^ZS seyn. 
Im ersten Falle müßten (§. 56) die den gleichen Seiten 
gegenüber stehende» Winkel ^lSO, einander 
gleich seyn; und in, zweiten Falle müßte (tz. 90) der der 
kleinern Seite ^0 gegenüber stehende Winkel ^Zö6 
kleiner als ^Z6G seyn, welches beides der Voraussez- 
zung widerspricht. Folglich ist ^0 > ^zs.

§. 92. Lehrsatz.
Wenn in zweien Dreiecken erüc 

Zt ein Winkel des einen einem Winkel 
erbe des andern gleich ist, und zwei Seiten, 
welche diesen Winkel nicht einschkießen, in 
beiden Dreiecken einzeln genommen einan-
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der gleich sind, nehmlich ---ab, ^0--- 
«c, so sind die Dreiecke kongruent, wenn 
zugleich die dem gleichen Winkel gegenüber 
stehende Seite ^0, ac, großer als die an
liegende rrk> ist.

Voraussetzung. ---- cr5, ^0 — ac> 
^so abc und ^0 ^S, aa crb.

Behauptung. ^so «bc.
Vorbereitung. Könnte man darthun, daß unter 

den angegebenen Bedingungen SO --- 5c seyn muß, 
so würde die Congruenz dieser Dreiecke aus (K. zz) 
folgen.

Beweis. Waren SO, Lo ungleich, so müßte 
eine davon, etwa hc g,ößör seyn. Man mache daher 
Lck r-- SO und ziehe «ck.

In den Dreiecken ^SO, «Lc7 wäre demnach ^/S 
--- <ch; SO --- 7>n!; S — 5; folglich (tz. 5z)
crck—^/o. Da aber auch ae — ^O,"so ist (Grunds.4) 

<rc cra.
Da rro crü, so ist (§.90) cröc crc5. 

Nun ist ackc ein äußerer Winkel des Dreiecks crdck 
und daher (tz. 78) rrckc )> rrbo; folglich wäre (Grund. 6) 

ackc )> acö und daher (tz. yt) 
cro crck, 

welches dem vorigen widerspricht.
Folglich ist nicht 5c SO; und da auf eben die 

Art erweislich ist, daß LO nicht größer als 5« seyn 
kann, so ist SO --- und folglich beide Dreiecke 
kongruent (§. 53).

S-9öh Zusatz.
Wenn daher in zweien rechtwinklichten Dreiecke» 

außer der Hypotenuse ^lO, crc 54 noch eine Ka- 
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thcto ab gleich Ist, so sind die Dreiecke kongruent, 
weil (§. 28) die rechten Winkel F, b einander gleich 
sind, welche (§. 80) die größten Winkel in den Drei
ecke» sind, und daher (Z. 91) ^0 > und aa 

ab»
§. 94. Lehrsatz.

Wen» von einem außerhalb einer ge
raden Linie 55 liegenden Punkte 0
verschiedene gerade Linien 6Z), 6L, Ock', 06 
nach gezogen werden,, so ist die senk
rechte OD die kürzeste, und von den übrigen 
OL, O/^, 06 ist diejenige, welche der senk
rechten naher liegt, kleiner als die entfern
tere. Zeder, der auf einerlei Seite der 
senkrechten w gezogenen Linie» 06, 06, 
66 läßt sich auf der andern Seite der 
senkrechlen noch eine gleiche gerade Linie 
ziehen, aber auch nicht mehr als noch eine 
gleiche.

Erster Theil. Voraussetzung. OO Ist 
senkrecht auf ^6.

Behauptung. 06 ist kürzer als jede gerade 
Linie, welche von 0 nach gezogen werden kann.

Beweis. Man denke sich einen Punkt L noch 
so nahe an 6 und die gerade Linie 06 gezogen, so 
wird ein rechtwinklichtes Dreieck 066 entstehen, worin 
066.— N., also (tz. 80) 066 > 066, und 
folglich (§.9^) 06 > 6S.

Zweiter Theil. Voraussetzung.
66 >„66; 66 > 66 u. s. w. 

Behauptung.
06 > 06; 6 6 > 6? u. s. w.
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Beweis. Da > Z7L, also die Ve>la«- 
gerung der lctztern: so ist OL^ der ä-rßcrc Winkel am 
Dreiecke 07) L, also (§. 78) O^/' OD§. Nun 
ist 0Z7A ---- 7k.» und daher OK/' ein stumpfer Win
kel, also (Z. 80) der größte Winkel im Dreieck OKK; 
folglich ist (§. Zl) OK > OK.

Auf gleiche Art wird bewiesen, daß <76 > OK 
ll. s. w.

Dritter Theil. Voraussetzung, DieLllste 
0/) ist auf senkrecht.
Behauptung. Jeder der aus dem Punkte 0 
auf der einen Seite des PerpendickclS nach gezo
genen geraden Linie, wie OK laßt sich auf der andern 
Seite des Perpcndickels eine, aber auch nur eine gleiche 
gerade Linie ziehen.

Beweis. Man schneide K»/7 — 7)K ab und 
ziehe (7//: so ist in den Dreiecken 07)L, 07)7/ die 
Linie 7)K — /)//, (77) beiden gemein, und 07)// 
— OKK folglich ist (S- 5)) 67/ — OK.

Könnte man nun außer der <77/ noch eine der OK 
gleiche Linie OK ziehen, so wäre (Grunds. 4) auch 0/7 
— 07/» welches unmöglich ist, indem auf einerlei 
Seite der senkrechten keine zwei einander gleiche Linien 
gezogen werden könne» (zweiter Theil).

§. yz. Zusatz.
AuS einem Punkte 0 können nach einer geraden 

Linie ^7? keine drei gleiche gerade Linien gezogen wer
den. Denn wäre dieß möglich, so müßten wenigstens 
zwei dieser gleichen Linien auf einerlei Seile des Pcr- 
pendickels fallen, welches unmöglich ist (§.94). Auch 
folgt umgekehrt, daß gleiche Linien gleiche Entfernun
gen vom Perpendickcl haben, ungleiche Linien aber
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ungleich weit von, Perpeudickel entfernt sind. Ist nehnl-- 
lich 0/7 --- OL; so muß aucy D/7 — 77 L seyn. 
Ist aber O/' > 0//. so ist auch

§. yü. Anmerkung
Die Entfernung eines Punktes von einer geraden 

Linie ist der kürzeste Weg von diesem Punkte nach der 
geraden Linie. Sie wird also der aus diesem Punkte 
«uf die gerade Linie gefällte Perpeudickel seyn (Z. -g- lr 
Theil).

§. y7. Lehrsatz.
In jedem Dreiecke >7FO I^iZ. 56 sind jede 

zwei Seiten zusammen größer als die dritte.
Voraussetzung. ist ein Dreieck. 

Behauptung. >77? -s- ^70 > LO;
L6 > >70; FO
Vorbcreirnng. Man verlängere Lok uubc- 

granzr, mache >7)7 — ^/O und ziehe LO.
Beweis. Da ^7) ---- >10, so ist (§. 55) ^5 

>77)0 ----- >707). Nun ist (Grunds, z) 7(67) > 
^0/7, folglich ist auch / 7?O77 > .77)0; folglich 
(§. Yt) 7777 > LO. Nuu ist 7ZS ----- 7?>7 -s. >77) 
— ch>/7 -j- >70; folglich ist 707 -s- ^0 > §0.

Auf eben die Art wird der Beweis von jeden zwei 
andern Linien des Dreiecks geführt.

§. 98. Lehrsatz.

In jedem Dreiecke ^77?O Li'§. 54 ist die 
Differenz irgend zweier Seiten desselben 

kleiner als die dritt e.
Voraussetzung. >/L0 ist ein Dreieck.

Behauptung. >70 — >77? < LO;
>70 — LO < ; LO — >7L < ^0.
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Vorbereitung. Von der großem Seite 
schneide man ^S — ^lS ab, und ziehe SS, so 
SO — — ^/S --- ^0 — ^7S.

Beweis. Da ^S — ^7S, so ist (§. 55) 
X ^LS — ^/OS, also (H. 8o) beide spitz, folglich 
(H. 6y) sso ein stumpfer Winkel, also (§> 8o) der 
größte Winkel im Dreiecke SS(7; folglich ist (§. 91) 
LO > OZ) oder s(7 > ^lO —

Auf eben die Art wird d-r Beweis von der Dif
ferenz irgend zweier ander» Seiten des Dreiecks ge
führt *).,

§. yy. Lehrsatz.
Wenn man von den Endpunkte» L, 0 

der Seite SO eines Dreiecks ^SO 57 
nach einem innerhalb des Dreiecks genom
menen Punkte, 7), zwei gerade Linie» SS, 
(77) zieht, so ist die Summe dieser Linien 
S D-j-<7S, kleiner als die Summe, ^7S-s- 
^0, der beiden übrigen Seiten des Drei
ecks; der von ihnen eingeschlvssene Winkel 
SSO aber ist größer als ber von jenen ein- 
geschlosscne Winkel S^O.

Voraussetzung. Der Punkt 7) liegt innerhalb 
des Dreiecks ^7S(7, nach welchem aus S und (7 die 
Linien SS, SS gezogen sind.
Behauptung. SS -j« SS < S^l -f- ^kS,

SSS >

") Dieser Satz ist eine umnittelbare Folge deS 8 
Denn aüs ^S -j- SO > ^kS, folgt, n'enu beider
seits ^S abgezogen wird, LS > ^S ^lS.
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Vorbereitung. Man verlängere LZ) bis sie die 
^<7 in L' schneidet.

Bewe i S. Erster Theil. -f- DO
U- ^<7. Im Dreiecke ist (§. 97)

-I- > L'L;
setzt man zu beiden Seiten LL' hinzu, so ist

-f- -I- L0 > LL -s- LO
oder -j- ^<7 > LL -s- L(7.

Im Dreiecke LDO ist
L»L -s- w > V<7;

und setzt man zu beiden Seiten hinzu, so ist
LS -j- SL -s- 776 > LS -j- S(7 

oder LL-s-LO > VS-j-SO.
Nun war ^0 > SS -s- L<7;

folglich ist (Grunds. 6) -j- ^lO > SS -j- SO.
Zweiter Theil. SSO S^tO.
Am Dreiecke OSS ist SSO ein äußerer Winkel, 

»Iso (§.78) SSO > sLo.

Aus gleichcin Grunde ist am Dreieck S^L der 
Winkel SSO > S^lO;
folglich ist (Grunds. 6) SSO > L^O.

§. loo. Aufgabe.

Es sind drei gerade Linien^, S, 0 k'ig. 
Z8 gegeben, von denen jede zwei zusammen 
größer als die dritte sind; man soll ein Drei
eck beschreiben, dessen Seiten den grgebe» 
rien Linien einzeln genommen gleich seyen.

Auflösung. Man ziehe eine gerade Linie 
welche in D begranzr, nach L zu aber unbegranzt 
fortlauftf mache SF' /7, 6// -- (7.
Aus F' beschreibe man mit den Kreis 
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und aus 6 mit 677 da, Kreis 77777; DVU 7c, U'vrin 
beide Kreise einander schneiden, ziehe in an 66, 66, 
so ist 666 das verlangte Dreieck.

Beweis. Da (H. Z6 ) 7'7) 66 als Halb
messer eines und desselben Kreises 77)7, und auch 
77) — , so ist (Grunds. 4) 76 — ^7. Eben so,
weil 677 67 und 67/ --^6, so ist auch 66
— 0. Nun war auch 76 --- 6. Folglich sind die 
Seiten des Dreiecks 776 den gegebenen Linien ^7, 
77, 6 gleich.

Daß aber die beiden Kreise 7)777, 66/7 einan
der schneiden, erhellet aus der Bedingung, daß jede 
zwei Seiren zusammen größer als die dritte sind. Denn 
da 77) -s- 677 76, so m ß, wenn der um 7"
beschriebene Kreis die Linie 777 in irgend einem P-nkte 
7» schneidet, der um 6 beschriebene durch einen Punkt 
» gehen, welcher in der Richtung r»6 liegt. Denn 
wäre es denkbar, daß dieser zweite Kreis auch durch 
den Punkt M gehen könnte, so wäre 6nr ein Halb
messer desselben, also 6»r --- 677, und da 6?» 
7'7), so wäre 6.m -f- ---7' — 6/7 >ss- 77) oder 
67' --- 6/7 -I- m6 — 6/7 -s- 66, oder 67' — 
6/7 -s- 7 7) gegen die Voraussetzung. Noch weniger 
kann der Durchschnittöpunkt » zwischen 6 und »r fal
len, weil alsdann 6/7 -j- 76 < 76 wäre, ebenfalls 
gegen die Voraussttzung.

Da 76 -j- 6^ > 66, aber 66 --- 6/n, 
(§. z6) so ist 76 -si 6/7 6»r oder 7'77
folglich liegt der Punkt 77 außerhalb des um 6 bc 
schriebencn KkeiseS.

Da ferner 66 -j- 66 > 6/7, aber 677 — 6/r 
(§. Z6), so ist 66 -s- 7'/) > 6^ oder 66 6/i, 
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folglich fallt der Punkt n zwischen »r und /), also in
nerhalb des um beschriebenc» Kreises; und da der 
Punkt // außerhalb dieses Kreises liegt, so muß der 
durch n und // gehende Kreis LL// den Kreis LDD 
schneiden (§- 47).

tz. lor. Anmertnng.
In der Ausübung hat matt nicht nöthig, die ganzen 

Kreise zu ziehen, welches in dieser Figur wegen der 
Deutlichkeit dek Beweises geschehen ist, sondern es ist 
hinlänglich zwei Kreisbogen zu beschreiben, welche nach 
dein Augenmaße zu urtheilen einander durchschneiden- 
Auch leuchtet von selbst ein, daß es einerlei ist, ob die 
drei gegebenen Linien sich von einander getrennt, oder 
in einem Dreiecke vereinigt befinden- Obige Auflösung 
lehrt daher auch, wie ein Dreieck zu zeichnen ist, welches 
einem andern gleich sey.

§. 102. Zusatz.

Die Auflösung der vorige»» Aufgabe bleibt unge- 
Andert, wenn auch zwei der' gegebenen Linien einander 
gleich sind. Soll daher aus zwei geraden Linien 
OD I'jA. zy «in gtekhschenklichteS Dreieck construirt 
werden, dessen Basis werden soll, so muß der 
Schenkel OO größer als die Hälfte der Basis seyn, 
also das Doppelte dieses Schenkels größer als 
(§. y7). In diesen, Falle beschreibe man aus und L 
rnit dem Halbmesser OD die Kreisbogen ^'6, 
bis sie einander in A schneiden, ziehe L'8, so 
sss das verlangte Dreieck.

Wem» aber (7/) kleiner als die Halste der Linie 
^8 ist, so werden die auS und 8 beschriebenen 
Bogen einander nicht schneiden, und eS laßt sich dann 
kein Dreieck aus ihnen bilden.
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tz. roz. Aufgabe.
An eine gegebene gerade Linie

60 an einem in ihr gegebenen Punkte ^ ei
nen geradlin ig ten Winkel anzulegen, wel
cher einem gegebenen Winkel cerb gleich sey.

Auflösung und Beweis. Auf deu Schenkeln 
ao, »ü des gegebenen Winkels nehme man beliebig die 
Punkte cl und e, ziehe so entstehet ein Dreieck 
acke. Von schneide man --- «e ab, und 
setze hierauf (§. 100) das Dreieck so, daß 
— »Z, — c/s werde, so sind (tz. 60) diese Drei
ecke kongruent, und e-- cerb.

§.104. Anmerkung.
Da es einerlei ist, wo die Punkte a und 0 in den Schen

keln »c, ud genomnten werden,, so kann ma» sie auch in 
gleichem Abstande vom Scheitel - wählen. Man be
schreibe daher aus dem Scheitel -r mit einer beliebigen 
Airkelvffnuug -g den Bogen Zt. Aus beschreibe mau 
mit derselben Zirlelvffnung den unbegränztcn Bogen 61,. 
Mit der ZirlelLffnung gk beschreibe man aus 6 einen 
Bogen M, welcher den Bogen 66 in r-' schneidet. Zieht 
man nun durch k die Linie ^6, so wird der Winkel 
der verlangte seyn.

tz. 105, Aufgabe.
An eine gegebene Linie I?i>. 6r ein 

Dreieck zu setzen, worin ein Winkel dem ge
gebenen Winkel re, und die diesen Winkel 
einschlle ßcnden Seiten den gegebene» Li
nien 0, Z> gleich seyn.

Auslösung. An der geraden Linie -ZS leg» 
man durch einen beliebigen Punkt -Z einen Winkel 

§ an (tz, 10z). Von seinen Schenkeln
E



schneide man — 0, — Z> ab und ziehe
HO; so ist daS verlangte Dreieck,

K. io6. Aufgabe.

Aus eiyem gegebenen Winkel « und 
zweien ungleichen Seiten ^z, L 62 ein 
Dreieck zu beschreibe«, worin die größere 
Seite dem gegebenen Winkel gegenüber 
stehe.

A uflös u ng. Z)?an ziehe eine unbegränzte gerade 
Linie OZ), und lege au einem beliebigen Punkt L der
selben den Winkel Z^LZ) — n an Von
schneide man LZZ --- L ab, und beschreibe aus // mit 
der Linie einen Kreisbogen; so wird dieser die unbe
gränzte Linie OS in zweien Punkten 0 und schnei
den. Den Durchschnittspunkt O, welcher auf der 
Seite des gegebenen -Winkels Z^LZ) lidgt, verbinde 
man mit ZZ durch eine gerade Linie OZZ, so wird 
Z/LO das verlangte Dreieck seyn.

Beweis. Aus ZZ fälle man auf OO den Per
pendickel ZZL. Fällt dieser mit ZZK zusammen, welches 
geschieht, wenn -V und daher ein rechter Win
kel ist, so »st z/z — //L, und da nach der Vor
aussetzung /ZL, so ist auch ^Z ZZZ.

Fällt der Perpendickel ZZZ nicht mit ZZK zusam
men, so ist (§.94) ZZL > Z/D und da nach der 
Voraussetzung > ZZL, so ist auch >7 > ZZD. 
In jedem Falle also muß ein aus ZZ mit der Linie 
beschriebener Kreis den verlängerten Perpendickel ZZL 
jenseits OZ) in einem Punkte ilZ treffen, und dieser 
Kreis wird also (H. 48) die Linie OZ) in zwei Punkten 
6 und schneiden.
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Von diesen Durchschnittspunkten 6 und L kann 

aber nur einer auf der Seite dcS gegebenen Winkels 
Z'ZZ) liegen. Denn denkt man sich ZZL gezogen, so 
ist (Z. z6) ZZL -- ZkS Nun ist > ZZK; 
folglich ist auch Zk^ ZZL, folglich (§. 95) ZL 
> Z8. Der zweite Durchschm'ttspunkt Z fallt also 
auf der andern Seite des gegebenen Winkels LLZ> 
und von den beiden durch die vorgeschriebene Construc- 
tion entstehenden Dreiecken Z/L(Z, ZZLL wird bloß 

das erstere den gegebenen Winkel « enthalten. Da 
nun in diesem Dreiecke auch ZZL --- L, ZZ<Z — >Z, 
so ist ZZL6 das verlangte Dreieck.

§. 107. Anmerkung.
Weiln der Winkel x ein rechter ist, und daher M- 

wit W zusammen fällt, werden auch die Entfernungen 
Lic, Lo so wie die Winlel rLic als rechte einander 

»gleich seyn und beide Dreiecke IlL6, Will werden die ver
langten Stücke enthalten. Da jedoch diese Dreiecke (H.yz) 
kongruent sind, so werden sie bloß in ihrer Lage von 
einander unterschieden seyn. Hieraus erhellet, wie aus 
der Hypothermie Und einer Kathete eines rechtwintlichtcn 
Dreiecks dasselbe zu construiren sey,

§. io8. Zusatz.

Wenn LiZ.Z; die dem gegebenen Winkel § gegenüber 
flehende Seite L kleiner als die anliegende ^Z, jedoch grö
ßer als der Pcrpendickel ZZZ ist, so werden die nach der 
Construction des H. iOÜ entslehendcn Durchschnitte S, X 
auf einerlei Seite des Winkels LLZ) fallen. Denn da 
ZkL Z/6, aber ZZL < ZZL, so ist auch ZZL < 
ZZL, folglich der Adstand < ZL (§. 95), folg- 
kich liegen die Punkte L und Zik auf einerlei Seite des 
lgegcbenen Winkels Z^LO ---- «r; und in beiden Drei-- 

E r
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ecken ZZLL ZZLS weiden die gegebenen Stücke 
S, § anzutreffen seyn. In diesen, Falle giebt es also 
für die vorgelegte Aufgabe zwei Auflösungen, und um 
zu wissen, welche von beiden Auflösungen zu nehmen 
sey, muß in diesem Falle in der Aufgabe besonders 
bestimmt werden, ob daö gesuchte Dreieck spitzwinklicht 
oder stnmpfwiuklicht sey» soll.

109. Zusatz.

Je weniger im letzter» Falle die kleinere Linie ü 
vom Perpendickel unterschieden ist, desto kleiner ist ihr 
Abstand LS von diesem Perpendickel (H.95), und desto 
naher rücken die beiden Durchschnittspunkte (?, L an 
einander. Ist 64 die kleinere Linie L dem Per
pendickel ZZL gleich, so fallen beide Durchschnitts- 
punkte 6^, X im Punkte I. zusammen. Ein aus ZZ 
mit oem Halbmesser L — ZZZ, beschriebener Kreis 
kann mit der Linie OZ) nur den Punkt I. gemein ha
ben, weil jede andere von // nach OZ) gezogene Linie 
größer als ZZL ist (h. 94); daher der Endpunkt 
einer jeden solchen Linie, und folglich alle Punkte der 
Linie OS außerhalb dieses Kreises fallen müs
se». I» diesem Falle giebt es nur ein Dreieck von 
den verlangten Eigenschaften.

Ist aber die Linie L kleiner als ZZZ, so wird 
ein aus ZZ mit dem Halbmesser L beschriebener Kreis 
keinen Punkt mit der Linie OZ) gemein haben, und in 
diesem Falle laßt sich aus den gegebenen Stücken kein 
Dreieck bilden«

§. no. Lehrsatz.
Wenn i» zweien Dreiecken Z)LZ^ 

HZ. 65 zwei Seiten des einen zweien 
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Seiten des andern DL, ZIF' einzeln genom

men gleich sind, aber der von den ersteren 
eingeschlossene Winkel größer als der 
von den anderen eingeschlossene ist, so
ist auch die dritte Seite §0 descrsternDrei- 
ecks größer als die dritte Seite des 
andern. >

Voraussetzung. DL; ^0 — Z)^;
> LZ)F.

Behauptung. LO >
Vorbereitung. Man lege (tz. ioz) an dieje

nige Seite welche nicht größer als die andere ist, 
im Punkte einen Winkel LZ)t? — an, so 
wird, da > LZ?Z^ die Linie Z)S außerhalb 
des Winkels Z'ZV fallen. Man schneide dann Z7S 
---- -ze — Z)Z' ab und ziehe <7^.

Beweis. In den Dreiecken Z)K? ist
-- SL, — Ds. — Lse,

folglich ist (S. 5Z) ^0 LS.
Da Z)S^— und auch. so ist

' (Grunds. 4) Z)(Z — Z)Z^, also gleichschcnklicht 
und folglich (§.55) Z)Z6. Nun ist

(Grunds, z) > 7^67^ folglich ist auch
j> L77/'; um so mehr ist (Grunds. 6) L777 

> Folglich ist im Dreiecke 777^77 die dein
größer» Winkel LZ7? gegenüber stehende Seite Ll? 
größer als die dem kleinern Winkel LbZ' gegenüber 
stehende LF'.

Nun war LS ---- LO; folglich ist LO >

§. m. Lehrsatz. 
Wenn in zweien Dreiecke»
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kiZ. 65 zwei Seiten des einen,
zweien Seiten des andern, DA, DA einzeln 
genommen gleich sind, aber die dritte Seite 

des erstern größer als die dritte SeiteAA 
des letzter« ist, so ist auch der von den bei
den Seiten im ersten Dreiecke eingeschlofsene 
Winkel großer als der von den gleichen 
Seiten im andern Dreiecke eingeschlossene 
Winkel ADA

Voraussetzung. — DA; — DA;
SO > AA

Behauptung. > ADA
Beweis. Wäre nicht A^A^> ADA so müßte 

entweder — ADA oder < SDA seyn. 
Im ersten Falle wäre (§-53) AA> und im 
zweiten Falle A6 < AA (Z. no), welches beides der 
Voraussetzung widerspricht. Folglich ist A^O > ADA



Drittes Kapitel.

Von den Parallcllimen und Pallelogrammen,

H2. Erklärung,

§8enn zwei in einerlei Ebene liegende gerade Linien 

OD kUg. 66, sie möge» parallel oder convergi- 
rend sey», von einer dritten in den Punkten 6, 
// geschnitlen werden, so entstehen um diese beiden 
Durchschnittspunkte herum acht Winkel, von denen die 
vier außerhalb der Parallelen befindlichen L, u 
äußere Winkel heißen, und die vier zwischen den 
Parallelen befindliche v, « innere Winke 
genannt werden. Jede zwei innere Winkel, welche auf 
verschiedenen Seiten der schneidenden Linie liegen, ohne 
Nebenwinkel zu seyn, wie v und s, desgleichen und 
t heißen innere Wechselswinkel zu einander. Jede 
zwei äußere Winkel, welche von verschiedenen Seiten 
der schneidenden Linie liegen ohne Nebenwinkel zu 
seyn, wie .v und desgleichen und e heißen äus
sere Wechsels Winkel. Jede zwei an einerlei Seite 
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der schneidenden Linie liegenden Winkel, welche ihre 
Oeffnung nach einerlei Seite gekehrt haben, heißen in- 
nere und äußere correspondirende Winkel. 
So sind und desgleichen e und rr correspondirende 
Winkel.

§. rrz. Lehrsatz.

Wenn zwei gerade Linien OD k'ig. 
66 von einer dritten geschnitten werden 
und die Summe der hierdurch auf einerlei 
Seite der schneidenden Linie entstehenden 
innern Winkel t und «zweien rechten gleich 
ist, so sind diese Linien parallel.

Voraussetzung, t -j- 2 K.
Behauptung. OO sind parallel.

Vorbereitung. Da (§. 58) r--s-e — 2 K. 
und -s- s — 2

so ist (Grunds. 7) v 4 -s- -s- « — 4 /?.
Nun ist t -s- « — 2 

folglich ist auch (Grunds, iv) v -j- r — 2 K.
Beweis. Wären (7D nicht parallel, son

dern schnitten verlängert einander auf irgend einer Seite 
der AF' in einem Punkte L, so würde, da alSdann 

//VL gerade Linien sind, ein geradlinigtes 
Dreieck L67/ entstehen, worin die Summe zweier 
Winkel r, « zweien rechten gleich wäre, welches un
möglich ist (§. 79).

Da nun auf gleiche Art erweislich ist, daß diese 
Linien auch auf der andern Seite der einander 
nicht schneiden können, so sind sie parallel (§. zo).

§. 114. Lehrsatz.

Zwei gerade Linien w Fiß, 66, wel



che in einer Ebene eine solche Lage haben, 
daß

i) die durch eine dritte sie schneidende 
entstehenden Wechselswinkel und s 
einander gleich sind; oder daß

s) ein äußerer Winkel dem ihm an der
selben Seite gegenüber stehenden innern 
« gleich ist, sind parallel. .

Erster Theil. Voraussetzung. 
Behauptung. OD sind parallel.

Beweis. Da — s, so ist v -s- t — § -s- o 
Nun ist (§.6Z) v r — 2 7k; folglich ist auch 
« -i- t — 2 L, folglich sind (Z. uz) 01) 
parallel.

Zweiter Theil. Voraussetzung. — s.
Behauptung. OD sind parallel.

Beweis. Da — s, so ist -s- t — «-j- 
Nun ist (§. 68) t --- 2 7k.; folglich sind auch 
§ -s- e — 2«, also (§.nz) OD parallel.

§. uz. Aufgabe.
Durch eineu gegebenen Punkt O 66 

eine gerade Linie zu ziehen, welche einer 
gegebenen 07) parallel sey.

Auslösung und Beweis. Auf 07) nehme 
man willkührlich einen Punkt 71; ziehe 0/7 und lege 
(§ log) an 07/ jm Punkte 6 einen Winkel 7/0^1 
— 0/77) an und verlängere ^70 nach 1k, so ist 
(ä, H4-i) der OO parallel.

* §. n6. Erklärung.

Die Flache, welche von den beiden Schenkeln eines
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Winkels acä I^iZ. 67 nach dem Scheitelpunkt und seit- 
ivartS hin begränzt ist, nach der Ocffmmg hin aber 
Mibegränzv forcläuft, wenn man die Schenkel crr, cc/ 
über alle Gränzen hinaus verlängert, heißt eine 
Winke lfläche.

*§. 117. Grundsatz.
Wenn zwei Winkel aoek ssig.:67 ein - 

ander gleich sind, so müssen auch ihre Win- 
kelflacheu einander gleich seyn.

Denn legt man den Winkel ^6'/) dergestalt auf 

daß l7 auf 0 und auf aer zu liegen kommt, 
so muß auch 6/4 auf fallen (§. 25). Alle Grän
zen der einen Winkelstäche, so weit man auch ihre 
Schenkel verlängern mag, fallen also ganz auf die 
Gränzen der andern und beide Flachen sind also ein
ander gleich (§.14).

*§. nZ. Erklärung.
Die Fläche I'i§. 67, welche zwei auf

einer dritten Linie senkrechte, und daher (S.uz) 
parallele Linien 640, zwischen sich fassen, und 
welche daher nur noch von der Seite 2)^ begranzt* 
wird, nach 0 und L hin aber unbcgränzt fortlauft, 
heißt ein senkrechter Flachenstreifen, und. die 
Linie ZOF' seine Breite.

Die unbegränzte Fläche AK/ZD 6g, welche 
zwei Linie» D// zwischen sich fassen, die mit 
einer dritten sie schneidenden gleiche correspondk; 
renve, jedoch schiefe Winkel LOS, bilden, und 
daher n§) parallel sind, heißt ein schiefer Flä- 

chensireifen.
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*tz. ny. Lehrsatz^
Zwei senkrechte Flachcnsn eifen , 

bZZLD 1^-;. 67 von gleiche» Breiten DZ)ZZL 
sind einander gleich.

Voraussetzung. (7D^ --- ZIZL-?- 6ZZL7 
— ZZZ<Z, --- ü; ferner DZ' --- 7ZL.

Behauptung. Der Streifen OZZZ'L 
VZZLZ.

Beweis. Man lege dergestalt auf
' 6ZZXZ, daß D auf ZZ, und Z)Z" auf ZZZl zu liegen 

komme.
Da Z)^ ZZX, so fallt (Z. 15) auch Z' auf 

Z7. Da ODZ' — (7/Z/i, so fällt (§. 25) Z)t7 auf 
Z76. Da DZL — ZZZlD, so fällt ZZL' auf LZ. 
Folglich fallen alle Gränzen der einen Fläche auf die der 
ander», und sind also einander gleich (§. 14).

* §. r2o. Lehrsatz.

Jede Winkelfläche «mc? 67. ist größer 
als jeder senkrechter Flachenstre ifcn ODZ'Z, 
der Winkel <re^ mag noch so klein seyn, und 
der Streifen OZIZ'L eine noch so große Breite 
DZ^ habe n.

Voraussetzung, i) OOZ'K ist ein senkrechter 
Flächenstrcisen, also CDZ' --- L- 2) accl ist eine 
Wiukelfläche.

Behauptung. ereZ OZIZ'L.
Beweis. Der Winkel accö sey noch so klein 

(etwa der rovote Theil vom rechten), so wird er, doch 
eine hinlängliche Anzahl Mahl (etwa 1001 Mahl) um 
den Punkt e an einander gelegt, wie ert-Z, cle«, St»/ 
u. s. w., endlich einen Winkel «c/r erzeugen können,
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welcher großer als ein rechter ist. Die Winkelfläche 
welche (§. 117) den Flachen ckcs, so/ rc. gleich ist, 
wird also eine hinlängliche Anzahl (rooi) Mahl wie- 
derhohlt, die gleichfalls unbcgränzte Winkelfläche ach 
des rechten Winkels endlich einmahl überkreffen.

Schneidet man hingegen von der verlängerten Z)/? 
die ihr gleichen Theile ZZZ, Z/L rc. ab, und errichtet 
aus ZZ, K rc. die Perpendickek ZZlZ, rc., so ent
stehen (Z.nZ) die senkrechten Flächenstreifcu LZZZ6, 
6lZ/ZlZ, rc., welche alle einander und der Flache OZ-ZV 
gleich sind (Z. wy). Da jedoch die Linie Z>S nach 
zu unbegränzt foriläuft, so kann man so viele der Z)^ 
gleiche Theile als man will abschneiden, ohne je zu 
Ende zu kommen. Die hierdurch entstehenden Flachen- 
streifen, so viele man auch derselben nehmen mag, wer
den nie die Winkelfläche OZ)F des rechten Winkels 
ausfüllen.

Wenn daher die Winkelfläche acc? irgend eine An
zahl » mahl genommen die Fläche acd des rechten 
Winkels übertrift, so daß » . Fläche > Fläche 

/ crcb, so wird eine gleiche Anzahl n der Flächenstreife» 
eSZ'L die Fläche <7Z>S des rechte» Winkels nicht 
ausfüllen , so daß n . WZ'L < Fläche OZ>/Z

Folglich ist (Grunds. 6)
n . Fläche crc<z > n . Fläche ODZ'Z', 

und wenn man beiderseits durch » dividitt (Grunds. 14) 
Fläche crccö > OZIZL

*§. l2l. Zusatz.

Legt man also an einenk Punkte z innerhalb des 
senkrechten Streifens OZIZ'L einen Winkel Z'Z^/ — 
«cc^ an, so kann die Fläche dieses Winkels, welche 
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größer als <7D/^L ist, nicht innerhalb dieses Streifens 
bleiben (Grunds, z); sein Schenkel ZM muß nothwen
dig auö den Gränzen dieser Flache hiuaustrcttn, und 
also die Linie in irgend einem Punkte schneiden.

*§. i22. Lehrsatz.

Jede Winkelfläche ist größer als jeder 
schiefe Flächen streifen Z(77ZZ) I^'g. 68.

Voraussetzung. Lt/TZZ) ist ein schiefer Flä- 
chenstreifen oder LbL --- L7/Z) und beide schief 
(§. r-8).

Behauptung. Jede Winkelfläche ist größer 
als

Vorbereitung. Man halbire 64) 6/Z in 
7t, ziehe (§. 67) LM auf 6Z-, und H auf 
senkrecht.

Beweis. In den beiden Dreiecken Z'Lt? 
ist die Linie L77 -- K7, — LSS --
und der — LZS L (§.7;); folglich
ist auch (§. 84) 4^ LKS — Z//i7N, und der Flächen- 
ranm des Dreiecks LZ6 dem des Dreiecks L/ZM 
gleich. Es wird also (tz. 74) MZ eine gerade Linie, 
und der unbegränzte Flächenstrcifen LbZ/Z) dem senk
rechten Streifen FZ.L/Z) gleich seyn.

Nun aber ist letzterer kleiner als jede Winkelflachc 
(§-120); folglich wird auch ersterer kleiner als jede 
Winkelfläche seyn.

*s. 12z. Zusatz.
Legt man also in einem solchen schiefen Flächen- 

silelfen einen Winkel LS7V an, so kann dessen Flache, 
welche größer als die des Streifens S6ZZO ist,*uicht



— 78 —

innerhalb dieses NanwS bleiben, und die Linie AA 
muß also hinlänglich verlängert, die Linie AA j» 
irgend einem Punkte schneiden.

§. 124. Lehrsatz.
Wenn zwei gerade Linien AS, AS>

L9 von einer dritten SS g eschnitten werden , 
und die Summe der beiden an einerlei Seite 
der Anliegenden innern Winkel AAA, AAS 
zusammen kleiner als zwei rechte ist, so 
Treffen sie hinlänglich verlängert an eben 
dieser Seite zusammen.

B 0 ra u S setznng. AAA -h. AAS 2 L.
Behauptn n g. AS, AA sind convergircnd 

V orbereignng. Man lege (§. tog) an SA 
in A einen Winkel AAL — AAS an.

Beweis. Da AAL — AAS, so ist
SAS -s- LAA -- AM -s- LAA. 

Nun ist (§> 68) SAS -s- SAA — 2 S;
folglich ist auch AAS -j- SAA — 2 S.

Da aber AAA -h- AAS < 2 S, so ist (Grunds 
st'tz 5)

AAA AAS < A//S -j- S6A;
- oder wenn beiderseits AAS abgezogen wird (Gruuds.it) 

AAA < SAA;
folglich fallt der Schenkel AA zunschen 6S und AA.

Nun ist, weil AAS —AAS (K. 114) die Linie AS 
U AS, und daher SAAS ein Flächenstreifen; folg
lich muß (§§. i2i, 12z) AA, welche innerhalb die
ses Streifens liegt, hinlänglich verlängert, die AS 

schneiden.
tz. 125. Lehrsatz.

Wenn zwei gerade Linien AS, SO Sig.

Gruuds.it
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66 parallel sind, und von einer dritten LV 
in L? und geschnitten werden, so ist

i) die Summe der beiden innern an einer
lei Seite liegenden Winkel 6, s zweien 
rechten gleich.

L) Sind die innern Wechselswinkel v und s, 
t und r einander gleich; und

Z) ist der äußere Winkel dem ihm an 
derselben Seite gegenüber stehenden 
innern s gleich.

Erster Theil. Voraussetzung.
Behauptung, t -j- s — 2

Beweis. Waren nicht t -4- « s so müßte 
entweder t -j- « s 4!. oder r -f- s )> 2 Im 
ersten Falle müßten (§,124) die Linien 6V nach 
L und V zu verlängert Zusammentreffen; und im zwei
ten Falle wäre V -f- r- 2 K, und beide Linien müß
ten nach der entgegen gesetzten Seite zusammentreffen , 
welches beides der Voraussetzung widerspricht. Folglich 
ist t -s- s — 2 Ä.

Zweiter Theil. Voraussetzung. A LV, 
Behauptung. Der Winkel , ».

Beweis. Da U 0/), so ist (I. Theil) 
t -s- s 2 A. Nun ist auch (H. 68) t -s- v --- z 
folglich ist ^Grunds. 4) -s- s — t -j- v, 
und folglich (Grunds. io) s --- v.

Dritter Theil. Voraussetzung.
Behauptung, — s»

Beweis. Da 0V, so ist (II. Theil)
v — Nun ist auch (Z. 7;) v --- folglich ist 
(Grunds. 4) / — 8.
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§. 126. Zusatz.
Durch einen und denselben Punkt I7iZ. 69 kaitk 

man einer gegebenen Linie nur ein- Parallele füh
ren. Denn wäre es möglich, der zwei Parallele 
SS, tS durch den Punkt S zu lege», so wäre, da 
SL p: (§. IZ5, III.) sss --- S//S; und
weil auch S6S ---- S//S; folglich
wäre (Gruudf. 4) L6S — SbS, welches unmöglich

ist (Grunds. Z).

tz. 127. Zusatz. ,
Wenn eine Linie OS 69 eine von zweien 

Parallelen SS schneidet, so muß sie auch die andere 
schneiden. Den» wenn sie die nicht schnitte, 

so wäre sie ihr parallel (tz. zo). Es wären demnach 
durch einen und denselben Punkt S der z>vei Pa
rallele SS, OS geführt, welches unmöglich ist <§. 126).

Wenn daher auf eine von zweie» Parallelen S'g. 
68. im Punkte S ein Perpendickcl Si>/ errichtet wird, 
so muß dieser auch die andere SS in einem Punkte M 
schneiden, und zwar unter einem rechten Winkel, weil 
SS^L -f- SI/S — 2S.

128. Lehrsatz.
Wenn jede von zweien Linien SS, 
71, welche nicht in einerlei Richtung 

liegen, einer dritten SS parallel ist, so sind 
sie auch einander paraklel.

Voraussetzung. A SS; SS SS.
Behauptung. tS.

Vorbereitung. Man durchschneide durch 
eine gerade Linie SS/.
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Beweis. Da ^70 A OO', so wird (tz, 12^,) die 
die ^70 durchschneidende Linie 07/ auch die

- einem Punkte L durchschneiden, und es ist (tz. rsz.Il) 
«H/O ---- //OO.

Da 0'0 07), so wird OO auch die Linie 07)
in einem Punkte O schneiden, uud es ist (tz. 125 III) 
// X7' --- L/,/). Folglich ist (Grunds. 4) ^7/0 — 
007), also bei den beiden von Oll/ durchschnittenen 

. Linien ^70, 07) die inneren Wechselswinkel gleich. 
Folglich ist (Z. 114) ^70 A 01).

tz 129. Lehrsatz.
Wenn zwei Winkel OiF. 7«, deren 

Oeffnung »ach einerlei Seite gerichtet ist, 
pa ralkle Schenkel haben, so sind sie einan
der gleich.

Voraussetzung, U 7)0; OO A LOj 
die Oeffiiungen der Winkel a?, sind nach einerlei 
Seite gerichtet,

Behauptung. Der Winkel
V 0 rbereit un g. Man verlängere 7)0, so wird 

diese die Linie 00 in einem Punkte O schneiden, weil 
sie die Parallele LO schneidet (§. 127).

Beweis. Da 7)0 die Parallele» OO, OO 
schneidet, so ist (§.125. III.) der äußere Winkel 
und da die Parallelen OO, ^70 von OO geschnitten 
werden, so ist der äußere Winkel « Folglich ist 
(Grunds. 4)

»ZO. Lehrsatz.
In jedem Dreiecke ^00 Oi§. 48 ist r) der 

äußere Winkel ^707) der Summe beider, ihm 

' §
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gegenüber flehenden inneren , §^0 
gleich. 2) Ist die Summe aller drei Winkel 
eines Dreiecks zweien rechten gleich.

Erster Theil. Voraussetzung. ^lLS ist 
,in äußerer Winkel des Dreiecks

Behauptung. >40S ---- -s--
Vorbereitung. Durch 6 ziehe man (Z. HZ) 

der die Parallele LL.
Beweis. Da OL und von geschnit

ten werden, so ist (§.i2Z. H.) — ^OL.
Nun ist (tz. 78) ^OS > folglich ist auch 
^ÖS > ^OL, folglich fallt OL innerhalb des Win

kels ^OS und theilt den Winkel ^/OS in zwei Theile 
^OL, LOS, von denen ^tOL ----- S^O.

Da ferner die beiden Parallelen LO von 
§S geschnitten werden, so ist (§. 125. III.) der äußere 
Winkel LOS — ^LO. Folglich

^OL -j- LOS — S^O -s- ^SO, oder 
^lOS — -s- ^LO.

Zweiter Theil. Voraussetzung. ^kOS ist 
«in äußerer Winkel des Dreiecks 

Behauptung. -s- ^tSO -s-

2 K.
Beweis. Da ^OS — L^lO -s- ^LO sl.Th.) 

so ist, wenn ^OL beiderseits hinzukommt, 
^lOS -s- ^OL — S^O -s-^lLO -s- ^OL.

Nun ist (Z. 68) ^OS -s- ^OL -- 2 Ä; 
folglich auch (Grunds. 4) ^0 -j-

2 L.
§. izi. Zusätze.

I. Wenn in zweien Dreiecken SLL Lig. 
Z4 zwei Winkel des einen zweien Winkeln des andern
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einzeln genommen gleich sind, nehmlich Ä L, 
f und 0 --- /^, so muß auch der dritte Winkel des 

erster» dem dritten Winkel des andern gleich seyn, 
nehmlich /7.

ll. Wenn in zweien Dreiecken k'iA. 34 ein Win
kel des einen einem Winkel des ander» gleich ist, nehm
lich ^7 — D, so muß auch die Summe der beiden 
übrigen im ersten Dreiecke der Summe der beiden übri
gen Winkel im andern Dreiecke gleich seyn, nehmlich 
L -j- 0 ---- K -l-

III. Wenn in einem Dreiecke I^'g. 2z ein 
Winkel, F, ein rechter ist, so ist die Summe der bei
den übrigen, -j- (7 ebenfalls einem rechten gleich.

Und wenn in einem Dreiecke k'ig. 23 die 
Summe zweier Winkel, (7 dem dritten S gleich 
ist, so muß letzterer ei» rechter se»n. Denn -s- O 
-j- L ---- 2 K. Setze» wir nun statt -si. (7 die 
gleiche Größe 77, so ist S -s- F, oder 2 L — 2 Ä, 
also (Grunds. 14) L — L.

IV. Kennt man in einem glekchschenklichten Drei
ecke einen Winkel, so ist die Größe aller übrigen be
kannt. Kennt man im Dreiecke I?ig. 72 den 
Winkel an der Basis, so ist, da (tz. 55) — s,

-s- 2 --- 2^/ und daher § sÄ — 2^. Ist 
hingegen der Winkel am Scheitel, bekannt;, so ist 

§ -j- L oder 2 2 L — -e, und
2

Ist nun der von den gleichen Schenkeln eingeschlossene 

Winkel § ei» rechter, so ist ---! —

Ä. oder der Halste eines rechten Winkels gleich 
8 -
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V. Der äußere Winkel u am Scheitel eines gleich» 
schenklichten Dreiecks 72 ist doppelt so groß
als jeder Winkel an der Basis. Denn u — -s- Lx
Da aber — L, so ist « — 2 2 2.

Vl. Im gleichseitigen Dreiecke Li§. 20 ist
L 0 (§. 57), und da L -s- (7 -- 

sso betragt jeder von ihnen zwei Drittheil eines 
rechten.

§. iZ2. Aufgabe,

Aus zweien gegebenen Minkeln 
welche zusammen kleiner als zwei rechte 
sind, und einer gegebenen Seite kig. 73. 
ein Dreieck zu beschreiben, worin die gege
bene Seite an beiden Winkeln «„liege.

Auflösung und Beweis. Auf einer unber 
granzten Linie tV schneide man einen Theil M --- 
ML ab; lege an L (tz. roz) einen Winkel — 
und an ch' den Winkel an; und verlängere
die Schenkel so werden diese, da n -s-
2 einander in S schneide» (§. 124) und wird 
das verlangte Dreieck sey».

§. tzz. Aufgabe.

Aus zweien gegebenen Winkeln «, 7^, 
welche zusammen kleiner als zwei rechte 
sind, mid einer gegebenen Seite MTV 7z 
ein Dreieck zu beschreiben, worin die Linie 
MTV dem Wi nkcl gegenüber siehe.

Auflösung. An einer unbegränzren Linie 
lege mau im Punkte L einen Winkel „,ch
OL/' — an. Vom Schenkel des Winkels 
schneide man MTV ab, und ziehe durch die
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62 der 22 parallel, so werden 62, und 22 einander 
m einem Punkte 2 schneiden, weil 22, die der 62 
parallele 22 schneidet (Z. 127) und 622' wird das 

Verlangt« Dreieck seyn.
Beweis. Da 62 622 — oc, lind

ktz. rSA. III.) 226 ---- 622 -- Welchem Winkel 
die Linie 62 —21?^ gegenüber stehet , so ist 622 

das verlangt« Dreieck.

§.134. Anmerkung.
In den beiden vorhergehenden Aufgaben ist vorausge

setzt worden, daß die Summe der beiden gegebenen Wm- 
x, kleiner als zwei rechte ist. Wenn dieß nicht der 
Fall ist, so läßt sich aus den gegebenen Stücken kein 
Dreieck construiren (§,79).

§. izz. Lehrsatz.
In jeder geradlinigten Figur ^2622 

2ig. 74 betragt die Summe aller Polygon
winkel doppelt so viel rechte als die Figur 
Seiten hat, weniger vier rechte.

Beweis. Zieht man aus einem beliebigen inner
halb der Figur genommenen Punkte 2 nach allen 
Winkelspitzen des Polygons gerade Linien 2^, 22, 
26 rc., so wird die Figur hierdurch in so viele Drei
ecke zerlegt als sie Seiten hat. Von den drei Winkeln 
eines'solchen Dreiecks wie 2^2 liegen immer zwei, 
2^2, 22^k an einer Seite der Figur und machen 
Theile der Polygonwinkel aus (tz. 39); der dritte aber 
liegt um den Punkt 2, und macht keinen Theil der 
Polygvnwinkel aus. Die Summe aller Winkel dieser 
Dreiecke wird also aus allen Polygonwinkeln nebst den 
um den Punkt 2 herümliegenden Winkeln bestehen,
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welche letztere (§ 7') vier rechten gleich sind. Die 
Suinme aller Polygonwinkel wird also gleich seyn der 
Summe aller Winkel dieser Dreiecke weniger vier rech
ten. Run machen (§. izy) alle drei Winkel eines 
Dreiecks zusammen zwei rechte auö. Bezeichnen wir 
nun die Anzahl der Seiten des Polygons, und daher 
auch die Anzahl der Dreiecke durch », so ist die Summe 
aller Winkel dieser Dreiecke » . 2 7k, oder 2 » Ä. Die 
Summe aller Polygonwinkel ist also n . 2 A — 4 Zi 
s- er . 2 7k. — 2.2Ä — s/r — 2) 2 7!»

§-iz6. Anmerkung.
Wenn die Figur einwärts gehende Winkel hat, wie 

hei 6 rlg. 74) so muß für den Polygonwinkel der mwen- 
dig liegende genommen werden, welcher hier aus den 
Theilen N6V, ?6I) besteht; weil unter Polygonwin
kel nur die inwendige Sperrung der an einander stoßen
den Seiten verstanden wird. Ein solcher einwärts gehen
der Winkel, welcher größer als zwei rechte ist, heißt auch 
ein erhabener, converer Winkel. Ein Winkel, 
welcher kleiner als zwei rechte,ist, wie der auswärts 
gehende Winkel heißt, ein hohler, concaver 
Winkel.

lZ7» Zusatz.

Wenn die einwartsgehenden Winkel einer Figur s» 
beschaffen sind, daß von keinem Punkte innerhalb der 
Figur nach allen Winkelspitzen gerade Linien gezogen 
werden können, ohne die Seiten des Polygons zu 
durchschneiden, wie in k'iA. 75, so zer
lege man sie durch Diagonalen in andere Polygone, 
wie hier in und In deren jedem ein

solcher Punkt anzutrcffen ist. Nun ist die Summe
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aller Winkel des Fünfecks . 5 L —
4 6 IL; und die dcö Vierecks bDLZ«'
2 . 4 A — 4 7k; folglich ist die Summe aller Winkel 
des Siebenecks — 4^-

S- ,Z8. Lehrsatz.
Wenn man a lle Seiten, LO, OD rc. 

eines Polygons 1^. 76, welche-
keine einwärts gehende Winkel hat, nach 
einerlei Richtung verlängert, so ist die 
Summe der äußeren Winkel 
e-OO rc., welche von jeder Seite nnd der 
Verlängerung der ihr anliegenden gebildet 
werden, vier rechten gleich, wie groß auch 
die Anzahl der Seiten des Polygons seyn 

mag.
Beweis. Jeder äußere Winkel wie betragt 

mit seinem inner» Nebenwinkel zusammen zwei rechte 
(Z. 68), und diese Summe findet sich in jedem Poly
gon so oft wiederholt als es Seiten oder Winkel hat. 
Die Summe aller äußeren Winkel und aller Polygon- 
winkel zusammen genommen, wird also n . 2 K be
tragen , wenn n die Anzahl der Seiten bedeutet. Da 
aber (§. rzz) die Summe aller Polygonwinkel allein 
genommen » . 2 Ä — 4 A beträgt, so müssen alle 
äußere Winkel zusammen vier rechten gleich seyn.

§. izy. Zusatz.
Da in einer regulären Figur alle Pylygonwinkel 

einander gleich sind (H.Z2), und daher auch (§.68) alle 
äußere Winkel einander gleich seyn müssen, so ist in 
einem regulären Polygon von er Seiten jeder Polygon-
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, » . 2 S — 4 s ... x x
Winkel r--- —- --------- -------- (Z. iZZ), und

jeder äußere Winkel —

Es ist demnach in einem regulären
Dreiecke der Polygonw. — 4 S; d. Außenwink. ----- § K. 
Vierte -------- S; --------- S.

Fünfecke - - - - ----- f s; - - - - ------ L
Sechsecke - - <- — § S; -- - - ----4 S.
Siebenecke - - - S; - - - - ----- y K. 
U. s. w.

§. 142. Erklärung.
Eine vierseitige Figur ^SOS ^§.77, worin jede 

zwei einander gegenüber stehenve Seiten parallel sind, 
heißt ein Parallelogramm. Man benennt es ent
weder mit vier an seinen Endpunkten befindlichen Buch- 
siaben, wie ^SLS, oder auch nur mit zweien an den 
Endpunkten der Diagonale befindlichen Buchstaben, wie 
^kS oder SS.

§. 141. Lehrsatz.
Ein jedes Parallelogramm ^SSS ^'§.77 

wird durch die Diagonale ^S in zwei con- 
gruente Dreiecke zerlegt. Auch sind in jedem 
Parallelogramm die gegenüber stehenden 
Seiten und Winkel einander gleich.

Erster Theil. Voraussetzung. ^ZSSS ist 
ein Parallelogramm, d. h. ^S st SS, und ^Sst SS. 
Behauptung. ^SS ^SS.

Beweis. Da st SS uud von ^S geschult, 
ten werden, so ist ^7 ----- 2 als Wechselswinkel (§.i2Z.H). 
Eben so ist, weil ^S st SS und von ^S geschnit
ten werden § — und da die Seite ^S den beiden
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ecke kongruent (H. 8Z).

Zwciter Theil. Da L (I.Theiy, 
so ist — OZ); ^0 LZ-; F --- 0, und 
da auch L, und .v u, so ist (Grunds. 7) 

-s" -s- « oder folglich
sind jede zwei gegenüber stehende Seiten und Winkel 
einander gleich.

§. 142. Zusatz.
Die zwischen zweien Parallelen 0/9 Oig. 77 

enthaltenen Theile zweier andern Parallelen ^0, SD, 
oder Parallele zwischen Parallelen sind einan
der gleich; denn sie bilden mit jenen ein Parallelogramm

§- I4Z« Zusatz.
Da alle anf die eine oder andere von zweien Pa

rallelen gefällte Perpendickel ebenfalls zu einander pa
rallel sind (§. 114), so werden auch alle zwischen den 
Parallelen OD 1^.78 liegenden Perpendickel e/,F/r, 
L/, als Parallele zwischen Parallelen einander gleich 
seyn (§. 142). Parallellinsen sind also allen
thalben gleich weit von einander entfernt.

Betrachtet man in einem Parallelogramm
I'iZ. 77 irgend eine Seite desselben, OZ), als die 
Grundlinie (§.43), so werden alle aus beliebigen 
Punkten der gegenüber stehenden Parallelen auf 
diese Grundlinie gefällten Perpendickel, wie LZ' ein
ander gleich seyn. Jeder dieser Perpendickel heißt die 
Höhe des Parallelogramms jn Rücksicht auf 
die Basis OO.

§. 144. Lehrsatz.
Wenn in einem. Vierecke NZ. 77
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jede zwei gegenüber stehende Seiten, oder 
jede zwei gegenüber stehende Winkel einan
der gleich sind, so ist es ei.ii Parallelo
gramm.

Erster Theil. Voraussetzung.
und ^0 LZ).

Behauptung. ^§0/) ist ein Parallelogr.
Beweis. Man ziehe die Diagonale ^ZZ), so ist 

in den Dreiecken -ZS — w, ^0
— LZ) und ^ZZ> beiden gemein; folglich ist (K.6o) 

u und folglich ist (§. 114.1.) ^(7
Z?Z) und N LD; folglich ist ^ZLOZ) ein Paral

lelogramm (§. 140).
Zweiter Theil. V 0 r a u S se tz u n g. t?>ZF 

— LZ)(7, ^LZ).
Behauptung. ist ein Parallelogr.

Beweis. Da ^Z) — ^6ZD. und OZ)S 
6^, so ist ^ZM -s- OZ)L — MZ) -s-

Nun ist (§. IZ?) die Summe aller Winkel im Vierecke 
vier rechten gleich; folglich Ist ^ZZ)Z) -j- OZ)L — 2 ZZ, 
und folglich (§. uz) OZ).

Eben so ist, weil auch ^Z6Z> -s- OOZ? --- 2 L, 
^4 LO, und folglich >ZLOZ) ein Patallelögrannn 

(§.140).
§. 145. Lehrsatz.

Wenn in einem Vierecke ^Z?6Z) I'ig. 77 
zwei Seiten ^Z6, OZ) gleich und parallel 
sind, so ist es ein Parallelogramm.

Voraussetzung.^-ZZ? — OZ), und ^Z^ OZ).
Behauptung. DaS Viereck ^ZL<ZZ> ist ein 

Parallelogramm.
Beweis. Man ziehe die Diagonale ^ZZ), so Ist,
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weil st OD und von ^7- geschnitten wird, 
(ö. l-Z) A' — L>

Da nun in den Dreiecken ^707) auch 
— (7/) und ^77) beiden geinein ist, so sind sie 

congruem (§. ZZ), und folglich (§. r>4)
st L7). und folglich ist ein Parallelo

gramm (§. 140).
146. Lehrsatz.

Wenn in einem Parallelogramm ^7207-
7. ein Winkel ein rechter ist, so ist 

jeder der übrigen ebenfalls ein rechter, und 
also die Figur ein Rechteck.

Voraussetzung. ulFOT) ist ein Parallelogramm 
und ---- 7?.

Behauptung. ^7LO7- ist ei» Rechteck.
Beweis. Da st 07), so ist (§. 125)

-j- (7 --- 2 Ä Nun ist >7^-7?, folglich auch 
O 7?. Da aber (Z. 14,) ^7 --- 7- und O --- 
so ist auch 7) — L und L --- L, folglich >/LO7- 
ein Rechteck (§. 44).

§. 147. Aufgabe.

Wenn issix. 77. zwei an ''einander grän
zende Seiten ^70, 07- eines Parallelogr. 
nebst dem von ihnen einzuschließenden Win
kel O gegeben sind, das Parallelogramm zu 
zeichnen. ,

Auflösung. Aus den gegebenen Stücken be
schreibe man (§. 105) ein Dreieck ^07-; über 
beschreibe man (§. 100) ein Dreieck >7F7- so, daß 

— 07- und LO -- ^0, so ist ^SOO daS 
verlangte Parallelogramm.
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Beweis. Da OO und 
so ist (tz. 144) ^OD ein Parallelogramm, welches 
zugleich die gegebene» Stucke enthalt.

Andere Auflösung. Nachdem man auf den 
Schenkeln des Winkels die Theile 
den gegebenen Linien gleich abgeschniltcn hat, ziehe 
man (K. uz) durch die Linie der parallel, 
und durch /) die Linie O/j der parallel, so wird 
DL, welche die eine der Parallelen O'D schneidet, auch 
die andere in unem Punkte L schneiden (H. 127) 
uud ist das verlangte Parallelogramm (§. 140).

§. 148. Zusatz.
Um aus zweien gegebenen Linien OO k'ig. 7 

ein Rechteck zu beschreiben, worin diese Linien an ein
ander gränzend seyen , trage man dieselben unter einem 
rechten Winkel 0 an einander, und verfahre im Uebri- 
gen nach der Vorschrift des §. 147, sonst ein 
Parallelogramm (H. 140), worin alle Winkel rechte 
sind (§. 14b), und folglich ei» Rechteck (§. 44).

Zwei den rechten Winkel einschließende Seiten be- 
ssimmen also ein Rechteck, und man pflegt es daher 
„ach diesen zwei Seiten zu benennen. Anstatt 
H 7 kann man auch sagend Ein Rechteckunter 
den Linien OD.

§. 149. Aufgabe.
Auf eine gegebene begranzte gerade'Li- 

nie 79 ein Quadrat zu setzen.
Auflösung. Auf errichte man in einen 

Perpendickel ^6; schneide davon ^79 7-- ab, 
und ziehe durch Ö der /7L die Parallele DL, und 
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durch S der die Parallele so wird diese die 
in einem Punkte L schneiden (§. 127) und

ist das verlangte Quadrat.
Beweis. Da ein Parallelogramm ist,

(§. 140) so sind (§. 141) die gegenüber stehenden Seiten 
einander gleich. Nun ist , folglich
gleichseitig; und da ei» rechter Winkel ist, so 
sind (§. 14H) alle Winkel dieser Figur rechte, und folg
lich ein Quadrat (§. 44),

tz. ,zo. Lehrsatz.

Wenn zwei gerade Linien ab, ^7? LiZ. 79 
einander gleich sind, so müssen auch ihre 
Quadrate abe^, einander gleich seyn.

Beweis. Man lege daö Quadrat ab«cl derge
stalt auf , daß a auf und die Linie ab auf

zu liegen komme. Da eil? , so fallt b 
auf (§. iz); da ferner in beiden Figuren alle Winkel 
einander gleich sind, so fällt ack auf ^6, be auf^'L; 
da endlich aa! --- be so fallt es auf 6^
und e auf L, folglich cle auf und folglich ist 
«beel — s§. 14X Auf eine gegebene gerade
Linie, erb, kann also nur ein Quadrat abecl gefetzt 
werden.

§. iz,. Lehrsatz.
Wenn zwei Linien ab k'iZ. 79 un

gleich sind, nehmlich > ab, so ist auch 
das Quadrat der größern Linie
größer als daö Quadrat aber/der kleinern ab.

Beweis. Da größer als ab ist,
so schneide man von denselben die Theile ---- 
S-- ab ab und vollende (H, 149) daö Quadrat 

i' / ,
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Da (8. 142) 6^ --- --- „nd
so ist auch SL > 6rL; folglich fällt 

der Punkt innerhalb ^kLLO, und es ist (Grunds, z) 
^LL/) > Nun ist (§. lZo) ---
aber/; folglich ist (Gruilds. 5) «Leck.

§. ,52. Zusatz.
Wenn zwei Quadrate einander gleich sind, so mns« 

sen auch ihre Seiten gleich seyn. Denn waren ihr« 
Seiten ungleich, so könnten die Quadrate nicht gleich 
seyn (tz. 151).

Und wenn zwei Quadrate 79 ungleich sind, 
so muß auch die Seite >7/? des größer» Quadrats 

größer als die des kleinern «sock seyn. Denn 
wäre — erd, so müßte auch (tz. 150) 
--- »Keck seyn; und wäre < aü, so wäre auch 
(§. izi) < abeck; beides gegen die Voraus

setzung.
§-. iz;. Zusatz.

Da auf eine gerade Linie nur ein Quadrat gesetzt, 
werden kann (Z. 150) , so benennt man auch wohl ei« 
Quadrat nach einer seiner Seiten. So versteht man 
unter dem Ausdruck: das Quadrat von t'ig. 
79, das auf die Linie gesetzte Quadrat 
Ein Quadrat, dessen Seite ist, bezeichnet man durch 

oder Hü oder auch durch „„d ver
stehet unter jeder dieser Bezeichnungen den Flächen- 
ramu deö anf die Linie gesetzten Quadrats.

§.154 Lehrsatz.

Wenn Zwei Parallelogramme
FiL, 8« auf einerlei Grundlinie
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und zwischen einerlei Parallelen LO 
liegen, so sind sie an Flächeninhalt einan
der gleich, wie verschieden auch ihre Form 
seyn mag.

Voraussetzung. KLOS sind Paral
lelogramme, auf der gemeinschaftlichen Grundlinie LO; ' 
die Seitenlinien dieser Parallelogramme LS, 01), 
OS endigen sich in N LO.
Behauptung. ^kLOS — KLOS»

Beweis. Rücksichtlich der Lage dieser Parallelo
gramme zu einander sind hierbei drei Fälle möglich. 
Es kaun nehmlich

a) Der Pmikt S zwischen und S fallen Olg. 80.
2) Kann der Punkt K in S liegen 8r-
Z) Kann dieser Punkt in der Verlängerung von 

liegen Kl§. 82.
Erster Fall. Da LS 8o Parallelo

gramme sind, so ist (tz. 141) LO — ^lS und auch 
LO ---- LK; folglich (Grunds. 4) — SS, folg
lich (Grunds. io) — SS. Da ferner (tz. 141) 

— 01) und LS — OS, so sind die beiden Drei
ecke ^/SL, SSO einander gleich (§. 6c)). Wird mm 
zu jedem derselben das Trapezinm SLOS hinzu ge
setzt, so ist das Parallelogramm >M0S SLOS.

Zweiter Fall. DaS Dreieck Si§. 8t ist 
auS angeführten Gründen dem Dreieck SSO gleich; 
folglich, wenn zu jedem das Dreieck SLO hinzukommt, 
so ist daS Prgr. ^LOS -- LLOS.

Dritter Fall. Da k^'§. 8s SO---und 
SO -- SS (S- 141), so ist auch --- SS; und 
wenn SS hinzukommt, ist ^(S --- SS. Da ferner 
tS. 141) --- SO, LL --- 1^-7, so ist (§. 60)
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Zieht inan nun beiderseits das 
Dreieck ab, so -bleibt das Trope; ---
MO/'; und sclzt man beiderseits das Dreieck SLO 
hinzu, so ist ES --- '

§. 155. Lehrsatz.

Parallelogramme 8Z
auf gleichen Grundlinien ^6, und zwi
schen denselben Parallelen sind ein-

ander gleich.
Voraussetzung » . . « Behauptung » . . .
Vorbereitung. Man ziehe
Beweis. Da LO und auch (§. 141)

so ist (Grunds. 4) --- und
da auch so ist (§. 145) ein
Paralleiog Muni. Nun stehet ^0/) mit auf
einerlei'Grur^inie und zwischen einerlei Parallelen

L6; folglich ist (§. 154)
Auö gleichem Grunde ist ; folg»

lich ist (Grunds. 4)

H, 156. Zusatz.

Paralleldgramme gz von
gleichen Grundlinien LO, und gleichen Höhen 
2L. DM sind einander gleich. Denn wenn ihre Grund
linien in einerlei gerade» Linie L6 gebracht werden, 
so werden /L, DM auf dieser senkrecht, uno folglich 
parallel seyn (tz. uz). Da aber auch >il/,
so wird (tz. 145) eine durch / und gezogene Linie //. 
der ^6 parallel seyn. Folglich werden (Z. 126) die 
durch / und D gehenden Parallelen mit //.

Zusarnmen fallen, und wird eine einzige der L6?
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parallele gerade Linke bilden. Folglich ist (K. izz)

§- '57. Zusatz.
Man kann daher sehr leicht ein schiefwinklichtcS 

Parallelogramm in ein Rechteck von gleichem Inhalte 
verwandeln, wenn man die Grundlinie des Parallel»- . 
-gramms zur Grundlinie des Rechtecks, und die Höhe 
des Parallelogramms zur Seitenlinie des Rechtecks 
nimmt.

rZ8. Lehrsatz.
Wenn Dreiecke OLL', LLO ^§. 82 auf 

einerlei Grundlinie L(7 stehen, und zwischen 
denselben Parallelen L>L, LO liegen, s» 
find sie einander gleich.

Voraussetzung.... Behauptung....
Vorbereitung. Man verlängere 7?/. von bei

den Seiten, ziehe durch Ä der die Linie 
Parallel (§. 115), und durch <7 der LL die Parallele 

cn
Beweis. Da LO, so sind die Parallelo

gramme einander gleich (§. 154).
Nun ist (H. 141) Q z und LLO 
— z folglich ist (Grunds. 14) DLO -- 
LLO.

§. 159- Zusatz.
Auf eben die Art wird bewiesen, dast Dreiecke auf 

gleichen Grundlinien und zwischen einerlei Parallelen, 
und überhaupt also Dreiecke von einerlei oder gleichen 
Grundlinien und Höhen einander gleich sind.

§. 160. Aufgabe.
Mehrere Dreiecke

G
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von gleiche» Höhen Dcö, in ein 

einziges von derselben Höhe zu verwandeln, 
welches jenen zusammen genommmcn gleich 

sey.
Auflösung. Auf einer beliebigen Linie DO 

schneide man Z.AI — MtV — LF', — ZZ/ 
ab; errichte aus einem beliebigen Punktdieser Linie 
einen Perpendickel ^/' der gegebenen Höhe gleich, 
und ziehe SZ>, Z'/^: so ist Z'/O das gesuchte Dreieck.

Beweis. Man ziehe SM, Z^, so ist, weil 
— so und Z'/I — das Dreieck Z'Z./bl — 

^SO (§. izy). Eben so ist /X /)LZ" — und 
— (?///; folglich ist (Grunds. 7) ^SO -j- 

DL/' -> 6ZZZ ---- Z'Z^/ z>^l^/ Z^O ---

SSL) (Grmids. z).

K. i6r. Lehrsatz.

Die beiden Diagonalen v/Z>, SO eines 
jeden Parallelogramms ^SOZ) k'ig. 84 hal- 
biren einander, und zerlegen das Parallelo
gramm in vier Dreiecke, von denen jede 
zwei einander entgegenstehende kongruent, 
alle aber an Flächeninhalt einander gleich 
sind.

Voraussetzung . . . . Behauptung . . . .
Beweis. Da U OS, so ist (§. 125. II.)

S^Z> -- LZ>0; -- LOO; und da
auch (8- t4l) --- OZ>, so ist (Z. 8Z)

0KZ>; ./L ---- SZ), SL — LO; folglich sind 
beide Diagonalen halbirt.

Auf gleiche Art wird bewiesen, daß Zs
SLZ).
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In den Dreiecken >/L0, ^LL ist OL L§; 
und da sie den Scheitel gemeinschaftlich, also einer
lei Höhe haben, so ist (§. 159) /X ^/LO — ^LL. 
Nun war ^LO — LLL und ^/LL — OL/); folg
lich sind alle vier Dreiecke einander gleich.

§. 162. Lehrsatz.

Wenn gleiche Dreiecke ^LO, OLO'k'iA. 86 
auf einerlei Grundlinie LO und an einerlei 
Seite derselben stehen, so muß die Linien/), 
welche die Scheitel der gegenüber stehenden 
Winkel verbindet, der Grundlinie LO pa
rallel seyn.

V oraussetzung . ! . . Behauptung . . . .
Vorbereitung. Ware nichr lA LO, so 

^ann man doch (§. 115) durch eine andere Linie 
der LO parallel führen, welche die LL> in irgend 
einem Punkte L diesseits oder jenseits der schnei- 
den muß (§.127). Man ziehe LO.

Beweis. Da A SO, so ist(§.iz8) ^LO 
— LLO. Nun ist auch ZX ^LO — L>LO; folglich 
wäre (Grunds. 4) LSO — LLO, welches unmöglich 
ist (Grunds, g). Folglich lann die der LO durch 
geführte Parallele, nur durch D gehen, und es ist also 
^L> LO.

§. r6z Ansatz.
Auf eben die Art wird bewiesen, daß gleiche Drei

ecke auf gleichen In gerader Linie liegenden Gründlichen 
und an einerlei Seite derselben, auch zwischen einerlei 
Parallelen liegen müssen.

§. 164. Lehrsatz.
Wenn «in Parallelogramm -4LOO und 

G » 
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ein Dreieck KLO 82 auf einerlei Grunde 
linie SO und zwischen einerlei Parallelen 
SO, liegen, sv ist das Parallelogramm 
doppelt so groß als das Dreieck.

Voraussetzung . . . . Behauptung , . ° .
B e w.'eis, Zieht man die Diagonale OS, so ist 

(tz. 158)'^ SSO — SSO. Nun ist (§. 141) ^/öOS

2 . S>SO; folglich ist auch ^SOS> 
2 . SSO.

§. 165. Anfgabe.

Ein gegebenes Dreieck >4SO SiZ. 87 in . 
«in Parallelogramm von gleichem Inhalte 
zu verwandeln, welches einen gegebenen 
Winkel S enthalten soll.

Auflösung Man Haibire (H. 64) SO in L; 
lege (§.ioZ) an OS in S einen Winkel OSS an, wel
cher c m gegebenen Winkel S gleich ist; durch ziehe 
man (§. uz) die Linie ^S<? der SO parallel, und 
durch 0 die OO der SS parallel: so ist SSOO das 
verlangte Parallelogramm.

Beweis» Zieht man ^S, so sind die Dreiecke 
^SS, ^/SO, welche gleiche Grundlinien SS, SO 
und einerlei Höhe chabeu, einander gleich (§. 1^9). 
Folglich ist ^eSO — 2 . ^SO. Nun ist (§. 164) 
SLOO — 2 . ^lSO; folglich ist (Grunds. 4) SSOO 
— ^SO; und da SSO — S, so ist SSl)O das 
verlangte Parallelogramm,

tz. 166. Zusatz.
Ist der gegebene Winkel ein rechter, fv wird SSOO 

ein Rechteck seyn (H. 146). Man kann also »ach dem 
in H. 165 vvrgcschriebenen Verfahren ein Dreieck in ein 
Rechteck von gleichem Inhalte verwandeln.
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§. 167. Lehrsatz.
Wenn durch einen Punkt K der Diago

nale eines Parallelogramms Xig. 
88 den Seitenlinien die Parallelen
L^, 6// geführt werden, nehmlich 
und ^0, so sind die Crgänzungc »r
LX, d. h. d iej enigcn Parallelogramme, 
durch welche die Diagonale nicht geht, ein
ander gleich.

Voraussetzung.. . . . Behauptung . . . :
Beweis. Da ein Parallelogramm ist,

so ist (§. 14t.) Da ferner (§^40)
K// ein Parallelogramm, so ist G. 141) —
^LX/7; folglich ist (Grunds, ro) —

oder Trapez. LL00 — Trapez.

Da ferner (§.141) > fo ist auch

(Grunds, iv)
oder LX —

§. i6Z. Aufgabe.
Ein Parallelogramm zu beschreiben, 

welches dem gegebenen Dreiecke 0 kig. Zyan 
Flächeninhalt gleich sey, welches ferner ei
nen gegebenen Winkel v enthalte, und wor
in eine Seite der gegebenen Linie gleich 
sey.

Auflösung. Man beschreibe (Z. 165) ei», dem 
Dreiecke 0 gleiches Parallelogramm welches
einen Winkel — .v enthalt; verlängere bis 

ziehe (§. uz) durch der eine
Parallele und verlängere AA bis sie diese Parallele in 
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6k schneidet; ziehe die Diagonale so wird diese, 
welche die Linie ^6 schneidet, auch die ihr Parallele

in irgend einem Punkte K schneiden-, Durch // 
ziehe man der eine Parallele, und verlängere OS, 

bis sie diese Parallele in / und schneiden: so 
wird das verlangte Parallelogramm seyn.

Beweis. Da (§.140) ein Parallelo
gramm ist, und seine Diagonale, so ist (§. 167) 
das Parallelogramm Nun ist

0; folglich ist auch LL — (7.
Da ferner (tz. 129) --- aber

---- -c, so ist auch L6L
Da endlich (tz. 141) aber --

E, so ist auch L«, ; folglich ist LL das

verlangte Parallelogramm.

§.169. Zusatz.
Hiernach laßt sich sehr leicht ein Rechteck beschrei

ben, welches einem gegebenen Dreieck au Flächeninhalt 
gleich ist, und welches eine Seite von einer gegebenen 
Lange hat. Denn man braucht hierzu nur In der Auf
lösung des vorigen §. den gegebenen Winkel a einem 
rechten gleich altzunehmen.

Z. 170. Aufgabe.
Eine jede geradlinigte Figur
yo in eine andere von gleichem Inhalte 

zu verwandeln, welche eine Seite weniger 
als die gegebene habe.

Auflösung. Man ziehe LLl und durch der 
LL eine Parallele (§. uz), so wird diese (§. 127) die
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verlängerte DL in ^ schneiden. Män ziehe nun LZ', 
so ist LZV(7 die verlangte Figur.,

Beweis. Da, LL so ist (tz rzg)
— Z'LL. weil beide zugleich auf einerlei 

Grundlinie LK stehen; folglich, wenn zu beiden Sei
ten LLZ>L hinzukommt, — /?OZ)Z, einer
Figur, welche eine Seite weniger als die gegebene hak.

§. 171. Zusatz.
Da man diese Figur wiederum in eine andere, 

welche eine Seite weniger hat, verwandeln kann, so 
laßt sich jedes Vieleck in ein Dreieck von gleichem In
halte verwandeln..

§. 172. Zusatz-r.
Daher laßt sich auch ein jedes Vieleck in ein Pa

rallelogramm unter einem gegebenen Winkel und einer 
gegebenen Seite, also auch in ein Rechteck unter einer 
gegebenen Seite verwandeln (ZZ.. 168 und 169).

§. 17z. Zusatz z,
Das Verfahren des tz. 170 bleibt ungeändert, 

wenn auch die gegebene Figur einen einwärts gehenden 
Winkel wie 6DL I'ig. 7Z hat. Man verbindet nehm
lich 0 mit L, durch die Linie OL führt dieser durch 
Z) eine Parallele, welche in diesem Falle die Linie Z'L 
selbst, und nicht ihre Verlängerung, in ZZ schneidet; 
wird sodann gezogen, so ist ^LOZZZ^ die ver
langte Figur. Denn es ist (§. 158)
MK; folglich —
ML oder — ^L<7/ZZV.
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s. 174. Lehrsatz.
Wenn man auf alle drei Seiten irgend 

elneö rechtwinklichten Dreiecks ^SO y2 
Quadrate beschreibt (§. 149), so ist das Qua
drat auf der Hypothenuse SO der Summe 
der beiden Quadrate auf den Katheten ^lS, 

gleich. Es ist nehmlich SSSO-s-07/. 
Voraussetzung .... Behauptung. . . . 
Vorbereitung. Durch ^4 führe man (§.-nz) 

die Linie ^7S der SS parallel, welche SS in zwei 
Theile SL, SO zerlege und ziehet/), /X), >/S, SS.

Könnte rnan nun darthun, daß SS --- SO und 
0/ — 0//, so wäre auch (Grunds. 7) SS -U (77, 
— SO -j- 07/ oder SS --- SO 6/7, d. i. SO». 
---- ^S</. -s. ^0?.

Beweis. Da SS, 07/ Quadrate sind, so sind 
(§.44) S^S, O^Zs rechte Winkel, folglich ist S^O 
-j- S>70 — 2 s S^70 -s- 0^4//; folglich liegt 
sowohl O^l mit als auch S^7 mit E in einer
lei geraden Linie (tz. 72).

Da (§. 44) SS^l ----- S ----- OSO, so ist, 
wenn ^SO zu beiden hinzukommt, -s- ^SO 
----- ^7S0 -s- OST) oder /'SO ----- ^/SZ). Ferner 
ist in den Dreiecken SSO, ^SS, SS --- und 
SO ----- SS (^.44l; folglich ist (§. 5Z) /X sso ---- 
^/SS>. Nun stehet das Dreieck SSO mit ^SSO 
auf einerlei Grundlinie SS und zwischen denselben Pa
rallelen SS, 60 und es ist daher (K. 164) ^SSO 
--- 2 SSO. Aus gleichem Grunde ist SSSAZ 
— 2 s ^SS, weil sie auf einerlei Grundlinie SS 
und zwischen denselben Parallelen SS, ^7. stehen- 
folglich ist (Grunds, 12) ^SSS --- SSL,'S
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Auf gliche Art wird bewiese»/ daß
LOL^, und daß daher >l(7^ZZ — OLDäZ; folglich 
ist (Grunds. 7) SS-s-o/z — ÄL — 
vdex -ZF 9 ^zo LO 9.

Anmerkung. Dieser für die Mathematik äußerst 
fruchtbare Satz heißt der Magister Matheseos oder 
auch der Pythagoräische Lehrsatz von seinem Erfin
der Pythagoras, der deshalb ein Opfer gebracht habe« 
soll. Man kann ihn auf vielerlei Art beweisen; schwerlich 
aber dürste sich ein einfacherer Beweis finden lassen, alS 
der hier gegebene Euklidische.

>
§. 175- Zusatz.

Wenn vorn Quadrate der Hypothenuse eines recht- 
winklichten Dreiecks das Quadrat' einer Kathete abge
zogen wird, so bleibt das Quadrat der andern Kathete 
übrig. Denn aus -s- ^(7^ --- folgt, 
wenn beiderseits /ZS 9 abgezogen wird, 9 — 

und wenn man beiderseits ab- 
zieht, ^64 — LOg — ^<7 (Grunds. 10).

§. 176. Zusatz.
* Wenn in zweien rechtwinklichteit Dreiecken 

erh<! I-'ix. 9l die Hypothenusen ^ze, aa einander gleich 
sind, aber die eine Kathete ^ZS des einen größer als 
eine Kathete ab desHmdern ist, so muß vie zweite 
Kathete LO des ersten kleiner als die zweite Kathete bo 
des andern seyn. Denn da ^ZO --- ac, so ist auch 
(§. izo) ^0-/ --- crce/; und da > ab, so ist 
auch (tz. 151) > ab y; folglich ist (Grunds. 10)

,7 — < ao 9 — ab c/. Nun ist (K. 17;)
— ^Z0c7 — und bc^ cr c rz —, «bk/j



— io6 —-

folglich» ist. < bc? und folglich (§. izr) SO 

bc^
77« Lehrsatz.

Wett» in c.aem Dreiecke ^kSO SiZ. 9; da» 
O.uavrat der einen Seite SO der Summe 
der Quadrate der beiden übrigen Seiten 
^S, ^0 gleich ist,, so ist der der ersten Seite 
gegenüber stehende Winkel ein rechter.

Voraussetzung^. . . . Behauptung . . . .
Vorbereitung. Auf ^lO errichte man (H. 66) 

im ^4 einen Perpendickel ^lS — /^S,, und ziehe OS.
Beweis.. Da ^S L- ^S und daher (H. 150) 

^S? — ></S?, so ist auch (Grunds.7) ^S? -s- 

^0? — ^7S? -s- ^0'?. Nun ist nach der Vor
aussetzung, ^lS? -s-'^O? — SO? und in dem bei 

rechtwinklichten Dreiecke S^/0 ist (§. ^74)
-s- ^0? — OS?; folglich ist SO? — OS? nnd 
folglich (Z. 15 r) SO — OS. Da nun auch ^lS — 
^4S und ^/O den beiden Dreiecken S^O, S>/0 ge
mein, so ist (tz. 60) S^lO — S^lO; da aber 
S^lO — so ist auch S^O — S.

§. 178. Aufgabe.. »

Ein Quadrat zu beschreiben, welches 
mehreren gegebenen Quadraten zusammen 
gleich sey. O

A uf l v su n g und Bewei s. Es seyen ^S, ^O 
OS li'iZ. 94 die Seite» der gegebenen Quadrate. Man 
setze senkrecht auf einander und ziehe OS.

so ist (tz. -74) ^S --- OS?.
Man setze ferner OS senkrecht auf OS, und ziehe 

SS, so ist lS-174)
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----- OD? -j-
edel' wenn wir start <7S r/ den eben gesintdenen Werth 
setzen /)L-/ ----- § -f- O^r/
folglich ist /)§ die Seite des gesuchte» Quadrats, 
welches sich nach §. i^y construiren laßt.

Eben so verfahrt man^ wenn, mehr als drei Lua-r 
drate gegeben sind.

^79« Zusatz.
Da daö Verfahren des vorigen tz. ungeändert 

bleibt, die Linien ^<7> OS, und daher auch 
ihre Quadrate möge» gleich oder ungleich sey», so kann 
man auch die Seite eines Quadrats finden, welches 
das Doppelte, Dreifache, Vierfache rc. eines andern 
ist. Hierbei laßt sich jedoch folgendes abgekürzte Ver
fahren anwenden. Es sey yz das gege
bene Quadrat. Man errichte auf den Perpendickel 

schneide davon ab und ziehe L i,
so ist (§. 174) Sie/ ----- — 2 ^K<7.
Man trage dann ü i aus nach 2 und ziehe L 2, 
so ist L 2 — ^2-7 -f- — Kl? -f- -

— 2 2 -f- <7 Z <7. Man trage ferner
^2 aus »ach z; trage Fz auS nach 4 und 
fahre auf diese Art fort: so werden ^2, ^z, ^4, 

5 rc. die Seiten eines Quadrats geben, welches 2, 
3/ 4/ 5 rc. mahl so groß als daö Quadrat ist.

§. igo. Aufgabe.
Ein Quadrat zu beschreibe», welches 

der Differenz zweier gegebenen Quadrate 
gleich sey.

Auflösung. Es seyen 0/) 96 die
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Sci't<n der gegebenen Quadrate. Von ^4K schneide 
man KK — OK ab und errichte aus K auf eine» 
mibegranzren Perpendickel KK. Aus K beschreibe man 
Mit dem Halbmesser K^ einen Kreis, so muß dieser 
(§.481 den Perpendickel KK in irgend einem Punkts 
6 schneiden^ und K6 iß die Seite des gesuchten Qua
drats .

Beweis. Da (§. z6) K^/ — KO, so ist auch 
(§. 150) ^K^ KO?. Nun ist (§. 175) 6L? --- 
KO9 — KK9; folglicy ist auch OK 2 — —
KL^. Da aber KK ---- 0/) und daher KL9 —

OK^: so ist
OK? — ^kK g — OK 4.

H. t8r. Lehrsatz.
Wenn eine gerade Linie ^lK KiZ. 97 aus 

zweien Theilen ^lO, OK bestehet, so ist das 
Quadrat der ganzen Linie ^LK so groß als 
die Summe der Quadrate der einzelne» 
Theile ^lO, OK nebst zweien Rechtecken, 
deren jedes die Theile ^40, OK zu an einan
der liegenden Seite» hat. Es ist nehmlich 
^K 9 ^0 9 -f- (K9 -j- 2 « ^kO » OK.

Voraussetzung.... Behauptung... .
Vorbereitung. Man beschreibe von ^K das 

Quadrat ^/LKK (Z. 149), ziehe die Diagonale KK; 
durch 0 führe man die OK der ^4K parallel, und 
durch O ziehe man die KK der parallel.

Beweis. Das Quadrat ^SLK wird hierdurch 
m vier Parallelogramme ^40, OK, OK, KK zer
legt, welche alle rechtwinklicht seyn müssen, weil jedes 
dcrselhm einen rechten Winkel hat (§. 146).
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Da >72 -- >72, so ist (§. Zy >722 
>722; nu» ist auch (tz. I2Z. III) 062 --- >722 
folglich ist auch 026 --- 062; folglich ist (§. 58) 
02 — 06; und da (tz. 141) Oü — 6L und 06 
— 22, so ist OX gleichseitig und also (§- 44) OX 

'das Quadrat von 02.
Aus gleiche Art wird bewiesen, daß 22 — 7^6 gs 

— >70^.
Da >76 unter den an einander liegenden Seiten 

>70, 06 enthalten ist, aber 06 — 02, so ist auch 
>76 unter den Seiten >70, 02 enthalten. Da aber 
(tz. 167) >76 — 62, so ist >76 -f 62 — 2 . 
>70.02.

Nun ist (Grunds, z) >727)2 — >76 -s- OX 
-s- 62.-s- 277; folglich ist, wenn wir anstatt eines 
jeden dieser Theile seinen Werth setzen

>72 H --- >70 -f- 02 -s. s . >70.02,

§. 182. Zusatz.

Hieraus folgt, daß in jedem Quadrate die um die 
Diagonale herum liegenden Parallelogramme auch'Qua
drate sind.

tz. t8z Lehrsatz.

Wenn eine Linie 22 2ig. 98 dem Unter? 
schiede zweier andern Linien >72, >72 gleich 
ist/ so ist das Quadrat der erstem» kleiner 
als die Summ« der Quadrate beider letzte
ren, und zwar um zwei Rechtecke, deren je
des unter beiden letzteren Linien enthalten 
ist. Wenn nehmlich 22 --- >72 — >72, so ist 
22 H — >72 H -s- >72 I 2 . >72 . >72»

Voraussetzung .... Behauptung?.,,
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Vorbereitung. Auf ^IS beschreibe mau sZ.rgy) 
das Quadrat >ISSS; ziehe die Diagonale SS; durch 

ziehe man SS A ^/S, und durch 6?, worin diese 
die Diagonale trifft, ziehe man III A DS, verlan« 
göre III bis IL — HS mid ziehe XL //S.

Beweis. Da IX — IIS. so ist (H. 156) II. 
--- IIS. Nun ist (tz. 182) IIS daS Quadrat von 
HS — folglich ist auch IL — ^lS 9.

Da ferner (Z. 167) ^S — SI. so ist ^S 4. 
IIS IV 4- II oder ^tS — SS. also >/S 4- 
SS -- 2 . VS.

Nun ist LI -- ^l6 -s- IL - — SS;
wo k§. 182) S7 das Quadrat von SS, VS das Qua- 
Drat von >/S. ^I- das Quadrat von ^lS, und ^/S das 
unter VS und VS oder unter ^lS und VS enthal
tene Rechteck verstellt; folglich ist SS 9 — -^Sst 
4- ^S 9 — 2 . ^S . ^S.

tz. 184. Lehrsatz.

Wenn eine gerade Linie VS lig. 99 in einem 
Punkte S i n gleiche, bei S aber in ungleiche 
Theile getheilt ist, so ist das unter den un
gleichen Stucken VS.SS enthaltene Recht
eck nebst dem Quadrate des zwischen den 
Th eilpunkten liegenden Stücks SS dem Qua
drate der halben Linie SS gleich. Es ist 
nehmlich VS .SS 4- SS§ --

Voraussetzung .... Behauptung . . . .
B0rbereituug. Man beschreibe (Z. 149) von 

SS das Quadrat SLXS und ziehe dessen Diagonale 
SI. Durch I) ziehe man (§.itz) SS der SK paral
lel; durch II, worin diese die Diagonale trifft, ziehe 
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man der SS, und durch der OL die Linie 
parallel.
Beweis. Da (§. 167) o/z — Z/S, so ist, 

wenn SZZ hinzukommt, OM ---- SS (Grunds. 7). 
Nun ist, weil SO OS, (§.156) SS — OL/. 
folglich ist (Grunds. 4) SS --- SS; und wenn beider- 
seils O/Z hinzukommt, S/Z — 0// -s- SS; und 
wenn noch SO hinzukommt,

SZI -f- SS — ozz -s- SS -s. SS --- osss
(Grunds, z)

Nun ist SZs das unter ^ZS und SZZ, oder im, 
ter SS und SS enthaltene Rechteck, weil (§. 182) 
SZZ SS; ferner ist (§. 182) SS das Quadrat 
von SS, also (K. 150) dem Quadrate von SS gleich; 
und SLSS ist das Quadrat von SS; folglich ist

SS. ss -s- SS- SS-.

§. '85. Zusatz.
Da SiZ. yy es9 -- SS . SS -s- SS-, so 

ist, wenn man beiderseits SS- hinweg nimmt (Grund
satz io) SS- — es- ---- SS . SS. Nun ist 
SS — SS -s. es, oder weil SS — es, SS --- 
Le -s. es; und ss — se - es. Folglich ist 
es- - ss - -- <ss -j- es> (SS - es). 
Die Differenz zweier Quadrate (7S, Lb Zig. 
yy lst also einem Rechtecke SZZ gleich, dessen 
eine Seits SS der Summe der Seiten SO

OS dieser Quadrate, und dessen andere 
Seite SZf der Differenz SO — OS der Sei« 
trn eben dieser Quadrate gleich ist.
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8. i86. Zusatz.'

Da 99 SZZ so ist -s. E
-- ^lZ) -j- und da auch -s- eL
— oö -s-> 0^ und übcrdieß in jedem Pa
rallelogramm die gegenüberstehenden Seiten einander 
gleich sind (§. 141), so wird das Rechteck ^kZZ mit 
dem Quadrat OZ' gleichen Perimeter haben. Nun ist 
LO^lZZ -s- wy (8.184).

Wenn daher ein Quadrat und ein Recht
eck gleichen Umfang haben, so ist der Fla^ 
chenraum des Quadrats größer als der deö 
Rechtecks, und r^r^uin^das Quadrat des 
Unterschiedes OZ- Verlieses Rechteck ent

schließenden Seiten Z)ZZ^

§. 187. Zusatz.

Je weniger die Seiten eines Rechtecks von einan
der unterschieden sind, desto weniger wird auch sein 
Flächeninhalt von dem des Quadrats, welches mit ihm 
einerlei Perimeter hat, unterschieden seyn.

Wenn daher zwei Rechtecke gleichen Pe
rimeter haben, so schließt dasjenige «inen 
größeren Raum ein, dessen Seiten weniger 
von einander unterschieden sind.

§. 188. Lehrsatz.

Wenn in einem Dreiecke ^2(7 I?i§. 22 der 
Winkel Z? spitz ist, so ist das Quadrat der 
diesem Winkel gegenüber liegenden Seite
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^0 kleiner als die Summe der Quadrate der 
diesen Winkel einschlicßenden Seilen
SO. und zwar ist dieser Unterschied doppelt 
so groß als ein Rechteck, welches unter ir
gend einer der den Winkel S ei »schließen
den Seiten, SO und der Linie SS enthalten 
ist, welche zwischen dem Scheitel dieses 
Winkels und dem Perpendickel ^ZS liegt, 
welcher vom Scheitel des der Linie SO ge
genüber stehenden Winkels auf diese Linie 
gefällt wird. Es ist nehmlich ^0? --- ^S</ 
-f- LO? — L . SO . SS).

Voraussetzung.... Behauptung....
Beweis. Rücksichtlich der Lage des Perpendik- 

kels >ZS sind hier zwei Fälle möglich. Er kaun nehm
lich entweder innerhalb d^s Dreiecks fallen, wie -SSO 
I'ig.22 oder außerhalb desselben wie ^SO Si§. ico.

Erster Fall. Im Dreiecke ^SO Sig. 22 ist 
f§. 174) ^ZO? vZS ? -j- SO?. Nun ist (Z.l?5) 
^lS? -1-: ^kS? — SS?; folglich ist, wenn dieser 
Werth statt ^kS? gesetzt wird, ^lO? r-- ^lS? — 
SS ? -s. SO ?.

Da aber SO ---- SO — LS, und daher (Z.igz) 
SO? --- SO? -s. SS? — 2 SO . SS, so ist

^ZO? >/S? SS? -s. SO? -j- SS? —
2 SO. SS

oder, da — SS? und -s- SS? einander aufheben 
^0? --- ^S? -s. SO? — 2 . SO. SS>.
Zweiter Fall. Im Dreiecke ^ZSO klg-ioo ist 

(§. 174) ^0? — ^5S? -j- OS ?. Nun ist (§- '7^) 
^S? >ZS? «- SS?; folglich ist

^0? --- ^S? - SS? OS?.

H
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Da aber SO — SO — §6 Und daher (tz.iZz) 
wo --- LO4 -j- SO,/ — 2 . LO .' Lo, so ist 
^0^ --- ^4 -- ^4 -s- SO4 -s- L0<? — 2 . 
LO . LO, oder ---- ^4S§ -j- LOz — s » 
LO . LO.

H. i8y. Lehrsatz.
Wenn in einem Dreieck« ^LO k^ioo ein 

Winkel ^OS stumpf ist, so ist das Quadrat 
der diesem Winkel gegenüber liegenden 
Seite >4S größer als die Summe der Qua
drate der diesen Winkel einschließenden Sei
len ^0, OL; und zwar ist der ttnterschied, 
um welchen jenes Quadrat die Summe die
ser Quadrate übertrift, doppelt so groß 
als ein Rechteck, welches unter irgend eine>r 
der den Winkel ^OL einschließenden Seiten 
LO, und der Linie OO enthalten ist, welche 
zwischen dem Scheitel dieses Winkels und 
dem Perpendickel liegt, welcher vom 
Scheitel deö der Linie LO gegenüber stehen
den Winkels aus di<se Linie gefallt wird. 
Es ist nehmlich ^Lg — ^0<? LO^ -j- 2 . 
so. es.

Voraussetzung.. . . Behauptung . . . .
Beweis. Im Dreiecke ^LO ist (§.1174) ^4 

— 4 -s- LO 4. Nun ist LO — OO -s- OL,
und daher (§. igl) SO 4 — OO- -s- OL4 -s- 2 . 
OO . OS; folglich ist

-- ^Oq -s- cO^ -s- OL4 -s- » . OO. OL.

Da aber (§.174) ^O§ -s- OO4 — ^0^, s, 
ist ^lÜ4 --- -^^4 ^4 -I- ' OS.
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§. ryo. Zusatz»
Wenn in einem Dreiecke das Quadrat irgend einer 

Seite größer als die Summe der Quadrate der beiden 
übrigen Seiten ist, so ist der dieser Seite gegenüber 
stehende Winkel ei» stumpfer. Wenn aber das Qua-> 
dral einer Seite kleiner als die Summe der Quadrate 
der beiden übrigen Seiten ist, so ist der dieser Seite' 
gegenüber liegende Winkel ein spitzer.

tz. iyr. Aufgabe.
Es ist ein Rechteck I?i§. ror geges

sen; man soll die Seite eines Quadrats fin»^ 

den, welches mit diesem Rechtecke gleichen, 
Flächeninhalt habe.

Auflö sung. Man verlängere bis FO ------ 
-8D , halbire in und beschreibe aus mit ^4-
den Kreis verlängere biö 6^: so ist
Die Seite des gesuchten Quadrats.

Beweis. Man ziehest?. Da im Punkte S'-.' 
in gleiche, und in L i» ungleiche Theile getheilt ist, so- 
ist (§. ,84) . FS -s- --- oder da'
LL — nnd (K. Z6) --- ^6»-

. FD---FNg.,
Nun ist auch (;. ,74) i"

folglich ist (Grunds. 4)
. LO -i- -- L6 - -4-

und wen» man beiderseits hinweg nimmt, so ist' 
(Grunds, ro) . LO --- LS ;
folglich ist die Seite des gesuchten Quadratö.-

8» 192. Erklärung» ' 
vEine Figur quadriren heißt ei» Quadrat finde>y^

H s
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welches eben so viel Flächeninhalt als die gegebene Fi, 

gur habe.
§. 19z. Zusatz.

Da man (§. 172) jede gegebene geradlinigte Figur 
in ein Rechteck verwandeln kann, und dieses sich wie
derum (Z. 191) in ein Quadrat verwandeln laßt, so 
laßt sich auch jede gegebene geradlinigte Figur quad- 
rire».



Zweiter Abschnitt.
Vorn Kreise.

Erstes Kapitel.
Von den Linien beim Kreise.

§. !94. Lehrsatz.

«Ä^enn zwei Kresse ro2 glei,

che Halbmesser ^0, erc habe», so müssen sie 
einander gleich seyn.

Voraussetzung .... Behauptung ....
Vorbereitung. Man denke sich den Kreis 

dergestalt auf gelegt, daß der Mittelpunkt « 
des ersten auf den Mittelpunkt 0 des andern zu liege» 
komme.

Beweis. Da ^0---»o, und daher (§Z6) 
jeder Abstand des Punktes 0 von der Peripherie 
jedem Abstande des Punktes e von der Peripherie abek 

i



gleich ist, so werden (Z. 15) alle Punkte der einet, 
Peripherie auf die der andern fallen. Beide Kreise 
werde» also, einander decken, und folglich gleich seyn 
(§. ,4)-

§. lyz. Lehrsatz.
Wen» zwei Kreise «Lck k'ig, 10; un

gleiche Halbmesser ^6, av haben, so ist der
jenige Kreis, größer, dessen Halb
messer ^(7 größer ist.

Voraussetzung . . . i Behauptung . . . .
Vorbereitung. Man lege den Kreis abck der

gestalt auf , daß ihre beiden Mittelpunkte in 6 
auf einander zu liegen kommen.

Beweis. Da Oa < 0^, so liegt der Punkt a 
innerhalb des Kreises und aus gleichem Grunde 
fällt jeder Punkt dcr Pheripherie flbck innerhalb 
die Flache des Kreises abck ist also nur ein Theil von 

und folglich (Grunds, z) > aöck.

§. ,y6. Zusatz,
Wenn zwei Kreise einander gleich sind, so müssen 

auch ihre Halbmesser gleich seyn. Denn wären diese 
ungleich, so könnten die Kreise nicht gleich seyn (§.,95).

Und wenn einer von zweie» Kreisen größer als dcr 
andere ist, so hat der größere einen größer» Halbmesser 
als der andere. Denn wäre der Halbmesser des erste» 
Kreises dem des andern gleich, so müßten auch beide 
Kreise einander gleich seyn (§.194); und wäre der 
Halbmesser des ersten Kreises kleiner als der des an
dern, so müßte auch die Fläche des erstem kleiner als 
die des andern seyn (tz. 19z); beides gegen die Vor
aussetzung.
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!97« Erklärung.
Gleiche Kreise sollen In der Folge diejenigen 

heißen, welche gleiche Halbmesser haben; ungleiche 
Kreise aber diejenigen, welche verschiedene Halbmesser 
haben

^98. Erklärung.
Kreise rrkcl 10z heißen conce n-

trisch, wenn sie aus einem und demselben Mittel* 
Punkte 6 mit verschiedenen Halbmessern 6^, Oa be
schrieben sind. Excentrische Kreise sind solche, 
welche verschiedene Mittelpunkte haben, wie 
LL/s k'iZ, 104.

§. ryy. Erklärung.

Kreise schneiden einander, wenn die Pheri- 
pherie des einen zum Theil innerhalb, und zum Theil 
Außerhalb der Peripherie hes andern fallt, wie ah?» 
«l>§ m.

Kreise berühren einander, wenn ihre Peri
pherien irgendwo zusammen stoßen, ohne einander zu 
schneiden. Sie berühren einander von innen, wenn 
die Pheripherie des einen Kreises ganz innerhalb der 
Peripherie des andern liegt, wie k'ix. 104.
Sie berühren einander von außen, wenn die Pheri
pherie des einen Kreises ganz außerhalb her Peripherie 
des andern liegt, wie k'iZ. rog.

§.200. Lehrsatz.
Kreise, welche einander schneiden, kön

nen nicht einerlei Mittelpunkt haben.
Beweis. Könnten zwei einander schneidende 

Kreise wie erbe, H'jg, m einerlei Mittelpunkt A 



haben, so würde «ine von diesem gemeinschaftl-ä eq 
Mittelpunkte nach einem der Durchschnittspnnkte, cr ge, 
zogene gerade Linie Ln ihr gemeinschaftlicher Halb
messer seyn. Beide Kreise hatten also einerlei Mittel
punkt und einerlei Halbmesser. Sie müßten daher 
(Z »94) ganz auf einander fallen, und könnten also 
einander nicht schneiden, welches gegen hie Voraus« 
setzung Ist.

2or. Zusatz.
Auf eben die Art beweiset man, daß Kreise, welche 

einander von inwendig berühren, nicht einerlei Mittel; 
punkt haben können.

tz. sor. Lehrsatz.

Concentrische Kreise können keinen Punkt 
mit einander gemein baben, und also weder 
einander schneiden »roch berühre n.

Beweis. Könnten die eoncentrischen Kreise 
abc? I'ig. ,oz außer dem gemeinschaftlichen Mittelpunkte 
O noch einen Punkt gemein haben, so würde dieser in 
der Peripherie beider Kreise liegen, und ein aus O 
nach diesem Punkte gezogene gerade Linie wäre ein ge
meinschaftlicher Halbmesser beider Kreise. Sie müßten 
also (tz. 194) ganz auf einander fallen, und waren nicht 
von einander unterschieden.

§. 20z. Lehrsatz.
Eine gerade Linie kann einen Kreis nur 

in zwei Punkten schneiden.
Erster Fall. Gehet die gerade Linie 

1^8- 102 durch den Mittelpunkt (7, so kann sie mit dem 
Umkreise nur die beiden Durchschnittspunkte und
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gemein habe». Denn durchschnitte sie ihn in „och 
einem Punkte Xi, so daß auch L in des Kreises Peri- 
Pherie läge, so wäre 6'L ein Halbmesser dieses Kreises ; 
«nd da es a»ch ist, so wäre (§. z6) — 6^,
»velches nnniöglich ist (Grunds, z).

Zweiter Fall. Wäre es möglich, daß eine an
dere nicht durch den Mittelpunkt gehende gerade Linie 
den Umkreis in drei Punkten schnitte, so müßten die 
anS dem Mittelpunkte nach diese» drei Durchschnitts- 
pnnktcn gezogenen geraden Linien, als Halbmesser eines 
und desselben Kreises einander gleich seyn. Man könnte 
al>o aus einem und demselben Punkte nach ber schnei
denden geraden Linke drei gleiche gerade Linien ziehen,, 
welches unmöglich ist (§. yz).

§. 204. Lehrsatz.
Wenn eine gerade Linie k'ig. 102 die 

Peripherie eines Kreises schneidet, so ist 
jeder Punkt derselben, welcher wie 6 zwi
schen den beiden Durchschnittspunkten Nu.L 

liegt, demMittelpunkte näher als der Halb
messer beträgt, und der Theil äVX liegt da
her ganz innerhalb des Kreises. Jeder Punkt 
derselben aber, welcher wie X in der Ver
längerung yon liegt, hat eine größere 
E» tferuung p vm Mittelpunkte als der Halb
messer beträgt, und die Verlängerungen 
der ^'X liegen daher außerhalb des Kreises.

Beweis. Denkt man sich aus dem Mittelpunkte , 
O die Halbmesser OX, und auf äVX die senk
rechte OX' gezogen; so ist (§. --- 6X, also
k'X/X' glejchschenkljcht, und der Perpendickel 6-^ fällt
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(§. 8») zwischen und Ferner ist (§. 94) O/k' 
die kürzeste nach gezogene Linie und 06 < 0L. 
Nun ist (§-g6) 0^ -- 0//, folglich ist 06 < ON; 
folglich liegt der Punkt 6 innerhalb des Kreises.

Eben so ist (Z. 94) OL > OL; aber OL » 
om (§. z6); folglich ist 0I> > 0^, also liegt der 
Punkt außerhalb d?s Kreises.

§.205. Lehrsatz.
Jeder Durchmesser erä k'ig. 102 theilt die 

Peripherie und die Kreisfläche in zwei völ
lig gleiche Theile.

Beweis. Da erä ganz innerhalb des Kreise» 
liegt, so theilt sie dessen Flache iy zwei Theile 
a^Ler. Denkt man sich nun den einen Theil dergestalt 
auf den andern gelegt, daß der Punkt ol des einen 
Theils auf dem Punkt ck des andern, und cka in der 
Richtung der im andern Theile gclegt wird, und daß 
beide Theile nach einerlei Seite der cka gekehrt sind, 
so muß auch (§. 15) 0 auf <r und «r auf cr fallen» Aber 
auch jeder Punkt des Bogens «reck muß auf einen 
Punkt des Bogens al-ek, und daher der ganze Bogen 
«reck auf abck fallen, weil sonst nicht die Entfernungen 
aller Punkt? dieser Pogen von, Mittelpunkte c einander 
gleich seyn könnten. Diese Bogen «real, werde» 
daher s§. 14) einander gleich seyn, und da die Gränze» 
der Flache «rckea auf die der Flache crLckcr fallen, so 
decken beide Flachen einander und find also einander 
gleich (§. 14).

tz. 206. Erklärung.

Ein? Flache p/eckcr, welche F'-L. 102 yon clttnn
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Durchmesser ack und der halben Peripherie «eck he- 
gränzt wird, heißt ein Halbkreis.

Eine Flache /eck/ I02, welche von einer 
Sehne ck/ und dem in den Punkten /, ck sich endigein- 
den Bogen/eck begränzt wird, heißt ein Kreisab
schnitt oder Segment, Die Sehne/ck ist die Ba, 
sis des Abschnitts.

Jede von zweien Halbmessern, eck, e/ und dem 
dazwischen liegenden Bogen /eck 102 begränzte 
Flache ecke/c heißt ein Kreisausschnitt oder See- 

tor.
8. 207. Lehrsatz.

Jede Sehne ck/l^ig. 102 theilt den Kreis, 
so wie die Peripherie i» zwei ungleiche Thei
le, von denen derjenige der größte ist, in 
welchem sich der Mittelpunkt e befindet.

Beweis. Man denke sich durch den einen End
punkt, ck der Sehne cinen Durchmesser ckca gezogen, 
so ist (§. 205) der Halbkreis abckn — neckn; folglich 
/rück/ )> neckn; folglich UM so mehr /nück/ /eck/.

Eben so wird bewiesen, daß der Bogen /nbck grö
ßer als /eck ist,

tz. 208. Zusatz.
Zu jeder Sehne /ck ros gehören also zwek 

auf ihr als Basis ruhende Bogen/rück; /eck U»d zwei 
Abschnitte /aück/ und /eck/,

§. 209. Lehrsatz.
I, Wenn aus dem Mittelpunkte O eines 

Kreises -4LL 105 auf irgend eine Hehne 
ein Perpendickel 0/) gefallt wird, so 

halhirt dieser die Sehne im Punkts O,
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II- Wird die Mitte der Sehne s mit 
tzem Mittelpunkte 6 durch eine gerade Linie 
es verbunden, so stehet diese aufder Sehne 
^s senkrecht

III. Wird aus der Mitte S der Sehne 
ein Perpendjckel errichtet, so muß dieser 
durch den Mittelpunkt des Kreises gehen.

Beweis. Denkt man sich aus dem Mittelpunkte 
(7 nach und S Halbmesser gezogen, so sind diese 
einander gleich, und es entstehet ein gleichschenklichteS 
Dreieck (7>4S, dessen Basis die Sehne ist, unh 
worin O der Scheitelpunkt des der Basis gegenüber 
stehenden Winkels ist. Es folgt alsdann die Wahrheit 
des ersten Theils dieses Satzes aus §. «6; die des 
zweiten Theils aus §. 87, uy.tz die des dritten aus §.88.

§. 2io. Lehrsatz.

Zwei in einem Kreise gezogene Sehnen 
-'ks, es SjZ. Iv6 können einander nicht wech
selseitig h a l b i r e n.

Beweis. Wäre es denkbar, daß beide Sehnen 
einander in einem Punkte S halbirten, so würde 
(§. 209. Is.) eine aus S nach S gezogene gerade Linie 
SS giss SS senkrecht seyn. Aus gleichem Grunde 
müßte SS auf SS senkrecht seyn. Es sind daher 
auch umgekehrt SS, SS auf SS senkrecht (§. 76), 
welches unmöglich ist (§. g2).

Eben so wenig könne» ein Durchmesser uud eine 
Sehne einander wechselseitig halbsten.

§. 21 r. Aufgabe.
Den Mittelpunkt eines gegebenen Krei, 

frs 107 zu finden.
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Auflösung und Beweis. Mn ziehe beliebig 
eine Sehne halbire sie (§.64) in D, errichte (§.66)
aus O auf einen Perpendickel und verlängere ihn
bis er von beiden Seite» die Peripherie in Ä und 

trift, so muß dieser (§.209.111.) durch des Kreises 
Mittelpunkt gehen, also LZ' ein Durchmesser seyn, in 
dessen Mitte der Mittelpunkt des gegebenes KreiseS 
liegt. Halbirt man also in 0 (§. 64)- st ist die
ser der gesuchte Mittelpunkt

§. 212. Lehrsatz.

Wenn zwei gerade Linien ÄO I?i§.io8 
u. >09 einander schneiden, und man errichtet 
aus einem in jeder dieser Linien beliebig 
genommenen Punkte aufjeder dersel
ben einen Perpendickel AZ, sv müs
sen diese Perpendickel verlängert einander 
schneide u.

Beweis. Die eine der schneidenden Linien 
kann entweder dem Perpendickel ZZL auf der andern 
parallel seyn, oder nicht.

Erster Fall. Es sey ki§. log
so muß (§. 127) die Linie welche die schnei
det, auch die ihr parallele schneiden.

Zweiter Fall. Eö sey I'iZ. 109 nicht A 
Z5L: so muß hinlänglich verlängert, die 
in irgend einem Punkte unter irgend einem Winkel 

schneiden. Dieser Winkel KchF' kann kein rech
ter seyn, weil sonst iM Dreiecke LZ'N zwei rechte 
Winkel, FML', wären, welches unmöglich ist 
t§. 80). Er muß also ein schiefer seyn. Da nun 
ML --- K, st ist entweder ch- 2 /?- 
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oder LOS LAS > 2 S. In jedem Falle wüst 
sen also (tz. 124) die von SA durchschnittenen Linien 
H, AL einander an irgend einer Seite der SÄ 

schneiden.
2ig. Aufgabe.,

Durch drei gegebene Punkte S, 
kiß. 107, welche nicht in einerlei geraden 
Linie liegen, einen Kreis zu beschreiben; 
oder aus dem gegebenen Bogen ^S6 den 

Kreis zu vollenden.
Auflösung und Beweis. Man verbinde diese 

Punkte durch die geraden Linien AS, SS; halbier die 
erste in D und die andere in I/; errichte aus Ä auf 

AS den Perpendickel SS, und aus // auf SS den 
Perpendickel ÄL, so werden diese Perpendickel einan
der in einem Punkte 6 schneiden (^2^2); und dä 
(§. 209. III.) in jedem dieser Perpendickel der Mittel
punkt des gesuchten Kreises befindlich sey» mich, so 
wird 6 der Mittelpunkt, und jede der Entfernungen OA, 
OS, OS der Halbmesser des gesuchten Kreises seyn» 

4- 214. Zusatz.
Da die beiden Perpendickel LS', SsL- 107 

einander nur in einem Punkte 0 schneiden können (§. rs) 
und hierdurch sowohl der Mittelpunkt 0 als auch der 
Halbmesser OS bestimmt wird, so laßt sich durch drei 
nicht in gerader Linie liegende Punkte nur ein einziger 
Kreis ziehe», und alle Kreise, deren Peripherien drei 
Punkte gemeinschaftlich haben, fallen zusammen (§.194).

Durch drei Punkte u, b, § Sig. no, welche in 
gerader Linie liegen, laßt sich kein Kreis beschreiben - 
weil kein Punkt denkbar ist, von welchem nach den 
Punkten b, § der geraden Linie «F drei gleiche 
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Halbmesser Mögen werde» konnten (§.95). Dies 
zeigt auch die vorhergehende Construction. Denn wenn 
man erb, k>F in ck und /r halbirt, und die Perpendickel 
ck/, /tL errichtet, so werden diese, welche auf einer 
und derselben geraden Linie aF senkrecht stehen, einan
der parallel seyn, weil-s- — 2Ä <ö
Beide Perpendickel werden also keinen Durchschnitts- 
pnnkr haben, welcher als Mittelpunkt des zu beschreib 
benden Kreises genommen werden könnte,

§.215. Zusatz.
Man kann daher auch den Mittelpunkt eines gege

benen Kreises K27 finden- wenn man zwei
Nicht parallele Sehnen Lb zieht, diese in S und 
// halbirt, und darauf die Perpendickel 
errichtet, deren Durchschnittspunkt t,' der gesuchte Mit

telpunkt seyn wird.
§. 216. Lehrsatz.

Zwei Kreise erbe, k'iß. irr können 
einander nur in zweien Punkten schneiden, 
und die durch die Mittelpunkte beider Kreise 
gezogene gerade Linie cck gehet durch die 
Mitte ö der die d urchschnittspunkte a, b 
verbindenden geraden Linie und stehet dar
auf senkrecht.

Beweis. Erster Theil. Hatten zwei Kreist 
drei Punkte gemein- so müßten sie zusammen fallen 
(L- 214) und könnten nicht einander schneiden.

Zweiter Theil. Durch beider Kreist Mittel
punkte ziehe man die gerade Linie ock nnd durch beide 
Durchschnittspunkte die Linie nb. Ferner ziehe matt 
die Halbmesser c«, cd, ckk
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In den Dreiecken acck, Lock ist z6) ca --- ob, 
ckcr-^ckb und cck beiden gemein.- folglich ist (Z. 60) 
X acck --- bcck, folglich wird im gleichschenkligsten 
Dreiecke caü die Grundlinie ab von cck senkrechr hal- 
birt (Z- 89)»

217. Lehrsatz.

Wenn die Peripherien zweier Kreise rieb, 
I'ig. m zwei Punkte er, b gemein haben, 

so schneiden sie einander in diesen Punkten.
Beweis. Da die Punkte er, b in den Periphe

rien beider Kreise liegen, so wird die sie verbindende 
gerade Linie erü eine gemeinschaftliche Sehne seyn (tz.zz^« 
Halbirt matt diese nun im Punkte b und errichtet dar
auf den Perpeudickel//r, so muß dieser (H. 209. III.) 
durch die Mittelpunkte c, ck beider Kreise gehen. Zieht 
man nun orr, ob, ck<r, r/b, so werden, da rr aus der 
einen und L auf der andern Seite der cck liegt, Drei
ecke rrock, Leck entstehen, worin (K. 97) jede zwei Sei
ten zusammen größer alö die dritte sind, und die auS e 
mir orr lind auö ck mit ckrr beschriebenen Kreise müssen 
also einander schneiden (tz. ioo).

218. Zusatz.

Kreise, welche einander innerhalb oder außerhalb 
berühren, können nur einen Punkt gemein haben. Denn 
sobald sie zwei Punkte gemein haben, müssen sie ein
ander schneiden (tz. 217).

, 2iy. Lehrsatz.
Wen» zwei Kreise einander innerhalb 

oder außerhalb berühren, so gehet die Li
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nie, welche beider Mittelpunkte verbindet) 
durch den Berührungspunkt. Und wenn man 
von dem Mittelpunkte des einen Kreises 
nach dem gemeinschaftlichen Berührungs
punkt eine gerade Linie zieht, so gehet diese 
verlängert durch den Mittelpunkt deS an
dern.

Beweis. Ersten Theils erster Fall. Die 
Kreise ^ZLO, ^ZZ>L Zig. uz berühren einander inner
halb im Punkte ^Z.

Wären nun die Mittelpunkte dieser beiden Kreise 
und t), so daß die diese Punkte verbindende Linie 

verlängert nicht durch den Berührungspunkt 
gienge, so müßte sie, da beide Kreise nur den Punkt 
gemein haben (§.218), jede» dieser Kreise in einem 
Punkte Z), ZZ schneide». Man ziehe >Zt?.

Da F' der Mittelpunkt deö eine» Kreises ist, so 
ist (§.36) Z^Z — ZVZ. Nun ist (§. 97) Z^ 

folglich ist auch ZZ? < -s-
oder, wenn man beiderseits ZV? hinweg nimmt (Grund
satz w) SZs < um so mehr ist (Grunds. 6) 
bZ- Nun aber ist t? der Mittelpunkt deS
Kreises ^Z)K, und folglich (Z. z6) bZ» ---- 6>Z, 
welches dem vorigen widerspricht. Demnach muß die 
die Mittelpunkte beider Kreise verbindende gerade Linie 
durch den Berührungspunkt gehen.

Ersten Theils zweiter Fall. Die Kreise 
«ZLO, ^ZZ>L ^i§. H2 berühren einander außerhalb 
in, einem Punkte ^Z.

Wären nun die Mittelpunkte dieser Kreise Z' und 
b, so daß die sie verbindende Lüste Z"S nicht durch 
den Berührungspunkt gienge, so muß sie, da (Z. Ll8)



IZO —
beide Kreise nur den einen Punkt ^ gemein haben, die 
Peripherien beider Kreise in zwei Punkten O, /) schnei
den (H. 46). Zieht man nun so entsteht
ein Dreieck ^6, worin (tz. 97) -f- > X6l.
Nun ist (S. Zü) -- XO und — (>S, folg
lich wäre FO -s- 6O > XL?, welches unmöglich ist 
(Grunds, z). Demnach gehet die die Mittelpunkte bei
der Kreise verbindende gerade Linie durch den Berüh

rungspunkt.
Zweiter Theil. Gienge die vonnach 

gezogene gerade Linie nicht durch des andern 
Kreises Mittelpunkt, so sey ein anderer Punkt 
6 sein Mittelpunkt. Zieht man nun von L? nach /F 
eine gerade Linie, so muß diese durch den Berührungs
punkt gehen (erster Theil). Nun gehet astch //L 
durch Folglich hatten die beiden geraden Linien 

/^L? zwei Punkte 7/ und gemein, welches
unmöglich ist (§. 12). Demnach kann der Mittelpunkt 
des Kreises nur in der verlängerten liege»,

§. 220. Lehrsatz.
Wenn die die Mittelpunkte //, X zweier 

Kreise I'ig. 112 verbindende ge
rade Liniedurch einen den Peripherien 
beider Kreise gemeinschaftlichen Punkt 
gehet, so müssen beide Kreise einander ku 
diesem Punkte berühren.

Beweis. Wenn diese Kreise einauder nicht berühr
ten, so müßten sie einander schneiden, und die gerade Lim'e 
//X welche beider Kreise Mittelpunkte verbindet, müßte 
(§.216) durch die Mitte der die beiden DurchschnittS- 
punkte verbindenden geraden Linie, und also durch kei-
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nen den Peripherien beider Kreise gemeinschaftlichen 
Punkt gehen, welches gegen die Voraussetzung ist; 
folglich müssen beide Kreise einander im gemeinschaftli
chen Punkte berühren.

§. 22l» Aufgabe.
Es sind zwei Punkte Ä, L I'iZ. H2 ge- 

-geben. Man soll aus ihnen zwei Kreise 
beschreiben, welche einander von außen 
oder innen berühren.

Auflösung und Beweis. Erster Theil. 
Man verbinde // und durch eine gerade Linie //X, 
nehme auf ihr »inen beliebigen Punkt an und be
schreibe aus mit den Kreis und aus L 
init Lil den Kreis so werden diese beiden
Kreise einander in berühren, weil die ihre Mittel
punkte verbindende Linie durch einen ihren Peripherien 
gemeinschaftlichen Punkt gehet G. 220), und zwar 
von außen, weil sonst auch der Mittelpunkt deö Krei
ses innerhalb des Kreises fallen müßte 
(§. 199). ,

Zweiter Theil. Man ziehe verlängere 
sie nach irgend einer Seite, nehme auf der Verlänge
rung einen beliebigen Punkt L an und beschreibe auS 

mit AL den Kreis und aus L mit den 
Kreis so werden (H. 220) beide Kreise einander
in L. berühren, und zwar von innen, weil sonst der 
Mittelpunkt K des Kreises außerhalb des Kreises 
MLlV liege» müßte (§. 199).

§. 222 Lehrsatz.

Wenn von einem Puükte L innerhalb 
I »
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eines Kreises ,07 mehr als zwei
gleiche gerade Linien 0>Z, 0S, 06 nach des 
Kreises Umfang gezogen werden können, so 
ist es der Mittelpunkt des Kreises.

Vorbereitung. Man ziehe F6; hal- 
bire sie in S und ZZ; ziehe 0/), OZZ und verlängere 
sie von beiden Seiten bis L, Z^, Z>.

Beweis. In de» Dreiecken ^lOD, Z?OZ) ist 
nach der Voraussetzung — OA, ferner ^ZZ) — Z)Z? 
und OD beiden gemein: folglich ist (§. 60) OO^Z 
<7DS — ZL (8.27); folglich gehet LZ^ durch den 
Mittelpunkt des Kreises (tz. 209 III). Aus gleichem 
Grunde muß auch der Mittelpunkt in H, liegen. Da 
nun die beiden Linien KZ?, LZ. nur den Punkt O 
gemein haben können (§. 12), so ist dieser des Kreise» 

Mittelpunkt.

22z. Lehrsatz.

In jedem Kreise ^kLO'Z) H4 ist der 
Durchmesser ^ZZ) die größte Linie. Unter 
den übrigen ist jede dem Mittelpunkte na» 
here Z?0 größer als die entferntere ZV. Und 
umgekehrt ist von zweien in einem Kreise 
gezogenen Sehnen ^0, Z^6 die größere SO' 
dem Mittelpunkte näher als die kleinere Z^O.

Vorbereitung. Aus dem Mittelpunkte S falle 
man auf LO, SO die Perpendickel Z://, LL und 
ziehe LL, So, SS.

Beweis. Erster Theil. Da(tz.?6)^/S-s 
SZ? und SO — LO, so ist >ZL -j- SZ) SS 
-s- SO, odcr ^ZZ) --- SS -j- SO. Nun ist (§. 97) 
SS -f- SO > SO; folglich ist auch > LO,
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also der Durchmesser die größte im Kreise gezogene 
Linie.

Zweiter Theil. Voraussetzung. XO ist 
dem Mittelpunkte näher als XS oder die Entfernung 
L/Z < LX.

Behauptung. XS
In den rechtwinklichtcn Dreiecken 

find die Hypothenusen XX, XX einander gleich 
aber die eine Kathere X7Z kleiner als XX, folglich ist 
(§.176) XX XX. Nun ist (§.209) XX — 2X/^ 
und /''S — 2 XX; folglich ist (Grunds, iz) XX >XS.

Dritter Theil. Voraussetzung. Die Sehne 
Xc > / S.
Behauptung. Die Entfernung der erster» 

vom Mittelpunkte X/Z XX.
Da XX > XX, und (§. 209) XX -- ^XX, 

XX — X'S; so ist auch X/Z > XX. Nun sind 
in den rechtwinklichten Dreiecken XXXk, XXX die 
Hypothenusen XX, XÄ einander gleich (§. z6); folg
lich muß (tz. 176) die zweite Kathete XXk des ersten 
kleiner als die zweite Kathete XX des andern seyn.

§. 224. Zusatz.

Wenn in einem Kreise zwei Sehnen einander gleich 
sind, so find sie gleich weit vom Mittelpunkte entfernt. 
Denn wä>en diese Entfernungen vom Mittelpunkte 
ungleich, so könnten die Sehnen nicht gleich seyn 
(tz. 22Z. II). Und umgekehrt sind in jedem Kreise gleich 
weit vom Mittelpunkte entfernte Sehnen einander gleich. 
Denn waren sie ungleich, so könnten sie keine gleiche 
Entfernung vom Mittelpunkte haben (§. 22z. HI).
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§. 22z. Erklärung^
Eine gerade Linie, welche wie yr k'ig. ,,, an 

den Kreis irgendwo in § anstoßt, ohne von feinem 
Umfange etwas hinweg zu nehmen, so weit man sie 
auch von beiden Seiten verlängern mag, heißt eine 
Berühruugsliuie oder Tangente des Kreises. 
Jede andere Linie, welche wie durch den Kreis 
Sehet, heißt eine Schneidende oder Secante des 
Kreises.

§ 226. Lehrsatz.
Wenn man auf eines Kreises Halbmes

ser etz i" in dessen Endpunkt F einen 
Perpendickel §9 errichtet, so ist dieser eine 
Tangente des Kreises und fallt ganz außer
halb desselben. Jede andere durch § gezo
gene gerade Linie aber, welche wie F/ mit 
dem Halbmesser einen spitzen Winkel 
bildet, schneidet den Kreis auf dieser Seite.

Beweis. Erster Theil. Man nehme auf 9^ 
einen Punkt »och so nahe an § und ziehe ch,, welche 
die Peripherie des Kreises in irgend einen, Punkte 0 
trifft: so ist doch (Z. 94) der Perpendickel < ckp. 
Nun ist (§. ;6) --- cko; folglich ist cko < «P.
Also liegt jeder Punkt wie ?, und folglich die ganze 
Linie 9,- außerhalb des Kreises, und ist also eine Tan
gente desselben (§. 225).

Zweiter Theil. Aus ck falle man auf §5 den 
Perpendickel so fallt dieser (tz. 80 auf die Seite 
des spitzen Winkels ckFZ, und eö ist f§. 94) 
Nun ist (§. z6) --- alo, folglich ist Ä/r < cko. Es

liegt also der Punkt n innerhalb des Kreises, und die



durch n gehende Linie §5 muß den. Kreis in zwei Punk

ten schneiden (§. 46).
§ 227. Zusatz.

Wenn eine gerade Linie </,- I?iß. m einer» 
Kreis iu einem Punkte § berührt, so muß der aus 
dem Mittelpunkte ck nach dem Berührungspunkte § 
gezogene Halbmesser auf der Tangente senkrecht seyn. 
Denn stände er nicht darauf senkrecht, so daß 
kein rechter Winkel wäre, so müßte er entweder ein 
spitzer oder ei» stumpfer seyn. Im ersten Falle müßte 
(tz. 226. II.) die Linie den Kreis auf der Seite deS 
Winkels c?F<7 schneiden; und im zweiten Falle wäre 

ein spitzer Winkel, und die Linie müßte den 
Kreis auf der Seite dieses Winkels schneiden, und 
könnte also keine Tangente desselben sey».

tz. 228. Zusatz.
Wenn man auf der Berührungslinie 7, m 

aus dem Berührungspunkt F einen Perpendickel 
errichtet, so muß er durch den Mittelpunkt des Kreises 
gehen. Denn läge der Mittelpunkt nicht in diesem 
Perpendickel, so sey es irgend ein anderer Punkt /. 
Zieht man nun aus dem Mittelpunkt / nach dem Be, 
rührungSpunkte § eine gerade Linie, so ist (tz. 227)^ 
auf </,- senkrecht. Nun soll auch Fck auf senkrecht 
seyn, welches unmöglich ist (tz. 82). Folglich kann der 
Mittelpunkt nur in der Linie Fck liegen.

tz. 229. Aufgabe.
Aus einem in der Peripherie eines Krei

ses gegebenen Punkte § kig. m demselben 

eine Tangente zu ziehen.
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Auflösung und Beweis. Aus dem Mittel
punkte ck ziehe man nach dem gegebenen Punkte eine 
gerade Linie Fck, und errichte darauf aus § den 
Perpendickel g/-> so ist dieser (§.226) die verlangte 
Tangente.

§. 2zo. Zusatz.
Wenn zwei Kreise ^/LZZ, X/.// oder ^ZZ, 

z^l?zz 104 einander im Punkte ZZ berühren, so 
haben sie in diesem Punkte eine gemeinschaftliche Tan
gente. Denn führt man (§.229) dem Kreise ^ZLZZ 
durch den Punkt ZZ eine Tangente HZZZ, so ist diese 
auch auf dem Halbmesser des andern Kreises senkrecht 
(§§. 219. 220), und folglich eine Tangente desselben 
(§. 226).

Und wenn zwei Kreise im Punkte ZZ eine gemein
schaftliche Tangente L/ZZ haben, so berühren sie einan
der in diesem Punkte. Denn ein aus ZZ auf der ge- 
meinschafllichen Tangente errichteter Perpendickel gehet 
(§.228) durch beider Kreise Mittelpunkte, und diese 
Kreise müsse» also einander berühren (§. 220).

§. 2Zr. Aufgabe.
Von einem außerhalb eines Kreises 

LOZ) Nx. uz gegebenen Punkte demsel
ben eine Tangente zu führen.

Auflösung, Man suche des gegebenen Kreises 
Mittelpunkt L, beschreibe aus L mit dem Halbmesser 

den Kreis ^ZZ'l?, und ziehe L^Z, so wird diese 
den gegebenen Kreis in einem Punkte Z) schneiden. 
Aus O errichte man auf >ZL einen Perpendickel 
«nd verlängere ihn, bis er den Kreis durch >Z in einem 
Punkte F' trifft. Man verbinde dann und L durch 



rZ7 M,

eine gerade Linie, welche den gegebenen Kreis kn einem 
Punkte L schneidet, und ziehe so ist diese die ver
langte Tangente.

Beweis. In den Dreiecken ist
(§. z6) --- M und Heiden
gemein: folglich ist (tz. 5Z) Nun ist

füglich auch -- Ä, folglich 
eine Tangente des Kreises L6D (tz. 226).

Anmerkung. Verlängert man M rückwärts, s» 
wird sie den Kreis in noch einem Punkte L schnei
den, und es läßt sich auf gleiche Art auf der andern 
Seite noch eine Tangente ziehen. Mehr als' diese 
zwei Tangenten aber können aus dem gegebenen Punkte 
nicht gezogen werden.

§. 2Z2, Aufgabe.

Einen Kreis zn beschreiben, welcher eine 
gegebene Linie N§. 104 in einem gege
benen Punkte//berühre und zugleich durch 
einen andern gegebenen Punkt O gehe.

Anflösung. Aus // errichte man auf 
den Perpendickel //<?;. man verbinde dann 77 und v 
durch eine gerade Linie 7/0, halbire sie in 7^ und 
errichte darauf aus 7^ eine» Perpendickel: so wird der 
Pnnkt L, worin dieser Perpendickel die Linie 776t 
schneidet, der Mittelpunkt des gesuchten Kreises sey».

Beweis. Da der gesuchte Kreis die Linie /KrV 
i» 77 berühren soll, so muß dessen Mittelpunkt im 
Perpendickel 7/6 liegen (H. 228). Da ferner der ge
suchte Kreis durch 7/ und O gehen soll, so ist 770
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Äne Sehne desselben, und der aus deren Mitte Z' er
richtete Perpendickel muß durch des Kreises Mittelpunkt 
gehen (§-208. 111). Der Mittelpunkt des gesuchten 
Kreises kann also nur im Durchschnitte der beiden Li

nien zcs, liegen (tz. 12).

Anmerkung. Hat der gegebene Punkt eine solche 
Lage, daß er, wie O in dem auf Nil aus n errichteten 
Perpendickel fällt, so wird ttO, welche durch den Mittel, 
xunkt de« durch U und 6 zu legenden Kreises gehen 
muß, ein Durchmesser desselben seyn, und man braucht 
He also nur zu Haibiren, um den gesuchten Mittelpunkt 
L zu erhalten.

§. 2§z. Aufgabe.

Einen Kreis zu beschreiben, welcher ei
nen andern 104 in einem gegebe
nen Punkte // berühre und zugleich durch 
einen zweiten gegebenen Punkt O geh§.

Auflösung. Man verbinde /Z und O durch 
eine gerade Linie und errichte aus deren Mitte einen 
Perpendickel Man verbinde dann den Mittelpunkt 
<7 des gegebenen Kreises mit ZZ durch eine gerade 
Linie und verlängere sie, bis sie den Perpendickel ZL 
in einem Punkte § schneidet, so ist dieser der Mittel
punkt des gesuchten Kreises.

Beweis. Da der gesuchte Kreis durch ZZ und 
O gehen fall, so ist ZZO eine Sehne desselben, und 

gehet durch dessen Mittelpunkt. Da ferner der 
gesuchte Kreis den gegebenen in ZZ berühren soll, so 
liegt dessen Mittelpunkt in 61/ 2'9. II). Er kann
also nur im Durchschnitte L dieser beiden Linien liegen.



— rzs

Anmerkung. Wen» der gegebene Punkt v außer
halb des Kreises eine solche Lage hat, dass, nachdem man 
08, HO gezogen, der Winkel >080 — 8, so ist die 
Aufgabe unmöglich, weil in diesem Falle 08k-r-8?L 
--28, und daher 80, parallel sind (§. uz). 
Wenn aber der Punkt o innerhalb deS gegebenen Krei
ses liegt, so läßt sich die Aufgabe immer nach der vok- 
gcschriebenen Construction anfidsen.



Zweites Kapitel.
Von Winkeln in und an dem Kreise.

§. SZ4. Erklärung.
Ein Winkel am Mittelpunkte eines Kreises oder 

ein Centriwinke< kiZ. n6 ist ein solcher, 
dessen Scheitel im Mittelpunkte liegt, und dessen Schen
kel Halbmesser deS Kreises sind. Ein Winkel am 
Umfange des Kreises oder «in Peripheriewinkel 

ist ein Winkel, dessen Scheitel in der Peripherie 
des Kreises liegt und dessen Schenkel Sehnen des Krei
ses sind. Beide Arten Winkel stehen anf dem zwischen 
ihren Schenkeln enthaltene» Bogen SO.

§. 2Z5« Erklärung.

Ein Winkel im Abschnitte
ist ei« solcher, dessen Scheitel im Umfange des diesem 
Abschnitte zugehörigen Bogens liegt, und dessen Schen
kel durch die Endpunkte L, D der Sehne des Ab
schnitts gehen. So find LLO Winkel im

Abschnitte
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Ein Winkel im Halbkreise ist ei» solcher, 

besten Scheitel in der Peripherie liegt, und dessen 
Schenkel durch die Endpunkte des Durchmessers gehe».

§. 2;6. Lehrsatz.
Jeder Centriwinkel ist doppelt so groß 

als der Peripheriewinkel, welcher mit ihm 
auf einerlei Bogen desselben Kreises stehet. 

Beweis. Erster Fall. Der Mittelpunkt dcS 
Kreises L FiZ. n6 liege in einem Schenkel des Peri- 
pheriewinkelö und der Centriwinkel sey

Da (§. z6) LS -- so ist das Dreieck L-L 
gleichschcnklicht und seine Basis. Folglich ist 
(Z. izi. V.) der äußere Winkel am Scheitel 
2

Zweiter Fall. Der Mittelpunkt L des Kreises 
I?ig. n6 liege zwischen den Schenkeln des Peripherie
winkels und der Centriwinkel sey LLO.

Man ziehe vom Scheitel des PeripheriewinkelS 
nach dem Mittelpunkte L eine gerade Linie und 
verlängere sie nach Z?: so liegt der Mittelpunkt L auf 
einem gemeinschaftlichen Schenkel der Peripheriewinkel

, und es ist (erster Fall)
FM —

2^L,
folglich -f- LL/? 2 -s. - 7?^ oder

LLO — 2
Dritter Fall. Der Mittelpunkt L falle außer

halb des PeripheriewinkelS 1,7 und der
Centriwinkel sey

Man ziehe vom Scheitel nach dem Mittelpunkte 
gerade Linie und verlängere sie bis ; so 
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liegt der Punkt L km gemeinschaftlichen Schenkel der 
Peripheriewinkel ^0, und eS ist (erster Fall)

FM — 2 ^<7, 
— 2^ü, 

folglich M — 2^0 — oder
SL0 — 2

8, 2Z7. Lehrsatz.
Alle Winkel iu einerlei Kreisabschnitt 

sind einander gleich.
Erster Fall. Wenn beide Winkel, wie

LLD k'iZ. H8 im großem Abschnitte liegen.
Vorbereitung. Man suche des Kreises Mittel

punkt L', welcher (§. 207) innerhalb dieses Abschnitts 
liegen mufi, und ziehe

Beweis. Da (§. -rzü) ----- 2S/kO, 
nnd aucy — 2 öLS,
so ist (Grunds. 4) 2 — 2 . F8Z),
also (Grunds. 14)

Zw eiter Fall. Die beiden Winkel 
is'iL. ng liegen im kleinern Abschnitte

Beweis. Man ziehe 6/Z, so liegen die Winkel
<7S// im großem Abschnitte nnd

sind folglich (erster Fall) einander gleich. Nun sind 
auch in den Dreiecken O/rZZ die Winkel 
VL7Z als Scheitelwiukel einander gleich (§.73); folg
lich ist auch (Z. izi. I.) L6O — Zt/ZZ>.

§- 2Z8. Zusatz.
Alle Peripheriewinkel L8O 8^.118, welche 

auf einerlei Bogen stehen, sind einander gleich. 
Denn zieht man die Sehne FD, so stehen sie in einer
lei Abschnitt
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8. 2Zy. Lehrsatz»
Wenn in zweien gleichen Kressen 

D//L xiA. ny, also auch in einem und dem
selben Kreise, zwei Centriwinkel^M, DSL 
einander gleich sind, so stehen sie auf glei
chen Bogen ^lLS, DDL Sind aber in glei
chen Kreisen zwei Centriwinkel DLL 
ungleich, so stehet der größere ^0^5 auf ei
nem größern Bogen als der kleinere DLL

Erster Theil. Voraussetzung, i) Die 
Kreise ^S6, DL'/S sind gleich, d. h.
<§. 197). 2) -40S -- DLL

Behauptung. Der Bogen DDL.
Vorbereitung. Man lege den Kreis DL/S 

dergestalt auf ^ZSL, daß der Punkt L auf e «nd 
LD auf zu liegen komme.

Beweis. Da LD — so fallt (§. iZ) D 
auf und (§. 194) die ganze Peripherie DLL auf

La ferner DSL — ^LS, so

auf 6S, und (tz. i;) L auf S. Folglich 
gleich«„ander, """ ^folglich

Zweiter Theil. Voraussetzung, i) Die 
Kreise DLL sind gleich. 2) LOL > 
D/'L

° h a u p t u » g. Der Dogen >

Vorbereitung. Wie im ersten Theile.
Beweis. Da LD -- t^, so fällt D auf

P'K'ie auf E. Da ferner 
so fällt S7S zwischen t7M und 

ufft den Bogen in einem Punkte S zwischen
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und öl. Es ist demnach (Grunds. Z) Bogen 
> /kLL oder > OLL

§. 240. Zusatz.
I. Wenn in zweien gleichen Kreisen Lig. »19 

zwei Bogen OLL einander gleich sind, so müs
sen auch die auf ihnen ruhenden Centriwinkel 
OLL einander gleich seyn. Demi waren diese ungleich, 
so könnten die ihnen zugehörigen Dogen nicht gleich 
seyn (§. 2gy. II).

II. Und wenn in gleichen Kreisen zwei Bogen 
OLL ungleich sind, so ruhet auf dem größer» 

ein größerer Centriwinkel als auf dem kleinern. 
Denn wäre --- OLL, so müßte auch (Z.2Z9.1.) 
Bogen — OLL seyn; und wäre < 
OLL, so müßte auch (H. 2ZY. II.) der Bogen 
< OLL seyn, welches beides gegen die Voraussetzung 
ist. Folglich ist > OLL

241. Lehrsatz.
Wenn in zweien gleichen Kreisen Lig.ny, 

also auch in einerlei Kreise, zwei Sehnen 
OL einander gleich sind, so sind auch 

die dazu gehörigen Bogen einerlei Art (d. h. 
welche beide zug leich größer oder kleiner als 
die halbe Peripherie sind), wie OLL 
einander gleich.

Und wenn in gleichen Kreisen zwei Bo
gen OLL einander gleich sind, so sind 
auch die ihnen zugehörigen Sehnen OL 

gleich.
Vorbereitung. Man ziehe l^, LL, LO, LL
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Beweis. Elster Theil. Da LO, 
LL — LL, und .nach der Voraussetzung — OL'; 
so ist (§. üo) -- OLL und folglich (§. 259)
der Bogen ^LL OLL.

Zweiter Theil..Wenn die Bogen OTL 
einander gleich sind, so ist (§. 240. I.) auch 
— OLL; und da auch OL. LO. LL einan» 
der gleich sind, so ist (Z. zz) ^lL --- OL.

8- 24s. Lehrsatz.
s. Wenn in zweien gleichen Kreisen 

^8- 119 zwei Sehnen OL ungleich sind> 
so gebärt zur größer» Sehne ein größe
rer Bogen als zur kleinern, wenn beide 
Wogen kleiner als der Halbkreis sind.

II. Und wenn in zweien gleichen Kreisen 
zwei Bogen vorerwähnter Art OTL 
ungleich sind, so ist die dem größer» Bogen 

zugehörige Sehne großer als die 
dem kleiner» Böge» OLL zugehörige OL.

Erster Theil. Voraussetzung, r) Die 

Kreise OL/L sind gleich. 2) > OL.
Behauptung. Der Bogen ^LM>O/.L.

Vorbereitung. Man suche beider Kreise Mit
telpunkte und ziehe 0^, LM, LO. LL.

Beweis. Da ^6 LO, LM LL, aber
> OL: so ist (§. m) > OLL,

und folglich (Z. 2Z9) der Bogen > OLL.
Zweiter Theil. Voraussetzung. 1) Die 

Kreise sind gleich. 2) Der Bogen
Behauptung. > OL.

Vorbereitung. Wie im ersten Theile.

K »
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Beweis. Da so ist (tz 240)
/ Nu» ist ^0 — 2-L, 05/ —
F"L: folglich ist (§. no) > DL

Anmerkung. Die Sätze der §H. 239, 240, 241 
gelten auch von den Peripheriewinkeln ^68, OttL, ihren 
Sehnen und Bogen , weil i§-236) jeder Peripheriewinkel 
die Hälfte des mit ihm auf einerlei Bogen ruhende« 
Centeiwinkels ist.

24z. Lehrsatz.

Wenn in zweien gleichen Kreisen, als» 
auch in einerlei Kreise, die Bogen 
ALL I'iß. riy einander gleich sind, so sind 
auch die ihnen zugehörigen Ausschnitte 

DIL'L; desgleichen die von ihnen 
und den zugehörigen Sehnen gebildeten 
Abschnitte einerlei Art so
wie die Winkel in diesen Abschnitten ein

ander gleich. , '
Beweis. Erster Theil. Man lege beide 

Ausschnitte dergestalt auf einander, daß auf 0 und 
W in der Richtung zu liegen komme, so fallt 
wegen der Gleichheit der Halbmesser 0^, der 
Punkt /) auf und da wegen der Gleichheit der 
Bogen ALK auch — DKK (§.240.!.), 
so fallt (Z. 25) KK auf OK und auf K. Da als» 
Heide Ausschnitte einander decken, so sind sie gleich (H.14).

Zweiter T h e i l. In den Dreiecken DKK 
ist ^6 — KS. OK ----- KK uUd (§. 240.1.) /I 
--- DKK, folglich ist (K. zz) daS Dreieck ^OK — 
ALK. Nun ist auch (erster Theil) der Ausschnitt 
/-OLL — folglich ist (Grunds, lo)
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— DL/D.
Dritter Theil. Da diese Abschnitte kongruent 

sind, so werden sie auf einander gelegt, ganz zusam
men fallen, und ihre Winkel müssen (tz. 2Z7) einander 
.gleich seyn.

tz. 244. Aufgabe.
"Einen gegebenen Kreisbogen I?iß.!sc> 

-und einen gegebenen Kreisabschnitt 
-u halbiren.

Auflösung. Man halbire dessen Sehne in 
D, und errichte darauf aus den Perpendickel 
so ist der Bogen — und die Fläche 
--- 2DL2. . '

Beweis. Man suche (§. siz) des Bogens Mit
telpunkt O, und verlängere LS, welche (§. 209. HI.) 
durch diesen Mittelpunkt O gehen muß. Man ziehe 
ferner 0^, OL

In den Dreiecken WS ist (Z. zs) 
— Oü, OD beiden gemein und L/).- folg
lich ist (H. 60) die Flache --- 2D0 und der 
Winkel — LOD; also sind. (K. 2Z9) die Bogen 

LL und daher auch (Z. 24z) die Ausschnitte 
LOLö einander gleich. Nun war auch 

LDO; folglich ist ---
L0LL — LD0, oder — L-VLS.

§. 245. Zusatz.

Ein auS dem Mittelpunkt 0 eines Kreises auf 
eine Sehne >42 desselben gefällter Perpendickel

K 2
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wird also den dazu gehörigen Bogen hülbiren, weil er 
diese Sehne zugleich halbitt (§. 209. I).

Anmerkung. Durch fortgesetztes Halbiren kau» 
man einen Kreisbogen in 4, 8, 16, 3- rc. gleiche Theile 

, theilen.

tz. 246. Lehrsatz.

Die zwischen zweien parallele» Schneit
SS 120 liegenden Bogen SS 

eines und desselben Kreises; desgleichen die 
zwischen einer Tangente XS und einer ihr 
parallelen Sehne, enthaltenen Bogen 

SS sind einander gleich.
Beweis. Erster Theil. Man falle aus dem 

Mittelpunkte 6 auf den Perpendickel SS n,ch 
verlängere ihn bis S: ;o wird dieser, da ^S Isis 
auch die Linie SS in // senkrecht schneiden (§.127)-, 
und es ist (§. 245) der Bogen — SS, und, weil 
S/^ auch auf SS in deren Mitte senkrecht stehet, der 
Bogen SS--SS; folglich ist (Grnnds. iv) ^S —SL 

— LL — SS oder ^S — SS.
Zweiter Theil. Man verbinde den Beruhrnngsr 

punkt S mit dem Mittelpunkte S durch eine gerade 
Linie, SS, so ist diese (tz. 227) auf LL senkrecht; und 
da ^S A SS, so stehet auch (§.125) SS auf ^lS 
senkrecht, folglich wird der Bogen ^SS im Punkte S 
halbirt (§. 245).

tz. 247. Zusatz.
Wenn umgekehrt zwei Bogen ^kS, SS eines lind 

desselben Kreises Si§. 120 einander gleich sind,* so 
müssen die Sehnen /§S, SS, welche sie zwischen sich 
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fassen, parallel seyn. Denn wäre nicht xf FO, 
so könnte man doch (§. uz) durch den Punkt eine 
andere Linie >/// der parallel führen, und cö wäre 
(§. 24Ü) 6/r Nun ist auch nach der Vor
aussetzung LS folglich wäre (Grunds. 4)

welches unmöglich ist (Grunds. Z).
Auf gleiche Art beweiset man, daß, wenn aus 

dem Berührungspunkte L der Tangente XD zwei glei
che Bogen L'L abgeschnitrcu werden, die ihre 
Endpunkte verbindende Sehne der Zd parallel 
seyn muß.

248. Lehrsatz.
Wenn alle Winkelspitzen eines Vierecks 

xig. 121 in der Peripherie eines Krei
ses liegen, so ist die Summe je zweier ge- 
genüberstehcndc» Winkel desselben zweien 
rechten gleich. Es ist nehmlich -s- DOA 

— 2 L — ^7)0.
Beweis. Man ziehe die Diagonalen ^6, D§, 

so ist (§- sz8) weil beide auf
einerlei Bogen stehen. Eben so sind die auf einer
lei Bogen stehenden Winkel einan
der gleich. Folglich ist (Grunds. 7) -j- —
/lOS -s- 7)0^7, oder -s- ----
Köinmt nun zu beiden Seiten der Winkel hinzu, 
so ist

-s- —f- 7706 -s" 7?^77).
Nun ist (Z. lZo) ^77)7? -s- -j-
folglich ist (Grunds. 4) 7)OL -s- 7kv77) — 2

Auf gleiche Art wird bewiesen, daß 
--- 2
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Z. 249. Lehrsatz. s
Wen« in einem Vierecke l'ix. ist

jede zwei gegenüber stehende Winkel zusam
men zweien rechten gleich sind, so laßt sich 
ein Kreis beschreiben, welcher durch, alle 
Winkelspitzen desselben geht»

Beweis. Man beschreibe (§» 21z) durch irgend 
drei Winkelspitzen desselben, F, S einen Kreis. 
Gienge dieser nicht durch den vierten Punkt 0, so 
müßte er die Linie D<7 oder ihre Verlängerung in irgend 
einem Punkte F' oder L schneiden. Gesetzt rS geschehe 
in so ziehe man

Da bei dieser Annahme die vier Punkte 7?, >4, 17, 
F' in der Peripherie eines Kreises liegen, so ist im 
Vierecke (§. 248) -s- — 2 ir.
Nun ist nach der Voraussetzung auch -f- §01) 
----- 2 L; folglich ist (Grunds. 4)

-s- Fw ---- -s- LOO
folglich (Grunds. 10) L/V — , also im Drei»
«cke 6/^0 der äußere Winkel A/'D dem ihm gegen
über stehenden innern LOO gleich, welches unmöglich 
'st (§- 78).

Da nun auf gleiche Art erweislich ist, daß ein 
durch L, D gelegter Kreis nicht durch einen Punkt 
F diesseits von 0 gehen kann, weil alsdann am Drei
ecke der äußere Winkel FOD dem ihm gegen
über stehenden inner» LLD gleich seyn müßte, so muß 
er durch den Punkt 6 gehen.

250. Ansatz.

Wenn in einem Vierecke nicht die Summe je zweier
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gegenüber stehenden Winkel zweien rechten gleich ist, 
so läßt sich durch dessen Winkelspitzen kein Kreis legen. 
Denn ließe sich dadurch ei» Kreis legen, so müßt« 
(§- 248) die Summe jener Winkel zweien rechten gleich 
seyn.

Und laßt sich durch die Winkelspitzen eines Vier» 
«cks kein Kreis legen, so kann nicht die Summe j« 
Zweier gegenüber stehenden Winkel desselben zweien 
rechte» gleich seyn, weil, wenn dies der Fall wäre, 
Lurch dessen Winkelspitzen ein Kreis gelegt werden könnte 
(§- 249).

Anmerkung. Durch fünf gegebene Punkte, als» 
auch durch die Winkelspitzen eines Fünfecks läßt sich nur 
dann ein Kleis lege«, wenn durch jede beliebige vier 
Punkte desselben ein Kreis gelegt werden kann. Eben 
so wird sich durch sechs gegebene Punkte ein Kreis legen 
lassen, wenn er durch jede beliebige fünf Punkte dersel
ben gezogen werden kann «. s. «.

§.251. Lehrsatz. .
I) Jeder Winkel, im Halbkreise, wie 

»22 ist ein rechter. 2) Jeder Win
kel im großer» Abschnitte ist ein
spitzer, z) Jeder Winkel im kleinern Ab
schnitte ist ein stumpfer.

Beweis. Erster Theil- Der Winkel 
liege im Halbkreise

Man ziehe nach dem Mittelpunkte O die gerade 
Linie >40 und verlängere sie bis O, so ist (ö ^z6) 

LOS — SOS — 2 folglich ist
(Grunds.7) ^00 -j- DOO « 2^46 2/^0
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e-- 2 Nun ist 68) Lw -f- — 2 zr,
folglich ist (Grunds. 4) --2«, also

----- zr.
Zweiter Theil. Der Winkel ^ZLO liege Im 

größer» Abschnitte.
Man suche den in diesem Abschnitte liegenden 

Mittelpunkt 0. Ziehe den Durchmesser DOL, und 
verbinde Z? mit durch eine gerade Linie.

Da die Peripheriewinkel ^Z^Z), auf einerlei 
Dogen ^ZZ^D stehen, so sind sie (§. 2Z8) einander gleich. 
Nun ist, weil LO ein Durchmesser ist, der Winkel 

als Winkel im Halbkreise, ein rechter (I.Theil), 
V>id daher Im rechtwinklichte» Dreiecke der Win
kel ein spitzer (§. 8o). Folglich ist auch 
ein spitzer Winkel.

Dritter Theil. Der Winkel ^ZZ^Z) liege im 
kleinern Abschnitte >ZZ<'ZWZ: so ist, wenn man aus 
einem beliebigen Punkte L' des Dogens nach 
^Z und Z) gerade Linien zieht, der Winkel ^ZLZ) im 
größer,, Abschnitte und also (zweiter Theil) ein. spitzer. 
Nun ist (tz. 248) ^Z) -si ^ZLZ) ----- 2 ZZ; folglich 
ist ^ZZ^V ein stumpfer Winkel.

§. 252. Zusatz.
Man kann daher auch von einem außerhalb eines 

Kreises gegebenen Punkte ^Z kiZ. 12z demselben eine 
Tangente ziehen, wenn man diesen Pimkt mit dem 
Mittelpunkte O des Kreises durch eine gerade Linw 
verbindet, diese in L halbirt; aus L mit L6 oder 
Z?^Z einen Kreis beschreibt, welcher den gegebenen in 
zwei Punkte» Z), L schneidet (L. 47), und aus ^Z 
nach Z) und Z? gerade Linien zieht, da alsdann jede 
dieser Liaim die gesuchte Tangente seyn wird. Denn
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krl im Halbkreise, ^80^, rechte Winkel
(k« 251), und folglich Tangenten des Krei
ses um O (tz. 226).

§. 2zz. Aufgabe.
Aus dem Endpunkte L einer geraden 

Linie 7^ b'iZ. 124 auf derselben einen Per- 
pendickel zu errichten.

Auslosung und Beweis. Auf irgend einer 
Seite von nehme man einen Punkt 0 nach Belie
ben an und beschreibe aus 0 mit dem Halbmesser 6L 
einen Kreis., Berührt dieser Kreis die Linie ./L im 
Punkte F, so ist (§.227) (78 der verlangte Perpen- 
dickel. Schneidet aber dieser Kreis die Linie >/8 in 
noch einem Punkte D, so ziehe man den Durchmesser 

verbinde 8 mit 8 durch eine gerade Linie, so 
wird diese auf L4 senkrecht seyn, weil (§. 2Zi) 
als Winkel im Halbkreise ein rechter ist.

§.254. Lehrsatz.
Wenn aus dem Berührungspunkte 8 der 

Tangente eines Kreises ^8(7 8iZ. 12A 
eine Sehne SO nach dem Kreise gezogen 
wird, so ist jeder der Winkel, welche diese 
Sehne mit der Tangente bildet, dem Win
kel im entgegen stehenden Abschnitte gleich. 
Es ist nehmlich 888 dem Winkel im 
Abschnitte 8^8, und D88 dem Winkel im 
Abschnitte 8(78 gleich.

Vorbereitung. Aus L errichte man auf 88 
den Pcrpendickel 8^k; im Bogen 88 nehme man nach 
Belieben einen Punkt (7 und ziehe -48, 8(7, (78.
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Beweis.. D Da 66 auf im Berührungs- 
vuukte 6 senkrecht stehet, sv enthält sie (§. 228) den 
Mittelpunkt des Kreises, und 67)6 ist, als Winkel 
im Halbkreise, einem rechten gleich (§.251); folglich ist 
(tz. izr. III.) 667) -j- 667) — 6. Nun ist auch 
^777) -s- 7)67^ — 71; folglich ist (Grunds. 4) 667) 
-s- 667) --- 667) -j- 7)67-', oder wenn beiderseits 
667) hinweg genommen wird, 667) — 777)7. 
Nun ist 667) ein Winkel im, Abschnitte 7)667), also 
(H. 2Z7) jedem Winkel in diesem Abschnitte gleich. 
Folglich ist es auch (Grunds. 2) der Winkel OST'.

II) Da (§. 68) 7)67? -s- 7)6L — 2 71, und 
auch (§. -48) 667) -s- ^07) — 27?, so ist (Grund
satz 4) 7)777' -j- 7)777) — 667) -s- LOT). Nun 
ist (I) 7)66 — 667), folglich ist (Grundsatz ro) 
7)66 --- 7)06, also (§. 2Z7) jedem Winkel im Ab

schnitte 606 gleich,.

§. 255.. Aufgabe.

Auf eine gegebene gerade Linie 66 I ig. 
,26 u. 127., einen Kreisabschnitt zu setzen, 
welcher einen gegebenen Winkel O enthalte.

Auflösung. Erster. Fall. Der gegebene Win
kel O sey K k^. ra6.

Man halbire 66 in 6, und beschreibe aus 6 
rnit 66 den Halbkreis 6§6: so ist (§.251) der Win
kel 666 --^71 — 0.

Zweiter Fall. Der gegebene Winkel 0 kig. 127 

sey kein rechter. .
Vorbereitung. An den Punkt 6 der gegebc- 

uen Linie 6ö lege man einen Winkel 667) — 0 an, 
errichte auf 67) in 6 den-Perpendickel 66, halbire
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SS in F", errichte in auf den Perpendickel 
und ziehe 6^8: so wird ein aus <? mit beschrie, 
bener Kreis auch durch F gehen.. Denn in den Drei
ecken ist beiden ge
mein und L, folglich ist (§-53)

SL.
Man beschreibe aus b mit einem Kreis, so- 

wird der verlangt« Abschnitt seyn.
Beweis. Da ----und ein Durch

messer des Kreises, so ist (tz. 226) eine Tangente 
des Kreises im Punkte Da nun aus eben 
diesem Punkte eine Sehne des Kreises gezogen, so 
ist (§. 254) — dem Winkel im Abschnitt«

Nun aber ist D^lö — 0; folglich ist 
(Grungs. 4) der Winkel im Abschnitte — O.

§. 256. Aufgabe»
Von einem gegebenen Kreise ^LOk'iZ. 128 

einen Abschnitt hinweg zu nehmen, welcher 
einen gegebenen Winkel O enthalte^

Auflösung. Man lege durch einen beliebige» 
Punkt L dieses Kreises eine Tangente LSF'; an FL 
setze man den Winkel kÄL — D: so wirb 
der verlangte Abschnitt seyn. ,

Beweis. Nimmt man jenseits des Winkels 
einen beliebigen Punkt d«S VogenS und
zieht so ist (§. 254) da
aber 0^/' — T>, so ist auch F/lt' — 7).

8-257. Lehrsatz.

Wen« in einem Kreise ^/686 NZ. tv6 
zwei Sehnen OO einander innerhalb 
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schnittspuukte L einem Pcripheriewinkel 
gleich, welcher auf der Summe der zwischen 
den Schenkeln dieses Winkels und deren 
Verlängerung enthaltenen Bogen desiel- 
ben Kreises stehet. Es ist nehmlich DNS 
einent Peripheriewinkel auf der Summe der 
Bogen SD, und ^LD einem Peripherie- 
winkel auf der Summe der Bogen ^D, OS 

gleich.
Beweis. Man ziehe durch der SD eine Pa

rallele und aus einem beliebigen Punkte D des 
Bogens SD nach S und S gerade Linien: so ist 
(§.125. iS.) SSD --- S^lS, nnd weil (§.68) 
DDD -s-^LD 2Ä, und (tz. 248) auch Sv/6^ 
-I- SDD - 2S, ist SLD -s- -r-- S^lD

S//S, also (Grunds. 10) ^LD — SDS.
Nun siehet S^lD auf dem Bogen SD — SD 

-s- DD, und weil (§. 246) DD — ^0, so ist S^LD 
einem Peripheriewiukel auf der Summe der Bogen 
SD. ^<7 gleich. Folglich ist auch SLD einem sol
chen Peripheriewiukel gleich.

Eben so steht SSD anf dein Bogen D^S — 
6^ -s- -!- SS — D^l -s- DD -s- SS ---

SS. Also ist auch ^SD einem Peripheriewiukel 
gus der Summe dieser Bogen ^D, SS gleich«

§. 258. Lehrsatz.
Wenn zwei Sehnen SD, SS Sig. -2y ein

und e r a uß e r h a! b d e s A r e i s e s i n e i n e ni P u n k t e 
schneiden, so ist der von ihnen ringe schlos- 

sene Winkel S^S einem Periphcricwinkel
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gleich, welcher auf der Differenz, Ä0 —s>L, 

der zwischen seinen Schenkeln enthaltenen 
Bogen S0, OL stehet.

Beweis. Durch S> ziehe man der ^6 
parallel, so ist (§.125. III.) S^0 — SDS'. Nun 
ist SSS ein Pcripheriewinkel auf dem Bogen SS — 
SO — 0S --SO — SS, weil (§. 246) S0 -- 
SS. Folglich Ist S^0 einem eben solchen Peripherie- 
winkel gleich.

tz. 259. Lehrsatz.
Wenn eine Sehne 0S und eine Tan

gente 0^ Si^. 129 einander in einem Punkte 
schneiden, so ist der von ihnen ei ngeschlos-x 

sene Winkel 0^l0 einem Periphericwinkel 
gleich, welcher auf der Differenz, 00— SS, 
der zwischen seinen Schenkeln enthaltenen 
Bogen 00, 0S stehet.

Beweis. Man ziehe durch S der ^0 die Pa
rallele SSs, so ist (§.1-5.111.) 0^0 — 0S//, 
einem Peripheriewinkel auf dem Bogen 0/S -- 
0c? — — 06l — SS, weil (§.246.11.) die
zwischen der Tangente und der ihr parallelen Sehne 
enthaltenen Bogen SS, SS( einander gleich sind.

tz. 260. Lehrsatz/
Wen» zwei Tangenten I?ig. 124

einander in einem Punkte schneiden, so
ist der von ihnen eingeschlossene Winkel 

einem Peripheriewinkel gleich, wel. 
eher auf der Differenz SSS — SSS der zwi
schen seinen Schenkeln enthaltenen Bögest 
steht. '
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D'eweis. Zieht man aus eine beliebige Se
kante ^0 deS Kreises, so ist (§. szy) 0^0 --- einem 
Peripheriewinkel auf 60 — OL, und O^L ------ einem 
Peripheriewinkel auf OL" — LL. Folglich ist, 0^6 
i. O^L oder L^O einem Peripheriewinkel auf 

<7S -j- OL — (OL -f- LL) oder auf LLO — 
LLO gleich.



Drittes Kapitel.
Von den in dem Kreise eingeschriebenen und den 

um denWen beschriebenen Figuren.

261. Erklärung.
Eine geradlinigte Figur k'IZ. rzo ist in 

einer geradlinigten Figur eilige- >
schrieben, wenn jede Wiukelspitze der ersten Figur 
in einer Seite der letzteren liegt.

Eine geradlinigte Figur heißt um eine
geradlinigte Figur «Leck«Pig.rzo beschrieben, 
wenn jede Seite der ersten Figur durch eine Winke'- 
spitze der andern geht.

§. 262. Erklärung.
Eine geradlinigte Figur abcolo b'ig. iZo Heißt 1 tt 

dem Kreise eingeschrieben, wenn der Kreis durch 
jede Winkelspitze derselben geht.

Eine geradlinigte Figur rzo heißt
«m den Kreis beschrieben, wenn jede ihrer Sek
ten den Kreis berührt.
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§. 26z. Erklärung.
Ein Kreis ist in einer geradlinlgten Figur 

^8- rzo eingeschrieben, wenn jede 
ihrer Seiten den Kreis berührt.

Ein Kreis ist um eine Figur aber?« I'iA. rgo be- 
schrieben, wenn dessen Peripherie dutch jede Winkel
spitze der Figur geht.

§. 264. Erklärung/

Eine gerade Linie aü izo heißt in dem 
Kreise eingetragen, wenn ihre Endpunkte in der 
Peripherie deö Kreises liegen.

H. 265. Aufgabe.

In einen gegebenen Kreis I'i§. izr 
eine gerade Linie einzutragen, welche einer 

' gegebenen geraden Linie (die jedoch nicht 
größer als Durchmesser ist), gleich sey.

Auflösung. Man ziehe einen Durchmesser 6^. 
Ist dieser der gegebenen Linie gleich, so ist das ver
langte geschehen. Ist dieser aber größer als L>, so 
schneide man OL --- O ab, beschreibe aus (7 mit OL 
einen Kreis und ziehe ^6, so ist diese die ver

langte Linie.
Beweis. Da (H. Z^) OL und auch

— D; so ist (Grunds. 4) und (Z.264)
in dem Kreise eingetragen.

§. 266. Aufgabe.

In einen gegebenen Kreis lZ2
«in Dreieck einzuschreihen, welches dem ge
gebenen Dreiecke gleich winklicht sev.
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Auflösung. Man nehme in der Peripherie des,.. 
Kreises einen beliebigen Punkt an, lege dadurch 
(tz. 229) eine Tangente und an eben diesem-

Punkte (§. ioZ) die Winkel
so wird, wenn gezogen wird, das ver

langte Dreieck seyn.
Beweis. Da (tz. 2Z4) — ^§0,

aber L>, so ist auch (Grunds. 4)
Aus gleichen Gründen ist — D; folglich ist
(tz. tg i.I.) das Dreieck dem Dreiecke 
gleichwinklicht, und (tz. 2Ü2) im Kreise ^0 einge
schrieben.

tz. 267. Aufgabe.
Um einen gegebenen Kreis ^^<7 k'ig. izz 

ein Dreieck zu beschreiben, welches einem 
gegebenen D re iecke gleichwinklicht sey.

Auflösung. Man verlängere nach 6 und 
ziehe einen beliebigen Halbmesser /(Z nnd mache 

^^0 --- so können keine 
zwei der Halbmesser LL, LO in gerader Linie 
liegen, und müssen also einander in L schneiden.

Denn jeder der Winkel DLS, ist als
süßerer Winkel den beiden gegenüber stehenden innern 
des. Dreiecks gleich, also (tz. 79) kleiner als zwei rechte. 
Folglich ist auch jeder der Winkel LL0<2/r. 
Beide Winkel LLv/, LLO zusammen aber sind gro
ßer als zwei rechte, weil (tz. 79) -s-
<( 2^; folglich ist (tz. 71) 2K.

Man lege dann (tz. 229) durch /?, <7 Tan
genten des Kreists, so werden diese (tz. 212) einander 
in D, 7V schneiden und das Dreieck wird 
das verlangte seyn.

L '
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Beweis- Die Winkel des Vierecks >7572/^ 
betragen zusammen vier rechte (§. izz); da nun (Z.227) 
M>77s MLL — 2 ü: so ist (Gründs. io) >/L2 
H7 -- 2 2 226 -s> 222. Da aber >7L2
---- 7)20, so jst (Grunds, to) >77i72 — 7)22.

Anf gleiche Art wird bewiesen, daß 222 --- 
222; folglich ist (§. izi.1.) das Dreieck dem 
Dreiecke 222 gleichwinklicht, und (Z. 2Ü2) um den 
Kreis ^20 beschrieben.

§. 268. Aufgabe.
In ein gegebenes Dreieck >720 2i§- IZ4 

«inen Kreis einzuschreiben.
Auflösung. Man halbire beliebige zwei Winkel 

2, 0 durch 22, 02, welche (§.124) einander in einem 
Punkte 7) schneiden muffen. Aus 2 fälle man auf die 
Seiten 2>7, >70, 02 die Perpendickel 22, 22, 
7)0: so wird ein aus 7) mit einem dieser Perpendickel 
22 beschriebener Kreis der verlangte seyn.

Beweis. Da nach der Construction der Winkel 
222 — 222, 222 --- 222 — 77, und
22 —'22: so ist (§. 84) 7)7.' 22. Aus glei
chem Grunde ist 7)0 7)6. Da solchergestalt die
drei Perpendickel einander gleich sind , so gehet der aus 
7) mir einem derselbe» 22 beschriebene Kreis auch 
Lurch die Endpunkte 7', O der beiden übrigen; und da 
bei 7s, 2, O rechte Winkel sind, so sind (226) >72, 
>70, 20 Tangenten des Kreises, und folglich ist 
t§. 26;) der Kreis 220 im Dreiecke >720 einge

schrieben.
Z. 269. Aufgabe.

Um ei» gegebenes Dreieck >720 izL 
einen Kreis zu beschreiben.
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Auflösung und Beweis. Da (§. 26z) der 

zu beschreibende Kreis durch alle drei Winkclspitzm des 
Dreiecks gehen muß, so kommt die Aufgabe mit der 
des §. 21z überein, und die vorgclcgte Aufgabe wird 
aufgelöset, wenn man beliebige zwei Seiten ^0 
des Dreieckes durch in O und § senkrecht
halbirr und aus dem Durchschnitte dieser Perpen
dickel mit einer der Entfernungen einen
-Kreis beschreibt.

§. s 70. Lehrsatz.
Wenn die Peripherie eines Kreises »hack« 

k'lg.igo in irgend eine Anzahl gleicher Theile 
getheilt w i r d, so bilden die -j e zwei auf ein
ander folgende Theilpunkte verbindenden 
geraden Linien ab. ba, cc? rc. ein in diesem 
Kreise eingeschriebenes reguläres Polygon 
von so vielen Seiten als die Peripherie 
Theile hat.

Beweis. Da die Bogen ab, bo, cc? rc. einan
der gleich find, so sind (H. 24 t) auch deren Sehnen ab, 
bc, cck rc. einander gleich, also ist die Figur gleichseitig.

Da ferner der Bogen ae — so ist (Gnmds.7) 
«6 -s- ab — ab -s- bc oder der Bogen eab --- aba, 
und daher (tz. 24z) der Winkel im Abschnitte eab dem 
Winkel im Abschnitte abo gleich. Da mm auf gleiche 
Art erweislich ist, Laß auch die übrigen Polygonwiukel 
einander gleich sind, so ist <§. Zr) abccke eine reguläre 
Figur und (§. 262) im Kreise eingeschrieben.

H. 271. Aufgabe.
In einen gegebenen Kreis ein reguläres 

L L
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Polygon von einer gegebenen Anzahl Sei
ten einznschl'eibcn, vorausgesetzt die Peri
pherie des Kreises lasse sich in so viele glei
che Theile theilen als das Polygon Seiten 
haben soll.

Auflösung und Beweis. Man theile die Pe
ripherie des Kreises achtes k'ig. IZO in so viele gleiche 
Bogen als das Polygon Seiten haben soll; verbinde je 
zwei auf einander folgende Theilpnnkte dnrch die gera
den Linien nü, ba, rc>, so wird (§.270) erbebe das 
verlaugre Polygon seyn.

272. Aufgabe.
Wenn in einen, Kreise ein reguläres Po

lygon T'ig. ,zo von irgend einer Anzahl 
Seiten ei „geschrieben ist, in denselben Kreis 
ein reguläres Polygon von dvppelt-so vie
len Seiten als das gegebene ein; »schreiben.

Auflösung. Man halbire (§.244) die Bogen 
nb, La, rc. in/, F, /r rc.; verbinde jeden Theil- 
punkt mit den zunächst liegenden Winkelspitzen der 
gegebenen Figur dnrch gerade Linien er/, /ü,, />§ rr.: 
so wird das verlangte Polygon seyn. '

Beweis. Da ein reguläres Polygon ist, 
und daher (§. Z2) alle Sehnen erL, ba, u. s. w. 
einander gleich sind, so sind auch (§. 24,) die Bogen 
«5, Lc, cck u. s. w. einander gleich. Es find daher 
auch (Grunds. 14) deren Hälften, nehmlich die Bogen 

u. s. w. einander gleich. Folglich ist 
(§- 270) er/bg-c/rc^eZ das verlangte Polygon.

27;. Anfgabe.
Wenn in einem Kreise ein reguläres
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Polygon izo von ik-gend einer
geraden Anzahl Seiten eingeschrieben ist, 
in denselben Kreis x,„ reguläres Polygon 
von halb so vielen Seiten als das gegebene 
einzusehrribe n.

Auflösung. Man verbinde die Endpunkte der 
«inen jeden Polpgonwinkel einschließenden Sehnen durch 
«ine gerade Linie, wie «h, dc, ca! u. s. tv.: so wird 
aboels das verlangte Polygon seyn.

Beweis. Da er/HZa/M«) eine reguläre Figur 
ist, und daher (tz. z-) die Sehnen a/, /b, u. s. w. 
einander gleich sind, so sind es auch (hs^pi) die Bo
gen /b, u. s. w. Es sind daher auch (Grund- 
<atz 12) die doppelten Bogen «b, dc, ceil u. s. w. ein
ander gleich. Folglich ist (§. 270) erbcole das verlangte 
Polygon.

§. 274. Aufgabe.
In einen gegebenen Kreis >7LO7> ^§.127 

ein Quadrat einzuschreiben.
Auflösung. Man setze zwei Durchmesser >70, 

AO senkrecht auf einander und verbinde deren End
punkte durch ^0, 07), 7)>7: so ist >7SO7) 
das verlangte Quadrat.

Beweis. Da (H. 28) alle Winkel-um L, als 
rechte, einander gleich sind, so sind es auch (tz. 2Zy) 
die vier Bogen >7L', LO, 07), 7)^; folglich ist 
(H. 270) >7LO7) ein reguläres im Kreise eingeschriebe
nes Viereck oder ein Quadrat (§. 44).

§. 275, Zusatz.
Halbirt man die Bogen L/7, >77) u. s w. in 7^ 

rc. und zieht 7?7', >70, 07- rc., so last sich
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(§. 272) in den gegebenen Kreis ein reguläres Achteck 
einschreiben; und so kann man durch fortgesetztes Hal- 
biren der Bogen in jeden gegebenen Kreis ein reguläres 
r6-, 32-, s^eck rc. einschreiben»

§.276. Aufgabe.

In einen gegebenen Kreis ^SOS Lig.iZZ 
<!n reguläres Sechseck ei uzn schreiben.

Auflösung. Man ziehe, einen Durchmesser OO, 
«nd beschreibe auS O mir OO einen Kreis LOLO. 
Man ziehe OL, OL, verlängere sie bis O und L und 
ziehe ^L, LO, OL u. s. w.,, so wird ^LOLLS 
das verlangte Sechseck seyn.

Beweis. Da nach der Construction die Dreiecke 
OOO, OOL gleichseitig sind (§.50), so ist (Z.iZr.Vl.) 
jeder der Winkel LOO, OOL — L; folglich ist, 
weil (Z. 68) LOL -j- LO^l — 2 L, auch LO^ — 
S L. Da nun (§- 73) LOO — /L06, OOL — (?OO 
und ^lOL — LOL: so sind alle um 0 herumliegende 
sechs Winkel, daher auch (§. 239) die Bogen ^lL, 
LO, OL rr. einander gleich-. Folglich ist (tz. 270) 
^LOLLt? die verlangte Figur»

§. 277. Zusatz..

Da das Dreieck OLL gleichseitig ist daher OL 
LO; so ist die Seite des in einem Kreise cinzu- 

schreibendcn regulären Sechsecks dem Halbmesser eben 
dieses Kreises gleich. Man kann daher auch in einen 
Kreis ein reguläres Sechseck einschreibc», wenn man 
aus einem in dessen Peripherie beliebig genommenen 
Punkte den Halbmesser sechsmahl herum trägt.
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278. Zusatz s.
Zieht man so giebt (8.27z)

ein in deuiseldcn Kreise eingeschriebenes reguläres 
Dreieck. Auf ähnliche Art kann man (§. 272) in dem 

gegebenen Kreise ein reguläres Polygon , von l2, 24, 
48 n. s. w. Seilen einschreiben.

§. 279. Lehrsatz.
Wenn man die Peripherie eines Kreises 

erhebe k'iZ. izo in irgend eine Anzahl (jedoch 
mehr als zwei) gleicher Theile "h, hc, rc. 
theilt und durch die Theilpunkte n, h, c: rc. 
dem Kreise Tangenten AO, 07) fuhrt,
so bilden diese ein um den Kreis beschriebe
nes reguläres Polygon von ebcy so viele» 
Seiten als der Kreis Bogentheile hat.

Vorbereitung. Aus dem Mittelpunkte O des 
Kreises ziehe man die Halbmesser Oer, Oh, Oc rc., 
so werden (H. 240) die hierdnrch um O entstehenden 
Winkel alle einander gleich seyn, weil es die Bogen 
«h, Kc rc. sind. Da nun, nach der Voraussetzung, 
deren Anzahl wenigstens drei seyn muß, und (8.71) 
alle um O herumliegende Winkel zusammen vier rechte 
bekragcn, so kann jeder dieser Winkel nicht mehr als 
H Ä betragen, und jede zwei der Linien Oer, Ob, 
Oss rc. werden einander in O schneiden. Es müssen 
daher (Z. 212) die auf jedem der Halbmesser senkrechten 
Tangenten, LO, OO rc. einander in A, 0, 
L> rc. schneiden, Man ziehe 0^7, OS, OO rc.

Bewe! s. In den rechtwinklichten Dreiecken O^er, 
O^h ist (tz.;6) Oer--- Oü, und 0,7 beiden gemein, folg
lich ist (§. 9Z) ^er -- ^h, ^Oh ---^Oer;
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--- O/iler. Es ist also dO-r --- 2 . v/Oer; b^er 
!—: 2 . 0^/ö. Aus gleichem Grunde ist Ma — 
s. LOb und bAo — 2 . OM. Nun sind die Bö
ge» ach, öa und daher (§.240) die Winkel »Ob, siOo 
gleich; es ist daher (Grunds. 14) ^/Ob --- LOb.

In den Dreiecken ^lOb, LOü ist demnach
--- FOL, --- LbO — A, und

Ob beiden gemein: folglich ist (§. 8z) ---: Lü und
O^b ----- O^L. Da nun ^lb ^?b, also 
2 . und eben so erweislich ist, daß 8

2 .^a, so ist, weil, nach Obigem ---^la (Grund
satz r2) ---- Aus eben die Art wird' bewie
sen, daß auch alle übrigen Seilen der Figur einander 
gleich sind.

Da ferner — OLK, daher (Grunds. 12) 
2 . O^/b — 2.0§b, und nach Obigem a^/b 
2 . b^o — 2 o^b: so ist rr^b --- l-Ln. 
Auf eben die Art wird bewiesen, daß alle übrigen 
Polygomvinlcl dieser Figur einander gleich sind. Folg
lich ist (§. Z2) eine reguläre Figur »nd
(§. 2Ü2) um den Kreis beschrieben.

§. 280. Aufgabe.
Um einen gegebenen Kreis I?sA. »zv 

ei» reguläres Polygon von irgend einer 
Anzahl Seiten zu beschreiben, vorausgesetzt 
seine Peripherie lasse sich in so viele gleiche 
Theile theilen als das Polygon Seiten 
haben soll

Auflösung und Beweis. Man theile die 
Peripherie des Kreises in so viele gleiche Theile ach, 
Lc, cck rc. als das Polygon Seiten haben soll; ziehe
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durch die Theilpunkle a, b, c rc. die Tangenten 
^2, LO rc. und verlängere sie bis sie einander.schnei
den : so ist (§. 279) das verlangte Polygon»

§.281. Zusatz.
Da sich die Peripherie eines jeden Kreises (§.274) 

in vier, und <§.276) in sechs gleiche Theile theilen 
laßt, so läßt sich um jeden gegebenen Kreis ein Qua
drat und ein reguläres Sechseck, desgleichen (§. 27z) 
ein reguläres Dreieck beschreiben. Eben so läßt sich 
(§.272) um jeden gegebenen Kreis ein reguläres-8-, 
16-, Z2eck, desgleichen ein 12-, 24-, Hkcck rc, be- 
bcschreibeu.

§, 282. Aufgabe.
Um ein gegebenes reguläres Polygon 

abccks »zo eine« Kreis zu beschreiben.
Auflösung. Man halbste irgend zwei aufein

ander folgende Winkel »eck, ecko durch die Linien eO, 
ckO, so muffen diese einander in O schneiden. Denn es

ist (§ 139) «er? --- - 2 L -

also kleiner als zwei rechte, folglich dessen Hälfte ckeO 
Eben so ist eckO L, also ckeO -f- eckO 

< 2 K; folglich müssen (§.224) eO, ckO einander 
in irgend einem Punkte O schneiden. Man beschreibe 
nun aus O mit Os einen Kreis, so wird dieser der 
verlangte seyn.

Beweis. Man ziehe Ov, Ob, Oer.

Da (§. Z2) die Pvlygvnwinkel aeck, ecko einander 
gleich sind, so sind es auch ihre Hälften O-ck, Ocke, 
folglich ist (§. 58) Oe --- Ock.

In den Dreiecken Oeck, Ock« ist (§. .32) cka 2^ cky.



O.k beiden- gemein, und — Oc/c: folglich ist 
(Z. gz) Oc, ----- Oe — OcL und Occ^ — Oeck

H"ae^ — c^cL c^. Z2). Auf eben die Art wird 
bewiesen, daß OL, Oa den Linien Os, rc. gleich 
sind. Es wird also der aus O mit Os beschriebene 
Kreis durch die Winkelspitzen er, L, s rc. der Figur 
gehen, und folglich (tz. 26z) um sie beschrieben seyn.

§. 28z. Ansatz.

Man kann also in jedem regulären Polygon einen 
Punkt O finden, welcher von allen Winkelspitzen des 
Polygons gleiche Entfernung hat, und dieser Punkt 
heißt der Mittelpunkt des Polygons; er ist 
zugleich der Mittelpunkt des um dieses Polygon zu 
beschreibenden Kreises. Aeder Winkel am Mittelpunkte 
des Polygons, dessen Schenkel durch zwei auf einander 
folgende Winkelspitzen dieses Polygons gehen, wie aOL 
heißt ein Centriwinkel desselben.

§. 28^. Zusatz.
Jede gerade Linie Oa k'ig. izo, welche vom Mit

telpunkte eines regulären Polygons nach dem Scheitel 
er eiyes seiner Polygvnwinkel Las gezogen wird, halbirt 
diesen. Und umgekehrt muß jede Linie, welche wie Oa/ 
einen Polygonwinkel Las halbirt, durch den Mittel
punkt O des regulären Polygons gehen.

§. 285. Lehrsatz.

Wenn aus dem Mittelpunkte o eines 
regulären Polygons aLcc/e k'iZ. IZO nach allen 
Winkelspitzen desselben gerade Linien Oa, 
OL, Oc gezogen werden, so wird das Poly- 



go» in so viele kongruente gleichschenklichte 
Dreiecke vcrö, oöc, Occk rc, zerlegt, als es 
Seiten hat.

Beweis. Da. 0 der Mittelpunkt der Figur ist, 
so ist. (§. 28z) 0<r" --- 06 — vc rc. Die Dreiecke 
Ottk, obc, Occk sind also gleichschenklicht (§.40); 
und da überdies (§. Z2) die Polygvnseiten crb^ 6c, cck rc. 
einander gleich sind, so müsse» (K. 60) jene Dreiecke 
auch congrucnt seyn..

§.286. Zusatz.

Damaste die gleichschenklichte» Dreiecke Oab, vöc, 
6cck rc. die Polygonseiten zu Grundlinien, und den 
Mittelpunkt des Polygons zum gemeinschaftliche» 
Scheitel haben, so gelten von ihnen auch alle in 
H§- 86, 87, 88, 8y bewiesene. Sätze; und eS folgt 
daraus:.

I. Ein aus dem Mittelpunkte O eines 
regulären Polygonscrüccke krg. tzo auf irgend 
«ine seiner Seiten »s gefällter Perpendickel 
O" halbirt diese Seite und den ihr zugehö
rigen Centriwinkel crOö (§. 86)..

II. Eine aus he», Mittelpunkte eineS 
regulären Polygons nach der Mitte der Po
lygonseite crs gezogene gerade Linie O/r sie
het auf letzterer senkrecht und halbirt den 
Centriwinkel (§. 87).

III. Ei» aus der Mitte n der Polygon
seite ae errichteter Perpendickel gehet durch 
den Mittelpunkt o veö Polygons und hal- 
hirt den Cen triwinkel (§. 88).

IV. Jede gerade Linie welche den
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Zentriwinkel »Os eines regulären Polygons 
halbirt, stehet auf der diesem Winkel zuge
hörige» Polygonseite »s senkrecht, und hal- 
birt sie»

287. Zusatz.
Man kann daher auch den Mittelpunkt eines regu

lären Polygons »backe k'jg. rzp finden, wenn man 
zwei auf einander solgeude Polygonscilen as, eck in » 
und m halbirt; und" darauf Perpendickel »O, »rO 
errichtet, welche (§. 212) einander schneiden muffen, 

weil (§. IZ9) «eck — 2 7k------also < 2 7k;

und da (§. 286- m.) jeder derselben durch dc« Mittel
punkt des Polygons geht, so kann dies nur ihr Durch- 
schnitlspunkt o seyn. Jede aus o nach dem Scheitel 
e eines Polygonwinkcls gezogene gerade Linie Oe, 
giebt (§. 28 z) den Halbmesser des um das Polygon zu 
beschreibenden Kreises.

§. 288- Lehrsatz.
Alle Centriwinkel »Ob, bOa, cOck rc. ir

gend eines regulären Polygons »backe I'jg.
sind einander gleich; und jeder derselbe»' 

beträgt mit einem Polygon Winkel zusammen 
gen0m me u z w ei R e ch te.,

Beweis. Die Centriwinkel stehen In den K.285) 
rongruentcn Dreiecken um O den gleichen Polygonfeiten 
»b, ba, cck gegenüber und müssen also (K. ba) einan
der gleich seyn; und da sie (§.71) zusammen vier rech

ten gleich sind, so beträgt jeder derselben wenn » 

die Anzahl der Seiten des regulären Polygons be

zeichnet.
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Nun aber betragt (§. izy) der Polygenwinkcl 
irgend eines regulären Polygons von » Seiten

Folglich betragt der Polygonwiukel nebst

dem Centriwinkel — -sL
/r ' ,r

28Y. Lehrsatz.
Wenn man aus dem Mittelpunkte t) 

eines regulären Polygons »backe igo auf 
jede Pvlygvnseite einen Perpendickel Om, 
O/r rc. fallt, >o sind alle diese Perpendickel, 
welche zugleich die Höhen der um o herum 
liegenden kongruenten Dreiecke geben, ein
ander gleich.

Beweis. Denkt man sich um dieses Polygon 
einen Kreis beschriebe», so sind die Polygonseiten »e, 
sck rc. Sehnen dieses Kreises; und da sie (§. Z2) alle 
»inandcr gleich sind, so haben sie (§. 224) gleiche Ent
fernungen vom Mittelpunkte.

Dieser Absiand des Mittelpunktes eines regulären 
Polygons von irgend einer seiner Seiten heißt sein 
Apothema, oder der kleine Halbmesser.

§. 290. Zusatz.
Da (§.289) alle Hohen O», der Drei

ecke t-»L, I?iA, rzo einander gleich sind: so
>st (H. 160) jedes reguläre Polygon »backe einem Drei
ecke gleich, welches dessen Perimeter zur Grundlinie 
und si'in Apothcma zur Höhe hat,

§- 291. Aufgabe.
In ein gegebenes reguläres Polygon 

I?ig. jZQ einen Kreis einzuschreiben.'
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Auflösung. Mau halbire irgend zwei auf ein, 
ander folgende Polygonseilen DO in b und c, 
und errichte darauf die Perpendickel bO, cO, bis sie 
einander in O schneiden. Beschreibe auö O mit Ob 
einen Kreis, so wird dieser der verlangte sey».

Beweis. Man falle aus O auf FO, 6/) 
DA rc. die Perpendickel Oa, Ock, Os.

Da (Z. 287) o der Mittelpunkt deö Polygons ist, 
so sind stz. 289) die Perpendickel Orr, Ob, Oc rc. ein
ander gleich. Ein aus O mit einem dieser Perpendickel 
Ob beschriebener Kreis muß also durch die Punkte 
ci, « rc. gehen. Da nun die'Polygonseiten DO, 
OO auf den Halbmessern dieses Kreises in deren End
punkten senkrecht stehen, und daher (§. 22Ü) Tangente» 
deö Kreises abccös sind, so ist (§. 26z) dieser Kreis in 
dem Polygon eingeschrieben.

§. 292. Zusatz.
Da (§.286.1.) die Endpunkte er, b, c rc. der 

Perpendickel Oa, Ob, On rc. in der Mitte der Polp- 
gouseiten SO rc. liegen, so wird der in
ein reguläres Polygon eingeschriebene Kreis
jede Polygonseite in deren Mitte berühren.

syz. Aufgabe.

In ein gegebenes reguläres Polygon 
ArZ. Igo ein reguläres Polygon von 

eben so v ielen Seileu einzu schreiben.
Auflösung. Man halbire die Seiten des gege

benen Polygons in den Punkten er, b, c, « und 
verbinde jede zwei auf einander folgende Thrilpunkte 
durch eine gerade Linie «b, bo rc., so wird nbcci^ 
das verlangte reznläre Polygon seyn.
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Beweis. Man schreibe (§.291) in das gcge- 
bene Polygon einen Kreis ei», so muß dieser (§. 292) 
durch die Theilpunkte a, h,'crc. gehen. Man ziehe 
ferner aus dem Mittelpunkte O die Linien va, 
oö 0S rc.

Da (Z. 288) die Winkel ^0Ä, S00 rc. 

einander gleich sind und (tz. 286 II) jeder dieser Winkel 
durch eine der Linien 0a, oh, Oc rc. halbirt wird, so 
sind alle Winkel um O, nehmlich ^Oa, Lob , 

rc. einander gleich. Es sind daher auch (Grund
satz 12) die Winkel aOh, hSc, c0^ rc. und daher 
auch (§.2zy) die Bogen ah, ho, ock rc. einander gleich. 
Folglich ist (§.270) ahocke ein reguläres Polygon, und 
(§. 261) in eingeschrieben.

§. 294. Aufgabe.
Um ein gegebenes reguläres Polygon erhebe 

I'ig. izo ein reguläres Polygon von eben so vielen 
als das gegebene zu beschreiben.

Auflösung. Man beschreibe (§. 282) um das 
gegebene Polygon einen Kreis und ziehe (§. 229) durch 
die Scheitelpunkte a, h, c rc. diesem Kreise Tangen
ten, so werden diese in ^l, L, 6 rc. einander schnei» 
den und wird das verlangte Polygon seyn.

Beweis. Da aücäe ein reguläres Polygon, und 
daher (§. za) ah --- Lo rc., so sind auch (§.241) 
die Bogen ah, Lo, oci einander gleich; also ist die 
Peripherie deö Kreises in den Punkten a, h, c, in 
so viele gleiche Theile getheilt, als das gegebene Polygon 
Seiten haben soll. Folglich ist (§. 279) ein re
guläres Polygon von eben so vielen Seiten, und (§.261) 
um «hccla beschrieben.



Dritter Abschnitt.
Von den Verhältnissen und der Aehn» 

lichkeic der Figuren,

Erstes Kapitel.
Lehnsatze aus der Arithmetik.

29Z, Erklärung.

rösten von einerlei Art, I'ix. rz8 heißen
eommensurabel, wenn entweder die eine OO durch 
öfteres Ancinanderfügen der zweiten erzeugt wer
den kann wie iZ8, oder wenn cai wie 1'jg. izy 
zwar nicht durch die andere aä selbst, jedoch durch 
einen gewissen genau messeuden Theil derselbe» (hier 
den dritten) erzugt werden kaun; das heißt wenn entweder 
die eine Große selbst, oder ein genau messender 
Theil von ihr ein Maaß der andern ist.

') S. Umriß der mathematischen Wissenschaften Z, 2.
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Größen heiße» incommensurabel, weiln keilt 

Theil der einen, so klein man ihn auch nehme» mag, 
die andere erzeugen kann, oder ein Maaß der ander» ist.

2y6. Ansatz.
Wenn zwei Größen commcnsurabel sind, so laßt 

sich, wenn man die eine derselben als Einheit 

aiminmik, die andere 0/) durch eine abstrakte, ganze 
oder gebrochene, d. h. durch eine rationale Zahl 
ausdrückcn. Ist nehmlich k'iZ. iz8 die selbst ein 
Maaß der andern 0/), so laßt letztere sich durch eine ganze 
Zahl (hier durch 4) ausdrücken. Ist aber iz- 
ein aliquoter Theil a§ der einen ab ein Maaß der 
andern.cÄ, wie hier der dritte Theil der ab, so laßt 
sich die andere eck durch einen Bruch ausdrückcn, wel
cher anglebt, wie oft der dritte Theil der ab auf cck 
getragen werden kann, und welcher hier ist.

Der Theil aZ-, welcher die eck mißt, wird, weil 
er auch ein Maaß von ab ist, das gemeinschaft
liche Maaß der Größen ab, cck seyn.

Sind aber zwei Größen ab, ce iZ9 inkom
mensurabel, so laßt sich, wenn die eine ab als Einheit 
angenommen wird, die andere es weder durch ein? 
ganze noch durch eine gebrochene Zahl ausdrücken, d. h. 
sie ist eine irrarionnale Zahl. Man kann jedoch 
dem Werthe derselben so nahe kommen, als man nur 
immer will.

Denn gesetzt aZ- sey der Hunderte Theil der Graste 
ab, und lasse, nachdem er 479 mahl von eck hinweg 

genommen worden ist, xmm Nest cke, welcher kleiner 
als aA- ist, so wird und ce 480 . a^
sehn;, oder weil a§ --- nb, c« > ab lind

M
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ee < ZLL ttb. Nimmt man nun ab als Einheit 
an, so ist ce > §ZK und oe < M. Dw Zahl, 
welche die Linie ce ausdruckt, muß also zwischen HZZ 
und HKs liegen und also nm weniger als LZö von jeder 
dieser Zahlen unterschieden seyn.

Ist --- ttb, und kann diese Größe 4795 
mahl auf ce getragen werden, bis ein Rest Ue aZ- 
bleibt, so ist die Zahl, welche die Größe Ue äusdrückt, 
größer alö HAHA und kleiner als 3^ Werth 
wird also um weniger als von jeder der Zahlen 

LZsZ unterschieden seyn. Und so kann man, wenn 
man sich ab in eine noch größere Anzahl gleicher Theile 
getheilt denkt, sür ve eine Zahl erhalten, welche von 
ihrem wahren Werthe UM so wenig als man will un

terschieden ist.

§. 297. Erklärung.

>DaS (geometrische) Verhältniß einer 
Größe cä zu einer andern ihr gleichartigen ab ist die 
Bestimmung wieviel die Größe oel von der andern ab 
enthält.

Die Zahl, welche den Werth der Größe cck gegen 
ab bestimmt, wird also dieses Verhältniß anzeigen, 
und diese Zahl heißt der Exponent des Verhält

nisse s.
sy8. Zusatz.

Das Verhältniß zweier cömmensurablen Größen 
wird also eine rationale Zahl zum Erponenten haben 
(§. 296), und man nennt dann das Verhältniß selbst 
«in rati onales Verhältniß.

Das Verhältniß zweier incommensurablen Größen 
wird eine irrationale Zahl zmn Exponenten haben (§.296)
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md man nennt dann das Verhältniß selbst ein Irra
tionales Verhältniß.

§. 299. WI ll k ü h r l i ch c r Satz.
Da (§. 297) der Erponent des Verhältnisses einer 

Größe zu einer andern L angieit, wieviel Theile 
der S die Größe enthalte, also wie oft S in 
enthalten ist, so bezeichnet man das Verhältniß durch 
das gewöhnliche Divisionszeichen, indem man die als 
Einheit genommene Größe in die Stelle des Divisors 
setzt. Es wird also : S das Verhältniß der Größe 

zu S bedeuten; und bezeichnen wir dessen Erponenten 
durch 9, so ist - — A —Lz, L —So ist 

der Erponent des Verhältnisses 4 : 20 — ;

der Erponent von 2:4 — —— — 2^2
4

----- 2,82842 . . .
In redem Verhältnisse heißt das links befindliche 

Glied, dasVorderglied, und das rechts befindliche 

das Hinterglied des Verhältnisses. In 20:4 
Ist 20 das Vorderglied und 4 das Hinterglied.

§. Zoo. Erklärung.
Ein Verhältniß : L ist einem andern 

6 : gleich, wenn die Größe eben so viele Theile 
der ihr gleichartigen L als O Theile der Z) enthält, - 
oder wenn die Erponenten beider Verhältnisse gleich 
sind. So sind die Verhältnisse 20 : 4 und 15 : Z 
einander gleich, weil der Erponent beider 5 ist.

Ein Verhältniß : L ist größer alö ein andere- 
6 : D, wenn mehr Theile von F als Theile 

M L



der D enthalt, also wenn der Erponent des ersten 
größer als der des andern ist. Z. B. das Verhältniß 
28 : 4 ist größer als 15 : z/ weil bei ersterem der Er- 
ponenr 7, beim zweiten aber 5 ist.

Sind daher zwei Größen nnd L einander gleich, 
so hat jede von ihnen zn einer und derselben dritten <7 
einerlei Verhältniß. Sind aber zwei Größen L 
ungleich: so hat die größere -Z zur dritten (7 ein größe
res Verhältniß als die kleinere F zu 0.

Umgekehrt hat eine Große 0 zu jeder von zweien 
gleichen Größen F einerlei Verhältniß, zu unglei
chen Größe» aber ein ungleiches Verhältniß: zur grö- 
ßern ein kleineres alö zur kleinern. Z. B. 5: iz<5:10.

Man bezeichnet sowohl die Gleichheit als die Un
gleichheit zweier Verhältnisse dadurch, daß man die 
bekannten Zeichen der Gleichheit und Ungleichheit zwi
schen sie setzt und schreibt: also 20 : 4 15 :
28 : 4 > >5 : 3«

§. züi. Lehrsatz.
Werden die beiden Glieder eines Ver> 

hältnisses : Z? mi.t einerlei Zahl nr multi- 
plicirt oder durch einerlei Zahl » dividirt, 
so ist sowohl das Verhältniß der Producte

als das der Quotienten — — 
n n 

dem gegebenenen Verhältnisse gleich.
Beweis. Der Erponent des Verhältnisses -4 : S 

ist (§. 299) — »nd eben so der des Verhältnisses

: mS " Da aber so haben
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beide Verhältnisse gleiche Exponenten-, und find also 
einander gleich (Z. Zoo).

Desgleichen ist (§. 299) der Exponent deS Ver

hältnisses x also dieses Ver

hältniß dem Verhältniß -^4 L gleich.

Werden z. B. die beiden Glieder des Verhältnisses 
8 : 24 durch 2 multiplicirt oder dioidirt, so ist jedes der 
Verhältnisse -6 : 4z und 4 : 12 dem gegebenen Ver
hältnisse 8 : 24 gleich, indem der Elponent eines jeden, 
Hst.

§. ZO2. Lehrsatz.
Jedes Verhältniß irgend zweier Grö

ßen : S ist einem Verhältnisse in abstrac- 
ten Zahlen gleich, dessen Vorderglied der 
Exponenr 9 des gegebenen Verhältnisses 
und dessen Hintcrglied die Einheit ist. ES 
ist nehmlich : S --- 9 : I.

Beweis. Der Exponent 9 des gegebenen Ver
hältnisses sey irgend eine Zahl, z. B. so zeigt er 
an, wie viele Theile der Größe L in enthalten 
find (tz. 297); und eben so viele Theile der Einheit 
enthält dieser Exponent <7 ('/) selbst; folglich ist (§.Zoo) 

: A --- 9 : r --- : 1, oder, wenn wir (§.zor)
Heide Glieder des Verhältnisses '/ : i mit z multipli- 
cire» : L z.

zvZ. Lehrsatz.
Wenn jedes von zweien Verhältnisse» 

r L, 0 : einem dritten L : 2^ gleich ist, 
so fiyd sie anch einander gleich.
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BrweiS. Der Exponent des Verhältnisses :A 

ist dem des Verhältnisses L : gleich (§. zoo), und 
«den so ist der Exponent des Verhältnisses 0 : O dem , 
von L : gleich; folglich haben (Grunds. 4) die 
Verhältnisse : L, 6 : D gleiche Exponenten und 
sind also einander gleich (§. 300).

tz. Z04. Erklärung.

Ein Verhältniß heißt aus zweien oder meh» 
reren andern zusammen gesetzt, wenn sein Vor- 
derglied dem Produkte aller Vorderglieder, und sein 
Hinterglied dem Produkte aller Hinterglieder der gege
benen Verhältnisse gleich ist. So ist das Verhältniß 
4 x 5 : ibx 15 oder 20: 240 aus den beiden Verhält
nissen 4 : 16 und 5 :15 zusammen gesetzt. Eben so ist 
das Verhältniß -rbc : aus den Verhältnissen a: ck, 

L : e, 0 : Z' zusammen gesetzt. ,
Um anzuzeigen, daß ein Verhältniß aus mehreren 

andern zusammen gesetzt sey, setzt man zwischen die 
zusammensetzenden Verhältnisse das Zeichen -s-. Als» 
so : 240 — (4: 16) -s- (5 : >5); "bc : -ke/ ---- 
(a : rt) -s- ( ö : e ) -s- (0 : /).

tz. Z»5- Zusatz.
Bei der Zusammensetzung der Verhältnisse müssen 

die Glieder derselben als abstrakte Zahlen betrachtet 
werden (welches (§. Z02) immer geschehen kann), weil 
sonst keine Multiplikation der gleichnahmigen Glieder 
statt findet.

§. zo6. Zusatz.
Der Erponent eines aus mehreren Verhältnissen 

zusammen gesetzten Verhältnisses ist dem Produkte der 
Exponenten der zusammensetzenden Verhältnisse gleich.
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Denn ist erbe: r?e/ — (er : ei) -s- (b : e) -s- (c : /) 
so ist lK. 299) der, Erponent des zusammengesetzten 

Verhältnisses — die Erponcnten der zusammen-

setzcnden Verhältnisse aber sind (§.299) und

ihr Produkt ist also dem Erponcnten des zusam

men gesetzten Verhältnisses gleich.

Beispiel- Der Erpoucnt deS Verhältnisses 
2S : 240, welches aus den Verhältnissen 4 : iS und 
5 : 15 zusammen gesetzt ist, ist dem Producte Ax 
— jxH der Erponenten eben dieser Verhältnisse gleich.

Z07. Erklärung.
Wenn ein Verhältniß aus mehreren gleichen Ver

hältnissen zusammen gesetzt wird, so heißt es ein ver
vielfachtes Verhältniß von jedem der es zusam
men setzenden. Insbesondere heißt ein Verhältniß ein 
quadratisches, wenn es aus zwei gleichen Verhält
nissen, ein kubisches, wenn es aus drei, ein bl- 
qnadratisches Verhältniß, wenn es aus vier 
gleichen Verhältnissen zusammen gesetzt ist u. s. w. 
So z. B. ist das aus den beiden gleichen'Verhältnissen 
12 : 4 und 6 : 2 zusammen gesetzte Verhältniß 72 : 8 
Las quadratische Verhältniß von 12 : 4 oder vonL : 2. 
Eben so ist das aus Yen drei gleichen Verhältnisse» 
12 : 4, 6 : 2, 9 : z zusammen gesetzte Verhältniß 
L48 : 24 das kubische Verhältniß von 12 : 4, von 
6 : 2 oder von 9 : z., welches folgendermaßen angezeigt 
Wird: 72 : 8 —2. (»2:4); 648:24—Z«('2:4).
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Der Exponent des quadratischen Verhältnisses ist 

also dem Quadrate deö Erpvnenten eines der zusammen 
setzenden, der Exponent eines kubischen Verhältnisses der 
dritten Potenz des Exponenten eines der einfachen Ver
hältnisse gleich, und so wird der Exponent irgend 
eines vervielfachten Verhältnisses gefun
den, wenn man den Exponenten eines der 
einfachen Verhäl tnisse auf diejenige Potenz 
erhebt, welche deren Anzahl angiebt.

Der Erponent von 72 : 8 oder y ist also das 
Quadrat des Exponenten z des Verhältnisses 12:4; 
der Exponent von 648 : 24 oder 27 ist der Cubuö deö 
Exponenten z eben dieses Verhältnisses u. s. w.

§. Z09. Erklärung,

Die Gleichheit zweier Verhältnisse er : ü, c : c? 
oder 6 : z und 18 : 9 nennt man eine Proportion 
und bezeichnet sie dadurch, daß man zwischen beide 
Verhältnisse das Gleichheitszeichen setzt, wie cr: ü --- 
« : cö; 6 : z — 18 : 9. Zu einer Proportion gehören also 
vier Glieder, welche prop ortisurr te Größen heißen, 
und (§. Zoo) so beschaffen sind, daß die erste Größe 
eben so viele Theile der zweiten enthält als die dritte 
Theile der vierten hat. Hat also die erste Größe 
Theile der zweiten, so wird auch die dritte <7 «Theile 
der vierten enthalten. Man kann daher durch : cr 
— : si jede Proportion dqrstellen, wo <7 jede ganze
gebrochene oder irrationale Zahl bedeuten kaun.

Die vier Glieder einer Proportion brauchen nicht 
alle gleichartig zu seyn, wen» nur jede zwei Glieder, 
welche ein Verhältniß bilden, gleichartig sind. So sind
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die Verhattilisse 20 Morgen : 4 Morgen und roos rthl. 

: 2vo rthl. einander gleich und bilden also eine Pro
portion.

Vo» den Gliedern einer Proportion nennt man 
das erste und dritte ihre Vordcrglieder, das zweite 
und vierte aber ihre Hinrerglieder. Beide Vorder- 
glieder, so wie beide Hinterglieder heißen auch gleich- 
nahmige Glieder. Auch nennt man das erste und 
vierte Glied die äußeren Glieder, das zweite und 
dritte aber die mittlere» Glieder.

§. zio. Erklärung.

Eine Proportion heißt eine zusammenhän
gende oder stetige, wenn deren mittlere Glieder ein
ander 'gleich sind, wie er : ü 4 : 12 ----
^2: g6. Jedes der mittlern Wieder ü heißt die mitt
lere Propo rtioualgröße zwischen den beiden äus
seren er, c; und das letzte Glied 6 heißt die dritte 
Proportioualgröße zu den beiden ersten er, b.

zu. Lehrsatz.
Wenn alle vier Glieder einer Proportion 

<r§ : « L-? -. L, 24 : 8 6 : 2 gleichartig
oder abstracte Zahlen sind, so kann in an die 
mittleren Glieder verwechseln und dafür 
setzen ere/ : --- cr : L; 24 : 6 — 8 : 2.

Beweis. Die beiden Glieder er<? : entstehen 
aus den Gliedern des Verhältnißes er : wenn man 
sie mit g multiplicirt. Es ist also (§. gor) er^ : b? 

er : b.
§. zi2. Lehrsatz.

Werden die beiden Glieder eines Verr
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haltnisseS irgend einer Proportion : « 
— : b; 24 : 8 — 6 : 2 als abstrakte Zah
len betrachtet, so ist das Product der äuße
ren Glieder dem Producte der mittleren 
gleich- Es ist nehmlich ag x L --- dg x a 
24 x 2 — 8 x 6.

Beweis. Das Produkt der äußeren Glieder ist 
X 6 ---- und hat zu seinen Faktoren das 

zweite Glied, den Erponenten und das vierte 
Glied. Das Produkt der mittleren Glieder a x Ly 
-- hat dieselben Faktoren. Beide Producte müs
sen also einander gleich seyn.

Ziz. Zusatz.

In einer stetigen Proportion, deren Glieder ab
strakte Zahlen sind/ wie a: b — b : c, 4 : 12 --- 
12 : zS ist daher das Product der äußeren Glieder dem 
Quadrate des mittlern gleich, also ae — ö-, 4 x zü 

---- 12 . I- --- P2

H. 314. Aufgabe.
Au drei gegebenen Zahlen er, b, 0 (24, 6, 

g) die vierte Proportionalzahl zu finden.
Auflösung. Man multiplicire die zweite und 

dritte der gegebenen Zahlen in einander und dividire 
deren Product be, 6.8 durch das erste Glied, so 

Wird dieser Quotient die gesuchte Zahl seyn.

Beweis, Bezeichnen wir die gesuchte Zahl durch 
daß nehmlich er : b — c : so ist (§. Zl2^ 

gb, c, also x
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§- ;i5- Zusatz.
Au zweien Aahlen cr, ö findet man die dritte Pro- 

portionalzahl, wenn man das Quadrat der zweiten 
durch die erste dividirt. Denn aus a : b --- b : * 

folgt (§. 314) x —

§. 3'6. Ansatz.

Zu zweien Aahlen a, d findet man die mittlere 
Propvrtionalzahl x,, wen» man aus dem Products 
« . b dieser Zahlen die Quadratwurzel zieht. Denn 
aus a : X X : b folgt (§.313) x» — a . L, als? 
X ---

8. 317. Lehrsatz.
Wenn Zwei Producte, deren jedes aus 

zwei Factoren besteht, einander gleich sind, 
nehmlich a X cl — L X c, 24 X z 8 X 9, 
so laßt sich aus ihnen eine Proportion bil
den, indem man die Factoren des einen 
Products zu äußeren, und die Factoren des 
andern Products zu mittleren Gliedern 

. nimmt» Es ist nehmlich arK — e: al, 24 : z 

---9:3.

Beweis. Da n X — b X 0, so ist

aber (8.299)

der Erponent des Verhältnisses n : b und der Er- 

ponent des Verhältnisses e; ci, folglich ist (§-Zoo) 
cr : b --- c r ck.



188

§. Zi8. Zusatz.
Wenn daher das Product zweier Factoren dem 

Quadrate einer Zahl gleich ist, nehmlich a x c? k>-, 
12 x Z — 6 » 6^ sg diese Zahl die mittlere Pro- 
portionalzahl zwischen den Factoren jenes Products., 
ES ist nehmlich cr : h — L : cr; 12 : 6 -- 6 : z.

§. Zly. Zusatz.
In jeder Proportion cr : d ---- c : cö, 24 : 6 

— 8:2, lassen sich hie Glieder um kehren und die 
Proportion b : cr — ci : 6, 6: 24 — 2:8 wird 
noch immer statt finden, weil auch in dieser umgekehr
ten Proportion das Product der äußeren Glieder dem 
der mittleren gleich ist (Z. 317).

320. Lehrsatz.

In jeder Proportion er : b c:c?, 24 i 6 
---8:2, deren Glieder gleichartig oder ab- 
stracke Zahlen sind, verhält sich

l) die Summe der beiden Vorderglieder 
zur Summe der beiden Hin terglieder wie 
ein Vorderglied zu seinem Hintergliede, 
nehmlich
cr-s-c:ö-s-cr---a:6; 24 -ss- 8 : 6 -s- 2 24 : 6,

2) verhalt sich die Differenz des ersten 
und dritten Gliedes zur Differenz des zwei, 
lcn uud vierten Gliedes, wie daserste Glied 
zum zweiten, nehmlich:

6 — — c? --- cr : ö; 24 — 8 : 6 — 2

— 24 : 6.
Beweis. Der gemeinschaftliche Erponent der 

Verhältnisse in der gegebenen-Proportion sey so ist q 
und e ---- kic/ (§.294)

- - - " '' ' 'I V -



Äre Proportionen 
a -j- c : b -f- c? rr : b 

a— 
verwandeln sich also in

-s- : L -s- c? — l)</ : l,
b</ — äc/ r ü — --- : ü

in deren jeder das Vorderglied gleich viel, nehmlich ql 
Theile seines HintergliedeS hat.

§. Z2i. Zusatz.

Aus a c : b -s< --- rr : l> z
24 -j- 8 : 6 L --- 24 : 6 

nnd ^—erb-— Ä rr : b;
24 — 8 : ü — 2 — 24 : 6 

folgt (§. ZVZ)
— 0 : ü — r?;

, 24 -s- 8 : 6 -s- 2 -- 24 — 8 : 6 — 2;
In jeder Proportion vier gleichartiger 

Größen verhalt sich die Summe beider Vvr- 
derglieder zur Summe beider Hinterglicder, 
wie die Differenz der beiden Vorderglieder 
zur Differenz beider Hinterglieder.

§. ZL2. Lehrsatz»

In jeder Proportion a : ü c: Ä, 24 :6 
--- 8 : 2 verhalt sich

i) die Summe des ersten und zweiten 
Gliedes zum zweiten, wie diesSumme des 
dritten und vierten Gliedes zum vierten^ 
nehmlich " -j- L : L 0 -s- r/ : «/; 24 -f- 6 : 6 
---- 8 -s' 2 : 2.

2) die Differenz des ersten nnd zweiten
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Gliedes verhält sich zum zweiten, wie die 
Differenz des dritten und vierten Gliede» 
zumvierten, nehmlich« — ö : ö — c — rt : c/ ; 
24 — 6 : 6 — 8 — 2 : 2.

Beweis. Es sey 9 der Erponent der Verhält
nisse in der gegebenen Proportion, so ist a --- L9 und 
L — ^9 (§. 299).

Die Proportionen

«nd » — L:b---L — 
verwandeln sich also in

-s- b : b ---
und — ö - b — ^9 —

oder b (9-s-i) : b — (9-s-r) : ct
und b (9 — I) : b — (9 — ») : rr»
In beiden Proportionen haben die sie bildenden 

Verhältnisse gleiche Exponenten, nehmlich in der ersten 
9 -s- i und in der andern 9 — 1; und die Richtig
keit dieser Proportionen folgt also aus (§. zoo U.Z69).

§. Z2Z. Lehrsatz.

An jeder Proportion rr: b — c: 24 : 6
«--8-2 verhalt stch

i) die Summe des ersten und zweiten 
Gliedes zum ersten Gliede wie die Summe 
des dritten und vierten Gliedes zum drit
ten, nehmlich:

a -s- b : a --- 0 -s- ä : c; 24 -s- 6 : 24 
— 8 -j- 2 : 8.

2) Die Differenz des ersten und zweiten 
Gliedes verhält sich zum ersten Gliede wie 



die Differenz des dritten und vierten Glie
des zum dritten, nehmlich:

a — L : a e — a! : c; 24 — 6 : 24 
— 8 — 2:8.

Beweis. Es sey 9 der Exponent der Verhält
nisse der gegebenen Proportion, so ist (H. 299) d — 
d I77 — a und ct ------ c;

Und die Proportionen
er -s» ü : e -s. ei! j L
ct — ü : a -s.c — : e:

verwandeln sich in
'^a-^^ä:a--:^o-j-o:c oder

in deren jeder das Vorderglied gleich viele Theile sei, 
des Hintergliedes hat.

§. ;-4. Lehrsatz.
Wenn man die Glieder zweier oder meh, 

rerer Proportionen nach der Ordnung in 
einander multiplicirt, so werden die hier, 
aus entstehenden Produkte in eben der Ord, 
nung prvportionirt seyn.

Verhalt sich nehmlich
a : ö --- L ; 2 : 6 — 4 : is
«:/—5:10 — 9:18

r m : n z ; 4 --- 6 : 8
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so ist auch

aeL : L// — cF/n: Mn ; 2 . z . z : 6 . ro . 4
— 4 - 9 - 6 : 12 . 18 . 8 

oder 30 : 240 — 216 : 1728.
B e w e i s. Die Exponenten der Verhältnisse er: 6, 

< seyen nach der Ordnung x; so ist
(Z. 306) der Erponent des zusanunen gesetzten Verhält
nisses ereL: L// dem Prvducte /)e^r der Exponenten 
gleich; und eben diesen Erponcntcu muß auch das 
zusammen gesetzte Verhältniß : M/r haben; folg
lich ist (Z. ZVD)

cre/b: 6/^ — c^??r : M/r.

§. Z25. Zusatz.

Sind daher vier Zahlen in Proportion 
«ehrülich: er: L — c : 24 : 6 — 8 : 2, so
wird auch eine Proportion bleiben, wenn 
man jedes Glied derselben in die zweite, 
dritte rc. Potenz erhebt. Denn aus, 

er : b v : ; 24 : 6 --- 8 : 2
folgt, wenn man jedes Glied derselben durch das gleich- 
nähmige der Proportion

<r : ü e. : c/; 24 : 6 — 8 : 2 mnltiplicirt, 
a- : 6- — c- : er-; 24- : 6- ---- 8- : 2- (§. Z24).

Eben so wird der Beweis von der drillen, vierten 
And jeder Potenz der Glieder einer Proportion geführt.

§. Z26. Lehrsatz.
Sind vier Zahlen in Proportion, nehm

lich er : b — c : cö; 24 : 6 8 : 2, so stehen
auÄ) die gleichnahmigen Wurzeln dieser 
Größer, in eben der Ordnung in Proportion, 

«ehmljch:
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^24:^6---^ 8 : v^2Z

cr r V o — V 0 : V 
2,. ;

v 24 : v 6 --- v 3 : ^2;
u. s. w.

Bew eis. Wäre nicht i/"cr: c:
so sey eins dieser Verhältnisse größer als das andere, ' 
etwa er : c : Folglich ist (§.320)

und daher, wenn man beide Größen inS

Quadrat erhebt, > ^-. Nun ist (§. 320) der

Erponent des Verhältnisses a : L, und der des 

Verhältnisses c : also wäre a : L )> 0 : ct, wel
ches gegen die Voraussetzung ist. Folglich ist 

er : c : al.
Eben so wird der Beweis von jeder andern Wur

zel der Glieder einer Proportion geführt.

H. Z27. Lehrsatz.
Wenn ein äußeres und ein mittleres 

Glied einer Proportion einem äußern nnd 
einem mittlern Gliede einer andern Pro
portion gleich ist, so bilden die beiden übri
gen Glieder der ersten mit den beiden Glie
dern der andern in der hingeschriebene» Ords 
«unng eine Proportion. Ist nehmlich:

er r b c : cl; g : 6 — 5 : 10
F : L : tr; 12 : 6 — 20 : 12

so ist auch K : e --- L Z ; 5 -« L8 : 8V.

' N
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Beweis. Verwechselt man i» beide« Proportio
nen die mittleren Glieder (§. Zu), so ist 
cr r c — l> : cö; Z : Z — 6 : lo

ü : ei; 12 : 20 6 : ro; folglich (Z.zoz)

Z : 5 — rr : 2v.

§. Z28. Lehrsatz.
Wenn die beiden äußeren Glieder einer 

Proportion den beiden äußeren Gliedern 
der andern, oder die beiden mittleren Glie
der einer Proportion den beiden mittleren 
der andern, oder auch die beiden äußeren 
Glieder der einen Proportion den beiden 
mittleren der andern gleich sind, so läßt 
sich eine Prvportion bilden, indem man die 
beiden übrigen Glieder der einen Propor
tion zu äußeren, und die beiden übrigen 
Glieder der andern Proportion zu mittleren 
Gliedern nimmt. Ist nehmlich:

a : b c : cl Z : 6 — 5 : 10
und /: » — cr ; § s : z --- IO ; 15

so ist auchb : / — § : v ü : 2 — 15 : 5.
Beweis. Da (tz.Zia) Lc aer; 6.5--- 

A. 10 und auch ercl, 2 . 15 z . Iv, ss 
ist auch k>c --- /F, 6 . 5 — 2 . 15; folglich (tz.Zl7)

ö : c; 6 : 2 -L- 15 - z.

§. Z29. Lehrsatz.

Wenn das vierte Glied einer Propor- 
tin dem dritten Gliede einer andern g leich 
ist, so verhält sich das Produkt beider ersten 
Glieder zum Products beider zweiten Glie-
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der wie das dritte Glied der ersten Propor
tion zum vierten Gliede der zweiten. Ist 
nehmlich

<r ; L --- c : ä; z : 6 — 5 : !v 
tmd /: K- ---- ü! : /r; 4 : 8 — ro : 20

so ist auch --- c : /r z . 4 : ü . 8 5 : so.
Beweis. Da (§. 324)
—z . 4:6.8 — 5 , »o: 20. lc> 

und (§. zor)
: ol/t --- 0 : ä; 5 . ro : so . ^0 : 20

so ist auch (§.- 30z)
«/: -- e : z . 4 : 6 . 8 — 5 : 20.

S-330. Zusatz.
Wenn daher mehrere Proportionen so beschaffen 

find, daß das vierte Glied einer jeden dem dritten 
Gliede der nächstfolgenden gleich ist, so verhalt sich 
das Product aller ersten Glieder zum Produkte aller
zweiten wie das dritte Glied der ersten Proportion zum 
vierten Gliede der letzten. Ist nehmlich

K : ü — m : n

L — </ : 
so ist auch — ?,r

3 : 6^-5: to
2:4— ro: 20
5 : 7 -- 22 : 28
6 : y — 28 : 42
3^-5.6:6.4.7.y

§. zzl. Zusatz.
In jeder stetigen Proportion n : ö --- ö r 4 - 6 

-r- 6 t y verhält sich daS erste Glied zum dritte», wie 
das Quadrat des ersten zum Quadrat des zweite» Glie
des, nehmlich
" : e : 6-; 4 . - 4- ; 6»

9t 2



Dem, multiplicirt man die Proportion 
a: L — b : c; 4 : 6 — 6 : y

durch k> : 0 — b : c; 6 : y 6 : y; so ist
s§. z2y)^H — : 0^; 4 : 9 --- 6? .

Nun ist anch (§.Z2Z)
ct- : d- — : c»; 4- : 6- — 6-: 9^

folglich ist (tz. ZvZ)
er : e — «2 . 4:9 — 4^; 6^.

§. ZZ2. Lehrsatz.
Sind mehrere Verhältnisse einander 

gleich, nehmlich a : b — « ; — « : /
§ : ^r, so verhalt sich die Summe aller Vor- 
derglieder zur Summe aller Hinterglieder 
wie ein Vorderglied zu seinem Hintergliede, 
nehmlich

a —s- 6 6 -s- t ö —s- c^ —s- -f- /r rr t ü
— c: : c/ rc.

Beweis. Da er : ü --- c : rk, so ist (§. Z20) 
a -s- c : b -s- ci c : cl; aber c : ci --- L : / 

folglich ist (Z. zoz)
also (§.Z2O) 

folglich a -s- c

F l qL rc-

§. zzz. Lehrsatz.
Wenn Zwei Größen a ungleich find, 

so ist immer ein Vielfaches der kleinern a 
möglich, welches größer als die größeres ist.

Beweis. Erster Fall. Wem, die größere der 
beide» Größen ein Vielfaches der kleinern ist, wenn
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z. B. 6D k'iZ. IZ8 das mfache (etwa das Tausend
fache) von ist, so ist klar, daß wenn die kleinere 
Größe ml mahl (ivoi mahl) an einander gesetzt 
wiro, eine Größe erzeugt werden muß, welche 
größer als OO ist, indem der Theil derselben 

schon der gleich ist.
Zweiter Falf. Die größere cä der beiden ge

gebenen Größen ttb, I^i^. IZ9 sey kein Vielfaches 
der kleinern ab; so muß doch die kleinere eine gewisse 
Anzahl mmahl (etwa iooo mahl) in der größer« von 
« bis enthalten seyn und eine» Theil übrig las
sen, welcher kleiner als erb ist, so daß > »r . ab 
(7> rvOv . ab) und cck<((/7r -s-.l) . ab, «(roor -ab). 
Setzt mau also die kleinere Größe ab 7^ ') '""bl 
(lOvr mahl) an emauder, so muß ein? Größe ent

stehen, welche größer als cc- ist.
§. ZZ4 Lehrsatz.

Wenn zwei Größen w kiZ. iz8 un
gleich sind, so ist immer ein gewisser genau 
messender Theil der größer» OO möglich, 

-»welches kleiner als die kleinere der ge? 
gebenen Größen ist, so klein auch seyn 

mag.
, Beweis, Man suche (§. zzz ) ein Vielfaches 

von welches größer als ist. Dies sey 
das r fache, so daß OD. Nehmen wir
«un von beiden Seiten den ^ten Theil, so Ist (Grund

satz 15) oder Folglich ist

der ^te Theil der OD kleiner als
§- 335« Lehrsatz.

Wird von einer Größe >40 die
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Hälfte LZ> genommeit; von dieser Halste 
wiederum die Hälfte von dieser Halste 

wiederum die Hälfte lZZ) und so fort, 
so muß man nach einer bestimmten Anzahl 
von Halbirungen auf einen Theil ZZZ> kom
men, welcher kleiner als irgend eine gege
bene der OO gleichartige Größe ist, so 
klein auch diese letztere seyn mag.

Beweis. Es sey die Zahl, welche (§. ZZ4) 
den Theil der OZ> bestimmt,- welcher kleiner als 
ist, nehmlich 5^ <

Nimmt man nun die angezeigte Halbirung an der 
Größe GZ) r mahl vor, so wird diese in -s-i un
gleiche Theile zerlegt werden, von denen jeder kleiner 
als sein nächstvorhergehender, und also kleiner als jeder 
der vorhergehenden ist; nehmlich Z^L < OL, 6^ < 

u. s. w. Der letzte Tbeil Z)ZZ ist also kleiner.

E also um so mehr kleiner als Nun war

—folglich ist (Grunds. 6) DZZ < //S.

Nach /- Halbirungen wird also gewiß ein Theil 
V/Z erhalten, welcher kleiner als ist.

ZZ6. Zusatz.
Nimmt man also von einer Größe mehr als die 

Hälfte, von, Reste wiederum mehr als die Hälfte, 
vorn zweiten Neste wiederum mehr als die Hälfte hin
weg und so fort, so muß gewiß zuletzt ein Rest bleie 
bcn, welcher kl- ^ner als irgend eine gegebene noch sy 
kleine gleichartige Größe ist.

/
-



Zweites Kapitel.
Von den Verhältnissen und Proportionen gerader 

Linie« und der Ähnlichkeit geradlinigtec 
Figuren.

§- ZZ7. Lehrsatz.

2benn man auf eine gerade Linie ir'ig. 

141 beliebig gleiche Theile SO, 077, 7)L, 
LT-' tragt, und durch die Theilpunkte L, (7, 
7), L- 7^ parallele Linien L/7, 07, 77L, L7>, 
7^17 ziehet, bis sie eine durch den Punkt ^7 
unter einem beliebigen Winkel mit ge
legte Linie /7?e treffen, so wird der Theil 

dieser letzter» Linie i» den Punkten 77, 
7, L, 7, M in eben so viele einander gleiche 
Theile getheilt seyn, als die Linie >77^ in 
hen Puncten L, 0, 7), L, 7^ getheilt ist.

Beweis. Durch die Punkte 77, 7, 7.
ziehe man (Z. uz) der ^77^ die Parallelen 77c, 7ci, 
Le, 7>/: so sind (§. 140) Lc, 07, 7-e, F/ Parallele-
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geamme und es Ist (H« 141) So -- SO; Ick 0/); 
Se --- SS; s/ — SS. Da aber SS SO --- 
os -- SS — SS: so ist auch SS --- Sc -- 
Ick — Sc --- L/.

In den Dreiecken SS/I, I/cl ist SS — Ilc, 
/ sss---- cH7 als innerer und äußerer an einer
lei Seite liegender Winkel (§. 125.Il!) und SSS 
--- SIc: folglich ist (H. 84) S/I SS

Auf eben die Art wird bewiesen, daß die Dreiecke 
SIc, Hck, SLc, SS/ einander congruent sind, und 
daß also SS ----- SI ----- 7L — LS --- SS.

§. zz8. Aufgabe.

Eine gegebene begranzte gerade Linie 
SS I'iZ. 141 in eine beliebige Anzahl (etwa 5) 
gleicher Theile';» theilen.

Auflösung und Beweis. An SS lege man 
in S eine unbegränzte gerade Linie SO unter einem 
beliebigen Winkel an; trage darauf einen nach Belieben 
angenommenen Theil SS so oft, als die Anzahl der 
Theile angiebt, in welche SM zerlegt werden soll; ver
binde den letzten Theilpunkt S mit dem Endpunkte S 
der eiuzutheilenden Linie SS durch eine gerade Linie, 
und ziehe durch die Theilpunkte S, 0, O, 8, der 
Linie SS die Parallelen SH, 01, Ss, SS, so ' 
wird (§. ZZ7) SS in den Punkten II, I, S, S in 
5 gleiche Theile zerlegt seyn.

ZZ9- Aufgabe.
Es sind zwei gerade Linien erb, cck 142 

gegeben; man soll das gemeinschaftliche 
Ma-uß derselben, und das Verhältniß der 
einen Linie zur andern finden.
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Auflösung und Beweis, Man trage die 

kleinere eck so oft es angehet auf die größere. Hier 
wird sich finden, daß sie drejmahl in derselben von a 
bis e enthalten ist und den Rest eh laßt, so daß 

ah Z -s- eb.
Man trage nun den Rest eh auf cc?; dieser ist 

darin viermahl enthalten und läßt den Rest /Ä, so daß 

eck 46b -s^/cZ.
Man trage ferner diesen zweiten Rest auf eh/ 

und da er darin einmahl enthalten ist und den Rest Zh 
läßt, so wird man haben

eh --- M -s- ^b.
Wird endlich §h auf M getragen, so findet sie 

sich darin genau dreimahl enthalten, so daß
/cl -- z Z-h.

Gehet man von diesem Werthe auf die übrigen 

zurück, so findet man
/ck — z§h; eb — 4§h;
eck --- ah — 6l^h;

woraus sich ergicbt, daß der letzte Nest §5 das ge- 
meinschaftliche Maaß der beiden Linien ah, eck, daß 
er in der ersten 6unahl, und in der zweiten i9mahl 
enthalten ist, und daß sich folglich ah zu eck wie 6r 
zu 19 verhält (H. Zor).

Durch dieses Verfahren wird man immer zum 
größten gemeinschaftlichen Maaße gelangen, wenn die 
beiden gegebenen Linien kommensurabel sind. Sind 
sie aber incommensurabel, und haben also gar 
kein gemeinschaftliches Maaß, so kann man mit Hülfe 
der Instrumente sich diesem Verhältnisse so weit nähern 
als cö deren Vollkommenheit zuläßt; mit dem Ver
stände aber kann die Annäherung so weit getrieben
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Werden,, daß der Unterschied des wahren Verhältnisses 
von dem gefundenen so klein werde als man nur im- 
yier will. Will man z. V. daS Verhältniß beider Li
nien bis auf ein Milliontheil richtig haben, so braucht 
man nur (§. zz8) in eine Million gleiche Theile zu 
theilen, und einen solchen Theil aus «L zu ttagen.

§. Z40, L«hrsatz.>.
Parallelogramme 1^.14;

von gleicher Höhe ib, o/, verhalten sich wie 
ihre Grundlinien LF'.

Bewess. Die Grundlinien L/«' sind ent
weder commensurabel oder incvmiuensurabel.

Erster Fall«. Sind sie commensurabel, so suche 
man (§ zzyi ihr gemeinschaftliches Maaß — L/, 
und trage es sowohl auf als auf Gesetzt 
es läßt sich auf m mahl (5 mahl) und auf 
?r mahl (Z mahl) tragen, so ist

i) ^^8 : --- m : n . m ; /r
(--- 5 : Z) . (§-302).

Man ziehe dann durch alle Theilpunkte wie k, 
rc- der Seitenlinie und parallele Linien, 

so wird (§. 156) das Parallelogramm in eben 
so viele.einander gleiche Parallelogramme wie 
zerlegt seyn als die Grundlinie Theile hat. Denn 
alle diele Parallelogramme haben gleiche Grundlinien 
Wd dieselbe Höhe. Es ist demnach

---mx . Z x
Nus gleichem Grunde ist

AF'S// ----nx L/Z-// ---nx ^üc-D 
z X ^löcD.

Mich lst^ V
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2), : LLS// --mx : n x ^LM-

— m : n — 5 : z.
Wird diese Proportion mit der obigen (i) zusam- 

mengehaltcn, so ist (§. Zog)
M

Zweiter Fall. Sind LL k'i^.l^ incom- 
mensurabel, so kamt doch das Verhältniß der Paralle
logramme ^LtiV, weder größer "noch kleiner,
qls das ihrer Grundlinien LL' seyn»,

Denn wäre es möglich , daß

wo M großer als L'List, so theile man (§.gg4 U.ZZ8) 
in eine Anzahl so kleiner gleicher Theile, daß 

jeder Theil kleiner als LL werde und trage einen sol
chen Theil von L gegen zu: so muß nothwendig 
ein Theilpunkt / zwischen L' und L fallen. Fuhrt 
man durch diesen Punkt der LLk die Parallele A, 
wodur-ch daö Parallelogramm LAU entstehet, so ist, 
weil ^lü, LL nach der Consiructivn commensurabel 
sind/,

: KAI/ — (ir Fall).
Vergleicht man diese Proportion mit der angenommene^ 

: L/ c/// — /LL :
so folgt (§ 327)

LLS7L : LA/L — H: 7/.
Nun ist LL )> L/, folglich müßte auch (§. Zoo) 
L/'O// )> sty,i welches unmöglich ist.

Wäre eö möglich, daß
/kLOL» : LLl?// -- : LL'

wo LL' LL, so könnte man eben so in sy 
kleine T eile theilen, daß ein Lhcilpunkt /' zwischen 
L Nttd fallen müßte; und führt uran durch/' der
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M die Parallele so erhalt man für die Paralle
logramme ^SOS>, deren Grundlinien ^lS,
S/' kommensurabel sind (ir Fall)

--- ^lS :
Nun ist angenommen

^sos : LSO/Z -- ^s ; LL'
folglich ist

SSO/S : S/'/// — SL' : Sf'.
Da aber SL' S/, so müßte auch SSO// 

< S/"§'// seyn, welches unmöglich ist.
Da also das Verhältniß der Parallelogramme 

I/lSOZ) und S/O// weder größer noch kleiner als 
das von ^/s zu LS seyn kann, so ist

^SO/) r LSS/Z ^S : LS.
§. Z;r. Lehrsatz.

Dreiecke ^/SO, SO/Z ^§.14500» glei
chen Höhen SZ verhalten sich wie ihre 
Grundlinien SO, S//.

Beweis. Durch 6 und ziehe man der ^S 
und SO die Parallelen OK, ^S; desgleichen dürch 
As und S der SS und S// die Parallelen //^, >
so ist (§. 141) ^LO -- z ^/SOS und --- 
z folglich

-- -I- r Z W//L
--- : ^6//Ls (§. zol).

Nun ist (§. 340)
SO : O// -- ^SO§ : S6//L 

folglich ist (Z. ZvZ) ^6 : SS// --- so ; O//.

§. 342- Lehrsatz.
Parallelogramme ^lSO/>, LSS/s kig. 146 
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von gleichen Grundlinien, ^Z), o/z verhak 
ten sich wie ihre Höhen.

Beweis. Aus 6 und Z> falle man auf die 
Perpendickel 6/, DL, und aus ZZ auf LZ' die 
Perpendickel 6L, ZZ^Z: so Ist (§. 154) das Äechtcck 

/LOS — dem Parallelogramm und Z6ZZÄ
ZZ'LZ/Z, folglich Ist

^Loz> : LZ'S/Z zxw : ZSZZM
In den beiden Rechtecken ZLOZ), ZSZZilZ kann 

man OZ, (ZZ -als die Grundlinien und OZ) (,-// 
als die Höhen betrachten, folglich ist (§. zqo)

ZLOZ> : ZlZ/ZZU — OZ: 6-L.
Diese Proportion mit der vorhergehenden vergli

chen, giebt (tz. zog)
^LOZ) : LZ^/Z — <7Z: bL.

8. 343' Zusatz.
Durch eine ähnliche Constrnction wie im §. 

läßt sich darthun, daß sich Dreiecke von gleichen Grund
linien wie ihre Höhen verhalten.

§« 344- Lehrsatz.
Parallelogramme NZVZZ I?i§. 127 

von verschiedenen Grundlinien und verschieb 
denen Höhen sind im zusammmen gesetzten 
Verhältnisse ihrer Grundlinien und Höhen. 
Das heißt, wenn man die beiden Gmindli. 
»ien nach ihrem gemeinschaftlichen Maaße 
Mißt, und also ihr Verhältniß in abstrakten 
Zahlen ausdrückt, und eben so das Verhält- 
niß der Höhen durch abstrakte Zahlen au-- 
giebt., so werden sich die Parallelogramme
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'verhalte», wie das Produkt der. Vordergli d- 
der jener beiden Verhältnisse zum Produkte 
ihrer Hinterglieder. Es ist nehmlich

^707) - 70677 : <?/^)
^07 . 776/7 —

07 . 76 : <7/7 . 7M.
Beweis. Von M7 schneide man einen Theil 

MTV 7L ab und ziehe durch 7V der 677 die Pa
rallele 07: so entstehet ein Parallelogramm 07'077, 
welches mit >7707) gleiche Höhe hat, und es ist 
demnach (§. Z40)

^SOO : 075777 — 07) : 677
Eben so hat. das Parallelogramm 07077 mit 

L'7077 einerlei Grundlinie und es ist demnach (§.442) 
07077 : 77677 — MTV: 7M — 7X: /.)/.

Wird auS diesen beiden Proportionen eine zusmü- 

men gesetzt, so ist (Z. Z29)
^707 : 77677 (07 : 677) -7 (77 ; LM)

07 x 77 : 677 x 7M.

Anmerkung. Nur in dem angeführten Sinne, daß 
nehmlich die Glieder des Verhältnisses der Grundlinie» 
und der Höhen als abstracto Zahlen angesehen werden, 
kann man sagen, daß Parallelogramme sich eben 
so verhalten wie die Producte aus ihren 
Grundlinien in die ihnen zugehörigen Höhen. 
In jedem andern Sinne würde dieser Ausdruck eine Un
gereimtheit enthalten, indem bei jeder Multiplikation 
der Multiplikator eine abstrakte Zahl seyn muß, und 
daher keine zwei Linien in einander multiplicirt werden 
kinnk».

§- 345- Zusatz.
Jede zwei Quadrate ML77), abecr 7iz. 79 sind
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also im zweifachen oder quadratischen Verhältniß ihrer 
Seiten. Denn eS ist (Z. Z44) : »Keck ---
(^6 : erb) -s- (>//) : crck) — (^6 : ; r,L)

2 . (-^6 : erb) — : aö^.

Anmerkung. Das zweifache Verhältniß zweier Linien, 
^2, sb in abstrakten Zahlen, werden wir immer durch 
2 (^2 : sb) »der ^2- : ->l>2 andcuten. Dahingegen 
^2-1 - «b-i das Verhältniß der Quadrate von ^2, »b 
bezeichnen soll. Es ist also ^2g : sb^ — ; -ib-.

Z46. Zusatz.

Auch Dreiecke, als Hälften der Parallelogramme 
sind im zusammen gesetzten Verhältniß ihrer Grundli
nien und Höhen.

§. Z47. Lehrsatz.

Wenn in einem Dreiecke ^60 14^
eine Linie irgend einer Seite, 60 des
selben parallel geführt wird, so werden 
die beiden andern Seiten dieses Dreiecks in 
den Punkten D und L proportional ge
schnitten. ES verhalt sich nehmlich 

: DL -- : LO.
Beweis. Man ziehe LA und DO, so sind die 

Dreiecke LLD, OLD, welche auf einerlei Grundlinie 
DL und zwischen einerlei Parallelen DL, 60 siehen> 
einander gleich (§.158) und es ist also (Z. zoo) 

: LLD — ^/LD : OLD.
Nun haben die Dreiecke, S/M, welche

>m Punkte 0 zusamtnenlaufen, einerlei Höhe, und es 
ist also (L. Z4l)

: LLO --- : DL.
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Aus gleichem Grunde ist
^OSS: OLS — ; SO,

folglich ist (§-zoz) '
>/S : SS — ^S : SO.

5- 348. Zusatz.

Aus dieser Proportion folgt auch
— SS: SO (H. Zu)

ferner ^S SS: -s- SO — ^lS : olL (§. Z-20)
oder ^S: ^0 — ^/S: >/S.

Auch ^lS -. ^lO — ^S — ^/S : ^lO — ^S 
SS : SO (tz. Z2v).

§. Z4Y. Zusatz.

Jede zwei Linie» ^S, OS Si§. 149 werden von 
drei Parallelen ^0, SS, SS proportional geschnit
ten, so dasi OS: SS : SS. Denn zieht 
man durch O der ^lS die Parallele 0'//, so ist (§.141) 
v/S — OO und SS — 0/S Nun ist im Dreiecke 
OSS(K.Z47)

OO 0/0 OS : SS. Folglich ist auch
: SS — OS: /'S.

Aus dieser Proportion folgen auch alle in §. 348 
angeführte Abänderungen.

S- zzo. Lehrsatz.,

Wenn die beiden Seiten ^lS, ^lO eineS 
Dreiecks ^SO SiZ. 148 von einer Linie SS, 
so geschnitten werden, daß ^S : SS -- 
SS: SO, so ist SS der dritten Seite SO 

parallel.
Beweis. Matz ziehe SS, S0> so ist (§.541)
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Rad : LO — ^SL : /X SSO.

Da aber nach der Voraussetzung 
^s ; SS : Li7, 

so ist auch (tz. Zoz)
^/SL : SLS ^SL : SM»

folglich ist (Z. zoy)
sss — SSO.

Da nun diese beiden gleichen Dreiecke auf einerlei 
Grundlinie SS stehen, so müssen, sie auch (§. r6L) 
zwischen einerlei Parallelen liegen, folglich ist SS der 
SS parallel.

§. gzi, Lehrsatz.
Wenn ein Winkel s eines Dreiecks 

lstib- 150 von einer geraden Linie ^ckS halbird 
wird, so schneidet diese hinlänglich verlän
gert, die gegenüber stehende Seitens den 
beiden einschließelfden Seiten ^S, ^lO psio- 
portional, so daß SS,: SS

Beweis. Man ziehe (§. uz) durch 0 der 
die Linie OL' parallel und verlängere sie bis sie die 
verlängerte S^ in L schneidet (H. 127), so ist, da die 
Parallelen ^lS, LO pon geschnitten werden 
(Z. 125 II), >/OL OSS SSS. Nun ist, 
weil eben diese Parallelen von SS geschnitten werden 
(§. 125 III), ^LO -- folglich ist (Grunds.4) 

mithin (S-M ^0
Da nun, weil im Dreiecke die Linie AL) 

her 6L parallel geführt ist (H. 547)

so ist auch
: SO

S.
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§« 352. Lehrsatz.
Wenn irgend eine Seite Z^O eines Drei

ecks im Punkte Z> den beiden
übrigen Seiten >Z(7 proportional ge
schnitten wird, so daß M : Z)O : ^6 
so wird die von diesem Punkte nach dem 
Scheitel des gegenüber stehenden Winkels 

geführte gerade Linie ^ZZ) diesen Win
kel halbiren.

Beweis. Man ziehe, wie im vorhergehenden 
Satze die der ^/Z> parallel, so ist (H. Z47)

L/) : Z)(7 —
Nun ist angenommen SZ> : DO — : ^<7;
folglich ist >ZL — also (§ 55)
Nun ist (§. 125 Ili) Z?^Z) — — ^(7L; und
auch (§. 125 1l) Z)^Z<7 — ^Z<7L; folglich ist 
— D^ZO; mithin von halbirt.

§- 353» Erklärung.

Geradlinigste Figuren ^ZZllTOL, cr^Z« ^18. 158 
heißen ähnliche Figuren, wenn sie bei gleich vielen 
Seire» so beschaffen sind, daß ihre in der Ordnung auf 
einander folgende Winkel einzeln genommen gleich, 
nehmlich —er, L —L, O — c, Z) —c/, L —e, 
und die in beiden Figuren zwischen zwei gleichen Win
keln liegenden Seiten proportional find; nehmlich ^ZZ?: crö 
---- LO : sie- — L7Z) : cck rc. Die gleichen Winkel 
heißen auch gleichnahmige Winkel, und die zwi
schen zweien gleichnahmige» Winkeln liegenden Seiten 
gleichnahmige Seiten. So find ^Z und cr, S 
und si rc. gleichnahmige Winkel, fo wie ^ZS und »L, 
LO und üu rc. gleichnahmige Seiten.
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Die zwischen zweien gleichnahmigen Winkeln in 
beiden Figuren liegenden Diagonalen, wie LO, ev 
heißen gleichnahmige Diagonalen.

Die von gleichnahmigen Seilen und gleichnahmigen 
Diagonalen begränzten Dreiecke, wie und ere-e, 

KÜo, heißen ähnlichliegende Dreiecke- 
Das Zeichen der Aehnlichkeit ist (>»),

§- 354- Zusatz.
Geradlknigte Figuren, welche aufeinander gelegt, 

auf einander paffen, sind (§. 14) gleich lind (§. Z5?) 
ähnlich. Daher sind alle kongruente Dreiecke zugleich 
ähnlich.

§- 355- Zusatz.
Jede zwei reguläre Polygone von einer gleichen 

Anzahl (/r) Seilen sind ähnliche Figuren. Denn alle 
Winkel sind in denselben gleich, indem (tz. rzy) jeder 

derselben — 2Ä — , und alle Seiten, welche

(§. Z2) in jedem derselben einander gleich sind, sind 
daher auch proportionirt.

§. Z56. Lehrsatz.
Wenn zwei Figuren abccks

b/L- 158 einer dritten ähnlich sind, so > 
sind sie auch einander ähnlich.

Beweis. Da so ist (§.Z53) '

und auch folglich ist
— er. Eben so beweiset man, daß 

0 — c rc.

Aus der angenommenen Aehnlichkeit folgt ferne»
O 2



2H2 —

Z7r> und erb : b< 
SO — rrb : da.folqlich (§- 303)

Auf gleiche Art beweist man, daß SO : (7/) 
/,0 : cS lc. lind folglich' sind SSO/)S, «backe

einander ähnlich (H. zzz).

§. Z57. Lehrsatz. .,
Wenn in zweien Dreiecken SSO, 7) SS 

xiZ. 151 zwei Winkel des einen zweien Win
keln des andern einzeln genommen gleich 
sind, nehmlich <7 S — ^SS, 0 — /SS, 
und daher auch (S. izr) <7 S — /), so "sind
die gleichnahmigen Seiten proportivurrt. 

N e h in l i ch
SS : SO 7)S : 7)S, 
SS : SO -- 7)77 : S7", 
SO : SO --- 7)7-' : SS.

Beweis. Bon SS schneide man SO — TOS 
ab und ziehe 07s der SO parallel, so ist (§, 125 iil) 
/ >70/7 — S — L, S/76 --0—7^; und da 
auch >76 ---- 7)/S, so ist (tz. 84) -7077 7)SS;
folglich ist -7/7 --- 7)S und 6/7 ---- SS'.

Da 677 und SO parallel sind, so ist (§. Z47)
>77/ : SO — >76 : S77 — 7)75 : 7)7'.

Ziehet man nun durch 6 die Linie der >70 
parallel, so ist aus gleichem Grunde

SO : SS 7<0 : SO — 077 r SO
-- L'S 7)S.

Wird diese Proportion SO : SS SS: 7>S 
mit der vorigen SS: SO — 7)S : 7^
rusammtn gehalten, sd findet man (§. 929)

SO : SO---LS rSOS
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Führt man daher in einem Dreiecke Islg.izL 

irgend einer Seite L0 eine Parallele , so ist das 

dadurch angeschnittene Dreieck dem ganzen 
ähnlich (tz. zzz).

§. zzy. Lehrsatz.
Wem» in zweien Dreiecken
rzr die gleichnahmigen Seiten nach der 

Ordnung einerlei Verhältniß zu einander 
haben, nehmlich :DL — ^6 : DI? — 
^0 : LF', so sind die Dreiecke ähnlich, und 

daher die Winkel, welche den einander pro- 
Pvrtionirten Seiten gegenüber stehen, oder 
die gleichnahmigen Winkel einander gleich.

Beweis. Wen schneide man
ab, und ziehe durch O die der und der 

parallel, so ist (§< 347)
: ^(7 —

Aber nach der Voraussetzung ist

Da nun in diesen beiden Proportionen die drei 
ersten Glieder gleich sind, so ist auch (§. zoo) 

^l// —
Ferner ist (tz. Z47)

: Ll) — r /re ---t : e//
aber auch nach der Voraussetzung

: LO /)6 : L^ '
folglich ist S// -- Ls/'; mithin (tz. 60) die Dreiecke 

OL/c' congrucnt, und also ähnlich (§- Z54)» 
Nun ist (H. Zzz) und ihm also

gleichwinklicht; folglich ist auch (§. 356) 
Und demselben gleichwinklicht (H. Z53)-
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ZÜO. Lehrsatz.
Wenn in zweien Dreiecken

k'IZ.izi einWinkel deS einen einem Winkeldes 
andern gleich ist, nehmlich — LZ)Z, und 
die einsch ließe «den Seiten, des einen dasselbe 
Verhältniß zu einander haben als die ein- 
schließenden Seiten des andern, nehmlich 

so siüd die Dreie cke einan
der ähnlich und diejenigen Winkel gleich, wel
che gleichnahmigen Seiten gegenüber liegen.

Beweis. Von schneide mau Z)L
ab, und ziehe 6// der L(7 parallel, so ist (§. Z47) 

^ZS t : >ZZZ.
Aber auch »ach der Voraussetzung

>ZS : ^6 — SK: Z)Z^ — : DZ',
folglich ist (§. goo) ^ZZZ — und da auch der, 

S, so sind die Dreiecke ^'ZZ, Z)LZ 
congrneut (§.

Nun ist (§. Z58) ^Z6ZZ -x> folglich
ist auch (§. z;6) das Dreieck Z^LZ' >ZL<7.

tz. z6i. Lehrsatz.
Wenn in zweien Dreiecken ^ZZ?Z', DLZ-'k'iA». 

izl ein 28inkel des einen >ZLL° einem Winkel 
dcs andern ZILZ"gleich ist, und die au diesem 
Winkel anliegende Seite zu der ihm gegcn- 
übcrstehenden in einem Dreiecke dasselbe 
Verhältniß hat als im andern, nehmlich 
^zz? : : Z)Z^, so sind die Dreiecke
einander ähnlich, wenn überdies die dem 
gleichen Winkel gege n über stehende Seite 
größer als die anliegende ^ZL j st.
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Beweis. Auf >76 nehme man >46 ----- DL, 
und ziehe 67/ der 60 parallel : so ist (8« 347)«

>76 : ^0 — 66 : 6/7

und 666 c» 660 (§. 358).
Nun ist »ach der Voraussetzung

66 : 60 --- Z»6 : Z»/^ 

folglich Ist
66 : 6// — Z)L : E

Nun Ist 66 — Z)6^ folglich ist auch 6// — 
Z>6. Da also 66 — Z>6, 6/7 — /)6 und 

667/ — 6 — 6» 66, so sind (§. Y2)
die Dreiecke ^6//, SL/' in dem Falle kongruent, 
wenn Z>6 > Z)6.

In jedem Falle aber ist (tz. ZZ8) >76// ->-> 66(I 
folglich ist für den angeführten Fall auch 660 v? 7- ZZ 

(S.Z56).
8- 362. Zusatz.

Da im rcchtwiuklichten Dteiccke die Hypotenuse 
immer größer als jede Kathete desselben ist, so werden 
jcde zwei rechtwinklichte Dreiecke 660, erbe tZ2 
einander ähnlich seyn, wenn sich die Hypotenuse zur 
Kathete in dem einen Dreiecke eben so verhalt wie im 

andern, wenn nehmlich
60 : 66 — cro : erb 

oder 60 : 66 — «c : bc.

§.363. Lehrsatz.
Wenn man vöm Scheitel >7 des rechten 

Winkels eines rechtwinklichte» Dreiecks 
>760 618.153 auf die Hypoteuuse 60 den 

Perpendickel 67) fallt, so wird
r) Dieser Perpendickel das Dreieck in
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Zwei andere zerlegen, welche so
wohl einander als dem ganzen Dreieck 
ähnlich sind.

2) Ist dieser Perpendickel die mittlere 
Prop o i ti ona lli u i e zwischen den hierdurch 
entstehende» Abschnitten LO, Z)(7 der Hy
potenuse, nehmlich LZ) : ^Z) --- ^/Z) r -26'.

3) Ist jede Kathete die mittlere Pro^ 
V ortionallinie zwischen der ganzen Hypo- 
teiln,e und dem ihr zunächst liegenden Ab
schnitte, so daß

SO r LZ r L<7

Beweis. Erster Theil. In den beiden Greis 
koken ^ZL(7, >/Z-Z) ist der Winkel
--- Z!> mid der Winkel L beiden gemein, also ist 
auch -ML -s- Demüach sind diese Dreiecke
gleichwinklicht, folglich ihre Seiten proportionirt (Z.Z57), 

Aus eben die Art wird bewiesen, daß auch
>/L(7 SS 6^-2, und daß das Dreieck ^zezz 

<^> /X -- Ü6'.
Da nun die beiden Dreiecke /M/r 

dritten E' ähnlich sind, so müssen sie (§. z-6) auch 
einander ähnlich seyn.

N. Aus der Aehnlichkcit der Dreiecke ^ZZ, 
^Z)6' und der Gleichheit der Winkel 
fvlgt (tz. A5Z)

Ns. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke ^L(7, 
E<m>d dein geuieinfchaftüchen Winkel L folgt
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Eben so folgt aus der Aehnlichkeit der Dreiecke 
^so, //OO und der Gleichheit der Winkel ^4S0, 

6-7O (§. 35z)
SO : 0^7 - 0S.

§.364. Zusatz.
Aus den stetigen Proportionen SO : ^77) — 
: OO; SO : S^k --- S^ : SO und OO r 0^

--- 0^7 : SO folgt (§. 33 l)
r) SO : OO --- SO- : O^- -- SO-? t O^-/ 

tS« 345),
2) SO r SO — SO- : S^l- -- L'O- : S^, 
Z) OO : SO -- OO- : O^l- OO-/ : O^.

Z6^. Aufgabe.
Eine gegebene gerade Linie ^S Si§. iZy 

Nach eben dem Verhältnisse zu theilen als 
eine andere Linie ^0 getheilt ist.

Auflösung. ES sey ^0 in O und O getheilt, 
und an «7S unter einkm beliebigen Winkel ^/SO g» 
legt. Man ziehe SO und durch O und Ö die OO 
und OO der SO parallel: so sind O und O die ge- 
snchtcn Durchschnittssiunkie.

Beweis. Zieht matt lisch durch O die OO der 
^S parallel, so sind O77, OS Parallelogramme und 
däher (§. 14,) 7)// OO, 77O --- OS.

Im Dreiecke OLO ist K. 34-)
OL : LO -- x// r 77 O SO ; OO, 

Und im Dreiecke ^00 ist
LO - O^ E OO l 707, 

folglich sind die Abschnitte SO, OO, 7^ bett Ab- 

schnitten OO, O'O, O.7 pkepörtiouirt.
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z66. Aufgabe.
Zu dreien gegebenen geraden Linien 

F, e ki§. 155 die vierte Proportionallinie 

zu finden.
Auflösung und Beweis. Man lege zwei 

gerade Linien DA, DZ' unter einem beliebigen Win
kel an einander^ mache bL ---- L, D/Z
--- 0; ziehe (?// und mit dieser durch F die LF' 
parallel, so ist (§. Z47) : 68 — DZZ :
oder : L — 0 : folglich ist ZZF' die vierte
Proportionallinie.

Andere Auflösung, Man lege DL, 
unter einem beliebigen Winkel an einander; mache DS 
— /H — F, D/Z — 0; ziehe <?ZZ und die
ser durch Zö die Parallele ZöL, so ist Z)L die gesuchte 
Linie. Denn es ist (§. Z48) Z)6^: OX — DZZ r Z)Z,; 
oder 0 ; ÖZ»,

§. 967. Zusatz.
Das Verfahren und der Beweis des vorhergehen

den §> blcihe» «»geändert, wenn Z? «Nd O einander 
gleich sind, also zu zweien Linien F die dritte 
Proportionallinie zu finden ist. Man braucht dann nur 
bei voriger Construction D/Z — L z» neh
men, und es wäre dann Z)<? : 6lL --- : ZZZ',

oder < ZZZ,

§. z68> Zusatz.

Sucht man wiederum zu F und ZZZ' die dritte 
Proportionallinie, und fährt auf diese Art fort, so 
kann man mehrere Linien finden, welche in zusammen
hängenden Verhältnissen stehe»,
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§. z6y. Ausgabe.

Zwischen zwei gegebenen Linien
^'8.. 156 die mittlere Proportionallinie zn 
finde u.

Auslosung. Man setze LO in einerlei 
geraden Linie an einander, beschreibe über ^0 einen 
Halbkreis, und errichte auf ^0 in F den Perpendickel 

: so ist dieser die gesuchte mittlere Proportionallinie. 
Beweis. Zieht man noch ^7), OO; so ist 

(Z. ?zi) ^7)0—und folglich (§. z6z) 
--- LS : LO. . '

Andere Auflösung. Man trage I?iZ. 157 die 
kleinere der gegebenen Linien auf" die größere von 
bis setze anf einen Halbkreis, und errichte aus 
0 auf eine» Perpendickel, welcher den Halbkreis 
in D trifft. Ziehe so ist diese die verlangte mitt
lere Proportionallinie zwischen und ^(7,

Denn zieht man Z7F, so ist (§. z6z)

§. Z70. Lehrsatz.
Wenn man in zweien ähnlichen Figuren 

/kLt7/)S, «üc-cka I'iZ. izg aus den Scheitel
punkten der gleichnahmigen Winkel t), « 
nach allen Winkeln der Figur Diagvnallir 
nie» zieht, so werden beide Figuren dadurch 
in ähnliche und ähnlich liegende Dreiecke 
zet legt.

B ewci s. Da wegen der Aehnlichkeit beider Figur 
reu S — h und (H. zgg) : F0 — »b : üc-;

ist (§. 360) «h-, also (§. Z5Z) <

und
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r ^0 --- erb : rre.
--- drre und 6^0 bae , 

jo ist L- Lrrs — brrc oder

s-- crie, und da 
r ---- »d : cre

und — <rc : <rd >

so ist (tz. Z29) — »o : »-,
folglich sind (§. z6o) die Dreiecke 6^Zl, c«e ähnlich.

Auf gleiche Art wird bewiesen, daß alle folgende 

Dreiecke OLS, ceck u. s. w. ähnlich sind.

§. ?7l. Lehrsatz.
Wenil zwei Figuren ttdc^e 1^8»

jz8 sich durch Diagonallinien in ähnliche und 
ähnlich liegende Dreiecke zerlegen lassen, 

so sind sie selbst ähnlich.
Äeweis. Da rrLc, so ist (Z.z6z)

/ Lere, und auS gleichem Grunde
/ t,äo - fdlglich ^0 -s- —
bcro 6<rc, oder ücre. 2lns gleiche Art
beweiset man, daß «sck, — ec^,

u. s. rv.
Ferner ist ivegen der Aehnlichkeit der Dreiecke 

r-ckv (s. ALZ) r -E- eib : ac; j 

uird weil co erce.
r erd; «L

folglich E.Zäy) r : rre.
Auf gleiche Art bewcistr maii, daß

LL trö l cck j ck«, und folglich sind (H. ZZ3) 8'g"- 

t:n ähnlich,
z^2. Ausgabe.

Nils Sitte gegebene gerade Linie Zc'?' 



rZY ein dem Dreiecke >?L0 ähnliches Dreieck 
dergestalt zu setzen^ dqß der LO ähnlich 

liegend sey.,
Auflösung I. Mau lege an KL den Winkel 

LLL — ^ZLO, und LK'L — ^/OL an, verlän
gere die Schenkel bis sie Einander in L schneiden, so 
'st (8- 357) LLL MO.

Auflösung II. Man lege in L den Wins^l 
LLL> OL^Z an; suche zu LO, L^ck, LL die 
Pierre Proportionallinie LL (§. z6ü) uyd ziehe L>L, 
so ist (§. z6o) ^ZLO,

Auflösung III. Man suche zu LO, L^ LL 
die vierte Proportionallinie LL> (K. z6ü); desgleichen 
suche man zu LO, ^ZO, LL die vierte Proportional- 
kinie L/''. AuS diesen beiden Linien nebst OL beschreibe 
man das Dreieck so ist dieses z^y) dem 
/X ^</LO ähnlich.

Anmerkung. Alle diese WflöstMKen werde« am 
leichtesten bewerkstelliget, lycnn man von LL den Tbeil 
6V --- L? abschncidet, und durch 0 der die Paral
lele on führt, da den» das /X df»! /X 4ttc äbnr 
Mst (L-W. '

§ Z7?> Aufgabe.
Auf eine gegebene Linie bo ;6c> ein 

dem Vielecke ^/LOLL ähnliches Vieleck der
gestalt zu setzen, baß bu der LO ähnlich lie, 
gend sey.

Auflösung I. Mau ziehe die Diagonalen O^l, 
OK; setze (K. Z72) auf hn ein dem Dreiecke ^/Z>O' äh>z- 
liches Drc»eck erbe, wodurch der Punkt er bestimmt 
Wird. Auf ao setze man ein dem Dreiecke ohn- 
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liches Dreiecke rrce und so fort: so werde» die Viel
ecke crüecks aus einer gleichen Anzahl ähn
licher und ähnlich liegender Dreiecke zusammengesetzt, 
und folglich (tz. z7 l) einander ähnlich seyn.

Auflösung II. Von OL schneide man <7ü' — 
'eb ab, und ziehe durch ö' der die Parallele ü'rr'.
Eben so ziehe man durch er' der die Parallele er'«';
durch e' der LD die Parallele e'ck', so ist (tz 371) das 
Vieleck erch Ocke' dem Vielecke ähnlich.

Anmerkung. Bei dieser Auflösung haben wir alle 
Diagonalen aus einem und demselben Winkel gezogen. 
Man kann indessen die Vielecke auf verschiedene Arten in 
Dreiecke zerlegen, unter denen vorzüglich der Fall einer 
Erwähnung verdient, wo alle Winkel des Vielecks, 6, 
v, L r-8- 158 mit den Endpunkten L einer Seite 
desselben ^8 verbunden werden.

Die Lage dieser Punkte gegen ist offenbar be-. 
stimmt, sobald die Dreiecke gegeben
sind, und man sieht leicht, daß zur Bestimmung eines 
Vielecks eine Anzahl Dreiecke erfordert wird, welche um 
zwei Einheiten geringer als die Anzahl der Seiten des 
Vielecks ist.

Es läßt sich ferner auf ähnliche Art, wie im §. 371 
und 372, darlhun, daß die Vielecke »bog« ähn
lich seyn müssen', sobald die Dreiecke stVO und 
/eM und sbä, und alle ähnlich und ähnlich liegend 
sind, und daß umgekehrt diese Dreiecke ähnlich seyn müs
sen, sobald es die Vielecke sind. Dieser Satz findet be
sonders in der Feldmeßkuust häufige Anwendung.

tz- Z74- Erklärung.

Awei Punkte stl und m sind gegen zwei ähnliche 
Figuren «deck I?rF. tkl ähnlichliegend,
Wenn die aus diesen Punkten nach den Wnkelspitzeu
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der Figuren gezogenen geraden Linien M^, MA, Mi7, 
mcr, mb, »rc rc. mit den glcichnahmigen Seilen der 
Figur ähnliche und ähnlich liegende Dreiecke M^s, 
mab; MAO, rnöc rc. begränzen. Es mögen übrigens 
die Punkte M, M innerhalb oder gußerhalb beider ähn
lichen Figuren liegen. '

Zwei gerade Linien M-V, m» sind gegen zwei 
ähnliche Figuren ^AOO, »Mck k'ig. iü2 ähnlich, 
liegend, wenn sie von ähnlich liegenden Punkten M, 
m; M, ,r begränzt werden,

§. Z75- Lehrsatz.

Wenn man in zweien ähnlichen Figuren 
^AOA), ttbcck Aig. lüi auf irgend zwei gleich- 
nahmige Seiten desselben AO,Lo die ähnlichen 
Dreiecke AOM, Le„r setzt, so sind M und »» 
ähnlich liegende Punkte beider Vielecke.

Beweis. Da ^4AOA or abcck, so ist ^AO 
— erbe und ^A : AO — : üe.

Ferner ist wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke 
AOM, be?» der MAO „che
und AO : AM — bc, k-/?r;

folglich ist ^AO — MAO 2^: trüc — 7?rhc.
oder MAM «bm und (§.329) 

MA: AM — : bm.
folglich ist (H. z6o) ^AM erdm.

Auf gleiche Art beweiset man, daß ^/A>M n «ckrn 
daß 0/)M 11, si )v.

§. Z7Ü. Lehrsatz.
Wenn in zweien ähnlichen Vielecken

-^AO/), adcck zwei Punkte M- der
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euien Figur zweien Punkten m, n der an, 
dern ähnlich liegend sind, so verhält sich 
die gerade Linie welche die beiden ersten 
verbindet, zur Linie mn, welche die beide» 
andern verbindet, tvie irgend eine Seite 
der ersten Figur zu her ihr gleichnahmigen 
crb der zweiten,

Beweis. Ha il/ und m, so wie und n ähn
lich liegende Punkte sind, so ist (§. Z74) ca
mab und /X nab; also ist (H. Z5Z)
r-- mab und nab, Folglich ist

— mqb — nab;
oder nran,

> Fernex ist (§> Z5Z)
?na : ab, 

und — erb : an
folglich ist (8, Z29) — ma : an,
also (8, Zbv) /X <» /X man, und daher 

MbV : — mn : anr
Nun ist auch (H. ZZg) am : ab
folglich ist (H. 329)^ ^^,nn : ab

oder i ; mn ; ab,

8. Z77. Lehrsatz, 

Die Umkreise oder die Perimeter ähnli
cher Figuren abce^e big. izg verhal
ten isich wie irgend zwei'gleich nahm ige Sci- 
!«» "b, oder wie die gleichnahmigen
Hiagynale»,

Verpeis. Da abac?e, so ist (8-zzz)
^6 : ab — ^0 : bo — --- /)L' : 4«:
px- : ea, folglich (§. zza)
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-j- L(7 -s- W -j- DL -f- : ab -j- Lc -j-
-j- cke ecr — : ab.

§. Z78- Lehrsatz.
AeHnliche Dreiecke ^lLO, nhc L-'§. i6z 

-«erhalten sich wie die Quadrate ihrer gleich- 
mahmigen Seiten.

Beweis. Man fälle von 0 und c die Perpen« 
dickel OL>, cck, so sind (§, 357) die Dreiecke 
«rock einander ähnlich, weil ^Z — er und

rrcke — L. Eö ist also (§>. zzz)
0/) : cck --- ^0 : ae;

da aber ^OL acb, so ist auch
/Z6 : erb — ^O : cro.

Wird aus diesen beiden Proportionen eine zusam
mengesetzt, so ist E. 324)
0L> x ^ZL: ccZ x rrb — ^O- : — ^ZO^ : ac^.

Nun ist (§. 346-
^ZLO : zX erbe — 0/7 x : cck x aö, 

folglich ist
^LO : abc; --- : erc' : ac-

: abg --- Lt7g : Lc^.

§. Z79. Lehrsatz.

Aehnliche Figuren sbccke I^i^.rg.?
verhalten sich wie die Quadrate gleichnah- 
miger Seiten oder wie die Quadrate gleich-- 
nahmiger Diagonalen.

Beweis I. Da ^F<7/>77 -« rrl-ccke, so ist 
s§. 35z) : aü --- LO : bc — <7/? - cck
L>L : cke --- : ea; folglich (§. 325) : nü»

P
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— SO» : 6c? ---- : cck- — : c?L- —

Da ferner (§. 370) <^> «räe, so ist (§.378)
: «r/s — . ^ck-.

Aus gleichem Grunde ist
: ackc ---- ^D- ; ack- 

folglich ist (§. 303)
: aäe -- XD6 : ackc 

oder verbunden (§. 321)
-s- : acke -s- ackc — ; aäv

--^- ^lL- r ac-, 
oder : crcck« ; crc-.

Nun ist auch (§. 378)
/X : aöo — ^40- ac- 

folglich ist
^07)K : crccks — 2LL6 : erbe 

oder verbunden (tz. 321)
^OSL -j- : accke -s- abo — ^lS6 r «6c

das heißt ^LODL : abccl« — ^lLO : abc.
Nun ist (tz. 378)

^/SL : »60 ----- LO- : 6c- ------ ^6- : ac- 
folglich ist (§. 30z)

>LSQOL : «deck — L(7- t 6c- --- ^0- : ac».

§. 38«. Lehrsatz.
Wen» man über den drei Seiten eines 

rechtwinkllchten Dreiecks I'i§. 164 ähn
liche und ähnlich liegende Figuren x, 2 
beschreibt, so ist die über der Hypotenuse 
beschriebene Figur S der Summe der auf 
beiden Katheten beschriebenen Figuren X 
und X gleich.
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Beweis. Da die Figuren einander alMich sind, 
so ist (S. 379)

X: — ^9 : LO9
folglich X X : X — Xö- -j- ^69 : LO9
Nun ist X: S — FO9 : ^09
folglicb (Z. Z29) X -s- X: ^5^- ^9 -s- SO 9:

Da aber (§. 174) ^9 ^09 --- ^09,
so ist auch (§. zoo)

X -j- X

§. z8r« Aufgabe.

Zwei ähnliche Figuren sind gegeben, man 
soll eine dritte beschreiben, welche den bei
den gegebenen zusammen genommen gleich 
und jeder von ihnen ähnlich sey.

Auflösung. Man setze zwei gleichnahmige Sek» 
ten SO I?iA. 164 der beiden gegebenen Figuren 
unter einem rechten Winkel an einander, und verbinde 
ihre beiden anderen Endpunkte durch eine gerade Linie

Setze auf diese Linie (§.373) ein Vieleck, wel
ches jedem der gegebenen ähnlich, und worin 
den Linien SO gleichnahmig ist, so wird diese 
(8. Z80) den beiden gegebenen zusammen genommen- 
gleich seyn.

8. 382. Zusatz.
Eben so laßt sich eine Figur beschreiben, welche 

dreien oder mehreren gegebenen ähnlichen Figuren zusam
men genommen gleich, und jeder von ihnen ähnlich ist.

8. Z8Z. Aufgabe.
Zwei ähnliche Figuren sind gegeben, man 

soll eine dritte finden, welche dem Unter--'
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schiede derselben gleich, und jeder von ihnen 

ähnlich ist.
Auflösung. Auf eine beliebige Seite der klei

nern Figur errichte man in deren Endpunnkt einen un- 
begranzten Perpendickel. Mit der ähnlich liegenden 
Seite der großem Figur beschreibe man aus dem an
dern Endpunkte der kleinern Seite einen Kreisbogen, 
welcher den unbegranzten Perpendickel in irgend einem 
Punkte schneidet: so ist die auf dem abgeschuiltenen 
Theil des Perpendickels beschriebene ähnliche und ähn
lich liegende Figur die gesuchte.

Die ausführlichere Construction und der Beweis 
sind mit Zuziehung des §. Z8o wie im ersten Abschnitte 

(S. i«o).
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Drittes Kapitel.

Von. den Proportionen beim Kreis».

Z. Z84. Lehrsatz.
§8enn in einem Kreise >/DLO zwei

Sehnen ^L, 6D einander in L schneiden, so 
sind die Abschnitte ^L, LL der einen Sehne 
die äußeren Glieder einer Proportion, von 
welcher die Abschnitte OL, LD der andern 
Sehne die inneren Glieder sind. Es ist 
nehmlich ^L : LO — LD ; LL.

Beweis Man ziehe ^lO, DL, 
In den Dreiecken ^L6, DLL ist (§. 2Z8) 

O/^L — LDL, well beide auf einerlei Bogen OL 
stehen und (Z. 7;) ^LO — DLL; folglich ist 
(S. gZ7) ^LO LLD, und folglich ist (S- 353) 
^iL : LO --- LD : LL.

§. Z8Z. Zusatz.
Wird daher eine Sehne ^L »07 von einem 

Durchmesser LL in D senkrecht geschnitten, so ist
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(§. 20Y I) . und folglich 8D : --
: D^, welches bereits (tz. z6z) auf andere Art 

bewiesen worden ist.

§. Z86. Lehrsatz.

Wenn zwei Sehnen LD, 08 rry aus
serhalb des Kreises in einem Punkte Zu
sammentreffen, so sind die ganzen Linien 

^0 im umgekehrten Verhältnisse ihrer 
außerhalb liegenden Abschnitte 
Es ist nehmlich : ^0 --- r

Beweis. Man ziehe SL, Z)o.
In den Dreiecken ^80 ist (tz. 2Z8) der 

Winkel — ^08», weil beide auf dem Bogen 
stehen, und beiden gemein, folglich ist

<§. z;/) n und daher : ^ro
---

§- 387» Lehrsatz,
Wenn von einem außerhalb eines Krei

ses genommenen Punkte ^il zwei gerade Li
nien ^8, r6; nach dem Kreise gezo
gen werden, von denen die eine ihn in L be
rührt, und die andere ihn in ^und D schnei
det, so ist die Berührungslinie die mitt^ 

lere Proportionale zwischen der ganzen 
Secante und ihrem außerhalb des Krei
ses liegenden Abschnitte Es ist nehm, 
lich — ^8 :

Beweis. Man ziehe AO,
Da ^lL eine Tangente und LL- eine Sehne des 

Kreises ist, so ist (L, -54) Nun
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ist der Winkel den beiden Dreiecken 

gemein, folglich ist (§. 357)
und daher /ZD :

§. Z88- Lehrsatz.
Wenn zwei von einem Punkte ^5 

nach einem Kreise gezogene Linien, von de
nen die eine ^ZD den Kreis schneidet, und 
die andere ihn in einem Punkte L trift, so 
beschaffen sind, daß die anstoßende die 
mittlere Proportionale zwischen der ganzen 
Secante und ihrem außerhalb liegenden 
Abschnitte ist, so ist eine Tangente 

des Kreises.
Beweis. Aus ziehe man (§- «3») eine Tan

gente ^ZS, und aus dem Mittelpunkt 6 des Kreises 
ziehe man OL, 07?.

Da nach der Voraussetzung
und (§.387) : ^ZZ? >ZS: so ist (§. 312)
^77). ---- und daher Nun
ist auch (§. z6) OL — und den beide» Drei
ecken ^ZOL, /7LL gemein, folglich ist (§. 6o) ^L6
--- Da aber (§. 227) /ZLO — 7?, so ist anch

— L; folglich ist (§. 226) ^ZL eine Tangente 
des Kreises.

§. 389- Lehrsatz.
Wird in einem Dreiecke vom Scheitel < 

I'ig. iü6 irgend eines seiner Winkel auf die 
gegenüberstchende Seite ^ZL ein Perpen- 
dickelOD gefallt, so verhaltsich die Summe 
der zwischen den Endpunkten ^Z> dicker 
Linie und dem Perpendickel enthaltenen Ab
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schnitte SS» SS zur Summe der beiden die
sen Winkel e iuseblie ßenden Seiten SS, SS 
wie sich die Differenz eben dieser Seite» 
zur D i fse > e nz j e n e r'A b sch n i t t e verhalt. Es 
ist nehmlich SS -s- SS : SS -s- SS --SS — 
SS : SS - SS.

Beweis. Erster Fall. Der Perpendickel SS 
falle innerhalb des DreieKs wie in SSS.

Aus 0 beschreibe mau mit dem kleinern Schenkel 
SS eine» Kreis, welcher die Grundlinie in 6 und den 
andern Schenkel in S schucivet, und verlängere SS 
bis S.

Da (§. 209) SS — SS und (§. z6) SS—SS 
-- SS, so ist SS — SS -s- SS, SS — SS 
— SS — SS — SS, SS SS -s- SS — SS 

SS nnd SS SS —- SS -- SS — SS.
Nun ist (H. Z86) SS : SS — SS: SS; folg

lich ist
SS -s- SS : SS-s- SS-- SS — SS : SS — SS.

Zweiter Fall. Wenn der Perpendickel SS, 
wie im Dreiecke SSS lk'jA. i6ä außerhalb des Drei
ecks fallt, so werden die zwischen den Endpunkten der 
Grundlinie und dem Perpendickel enthaltenen Abschnitte 
SS, SS seyn; ihre Summe ist also SS -j- SS 
-- SS und ihre Differenz SS — SS — SS. Eon- 
struclion und Beweis sind übrigens wie im ersten Falle.

§. Zyo. Aufgabe.

Eine gegebene begränzte gerade Linie 
SS kiß. 167 nüch dem äußern und mittlern 
Verhältniß zu theilen; das heißt sie so zu 
theilen, daß der größere Abschnitt die mitl-
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lere Proportionale zwischen der ganzen Li, 
nie und dem kleinern Abschnitte werde.

Auflosnn g. Auf errichte man (§. 25z) 
aus einem ihrer Endpunkte einen Perpendickel ^8 
--- auS 77 beschreibe man mit einen KreiS; 
ziehe 77L7', welche den Kreis in V schneidet, und 
mache 770 77V - so ist (7 der gesuchte Theilungsr
Punkt, so daß ^777 : 7777--^ 77V: so ist <7 der ge
suchte Theilungspunkt, so daß ^777: ^(7 — V(7 : ^7t7.

Beweis. Da V/7 auf >7L senkrecht stehet, so 
ist sie (§. 226) eine Tangente des Kreises, und daher 
(§- Z8?)

77V : >77? >777 : 77V
oder (§. Zic>),^S : VV — VV : ^7?;
folglich (Z. Z22) ^7S —VV:LV—>7S^7?V:>7V.

Nun aber ist >7V — 77/7 — >777 — KO—^(7 
und 77V — >777 77V — 2 . 77V — 7 V
(H. 36) — 77V -- 770;
folglich Ist, wenn diese Werthe in die vorhergehende 
Proportion gesetzt werden

^(7: L(7 — LO :

§. zyr. Aufgabe.
Einen Kreis zu beschreiben, welcher 

durch zwei gegebene Punkte (7, V ^ig. 17-, 
gehe und eine der Lage nach gegebene unbe» 
gränzte gerade Linie >7V berühre.

Auflösung. Man verbinde (7 und V durch 
eine gerade Linie.

-Erster Fall. Ist ,6y OV der 776 pa. 
rallel, so halbire man OV in V, errichte darauf aus 

einen Perpendickel LV und lege (§.213) durch (7,
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/ , A einen Kreis, so wird dieser der verlangte, und 
sein Berührungspunkt seyn.

Beweis. Da die Sehne 7)0 in § halbirt ist, 
so gehet (§. 2vy) der Perpendickel T'L durch den Mit
telpunkt 6?, und 7'0 ist also ein auf 7)0 senkrechter 
Halbmesser; er «tust daher auch (Z. 127) die dcr 07) 
parallele in 7' senkrecht schneiden. Folglich ist 
(§. 226) eine Tangente des durch 0, Q gehenden
Kreises.

Zweiter Fall. Wenn kiZ. 170 07) der >7S 
nicht parallel ist, so verlängere mau sie bis sie die ^7L 
in >k schneidet, suche (§. 369 II) zwischen ^6 und 
die mittlere Proportionale >lL; trage sie auf von 
>7 bis T', und lege (§. rrg) durch T', O 7) einen 
Kreis, so wird dieser der verlangte seyn.

Beweis. Da nach der Construction >?7) : 
— : >lO und ^7L — so ist --
^T' : >70. Folglich ist (K. 388) ^T' eine Tangente 
des durch O und 7) gehenden Kreises 0777.

H. 392. Aufgabe.
In eine« gegebenen Kreis k'ig. i6§ 

ein reguläres Zehneck einzuschrcibe».
Auflöstin g- Man theile (§. zyo) den Halbmesser 

>70 im Punkte 7) nach dem außer» und mittlern 
Verhältniß, so wird der größere Abschnitt 07) die 
Seile des gesuchten Aehuecks seyn.

Beweis. Man trage (§. 26z) j« den gegebenen 
Kreis die Linie -- 07) ein und ziehe LO, 67).

Da nach der Construction ^77) : 7)0-^ 7)0 : >70, 
aber >77? --- 7)0 und (§. z6) >70 --- SO, so ist auch 

>77) : 7)0 -- >77? : 60;
folglich (§. 352) >767) -- 7)60.



— 2Z5 —

Ferner ist in den Dreiecken d^r
Winkel beiden gemein und die ihn einschließenden 
Seiten proportional, nehmlich --- : ^lt7;
folglich ist (§. Züo) und daher
der —^OL; nun war auch

folglich ist --- z ^LO z 
»vcil (Z. 55) --- L^e. Es ist also (§. izo)

4_K.
5 io

Da nun (H. 288) der Centrkwinkel eines reguläre» 

Zehnecks betragt, so ist ^(?L dieser Centriwinkel, 

also ^L — <7L die Seite des eingeschriebenen Zehn» 
rcks.

§« 393- Zusatz.

Verbindet man die Punkte L und L, L und L 
u. s. w. durch gerade Linien, so erhalt man (§. 27z) 
ein im Kreise eingeschriebenes Fünfeck, und nach §.244 
kann man durch fortgesetztes Halbsten der Bogen 
LL rc. in den Kreis ein reguläres 20-, 40-, zoeck rc« 
einschreiben.

§. ZY4 Anmerkung.

A»s §.270 folgt, daß das Einschrelben regulärer Po
lygone in den Kreis, auf die Einlheilung der Peripherie 
in eine gewisse Anzahl gleicher Theile zurückkommt. Die 
bisher gegebenen Verfahrungsatten, um in einen Kreis 
ein reguläres Polygon von 4, 8, 16, 32 rc.; desgleichen 
von ?, 6, 12, 24 rc., oder von 5, 10, 20, 40 rc. Sei
ten einzuschreiben, dienen zugleich die Peripherie deS 
Kreises nach den Zahlen dieser verschiedenen Reihen ein-l 
zutheilen»
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Tragt man nun aus einem Punkte X ?!x- 168 ln bei, 
Areis die Seite des regulären Sechsecks uud zugleich 
die Seite des regulären Ichnecks ein, so ist der Bo- 
gen der Peripherie, und der Bogen
der Peripherie, als» wirdL, — Xa — ern 
der Peripherie seyn- Man kann daher auch (tzc r?o) in 
den Kreis ein reguläres izeck, und daher durch fortge
setztes Halbsten der Bogen, ein regelmäßiges zo-, 60-, 
Eck. rc. einschreiben.

8- Z9§. Lehrsatz..

Wenn zwei ähnliche Figuren 
erbebe kUtz. 171 in Kreisen eingeschrieben sind, 
so verhalten sich ihre Perimeter wie die 
Durchmesser oder Halbmesser dieser Kreise, 
ihre Flachenraume aber wie die Quadrate 
dieser Halbmesser oder Durchmesser.

Beweis. Man suche die Mittelpunkte / 
beider Kreise;, ziehe die Durchmesser erF, desglei
chen die Linien n«, Lk?, b^.

Erster Theil. Da aücrke, so ist
auch (§. 372) co erbe: und daher (tz. 353)
/ — bcer. Nun sind (§. 238) die Winkel

als auf einerlei Bogen ruhend, 
einander gleich, uud aus gleichem Grunde ist Leer — 
b^er; folglich ist — LZ-N. Ferner ist (§.25 l^)
/ folglich ist (§.357)
vr erbF, und daher

: erb — ^6 : NZ- --- : er/.
' Nun ist (Z: 377)
-s. L6' -I- OS -s- OL -s. : erb -s- bc -s»

cck cks -j- «er --- : erb.
Folglich ist (§. ZvZ)
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-s- LO OD -s- OL -s- -.1- bn -si-

ccl -s- cle -s- ea ^-- ^lO l a§ —
Zweiter Theil. Da : ab — : aZ-

-- : «/ (erster Theil), so ist (§. 325)
: ab- ----- ^6- : aZ- — : er/-.

Nun ist (§. 37y) : ab- — : abccle;

folglich ist l§. 30z)
^LOOL : abccks —

§. 396. Zusatz.
Da (§. Z'55) alle reguläre Figuren von-gleicher 

Seitenzahl einander ähnlich sind, so verhalten sich ihre 
Perimeter wie die Durchmesser oder Halbmesser, und 
ihre Flächenräume wie die Quadrate der Darcsimesser 
oder Halbmesser der um sie beschriebenen oder -der in 

ihnen eingeschriebenen Kreise.

397- Zusatz.
Ist daher ein reguläres Polygon erbebe I'ss;. izv 

in einem Kreise eingeschrieben, und ein anderes 
um denselben beschrieben, so verhält sich der Perimeter 
des eingeschriebenen zu dem des umschriebenen Polygons 
wie der kleine Halbmesser O/a des einen zum ikleinen 
Halbmesser Ocl des. andern, oder — Om : Ob , weil 
(Z. 36) Ocl --- Ob. Hingegen der Flächemranm 
abcrle : ^LOOL ----- O/ir- : Ori- --- Om- : Ob-.

§. 398. Lehrsatz.
Ist in einem Kreise ein reguläre/Z Poly

gon von irgend einer Anzahl (n) Seiten ein-, 
geschrieben, und man schreibt in denselben 
Kreis ei» reguläres Polygon von doppelt
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so vielen (2 a) Seiten ein, so ist der Peri
meter des letzter» großer als der des erster».

Wird hingegen um einen Kreis ein regu- 
kares Polygon von /r Seiten und zugleich 
uni denselben Kreis ein Polygon von 2^ a 
Seiten beschrieben, so ist der Perimeter des 
letzter»? kleiner als der des erster».

Beweis. Es sey ab 1^. 172 die Seite eines
Kreise eingeschriebenen Polygons von a Seiten; O 

sey der Mittelpunkt und Oa, Ob Halbmesser dieses 
Kreises; so ist der Bogen der n' Theil der Peri
pherie dieses Kreises; die durch a und b gehenden Tan
genten sind (§.279) Seiten, und die Theile ^a, ^b 
sind (Z. 286 I) Halsten dieser Seiten.

Man ziehe O^ und hierauf auö a' die senkrechte 
/j L, Auch ziehe man aa', a b.

Da (§. 284) ^Oa — ^Ob, und daher (§.2ZY) 
der Bogen aa' — ab, so sind die Linien aa' --- ab 
Seiten eines eingeschriebenen Polygons von 2 n Sei
ten; ist die Seite eines umschriebenen Polygons 
voll 2 n Seiten, ^l'a, -8 b find Hälften dieser Pvly- 
gonseite (§. 279) und die Bogen aa', ab sind Theile, 
deren die ganze Peripherie 2 a enthält»

ES ist also der
Perimeter des eingeschr. Polyg. von a Seiten --- a x ab 

— -- — von 2 a Seiten —nx(art'-si ab)
PetiM. des umschr. Polyg. von » Seiten — a X (-4a -s- ^b)

—. — — , von 2 a Seiten — ax (a^k ^ b)
Peripherie des Kreises von 2 a Seiten — axBogenaab.

Nun ist (§>9?) aa' -f- a b > ab; folglich Ist 
auch (Grunds. 12) a X (aa -f- ab) )> tt X ab.

Ferner ist (§>97) und da-
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her (Grunds. 9) -j- er^' -j-
-j- -s- L L oder

«/k'L'L -j- ^lL;
folglich ist auch n x a^L'ü >< n x (er^l -U ^L),

899. Lehrsatz.
Bei jedem Kreise lassen sich zwei regu

läre Polygone, ei» eingeschriebenes und ei» 

umschriebenes von der Beschaffenheit fin
den, daß die Differenz ihrer Perimeter klei
ner als jede gegebene Linie ist, so klein diese 
letztere auch seyn mag.

Beweis. Es sey der Perimeter des umschriebe
nen Polygons kiß. iZo --- und der dcS
eingeschriebene» «Locke --- p; so ist (§-Z97)

Ock : O/rr ---- os : Om 
folglich F' — — OL — Om : OL — ??rL : 01-

nnd daher (§. 314) — x — —

Man kann aber mL so klein nehme», daß der Theil
x kleiner als jede gegebene Linie wird. Den» 

gesetzt dieses sey für einen gewissen Werth von mL noch 
nicht erreicht, so kann man doch (tz. zzz) durch fort
gesetzte Halbirnng deS Halbkreises auf einen aliquoten 
Theil der Peripherie kommen, welcher kleiner alS der 
Bogen ist, und der diesem Bogen cvrrespondirende 
Abstand der Sehne von der Peripherie wird kleiner alS 

seyn.
Die Differenz kann daher kleiner alS jedk

gegebene noch so kleine Größe werden.
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§- 4«o Zusatz.
Da (§- 398) die Peripherien der umschriebenen 

Polygone desto mehr abnehmen, je mehr sie sich dem 
Kreise nahem, indeß die der eingeschriebenen Kreise unter 
denselben Umstanden immer znnehmen, so ist offenbar 
die Peripherie des Kreises kleiner als der Perimeter 
eines jeden umschriebenen, und großer als der eines 
eines jeden eingeschriebenen Polygons. Diese Peripherie 
wird also von einem jeden dieser Perimeter um , eniger 
unterschieden seyn, als die Differenz dieser letzteren 
selbst betragt.

Da nun (§. Zyy) die Differenz dieser Polygone 
'kleiner als jede gegebene Größe werden kann, so laßt 
sich immer ein reguläres Polygon , es sey ein einge
schriebenes oder ein umschriebenes von der Veschaffenbcit 
finden, daß die Differenz zwischen seinem Perimeter 
und der Peripherie des Kreises kleiner als jede gegebene 

g,och so kleine Größe sey.

§.401. Aufgabe.

Es sind zwei concentrische Kreise ^§8, 
jsä'/v kiZ. 173 gegeben; man sol.l in den grü, 
ßern ein reguläres Polygon von gera
der Seitenzahl «inschreiben, dessen Prrimer- 
ter den kleinern Kreis nicht berühre.

Auflösung- Man ziehe den Halbmesser LD, 
ekrichte darauf in L einen Perpendickel und verlängere 
ihn bis // und so ist (H. 226) ///. eine Tangente 
des Kreises welche von der äußern Peripherie 
einen bestimmten Bogen /M/. abschucidet. Mau hal- 
bire (Z. 244) den Bogen und setze diese Halbi- 
rung fort: so kommt nun (Z. zzz) irgend einmahl auf
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einen aliquoten Theil, §0, der Peripherie, welcher klei
ner als //O ist. Man falle aus ü auf einen 
Perpendickel verlängern ihn bis und ziehe 
OL so sind dieses Seiten des gesuchten Polygons.

Beweis. Da //L parallel sind und letztere 
den Kreis Xc^'7^ berührt, so kann ihn nicht be
rühren, noch weniger also berühren ihn die Seiten LO, 

Wird nun die Seite SO in den Kreis
herum getragen, so wird (§. 270) ein reguläres Poly
gon von gerader Seitenzahl entstehe», welches den KreiS 

nicht berühren kann.

§. 402. Lehrsatz.
Die Peripherien zweier Kreise ercksp 

b'ix. 17z. verhallen sich wie ihre 
Halbmesser 0-2'.

Beweis. ES sey die Peripherie des einen Krei
ses t--- L und die des andern — Wäre nun nicht 

— cck : ('ei', so sey L : L' cc/: OO, wo 
entweder 6O > OF oder w <

Erster Fall. Es sey w > LÄ'. ?Nan be
schreibe aus 0 mit OO einen Kreis, welcher 
<8- >y8) dem Kreise conccnlrisch seyn wird; 
trage(§ 401) in letzter» ein reguläres Polygon 
ein, welches den Kreis Lc/'/V nicht berührt, und trage 
in den Kreis acke ein reguläres Polygon vvn glci- 
cher Seitenzahl ein: so jsi, wenn man den Perimeter 
des letztem Polygons durch z> und den des erstem durch 
?' bezeichnet (tz. M) , >

: p' --- cck : OD
Nun ist auch nach der Annahme

Q
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ö: L' cc? : (7/); folglich Ware 
(§. Zvz) L : L' --- p
welches (tz. Zoo) ummöglich ist, indem hin
gegen < 77.

Zweiter Fall. Wäre L : L' --- «r t X, 
wo X ? fo gäbe es doch zu den drei ^Linien X, 

6'cr' eine vierte Proportionallinie (§. M) so 
daß X : cci! --- Ost' : oder (§. ZU) X : Ost' 
LcÜ : 2, wo (§. zoo) 2 > «st, weil nach der Voraus
setzung Ost X. Kehren?wir die Proportion / :

cst: X um, so daß X : cst und ver--
gleichen dieje mit X: cü! — <7^: so folgt (L. zoc>) 

L' : L — Ost' : ,
welches unmöglich ist (erster Fall) indem 2 > cst. 
Folglich ist

L : — cst : Ost'.

1 H. 40z. Lehrsatz.
Kreisflächen ^LOO, I'IZ. 174 ver

halten sich wie dicQuadrate i h re r D urch m e s- 
ser L?7), , oder wie die Quadrate ihrer
Halbmesser LS, I'l/.,

Beweis. Wäre nicht — Mche
XSOS : Fläche so sey Fläche

: Fläche L, so dass entweder der Flächcnraum 
< L^S// oder K >
Ersten Theils erster Fall. Es sey Ä < Fk. 

und — Fl. : ^r.
Man beschreibe (§. 274) in den Kreis 

das Quadrat ein, so ist dieses größer als der 
Halbkreis. Denn wenn man durch die Punkte 
Tangenten zieht, so ist (§. »«4) das innere Quadrat
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die Halste des außer». Nun Ist (Grundsatz z) 
der Kreis kleiner als das äußere Quadrat; folglich ist 
das innere Quadrat größer als der Halbkreis.

Man halbire die Bogen XX, XX, XX, XX, 
in den Punkten I, L, X, AI und ziehe X/, ^X, H. 
XX, XL, XX. XX, XX : so ist jedes der hier
durch entstandenen Dreiecke 7XX, XXX, XXX rc. 
größer als der Abschnitt worin es befindlich ist. Denn 
werden durch die Punkte I, X, X, X Tangenten ge
zogen und die Parallelogramme vollendet, so ist (§. 164) 
jedes der genannten Dreiecke die Halste des Parallelo
gramms , worin es befindlich ist. Nun ist jeder Kreis
abschnitt kleines als das dazugehörige Parallelogramm; 
folglich ist jedes der genannten Dröiecke größer als die 
Halste des dazu gehörigen Abschnitts,

Wird die Halbirung der Kreisbogen fortgesetzt, und 
bei jeder Halbirung obige Construction wiederholt, so 
bleibe» (tz. ZZ5) endlich einmahl Kreisabschnitte, etw« 
die auf den Linien XI, IX, XX rc. übrig, welche zu
sammen kleiner sind als der Ueberschuß des Kreises 
xxxx über die Flache X. Folglich ist das hierdurch 
erhaltene Polygon XXXXLXX )> X.

Man beschreibe nun in den Kreis XXXX ein dem 
erhaltenen Polygone ähnliches Polygon ^XXOXXXtA 
so ist W. Zy;)

LX? r XHg -- Polyg. : Polyg. X7X.

> Nun war angenommen
XX§ : X/I^ — Kreis ^LXX : X;

Folglich ist (§. zog)
Kr. ^XXX : X --- Pol.^XX: Polyg. XIX,

Nun aber ist Kreis ^SXX > Polyg.

Q s, 
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und daher ?«>). auch L > Polyg. O/O. wel
ches dem Vorigen, daß L < OVO widerspricht. 
Demnach ist nicht SO? : OO? — Kr. ^S0O : L, 
wenn L Kr. /O 6//.

Auö eben den Gründen ist auch nicht OO? t SS?
Kreis OOSO : 2> wenn die Fläche 2 < Kr. 

LLOO.
Ersten Theils zweiter Fall. Es sey die 

Fläche L > Kr. OO6-O, und LO? : OO? --- 
Kr- ^lLLO : L, daher auch OO? : LO? --- L : Kr. 
^AOO : so muß es doch zu den drei Flächen L , 
^LOO, OOOO eine vierte Proportionalfläche 2 ge- 

hen, daß^ K^ OOSO :

worin (Z. Zoo)^<Kr.^LOO, weilKr.LOSO < /i.

Nun ist angenommen
OO? : SO? — L : Kr. ^LOO; 

folglich wäre (§. zog) '
OO? : LO? — Kr. OL6O: -5, 

welches nach dem esstcn Falle unmöglich ist, weil 

Kr. ^LOO.
Demnach kann die Proportion

OO? : OO? — Kr- ^LOO : nicht statt 
finde», so lange L Kr. OO6O oder S OLSO. 

Folglich ist
LO? : OO? — Kr. ^L6O : Kr. OOOO.
Zweiter Theil. Da LO -- 2 LF : und 

j^O — 2 OO so ist SO : OO LS : LO, und 

daher (§ 325 )
LO? : OO? LS? : OO?.

Nun ist (erster Theil)
SO? : ^^? -- Kr. ^LSO : Kr. OSLO.
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Folglich ist (Z. zoz) Kr. ^077 : Kr. ^W7/

§.404. Zusatz.
Kreise ^7 67/ sind im zusammen gesetz

ten Verhältnisse ihrer Halbmesser und Peripherien. Denn 
es seyen ihre Halbmesser 77, r-; ihre Peripherien X, 

und ihre Flächenräume (7, </, so ist (§. 402)
L : 7 — K :

und auch 77 : 77 :
folglich ist (Z. Z24) L77 : 7,- — 77- : Nun ist
auch (Z. 40z) () : <7 — 77 - : r-; folglich ist (§. zoz) 
H : g — L77. : 7^ — (L: 7) (77 :

tz. 405. Lehrsatz.
Wenn mau auf alle drei Seiten eine- 

rechtwiuklichten Dreiecks^? i75Kreise 
setzt, so ist der Kreis auf der Hypothenuse 
der Summe der Kreise auf den beiden Ka
theten gleich.

Beweis. Der Kreis auf der Hypothenuse sey 
--- S und die Kreise auf den Katheten seyen X und 

so ist G 4OZ)
X : r

folglich (§. Z22)
X -4. X: X — : ^7.

Ferner ist G. 40z)

Wird aus beiden letzten Proportionen eine zusam
men gesetzt, so ist

X -s- X: 2 -s- ^0? :
Nun ist (Z. 174) ^/7?</ -s-
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folglich ist auch (§. Zoo)
L -l- r" --
§. 406. Zusatz.

Wie ein Kreis zu beschreiben sey, welcher der Sum« 
me oder Differenz zweier gegebenen Kreise gleich sey ist 
aus (§. 178 und izo ) leicht abzunehmen.

Anmerkung.

Die Mondförmigen Flächen
^i§. :?Z sind zusammen dem rechtwinklichten Dreiecke 

gleich. Denn der Halbkreis — Halbkr.
-s- Halbkr. ; und zieht man von beiden 

die gmeinschaftlichen Abschnitte -s- ab, 
so bleibt ^I-SX -j- XLOX.

§. 407. Lehrsatz.
Die Kreisfläche abcke rc. k'iL. l/6 ist einem 

Dreiecke Zm» gleich, welches eine der Peri
pherie Z' dieses Kreises gleiche gerade Linie 

zur Grundlinie und den Halbmesser des
selben zur Höhe hat.

Beweis. Ware, das Dreieck Z^rn nicht der Kreis, 
flache «LcZ gleich so ist entweder Z/nn < Kreis «rbcZ 
oder Zm» > Kreis abck.

Erster Fall. Wenn < Kr. abff. Man 
beschreibe (§. 40z) in den Kreis ein reguläres Polygon 
«bc/e/fl ein, dessen Differenz yom Kreise kleiner werde 
als die Differenz zwischen den, gegebenen Dreiecke Zm» 
und dem Kreise, so daß Polyg. obcke/Z Z/n^, 

Bezeichnen wir den Perimeter dieses Polygons durch 

L, so ist es (Z. SAV) einem Dreiecke gleich, welches
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? zur Grundlinie und den kleinern Halbmesser 
cL ar zur Hohe hat- Es ist daher (§. 346) 

D. Zm» or x </n : Z»r x »r/i
or X ^7 : Znr x

Da aber s§. 94) e7r < cck oder 0^ < Z/?r und 
(§. 400) ^ < />, so ist auch 0^ X p < Z/» x 
und daher 0^ Z/-r/r, oder Polyg. Z/»/^

, Welches der Annahme, daß abcle^ Z?M widerspricht. 

Folglich ist nicht Zm/r kleiner als der Kreis ttbcZ.

Zweiter Fall. Ware Z/M > Kr. crbrZ so 
kann um» auf ähnliche Art wie in (§. 40;) um den- 
Kreis ein Polygon rr'L'^'s^A-' beschreiben, welches klei
ner als Zm» ist. Dieses Polygon ist einem Dreiecke 

gleich, welches den Perimeter g>' --- zur 
Grundlinie und den Halbmesser ock — o>' zur Hohe 
hat, und eö ist (§. 346)

; /»r/r — o>- x : Zm x
0'?' x /Z : Z/?r x

Da aber, o>' — <cZ Z/-r hingegen (§. 400) p' )> 
, so ist auch o>' x Z»i x , und daher 

(§. ZOO) o'c// ZnM oder Polyg. a'Z>'cZ'e'/'Z > 
Q Z»i», welches der Annahme daß Polyg.
Z»?" widerspricht.

Da also das Z/M weder kleiner noch größer 
als der Kreis «ba seyn kann, so ist es ihm gleich.

8. 408. Lehrsatz.
Wenn man aus den Scheitelpunkten 

0 und 0' zweier Winkel ^06)^0 0'^. 177) 
mit einerlei Halbmesser zwei Kreiöb ogen, 
^0, ^e'beschreibt, so ist das Verhaltnißdcr 
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zwischen d?n Schenkeln eines jeden Winkels 
enthaltenen Bogen dem dieser Winkel gleich.

Beweise Man. suche auf ähnliche Art, wie in 
(Z. ZZS) das gemeinschaftliche Maaß der Doge» 
^'O', so sind diese entweder commcnsurabel oder in- 
commensurabel. -

Erster Fall. Sind sie commensurabcl, ist et
wa der gemeinschaftliche Bogen in ^0, »r fz) 
mahl und in ^'0', /r (z) mahl enthalten, so ist,

0' --- 5. — z. 5 : z (§. Z02)
Da ferner die Bogcntheile ^kS, LO, DL w. 

desgleichen , einander gleich sind, so
smd auch (§. 240) die Ccntriwinkel 
ävOL rc. desgleichen einan
der gleich, und es ist also

^06 — 5. und OD' — z, ^Oö, 
und daher ^0<7: 0'0 — 5. ^OL: z. ^lOL — 5:

Wird diese Proportion mit der obigen 
^0 : ^l'O' --5:5 

verglichen, so ist (§. Zoz)
/ ^oo: o O' --- ^0 ^'O'.

Zweiter Fall. Sind die Bogen ^'0' 
incommeusurabcl, so kann doch das Verhältniß der Win
kel ^iOO, ^'OV weder großer noch kleiner als das 
der Bogen ^l(7 : ^l'O' seyn.

Den» wäre I'iZ. 178 ^00 : ^'0'0' — 
wo der Bogen ^0', so halbire man (§.,244) 
den Bogen und setze diese Halbirung fort, bis man 
(8- 385) auf einen Bogen kommt, der kleiner als O'ck 
ist. Man trage diesen Theil vou auf , so muß 
nothwendig ein Lheilpunkt e zwischen L' und ci fallen.
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M)t man nun O c, so ist, weil commensu^
rabcl, sind (erster Fall).

^00 : ^'O'e —
Nun ist nach der Voraussetzung

^00 : ^'06' — H
folglich ist (tz. Z27)

O 0 : ^/'O e : ^ e.

dlun ist lind daher auch (tz. Zco)
O 0 welches unmöglich ist (Grunds, z),

Ware ^00 : ^/OO' — ^0 :
wo , so muß, wenn man wie im vorher
gehenden verfahrt, ei» Theilpunkt 6 zwischen c^' und 
O fallen,, und es ist (erster Fall)

^60 : o e — ^0 : ^'e'«
Nun ist auch

- ^l'Ob --r ^0 :
folglich wäre (tz. Z27)

- : ^'e'.
Nun ist und daher auch (§. goa)

0 e > ^'0 (7', welches (Grunds, z) unmöglich ist» 
Folglich ist '

-eMO ; ^ 0'6' ^0 ; ^ 0'»

§. 409. Zusatz.
Jede zwei Peripheriewinkel

verhalten sich wie die zwischen ihre» Schenkeln enrhal, 

eiwn ogen /«T?, />0 desselben Kreises. Denn zieht 
man die Halbmesser LL, LO, so ist (tz. -g6)

2. LLO — 2.
Nun ist(§. 408) k'LL ; LM — r SO: 

folglich ist auch (tz. zor)
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§. 410- Zusatz.

Ist riZ. 179 —a<7/, also (tz. 274)
der Bogen oder «/der vierte Theil der Peripherie 
oder ein Quadrant, so ist

r --- ah : a/,

§.411. Zusatz.

Denkt man sich den rechten Winkel in eine bestimm- . 
te Anzahl gleicher Theile getheilt, so wild der mit ir
gend einem Halbmesser zwischen den Schenkeln des rech- 
icn Winkels beschriebene Quadrant durch, die Schenkel 
der Winkeltheile in eben so viele gleiche Theile zerlegt; 
und so viele Winkeltheile irgend ein Winkel vom 
rechten enthält, eben so viele Aogeutheile wird 
vom Quadranten und ab vom Quadranten ab/ 
enthalten. Der Bogen ist daher das natürlichste Maaß 

des. Winkels,

§. 412. Willkührllcher Satz.
Man denkt sich gewöhnlich den rechten Winkel m 

yv gleiche Winkeltheile zerlegt und nennt einen solchen 
Theil einen Winkel grad. Eben so denkt man sich 
den mit irgend einem Halbmesser zwischen den Schen
keln des rechten Winkels beschriebenen Quadranten in 
90, also die ganze Peripherie in zöo gleiche Theile zer
legt, und nennt einen solchen Theil einen Bogen- 

g " Jeden Winkelgrad denkt man sich wiederum in 60 

gleiche Theile getheilt,'welche Winkelminuten hei

ßen, und eben so denkt man sich jeden Bogengrad in 
bo gleiche Bogen zerlegt, welche Bogen Minuten 
heißen. Die MM? wird so wohl beim Bogen als
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beim Winkel in 62 Sccünden , die Secunde in 62 Ter
tien rc. eingetheilt.

Man bezeichnet den Grad durch (°), die Minute 
durch l^), die Secunde durch (") rc. So z. B. bedeu
tet 27°. 45". 29". z8"/ einen Winkel oder Bogen von 
27 Graden 45 Minuten 29 Secunden und Z8 Tertien«

Ei» Winkelgrad ist demnach

eine Winkelminute — --— L — —-— Ä, 
60.92 5402

eine Winkelsecundc -2: —/ --
YO.6o.6o Z24000

Bezeichnen wir die Peripherie eines Kreises durch 
I' und den Quadranten durch (), so ist ein Bogen- 

grad -- () — —
yo z6o

eijre Bogenminutc -- Y

— ------ 1------ p
21Ü02

u. s. w.'
Da hiernach die Winkelgrade, Minuten und Se- 

eunden, eben solche Theile des rechten Winkels, als die 
Bogengrade, Minntcn rc. Theile deS Quadranten sind 
so hat man den Unterschied zwischen Winkel- uud 
Bog.« u'gr a den nicht besonders anzumerken nöthig.

8- 41z. Lehrsatz.
Wenn in ungleichen Kreisen
179. Die Winkel am Mittelpunkte 

crccr einander gleich sind, so verhalten sich 
die Langen der zwischen ihren Schenkel« ent» 
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shalteqen. Bogen «ok, wie die Periphe
rien, oder wie die Halbmesser dieser Kreise.

Beweis. Es sei die Peripherie deS aus <7 mit 
6^ — 7! beschriebenen Kreises --- und die Peri
pherie das mit — s" beschriebenen — so ist 

iH. 408)..
Bogen ^0/) : 4 K

u d Bogen, rrrl : p er(7e/ : 4 L 
folglich ist (tz. zoz) Bog. — Bog. ac! :
oder (§, zu)

Bog. : Bog. aä F» ;
Nun ist (tz. 402)

folglich ist.. Bog. : Bog. ac^ --- /r : r-.

414. Lehrsatz,
Werden zwischen den Schenkeln Zweier 

ungleichen Winkel acck, H Dg, 179 aus deren 
Scheitelpunkte mit verschiedenen Halbmes
sern (Ä, <7^ die Kreisbogen ack, beschrie
ben, so sinh die Langen dieser Bogen im zu
sammengesetzten Verhältnisse dieser Winkel 
und der ihnen zugehörigen Halbmesser. Es 
sst nehmlich

Bog. acr : Bog. : ^l7L)
(Orr : <7/7).

Beweis. Man lege a» »0 in (7 einen Winkel 
aO/ — an, so ist (§. 239) «cl, und

<r/ : rr^ rrt)/ : aitt, 

und rZ« 4!Z) ---- as? ;
folglich (Z. Z?Z) er/ : ^lL : aON -s-

^<7 ; ^<7),
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Nun ist er,/ — rrr/ und rrO/ — 

folglich ist rrci : aOli r ttOL ) -j-

(^e: ^0).

tz. 4,5. Lehrsatz.
Wenn zwischen den Schenkeln zweier Nk- 

gleichen Winkel ^6^, h'rß. 179 aus de- 
rcn Scheitelpunkte mir ungleichen Hall»mei
sern die Bogen beschrieben werdeir,
so ist das Verhältniß der Winkel sk/l 

aus dem direkten Verhältnisse der Bogen 
rr^ und dem umgekehrten Verhältnisse 

der Halbmesser zusammengesetzt.
Beweis. Man mache den Winkel riOZ— 

so ist (§. 408)
--- Bog. : Bog.

Es ist aber auch (H. ^rz)
Bog. : cr<7;

also Bogen

folglich ist, wenn wir diesen Werth von in obige 
Proportion setzen
H -- Bog.

— . a 0 : rrii: .
: a/b ) -I- ( »e :

§.416. Lehrsatz.
Ausschnitte 179 eincs nnd

desselben Kreises oder auch gleicher Kreise 
verhalten sich wie die ihnen zugehöriges 
Bogen
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Beweis. M« suche das gemeinschaftliche Maaß 

beider Bogen»

Erster Fall. Sind sie fcommensurabel, so trage 
man deren gemeinschaftliches Maaß zlL von^/biSL. 
7n (z) mahl, von bis S, » (5) mahl und ziehe nach 
den Theilpnnkten ZZ gerade Linien; so sind,
weil die Bogen /ZL, L6 tc. einander gleich sind, auch 
(Z, 24z) die Ausschnitte ^ZOL, LOS, LO// rc. ein

ander gleich.
Es ist also Ausschn. ^OL z x /lOL und 

/ZOZ> — 5 x /ZOL
und daher Ausschn. ^OL : Ausschn. /ZOZ? — Z : Z. 

Nun ist auch
Bogen : /ZZ) — 3:5; 

folglich ist (tz. ZvZ) , / .
Ausschn. ^OL : Ausschn. /ZOZ) — Bog. r 

Bog. /ZZ).

Zweiter Fall. Sind die Bogen ^ZZ) in 
commensurabel, so laßt sich auf gleiche Art wie In 
tz. 408 beweisen, daß das Verhältniß der Ausschnitte 
weder größer noch kleiner als oaö ihrer Bogen seyn kann.

L. 417. Zusatz.

Der Ausschnitt /ZOZ) Lig. 179 verhalt sich zur 
ganzen Kreisfläche wie der Bogen /ZZ) zur.ganzen Pe
ripherie des Kreises. Denn zieht man auf O^Z den 
Perpendickel OL, so ist /ZOL L, der Ausschnitt 

-ZOL/Z ein Quadrant; und es ist (tz. 41Ü-
/ZOZ)/Z : /ZOL^ -- /ZZ) :

Md daher (§. 301)
^OZ)/Z : 4 --- /ZZ) : 4 /ZL,
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wo 4 ^6^ die ganze Kreisfläche und 4 die 

ganze Peripherie ausdrückt.

§. 4l8- Lehrsatz.
Jeder Kreisausschnitt ^oea! k'iZ. 176 ist 

einem Dreieck gleich, dessen Grund, 
linie mt der Länge des Bogens und 
dessen Höhe Zm dem Halbmesser cck deS 
Ausschnitts gleich ist.

Beweis. Man denke sich »rt so weit verlän
gert bis der Peripherie des Kreises gleich 
werde, zu welchem der Ausschnitt ckceck gehört und zie
he Z/r: so ist (§. 341)

lttrn : kmt — : Bog. ckez
Nun ist auch (Z. 417)

9 < Auöschn. ckceck ---- F» : Bog. cke; 

folglich ist (tz. zog)
Y ; Auöschn. ckoeck --- /X : /X //rrt.

Da aber (§. 407) y — /X /mrr, so ist auch (§. Zoo) 
Ausschi«, csccck — /X //Nt.

§. 419, Erklärung.

Zwei Kreisbogen a/, 179 sind einander
ähnlich, wenn der eine eben so viele Theile der ihm 
zugehörige» Peripherie enthält als der andere/ oder 
wen«, beide gleich viel Grade, Minuten, Secunden re. 
enthalten.

Ausschnitte »Ockb odev Abschnitte
Mtt/rr I'iZ. I^ysind tinander ähnlich, wenn 

die ihnen zugehörigen Bogen ähnlich sind.

8. 420. Zusatz.
Wenn zwei Bogen 1'!§. ähnlich sind» 
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so müssen die ihnen zugehörigen Centriwinkel rrO/ 
einander gleich seyn. Denn wären diese ungleich,, so 
könnten (§. 41z) die Bogen nicht einerlei Anzahl Gra
de haben, also nicht einander ähnlich seyn.

§. 4"« Lehrsatz.

Aehnliche Ausschnitte
t'ig. i79 verhalten sich wie die Quadrate der 
ihren Bogen zugehörigen Halbmesser ^0, 
<rO oder wie die Quadrate der ihren Bogen 
zugehörigen Sehnen «Z.

Auch ähnliche Abschnitte ^nrZ-r
179 verhalten sich wie die Quadrate 

der ihren Bogen zugehörigen Halbmesser 
<Z0, oder wie die Quadrate der diesen Bo
gen zugehörigen Sehnen »Z.

Beweis. Erster Theil. Es seyen die Flachen« 
räume der beiden Ausschnitte nnd er; die Flächen der 
ihnen zugehörigen Kreise seyen ihre Halbmesser

-Z so ist (§- 4i7)
-Z: -- Bog.

und » : Bog. »Z. :
da aber die Bogen ^ZZ), <rZ ähnlich sind, und daher 
(§. 4l9) gleich viele Theile ihrer Peripherie enthalten, 
so ist (L- Zoo)

Bog. : Z' Bog, .
Folglich (tz. Z°4) — a : 9;
oder (§. ZU) r er — : 2,
Nun ist (tz. 4°Z)
folglich ist (S- Zoz) ^Z : « ZZ- : /».

Da ferner wegen der Aehulichkeit der Bogen 
^ZSZ), auch (§. 4rz) die Centriwinkel
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^0/ gleich sind, und übcrdieß (§. z6) M . 
«0 : 0Z. so sind (§. zbo) die Dreiecke «0/ ah«, 
lich und es ist ^0:a0---^ZD: aZ; folglich (§. Z2Z) 

: a/^; oder :

Nun war auch : 7--;
folglich ist (tz. zog) : <r --- ; erZ».

Zweiter Theil. Da : er --- 7L- : 7-», und 
auch (§. g^z) wegen Achnlichkeit der Dreiecke 

aOZ>
at7/ — : erO- -- 2r- : 7 -»

so ist (§. zoz)

folglich (§. g2o)

: er — al7Z ---- : er
oder Abschn. : Abschn. am/er ---
Nun ist L- : 7^- --- ^L>- : «Z-;
folglich ist (Z. zoz)

Abschn. — : Abschn. er-TiZcr — Ar .

--- ; aZ-,

Vi



Vierter Abschnitt.
Von der Ausmessung der Linien, 

Winkel und der ebenen Figuren,

Erstes Kapitel.
Di« Ausmessung der Linien und Winkel,

Z. 422. Erklärung.
All unser Messen bestehet im Ausstichen des Verhält

nisses einer gegebenen Größe zu einer andern, ihr 
gleichartigen und als bekannt woraus gesetzten Größe, 
welche dann das Maaß heißt

Das Maaß einer Linie muß also eine Linie, das 
eines Winkels muß ebenfalls ein Winkel, und das Maaß 
einer Fläche muß eine Flacht seyn.

*) S. Umriß >er mathem. Wissenschaften L und 3.
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5- 42Z. Willkührlicher Satz.
Aur Ausmessung der Länge» bedient man sich fast 

aller Orten ungefähr die Länge des Fußes eines erwach
senen Menschen, weshalb dieses Maaß selbst ein Fuß 
oder Schuh heißt. Dieser Fuß ist jedoch an verschie
denen Orten verschieden, und dessen Länge in jedem 
Orte durch die Gesetze bestimmt. Um daher das Fuß- 
maaß eines Orts in das eines andern verwandeln zu 
können, hat man den Pariser Fuß, welcher einer der 
größten ist, in 144 gleiche Theile getheilt, und durch 
sorgfältige Untersuchungen bestimmt wie viele solcher 
Theile der Fuß eines jeden Orts enthält- Die Resul
tate dieser Untersuchungen findet man in verschiedenen 
Büchern zusammen getragen, unter andern in Vega's 
logarithmisch Trigonometrische Tafeln Bd. 2. Seite 245. 
daselbst findet man z. B.

Ein Aachner Fuß — 128,5 Pariser Linien

- Amsterdammer — 125,5
- Berliner — 127,z 
- Breölaucr --- 126,0 
- Frankfurt a. M. e-- 127,0 
- Leipziger — 125,z 
- Rhcinländischcr — 139,1z 

u. s. w.

424. Willkührlicher Satz,
Die Unterabtheilungen der zum Längenmaaße an

genommenen Einheit fi«d selbst an einem und demsel
ben Otte nicht immer gleich- Bei geometrischen Be- 
rechnungewwird fast aller Orten der Fuß in Zoll, 
der ZEdtO Linien, die Linie iu 10 Skrupel

' R s



2Ü2 —

rc. eingetheilt. Desgleichen nennt man eine Lange von 
io Fuß eine Ruthe.

Aur Bezeichnung dieser Maaße bedient man sich 
bei den Ruthen eines o; bei den Fußen eines Strichs 
(0; bei den Zollen zweier Striche (") rc. so daß 128°. 
7". 9". 4""- 6". eben so viel als i-8 Ruthen, 7 Fuß, 
y Zoll, 4 Linien und 6 Scrupel bedeutet; welche Be
zeichnung jedoch nicht mit der gleichen Bezeichnung der 
Grade, Minuten, .Secunden rc. verwechselt werden 
darf.

Diese Eintheilung der Ruthe in io Fuß, des Fn* 
ßes in I2 Zoll rc. heißt die Dezimalcintheilung; 
im Gegensatze der an vielen Orten beim technischen Ge
brauche üblichen Duqdezimaleintheilnng, bei 
welcher dieselbe Einheit höherer Gattung in 12 den Eiu» 
heite» der nächst niedrigern Gattung gleiche Theile zer
legt wird; also die Ruthe in 12 Fuß, der Fuß in l« 
Zoll, der Zoll in 12 Linien rc.

5. 425.

Um das Dezkmalmaaß, (welches man auch wegen 
seiner Anwendung in derFeldmeßkunst das Feldmaaß 
nenni), und Duodezimalmaaß, welches auch das Werk
maaß heißt, mit einander vergleichen zu können, ist 
es zur bequemern Uebersicht, am vortheilhaftesten die 
Unterabthcilungen dieserMaaße in Tafeln zu bringen, und 
uimmt man bei beiden Arten von Maaßen die Ruthe 
gleich groß an, so entstehen hieraus folgende Tafeln r
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Dezimal ' Maaß.

Ruthe Fuß Zoll Linien Scrupel

i 10 100 rooo I0O00

L 10 100 1000

1 10 IOO

I 10

Duodezimal - Maaß.

Ruthe Fuß Zoll Linien Scrupel

i 12 144 17-8 20736

I 12 144 »728

I 12 144

i 12

Aus diesen Tafeln erglcbt sich folgende Vcrglek- 
chnng zwischen dem Feldmaaß und Werkmaaß

10 Feld Fuß — 12 Werkfuß
IO2 Feld Zoll — 144 W. Zoll

IO0O Feld Linien --- 1728 W. Linien
lOyoo Feld Scrup. — 20736 W. Scrupel.
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§. 426. Zusatz.

Hätte man bei beiden Arten von Maaßen den 
Fuß gleich groß angenommen, so würde aus den hier, 
über anznfertigcndc» Tafeln folgende Vergleich»»- her, 

vorgehen.
ro F. Zoll --- ,2 W. Zoll

ivo F. Linien ---- 144 W. Linien
ivoo F. Scrnp. --- 1728 W. Tempel 

u. s w.

427. Aufgabe.

Dezimal und Duodezimal-Maaß in ein, 
ander zu verwandeln.

Auflösung. Man bringe die gegebene Zahl auf 
ihre kleinste Gattung von Einheiten; suche in beiden 
vorstehenden Vergleichungstafeln, wie sich diese Gattung 
Einheiten des gegebene» Maaßes mit der gleichuahmi- 
gen Gattung des andern Maaßes vergleicht: so laßt 
sich das Gesuchte durch die Regeldetrie finden.

Erstes Beispiel. Man soll 87°. 8^. y" Dezi- 
malmaaß in Duvdezimalmaaß verwandeln, wenn bei 
beiden Arten von Maaße» die Ruthe gleich groß ange
nommen wird.

Man verwandle die gegebene Zahl in 8789« 
und da sich aus der vorstehenden Vergleichungötafel 
erzieht, daß

144«^
wo das Dezimal - und clel das Dnodezimalmaaß be
zeichnet, so findet man folgende Proportion :

lva»" : 8789'" --- t44^" ;
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und folglich (§. Z14)

X — ?789H44 „ 12656,16^".
icro

Die 12656^" werden in Fuß und Ruthen verwan
delt, wenn man nach einander mit 12 Dividirt; und 
die 0,16^" werden in Linien, Scrupel rc. verwan
delt, wenn man sie wiederholcntlich mit 12 multipli- 

litt. Es sind demnach
8789»" ----- 12656,16^" ----- 87°. l«'. 

8". 11,04^.
Zweites Beispiel. Man soll, in der Voraus

setzung, daß die Ruthen bei beiden Maaßen gleich groß 
sind, 87°. io». 8". I"'« "/c>4" Duodezimalmaaß 

in Dezimalmaaß verwandeln.
Auflösung. Man verwandle die gegebene Zahl 

durch wiederholte Multiplikation durch 12 in lanter 
Scrupel; und laßt mau die 87°/ welche in beiden Fal
len gleiche Größe haben, wahrend der Verwandlung 
hinweg, so sind die 
10'. 8". i'". 11,04" — 18455,04^"; nnd durch 

die Proportion
207)6 : 18455,04 — loooo : L 

findet man nach geschehener Reduktion
18455/04"'" — 8'9"^ 

folglich
87°. 10 .8'. tM li,o4"" — 87°. 8^ 9^-

Anmerkung. Hätte man in beiden vorstehenden Bei
spielen den Fuß bei beiden Arten von Maaßen von 
gleicher Größe angenommen, so würde das Verfahren 
uugeandert bleiben; nur würde man ein anderes Resultat 
erhalten, well in diesem Falle die Verglelchungszablen der 
verschiedene» Maaße von den vorigen verschieden sind.
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428. Aufgabe.

Die Maaße verschiedener Lander und 
Provinzen in einander zu verwandeln.

Auflösung. Man suche nach den in (§. 42g) 
angeführten Tafeln die Vergleichungszahlen zwischen den 
Maaßen beider Oerter, so laßt sich das gesuchte Resul
tat durch die Ncgcldetrie finden, wie folgendes Beispiel 

zeigt,
Es seyen 687 Berliner Fuß in Breslauer zu vers 

wandeln, so ist (tz. 42z)
1 Breslauer Fuß ---- 126,0 Par. Linien
i Berliner Fuß 227,3 - -

folglich
i Bresl, F. : i Berl. F. --- 1260 : 1273z 

also c§. Zi2)
127z Bresl. F. — 1260 Berl. Fuß; 

wodurch man folgende Proportion erhalt, 
1260 Berl. F. : 687 Berl. F.

---- 127z Bresl. F. : X Bresl. F.;

folglich L — 694,08 Bresl. F.

Anmerkung. In mehreren Büchern, und besonder- 
in Nclkenbrechers Taschenbuch derMüiiz-VZg^g 
und Gewichts künde, findet man diese Vergleichuugs- 
zahlen berechnet. In wiefern es vortheilhaft sey bet diesen 
Rechnungen die Logauthmen anzuwenden, ,mnß die Be
schaffenheit der Rechnung selbst zeigen.

4?y. Willkührlicher Satz.

Zur Ausmessung der Linien auf dem Felde bedient 
man sich in vielen Fallen eines hölzernen Stabs, auf 
welchem die einzelnen Fuße und deren Unterabtheilungen 
aufgetragen sind, welcher daher ein Maaßsiaab heißt,
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Denkt man sich auf gleiche Art, eine auf dein Pa
piere willkührlich gezogene gerade Linie, auf ähnliche 
Art wie der erwähnte Maaßstab eingetheilt, so werden 
die Theile dieser Linie eben das im Kleinen verstellen, 
was die Theile jenes Maßstabes im Großen ange
ben. Eine auf diese Art cingetheille Linie nennt man,, 
weil ihre Theile ungleich kleiner als beim wirklichen 
Maßstabe ausfallcn, einen verjüngte» Maaßstab.

Es ist begreiflich, daß die Unrerablheilungeu auf 
dem verjüngten Maßstabe sehr klein außfallen müssen, 
und öfter so klein, daß sie sich nicht unmittelbar mit 
dem gewöhnlichen Airkelinstrument von demselben abneh- 
mcn lassen. Man hat daher ein Mittel erfunden die
ses gleichwohl bewerkstelligen zu können, wie aus fol> 
gendem erhellen wird.,

§. Aufgabe.

Eine gegebene gerade Linie, z. B. vier 
Zoll in sehr viele, etwa iooo, gleiche Thei
le zu theilen, oder einen verjüngten Maaß- 
stab zu verfertigen.

Auflösung. Man ziehe k'ig.iZo eine gerade Linie - 
von der verlangte» Größe, etwa vier Zoll, und theile 

sie in 10 gleiche Theile; in und F errichte man die 
senkrechten und trage auf jede derselben von 

gegen O und von L gegen O to gleiche Theile von 
beliebiger Länge auf; durch diese Punkte ziehe man ro 
gerade Linien, welche alle der parallel seyn wer
den. Auf die letzte derselben, nehmlich auf 0^ trage 
nian wiederum von 6 gegen D einen der Theile der 

welcher sich io mahl darauf tragen läßt, und gc- 
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uau bis 2) reichen muß. Die Theilnngspunkte der 
beiden Linien 02) verbinde man durch die gera
den Linien ab, 100 ei, 200 e rc. Mau theile ferner 
den ersten Theil ^b und 0^2 dcr gegebenen Linien 
und der ihr Parallelen 02) in 10 gleiche Theile, und 
ziehe durch diese Thrilungspunkre die Querlinien 
(TransMrsalen) am, ro a rc. Endlich schreibe 
man die Zahlen hin, wie sie in Oix. igo zu sehen sind: 
so ist die Linie in r oo« gleiche Theile getheilt. Nehm
lich 7 ? enthält 7, er io enthält lv, er zo enthalt zc>, 
7 enthält Z7, er I0O enthält IOO und er 500 enthält 
Hoo solcher Theile, deren die Linie tausend enhalt^

°d« -slst 7 ? - 7"

u. s. w.
Beweis. In den Dreiecken abm und «7/» 

ist ab : 6m —«7:7? oder 
ab : a7 ---- bm : 7/1;

«un aber ist ab : a/ — 10 : 7 folglich ist (tz. zoz) 
ia: 7 — bm : 7/r.

Ferner ist bm ---- — --- — ^22? ---
ic> 10 10

—es ist also t<2 : 7 — : 7^, und
100 too "

folglich 7? — Eben so leicht, ist es ein-

zusehen, daß 7a — Den» es ist 7? --

7^ nun aber ist 7/) -- —^2? und />a -«

ZQ — »0 — -rA- OO —
,0 lyo Ivoo
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folglich ist 7k, --- _I_ -Z2_ --
IMS- 1000

qy
rc. Auf eben die Art sieht man ein, daß

"" — 527 ist« Den» es ist — §7 — A> -j- 
Zvo -j- 7 -^- Zo Sz7 rc.

§. gzl. Zusatz.

AuS der eben erklärten Einrichtung dieses Maaß-- 
siab'S, ergiebt sich die Art wie man von demselben eine 
verlangte Anzahl Theile mit dem gewöhnlichen Zirkel 
abnehmen könne. Will man z. V. zzo solcher Theile 
haben, deren ivvv auf gehen, so setze mau die ei
ne Spitze des Zirkels in 500 ein, und öffne denselben 
bis dessen andere Spitze Zo erreicht. Sollte eine Linie 
von ZZ7 Theilen abgetragen werden, so eröffne Malt 
den Zirkel von -- biö v. Waren endlich nur zz6^ Thei
le abzunehmcn, so müßten die Zirkelspitzeu in der Mit
te der zwei Parallelen 66 und 77, und zwar die eine 
auf der senkrechten 500 und.die andere Spitze auf 

der transrersalen zo v, eingesetzt werden, rc.

§. 4Z2. Zusatz.
Wenn man umgekehrt wissen will, wie viel Theile 

eine gegebene gerade Linie auf diesem Maaßstabe ab- 
schneide, so fasse man diese Linien zwischen den Zirkel, 
und Überträge diese Oeffnung des Zirkels dergestalt auf 
die Linie 01), daß die erste Spitze auf einem der Thei- 
lungSpunkte 200, Zvo rc. eingesetzt ist, die zweite aber 
Zwilchen 0 und «r einlrift. Sollte nun diese zweite 
Spitze zwischen 6 und er genau in einem TheÜungs. 
Punkte z, B. in ;o, und die erste in 5°» eintrcffen.



2§g

so würde die gegebene Linie — zzo sey». Sollte hin
gegen diese zweite Spitze zwischen zwei Theilungspunk
te, z. G- zwischen 30 und 40 einlrcffen, so rücke man 
mit dem Zirkel so lange parallel herunter, bis, diese 
Spitze genau auf eine Transrersale eintrift. Ereignet 
sich nun dieses in v, nehmlich wenn die eine Spitze 
in r- auf der Transrersale zo, die andere aber auf der 
Parallele 77 in § eintrift, so enthalt die gegebene ge
rade Linie 537 Theile. Würden hingegen die Spitze» 
„ur in der Mitte der Parallele» 6S und 77, jedoch 
auf der senkrechten 520 und der Transrersale zo ein
treffen, so würde auch die gegebene Linie nur 536z 

536,5 Theile enthalten.

Sollte die gegebene Linie, welche auf difsem Maaß- 
stabe zu untersuchen ist, größer als 6D seyn, so wird 
nur der ste, zte oder 41« Theil davon anf den Maastab 
getragen, und diese Zahl mit 2, z oder 4 multiplizirt, 
ym die Theile der ganzer, gegebenen Linie zu erhalten,

S- 43Z-
Läßt man nun die Linie roy Fuß, rc-o Zoll, 

100 Linien rc. bedeuten, so ist ein verjüngter

Maaßsiab von 1000 Fuß, 1000 Zoll, 1000 Linien rc. 
Bedeutet den eine Ruthe, so werden die Parallelen 
Theilchen im Dreiecke »/»k> Dezimal-Fuß bcdcutcn» 
Bedeutet bck eine Ruthe und daher bm ein Dezimal- 
Fuß, so werden jene Theilchen Dezimalzoll bedeute». 
Der angeftrtigte verjüngte Maaßstab giebt in diesem 
Fallc eine» Dezimalmaaßstab.

Wollte mau einen Duodezimal-Maaßstab anfcrti-

zen, so bliebe Las Verfahren »»geändert, nur daß man
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-Ä in 12 gleich« Theile zerlegen, und auf anstatt 

ro numuehr 12 beliebig gleiche Theile tragen müßte.

434-
Mit Hülfe des verjüngten Maaßstabes ist man 

!m Stande mehrere geometrische Aufgaben mit Leich
tigkeit aufzulösen, wenn beim Resultat nicht die größte 
Schärfe verlangt wird. Will man z. B. das Verhält' 
u!ß zweier gegebenen Linien In Zahlen finden, so un
tersuche man wie viel Theile eines und desselben ver
jüngten Maaßstabeö eine jede dieser Linien enthält. 
Gesetzt die eine enthalte 457 und die ander 67z Theile, 
so ist ihr Verhältniß --- 457 : 673.

Will man zwischen zwei gegebenen geraden Linien 
", Ü, eine mittlere Proportional!!»!« -- finden, so vast 

« : n ---- n : L, so messe man beide Linien a, L auf 
rmcrlci Maaßstab, multiplizire die gefundenen Zahlen 
in einander, ziehe aus dem Producte die Quadratwur
zel und nehme die Anzahl der Theile dieser Wurzel von 
demselben Maaßstabe, so hat man die gesuchte Linie. 
Es sey. z. B. " Z8l, b -- 576, so ist

38» . 576 — 468,4, wo für man 468^ 
Theile vom Maaßstabe abnehmen kann.

Da sich eine jede Linie vorn Maaßstabe abnehmen 
läßt, lind daher als eine Zahl betrachtet werden kaun, 
so läßt sich auch jede bei den geraden Linien vorkvm« 
inende Aufgabe mit Hülfe deS verjüngten MaaßstabeS 
anflösen, sobald man den Werth der gesuchten Linie 
arithmetisch zu bestimmen weiß.

S- 435-
Zur Ausmessung der Winkel muß (§. tzL») das
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Maaß ebenfalls ein Winkel seyn, wozu man sich ent« 
weder des rechten Winkel selbst, oder eines Winkel- 
grades, Minute, Secunde rc. bedient (tz. 412). Um 
daher die Größe eines Winkels zu bestimmen, könnte 
man auf einer durchsichtigen Materie den rechten Win
kel in seine einzelnen Grade, Minuten rc theilen, 
und dieses Maaß dergestalt auf den zu messenden Win
kel lege», daß der Scheitelpunkt und ei» Schenkel d-S 
Winkels mit dem des Maaßes zusammen fallen, da denn 
diejenige Theilungslinie des Maaßes, welche den zweiten 
Schenkel des gegebenen Winkels deckt, seine Größe in 
Graden, Minuten rc. angeben würde.

Oder, weil (Z. 411) der zwischen den Schenkeln 
eines Winkels beschriebene Kreisbogen eben so viele 
Theile des Quadranten enthalt als der Winkel Theile 
deS rechten, so könnte man die Größe eines Wmkels 
^0'/) I^Z. 179 bestimmen, wenn man zwischen seinen 
Schenkeln und den Schenkeln des rechten Winkels 
mit einerlei Halbmesser die Bogen beschreibt,
und auf ähnliche Art wie in K. zzs. das Verhältniß 
dieser Bogen sucht.

Mau könnte aber auch den Bogen in seine 
einzelnen Grade, Minuten, Secunden rc. theilen, und 
sehen wie viele dieser Bogentheile zwischen die Schenkel 
s)es Winkels fallen. Oa jedoch die Anwendung 
dieser Methode bei jedem einzelnen Winkel viel zu mühsam 
wäre, so hat man ein Instrument zur Messung der Win. 
kel erfunden, welches daher ein Winkelmesser oder 
Transporteur heißt, dessen Einrichtung auf den ange
führten Gründen beruhet, wie aus folgendem hervor 

sschet*



§. 4Z6. Aufgabe.

Einen Transporteur zu construiren
Aufl ö su n g. Man nehme eine gerade Linie ^8 
ig> von beliebig.r Große, halbire sie in D, und 

beschreibe mit 7)8 den Halbkreis ^7L8. AuS 7) 
errichte man auf ^8 den Perpendickel LD, so find 

(§. 144) die Bogen ^L, 80 Quadranten.
Aus 0 schneide man mit dem Halbmesser LD den 

Bogen LD ab, so ist dieser — Z der ganzen Periphc: 
rie und halt also 6o Grad; folglich hat der Bogen 
LD Zo Grad. Eben so schneide man aus 8 mit dem« 
selben Halbmesser den Bogen 8D ab, welcher 6o° hat, 
und LD halt also zo°. Der Quadrant L8 ist also in 
den Punkten D und D in drei gleiche Theile getheilt. 
Auf eben die Art verfahre man im Quadranten >^L, 
welcher durch die Punkte D, L in drei gleiche Theile 
zerlegt wird.

Man theile dann jeden dieser Theile in zwei glrir 
che Theile, so wird der Quadrant in 6 gleiche Theile 
zerlegt, oder von 15° zu 15° abgetheilt seyn.

Jeden dieser Bogen zerlege man durchs Versuche» 
in drei gleiche Theile, indem uns die bisherigen Lehren 
kein Mittel an die Hand geben einen Bogen in z glei
che Theile zu theilen, so wird der Quadrant von zu 
5° abgetheilt seyn.

Zerlegt man nun jeden dieser Bogen wiederum in 
fünf gleiche Theile, so hat man dcu ßoten Theil dcS 
Quadranten oder einen Grad, und die halbe Pheü» 
Pherie wird also in ihre 180 Grade abgetheilt sey«.

§. 4Z7. Zusatz.

Stellt man sich mit der halben Peripherie ES
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1^. Igr noch drei cvncentrische Kreise gezogen Ävl'> 
um die einzelnen Grade desto bequemer abzählen zu kön
nen, und setzt man, daß die Schärfe eineö Line
als sey, welches mit dem Halbkreise aus ei
nem Stücke bestehet, und worin der Mittelpunkt S 
dieses Halbkreises besonders bemerkt ist, so hat man 
einen Begriff von der Einrichtung des in (§. 4Z5- er
wähnten Transporteurs. Die beigesetzten Zahlen gebe» 
die Menge der Grade an und sind einmahl von durch 
O nach und das ändere mahl rückwärts von L 
Lurch 6 nach ^geschrieben, so daß der Anfang und 
das Ende der Abtheilung in den Durchmesser fällt. 
Hierdurch giebt der Transporteur mit der Größe eines 
Winkels zugleich die seines Nebenwinkels an.

§. 438« Aufgabe.
Einen geradlinigten auf dem Papiers 

gezeichneten Winkel ADK lgr vermit
telst des Transporteurs zu messen.

Auflösung. Man lege den Transponteür derge
stalt an den gegebenen Winkel, daß sein Mittelpunkt 
D auf der Spitze des Winkels, und die Schärfe des 
Lineals auf einen Schenkel T>S dieses Winkels 
falle. Man zähle Nun die Grade auf dem Bogen deö 
Transporteurs, welcher zwischen diesem und dem andern 
Schenkel des zu messende» Winkels fällt, indem 
man von zu zählen anfängt: so hat man zugleich 
(H. 412) die Anzalst Grade, welche der zu messende 
Winket enthält. In der Zeichnung hält dieser Winkel 
45° die dabei stehende Zahl rzz giebt die Anzahl Grade 
seine« Nebenwinkels ^ben so bestimmt die
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Zahl 124 die Größe des Winkels HO-5; und die dabei 
flehende Zahl 56 die seines Nebenwinkels HO/^.

Fällt bei dieser Messung der Schenkel OK zwischen 
zwei Theilstrichen des Transporteurs, so muß inan nach 
dem Augenmaaße bestimmen, ob das, was der zu mes
sende Winkel über einer Anzahl Grade enthält, 
Grad ist, und dieses, in Minuten verwandelt, zur be- 
vbachleten Anzahl Grade hinzusetzen.

4gy. Aufgabe.

An eine gegebene gerade Linke OL und 
kinem in ihr gegebenen Punkte O vermit
telst deö Transporteurs einen Winkel an- 
zulegen, welcher eine gegebene Anzahl Gra
de und Minuten enthalte.

Auflösung. Mau lege den'Transporteur derge
stalt an OL' an, daß dessen Mittelpunkt auf O, und 
die Schärfe des LiniealS an OL zu liegen komme. 
Man zahle nun, von OL angerechnct die gegebene An
zahl von Graden fort, z. B. 45», wenn der Winkel so 
viele Grade enthalten soll, und steche an dein Bogen 
des Transporteurs, bei dem letzten der gezählten Gra

de, al>o hier bei dem 4Ztcn einen Punkt 2 ab; zirhe 
durch O und .v eine gerade Linie: so wird (§. 412^ der 
Winkel «OL der verlangte sey».

Sind aber außer den Graden auch Minute» ge
geben, etwa to, iZ, 22 Minuten, so berechne man, 
welchen Theil des Gradeö diese Minuten ausmachen, 
ob sie nehmlich »her 4 Grad ausmachen, und rük- 
ke nach dem Augenmaaße den abgestochenen Punkt n 
um eben so viel auf dem nächsten Theilpnnkte weiter.

S



§. 440. Aufgabe.

Die Peripherie eines Kreises erbe 
F'-x. lZo vermittelst des Transporteurs in 
eine gegebene Anzahl/ (etwa n — 5) gleiche 
Theile zu theilen.

Auflösung. Man dividier gso --durch die Anzahl
--- 5) der Theile, worin die Peripherie zerlegt wer

den soll. Sodann nehme man in der Peripherie einen 
beliebigen Punkt »an, ziehe den Halbmesser O<r, und 
lege (Z. 4ZY) an Orr in O einen Winkel crOe an, 
welcher die gefundene Anzahl Grade hat, so wird 
(§. 412) der ! Bogen er/s eben so viele Grade haben, 
und daher der verlangte nte Theil der Peripherie seyn. 
Tragt man nun die Sehne rre n mahl (-5 mahl) herum, 
so wird der Kreis in » (5) gleiche Theile zerlegt seyn.

441. Zusatz.

In so weit sich nun vom Transporteur jede gege
bene Anzahl von Graden, Minuten, Secunden rc. ab
tragen läßt, kann man auch mit Hülfe desselben in 
und um jeden gegebenen Kreis ein reguläres Polygon 
vou jeder gegebenen Anzahl Seiten beschreiben, indem 
(H. 270 und 279) die Einschreibung oder Umschreibung 
der regulären Polygone beim Kreise lediglich vou dek 
Eintheilmig der Peripherie in eine jede gegebene Anzahl 
gleicher Theile abhangt.

§-442. Zusatz.

In eben der Voraussetzung, daß man vom Trans
porteur jede beliebige Anzahl von Graden, Mimiken, 
Secunden rc. abnehmen könne, läßt sich auch auf jede 
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gegebene gerade Linie ein reguläres Polygon von jeder 
beliebigen Seitenzahl setzen.

Es sey z. B. auf die Linie eck igo. ei» re
guläres Fünfeck zu setzen; so berechne man dessen Po- 

lygvnwinkel. Dieser beträgt (§. izy) — —
4 5

; seine Hälfte ist 54°.
Man lege »u» (tz. 439) an jeden der Endpunkte 

s, cl der gegebenen Linie einen Winkel ^0,6^0 an, 
welcher dem halben Polygonwinkel gleich ist, also hier 
54°: so müssen (§. 284) die Linien eO, clO einander 
im Mittelpunkte O deS Polygons schneiden. Beschreibt 

man nun aus O mit dem Halbmesser Oe oder Ocl ei
nen Kreis, so wird sich die Seite so viel mahl in 
diesem Kreise herumtragcn lasse» als das -Polygon Sei
ten habe» soll (hier 5 mahl) und »Lecks wird das Vers 
langte reguläre Fünfeck seyn.

§.44;. Zusatz
Um bei der Consirnction der in §. 440, 441, 44» 

aufgelösten Aufgaben der jedesmaligen Berechnung deS 
Centri- und Polygonwiukclö überhdbe» zu seyn, kann 
Man sich, danach (H. izy.) jeder Polygönwinkel eines 

Polygons vonn Seiten —2N— i8o° —

und H. (288) jeder Centriwinkel — --- , ein

sür alle mahl eine Tabelle anfertigen, worin diese 
Winkel, so wie die halben Polygonwinkel der am häu, 
lösten vorkommenden Polygone berechnet sind wie 
nachstehendes Schema zeigt.

S s
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Nahmen der 
Vielecke.

Centri- 
winkel.

Polygon- 
winkel.

Halbe Po
lygonwinkel.

Dreieck . 
Viereck . 
Fünfeck . 
Sechseck 
Siebeneck 
Achteck .

120°.—. —
90. —
72. —
60. —. —
5t°.25'.42s'

45- ---

III!
 

i

I 
! 

I 
I 

I
. 

. 
.

' 
0 

t 
oö 0 

oö
0̂ 

0
32°. — . —

45- - . -
54- - - -
60. --- . —
64.
67. 32 —

U. s. w.

§. 444. Zusatz»

Wendet man diese Art der Winkelmessung auf die 
Lehre von den Dreiecken an, und nimmt also nicht wie 
früher hin den rechten Winkel selbst, sondern seine einzel
nen Grade, Minuten rt. als Einheit, so lassen sich alle 
diese Sätze anders vortragen, wenn man 90° anstatt 
des Ausdrucks: rechter Winkel; 180° anstatt deö 
Ausdrucks: zwei rechte, anstatt des Ausdrucks: 
zwei Dritthelk rechte -c- setzt. So z. B. kann 
der §. 68 auch folgendermaßen vorgetragen werden:

Jede zwei Nebenwinkel betragen zusam
men

71. Alle Winkel, welche um einen Punkt 
herum liegen betragen zusammen z6o°.

8- izo. In jedem Dreieck beträgt die 
Summe aller drei Winkel 182°, und eben s» 
alle in §. izr hieraus gefolgerte» Sätze.

Auch kann man mit Hülfe des Transporteurs und 
verjüngten Maßstabes aus dreien ein Dreieck bestim- 
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inenden, und in Zahlen gegebenen Stücken, die übrigen 
unbekannten Stücke in Zahlen angeben, wenn man die 
gegebenen Langen von einem beliebigen Maaßstabe ab- 
nimmt, aus diesen und den gebenen Winkeln nach den 
Lehren des ersten Abschnitts ein Dreieck construirt, und 
die übrigen Langen dieses Dreiecks nach demselben Maaß- 
ftabe mißt. Es sey z. B. aus drei Linien, von denen 
die eine 6° 7,. ?/', die andere 4°. 8^. 9" und die drit
te 6°. z/. 7" lang seyn soll, ein Dreieck zu construi- 
rcn: so nimmt man diese Längen vom einerlei verjüng 
ten Maaßstabe ab, construirt daraus (tz. ivo) ein Drei
eck, und mißt dessen Winkel mit Hülfe des Transpor
teurs: und eben so verfährt man in den übrigen Fällen.

/
1
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Zweites Kapitel.

Von der Ausmessung ebener Figuren^

§. 445. Erklärung.

3"k Ausmessung einer Flache muß (§. 422) da» 

Maaß ebenfalls ekne Fläche seyn *). Man wählt hierzu 
gemeiniglich ein Quadrat, dessen Seiten bald einen 
Zoll, bald einen Schuh, bald eine Ruthe, und zuwei
len auch bei Bestunmung sehr großer Flächen, eine Mei
le beträgt. Die erste Flach« heißt ein Quadratzoll, 
die zweite ein Quadratfuß, die dritte eine Quad
ratruthe rc.

Eine Fläche ausmessen heißt also bestim
men, wie viel mahl die als Maaß angenom
mene Fläche in der auszumessenden ent
halten sey, oder wie viel Quadratruthen, 
Quadratfuß, Quadratzoll rc. sie enthält.

S. Umriß der mathematische» Wissenschaften §. z und 4.
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Mn bezeichnet die Quadratruthe durch den 
Buadratfuß durch (L^), den Quadratzoll durch (m") 
tc., indem man nehmlich dem Zeichen LU die Bezeich
nung der Längenmaaße oberhalb belsetzt. Es bedeutet 
demnach 5 lH°, 89 O", 47 III" u. s. w. 5 Quadratru- 
thrn, 89 Quadratmaß, 47 Quadratzvll u. s. w.

§. 446. Zusatz.

Die Unterabtheilunge^ der Flächenmaaße stehen mit 
den der Längenmaaße in der engsten Verbindung. Es sey 
z, V. I'lg. 182 eine Quadratruthe, so ist 
eine Längeuruthe. Ihr zwölfter ist dann ein Duo- 
dezimalzoll, und die Fläche ein Duodezimal- 
quadratzvll

Nun sind (§. Z79) die Quadrate 
als ähnlkche Figuren im zweifachen Verhältnisse ihrer 
Seiten und da i : 12, so ist

— 2 . (1 : 12) — 1- : 12- 
oder rlH": i — i : 144.

und multiplizier man die äußeren und mittleren Glieder 
in einander, so ist

— 144

Dieß lehrt auch der bloße Anblick der Figur. 
Denn der tzuadratfuß ist in dem Rechtecke zwölf 
mahl enthalten; nnd da die Quadratruthe zwölf solcher 
Rechtecke wie enthält, so wird sie 12 x 12 oder 
144 Quadrate wie enthalten.

Wenn ^ig. 182 einen Läugenfuß, und daher 
einen Duodczimalzoll bedeutet, so ist .ZLOZ) ein 

Duodezimalqnadratfuß, ein Duodezimalquadrat-
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zoll, uud durch ähnliche Schlüsse wie Im Vorhergehen
de» findet mau

i ------144 lD"; * LH" --- 144 u. s. w.

Die Quadralruthe hat° demnachl 144 -----
»44 « >44 LH" — 20756 LH" und 20756 . 144 
-985484 Lss"

Folgende Tabelle erleichtert sehr den Ueberblick der 
verschiedenen Unterabtheilungen des Duvdezimalquadrat, 
Maaßes«

m"

I r44 207Z6 2985984

i 144 20756

1 144

Stellt man eben die Betrachtungen bei dem De- 
zlmalmaaße an , so ergiebt sich leicht, daß, weil alsdann 
die Seite der Quadtatruthe zehn der Seite des Qua- 
dratfnßes gleiche Theile hat, folgende Proportion statt 
haben muß

i : i ------ i- : ior ; in 
mithin (§. Zl2) -

r H)" — ivo
und man sieht leicht ein, daß der Dezimalquadratfuß 
rso Dezimal-Quadratzoll, der O.uadratzoll 100 Quadrat- 
linien u. s. w. enthält. Diese Unterabtheilungen lassen 
sich folgendermaaßen ordnen.
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sZ"

I 100 looao I0QO0OO

i ' 100 loooo

I I00

AuS der Zusammenstellung dieser Tafel mit dee 
vorigen, erhalt man, wen» das Dezimalquadratinaaß 
durch clO und das Duodczimalmaaß durch ckc/m be, 
zeichnet wird, und wenn die Langenruthe bei beide» Ar
ten von Maaßen gleich groß angenommen wird, daher 
auch (§. i;o) die Quadratrurhe» als gleich angenom
men werden, nachstehende Vergleichungen.

roo LI? --- 144
70OO0 al LZ" ---- 207Z6 ckä!

lOLOooo a! — 298ZS84 c/c/

u. s. w.

§. 447. Aufgabe.

Eine im Dezimalquadratmaaße ausge, 
drückte Zahl in Duodezimalquadratmaaß, 
und umgekehrt zu verwandeln.

Auflösung. Man verwandle die vorgelegte Zahl 
in ihre kleinst« Gattung von Flachen-Einheiten; suche 
aus den vorhergehenden Vergleichungstafeln, wie viel 
eine bestimmte Anzahl Einheücn dieser Benennung deS 
«inen Maaßes in den von gleicher Baneunuug im an-
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-ern Maaße Leiragen, so laßt sich das gesuchte durch 

die Regeldetrie finden.
Es seyen z. B. 75 8y 97 Dezimal- 

maaß in Duodezimalmaaß zu verwandeln: so erwäge 
man, daß 75 — 7502 zu diesen noch 89
hinzu gesetzt, giebt 7589 Diese in Quadratzolle 
Verwandelt, erhalt man 7Z8900 LI", welche mit den 
97 Ll" zusammen genommen 758997 lH" betragen. 
Da nun nach obiger Verglcichungstafeln 10200 cl 
k--- SO7Z6 m", so erhalt man folqende Proportion:

10200:758997^20756 ; X, 
mithin ist

oder, wenn man wiedcrholentlich mit 144 dividitt, er
hält man

75 O". 129 80,r8 Duodezimalmaaß
Man hatte auch die 75 sH°, welche bei beiden 

Maaßen gleich groß sind, wahrend der Rechnung hinweg 
lassen, und nur die 8y lH2 97 EI" verwandeln kön
nen, wodurch man dasselbe. Resultat auf leichtere Art 
erhalten könnte..

Auf ähnliche Art verfahrt man, wenn. Duodezimal« 
quadratmaaß in Aezimalquadrätmaaß verwandelt wer

den. soll.

§. 448. Aufgabe..

Jede gegebene Anzahl Quadratfuße ei
nes Orts in die eines andern zu verwandeln, 
wenn das Verhältniß des Längenfußes die
ser beiden Oerter bekannt ist. ES seyen z,B.
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698 Bresl. b in Rheinlät-dische zu verwan-i 
deln.

Auflösung. Aus dem Verhältnisse der Langen- 
fuße beider Oerter suche mau auf nachstehende Art eine 
Verglcichung ihrer Flachcnfuße zu erhalten, worauf die 
»erlangte Verwandlung nach der Regeldettie geschehen 
kann.

Da nehmlich
L Bresl. F: i Rheinl. F. --- r2ü : rzy.rz 

und (§. Z79) jede zwei Quadrate im zweifachen Verhält
niß ihrer Seiten stehen, so ist

r Bresl. ; r Rheinl. --- 1-6- : rZ9,rz» 
folglich, (§, zi2)

iZY,lzr Bresl. H>^ -- 126? Rheinl.^;
U»d daher -

i-Z9,rZ^ Bresl. O" 698 Bresl. ---- 
L2ü^ Rheinl. : X Rheinl.

folglich
-v 126^ ,

— n 698 Rheinl.
Wenden wir hierbei die Logarithmen an, so ist 

— 2 /o^ 126 -s. /c>^ 698 — 2 koF lZ9,!Z

--- 2/7577548 ;
also L 472/24 Rheinl- m-'.

§. 449. Aufgabe.
Den Flächeninhalt eines RechteckS^EO
-8? ju berechnen.

Auflösung. Man messe zwei an einander grän
zende Seiten LO, desselben nach einerlei Maaß, 
d. h. mau drucke beide zugleich in Fußen oder beide zu, 
gleich in Jollen rc. auö; multiplizire diese beiden Iah«
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ten in einander, so giebt das Produkt an wie viel« 
mahl ein Quadrat, von eben der Benennung in dem 
Rechtecke ^SOD enthalten ist.

Ist z. B, ^S -- 6' und SO-- 4', so zeigt das 
Product 6. 4 — 24 an, daß der als Maaß genomme
ne Quadratfuß im Rechtecke ^SOD 24 mahl 
enthalten ist.

Beweis. Es sey die Grundlinie des Rechtecks 
dessen Höhe SO -- fti« Flächeninhalt 

---- <?. Ferner sey die Seite des als Flächenmaß 
angenommenen Quadrats ^SSO --- m ; so ist auch 
die Höhe ^6 dieses Quadrats — m, und bezeichnen 
Wir dessen Flächeninhalt durch 2. so ist (z. Z44)

EIS
m. m : A-. 2 ;

Da aber m --- 1, indem M die Langen - Einheit vor- 
siellt, .und H — i LDS, so Ist

folglich ist (§. gl2)
0 — F. /t Quadratfuß.

Die Richtigkeit des hier in aller Strenge bewiese
nen Satzes, crgicbt sich auch beim bloßen Anblick der 
Figur, wenn man erwägt, daß das Quadrat 
in dein Streifen ^S//O so viel mahl enthalten ist, 
als die Grundlinie ^S Langen - Einheit hat (hier 6 
mahl); und da daß Rechteck vier solcher Streifen hat, 
so viele nehmlich als die Höhe SO Einheiten enthalt, 
so muß das Rechteck 6. 4 — 24 solcher Quadrate wie 

enthalten.

§.450. Zusatz.
Der Inhalt H eines Quadrats dessen Seite /
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wird gefu»dcn, wenn man die Zahl, welche die Lange 
einer seiner Seiten angiebt durch sich selbst multiplizirt; 
oder (7 —/. / weil jedes Quadrat als ein Rechteck 
von gleichen Seiten anzuseheu ist. Ist z. B. die Sei
te eines Quadrats im Dezimalmaaß — 7°,9^" 7,y° 
so ist dessen Inhalt — 7,9 x 7,9 — 62,41 O»
— 62 41^--.

'§. 45r. Zusatz.

Auö /r folgt, (Grunds. 14)

>U">

Wenn daher der Inhalt eines Rechtecks nebst 
seiner Höhe gegeben ist, so findet man die MasiS 

wenn man den FlächenrauM durch die Höhe dividier. 
Auf gleiche Art findet man aus dem Inhalte nebst der 
Grundlinie die Höhe.

Eben so folgt aus /./---()

Wenn daher der Flächeninhalt eines Quadrats ge
geben ist, so findet man seine Seite, wenn man aus 
der Zahl, welche den Flächeninhalt angiebt die Quad

ratwurzel zieht. Ist z. B. der Inhalt eines Quadrats 
— 62 O°. 41 O' —. 62,41 so ist dessen Seite

/ — 62,4t -- 7,9° --- 7°. 9^

§. 452» Aufgabe.
Den Flächeninhalt eines schkefwinklich- 

ten Parallelogramms 146 zu be
rechnen.

Auflösung. Man messe dessen Grundlinie OZ) 
L und desien Höhe --- 7« »ach einerley Maaß^ 
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Mnlriplizlre beide iü einander, so giebt Leren Product 
6/) x DX — §. 7t den verlangten Flächeninhalt 

oder <^ —
Beweis. Man falle von 0 und /) auf die 

Perpendickel 7)^ so ist (tz 155) daö Rechteck 
IQV^ dem Parallelogramm ^kSSO gleich. Nnn ist 
(§. 44Y) — F- folglich ist auch der Inhalt

PeS Parallelogramms oder tz --- F. 7t
Hieraus folgt, wie in (tz. 449)

I. Beispiel. Es sey § 728°. 7^. z";
L — 24°. Z/. 6" Dezimalmaaß, so kann § --- 728,7^ 
und 7i --- 24,36° gesetzt werden, nnd dieß giebt

(7 7-8,73 x 24,36 17-5',8628 iH°;
folglich ist der gesuchteJ»halt i775i^ 86 28 D".

. Anmerkung. Wäre F — 728^. 7". z^";
7t — 24^. z". 6"^ Dezimalmaaß, so wäre

— 17751,8628^ "der 17751 86 kD",
s8 wöbe, 17751 O'' eben so viel als 177 ^°» 
51 betragen.

II. Beispiel. Es sey F — 291° 5^.
7: — 21° z" 7" Duodezimalinaaß; so verwandle malt 
zufvrberst die Fuße, Zoll ü. s. w., welche hinter den 
Ruthe» stehen in Dezimalbrnche, indem man die Fuße 
durch 12, die Zolle durch 144 rc. dividirt.

II
Da nun 0,416666, und »n

0,076389, so ist 8 ^ 291°, 493055 nnd auf eben die 
Art findet man 7t — 21°, 298611, folglich

--- 291,493055 x 21.29861t.
L- 6268,397188 Q' oder 6208 O". 57l^' 28 ll",' 
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küdem man den Äczimalbrnch 0^97188 nach einander 

mit 144 multiplizirt.

§. 45z. Aufgabe.?
Den Flachenraum eines gegebenen Dreki- 

rck s I-'ig. i6z zu finden.
Auflösung. Man nehme eine beliebige Seite 
desselben als Grundlinie an, falle hierauf die Höhe 

t?O. Multiplizire die Zahlen in einander, welche die 
Langen der Grundlinie und Höhe in einerlei Maaß 
ausgedrückt angeben, und Dividire deren Product durch 
2. Oder wenn wir — 5, OD — /t setzen, und 
den Flachenraum des Dreiecks durch bezeichnen, ist

2
Beweis. Jedes Dreieck ist (§. 164) der Hälfte 

eines Parallelogramms von derselben Grundlinie u»d 
Höhe gtticl). Nun ist (§. 452) der Inhalt eines sol-i 
chen Parallelogramms — folglich ist der des

Dreiecks ---
L

H. 454- Zusatz.

Aus F' — folgt (Grunds, irr)»

s F' L und daher (Grunds. 14) 
2.^ , 2.^

§ — ----- -z /r

Wenn daher der Flachenraum und dkd 
Grundlinie eines Dreiecks bekannt ist, so 
findet man dessen Höhe, wenn man den dop

pelten Flächcnraum dUrch die Grundlinie 
d'viditt; wobei jedoch daö Läugcnmaaß der Grunds 
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linie mit der Flache des Dreiecks einerlei Benennung 

haben muß.
Auf gleiche Art kann mau aus dem Flächeninhalte 

und der Höhe eines Dreiecks seine Grundlinie stmen.
Beispiel I. Es sey — 127 m°. 32 H'. 

57 Li" Dczimalmaaß, also --- 127,3257 und^---
37°. 7'. 5" — 37/75^/ so ist

2 x 127,3 257  254/6514 _

37/7537/75
oder die gesuchte Höhe des Dreiecks ist 6 Ruthen, 7 Fuß,. 
4 Zoll, 5 Linie» Dezimalmaaß.

Beispiel II. Es sey im Duodezimalmaaße 
Z? — 213 ü? III'. 37 O"; § — zr°. y'. z" so 
verwandle man zuförderst die Quadratfuße und Quad
ratzolle in Dezimalbrüche der Quadratruthe, indem man 
Die Quadratfuße durch 144/ die Quadratzolle hingegen 
durch 20736 dividirt, so wird

--- 213,467062 Q°, und F --- Zt,77o83Z° 

und hieraus folgt.
, _ 2 x 213,467062 __ 426,934'24

-----------3^833 3-/770833
oder, wenn man hierbei den Dezimalbruch nach und 
nach mit 12 multiplizirt ist 7» — »3°. 5". 3" Duode--

§. Aufgabe.
Den Inhalt eines Trapeziums zZSDO 
149, worin die beiden Seiten ^0, LD 

parallel sind, zu berechnen. .
Auslösung. Man multiplizire die halbe Sum- 

WL der parallelen Seiten ^0, LD durch die Höhe 
des Lrapejiumö, so wird dieses Product den ver
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langten Inhalt geben. Setze» wir als» FD --- 
— F und so ist der Flachcnrauin

2
Beweis. Zieht man die Diagonale so 

wird das Travczium in zwei Dreiecke

zerlegt, der Inhalt des ersten «st (§. 45z) — —-—, 

und der deS Dreiecks ^l(7O Ist, wem« wir ^0 --- § 

alö die Grundlinie betrachten —

folglich ist -s- -- -s-

— 7r . (? -f- 7r . § 7 (6 -j-F)
-^2 2

Beispiel. Es sey (? — 625^ 9"- L"^; F 
A2Z^. 7". 5"^; 7r 22^. Z,- l"", so ist

22,31 (6^^^ ^z',75) —

22)ZI X 374,86z — 8z6z,2z8lZ rn^ oder
--- 83 lH°. 63 O' 23 8i lH"'.

tz. 456. Zusatz.

Aus L — 7-. —folgt ferner

2 7^ — 7r .<6 F), also
2 2

6 ----- § ruid

„

T



S- 457. Zusatz.
Zieht man durch die Mitte O der Linke /^S I?ig. 149. 

den Paralellcn Seiten ^S, SS eine parallele Linie 
^S-ftSS

SlS, so ist diese -- --------—. Dell» da SSU

^S Ul SS, so ist (§. Z58)
--- SS : M -- ^'S : SS.

Da nun ^0 — ^kS, so ist auch (§. goo) 
XO --- z SS ,i,id SS — z ^0; 

folglich LO -f- SS oder IS, SS 
___ SS -ft ^/s s -ft 
— 2____________2"'

Mtru findet daher auch den Inhalt eitreS 
Trapezinms mit zweien Parallelen Seiten- 
wenn man die durchdieMitte O seiner Dingo» 
nale ^kS geführte Parallele H mit der Höhe 
L/?/ desselben multiplizirt.

§.458. Aufgabe.
Ein jedes gegebenes Viereck ^4SSS 

Sie. 184 zn berechnen.

Auflösung. Man ziehe die Diagonale SS des 
gegebenen Vierecks, nehme sie zur gemeinschaftlichen 
Grundlinie der Dreiecke ^SO, SSS, worin daS 
Viereck ^SOS zerfallt worden, und falle auf diese 
Grundlinie aus und 0 die Perpendickek SS, 
welche für die Höhen dieser Dreiecke angenommen wer
den: so ist wenn SS // nnd SS --- /»
gesetzt wird. (§. 45z)

^^SS--^-^; SSS----
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folglich -s- WO, oder der Flachenmum des 

Vierecks
F .ckV , L . 7r . -f- 7r^

/? o_ _ .____ * -. ---- <7- f --------!----- s»
2^2 V 2 >

oder der Flachenraum eines Vierecks wird 
gefunden, wenn man eine beliebige Diago- 
na-le desselben durch die halbe Summe der 
Entfernungen der beiden übrigen Scheitel 
des Vierecks von dieser Diagonale multi- 
Plizir-t.

S 459- Zusatz.

Alls — folgt

2 g. (L -j- 7r), und daher

»voraus sich immer von deu vier Größe» A, 7/, 7r, 
eine bestimmen laßt, wen» drei derselben bekannt sind.

§. 460. Aufgabe.

Den Flächeninhalt eines jeden Vielecks 

»8; zu berechnen.
Auflösung. Mau zerlege das Vieleck dnrch 

Diagonalen in lauter Dreiecke, berechne alle diese 
Dreiecke, indem man die Grundlinie eines jeden mit 
seiner halbe» Höhe mnltiplizirt, und addire alle gefun
denen JuhaltSzahlen zusammen, so erhalt man den In
halt des Vielecks. , /

Zur Verkürzung der Arbeit kann man jedesmal, 
wo es sich thun laßt, zweien Dreiecke» eine gemein
schaftliche Grundlinie gehen. So z, B. kann man da-,

T L
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Vieleck I'iZ. 785 in die Dreiecke ^6^
LO6, zerlegen, von denen daS
erste und zweite die Linie /?(?, das dritte und vierte 

aber /)(? zur gemeinschaftlichen Grundlinie haben. Man 
hat alsdann, wenn die übrigen Perpendickel gezogen 

werden.

Polyg., --- Z oc . LS

l . .
-s- eck . O6- -j- . Z)(? -ft Ls .

--- z ((^ 6c) LS /) /)6 -j- Le.

Beispiel. Es sey --- 61°. 5^, D6 --- 
75°- 9'. Z"> — 67°. 3'. -- ,5°. Oc --
28°. 0/. y", 6'ck— 27°. r''. 7", F/ --- 22°, Le--- 
l6°. Z^: so ist der Inhalt des Siebenecks

--- 3550,8^55 cH° 3550 IH°. 8l i? lH". 
50 lH'".

§. gür. Aufgabe.

Den Flächenraum eines regulären Po
lygons zu finden.

Auflösunng. Es sey die Länge einer Seite die
ses Polygons in Zahlen auSgedrück^ der Abstanh 
der Seile vom Mittelpunkte der Figur, oder ihr klein
ster Halbmesser --- a, die Anzahl seiner Seiten — n; 
so ist der Perimeter des regulären ^Polygons 
und wird der Flächenraum desselben durch -k' bezeichnet, 
so ist

er. L. ,
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oder der Flächenraunn eines regulären Poly, 
gons wird gefunden, wenn man die gegebe
ne Seite mit deren Abstande vom Mittel
punkte der Figur multiplizier, und dieß 
Prodsuct wiederum mit der halben Anzahl 

der Seiten multiplizier.
Bew.eis. Nach (Z. -yo) ist der Inhalt eines re

den regulären Polygons einem Dreiecke gleich, welches 
den Perimeter er. » zur Grundlinie und den kleinsten Halb» 
Messer, b zur Hohe hat. Nun ist (§. 453) der Inhalt 

eines solchen Dreiecks —folglich ist auch der

Inhalt des Polygons, '

Beispiel. ES sey ein reguläres Zehneck zu be
rechnen, dessen Seite » ----- 6l8^ und dessen Absmnd 

- ---- 95»"/ W ist
ro SLr . . giß

r-- «9Z85?o " 29385 90 

§.462. Zusatz.

Auö 2 —------ ------- folgt

2^. 2^.____
/<. ü ' n. a' « . «

Z. 46z. Aufgabe.

AuS zweien gegebenen Seiten eines 
rechrwiuklichten Dreiecks 54- die

dritte Seite zu berechnen.
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Auflösung. Erster Fall. Slnd die beide» 
Katheten ^ö, SO gegeben, so messe man j.ede dersel
ben nach einerlei Maaß, erhebe jede der Zahle», wel
che die Kachele» angebcn in die zweite Potenz, addire 
diese QuadratzMen und ziehe aus deren Summe die 
Quadratwurzel, so hat man die Lange der Hypothe- 
Mlse in eben dem- Maaße ausgedruckt.

Zweiter Fall. Ist die Lange der Hypochennfe 
^ÄO und eine Kachele, ^rS in Zahlen gegeben, so zie
he man, nachdem, beide Linien auf einerlei Gattung von 
Einheiten gebracht sind, von der Quadratzahl der Hy- 
Pothenüse ^0 die Quadratzahl der gegebenen Kathete 
>llS ab,, ziehe aus. dem Reste die Quadratwurzel, so 
hat man die Lange der andern Kathete SO.

Beweis; Da (ö. 174) ^lO? — ^S^ -s- SO^ 
und daher (Z 450) ^70 x ^0 — ^S x -s- 
SO x SO oder ^0- — ^S- -s- SO-; so ist 
^0 ---- ^/S- -j- SO-; M ^/O - — SO»
SO — ^0» slS-

Brispiel, Es ftp ^S — 12, SO — ?6, so ist
----- >/" (12.12 (l44 256)

— 400 ----- 's«.

§. 464. Zusatz.
Ist im vorigen §. ^S^ -j- SO- irrational,

fo hat die Hypothenuse kein gemeinschaftliches Maaß 
mit ihre» Katheten, und die Linien ^iS und ^0, so 
»die SO und ^lO smd incommensurabel.

Dieß ist beftnders der Fall bei der Diagonale SS> 
eines Quadrats ^SSS Si§. 97 und dessen Seite S>S. 
Denn setzen wir Z?L SS — a, so ist (§.46; ) 
SD — ei- -s- a- — 2a- — 2. u.-
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rr 2. Es verhält sich also : DL 
«r: /r 2 — 2; und da 2 irrational
ist, so sind DL incommensurabel.

Anmerkung. Nehmen Wir VL Nx. 97 alS Einheit 

gn, so ist l>8 2. Solchergestalt giebt die Geome
trie den Werth der incommeusurable» Größe ^2 ganz 
genau an, den man mit Hülfe der Zahlen mir durch Nä
herung erhalten kann. Diese Genauigkeit eristirt jedoch 
Mir in Gedanke». Den» wollte man W mit Lv ver
gleichen, um deren Verhältniß nach dem Verfahren des 
(Z. 33y) S» finden, so würde man nur ein anuährendes 
Mesultat erhalten, welches bei weitem nicht so genau alt 
das aus den Zahlen hergeleitete sehn wird.

§- 4Ü5 Zusatz.

Mit Zuziehung des (Z. 178) kann man auch die 
Seite eines Quadrats berechnen, welches mehreren 
Quadraten zusammen genommen gleich sey; und daher 
auch die Seire eines Quadrats, welches s, z, 4 rc. 
wähl so groß als ein gegebenes sey.

466. Aufgabe.
AuS den gegebenen Seiten nnd Diag»; 

«alen eine geradlin igte» Figur
19O, die gleich na hmigcn Seiten einer Fi

gur zu berechnen, welche der gegebenen ähn
lich sey, und deren Flächens-aum^^etwa-^) 

der gegebenen enthalte.
Auflösung. Man multiplizire die Quadratwur

zel aus dem gegebenen Bruche -- mit irgend einer 

Seite -- » des gegebenen Polygons, so giebt die-
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ses Produkt die gesuchte gleichnahmige Seite 

oder

Soll also die gesuchte Figur der gegebenen ents 

halten so ist

V — 0,774 . cr

Beweis. Der Inhalt des ^gegebenen Vielecks 

sey — so Ist der deS gesuchte» — O; und 

da (tz. ?7y) ähnliche Polygone sich wie die Quadrate 
ihrer gleichnahmigen Seiten verhalte» so ist

H --- er* : 
//i '

oder, wenn beide Glieder des ersten Verhältnisses mit 
m multlylizirt, und mit dividirt werde», (tz. zvi)

oder (§. Z26)
x/" ttr: cr :

also

Geometrische Constructkon. Man theile 
die gegebene Seite I» (5) gleiche Theile, und 
setze darauf den Halbkreis Aus dem ^ten
(zten) Theilpuukt L errichte man den Perpendickel LZ-', 
und ziehe Aus beschreibe man mit ^/Z' einen 
Kreisbogen Z^l?: so ist die dtt gleichnahmige 
Seite im gesuchten Polygon.



/
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Beweis. Man setze (tz. 37z) auf ein Polygon 

welches dem Polygon ähnlich ist und 
ziehe so ist im rechrwinklichtcn Dreiecke 

(§. 36Z) 

oder, weil

folglich ist (§. 364)
: ^8 -- : ^6^

oder, weil 
»i

m »r
Nun ist (§. Z7S)

: ^67/L — ^L- r 
folglich ist (§. 30z)

1: : ^l6M;
folglich

§.467. Ansatz.

Setzen wir in dem Bruch ^-dem Neuner r» --- r, 

so wird, wenn wir nach einander » — 2, Z, 4, 5 ». 

s. w. setzen, der Bruch jedes Vielfache der Einheit 

«»zeigen. Setze» wir hingegen » 1 und nach ein
ander m — 2, z, 4. rc- so wird jener Bruch jede« 
Theil der Einheit «»geben.
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Die Auflösung des Z. 466. lehrt also auch die 
glcichuahmige Seite eines Polygons zu finden, welches 
einem gegebenen ähnlich sey, und entweder ein gewisses 
Vielfaches oder ein gewisser Theil des gegebenen sey.

§. 46g. Aufgabe.

Aus dem Halbmesser eines Kreises und 
der Seite eines in demselben eingeschriebe
nen regulären Polygons, die Seite eines 
andern regulären Polygons zu finden, wel
ches sich in eben den Kreis eiuschreiben läßt 
und doppelt so viel Seiten als das gegebene 
hat.

Auflösung .Es sey k'iZ. 186 eine Sekte 
des gegebenen im Kreise eingeschriebenen Poly
gons und O der Mittelpunkt dieses Kreises. Man 
fälle aus O auf den Perpendickel 06^, verlänge
re ihn bis /), und ziehe so ist (tz. 245) der Bogen

— ^^L^'und daher (Z. 272) die Seile eines 
regulären Polygons von doppelt so vielen Seiten als 
das gegebene. Man ziehe noch

Da 251) — L und auf LT-
senkrecht steht, so ist (§. Züz) 

und daher
- ---- LD' x -- 2. LV) x L'L;

da aber § ----- O —. LO, und da ferner in dem 
rechtwinklichten Dreiecke die Seite LO ---

-- L o- — (§. 46z)
auch (§. 20-) ----- L 'so ist

___ r ___ —rX
F'L --- ^0 — V^^LL-— z^'



I
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Lnd daher
s . SO x S'K -----

' 2 . S O (S O — (S O- — z )

Nimmt man nun den Halbmesser SO des Krei» 
seö, worin die Vielecke eingeschrieben sind für.die Ein
heit an und setzt also S O — i, so ist 

M- --- 2 (i — sr — (z ^S) ).

Setzen wir nun die Seite des gegebenen Polygons-, 
^kS — a, und die Seite ^S' des Polygons von dop
pelt so vielen Seite» ----- so ist

er" --- 2 (l sr - (z a)

--- S (l — >/(l -f- L ") (I — T«))' 

Theilt man ferner den Bogeu ^S' im Punkte S" su 
zwei gleiche Theile und setzt die gerade Linie --s 
a", so ist aus gleichem Grunde

' a"»----r (i — sr

— L — V" (4 — ) und so fort.

§. 469. Aufgabe.'

Aus der Seite ere eines im Kreise abo 
^L. izo eingeschriebenen regulären Poly



gons und dem Halbmesser 0a dieses Kreises 
die Seite ^lL'eines um diesen Kreis beschrieb 
beneu regulären Polygons von eben so vie
len Seite» zu finden.

A uflösun g. Man ziehe 0a, 08; so ist (§. 286) 
/ OaL — 8. und aL 4 ^k8. Eben so ist

/ 0aa Ä Üttd 0a --- Z ae.

In den Dreiecken 0aa, 08a ist demnach 
/ 0aa — 0a8 — 8 und a08 beiden gemein, 
folglich ist (ö- 357) Oaa 00 0a8 und daher

0a : aa — 0a : a8
oder 0a : 2 ae — 0a : ^8;

vder, wenn beide Hiutergliedcr mit 2 multiplizirt werde» 
0a : ae — 0a : -.48 ;

folglich ist
0a x ae

' Oa ______________
Nun ist 0a — (0a^ — aa-) 0a- —(H ae)-;

folglich ist
^L--- ___ O" " _____

^/'Oa- — ae)-V

Setzen wir den Halbmesser deS Kreises 0a --- ,, 
die Seite des eingeschriebenen Polygons oder ae — a 
und die correspondirende Seite ^8 des umschriebenen 
Polygons so ist



tz. 470. Aufgabe.

DaS Annaherungö-Verhältniß des Durch
messers eines Kreises zu seiner Peripherie 

zu finden.

A'uflösung. Da (§. 402) dieses Verhältniß bei 
jedem Kreise dasselbe ist, so wollen wir es für einen be
stimmten durchmesser -- 1 berechnen; und bezeichne» 
wir den ErpoNenren dieses unveränderlichen Verhältnis» 
ses durch rr, so wird die Zahl ?c die Peripherie eineS 
Kreises auödrücken, dessen Durchmesser — 1.

Blau berechne nun den Perimeter eines in eben dem 
Kreise eingeschriebenen Polygons mid zugleich (§. 4699 
Leu Perimeter des diesem correspondireude» umschriebe
nen Polygons: so erhält man zwei Gränzen, zwischen 
denen die Zahl 7r liegen muß. Den» es ist (§- 400) 
die Peripherie rr dieses Kreises größer als der Perime
ter des eingeschriebenen und kleiner als der des um
schriebenen Polygons.

Man berechne nun (§. 469) den Perimeter eines 

eingeschriebenen, und den eines umschriebene» Polygons 
von doppelt so vielen Seiten: so wird (H, Z98) die 
Zahl?r zwischen engere Gränzen fallen, so daß ihre 
Differenz vom Perimeter der letzteren Polygone geringe? 
als die vorige Differenz ist.

Fährt man nun mit Verdopplung der Seiten fort, 
so kann man endlich (§. zyy) zwei corrcspvndirende 
Polygone erhalten , deren Perimeter von der Zahl -r um 
weniger abweichen als alS der Grad der Geuauigkeik 
erfordert, mit welchem man die Peripherie zu erhalte» 
bwbstchtigt.
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Wenden wir diese Bettachrungen auf die kn einem 
Kreise, dessen Halbmesser --- r eingeschriebenen und 
umschriebenen regulären Polygone von 6, 12, 24, 48 rc. 
Seiten an und setzen wie vorhin die Seite irgend eines 
eingeschriebenen Polygons — a; die des correspondi- 
rcnven umschriebenen — und endlich die Seite ei» 
„es eingeschrienenen Polygons von doppelt so vieles 
Seiten --- < so ist (§. 469)

' T (4 — a") V 4H'

ANd (tz- 468)
a' (2 (I - x/'t- L «-"))

--- (2 - V 4 -

Fangen wir mit dem eingeschriebenen Sechseck an, 

so ist (§. 277)
. 2

a r und — ———,
3

Der Perimeter des eingeschriebenen Sechsecks ist 
Also 6 x » 6, der des umschriebenen Sechsecks wird

2 ' 12 '
6 x - — ^i^loyn; und die Peripherie des 

Kreises wird zwischen beiden Zahlen liegen.

Bezeichne» wir ferner durch a^, a", a^" w. dir 
Seiten der eingeschriebenen Polygone von 12, 24, 48 
sc Seiten und durch Seiten der
rorrespondireuden umschriebenen Polygone , und setzen 
wir zur Abkürzung _________

L 4 — -r^/ r" " 5 4 —
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und erwägt man daß, weil der Halbmesser- des Kreise?
--- i, auch (tz. 402) die Peripherie desselben --27^ 
seyn muß, so erhält man vermittelst der vorhergehenden 
Formeln

---^(2—^z); ^----7 ; 2 n

a"
'0; ^---77-;--

12 <

12 

er"

24

el,"--- ^(4 — « r"); ^7:

r
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Hierdurch findet man nach einander

--- 0,517638090205
-- 0,965925826289

«u --- 0,261052384440 
,-l^ — 0,991444861474^ 

^Ul — 0,132806258460 

^NI --- 0,997838923234 

^lV -- 0,065438'65643 
l'V --- 0,999464857476

--- 0,032723463253

7-v ^0,999866137909

--- 0,016362279208

7VI 0,9999665 7

«vll --- 0,008181208052

-- 0,999991633444 

0,004090612582

— 0,999997908359 
ttix — 0,002045^0736, 
f-IX — 0,999999477089

— 0,001022653814
,-X 0,999999869272

<7,XI -- 0,0O0ZH326924 
^xr --- 0,999999967318

1/7Z20508O7568S77

12 <rl — 6,2ii6571>
12 — 6,4307806/

-4 an — 6,2652572^ 
24 — 6,3193199/

48 a»r — 6,2787004^ 
48 — 6,2921724/

96 tt"' , — 6,2820639^ 
96 ^iv 6,2855292/

192 cr^ -- 6,2829049^ 

192 „ <5,2837461/

384^' --- 6,2831'52> 
384 — 6,2833260^

768 a"' " 6,28z 1678X 

768 ^"1 — 6,2832203/ 

1536 aim --- 6,28z 1809X 
1536 ^"i — 6,2831941^ 

3072 — 6,2831842^
3072 — 6,2831875^

6144 ^ " 6,283>85oX
6144 — 6,2831858/

12288 — 6,283>852>
12288 — 6,2831854/

Aus dieser Tafel sieht man wie die Perimeter der 
^eingeschriebenen und umschriebenen Polygone sich immer 
mehr nähern. Die Perimeter der correspondirenden Po
lygone von 12288 Seiren sind nur um zwei Einheiten der 
sielinten DeMalvrdnung von einander unterschieden
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Die sieben ersten Ziffern, welche beide» gemein sind, 
müssen nothwendigerwcise zur Peripherie des Kreises geo 
hören, deren Lange folglich 6,283185 betragt, welches 
wenigstens bis auf ein Milliontheilchen richtig ist.

Nimmt man für die Peripherie des Kreises das 
Mittel zwischen dem Perimeter des eingeschriebenen und 
dem des umschriebenen Polygons von 12288 Seiten, so 
erhält mau 6,2831853, in welchem Werthe auch die 
letzte Ziffer noch richtig ist. Das Verhältniß des Durch- 
MessriS zur Peripherie ist also — 2 : 6,28Zl85Z oder, 
wenn man beide Glieder des Verhältnisses durch 2 di- 
bidirk (§. goi) — 1 : 3,1415926. Es ist also die 
Zahl 5,1415926, ein aunaherender Werth des Verhalts 

' Uisses, welches wir oben durch 7t bezeichnet haben.
Verwandeln wir diese Zahl

7t — 4,1415926 — - ' ^7—-' 1000Q02ÜO

in eine» zusammenhängenden Bruch', so erhalten wir 
folgende verkürzte Werthe:

3, 22 ^55. 103993 104348
/ 106^ iiz^ 33102^ 33215 rc.

Archimedes blieb bei einem eingeschriebenen und 
umschriebenen Polygon von y6 Seiten stehen, und Hand, 

daß die Peripherie des Kreises < und > 

Ware, welches das so sehr bekannte Verhältniß r : 3^- 
»der 7 : 22 giebt. Nach ihm hat man die Genauig
keit viel weiter getrieben; allein unter den verschiedene» 
bekannten Verhältnissen verdient das von 1,3 - 355 
seiner Einfachheit und Genauigkeit wegen besondere 
Aufmerksamkeit. Denn, in Dezimalbrüchen anfgelöser. 
Siebt eö 3,1415929, welches Resultat bis zur siebeu--

U
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ten Dezimalstelle richtig ist, und Ließ Verhältniß kann 
überdieß leicht im Gedächtnisse behalten werden, indem 
es aus den Men drei ungeraden Zahlen n, zz, 55 
zusammen gesetzt ist.

Ludolph von Cölln hat dieses Verhältniß bis auf 
As Dezimalziffern berechnet, und nach ihm ist

z, '4i59265Z58979Z2Z84d264.';z8Z2795c).
In Vega'S größeren und kleineren Tafeln findet 

Man diese Zahl bis auf 14Z Dezimalstellen, von ihm 
selbst berechnet. Zu den meisten Fallen der Ausübung 
aber ist es genügend, wenn man hiervon die ersten 
fünf Dezimalstellen nimmt, und also n --- 3,14159 

oder 7r --- setzt. *)

tz. 475, Zusatz.
Die Bildung der vorhergehenden Tafel ist nicht 

VaS befördcrndste Mittel zum Werthe der Seite des 
letzten im Kreise eingeschriebenen Polygons zu gelangen« 
Man kann durch eine halbe Anzahl Wurzelausziehun- 
gen zu demselben Resultate gelangen, wenn man statt 
der Seiten der eingeschriebenen Polygone, die Sehnen

') Die Nachforschungen der englischen gelehrten in Indien, 
haben uns mit einem Verhältnisse der Peripherie des 
Kreises zum Durchmesser bekannt gemacht, welche« viel 
Aller als das Archimedische zu seyn scheint, und bei wei
tem genauer als diese« ist; nehmlich --- 3927 t 1250. 
Es befindet sich in einem Werke der Brammen, betitelt 

welches sich vom sraucsten Alterthum 
Verschreibt. Dieses Verhältniß auf Dezimaltheile ge
bracht, giebt 3,1416, ES ist al)o bis auf ein AeMa«- 
sendtheilchen richtig, und correspondirt Mit einem Poly
gon von -68 Selten.
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Ll), LO', L"<7 I'ig. 186 derjenigen Bogen berechnet, 
welche die Bogen zur halbe» Periphe^
He ergänzen. Denn zieht man den Durchmesser 
so sind (Z. 2Zl) die Winkel ^0, als
Winkel im Halbkreise, rechte Winkel, und daher (§. 465) 

2 2 2 2
L6 — - ^lL); V" (^<7— ).

Nimmt man nun den Halbmesser für die Einheit 
Und setzt

--- a, ----- a, §0 --- ü, L O — h', 
so ist ^lO — 2, und daher

d — (4 — a-), b' (4 —
und da (Z. 468)

a (r -- (4 — a"))

so erhält man
a (, — L) oder --- 2 ö.

Setzt man diesen Werth in den von b, so erhält man 
r? — (4 - (2 - d)) -- V"(2 4-

Man erhalt aus dem Werthe von b den von ss, wen» 
man aus L -s- 2 die Quadratwurzel zieht. Auö völ
lig gleichem Grunde ist 

d" — ( rr-s" b'>/
wenn man durch K" die Sehne L't7 des Bogens ke, 
zeichnet, welcher den Bogen alö der Hälfte des 
Bogens zum Halbkreise ergänzt.

U»
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Gehet mau nun voh « -- i aus, so ist
d — v" Z -- 1,7320508275

b» — 2 -f- 1^20508075 --- l,93'8516525

L« ---- 2 -s- 1,9318516525 --- 1,9828897227

L — 2 -s- 1,9828897227 1,9957178465

V" 2-^-1,9957178465 ---- 1,9989291749

6" — 2 -j- 1,9989291749 — 1,9997322758

— V" 2 -s- 1,9997322758 — 1,9999330678

ö^u — 2 -s- 1,9999330678 3,9999330678
und da ö zu einem Sechseck gehört, so wird 6' zu 
einem I2eck, L" zu einem 24eck, 6"' zu einem 4^eck, 
biv zu einem 96eck, 6^ zu einem 192, 6^ zu einem 
Z84 und 6*" zu einem 768eck gehören. Bezeichnen wir 
nun die Seite dieses letzter« durch «r^, so erhall man 
«vii — (4 — 6"") — ^"'4 — 3,9999330678

— 1/" 0,0000669)22 — Q,oo8i8»2t.
Multiplizirt man nun diese Zahl durch 768, so erhält 
Man den Perimeter eines eingeschriebenen regulären Po
lygons von 768 Seiten eben so wie in der Tafel des 
(§. 47o) woraus sich dann das correspondirende um-* 
schrieben« leicht berechnen laßt.

§. 472. Aufgabe.

AuS dem gegebenen Durchmessers oder 
Halbmesser r- eines Kreises, seinen Umfang 

in Zahlen zu finden.
Auflösung und Beweis. Da (§. 470) der 

Exponent des beständigen Verhältnisses der Peripherie eines 
Kreises zu ihrcmDurchmesser durch die Zähln —3,1415926
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l - .
bestimmt wird, und daher (§ 299) ss
ist (Grunds. 12)

71 — 2 r ir

Die Perip herie ei »es Kreises wird also 
gefunden, wen» man die Zähln mit dessen 
Durchmesser, oder dessen doppelten Halb- 
Messer m u ltipli z irt.

Bei sp i e l. Der Durchmesser eines Kreises sey — 2731, 
so ist seine Peripherie — 2731 x 3,14159, — 8579-7^-

Anmerkung. Je größer der Durchmesser eines Krei
ses ist, desto mehr Stellen des Dezimalbruchs der Iaht 

n müssen bei der Rechnung gebraucht werden, wenn man 
dessen Peripherie einigermaaßen genau erhalten will.

'§. 47z. Zusatz.
Aus p --- «r. 7r folgt (Grunds. 14)

-r -- -L -- 7r 7r
Man findet daher aus der gegebenen Pc». 

rip'herie eines Kreises dessen Durchmesser, 
wenn man dicPeripherie durch die beständi
ge Verhaltnißzahl -r 3,1415926 dividirt.

Eben so folgt aus 2^ 
p 7' —

275

Man findet also den Halbmesser eines 
Kreises, wenn mau dessen Peripherie durch 
sn — 2 x 3, 1415926 divsdirt.

Beispiel. Es sey die Peripherie eines Krehrs 
13232",

-- IZ2, 3". 2",; so ist sein Durchmesser — Z/lUd 
4212", — 42,. l". 2",.
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Der Halbmesser wird gefunden, wenn man vom 

gefundenen Resultate die Hälfte nimmt.

§. 474- Aufgabe.
Aus dem gegebenen Halbmesser eines 

Kreises die Länge eines in Grade», Minu
ten, Secunden n. ausgedrückten Bogens des
selben Kreises zu finden.

Auflösung. Der Halbmesser des gegebenen Krei
ses sey — die gegebene Anzahl der Grade eines Box- 
gens ---- m, und die Länge des Bogens in denselben 
Einheiten ausgedrückt, worin der Halbmesser gegeben 
ist — / : so ist (§. 472) die Peripherie des mit dem 
Halbmesser beschriebenen Kreises 27,1; nun ist 
(§- 408)

So" : P --- 2 r,r : 
ßolglich ist

_  2 ?r P _ 7k 7° P 
züö_____ igo

Anmerkung. Wenn außer den Graden auch noch 
Minuten und Secunden enthält, so Muß man den gege
benen Bogen in Minuten oder Secunden verwandeln, 
und die ,80° im Nenner mit 60 oder 6c>. sy multiplizi- 
re», um sie ebenfalls in Minuten oder Secunden zu ver
wandeln.

Auch kann man, wenn man es für besser halt, die 
Minuten und Secunden in Dezimaltheile eines GradeS 
verwandeln, und die i8o im Nenner ungeändert lassen. 

Beispiel. Es sey die Länge / eines Kreisbogens 
von Z7°. 19/ Zu finden, dessen Halbmesser 4" be- 
trägt, so ist: , '

— ,, ,,, 
^7" itzo. öv
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§^475« Zusatz.^ 

Aus/ — folgt igo 
r8o°. '7 >8o°?w ------------ ; /-
7 ?r ' rr P

Beispiel I. Wie viel Grade, Minuten und Se
cunden halt ein Kreisbogen, dessen Lange 25/ 7" ist, 
wenn der Halbmesser, zu welchem er lgehört, — 19^ 
3" /"

Äntw. 76°. i<. n".
Beispiel II. Wie groß muß der Halbmesser e^- 

nes Kreises seyn, in welchem ein Bogen von 25°. 
49" eine Lange von 247/ 8" hat, 
Äntw, L66^. 4". 7"^

§. 476. Aufgabe.
Die Anzahl Grade eines Bogens zu fin

den, welcher seinem Halbmesser gleich ist.
Auflösung und Beweis, Es sey die Lauge 

dieses Bogens — 7, die Anzahl Grade, welche er faßt 
— P, und der Halbmesser des Kreisesso ist 
(S. 475) 

— 180° . 7. .

Da aber 7 — so ist
P -- -^2.---^- iZd° -- 57,-958° 

beinahe 57,z°
Ei» Kreisbogen, welcher seinem Durchmesser gleich 

ist halt also sehr nahe 114,6".
Jeder Kreisbogen, welcher seinem Halbmesser oder
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seinem Durchmesser gleich ist, zählt also in jedem Kreise 
eine gleiche Anzahl Grade.

§. 477. Aufgabe.

Eine gerade Linie zu zeichnen, welche 
- der halben Peripherie des Kreises ziemlich 

nahe gleich werde.

Auflösung. Man setze 187 die beiden 
durchmeffer UL, OL senkrecht auf einander; halbire 
den Halbmesser ÖL in L, ziehe OZ' und verlängere sie 

bis sie die Peripherie des Kreises in 6 schneidet. 
Aus 6 fälle man Ö// auf senkrecht, verlängere 

sie und mache LZ — ZZ6. Hierauf halbire man 6VZ 
iu L, nehme 7,U — 67/ und beschreibe damit einen 
Kreisbogen um L welcher (7// in HZ schneidet: so wird 
die Linie ZU der halben Peripherie des Kreises sehr na-? 
gleich seyn.

Beweis. Es sey der Halbmesser hes Kreises — 1, 
so istOL^z0/ 5, also ^(DÖ--j-e/r

-j- 0, 2Z^) — v" 25. Ferner ist(§. Z84) 
Z>Z : UZ' — lü ; ZS;

und (§. Z47) Z^ : ZN --- ZN : OZl;
folglich (Z. Z2y)

OZ- : 7/7?. 7)<7 -- LZ": O/Z; 

oder
1,25 ; r,5 x r -- 0,5 : OZZ;

also 0^ -- 0,6.
l,2Z

Da ferner 7)0 : OZ z>A : //L 
oder l : 0,5 --- i,6 : : /Z6, 

so ist 776 0,8 ; 6L ---- r,6 und 67 z, 2,



Ferner Ist z c/Z — 0,3 und LU -- 
6// — o,8; folglich ist (§.n 46z)

Z/lZ — ^(0,64 — O, 09) — 0,55 —
0,74161985 und AS — 0,05838015. 

also
MZ — z,2 — 0,05838015 — 3,1416198^; die wahre 
Länge der halben Periph. ist— 3,1415926 also AZ MM 
um 0,0060272 des Halbmessers zu groß, ein so gerin
ger Unterschied, daß er selbst in den größten Zeichnun
gen nicht bemerkt werden kann,

§. 478. Aufgabe.

Aus dem gegebenen Halbmesser oder 
Durchmesser eines Kreises seinen Flächenin
halt zu berechnen.
Auflösung und Beweis. ES sey der Durchmesser 
des Kreises — ck, sein Halbmesser — n, seine Periphe
rie 71 — und sein Inhalt — 9 : so ist (H. 472)

71 --- ckir 2 t 7r.
Da nun (§. 407) der Kreis einem Dreiecke gleich 

ist, welches eine der Peripherie gleiche gerade Linie zNr 
Grundlinie und den Halbmesser zur Höhe hat, so, ist 
(§> 45Z) der Inhalt dieses Dreiecks, also der dcS 
Kreises

und setzen wir statt7> den eben gefundenen Werth, so ist 
ss ckäl ir Trckck 2^7r —' rr.

Der Flächeninhalt eines Kreises wird 
also gefunden, wenn man den vierten Theil 
der Zahl ?r mit der Quadratzahl des Durch
messers multiplizirt;
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oder wen» man die Zahl ir selbst mit dem 
Quadrate des Halbmessers m ulsiplizirk,

Anmerkung. Da der Bruchbei denKreisrech- 
«ungen häufig verkommt, so ist es Vortheilhaft den 
Werth dieses Bruchs ein für allemahl zu berechnen./und 
Mn findet

--- o,785Z98i6zZ97448- 4
Anmerkung r. Da der Inhalt des Areises, dessen 

Durchmesser s ist 0,7z; a- und der Inhalt dös um 
eben diesen Areis beschriebenen Quadrats --- ää --- ü» 
(§ 450): so verhält sich der Inhalt des Kreises zu dem 
des umschriebenen Quadrats — 0,785 s- : s» — 0,785 - 
1 — 785 : looo, wenn man beiderseits mit iooo multi- 

Plizirt. .
Beispiel I. Es sey der Durchmesser eines Krei

ses — 127 Fuß, so ist sein Anhalt — ir. 127. 127 
----0, 785398. 127. 127. — 12667, 6870 LI; d, r. 
eine Kreisfläche, deren Durchmesser 127^ ist, beträgt 
,22667 lI", 68 70

B ei sp i el II. Es sey der Durchmesser eines Krei
ses, ck — 42^. 1". 2^". so ist sein Inhalt

4^— 4212^". — 0,785398 x 4212 x 4212

-- rM 37 O" 04 lH^.
§. 479» Aufgabe.

Aus der gegebene» jPeripherie 71 eines 
Kreises, dessen Flächeninhalt 9- zu finden, 

Aufl ösung. Es sey der Durchmesser dieses Krei
ses --- ei, so ist (S- 473)



Da nun (§. 478) y s° 'sk üuH

1 4 7i^ 4:1 k4 :r
Man^ findet also !den Flachenraum eines Kreises,, 

wenn man die Quadrathzahl seiner Peripherie mit den;

Bruch —— 0,079577471545947 multiplizirt.
47c

Beispiel. Es sey der Umkreis ? eines Kreises 
— 57Z Fuß, so ist

y --- 0,079577 x 57z' — 26127,59.
der Flachenraum dieses Kreises betragt also 261 lü°.
27 y'. 59 L)"- 

§. 480. Aufgabe.'
AuS dem gegebenen Flächenrau,m g eis 

neö Kreises, dessen Durchmesser oder 
Halbmesser r- zn finden.

Auslösun'g. Da (§. 478)
0 — — 7r - i

4

so ist, wenn tyan im ersten Faste 
;en mit 7r dividirt

mit — und im zwer-i

ynd daher
71 71... s '
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Der.Durchmesser eines Kreises wird al
so gefunden, wenn man die Luadratwur zrl 

gus seinem Flächeninhalte mit 2 
7r

--- r,i28Z79'67 »inltipliz irt.
Beispiel. Es sey ein Kreis zu beschreiben, 

dessen Inhalt 3765 »8 Lü" betragen soll, so ist
sein Durchmesser

— l/l28Z7 - V^ 3765l8 — 6c/. 2". 
und der Halbmesser

r -- 0,56428 . >7^76518 z/. 6".

§. 48r. Aufgabe.

Den Durchmesser eines Kreises zu berech
nen, welcher mehreren Kreisen zusammen 
genommen gleich sey.

Auflösung. Man erhebe jeden der gegebenen 
Durchmesser ins Quadrat, addire diese O.uadratzahlcn 
und ziehe aus deren Summe die Quadratwurzel, so 
wird diese den Durchmeger des gesuchten Kreises geben.

Beweis, ES seyen cr, ü>, t,'. cö, Die Dnrchmesser 
der gegebenen Kreise und D der Durchmesser des ge. 
suchten Kreises, so sind (§. 478). Die Flachenranme 
der gegebenen Kreise

n 7r 7r ,7V „a», Lr, ----- . c- ------
4 4 4 4

also deren Summe
-s- 7,, ^4

4 4 4'4

— ^. ( «r- -s- b- -s- c- -s- ).
4 ,
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Der Jnhalt.deS gesuchten Kreises ist —

Folglich ist / '

und wen» man beiderseits mit — dividirt, 

— (^2 ^2
folglich

D -2- O- -s. L- c- ei-).
WaS hier vom Durchmesser bewiesen worden gilt 

auch vom Halbmesser. Wenn nehmlich «, /?» /- s, die 
Halbmesser der gegebenen Kreise angcbcn und der dcS 
gesuchten Kreises durch L bezeichnet wird, so ist

--- s-).
Auf ähnliche Art ssndet man den Durchmesser ei

nes Kreises, welcher der Differenz zweier gegebenen 
Kreise gleich ist.

Beispiel I. Es stich drei Kreide gegeben; der 
Durchmesser des ersten ist -- 14'. z"; der des zweiten 
— 8^, 9^^ und der des dritten — 12^. 7". Wie groß 
iß der Durchmesser ck eines Kreisest, welcher diescß 
dreien gleich ist,

Anrw.

(i4z^ -s. 127^) ^2 210,94"
oder «t --2: 0". y"/. 41V.

§.48». Aufgabe»,
ES sind die Hatb'mes-ser ^0 ui.S 

7^r?^ ^ Zweier conceNtrischen Kreise
^88 gegeben. Man soll bet» 

-albmes,er-? eines Kreises finden, besser» 
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Flächeninhalt dem Unterschiede beider Krei
se, und also der Fläche des zwischen beiden 
Peripherien enthaltenen kreisförmigen Rin
ges gleich sey.

Auflösung. Äa (§.4/8) derKteis^L<7---L-7r, 
der Kr. und der Inhalt des gesuchten
Kreises — so ist Kr. — Kreis oder

-r 2^: 7r — 7-^ ?r 22- (K» —
— (Ä. -s- r-) — 7-) -r

Der Inhalt des gesuchten Kreises, also auch 
der des kreisförmigen RingeS wird also ge
funden, wenn man die Summe der Halbmes
ser mit ihrer Differenz, und dieses Product 
mit der Zahl n- multiplizirt.

Ferner folgt aus
(Ä -P. 7°) (Ä 7°) it,' 

Wenn man beiderseits durch ?r dividlrt
(.- -- (K ,-) (L - 7); 

und folglich
§ V" (lr -s- ,-) — r-).

Der Halbmesser ei'nes dem kreisförmi
gen Ringe gleichen Kreises wird also gefun
den, wenn man die Summe der Halbmesser 
mit ihrer Differenz multiplizirt und aus 
^dem Products die Quadratwurzel zie.ht.

Bei spiel. Es sey L -L- 117^. 9", -- — 87'. 
so Ist

§ V" (1179" -f- 877) ("79 " 877)
--- v" (»OZÜ X ZO2) 2-2 787,97> I
--- 78'. 7"' s'" 7^



' tz. 4sz- Zusatz- , 
' AuZ --- (« -s- ,) (K — folgt (Z. zig)

ILL —
'der gesuchte Halbmesser ist also die mittlere Proportio
nale zwischen der Summe und der Differenz der gege
benes Halbmesser.

Errichtet man daher im Endpunkte S des kleinern 
' Halbmessers LS einen Perpendickel, SS und verlän
gert ihn bis er die Peripherie des Kreises in S trift, 
so ist S6 der Halbmesser eines dem kreisförmigen Rin
ge gleichen Kreises.

Denn zieht man SS, so ist (8- 251) 
ei» rechter Winkel, und daher (§. Z6z) 

: SS SS: SS;
da aber ^S >/S -ff-SS — S-s-r-, 

und SS -- SS — SS — S — 7", so ift>
S -s- : SS --- SS : S —

§. 487t- Ausgabe.
Aus dem gegebenen Halbmesser SS^L- » 

eines Greises S//Äs b'iZ. rzy deü Halbmesser 
a-' eines Kreises zu finden, dessen FkachbuiN- 
halt-^-^etwa -^-^deö gegebene» Kreises 

bnt Kalte.
Am fl vsüng. Man mnltiplizire die Quadratwur- 

zel des gegebenen Bruchs, — mit dem in Zahlen ge
gebenen Halbmesser, so giebt dieses Product den Halb
messer n des gesuchten Kreises; oder
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Soll also der gesuchte Kreis des gegebene» 

enthalten, so ist

-e 7- . — r . - ----- --- 0,86604 . 7-

Beweis. Der Inhalt des gegebenen Kreises sey 

----- <?/so ist der des gesuchten — tz; und da 

(§. 40z) die Flächenraume der Kreise sich wie die Qua
drate ihrer Halbmesser verhalten / so ist

-^2;

oder wen» beide Glieder des ersten Verhältnisses mit m 
multiplizirt, und mit (? divid'rt werde» (Z. zo»)

m : ; a-2;

oder (§. 326)
n — 7- :

also —.' 77t
Auflösung durch Construction. Ma» thei

le (§. ZZ8) den gegebenen Halbmesser in nr gleiche 
Theile, und setze darauf einen Halbkreis ,6^D. Aus 
dem Endpunkte des rrten Theils, vom Mittelpunk

te an gezählt, errichte man den Perpendickel 
und ziehe 0^, so ist diese der Halbmesser des gesuchten 

Kreises.
Beweis. Zieht man noch so ist im recht- 

winklichten Dreiecke (tz. z6z)

OD : -- OL' : (7L
d-er weil (§. 36) 0^ -- <76,

<7O; 00 --- l7S : (7H;



— Z2l —

folglich ist (H. Zzr) 
es : es es-: w-

vder weil SS — SS,

es : — es i: — es- : es-;
/» m X

Nun ist (Z. 40z)
K>. SSL: sse -- es-: c e-;

folglich ist (§. 30z).
: — — Kr. DSL: Kr. SDS;//i X 

ifolglich
S7,e — . SSL.

/-L

B ei spiel. Es sey : so theile man
den Halbmesser es k» 4 gleiche Theile., setze darauf 
einen Halbkreis und .errichte aus dein dritten Theil- 
punkt S einen Perpendickel SS, so ist, wenn man OS 

zieht, diese der Halbmesser eines Kreises, welcher
4 

nwhl so viel Flachenranm als der gegebene hat.

Anmerkung. Wenn ein unächter "Bruch

etwa Ware, so bleibt die Constrnction im wesentli
chen dieselbe, nur daß man den Halbkreis nicht auf 
den Halbmesser, sondern auf die Linie setzt, welche die 
größere Anzahl Theile angiebt. Wir werden also den 
Halbmesser SS 290 in 4 gleiche Theile theile»; 
hierauf von S nach 2/ 7 solcher Theile tragen; auf OLL
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einen Halbkreis setzen, und aus O den Perpendickel 
errichten, da denn der Halbmesser eines Kreises ist, 

dessen Flächeninhalt don dem des Krcists SLL 

enthalt

§. 485. Zusatz

Setzen wir in dem Bruch den Nenner m — 1, 

so wird, wenn wir nach einander n — 2, z, 4, 5 rc. 

setzen, der Bruch jedes Vielfache der Einheit an

zeigen. Setzen wir hingegen n — 1 und nach einander 
„r --- 2, z, 4, 5 rc. so wird jener afich jeden Theil 
der Einheit anzeigen können.

Die Auflösung des §. 484 lehrt uns also den Halb- 

wesscr eines KrciseS zu finden, welcher entweder ein ge
wisses Vielfaches oder ein gewisser Theil eines gegebe
nen Kreises ist.

§. 486. Aufgabe.
Aus dem in Grade», Minuten rc. grgebe, 

nen Winkel I^iA. 179 und dem Halbmesser 
eines Kreisausschnitts dessen

Flächeninhalt zn berechnen.
Auflösung. Man berechne §. 474) die Lange 

des Bogens dieses Ausschnitts, mulkiplizire diese 
Zahl mit der Hälfte des Halbmessers 6^, so wird 

(§. 4*8) dieses Product den Inhalt des Ausschnitts 

geben.
Es sey liun die Anzahl der Grade des Winkels 

^(71. oder des Bogens --- 4; die Länge dieses



Bogens — /; der Halbmesser desselben — 7-, und sein 

Flächeninhalt — 9; so ist (§. 474)

/ 7r 7'.
180

Da aber (§. 418) jeder Kreisausschnitt einem Drek- 
'ecke gleich ist, welches den Bogen zur Grundlinie und 
den Halbmesser zur Höhe hat, so ist (H. 45z)

/ . 7' 7'2 N g)
<7 --- ------ - — . ——7------ — -7- . r* n: ,
2 2 g6o ZöQ '

Bezeichnen wir nun den Bruch welcher bestimmt.

was für einen Theil der" gegebene Bogen von der Pe
ripherie auömacht durch n, so ist

<7 --- // ? 7'2 ir.
Beispiel. »Der Halbmesser eines Kreises sey 

8". 4""; der Winkel eines Ausschnitts desselben hal
te 28°. 5";-so ch sein Inhalt

" ^^^-^-3714'59

--- 1729 HH"" 17 lD"- 29

5.487. Ansatz.

Aus s -- 
Zbo 

folgt

y, .360 . 9
7r 7 2 ' V ?r <x

Man kann daher auch aus dem Flächeninhalte und 
dem Halbmesser des Kreisausschnitts die Anzahl Grade fin
den, welche dessen Bogen faßt; und umgekehrt kann man
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aus dem Flächeninhalte eines Kreisausschnitts nebst 
der Anzahl Grade desselben chen Halbmesser deS dazu 
gehörigen Kreises finden.

§. H88. Aufgabe.
Den Flächeninhalt eines Kreisabschnitts 

big. 179 zu berechnen, wenn außer 
dem Halbmesser ^6 nnd der Anzahl Grade 
deS DogenS noch die Basis gege
ben ist.

Auflösung. Man berechne (§. 486) den Flä
cheninhalt deS Ausschnitts berechne ferner
(§. 4Zz) den Inhalt des Dreiecks so ist

Abschn. ---- AuSschn.
Das Dreieck laßt sich folgendermaßen berechnen.
Man fälle auS O auf den Perpendickel s» 
ist (Z. 209) und (H. 46z)

— v'
-- c^e- - z ^/.-); 

daher (§. 45z)
--- X

oder setzen wir den Halbmesser --- r- und 
so ist

2 V * *

i />

§- 489 Anmerkung.
Die bisher gegebenen Lehre» bieten uns die Mit* 

tel dar jede gegebene geradlinigte, kreisförmige oder
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aus kreisförmigen Theilen zusammen gesetzte Figur so
wohl durch Rechnung als durch Construction so nahe zu 
gnadrireu, daß die Abweichung geringer als jede gege
bene noch so kleine Größe werden kann. Cs ist daher 
überflüßig nach einer noch strengern Genauigkeit zu 
streben.

V



Die ebene Trigo n om e L r ie.

Erstes Kapitel.
Von den trigonometrischen Functionen 

und Hülfölinien,

§. i. Erklärung.

man, wenn von den sechs in einem Dreiecke verkom
menden Stücken drei, unter denen wenigstens eine Seite be
findlich ist, gegeben sind, die übrigen durch Zeichnung fin
den könne, ist bereits in der ebenen Geometrie gezeigt 
worden (Geom. loo, »05, 106, 132, izz). Auch>,
ist (Geom. §. 444) gezeigt worden, wie man, wenn 
die ein Dreieck bestimmenden Stücke in Zahlen gegeben 
sind, auch die übrigen Stücke mit Hülfe des Transpor
teurs und verjüngten Maaßstabes in Zahlen bestimmen 
könne. Da jedoch der Grad der Genauigkeit, welchen die 
Instrumente gewahren, ihrer Uuvollkommenheit wegen 
mir sehr gering ist, und desto geringer seyn muß, je öfter 
man bei der Auflösung einer Aufgabe diese Instrumente an- 
znweuden hat, so war man darauf bedachr, auf die Be
stimmung der Dreiecke die Rechnung anzuwenden, durch
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welche man jeden beliebigen Grad von Genauigkeit er« 
laugen kann. Man hat daher unter dem Nahmen der 
ebenen Trigonometrie *) eine Wissenschaft erfun
den, welche lehrt, wie man aus den ein ebe
nes Dreiecks bessimmenden und in Zahlen 
gegebenen Stücken, die übrigen Stücke des

selben durch Rechnung finden kann.

§. 2. Erklärung,- ..r .
Da gerade Linien und Winkel, als ungleichartige 

Größen-nickt mit einander verglichen werden können, 
so hat Mn anstatt der Winkel selbst nutzere Größen in tzie 
Rechnung cmgcführt, welche mit der Veränderung des 
Winkels zugleich Veränderungen etleidem Es bewege 
sich z. B. die gerade Linie r m einer Ebene mn 
den festen Punkt 6 herum und beschreibe nach und nach 
die Bogen zb, welche. (Gxom. §. 411) 
das Mgast der hierdurch entstandenen Winkel

z/OL" sind: so werden die aus den Endpunk
ten L, L' L" dieser Bogen auf den Halbmesser zlO 
gefällten Perpendickel /> .?, L"!'" dergestalt von 
der Größe des Winkels abhangen, daß sie mit 
dessen Veränderung ebenfalls Veränderungen erleiden. 
Gehet nehmlich der Winkel zu welchem der Per- 
pendickel ^' gehört, in über, wozu nunmehr 
der Perpendickel L gehört, so ist (Gcom. §- t?6) 

weil in den rechtwinklichtcn Dreiecke»
L O/'' die Hypotenusen, gleich, hin

gegen die eine Kathete Och'' <

Ueber die Cintheilung der Trigonometrie s. Umriß der 

machen,, Wissenschaften K und y.
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Eine solche Größe, welche von einer andern dergestalt 
abhängt, daß sie sich mit Veränderung dieser letzter» zu
gleich ändert, und also größer oder kleiner wird, wenn letz
tere großer wird- heißt eine Fnnction dieser letztem- 
So ist die Zahl, welche die Größe der Linie SS gegen 
den Halbmesser -60 ausdrückt, oder der Erponent des 
Verhältnisse-: SO oder eine Funktion des
Winkels ^Os, weil diese Zahl desto größer wird, je 
mehr sich der Winkel ^OS dem rechten nähert
Eben so ist der Erpvnent deS Verhältnisses OS : SO 

o/,oder n- eine Funktion des. Winkels ^OS, weil die

ser Erponent desto kleiner wird, je naher der Winket 
^lOS dem rechten kommt.

Diejenige» Funktionen der Winkel, welche zur Be
stimmung der Seiten und Winkel eines Dreiecks dienen, 
heiße» trigonometrische Funktionen.

8- z. Erklärung.
ES sey ^kOL — « Sig. 2 irgend ein Winkel. 

Man falle aus beliebige» Punkten S, S', S" eines 
seiner Schenkel OL' auf den andern O^ die Perpendik- 
kel SS. SS » S S', so ist in den hierdurch entste- 
hende» rechtwmklichte» Dreiecken SSO, SSO. SSO 
das Verhältniß des Pcrpendickels zu der ihm zugehöri
gen Hypothenuse SS:S0, S S : S O. SS": SO 
beständig, und daher der Erponent eines jede» dieser 
Verhältnisse , -^7^- Eine unveränderliche

abstracte Zahl. Den» da der Winkel SSO --- S'S'O 
---- S"S"0 --- S und « allen diesen Dretkcken ge-
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Meiw ist,, so sind sie (Geom. Z57) einander ähnlich, 
und daher die gleichnahmigen Seiten proporrionual. 
Dieser Exponent > welcher, bei einem und demsel
ben. Winkel ungeändert bleibt, aber mit der Verande- 
umg des Winkels « Zugleich eine Aenderung erleidet, 
und daher (§. 2) eine Funetiom dieses Winkels ist, heißt 
der S i n u S dcs W inkelS und wird abgekürzt
durch, §r/r., oder sr/r. « bezeichnet. Es ist also

«r/r. « — —

Der S»nuS eines Winkels ist dem
nach der Exponent des beständige» Verhält
nisses der diesem Winkel gegenüber stehen
den Kathete zur Hypothenuse des rechtwink- 
lichteu Dreiecks, welches entstehet, wenn 
man aus einem beliebigen Punkte eines sei- 
uer Schenkel auf den andern Schenkel oder 
dessen Verlängerung einen, Perpendictel 
fällt.

8 4. Erklärung.

Der Exponent des Verhältnisses />6 : k'ig. L 
oder der Bruchheißt der Cosinus des 
Winkels Eben so ist der Erponeut des Ver- 
haltniffes^- I'ig. z der Cosinus deö stumpfen 

Winkels
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Man bezeichnet ihn. abgekürzt durch Eos.' 

und es ist also

s7os. ^(7^ --- As)-, Oos. N66 ---

Der Cosinus eines Winkels ist demnach 
der Erponent des beständigen Verhältnis
ses der diesem Winkel anliegenden Kathete 
zu.- Hypothennse des rcchtwinklichten Drei
ecks, welches entstehet, wenn man aus einem 
beliebigen Punkte eines seiner Schenkel auf 
den andern Schenkel oder dessen Verlänge

rung einen Perpeiidickel fällt.

tz. 5. Erklärung.

Der Erponent des beständigen Verhältnisses 
Hä? :, 1^0 b'iZ. 2. oder ,h>: /IN . Z heißt die 
Tangente des Winkels oder ac«, und 
mird bezeichnet durch oder te/trL,

Die Tangente esiics Dinkels ist demnach 
der Erponent des beständigen Bcrhältni-sses, 
der diesen, Winkel gegenüber stehenden Ka
thete zur anliegenden Kathete des recht» 
winklichren Dreie ck s, we l,ch es ent stehet, wen » 
man aus einem beliebigen Punkte eines sei
ner Schenkel auf dessen, andern Schenkst ei-, 
ven Perpendickel fällt.

§> 6. Erklärung.

Der Erponent des. Verhältnisses kiZ. 2 

heißt die Eosangente des Winkels und
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wird bezeichnet durch Oot. Eben so ist Z 

ace -^-. Die ausführliche Definition^ der 

Cotangente ergiebt sich, mit einiger Modifikation aus 
8.5.

Der Erponent des Verhältnisses LO: /'O oder 
ZO

heißt die Secaute des Winkels^OL;

tben so ist in ki§. Z. die Secante, des Winkels 

und wird bezeichnet durch

Der Erponent des Verhältnisses I'iA. 2. 

bo
vder I'ig. z heißt die Cosccaute des Win

kels oder «es, und wird bezeichnet durch

8. 7. Erklärung.

Außer den angeführten trigonometrischen Funktionen, 
als «in., co«, /snZ., cot, mich, cnssc. pflegt man. 
noch den Sinus Versus und Cosinus Versus 
dazu zu rechnen, und verstehet uuter ersterem die Dif
ferenz zwischen der Einheit und dein Cosinus eines Win
kels; unter letzterem aber die Differenz zwischen der 
Einheit, und dem Sinus des Winkels, und bezeichnet 
Erstem durch «/>r. v., letzter» durch eo«. so dass 

«i/r. v. — r — es«
0"«. v. — i — «i/t

8- 8. Necapitulation.
Gehen wir in d^m rechlwiuklichrcu Dreiecke
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D'Z. die Seite i-, ^40 s- die Hypes
Äcnuse S(7 den Winkel ----- « und

--- ^S, so ist
I) sr/r. Ll 9) orVr. /? b

s) cos.. « --2,
L.

lo) co§. /; p

Z)

4) cot.

5) «ec.

<Y eosse»

7) sr/r

« 2--

« ,

« -2-.

« 2--

i

« '

n) /? —
b.

12) cot. -----

-r
-^i IZ) ses. /S ---

-r
—; 14) corse. /? -----

15) SM.. /b -- I —

/> 
?

ll,
-r' 
p

L) cos. v. « 22; L,-»- 16) 00s. I — L

L y. Zusatz, 
Werden beide Theile einer jeden der

Gleichungen mit ihrem Nenner 
ren wir
l)^ — H « «r/r. «
2) h - cor. 
z) ü. «
4) j, . eot. «
g) /r l- . sec. «
6) /i p . coseo.«
Die Gleichungen für den

vorstehende« 
multiplizirt, so erhal-

7) l> --- , «r/r. /?
8) . ca«. /?
y) h ----- ^, . /?

lo) /)---- ü , cot. /?
n) . sec. /r
ir) b . coseo./?.

«r/,. und cos. V, habe«

/
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wir ausgelassen, weil diese Funktionen nur äußerst scl- 
ten in der Rechnung Vorkommen.

Hätten wir nun ^Täfeln, worin man für jeden 
Winkel seinen Sinus, Cosinus und überhaupt jede ihm 
zugehörig« trigonometrische Funktion auf eben die Art 
berechnet findet, wie für die Zahlen ihre Logarithmen, 
so waren wir schön im Stand« vermittelst vorstehender 
Gleichungen aus jeden zwei gegebenen Stücken eines 
rechtwinklichten Dreiecks jedes »der 'übrigen Stücke z» 
berechnen.

Es sey z. B. im rechtwinklichten Dreiecke ^Sl7 
k'iß. 4 der Winkel « — zz° 27^; — 46 Ruthen, 
man soll die Höhe/1 finden: so würde man unter obi
gen Gleichungen diejenige aufsuchen, worin « und 
in einem Theile 'und im andern Theile Vorkommen. 
Diese Gleichung ist (tz. 9).

/> — sr/r. « — 46 . Z5°- 27^
Finden wir nun in den erwähnten Tafeln

Z5°. 27' 2,57999,
so ist/, -- 46 . 0,57999 --- 260,67954 oder beinahe 
26 Ruthen 6 Fuß 8 Zoll.

Zweites Be!spi e l. Es sey gegeben « zz". 
27"; d -- 37°- 4". 7" 2"' -- 37,472 Ruthen, so 
suche man, Um /> zn finden, unter obigen Gleichungen 
diejenige, worin « und b sich in einem Theile befinden 
und /> im andern Theile. Diese Gleichung ist tZ. y- kll.) 

? ö . 37,472 . «a/-F Z5°. S7'.
Geben nun die Tafeln tantz z;°. 27' --- 0,71197, sd 
findet mün,

? -- 37',472 . 0,71197 26°. 6'. 8"-
Wie oben.

Dergleichen Tafeln sind wirklich berechnet, und
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Heißen trigonometrische Tafeln, wegen ihres 
besondern Gebrauchs In der Trigonometrie, wiewohl man 

'sich ihrer auch bei anderen Rechnungen außer den tri-- 
gonomctrischen bedienen kaiin. Wie aber Vergleichen 
Tafeln zn berechnen seyen, werden wir im Folgenden 

'Zeigen- . ' i
Anmerkung. Da die durch die Formeln dieses 

§. bezeichneten Regeln sowohl bei dtr Auflösung der Drei
ecke als auch bei andern Rechnungen von häufigem Ge
brauch siüd, so ist es vortheilhast sich mir denselben ver
traut zu machen. Es folgt nehmlich (aus i und z): daß 
rn'jedem rechtwinklichten 'Dreiecke die Große 
einer, seiner Kathete» gefunden wird, wenn 
man den Sinus des dieser Kathete gegen, 
überstellenden Winkels mit der Hypothcn usc, 
oder wenn man die Tangente dieses gegen
über stehenden -Winkels mit der andern Ka
thete multiplizirt.

Aus (r und 4) folgt, daß im rechtwinklichte» 
Dreiecke'der Werth einer Kathete gefunden 
wird, wenn mau den Cosinus des dieser Ka- 

-thete anliegenden spitzen Winkels mit der 
Hypotbcnuse, oder die Cotangente dieses an
liegenden Winkels mit der andern Kathete 
m ultiplizirt.

Aus 5 und ü gehet hervor, daß in jedem recbt- 
winklichten Dreiecke der Werth der Hypothe- 
»use gefunden wird, wenn man die Se cante 
eines seiner fpitzenWinkcl mit der daran lie
genden Kathete, oder, wenn man die Cosecan- 
4e eines spitzen Winkels, mit der diesem Win
kel gegenüber stehenden Kathete multiplizirt.

10. Zusatz.

Vergleiche» wir die in 8 aüfgezählte» trigonoa
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metrischen Functionen mit einander, so finden wk 
daß

— cc>S

sr/r ck —cos « /t/ 7) ta/r§ «—— cot.

«ttd daß überhaupt 1m rechtwiuklichten Dreiecke ^80 
^rZ. 4. jede trigonometrische Function irgend eines 
seiner spitzen Winkel die Co-Funclio» des andern spi
tzen Winkels dieses Dreiecks ist; daß Z. D. seo — 
co«so c< rc. Erwägen wir nun, daß(Geom.§. izi. Ill) 
die beiden Winkel « und /S (Z. 75) Compkcmente zu 
riuander sind, daß also

« --- und 90 — ce>
so erhalten wir wenn wir in §. 8 statt /S den AuL 
druck lind Lü/n/lZ. s anstatt er setzen

cos « — sr/r /I sr/r. Oomp/, « 
eol « — tei/rZ-./; —
coseo « ^2 Leo, /I — Leo «, u, s« wo

woraus sich ergiebt, daß die Benennungen Cosinus, Co« 
tangcnte, Cosccante nur abgekürzte BcnennunLcn für 
«r>r tcr/rA-, LSo. rc. sind. Sez-
zen wir ferner in §. 8 anstatt,6 seinen Werth 90°-^ 
so erhalten wir

«r/r, « 1-^: coL. xx,L, (90° — «)
c»«. « — sr>r. --- §7,^ (yo° — «)
fa/7^. « ---- cot. /r --- col. (yv° — «)
cot, « --r tcrri^. — ewr/F. (90' —
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xsc» « --- cysee. /S --- corec (90" — «)
oosec. a — sec. ^ ---- sec. (90" —«)
«rn. v. « -cos, ---- oos/o. (90° — «)
eos. v. « — sr". «r/r. v.(90^ — «)

woraus sich ergiebt, daß man nur die trigonometrischen 
Funktionen aller Winkel bis 4z» zu berechne» braucht, 
um die der Winkel bis yo° zu erhalten. So ist z. B. 

sr». 50° ----- cos, (90° — >50°) ----- cos. 40°;
^anF. 75° — y-t. (90° — 75°) cot. IZ° U. s. -w.

^§. n. Lehrsatz.

7. Die Tangente irgend eines Winkels 
« kig. 4 ist dem Quotienten des Si

nus dividirt durch den Cosinus dieses Win- 
.. . . sr/r. «i!els gleich, oder -t<r^ « —

II. Die Cotangente irgend eines Win
kel« « ist dem Quotienten des Cosinus divi
dier durch den Sinus dieses Winkels gleich 

eos. «Vder eot. « --- -7----- .sr^r. «

Beweis. I. Da (§. 8) 
sr». « und co« a so ist 

«rn. « /i _  p
t-os. « /i ' /» v '

Nun war auch knnF « --- 

folglich ist « --- ^-5.
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II. Eben so ist 

«_  b b
«r//. « /r ' /i /i

nnd da auch (§. 8) cot. « ,
so ist

eoL. « vor, --- ———, ,sr^, »

§. ir. Lehrsatz.
Die Secanre eines Winkels « ist dem 

Quotienten der Einheit durch den Cosinus 
dieses Winkels gleich, oder sec « -- —-—. Die C o se- 
cante eines Winkels « ist dem Quotienten 
der Einheit durch den Sinus dieses Winkels 
gleich, oder «osec « ---- sr/r, «

Beweis. Es ist (§. 8. II) co« o- ---

und daher --- t - 1 X
L0S « /t h h

Nun ist auch (§. 8, V.) -ee- « — 
folglich ist

i '
See « » -------------.cos «

Eben so ist k§. z. I.) sm « , und

N
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Da aber auch (Z. 8. VI) Msec « -- X

so ist
cosdc « ?

. sr/i «

§< rz. Lehrsatz.
Der Sinnsvcrsus eines Winkels « ist 

der Differenz zwischen der Einheit und dem 
Cosinus dieses Winkels.gleich, oder

v. « i — ao« «.
Äer Co sinusversuS eines Winkels -i>st 

der Differenz zwischen der Einheit und dem 
Sinus dieses Winkels gleich oder

cos. a. « — i— srrr «.
beweis. Dieses folgt unmittelbar aus der im 

Z. 7 gegebenen Erklärung vom s/>. und aas.

14. Bemerkung.
Da nach §. n. 12 und ig» alle trigonometrische 

Functionen irgend eines Winkels von-seinem Sinus nnd 
Cosinus abhängcn, und sich auö diesen letzreren durch 
die einfachsten Rechnungsarten herleilen lasse"«, so haben 
wir blos nöthig die Sinns und Cosinus aller Winkel 
bis 45° ö" berechne», um daraus die trigonometrischeu 
Functionen aller Winkel bis 92° zu bestimmen (H, io).

§. 15. Lehrsatz.

Das Quadrat deS Sinus nebst dem 
Quadrate des Cosinus irgend eine-S WinkelS
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« ist immer der Einheit gleich; oder ' 
«2-- I*)»

Beweis. Im rechtwmklichten Dreiecke
^§» 4 ist E « L-r- cos. « — folglich ist. ,

.7» 4 r 2 1 -s-srn.^ « -t- co«,^ o- -i- —t—-—i-—-.,' 7r-
Da aber (Geom. tz. 174) -j- L- --- 7^:
so ist 

. 7-2sr/r.* « -l" cos.2 1.
' 7-r

§. 16. Zusatz.
Hieraus folgt

oo«.^ n 222 I — sr/r.-^ also
cos. « (i — sr/r.^ «);
»r».^ « ---- 1 -— eos.^ «; und daHet 

rr». « t--: (l ^-. cos.^ «).

Man findet also aus dem gegebenen Si
nus eines Winkels seinen Cosinus, wenn 
man das Quadrat des Sinus von der Ein
heit abzieht, und aus dem Reste die Qua» 
dratwurzel nimmt. ,

Auf gleiche Art findet man aus dcM^ gegebenen 
Cosinus eines Winkels seinen Sinus,

Um irgend eine Potenz einer trigsnometriDen ^uuclioN 

anzuzeigen werden wir immer denErponcnteN oberhalb der 
Benennung dieser Fanction sehen. So bedeutet limzZ a 
bie dritte Potenz der Tangente von « u, s. w-

V « '
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§.»7« Bemerkung.

Da man aus dein Sinus eines Winkels seinen 
Tosinus, und aus diesen beiden alle übrige trigonome
trische Funktionen herleiten kann, so hat man nur nöthig 
die Sinus aller Winkel bis 45° zu wissen, um daraus 
die trigonometrischen Funktionen aller Winkel bis 90° 
zu bestimmen. Daher pflegt man auch die trigonome
trischen Tafeln gemeinhin S inus tafeln zu nenne», 
obgleich sie außer dem Sinus noch andere Funktionen 
angeben.

8. i8. Erklärung»

Es sey ^0 i ein unbeweglicher Schenkel ei
nes Winkels dessen anderer Schenkel 
sich vom Punkte aus um den Punkt (7 als Mittel
punkt herum bewegt bis er in die Lage LD kommt: 
so wird der Winkel ^(7^, so wie der ihn messende Bo

gen nach und nach jede Anzahl Grade von 0° bis 
90? fassen»

Man errichte durch den Anfangspunkt der Do
gen ^lL" eine unbegränzte Tangente
falle anS L, L", L" rc. auf <7^ die Perpendickel 
S'/-', L"/-" ;c. und verlängere die Halbmesser <7S, 

, eL" bis sie die Tangente in 7^, 7" , treffen, 

so werden (§. 3) die Verhältnisse rc. die

Sinus aller möglichen Winkel von v° bis yo° angebcn.

Die Verhältnisse —^-rc. oder die ihnen

wegen der Aehnlichkeit der Driecke 358)
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gleichen Verhältnisse A, rc. werden alle Tan,

gente» von o° bis yo° angeben.

Die Verhältnisse rc. oder die gleichen

Verhältnisse^-, rc. werden die Secanten aller 
Winkel von o" bis 90 bestimmen.

Der Verhältnisse A rc. --

. >10 LO —
--- rr/r. >10S werden die Sinus Versus aller Win
kel angedcn.

Nehmen wir nun den.Halbmesser ^10 als Einheit 
an und setzen in obige Verhältnisse >10 — r ----- ^O, 
s» ist

«r/r. ^OL — — — L/'.
l

taeNF. >10S --- — 01'
1^0 - I

SL6 o?'

E.^os — ^lO »
In diesem Falle ist die Linie L/> selbst der Si

nus, >17' die Tangente, <!))' die Sekante und >1? der 
SinusversuS des Winkels >701? oder des Bogens

Hiernach wäre der Sinus eines Winkels 
oder eines mit dem Halbmesser r zwi

schen sein :!» Schenkeln beschri ebenen Dogen- 
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^L^der hon tincm Endpunkte dieses Bo- 
gcuö auf den durch den Anfangspunkt ge
henden Halbmesser gefällte Perpendi
ckel /'L.

Die Tangente sine^S Winkels oder 
eines Bogens ist der Theil d er durch
Leu Aufangspukt geführte» nnbegi'anztett 
Tangente welchen die durch beide End
punkte des Bogens gehenden Halbmesser 
z wische «sich fassen.

Die Sccante eines Winkels 
oder ein/,s Vogeuö ist die gerade Linie 
welche auö dem durch den Endpunkts dieses 
Bogens gezogene» und bis an die durch den 
Anfangspunkts geführte Tangente verlan
ge r t e n Ha l b m e sfe r 6^ b e stehet.

Der Sinus Versus eiüÄs Winkels vML odfr ei

nes Bogens ist der Theil deS Halbmessers 
^0, welcher ^wifche» dem.Endpunkte des Sinus und 
der» Anfangspunkte des Bogens liegt«

§- rs.>^Erklarung.
Wird ferner auS'. dem Endpunktes des Bogens 

auf den Halbmesser OO ein Perpendickel SL ge
fallt, durch eine Tangente des Kreises geführt, und

H Die trigonometrische Tangente unü Sccante ist von. 
der geometrischen wohl zu unterscheide». Die geometri
sche Tangente und Sccante sind (Geom. Z. 225) unbe- 
gränzte Linien; dahingegen die trigonometrische 
Tangente und Sekante, Linien von bestimmter 
Große sind.
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der Halbmesser 02 so weit verlängert bis er diese Tam 
8<Me in // trift, so ist (§, i8)

22 — «M. D02 — sr/7. D2
D/^ D02 — ta/rF, DA
6// «so. D02 «es. D2^
D2 «?/r.o>. 202 — sr/r.i^.D2.
Da aber (Geom. tz. 75) die Winkel ^l02, D02, 

und daher auch die Bogen ^72, DA Complemente ZU 
einander sind, so ist (tz. is)

22 — 20---E. 7)02--so«. ^02
D// ---- ta»§. D02 — cot. ^62
0// sss. D02 oosss. ^702
D2 — §/«. p. DOA oos. r'. ^702.
Der Cosinus eines Bogens ist also der 

Sstnus des- Complements dieses Bogens, 
und demjenigen Theile 02 deö^Halbineffers 
^lO gleich, »velcher zwischen dem Mittelpunk
te des Bogens und dem Endpunkte des S inuS 
liegt.

Eben so ist die Cotangente, Cosecante und 
der-Cosinus Verjus eines Winkels oder BogcnS 
nichts anders als die Tangente, Secante und der 
Sinus Versus des Complements eben dieses Win
kels oder BogcnS.

Alle die Linien, welche, wie 2D, O2, rc. 
den Sinus, Cosinus, die Tangente, und überhaupt die 
trigonometrischen Funktionen repräsentiern, führen den 
gemeinschaftlichen Nahme» der trigonometrischen 
HülfSlinien.

Man nennt daher auch die Linie 22 als Linie 
betrachtet, den linearischen Sinus des Winkels 
^02 oder des Bogens ^l2; hingegen die absiracte
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Zahl, welche den SInuS dieses Winkels angiebt, und 
welche für den Halbmesser --- I durch die Linie 

repräsentirt wird, den numerischen SinuS.
Eben so ist Linie die linearische Tangente'; hinge
gen die Zahl, welche die Größe der Linie gegen 
^<7 augiebt, die numerische Tangente deS Winkels

ö ro. Zusatz.

Beschreibt, man aus einem Punkte (7 k'sx. z 
Mit dem Halbmesser <7^ i «inen Kreis und 
aus demselben Mittelpunkte init einem andern Halbmes
ser 6,/ > oder < i einen andern Kreis ,ö'O' und ' 
zieht an diesem letztem die den trigonometrischen Hülfs- 
liuieu F/',. ^27, LL rc. ähnlich liegenden Linien L

L'L' rc- so wird jede dieser letzteren Linien so 
viel mahl größer oder kleiner seyn als die ihr correspon- 
dirende im ersten Kreise so viel mahl der Halbmesser 
^4 0 größer oder kleiner als ^4(7 Ist. Denn wegen der 
Aehnlichkeit der Dreiecke (7^7, (7>1 2 >

<7L'L" rc. (§. z^8) ist
— L'<7 : L(7 --- L : ,ck6 
— r

Wollen wir daher, wie gewöhnlich geschieht, die Linie 
L'/>' den Sinus des Bogens dieLinie 
die Tangente des Bogens nennen rc., 
so muß, wenn die Größe dieser Hülfslinien bestimmt 
seyn soll, nicht nur der Bogen in Graden, Minu
ten rc, sondern noch überdieß der Halbmesser des Krei
ses gegeben seyn, zu welchem dieser Bogen gehört; 
man sagt daher: ist der Sinus des Winkels

für den Halbmesser ^40; ist der Si
nus eben dieses Winkels für denHalbmesser
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rc. Bei den numerischen Funktionen des Winkers 
welche für den Halbmesser --- r hier durch 

^7 rc. angedeutet sind, braucht die Große des 
Halbmessers nicht weiter bemerkt zu werden.

Man pflegt daher auch die, die numerischen Funktio
nen repraseutirenden Linien^7'rc. den natürli
chen Sinus, die natürliche Tangente rc. des Winkels 

zu nennen, und bezeichnet sie durch Sr» »at. 
hingegen nennt man die zu 

einem größer» oder kleinern Halbmesser gehörigen Linien 
rc. den künstli ch en Sin u's, d i e kü n st- 

lichen Tangente des Winkels ^70/?, und bezeichnet 
sie durch si». ch-t. ku'»F. »vt. rc.

§. 21. Aufgabe.
Aus dem natürlichen Sinns, Cosinus 

Tangente rc. den künstlichen Sinus, Cvsi, 
nüs, Tangente rc. für einen gegebenenHalb
messer (?) zu finden.

Und umgekehrt, aus dem für einen gewis
sen Halbmesser r berechneten künstlichen Si
nus, Cosinus rc. den natürliche» zu finden.

Auflösung CLster Theil. Man multipli, 
zire jede natürlicbc trigonometrische Fnmtiou durst) den 
gegebenen Halbmesser, so erhalt man die Größe der, 
«leichnahmigen künstlichen Linie. Es ist also für des 
Halbmesser

si/r. nr-t. « »»t. «;
eas. a?t. « , cos. »»c. «;

<r/ t. « »nt.
oc>/, n/ k, » . oot. »nt, «i rc.
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Zweiter Theil. Man findet jede natürliche 
Hülfslmie> wenn man die gleichnahmige künstliche durch 
drn-ihr zugehörigen Halbmesser dividirt. Es ist also: 

,, «r«> '
' «r/r. rrrrt. « — l

cvK.
Los. rrar. « — —-— ------- ,

tKNF. nat. « — -—L__-------

cot. nac. « ------- —---- -;
rc.

Gerweis. Es sey der Halbmesser <7^ ssiZ. 5
i, der Halbmesser 6-4' der Winkel -46'S---«; 

so ist (tz. i8)
s---- sr/r. /rat. «; -42' —. ta?7F. Mt., «
F2>' ---^ Lr/r. «st. «; -4'D' — Kk-c. «.

Nun ist wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke 6'^ und. 
und 6^'7''

: L'^»' — es : es' — r : /- 
: .4'--- 6-4 : 6-4!' --- r : n

rc.
odex 

si/?. ernt. « ; «r/r. «rt. « --- i : r 
: trr/rA. art, «---irr- 

rc.
folglich ist (Geom. §. giL) -u' -

s/rr. er/". sr/r. ,rat. «;
ta»Z» riat.

re. und daher auch 
«M. rr^t. « sr/r. -rat. « — —— ------- ;
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tar/m. nat, « --- —2---------,
r .t - . -. .

«- s. w.
Peispiel. Es sey der »alurliche Sinus eines 

Winkels von 12° --- 0,2079117;'man soll den känsili- 
che» Siyuö eben dieses Winkels ' für den Halbmesser' 
,0200 finden: so ist ^'7

»,7. .12° — loooo x 0,2079117 — 20791,17.

Der Sinus dieses Winkels für. den. Halbmesser 
rvcooooo ist 2079117 ic.

--^8-22. Crklärnng»

' Eine Reihe bou Zahlen, welche die Größe der zir 
einerlei Halbmesser^ gehörigen trigonornetrischen Linien' 
für alle Winkel von 0° bis 90° von Minute M Mi/ 
nute oder noch genauer angebcn, nennt man ei» tris 
gonometrisches System. Das natürliche tri- 
gonometrische System ist alSdann dasjenige, welches für 
den Halbmesser i berechnet ist; alle übrige nennt 
man k ü n st l iche trig 0»0 ine t r isch c System e.

ch"-" n "m «»llrtS .sst mlt,H

§- 2z. Zusatz.
Hat man ein für alle mahl das natürliche trigono- 

metrijche System berechnet, so kann man (H. 21) sehr 
leicht jedes künstliche System daraus finde», indem man 
nur jede trigonometrische Linie des natürlichen Sy- > 
stems mit dem Halbmesser des künstlichen mulnylizstt» 
Dieser Halbmesser heißt alsdann der Modulys des 
Systems, zu welchem 'er gehört. In der Folge»wird, 

nur von den natürlichen trigonometrischen Linien die .
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Rede seyn, wenn nicht das Gegentheil ausdrücklich be- 

merkt wird.

§. Bemerkung.

Aus dem Vorhergehende» gehet hervor, daß wir 
fgwohl im natürlichen als in jedem künstlichen System 
die trigonometrischen Hilfslinien aller Winkel bis yo" 
zu berechnen im Stande sind, so bald wir nur diese 
Linien im natürlichen System für alle Winkel bis 45° 
berechnet haben. Aus dem Folgendem wird sich erge
ben, daß man aus den trigonometrischen Funktionen 
aller Winkel bis 90° durch eine geringe Modifikation 
auch die Funktionen aller Winkel über 90° erhalte» 
rann. Bevor wir aber dieses zeigen können, ist es nö
thig einige Begriffe von der Lage her Linien gegen ein
ander zu geben»

§. sZ. Erklärung.

Aus der Arithmetik ist bekannt- daß man von 
zweien entgegengesetzten Größen jede beliebige derselben 
als positiv betrachte» kann, da alsdann die andere ne
gativ ist. Stellen wir uns von Osten nach Westen ei
ne unbegrenzte gerade Linie vor, und betrachten diese 
Richtung als positiv, so wird die entgegen gesetzte Rich
tung von Westen nach Osten negativ sey». Wir können 
also dieselbe Linie bald alö positiv, bald als negativ 
betrachten, nachdem wir sie in der einen vder der an
dern Richtung nehmen. Setzen wir aber in dieser Linie 
,einen Punkt fest, von welchen, an die eine oder andere 
Richtung gerechnet werden soll, so ist hierdurch der po
sitive und negative Theil derselben bestimmt. Nehmen 
wir z. B. auf der Linie t'ig. 6 einen festen Punkt
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0 und betrachten alle in der Richtung <7^ abge- 
schnittenen Theile als positiv, so werden die in der 
Richtung (7^ abgeschnitlenen Theile negativ seyn. Eben 
so werden, wenn wir die aus dem Punkte 0 auf der Linie 
<7D abgeschnittenen Theile als positiv betrachten, die auf 
der Linie OO" abgeschnitlenen Theile negativ seyn. 
Desgleichen werden, wenn man die aus auf 
abgeschnittenen Theile als positiv betrachtet, die auf 

abgeschnittenen negativ seyn.
Stellen wir uns ferner vor, der Schenkel <7^ 

PiZ. 6. bewege sich um den Punkt 0 als Mittelpunkt, 
von dem Punkte aus in der Richtung und be
schreibe nach einander alle mögliche Winkel,

rc .so werden, wenn die Winkel nach dieser 
Richtung als positiv betrachtet werden, die von dem» 
selben Schenkel durch eine entgegengesetzte Bewegung in 
der Richtung beschriebenen Winkel negativ seyn.
Haben also die beiden Winkel eine glei
che Anzahl Grade, so ist Alls
gleichem Grunde S(7L" -i- — DÖL, wenn die An
zahl Grade eines jeden dieser Winkel von L> an ger 
zahlt wird.

§. 26. Zusatz.
Betrachten wir nun alle trigonometrische Linien 

der Winkel bis yv° als positiv, so werden die der gro
ßem Winkel, welche mit jenen einerlei Lage haben, 
ebenfalls positiv, diejenigen aber, welche eine entgegen
gesetzte Lage haben, werden Negativ seyn.

Da also der Sinus positiv ist, so werdet alle 
von, andern Schenkel der' von (7^ beschriebenen Ginr 
kel auf gefällte Perpendickel positiv "seyn, MM
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sie mit sö von einerlei Seite der liegen; negativ 
aber) wenn sie auf der entgegen gesetzten Seite dersel

ben liegen.
Der Cosinus deS Winkels ^LL oder der SinuS 

des.Winkels DOS ist die Linie W oder 0/- und alle 
Cosinus fange» in einem Punkte L oder L der Linie 
AS" au. Es werde» also alle Cosinus» welche mit 
SS auf einerlei Seite der SS" .siege», positiv, die 
auf der entgegen gesetzten Seite-er SS" liegenden aber 
negativ seyn. n - ' . - -

Die Tangente eines Winkels wird von der durch 
Leu Anfangspunkt geführten unbegränjten Tangente 
obgeschnitten, und für ^LL 90" in der Richtung .

Jede Tangente eines Winkels, welche in dersel
ben ^Richtung fällt, wird also positiv, und jede in 
der. entgegen gesetzten Richtung ^'liegende Tangente 
wird negativ seyn. ' u

Ebe.n so ist, wenn wir s als ven' Anfangspunkt 
des Winkels ALL. betrachten, die Tangente SA dieses 
Winkels oder die Cotangente des Winkels ^LL posi
tiv, und eben so aste in derselben Richtung fallende Co
tangenten; die nach der entgegen gesetzten Richtung 
S//" fallenden Cotangenten aber negativ.

Die Sccante und CSsecaitte wird vom Scheitel
punkte des Winkels oder dem Mittelpunkte -es Kreises 
an gerechnet. Diese werden positiv seyn, wenn sie, wie. 
bei einem Winkel mster 92" aus dem Mittelpunkte 6 
«ach dem Endpunkte L des Bogens gezogen und bis 
an die Tangente verlängert wird, so dasi der andere 
Schenkel LL des Winkels ^LL einen Theil derselben 
auömacht. Die Sccante wird im Grgenthcile negativ 
seyn, wenn fle vcM Endpunkte L" des Bogens ^SL'
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durch den Mittelpunkt biö an die Tangente ^7'" 
gezogen wird, so daß, wie beim stumpfen Winkel 
der andere Schenkel 6L" dieses Winkels keinen Theil 
der Sekante 'L^" ausmacht.

, §, 2-. Leh'rsak.
Wenn zwei Winkel W

einander zu igo^ ergänzen, so sind ihre Si-' 
nus sowohl in Ansehung der Größe als der 
Lüge einander gleich; dieCofinuS aber zwar 
ei »ander gleich jedoch entgegen gesetzt,'und 
daher der Cosinus des stumpfen .Winkels 
negativ, wenn der des spitze» als positiv 
ün g enommen wird.

Beweis. Erster Theil.
Da -r- 2 7? und (Geom. §. 68)

-s- — 2 Ä, so ist
' --- -s- folglich

--- L 6L. Ferner ist (§. z)

E. -- D«

aber in den Dreiecken 665', di« Seite
Le ----- L 'e, üc?/- — und
— ---- so ist (Geom. §. 84) — L"/!-

und 7-0 --- also A » oder

«t/r. ----- sr>u ; und da die beiden Links»
L "7>" auf einerlei Seite der Linie fallen, so 

haben sie auch einerlei Zeichen.
Zweiter Theil. Da (§. 25) —

f° >st auch E Nun ist (§. 4)
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—— — cos und --- Los

folglich ist
Los ^0/? — Los

Jlezeichnen wir nun den Winkel durch «, so ist 
— 180° — « und daher 
«r» (iZo" — «) --- «s/r « 
cos (l8o° — «) — oo« «.

Anmerkung. Das Complement des; stumpfen Win 
kels zum rechten muß in einem ganz entgegen ge
setzten Sinne als beim spitzen Winkel genommen werden. 
Das Complement des spitzen Winkels ^.62 rig 6 ist 
der Winkel DLL, welcher zu ersterem hinzu gesetzt wer
den muß, um den rechten Winkel zu erzeugen. 
Das Complement des stumpfen Winkels XLL" ist der 
Winkel OLL", welcher von ersterem hinweg genommen 
werden muß, um den rechten Winkel ^OO zu erzeugen, 
Leide Winkel VL8, DLL" werden einander gleich seyn, 
wenn -- -V6L"; nur wir» das zweite Complement 
«egativ seyn, wenn man das erste als positiv betrachtet»

§. 28. Lehrsatz.
Werden alle trigonometrischen Funk

tionen bis so° oder im ersten Quadranten 
als po'sitiv betrachtet, so ist der Sinus und 
Cosinus eines Winkels zwischen l8o° und 
270° dem Sinus und Cosinus seines Ueber- 
schusseS über i8o° gleich, aber entgegen ge
setzt. Bedeutet nehmlich « einen spitzen 
Winkel, so ist «r". (180° -s. — «i».
«0«. (igo° -s- «) — — L0«. «.

Der Si-nus und Cosinus eines Winkels 
-wischen 27«° und zbo* ist dem Sinus und
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Cosinus des ihn zn z6o° ergänzenden spitzen 
Winkels gleich, nur sind d ie Sinus dieser 
beiden Winkel einander entgegen gesetzt. ES 
W nehmlich, wenn « einen spitzen Winke! 
^bedeutet, sr«. (362° -«)-- —

cas. (ztzo° — «)---- co§. «. 
Beweis. Erster Theil. Es sey 
6 ein erhabener Winkel, worin der ITheil

so ist -2-- igo -s- «. Fallt 
man aus L und L " auf die Perpendickel 
L"'/'", und auf OÄ" die Perpendickel LL, 
so sind (Geoni. §. 84) die Dreiecke 
kongruent und (§ L5 ) L --- — L'"L'^
°s-- — SL oder 6/'" ---- —

0^ 'also

Nun ist (§. 3)

- --- «rrr. (180° -s- c-);

0 p"
und (§. 4) -2- co§. <182°

0?
-- co». «; folglich ist

-r'". (180° -s- cr) ----- — sr,r. «; 
eos ClZO« -s- a) ----- — co«.

Zweiter Theil. 6s sey x>i§. s 
ein erhabener Winkel, dessen Ergänzung za Z6o° 
dem spitzen Winkel ------ « gleich jst, so daß 

360° — «. ^llet man aus und L 
auf die Perpendickel und auf DO'
die Perpendickel so ist (tz. 25)

--- -- F/-, LlvL' 
I
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und daher " LO '

Aiv/>
Es ist aber (§. 3) -^7 — (Zbc>° — «);

S/» . . L^L ' ^>0 ,
-M- — Lrv^' — ^lve co«(Z6o «) 

und -^- — m --- cos «, folglich ist 

sr/r (z6o° — «) — — sr» «; 
cos (z6o° cos «.

Anmerkung. Nückstchtlich des Zeichens hat man daher 
nur zu merke«, daß der SiuuS im ersten und zweiten 
Quadranten positiv, im dritten und vierte» negativ ist; 
daß der Cosinus hingegen im ersten und vierten Quad- 
.kauten positiv, im zweiten und dritten aber negativ ist.

§. 29. Zusatz.

Hieraus folgt allgemein 
sr» (180° -s- a) — —' srrr « 
cos (180° -s- a) ----- — cos «, 

es mag « ein spitzer oder stumpfer Winkel seyn, d. h. 
es mag der ganze Winkel zwischen i8v° und 279° oder 
zwischen 270° und z6o° fallen.

. §. zo. Zusatz.
Aus dem vorhergehenden folgt ferner, daß jede 

zwei Winkel, welche einander zu 360° ergänzen gleicht 
Cosinus und gleiche Sinns haben, nur das ihre Sinus 
einander entgegen gesetzt sind. ES ist nehmlich 

si/r (Z6o° — — si/r «
kos (Z6o° — «) » co« 
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es mag « ein spitzex oder ein stumpfer Winkel seyn. 
So ist z. B.

syo° — — ; cos 2yo° --- co« 70°
sr/r 220° — — sr/r 142°; cos 22»° ---- cos

§. zr. Lehrsatz.
Die Tangenten nnd Cotangenten zweier 

Winkel, welche einander zu 180° oder zu 
Z6o° ergänzen sind einander gleich aber ent
gegen gesetzt; nehmlich

(l 80° «
cot (izo° — «)---- — cot «

(z6o° — — to^F «
, cot (zHo° — cot «.

beweis. Es ist (§. 11) tan§ --- ;

und Lot -- Nun ist (§. 27)
«r» (iZo° — «) — «

1 L0S (l 80° «) — L0« «
folglich ist

si» (l8o" — a) S7>/. «
Los (t8o° — «) — t,»« « " Lvs.-T'

vder t«»^- (180° — a) ---- — ta/rZ' « n)z
O8o° — «)_  — co« « _ cos « 

sm (180° — t<) sr/r «_______ s//i «
^der Lot (182^ — — cot « (§. ix).

Eben so ist (§. zv)
«r/r (z6o° —.
so« (z6v* — «) --- cor «

Z 2
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folglich^
sr/r (z6o° — <x) a _  _  «r^r til
^^(züo°— «) co« «

oder (z6o° — ta»§ « (§. n);
(g6c>° - «)_  ^os « «

H»^Züo° — «) — «r>t « «
vdc'r

cot (güo" — «) t-- —. cot «.

§. Z2. Zusatz.

Überhaupt wird die Tangente oder Cotangente in 
allen den Fallen positiv seyn, wo der Sinus und Co
sinus zugleich positiv oder zugleich negativ sind, hinge
gen wird die Tangente oder Cotangente negativ, wenn 
vom Sinus und Cosinus der eine positiv und der andere 
negativ ist. Es ist daher (H. 28) die Tangente oder 
Cotangente im ersten und dritten Quadranten positiv, 
im zweiten und vierten aber negativ.

Dieß lehrt auch die Betrachtung der Figur. Den» 
es sei) I^g. 6 -j- --- 2 Ä und der

Winkel spitz, so ist (§. 11)

hingegen tei/rF ^67,"' -^0- Denn da

ein stumpfer Winkel, und daher > 2 A,
so können (Ciconi. 12g) die Linien 2'^/, ^8 (7 einan

der nur auf der entgegen gesetzten Seite in schncidcn- 

tiud -^(-7- ist die Tangente des Winkels . Nun
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U (§. 25) --- — ^7, und daher
folglich ist 

trr^A OL" — M/g ^(7S.

Eben so ist die Cotangente des Winkels 
oder die Tangente des Winkels DOL dem auf. der 
durch A geführten Tangente abgeschnjttenen Theil.7)7/ 
proportional, die Cotangente des Winkels hin
gegen ist dem auf der entgegengesetzten Seite abgeschnit
tenen Theil O/7' proportional.

Achnliche Betrachtungen lehren-, daß die Tangenten 
der Winkel zwischen 180° und 270°, wie beim erhabe
nen Winkel positiv seyn müssen, weil die ihnen 
proportionalen Linien in de.r Dichtung -abgeschnit
ten werden^ daß hingegen die Tangenten aller Winkel 
zwischen 270° und z6o°, wie beim erhabenen Winkel 

negativ sind , weil die ihnen proportionalen Li- 
«eu in der Richtung ^7'' abgcschnilten werden,

Eben so ist die, Cotangente eines Winkels zwischen 
180° und 270° wie ^(,'ö ' positiv, weil, die ihr, pro
portionale Linie /)// auf der durch den Änfangspunkc D 
des- ihn zn 92° etMnzenden Winkels geführten 
Tangente in .derselben Richtung DA wie im ersten 
Quadranten abgeschin'tten wird. Die' Cotangente cincS 
Winkels zwischen 270°' und Zboo,. w!e^O/^^, ist nega

tiv, weil die ihr proportionalen Linien durch den zwei
ten Schenkel öHlv des Winkels in der entgegengesetz
ten Richtung abgeschnittcn werden.

Anmerkung. Da« Cvmplement eines crhabeücn 
Winkels wie muß eben so wie beim stumpfen Will! 
kcl subtrattiv genommen werden, und ist also der Win-
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kel VOL"', welcher von dem gegebene» ^66^" hinwegge- 
nommrn einen rechten giebt. Die Cotangente eines sol
chen Winkels ^OL"^ ist die Tangente deS Complements 
VOL"' und der Linie DU proportional, welche von der 
dnrch den Anfangspunkt v des Complements geführte» 

Tangente durch den andern Schenkel 08"' abgeschnitte» 
wird. Eben so ist der erhabene Wink-! 068" das Cvm- 
plement des erhabenen Winkels ^.08", „„8 die Cotan» 
gcnte dieses letzter» oder die Tangente des Winkels U08" 
wird vom zweiten Schenkel 08" dieses Winkeis aus der 
durch 0 geführte» Tangente in der Richtung vjl" abge- 
schoitten.

§- 33- Zusatz.
Aus dem Vorhergehenden folgt

(lZo" -j- «) --- — ta/rF (iZo" — «) 

--- -s- ter^g «
cot (igo? -j- «) — — cot (180° — «)

--- -s- cot «
(§- 3D-

zg. Lehrsatz.
Wenn zwei Winkel einander zu r8o" er

gänzen, so silldihre Cosccanten völlig gleich; 
ihre Secanteu aber sind zwar an Größe 
gleich, aber entgegen gesetzt; nehmlich

Los 6 c sl 8 o ° — «) 0 osee «
« ec (i 8 o " — « e c «

Wenn hingegen zwei Winkel einander 
zu z6o° ergänzen, so sind ihre Secantcn 
völlig gleich, ihreCosecanten aber derGröße 
nach g leich, jedoch entgegen gesetzt; nehmlich

«ec (Zlöo — «) --- «ee «

eosec (Z 6v" — «) . oosec «,
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Beweis- Erster Theil» Es ist (4. 
sr/r (r8o° — «) — «r/r «; 

co« (180° — «) — — co» «;
und daher 

_____ i_____ „ r .
sr>r (I8o° — «) sr" « '
_____ i_____ __ — r 
co« (i80° — «)______cos «

NUN ist (§. »2)

---------*------------- coseo (»8o°— 
sr/r (i8o° — «)

i—:---- corcc asr/r «

——5---- ----  --- «co (i8c>" —
co« (,8o° — «)

.—-— sec «
co«« 'j

folglich ist:
eoseo flZo" — «) — eosse «
sec (180° — «) — — sec «.

'Zweiter Theil. Es ist (tz. s8).
»r» (^6o° — «) — ^r/r «
co« (z6v° — «) — cos «;

und daher
i i .

sr/r (z6o° — «) sr» « '
r_____________ i

eo« (züo° — «) cos «
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Nun ist (§. 12) "
-7——7^-——- cosec (2ko* -' s«)
«en (z6Q-> — «)

--- corec «

r' -
^«-c(z6°° - «>Z

.->; - :-/nn 
folglich ist

(z6a^ -—- «)----- §eo «
coseo (z6o° — eosec «»

§. gA. Zusatz. '
Da der Werths der Secante lediglich' von dem deS 

. Cosinus, der Werth der Eosecante aber von dem des Si
nus abhangt (H. is), so wird die Secante in allen den 

, Fallen positiv oder negativ seyn, wo der Cosinus posi
tiv oder negativ ist; die Cosecanle aber wird mit dem 
Sinus zugleich positiv oder negativ werden» Es wird 

< daher (tz. 28) die Secante tm ersten und vierten LZua- 
dranten positiv?, im zweiten und dritten aber'negativ seyn;, 
die Cosecante hingegen wird im, ersten und zweiten 
Quadranten postttv, im dritten und- pierten aber nega
tiv seyn.

Dieß lehrt auch die Betrachtuug der Figur, wenn 
man erwägt, daß die den Secanteu proportionalen Linicir 
vom Scheitel des Winkels an auf jöem als beweglich 
gedachten Schenkel abgeschnittrn werden und positiv sind , 
wenn dieser Schenkel einen Theil derselben ausmacht, 
negativ aber, wenn sie in entgegengesetzter Richtung dieses



SchenNS fallen» Ist nun Kg. 6 ein Winkesi 
im ersten Quadranten, also ein spitzer, so. ist (tz. iz) 
Os' der Secante dieses Winkels proportional^ und zu-, 
gleich auf -dein andern Schenkel dtzses Winkels.selbst^ 
Jst.^Qö" ein stumpfer Winkel, so, werden die.. Linicir. 
7^, ^"6 einander unterhalb ip r?" AM'idcn; die 
Sccante 07? dieses Winkels ijt nunmehr nicht auf 
deni zweiten Schouket-OÄ' des gegebenen-WinkelS- son
dern auf dessen Verlängerung in derMichtung L 'O ge
nommen und daher negativ. -

Die Cosecaite des WnkeL, «LOS ist dmEie? 
O/^ prvporlinal and liegt aus dcn,-gutzern Schenles dcS 
Winkels selbst. Die Cosecante des stumpfen.M 
^k( ist der Lniie 0//" proportional und liegt eben
falls auf dein andern Schenkel OS" des Winkels 
selbst. Sie ist also ebenfalls positiv. Achuliche Be
trachtungen lassen sich auch beim dritten und vierten 
Quadranten anstelle«»

§. Z6» Ams atz

Aus dem Vorhergehenden folgt
sec (i8o" -f- «) — ssa

eosec (l8o -s- — cossc «.

§. Z7» Lehrsatz.
Betrachten wir alle Winkel, welche durch 

die Bewegung des Schenkels o^k NZ. 6 von 
dem Punkte aus in der e i n e n R i ch t u n g 
entstehen, wie als positiv, und daher 
(§. 27) alle Winkel nach entgegen gesetzter
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Richtung wie als «egätkv, so daß 
so ist

Sr'n (——«r» «; co« (—00« «. 
cot (—a)---—00t «

§ 6 (—. 6 0 § 6 6 66666 6.

Beweis- Da (§. 25 so ist
Fiv/r A/'

Nun ist (S, z)

«r/r (— «) UNV -^0" 

folglich ist »r/r «) --- — sr/r «.

Eben so wird der Beweis von den übrige« Theilen 
des Satzes geführt.



Zweites Kapitel.
Von der Berechnung der trigonometrischen Func« 

tionen und der Vergkichunz derselben 

unter einander.

Z. 38. Aufgabe.

^us dem gegebenen Sinus und Cosinus 
zweier Winkel «, den Sinus und Cosinus 
ihrer Summe oder ihrer Differenz zu find en. 

Auflösung. Es ist
I /-«r» (« -s- — «in « co« /S -s- cos « sr» /?.

co« (« -s- cos « eos — «r/r « «r»
n /-sr/r (v! —/d) « cos '— cos « /?.

coS (« — — cos « cos -s- «?/r « «r/r /?.
Beweis. I. Es sey k'ig. 7 -- «,

^20 — und daher //LO « -s- L — 7- Man 
fall« aus einem beliebigen Punkte L des äußersten
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Schenkels auf jeden der übrigen einen Perpendickek 
LL', Tl/7, -und durch den Punkt 7^ ziehe man /'S 
der LII und I?I der parallel: so ist (S. 3)

§77 77/ 4. §7 -s- L7
si/r — AI

F'S , L7

ES ist aber (§. y) 
§6 sr/r « und

L7 — M eos 7^L7 L/7 <Ds ...

weil in den Dreiecken- LL77 der LX77
F77L, --- — L und daher

(Geom. §. rzi) 77?7^ ---- 777777 — «; folglich ist

F'S . ," sr/r v --- n sr^ « -7-^ cos «
' §7> LL»

Nun ist (§. 8) /? und -AI ---r-rrer,4;

folglich ist
»r/r / -L-: «r/r (« -s- /?)

, --r arn- « «0« /- -s- eo« -«, ar»' A

Km.- ist °°. -- -- —SS—

§6! — F'I L<7 ,7^1 „ »
M LL' N"" 'st (§' y)

L7-' cos^; 7^1 — si» «;

folglich ist

r^oZ v nr cos « — M.
L>/r «,
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Da abcr (§. 8)

—7 --- cos und — «r/r /?, so ist 

cos / --- cos cos « cos /? — «rn « sr'n

II. Es sey ZiZ. 8 — «, 667) — 6 und
daher ^/ZZ) — Man falle aus einen:
Punkte L des innerhalb liegenden Schenkels ZZ> auf 
jeden der andern Schen^l einen Pcryendickcl ZZ', Z/Z; 

führe durch Z der ZIZ eine Parallele und durch 
der eine Parallele ZZ: so ist

. , ZZZsr/r )> --- sr/r (X — ZS — Z'Z 
ZZ

Z6 7?/
Da aber (§. y)

ZS -- ZL «r/r «, Z7 --- LZ ws «/ 
weil Z^/ -f- ZZ'L -- L --- 7Z7S -j- «, und da, 
her LZZ -- «: cho ist auch

. LZ'
i LÄ-

Nun ist (tz. 8)
ZsS ZZ' -
-^- ---- cor /S und 

folglich ist

»r/r --S sr'n (« — /3
« cos /Ä — 00s « rrn

Ferner ist

LL U/Z
. L/

"LL HZ
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so ist
Da aber « und Lr>r «,

oder, weil (Z. 8)-^ ---- co« /S und -^- «r/r^ 
ooL 7 --- cos (« — /S) cos « cos sr/r « «r /r /?.

, L-39. Zusatz.
Aus dem Werthe für »r» (« -s- /?) folgt, wenn 

wir iS — « setzen, sr/r (« -j- «) ^- «r>r « co« « -j- 
«rn « ico« « oder sr/r 2 « n: 2 «r/r « eo« a, und 
aus dem Werthe für co« (« -j- ,6) folgt, co.? 2 « --- 
co«2 « — sr/r- «. Wird ferner /S — 2 « gesetzt, 
so ist

«r/r Z a — sr/r « cos 2 « co« « «r/r 2 « --- 
sr/r « cos' « — « -s- 2 «r>r « oo«^ « —

Z sr/r « eo«^ « — sr/r^ « und
cos z « --- cos^ « — Z «r'/r? « cos «. 

und eben so kann man den Sinus und Cosinus eines 
jeden vielfachen Winkels finden.

§. 40. Aufgabe.
Aus den gegebenen Tangenten zweier 

Winkel «, die Tangente ihrer Summe 
oder ihrer Differenz zu finden-

Auflösung. ES ist

itE (« -j- K --
I—/r

und
tanL (« t«»F « — /3

» -s- t«//^ «. tcrnL
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Beweis. ES ist (§. n)

(8. 38)Da aber
srrr (« -j- /S) ---- «rn « cos -s- cos « sr/r

und cos 
so Ist

(« /?) — cos « cos sr/r « sr/r

sr/r « cos A -l- cos « «r^ Z tE 6) ------------ u—!  ------ 7---.' cos « cos /?— sr/r « sr/r
Dividiren wir Zähler und Nenner dieses Bruchs durch 
«os « cos /S, und erwägen, daß-——^ ---- tmrZ> 

n -- '«"S s°

o I—ta/iZ «. r«//^/r
Aus gleichem Grunde ist

, sr/r « oos /? — cos « srrr Fi!a/rZ (« — 6) — ----- -------5—----.-------eos a cos -s- «r/r « sr/r 
_  tarr^ « — trr/r^

I -s- la/rb « /rr/r^' Z'

tz. 41. Zusatz.
Setzen wir in dem Werthe von lcr^F (« --s-F) 

den Winkel so ist
. 2 IÄNS- «ta/rs- 2 « --- -------------------- .I — trr,r^- « '

§. 42, Zusatz.
Auf gleiche Art wie in (§. 40) findet man 

,«e U- '
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eol (a
Diese Resultate lassen sich auch auS den Formeln des 
H. 40 herleiten wenn man erwägt, daß (Z. n)

«r/r «
LOS tt

cot «
Denn es ist

60S «

s r/L « j

coä « 1
---- — ----- ; und sr/r «------ t.c-t «

«r/r « 1'
* * co» -« tcr/^c^/'

I___
ra/rF (« -s- /H * 

cor -f- /?)

. I —
i — ta/7F « . "ta-N /?.

« -s- '
und dividiren wir Zahler und Nenner durch

a . /t, so ist

i -j- 1
/Z trr//A « 

ove « . «ot — 1 
cot /? -j- c:oe « 

Eben so -wird bei den übrigen Fallen verfahret

H. 4g. Aufgabe.
Aus dein gegebenen Sinus und Cosinus 

eines Winkels « de» Sinus und Cosinus 
-er Hälfte dieses Winkels zu finden.

Auflösung. Es ist 

»r/t r« M 1/^ 00s c-
« .
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, - /l -I- cos «X
Los 4 « » / —!—----------  >.

Beweis. Nach (§. 39) ist
cos 2 « cos- « — L^- «, und daher 

cos « cos- « — sr»-
Da aber (§. lü).cos- I — srrr- x «,

so ist
cos tt ---- r — si»- — sr/i- r

— l >— 2 sro- «.
also 2 «r>t- — I — Los « und

sr/r- z «----
i — L0S «

folglich ist

. , Z'I — 00s «X
Srn 4- « 2--: v i --------------—

> 2
Eben so ist, wenn wir in der Gleichung

Los « cos- — .,r/r- « anstatt rr/r- j «.
dessen Werth, 1 — cos- « setzen, 
cos c< cos- 1 « — r -j-cos- 2 cos- ^« — 1 
und daher '

v cos- « — l -^- cos «: cos- " >
.2 '

folglich Los « r--

Dieß lehrt auch die geometrische Betrachtung. Denn 
es sey b'iZ. 9 L- « irgend ein nur dem Halbmesser

---- i beschriebener Bogen. Wird dieser im Punktes 
haibirt und der Halbnicsscr 0?^ gezogen, so wird die
ser auch die Schuc ^s/ in halbiren, und ks ist 
<§. i8) --- L -- --- L

0^ cos

A a
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If,-- — c»s «, Nun ist (Gc^m. §. 46z)
-j- oder, da 2 sr/r z «,

und — cos «
4 «r/r^ « --- «r>l- « -4- (r — cos «)2

-— 4^ 2 oo§ H! "4" ao§2 r^ ,
oder, weil cos^ « — i (tz. tz)

4 sr>L- T — 2 — 2 cos «; folglich 
2 —2 cv« « r — cos « 

""-.z « —---------- --------- — —

folglich

Eben so ist — (2 6G- — E" 

oder, weil <7() --- co« 4 «
4 co«^ « — sirr- 0- -f- (l -s- co« l>-)^

- -- sr/r^ « -j- l -s" 2 cos «- -4" cos- « 

— 2 -s- 2 co« '«
folglich

2 -4- 2 cos « I cos «
cos' 4 « —------------- '------- —-------------- ---

folglich co« j « —

§. 44. Zusatz.

Äus dem Vorhergehenden folgt, daß der Sinus ir
gend eines Bogens der Hälfte der Sehne ^4/ deö 
doppelten Bogens gleich ist, und daß umge
kehrt die Sehne irgend eines Bogens dem doppel
ten Sinus des Bogens der , Hälfte von 
gleich ist* Man kann daher sohald die Sinus bekannt 
sind daraus die Chorden bestimmen, und umgekehrt.



Es ist also überhaupt
jse/r « — c/iorck 2 c/ror^, 2 « — 2 sr/r

§. 45- Zusatz.

Ms «rn cc ---

2
<os Z cr ---

folgt

ta/rF z «
sr7r «

(I —cos cch ( l -s-co« «) 
(l -j- c»r

I — tos «
I -j- cos <e

/" o — co^-
* (I -s- csr 

«r'/r «

cos «

«

(l-s-cor«)^ i -s- cor
Anmerkung. Da man aus dem gefundenen Sinns 

und Cosinus der Hälfte eines Bogens wiederum den Si-- 
«uS und Cosiyus der Hälfte dieser Hälfte »der des vier
ten Theils rom gegebenen Bogen bestimmen kann, uud 
so kort, so läßt sich aus dem gegebenen Siuus und Co
sinus eines Bogens, der Sinus und Cosinus eines 

Bogens finden, welcher Z, z, rc. des gegebenen 
enthält.

8.46. Zusatz.

Wir sind, tnmmehr im Stande dle trkgonometrf« 
scheu Funktionen aller WiUkel zu berechnen. Es bewe
ge sich der Halbmesser --- r 1. «in den Punkt 
0 herum, und beschreibe nach einander alle mögliche 
Winkel: so sällt, wenn noch der Schenkel OS auf <7^ 
^'egt, der Punkt A auf und mit dem Endpunkte 

des Perpendickcls zusammen. In diesem Falle ist
--so, eben sh wie der Wogen oder der Win, 

Aas
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kel LLL in diesem Fülle 2 ist. Es ist daher auch 

o §der
LL LL

LrL o" o.
Die Linie LL nähert sich desto mehr dem Halb

messer LL, je naher der Punkt L gegen L rücki; und 
wenn L mit L zusammen fallt, wird LL --- LL 

L/^ 
LL; folglich i; oder

cos i.
Wenn der Schenkel LL sich der Lage LO und al

so der. Winkel LLL dem rechten nähert, so kommt auch 
die Linie LL dem Halbmesser LO immer naher bis sie 
bei 90° mit LO zusammen fällt. In diesem Falle ist 

also Der Sinus nimmt also

von 6° bis yo° jmmey zu bis er bei 92° der Einheit, 
oder in einem künstlichem System dem Halbmesser gleich 
wird. Die Sinus aller Winke! bis 90° sind also ächte 
Brüche, weshalb man den Sinus von yo° auch den 
Sinus totus oder ganzen Sinus nennt.

Die Linie LL wird desto kleiner, je mehr sich der 
Winkel LLL dem rechten nähert; und wenn der Schen
kel LL mit LO zusammen fällt ist LL — 0, folglich 

auch 0. Es ist also

sr'n ya° --- I; cos 90° --- 0.
Wird der Winkel LLL größer als ein rechter, si> 

nimmt sein Sinus wiederum a- und wird desto kleiner 
je mehr sich der Winkel ^LL " zweien rechten nähert, 
bis er, wenn der Punkt L" in O.fällt, wiederum 
--- 0 wird- Der Cosinus des stumpfen Winkels nimmt
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»vn yv° bis 182° wieder zu, ist jedoch negativ, weil 
(tz. 27) alle Cosinus im zweiten Quadranten negativ 
werden, bis er bei 180° der negativen Einheit gleich 

wird, so daß ,
'srn iZo" 0; cos tZv" — r

L^nrch ähnliche Betrachtungen findet man 
' 270° — 1; 00s 27a" — 0

«r» Züo 0; co« züv" — t«

§. 47. Zusatz.

Da (§. i0 «-c -- - ^7'

(H. !2), fi) folgt v" — o; Vvt «o —

(wo das Zeichen 00 eine unendliche Größe bezeichnet)

tMg I8o° — —i8oO— ——— vo

— 1 —o
270° — —«x>; cot 270° — o

1«ec ------— I: ecseco" —--------— so
i o
I 1

«sc yo° ------— «>; corec yo — ——r

seo 180° —i;cosec i8o°—00

r«so 270^——— «>;co»ec27o°—^7^— — l 

Dieß lehrt auch die Betrachtung der 6.
Denn wenn der Winkel sehr klein ist, so nimmt 
die Tangente ^7', so wie die Secante OD immer



— Z74

mehr ab; wenn OL mit 6^ zusaminen fallt, oder für 
den Winkel ^/Oö — o ist ^2' ---- o und 02" 
O^l ---- l» Niuimt der Spitze Winkel zu, so 
wächst seine Tangente^/' und Secante 62'. Wenn 
^/OL dem rechren sehr nahe ist, werden Tangente und 
Secante sehr groß seyst; und wird ^l06 —90°, so sind 

- (Geom. H. uz) 62), ^2' parallel. Man kaun sich ih

re» Durchschnittepunkt in keiner endlichen Entfernung 
Lenken, und jede derselben ist also unendlich groß.

Die Cotangente ZM, so wie die' Cosecante 0/2 
des spitzen Winkels werden desto großer, je mehr 
der Winkel ^/OL abnimint, und desto kleiner, je mehr 

, M) dieser Winkel dem rechten nähert. Wird 0, 
si> sind 2)22 und 6/2 parallel und also unendlich groß. 
Wird ./OL 90°, so ist O/Z -2- 0 und 0/2 
6Z-^i.

Wir der Winkel ^262? einen rechten übersteigt, erhält 
die Tangente wiederum eine endliche Große, wird 
-edoch negativ, und nimmt bis i8cO ab. Eben so ihre 
Secante 62" (§. 32). Bei 180° ist wiederum die 
Tangente ^2"" -- Q und die Secante 02'" 
6>/' ----- — oc (tz. ze)

, Die Cotangente/)//" eines stumpfen Winkels ist 
negativ (§. Z2) und eine desto größere negative Größe
re mehr sich der stumpfe Winkel zweien rechten nähert. 
Hat er ,8o° erreicht, so ist die Cotangente /)//" 
dem zweiten Schenkel OL parallel und also unendlich 
groß, jedoch negativ.

.Die Cosecante 0//" des stumpfen Winkels ^0/)" 
kst positiv (Z. Z5) und wird desto größer, je größer der 
siumpse Winkel ^OL" wird. Hat er 182° erreicht?
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so ist die Cosecante der Cotangente AB" parallel und 

daher unendlich groß.
Äehuliche-Betrachtungen bestätigen auch die oben 

ausgestellten Sätze für die trigonometrische» Functionen 

eines Winkels von 270°.

§. 48. Lehrsatz.
Der ^inuö eines Winkels von 30° ist

2 — 0, 5. und eos Zv° 3-
Der Sinus eines Winkels von 45°--- 

— .v^ L 2 — 0,707toü8, und eben 
so grhß ist auch der Cosinus eines Win--, 

kelis von 45°.

Bewci s. Erster Thei l. Da (§. Zy) 
cos Z « — 3 « cor « : so ist,
wenn wir z « — und daher « — 30^ setzen

cos 90^ 0 — Z ^os «;
oder oos? « — z <- aos «Z 
und wenn wir durch eos dividire».

co«^ « — Z siH « 4 L^/r^ « — sr'/r^ «;
folglich cos^ « -s- si»- « — 4 sr/^ « 
NUN ist (L' rZ) cos- « -s- si»- « — 1; folglich ist

4 — I; also

und daher
St'/r « «i/r 30° — xZ * — L o, Z.

Zweiter The i l. Da (§. 4Z)
. l — 60L « ' 

sr/r /2 V 2
sv ist, wen» wir — 45° und daher « --- 90 

setze»
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I — cos 92" I — o
-»r 45° — ----------2---------  "

— V" r — 0,70710678^,86. ' 
Eben so ist (§. 4z)

l -s- co« yo ° < 1 -s- 0
t!os x/-------------------- --— ^7 —!—-

Dieß laßt sich auch folgendermaaßen darthun. 
I. Es sey^A b'i^. 6 ein mit dem Halbmesser ^0 r 

Leschriebeuer Bogen von zo°. Man nehme 
und ziehe so enthalt der Bogen

60° und es ist (Geom. §. soy) und
auf senkrecht. Da aber (Geom. 277) —
als Sehne sines Winkels von 60°, so ist —

und daher — ä- Run ist (§. z)

sr/r --- folglich ist

Z0° ---4; eo« zo° — v" (l -- 4)
-—- ----- 2 V 2

n. Es enthalte der Winkel ^(76 6.
Man nehme den. Bogen und ziehe LL"
und (7AV: so ist der Winkel Ferner
ist LL" — L und daher r — 4
Nun ist auch LL-v- — , 2 ^6-;

folglich ist

4«^-- - -so-, also E-.

folglich — -m 45° — ^-.
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§. 49- Zusatz.

Aus dem Vorhergehenden folgt: 
. «r/r 20° , , -

«a/rZ go° _ — 4:4^ 8
<,os 40° r v s

__ !— V Z

3
4 2

tKnZ' 45° — — 1.

§> 50. Aufgabe.

Wenn die Sinus nnd Cosinus a ller Win? 
kel bis zo° berechnet sind, daraus die Sinus 
und Cosinus aller Winkel bis 45° zu finden.

Auflösung. Es ist
sr/r (zo° -st /?) — oos /? — «7/r (go° — /?) 

(go° -st /Ä) cc>« (Zo° — /^-) — srVr /?. 
Setzt mau also — i, 2, Z . . bis iz°, so kaun 
man den Sinus und Cosinus eines jeden Winkel zwi
schen zo° und 45° finden. Z. B.
«i/r Z8° (zo° -st 8°) — c-os 8° — «m 22°;

«.-o« zz° — cos (zo° -st 8°) — cos 22° — E 8".

Beweis. Da (§. gg)
s/n (zc>° -st — sr» zo° cos /? -st cor zo° «7/r 

(Zv° — /)) — E zv° eos /? — cos Z0° sr/r /I 
so ist

«i/r (zo° -st /?) -st «rn (zo° — /?)
, 2 «7» Zo° cos

Da aber (§. 48) «rn und daher
2 s/n Zv° 1: so ist

si» (A0° -st -st (ZO° — /?) —
folglich ü vt (zo° -st /?) co« ,s — si/r (Z2° — /?).
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Eben so ist (§. 38)
«o» (Zo" —/?) — ZO° co« /? -s. sr/r Zo° sr'/r 
oos (zo° -n /?)--- co« ZO° co« — s?/r zo° «/«,s.
Ziehen wir die untere Gleichung von der obern ach so ist 

cos (Zv° —./?) — cos (zo° -s- /))
— s sr'/r ZQ° sm /? --- sr» 

folglich
Los (Z0° -s- /?) ^ cos (ZQ' — /?) — sr/r

Z. Zl. Zusatz.

Wir brauchen daher nur die Sinus und Cosinus 
Wer Winkel bis za° zu berechnen um daraus die tri
gonometrischen Funktionen aller Winkel zu finden, und 
Hierzu dienen uns die in tz. 4z ausgedrücktku Regeln. 
Denn setzen wir in den Ausdrücken

I — cos « _ - 1- -s- cor c<
sr.'r — v ------ v '

den Winkel « ^--45°, und daher (Z. 48) 
xos « 0,707126781186, so findet man

sr» z « — sr'/r 2S° . zo^ — 0/38268Z4ZSZ6Z
co« z « cos 22,° . Z2^ --- o,92Z8795Z2.-;Lr

Geher man von diesen letzteren Werthen aus, so 
wird man vermittelst derselben Formel zu den Werthen 

Lvn

sr/r "----- «r/r 11° . 15^ und

22" . Zv^ ,
eos ------ n" . 15'

zelangsn. Aus diesem letzter,, erhalt man



—- Z79

s/'/r si/r 5°. und

CVL -------—2. cos z0, Z^r, zo"
2 .

Aus diesem findet man wiederum

sr/r -^—. — si/r ^8^> 45" und

co, -5^3^.^-^-°. Z8". 45";
2

und wenn man so fortfahrt jeden Winkel oder Bogem 
zu halbircu, so wird man den Sinus und Cosinus ei-, 
«es sehr kleiiwn Winkels oder L odens erhalten. Bei 
der vierzehnte» Halbirung des rechten Winkels gelangt 

man zu einem Bogen, welcher —^-r-dcS Qnadran- 

ten ausmacht, und dieser Bogen ist so klein, daß er in 
den ersten zwölf Dezimalstellen von seinem Sinus nicht 

unterschieden ist. ,

§. Z2. Zusatz.

Stellen wir die durch die vorerwähnten Halbkrnn- 
gen berechneten Sinus und Cosinus zusammen, und be
rechnen auch die cvrrespondirenden Tangenten, so werde» 
wir finden, daß die Differenz zwischen dem Sinus und 
der dazu gehörigen Tangente desto kleiner wird, je kleiner 
der Winkel wirb, und daß daher der Sim»ö und die 
Tangente eines sehr kleinen Winkels erst etwa in des 
zehnten oder zwölften Dezimalstelle von einander ab
weichen. Dieß erhellet auch aus kix. 6. Denn es sey 
-SSL" ein mit dem Halbmesser ^0 ----- 1 beschriebe- 
her Kreis, LL-v die Seite eines darin eingeschriebene» 
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regulären Polygons, der dazu gehörige Centri- 
winlcl. Fallt man nun auf senkrecht, und 
errichtet aus den Perpendickel so, ist diese Linie 
die Seile des eorrespondirenden umschriebenen Polygons. 
Ferner ist --- «r/r l AZiv, und
----- tMF ^6°^ " ! 7'7'". Nun aber ist die Diffe.- 
«en) der beiden Linien 7"/'desto kleiner, je klei
ner öL", oder je kleiner der Winkel wird.
Den setzen wir ÄL" --- a, — >7, so ist

(Geom. §. 469) . Der Neu-
V 4

«er dieses Bruchs nähert sich desto mehr der Einheit, 
j>e Mehr abninnnt, oder je kleiner « ist, und de
sto mehr nähert sich der Werth von <r dem von 
oder besten Hälfte der von Da nun
(Geom. §. 420) der Bogen 7 7'" und

und daher der Bogen chlF <
und > LF': so müssen, wenn der Werth der 
Tangente und her Sinus eines kleinen Bogens in 
einer gewissen 'Anzahl ihrer ersten Ziffern einander gleich 
find, diese ersten Ziffern zugleich einen annähernden 
Werth für den Dogen geben. Nimmt man z. B.

--- - vom Quadranten---0°, o/, Z2",

so ist

earrF K —ta-rZo^.ol. Z2^. 8^—0,000191749

UNdsirr —— K sr/r 
8 >92

0°. 0^. za". 8"^— 0,000191747

welche bloß in der zehnten Dczimalziffer von einander 
« unterschieden sind. Wir können also schließen, daß die-
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ser Sinus von seinem Bogen in den ersten acht Ziffern 
nicht unterschieden ist, und daß folglich die eben ange
gebene Zahl zugleich den annähernden Werth des Bo
gens ausdrückr.

SZ« Zusatz.
Hieraus folgt: daß die Sinus solcher 

kleiner Winkel oder Bogen sich eben so wie 
ihre Bogen oder Winkel verhalten, und dieß 
giebt uns ein Mittel an die Hand den Sinus von 

oder —des rechten Winkels zu berechnen, wenn man 

folgende Proportion ansctzt:

i i iisrn -------  : srn ------- -------------  t --------
8ly2 5422 8192 5400

— ü,0001917 : sr« 1^.
oder 5422 : 8192^ 2,2221917 : 1^.
folglich

8192x0,2201917E —-!---------- ---------L-1- o,cxx>2Y28-.
2422

Wollte man den Sinus dieses Winkels bis auf 

mehr, etwa auf zwölf Ziffern, berechnen , so müßte 
man anf diesem Wege so weit fortfahrcn, bis Man zir 
einem Bogen gelangt, dessen Sinus und Tangente in 
den ersten zwölf Dczimalziffcrn Übereinkommen.

Um hiervon zu größeren Winkeln zu gelangen kaM 
man sich folgender Formeln bedienen 

st/r 2 « «
co» 2 «

«r/? (« -s- « eo« -f- cor « «M

eos (or /r) co« « es.« Iss »r" « sÄr I
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Setzt man « — so erhalt man 
srVr 2^ — 2 srVr cos 
co« 2^ aos^ -— sr//2

Setzt man ferner « — l/ —'2, so erhalt Milk 
vermittelst der beiden letztem

«r« — «r/r 2^ co^ -t- <)os 2^ s?/r iC
co« z/ ros 2^ cos — «t» 2^ sr/r

rmd so fort kann man nach einander die Sinus und 
Cosinus aller Winkel finden und in Tafeln bringen.

Leichtere Methoden zur Berechnung der trigonome
trischen Funktionen vermittelst couvergirendcr Reihen 
giebt uns die höhere Analpsts an die Hand.)

H. Bemerkung.

Aus dem im §. Z8- bewiesenen Satze lassen sich 
hioch unzählige wichtige Folgerungen ziehen, von denen 
wir die am häufigsten verkommenden hier anfzähleN 
Wollen. l

i) Wenn man die beiden Gleichungen
sr» (« /S) «r/r « vos cos » /S
sr/r s« --- /?) — »r// « ooL — cos « sr/r

addirt, so erhalt man
sr» (« -s- /?) E (« — /I) 2 Mr « cos

Woraus^ folgt

s/>/ « cos ß «r'/r O -s- /S) -s- sr/r (« — K»

2) Zieht man die zweite der obigen Gleichungen
Von der ersten ab, so findet man

.»r/r (t! -j- /?) — «k" (« — ^) 2 cos « sm /?,
und 'folglich

/S cos « --- L (« -s- st) — ss/r (« ^),
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Setzt ma,r /? — «, so gebe» diese Formel», „ebsi der 
vorhergehende»

c«8 « sr>r « — 8», 2 «.

Z) Werden die beiden Gleichungen
cos (« -s- /S) «08 « cos s? — «r/r « 81/7,
««8 (« — /?) ^: «o6 « cos /? -s> srhr « «r'/r A

vddirt, so erhält man
««8 (« -s-- /?) -s- e«8 (« — /?) 2 cor « «««
und daher
«v8 « «os /S --- «03 (« -^ /?) -^. -K ^08 (« —
Ist « — /S, so erhält man

_ , , , cr>8 L « -s- 1 ,
«08^ « «08 2 ce ---------- - —-—»s

Weil «08 (cc — /?) --- «05 0° r (tz. 46).

4) Ziehet man in III. die erste Gleichung von' 
der zweiten ab, so erhalt man

«08 (« — /?) ---  «08 (tt -s- 2 87^ «l 8?»
und daher
87^ cr 8i„ «c>5 (« — /b) — T cos (tt -s-
Ist /S, so findet man

S- 55»

Es sey « -H- s? 2 und 
a — h, 

so ist, wenn man diese beiden Gleichungen additt/

2 « 2 -s- Ulld « (a -s- l-).
Ziehet man hingegen die zweite Gleichung von dek 
sten ab, so ist

L ,s . L uud^/r z (a — ö)e



Setzen wir nun diese Werthe von « nnd /S in die 
im Vorgehenden für «r" « eos «E 5-^
«os « cos «r>r « »r>r /) erhaltenen Ausdrücke, 

so findet man
-f- ü) co« (« — ü) (?/>r er -s- «r/r ü)

sr>r (er — ü) cas (rr -s- ü) («/» a — «r,r ü)
«or (er ü) cos (rr — h) — (cos a -s- cos ü)
sr/r (er -s° Ü) 2 ü) (cos — cc>S «), 

Dividirt man die erste der vorstehenden Formel» 
vurch die zweite, so erhält man

sr/r (er -s- b) . 00s s (rr — />)
.^r/r (er — ü) . cos 4 (er -s- ü)

Lk» (er -s- ü) co« s (<r — ü) «r>r er -s- sr/r k

(er-fi ü/ «r/r (er — d) ^r'/r er — srer ü'

Erwägt man nun, daß (§. n) ^7"^

- -""L Md -- -- c§. 4»

so erhalt man
öernF s (« -s- n) sf/r er -s- srrr b

(-r — d) Lr» cr — Lr/r D

Auf eben die Art findet man aus den beiden letzten der 
Pvrstehende« vier Gleichungen,

2 ("-ö)

8- 5ü.> Zusatz.

Lie Gleichung
ter/rF 4 (a -s- />) ^e^r er -f- -?r'n s>
tereerr (cr — b) «r/r cr — «r>r ü' 

woraus folgt, daß die Summe der Sinus zwei
er Bogen oder Winkel sich zu ihrer Differenz
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ve rhalt, wie die Tangente der halbe« Sum- 
Me dieser Bogen zur Tangente der halbe» 
Differenz derselben, kann auch unmittelbar durch 
eiue geometrische Eonßruciivu cchaltcn werden.

Denn wenn chFM, die mit einem dkr
Einheit gleichen Halbinesscr beschriebenen Bogeir a und ö 
ausdcücken, so ist er, sr/e ö.
Ziehet man nun der parallel und verlängert 

bis so ist
---r ^V() 2--- sr/r er — ü /

^17 Ä M Z' -s- lVO — srrr n -ft «r/r

Mäh beschreibe nun aus. (7 als Mittelpunkt mit 
einem der Einheit gleichen Halbmesser OO vinen Bo
gen O77b und führe durch den Punkt O eine Tan
gente dieses Kteiseö: so sind (§. r8) OO und/)// die 
Tangenten der Bogen OO und Ob, von denen die 
Winkel LMkV, gemessen werden; und da auch 
diese Winkel, als Peripheriewinkel, die Hälften der 
Bogen 1V/V, TVgT zu ihrem Maaße haben, so ist >

OL z E (a-si)
OS r (er-ss-si),

Und daher
ternZ- DO tMF r (er — 5)

OO ter»F Ob --- - («-s»
Da aber I/M' und OO. parallel sind, sv ist

: ft/O S/v : OO, oder

sr/r er si : sr/r a — sk/r ü s- 
ter»^ L) : ta/r^ (er —

, v' §- 57. Ansatz.

Da es sehr nöthig ist sich mir den bisher rntwißk 
B b
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Lotten Formeln vertraut zu machen^ sowohl! wir sie Hier 
zusammen stelle».

r) sr'/r « cos (90° — «); cos « E sr^ (90° — «); 
ta/rg« cot (yo"— c-)^ rc. (H. 10).

Ä) ta/rF « — sr" : cos «; (tz. n). 
cot « cos «: sr>r «

Z) sec « — r: cos «; cossc « rr- r 7«t/r« (§,I2) 

4) «r/r a I — cos « ;
cos c.« I — sr/r c- (tz. ij)

§) sr'^^ « -s- cos^ « -«- i. (i;)

6) sr/r. act. « /-. sr>. /rat, a /s ,v

cos, act. «-i- c. cos /rat. «, rc. >/ 
«t/r. /rat. « — sr'a. a/t. « c X 
cos. /rat. « cos. act. « : rc, >

7) sr/r (l8c>° ^ «) ----

cos (l8o° -j- cr) — cos

L) sr/r (ZÜoo — «) — — sr/r
cos (züo° — «) cos a

9) ts/r§ (180" -s- «) — cr (§. Zi)

cot (182° -s- -j- cot »- (Z. zz)
ter/r§ (z6o° — «) ---- — ta/r§ «
cot (360° -—«)--- — cot « (§. Z,)

ro) scc (180" -j- .— «es. « (tz. Z4 u. §6)
cosec(r82° -s- coscc « (tz. Z4 u. 36)
sec (Zbü" — «) sec «
cosec (züc? — c<) — coses « (Z4).

rl) «r'/r. (— «) ^ — "" « > 
cos «- cot « rc. (§, 37)

(§. 27 und Ätz)

) K. 3o)
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rr) sr'/r «rr'/r^v
co» («^/S)-----oos«co§/? -j- sr/r «sr» /7>^

IZ) «r/r 2« —» rr/r« cor«; cor2 «---cos^«"—srn^ « 
sr^ Z«---Lsr,/ « coL^ «—sr/r^ « > >

<eo» Z «--- Ls»^ a — z srn? cor « / '

14) r^g (« /S) /L/^o- « -s- ,I
i /?

(§- 40)

!Z) «a/r^- .2 «— L.ra/rF «: (r.^— tcr/?F° «) (A. 41)

cot /S -s- cot « /

« ---:! : cot« ; eot. « — I : Lang «. (§. 42).

, . .,' —oos« . -I-s-oos«
>7) ------- ; cos^«----^ "2—

(§- 43)-

1^) sr/r k c?ro?'ä L «) 
t/ro^ « --- 2 -rn ; a. (§, 44).

,9) ----^-H^. (§.45)

18) Sr>r. 0° --- 
«r'/r. 180°
»rn. 272° 
sr/r. z6o°

0; 00s D° rr/r yo"^-: 
--- 0; cos 182° --- — 
— — i; cos. 270° ---

0; cos, ZÜoo --- i

i'

o!- c§-46>

1y) 0" « cot. yo° 0
ta/rF. 90^ -- cot. 0° ---b «> 

t-r/r^ ,8o° ---0; cot. 1 zo°----"-°° 
270° --- -»; cot. 270° ---- 0.,

jS h » ,

(§. 47).



— Z88 —

Lv) o* cPsec:. 90^ 1. ->
cossc. o" 90° c«
L6c. 180° '—I^ L0»60 l FO^2-- 00
rsc. 270^ --- — «>; coseo 270° -»: — 1

(§.47).,

LI) zv° —"z; ZO° --- 4 Z.x

«r>r. 45° — 45° -- T V" 2

(S
S '§

) -(tL -§>
2»)ta^F-3o°--- 2 Zi 45° --- cot 45° ^ r. 

(§. 49)-
2Z) sitt (Zv» -s-/)) --- cos — si/r (Zv° — /?)>. .

cos (Zv° -s- co« (zo° — /)) — «?>/ ^-Zv)

24) srn « cos — ß -r'/r (« /? ) -f- 4 sr/r (« —
25) ML « «r'/r §S — H «r'^r («-^/^) — T «r/r (« —^S)1

26) cos « cc>«/? —co« («->-^) -^> co« (</—

27) sr'n « sr'/r co« (« —/?)-"! cor

28) ^---L sr'/r —^K)

2y) «t/r« — /S 2 cos (v- -j- /S) sr/r 

Zo) cos «eos2 eo§ -j-6os 

Zi) co» « — «sos — 2 «r// ^ (« -^- /S) stU (« — L).

/a»Fs. -I- _ sr/^ « -4- «r// S
tcr/^, 4 («— 4)

ZZ) i («-^K.2 («-/?)-«
" LVL « -j- co» Ä

§.58.

Bevor wir zur Anwendung der bisher entwickelten 
Lehren auf die Anflömig der Dreiecke schreiten, ist eS 

-noch nöthig zu bemerken, daß mau bei der Auflösung 
trigonometrischer Aufgaben größtentheilS die Logarith, 
men anzuwenden, und daher die erhaltenen Resultate
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dergestalt zu uniformen sucht, daß man mit Leichtig
keit die Logarithmen zu ihrer Berechnung anwenden 
könne. Nun aber sind, wie aus dem Vorhergehenden 
hinlänglich erhellet, die Sinns und Cosinus aller Win* 
kel im natürlichen System, achte Brüche, und daher ih
re Logarithmen negativ. Man hat daher, um diesem, 
auszuweichcn, bei den meisten Rechnungen ein künstli

ches System eingeführt, dessen Modulus 10000200000 
ist. Die Logarithmen der trigonometrischen Functionen 
in diesem Systeme werden um 10 größer seyn als die. 
cencspondirenLen im natürlichen System. Den» es sey 

- irgend eine Function im natürlichem System ----- /s ihr
Logarithmus ----- die correspondirende Function im 
künstlichen System ----- ihr Logarithmus ----- und 
der Modulus dieses Systems — /- (----12220222220): 

sv ist (§.. 2 t)

— n . / -->7 10222222202 . / 
F ----- /»F /»F / —

-L- 5oZ- 12222022222 / --- 1'2 -s-

Umgekehrt findet man aus dem Logarithmus einer Fnnc- 
tion iiü erwähnten künstlichen System den der cmre- 
spvndirendcn Function im natürlichen System,- wenn 
man von ersterem »6 abziehet. Denn ai»ö

DoZ-. /- -s- Zc>F. / folgt
/oF 2^ — /oA- m

Dg jedoch die meisten dieser Tafeln nur die Loga
rithmen der Hülfölinien der in Graden und Minuten 
gegebenen Winkel enthalten, so wollen wir noch zeigen, 
Wie dieser zu finden ist, wenn der Winkel auch Secun
den enthält.
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> 8.59- Aufguß

Mit Hülfe der gemeinen Tafeln den Lo
garithmus einer trigonometrischen Funk
tion zu finden, welche zu einem Winkel ge
hört, der außer Graden und Minuten auch 
«och Secunden enthält.

Auflösung. Man nimmt hierbei auf ähnliche 
Art wie beim Gebrauch der Logarithmen den Satz an 
d-aß die Differenzen der Logarithmen zwei» 
er'Winkel den Differenzen dieser Winkel 
proportional seyen, so lange diese Diffe
renz der Winkel nicht über eine Minute be- 
tkägt. Diese Voraussetzung ist bei kleinen Winkeln 
ziemlich unrichtig , aber der Fehler wird inuner geringer, 
je-großer die Winkel tverden, und nimmt was die Lo
garithmen der Sinus betrift, immer mehr-ab, je nä
her die Winkel dem rechten kommen. Aie Logarithmen 
der Tangenten «»belangend, nimmt der Fehler zwar 
wieder zu, wenn der Winkel nicht viel mehr von 92° 
unterschieden ist; indessen kann man doch in den mei
sten Fällen der Ausübung diese Voraussetzung beibehal
ten, wenn man nicht die größte Schärfe sucht.

Da. man nun in den gewöhnlichen Tafeln die Lo
garithmen der trigonometrischen Funktionen für alle ein
zelne Minuten des Quadranten hat,, so nimmt man die 
Differenz zwischen den beiden Logarithmen, welche mit 
der gleichnahmigen, trigonometrischen Funktionen deS 
nächst größer» und nächst kleinern Winkels zusammen 
gehören, und schließt: wie sich 60" zur gege-, 
denen A nzah l Secu „den verhaltest, eben so 
verhält sich die gefundene Differenz der Lo
garithmen zur vierten Zahl, die man zum nächst 
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kleinem Logarithmus addiren muß, wen» die trigono» 
metrische Functivn mit dem Winkel machst, wie der 
Sinus, die Tangente und Secante unter 90°. Wenn 
aber diese Functivn abnimmt indem der Winkel wachst, 
wie der Cosinus, die Cotangente und Cosecante, so muß 
man die gefundene vierte Zahl vvm nächst großem Lo

garithmus abziehen.
Beispiel. Man suche den. E 53^ 28^ 

54": so ist
55°. 2y' — 9,905085- 

toL. Lr/r 53°. 28' — 9,904-916

Differenz . . >4^

also schließt man
60" : 54" 936 : 84s.

Da nun /o§. «r/r 55°. 28^ — 9,994991^ 
sr ist die vierte Zahl für 54" — -s- 842

qlso -r^ 55°. 28". 54"— 9,9059758-
Eben sy findet man den Logarithmus der Tangent- 

dicscs Winkels.
Es ist /c>§. 5^. 2c/ 10,1505269

53°. 28^ — 10,1502628

Differenz . . . 2641;
Aso

60^ : 54" — 2641 : SZ7.7

Da nun ta/rA-. 55°. 28^ 10,1502628
so ist die vierte Zahl für 54" — -^23 77 

also 53°. 286 54" --- 10,1305005.

Den Logarithmus des Cosinus und der Cotangente 
dieses Winkels findet man. auf ähnliche Art.
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Er ist oc>§. 5Z°. 28" --- 9,7747288 
5Z°. 29" --- y,774558z

Differenz , . 1705.

Aber 60" : 54^ 1705 1534, und weil.
co«. 53°. 28" --- 9,7747288

so ist I"r 54"" --- — iz?4

afio /o§. co«. 5Z - 2g". 54"" --^9,7745754.

Ferner ist 7oF. oot. zz°. -g" -- 9,8697372 ' ?
cor. zz. 29 -- 9,86947;» 

Differenz, . ' 2.641"

Nun ist 6y"" : Z4<" 2641 : 2576

Weil aber co/. zz». 28"" 9,8697)72
und für 54"" — — 2376.

so ist /o§. ao,. 53° 28". 54" 9,8694996

Zn deß bereits angeführten Pega'scheu, aiich^ 

in den Schulz, schcn Tafeln findet man dies- Diffe^ 
rcnzeu bereits berechnet, daß man also nicht nöthig hap 
fie aufznsuchen. Die besondere Einrichtung dieser Tas. 
feln ist in deren Einleitung deutlich angegeben.

H. 60. Aufgabe.,

Den Winkel zu finden, welcher einem 
solchen Logarith mus einer trigonometrischen 
Funclion zugehöU/ der in den Tafeln selbst 
nicht vo-rkomnit.

Aufl 0 fu n g. Man darf nur die Vorschriften dc8 
vor. §, nmkehren. Man mnß unter den Logarithmen 
der Sinns, Tangenten u. s. w. ein Paar anfsnchc», 
zwischen denen der gegebene Logarithmnö, alö zwischen 
zrveicu Gränzen enthalten ist. Man nehme dann die
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Differenz dieser beiden Gränzen sowohl als auch des. 
gegebenen Logachhmüö vvm nächsthkleinem, und schließe: 
die Differenz der beiden Gränzen verhallt 
sich zur Differenz des gegebenen Logarith
mus vom nächst kleinern, wie üo" zur vier
ten Zahl,, Dies! giebt eiue Anzahl von Secunden, 
die man zu dem Winkel addirt, der dem nächst kleinern 
Logarithmus zugehört, wofern die trigonometrische 
Function mit dem Winkel wachst; iui Gegentheil aber 
wird sie von demselben abgezogen,.

Es sey soer Logarithmus des Sinus eines Winkels 
^9,9426938, mau sucht den dazu gehörigen Winkel« 
Dieser Logarithmus fällt, zwischen den Logarithmen der 
Sinns von 61^, 12, und 6i°, iz^; denn es ist:

sc-A- sr/r 6t". i.Z, 9,942725;
fc-F üi/r 6e°I2° 9,9426561

Differenz ./ 694

Der gegebene kc>F 9,9426938

61°. 12' — 9,9426361

Differenz . .377
Nun findet sich

694 : 377 6o" : 32", also ist der
gesuchte Winkel 2p- 61°. 12^ Zs",

Es sey der Logarithmus der Tangente eines Wil^ 
fels, — ^9,1948376: so sind die Gränzen:

57°. 27^ --- 10,1949767 
^^,37°, 26^ — 10,1946981

* Differenz « . 2786,
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Der gegebene p--» »0,1948376 
L>§. ta»A. 57°. 26^ — 10,194698 r 

Differenz . . »395.

Mari findet hiernach
2786 : 1395 — 60" : zo"; also ist der 

gesuchte Winkel — 57°. 26'. 30".
Es sey der Logarithmus des Cosinus eiyes Winkels.

--- 9,8897832: so sind die Gränzen
«>F. cos. 49° Z2^ --- 9,8808296 

cvL. 40°. zz^- 9,8807215 

Differenz . . ' 1981.

Der gegebene LoF. --- 9,8807832 
cos. 40°. zz^ ---- 9,8827215

Differenz . 617?"

Nun findet man
io8i : 617 — 60" : Z4"; also ist der gesuchte 

Winkes 49'. 33' " 34" — 4o°. 3»'- 26".

ES sey der Logarithmus der Cotangente eines Wu-- 
Zels 9,7766384: so sind die Gränzen

ZoF. cot. 59°. 7" — 9,7767685
ZvF. Lot 59°. 8^ --- 9,7764816

, Differenz , . 2869.

Der gegebene 9,7766384
ikvF. eot. 59°. 8^ — 9,7764816

Differenz . 1568.

Nun findet man
2869 : 1568 — 60" : 32", also ist der gesucht« 

Winkel — 59°- 8' — 32" --- 59°. 7^ 2«".



Drittes Kapitell
Von der Auflösung per Dreiecke.

Vorn rechtwinklichttn Dreiecke«

§. 6i. Aufgabe^

zweien Stücke» eines rechtwinklichte»» 
Dreiecks, worunter wenigstens eine Seite 
befindlich ist, die übrigen Stücke zu be
rechnen.

Auflösung. Die in §. 8 und 9 entwickelten 
Formeln, so wie die in der Anmerkung zu §. 9. auge- 
führte» Regeln, geben unS die Mittel an die Hand 
den Forderungen der vorstehenden Aufgabe i» jede:» 
Falle zu genügen, den einzigen Fall ausgenommen, 
U'o anS. zweien Seiten des rechtwinklichte» Dreiecks die 
dritte zu berechnen ist, dessen Auflösung im 46;. 
der Geometrie zu finden ist. Alle die Formeln des §. 8 
uud 9 find auch ganz für die Anwendung der Logg-
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rithmeir geeignet, Es wird daher hinlänglich seyn die. 
Auflösung/tiniger Fälle an einigen Beispielen zu zeigen.

I. Im recktwinklickten Dreiecke 
xiz. 4 ist die Hypvthenuse LO — 2562^ und 
der spitze Winkel -- 34° 2^ gegeben; 
man soll jeoe der Katheten berechnen.

Setzen wir nun ei» für alle mahl die Hypothe, 
' uuse LO —. he« spitzen Winkel --- u; die

diesem Winkel gegen über stehende Kathete — und 
dessen anliegende Kathete — d: so ist

si// « (§. y, I); ü 9 H)«

. -s- /oF. SM «;
/o^. ü — svF. ?r -s- ^0F. «os «.
/vF. /t --- /o§. sz6o — Z/Z72YI2-, ...

E 54°. 20< — 0,7512842 — I

--- z, 12419(12

also p ^<7 — iZZl,5 Fuß. Eben so wsrd

-- 1948/8 gefivden.

Anmerkung- Rechnen wir nach dem im (§. Z8^ all
geführten künstlichen System, so. müssen wir, da die 
Formeln deö L> 8 und 9 für das natürliche. System be-, 
rechnet sind, den Werth der in diesen Formeln vorkom
menden trigonometrischen Funktionen vorher in die deö 
künstlichen Systems verwandeln. Bezeichnen wir nun die 
trigonometrischen Funktionen im natürlichen System mit 
kleinen Anfangsbuchstaben, die glcichnabmizc Funktion im 
künstlichen System mit großen Buchstaben, und den Mo- 
Hnlus des Systems durch r, so ist (Z, 21)

Lin K 7—^ --——) ^(>K tt t—, ——>, 1^. 4^
r r

—. . , _ 8in « 1 -2-. Ot)8 kls . .
4, ^.0 x — v--------- — rc>
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l«g. ? — b log, Sin « — log. r
log. l> --- log. li -»- log. Los a — log. r, und jede 
dieser Katheten wird folgendermaaßen berechnet werben

log. k log. 2Z6o Z,Z72YI20
log. Sin. 34°. Lv^ — 9,7512842

13,1241962.
log. " io,ocxxx>22 (z. 58)

log. p — s, 124^962
Und x -- ^6 — 1331,5 wie oben.

Eben so wird bei den übrigen Rechnungen verfahre». 
Wir werden indessen im Folgenden immer nach dem na
türlichen System rechnen.

§. 62. Beispiel II.

Irr beiy rechtwinklichten Dreiecke

4 ist der Winkel « nebst einer Ka
thete --- ü gcgeben;'man soll die andere 
Kathete und die Hypothenuse desselben be

stimmen: so ist, damit dem Winkel «Zugleich^ 

E: — « gegeben ist

k, « (Z. y, III) (tz. 2.)

-eo a — —(§. 12) L - -5? F 
« /-

1, r- 5.1-.-.^-
lLLL V ----- - sxs- . . —, ----- -------

^6« « Ol
Eben so ist, ivenu « und gegeben wäre

--- k> p cot « —

__ _  'u.
— . co«sc « — jo : srei «r »

'E-
^»ret « O
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Es sey z. D. « 54^- 20^; > — 4524^'so ist
45-4 — 3,6555226 

»,^54°. >20^ ----- 0/9097821 — r
!--- 7vF 7» 3,745/405

'Also 7?6 ----- 5568,6 Fuß
'lyde^r nach der Formel 7r --- -^-^-

<)L/r «

7o§ > — io,oüsv<Dü
4524 ---- 3,6555226

13,6555226 
/oF SM 54°. ro^ ----- 9,9097821
rvF SO ----- 3,7457405

Aso se--- 5568,6 Fuß.'

§. 6z. Beispiel IIIv
Im rechtwk nklichten Dreiecke ^0 

^'§.4 sey gegeben die Hypöthenufe Ll7 -L- 7» 
'und eine Kathete — 6; man ^oll die 
Winkel und die dritte Seite desselben be« 
stimmen: so ist, (§. 4) '

eo» « ----- Lrn riftd

? « ---6 cot /? (§.
»der

<?o« « /? L—L -Is.

Lt —- '»> - »
/L

b 2'nnZ « L (7ot 6 «nd p ----i------ — ----- ---4—-^.' ' -t , '
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Man kann auch unmittelllar finden. Den» es 
ist (Grom. §. 46;)

? - ö- ---- - ü)^ unv
F --- L s^. (L -f. ö) -I- /0F. (L — L)^.

§. 64. Zusatz.

Aus . -//r « folgt -- —— und

Häher I) p : sr„ « : 1.
Eben so folgt aus ü — /, co» « /r 

2) ü : ?i --- » r/i : i.

Nus> und b --- 7

ergiebt sich

Z) /> : ?i ---- A/r « : 77
4) ü : A>r

Äuö § öL . L '
ovL « »r/i H

folgt 5) : b --- sr» « :

Eben so fslgt aus v ---

M»- ?> <r Oo» rr . AVr « ' , ,9l/r »
" » —— t —— — 0 .  ------  --- e> —.(7o» «

-L An « : An /?.
Erwägt man ««»> daß i(K. 46) der Sinus des 

kechtcn Winkels im natürlichen System der Einheit, und 
in reden, künstlichen System dem Modnlnö /- dieses 
Systems gleich ist, so folgt, wenn wir in obige sechs 
Proportionen anstatt i oder,' den Ausdruck 8iuus totu« 
sttzen, der allgemein fruchtbare Satz. In jede« 

techrrvjnkkich ten Dreiecke vergalten sich jed-
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'zwei Seiten zu einander, wie die na ch irgend 
einem System berechneten Sinys der diesen 
Seiten gegenüber stehenden Winkel, auf wel
chem die Auflösung aller möglichen beim rechtwinklichten 
Dreiecke verkommenden-Fälle beruhet» Soll z. B- anS 
L und -- k'ix-4 die Käthtte/, gefunden werden, so setzt 
man folgende Proportion an:

«rtt /S : a,— ü : 7)
oder t-os a : sr/r tt — h : also^

b . — o « wie in (§. 6z).

> 65. Beispiel IV.

Im 'rechtwinklichten Dreieck 
klZ. 4. seyen die beiden Katheten 6 und 
gegeben; man sucht die H y p 0 theuuse 7r n nd die 
Heiden spitzen Winkel «. so ist (Geom. § 46;) 

7r-

(§. 8); ^4-

Da jedoch'der Werth von 7r nicht leicht durch Lö^ 
garithmen zu berechnen ist, so bestimme man crstlich 

den Winkel c» aus der Formel da stch

Lann der Werth von nach (§. 62) finden laßt; nehm- 

ljch /r --- >x> : «.
Es sey Zoo/, -- 402^: so ist

ioF. tanF « — k>§. /o§ ü ,

420 — 2,6020600 
ZOO --- 2,477121z

?<)§. 0,124^-387.
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« ----- Z2°. 7^. 48" 

7»^ .

^oF. p ---- 7oF. 420 --- 2,6020600
LvF. sr» ^°. 7^. 48" — o,yozo8y4 — r 

/oZ- SS ----- 7o§ /r ---- 2,6989706 
^S ---- 500 Fuß,

Von schiefwinklichten Dreiecken.

§.66. Lehrsatz. '

In jedem schiefwinklichten Dreiecke^S?

n. verh alten sich jede zwei Seiten z» 
einander wie die SinuS der diese n Seiten g e« 
genüber stehenden Winkel.

Beweis. ES sey SS----- ae, ^/S — 6 und 
-kS c. Man falle aus L auf ^lS den Perpendikr 
kel SS: so ist (§. 6l)

SS --- ^/S St>?, ----- e Lt/t

Aus gleichem Grunde ist im recl-twinklichten Dreiecke SSS 
SS SS sr/r s !--- tt sr/r s.

Setzen wir diese beiden Werthe von SS einander gleich 
so ist

« «r/r ^4 « §t?r 0
und folglich kGcom. H. z?7)

Auf gleiche Art wird bewiesen, daß

a : 6 --- L?',z s
und ü ; c ----- L?/r s ; rr/t s

C S
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'§- 67- . Ansatz. '

Aus dem Vorhergehenden folgt, daß
F6 sr/^ 0; ^Zö LV>- L — //o «r/r 0 

«l/r sr/r ;
daß also in jedem schicfwinklichten Dreiecke 
das Product aus irgend einer Seite in den 
SinuS eines daran liegenden Winkels dem 
Prodnctc aus dem Sinus des dieser Seite^ 
gegenüber stehenden Winkels in die dem 
erste» Winkel gegenüber stehende Seite 

gleich ist.

H. 6g. Aufgabe.
Wenn in einem sch iefwinkli chte n Drei

ecke ^LOI'iL.ti eine Seite und zwei Win
kel gegeben sind, die übrigen Stücke dieses 

Dreiecks zu berechnen.
Auflösung. Da (Geom. §. iz>) mit'den bei. 

den Winkeln zugleich der dritte gegeben ist, so wird die 
gegebene Seire immer einem bekannten Winkel gegen
über stehen. Man »mltiplizire daher die gegebene Sei
te mit dem Sinus des der gesuchten Seite gegenüber 
stehenden Winkels, und dividire dieses Product durch 
den Sinus des der gegebenen Seite gegenüber stehen
den Winkels, so findet mau die gesuchte Seite.

Beweis. Es sey im Dreiecke "
die Seite nebst den beiden Winkeln nnd ü ge
geben, so wird hierdurch auch Ö —182° — 

bekannt seyn, und es ist (§. 67)
^6 Än o /Z/t sr'n /?;
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folglich .

Sr/r 2 ' 2» 2 * ' j
Beispi e l. Es sey 26 10270 Fuß.

— 57° 54'- 45" und 0 — 5Z°« >4"- 3"'- so ist
2 ,80° — (2 -f- 6) — 68°. 51". 12"

7o^ 22 -- /oF 26 /e>4^2 (7 — ZoL sr2 2t
» /vF. 10070 -a- 4,2050295 ^ 7

ZoF. «r/r. 55°. 14^. z" -- 0,90)6324 — 1

3 ^( 709-
Zo^. m'/r 68°. 516 12" — O 96972z) 2- /

^"F ^2 — 5,9^69866
22 -- "864^,4.

Eben so ist . .
Zo^ LO — /o^- 2t? -s- 2 .— 7oF L/7r 2.

7<ZL lOO70 --- 4^OOZO29Z
57°- 54'- 45" 0,928025z — I

, 3,9^ozg8
«r'-r 68°, 51'. 12""-^ 0,9697255 — r

/o§ 22 — 5,961525
/ > 26 -- 9147,7. Fuß. '

H. >69. Aufgabe.
Aus zweien in einem schiefwittklichten 

D rcie che gegebencn Seiten nebst einem Wi n- 
kel, welcher einer dieser Seiten gegenüber 
sicher, die übrigen Stücke zu bestimmen.

Auflösung. Mm, multiplijire den Sinns deS 
gegebenen Winkels nnt der gegebene» ihm anliegende» 

eile uud dividire dies Peoducc durch die ihm gegen»

E c s
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über siebende Seite, so erhalt man den SinnS des der 
ersten Seile gegenüber stehenden Winkels, und folglich 
diesen Wnikel selbst. Hat man aber erst diesen Winkel! 
gesunden, so laßt sich die dritte Seite nach (H. 6F) 
berechnen.

Beweis. ES seyen in dem Dreiecke ^LO 
Li'g. i l Die beiden Seiten L^l, LO nebst dem Win
kel 0 gegeben so nst lk. 67) LO.sr/c 0 — ^ZL. «i/t 

. 60 . «r/reo
NUld

7o§ «irr ZoF LO -s- ZoF sr^ 0 — ^L.

Beispiel. Es sey ^kL — 5394 Fuß,
O — 66°. zo^ und OL --- 4876: so ist,

ZoF si» ---- ZvF . 4876 -s- sr>c 56°. go^ — 
^§5394'

4876 — 3,68806z 7
ZoZ' sr/r Zä°. — 2,9211066 — r

Z,6091723
5394 — 3,73'9109

ZoZ- «i7r ----- o,8772594 — » 
und l-r -- 48°. 55'. »60

Die dritte Seite ^LO ist (Z, 68) ---
sr/r O

z,7^9109
ZvZ- rr>n L — «r/r 74°, 44" 0,9839362 -— 1

3,715847»
«l,i 56° ZO^ — 2,9211066 — t

ZvF ^lO — 3,7947425
^!0 --- 6szz,6 Fuß.



Anmerkung. Da (§. 27) jeder Sinus zu zweie» 
Winkeln, nehmlich zu einem spitzen uud dem ihn zu rgo° 
ergänzenden stumpfen gehört, so kann auch der im vori
gen Beispiele für log -in L gefundene Werth eben sowohl 
Lein spitzen Winkel 48°. 55"- lü" als dessen Supplement 
szi°. 4^. 44" zugehorem Da jedoch in der angeführten 
Aufgabe die Seite -ru größer als LL anacnymmck, und 
daher j(Geom. §, 90) der Winkel 6 größer! als seyn 
muß, so kann in diesem Falle der Winkel -V nur spitz 
seyn, es mag 6 ein spitzer oder stumpfer Winkel seyn. 
In diesem Falle ist also die.Aufgabe bestimmt und man ck- 
dält, sowohl für den dri'tlen Winket L als auch für die 
dritte Seite ^6 nur einen Werth. Wenn aber in der 
obigen Aufgabe die dem gegebenen Winkel gegenüber ste
hende Seite kleiner als die aufregend ist, wenn z. V, 

' ^2 — 5394 Fuß L6 --- 487^ und der 4^ kt 48°. 

25'. 16^. gegebene wäre, so kann der Winkel 0 eben so 
wohl ein stumpfer als spitzer seyn; der aus den beiden 
Winkeln -r und 6 Hergeleitetb Winkel k wird daher eben
falls zwei Werthe erhalten, je nachdem man den Winkes 
o spitz oder stumpf annimmt; und die durch den Winkel 
V bestimmte dritte Seite ^0 ipird, ebenfalls zwei Wer
the erhalten. In diesem Falle ist die Ausgabe unbestimmt, 
und Ss muß noch aus andern Umständen bestimmt wer
den, ob das Dreieck spihwinklicht oder stumpfwinklich seyn 
soll. (Man vergleiche hiermit Geqm. -y8X

Die Ausrechnung giebt--». 0 --

5394 — 3,73'9'0!) 
log -In 7P — 0,8772594 --- I

Z,ö0-i70Z 
log 4876 -- 3,6882637

log «iu L — o,y2llo66 — 1

O -- Z6°. zo' 
»der L -- irzc-,
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Sehen wir 6 — 5<>»- 30'; so findet man
s --- I8o° — 6) 74». Z4'. 44"

und ^6 — — Ü2ZZ,L
51N l.-

wie oben. . . ,

Setzen wie hingegen 6 -- 12?» zo» so ist

L -- 180° — ('^ ^ 0) 7°. Z4>. 44^
, „ ^8 . «>n 8 'i.und ^.L — .....- — Lül,>7-Fu?"

§.'70. Lehrsatz.

In jedem Dreiecke ^^0 ?iss. n. verhalt 
sich die Summe irgend zwcicrSeiten .<l0, 
zu ihrer Differcuz wie die Tangente der hal- 
ben Summe der diesen Seiten gegenüber 
stehenden Winkel ^ü<7, sich zur Tan
gente ihrer halben Differenz verhalt; 

nehmlich
-j- —

2 (O -j- O) : — 0).

Beweis. Da (§. 6ü) /
— sr» A t srrr O, 

so ist auch (Geom. tz. Z2Z) / - 
^0 -f- ---

SE -f- »t» 0 : »s/t A — «r'tt (?.

Nun ist (H. 56)
-f- (7 r Ä —

4 (L -t- 6) : 4 (S - 6);
folglich ist (Gconn §. Zoz)

^0 4- —

tcr/rF ; (L -j- 6) : (L 0).
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§. 71. Zusatz.
Man kann daher aas Zweien Selten ^0, ^6 

nebst dem eingeschloffeuen Winkel die beiden ubügcn 

Winkel 6 und 0 stutzen, wenn man

i) den gegebenen Winkel von" 180" abzleht, 
wodurch man (Gcom. H. izr I.) die Sninme der Win

kel F 0 erhalt; sodann

2) zur Summe der gegebenen Selten -^0 4° 66, 
ihrer Differenz 60 — 66 und der Tangente der hal
ben Summx der, Winkel 6 4- 0 die vierte Propor- 
tionalzahl sucht, wodurch man (§. 70) 4 (6 — 0),
und also den Winkel 4 (6 — 0) erhält. W»o dann

z) diese halbe Differenz 4 (6 — 0) zur halben 
Summe Hinjugesctzt4 so stutzet man den größer» Win» 
kel 6; wird aber die halbe Differenz von der halben 
Summe der Winkel ahgezoge», so findet man den klei
nern Winkel O. Denn es. ist

4 (6 4- 0) -- L 6.4- 4 0 und
4 (6 - 0) -- z 6- 4 O; 

wird nun beiderseits addirt, so ist

Z (6 -j- 0) 4. ; (6 - 0) --
4 6 4- 4 6 4- 4 6-'- 4 0 -- 6;

zieht man hingegen die untere Gleichung von der obern 

ab, so ist
4(6 4-0)-4(6-0)--- 

i 2 4- !- o - z 6 4-4 0 --- 0.

§. 72. Aufgabe.

Wenn in einem Dreiecks 660 i'lg. ir. 
zwei Seiten 66, ^0 nebst dem eingeschl0sss-
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nen Winkel L^O gegeben find, die dritte 
Seite LO zu berechnen.

Auflösung I. Man bestimme nach (§. 71) die 
beiden übrigen Winket L und 0 deö Dreiecks, so laßt 
sich die dritte Seite nach (§. 68) finde».

Beispiel. Es sey ^O----- 69z Fuß, ^L 
539 Fuß, 4l°. Z7': so ist

^o -s- ^o — — 154,
L -j- 0 -- 180" — 4'°- Z7' -- ,Z8°. 23^ 

Z (L -s- 0) 69°. zo" und

. --°e j cs-n--
154 trr/r,^ 69°. n^. 30"

12Z2

'54 — 2-1875-07
L>F. ^69°. Zo" ----- 0,4201812

2,6077019 
^8 I2Z2 ---- 3,0906^07 

ko^-. (L — O) — 0,^170912 — Z

L — O ---- 18°. ^A''. 26.^ 
KL-j-ß 0 69°. n^.

L ---- 87°. 23'. 56^
6 -- Lv°. 59/. 4" ,

Die Seite LO ist (z. ßg) --
sr/r O

__  5^9 41°. 37/ 
sr/r ;o°7H^
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5Z9 -2-- 2,7zr;888 
«r/r 41°. Z7^ ---- 0,8222621 —. , 

2,553850-
L?§ sr/r 50°. 59^. 4" ^^0,890407» — k 

ko§ LO ----- 2,6634438
HO --- 460,7z Fuß^ 

§. 7r.
Auflösung II. Man dl'vidire die größere der 

gegebenen Seiten, ^0, durch die kleinere so 
wird dieser Quotient einen unachten Bruch geben. Da 
"un (§. 49) 45° ----- r nild Tangente 92° --1-
so wird jener Bruch der Tangente irgend eines Winkels 
zwischen 4Z° und 90° gleich seyn. Man suche nun 
den dieser Tangente zugehörigen Winkel, welchen wir 
durch bezeichnen wollen.

Von dlesemWiukel « ziehe man 45° ab und mul- 
tipliziee die Tangente des Restes, nchinl-ich (« —. 45» 
mit der Cotangente der Hälfte des gegebenen Win-, 
kcls, so giebt dieses Prvduct'die Tangente der hal
ben Differenz der beiden gesuchten Winkel, wodurch 
dann jeder dieser beiden Winkel nach (§. 72.) bestimmt 
werden kann.

Wenn' daher Nz, n die beiden Seiten ^6', ^/S 
nebst dem Winkel gegeben find, wo lo

setzt man ----- ta/?§ sucht in den Tafeln den 

Winkel « und (« — 45°) auf, ha dem,

T (« — 4^°) cot ^k.
BeweijS. Es ist (tz. 4s)

(« — 45°) tuuL « — tuuF 45° .
4^°
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da aber und (tz. 49) l-r^F 45')

r
so ist (« — 45°) — —"--------— --------—)

./S
und multipllziren wir alle. Glieder des Zahlers und 
Neuners dieses Pruchs durch so ist.

("-45 ) - ,

Ferner ist — i§O° — (L' -s- O also 

und daher (§, io) oot z — (F (7); 
folglich co/-4 (« — 45°)

Nun ist (§. 70) ' 3

- 5<L^rs t M--
' (L — O).,

folglich ist -
z - trr/rF (« — 45°) --- trr^F z (§ — 0).

Beispiel. Es fty wie in Auflös. I.
— 69z Fuß, 539 F. ». — 41°. 37^,

ft ist
^0 r- 69;--- 2,8407332 

539 — 2,7z '5888

t«//F « 0,1091444
, . c- — 5,2°. 7'. Z0"

«< — 45° — 7'- Zo"
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ZdF- 7°. 7/. Zv" ,0,^69090 — I 
/o§ est 20". 48^. 30" -tz- S/4SOI8I2 -7-1

r l/i — 0, r-: ^^17090- — I 

z (S — 0) --r i 8°. ik:' 26" 
wie in der Auflösung^.-''Diese Auflöfisä^' ist besonder-, 
in den Fallen anwendbar, wo nichr die-bcideii Seite» 
deö Dreiecks selbst, sondern ibre Logarithmen gegeben 
sind, und wird in der. Astronomie häufig gebrauche

Man kann auch aus den beiden Sekten rkneS 
Dreiecks nebst dem von ihnen cingeschlostcnen Winkel 
die dritte Seite unmittelbar findrm Es sey im Drei
ecke ^i§. ii dieoScite / o er , --- st
nebst dem eliigeschlosstnen Winkel ---- <7 gege
ben und die dritte Seite . 0 ;u finden. Man 
fälle aus ü auf ^70 den P^rpcudrckel L/-: so ist 
(Geom. tz. g.6z)

-- ^/)- -l- OV-.

Nun ist (§. /)§ üt/t (7 er sr/r 0
und --- — <7/7 — st — er co« (7
folglich ist
^/L- -- e- -- 6)- -s- (st — er. E (7)-

oder ö- er- «r'er- b-s-h^ — 2 erstes« (7-s-er^ cvs?<7> 

Da aber
'er^ E- o K° ,o«2 (7 ^-7

er- («e/r- 0 co«- (7) -7- er- (§r lZ> 
fo ist c- er- -s- sts — 2 erst co« (7 
und folglich

L s^r s,» — 2 erst do« l7).
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§. 76. Aufgabe.

Wenn in einem Dreiecke ^§0 n. 
alle, drei Seiten 7^6'— er, — b und o 
gegeben sind, daraus die Winkel desselben 

zu bestimmen.

Auflösung. Man ziehe von der halben Sum
me aller drei Seiten jede der den gesuchten Winkel ein- 
schließenden Seiten nach einander ab, und mnliiplizirc 
diese beiden Neste in einander. > Dieses Product divi- 
dche mau durch das Produkt der den gesuchten Winkel 

Unschließenden Seiten und ziehe aus dem erhallenc» 
Quotienten die Quadratwurzel: so giebt diese den Si
nus der Halste des gesuchten Winkels, wodurch dann 
dieser gefunden werden kann. .

Wird z. B. n. der Winkel 0 gesucht, so 
findet man, wenn er -s- b -s- c — /gesetzt wird

Beweis. Da (§. 74)
s2 ä« -s- — 2 erb so« t': so folgt,
wenn wir statt cvL 0 dessen Werth l — 2 0

setzen
^2 — »2 ^s- b2 2 erb -s- 4 erb «r»2 0,

— (lk ---- b)^ 4 1

folglich
4 erb Lr/r? 0 c- — — b)^

--- (c,-s- er — b) (c — cr b) Z 

also.
(a -s- er — b) (c: — er -ss- b)

j 6 ------— - ----- r
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e -st er — b c — er 6 
2 ' 2

er d
Es ist aber leicht einzusehen, dnß 

e -st er — 6 e! -st er -st 6 , . .
-------—n------- ------------L; und daß 

2.---------------------------- -
p^-7 er -st 6 6 -st <r -I- 6

2 2 '
bezeichnen wjr nun die Summe er -st 6 -st e durch / 

unv setzen vorstehende Werthe in obige Gleichung, so ist

; c- 
- erü

und endlich

Beispiel. ES sey er ------ 460,7 z Fuß,
L ----- 69z Fi,ß ,i„d § ----- 539', so ist

/ er -st 6 -st e — 1692,7; F.
- / 846,;6z^,' 2 er —z85/6zZ^

- L -- lZZ/ZhZ'

. ^§ 385,6ZZ ---2,5861765

155,365 ---- 2,185726z

4,7719028
460,7z — 2,6654465
69z ----- 2,8407;;2

5.5041797

0,2677231 — »

§r,r (7 —- 0,6z; 86-5 — k 
Z O --- 25°. 29'. Z2"

<7----- Zo», 5y'. 4",
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§. 77- Zusatz.

Aus ri»- 4 c -- folgt

die Proportion
rr L : (4 / — a) (4 / — b) i ^4 6 

«nd diese nebii den Proportionen
er : ü « »r>r : List 77 (tz. 66), 

er 4" ö r er — b — ter/r^t 4 4" 77) t ter/r^t 4
(Z. 70) enthalten alle HülfSniiktelznr Auflösung so» 
tvohl der rechtwinklichten als schiefwinklichten Dreiecke.

Aufgaben zur Uebung.

§. 78. Aufgabe.

Aus z'wfeien in elnem^ Dreiecke
n. gegebenen Seiten LO-- «, ^(7 ---- b 

rrebst dem von ihnen elngeschlossenen Win, 
kel --- «, den Flächeninhalt, A dessel
ben zu berechne».

Auflösung. Man falle den Perpendickel BO: 
so ist (§. 9)

FD L(7 srrr 0 L-: <2 sr,r «

ÄNd (Gcom. tz. 4Zz) ---

Es sey z. V. LO cr 1728 Ruthen
— k> --- 78;° und 5;°. Zo^r

P, P <; .-5«i,s,7o-.

§.79. Aufgabe.

Wenn in einem Dreiecke ^§<7 k'iZ. ir« 
a)!le Winkel Ä /i, (7 / nebst
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einer Seite ^<7 — b gegeben sind, den Flä
cheninhalt V desselben zu berechnen.

Auflösung. ES ist (§. 78) 

f - -- -------------------------- — I —-

da aber (§. 68) 
o 

^e/r -L- -- :——
. §r/r /r

ü -k» 
«//r A

- ?- sro / /) s/'/r « s/^r « sr/r /s°'» v - n/ . - -H-—
Bcispick. Es sey « — 99°- 59"- 49'"

? --- Zz°. ;o^, daher L — 26°. zo-^. n" und
L --- 78;°: so ist
0 -. 78Z - 78Z - E 99°. 59"- 49" 53°- Zo"

2 26°, ZO''. Il"
— 5438t8,7 wie in 78.

§. 80. Aufgabe.

Wenn in einem Dreiecke ^§0 I'ig. ?r. 
alle drei Seiten 7?0 — a, ^O-^f-und ---c; 
gegeben sind, dessen Flächeninhalt H zu 
finden.

Auflösung. Man mnltiplizire die halbe Sum
me der drei Seiten mit den Differenzen zwischen die
ser halben Summe und jeder der gegebenen Seilen; 
ziehe aus diesem Producre die Quadratwurzel, so wird 
diese den verlangten Flächeninhalt gebe». Setzer: Mr 

also s, ist

s l/ (/-' 6) (/- k) (/ - c) z.

D d
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Beweis. Da (H. 74)
e» --- -s- b^ — 2 ab cö« (7^

so ist

eo« — — 2 «6

folglich
-s- b- — ^ 2

2 ab

oder I. i -s- co« (7 ---

2 ab

a -s- b)-
2 ab

2 ab

Ebüi so ist

2 ab — a- — b- -s- c? __  — (« — b)^
2 ab ,2 ab

__ (c -s- a— b) (e — a -s- b)
2 ab

Wird die Gleichung I m!t II multiplizirt, so erhalt man
<i -^-cos 0) (r — eos (7) ---1 — cos» 6 -- sr>/- (7 

sa-s-b-s-a) (a -s- b—c) (c^-a-—b) (e — a-s-b) 
" 4 a- b-

Wird nun a -s- b -s- a --- 2 / gesetzt, und er» 
) wagt man, daß K-s-b — c---a-s-b-s-e—2,o 

-- 2 / — 2a -- L (/— c);
daß o -s- a —— e -s- a -s- b — 2 b 222 2 — b)
und e — a -s- b --- c -rs- a b — 2 a — 2 (/ — a): 
ft ist
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-Ä- o
4

l6 . / f/- a) (/^b) (/- c).
" '4 h-

4v^c/c/-«> (/-d) c/-c)^ 
folglich «i» e --- —----------——

Nun ist (§. 78)

»r» 0; folglich ist
_ ab 2 f^/(/ - a) (/-b) (-c)^

^2 ab

oder V --- s/(/- C/- b) l/- 0)

Beispiel. Es sey « — 1728°,
A /) 

ö — 783°, 0 — 1410,48° : so ist / — —"--------

— 1960,74° ; / — a 2Z2,74; /— b ------1177,74°

/— 0 550/26° und
(1960,74 x 2ze,74 x H77>74 x 550,26) 

543818,7-

§. 8>. Aufgabe.

Die Höhe eines Gegenstandes, etwa e^- 
neS Thurms 12 zu bestimmen, wenn
der niedrigste Punkt 77 desselben mit einem 
gewählten Standpunkte, b, n icht in cinerle i 
Horizontalcbcne liegt, vorausgesetzt, daß 
man von diesem Standpunkte O nach dem 
Fuße des Gegenstandes L hinmesscn kann.

Auflösung. Man messe die Linie 0^ — a, 

und bestimme in O den Elevationswinkel ----- « 
und den Depressivnswinkcl LOD — st' 'st 

0^----9o°—«; 0^—92- —

Dd »
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Im Dreiecke ist (§. 68) 

sr)r ^(7^  « (« -s- /?)
»k/r «r/L (90° — «) ^

da aber (§. io) sr^ (yo° — «)---- co« «, so ist 
__  a s-- -s- /))

<^o« «
Beispiel. Es sey ,r --- 4504,5 

« --- ;r°. 4", /? — ,5°, 28": so ist ---- 3925,4.

§. 8s. Zusatz.
Wenn 0 mit 6 in einerlei Hdrizvntalebene liegt 

ist /? in diesem Falle ist
<r ^r'/r (« -I- oi er «rn «
------------------ !------« — --- a tanF «. 

cos «--------«iv» «
Liegt aber k'ig. ii- der Punkt L höher als (7, so ist der 
Winkel L negativ und^lOL----^ OO — 
folglich

er «r>r (a — 6)
^4/- .......... .......———

^L-5 «

§. 8Z» Aufgabe.

Die Entfernung zweier Gegenstands 
Lli'ig. 14 zu bestimmen, wenn man zu kei

nem derselben hinkommen kann.
Auflösung. Man wähle eine Standlinie <)/), 

aus deren Endpunkten man nach den Endpunkten
S der gesuchten Entfernung hin visiren kann; 

messe die Linie <7D --- n und zugleich die Winkel
- --- «, F6D --- F/70 --- -i:

so hat nra» im Dreiecke den Winkel
- -- igo' — « — S und im Dreieck LOO den 

Winkel ---- igo° — / — /). In dem Dreiecke 
^<7O lasse» sich aus der Seite « und allen Winkeln (tz. 68) 



die Seiten und ^lO. berechnen; eben so kann man 
im Dreiecke LOS die Seucn LO, LS berechnen. 
Hat man nun die Seiten ^S, >/O, LO, LS, >o 

kairn man, da auch der — « — /S und
^SL —'S bekannt iii, (§. 72) die Seite 
entweder auo dem Dreiecke ^lOL oder bestimmen.

Setzen wir nun zur Abkürzung den Winkel 
O^S --- OLS ----- L: so ist (§. 68)

a 57/r / 
sr/t L '

<7 ^/// s 
srVt>70 ----- LO -----

lind fZ. 74)
- ---- (^0^ -f- LO- — 2 . ^0.LO co« ^OL)

- ss// , n- , ak/r F
----- x/ I —------- -!----- :—------ 2 .

V s/// ^2* §r/r sr//^r

x --.—(«—- —

.v- > u- s^L>-,Lr».
x —.—O cor (« — ^) >. >

«t/^ L s
, n

Wiewohl hier die unter dem Wurzelzeichen befind
lichen Theile einzeln 'berechnet werden müssen, so wird 
doch die Rechnung dadurch abgekürzt, daß man die 

Logarithmen von -^^r , />, welche in den beiden
»r» «rer L

ersten Theilen verkommen, auch beim Dritten benutzen 
ckann.

Beispiel. Es sey a-----2145,7^ «—127" 26^; 
<6 ---- 54°. — iiy°. ö — ;6°. 48': so
ist --- iz°. 4^, — 6°. Zo, und ^L ----

^2SZ5/Z2 Fuß.
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Z. 84- 'Aufgabe.

Drei Oerter ^. O L'itz. l«;. deren Lage 
bekannt ist, köunen aus eincm'v iertcn in der
selben Ebene hegenden OrteD gesehen, auch 
daselbst die Winkel, welche die GesichtSli- 
„ i e n >n i t einander bilden, g c«
messen werden; man soll die Entfernung 
deö Orts 2) von jedem der Oertep L, 0, 
so wie seine Lage gegen dieselben bestimmen.

Auflösung. Es sey ---<r, SO — b 
X der gemessene Winkel

--- : man soll die Entfernungen DL, DO, 
so wie die Winkel bestimmen.

Ware nur noch der Winkel bekaimt, so 
hatte man in dem Vierecke die drei Winkel

mid folglich (Geom. (?. i;;) auch 
den vierte» SO/). In jedem der Dreiecke 
wären alsdann eine Seite nebst zweien Winkeln bekannt 
und die übrigen Stücke müssen sich also nach K. 68 be
stimmen lassen.

Setze» wir nun diesen unbekannte» Winkel 
ist (Geom. §. iz;)

SOS -- z6o-> -
— g6o° — « —

/ — Zoo' — (« -s- s -s-
und setzen wir zur Abkürzung 

gbo° — so ist
LOS - P.

Aus deu Winkeln und der Seite
des Dreiecks erhalt man (tz. 6z)
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und aus den Winkeln LOD, nebst der Seite 
FO des Dreiecks findet man (Z. 68)

__ b (» — 7) 
se»

Werden diese beiden Werthe von einander 
gleich gesetzt, so ist

« «rer <p b sr/r (^< —
, sr/r ^6 sr/r

folglich er sr» / s//r <x — L sr/r äi/r (n —>

»der, weil (§. Z8)

«r/r — y) — sr/r oo» yi — oos sr/r P,

« §e'/^ Lr/r --- b«r/r /? («r>r /i 00L — oo« «r/r ^).

Divkdirt man beide Theile dieser Gleichung durch 
»vr P! so ist

er sr» b «r« /S (srrr ^r cot P «or 

folglich «r/r cot P er s r /r /
6 Lr^

<7VL

und daher
er rr'/r / ,

Lot P --- 7--- :--- —.--------j- cot 0. 
ü srn /? srer,t '

Hat man aber erst den Winkel -> gefunden, s» 
ist (§. 68)

__ er «r^ f I — f/? -f-
»r» Leer /S

er srer -s-
L/'tt

»eil (L- »7) sr/r sizo- — (S-s-P)^ -- «r/r (/» -f- «)

__ a srer <p ,
, . " «r>- ' ,

^SSt^
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eber , weil
--- -f- LzM -s- ^/)L

— (DL-L -f- -f-
— «-!-I .-I-/S — j8o^ »' 

r> «irr <« -p<x -f- § — r8o°) 
—-------------n—-----------

Beispiel. ES sey er --- z?'', ü ----- 80,5^
« --- 167°. 30"; /S ----- zo°. 45, und / — 2Z°. iz^r 

so ist ->
y> — 82°. 89^; ----- 156,16^

AD ----- 168,76, und <?/) ----- 200-25^.
Geometrische Coustruction. Nachdem die 

drei Punkte ^/, L, 6 k'iZ. iz ihrer Lage nach aufge. 
tragen sind, setze mgn (Geom. Z. 255) auf einen 
Kreisabschnitt welcher den gemessenen Winkel 
und aus einen Kreisabschnitt SD(7, welcher den 
Winkel / enthält: so wird der Durchschnittspnnkt D bci- 
der Kreise OSS der gesuchte seyn. Denn zieht 
man die Linien /)O, so ist
LSO--- //also ----ss-/,; und aus keinem 
andern Punkte als D können nach und 0 gerade Linie 
gezogen werden, welche einen Winkel ----- « -s-^s einschliesien» 

Eine genauere Erircerung der v-rschiedeneai Falle die» 
^r für die practische Meßknnst höchst wichtigen Aufgabe, 
so wie die Auflösung anderer interessanten Ausgaben, fin
det man in der schätzbaren: Sammlung geometri
scher Aufgaben von Meier Hirsch, Berlin 
Lei Heinrich Fröhlich, welche angehenden Geo« 
Rittern nicht genug empfohlen werben kkun.
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0?
LL
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851,1? - 
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z, 47s -

8--r- 
L"0 -

») — cos vc

-

>39,-3* 
LM
L - ' -
kl§. ryr

>1u.

Und --N .1,

1 — sin-
M __ R"?"
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