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AVANT-PROPOS.

L’édition des Œuvres de Fourier, dont nous publions 

aujourd’hui le premier Volume, était réclamée depuis long

temps par les physiciens et les géomètres ; entreprise avec 

l’appui bienveillant du Ministère de l’Instruction publique, 

elle prendra place dans la collection des Documents inédits, à 

côté des Œuvres de Laplace, de Lagrange, de Lavoisier, de 

Fresnel et de Cauchy. Par l’importance de ses découvertes, *
par l’influence décisive qu’il a exercée sur le développement 

de la Physique mathématique, Fourier méritait l’hommage qui 

est rendu aujourd’hui à ses travaux et à sa mémoire. Son nom 

figurera dignement à côté des noms, illustres entre tous, dont 
la liste, destinée à s’accroître avec les années, constitue dès à 
présent un véritable titre d’honneur pour notre pays.

La Théorie analytique de la Chaleur, qui forme à elle seule 

ce premier Volume, a paru en 1822. Ce bel Ouvrage, que 

l’on peut placer sans injustice à côté des écrits scientifiques les 

plus parfaits de tons les temps, se recommande par une expo

sition intéressante et originale des principes fondamentaux; 
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il éclaire de la lumière la plus vive et la plus pénétrante toutes 

les idées essentielles que nous devons à Fourier et sur lesquelles 
doit reposer désormais la Philosophie naturelle; mais il con

tient, nous devons le reconnaître, beaucoup de négligences, 

des erreurs de calcul et de détail que Fourier a su éviter dans 

d’autres écrits. Guidé par les conseils de notre éminent édi

teur, M. Gauthier-Villars, nous nous sommes appliqué à 

faire disparaître les incorrections typographiques. Nous avons 
refait les calculs, corrigé avec le plus grand soin les renvois 
inexacts, les erreurs de notation et d’impression, mais en nous 

attachant toujours à respecter la forme si élégante et si pure 

que Fourier donne habituellement à sa pensée. Un membre 

distingué de l’Enseignement supérieur, M. Paul Morin, pro

fesseur à la Faculté des Sciences de Rennes, nous a beaucoup 

aidé dans cette partie essentielle de notre tâche : nous nous 
plaisons à lui adresser ici nos plus vifs remerciements. M. Morin 

veut bien nous continuer son concours pour le second Volume, 

dont l’impression est déjà commencée.

Les recherches de Fourier relatives à la théorie de la cha

leur remontent à la fin du xvnie siècle; elles ont été commu

niquées à l’Académie des Sciences le 21 décembre 1 807. Cette 

première publication ne nous est pas parvenue ; on ne la con

naît que par un extrait de quatre pages inséré en 1808 au 
bulletin de la Société philomathique ; elle a été lue et déposée, 

mais a, sans doute, été retirée par Fourier dans le courant de 

l’année 1810.
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L’Académie ayant mis au concours, pour i 81 i, la question 

suivante :

« Donner la théorie mathématique des lois de la propaga- 

» tion de la chaleur et comparer le résultat de cette théorie à 

» des expériences exactes »,

Fourier envoya, le 28 septembre 1811, un travail très étendu, 

formé, d’après ses propres déclarations, du Mémoire primi

tivement soumis à l’Académie et des notes qu’il y avait suc

cessivement ajoutées. Ce nouveau travail fut couronné dans 

la séance publique du 6 janvier 1812. Les juges du concours 

étaient Lagrange, Laplace, Malus, Haiiy et Legendre. Leur 

Rapport nous a été conservé. Toutes les appréciations, sauf 

une peut-être, y sont d’une rigoureuse exactitude, et, cepen

dant, il est permis de penser que, dans son ensemble, il ne 

rend pas pleine justice aux efforts et aux découvertes de bou

lier.

« Cette pièce, dit le Rapporteur en parlant du Mémoire de 
» Fourier, renferme les véritables équations différentielles de 

» la transmission de la chaleur, soit à l’intérieur des corps, 

» soit à leur surface ; et la nouveauté du sujet, jointe à son 

» importance, a déterminé la Classe à couronner cet Ouvrage, 

» en observant cependant que la manière dont 1 Auteur par- 

» vient à ses équations n’est pas exempte de difficultés, et que 

» son analyse, pour les intégrer, laisse encore quelque chose
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» à désirer, soit relativement à la généralité, soit même du 
» côté de la rigueur. »

Le manuscrit de Fourier fait partie, au jourd’hui encore, des 

Archives de l’Académie. Le grand géomètre, devenu Secrétaire 
perpétuel après la mort de Delambre, l’a fait imprimer, sans 

y apporter aucun changement, dans les Volumes de Mémoires 
pour 1819-1820 et 1821-1822, deux ans après la publication 
de la Théorie de la Chaleur. Fourier désirait, sans doute, éta
blir ainsi d’une manière incontestable ses droits de priorité; 

car la première Partie du Mémoire de 1811, celle qui a paru 

dans le Volume pour 1819-1820, ne diffère qu’en des points 

tout à fait secondaires de la rédaction définitive à laquelle il 

s’est arreté dans la Théorie de la Chaleur. Nous avons donc 

renoncé à reproduire cette première Partie; mais la seconde, 

qui a été imprimée en 1826, dans le Volume des Mémoires 

pour 1821-1822, offre le plus vif intérêt; elle commencera 
notre second Volume et sera, croyons-nous, bien accueillie 
de tous.

Il y a aujourd’hui quatre-vingts ans que Fourier ht à l’Aca

démie des Sciences sa première Communication sur les études 
ipii ont occupé toute sa vie. Les méthodes dont l’illustre 

savant a enrichi la Science trouvent maintenant devant elles 
un champ vaste et presque inexploré d’applications nouvelles 

dans la théorie moderne de l’électricité. Puisse notre édition 
les répandre encore, puisse-t-elle maintenir et accroître dans
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notre pays et parmi nos jeunes géomètres le goût de la Phy

sique mathématique. « L’étude, approfondie de la nature est 
la source la plus féconde des découvertes mathématiques. Non 

seulement cette étude, en offrant aux recherches un but dé

terminé, a l’avantage d’exclure les questions vagues et les cal
culs sans issue, elle est encore un moyen assuré de former 
l’Analyse elle-même, et d’en découvrir les éléments qu’il nous 

impbrte le plus de connaître et que cette science doit toujours 

conserver : ces éléments fondamentaux sont ceux qui se repro

duisent dans tous les effets naturels. » C’est par ces réflexions, 

empruntées à l’admirable Discours préliminaire que l’on va 
lire, que nous terminerons ces quelques lignes dans lesquelles 

nous nous proposions surtout de remercier tous ceux qui ont 

pris part à notre publication ou qui l’ont rendue possible.

9.1 décembre 1887.
Gaston DARBOUX, 

de l'Académie des Sciences.
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DISCOURS PRÉLIMINAIRE.

Les causes primordiales ne nous sont point connues, mais elles sont 
assujetties à des lois simples et constantes que l’on peut découvrir par 
l’observation, et dont l’étude est l’objet de la Philosophie naturelle.

La chaleur pénètre, comme la gravité, toutes les substances de l’uni
vers; ses rayons occupent toutes les parties de l’espace. Le but de 
notre Ouvrage est d’exposer les lois mathématiques que suit cet élé
ment. Cette théorie formera désormais une des branches les plus im
portantes de la Physique générale.

Les connaissances que les plus anciens peuples avaient pu acquérir 
dans la Mécanique rationnelle ne nous sont point parvenues, et l’his- 
toire de cette science, si l’on excepte les premiers théorèmes sur l’har
monie, ne remonte point au delà des découvertes d’Archimède. Ce 
grand géomètre expliqua les principes mathématiques de l'équilibre 
des solides et des fluides. Il s’écoula environ dix-huit siècles avant que 
Galilée, premier inventeur des théories dynamiques, découvrît les lois 
du mouvement des corps graves. Newton embrassa dans cette science 
nouvelle tout le système de l’univers. Les successeurs de ces philoso
phes ont donné à ces théories une étendue et une perfection admira
bles; ils nous ont appris que les phénomènes les plus divers sont 
soumis à un petit nombre de lois fondamentales, qui se reproduisent 
dans tous les actes de la nature. On a reconnu que les mêmes prin
cipes règlent tous les mouvements des astres, leur forme, les inégalités 
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de leurs cours, l’équilibre et les oscillations des mers, les vibrations 
harmoniques de l’air et des corps sonores, la transmission de la 
lumière, les actions capillaires, les ondulations des liquides, enfin, les 
effets les plus composés de toutes les forces naturelles; et l’on a con
firmé cette pensée de Newton : Quod tam paucis tam multa præstet Geo- 
metria gloriatur (’).

Mais, quelle que soit l’étendue des théories mécaniques, elles ne 
s’appliquent point aux effets de la chaleur. Ils composent un ordre spé
cial de phénomènes qui ne peuvent s’expliquer par les principes du 
mouvement et de l’équilibre. On possède depuis longtemps des instru
ments ingénieux propres à mesurer plusieurs de ces effets; on a 
recueilli des observations précieuses; mais on ne connaît ainsi que des 
résultats partiels, et non la démonstration mathématique des lois qui 
les comprennent tous.

.l’ai déduit ces lois d’une longue étude et de la comparaison atten
tive des faits connus jusqu’à ce jour; je les ai tous observés de nouveau, 
dans le cours de plusieurs années, avec les instruments les plus précis 
dont on ait encore fait usage.

Pour fonder cette théorie, il était d’abord nécessaire de distinguer 
et de définir avec précision les propriétés élémentaires qui détermi
nent l’action de la chaleur. J’ai reconnu ensuite que tous les phéno
mènes qui dépendent de cette action se résolvent en un très petit 
nombre de faits généraux et simples; et, par là, toute question phy
sique de ce genre est ramenée à une recherche d’Analyse mathéma
tique. J’en ai conclu que, pour déterminer en nombre les mouvements 
les plus variés de la chaleur, il suffit de soumettre chaque substance à 
trois observations fondamentales. En effet, les différents corps ne pos-

(*) Philosophiœ naturalis principia mathematica. Prœfatio ad lectorcm. Ac gloriatur 
Geometria quod tam paucis principiis aliunde petitis tam multa præstet. G. D. 
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sèdentpoint au même degré la faculté de contenir la chaleur, de la 
recevoir ou de la transmettre à travers leur superficie, et de la conduire 
dans l’intérieur de la masse. Ce sont trois qualités spécifiques que 
notre théorie distingue clairement et qu’elle apprend à mesurer.

Il est facile de juger combien ces recherches intéressent les sciences 
physiques et l’économie civil#, et quelle peut être leur influence sur 
les progrès des arts qui exigent l’emploi et la distribution du feu. Elles 
ont aussi une relation nécessaire avec le Système du monde, et l’on 
connaît ces rapports si l’on considère les grands phénomènes qui s’ac
complissent près de la surface du globe terrestre.

En effet, le rayon du Soleil dans lequel cette planète est incessam
ment plongée pénètre l’air, la terre et les eaux; ses éléments se di
visent, changent de directions dans tous les sens; et, pénétrant dans 
la masse du globe, ils en élèveraient de plus en plus la température 
moyenne, si cette chaleur ajoutée n’était pas exactement compensée 
par celle qui s’échappe en rayons de tous les points de la superficie, et 
se répand dans les ci eux.

Les divers climats, inégalement exposés à l’action de la chaleur 
solaire, ont acquis, après un temps immense, des températures propres 
à leur situation. Cet effet est modifié par plusieurs causes accessoires, 
telles que l’élévation et la figure du sol, le voisinage et l’étendue des 
continents et des mers, l’état de la surface, la direction des vents.

L’intermittence des jours et des nuits, les alternatives des saisons 
occasionnent, dans la terre solide, des variations périodiques qui se 
renouvellentchaque jour ou chaque année; mais ces changements sont 
d’autant moins sensibles que le point où on les mesure est plus distant 
de la surface. On ne peut remarquer aucune variation diurne a la pro
fondeur d’environ 3m; et les variations annuelles cessent d’être appré
ciables à une profondeur beaucoup moindre que 6om. La température

F. c
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des lieux profonds est donc sensiblement fixe dans un lieu donné ; 
mais elle n’est pas la même pour tous les points d’un même parallèle; 
en général, elle s’élève lorsqu’on s’approche de l’équateur.

La chaleur que le Soleil a communiquée au globe terrestre, et qui a 
produit la diversité des climats, est assujettie maintenant à un mouve
ment devenu uniforme. Elle s’avance dans l’intérieur de la masse 
qu’elle pénètre tout entière, et en même temps elle s’éloigne du plan de 
l’équateur, et va se perdre dans l’espace à travers les contrées polaires.

Dans les hautes régions de l’atmosphère, l’air, très rare et diaphane, 
ne retient qu’une faible partie de la chaleur des rayons solaires : c’est 
la cause principale du froid excessif des lieux élevés. Les couches infé
rieures, plus denses et plus échauffées par la terre et les eaux, se di
latent et s’élèvent; elles se refroidissent par l’effet même de la dila
tation. Les grands mouvements de l’air, comme les vents alizés qui 
soufflent entre les tropiques, ne sont point déterminés par les forces 
attractives de la Lune et du Soleil. L’action de ces astres ne produit 
sur un fluide aussi rare, à une aussi grande distance, que des oscilla
tions très peu sensibles. Ce sont les changements des températures qui 
déplacent périodiquement toutes les parties de l’atmosphère.

Les eaux de l’Océan sont différemment exposées par leur surface aux 
rayons du Soleil, et le fond du bassin qui les renferme est échauffé très 
inégalement depuis les pôles jusqu’à l’équateur. Ces deux causes, 
toujours présentes, et combinées avec la gravité et la force centrifuge, 
entretiennent des mouvements immenses dans l’intérieur des mers. 
Elles en déplacent et en mêlent toutes les parties, et produisent ces 
courants réguliers et généraux que les navigateurs ont observés.

La chaleur rayonnante qui s’échappe de la superficie de tous les 
corps et traverse les milieux élastiques ou les espaces vides d’air a des 
lois spéciales, et elle concourt aux phénomènes les plus variés. On 
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connaissait déjà l’explication physique de plusieurs de ces faits; la 
théorie mathématique que j’ai formée en donne la mesure exacte. Elle 
consiste, en quelque sorte, dans une seconde catoptrique, qui a ses 
théorèmes propres, et sert à déterminer par le calcul tous les effets 
de la chaleur directe ou réfléchie.

Cette énumération des objets principaux de la théorie fait assez con
naître la nature des questions que je me suis proposées. Quelles sont 
ces qualités élémentaires que, dans chaque substance, il est nécessaire 
d’observer, et quelles expériences sont les plus propres à les déter
miner exactement? Si des lois constantes règlent la distribution de la 
chaleur dans la matière solide, quelle est l’expression mathématique 
de ces lois? et par quelle analyse peut-on déduire de cette expression 
la solution complète des questions principales?

Pourquoi les températures terrestres cessent-elles d’être variables à 
une profondeur si petite par rapport au rayon du globe? Chaque iné
galité du mouvement de cette planète devant occasionner au-dessous 
de la surface une oscillation de la chaleur solaire, quelle relation y 
a-t-il entre la durée de læpériode et la profondeur où les températures 
deviennent constantes?

Quel temps a dû s’écouler pour que les climats pussent acquérir les 
températures diverses qu’ils conservent aujourd’hui; et quelles causes 
peuvent faire varier maintenant leur chaleur moyenne? Pourquoi les 
seuls changements annuels de la distance du Soleil à la Terre ne cau
sent-ils pas à la surface de cette planète des changements très consi
dérables dans les températures?

A quel caractère pourrait-on reconnaître que le globe terrestre n’a 
pas entièrement perdu sa chaleur d’origine, et quelles sont les lois 
exactes de la déperdition?

Si cette chaleur fondamentale n’est point totalement dissipée, 
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comme l’indiquent plusieurs observations, elle peut être immense à 
de grandes profondeurs, et toutefois elle n’a plus aujourd’hui aucune 
influence sensible sur la température moyenne des climats : les effets 
que l’on y observe sont dus à l’action des rayons solaires. Mais, indé
pendamment de ces deux sources de chaleur, l’une fondamentale et 
primitive, propre au globe terrestre, l’autre due à la présence du So
leil, n’y a-t-il point une cause plus universelle, qui détermine la tempé
rature du ciel, dans la partie de l’espace qu’occupe maintenant le sys
tème solaire? Puisque les faits observés rendent cette cause nécessaire, 
quelles sont, dans cette question entièrement nouvelle, les consé
quences d’une théorie exacte? comment pourra-t-on déterminer cette 
valeur constante de la température de l'espace, et en déduire celle qui 
convient à chaque planète?

Il faut ajouter à ces questions celles qui dépendent des propriétés de 
la chaleur rayonnante. On connaît très distinctement la cause physique 
de la réflexion du froid, c’est-à-dire de la réflexion d’une moindre cha
leur; mais quelle est l’expression mathématique de cet effet?

De quels principes généraux dépendent les températures atmo
sphériques, soit que le thermomètre qui les mesure reçoive immédia
tement les rayons du Soleil, sur une surface métallique-ou dépolie, 
soit que cet instrument demeure exposé, durant la nuit, sous un ciel 
exempt de nuages, au contact de l’air, au rayonnement des corps ter
restres, et à celui des parties de l’atmosphère les plus éloignées et les 
plus froides.

L’intensité des rayons qui s’échappent d’un point de la superficie 
des corps échauffés variant avec leur inclinaison suivant une loi que 
les expériences ont indiquée, n’y a-t-il pas un rapport mathématique 
nécessaire entre cette loi et le fait général de l’équilibre de la chaleur; 
et quelle est la cause physique de cette inégale intensité?
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Enfin, lorsque la chaleur pénètre les masses fluides et y détermine 
des mouvements intérieurs, par les changements continuels de tempé
rature et de densité de chaque molécule, peut-on encore exprimer par 
des équations différentielles les lois d’un effet aussi composé; et quel 
changement en résulte-t-il dans les équations générales de l’Hydro
dynamique?

Telles sont les questions principales que j’ai résolues, et qui 
n’avaient point encore été soumises au calcul. Si l’on considère, de 
plus, les rapports multipliés de cette théorie mathématique avec les 
usages civils et les arts techniques, on reconnaîtra toute l’étendue de 
ses applications. Il est manifeste qu’elle comprend une série entière 
de phénomènes distincts, et qu’on ne pourrait en omettre l’étude sans 
retrancher une partie notable de la science de la nature.

Les principes de cette théorie sont déduits, comme ceux de la Méca
nique rationnelle, d’un très petit nombre de faits primordiaux, dont 
les géomètres ne considèrent point la cause, mais qu’ils admettent 
comme résultant des observations communes et confirmées par toutes 
les expériences. »

Les équations différentielles de la propagation delà chaleur expriment 
les conditions les plus générales, et ramènent les questions physiques 
à des problèmes d’Analyse pure, ce qui est proprement l’objet de la 
théorie. Elles ne sont pas moins rigoureusement démontrées que les 
équations générales de l’équilibre et du mouvement. C’est pour rendre 
cette comparaison plus sensible que nous avons toujours préféré des 
démonstrations analogues à celles des théorèmes qui servent de fon
dement à la Statique et à la Dynamique. Ces équations subsistent 
encore, mais elles reçoivent une forme différente, si elles expriment la 
distribution de la chaleur lumineuse dans les corps diaphanes, ou les 
mouvements que les changements de température et de densité occa
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sionnent dans l’intérieur des fluides. Les coefficients qu’elles ren
ferment sont sujets à des variations dont la mesure exacte n’est pas 
encore connue; mais, dans toutes les questions naturelles qu’il nous 
importe le plus de considérer, les limites des températures sont assez 
peu différentes pour que l’on puisse omettre ces variations des coeffi
cients.

Les équations du mouvement de la chaleur, comme celles qui 
expriment les vibrations des corps sonores, ou les dernières oscilla
tions des liquides, appartiennent à une des branches de la Science du 
calcul les plus récemment découvertes, et qu’il importait beaucoup de 
perfectionner. Après avoir établi ces équations différentielles, il fallait 
en obtenir les intégrales; ce qui consiste à passer d’une expression 
commune à une solution propre, assujettie à toutes les conditions don
nées. Cette recherche difficile exigeait une analyse spéciale, fondée 
sur des théorèmes nouveaux dont nous ne pourrions ici faire connaître 
l’objet. La méthode qui en dérive ne laisse rien de vague et d’indéter
miné dans les solutions; elle les conduit jusqu’aux dernières applica
tions numériques, condition nécessaire de toute recherche, et sans 
laquelle on n’arriverait qu’à des transformations inutiles.

Ces mêmes théorèmes qui nous ont fait connaître les intégrales des 
équations du mouvement de la chaleur s’appliquent immédiatement à 
des questions d’Analyse générale et de Dynamique dont on désirait 
depuis longtemps la solution.

L’étude approfondie de la nature est la source la plus féconde des 
découvertes mathématiques. Non seulement cette étude, en offrant 
aux recherches un but déterminé, a l’avantage d’exclure les questions 
vagues et les calculs sans issue : elle est encore un moyen assuré do 
former l’Analyse elle-même, et d’en découvrir les éléments qu’il nous 
importe le plus de connaître, et que cette science doit toujours con
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server : ces éléments fondamentaux sont ceux qui se reproduisent dans 
tous les effets naturels.

On voit, par exemple, qu’une mémo expression, dont les géomètres 
avaient considéré les propriétés abstraites et qui, sous ce rapport, 
appartient à l’Analyse générale, représente aussi le mouvement de la 
lumière dans l’atmosphère, qu’elle détermine les lois de la diffusion de 
la chaleur dans la matière solide, et qu’elle entre dans toutes les ques
tions principales de la Théorie des probabilités.

Les équations analytiques, ignorées des anciens géomètres, que 
Descartes a introduites le premier dans l’étude des courbes et des 
surfaces, ne sont pas restreintes aux propriétés des figures et à celles 
qui sont l’objet de la Mécanique rationnelle; elles s’étendent à tous 
les phénomènes généraux. Il ne peut y avoir de langage plus universel 
et plus simple, plus exempt d’erreurs et d’obscurités, c’est-à-dire plus 
digne d’exprimer les rapports invariables des êtres naturels.

Considérée sous ce point de vue, l’Analyse mathématique est aussi 
étendue que la nature elle-même; elle définit tous les rapports sen
sibles, mesure les tempâ, les espaces, les forces, les températures; 
cette science difficile se forme avec lenteur, mais elle conserve tous 
les principes qu’elle a une fois acquis; elle s’accroît et s’affermit sans 
cesse, au milieu de tant de variations et d’erreurs de l’esprit humain.

Son attribut principal est la clarté; elle n’a point de signes pour 
exprimer les notions confuses. Elle rapproche les phénomènes les plus 
divers et découvre les analogies secrètes qui les unissent. Si la matière 
nous échappe, comme celle de l’air et de la lumière, par son extrême 
ténuité, si les corps sont placés loin de nous, dans l’immensité de l’es
pace, si l’homme veut connaître le spectacle des cieux pour dos époques 
successives que séparent un grand nombre de siècles, si les actions de 
la gravité et de la chaleur s’exercent dans l'intérieur du globe solide à 
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des profondeurs qui seront toujours inaccessibles, l’Analyse mathé
matique peut encore saisir les lois de ces phénomènes. Elle nous les 
rend présents et mesurables, et semble être une faculté de la raison 
humaine destinée à suppléer à la brièveté de la vie et à l’imperfection 
des sens; et, ce qui est plus remarquable encore, elle suit la même 
marche dans l’étude de tous les phénomènes; elle les interprète par le 
même langage, comme pour attester l’unité et la simplicité du plan de 
l’univers, et rendre encore plus manifeste cet ordre immuable qui pré
side à toutes les causes naturelles.

Les questions de la Théorie de la chaleur offrent autant d’exemples 
de ces dispositions simples et constantes qui naissent des lois géné
rales de la nature; et, si l’ordre qui s’établit dans ces phénomènes pou
vait être saisi par nos sens, ils nous causeraient une impression com
parable à celles des résonances harmoniques.

Les formes des corps sont variées à l’infini; la distribution de la 
chaleur qui les pénètre peut être arbitraire et confuse; mais toutes les 
inégalités s’effacent rapidement et disparaissent à mesure que le temps 
s’écoule. La marche du phénomène, devenue plus régulière et plus 
simple, demeure enfin assujettie à une loi déterminée, qui est la même 
pour tous les cas et qui ne porte plus aucune empreinte sensible de 
la disposition initiale.

Toutes les observations confirment ces conséquences. L’analyse dont 
elles dérivent sépare et exprime clairement : i° les conditions géné
rales, c’est-à-dire celles qui résultent des propriétés naturelles de la 
chaleur; 2° l’effet accidentel, mais subsistant, de la figure ou de 1 état 
des surfaces; 3° l’effet non durable de la distribution primitive.

Nous avons démontré dans cet Ouvrage tous les principes de la 
Théorie de la chaleur, et résolu toutes les questions fondamentales. 
On aurait pu les exposer sous une forme plus concise, omettre les 
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questions simples, et présenter d’abord les conséquences les plus 
générales; mais on a voulu montrer l’origine même de la Théorie et 
ses progrès successifs. Lorsque cette connaissance est acquise, et que 
les principes sont entièrement fixés, il est préférable d’employer immé
diatement les méthodes analytiques les plus étendues, comme nous 
l'avons fait dans les recherches ultérieures. C’est aussi la marche que 
nous suivrons désormais dans les Mémoires qui seront joints à cet 
Ouvrage, et qui en forment en quelque sorte le complément, et par là 
nous aurons concilié, autant qu’il peut dépendre de nous, le dévelop
pement nécessaire des principes avec la précision qui convient aux 
applications de l’Analyse.

Ces Mémoires auront pour objet la théorie de la chaleur rayonnante, 
‘la question des températures terrestres, celle de la température des 
habitations, la comparaison des résultats théoriques avec ceux que nous 
avons observés dans diverses expériences, enfin la démonstration des 
équations différentielles du mouvement de la chaleur dans les fluides.

L’Ouvrage que nous publions aujourd’hui a été écrit depuis long
temps; diverses circonstances en ont retardé et souvent interrompu *
l’impression. Dans cet intervalle, la Science s’est enrichie d’observa
tions importantes; les principes de notre Analyse, que l’on n’avait pas 
saisis d’abord, ont été mieux connus; on a discuté et confirmé les 
résultats que nous en avions déduits. Nous avons appliqué nous- 
méme ces principes à des questions nouvelles, et changé la forme de 
quelques démonstrations. Les retards de la publication auront contri
bué à rendre l’Ouvrage plus clair et plus complet.

Nos premières recherches analytiques sur la communication de la 
chaleur ont eu pour objet la distribution entre des masses disjointes ; 
on les a conservées dans la Section 11 du Chapitre là. Les questions 
relatives aux corps continus, qui forment la théorie proprement dite, 
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ont été résolues plusieurs années après; cette théorie a été exposée, 
pour la première fois, dans un Ouvrage manuscrit remis à l’Institut de 
France à la fin de l’année 1807, et dont il a été publié un extrait dans le 
Bulletin des Sciences (Société philomathique, année 1808, p. 112-116). 
Nous avons joint à ce Mémoire et remis successivement des Notes assez 
étendues, concernant la convergence des séries, la diffusion de la cha
leur dans un prisme infini, son émission dans les espaces vides d’air, 
les constructions propres à rendre sensibles les théorèmes principaux, 
et l’analyse du mouvement périodique à la surface du globe terrestre. 
Notre second Mémoire sur la propagation de la chaleur a été déposé 
aux Archives de l’Institut, le 28 septembre 1811. Il est formé du pré
cédent et des Notes déjà remises ; on y a omis des constructions géo
métriques et des détails d’Analyse qui n’avaient pas un rapport néces
saire avec la question physique, et l’on a ajouté l’équation générale 
qui exprime l’état de la surface. Ce second Ouvrage a été livré à l’im
pression dans le cours de 1821, pour être inséré dans la Collection de 
l’Académie des Sciences. Il est imprimé sans aucun changement ni 
addition; le texte est littéralement conforme au Manuscrit déposé, qui 
fait partie des Archives de l’Institut.

On pourra trouver dans ce Mémoire et dans les écrits qui l’ont pré
cédé un premier exposé des applications que ne contient pas notre 
Ouvrage actuel; elles seront traitées dans les Mémoires subséquents 
avec plus d’étendue, et, s’il nous est possible, avec plus de clarté. Les 
résultats de notre travail concernant ces mêmes questions sont aussi 
indiqués dans divers articles déjà rendus publics. L’extrait inséré dans 
les Annales de Chimie et de Physique fait connaître l’ensemble de nos 
recherches (t. III, p. 350-876, année 1816). Nous avons publié dans 
ces Annales deux Notes séparées, concernant la chaleur rayonnante 
(t. IV, p. 128-145, année 1817, et t. VI, p. 25g-3o3, année 1817).
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Divers autres articles du môme Recueil présentent les résultats les 
plus constants de la théorie et des observations; l’utilité et l’étendue 
des connaissances thermologiques ne pouvaient être mieux appréciées 
que par les célèbres rédacteurs de ces Annales (').

On trouvera dans le Bulletin (les Sciences (Société philomathique, 
année 1818, p. i-i i, et année 1820, p.. 08-70) l’extrait d’un Mémoire sur 
la température constante ou variable des habitations, et l’exposé des 
principales conséquences de notre analyse des températures terrestres.

M. Alexandre de Humboldt, dont les recherches embrassent toutes 
les grandes questions de la Philosophie naturelle, a considéré, sous un 
point de vue nouveau et très important, les observations des tempéra
tures propres aux divers climats : Mémoire sur les lignes isothermes 
(Société d’Arcueil, t. III, p. 462-602, année 1817); Mémoire sur la li
mite inférieure des neiges perpétuelles (Annales de Chimie et de Physique, 
t. V, p. 102-112, année 1817, et t. XIV, p. 5-57, année 1820).

Quant aux équations différentielles du mouvement de la chaleur 
dans les liquides, il en a été fait mention dans l’histoire annuelle de 
l’Académie des Sciences. Cet extrait de notre Mémoire en montre 
clairement l’objet et le principe (Analyse des travaux de l’Académie 
des Sciences, par M. Delambre, année 1820) (2).

L’examen des forces répulsives que la chaleur produit, et qui déter
minent les propriétés statiques des gaz, n’appartient pas au sujet ana
lytique que nous avons considéré. Cette question, liée à la théorie de 
la chaleur rayonnante, vient d’être traitée par l’illustre auteur de la 
Mécanique céleste, à qui toutes les branches principales de l’Analyse 
mathématique doivent des découvertes importantes (Connaissance des 
Temps pour les années 182/1 et 1825).

(*) Gay-Lussac et Arago. G. D.
(5) Ce Mémoire a été imprimé en i833; il sera publié dans le Tome II. G. D.
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Les théories nouvelles expliquées dans notre Ouvrage sont réunies 
pour toujours aux Sciences mathématiques et reposent comme elles 
sur des fondements invariables; elles conserveront tous les éléments 
qu’elles possèdent aujourd’hui, et elles acquerront continuellement 
plus d’étendue. On perfectionnera les instruments et l’on multipliera 
les expériences. L’analyse que nous avons formée sera déduite de mé
thodes plus générales, c’est-à-dire plus simples et plus fécondes, com
munes à plusieurs classes de phénomènes. On déterminera, pour les 
substances solides ou liquides, pour les vapeurs et pour les gaz perma
nents, toutes les qualités spécifiques relatives à la chaleur, et les varia
tions des coefficients qui les expriment. On observera, dans les divers 
lieux du globe, les températures du sol à diverses profondeurs, l’inten
sité de la chaleur solaire et ses effets, ou constants ou variables, dans 
l’atmosphère, dans l’Océan et les lacs; et l’on connaîtra cette tempé
rature constante du Ciel, qui est propre aux régions planétaires. La 
théorie elle-même dirigera toutes ces mesures et en assignera la pré
cision. Elle ne peut faire désormais aucun progrès considérable qui 
ne soit fondé sur ces expériences; car l’Analyse mathématique peut 
déduire, des phénomènes généraux et simples, l’expression des lois 
de la Nature; mais l’application spéciale de ces lois à des effets très 
composés exige une longue suite d’observations exactes.



THEORIE
DE

LA CHALEUR.
Et ignem regunt numeri. Plato.

CHAPITRE 1.
INTRODUCTION.

SECTION I.
EXPOSITION DE L’OBJET DE CET OUVRAGE.

1.
*

Les effets de la chaleur sont assujettis à des lois constantes que l’on 
ne peut découvrir sans le secours de l’Analyse mathématique. La 
Théorie que nous allons exposer a pour objet de démontrer ces lois; 
elle réduit toutes les recherches physiques sur la propagation de la 
chaleur a des questions de Calcul intégral dont les éléments sont 
donnés par I expérience. Aucun sujet n’a des rapports plus étendus 
avec les progrès de l’industrie et ceux des sciences naturelles; car 
l’action de la chaleur est toujours présente; elle pénètre tous les corps 
et les espaces; elle influe sur les procédés des arts et concourt à tous 
les phénomènes de l’univers.

Lorsque la chaleur est inégalement distribuée entre les différents 
points d'une masse solide, elle tend à se mettre en équilibre et passe 
lentement des parties plus échauffées dans celles qui le sont moins; en
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même temps elle se dissipe par la surface et se perd dans le milieu ou 
dans le vide. Cette tendance à une distribution uniforme et cette émis
sion spontanée qui s’opère à la surface des corps changent continuel
lement la température des différents points. La question de la propa
gation de la chaleur consiste à déterminer quelle est la température de 
chaque point d’un corps à un instant donné, en supposant que les 
températures initiales sont connues. Les exemples suivants feront con
naître plus clairement la nature de ces questions.

2.
Si l’on expose à l’action durable et uniforme d’un foyer de chaleur 

une même partie d’un anneau métallique d’un grand diamètre, les 
molécules les plus voisines du foyer s’échaufferont les premières et, 
après un certain temps, chaque point du solide aura acquis presque 
entièrement la plus haute température à laquelle il puisse parvenir. 
Cette limite ou maximum de température n’est pas la même pour les 
différents points; elle est d’autant moindre qu’ils sont plus éloignés 
de celui où le foyer est immédiatement appliqué.

Lorsque les températures sont devenues permanentes, le foyer trans
met, à chaque instant, une quantité de chaleur qui compense exacte
ment celle qui se dissipe par tous les points de la surface extérieure 
de l’anneau.

Si maintenant on supprime le foyer, la chaleur continuera de se 
propager dans l’intérieur du solide; mais celle qui se perd dans le 
milieu ou dans le vide ne sera plus compensée comme auparavant par 
le produit du foyer, en sorte que toutes les températures varieront et 
diminueront sans cesse, jusqu’à ce qu’elles soient devenues égales à 
celle du milieu environnant.

3.
Pendant que les températures sont permanentes et que le foyer sub

siste, si l’on élève, en chaque point de la circonférence moyenne de 
l’anneau, une ordonnée perpendiculaire au plan de l’anneau et dont la 
longueur soit proportionnelle à la température fixe de ce point, la 
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ligne courbe qui passerait par les extrémités de ces ordonnées repré
sentera l’état permanent des températures, et il est très facile de déter
miner par le calcul la nature de cette ligne. Il faut remarquer que l’on 
suppose à l’anneau une épaisseur assez petite pour que tous les points 
d’une même section perpendiculaire à la circonférence moyenne aient 
des températures sensiblement égales. Lorsqu’on aura enlevé le foyer, 
la ligne qui termine les ordonnées proportionnelles aux températures 
des différents points changera continuellement de forme. La question 
consiste à exprimer par une équation la forme variable de cette courbe, 
et à comprendre ainsi dans une seule formule tous les états successifs 
du solide.

4.

Soient^ la température fixe d’un pointznde la circonférence moyenne, 
x la distance de ce point au foyer, c’est-à-dire la longueur de l’arc de 
la circonférence moyenne, compris entre le point m et le point o, qui 
correspond à la position du foyer; z est la plus haute température que 
le point m puisse acquérir en vertu de l’action constante du foyer, et 
cette température permanente z est une fonction f{x} de la distance x. 
La première partie de la question consiste à déterminer la fonctionf(x) 
qui représente l’état permanent du solide.

On considérera ensuite l’étal variable qui succède au précédent aus
sitôt que l’on a éloigné le foyer; on désignera par l le temps écoulé 
depuis cette suppression du foyer et par v la valeur de la température 
du point m après le temps t. La quantité p sera une certaine fonc
tion F(æ, l) de la distance a? et du temps Z; l’objet de la question est 
de découvrir cette fonction F (a?, z) dont on ne connaît encore que la 
valeur initiale qui est J\x), en sorte que l’on doit avoir l’équation de 
condition

F(a\o) =/(«)•

5.

Si l’on place une masse solide homogène, de forme sphérique ou 
cubique, dans un milieu entretenu à une température constante, et
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qu’elle y demeure très longtemps plongée, elle acquerra dans tous ses 
points une température très peu différente de celle du fluide. Suppo
sons qu’on l’en retire pour la transporter dans un milieu plus froid, la 
chaleur commencera à se dissiper par la surface ; les températures des 
différents points de la masse ne seront plus sensiblement les mêmes, 
et, si on la suppose divisée en une infinité de couches par des surfaces 
parallèles à la surface extérieure, chacune de ces couches transmettra, 
dans un instant, une certaine quantité de chaleur à celle qui l’enve
loppe. Si l’on conçoit que chaque molécule porte un thermomètre 
séparé qui indique à chaque instant sa température, l’état du solide 
sera continuellement représenté par le système variable de toutes ces 
hauteurs thermométriques. Il s’agit d’exprimer les états successifs par 
des formules analytiques, en sorte que l’on puisse connaître, pour un 
instant donné, la température indiquée par chaque thermomètre et 
comparer les quantités de chaleur qui s’écoulent, dans le même instant, 
entre deux couches contiguës ou dans le milieu environnant.

6.

Si la masse est sphérique, et que l’on désigne par x la distance d’un 
point m de cette masse au centre de la sphère, par t le temps écoulé 
depuis le commencement du refroidissement et par v la température 
variable du point m, il est facile de voir que tous les points placés a la 
même distance x du centre ont la même température v. Cette quan
tité v est une certaine fonction F^, t) du rayon x et du temps écoulé f, 
elle doit être telle qu’elle devienne constante quelle que soit la valeur 
de x, lorsqu’on suppose celle de t nulle; car, d’après l’hypothèse, la 
température de tous les points est la même au moment de l’émersion. 
La question consiste à déterminer la fonction de x et de t qui exprime 
la valeur de v.

7.

On considérera ensuite que, pendant la durée du refroidissement, il 
s’écoule à chaque instant, par la surface extérieure, une certaine quan
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tité de chaleur qui passe dans le milieu. La valeur de cette quantité 
n’est pas constante; elle est plus grande au commencement du refroi
dissement. Si l’on se représente aussi l’état variable de la surface sphé
rique intérieure dont le rayon esta;, on reconnaît facilement qu’il doit 
y avoir, à chaque instant, une certaine quantité de chaleur qui traverse 
cette surface et passe dans la partie de la masse qui est plus éloignée 
du centre. Ce flux continuel de chaleur est variable comme celui de la 
surface extérieure, et l’un et l’autre sont des quantités comparables 
entre elles; leurs rapports sont des nombres dont les valeurs variables 
sont des fonctions de la distance x et du temps écoulé t. Il s’agit de 
déterminer ces fonctions.

8.
Si la masse, échauffée par une longue immersion dans un milieu, et 

dont on veut calculer le refroidissement, est de forme cubique et si l’on 
détermine la position de chaque point m par trois coordonnées rectan
gulaires x, y, z, en prenant pour origine le centre du cube et pour 
axes les lignes perpendiculaires aux faces, on voit que la tempéra
ture c du point m, après le temps écoulé /, est une fonction des quatre 
variables x, y, z et t. Les quantités de chaleur qui s’écoulent à chaque 
instant, par toute la syrface extérieure du solide, sont variables et 
comparables entre elles; leurs rapports sont des fonctions analytiques 
qui dépendent du temps t et dont il faut assigner l’expression.

9.
Examinons aussi le cas où un prisme rectangulaire d’une assez 

grande épaisseur et d’une longueur infinie, étant assujetti par son 
extrémité à une température constante, pendant que l’air environnant 
conserve une température moindre, est enfin parvenu à un état fixe 
qu’il s’agit de connaître. Tous les points de la section extrême qui sert 
de base an prisme ont, par hypothèse, une température commune et 
permanente. Il n’en est pas de meme d’une section éloignée du foyer; 
chacun des points de cette surface rectangulaire, parallèle à la base, a 
acquis une température fixe, mais qui n’est pas la même pour les dif
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férents points d’une même section et qui doit être moindre pour les 
points les plus voisins de la surface exposée à l’air. On voit aussi qu’il 
s’écoule à chaque instant, à travers une section donnée, une certaine 
quantité de chaleur qui demeure toujours la même, puisque l’état du 
solide est devenu constant. La question consiste à déterminer la tem
pérature permanente d’uo point donné du solide et la quantité totale 
de chaleur qui, pendant un temps déterminé, s’écoule à travers une 
section dont la position est donnée.

10.

Prenons pour origine des coordonnées x, y, s le centre de la base 
du prisme, et pour axes rectangulaires l’axe même du prisme et les 
deux perpendiculaires sur les faces latérales : la température perma
nente v du point m dont les coordonnées sont x, y, z est une fonction, 
de trois variables ¥(x,y, z\, elle reçoit, par hypothèse, une valeur 
constante lorsque l’on suppose x nul, quelles que soient les valeurs 
dey et de z. Supposons que l’on prenne pour unité la quantité de cha
leur qui, pendant l’unité de temps, sortirait d’une superficie égale à 
l’unité de surface si la masse échauffée que cette superficie termine, et 
qui est formée de la même substance que le prisme, était continuel
lement entretenue à la température de l’eau bouillante et plongée dans 
l’air atmosphérique entretenu à la température de la glace fondante. On 
voit que la quantité de chaleur qui, dans l’état permanent du prisme 
rectangulaire, s’écoule, pendant l’unité de temps, à travers une cer
taine section perpendiculaire à l’axe, a un rapport déterminé avec la 
quantité de chaleur prise pour unité. Ce rapport n’est pas le même 
pour toutes les sections; il est une fonction <p(a?) de la distance x à 
laquelle une section est placée; il s’agit de trouver l’expression ana
lytique de la fonction <?(#).

il.

Les exemples précédents suffisent pour donner une idée exacte des 
diverses questions que nous avons traitées.
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La solution de ces questions nous a fait connaître que les effets de la 
propagation de la chaleur dépendent, pour chaque substance solide, 
de trois qualités élémentaires qui sont : la capacité de chaleur, la con
ducibilité propre et la conducibilité extérieure. On a observé que, si 
deux corps de même volume et de nature différente ont des tempéra
tures égales et qu’on leur ajoute üne même quantité de chaleur, les 
accroissements de température ne sont pas les mêmes; le rapport de 
ces accroissements est celui des capacités de chaleur. Ainsi le premier 
des trois éléments spécifiques qui règlent l’action de la chaleur est 
exactement défini, et les physiciens connaissent depuis longtemps plu
sieurs moyens d’en déterminer la valeur. Il n’en est pas de même des 
deux autres; rn on a souvent observé les effets, mais il n’y a qu’une 
théorie exacte qui puisse les bien distinguer, les définir et les mesurer 
avec précision. La conducibilité propre ou intérieure d’un corps ex
prime la facilité avec laquelle la chaleur s’y propage en passant d’une 
molécule intérieure à une autre. La conducibilité extérieure, ou rela
tive, d’un corps solide dépend de la facilité avec laquelle la chaleur en 
pénètre la surface et passe de ce corps dans un milieu donné, ou passe 
du milieu dans le solide. Cette dernière propriété est modifiée par 
l’état plus ou moins poli de la superficie; elle varie aussi selon le 
milieu dans lequel le corps est plongé; mais la conducibilité propre 
ne peut changer qu’avec la nature du solide.

Ces trois qualités élémentaires sont représentées dans nos formules 
par des nombres constants, et la théorie indique elle-même les expé
riences propres à en mesurer la valeur. Dès qu’ils sont déterminés, 
toutes les questions relatives à la propagation de la chaleur ne dépen
dent que de l’analyse numérique. La connaissance de ces propriétés 
spécifiques peut être immédiatement utile dans plusieurs applications 
des sciences physiques; elle est d’ailleurs un élément de l’étude et de 
la description des diverses substances. C’est connaître très imparfaite
ment les corps que d’ignorer les rapports qu’ils ont avec un des prin
cipaux agents de la nature. En général, il n’y a aucune théorie mathé
matique qui ail plus de rapport que celle-ci avec l’économie publique, 
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puisqu’elle peut servir à éclairer et à perfectionner l’usage des arts 
nombreux qui sont fondés sur l’emploi de la chaleur.

12.

La question des températures terrestres offre une des plus belles 
applications de la théorie de la chaleur; voici l’idée générale que l’on 
peut s’en former. Les différentes parties de la surface du globe sont 
inégalement exposées à l’impression des rayons solaires; l’intensité de 
cette action dépend de la latitude du lieu; elle change aussi pendant la 
durée du jour et pendant celle de l’année, et est assujettie à d’autres 
inégalités moins sensibles. Il est évident qu’il existe, entre cet état 
variable de la surface et celui des températures intérieures, une rela
tion nécessaire que l’on peut déduire de la théorie. On sait qu’à une 
certainejjrofondeur au-dessous de la surface de la Terre, la température 
n’éprouve aucune variation annuelle dans un lieu donné : cette tempé
rature permanente des lieux profonds est d’autant moindre que le lieu 
est plus éloigné de l’équateur. On peut donc faire abstraction de l’en
veloppe extérieure, dont l’épaisseur est incomparablement plus petite 
que le rayon terrestre, et regarder cette planète comme une masse 
presque sphérique dont la surface est assujettie à une température qui 
demeure constante pour tous les points d’un parallèle donné, mais qui 
n’est pas la même pour un autre parallèle. Il en résulte que chaque 
molécule intérieure a aussi une température fixe déterminée par sa 
position. La question mathématique consisterait à connaître la tempé
rature fixe d’un point donné et la loi que suit la chaleur solaire en 
pénétrant dans l’intérieur du globe.

Cette diversité des températures nous intéresse davantage, si l’on 
considère les changements qui se succèdent dans l’enveloppe même 
dont nous habitons la superficie. Ces alternatives de chaleur et de 
froid, qui se reproduisent chaque jour et dans le cours de chaque 
année, ont été jusqu’ici l’objet d’observations multipliées. On peut 
aujourd’hui les soumettre au calcul et déduire d’une théorie com
mune tous les faits particuliers que l’expérience nous avait appris.
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Cette question se réduit à supposer que tous les points de la surface 
d’une sphère immense sont affectés de températures périodiques; 
l’Analyse fait ensuite connaître suivant quelle loi l'intensité des varia
tions décroît à mesure que la profondeur augmente; quelle est, pour 
une profondeur donnée, la quantité des changements annuels ou 
diurnes, l’époque de ces changements, et comment la valeur fixe de 
la température souterraine se déduit des températures variables obser
vées à la surface.

13.

Les équations générales de la propagation de la chaleur sont aux 
différences partielles, et, quoique la forme en soit très simple, les 
méthodes connues ne fournissent aucun moyen général de les inté
grer; on ne pourrait donc pas en déduire les valeurs des températures 
après un temps déterminé. Cette interprétation numérique des résul
tats du calcul est cependant nécessaire, et c’est un degré de perfection 
qu’il serait très important de donner à toutes les applications de l’Ana
lyse aux Sciences naturelles. On peut dire que, tant qu’on ne l’a pas 
obtenu, les solutions demeurent incomplètes ou inutiles, et que la 
vérité qu’on se proposait de découvrir n’est pas moins cachée dans les 
formules d’Analyse qu’elle ne l’était dans la question physique elle- 
même. Nous nous sommes attaché avec beaucoup de soin et nous 
sommes parvenu à surmonter cette difficulté dans toutes les questions 
que nous avons traitées et qui contiennent les éléments principaux de 
la Théorie de la chaleur. Il n’y a aucune de ces questions dont la solu
tion ne fournisse des moyens commodes et exacts de trouver les valeurs 
numériques des températures acquises, ou celles des quantités de cha
leur écoulées, lorsqu’on connaît les valeurs du temps et celles des coor
données variables. Ainsi l’on ne donnera pas seulement les équations 
différentielles auxquelles doivent satisfaire les fonctions qui expriment 
les valeurs des températures; on donnera ces fonctions elles-mêmes 
sous une forme qui facilite les applications numériques.

F. 2
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14.

Pour que ces solutions fussent générales et qu’elles eussent une 
étendue équivalente à celle de la question, il était nécessaire qu’elles 
pussent convenir avec l’état initial des températures qui est arbitraire. 
L’examen de cette condition fait connaître que l’on peut développer 
en séries convergentes, ou exprimer par des intégrales définies, les 
fonctions qui ne sont point assujetties à une loi constante et qui repré
sentent les ordonnées des lignes irrégulières ou discontinues. Cette 
propriété jette un nouveau jour sur la Théorie des équations aux diffé
rences partielles et étend l’usage des fonctions arbitraires en les sou
mettant aux procédés ordinaires de l’Analyse.

15.

Il restait encore à comparer les faits avec la Théorie. On a entrepris, 
dans cette vue, des expériences variées et précises dont les résultats 
sont conformes à ceux du calcul et lui donnent une autorité qu’on eût 
été porté à lui refuser dans une matière nouvelle et qui parait sujette à 
tant d’incertitudes. Ces expériences confirment le principe dont on est 
parti et qui est adopté de tous les physiciens, malgré la diversité de 
leurs hypothèses sur la nature de la chaleur.

16.

L’équilibre de température ne s’opère pas seulement par la voie du 
contact; il s’établit aussi entre les corps séparés les uns des autres et 
qui demeurent longtemps placés dans un même lieu. Cet effet est indé
pendant du contact du milieu; nous l’avons observé dans des espaces 
entièrement vides d’air. Il fallait donc, pour compléter notre Théorie, 
examiner les lois que suit la chaleur rayonnante en s’éloignant de la 
superficie des corps. Il résulte des observations de plusieurs physiciens 
et de nos propres expériences que l’intensité des différents rayons qui 
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sortent, dans tous les sens, de chaque point de la superficie d’un corps 
échauffé dépend de l’angle que fait leur direction avec la surface dans 
ce même point. Nous avons démontré que l’intensité de chaque rayon 
est d autant moindre qu’il fait avec l’élément de la surface un plus petit 
angle, et qu’elle est proportionnelle au sinus de cet angle. Cette loi 
générale de l’émission de la chaleur, que diverses observations avaient 
déjà indiquée, est une conséquence nécessaire du principe de l’équi
libre des températures et des lois de la propagation de la chaleur dans 
les corps solides.

Telles sont les questions principales que l’on a traitées dans cet 
Ouvrage; elles sont toutes dirigées vers un seul but, qui est d’établir 
clairement les principes mathématiques de la Théorie de la chaleur et 
de concourir ainsi aux progrès des arts utiles et à ceux de l’étude de la 
nature.

17.

On aperçoit, par ce qui précède, qu’il existe une classe très étendue 
de phénomènes qui ne sont point produits par des forces mécaniques, 
mais qui résultent seulement de la présence et de l’accumulation de la 
chaleur. Cette partie de la Philosophie naturelle ne peut se rapporter 
aux Théories dynamiques; elle a des principes qui lui sont propres, et 
elle est fondée sur une méthode semblable à colle des autres sciences 
exactes. Par exemple, la chaleur solaire qui pénètre l'intérieur du 
globe s’y distribue suivant une loi régulière, qui ne dépend point de 
celles du mouvement et ne peut être déterminée par les principes de la 
Mécanique. Les dilatations que produit la force répulsive de la chaleur 
et dont l’observation sert à mesurer les températures sont, à la vérité, 
des effets dynamiques; mais ce ne sont point ces dilatations que l’on 
calcule lorsqu’on recherche les lois de la propagation de la chaleur.

18.

Il y a d’autres effets naturels plus composés qui dépendent à la fois 
de l’influence de la chaleur et des forces attractives : ainsi les varia- 
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lions de température, que les mouvements du Soleil occasionnent dans 
l’atmosphère et dans l’Océan, changent continuellement la densité des
différentes parties de l’air et des eaux. L’effet des forces auxquelles ces 
masses obéissent est modifié à chaque instant par une nouvelle distri
bution de la chaleur, et l’on ne peut douter que cette cause ne pro
duise les vents réguliers et les principaux courants de la mer; les 
attractions solaire et lunaire n’occasionnent dans l’atmosphère que des 
mouvements peu sensibles et non des déplacements généraux. Il était 
donc nécessaire, pour soumettre ces grands phénomènes au calcul, de 
découvrir les lois mathématiques de la propagation de la chaleur dans 
l’intérieur des masses.

19.

On connaîtra, par la lecture de cet Ouvrage, que la chaleur affecte 
dans les corps une disposition régulière, indépendante de la distribu
tion primitive que l’on peut regarder comme arbitraire.

De quelque manière que la chaleur ait d’abord été répartie, le sys
tème initial des températures, s’altérant de plus en plus, ne tarde 
point à se confondre sensiblement avec un état déterminé qui ne 
dépend que de la figure du solide. Dans ce dernier état, les tempéra
tures de tous les points s’abaissent en même temps, mais conservent 
entre elles les mêmes rapports; c’est pour exprimer cette propriété 
que les formules analytiques contiennent des termes composés d’expo
nentielles et de quantités analogues aux fonctions trigonométriques.

Plusieurs questions de Mécanique présentent des résultats ana
logues, tels que l’isochronisme des oscillations, la résonance mul
tiple des corps sonores. Les expériences communes les avaient fait 
remarquer, et le calcul en a ensuite démontré la véritable cause. 
Quant à ceux qui dépendent des changements de température, ils 
n’auraient pu être reconnus que par des expériences très précises, 
mais l’Analyse mathématique a devancé les observations; elle supplée 
à nos sens et nous rend en quelque sorte témoins des mouvements 
réguliers et harmoniques de la chaleur dans l’intérieur des corps.
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20.

Ces considérations offrent un exemple singulier des rapports qui 
existent entre la science abstraite des nombres et les causes natu
relles.

Lorsqu’une barre métallique est exposée par son extrémité à l’action 
constante d’un foyer et que tous ses points ont acquis leur plus haut 
degré de chaleur,’le système des températures fixes correspond exac
tement à uneïablcde logarithmes; les nombres sont les élévations des 
thermomètres placés aux différents points, et les logarithmes sont les 
distances de ces points au foyer. En général, la chaleur se répartit 
d’elle-même dans l’intérieur des solides, suivant une loi simple ex
primée par une’équation aux différences partielles, commune à des 
questions physiques d’un ordre différent. L’irradiation de la chaleur 
a une relation manifeste avec les Tables de sinus; car les rayons, qui 
sortent d’un même point d’une surface échauffée, different beaucoup 
entre eux, et leur intensité est rigoureusement proportionnelle au 
sinus de l’angle que fait leur direction avec l’élément de la surface. 
Si l’on pouvait observer pour chaque instant, et en chaque point d’une 
masse solide homogène, les changements de température, on retrou
verait dans la série de ees observations les propriétés des séries récur
rentes, celles des sinus et des logarithmes; on les remarquerait, par 
exemple, dans les variations diurnes ou annuelles des températures 
des différents points du globe terrestre qui sont voisins de la surface.

On reconnaîtrait encore les mêmes résultats et tous les éléments 
principaux de l’Analyse générale dans les vibrations des milieux élas
tiques, dans les propriétés des lignes ou des surfaces courbes, dans les 
mouvements des astres et dans ceux de la lumière ou des fluides. C’est 
ainsi que les fonctions obtenues par des différentiations successives, 
et (pu servent au développement des séries infinies et a la resolution 
numérique des équations, correspondent aussi à des propriétés phy
siques. La première de ces fonctions, ou la fluxion proprement dite, 
exprime, dans la Géométrie, l’inclinaison de la tangente des lignes 
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courbes, et, dans la Dynamique, la vitesse du mobile pendant le mou
vement varié : elle mesure, dans la Théorie de la chaleur, la quantité 
qui s’écoule en chaque point d’un corps à travers une surface donnée. 
L’Analyse mathématique a donc des rapports nécessaires avec les phé
nomènes sensibles; son objet n’est point créé par l’intelligence de 
l’homme; il est un élément préexistant de l’ordre universel et n’a rien 
de contingent et de fortuit; il est empreint dans toute la nature.

21.

Des observations plus précises et plus variées feront connaître par 
la suite si les effets de la chaleur sont modifiés par des causes que l’on 
n’a point aperçues jusqu’ici, et la Théorie acquerra une nouvelle per
fection par la comparaison continuelle de ses résultats avec ceux des 
expériences; elle expliquera des phénomènes importants que l’on ne 
pouvait point encore soumettre au calcul; elle apprendra à déterminer 
tous les effets thermométriques des rayons solaires, les températures 
fixes ou variables que l’on observerait à différentes distances de l’équa
teur, dans l’intérieur du globe ou hors des limites de l’atmosphère, 
dans l’Océan ou dans les différentes régions de l’air. On en déduira la 
connaissance mathématique des grands mouvements qui résultent de 
l’influence de la chaleur combinée avec celle de la gravité. Ces mêmes 
principes serviront à mesurer la conducibilité propre ou relative des 
différents corps et leur capacité spécifique, à distinguer toutes les 
causes qui modifient l’émission de la chaleur à la surface des solides 
et à perfectionner les instruments thermométriques. Cette théorie exci
tera dans tous les temps l’attention des géomètres, par l’exactitude 
rigoureuse de ses éléments et les difficultés d’Analyse qui lui sont 
propres, et surtout par l’étendue et l’utilité de ses applications; car 
toutes les conséquences qu’elle fournit intéressent la Physique géné
rale, les opérations des arts, les usages domestiques ou l’économie 
civile.
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SECTION II.

NOTIONS GÉNÉRALES ET DÉFINITIONS PRÉLIMINAIRES.

22.

On ne pourrait former que des hypothèses incertaines sur la nature 
■de la chaleur; mais la connaissance des lois mathématiques auxquelles 
ses effets sont assujettis est indépendante de toute hypothèse; elle 
exige seulement l’examen attentif des faits principaux que les obser
vations communes ont indiqués et qui ont été confirmés par des expé
riences précises.

Il est donc nécessaire d’exposer, en premier lieu, les résultats géné
raux des observations, de donner des définitions exactes de tous les 
éléments du calcul et d’établir les principes sur lesquels ce calcul doit 
être fondé.

L’action de la chaleur tend à dilater tous les corps solides, ou 
liquides, ou aériformes; c’est cette propriété qui rend sa présence sen
sible. Les solides et les liquides augmentent de volume si l’on aug
mente la quantité de chaleur qu’ils contiennent; ils se condensent si 
on la diminue.

Lorsque toutes les parties d’un corps solide homogène, par exemple 
celles d’une masse métallique, sont également échauffées et qu’elles 
conservent, sans aucun changement, cette mémo quantité de chaleur, 
elles ont aussi et conservent une même densité. On exprime cet état en 
disant que, dans toute l’étendue de la masse, les molécules ont une 
température commune et permanente.

23.

Le thermomètre est un corps dont on peut apprécier facilement les 
moindres changements de volume; il sert à mesurer les températures 
par la dilatation des liquides ou par celle de l’air. Nous supposons ici 
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que l’on connaît exactement la construction, l’usage et les propriétés 
de ces instruments. La température d’un corps dont toutes les parties 
sont également échauffées, et qui conserve sa chaleur, est celle qu’in
dique le thermomètre, s’il est et s’il demeure en contact parfait avec le 
corps dont il s’agit.

Le contact est parfait lorsque le thermomètre est entièrement plongé 
dans une masse liquide et, en général, lorsqu’il n’y a aucun point de la 
surface extérieure de cet instrument qui ne touche un des points de la 
masse solide ou fluide dont on veut mesurer la température. Il n’est 
pas toujours nécessaire, dans les expériences, que cette condition soit 
rigoureusement observée; mais on doit la supposer pour que la défini
tion soit exacte.

24.

On détermine deux températures fixes, savoir : la température de la 
glace fondante qui est désignée par o, et la température de l’eau bouil
lante que nous désignerons par i; on suppose que l’ébullition de l’eau 
a lieu sous une pression de l’atmosphère représentée par une certaine 
hauteur du baromètre (7Go,nm), le mercure du baromètre étant à la 
température o.

25.

On mesure les différentes quantités de chaleur en déterminant com
bien de fois elles contiennent une quantité que l’on a fixée et prise 
pour unité. On suppose qu’une masse de glace d’un poids déterminé 
(tkg) soit à la température o, et que, par l’addition d’une certaine quan
tité de chaleur, on la convertisse en eau à la même température o : 
cette quantité de chaleur ajoutée est la mesure prise pour unité. Ainsi 
la quantité de chaleur exprimée par un nombre C contient un nombre 
C de fois la quantité nécessaire pour résoudre ikg de glace qui a la tem
pérature o en une masse d’eau qui a la même température o (').

(') Los unités définies ici par Fourier n’ont pas été adoptées, on le sait, par les physi
ciens. Mais on verra plus loin (art. 161) que les équations de la chaleur sont établies d’une 
manière générale et subsistent, quelles que soient les unités choisies, Il est d’autant plus
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26.

Pour élever une masse métallique d’un certain poids, par exemple 
ik® de fer, depuis la température o jusqu’à la température i, il est né
cessaire d’ajouter une nouvelle quantité de chaleur à celle qui était 
déjà contenue dans cette masse. Le nombre C, qui désigne cette quan
tité de chaleur ajoutée, est la capacité spécifique de chaleur du fer; le 
nombre C a des valeurs très différentes pour les différentes substances.

27.

Si un corps d’une nature et d’un poids déterminés (ikg de mercure) 
occupe le volume V, étant à la température o, il occupera un volume 
plus grand V + A, lorsqu’il aura acquis la température t, c’est-à-dire 
lorsqu’on aura augmenté la chaleur qu’il contenait, étant à la tempéra
ture o, d’une nouvelle quantité Co, égale à sa capacité spécifique de 
chaleur. Mais si, au lieu d’ajouter cette quantité Co, on ajoute sC0 
(s étant un nombre positif ou négatif), le nouveau volume sera au 
lieu d’être V + A. Or les expériences font connaître que, si s est égal 
à l’accroissement de volume <1 est seulement la moitié de l’accrois
sement total A, et qu’en .général la valeur de <5 est -A lorsque la quan
tité de chaleur ajoutée est Co.

28.

Ce rapport z des deux quantités de chaleur ajoutées zC0 et Co, qui 
est aussi celui des deux accroissements de volume <> et A, est ce (pie 
l'on nomme la température; ainsi le nombre qui exprime la tempéra-

nécessaire de présenter ici celle remarque que, dans les applications, Foncier suppose 
souvent que deux corps en contact ont, 1 un la température o, 1 autre la température i. Si 
l’on adoptait les unités do Fourier, la différence des températures serait trop grande pour 
que l’échange do la chaleur entre les doux corps fût réglé par la loi de Newton. Mais si l’on 
n’a fait à l’avance aucune hypothèse, ni sur l’origine de 1 échelle des températures, ni sur 
la valeur do l’unité de température, il est clair qu’en choisissant convenablement celte ori
gine et cette unité, on peut toujours exprimer doux températures différentes par les 
nombres o et i. G. D.

F. 3
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ture actuelle d’un corps représente l’excès de son volume actuel sur le 
volume qu’il occuperait à la température de la glace fondante, l’unité 
représentant l’excès total du volume qui correspond a l’ébullition de 
l’eau sur le volume qui correspond à la glace fondante.

29.

Les accroissements de volume des corps sont en général propor
tionnels aux accroissements des quantités de chaleur qui produisent 
les dilatations; il faut remarquer que cette proposition n’est exacte 
que dans les cas où les corps dont il s’agit sont assujettis a des tempé
ratures éloignées de celles qui déterminent leur changement d état. On 
ne serait point fondé à appliquer ces résultats à tous les liquides; et, à 
l’égard de l’eau en particulier, les dilatations ne suivent point toujours 
les augmentations de chaleur.

En général, les températures sont des nombres proportionnels aux 
quantités de chaleur ajoutées et, dans les cas que nous considérons, 
ces nombres sont aussi proportionnels aux accroissements du volume.

30.

Supposons qu’un corps terminé par une surface plane d’une certaine 
étendue (imq) soit entretenu d’une manière quelconque à une tem
pérature constante i, commune à tous ses points, et que la surface 
dont il s’agit soit en contact avec l’air maintenu à la température o : la 
chaleur qui s’écoulera continuellement par la surface, et passera dans 
le milieu environnant, sera toujours remplacée par celle qui provient 
de la cause constante à l’action de laquelle le corps est exposé; il 
s’écoulera ainsi par la surface, pendant un temps déterminé (une mi
nute), une certaine quantité de chaleur désignée par h. Ce produit h, 
d’un flux continuel et toujours semblable à lui-même, qui a lieu pour 
une unité de surface à une température fixe, est la mesure de la con- 
ducibilité extérieure du corps, c’est-à-dire de la facilité avec laquelle 
sa surface transmet la chaleur à l’air atmosphérique.
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On suppose que l’air est continuellement déplacé avec une vitesse 
uniforme et donnée; mais, si la vitesse du courant augmentait, la 
quantité de chaleur qui se communique au milieu varierait aussi; il 
en serait de même si l’on augmentait la densité de ce milieu.

3k

Si l’excès de la température constante du corps sur la température 
des corps environnants, au lieu d’être égal à r, comme on l’a sup
posé, avait une valeur moindre, la quantité de chaleur dissipée serait 
moindre que h. Il résulte des observations, comme on le verra par la 
suite, que cette quantité de chaleur perdue peut être regardée comme 
sensiblement proportionnelle à l’excès de la température du corps sur 
celle de l’air et des corps environnants. Ainsi, la quantité h ayant été 
déterminée par une expérience dans laquelle la surface échauffée est à 
la température i et le milieu à la température o, on en conclut qu’elle 
aurait la valeur hz si la température de la surface était z, toutes les 
antres circonstances demeurant les mêmes. On doit admettre ce résultat 
lorsque z est une petite fraction.

32.

La valeur h de la quantité de chaleur qui se dissipe à travers la sur
face échauffée est différente pour les différents corps; et elle varie, pour 
un même corps suivant les divers états de la surface. L’effet de l’irra
diation est d’autant moindre que la surface échauffée est plus polie, de 
sorte qu’en faisant disparaître le poli de la surface, on augmente consi
dérablement la valeur de h. Un corps métallique échauffé se refroidira 
beaucoup plus vite, si l’on couvre sa surface extérieure d’un enduit 
noir, propre à ternir entièrement 1 éclat métallique.

33.

Les rayons de chaleur (pii s’échappent de la surface d un corps par
courent librement les espaces vides d’air; ils se propagent aussi dans 
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l’air atmosphérique; leur direction n’est point troublée par les agita
tions de l’air intermédiaire : ils peuvent être réfléchis et se réunissent 
aux foyers des miroirs métalliques. Les corps dont la température est 
élevée, et que l’on plonge dans un liquide, n’échauffent immédiatement 
que les parties de la masse qui sont en contact avec leur surface. Les 
molécules dont la distance à cette surface n’est pas extrêmement petite 
ne reçoivent point de chaleur directe; il n’en est pas de même des 
fluides aériformes; les rayons de chaleur s’y portent avec une extrême 
rapidité à des distances considérables, soit qu’une partie de ces rayons 
traverse librement les couches de l’air, soit que celles-ci se les trans
mettent subitement sans en altérer la direction.

34.

Lorsque le corps échauffé est placé dans un air qui conserve sensi
blement une température constante, la chaleur qui se communique à 
l’air rend plus légère la couche de ce fluide voisine de la surface; cette 
couche s’élève d’autant plus vite qu’elle est plus échauffée, et elle est 
remplacée par une autre masse d’air froid. Il s’établit ainsi un courant 
d’air dont la direction est verticale, et dont la vitesse est d’autant plus 
grande que la température du corps est plus élevée. C’est pourquoi, si 
le corps se refroidissait successivement, la vitesse du courant diminue
rait avec la température, et la loi du refroidissement ne serait pas exac
tement la même que si le corps était exposé à un courant d’air d’une 
vitesse constante.

35.

Lorsque les corps sont assez échauffés pour répandre une très vive 
lumière, une partie de leur chaleur rayonnante, mêlée à cette lumière, 
peut traverser les solides ou les liquides transparents; et elle est 
sujette à la force qui produit les réfractions. La quantité de chaleur 
qui jouit de cette faculté est d’autant moindre que les corps sont 
moins enflammés; elle est, pour ainsi dire, insensible pour les corps 
très obscurs, quelque échauffés qu’ils soient. Une lame mince et dia
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phane intercepte presque toute la chaleur directe qui sort d’une masse 
métallique ardente; mais elle s’échauffe à mesure que les rayons inter
ceptés s’y accumulent, ou, si elle est formée d’eau glacée, elle devient 
liquide; si cette lame de glace est exposée aux rayons d’un flambeau, 
elle laisse passer avec la lumière une chaleur sensible.

J

36.

Nous avons pris pour mesure de la conducibilité extérieure d'un 
corps solide un coefficient h, exprimant la quantité de chaleur qui 
passerait, pendant un temps déterminé (une minute), de la surface 
de ce corps dans l’air atmosphérique, en supposant que la surface 
ait une étendue déterminée (traq), que la température constante du 
corps soit i, que celle de l'air soit o et que la surface échauffée soit 
exposée à un courant d’air d’une vitesse donnée invariable. On déter
mine cette valeur de h par les observations. La quantité de chaleur 
exprimée par le coefficient se forme de deux parties distinctes qui ne 
peuvent être mesurées que par des expériences très précises. L’une est 
la chaleur communiquée par voie de contact à l’air environnant; 
l’autre, beaucoup moindre que la première, est la chaleur rayonnante 
émise. On doit supposer,- dans les premières recherches, que la quan
tité de chaleur perdue ne change point si l'on augmente d’une quantité 
commune et assez petite la température du corps échauffé et celle du 
milieu.

37.

Les substances solides diffèrent encore, comme nous l’avons dit, par 
la propriété qu’elles ont d’être plus ou moins perméables à la chaleur; 
cette qualité est leur conducibilité propre : nous en donnerons la 
définition et la mesure exacte, après avoir traité de la propagation uni
forme et linéaire de la chaleur. Les substances liquides jouissent aussi 
de la faculté de transmettre la chaleur de molécule à molécule, et la 
valeur numérique de leur conducibilité vaiie suivant la natuie de ces 
substances; mais on en observe difficilement I effet dans les liquides, 
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parce que leurs molécules changent de situation en changeant de tem
pérature. C’est de ce déplacement continuel que résulte principale
ment la propagation de la chaleur, toutes les fois que les parties 
inférieures de la masse sont les plus exposées à l’action du foyer. Si, 
au contraire, on applique le foyer à la partie de la masse qui est la 
plus élevée, comme cela avait lieu dans plusieurs de nos expériences, 
la transmission de la chaleur, qui est très lente, n’occasionne aucun 
déplacement, à moins que l’accroissement de la température ne dimi
nue le volume, ce que l’on remarque en effet dans des cas singuliers 
voisins des changements d’état.

38.

A cet exposé des résultats principaux des observations, il faut ajouter 
une remarque générale sur l’équilibre des températures : elle consiste 
en ce que les différents corps qui sont placés dans un même lieu, 
dont toutes les parties sont et demeurent également échauffées, y 
acquièrent aussi une température commune et permanente.

Supposons que tous les points d’une masse M aient une température 
commune et constante a, qui est entretenue par une cause quelconque; 
si l’on met un corps m en contact parfait avec la masse M, il prendra 
la température commune a. A la vérité, ce résultat n’aurait lieu rigou
reusement qu’après un temps infini; mais le.sens précis de la proposi
tion est que, si le corps m avait la température a avant d'être mis en 
contact, il la conserverait sans aucun changement, lien serait de même 
d’une multitude d’autres corps n, p, q, r, dont chacun serait mis 
séparément en contact parfait avec la masse M; ils acquerraient tous la 
température constante a. Ainsi le thermomètre étant successivement 
appliqué aux différents corps m, n, p, q, r, ... indiquerait cette même 
température.

39.

L’effet dont il s’agit est indépendant du contact, et il aurait encore 
lieu, si le corps m était enfermé de toutes parts dans le solide M, comme 
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dans une enceinte, sans toucher aucune de ses parties. Par exemple, 
si ce solide était une enveloppe sphérique d’une certaine épaisseur, 
entretenue par une cause extérieure à la température a, et renfermant 
un espace entièrement vide d’air, et si le corps m pouvait être placé 
dans une partie quelconque de cet espace sphérique, sans qu’il touchât 
aucun point de la surface intérieure de l’enceinte, il acquerrait la tem
pérature commune a, ou plutôt il la conserverait s’il l’avait déjà. Le 
résultat serait le meme pour tous les autres corps zz, p, q, z-, soit qu’on 
les plaçât séparément ou ensemble dans cette même enceinte, et quelles 
que fussent d’ailleurs leur espèce et leur figure.

40.

De toutes les manières de se représenter l’action de la chaleur, celle 
qui parait la plus simple et la plus conforme aux observations consiste 
a comparer cette action à celle de la lumière. Les molécules éloignées 
les unes des autres se communiquent réciproquement à travers les 
espaces vides d'air leurs rayons de chaleur, comme les corps éclairés 
se transmettent leur lumière.

Si, dans une enceinte fermée de toutes parts et entretenue par une 
cause extérieure à une température fixe a, on suppose que divers corps 
sont placés sans qu’ils touchent aucune des parties de l’enceinte, on 
observera des effets différents suivant que les corps introduits dans 
cet espace vide d’air sont plus ou moins échauffés. Si l’on place d’abord 
un seul de ces corps, et qu’il ait la température même de l’enceinte, il 
enverra par tous les points de sa surface autant de chaleur qu’il en 
reçoit du solide qui l’environne, et c’est cet échange de quantités égales 
qui le maintient dans son premier état.

Si l’on introduit un second corps dont la température b soit moindre 
que a, il recevra d’abord, des surfaces qui 1 environnent de toutes 
parts sans le toucher, une quantité de chaleur plus grande que celle 
qu’il envoie : il s’échauffera de plus en plus et il perdra par sa surface 
plus de chaleur qu’auparavant. La température initiale b, s’élevant 
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continuellement, s’approchera sans cesse de la température fixe a, en 
sorte qu’après un certain temps la différence sera presque insensible. 
L’effet serait contraire si l’on plaçait dans la même enceinte un troi
sième corps dont la température serait plus grande que a.

41.

Tous les corps ont la propriété d’émettre la chaleur par leur surface; 
ils en envoient d’autant plus qu’ils sont plus échauffés; l’intensité des 
rayons émis change très sensiblement avec l’état de la superficie.

42.
Toutes les surfaces, qui reçoivent les rayons de la chaleur des corps 

environnants, en réfléchissent une partie et admettent l’autre : la cha
leur qui n’est point réfléchie, mais qui s’introduit par la surface, s’ac
cumule dans le solide; et, tant qu’elle surpasse la quantité qui se dis
sipe par l’irradiation, la température s’élève.

43.

Les rayons qui tendent à sortir des corps échauffés sont arrêtés vers 
la surface par une force qui en réfléchit une partie dans l'intérieur de 
la masse. La cause qui empêche les rayons incidents de traverser la 
superficie, et qui divise ces rayons en deux parties, dont l’une est 
réfléchie et dont l’autre est admise, agit de la même manière sur les 
rayons qui se dirigent de l’intérieur du corps vers l’espace extérieur.

Si, en modifiant l’état de la surface, on augmente la force avec 
laquelle elle réfléchit les rayons incidents, on augmente en même 
temps la faculté qu’elle a de réfléchir vers l’intérieur du corps les 
rayons qui tendent à en sortir. La quantité des rayons incidents qui 
s’introduisent dans la masse, et celle des rayons émis par la surface, 
sont également diminuées.

44.

Si l’on plaçait ensemble dans l’enceinte dont nous avons parlé une 
multitude de corps éloignés les uns des autres et inégalement échauf
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fés, ils recevraient et se transmettraient leurs rayons de chaleur, en 
sorte que dans cet échange leurs températures varieraient continuelle
ment et tendraient toutes à devenir égales à la température fixe de 
l’enceinte.

Cet effet est précisément celui qui a lieu lorsque la chaleur se pro
page dans les corps solides; car les nrblécules qui composent les corps 
sont séparées par des espaces vides d’air et ont la propriété de rece
voir, d’accumuler et d’émettre la chaleur. Chacune d’elles envoie ses 
rayons de toutes parts et en même temps elle reçoit ceux des molécules 
qui l’environnent.

45.

La chaleur envoyée par un point situé dans l’intérieur d’une masse 
solide ne peut se porter directement qu’à une distance extrêmement 
petite; elle est, pour ainsi dire, interceptée par les particules les plus 
voisines; ce sont ces dernières seules qui la reçoivent immédiatement 
et qui agissent sur les points plus éloignés. 11 n’en est pas de même 
des fluides aériformes; les effets directs de l’irradiation y deviennent 
sensibles à des distances très considérables.

46.
Ainsi la chaleur qui sort dans toutes les directions d’une partie 

d’une surface solide pénètre dans l’air jusqu’à des points fort éloi
gnés; mais elle n’est émise que par les molécules du corps qui sont 
extrêmement voisines de la surface. Un point d’une masse échauffée, 
placé à une très petite distance de la superficie plane qui sépare la 
masse de l’espace extérieur, envoie à cet espace une infinité de rayons; 
mais ils n’y parviennent pas entièrement : ils sont diminués de toute 
la quantité de chaleur qui s’arrête sur les molécules solides intermé
diaires. La partie du rayon qui se dissipe dans 1 espace est d autant, 
moindre qu’elle traverse un plus long intervalle dans la masse. Ainsi 
le rayon qui sort perpendiculairement a la superficie a plus d intensité 
(juc celui qui, partant du même point, suit une direction oblique, et 
les rayons les plus obliques sont entièrement interceptés.

F. 4
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La même conséquence s’applique à tous les points qui sont assez 
voisins de la superficie pour concourir à l’émission de la chaleur; il en 
résulte nécessairement que la quantité totale de chaleur qui sort de la 
surface sous la direction perpendiculaire est beaucoup plus grande ([lie 
celle dont la direction est oblique. Nous avons soumis cette question 
au calcul, et l’analyse que nous en avons faite démontre que l’intensité 
du rayon est proportionnelle au sinus de l’angle que ce rayon fait avec 
l’élément de la surface. Les expériences avaient déjà indiqué un ré
sultat semblable.

47.

Ce théorème exprime une loi générale qui a une connexion néces
saire avec l’équilibre et le mode d’action de la chaleur. Si les rayons 
qui sortent d’une surface échauffée avaient la même intensité dans 
toutes les directions, le thermomètre que l’on placerait dans un des 
points de l’espace terminé de tous côtés par une enceinte entretenue à 
une température constante pourrait indiquer une température incom
parablement plus grande que celle de l’enceinte. Les corps que l’on 
enfermerait dans cette enceinte ne prendraient point une température 
commune, ainsi qu’on le remarque toujours; celle qu’ils acquerraient 
dépendrait du lieu qu’ils occuperaient, ou de leur forme, ou de celles 
des corps voisins.

On observerait ces mêmes résultats, ou d’autres effets également 
contraires à l’expérience commune, si l’on admettait entre les rayons 
qui sortent d’un même point des rapports différents de ceux que l’on a 
énoncés. Nous avons reconnu que cette loi est seule compatible avec 
le fait général de l’équilibre de la chaleur rayonnante.

48.
Si un espace vide d’air est terminé de tous côtés par une enceinte 

solide dont les parties sont entretenues à une température commune 
et constante a, et si l’on met en un point quelconque de l’espace un 
thermomètre qui ait la température actuelle a, il la conservera sans 
aucun changement. Il recevra donc à chaque instant de la surface inté
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rieure de l’enceinte autant de chaleur qu’il lui en envoie. Cet effet des 
rayons de chaleur dans un espace donné est, à proprement parler, la 
mesure de la température : mais cette considération suppose la théorie 
mathématique delà chaleur rayonnante. Si l’on place maintenant entre 
le thermomètre et une partie de la surface de l’enceinte un corps M 
dont la température soit a, le thermomètre cessera de recevoir les 
rayons d’une partie de cette surface intérieure; mais ils seront rem
placés par ceux qu’il recevra du corps interposé M. Un calcul facile 
prouve (juc la compensation est exacte, en sorte que l’étal du thermo
mètre ne sera point changé. Il n’en est pas de même si la température 
du corps M n’est pas égale à celle de l’enceinte. Lorsqu’elle est plus 
grande, les rayons, que le corps interposé M envoie au thermomètre 
et qui remplacent les rayons interceptés, ont plus de chaleur que ces 
derniers; la température du thermomètre doit donc s’élever.

Si, au contraire, le corps intermédiaire a une température moindre 
([lie a, celle du thermomètre devra s’abaisser; car les rayons que ce 
corps intercepte sont remplacés par ceux qu’il envoie, c’est-à-dire par 
des rayons plus froids que ceux de l’enceinte; ainsi le thermomètre ne 
reçoit pas toute la chaleur qui serait nécessaire pour maintenir sa tem
pérature a. ,

49.
On a fait abstraction jusqu’ici de la faculté qu’ont toutes les surfaces 

de réfléchir une partie des rayons qui leur sont envoyés. Si l’on ne con
sidérait point cette propriété, on n’aurait qu’une idée très incomplète 
de l’équilibre de la chaleur rayonnante.

Supposons donc que, dans la surface intérieure de l’enceinte entre
tenue à une température constante, il y ait une portion qui jouisse à 
un certain degré de la faculté dont il s’agit ; chaque point de la surface 
réfléchissante enverra dans I espace deux espèces de rayons : les uns 
sortent de l’intérieur mémo de la substance dont 1 enceinte est formée, 
les autres sont seulement réfléchis par cette même surface à laquelle 
ils ont été envoyés. Mais en même temps que la surface repousse à 
l’extérieur une partie des rayons incidents, elle retient dans l’intérieur 
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une partie de ses propres rayons. Il s’établit à cet égard une compen
sation exacte, c’est-à-dire que chacun des rayons propres, dont la sur
face empêche l’émission, est remplacé par un rayon réfléchi d’une 
égale intensité.

Le même résultat aurait lieu si la faculté de réfléchir les rayons 
affectait à un degré quelconque d’autres parties de l’enceinte, ou la 
superficie des corps placés dans le même espace et parvenus à la tem
pérature commune.

Ainsi la réflexion de la chaleur ne trouble point l’équilibre des 
températures et n’apporte, pendant que cet équilibre subsiste, aucun 
changement à la loi suivant laquelle l’intensité des rayons qui partent 
d’un même point décroît proportionnellemerft au sinus de l’angle d’é
mission.

50.

Supposons que dans cette même enceinte, dont toutes les parties 
conservent la température a, on place un corps isolé M et une surface 
métallique polie R qui, tournant sa concavité vers le corps, réfléchisse 
une grande partie des rayons qu’elle en reçoit; si l’on place entre le 
corps M et la surface réfléchissante R un thermomètre qui occupe le 
foyer de ce miroir, on observera trois effets différents, selon que la 
température du corps M sera égale à la température commune a, ou 
sera plus grande, ou sera moindre.

Dans le premier cas, le thermomètre conserve la température a\ il 
reçoit : i° des rayons de chaleur de toutes les parties de l’enceinte qui 
ne lui sont point cachées par le corps M ou par le miroir; 20 des rayons 
envoyés par le corps; 3° ceux que la surface R envoie au foyer, soit 
qu’ils viennent de la masse même du miroir, soit que la surface les ait 
seulement réfléchis; et parmi ces derniers on peut distinguer ceux qui 
sont envoyés au miroir par la masse M et ceux qu’il reçoit de l’en
ceinte. Tous les rayons dont il s’agit proviennent des surfaces qui, 
d’après l’hypothèse, ont une température commune a, en sorte que le 
thermomètre est précisément dans le même état que si l’espace ter
miné par l’enceinte ne contenait point d’autre corps que lui.
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Dans le second cas, le thermomètre placé entre le corps échauffé M 
et le miroir doit acquérir une température plus grande que a. En effet, 
il reçoit les mêmes rayons que dans la première hypothèse; mais il y a 
deux différences remarquables : l’une provient de ce que les rayons 
envoyés par le corps M au miroir et réfléchis sur le thermomètre con
tiennent plus de chaleur que dans ïe premier cas. L’autre différence 
provient des rayons que le corps M envoie directement au thermomètre 
et qui ont plus de chaleur qu’auparavant. L’une et l’autre cause, et 
principalement la première, concourent à élever la température du 
thermomètre.

Dans le troisième cas, c’est-à-dire lorsque la température de la 
masse M est moindre que a, le thermomètre doit prendre aussi une 
température moindre que a. En effet, il reçoit encore toutes les es
pèces de rayons que nous avons distinguées pour le premier cas; mais 
il y en a deux sortes qui contiennent moins de chaleur que dans cette 
première hypothèse, savoir ceux qui, envoyés par le corps M, sont réflé
chis par le miroir sur le thermomètre, et ceux que le même corps M lui 
envoie directement. Ainsi le thermomètre ne reçoit pas toute la cha
leur qui lui est nécessaire pour conserver sa température primitive a. 
11 envoie plus de chaleur qu’il n’en reçoit. 11 faut donc que sa tempé
rature s’abaisse jusqu’à ce que les rayons qu’il reçoit suffisent pour 
compenser ceux qu’il perd. C’est ce dernier effet que l’on a nommé la 
réflexion du froid et qui, à proprement parler, consiste dans la réflexion 
d’une chaleur trop faible. Le miroir intercepte une certaine quantité 
de chaleur et la remplace par une moindre quantité.

51.

Si l’on place dans l’enceinte entretenue à une température con
stante a un corps M dont la température a' soit moindre que a, la 
présence de ce corps fera baisser le thermomètre exposé à ses rayons, 
et l’on doit remarquer qu’en général ces rayons envoyés au thermo
mètre par la surface du corps M sont de deux espèces, savoir ceux qui 
sortent de l’intérieur de la masse M, et ceux qui, venant des diverses 
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parties de l’enceinte, rencontrent la surface M et sont réfléchis sur le 
thermomètre. Ces derniers ont la température commune a-, mais ceux 
qui appartiennent au corps M contiennent moins de chaleur, et ce sont 
ces rayons qui refroidissent le thermomètre. Si maintenant, en chan
geant l’état de la surface du corps M, par exemple en détruisant le poli, 
on diminue la faculté qu’elle a de réfléchir les rayons incidents, le ther
momètre s’abaissera encore et prendra une température a" moindre que 
a'. En effet, toutes les conditions seront les mêmes que dans le cas pré
cédent, si ce n’est que la masse M envoie une plus grande quantité de 
ses propres rayons et réfléchit une moindre quantité des rayons qu’elle 
reçoit de l’enceinte; c’est-à-dire que ces derniers, qui ont la tempéra
ture commune, sont en partie remplacés par des rayons plus froids. 
Donc le thermomètre ne reçoit plus autant de chaleur qu’auparavant.

Si, indépendamment de ce changement de la surface du corps M, on 
place un miroir métallique propre à réfléchir sur le thermomètre les 
rayons sortis de M, la température prendra une valeur a'" moindre que 
a". En effet, le miroir intercepte au thermomètre une partie des rayons 
de l’enceinte qui ont tous la température a, et les remplace par trois 
espèces de rayons, savoir : i° ceux qui proviennent de l’intérieur même 
du miroir et qui ont la température commune; 20 ceux que diverses 
parties de l’enceinte envoient au miroir avec cette même température 
et qui sont réfléchis vers le foyer; 3° ceux qui, venant de l’intérieur du 
corps M, tombent sur le miroir et sont réfléchis sur le thermomètre. 
Ces derniers ont une température moindre que a-, donc le thermomètre 
ne reçoit plus autant de chaleur qu’il en recevait avant que l’on plaçât 
le miroir.

Enfin, si l’on vient à changer aussi l’état de la surface du miroir, et 
qu’en lui donnant un poli plus parfait on augmente la faculté de réflé
chir la chaleur, le thermomètre s’abaissera encore. En effet, toutes les 
conditions qui avaient lieu dans le cas précédent subsistent. Il arrive 
seulement que le miroir envoie une moindre quantité de ses propres 
rayons, et il les remplace par ceux qu’il réfléchit. Or, parmi ces der
niers, tous ceux qui sortent de l’intérieur de la masse M ont moins 
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d’intensité que s'ils venaient de l'intérieur du miroir métallique; donc 
le thermomètre reçoit encore moins de chaleur qu’auparavant; il 
prendra donc une température «Iv moindre que a'".

On explique facilement par les mêmes principes tous les effets 
connus de l'irradiation de la chaleur ou du froid.

J

52.

Les effets de la chaleur ne peuvent nullement être comparés à ceux 
d’un fluide élastique dont les molécules sont en repos. Ce serait inu
tilement que l’on voudrait déduire de cette hypothèse les lois de la 
propagation que nous expliquons dans cet Ouvrage et que toutes les 
expériences ont confirmées. L’état libre de la chaleur est celui de la 
lumière; l’habitude de cet élément est donc entièrement différente de 
celle des substances aériformes. La chaleur agit de la même manière 
dans le vide, dans les fluides élastiques et dans les masses liquides ou 
solides; elle ne s’y propage que par voie d’irradiation, mais ses effets 
sensibles diffèrent selon la nature des corps.

53.

La chaleur est le principe de toute élasticité; c’est sa force répulsive 
qui conserve la figure des masses solides et le volume des liquides. 
Dans les substances solides, les molécules voisines céderaient à leur 
attraction mutuelle si son effet n’était pas détruit par la chaleur qui les 
sépare.

Cette force élastique est d’autant plus grande que la température est 
plus élevée; c'est pour cela que les corps se dilatent ou se condensent, 
lorsqu’on élève ou lorsqu’on abaisse leur température.

54.

L’équilibre qui subsiste dans l’intérieur d'une masse solide entre la 
force répulsive de la chaleur et l’attraction moléculaire est stable; 
c’est-à-dire qu’il se rétablit de lui-même lorsqu’il est troublé par une 
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cause accidentelle. Si les molécules sont placées à la distance qui con
venait à l’équilibre, et si une force extérieure vient à augmenter cette 
distance sans que la température soit changée, l’effet de l’attraction 
commence à surpasser celui de la chaleur et ramène les molécules à 
leur position primitive, après une multitude d’oscillations qui devien
nent de plus en plus insensibles.

Un effet semblable s’opère en sens opposé lorsqu’une cause méca
nique diminue la distance primitive des molécules; telle est l’origine 
des vibrations des corps sonores ou flexibles et de tous les effets de 
leur élasticité.

55.

Dans l’état liquide ou aériforme, la compression extérieure s’ajoute 
ou supplée à l’attraction moléculaire et, s’exerçant sur les surfaces, 
elle ne s’oppose point au changement de figure, mais seulement à celui 
du volume occupé. L’emploi du calcul ferait mieux connaître comment 
la force répulsive de la chaleur, opposée à l’attraction des molécules 
ou à la compression extérieure, concourt à la composition des corps 
solides ou liquides formés d’un ou plusieurs principes et détermine les 
propriétés élastiques des fluides aériformes; mais ces recherches n’ap
partiennent point à l’objet que nous traitons et rentrent dans les théo
ries dynamiques.

56.

On ne peut douter que le mode d’action de la chaleur ne consiste 
toujours, comme celui de la lumière, dans la communication réciproque 
des rayons, et cette explication est adoptée aujourd’hui de la plupart 
des physiciens; mais il n’est point nécessaire de considérer les phé
nomènes sous cet aspect pour établir la théorie de la chaleur. On recon
naîtra, dans le cours de cet Ouvrage, que les lois de l’équilibre de la 
chaleur rayonnante et celles de la propagation dans les masses solides 
ou liquides peuvent, indépendamment de toute explication physique, 
être rigoureusement démontrées comme des conséquences nécessaires 
des observations communes.
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SECTION III.

PRINCIPE DE LA COMMUNICATION DE LA CHALEUR.

57.,

Nous allons présentement examiner ce que les expériences nous 
apprennent sur la communication de la chaleur.

Si deux molécules égales sont formées de la meme substance et ont 
la même température, chacune d’elles reçoit de l’autre autant de cha
leur qu’elle lui en envoie: leur action mutuelle doit donc être regardée 
comme nulle, parce que le résultat de cette action ne peut apporter 
aucun changement dans l’état des molécules. Si au contraire la pre
mière est plus échauffée que la seconde, elle lui envoie plus de chaleur 
qu’elle n’en reçoit; le résultat de l’action mutuelle est la différence de 
ces deux quantités de chaleur. Dans tous les cas nous faisons abstrac
tion des quantités égales de chaleur que deux points matériels quel
conques s’envoient réciproquement; nous concevons que le point le 
plus échauffé agit seul sur l’autre, et qu’en vertu de cette action le 
premier perd une certaine quantité de chaleur qui est acquise par le 
second. Ainsi l’action de deux molécules, ou la quantité de chaleur 
que la plus échauffée communique à l’autre, est la différence des deux 
quantités qu’elles s’envoient réciproquement.

58.

Supposons que l’on place dans l’air un corps solide homogène dont 
les différents points ont actuellement des températures inégales; cha
cune des molécules dont le corps est composé commencera à recevoir 
de la chaleur de celles qui en sont extrêmement peu distantes, ou leur 
en communiquera. Cette action s’exerçant pendant le même instant 
entre tous les points de la masse, il en résultera un changement infi
niment petit pour toutes les températures : le solide éprouvera à chaque 
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instant des effets semblables, en sorte que les variations de tempéra
ture deviendront de plus en plus sensibles. Considérons seulement le 
système de deux molécules égales et extrêmement voisines m et n, et 
cherchons quelle est la quantité de chaleur que la première peut rece
voir de la seconde pendant la durée d’un instant; on appliquera ensuite 
le même raisonnement à tous les autres points qui sont assez voisins 
du point m pour agir immédiatement sur lui dans le premier instant.

La quantité de chaleur communiquée par le point n au point m 
dépend de la durée de l’instant, de la distance extrêmement petite de 
ces points, de la température actuelle de chacun et de la nature de la 
substance solide; c’est-à-dire que, si l’un de ces éléments venait à 
varier, tous les autres demeurant les mêmes, la quantité de chaleur 
transmise varierait aussi. Or les expériences ont fait connaître à cet 
égard un résultat général : il consiste en ce que, toutes les autres 
circonstances étant les mêmes, la quantité de chaleur que l’une des 
molécules reçoit de l’autre est proportionnelle à la différence de tem
pérature de ces deux molécules. Ainsi cette quantité serait double, 
triple, quadruple si, tout restant d’ailleurs le même, la différence de la 
température du point n à celle du point m était double ou triple ou 
quadruple. Pour se rendre raison de ce résultat, il faut considérer que 
l’action de n sur m est toujours d’autant plus grande qu’il y a plus de 
différence entre les températures des deux points; elle est nulle si les 
températures sont égales; mais, si la molécule n contient plus de cha
leur que la molécule égale m, c’est-à-dire si, la température de m étant 
p, celle de n est p H- A, une portion de la chaleur excédante passera de 
n à m. Or, si l’excès de chaleur était double ou, ce qui est la même 
chose, si la température de n était v + 2A, la chaleur excédante serait 
composée de deux parties égales correspondantes aux deux moitiés de 
la différence totale des températures 2A; chacune de ces parties aurait 
son effet propre comme si elle était seule : ainsi la quantité de chaleur 
communiquée par n à m serait deux fois plus grande que si la diffé
rence des températures était seulement A. C’est cette action simultanée 
des différentes parties de la chaleur excédante qui constitue le prin- 
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cipc de la communication de la chaleur. Il en résulte que la somme 
des actions partielles ou la quantité totale de chaleur que m reçoit 
de n est proportionnelle à la différence des deux températures.

59.
J

En désignant par e et e' les températures des deux molécules égales 
m et n, par/? leur distance extrêmement petite et par dl la durée infi
niment petite de l’instant, la quantité de chaleur que m reçoit de n, 
pendant cet instant, sera exprimée par (/ — e) y(p) dl. On désigne 
par une certaine fonction de la distance p qui, dans les corps 
solides et dans les liquides, devient nulle lorsque p a une grandeur 
sensible. Cette fonction est la même pour tous les points d’une même 
substance donnée; elle varie avec la nature de la substance.

60.

La quantité de chaleur que les corps perdent par leur surface est 
assujettie au même principe. Si l’on désigne par g l’étendue ou finie 
ou infiniment petite de la surface dont tous les points ont la tempéra
ture v, et si a représenta la température de l’air atmosphérique, le 
coefficient h étant la mesure de la conducibilité extérieure, on aura 

— a)dt pour l’expression de la quantité de chaleur que cette sur
face g transmet à l’air pendant l’instant dl.

Lorsque les deux molécules, dont l’une transmet directement à 
l’autre une certaine quantité de chaleur, appartiennent au même 
solide, l’expression exacte de la chaleur communiquée est celle que 
nous avons donnée dans l’article précédent parce que, les molécules 
étant extrêmement voisines, la différence des températures est extrê
mement petite. Il n’en est pas de meme lorsque la chaleur passe d’un 
corps solide dans un milieu aériforme. Mais les expériences nous ap
prennent que, si la différence est une quantité assez petite, la chaleur 
transmise est sensiblement proportionnelle à cette différence et que le 
nombre h peut, dans les premières recherches, être considéré comme
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ayant une valeur constante, propre à chaque état de la surface, mais 
indépendante de la température.

61.

Ces propositions relatives à la quantité de chaleur communiquée ont 
été déduites de diverses observations. On voit d’abord, comme une 
conséquence évidente des expressions dont il s’agit, que, si l’on aug
mentait d’une quantité commune toutes les températures initiales de 
la masse solide et celle du milieu où elle est placée, les changements 
successifs des températures seraient exactement les mêmes que si l’on 
ne faisait point cette addition. Or ce résultat est sensiblement con
forme aux expériences; il a été admis par les premiers physiciens qui 
ont observé les effets de la chaleur.

62.

Si le milieu est entretenu à une température constante et si le corps 
échauffé qui est placé dans ce milieu a des dimensions assez petites 
pour que la température, en s’abaissant de plus en plus, demeure 
sensiblement la même dans tous ses points, il suit des mêmes proposi
tions qu’il s’échappera à chaque instant, par la surface du corps, une 
quantité de chaleur proportionnelle à l’excès de sa température ac
tuelle sur celle du milieu. On en conclut facilement, comme on le 
verra dans la suite de cet Ouvrage, que la ligne dont les abscisses 
représenteraient les temps écoulés et dont les ordonnées représente
raient les températures qui correspondent à ces temps, est une courbe 
logarithmique : or les observations fournissent aussi ce même résultat, 
lorsque l’excès de la température du solide sur celle du milieu est une 
quantité assez petite.

63.

Supposons que le milieu soit entretenu à la température constante o, 
et que les températures initiales des différents points a, b, c, <1, ... 
d’une même masse soient a, p, y, X, .. •, qu’à la lin du premier instant 
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elles soient devenues a', 0', y', 8', .qu’à la fin du deuxième instant 
elles soient a", 0", y", S", ..., ainsi de suite. On peut facilement con
clure des propositions énoncées que, si les températures initiales des 
mêmes points avaient été ga, g^, gy, g^, ... (g étant un nombre quel
conque), elles seraient devenues, en vertu de l’action des différents 
points, à la fin du premier instant, gv!, g^', gy, g^', ..., à la fin du 
second instant gv", gft", gy", g^", ..., ainsi de suite. En effet, compa
rons le cas où les températures initiales des points a, b, c, d,... étaient 
a, 0, y, S, ... avec celui où elles sont 2a, 20, 2y, 2S,..., le milieu conser
vant, dans l’un et l’autre cas, la température o. Dans la seconde hypo
thèse, les différences des températures des deux points quelconques sont 
doubles de ce qu’elles étaient dans la première, et l’excès de la tem
pérature de chaque point sur celle de chaque molécule du milieu est 
aussi double; par conséquent la quantité de chaleur qu’une molécule 
quelconque envoie à une autre, ou celle qu’elle en reçoit, est, dans la 
seconde hypothèse, double de ce qu’elle était dans la première. Le 
changement que chaque point subit dans sa température étant propor
tionnel à la quantité de chaleur acquise, il s’ensuit que, dans le second 
cas, ce changement est double de ce qu’il était dans le premier. Or on 
a supposé que la tempésature initiale du premier point, qui était a, 
devient a' à la fin du premier instant; donc, si cette température ini
tiale eût été 2x et si toutes les autres eussent été doubles, elle serait 
devenue ax'. Il en serait de même de toutes les autres molécules b, c, 
d, . . ., et l’on tirera une conséquence semblable si le rapport, au lieu 
d’être 2, est un nombre quelconque g. Il résulte donc du principe de la 
communication de la chaleur que, si l’on augmente ou si l’on diminue 
dans une raison donnée toutes les températures initiales, on augmente 
ou l’on diminue dans la même raison toutes les températures succes
sives.

Ce résultat, comme les deux précédents, est confirmé par les obser
vations. Il ne pourrait point avoir lieu si la quantité de chaleur qui 
passe d’une molécule à une autre n’était point, en effet, proportion
nelle à la différence des températures.
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On a observé, avec des instruments précis, les températures perma
nentes des différents points d’une barre ou d’une armille métallique, 
et la propagation de la chaleur dans ces mêmes corps et dans plu
sieurs autres solides de forme sphérique ou cubique. Les résultats de 
ces expériences s’accordent avec ceux que l’on déduit des propositions 
précédentes. Ils seraient entièrement différents si la quantité de cha
leur transmise par une molécule solide à une autre, ou à une molé
cule de l’air, n’était pas proportionnelle à l’excès de température. Il 
est d’abord nécessaire de connaître tou tes les conséquences rigoureuses 
de cette proposition ; par là on détermine la partie principale des quan
tités qui sont l’objet de la question. En comparant ensuite les valeurs 
calculées avec celles que donnent des expériences nombreuses et très 
précises, on peut facilement mesurer les variations des coefficients et 
perfectionner les premières recherches.

SECTION IV.

DU MOUVEMENT UNIFORME ET LINÉAIRE DE LA CHALEUR.

65.

On considérera, en premier lieu, le mouvement uniforme de la cha
leur dans le cas le plus simple, qui est celui d’un solide infini compris 
entre deux plans parallèles.

On suppose qu’un corps solide formé d’une substance homogène est 
compris entre deux plans infinis et parallèles; le plan inférieur A est 
entretenu par une cause quelconque à une température constante a; 
on peut concevoir, par exemple, que la niasse est prolongée et que le 
plan A est une section commune au solide et à cette masse intérieure 
échauffée dans tous ses points par un foyer constant; le plan supé
rieur B est aussi maintenu par une cause semblable à une température 
fixe b, dont la valeur est moindre que celle de a : il s’agit de déter
miner quel serait le résultat de cette hypothèse si elle était continuée 
pendant un temps infini.
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Si l’on suppose que la température initiale de toutes les parties de 
ce corps soit b, on voit que la chaleur qui sort du foyer A se propa
gera de plus en plus et élèvera là température des molécules com
prises entre les deux plans; mais, celle du plan supérieur ne pouvant, 
d'après l’hypothèse, être plus grande que b, la chaleur se dissipera 
dans la masse plus froide dont le contact retient le plan B à la tempé
rature constante b. Le système des températures tendra de plus en 
plus à un état final qu’il ne pourra jamais atteindre, mais qui aurait, 
comme on va le prouver, la propriété de subsister lui-même et de se 
conserver sans aucun changement s’il était une fois formé.

. Dans cet état final et fixe que nous considérons, la température per
manente d’un point du solide est évidemment la même pour tous les 
points d’une même section parallèle à la base; et nous allons démon
trer que cette température fixe, qui est commune à tous les points 
d une section intermédiaire, décroît en progression arithmétique depuis 
la base jusqu au plan supérieur, c’est-à-dire qu’en représentant les 
températures constantes a et b par les ordonnées A a et Bp {fig. i),

l'ig. I.

B P

élevées perpendiculairement sur la distance AB des deux plans, les 
températures fixes des couches intermédiaires seront représentées par 
les ordonnées de la droite ap qui joint les extrémités a et p; ainsi, en 
désignant par s la hauteur d’une section intermédiaire ou la distance 
perpendiculaire au plan A, par e la hauteur totale ou la distance AB et 
par v la température de la section dont la hauteur est s, on doit avoir 
l’équation

b — av=.a-\--------z.
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En effet, si les températures étaient établies d’abord suivant cette 
loi et si les surfaces extrêmes A et B étaient toujours retenues aux tem
pératures a et b, il ne pourrait survenir aucun changement dans l’état 
du solide. Pour s’en convaincre, il suffira de comparer la quantité de 
chaleur qui traverserait une section intermédiaire A' à celle qui, pen
dant le même temps, traverserait une autre section B'.

En se représentant que l’état final du solide est formé et subsistant, 
on voit que la partie de la masse qui est au-dessous du plan A' doit 
communiquer de la chaleur à la partie qui est au-dessus de ce plan, 
puisque cette seconde partie est moins échauffée que la première.

Imaginons que deux points du solide m et m', extrêmement voisins 
l’un de l’autre et placés d’une manière quelconque, l’un m au-dessous 
du plan A' et l’autre m' au-dessus de ce plan, exercent leur action pen
dant un instant infiniment petit : le point le plus échauffé m commu
niquera à m une certaine quantité de chaleur qui traversera ce plan A'. 
Soient x, y, z les coordonnées rectangulaires du point m, et x', y', z' 
les coordonnées du point m' -, considérons encore deux points n et n' 
extrêmement voisins l’un de l’autre et placés par rapport au plan B', 
de même que m et ni' sont placés par rapport au plan A' : c’est-à-dire 
qu’en désignant par £ la distance perpendiculaire des deux sections A' 
et B', les coordonnées du point n seront x, y, z-i-Ç et celles du 
point n' seront x', y, Les deux distances mm' et nn' seront 
égales; de plus, la différence de la température v du point m à la tem
pérature / du point m' sera la même que la différence des températures 
des deux points n et n'. En effet, cette première différence se détermi
nera en substituant z, et ensuite z', dans l’équation générale

b — aP — Cl -f—    Z y e

et retranchant la seconde équation de la première. On en conclura

on trouvera ensuite, par les substi tutions de z -h £ et z' -4- que l’excès 
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de la température du point n sur celle du point n' a aussi pour expres

sion — 3'). Il suit de là que la quantité de chaleur envoyée par 

le point m au point m' sera la même que la quantité de chaleur envoyée 
par le point n au point n'-, car tous les éléments qui concourent à dé
terminer cette quantité de chaleur transmise sont les mêmes.

Il est manifeste que l’on peut appliquer le même raisonnement à 
tous les systèmes de deux molécules qui se communiquent de la cha
leur à travers la section A' ou la section B'; donc, si l’on pouvait re
cueillir toute la quantité de chaleur qui s’écoule, pendant un même 
instant, à travers la section A' ou la section B', on trouverait que celte 
quantité est la même pour les deux sections.

Il en résulte que la partie du solide comprise entre A'et B' reçoit 
toujours autant de chaleur qu’elle en perd; et comme cette consé
quence s’applique à une portion quelconque de la masse comprise 
•mtre deux sections parallèles, il est évident qu’aucune partie du 
solide ne peut acquérir une température plus élevée que celle qu’elle 
a présentement. Ainsi il est rigoureusement démontré que l’état du 
prisme subsistera continuellement tel qu’il était d’abord.

Donc les températures permanentes des différentes sections d’un 
solide compris entre les deux plans parallèles infinis sont représentées 
par les ordonnées de la ligne droite et satisfont à l’équation linéaire

66.

On voit distinctement, par ce qui précède, en quoi consiste la pro
pagation de la chaleur dans un solide compris entre deux plans paral
lèles et infinis, dont chacun est maintenu à une température constante. 
La chaleur pénètre successivement dans la masse a travers la base 
inférieure; les températures des sections intermédiaires s élèvent et 
ne peuvent jamais surpasser, ni même atteindre entièrement, une cer
taine limite dont elles s’approchent de plus en plus : cette limite ou

F. 6
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température finale est différente pour les différentes couches intermé
diaires, et elle décroît, en progression arithmétique, depuis la tempé
rature fixe du plan inférieur jusqu’à la température fixe du plan supé
rieur.

Les températures finales sont celles qu’il faudrait donner au solide 
pour que son état fût permanent; l’état variable qui le précède peut 
être aussi soumis au calcul, comme on le verra par la suite; mais nous 
ne considérons ici que le système des températures finales et perma
nentes. Dans ce dernier état, il s’écoule, pendant chaque division du 
temps, à travers une section parallèle à la base ou une portion déter
minée de cette section, une certaine quantité de chaleur, qui est con
stante si les divisions du temps sont égales. Ce flux uniforme est le 
même pour toutes les sections intermédiaires; il est égal à celui qui 
sort du foyer et à celui que perd, dans le même temps, la surface supé
rieure du solide en vertu de la cause qui maintient la température.

67.

Il s’agit maintenant de mesurer cette quantité de chaleur qui se 
propage uniformément dans le solide, pendant un temps donné, à tra
vers une partie déterminée d’une section parallèle à la base : elle dé
pend, comme on va le voir, des deux températures extrêmes a et b et

h'
Fig- 2.

de la distance e des deux bases; elle varierait si I un quelconque de 
ees éléments venait à changer, les autres demeurant les mêmes. Sup
posons un second solide, formé de la même substance que le premier, 
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et compris entre deux plans parallèles infinis dont la distance perpen
diculaire est e' {fig. 2); la base inferieure est entretenue à la tempé
rature fixe a', et la base supérieure à la température fixe //; l'un et 
l’autre solides sont considérés dans cet état final et permanent qui a la 
propriété de se conserver lui-même dès qu’il est formé. Ainsi, e étant 
dans le premier solide, et u dans le second, la température de la sec
tion dont 5 est la hauteur, la loi des températures est exprimée, pour 
le premier corps, par l’équation 

et, pour le second, par l’équation

Cela posé, on comparera la quantité de chaleur qui, pendant l’unité 
de temps, traverse une étendue égale à l’unité de surface prise sur une 
section intermédiaire L du premier solide à celle qui, pendant le même 
temps, traverse une égale étendue prise sur la section L' du second, 
e étant la hauteur commune de ces deux sections, c’est-à-dire la distance 
de chacune d’elles à la ba§e inférieure. On considérera dans le premier 
corps deux points n et n' extrêmement voisins, dont l’un n est au- 
dessous du plan L et l’autre n' au-dessus de ce plan; x, y, z sont les 
coordonnées de «, et x', y', z' les coordonnées de n', e étant moindre 
que z1 et plus grand que z. On considérera aussi dans le second solide 
l’action instantanée de deux points p et p' qui sont placés, par rapport 
à la section L', de même que les points n et n' par rapport à la section L 
du premier solide. Ainsi les mêmes coordonnées x, y, z et x', y, z', 
rapportées à trois axes rectangulaires dans le second corps, fixeront 
aussi la position des points p et p'.

Or la distance du point n au point n' est égale a la distance du 
point j> au point p', et, comme les deux corps sont formés de la même 
substance, on en conclut, suivant le principe de la communication de 
la chaleur, que l’action de n sur ri, ou la quantité de chaleur donnée 
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par n à n , et l’action de p sur p' ont entre elles le même rapport que 
les différences de températures p — / et u — u'.

En substituant p, et ensuite p', dans l’équation qui convient au pre
mier solide et retranchant, on trouve 

on a aussi, au moyen de la seconde équation,

donc le rapport des deux actions dont il s’agit est celui de " - '' 
, a'—b’

On peut concevoir maintenant plusieurs autres systèmes de deux 
molécules dont la première envoie à la seconde, à travers le plan L, 
une certaine quantité de chaleur, et, chacun de ces systèmes choisis 
dans le premier solide pouvant être comparé à un système homologue 
placé dans le second et dont l’action s’exerce à travers la section L', 
on appliquera encore le raisonnement précédent pour prouver (pie le 

, , . . . . , a — b a' — b'rapport des deux actions est toujours celui de — a —-,—

Or la quantité totale de chaleur qui, pendant un instant, traverse la 
section L résulte de l’action simultanée d’une multitude de systèmes 
dont chacun est formé de deux points; donc cette quantité de chaleur 
et celle qui, dans le second solide, traverse pendant le même instant

la section L' ont aussi entre elles le rapport de à •

Il est donc facile de comparer entre elles les intensités des flux con
stants de chaleur qui se propagent uniformément dans l’un et l’autre 
solide, c’est-à-dire les quantités de chaleur qui, pendant 1 unité de 
temps, traversent l’unité de surface dans chacun de ces corps. Le rap- 

port de ces deux intensités est celui des deux quotients —-— et —,— 

Si les deux quotients sont égaux, les flux sont les mêmes, quelles que 



CHAPITRE L — INTRODUCTION. 45

soient d’ailleurs les valeurs a, b, e; a', b', e'; en général, en désignant 
par F le premier flux, et par F' le second, on aura

F _  a — b . a! — b'
F “ "V- : Z '

68. J

Supposons que, dans le second solide, la température permanente d 
du plan inférieur soit celle de l’eau bouillante i; que la température b' 
du plan supérieur soit celle de la glace fondante o; que la distance e! 
des deux plans soit l’unité de mesure (un mètre); désignons par K le 
flux constant de chaleur qui, pendant l’unité de temps (une minute), 
traverserait l’unité de surface dans ce dernier solide, s’il était formé 
d’une substance donnée, K exprimant un certain nombre d’unités de 
chaleur, c’est-à-dire un certain nombre de fois la chaleur nécessaire 
pour convertir en eau un kilogramme de glace; on aura, en général, 
pour déterminer le flux constant F, dans un solide formé de cette 
même substance, l’équation

La valeur de F est celle de la quantité de chaleur qui, pendant l’unité 
de temps, passe à travers une étendue égale à l’unité de surface, prise 
sur une section parallèle à la base.

Ainsi l’état thermométrique d’un solide compris entre deux bases 
parallèles infinies, dont la distance perpendiculaire est c et qui sont 
maintenues à des températures fixes a et b, est représenté par les deux 
équations

b — a „ t, a — b r Vdv—-z, F = K ou F = —K-v--e e

La première de ces équations exprime la loi suivant laquelle les 
températures décroissent depuis la base inférieure jusqu’à la face 
opposée; la seconde fait connaître la quantité de chaleur qui traverse,
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pendant un temps donné, une partie déterminée d’une section parallèle 
à la base.

69.

Nous avons choisi ce même coefficient K, qui entre dans la seconde 
équation, pour la mesure de la conducibilité spécifique de chaque sub
stance; ce nombre a des valeurs très différentes pour les différents 
corps.

Il représente, en général, la quantité de chaleur qui, dans un solide 
homogène formé d’une substance donnée et compris entre deux plans 
parallèles infinis, s’écoule, pendant une minute, à travers une surface 
d’un mètre carré prise sur une section parallèle aux plans extrêmes, 
en supposant que ces deux plans sont entretenus, l’un à la tempéra
ture de l’eau bouillante, l’autre à la température de la glace fondante, 
et que tous les plans intermédiaires ont acquis et conservent une tem
pérature permanente.

On pourrait employer une autre définition de la conducibilité; 
comme on pourrait estimer la capacité de chaleur en la rapportant à 
l’unité de volume, au lieu de la rapporter à l’unité de masse. Toutes 
ces définitions sont équivalentes, pourvu qu’elles soient claires et pré
cises.

Nous ferons connaître par la suite comment on peut déterminer par 
l’observation la valeur K de la conducibilité ou conductibilité dans les 
différentes substances.

70.

Pour établir les équations que nous avons rapportées dans l’ar
ticle 68, il ne serait pas nécessaire de supposer que les points qui 
exercent leur action à travers les plans sont extrêmement peu distants. 
Les conséquences seraient encore les mêmes si les distances de ces 
points avaient une grandeur quelconque ; elles s’appliqueraient donc 
aussi au cas où l’action immédiate de la chaleur se porterait dans l’in
térieur de la masse jusqu’à des distances assez considérables, toutes
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les circonstances qui constituent l'hypothèse demeurant d’ailleurs les 
mêmes.

Il faut seulement supposer que la cause qui entretient les tempéra
tures à la superficie du solide n’affecte pas seulement la partie de la 
masse qui est extrêmement voisine de la surface, mais que son action 
s’étend jusqu’à une profondeur finie. L’équation

représentera encore dans ce cas les températures permanentes du 
solide. Le vrai sens de cette proposition est que, si l’on donnait à tous 
les points de la masse les températures exprimées par l’équation, et si, 
de plus, une cause quelconque agissant sur les deux tranches extrêmes 
retenait toujours chacune de leurs molécules à la température que 
cette même équation leur assigne, les points intérieurs du solide Con
serveraient sans aucun changement leur étal initial.

Si l’on supposait que l’action d’un point de la masse pût s’étendre 
jusqu’à une distance finie e, il faudrait que l’épaisseur des tranches 
extrêmes, dont l’état est maintenu par la cause extérieure, fût au 
moins égale à s. Mais la quantité e n’ayant en effet, dans l’état naturel 
des solides, qu’une valeur inappréciable, on doit faire abstraction de 
cette épaisseur, et il suffit que la cause extérieure agisse sur chacune 
des deux couches extrêmement petites qui terminent le solide. C’est 
toujours ce que l’on doit entendre parcelle expression : entretenir la 
température constante de la surface.

71.

Nous allons encore examiner le cas où le même solide serait exposé, 
par l’une de scs faces, à l’air atmosphérique entretenu à une tempéra
ture constante.

Supposons donc que ce plan inférieur conserve, en vertu d une cause 
extérieure quelconque, la température fixe a, et que le plan supé
rieur, au lieu d’être retenu, comme précédemment, a une température 
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moindre b, est exposé à l’air atmosphérique maintenu à cette tempéra
ture b, la distance perpendiculaire des deux plans étant toujours dési
gnée par e : il s’agit de déterminer les températures finales.

En supposant que, dans l’état initial du solide, la température com
mune de ses molécules est b ou moindre que b, on se représente 
facilement que la chaleur qui sort incessamment du foyer A pénètre 
la masse et élève de plus en plus les températures des sections inter
médiaires; la surface supérieure s’échauffe successivement et elle 
laisse échapper dans l’air une partie de la chaleur qui a pénétré le 
solide. Le système des températures s’approche continuellement d’un 
dernier état qui subsisterait de lui-même s’il était d’abord formé; dans 
cet état final, qui est celui que nous considérons, la température du 
plan B a une valeur fixe mais inconnue, que nous désignerons par p, 
et, comme le plan inférieur A conserve aussi une température perma
nente a, le système des températures est représenté par l’équation 
générale

S — a v — a + ----- - z, e

e désignant toujours la température fixe de la section dont la hauteur 
est z. La quantité de chaleur qui s’écoule pendant l’unité de temps, à 
travers une surface égale à l’unité et prise sur une section quelconque, 

est K désignant la conducibilité propre.

Il faut considérer maintenant que la surface supérieure B, dont la 
température est p, laisse échapper dans l’air une certaine quantité de 
chaleur qui doit être précisément égale à celle qui traverse une section 
quelconque L du solide. S’il n’en était pas ainsi, la partie de la masse 
qui est comprise entre cette section L et le plan B ne recevrait point 
une quantité de chaleur égale à celle qu’elle perd; donc elle ne con
serverait point son état, ce qui est contre l’hypothèse; donc le flux 
constant de la surface est égal à celui qui traverse le solide : or la 
quantité de chaleur qui sort, pendant l’unité de temps, de l’unité de 
surface prise sur le plan B, est exprimée par A(P — b), b étant la tem
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pérature fixe de l’air et h la mesure de la conducibilité de la surface B, 
ou doit donc former l’équation

qui fera connaître la valeur de p.
On en déduit

r he -t- K

équation dont le second membre est. connu; car les températures a 
et b sont données, ainsi que les quantités h, K, e.

En mettant cette valeur de a — p dans l’équation générale

on aura, pour exprimer les températures de toutes les sections du 
solide, l’équation 

dans laquelle il n’entre que des quantités connues et les variables cor
respondantes e et z.

• 72.

Nous avons déterminé jusqu’ici l’état final et permanent des tempé
ratures dans un solide compris entre deux surfaces planes, infinies et 
parallèles, entretenues à des températures inégales. Ce premier cas 
est, à proprement parler, celui de la propagation linéaire et uniforme, 
car il n’v a point de transport de chaleur dans le plan parallèle aux 
bases; celle qui traverse le solide s’écoule uniformément, puisque la 
valeur du flux est la même pour tous les instants et pour toutes les 
sections.

Nous allons rappeler les trois propositions principales qui résultent 
de l’examen de cette question; elles sont susceptibles d un grand 
nombre d’applications et forment les premiers éléments de notre 
théorie.

F. 7
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i° Si l’on élève aux deux extrémités de la hauteur e du solide deux 
perpendiculaires qui représentent les températures a et b des deux 
bases, et si l’on mène une droite qui joigne les extrémités de ces 
deux premières ordonnées, toutes les températures intermédiaires 
seront proportionnelles aux ordonnées de cette droite; elles sont ex
primées par l’équation générale

e désignant la température de la section dont la hauteur est z.
20 La quantité de chaleur qui s’écoule uniformément, pendant l’u

nité de temps, à travers l’unité de surface prise sur une section quel
conque parallèle aux bases est, toutes choses d’ailleurs égales, en 
raison directe de la différence a —b des températures extrêmes, et en 
raison inverse de la distance e qui sépare ces bases. Cette quantité de 

chaleur est exprimée par Ka - ou»—en déduisant de l’équa

tion générale la valeur de qui est constante; ce flux uniforme est 

toujours représenté, pour une substance donnée et dans le solide dont 
il s’agit, par la tangente de l’angle compris entre la perpendiculaire e 
et la droite dont les ordonnées représentent les températures.

3° Si, l’une des surfaces extrêmes du solide étant toujours assujettie 
à la température a, l’autre plan est exposé à l’air maintenu à une tem
pérature fixe b, ce plan en contact avec l’air acquiert, comme dans le 
cas précédent, une température fixe p plus grande que b, et laisse 
échapper dans l’air, à travers l’unité de surface, pendant l’unité de 
temps, une quantité de chaleur exprimée par p — 6), A désignant la 
conducibilité extérieure du plan.

Ce même flux de chaleur A(p — b} est égal à celui qui traverse le 
prisme et dont la valeur est K(« — P) ; on a donc l’équation

__ a — 3
A(p-/>) = K—

qui donne la valeur de p.
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SECTION V.

LOI DES TEMPÉRATURES PERMANENTES DANS UN PRISME D’UNE PETITE ÉPAISSEUR.

73.

On appliquera facilement les principes qui viennent d’être exposés à 
la question suivante, qui est très simple en elle-même, mais dont il 
importait de fonder la solution sur une théorie exacte.

Une barre métallique, dont la forme est celle d’un parallélépipède 
rectangle d’une longueur infinie, est exposée à l’action d’un foyer de 
chaleur qui donne à tous les points de son extrémité A une tempéra
ture constante. Il s’agit de déterminer les températures fixes des diffé
rentes sections de la barre.

On suppose que la section perpendiculaire à l’axe est un carré dont 
le côté 2Z est assez petit pour que l’on puisse, sans erreur sensible, 
regarder comme égales les températures des différents points d’une 
même section. L’air dans lequel la barre est placée est entretenu’à une 
température constante o,,et emporté par un courant d’une vitesse 
uniforme.

La chaleur passera successivement dans l’intérieur du solide; toutes 
ses parties situées à la droite du foyer, et qui n’étaient point exposées 
immédiatement à son action, s’échaufferont de plus en plus; mais la 
température de chaque point ne pourra pas augmenter au delà d’un 
certain terme. Ce maximum de température n’est pas le même pour 
chaque section; il est en général d’autant moindre que cette section 
est plus éloignée de l’origine; on désignera par e la température fixe 
d’une section perpendiculaire à l’axe et placée à la distance x de l’o
rigine A.

Avant que chaque point du solide ait atteint son plus haut degré de 
chaleur, le système des températures varie continuellement et s’ap
proche de plus en plus d’un état fixe, qui est celui que l’on considère.
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Cet état final se conserverait de lui-même s’il était formé. Pour que le 
système des températures soit permanent, il est nécessaire que la quan
tité de chaleur qui traverse, pendant l’unité de temps, une section 
placée à la distance x de l’origine compense exactement toute la cha
leur qui s’échappe, dans le même temps, par la partie de la surface 
extérieure du prisme qui est située à la droite de la même section. La 
tranche dont l’épaisseur est dx, et dont la surface extérieure est 81 dx, 
laisse échapper dans l’air, pendant l’unité de temps, une quantité de 
chaleur exprimée par 8hlvdx, h étant la mesure de la conducibilité 
extérieure du prisme. Donc, en prenant l’intégrale J8hlvdx depuis 
x = o jusqu’à x = x , on trouvera la quantité de chaleur qui sort de 
toute la surface de la barre pendant l’unité de temps; et, si l’on prend 
la même intégrale depuis x = o jusqu’à x = x, on aura la quantité de 
chaleur perdue par la partie de la surface comprise entre le foyer et la 
section placée à la distance x. Désignant par C la première intégrale 
dont la valeur est constante et par f8ldvdx la valeur variable de la 
seconde, la différence C — [8hlv dx exprimera la quantité totale de 
chaleur qui s’échappe dans l’air à travers la partie de la surface placée 
à la droite de la section. D’un autre côté, la tranche du solide, com
prise entre deux sections infiniment voisines placées aux distances x 
et x + dx, doit être assimilée à un solide infini, terminé par deux 
plans parallèles assujettis à des températures fixeseete H- dv, puisque, 
selon l’hypothèse, la température ne varie pas dans toute l’étendue 
d’une même section. L’épaisseur du solide est dx et l’étendue de la 
section est 4^2 : donc la quantité de chaleur qui s’écoule uniformé
ment, pendant l’unité de temps, à travers une section de ce solide est, 

d’après les principes précédents, — 4^2K K étant la conducibilité 

spécifique intérieure; on doit donc avoir l’équation

— 4^2K^-=C—fühlvdx ou EZ-yj — ihv. dx u (iæ
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74.

On obtiendrait le même résultat en considérant l’équilibre de la 
chaleur dans la seule tranche infiniment petite comprise entre les deux 
sections dont les distances sont x et x -\-dx. En effet, la quantité de 
chaleur qui, pendant l’unité de temps, traverse la première section 
placée à la distance x, est — 4^2K^- Pour trouver celle qui s’écoule

pendant le même temps, à travers la section suivante placée à la 
distance x + dx, il faut, dans l'expression précédente, changer x en

" dvx 4- dx, ce qui donne — 4 /2K +• eue \ djj • Si l’on retranche cette

seconde expression de la première, on connaîtra combien la tranche 
que terminent les deux sections acquiert de chaleur pendant l’unité 
de temps; et, puisque l’état de cette tranche est permanent, il faudra 
que toute cette chaleur acquise soit égale à celle qui se dissipe dans 
l’air à travers la surface extérieure Sldx de cette même tranche; or
cette dernière quantité de chaleur est Shlvdx-, on obtiendra donc la 
même équation

^hlvdx = kPKd 
ê dx ) ou dï r_ a h , 

dx* Kl' ’

75.

De quelque manière que l’on forme cette équation, il est nécessaire 
de remarquer que la quantité de chaleur qui traverse la face de la 
tranche dont la distance esta? a une valeur finie, et que son expression 

exacte est — 4^2K Cette tranche étant comprise entre deux surfaces 

dont la première a la température e et la seconde une température 
moindre d, on aperçoit d abord que la quantité de chaleur qu elle 
reçoit par la première surface dépend de la différence e — e et lui est 
proportionnelle ; mais cette remarque ne suffi l pas pour etab 1 ir le calcul. 
La quantité dont il s’agit n’est point une différentielle : elle a une 
valeur finie, puisqu’elle équivaut a toute la chaleur qui sort par la 
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partie de la surface extérieure du prisme qui est située à la droite de 
la section. Pour s’en former une idée exacte, il faut comparer la tranche 
dont l’épaisseur est dx à un solide terminé par deux plans parallèles, 
dont la distance est e et qui sont retenus à des températures inégales, 
a et b. La quantité de chaleur qui pénètre dans un pareil prisme, à tra
vers la surface la plus échauffée, est en effet proportionnelle à la dif
férence a —b des températures extrêmes; mais elle ne dépend pas 
seulement de cette différence : toutes choses d’ailleurs égales, elle est 
d’autant moindre que le prisme a plus d’épaisseur, et, en général, elle 

est proportionnelle à C’est pourquoi la quantité de chaleur qui 
pénètre par la première surface dans la tranche dont l’épaisseur est dx 
est proportionnelle a —

Nous insistons sur cette remarque, parce que l’omission que l’on en 
avait faite a été le premier obstacle à l’établissement de la théorie. En 
ne faisant point une analyse complète des éléments de la question, on 
obtenait une équation non homogène; et, à plus forte raison, on n’au
rait pu former les équations qui expriment le mouvement de la chaleur 
dans des cas plus composés.

Il était nécessaire aussi d’introduire dans le calcul les dimensions 
du prisme, afin de ne point regarder comme générales les conséquences 
que l’observation avait fournies dans un cas particulier. Ainsi l’on a 
reconnu par l’expérience qu’une barre de fer, dont on échauffait l’ex
trémité, ne pouvait acquérir, à G pieds de distance du foyer, une 
température d’un degré (octogésimal) ; car, pour produire cet effet, il 
faudrait que la. chaleur du foyer surpassât beaucoup celle qui mettra 
le fer en fusion; mais ce résultat dépend de l’épaisseur du prisme que 
l’on a employé. Si elle eût été plus grande, la chaleur se serait pro
pagée à une plus grande distance; c’est-à-dire que le point de la barre 
qui acquiert une température fixe d’un degré est d’autant plus éloigné 
du foyer que la barre a plus d’épaisseur, toutes les autres conditions 
demeurant les mêmes. On peut toujours élever d’un degré la tempéra
ture de l’extrémité d’un cylindre de fer en échauffant ce solide par son
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autre extrémité; il ne faut que donner au rayon de la base une lon
gueur suffisante; cela est, pour ainsi dire, évident, et d’ailleurs on en 
trouvera la preuve dans la solution de la question étudiée plus loin 
(art. 78).

76.

L’intégrale de l’équation précédente est

/sâ Ay
<> —Ae

A et B étant deux constantes arbitraires; or, si l’on suppose la distance 
x infinie, la valeur de la températures doit être infiniment petite; donc

r
le terme Be K/ ne subsiste point dans l’intégrale; ainsi l’équation

e=Ae Vkz

représente l’état permanent du solide; la température à l’origine est 
désignée par la constante A, puisqu’elle est la valeur des lorsque x 
est nulle.

Cette même loi suivant laquelle les températures décroissent est 
donnée aussi par l’expérience; plusieurs physiciens ont observé les 
températures fixes des différents points d’une barre métallique exposée 
par son extrémité à l’action constante d’un foyer de chaleur, et ils oui 
reconnu que les distances à l’origine représentent les logarithmes, et 
les températures les nombres correspondants.

77.

La valeur numérique du quotient constant de deux températures 
consécutives étant déterminée par l’observation, on en déduit facile

ment celle du rapport : car, en désignant par e,, e2 les températures 

qui répondent aux distances x,, x2, on aura

e2 V K xï xt
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Quant aux valeurs séparées de h et de K, on ne peut les déterminer 
par des expériences de ce genre : il faut observer aussi le mouvement 
varié de la chaleur.

78.

Supposons que deux barres de même matière et de dimensions iné
gales soient assujetties vers leur extrémité à une même température A; 
soient le côté de la section dans la première barre et /2 le côté de la 
section dans la seconde; on aura, pour exprimer les températures de 
ces deux solides, les équations

Jïh ■ /Ta
Pt = Ae '''‘'s p2=Ae

en désignant, dans le premier solide, par e, la température de la sec
tion placée à la distance x„ et, dans le second solide, par e2 la tempé
rature de la section placée à la distance x...

Lorsque ces deux barres seront parvenues à un état fixe, la tempé
rature d’une section de la première, placée à une certaine distance du 
foyer, ne sera pas égale à la température d’une section de la seconde, 
placée à la même distance du foyer; pour que les températures fixes 
lussent égales, il faudrait que les distances fussent différentés. Si l’on 
veut comparer entre elles les distances x{ et x2, comprises depuis 
l’origine jusqu’aux points qui parviennent dans les deux barres a la 
même température, on égalera les seconds membres des équations et 
l’on en conclura

A,
K

Ainsi les distances dont il s’agit sont entre elles comme les racines 
carrées des épaisseurs.

79.

Si deux barres métalliques de dimensions égales, mais formées de 
substances différentes, sont couvertes d un même enduit qui puisse 
leur donner une même conducibilité extérieure, et si elles sont as
sujetties dans leur extrémité à une même température, la chaleur se 
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propagera plus facilement et à une plus grande distance de l’origine 
dans celui des deux corps qui jouit d’une plus grande conducibilité. 
Pour comparer entre elles les distances a?, et^, comprises depuis 
l'origine commune jusqu’aux points qui acquièrent une même tempé
rature fixe, il faut, en désignant parK( et K2 les conducibilités res
pectives des deux substances, écrire l’équation

Ainsi le rapport de deux conducibilités est celui des carrés des dis
tances comprises entre l’origine commune et les points qui atteignent 
une même température fixe.

80.

Il est facile de connaître combien il s’écoule de chaleur pendant 
l’unité de temps par une section de la barre parvenue à son état fixe : 
cette quantité a pour expression

.J , ______ /2 h
— ou 4A\/2K/i/3e ’KZ,

et, si on la prend à l’origine, on aura pour la mesure de
la quantité de chaleur qui»passe du foyer dans le solide pendant l’u
nité de temps; ainsi la dépense de la source de chaleur est, toutes 
choses d’ailleurs égales, proportionnelle à la racine carrée du cube de 
I épaisseur. On trouverait le même résultat, en prenant l’intégrale 
fühlvdx depuis x nulle jusqu’à x infinie.

SECTION VI.
DE l’ÊCHAUFFEMENT DES ESPACES CLOS.

81.

Nous ferons encore usage des théorèmes de l’article 72 dans la ques
tion suivante dont la solution présente des applications utiles; elle 
consiste à déterminer le degré d’échauffement des espaces clos.

F. 8
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On suppose qu’un espace d’une forme quelconque, rempli d’air atmo
sphérique, est fermé de toutes parts, et que toutes les parties de l’en
ceinte sont homogènes et ont une épaisseur commune e, assez petite 
pour que le rapport de la surface extérieure à la surface intérieure dif
féré peu de l’unité. L’espace que cette enceinte termine est échauffé 
par un foyer dont l’action est constante : par exemple, au moyen d’une 
surface dont l’étendue est g, et qui est entretenue à la température 
permanente a.

On ne considère ici que la température moyenne de l’air contenu 
dans l’espace, sans avoir égard à l’inégale distribution de la chaleur 
dans cette masse d’air; ainsi l’on suppose que des causes subsistantes 
en mêlent incessamment toutes les portions et rendent leur tempéra
ture uniforme.

On voit d’abord que la chaleur qui sort continuellement du foyer se 
répandra dans l’air environnant et pénétrera dans la masse dont l’en
ceinte est formée, se dissipera en partie par la surface et passera dans 
l’air extérieur, que l’on suppose entretenu à une température moins 
élevée et permanente n. L’air intérieur s’échauffera de plus en plus; il 
en sera de même de l’enceinte solide : le système des températures 
s’approchera sans cesse d’un dernier état qui est l’objet de la question, 
et qui aurait la propriété de subsister de lui-même et de se conserver 
sans aucun changement, pourvu que la surface du foyer g fût maintenue 
à la température a et l’air extérieur à la température n.

Dans cet état permanent que l’on veut déterminer, l’air intérieur 
conserve une température fixem; la température de la surface inté
rieure s de l’enceinte solide a aussi une valeur fixe a; enfin la surface 
extérieure s, qui termine cette enceinte, conserve une température b 
moindre que a, mais plus grande que n. Les quantités <7, a, s, e et n 
sont connues, et les quantités m, a et b sont inconnues.

C’est dans l’excès de la température m sur celle de l’air extérieur n 
que consiste le degré de réchauffement; il dépend évidemment de l’é
tendue g de la surface échauffante et de sa température a; il dépend 
aussi de l’épaisseur e de l’enceinte, de l’étendue s de la surface qui la 
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termine, de la facilité avec laquelle la chaleur pénètre sa surface inté
rieure ou celle qui lui est opposée, enfin de la conducibilité spécifique 
de la masse solide qui forme l’enceinte; car, si l’un quelconque de 
ces éléments venait à être changé, les autres demeurant les mêmes, le 
degré de réchauffement varierait aussi. Il s’agit de déterminer com
ment toutes ces quantités entre,ni dans la valeur de m — n.

82.

L’enceinte solide est terminée par deux surfaces égales, dont chacune 
est maintenue à une température fixe; chaque élément prismatique du 
solide compris entre deux portions opposées de ces surfaces et les nor
males élevées sur le contour des bases est donc dans le même état que 
s’il appartenait à un solide infini compris entre deux plans parallèles, 
entretenus à des températures inégales. Tous les éléments prisma
tiques qui composent l’enceinte se touchent suivant toute leur lon
gueur. Les points de la masse qui sont à égale distance de la surface 
intérieure ont des températures égales, à quelque prisme qu’ils appar
tiennent; par conséquent, il ne peut y avoir aucun transport de cha
leur dans le sens perpendiculaire à la longueur des prismes. Ce cas est 
donc le même que celui que nous avons déjà traité, et l’on doit y appli
quer les équations linéaires qui ont été rapportées plus haut.

83.

Ainsi, dans l’état permanent que nous considérons, le flux de cha
leur qui sort de la surface <7 pendant une unité de temps est égal à celui 
qui passe, pendant le même temps, de l’air environnant dans la sur
face intérieure de l’enceinte; il est égal aussi à celui qui traverse, pen
dant l’unité de temps, une section intermédiaire faite dans l’enceinte 
solide par une surface égale et parallèle à celles qui terminent cette 
enceinte; enfin ce même flux est encore égal à celui qui passe de 
l’enceinte solide à travers sa surface extérieure et se dissipe dans l’air. 
Si ces quatre quantités de chaleur écoulées n’étaient point égales, il 
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surviendrait nécessairement quelque variation dans l’état des tempé
ratures, ce qui est contre l’hypothèse.

La première quantité est exprimée par <r(a — m)g, en désignant 
par g la conducibilité extérieure de la surface a qui appartient au 
foyer.

La seconde est sim — a^h, le coefficient A étant la mesure de la 
conducibilité extérieure de la surface y qui est exposée à l’action du 
foyer. U

La troisième est s-—-K, le coefficient K étant la mesure de la con- e
ducibilité propre de la substance homogène qui forme l’enceinte.

La quatrième est s(b — n)H, en désignant par H la conducibilité 
extérieure de la surface s dont la chaleur sort pour se dissiper dans 
l’air. Les coefficients h et H peuvent avoir des valeurs très inégales à 
raison de la différence de l’état des deux surfaces qui terminent l’en
ceinte; ils sont supposés connus ainsi que le coefficient K : on aura 
donc, pour déterminer les trois quantités inconnues m, a et b, les trois 
équations

a {a — ni)g — s {ni — a)h,
, . a — b .,a ( a — ni ) g = s —-— K.

cr (a — ni) g = s(b — n) H.

84.

La valeur de m est l’objet spécial de la question. On la trouvera en 
mettant les équations sous cette forme :

a Azni — a — - 7- (a — nl ) • 5 h

a-b = - s K k

b — n = - n (a ~ m) !5 11
et, les ajoutant, on aura

ni — n = (a — m)P.
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en désignant par P la quantité connue 

on en conclut
s v» K ll j’

85.

Ce résultat fait connaître comment le degré de réchauffement ni — n 
dépend des quantités données qui constituent l’hypothèse.

Nous indiquerons les principales conséquences que l’on en peut dé
duire :

i° Le degré de réchauffement m — n est en raison directe de l’excès 
de la température du foyer sur celle de l’air extérieur.

2° La valeur de ni — n ne dépend point de la forme de l’enceinte ni 
de sa capacité, mais seulement de l’épaisseur e de l’enceinte et du 
rapport | de la surface dont la chaleur sort à la surface qui la reçoit.

Si l’on double la surface s du foyer, le degré de réchauffement ne 
devient pas double; mais il augmente suivant une certaine loi que l’é
quation exprime.

3° Tous les coefficients spécifiques qui règlent l’action de la chaleur, 
savoir : g, K, Il et A, composent, avec la dimension e, dans la valeur 
de ni — n, un élément unique ~ + A, dont on peut déterminer
la valeur par les observations.

Si l’on doublait l’épaisseur e de l’enceinte, on aurait le même ré
sultat que si l’on employait, pour la former, une substance dont la 
conducibilité propre serait deux fois moindre. Ainsi l’emploi des sub
stances qui conduisent difficilement la chaleur permet de donner peu 
d’épaisseur à l’enceinte ; l’effet que l’on obtient ne dépend que du rap- 
port^-

4° Si la conducibilité K est nulle, on trouve m = oc, c’est-à-dire que
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l’air intérieur prend la température du foyer : il en est de même si H 
est nulle ou si A est nulle. Ces conséquences sont d’ailleurs évidentes, 
puisque la chaleur ne peut alors se dissiper dans l’air extérieur.

5° Les valeurs des quantités g, H, h, K et a, que l’on suppose con
nues, peuvent être mesurées par des expériences directes, comme on 
le verra par la suite; mais, dans la question actuelle, il suffirait d’ob
server la valeur de m — n qui correspond à des valeurs données de g 
et de a, et l’on s’en servirait pour déterminer le coefficient total 
f + au moyen de l’équation

* (7(a — n\-p
m — n=. --------- -— , Œ

I+^

dans laquelle p désigne le coefficient cherché. On mettra dans cette 
équation, au lieu de | et de x — n, les valeurs de ces quantités, que 
l’on suppose données, et celle de m — n, que l’observation aura fait 

• connaître. On en déduira la valeur de p, et l’on pourra ensuite appli
quer la formule à une infinité d’autres cas.

6° Le coefficient H entre dans la valeur de m — n de la même ma
nière que le coefficient/!; par conséquent l’état de la superficie, ou 
celui de l’enveloppe qui la couvre, procure le même effet, soit qu’il se 
rapporte à la surface intérieure ou à la surface extérieure.

On aurait regardé comme inutile de faire remarquer ces diverses 
conséquences, si l’on ne traitait point ici des questions toutes nouvelles 
dont les résultats peuvent être d’une utilité immédiate.

86.

On sait que les corps animés conservent une température sensible
ment fixe, que l’on peut regarder comme indépendante de la tempéra
ture du milieu dans lequel ils vivent. Ces corps sont, en quelque 
sorte, des foyers d’une chaleur constante, de même que les substances 
enflammées dont la combustion est devenue uniforme. On peut donc, à 
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l’aide des remarques précédentes, prévoir et régler avec plus d’exacti
tude l’élévation des températures dans les lieux où l’on réunit un grand 
nombre d’hommes. Si l’on y observe la hauteur du thermomètre dans 
des circonstances données, on déterminera d’avance quelle serait cette 
hauteur, si le nombre d’hommes rassemblés dans le même espace de
venait beaucoup plus grand.

A la vérité, il y a plusieurs circonstances accessoires qui modifient 
les résultats, telles que l’inégale épaisseur des parties des enceintes, 
la diversité de leur exposition, l’effet que produisent les issues, l’iné
gale distribution de la chaleur de l’air. On ne peut donc faire une 
application rigoureuse des règles données par le calcul; toutefois ces 
règles sont précieuses en elles-mêmes parce qu’elles contiennent les 
vrais principes de la matière : elles préviennent des raisonnements 
vagues et des tentatives inutiles ou confuses.

87.

Si le même espace était échauffé par deux ou plusieurs foyers de 
différente espèce, ou si la première enceinte était elle-même contenue 
dans une seconde enceinte séparée de la première par une masse d’air, 
on déterminerait facilement aussi le degré de réchauffement et les 
températures des surfaces.

En supposant qu’il y ait, outre le premier foyers, une seconde sur
face échauffée cr dont la température constante soit p et la conducibi
lité extérieure y, on trouvera, en conservant toutes les autres dénomi
nations, l’équation suivante :

Si l’on ne suppose qu’un seul foyer a et si la première enceinte est 
elle-même contenue dans une seconde, on représentera par s1, h', K', 
II' les éléments de la seconde enceinte qui correspondent à ceux de la 
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première que l’on désigne par s, h, K, H, et l’on trouvera, en nommant 
p la température de l’air qui environne la surface extérieure de la 
seconde enceinte, l’équation suivante :

La quantité P représente

5 V* K H/ s' \h' K' H'/

On trouverait un résultat semblable si l’on supposait trois ou un 
plus grand nombre d’enceintes successives; et l’on en conclut que ces 
enveloppes solides, séparées par l’air, concourent beaucoup à aug
menter le degré de réchauffement, quelque petite que soit leur épais
seur.

88.

Pour rendre cette remarque plus sensible, nous comparerons la 
quantité de chaleur qui sort de la surface d’un corps échauffé à celle 
que le même corps perdrait si la surface qui l’enveloppe en était 
séparée par un intervalle rempli d’air.

Si le corps A est échauffé par une cause constante, en sorte que la 
surface conserve la température fixe b, l’air étant retenu à la tempé
rature moindre a, la quantité de chaleur qui s’échappe dans l’air, 
pendant l’unité de temps, à travers une surface égale à l’unité sera 
exprimée par h{b — a^, h étant la mesure de la conducibilité exté
rieure. Donc, pour que la masse puisse conserver la température fixe b, 
il est nécessaire que le foyer, quel qu’il soit, fournisse une quantité 
de chaleur égale à hS(b — a}, S désignant l’étendue de la surface du 
solide.

Supposons que l’on détache de la masse A une couche extrêmement 
mince qui soit séparée du solide par un intervalle rempli d’air, et 
que la superficie de ce même solide A soit encore maintenue à la tem



CHAPITRE I. - INTRODUCTION. 65

pérature b. On voit que l’air contenu entre la couche et le corps 
s’échauffera et prendra une température a' plus grande que a. La 
couche elle-même parviendra à un état permanent et transmettra à 
l’air extérieur dont la température fixe est a toute la chaleur que le 
corps perd. Il s’ensuit que la quantité de chaleur sortie du solide sera 
hS(b — a'), au lieu d’être hS{b — a); car on suppose que la nouvelle 
superficie du solide et celles qui terminent la couche ont aussi la même 
conducibilité extérieure h. Il est évident que la dépense de la source 
de chaleur sera moindre qu’elle n’était d’abord. Il s’agit de Connaître 
le rapport exact de ces quantités.

89.

Soient e l’épaisseur de la couche, m la température fixe de sa surface 
intérieure, n celle de la surface extérieure et K la conducibilité propre. 
On aura, pour l’expression de la quantité de chaleur qui sort du solide 
par sa superficie, hS(b — a').

Pour celle de la quantité qui pénètre la surface intérieure de la 
couche, h?>{a' —

Pour celle de la quantité qui traverse une section quelconque de
cette même couche, K S —~ — •e

Enfin, pour celle de la quantité qui passe de la surface extérieure 
dans l’air, hS^n — a).

lotîtes ces quantités doivent être égales; on a donc les équations 
suivantes :

A ( « — a) — — (m — n),

h(n — a ) = h ( a' — m), 
h ( n — a ) — h ( b — a').

Si l’on écrit de plus l’équation identique

h (n — a) = n — a),
F. 9
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et si on les met toutes sous cette forme

n — a —n — a,
hem — n — — (n — a), k

a’ — m — n — 
b — a' — n —

a.

on trouvera, en les ajoutant,

b — a— {n — a

La quantité de chaleur perdue par le solide était

h S ( b — a)

lorsque sa superficie communiquait librement à l’air : elle est mainte
nant hS^b — a') ou h$(n — a), qui équivaut à

hS^- 
q he
3+ K

La première quantité est plus grande que la seconde, dans le rapport
■ hc , de j + '.r a i.K

Il faut donc, pour entretenir à la température b le solide dont la 
superficie communique immédiatement à l’air, plus de trois fois autant 
de chaleur qu’il n’en faudrait pour le maintenir à la même tempéra
ture b lorsque l’extrême surface n’est pas adhérente, mais distante du 
solide d’un intervalle quelconque rempli d’air.

Si l’on suppose que l’épaisseur e est infiniment petite, le rapport des 
quantités de chaleur perdues sera 3, ce qui aurait encore lieu si la 
conducibilité K était infiniment grande.

On se rend facilement raison de ce résultat; car, la chaleur ne pou
vant s’échapper dans l’air extérieur sans pénétrer plusieurs surfaces, 
la quantité qui s’en écoule doit être d’autant moindre que le nombre 
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des surfaces interposées est plus grand; mais on n’aurait pu porter, à 
cet égard, aucun jugement exact si l’on n’eût point soumis la question 
au calcul.

90.

On n’a point considéré, dans F article précédent, l’effet de l'irradia
tion à travers la couche d’air qui sépare les deux surfaces; cependant 
cette circonstance modifie la question, puisqu’il y a une partie de la 
chaleur qui pénètre immédiatement au delà de l’air interposé. Nous 
supposerons donc, pour rendre l’objet du calcul plus distinct, que 
l’intervalle des surfaces est vide d’air et que le corps échauffé est cou
vert d’un nombre quelconque de couches parallèles et éloignées les 
unes des autres.

Si la chaleur qui sort du solide par sa superficie plane, entretenue à 
la température b, se répandait librement dans le vide et était reçue par 
une surface parallèle entretenue à une température moindre a, la quan
tité qui se dissiperait pendant l’unité de temps à travers l’unité de 
superficie serait proportionnelle à la différence b — a des deux tempé
ratures constantes; cette quantité serait représentée par H(Z> — a], 
II étant une valeur de la conducibilité relative qui n’est pas la même * 
que h.

Le foyer qui maintient Je solide dans son premier état doit donc 
fournir, dans chaque unité de temps, une quantité de chaleur égale à 
11 S(b — a). Il faut maintenant déterminer la nouvelle valeur de cette 
dépense dans le cas où la superficie de ce corps serait recouverte de 
plusieurs couches successives et séparées par des intervalles vides 
d’air, en supposant toujours que le solide est soumis à Faction d’une 
cause extérieure quelconque qui retient sa superficie a la tempéra
ture b.

Concevons que le système de toutes les températures est devenu 
fixe : soit m la température de la surface intérieure de la première 
couche qui est, par conséquent, opposée a celle du solide; soient n la 
température de la surface extérieure de cette même couche, e son
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épaisseur et K sa conducibilité spécifique; désignons aussi par m’, n', 
m", n", m"’, n’", mlv, n'v, ... les températures des surfaces intérieure 
et extérieure des différentes couches et par K, e la conducibilité et 
l’épaisseur de ces mêmes couches; enfin, supposons que toutes ces 
surfaces soient dans un état semblable à la superficie du solide, en 
sorte que la valeur du coefficient H leur soit commune.

La quantité de chaleur qui pénètre la surface intérieure d’une couche 
correspondante à l’indice quelconque i est celle qui tra-
verse cette couche est — {m; — n^, et la quantité qui en sort par la 
surface extérieure est Ces trois quantités et toutes
celles qui se rapportent aux autres couches sont égales; on pourra 
donc former les équations en comparant toutes les quantités dont il 
s’agit à la première d’entre elles, qui est HS(6 — m, ) ; on aura ainsi, 
en désignant par / le nombre des couches,

b ~ mt = b — mlt
Hez,

«C — 'ii = (« —«O)>

nt — m2 — b — m
He„»ts —ns = — (6

liemj—nj =t {b — mj,

Hj ~ a = b —

En ajoutant ces équations, on trouvera

b — a — ( b — m, )j ( 1 -h He\
K )

La dépense de la source de chaleur nécessaire pour entretenir la super
ficie du corps A à la température b est

HS(6 — a)

lorsque cette superficie envoie ses rayons à une surface fixe entretenue
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à la température b. Cette dépense est

IIS (b — ou b — aHS -
./

lorsque l’on place entre la superficie, du corps A et la surface fixe 
entretenue à la température b un nombre / de couches isolées; ainsi 
la quantité de chaleur que le foyer doit fournir est beaucoup moindre 
dans la seconde hypothèse que dans la première, et le rapport de ces 

deux quantités est -J—qnpr ■ Si l’on suppose que l’épaisseur e des
•/(1+ KJ

couches soit infiniment petite, le rapport est 4- La dépense du foyer 

est donc en raison inverse du nombre des couches qui couvrent la 
superficie.

91.

L’examen de ces résultats et de ceux que l’on obtient lorsque les 
intervalles des enceintes successives sont occupés par l’air atmosphé
rique explique distinctement pourquoi la séparation des surfaces et 
l’interposition de l’air concourent beaucoup à contenir la chaleur.

Le calcul fournit encore des conséquences analogues lorsqu’on sup
pose que le foyer est extérieur et que la chaleur qui en émane traverse 
successivement les diverses enveloppes diaphanes et pénètre l’air 
qu’elles renferment. C’est ce qui avait lieu dans les expériences où 
l’on a exposé aux rayons du soleil des thermomètres recouverts par 
plusieurs caisses de verre, entre lesquelles se trouvaient différentes 
couches d’air.

C’est par une raison semblable que la température des hautes régions 
de l'atmosphère est beaucoup moindre qu a la surface du globe.

En général, les théorèmes concernant réchauffement de l’air dans 
les espaces clos s’étendent à des questions très variées. Il sera utile 
d’y recourir lorsqu’on voudra prévoir et régler la température avec 
quelque précision, comme dans les serres, les étuves, les bergeries, 
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les ateliers ou dans plusieurs établissements civils, tels que les hôpi
taux, les casernes, les lieux d’assemblée.

On pourrait avoir egard, dans ces diverses applications, aux cir
constances accessoires qui modifientles conséquences du calcul, comme 
l’inégale épaisseur des différentes parties de l’enceinte, l’introduction 
de l’air, etc.; mais ces détails nous écarteraient de notre objet princi
pal qui est la démonstration exacte des principes généraux.

Au reste, nous n’avons considéré, dans ce qui vient d’être dit, que 
l’état permanent des températures dans les espaces clos. On exprime 
aussi par le ( aïeul l’état variable qui le précède, ou celui qui com
mence à avoir lieu lorsqu’on retranche le foyer, et l’on peut connaître 
par là comment les propriétés spécifiques des corps que l’on emploie ou 
leurs dimensions influent sur lès progrès et sur la durée de réchauffe
ment; mais cétte recherche exige une analyse différente, dont on ex
posera les principes dans les Chapitres suivants.

SECTION VII.

DU MOUVEMENT UNIFORME DE LA CHALEUR SUIVANT LES TROIS DIMENSIONS.

92.
Nous n’avons considéré jusqu’ici que le mouvement uniforme de la 

chaleur suivant une seule dimension. Il est facile d’appliquer les 
mêmes principes au cas où la chaleur se propage uniformément dans 
trois directions orthogonales.

Supposons que les différents points d’un solide compris entre six 
plans rectangulaires aient actuellement des températures inégales et 
représentées par l’équation linéaire

f = A + ax 4- by 4- es,

x, y, z étant les coordonnées rectangulaires d’une molécule dont la 
température est e. Supposons encore que des causes extérieures quel
conques, agissant sur les six faces du prisme, conservent à chacune 
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des molécules qui sont situées à la superficie sa température actuelle, 
exprimée par l’équation générale

(a) e = A 4- ax 4- by 4- c-;

nous allons démontrer que ces mêmes causes qui, par hypothèse, 
retiennent les dernières tranches du solide dans leur état initial, suf
fisent pour conserver aussi la température actuelle de chacune des 
molécules intérieures, en sorte que cette température ne cessera point 
d’être représentée par l’équation linéaire.

L’examen de cette question est un élément de la théorie générale ; 
il servira à faire connaître les lois du mouvement varié de la chaleur 
dans l’intérieur d’un solide d’une forme quelconque; car chacune des 
molécules prismatiques dont le corps est composé est, pendant un 
temps infiniment petit, dans un état semblable à celui qu’exprime 
l’équation linéaire (a). On peut donc, en suivant les principes ordi
naires de l’Analyse différentielle, déduire facilement de la notion du 
mouvement uniforme les équations générales du mouvement varié.

93.

Pour prouver que, les extrémités du solide conservant leurs tempé
ratures, il ne pourra survenir aucun changement dans l’intérieur de la 
masse, il suffit de comparer entre elles les quantités de chaleur qui, 
pendant la durée d’un même instant, traversent deux plans parallèles. 
Soit b la dislance perpendiculaire de ces deux plans que l’on suppose 
d’abord parallèles au plan horizontal des xy. Soient m et m' deux mo
lécules infiniment voisines, dont l’une est au-dessous du premier plan 
horizontal et l’autre au-dessus; soient x, y, z les coordonnées de la 
première et x', y', z' les coordonnées de la seconde. On désignera 
pareillement deux molécules M et M'infiniment voisines, séparées par 
le second plan horizontal et situées, par rapport à ce second plan, de 
la même manière que m et m' le sont par rapport au premier, c’est- 
à-dire que les coordonnées de M sont x, y, z -+- b, et celles de M' sont 
x', y, y + /,. Il est manifeste que la distance mm' des deux molécules 
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m et m' est égale à la distance MM'des deux molécules M et M'; de 
plus, soient v la température de m et v' celle de m', soient aussi A et V' 
les températures de M et M'; il est facile de voir que les deux difïé- 
rences p — v' et V — V' sont égales ; en effet, en substituant d abord 
les coordonnées de m et m' dans l’équation générale

p = A 4- ax + by -F cz, 
on trouve

p — v'=a(x — x') + b(y — y') + c(z — z'),

et, en substituant ensuite les coordonnées de M etM', on trouve aussi 

y — y = a (x— x') + b (y —y') +c{z — z').

Or la quantité de chaleur que m envoie à m'dépend de la distance mm' 
qui sépare ces molécules, et elle est proportionnelle à la différence 
p — v' de leurs températures. Cette quantité de chaleur envoyée peut 
être représentée par g (y—p')rZ/; la valeur du coefficient g dépend 
d’une manière quelconque de la distance mm' et de la nature de la sub
stance dont le solide est formé; dt est la durée de l’instant. La quan
tité de chaleur envoyée de M àM', ou l’action de M sur M', a aussi pour 
expression g(N — V^dt, et le coefficient g est le même que dans la va
leur ^(p — v'^dt, puisque la distance MM' est égale a mm et que les 
deux actions s’opèrent dans le même solide; de plus, A A est égal 
à P — p'; donc les deux actions sont égales.

Si l’on choisit deux autres points n et n' extrêmement voisins l’un 
de l’autre, qui s’envoient de la chaleur à travers le premier plan 
horizontal, on prouvera de même que leur action est égale à.celles de 
deux points homologues N et N' qui se communiquent la chaleur à tra
vers le second plan horizontal. On en conclura donc que la quantité 
totale de chaleur qui traverse le premier plan est égale a celle qui tra
verse le second pendant le même instant. On tirera la meme consé
quence de la comparaison de deux plans parallèles au plan des xz, ou 
de deux autres plans parallèles au plan des yz. Donc, une partie quel
conque du solide, comprise entre six plans rectangulaires, reçoit par 
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chacune des faces autant de chaleur qu’elle en perd par la face oppo
sée; donc il n’y a aucune portion du solide qui puisse changer de tem
pérature.

94.

On voit par là qu’il s’écoule, à travers un des plans dont il s’agit, 
une quantité de chaleur qui est la même à tous les instants, et qui est 
aussi la même pour toutes les autres tranches parallèles.

Pour déterminer la valeur de ce flux constant, nous la comparerons à la 
quantité de chaleur qui s’écoule uniformément dans un cas plus simple 
que nous avons déjà traité. Ce cas est celui d’un solide compris entre 
deux plans infinis et entretenus dans un état constant. Nous avons vu 
que les températures des différents points de la masse sont alors repré
sentées par l’équation p-A + cs; nous allons démontrer que le flux 
uniforme de chaleur qui se propage en sens vertical dans le solide in
fini est égal à celui qui s’écoule dans le même sens à travers le prisme 
compris entre six plans rectangulaires. Cette égalité a lieu nécessaire
ment si le coefficient c de l’équation p = A 4- es, appartenant au pre
mier solide, est le mémo que le coefficient c dans l’équation plus géné
rale v — A 4- ax 4- by -+- es qui représente l’état du prisme. En effet, 
désignons par H dans ce prisme un plan perpendiculaire aux s, et par 
ni et y. deux molécules extrêmement voisines l'une de l’autre, dont la 
première m est au-dessous du plan H, et la seconde est au-dessus de ce 
plan; soient p la température de m, dont les coordonnées sont x, y, 
z, et m la température de y., dont les coordonnées sont x -h x, y 4- p, 
z + y. Choisissons une troisième molécule y/, dont les coordonnées 
soient x — a, y — p, z 4-y, et dont la température soit désignée par n/. 
On voit que p et y.' sont sur un même plan horizontal, et que la verti
cale élevée sur le milieu de la droite gy/qui joint ces deux points 
passe par le point m, en sorte que les distances my. et my sont égales. 
L’action de m sur y., ou la quantité de chaleur que la première de ces 
molécules envoie à l’autre à travers le plan II, dépend de la différence 
e — m de leurs températures. L’action de m sur y/ dépend de la même

F. io 
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manière de la différence e — w des températures des molécules, 
puisque la distance de m à p. est la même que celle de m à p.'. Ainsi, en 
exprimant par q(y — w} l’action de m sur p. pendant l’unité de temps, 
on aura q(y — w'} pour exprimer l’action de m sur p.', q étant un fac
teur inconnu, mais commun, qui dépend et de la distance my. et de la 
nature du solide. Donc la somme des deux actions exercées pendant 
l’unité de temps est q(y — w 4- v — w'}.

Si l’on substitue, au lieu de a?, y et z, dans l’équation générale

p = A 4- ax 4- b y 4- cz,

les coordonnées de m et ensuite celles de p. et p.', on trouvera

v — w — — a a — b£ — cy, 
p — (p' = 4- a a 4- b^ — cy.

La somme des deux actions de m sur p. et de m sur p.' est donc 
— iqcy.

Supposons maintenant que le plan H appartienne au solide infini 
pour lequel l’équation des températures est p = A + c5, et que l’on 
considère aussi, dans ce solide, les molécules m, p. et p.' dont les coor
données sont x, y, z pour la première, x -y z, y + *' + y pour la
seconde et x — a, y — P, z 4- y pour la troisième; on trouvera, comme 
précédemment,

p — w 4- P — ^P,= — acy.

Ainsi la somme des deux actions de m sur p et de m sur p.' est la même 
dans le solide infini que dans le prisme compris entre six plans rec
tangulaires.

On trouverait un résultat semblable si l’on considérait l’action d’un 
autre point n inférieur au plan H sur deux autres v et v , placés à une 
même hauteur au-dessus du plan. Donc la somme de toutes les actions 
de ce genre, qui s’exercent à travers le plan H, c est-à-dire la quantité 
totale de chaleur qui, pendant l’unité de temps, passe au-dessus de 
cette surface, en vertu de l’action des molécules extrêmement voisines 
qu’elle sépare, est toujours la même dans 1 un et l’autre solide.
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95.

Dans le second de ces corps, qui est terminé par deux plans infinis et 
pour lequel l’équation des températures est e = A + es, nous savons que 
la quantité de chaleur écoulée pendant l’unité de temps, à travers une 
surface égale à l’unité et prise sur une section horizontale quelconque, 
est — cK, c étant le coefficient de z, et K la conducibilité spécifique ; 
donc la quantité de chaleur qui, dans le prisme compris entre six plans 
rectangulaires, traverse pendant l’unité de temps une surface égale à 
l’unité et prise sur une section horizontale quelconque est aussi — cK, 
lorsque l’équation linéaire qui représente les températures du prisme 
est

p = A 4- ax + by H- cz.

On prouve de même que la quantité de chaleur qui, pendant l’unité 
de temps, s’écoule uniformément à travers une unité de surface, prise 
sur une section quelconque perpendiculaire aux x, est exprimée par 
— «K, et que la chaleur totale qui traverse, pendant l’unité de temps, 
l’unité de surface prise sur une section perpendiculaire aux y est ex
primée par — 5K.

Les théorèmes que nous avons démontrés dans cet article et dans 
les deux précédents ne supposent point que l’action directe de la cha
leur soit bornée dans l’intérieur de la masse à une distance extrême
ment petite : ils auraient encore lieu si les rayons de chaleur envoyés 
par chaque molécule pouvaient-pénétrer immédiatement jusqu’à une 
distance assez considérable; mais il serait nécessaire dans ce cas, ainsi 
que nous l’avons remarqué dans l’article 70, de supposer que la cause 
qui entretient les températures des faces du solide affecte une partie 
de la masse jusqu’à une profondeur finie.
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SECTION VIII.
MESURE DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR EN UN POINT DONNÉ d’üNE MASSE SOLIDE.

96.

11 nous reste encore à faire connaître un des principaux éléments de 
la Théorie de la chaleur : il consiste à définir et à mesurer exactement 
la quantité de chaleur qui s’écoule en chaque point d’une masse solide 
à travers un plan dont la direction est donnée.

Si la chaleur est inégalement distribuée entre les molécules d’un 
même corps, les températures de chaque point varieront à chaque in
stant. En désignant par t le temps écoulé et par v la température que 
reçoit après le temps / une molécule infiniment petite m dont les coor
données sont x,y, z, l’état variable du solide sera exprimé par une 
équation semblable à la suivante :

v = F (a;, y, z, t).

Supposons que la fonction F soit donnée et que, par conséquent, on 
puisse déterminer, pour chaque instant, la température d’un point 
quelconque; concevons que par le point m on mène un plan horizontal 
parallèle à celui des xy et que, sur ce plan, on trace un cercle infini
ment petit w dont le centre est en m\ il s’agit de connaître quelle est la 
quantité de chaleur qui, pendant l’instant dl, passera, à travers le 
cercle œ, delà partie du solide qui est inférieure au plan dans la partie 
supérieure. Tous les points qui sont extrêmement voisins du point ni, 
et qui sont au-dessous du plan, exercent leur action pendant l’instant 
infiniment petit dt sur tous ceux qui sont au-dessus du plan et extrê
mement voisins du point m, c’est-à-dire que chacun de ces points 
placés d’un même côté du plan enverra de la chaleur à chacun de ceux 
qui sont placés de l’autre côté. On considérera comme positive l’action 
qui a pour effet de transporter une certaine quantité de chaleur au- 
dessus du plan, et comme négative celle qui fait passer de la chaleur 
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au-dessous du plan. La somme de toutes les actions partielles qui 
s’exercent à travers le cercle w, c’est-à-dire la somme de toutes les 
quantités de chaleur qui, traversant un point quelconque de ce cercle, 
passent de la partie du solide qui est inférieure au plan dans la partie 
supérieure, compose le flux dont il faut trouver l’expression.

Il est facile de concevoir que ce flux'ne doit pas être le même dans 
toute l’étendue du solide et que, si, en un autre point nï, on traçait 
un cercle horizontal w'égal au précédent, les deux quantités de cha
leur qui s’élèvent au-dessus de ces plans œ et w', pendant le même in
stant, pourraient n’être point égales; ces quantités sont comparables 
entre elles et leurs rapports sont des nombres que l’on peut facilement 
déterminer.

97.

Nous connaissons déjà la valeur du flux constant pour le cas du 
mouvement linéaire et uniforme; ainsi, dans un solide compris entre 
deux plans horizontaux infinis dont l’un est entretenu à la tempéra
ture a et l’autre à la température b, le flux de chaleur est le même 
pour chaque partie de la masse; on peut le considérer comme ayant 
lieu dans le sens vertical seulement. Sa valeur correspondante à l’unité 

de surface et à l’unité de temps est K-—-> c désignant la distance 

perpendiculaire des deux plans et K la conducibilité spécifique; les 
températures des différents points du solide sont exprimées par l’équa
tion

a — b v~a---------z.e

Lorsqu’il s’agit d’un solide compris entre six plans rectangulaires 
parallèles deux à deux, et lorsque les températures des différents points 
sont exprimées par l’équation linéaire

A + ax -\-by + cz,

la propagation a lieu en même temps selon les trois directions des a-, 
des y et des s; la quantité de chaleur qui s’écoule à travers une por
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tion déterminée d’un plan parallèle à celui des xy est la même dans 
toute l’étendue du.prisme; sa valeur correspondante à l’unité de sur
face et à l’unité de temps est — cK; elle est — 6K dans le sens des y, 
et — aK dans celui des x.

En général, la valeur du flux vertical, dans les deux cas que l on 
vient de citer, ne dépend que du coefficient de z et de la couducibilité 

spécifique K; cette valeur est toujours égale à — K —

L’expression de la quantité de chaleur qui, pendant l’instant dt, 
s’écoule à travers un cercle horizontal infiniment petit dont la surface 
est w, et passe ainsi de la partie du solide qui est inférieure au plan du 
cercle dans la partie supérieure est, pour les deux cas dont il s’agit, 

— K ~ dt.dz
98.

Il est aisé maintenant de généraliser ce résultat et de reconnaître 
qu’il a lieu, quel que soit le mouvement varié de la chaleur exprimé 
par l’équation

p = F (x, y, z, t).

En effet, désignons par x', y', z’ les coordonnées du point m et par v 
sa température actuelle. Soient x'+ H, y' 4- -+- £ les coordonnées
d’un point p. infiniment voisin du point m et dont la température estiv; 
<, n, Ç sont des quantités infiniment petites, ajoutées aux coordonnées 
r', y', z'\ elles déterminent la position des molécules infiniment voi
sines du point m, par rapport à trois axes rectangulaires dont l’ori
gine est en m et qui seraient parallèles aux axes des x, des y et des z. 
En différentiant l’équation

f> = F(x,y,z, t),

et remplaçant les différentielles par E, n, C on aura, poui exprimer la 
valeur de m qui équivaut à v -F dv, 1 équation linéaire
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les coefficients /, 'l-, ~ sont des fonctions de x, y, z, l dans les-dx dy d~ ' j ' '
quelles on a mis pour x, y, z les valeurs données et constantes x', y', 
z' qui conviennent au points.

Supposons que le même point m appartienne aussi à un solide com
pris entre six plans rectangulaires, que les températures actuelles des 
points de ce prisme qui a des dimensions finies soient exprimées par 
l’équation linéaire

( v — A + a £ + b m + c Ç,

et que les molécules placées sur les faces qui terminent le solide soient 
retenues par une cause extérieure à la température qui leur est assi
gnée par l'équation linéaire; n, £ sont les coordonnées rectangulaires 
d’une molécule du prisme, dont la température est m, et qui est rap
portée aux trois axes dont l’origine est en m.

Cela posé, si l’on prend pour valeurs des coefficients constants A, a, 
b, c, qui entrent dans l’équation relative au prisme, les quantités v, 
dv' dv1 dv'-y-, (lui appartiennent à l’équation différentielle, l’état du d jc dy dz
prisme exprimé par l’équation

, dv'. dv' dv' „
dx dy dz*

coïncidera, le plus qu’il est possible, avec l’état du solide; c’est-à-dire 
que toutes les molécules infiniment voisines du point m auront la 
même température, soit qu’on les considère dans le solide ou dans le 
prisme. Cette coïncidence du solide et du prisme est entièrement ana
logue à celle des surfaces courbes avec les plans qui les touchent.

Il est évident, d’après cela, que la quantité de chaleur qui s’écoule 
dans le solide à travers le cercle w, pendant l’instant dl, est la même 
que celle qui s’écoule dans le prisme à travers le même cercle; car 
toutes les molécules dont l’action concourt à l’un et à l’autre effet ont 
la même température dans les deux solides. Donc le flux dont il s’agit 
a pour expression, dans l’un et l’autre solide, — K^wrfz. Il serait

- K~ wdl, si le cercle w dont le centre est m était perpendiculaire à
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l’axe des y, et — si ce cercle était perpendiculaire à l’axe
des x.

La valeur du flux que l’on vient de déterminer varie dans le solide 
d’un point à un autre, et elle varie aussi avec le temps. On pourrait 
concevoir qu’elle a, dans tous les points de l’unité de surface, la même 
valeur qu’au point m et qu’elle conserve cette valeur pendant l’unité 

de temps; alors le flux serait exprimé par — il serait —

dans le sens des y et — dans celui des x. Nous employons ordi

nairement dans le calcul cette valeur du flux ainsi rapportée à l’unité 
de temps et à l’unité de surface.

99.

Ce théorème sert, en général, à mesurer la vitesse avec laquelle la 
chaleur tend à traverser un point donné d’un plan, situé d’une manière 
quelconque dans l’intérieur d’un solide dont les températures varient 
avec le temps. Il faut, par le point donné m, élever une perpendicu
laire sur le plan et élever en chaque point de cette perpendiculaire des 
ordonnées qui représentent les températures actuelles de ses diffé
rents points. On formera ainsi une courbe plane dont l’axe des ab
scisses est la perpendiculaire. La fluxion de l’ordonnée de cette courbe, 
qui répond au point m, étant prise avec un signe contraire, exprime 
la vitesse avec laquelle la chaleur se porte au delà du plan. On sait 
que cette fluxion de l’ordonnée est la tangente de l’angle formé par 
l’élément de la courbe avec la parallèle aux abscisses.

Le résultat que l’on vient d’exposer est celui dont on fait les appli
cations les plus fréquentes dans la Théorie de la chaleur. On ne peut en 
traiter les différentes questions sans se former une idée très exacte de 
la valeur du flux en chaque point d’un corps dont les températures 
sont variables. Il est nécessaire d’insister sur cette notion fondamen
tale; l’exemple que nous allons rapporter indiquera plus clairement 
l’usage que l'on en fait dans le calcul.
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100.

Supposons que les différents points d’une masse cubique, dont le 
côté est tc, aient actuellement des températures inégales, représentées 
par l’équation

e = cosa? cosy coss.

Les coordonnées x,y, z sont mesurées sur trois axes rectangulaires, 
dont l’origine est au centre du cube et qui sont perpendiculaires aux 
laces. Les points de la surface extérieure du solide ont actuellement la 
température o, et l’on suppose aussi que des causes extérieures con
servent à tous ces points leur température actuelle o. D’après cette 
hypothèse, le corps se refroidira de plus en plus; tous les points situés 
dans l’intérieur de la masse auront des températures variables et, 
après un temps infini, ils acquerront tous la température o de la sur
face.

Or nous démontrerons par la suite que l’état variable de ce solide 
est exprimé par l’équation

e = e~8‘ cos^r cosy cos s;

•3 Kle coefficient g est égal à ^n» K est la conducibilité spécifique de la 
substance dont le solide est formé, D est la densité et C la chaleur spé
cifique; t est. le temps écoulé.

Nous supposons ici que l’on admet la vérité de cette équation, et 
nous allons examiner l'usage que l’on en doit faire pour trouver la 
quantité de chaleur qui traverse un plan donné, parallèle à l’un des 
plans rectangulaires.

Si, par le point m dont les coordonnées sont x,y, z, on mène un 
plan perpendiculaire aux z, on trouvera, d’après l’article précédent, 
que la valeur du flux en ce point et à travers le plan est

— K— ou Ke-^cos# cosy sinj. dz

La quantité de chaleur qui traverse, pendant l’instant dl, un rec- 
F. 11 
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tangle infiniment petit situé sur ce plan et qui a pour côtés dx et dy 
est

Ke~r‘ co s a? cosy sin s dx dy dt.

Ainsi la chaleur totale qui, pendant l’instant dt, traverse l’étendue en
tière du même plan est

sin z dt ff cos x cosy dx dy ;

la double intégrale étant prise depuis x = — jusqu’à x = et 
depuis y = — jusqu’à y = On trouvera donc pour l’expression 
de cette chaleur totale

sin z dt.

Si l’on prend ensuite l’intégrale par rapport à t, depuis t — o jusqu’à 
t = t, on trouvera la quantité de chaleur qui a traversé le même plan, 
depuis que le refroidissement a commencé jusqu’au moment actuel. 
Cette intégrale est ^sins(i — elle a pour valeur à la surface 

— (i — c'gC), en sorte qu’après un temps infini la quantité de chaleur 

perdue par l'une des faces est Le même raisonnement s’appli- 

quant à chacune des six faces, on conclut que le solide a perdu par 
son refroidissement complet une chaleur totale dont la quantité est 

ou 8CD, puisque g équivaut à Cette chaleur totale qui se dis

sipe pendant la durée du refroidissement doit être, en effet, indépen
dante de la conducibilité propre K, qui ne peut influer que sur le plus 
ou moins de vitesse du refroidissement.

On peut déterminer d’une autre manière la quantité de chaleur que 
le solide perd pendant un temps donné, ce qui servira, en quelque 
sorte, à vérifier le calcul précédent. En effet, la masse de la molécule 
rectangulaire dont les dimensions sont dx, dy, dz est M dx dy dz-, par 
conséquent la quantité de chaleur qu’il faut lui donner pour la porter 
de la température o à celle de l’eau bouillante est ^Xidxdydz, et, s’il 
fallait élever la molécule à la température v, cette chaleur excédante 
serait v CD dx dy dz.
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Il suit de là que, pour trouver la quantité dont la chaleur du solide 
surpasse, après le temps Z, celle qu’il contiendrait à la température o, 
il faut prendre l’intégrale multiple fff (CDdxdydz entre les limites

x — — 7T, = y — — |k, y — -[n; 5=—{n, z = { k.

On trouve ainsi, en mettant pour e s:r valeur, savoir

e-#1 cos.r cosy cosz,

que l’excès de la chaleur actuelle sur celle qui convient à la tempéra
ture o est 8CD(i — ou, après un temps infini, 8CD, comme on l’a 
trouvé précédemment.

Nous avons exposé, dans cette Introduction, tous les éléments qu il 
est nécessaire de connaître pour résoudre les diverses questions rela
tives au mouvement de la chaleur dans les corps solides, et nous avons 
donné des applications de ces principes afin de montrer la manière de 
les employer dans le calcul; l’usage le plus important que l'on en 
puisse faire est d’en déduire les équations générales de la propagation 
de la chaleur, ce qui est F objet du Chapitre suivant.



CHAPITRE IL
ÉQUATIONS DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR.

SECTION I.

ÉQUATION DU MOUVEMENT VARIÉ DE LA CHALEUR DANS UNE ARMILLE.

101.

On pourrait former les équations générales qui représentent le mou
vement de la chaleur dans les corps solides d’une figure quelconque 
et les appliquer aux cas particuliers. Mais cette méthode entraîne quel
quefois des calculs assez compliqués que l’on peut facilement éviter. 
Il v a plusieurs de ces questions qu’il est préférable de traiter d’une 
manière spéciale en exprimant les conditions qui leur sont propres. 
Nous allons suivre cette marche et examiner séparément les questions 
que l’on a énoncées dans la Section I de l’Introduction; nous nous 
bornerons d’abord à former les équations différentielles, et nous en 
donnerons les intégrales dans les Chapitres suivants.

102.

On a déjà considéré le mouvement uniforme de la chaleur dans une 
barre prismatique d’une petite épaisseur et dont l’extrémifé est plongée 
dans une source constante de chaleur. Ce premier cas ne présentait 
aucune difficulté, parce qu’il ne se rapporte qu’à l’état permanent des 
températures et que l’équation qui l’exprime s’intégre facilement. La 
question suivante exige un examen plus approfondi; elle a pour objet 
de déterminer l’état variable d’un anneau solide dont les différents 
points ont reçu des températures initiales entièrement arbitraires.
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L’anneau solide ou armille est engendré' par la révolution d’une 
section rectangulaire autour d’un axe perpendiculaire au plan de 
l'anneau {fig. 3); l est le périmètre de la section dont S est la sur
face, le coefficient h mesure la conducibilité extérieure, K la condu
cibilité propre, C la capacité spécifique de chaleur, D la densité. La 
ligne oxx'x" représente la circonférence'moyenne de l’armille, ou celle 
qui passe par les centres de figure de toutes les sections; la distance 
d’une section à l’origine o est mesurée par l’arc dont la longueur 
est x\ R est le rayon de la circonférence moyenne.

Fig. 3.

On suppose qu’à raison des petites dimensions et de la forme de la 
section on puisse regarder comme égales les températures des dif
férents points d’une même section.

*
-103.

Concevons que l’on donne actuellement aux différentes tranches de 
I armille des températures initiales arbitraires, et que ce solide soit 
ensuite exposé à l’air, qui conserve la température o et qui est déplacé 
avec une vitesse constante; le système des températures variera conti
nuellement; la chaleur se propagera dans l’anneau et elle se dissipera 
par la surface : on demande quel sera l’état du solide dans un instant 
donné.

Soit v la température que la section placée à la distance x aura 
acquise après le temps écoulé /; p est une certaine fonction de x et 
de t, dans laquelle doivent entrer aussi toutes les températures ini
tiales; c’est cette fonction qu’il s’agit de découvrir.
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104.

On considérera le mouvement de la chaleur dans une tranche infi
niment petite, comprise entre une section placée à la distance x et une 
autre section placée à la distance x -4- dx. L’état de cette tranche pen
dant la durée d’un instant est celui d’un solide infini que terminent 
deux plans parallèles retenus à des températures inégales; ainsi la 
quantité de chaleur qui s’écoule pendant cet instant dl à travers la 
première section, et passe ainsi de la partie du solide qui précède 
la tranche dans cette tranche elle-même, est mesurée, d’après les 
principes établis dans l'Introduction, par le produit de quatre facteurs, 
savoir la conducibilité K, l’aire de la section S, le rapport et la 

durée de l’instant ; elle a pour expression — KS Pour connaître 
la quantité de chaleur qui sort de la meme tranche à travers la seconde 
section et plisse dans la partie contiguë du solide, il faut seulement 
changer x en xdx dans l’expression précédente ou, ce qui est la 
même chose, ajouter à eette expression sa différentielle prise par rap
port à x : ainsi la tranche reçoit par une de ses faces une quantité de 
chaleur égale à — KS dl et perd par la face opposée une quantité de 

chaleur exprimée par — KS ~dt — KS dx dt. Elle acquiert donc, 
à raison de sa position, une quantité de chaleur égale à la différence 
des deux quantités précédentes, qui est KS -^dxdl.

D’un autre côté, cette même tranche, dont la surface extérieure est 
Idx et dont la température diffère infiniment peu de v, laisse échapper 
dans l'air, pendant l'instant dl, une quantité de chaleur équivalente à 
hlvdxdt\ il suit de là que cette partie infiniment petite du solide con
serve, en effet, une quantité de chaleur représentée par

z)2 P
KS----dx dl — hiv dx dt dx1

et qui fait varier sa température. Il faut examiner quelle est la quantité 
de ce changement.
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105.

Le coefficient C exprime ce qu’il faut de chaleur pour élever l’unité 
de poids de la substance dont il s’agit depuis la température o jusqu’à 
la température i; par conséquent, en multipliant le volume S dx de la 
tranche infiniment petite par la densité D, pour connaître son poids, 
et par la capacité spécifique de chaleur C, on aura CDS<7.r, pour la 
quantité de chaleur qui élèverait le volume de la tranche depuis la 
température o jusqu’à la température i. Donc l'accroissement de la 
température qui résulte de l’addition d’une quantité de chaleur égale 
à KS r—adxdt — hlvdxdt se trouvera en divisant cette dernière quan- 

(JjC“

tité par CDSrZr. Donc, en désignant selon l’usage par ^dt l’accrois

sement de température qui a lieu pendant l’instant dt, on aura l’équa
tion

de K d2e hl 
dt ~ CD dP ~ CDS

Nous expliquerons par la suite l’usage que l’on doit faire de cette 
équation pour en déduire une solution complète, et c’est en cela que 
consiste la difficulté de la question; nous nous bornerons ici à une 
remarque qui concerne l’état permanent de l’armille.

106.

Supposons que, le plan de l’anneau étant horizontal, on place au-des
sous de divers points m, n, p, q, ... des foyers de chaleur dont chacun 
exerce une action constante; la chaleur se propagera dans le solide et, 
celle qui se dissipe par la surface étant incessamment remplacée par 
celle qui émane des foyers, la température de chaque section du solide 
s’approchera de plus en plus d'une valeur stationnaire qui varie d'une 
section à l’autre. Pour exprimer, au moyen de l’équation [b), la loi de 
ces dernières températures qui subsisteraient d’elles-mêmes si elles 
étaient établies, il faut supposer que la quantité e ne varie point par 
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rapport à t, ce qui rend nul le terme — • On aura ainsi l’équation

<Z2P hl 
- KS ”’

d’où l’on déduit par l’intégration

P = Me 'rvKS+Ne 'rVK»,

M et N étant les deux constantes.

107.
Supposons qu’une portion de la circonférence de l’anneau, placée 

entre deux foyers consécutifs, soit divisée en parties égales; désignons 
par p(, v2, p3, e4, ... les températures des points de division dont les 
distances à l’origine sont x,, x2, x3, x,,, ...; la relation entre e et x 
sera donnée par l’équation précédente, après que l’on aura déterminé les 
deux constantes au moyen des deux valeurs de equi correspondent aux

foyers. Désignant par a la quantité e kbet par 1 la distance æ2 — xt 
de deux points de division consécutifs, on aura les équations

p2=Ma>-axi 4-
p3 — M 4- N a-2^ <x~x< ;

d’où l’on tire la relation suivante :

On trouverait un résultat semblable pour les trois points dont les tem
pératures sont e2, p3, p4, et en général pour trois points consécutifs. Il 
suit de là que, si l’on observait les températures e,, e2, ^3, ^3, • • • de
plusieurs points successifs, tous placés entre les deux mêmes foyers m 
et zz et séparés par un intervalle constant A, on reconnaîtrait que trois 
températures consécutives quelconques sont toujours telles que la 
somme de deux extrêmes, divisée par la moyenne, donne un quotient 
constant o?4- a~\
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108.

Si, dans l'espace compris entre deux autres foyers n et p, on obser
vait les températures de divers autres points séparés par le même 
intervalle X, on trouverait encore que, pour trois points consécutifs 
quelconques, la somme des deux températures extrêmes, divisée par 
la moyenne, donne le même quotient o?-4- a_\ La valeur de ce quotient 
ne dépend ni de la position ni de l’intensité des foyers.

109.

Soit <7 cette valeur constante, on aura l’équation

cJ=çc1— ♦’» ;

on voit par là que, lorsque la circonférence est divisée en parties 
égales, les températures des points de division compris entre deux 
foyers consécutifs sont représentées par les termes d’une série récur
rente dont l’échelle de relation est composée de deux termes <7 et — 1.

Les expériences ont pleinement confirmé ce résultat. Nous avons 
exposé un anneau métallique à l’action permanente et simultanée de 
divers foyers de chaleur cj nous avons observé les températures sta
tionnaires de plusieurs points séparés par un intervalle constant; nous 
avons toujours reconnu que les températures de trois points consé
cutifs quelconques, non séparés par un foyer, avaient entre elles la 
relation dont il s’agit. Soit que l’on multiplie les foyers, et de quelque 
manière qu’on les dispose, on ne peut apporter aucun changement à 
la valeur numérique du quotient ‘3; il ne dépend que des dimen
sions ou de la nature de l’anneau, et non de la manière dont ce solide 
est échauffé.

110.

Lorsqu’on a trouvé par l’observation la valeur du quotient constant <7 
ou '1 > on en conclut la valeur de a, au moyen de l’équation

— q.
F. 12
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Cette quantité étant déterminée, on en conclut la valeur du rapport 
h Squi est y(loga)2. Désignant a7 par m, on aura

G)’ — 7 G) H- I — o.

L'une des racines de cette équation est a’, et l’autre racine est a~A; 
s ainsi le rapport des deux conducibilités se trouve en multipliant y par 

le carré du logarithme hyperbolique de l'une quelconque des racines 
de l’équation w2 — yw h- i = o et divisant le produit par ).2.

SECTION II.

ÉQUATION DU MOUVEMENT VARIÉ DE LA CHALEUR DANS UNE SPHÈRE SOLIDE.

III.

Une masse solide homogène de forme sphérique, ayant été plongée 
pendant un temps infini dans un milieu entretenu à la température 
permanente i, est ensuite exposée à l’air qui conserve la température o 
et qui est déplacé avec une vitesse constante : il s’agit de déterminer 
les états successifs du corps pendant toute la durée du refroidis
sement.

On désigne par # la distance d’un point quelconque au centre de 
la sphère, par e la température de ce même point après un temps 
écoulé Z; on suppose, pour rendre la question plus générale, que la 
température initiale, commune à tous les points qui sont placés à la 
distance x du centre, est différente pour les différentes valeurs de#; 
c’est ce qui aurait lieu si l’immersion ne durait point un temps infini.

Les points du solide, également distants du centre, ne cesseront 
point d’avoir une température commune; ainsi e est une fonction de x 
et de z. Lorsqu’on suppose Z = o, il est nécessaire que la valeur de 
cette fonction convienne à l’état initial qui est donné, et qui est entiè
rement arbitraire.
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112.

On considérera le mouvement instantané de la chaleur dans une 
couche infiniment peu épaisse, terminée par les deux surfaces sphé
riques dont les rayons sont x et x 4- dx : la quantité de.chaleur qui, 
pendant un instant infiniment petit dl, traverse la moindre surface 
dont le rayon est x, et passe ainsi de la partie du solide qui est plus 
voisine du centre dans la couche sphérique, est égale au produit de 
quatre facteurs qui sont la conducibilité K, la durée dl, l’étendue 4 
de la surface, elle rapport pris avec un signe contraire; elle est 
exprimée par

— 4 K ~x2 ~ di. dx

Pour connaître la quantité de chaleur qui s’écoule pendant le même 
instant par la seconde surface de la même couche, et passe de cette 
couche dans bipartie du solide qui l’enveloppe, il faut changer, dans 
l’expression précédente, x en x 4- dx, c’est-à-dire ajouter au terme 
— i K-a?2 dl la différentielle de ce terme prise par rapport à x. On 
trouve ainsi

, . de , ,d , „ de\ , ,— 4 h ~x- cil —4 R ~ -5— x- - dx dl,dx dx \ dx /

pour l’expression de la quantité de chaleur qui sort de la couche sphé
rique en traversant sa seconde surface; et, si l'on retranche cette quan
tité de celle qui entre par la première surface, on aura

,, d [ , dt’ \ , 4 K~ - I .r2 I clx lit. dx \ dx /

Cette différence est évidemment la quantité de chaleur qui s’accumule 
dans la couche intermédiaire, et dont l’effet est de faire varier sa tem
pérature.

113.

Le coefficient C désigne ce qu’il faut de chaleur pour élever de la 
température o à la température 1 un poids déterminé qui sert d unité;
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I) est le poids de l’unité de volume; dx est le volume de la 
couche intermédiaire ou n’en diffère que d’une quantité qui doit être 
omise : donc 4~CDx2 dx est la quantité de chaleur nécessaire pour 
porter la tranche intermédiaire de la température o à la tempéra
ture i. Il faudra par conséquent diviser la quantité de chaleur qui 
s’accumule dans cette couche par ^-CDx2 dx, et l’on trouvera l’ac
croissement de sa température e pendant l’instant dl. On obtiendra 
ainsi l’équation

CD x- dx \ dx) 
OU

(c)
dv   K / d1 v 2 dv \ 
dl CD \dx* x dx) 

114.

L’équation précédente représente la loi du mouvement de la cha
leur dans l’intérieur du solide; mais les températures des points de la 
surface sont encore assujetties à une condition particulière qu’il est 
nécessaire d’exprimer.

Cette condition relative à l’état de la surface peut varier selon la 
nature des questions que l’on traite; on pourrait supposer, par 
exemple, qu’après avoir échauffé la sphère et élevé toutes ses molé
cules à la température de l’eau bouillante, on opère le refroidissement 
en donnant à tous les points de la surface la température o et les rete
nant à cette température par une cause extérieure quelconque. Dans 
ce cas, on pourrait concevoir que la sphère dont on veut déterminer 
l’état variable est couverte d’une enveloppe, extrêmement peu épaisse, 
sur laquelle la cause du refroidissement exerce son action. On suppo
serait : i° que cette enveloppe infiniment mince est adhérente au 
solide, qu’elle est de la même substance que lui, et qu’elle en fait 
partie, comme les autres portions de la masse; 2° que toutes les 
molécules de l’enveloppe sont assujetties à la température o par une 
cause toujours agissante qui empêche que cette température puisse
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être jamais au-dessus ou au-dessous de o. Pour exprimer celle même 
condition dans le calcul, on doit assujettir la fonction e, qui contient 
x et z, à devenir nulle lorsqu’on donne à x sa valeur totale X égale au 
rayon de la sphère, quelle que soit d’ailleurs la valeur de t. On aurait 
donc, dans cette hypothèse, en désignant par o(,r,/) la fonction de x 
et z qui doit donner la valeur de v, les deux équations

de  K / J2 p 2 de \ 
ôt Cl) \d.r2 x dx)’

cp (X, Z) = o ;

de plus, il faut que l’état initial soit représenté par cette même fonc
tion ç(.r, z); on aura donc, pour seconde condition,

<p(x, o) = 1.

Ainsi l’état variable d’une sphère solide, dans la première hypothèse 
que nous avons décrite, sera représenté par une fonction c, qui doit 
satisfaire aux trois équations précédentes. La première est générale et 
convient à chaque instant à tous les points de la masse; la seconde 
allecte les seules molécules de la surface et la troisième n’appartient 
qu’à l’état initial.

I 15.

Si le solide se refroidit dans l’air, la seconde équation est diffé
rente; il faut alors concevoir que l’enveloppe extrêmement mince est 
retenue, par une cause extérieure, dans un état propre à faire sortir à 
chaque instant de la sphère une quantité de chaleur égale à celle que 
la présence du milieu peut lui enlever.

Or la quantité de chaleur qui, pendant la durée d’un instant infi
niment petite, s’écoule dans l’intérieur du solide, à travers la surface 

sphérique placée à la distance x, est égale à — 4K-.r2 ~ cil; et cette 

expression générale est applicable à toutes les valeurs de x. Ainsi, en 
y supposant x = X, on connaîtra la quantité de chaleur qui, dans l’étal 
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variable de la sphère, passerait à travers l'enveloppe extrêmement 
mince qui la termine; d’un autre côté, la surface extérieure du solide 
ayant une température variable, que nous désignerons par A , laisserait 
échapper dans l’air une quantité de chaleur proportionnelle a cette 
température et à l’étendue de la surface, qui est /pX*. Cette quantité a 
pour valeur dt.

Pour exprimer, comme on le suppose, que l’action de l’enveloppe 
remplace à chaque instant celle qui résulterait de la présence du 
milieu, il suffit d’égaler la quantité 4^~X2\c// à >a valeur que 
reçoit l’expression K - 4-X2 ~dt, lorsqu’on donne à x sa valeur 

totale X; et l’on obtient par là l’équation = ~ ~ v, qui doit avoir 

lieu lorsque dans lés fonctions et e on met, au lieu de x, sa valeur X, 

ce que l’on désignera en écrivant

k -+- A A — o.
a\

1 16.

Il faut donc que la valeur de^> prise lorsque a? == X, ait un rapport 

constant — £ avec la valeur de equi répond au même point. Ainsi l’on 
supposera que la cause extérieure du refroidissement détermine tou
jours l’état de l’enveloppe extrêmement mince, en sorte que la valeur 

de qui résulte de cet état soit proportionnelle à la valeur de e cor

respondante à x = X, et que le rapport constant de ces deux quantités 

soit — -■ Cette condition étant remplie au moyen d’une cause toujours k â(i
présente, qui s’oppose à ce que la valeur extrême de soit autre que 

— A p, l’action de l’enveloppe tiendra lieu de celle de I air.

Il n’est point nécessaire de supposer que 1 enveloppe extérieure soit 
extrêmement mince et l’on verra par la suite qu elle pourrait avoir 
une épaisseur indéfinie. On considère ici cette épaisseur comme infi-
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niment petite, pour ne fixer l’attention que sur l’étal de la superficie 
du solide.

I 17.

Il suit de là que les trois équations qui doivent déterminer la fonc
tion ©(#, /) ou e sont les suivantes :

àv   K / à1 e 2
ôt CD x dx J’ 

dVK 4- A V = o, o (x, o) — r.

La première a lieu pour toutes les valeurs possibles de .r et de /; la 
seconde est satisfaite lorsque x = X, quelle que soit la valeur de /; cl 
la troisième est satisfaite pour / = o, quelle que soit la valeur de .r.

On pourrait supposer que, dans l’état initial, toutes les couches 
sphériques n’ont pas une même température; c’est ce qui arrive néces
sairement, si l’on ne conçoit pas que l'immersion ait duré un temps 
infini. Dans ce cas, qui est plus général que le précédent, on repré
sentera par F(.r) la fonction donnée, qui exprime la température ini
tiale des molécules placées à la distance x du centre de la sphère; on 
remplacera alors la troisième équation par celle-ci

*
<p(«, o) = F(j?).

Il ne reste plus qu’une question purement analytique dont on don
nera la solution dans l'un des Chapitres suivants. Elle consiste à 
trouver la valeur de e, au moven de la condition générale et des deux 
conditions particulières auxquelles elle est assujettie.

SECTION 111.

ÉQUATIONS DU MOUVEMENT VARIÉ DE LA CHALEUR DANS UN CYLINDRE SOLIDE.

118.

Un cylindre solide, d’une longueur infinie, cl dont le coté est per
pendiculaire à la base circulaire, ayant été entièrement plongé dans 
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un liquide dont la température est uniforme, s’est échauffé successi
vement, en sorte que tous les points également éloignés de l’axe ont 
acquis la même température; on l'expose ensuite à un courant d’air 
plus froid; il s’agit de déterminer les températures des différentes 
couches, après un temps donné.

x désigne le rayon d’une surface cylindrique dont tous les points 
sont également distants de l’axe; X est le rayon du cylindre; v est la 
température que les points du solide, situés à la distance x de l’axe, 
doivent avoir, après qu'il s’est écoulé, depuis le commencement du 
refroidissement, un temps désigné par t. Ainsi v est une fonction de x 
et de t; et, si l’on y fait t — o, il est nécessaire que la fonction de x, 
qui en proviendra, satisfasse à l’état initial qui est arbitraire.

119.

On considérera le mouvement de la chaleur dans une portion infi
niment peu épaisse du cylindre, comprise entre la surface dont le 
rayon est x et celle dont le rayon est x 4- dx. La quantité de chaleur 
que cette portion reçoit, pendant l’instant dt, de la partie du solide 
qu’elle enveloppe, c’est-à-dire la quantité qui traverse pendant ce 
même temps la surface cylindrique dont le rayon est x, et à laquelle 
nous supposons une longueur égale à l’unité, a pour expression 
— 2K-X j^dt. Pour trouver la quantité de chaleur qui, traversant la 
seconde surface dont le rayon est x + dx, passe de la couche infini
ment peu épaisse dans la partie du solide qui l’enveloppe, il faut, dans 
l’expression précédente, changer x en x 4- dx, ou, ce qui est la même 
chose, ajouter au terme -- iKr.x (̂ dt la différentielle de ce terme, 

prise par rapport à x. Donc la différence de la chaleur reçue a la cha
leur perdue ou la quantité de chaleur qui, s’accumulant dans la couche 
infiniment petite, détermine les changements de température, est cette 
même différentielle, prise avec un signe contraire, ou

2 K K dt. -j— x 5— ) dx ;dx\ dx /
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d’un autre côté, le volume de cette couche intermédiaire est z-xxdx 
et zCDnxdx exprime ce qu’il faut de chaleur pour l’élever de la tem
pérature o à la température i, C étant la chaleur spécifique, et D la 
densité; donc le quotient

aCDît-r

est l’accroissement que reçoit la température pendant l’instant dt. On 
obtient ainsi l’équation

dv  K / d2 (’ i dr\ 
dt CD \dx2 dx]

120.

La quantité de chaleur qui traverse, pendant l’instant dt, la surface 
cylindrique dont le rayon est x étant généralement exprimée par 

■i\-x -^dt, il s ensuit que Ion trouvera celle qui sort pendant le 

même temps de la superficie du solide en faisant, dans la valeur pré
cédente, æ> = X; d’un autr^côté, cette même quantité qui se dissipe 
dans l’air est, selon le principe de la communication de la chaleur, 
égale à mXhvdt', on doit donc avoir à la surface l’équation déter-

• Z Ô Vminée — K = hv. La nature de ces équations est expliquée avec 

[ilus d’étendue, soit dans les articles qui se rapportent à la sphère, 
soit dans ceux où l’on donne les équations générales pour un corps 
d’une figure quelconque. La fonction e, qui représente le mouvement 
de la chaleur dans un cylindre infini, doit donc satisfaire :

i° A l'équation générale

ùe _ K 2 
— CD \Ara X dx)'

qui a lieu quelles que soient x et t;
F. 13
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20 A l’équation déterminée

qui a lieu, quelle que soit la variable t, lorsque oc — X : 
3° A l’équation déterminée

e = F(«) ;

cette dernière condition doit être remplie pour toutes les valeurs de v, 
où l’on fait t = o, quelle que soit la variable x. La fonction arbi
traire F(a?) est supposée connue et elle correspond à l’état initial.

SECTION IV.

ÉQUATIONS DU MOUVEMENT UNIFORME DE LA CHALEUR DANS UN PRISME SOLIDE
d’une LONGUEUR INFINIE.

121

Une barre prismatique est plongée par une de ses extrémités dans 
une source constante de chaleur qui maintient cette extrémité à la 
température A; le reste de cette barre, dont la longueur est infinie, 
demeure exposé à un courant uniforme d’air atmosphérique entretenu 
à la température o; il s’agit de déterminer la plus haute température 
qu’un point donné de la barre puisse acquérir.

Cette question diffère de celle de l’article 73 en ce qu’on a égard ici 
à toutes les dimensions du solide, ce qui est nécessaire pour que l’on 
puisse obtenir une solution exacte. En effet, on est porté à supposer 
que, dans une barre d’une très petite épaisseur, tous les points d’une 
même tranche acquièrent des températures sensiblement égales; cepen
dant il peut rester quelque incertitude sur les résultats de cette suppo
sition. Il est donc préférable de résoudre la question rigoureusement 
et d’examiner ensuite, par le calcul, jusqu’à quel point et dans quel cas 
on est fondé à regarder comme égales les températures des divers 
points d’une même section.
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122.

La section faite perpendiculairement à la longueur de la barre est un 
carré dont le côté est 2/; l'axe de la barre est l’axe des x et l’origine 
est à l’extrémité A. Les trois coordonnées rectangulaires d’un point de 
la barre sont x, y, z-, la température fixe du même point est désignée 
par e.

La question consiste à déterminer les températures que l’on doit 
donner aux divers points de la barre, pour qu’elles continuent de sub
sister sans aucun changement, tandis que la surface extrême A qui 
communique avec la source de chaleur demeure assujettie, dans tous 
ses points, à la température permanente A : ainsi v est une fonction 
de x, de y et de z.

123.

On considérera le mouvement de la chaleur dans une molécule pris
matique, comprise entre six plans perpendiculaires aux trois axes 
des x, des y et des z. Les trois premiers plans passent par le point m 
dont les coordonnées sont x,y, z, et les autres passent par le point w' 
dont les coordonnées sont a? 4- dx, y 4- dy, z 4- dz.

Pour connaître la quantité de chaleur qui, pendant l’unité de temps, 
pénètre dans la molécule, à travers le premier plan passant par le 
point ni et perpendiculaire aux x, il faut considérer que la surface de 
la molécule qui est située sur ce plan a pour étendue dzdy, et que le 
flux qui traverse cette aire est égal, suivant le théorème de l’article 98, 
à — K^; ainsi la molécule reçoit, à travers le rectangle dxdy pas- 

sant par le point m, une quantité de chaleur exprimée par

,, , , de — hdxdy ÿ— J dx

Pour trouver la quantité de chaleur qui traverse la face opposée et sort 
de la molécule, il faut substituer, dans l’expression précédente, x + dx 
à x ou, ce qui est la même chose, ajoutera cette expression sa diffé-
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rentielle prise par rapport à x seulement; on en conclut que la molé
cule perd, par sa seconde face perpendiculaire aux x, une quantité de 
chaleur équivalente à

— Kdz dy ~----K dz dy f 4^ ^5 dx---------- J dx \dx/ ’

on doit par conséquent la retrancher de celle qui était entrée par la 
face opposée; la différence de ces deux quantités est

, d^VK dz dy dx-r—r ;J dx11

elle exprime combien il s’accumule de chaleur dans la molécule, à 
raison de la propagation suivant le sens des x; et cette chaleur accu
mulée ferait varier la température de la molécule, si elle n’était point 
compensée par celle qui se perd dans un autre sens.

On trouve, de la même manière, qu’à travers le plan perpendiculaire 
aux y et passant par le point m, il entre dans la molécule une quan
tité de chaleur égale à

— K dz dx , Or

et que la quantité qui sort par la lace opposée est

i j dv ,, , , ,dv— k clz clx ■ - — K clz clx cl —— ? dy dy

cette dernière différentielle étant prise par rapport à y seulement. 
Donc la différence de ces deux quantités, ou

. , , , d-vk. clz clx cl y -r—- ?
J ày2

exprime combien la molécule acquiert de chaleur, à raison de la pro
pagation dans le sens des y.

Enfin on démontre de même que la molécule acquiert, à raison de 
la propagation dans le sens des z, une quantité de chaleur égale à

d2 PK clx dy clz —-• J dz-
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Or, pour qu’elle ne change point de température, il est nécessaire 
qu’elle conserve autant de chaleur qu’elle en contenait d’abord, en 
sorte que ce qu’elle en acquiert dans un sens serve à compenser ce 
qu’elle en perd dans un autre. Donc la somme des trois quantités de 
chaleur acquises doit être nulle, et l’on forme ainsi l'équation

d2 e d2 e d2 p 
d^ + d^ + dF-°-

124.

Il reste maintenant à exprimer les conditions relatives à la surface. 
Si l’on suppose que le point m appartient à l’une des faces de la baria* 
prismatique et que cette face est perpendiculaire aux z, on voit que le 
rectangle dx dy laisse échapper dans l’air, pendant l’unité de temps, 
une quantité de chaleur égale à

h dx dyN,

en désignant par V la température du point m à la surface, c’est-à-dire 
ce que devient la fonction cherchée q(x,y,z) lorsqu’on fait z = l, 
demi-largeur du prisme. D’un autre côté, la quantité de chaleur qui, 
en vertu de l’action des molécules, traverse pendant l’unité de temps 
une surface infiniment petite w, située dans l’intérieur du prisme 
perpendiculairement aux z, est, d’après les théorèmes cités, égale à 
— Kw Cette expression est générale et, en l’appliquant aux points 
pour lesquels la coordonnée z a sa valeur complète /, on en conclut que 
la quantité de chaleur qui traverse le rectangle dxdy, placé à la super
ficie, est do— Kdx dy >

en donnant à z dans la fonction sa valeur complète I. Donc les deux 

quantités — \idxdyy_ et hdxdyv doivent être égales, pour que l’ac

tion des molécules convienne avec celle du milieu. Cette égalité doil
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aussi subsister si l’on donne à z dans les fonctions et e la valeur — l, dz
ce qui a lieu pour la face opposée à celle que l’on considérait d’abord. 
De plus, la quantité de chaleur qui traverse une surface plane infini

ment petite w, perpendiculaire à l’axe des y, étant — Kw il s’ensuit 

que celle qui s’écoule à travers un rectangle dxdz, placé sur une face 
du prisme perpendiculaire aux y, est

— K dx dz -A-, ày

en donnant à y dans la fonction ~ sa valeur complète l. Or ce rec
tangle dxdz laisse échapper dans l’air une quantité de chaleur 
exprimée par 

h dx dz e ;

il (*st donc nécessaire que l’on ait l’équation

, v de hv — — K —, ày

lorsqu’on fait y = /, ou y = — /, dans les fonctions e et de 
dy

125.

La valeur de la fonction v doit être, par hypothèse, égale à A lors
qu’on suppose x — o, quelles que soient les valeurs dey et de z. Ainsi 
la fonction cherchée e est déterminée par les conditions suivantes :

i° Elle satisfait, pour toutes les valeurs de x, y, z, à l’équation 
générale

d2 e d2 e d2 v_  
d^ + à^ + d^-°'

2° Elle satisfait à l’équation

h dv
h dy = o,
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lorsque j équivaut à l, ou à — l, quelles que soient x et z, et à l’équa
tion

h du

lorsque z équivaut à l, ou à — l, quelles que soient x et y;
3° Elle satisfait à l’équation

| c = A,

lorsque x = o, quelles que soienty et z.

SECTION V.
♦

ÉQUATIONS DU MOUVEMENT VARIÉ DE I.A CHALEUR DANS UN CURE SOLIDE.

126.

Un solide de forme cubique dont tous les points ont acquis uni' 
même température est placé dans un courant uniforme d’air atmosphé
rique, entretenu à la température o. Il s’agit de déterminer les états 
successifs du corps pendant toute la durée du refroidissement.

Le centre du cube est pris pour origine des coordonnées rectangu
laires; les trois perpendiculaires abaissées de ce point sur les faces 
sont les axes des x, desy et des s; -il est le côté du cube, p est la tem
pérature à laquelle un point dont les coordonnées sont x,y, z se trouve 
abaissé après le temps t qui s’est écoulé depuis le commencement du 
refroidissement : la question consiste à déterminer la fonction c, qui 
contient x, y, z et t.

127.

Pour former l’équation générale à laquelle v doit satisfaire, on cher
chera quel est le changement de température qu’une portion infiniment 
petite du solide doit éprouver pendant l’instant dt, en vertu de l’action 
des molécules qui en sont extrêmement voisines. On considérera donc 
une molécule prismatique comprise entre six plans rectangulaires; les 
trois premiers passent par le point m dont les coordonnées sont x, y. 
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z, et les trois autres par le point m' dont les coordonnées sont x -t- dx, 
y H- dy, z 4- dz,

La quantité de chaleur qui pénètre pendant l’instant dt dans la molé
cule, à travers le premier rectangle dydz perpendiculaire aux x, est

— K dy dz dt,

et celle qui sort dans le même temps de la molécule, par la face 
opposée, se trouve en mettant x y-dx au lieu de x dans l’expression 
précédente; elle est

— K dy dz dt — V, dy dz d ~ dt,

cette différentielle étant prise par rapport à x seulement. La quantité 
de chaleur qui entre pendant l’instant dl dans la molécule, à travers le 
premier rectangle dxdz perpendiculaire à l’axe des y, est

dv
— K dx dz — dt, dy

et celle qui sort de la molécule, dans le même instant, par la face 
opposée, est

— K dx dz^-dt — K dx dz d~ dt, 
dy ay

la différentielle étant prise par rapport à y seulement. La quantité de 
chaleur que la molécule reçoit pendant l’instant dl, par sa face infé
rieure perpendiculaire à l’axe des z, est

— K dx dy “ dt - dz

et celle qu’elle perd par la face opposée est

— K dx dy ~dl — K dx dy d ~ dl, ■ dz o*

la différentielle étant prise par rapport à z seulement.
Il faut maintenant retrancher la somme de toutes les quantités de 
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chaleur qui sortent de la molécule de la somme des quantités qu’elle 
reçoit, et la différence est ce qui détermine son accroissement de tem
pérature pendant un instant : cette différence est

K dy dz d ~ dt 4- K dx dz d ~ dt 4- K dx dy d'— dt dx dy ' dz
ou

... , , /d2c d2v à2v\ Kdxdydz^+  ̂+ ^)dl.

128.

Si l’on divise la quantité que l’on vient de trouver par celle qui est 
nécessaire pour élever la molécule de la température o à la tempéra
ture 1, on connaîtra l’accroissement de température qui s’opère pen
dant l’instant dt. Or cette dernière quantité est C D dx dy dz ; car C 
désigne la capacité de chaleur de la substance, 1) sa densité et dxdydz 
le volume de la molécule. On a donc, pour exprimer le mouvement de 
la chaleur dans l’intérieur du solide, l’équation

. dv  K /d^y d*y ^2c\
W dt “ CD \d^ + dÿ* + dz2)'

129.

Il reste à former les équations qui se rapportent à l’état de la sur
face, ce qui ne présente aucune difficulté d’après les principes que 
nous avons établis. En effet, la quantité de chaleur qui traverse, pen
dant l’instant dt, le rectangle dxdy tracé sur un plan perpendiculaire 
aux#, est

— K dy dz~ dt. J dx

Ce résultat, qui s’applique à tous les points du solide, doit avoir lieu 
aussi lorsque la valeur de x est égale à l, demi-épaisseur du prisme. 
Dans ce dernier cas, le rectangle dy dz étant placé à la superficie, la 
quantité de chaleur qui le traverse et se dissipe dans l’air pendant

F. >4



106 THÉORIE DE LA CHALEUR,

l’instant dt est exprimée par

h dy dz v dt. ;

on doit donc avoir, lorsque x = l, l’équation

(Jette condition doit aussi être satisfaite lorsque x = — l.
On trouvera de même que, la quantité de chaleur qui traverse le 

rectangle dxdz situé sur un plan perpendiculaire à l’axe des y étant 
en général

— K dx dz , dy

et celle qui à la superficie s’échappe dans l’air à travers ce même rec
tangle étant

h dx dz v dt,

il est nécessaire que l’on ait l’équation

, tz de hv 4- k = o, dy

lorsque y = Zou — — l. Enfin on obtient pareillement l’équation déter
minée

, tz dehv 4- K z— — o, dz

qui doit être satisfaite lorsque z = Z ou = — Z.

130.

La fonction cherchée, qui exprime le mouvement varié de la chaleur 
dans l’intérieur d’un solide de forme cubique, doit donc être déter
minée par les conditions suivantes :

i° Elle satisfait à l’équation générale

dv_  K /d^v d2v die\
dt ~ CD + dp ' dz1 / ’
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2° Elle satisfait aux trois équations déterminées

, rr de , , v dv , IZ dehv 4- K -t— = o, ZmH-K-v =o, he 4- K = o,dx dy dz

qui ont lieu lorsque x = ± l, y = ±l, z = ±l;
3° Si, dans la fonction p qui confient x, y, z, t, on fait t. — o, 

quelles que soient les valeurs de x, y et z, on doit avoir, selon l’hypo
thèse,

e = A, 

qui est la valeur initiale et commune de la température.

131.

L’équation à laquelle on est parvenu dans la question précédente 
représente le mouvement de la chaleur dans l’intérieur de tous les 
solides. Quelle que soit en effet la forme du corps, il est manifeste 
qu’en le décomposant en molécules prismatiques on obtiendra ce 
même résultat. On pourrait donc se borner à démontrer ainsi l’équa
tion de la propagation de la chaleur. Mais, afin de rendre plus com
plète l’exposition des principes, et pour que l’on trouve rassemblés 
dans un petit nombre d’articles consécutifs les théorèmes qui servent 
à établir l’équation générale de la propagation dans l’intérieur des 
solides cl celle qui se rapporte à l’état de la surface, nous procéde
rons, dans les deux Sections suivantes, à la recherche de ces équations, 
indépendamment de toute question particulière et sans recourir aux 
propositions élémentaires que nous avons expliquées dans l’Introduc
tion.

SECTION VI.

ÉQUATION GÉNÉRALE DE LA PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS L’iNTÊRIHUR DES SOLIDES.

132.

Théorème I. — Si les différents points d’une masse solide homogène, 
comprise entre six plans rectangulaires, ont des températures actuelles
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déterminées par l’équation linéaire •

(a) r = A— ax— by— cz

et si les molécules placées à la surface extérieure sur les six plans qui ter
minent le prisme sont retenues par une cause quelconque à la température 
exprimée par l’équation Ça), toutes les molécules situées dans l’intérieur de 
la masse conserveront d elles-mêmes leur température actuelle, en sorte qu'il 
ne surviendra aucun changement dans l'étal du prisme. Çv désigne la tem
pérature actuelle du point dont les coordonnées sont#, y, z-, A, a, b, 
c sont des coefficients constants.)

Pour démontrer cette proposition, considérons dans le solide trois 
points quelconques m, M, p., placés sur une même droite mq. que le 
point M divise en deux parties égales; désignons par x, y, z les coor
données du point m et par v sa température, par x 4- a, y 4- 54-7
les coordonnées du point p. et par w sa température, par x — a, y — p, 
s — y les coordonnées du point m et par u sa température; on aura

p = A — ax — by — cz,
w — A — a^x + a) — b(y + (3) — clz 4- y), 
u — A — a(x — a) — b (y — (3) — c(z — y ) ;

d’où l’on conclut

v— w — ax 4- 6(3 4- cy et u — v = ax 4- 6(3 -t- cy.

Donc
V — W — U —

Or la quantité de chaleur qu’un point reçoit d’un autre dépend de 
la distance des deux points et de la différence de leurs températures. 
Donc l’action du point M sur le point p. est égale à l’action de m sur M; 
ainsi le point M reçoit autant de chaleur de m qu’il en envoie au 
point p..

On tirera la même conséquence quelles que soient la direction et la 
grandeur de la ligne qui passerait par le point M, et que ce point divi
serait en deux parties égales. Donc il est impossible que ce point
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change de température; car il reçoit de toutes parts autant de chaleur 
qu'il en donne. Le meme raisonnement s’applique aux autres points; 
donc il ne pourra survenir aucun changement dans l’état du solide.

133.

COROLLAIRE I.

Un solide étant compris entre deux plans infinis parallèles A et B. 
on suppose que la température actuelle de ses différents points est 
exprimée par l’équation p = i — z, et que les deux plans qui le ter
minent sont retenus par une cause quelconque, l’une A à la tempéra
ture i, et l’autre B à la température o : ce cas particulier sera donc 
compris dans le lemme précédent, en faisant A = i, a = o, b = o, 
c — i.

134.

Corollaire II.

Si l’on se représente dans l’intérieur du même solide un plan M 
parallèle à ceux qui le terminent, on voit qu’il s’écoule à travers ce 
plan une certaine quantité, de chaleur pendant l’unité de temps; car 
deux points très voisins, tels que m et n, dont l’un est au-dessous du 
plan et l’autre au-dessus, sont inégalement échauffés; le premier, dont 
la température est plus élevée, doit donc envoyer au second, pendant 
chaque instant, une certaine quantité de chaleur qui, au reste, peut 
être fort petite et même insensible, selon la nature du corps et la dis
tance des deux molécules. Il en est de même de deux autres points 
quelconques séparés par le plan. Le plus échauffé envoie à l’autre une 
certaine quantité de chaleur et la somme de ces actions partielles, on 
de toutes les quantités de chaleur envoyées à travers le plan, compose 
un flux continuel dont la valeur ne change point, puisque toutes les 
molécules conservent leur température. Il est facile de prouver que ce 
flux ou la quantité de chaleur qui traverse le plan M pendant l unité de 
temps équivaut à celle qui traverse, pendant le meme temps, un autre
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plan N parallèle au premier. En effet, la partie de la niasse qui est com
prise entre les deux surfaces M et N recevra continuellement, à tra
vers le plan M, autant de chaleur qu’elle en perd à travers le plan N. 
Si la quantité de chaleur qui, pénétrant au delà du plan M, entre dans 
la partie de la masse que l’on considère n’était point égale à celle qui 
en sort par la surface opposée N, le solide compris entre les deux sur
faces acquerrait une nouvelle chaleur ou perdrait une partie de celle 
qu’il a, et ses températures ne seraient point constantes, ce qui est con
traire au lemme précédent.

135.

On prend pour mesure de la conducibilité spécifique d’une substance 
donnée la quantité de chaleur qui, dans un solide infini formé de cette 
substance et compris entre deux plans parallèles, s’écoule pendant 
l’unité de temps à travers une surface égale à l’unité, et prise sur un 
plan intermédiaire quelconque parallèle aux plans extérieurs, dont la 
distance est égale à l’unité de mesure, et dont l’un est entretenu à la 
température i, et l’autre à la température o. On désigne par le coef
ficient K ce flux constant de chaleur qui traverse toute I étendue du 
prisme et qui est la mesure de la conducibilité.

136.

Lemme.

Si l’on suppose que toutes les températures du solide dont il s’agit dans 
l'article précèdent sont multipliées par un nombre quelconque g, en sorte 
que l’équation des températures soit v = g — gz, au heu d’être v = i — z, 
et si les deux plans extérieurs sont entretenus. I un à la température g, 
et l’autre à la température o, le flux constant de chaleur, dans cette 
seconde hypothèse, ou la quantité qui, pendant l unité de temps, traverse 
l’unité de surface prise sur un plan intermediaire parallèle aux bases, est 
égale au premier flux K, multiplié par g.

En effet, puisque toutes les températures ont été augmentées dans
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le rapport de i à g, les différences des températures des deux points 
quelconques m et p sont augmentées dans le même rapport. Donc, 
suivant le principe de la communication de la chaleur, il faut, pour 
connaître la quantité de chaleur que m envoie à p dans la seconde 
hypothèse, multiplier par g la quantité que ce point m envoyait à p 
dans la première. Il en serait de même de deux autres points quel
conques. Or la quantité de chaleur qui traverse un plan M résulte de 
la somme de toutes les actions que les points m, m', m", m'", ... situés 
d’un même côté du plan exercent sur les points p, p', p", p'", ... 
situés de l’autre côté. Donc, si dans la première hypothèse le flux 
constant est désigné par K, il sera égal à gK lorsqu’on aura multiplié 
toutes les températures par g.

137.

Théorème II.

Dans un prisme dont les températures constantes sont exprimées par 
l’équation

e = A — ax — by — cz,

et que terminent six plans rectangulaires dont tous les points sont entre
tenus aux températures déterminées par l’équation précédente, la quantité 
de chaleur qui, pendant l’unité de temps, traverse Vunité de surface, prise 
sur un plan intermédiaire quelconque perpendiculaire aux z, est la même 
que le flux constant dans un solide de même substance, qui serait compris 
entre deux plans parallèles infinis, et pour lequel l’équation des tempéra
tures constantes serait

V — C — cz.

Pour le démontrer, considérons, dans le prisme et ensuite dans le 
solide infini, deux points m et p extrêmement voisins et séparés par le 
plan M perpendiculaire à l’axe des z, p étant au-dessus du plan etm 
au-dessous (fig. 4); choisissons au-dessous du même plan un point m' 
tel que la perpendiculaire abaissée du point p sur le plan soit aussi 
perpendiculaire sur le milieu h de la distance mm'. Désignons para-.
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y, z y-h les coordonnées du point p. dont la température est w, par 
x — a, y — z les coordonnées de m dont la température est e, et 
par x 4- a, y 4- [3, z les coordonnées de ni dont la température est e'.

Fig. 4.

*---------------- -------------------- M 

m h m’

L’action de m sur p. ou la quantité de chaleur que m envoie à p. pen
dant un certain temps peut être exprimée par q(y — w}. Le facteur q 
dépend de la distance mp. et de la nature de la masse. L’action de ni 
sur p. sera donc exprimée par q^v'— w}; et le facteur q est le même 
que dans l’expression précédente; donc la somme des deux actions 
de ni sur p. et de m' sur p., ou la quantité de chaleur que p. reçoit de 
m et de m', est exprimée par

q(y — <p 4- — fp).

Or, si les points m, p., m' appartiennent au prisme, on a

<r = A — ax — b y — c^z 4- h),
v = A — a\x — a) — b{y — (3) — cz, 
/ = A — a{x 4- a) — b^y 4- (3) — cz;

et si ces mômes points appartenaient au solide infini, on aurait, par 
hypothèse,

(p= c — c(z 4- h),
V =c — cz, 
c' — C — C Z.

Dans le premier cas on trouve

q(y — (P 4- / — <p) = V.qch,

et dans le second cas on a encore le même résultat. Donc la quantité;
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de chaleur que p reçoit de m et de m' dans la première hypothèse, 
lorsque l’équation des températures constantes est

A — ax — by — cz,

équivaut à la quantité de chaleur que p reçoit de m et de m', lorsque 
l’équation des températures constantes'est

e = c — cz.

On tirerait la même conséquence par rapport à trois autres points 
quelconques m', p', m", pourvu que le second p' fût placé à égale dis
tance des deux autres et que la hauteur du triangle isoscèle mfm" 
fût parallèle aux z. Or la quantité de chaleur qui traverse un plan 
quelconque M résulte de la somme des actions que tous les points m, 
m, m", m’",... situés d’un côté de ce plan exercent sur tous les points p, 
p.', p", p'", ... situés de l’autre côté : donc le flux constant qui, pendant 
l’unité de temps, traverse une partie déterminée du plan M dans le 
solide infini est égale à la quantité de chaleur qui s’écoule dans le 
même temps à travers la même portion du plan M dans le prisme dont 
les températures sont exprimées par l’équation

c — A — ax — by — cz.

138.

Corollaire.
Le flux a pour valeur cK dans le solide infini, lorsque la partie du 

plan qu’il traverse est l’unité de surface. Il a donc aussi dans le prisme 
, „ v dela même valeur cK ou — K •

On prouve de la même manière que le flux constant qui a lieu, pen
dant l'unité de temps, dans le même prisme à travers l’unité de surface 
sur un plan quelconque perpendiculaire aux y est égal à 6 K ou — K 
et que celui qui traverse le plan perpendiculaire aux x a pour valeur «K 

dvOU — K 3-- dx
F.
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139.

Les propositions que l’on a démontrées dans les articles précédents 
s’appliquent aussi au cas où l’action instantanée d’une molécule s’exer
cerait dans l’intérieur de la masse, jusqu’à une distance appréciable. 
Il faut, dans ce cas, supposer que la cause qui retient les tranches exté
rieures des corps dans l’état exprimé par l’équation linéaire affecte la 
masse jusqu’à une profondeur finie. Toutes les observations concourent 
à prouver que, dans les solides et les liquides, la distance dont il s’agit 
est extrêmement petite.

140.

Théorème III.

Si les températures des points d’un solide sont exprimées par l’équa
tion

v — z,t),

dans laquelle .t, y, z sont les coordonnées de la molécule dont la tem
pérature est égale à v après le temps écoulé z, le flux de chaleur qui 
traverse une partie d’un plan tracé dans le solide, et perpendiculaire à 
l’un des trois axes, n’est plus constant; sa valeur est différente pour 
les différentes parties du plan, et elle varie aussi avec le temps. Cette 
quantité variable peut être déterminée par le calcul.

Soit co un cercle infiniment petit dont le centre coïncide avec le 
point m du solide et dont le plan soit perpendiculaire à la coordonnée 
verticale z; il s’écoulera, pendant l’instant ch, à travers ce cercle, une 
certaine quantité de chaleur qui passera de la partie du solide infé
rieure au plan du cercle dans la partie supérieure. Ce flux se compose 
de tous les rayons de chaleur qui partent d’un point inférieur et par
viennent à un point supérieur, en traversant un point de la petite sur
face co. Nous allons démontrer que la valeur du flux a pour expression 
— K 3- co dt.dz

Désignons par x',y', z' les coordonnées du point m dont la tempéra-
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ture est e'; et supposons que l’on rapporte toutes les autres molécules 
;i ce point m choisi pour l’origine de trois nouveaux axes parallèles aux 
précédents; soient Y], Ç les trois coordonnées d’un point rapporté à 
l’origine zn; on aura, pour exprimer la température actuelle w d’une 
molécule infiniment voisine de m, l’équation linéaire

(V -
dd dd „ dd 
dx dy dz

Les coelhcients d, 5-> -- sont les valeurs que l’on trouve en sub-dx dy dz 1
stituant dans les fonctions e, — , aux variables x, y, z, lesdx dy dz J
quantités constantes x’, y', z' qui mesurent les distances du point m 
aux trois premiers axes des x, des y, des z.

Supposons maintenant que le même point m soit aussi une molécule 
intérieure d’un prisme rectangulaire compris entre six plans perpen
diculaires aux trois axes dont m est l’origine; que la température 
actuelle w de chaque molécule de ce prisme, dont les dimensions sont 
finies, soit exprimée par l’équation linéaire w — A + 4- br\ 4- et,
et que les six faces qui terminent le prisme soient retenues aux tem
pératures fixes que cette* dernière équation leur assigne. L’état des 
molécules intérieures sera aussi permanent et il s’écoulera, pendant 
l’instant dt, à travers le cercle w, une quantité de chaleur que mesure 
l’expression — Kcw^.

Cela posé, si l’on prend pour les valeurs des constantes A, a, b, c,
i , dd dd dvles quantités e, 
l’équation

l'état, iixe du prisme sera exprimé par

dd
H’ = !’' + t" dx

dd dd
dy " à

Ainsi les molécules infiniment voisines du point m auront, pendant 
l'instant dt, la même température actuelle dans le solide dont l’état 
est variable, et dans le prisme dont l’état est constant. Donc le flux, 
qui a lieu au point m pendant l’instant dt, à travers le cercle inti- 
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niment petit oj, est le même dans l’un et l’autre solide : donc il est 
exprime par — K œ dt.

On en conclut la proposition suivante :

Si dans un solide dont les températures intérieures varient avec le temps, 
en vertu de l'action des molécules, on trace une ligne droite quelconque et 
que l’on élève {fig- 5), aux différents points de cette ligne, les ordon-

Fig. 5.

nées pm d'une courbe plane égales aux températures de ces points prises 
au même instant, le flux de chaleur, en chaque point p de la droite, sera 
vroportionnel à la tangente de l’angle a que fait l'élément de la courbe 
avec la parallèle aux abscisses; c’est-à-dire que, si l’on plaçait au point p 
le centre d’un cercle infiniment petit w perpendiculaire à la ligne, la 
quantité de chaleur écoulée pendant un instant dt, à travers ce cercle, 
dans le sens suivant lequel les abscisses Op croissent, aurait pour 
mesure le produit de quatre facteurs qui sont la tangente de l’angle a, 
un coefficient constant K, l’aire w du cercle et la durée dt de l’instant- 

141.

COROLLAIKE.

Si l’on représente par z l’abscisse de cette courbe ou la distance 
d’un point p de la droite à un point fixe O, et par v l’ordonnée qui 
représente la température du point p, v variera avec la distance z et 
sera une certaine fonction f(z) de cette distance; la quantité de cha-
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leur qui s’écoulerait à travers le cercle œ, placé au point/? perpendi
culairement à la ligne, sera

— K^wdt ou —K/'(e)«rfL

en désignant par/'(e) la fonction --ff-1-'

Nous donnerons à ce résultat l’expression suivante, qui facilite les 
applications :

Pour Connaître le flux actuel de la chaleur en un point p d'une droite 
tracée dans un solide dont les températures varient par l’action des molé
cules, il faut diviser la différence des températures de deux points infi
niment voisins du point p par la distance de ces points. Le flux est propor
tionnel au quotient (1 ).

(■) Plus exactement il est égal à ce quotient multiplié par —Kudt, K désignant tou
jours le coefficient de conductibilité et w la surface de l’élément normal à la droite.

En déduisant les conséquences de cotte règle, Fourier aurait pu simplifier son exposition 
et éviter quelques incertitudes que nous signalerons plus loin.

Supposons, en effet, que l’on se propose de trouver le flux de chaleur qui s’écoule à tra
vers un clément w dont la normale prise dans un sens déterminé fait avec les axes coor
donnés les angles z, p, 7. Soient .r, y, a les coordonnées d’un point de l’élément; si nous 
nous déplaçons suivant la normale en parcourant une longueur infiniment petite rfr, nous 
aurons évidemment, pour les différentielles de x. y, z, les valeurs

dx = ds cos z, dy = ds cos p, dz = ds cosy

et, par conséquent,

de , dv , dv . , / de dv , dvv — — dx-y — dy-y — dz — ds | cosa -+- cosp 4- -- cosy àx dy dz \dx dy ‘ dz 1

Le flux do chaleur étant, d’après la règle de Fourier,

dV , ■— K w dtds
aura donc pour expression

, /de de 0 de \“ K M dt ( dx C°S Z + f C0S P + àlC0S 7A

Si l’on introduit la notion, aujourd’hui bien répandue, de la dérivée d’une fonction de 
point relative à une direction donnée, la règle de Fourier s énonce ainsi :

Le flux de chaleur est égal et de signe contraire au produit de Kw dt par la dérivée de 
la température par rapport à la normale a l clément, a l instant considère. G. D.
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142.

Théorème IV.

il est facile de déduire des théorèmes précédents les équations géné
rales de la propagation de la chaleur.

Supposons que les différents points d'un solide homogène d'une forme 
quelconque aient reçu des températures initiales qui varient successivement 
par l'effet de l’action mutuelle des molécules et que l’équation

» v = f{x,y, z, t)

représente les états successifs du solide, on va démontrer que la fonction e 
de quatre variables satisfait nécessairement à l'équation

dv _ K éd’-v d2v d2v\ 
dt CD + dy2 * dz2 /

En effet, considérons le mouvement de la chaleur dans une molé
cule comprise entre six plans perpendiculaires aux axes des x, des y 
et des z; les trois premiers de ces plans passent par le point m dont les 
coordonnées sont x, y, z et les trois autres passent par le point m’ dont 
les coordonnées sont x -h dx, y + dy, z 4- dz.

La molécule reçoit pendant l’instant dt, à travers le rectangle infé
rieur dxdy qui passe par le point m, une quantité de chaleur égale à

— K dx dy -f dt.J dz

Pour connaître la quantité qui sort de la molécule par la face opposée, 
il suffit de changer dans l’expression précédente z en z-y-dz, c’est- 
à-dire d’ajouter à cette expression sa propre différentielle prise par 
rapport à z seulement; on aura donc

— K dx dy^f dt — Kdx dy dz dt■ dz J dz \dz )

pour la valeur de la quantité qui sort à travers le rectangle supérieur.
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La même molécule reçoit encore, à travers le premier rectangle dxdz 
qui passe par le point m, une quantité de chaleur égale à

iz de , , ,— K — dx dz dt ;dy

et, si l’on ajoute à cette expression sa propre différentielle prise par 
rapport à y seulement, on trouve que la quantité qui sort à travers la 
Face opposée dxdz a pour expression

iz de , , „ d ( dv \ , , , ,— K dx dzdt — K -t— T- «y dx dz dt.dy dy\dy) 7

Enfin cette molécule reçoit, par le premier rectangle dy dz, une 
quantité de chaleur égale à

tz de , , ,, — K dy dz dL. dx J

et ce qu’elle perd à travers le rectangle opposé qui passe par m a 
pour expression

tz de , , ,, Tz d / de \ , . , .— Jv dy dz dt — ,I\ “— i ) dx dy dz dt, dx d dx\dx )

Il faut maintenant prendfe la somme des quantités de chaleur que 
la molécule reçoit et en retrancher la somme de celles qu’elle perd. 
On voit par là qu'il s’accumule, durant l’instant dt, dans l’intérieur de 
cette molécule, une quantité totale de chaleur égale à

d-v 
dy-

Il ne s’agit plus que de connaître quel est l’accroissement de tempéra
ture qui doit résulter de cette addition de chaleur.

D étant la densité du solide ou le poids de l’unité de volume, et G la 
capacité spécifique ou la quantité de chaleur qui élève l’unité de poids 
de la température o à la température i, le produit C Ddxdydz 
exprime combien il faut de chaleur pour élever de o à i la molécule 
dont le volume est dxdydz. Donc, en divisant par ce produit la nou-

d2(
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velle quantité de chaleur que la molécule vient d’acquérir, on aura son 
accroissement de température. On obtient ainsi l’équation générale

. . de _ K ds(’\
b ) dt “ CD + dp +

qui est celle de la propagation de la chaleur dans l’intérieur de tous 
les corps solides (').

143.

Indépendamment de cette équation, le système des températures est 
souvent assujetti à plusieurs conditions déterminées, dont on ne peut 
donner une expression générale, puisqu’elles dépendent de l’espèce de 
la question.

Si la masse dans laquelle la chaleur se propage a des dimensions 
finies et si la superficie est retenue par une cause spéciale dans un 
état donné; par exemple, si tous ses points conservent, en vertu de 
cette cause, la température constante o, on aura, en désignant la 
fonction inconnue e par z, t), l’équation de condition

J\x, y,z, Z) = o;

il est nécessaire qu’elle soit satisfaite pour toutes les valeurs de zr, y, 
z qui appartiennent aux points de la surface extérieure et pour une 
valeur quelconque de t.

De plus, si l’on suppose que les températures initiales du corps sont 
exprimées par la fonction connue F(.r,y, s), on a aussi l’équation

la condition exprimée par cette équation doit être remplie pour les

(') Il y a ici une remarque à présenter. Les raisonnements par lesquels Fourier a établi 
son équation supposent tacitement que le corps solide jouit do propriétés que nous expri
mons aujourd’hui en disant que le corps est isotrope. Au reste, c’est en suivant sa méthode 
que ses successeurs Duhamel et Lamé ont trouvé les équations différentielles do la propa
gation de la chaleur dans les milieux cristallisés. G. D.
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valeurs des coordonnées x, y, z qui conviennent à un point quel
conque du solide.

144.

Au lieu d’assujettir la surface du corps à une température con
stante, on peut supposer que cette température n’est pas la même 
pour les différents points de la surface et qu’elle varie avec le temps 
suivant une loi donnée; c’est ce qui a lieu dans la question des tempé
ratures terrestres. Dans ce cas, l’équation relative à la surface contient 
la variable t.

145.

Pour examiner en elle-même et sous un point de vue très général la 
question de la propagation de la chaleur, il faut supposer que le solide 
dont l’état initial est donné a toutes ses dimensions infinies; alors 
aucune condition spéciale ne trouble la diffusion de la chaleur et la 
loi à laquelle ce principe est soumis devient plus manifeste : elle est 
exprimée par l’équation générale

de * K /d2v d2e d2e 
dt ~ CD \d? + df- + dF

à laquelle il faut joindre celle qui se rapporte à l’état initial et arbi
traire du solide.

Supposons que la température initiale d’une molécule dont les coor
données sont x, y, z soit une fonction connue F(x,y, z) et désignons 
la valeur inconnue e par q(x,y, z,t), on aura l’équation déterminée

<f(x,y,z,o) — F(x,y,z);

ainsi la question est réduite à intégrer l’équation générale (A) en sorte 
qu’elle convienne, lorsque le temps est nul, avec l’équation qui con
tient la fonction arbitraire F.
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SECTION VIL

ÉQUATION GÉNÉRALE RELATIVE A LA SURFACE.

146.

Si le solide a une forme déterminée, et si la chaleur primitive se 
dissipe successivement dans l’air atmosphérique entretenu à une tem
pérature constante, il faut ajouter à l’équation générale (A) et à celle 
qui représente l’état initial une troisième condition relative à l’état de 
la surface. Nous allons examiner dans les articles suivants la nature de 
l’équation qui exprime cette dernière condition.

Considérons l’état variable d’un solide dont la chaleur se dissipe 
dans l’air, entretenu à une température fixe o. Soient w une partie infi
niment petite de la surface extérieure et p. un point de œ, par lequel 
on fait passer une normale à la surface; les différents points de cette 
ligne ont au même instant des températures différentes.

Soient p la température actuelle du point p., prise pour un instant 
déterminé, et w la température correspondante d’un point v du solide, 
pris sur la normale et distant du point p. d’une quantité infiniment 
petite a. Désignons par x, y, z les coordonnées du point p. et par 
x + Sx, y -p Sy, z -p Sz celles du point v ; soient

f{x,y,z)—o

l’équation connue de la surface du solide, et

v = ^{x,y, z,t)

l’équation générale qui doit donner la valeur de v en fonction des 
quatre variables x, y, z, l. En différentiant l’équation f(x,y, z] = o, 
on aura

m dx 4- n dy +pdt=o-,

m, n, p sont des fonctions de x, y, z.
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Il résulte du corollaire énoncé dans l’article 141 que le flux dans le 
sens de la normale, ou la quantité de chaleur qui traverserait pendant 
l’instant dt la surface w, si on la plaçait en un point quelconque de 
cette ligne perpendiculairement à sa direction, est proportionnel au 
quotient que l’on obtient en divisant la différence de température de 
deux points infiniment voisins par leur distance. Donc l’expression 
de ce flux à l’extrémité de la normale est

— K------- w di a

K désignant la conducibilité spécifique de la masse. D’un autre côté, 
la surface w laisse échapper dans l’air, pendant l’instant dt, une quan
tité de chaleur égale à 

hv Gj dt,

h étant la conducibilité relative à l’air atmosphérique. Ainsi le flux de 
chaleur à l’extrémité de la normale a deux expressions différentes,

savoir : hv^dt et — K -----donc ces deux quantités sont éi 

et c’est en exprimant cette égalité que l’on introduira dans le calcul la 
condition relative à la surface.

147.
On a

, » dv dv dv ,w — v 4- dv = v 4- — dx 4- dy 4- -v- ôi. dx dy dz

Or il suit des principes de la Géométrie que les coordonnées 8x, 8y, 
8s, qui fixent la position du point v de la normale par rapport au 
point u., satisfont aux conditions suivantes :

p dx = ni dz, p dy = n dz.

On a donc
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on a aussi 
_______ , i

et = ây2 -t- èes = - (/n’-H nt + pty dz (‘ )

OU

P
I

en désignant par q la quantité {m2 4- n2 -hp2}2 ; donc 

par conséquent l’égalité
, , /w— e\ ,/ipco dt~ — K ------  G) dt

\ J
devient la suivante :

de de de h
(B) S+”d>+',33 +«"’ = »■

Cette équation est déterminée et ne s’applique qu’aux points de la sur
face; elle est celle que l’on doit joindre à l’équation générale de la 
propagation de la chaleur (A) et à la condition qui détermine l’état 
initial du solide; m, n, p, q sont des fonctions connues des coordonnées 
des points de la surface.

148.

L'équation (B) signifie, en général, que le décroissement de la tem
pérature dans le sens de la normale, à l’extrémité du solide, est tel 
que la quantité de chaleur qui tend à sortir en vertu de l’action des

( * ) Il y a ici une remarque essentielle à faire. L’équation

S- 1a = — (w2 -t- n* + p'1)1

n’est exacte dans tous les cas que si l’on convient de donner un signe convenable au 
radical (

(nP+iP + piy.

La valeur de Sz étant parfaitement déterminée quand on passe du point p au point v et 
a étant la distance des deux points y et v, il faudra donner au radical un signe tel que la 
valeur de a soit positive. Au reste nous reviendrons plus loin sur ce sujet. G. D.
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molécules équivaut toujours à celle que le corps doit prendre dans le 
milieu.

On pourrait concevoir que la masse du solide soit prolongée, en sorte 
que la surface, au lieu d’être exposée à l’air, appartienne à la fois au 
corps qu’elle termine et à une enveloppe solide qui le contient. Si, 
dans cette hypothèse, une cause quelconque réglait à chaque instant 
le décroissement des températures dans l’enveloppe solide et la déter
minait de manière que la condition exprimée par l’équation (B) fût 
toujours satisfaite, l’action de l’enveloppe tiendrait lieu de celle de l’air, 
et le mouvement de la chaleur serait le même dans l’un et l’autre cas; 
on peut donc supposer que cette cause existe et déterminer, dans cette 
hypothèse, l’état variable du solide : c’est ce que l’on fait en employant 
les deux équations (A) et (B).

On voit par là comment l’interruption de la masse et l’action du 
milieu troublent la diffusion de la chaleur en l’assujettissant à une 
condition accidentelle.

149.

On peut aussi considérer sous un autre point de vue cette équa
tion (B) qui se rapporte à l’état de la surface; il faut auparavant 
déduire une conséquence remarquable du théorème III (art. 140). 
Nous conserverons la construction rapportée dans le corollaire du 
même théorème (art. 141). Soient^, y, z les coordonnées du point p 
et

x 4- dx, y ■+• dy, z 4- dz

celles d’un point g, infiniment voisin dep et marqué sur la droite dont 
il s’agit. Désignons par c et w les températures des deux pointsp et g 
prises pour le même instant; on aura

. dv » dp * de .
<v — p 4- OP = i’ + 4— Oa? 4- -j- t Oz;dx dy dz

donc le quotient est donné par l’équation

dp de dx dv dy dp dz 
dë dx de dy de dz de
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et l’on a d’ailleurs
6 s — jSx'14- ây2 H- dz* ;

ainsi la quantité de chaleur qui s’écoule à travers la surface w, placée 
au point m perpendiculairement à la droite, est

„ , /de Sx dv Sy dv Sz\
— K w al ( 3— -,—l—r— y—!" ”î— V ' \dx os dy os dz Os )

Le premier terme est le produit de — Kpar dt et par Cette 

dernière quantité est, d’après les principes de la Géométrie, l’aire de 
la projection de w sur le plan desyz-, ainsi le produit représente la 
quantité de chaleur qui s’écoulerait à travers l’aire de la projection, si 
on la plaçait au pointp perpendiculairement à l’axe des x.

Le second terme — K représente la quantité de chaleur

qui traverserait la projection de w, faite sur le plan des xz, si l’on pla
çait cette projection au pointp parallèlement à elle-même.

Enfin, le troisième terme — représente la quantité de

chaleur qui s’écoulerait pendant l’instant dt, a travers la projection 
de w sur le plan des xy, si l’on plaçait cette projection au point p per
pendiculairement à la coordonnée z.

On voit par là que la quantité de chaleur qui s’écoule à travers chaque 
partie infiniment petite d’une surface tracée dans l’intérieur du solide peut 
toujours être décomposée en trois autres, qui pénètrent les trois projections 
orthogonales de la surface selon les directions perpendiculaires aux plans 
des projections. Ce résultat donne naissance à des propriétés analogues 
à celles que l’on remarque dans la théorie des forces.

150.

La quantité de chaleur qui s’écoule à travers une surface plane infi
niment petite œ, donnée de figure et de position, étant équivalente a 
celle qui traverserait ses trois projections orthogonales, il s’ensuit que, 
si l’on conçoit dans l’intérieur du solide un élément d’une figure quel
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conque, les quantités de chaleur qui pénètrent dans ce polyèdre par 
ses différentes faces se compensent réciproquement; ou plus exac
tement, la somme des termes du premier ordre qui entrent dans l’ex
pression de ces quantités de chaleur reçues par la molécule est zéro; 
en sorte que la chaleur qui s’y accumule en effet et fait varier sa tem
pérature ne peut être exprimée que par des termes infiniment plus 
petits que ceux du premier ordre.

On voit distinctement ce résultat lorsqu’on établit l’équation géné
rale (A) en considérant le mouvement de la chaleur dans une molé
cule prismatique (art. 127 et 142); on le démontre encore pour une 
molécule d’une figure quelconque, en substituant à la chaleur reçue 
par chaque face celle que recevraient ses trois projections.

Il est d’ailleurs nécessaire que cela soit ainsi : car, si une des molé
cules du solide acquérait pendant chaque instant une quantité de cha
leur exprimée par un terme du premier ordre, la variation de sa tem
pérature serait infiniment plus grande que celle des autres molécules; 
c’est-à-dire que, pendant chaque instant infiniment petit, sa tempéra
ture augmenterait ou diminuerait d’une.quantité finie, ce qui est 
contraire à l’expérience.

• 151.

Nous allons appliquer cette remarque à une molécule placée à la 
surface extérieure du solide.

Par un point a (Jig. 6), pris sur le plan des xy, menons deux plans

Fig. 6.
v

perpendiculaires, l'un à l'axe des x, l’autre à l’axe des y. Par un autre 
point b du même plan, infiniment voisin de a, menons aussi deux 
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plans parallèles aux deux précédents; les ordonnées 5 élevées aux 
points a, b, c, cl jusqu’à la surface extérieure du solide marqueront 
sur cette surface quatre points a', b', c', d'et seront les arêtes d’un 
prisme tronqué dont la base est le rectangle abcd. Si par le point a', 
qui désigne le moins élevé des quatre points a', b', c', d', on fait passer 
un plan parallèle à celui des xy, on retranchera du prisme tronqué 
une molécule dont une des faces, savoir a'b'c'd', se confond avec la 
superficie du solide. Les valeurs des quatre ordonnées aa', cc, dd', bb' 
sont les suivantes :

aa'— z,

dd'— z + ~ dy, dy ’
,,, dz , dzb b — z —H -r— cl jc -}-• ~— cl y. dx dy '

152.

L’une des faces perpendiculaires aux x est un triangle, et la lace 
opposée est un trapèze. L’aire du triangle est

-dv — dy, 2 “ dv

et le flux de chaleur dans la direction perpendiculaire à cette surface

étant — K-A’ on a, en omettant le facteur dl, dx
dv dv dzK  ---- ■—r-dx 2 dy dy

pour l’expression de la quantité de chaleur qui pénètre pendant un 
instant dans la molécule, à travers le triangle dont il s agit.

L’aire de la face opposée est

-dv2 dx -r-dv dy
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et le flux perpendiculaire à cette face est aussi — en supprimant 

les termes du second ordre, infiniment plus petits que ceux du pre
mier; on retranchera la quantité de chaleur qui sort par cette seconde 
lace de celle qui entre par la première, et l’on trouvera

T- dxdy.ôx ôx

Ce terme exprime combien la molécule reçoit de chaleur par les 
faces perpendiculaires aux x.

On trouvera par un calcul semblable que la même molécule reçoit 
par les faces perpendiculaires aux y une quantité de chaleur égale à

„ dv dz k-—— dx dy. dy dy J

La quantité de chaleur que la molécule reçoit par la base rectangu
laire est

— K — dx dy.. 
03

Enfin elle laisse échapper dans l’air, à travers la surface supé
rieure a'b'c'd', une certaine quantité de chaleur égale au produit 
de hv par l’étendue w de cette surface. La valeur de w est, selon les 

principes connus, celle de dxdy multipliée par le rapport y, z désigne 

la longueur de la normale, depuis la surface extérieure jusqu’au plan 
des xy, et l’on a

donc la molécule perd à travers sa surface a'b'c'd' une quantité de 
chaleur égale à

ghv dx dy - •

Or les termes du premier ordre qui entrent deins 1 expression de H 
quantité totale de chaleur acquise par la molécule doivent se détruire, 

F. '7
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pour que la variation des températures ne soit pas à chaque instant 
une quantité finie; on doit donc avoir l’équation (*)

v dv dz ^dvdz j j , z , ,K ----ave dy + h-------- 5— dx dy — K — dx dy — hv - dx dy = o(jx (jy oy v (Jz z
ou

h e dv dz dv dz dv 
K z dx dx dy dy dz 

153.

En mettant pour et leurs valeurs tirées de l’équation

m dx -+- n dy p- p dz — o

(*) Ici encore il y a défaut de précision dans l’établissement de l’équation à la surface. 
La méthode suivie par Fourier suppose, ce qui peut fort bien ne pas arriver, que le solide 
dont il considère toutes les faces soit placé à l’intérieur du corps.

Au reste, on obtient immédiatement cette équation si l’on évalue, d’après la règle donnée 
dans une Note précédente (p. 117), le flux de chaleur qui passe à travers un élément infi
niment petit w de la surface; a, p, 7 désignant les angles que fait avec les axes la normale 
extérieure au corps, le flux a pour expression

.. , / dv dv o dv \— k t» at I — cos a -4- — cos p + t cos 7 . ydr dp r dt /

Comme il doit être égal à hu>(v — Q, Ç désignant la température extérieure au contact 
de l’élément, on a

(B') K ( cosa-t- ^cosp 4- cosy^j + /z(c — Ç) = o.

En faisant Ç = o et en remplaçant les cosinus par leurs valeurs déduites des équations

cos x _ cosp _ cosy _ ± i
m ,l P (nP+n’+p*

on retrouve l’équation (B), mais avec un signe parfaitement déterminé pour le radical y. 
L’équation (B'), donnée plus haut, peut encore s’écrire

(B"') — K 4-/z(e-?)=:o,

désignant la dérivée do v suivant la normale à la surface, intérieure au corps.
G. D.
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et désignant par q la quantité ^m2 4- n2 + p2}', on a

(B) v , v de ,z dvK ni -t---H K n 3----p K n -—p- hvq = o ;ox dy 1 dz 1

on connaît ainsi d’une manière distincte-cc que représente chacun des 
termes de cette équation.

En les prenant tous avec des signes contraires et les multipliant par 
le rectangle dxdy, le premier exprime combien la molécule reçoit de 
chaleur parles deux faces perpendiculaires aux a?, le deuxième combien 
elle en reçoit par ses deux faces perpendiculaires aux y, le troisième 
combien elle en reçoit par la face perpendiculaire aux z, et le qua
trième combien elle en reçoit du milieu. L’équation exprime donc que 
la somme de tous ces termes du premier ordre est nulle, et quc la cha
leur acquise ne peut être représentée que par des termes du second 
ordre.

154.

Pour parvenir à cette équation (B), il faut considérer une des molé
cules dont la base est à la surface du solide comme un vase qui reçoit 
ou perd la chaleur par se§ différentes faces. L’équation signifie que 
tous les termes du premier ordre qui entrent dans l'expression de la 
chaleur acquise se détruisent mutuellement, en sorte que cet accrois
sement de chaleur ne peut être exprimé que par des termes du second 
ordre. On peut donner à cette molécule, ou la forme d’un prisme droit 
dont l’axe est perpendiculaire à la surface du solide, ou celle d’un 
prisme tronqué, ou une forme quelconque.

L’équation générale (A) suppose que tous les termes du premier 
ordre se détruisent dans l'intérieur de la masse, ce qui est évident 
pour des molécules prismatiques comprises dans le solide. L’équa
tion (B) exprime le même résultat pour les molécules placées aux 
limites des corps.

Tels sont les points de vue généraux sous lesquels on peut envisager 
cette partie de la théorie de la chaleur.
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L’équation
de_  K /d2e d2 e d2p\ 
dt C D \ dx2 ' ' dy2 ds2 /

représente le mouvement de la chaleur dans l’intérieur des corps. Ce 
théorème fait connaître la distribution instantanée dans toutes les 
substances solides ou liquides ; on en pourrait déduire l’équation qui 
convient à chaque cas particulier.

Nous ferons cette application, dans les deux articles suivants, à la 
question du cylindre et à celle de la sphère.

SECTION VIII.
APPLICATION DES ÉQUATIONS GÉNÉRALES.

Désignons par r le rayon variable d’une enveloppe cylindrique quel
conque et supposons, comme précédemment dans l’article 118, que 
toutes les molécules également éloignées de l’axe ont à chaque instant 
une température commune; v sera une fonction de r et Z; r est une 
fonction de y, z, donnée par l’équation r2 = s2 4-y2. Il est évident en 
premier lieu que la variation de v par rapport à x est nulle; ainsi le 
terme doit être omis. On aura maintenant, suivant les principes du 
Calcul différentiel, les équations

donc

(«)

de _ dp dr d2e__ d1 v /dr\2 dv d2r
dz dr dz ’ de2 dr2 \ dz / + dr dz2 ’
dv _  dv dr d2P _ d2v f dr^ dv à2 r
dy dr dy’ dy2 dr2 \dy/ + dr dy2’

d2P d2P d2 P 1/ dr\2 /dr\2 I de /d2r d2 r \
d^ + d^ ~ drHA^/ H W/ J dr\dz2 dy2 J

Il faut remplacer dans le second membre les quantités

dr dr d2 r d2 r 
dz’ dy’ dz2 ’ dy2
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par leurs valeurs respectives; pour cela, on tirera de l'équation

-.2

dr
dP

(dr' Çds,\2 d2r) + r d^

dr \- . d*r
dy' ) 1 ' ày2

et, par conséquent,

dr\2
d^J +

dr\2 /d2rj d2r\ 
dÿ; + /\d? + d^/

la première équation, dont le premier membre est égal à r, donne

la seconde donne, lorsqu’on met poui sa valeur

(c)
d2 r d2 r _ I 
d? + dp “ r

Si maintenant on substitue dans l’équation (a) les valeurs données 
par les équations (/>) et (c), on aura

d2 P d2 P _ d2 P i de 
ds2 1 dy2 dr1 r dr’

donc l’équation qui exprime le mouvement de 
cylindre est

de K /d2p i de\ 
d£—CD\dr2 ' r dr)'

la chaleur dans le

comme on l’a trouvé précédemment (art. 119).
On pourrait aussi ne point supposer que les molécules également 

éloignées de l’axe ont reçu une température initiale commune; dans 
ce cas on parviendrait à une équation beaucoup plus générale.
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156.

Pour déterminer, au moyen de l’équation (A), le mouvement de la 
chaleur dans une sphère qui a été plongée dans un liquide, on regar
dera v comme une fonction de r et Z; r est une fonction de x, y, z 
donnée par l’équation

r2 — x1 + y2 -t- 52,

z-étant le rayon variable d’une enveloppe. On aura ensuite

de _ 
dx —

dv dr 
dr dx

d2v_  
dx2

d2 v .
dr2 '

^dr''
\dxy

. 2 dv d2r
dr dx2 '

dv _ dv dr d2 v _ d2v .( dy\2 dv d2r
dy “ dr dy' dj2” dr2 ’\ dy,

) +

d7' dy2>
de _ dv dr d2v_ d2v ,f drx 2 dv d-r
dz “ dr dz ’ d^~ dr2 '\ ds ,

H- dr dz2

En faisant les substitutions dans l’équation générale

dv_  K td2v d2v d2v\
dt — CD \dx2 + dÿ2 + 57/

on aura

dv _ —V / dz' \2 > de/d!r d-r à-r\)
a dt ~~ C D i Jr2 Lyd^/ + \dy/ + \dz/ J 4 dr \Ar2 + dÿ2 4" 'dz2/ J

L’équation x2 -+-y2 -t- z2 = r fournit les résultats suivants :

dr 
dx

dry d2r 
dx) 4 7 dx2'

. dr _/dr\2 d2ry ’dy Ad>7 H ' ày2
dr /dr\2 d2r

Z -’ d^' l~\dz ) 4' r dz2

Les trois équations du premier ordre donnent
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ou

Les trois équations du second ordre donnent

d-r dO- d!r _ 2 
dx2 dy2 4 dz2 r

Faisant les substitutions dans l’équation (a), on aura l’équation 

dv _ _K_ 
dt ~ C D

d2v 2 de\ 
dr2 + /■ drj

qui est la même que colle de l’article 114.
L’équation contiendrait un plus grand nombre de termes si l’on ne 

supposait point que les molécules également éloignées du centre ont 
reçu la même-température initiale.

On pourrait aussi déduire de l’équation déterminée (B) celles qui 
expriment l’état de la surface dans les questions particulières où l’on 
suppose qu’un solide d’une forme donnée communique sa chaleur à 
1 air atmosphérique, mais le plus souvent ces équations se présentent 
d elles-mêmes, et la forme en est très simple lorsque les coordonnées 
sont choisies convenablement.

SECTION IX.

REMARQUES GÉNÉRALES.

157.

La recherche des lois du mouvement de la chaleur dans les solides 
consiste maintenant à intégrer les équations que nous avons rappor
tées : c’est l’objet des Chapitres suivants; nous terminerons celui-ci 
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par des remarques générales sur la nature des quantités qui entrent 
dans notre analyse.

Pour mesurer ces quantités et les exprimer en nombres, on les com
pare à diverses sortes d’unités, au nombre de cinq, savoir : l’unité de 
longueur, l’unité de temps, celle de la température, celle du poids et 
enfin l’unité qui sert à mesurer les quantités de chaleur. On aurait 
pu choisir pour cette dernière unité la quantité de chaleur qui élève 
un volume donné d’une certaine substance depuis la température o 
jusqu’à la température i. Le choix de cette unité serait préférable à 
plusieurs égards à celui de la quantité de chaleur nécessaire pour con
vertir une masse de glace d’un poids donné en une masse pareille 
d’eau, sans élever la température o. Nous n’avons adopté cette der
nière unité que parce qu’elle était en quelque sorte fixée d’avance dans 
plusieurs Ouvrages de Physique; au reste, cette supposition n’appor
terait aucun changement dans les résultats du calcul.

158.
Les éléments spécifiques qui déterminent dans chaque corps les 

effets mesurables de la chaleur sont au nombre de trois, savoir : la 
conducibilité propre, la conducibilité relative à l’air atmosphérique et 
la capacité de chaleur.

Les nombres qui expriment ces quantités sont, comme la pesanteur 
spécifique, autant de caractères naturels propres aux diverses sub
stances.

Nous avons déjà remarqué (art. 36) que la conducibilité de la sur
face serait mesurée d’une manière plus exacte si l’on avait des obser
vations suffisantes sur les effets de la chaleur rayonnante dans les 
espaces vides d’air.

On peut voir, comme nous l’avons annoncé dans la Section I du Cha
pitre I (art. 11), qu’il n’entre dans le calcul que trois coefficients 
spécifiques K, h, C; ils doivent être déterminés par des observations 
et nous indiquerons par la suite les expériences propres à les faire 
connaître avec précision.
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159.

Le nombre C, qui entre dans le calcul, est toujours multiplié par la 
densité I), c’est-à-dire par le nombre d’unités de poids qui équivalent 
au poids de l’unité de volume; ainsi ce produit C D peut être remplacé 
par le coefficient c. Dans ce cas, on doit entendre, par capacité spéci
fique de chaleur, la quantité nécessaire pour élever de la tempéra
ture o à la température i l’unité de volume d’une substance donnée 
et non l’unité de poids de cette substance. C’qst pour ne pas s’éloigner 
des définitions communes que l’on a rapporté dans cet Ouvrage la 
capacité de chaleur au poids et non au volume; mais il serait préfé
rable d’employer le coefficient c, tel que nous venons de le définir; 
alors il n’entrera dans les expressions analytiques aucune grandeur 
mesurée par l’unité de poids; on aura seulement à considérer :

i° La dimension linéaire x, la température p et le temps Z;
2° Les coefficients c, h et K.
Les trois premières quantités sont des indéterminées, et les trois 

autres sont, pour chaque substance, des éléments constants que l'ex
périence fait connaître. Quant à l’unité de surface et à l’unité de vo
lume, elles n’ont rien d’absolu et dépendent de l’unité de longueur.

160.

Il faut maintenant remarquer que chaque grandeur indéterminée ou 
constante a une dimension qui lui est propre et que les termes d’une 
même équation ne pourraient pas être comparés, s’ils n’avaient point 
le même exposant de dimension. Nous avons introduit cette considéra
tion dans la Théorie de la chaleur pour rendre nos définitions plus fixes 
et servir à vérifier le calcul; elle dérive des notions primordiales sur 
les quantités : c’est pour cette raison que, dans la Géométrie et dans la 
Mécanique, elle équivaut aux lemmes fondamentaux que lesGrets nous 
ont laissés sans démonstration.

F. 18
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161.

Dans la théorie analytique de la chaleur, toute équation (E) exprime 
une relation nécessaire entre des grandeurs subsistantes x, t, e, c, h, K. 
Cette relation ne dépend point du choix de l’unité de longueur, qui de 
sa nature est contingent; c’est-à-dire que, si l’on prenait une unité dif
férente pour mesurer les dimensions linéaires, l’équation (E) serait 
encore la même. Supposons donc que l’unité de longueur soit changée 
et que sa seconde valeur soit équivalente à la première divisée par m. 
Une quantité quelconque x qui, dans l’équation (E), représente une 
certaine ligne ab et qui, par conséquent, désigne un certain nombre 
de fois l’unité de longueur, deviendra mx, afin de correspondre à la 
même grandeur ab- la valeur t du temps et la valeur e de la tempéra
ture ne seront point changées; il n’en sera pas de même des éléments 

spécifiques h, K,c : le premier h deviendra car il exprime la quan

tité de chaleur qui sort, pendant l’unité de temps, de l’unité de surface 
à la température i. Si l’on examine avec attention la nature du coef
ficient K, tel que nous l’avons défini dans les articles 68 et 135, on 

reconnaîtra qu’il devient —; car le flux de chaleur est en raison 

directe de l’étendue de la surface et en raison inverse de la distance 
des deux plans infinis (art. 72). Quant au coefficient c qui représente 

le produit CD, il dépend aussi de l’unité de longueur et devient^; 

donc l’équation (E) ne doit subir aucun changement si l’on écrit, au 

lieu de x, mx, et en même temps au lieu de K, h, c; le

nombre m disparaîtra de lui-même après ces substitutions : ainsi la 
dimension de x par rapport à l’unité de longueur est i ; celle de K est 
— i, celle de h est — 2, et celle de c est — 3. Si I on attribue a chaque 
quantité son exposant de dimension, 1 équation sera homogène, parce 
que chaque terme aura le même exposant total. Les nombres tels que 
s, qui représenteraient des surfaces ou des solides, ont la dimension 2
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dans le premier cas, et la dimension 3 dans le second. Les angles, les 
sinus èt autres fonctions trigonométriques, les logarithmes ou expo
sants de puissance sont, d’après les principes du calcul, des nombres 
absolus qui ne changent point avec l’unité de longueur; on doit donc 
trouver leur dimension égale à o, qui est celle de tous les nombres 
abstraits.

Si l’unité de temps, qui était d’abord i, devient L le nombre t sera 

ni et les nombres x et v ne changeront point. Les coefficients K, h, c 
seront 'L c. Ainsi, les dimensions de x, t, e, par rapport à l’unité 

de temps, sont o, i, o et celles de K, h, c sont — i, — i, o.
Si l’unité de température était changée, en sorte que la tempéra

ture r devint celle qui répond à un autre effet que l’ébullition de 
l’eau, et si cet effet exigeait une température moindre, qui fût à celle 
de l’eau bouillante dans le rapport de j au nombre p, v deviendrait vp, 
x et t conserveraient leurs valeurs et les coefficients K, h, c seraient 
K h c 
P' P’P'

Le Tableau suivant représente les dimensions des trois indétermi
nées et des trois constantes, par rapport à chaque sorte d’unité :

Exposant de dimension de .r.... ............

La conducibilité spécifique K..................
La conducibilité do la surface h.............
La capacité de chaleur c.........................

Longueur. Durée. Température.
i o o
o I 0
o o i

— I — i — i
— 2 — । — i
— 3 o — ।

162.

Si l’on conservait les coefficients C et D dont le produit a été repré
senté par c, on aurait encore à considérer l’unité de poids et l’on trou
verait que l’exposant de dimension, par rapport à l’unité de longueur, 
est — 3 pour la densité D et o pour C.

En appliquant la règle précédente aux différentes équations et à 
leurs transformées, on trouvera qu’elles sont homogènes par rapport à 
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chaque sorte d’unité et que la dimension de toute quantité angulaire 
ou exponentielle est nulle. Si cela n’avait point lieu, on aurait commis 
quelque erreur dans le calcul ou l’on y aurait introduit des expres
sions abrégées.

Si l’on choisit, par exemple, l’équation (6) de l’article 105

de _ k _ ht 
dt C D dx- C Ds ’

on trouve que, par rapport à l’unité de longueur, la dimension de 
chacun des trois termes est o, qu’elle est i pour l’unité de tempéra
tures et — i pour l’unité de temps.

Dans l’équation e = Ae K'de l’article 76, la dimension linéaire de 

chaque terme est o, et l’on voit que celle de l’exposant est

toujours nulle, soit pour l’unité linéaire, soit pour la durée ou la tem
pérature.



CHAPITRE III.
PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS UN SOLIDE RECTANGULAIRE INFINI.

SECTION I.

EXPOSITION DE LA QUESTION.

163.

Les questions relatives à la propagation uniforme ou au mouvement 
varié de la chaleur dans l’intérieur des solides sont réduites, par ce qui 
précède, à des problèmes d’Analyse pure, et les progrès de cette partie 
de la Physique dépendront désormais de ceux que fera la science du 
calcul. Les équations différentielles que nous avons démontrées con
tiennent les résultats principaux de la théorie; elles expriment, de la 
manière la plus générale et la plus concise, les rapports nécessaires de 
l’analyse numérique avec une classe très étendue de phénomènes, et 
réunissent pour toujours aux sciences mathématiques une des branches 
les plus importantes de la Philosophie naturelle. 11 nous reste mainte
nant à découvrir l’usage que l’on doit faire de ces équations pour en 
déduire des solutions complètes et d’une application facile. La ques
tion suivante offre le premier Æemplc de l’analyse qui conduit à ces 
solutions; elle nous a paru plus propre qu'aucune autre à faire con- 
naitre les éléments de la méthode que nous avons suivie.

164.

Nous supposons qu’une niasse solide homogène est contenue entre 
deux plans verticaux B et C parallèles et infinis, et qu on la divise en 
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deux parties par un plan A perpendiculaire aux deux autres {/ig. 7); 
nous allons considérer les températures de la niasse BAC comprise 
entre les trois plans infinis A, B, C. On suppose que l’autre partie 
B'AC' du solide infini est une source constante de chaleur, c’est-à-dire 
que tous ses points sont retenus à la température 1, qui ne peut 
jamais devenir moindre ni plus grande. Quant aux deux solides laté
raux compris, l’un entre le plan C et le plan A prolongé, l’autre entre

7.

-------- !* 
•i ;

le plan B et le plan A prolongé, tous leurs points ont une température 
constante o, et une cause extérieure leur conserve toujours cette même 
température; enfin, les molécules du solide compris entre A, B et C 
ont la température initiale o. La chaleur passera successivement du 
foyer A dans le solide BAC; elle s’y propagera dans le sens de la lon
gueur qui est infinie, et en même temps elle se détournera vers les 
masses froides B et C qui en absorberont une grande partie. Les tempé
ratures du solide BAC s’élèveront de plus en plus; mais elles ne pour
ront outre-passer ni même atteindre un maximum de température, qui 
est différent pour les différents points de la masse. Il s’agit de connaître 
l’état final et constant dont l’état variable s’approche de plus en plus.

Si cet état final était connu et qu’on le formât d’abord, il subsiste
rait de lui-même, et c’est cette propriété qui le distingue de tous les 
autres. Aussi la question actuelle consiste à déterminer les tempéra
tures permanentes d’un solide rectangulaire infini, compris entre deux 
masses de glace B et C et une masse d’eau bouillante A; la considéra- 
tion des questions simples et primordiales est un des moyens les plus



CHAPITRE III. - SOLIDE RECTANGULAIRE INFINI. 143 

certains de découvrir les lois des phénomènes naturels, et nous voyons, 
par l’histoire des Sciences, que toutes les théories se sont formées sui
vant cette méthode.

165.

Pour exprimer plus brièvement la même question, on suppose qu’une 
lame rectangulaire BAC, d’une longueur infinie, est échauffée par son 
extrémité A et conserve dans tous les points de cette hase une tempé
rature constante i, tandis que chacune des deux arêtes infinies B et C, 
perpendiculaires à la première, est aussi assujettie dans tous ses points 
h une température constante o; il s’agit de déterminer quelles doivent 
être les températures stationnaires de chaque point delà lame.

On suppose qu’il ne se fait à la superficie aucune déperdition de cha
leur ou, ce qui est la même chose, on considère un solide formé par la 
superposition d’une infinité de lames pareilles à la précédente; on 
prend pour l’axe des x la droite ox qui partage la lame en deux moi
tiés, et les coordonnées de chaque point m sont x ety ; enfin on repré
sente la largeur A de la lame par 2/ ou, pour abréger le calcul, par -, 
valeur de la demi-circonférence.

Concevons qu’un point ni de la lame solide BAC, qui a pour coor
données x ety, ait la température actuelle v, et que les quantités c qui 
répondent aux différents points soient telles qu'il ne puisse survenir 
aucun changement dans les températures, pourvu que celle de chaque 
point de la base A soit toujours 1, et que les côtés B et C conservent 
dans tous leurs points la température o.

Si l’on élevait en chaque point ni une coordonnée verticale égale à 
la température c, on formerait une surface courbe qui s’étendrait au- 
dessus de la lame et se prolongerait à l’infini. Nous chercherons à con
naître la nature de cette surface, qui passe par une ligne parallèle 
élevée au-dessus de l’axe des y à une distance égale à l’unité, et qui 
coupe le plan horizontal suivant les deux arêtes infinies parallèles 
aux x.
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166.

Pour appliquer l’équation générale

dv_  K /d’c dsc d’c\ 
dt - CD + dp + d^)’

on considérera que, dans le cas dont il s’agit, on fait abstraction d’une 
d2 pcoordonnée z-, en sorte que le terme doit être omis; quant au pre

mier membre il s’évanouit puisqu’on veut déterminer les tempéra

tures stationnaires; ainsi l’équation qui convient à la question actuelle 
et détermine les propriétés de la surface courbe cherchée est celle-ci

, x d^ d’c
dx1 + dy1

La fonction <p(,r,y) de # et y, qui représente l’état permanent du 
solide BAC, doit :

i° Satisfaire à l’équation (a) ;
2° Devenir nulle lorsqu’on substitue - - ou + - au lieu de y, 1 .22

quelle que soit d’ailleurs la valeur de x\
3° Etre égale à l’unité, si l’on suppose x — o et si l’on attribue à y 

une valeur quelconque comprise entre — et 4-

Il faut ajouter que cette fonction f(x, y) doit devenir extrêmement 
petite lorsqu’on donne à x une valeur très grande, puisque toute la 
chaleur sort du seul foyer A.

167.

Afin de considérer la question dans ses éléments, on cherchera en 
premier lieu les plus simples fonctions de x ety, qui puissent satis
faire à l’équation (a); ensuite on donnera à cette valeur de e une 
expression plus générale, afin de remplir toutes les conditions énon
cées. Par ce moyen la solution acquerra toute l’étendue qu’elle doit 
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avoir, et l’on démontrera que la question proposée ne peut admettre 
aucune autre solution.

Les fonctions de deux variables se réduisent souvent à une expres
sion moins composée lorsqu’on attribue à l’une des variables ou à 
toutes les deux une valeur infinie; c’est ce que l’on remarque dans les 
fonctions algébriques qui, dans ce cas, équivalent au produit d’une 
fonction de x par une fonction de y. Nous examinerons d’abord si la 
valeur de e peut être représentée par un pareil produit; car cette fonc
tion v doit représenter l’état de la lame dans toute son étendue, et par 
conséquent celui des points dont la coordonnée x est infinie. On 
écrira donc

p=zF(æ)/(j);

^F(je) 
dx2

par/"(y), on aura

F(*) Ay) “ ’ 

on pourra donc supposer 

substituant dans l’équation (a) et désignant par F'» ct^^

et
Ay)

m étant une constante quelconque; et, comme on se propose seulement 
de trouver une valeur particulière de e, on déduira des équations pré
cédentes

F (a?) = e~mx, f (y) = cos my.

168.

On ne pourrait point supposer que m est un nombre négatif, et l’on 
doit nécessairement exclure toutes les valeurs particulières de e où il 
entrerait des termes tels que e",x, m étant un nombre positif, parce que 
la température v ne peut point devenir infinie lorsque x est infiniment 
grande. En elfct, la chaleur n’étant fournie que par la source con
stante A, il ne peut en parvenir qu’une portion extrêmement petite 
dans les points de l’espace qui sont très éloignés du foyer. Le reste se

F. 19 
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détourne de plus en plus vers les arêtes infinies B et G et se perd dans 
les niasses froides qu’elles terminent.

L’exposant m qui entre dans la fonction e-^coszn/ n’est pas dé
terminé, et l’on peut choisir pour cet exposant un nombre positif 
quelconque; mais, pour que v devienne nulle en faisant y = — ou 

y = h- quelle que soit x, on prendra pour m un des termes de la 
suite i, 3, 5, 7, ...; par ce moyen la seconde condition sera remplie.

169.

On formera facilement une valeur plus générale de v en ajoutant plu
sieurs termes semblables aux précédents, et l’on aura
( b ) e — ae~x cos j 4- be~ix cos 3y 4- ce~ix cos 5/4- de~lx cos7/ 4-....

Il est évident que cette fonction v, désignée par ^{x,y\ satisfait à 
l’équation

d2 v dïv_
dx2 1 dy2 °

et à la condition
/ .<p zr, ± - = o.

T \ 2 /

11 reste à remplir une troisième condition, qui est exprimée ainsi 

?(o,/) = i;

et il est nécessaire de remarquer que ce résultat doit avoir lieu lors
qu’on met pour y une valeur quelconque, comprise entre — et 

4--- On ne peut en rien inférer pour les valeurs que prendrait la 
fonction ^(o,/) si l’on mettait au lieu de y une quantité non com
prise entre les limites -^et 4-/ L’équation {b} doit donc être 
assujettie à la condition suivante :

1 = a cos y 4- b cos 3 y 4- c cos 5 y 4- d cos 7/ 4-....

C’est au moyen de cette équation que l’on déterminera les coefficients a, 
b, c, d, . dont le nombre est infini.
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Le second membre est une fonction de y, qui équivaut à l’unité 

toutes les fois que la variable y est comprise entre — et On 

pourrait douter qu’il existât une pareille fonction, mais cette question 
sera pleinement éclaircie par la suite.

170.

Avant de donner le calcul des coefficients, nous remarquerons l’effet 
que représente chacun des termes de la série dans l’équation (&).

Supposons que la température fixe de la base A, au lieu d’étre égale 
à l’unité pour tous ses points, soit d’autant moindre que le point de la 
droite A est plus éloigné du milieu o, et qu’elle soit proportionnelle 
au cosinus de cette distance; on connaîtra facilement dans ce cas la 
nature de la surface courbe dont l’ordonnée verticale exprime la tem
pérature c, ou ^{x, y). Si l’on coupe cette surface à l’origine par un 
plan perpendiculaire à l’axe des x, la courbe qui termine la section 
aura pour équation

<’ = a cos v ;

les valeurs des coefficients seront les suivantes 
♦

a— a, b — o, c = o, d—o,

ainsi de suite, et l’équation de la surface courbe sera

p = ae~x cosy.

Si l’on coupe cette surface perpendiculairement à l’axe des y, on 
aura une logarithmique dont la convexité est tournée vers l’axe; si on 
la coupe perpendiculairement à l’axe des x, on aura une courbe trigo- 
nométrique qui tourne sa concavité vers l’axe. Il suit de là que la fonc

tion a toujours une valeur positive, et que celle de est toujours 

négative. Or(art. 123), la quantité de chaleur qu’une molécule acquiert, 
à raison de sa place entre deux autres dans le sens des x, est propor
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tionnelle à la valeur de il s’ensuit donc que la molécule intermé

diaire reçoit, de celle qui la précède dans le sens des x, plus de chaleur 
qu’elle n’en communique à celle qui la suit. Mais, si l’on considère 
cette même molécule comme placée entre deux autres dans le sens

des y, la fonction ^2 étant négative, on voit que la molécule intermé

diaire communique à celle qui la suit plus de chaleur qu’elle n’en 
reçoit de celle qui la précède. II arrive ainsi que l’excédent de chaleur 
qu’elle acquiert dans le sens des x compense exactement ce qu’elle 
perd dans le sens des y, comme l’exprime l’équation

d2 e d2 v_  
dx1 + dy2

On connaît ainsi la route que suit la chaleur qui sort du foyer A. Elle 
se propage dans le sens des x, et en même temps elle se décompose en 
deux parties, dont l’une se dirige vers une des arêtes, tandis que 
l’autre partie continue de s’éloigner de l’origine pour être décomposée 
comme la précédente, et ainsi de suite à l’infini. La surface que nous 
considérons est engendrée par la courbe trigonométrique qui répond 
à la base A, et se meut perpendiculairement à l’axe des x en suivant 
cet axe, pendant que chacune de ses ordonnées décroît à l’infini, pro
portionnellement aux puissances successives d’une même fraction.

On tirerait des conséquences analogues, si les températures fixes de 
la base A étaient exprimées par le terme Z»cos3y, ou par l’un des 
termes suivants ccos5y, ... ; et l’on peut, d’après cela, se former une 
idée exacte du mouvement de la chaleur dans les cas plus généraux; 
car on verra par la suite que ce mouvement se décompose toujours en 
une multitude de mouvements élémentaires, dont chacun s’accomplit 
comme s’il était seul.
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SECTION II.
PREMIER EXEMPLE DE L’üSAGE DES SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES

DANS LA THÉORIE DE L^ CHALEUR.

171.

Nous reprendrons maintenant l’équation

i — a cosy 4- b cos 3 y 4- c cos 5 y 4- d cos 7y -t-...,

dans laquelle il faut déterminer les coefficients a, b, c, d, .... Pour 
que cette équation subsiste, il est nécessaire que les constantes satis
fassent aux équations que l'on obtient par des différentiations succes
sives, ce qui donne les résultats suivants

1 = a cosy 4- Z>cos3y4- ccosây-f- dcos^y 4-..., 
o = a sin y 4- 3 b sin 3y 4- 5 c sin 5y 4- 7 ctsin 7y 4-.. •> 
o — a cosy 4- 3* b cos3y 4- 5Jc cos5y 4- ^dcos7y 4-.. • ; 
o — a sin y 4- 3* b sin 3y 4- 53c sin 3y 4- ^dsin 7y 4-..

et ainsi de suite à l’infini.
Ces équations devant avoir lieu lorsque y = o, on aura

1 = a-H b 4- c+ et 4- e 4- f 4- g 4-..., 
o = a 4- 32 b 4- 52 c 4- 72d 4- g2 e 4- n* f 4-.. ., 
o = a4-3‘ô4-5‘c4-7‘</4-9‘e4-..., 
o=œ + 354-5sc-70(t + ..., 

o = a4-3’&4-58c4-...,

Le nombre de ces équations est infini comme celui des indétermi
nées a, b, c, d, e, .... La question consiste à éliminer toutes les incon
nues, excepté une seule.
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172.

Pour se former une idée distincte du résultat de ces éliminations, 
on supposera que le nombre des inconnues a, b, c, d, ... est d’abord 
défini et égal à m. On emploiera les m premières équations seulement, 
en effaçant tous les termes où se trouvent les inconnues qui suivent les 
m premières. Si l’on fait successivement m = 2, m = 3, m — 4, m = 5, 
ainsi de suite, on trouvera dans chacune de ces suppositions les valeurs 
des indéterminées. La quantité a, par exemple, recevra une valeur pour 
le cas de deux inconnues, une autre pour le cas de trois inconnues, ou 
pour le cas de quatre inconnues, ou successivement pour un plus grand 
nombre. Il en sera de même de l’indéterminée b, qui recevra autant de 
valeurs différentes que l’on aura effectué de fois l’élimination ; chacune 
des autres indéterminées est pareillement susceptible d’une infinité de 
valeurs différentes. Or la valeur d’une des inconnues, pour le cas où 
leur nombre est infini, est la limite vers laquelle tendent continuel
lement les valeurs qu’elle reçoit au moyen des éliminations succes
sives ('). Il s’agit donc d’examiner si, à mesure que le nombre des 
inconnues augmente, chacune des valeurs a, b,c, d, ... ne converge 
point vers une limite finie, dont elle approche continuellement.

Supposons que l’on emploie les sept équations suivantes :

\ — a + b -t— c H— d —H /+ g,
o — a h- 32 6 4- 52 c 4- 72 d 4- g2 e + 112 / 4- i32 g,

(i) Ce point n’est nullement évident et aurait besoin do démonstration. Quoi qu’il en
soit, la méthode si naturelle que suit ici Fourier, et qu’il emploie aussi plus loin dans
l’étude des séries trigonomé triques les plus générales, nous parait, malgré son insuffisance,
mériter l’attention des géomètres; car il y a, dans les différentes parties do la Science, bien
des questions dont la solution peut se rattacher à la considération d’un nombre infini
d’équations linéaires contenant un nombre infini d’inconnues. G. D.

o = « + 3' b + 5* c H- 7* d + g4 e + n‘ /+ i34 g,
0 = a + 3* 4- 5* c 4- 7® </ 4- 9® e 4- 11 ® f-b-13e g,
o = « + 38 b 4- 58 c + 78 d -I- g8 e4-n8 /4-i38 g,
o — a 4- 3*°Z> 4- S^c 4- 710</ 4- 9l0e 4-1110/-!-1310#, 
o = a 4- 3126 4-512c 4-7*M 4-912e 4-1 i12/-t-i312^.
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Les six équations qui ne contiennent plus g-sont

i3» = a(i32 —is)+ Z»(i32— 32)4- c(i32 —52)4- <Z(i32—72)4- e(i32 — g2)4- „/'(i32 —112),
o = «(i32— i2)4-32 Z>(i32— 32) + 52 c(i32 —52) + 72 d^ — 72) 4- g2 e(i32 —g2) 4-112 /(i32 —112), 
o = <?(i32 — i2) 4-3* 4(i32—32) 4- 5* c(i32 —52)4-7* ^(i32 — 72) 4- g* e(i32 — g2) 4- 1 O /(iS2 —n2), 
o = <z(i32 — |2)4-3« é(i32— 32) 4-56 c(i32 —52)4-76 d(i32 —72) 4-g° c(i32— g2) 4- 116 /(i32—112), 
o = <z(i32 — i2)4- 38 5(i32— 32)4-58 c(i32 —52) 4- 78 <£(132 — 72) 4-g8 e(i32 — g2) 4- 118 /(i32- 112), 
o = <z(i32—i2) 4- 3105(i32— 32) 4-510c(i32 —52) 4-710<Z(i32 —72) 4-g,oe(i32 —g2) 4-1 i10/(i32 — 112).

En continuant l’élimination, on obtiendra l’équation finale en a, qui 
est

«(i32 —i2)(ii2 — i2)(92 — i2)(72-i2)(52-i2)(32 — i2) = i32.ii2.92. 72. 52. 32.i2.

173.

Si l’on avait employé un nombre d’équations plus grand d’une 
unité, on aurait trouvé, pour déterminer a, une équation analogue à 
la précédente, ayant au premier membre un facteur de plus, savoir : 
i52 — i2, et au second membre i52 pour un nouveau facteur. La loi à 
laquelle ces différentes valeurs de a sont assujetties est évidente, et il 
s’ensuit que la valeur de a qui correspond à un nombre infini d’équa
tions est exprimée ainsi

_ 32 52 72 g2 112 >32
32—1 52—1 72—1 g2—1 ii2—i i32—1

ou
__3.3 5.5 7.7 9.9 11.11 i3.i3 

a 2.4 4.6 6.8 8.10 10.12 12.14

Or cette dernière expression est connue et, suivant le théorème de 
Wallis, on en conclut

4 a — - •
71

Il ne s’agit donc maintenant que de connaître les valeurs des autres 
indéterminées.
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174.

Les six équations qui restent après l’élimination de g peuvent être 
comparées aux six équations plus simples que l’on aurait employées 
s’il n’y avait eu que six inconnues. Ces dernières équations diffèrent 
des équations (c) en ce que, dans celles-ci, les lettres f, e, d, c, b, a 
se trouvent multipliées respectivement par les facteurs

i32—n2 i32—9’ i32—7’ i32—52 i32—32 132 — i2
r32 ’ i32 ’ i32 ’ t32 ’ i32 ’ 13*

Il suit de là que, si l’on avait résolu les six équations linéaires que 
l’on doit employer dans le cas de six indéterminées, et que l’on eût 
calculé la valeur de chaque inconnue, il serait facile d’en conclure la 
valeur des indéterminées de même nom, correspondantes au cas où 
l’on aurait employé sept équations. Il suffirait de multiplier les valeurs 
de f, e, d, c, b, a, trouvées dans le premier cas, par des facteurs connus. 
11 sera aisé, en général, de passer de la valeur de l’une des quantités, 
prise dans la supposition d’un certain nombre d’équations et d’incon
nues, à la valeur de la même quantité, prise dans le cas où il y aurait 
une inconnue et une équation de plus. Par exemple, si la valeur de f 
trouvée dans l’hypothèse de six équations et six inconnues est repré
sentée par F, celle de la même quantité prise dans le cas d’une 

i32inconnue de plus sera F j32_ • Cette même valeur, prise dans le cas

de huit inconnues, sera, par la même raison,

132 152
1 i32—h2 i52 —n2’

et, dans le cas de neuf inconnues, elle sera

, i32 i52 172
132 — j 12 i52—112 172—112’

ainsi de suite. Il suffira de même de connaître la valeur de b, corres-
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pondante au cas de deux inconnues, pour en conclure celle de la même 
lettre qui correspond au cas de trois, quatre, cinq inconnues, .... On 
aura seulement à multiplier cette première valeur de b par

52 7’- g2 n*
52 — 32 y»— 32 92— 32 fi2 — 32 ' ’ "

Pareillement, si l’on connaît la valeur de c pour le cas de trois incon
nues, on multipliera cette valeur par les facteurs successifs

72 g2 il2
72— 52’ g2—52’ ii2- 52’

on calculera de même la valeur de d pour le cas de quatre inconnues 
seulement, et l’on multipliera cette valeur par

92 n2 i32 i52
g2—72 ii2—72 i32— 72 15*— 72

Le calcul de la valeur de a est assujetti à la même règle; car, si l’on 
prend cette valeur pour le cas d’une seule inconnue et qu’on la mul
tiplie successivement par

32 52 72 92
32— i2’ 52—i*’ 72 — i2’ 92— i2’

on trouvera la valeur finale de cette quantité.

175.

La question est donc réduite à déterminer la valeur de a dans le cas 
d’une inconnue, la valeur de b dans le cas de deux inconnues, celle de c 
dans le cas de trois inconnues, et ainsi de suite pour les autres incon
nues.

11 est facile de juger, à l’inspection seule des équations et sans
F. 20
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aucun calcul, que les résultats de ces éliminations successives doivent 
être

a = i,

i2 32
'' — p— 52 3’—51

i2 32 52 72 g2 i32 j52
' i2 — u2 32 — 112 52 — 1 12 72 — 112 g2 — 112 i32 — 112 i52 — । p ‘ ‘ ’

32 52
i2—72 32—72 52— 72’

i2 32 52 72« -- -------- -------  -------- --- £----
U—92 32—g2 52—g2 7"—92

176.

Il ne reste qu’à multiplier les quantités précédentes par les séries 
des produits qui doivent les compléter et que nous avons donnés 
(art. 174). On aura, en conséquence, pour les valeurs finales des 
inconnues a, b, c, d, e, f, ..., les expressions suivantes :

32 52 72 g2 112
a~ 1 32—i2 52—12 72—i2 g2 — i2 u2—i2

, i2 52 72 g2 u2
12— 32 52— 32 72— 32 g2— 32 u2—32

_ I2 32 72 g2 ii2
i2— 52 32— 52 72 — 52 g2—52 u2—52 ’

_ i2 32 52 g2 112
i2— 72 32— 72 52 — 72 g2—72 112—7’

12 32 52 72 112 i32(> -- -------- ———— -------- ---£---- ------- — --------- • . . .
O—91 3i— 92 52— 92 71 — g2 u2—92 i32—g2



CHAPITRE III. - SOLIDE RECTANGULAIRE INFINI. 155

ou
3.3 5.5 7-7
2.4 4.6 6.8

1.1 5.5 7-7 9-9
2.4 2.8 4-10 6.12

c =H-
1.1 3.3 7-7 9.9 11.11 '
4.6 2.8 2.12 4.14 6.16

d = — 1.1 3.3 5.5 9.9 11. 11 i3.13
6.8 4.10 2.12 2.16 4.t8 6.20
1.1 3.3 5.5 7.7 11.11 13.13 15.15c — 4- 8.10 6.12 4-i4 2.16 2.20 4-22 6.24

/=-
1.1 3.3 5.5 7.7 9.9 13.13 15.15 17.17

10.12 8.i4 6.16 4.18 2.20 2.24 4-26 6.28

La quantité ou le quart de la circonférence, équivaut, suivant le 
théorème de Wallis, à

2.2 4-4 6.6 8.8 io.io 12.12 i4.i4 
1.33.55.77.9 9.11 11.13 13.15

Si l’on remarque maintenant quels sont, dans les valeurs de a, h, 
c, d, e, les facteurs que l’on doit écrire aux numérateurs et aux 
dénominateurs, pour y compléter la double série des nombres impairs 
et des nombres pairs, on trouvera que les facteurs à suppléer sont

n 7 3.3Pour b..................................  —6

Pour c...................................... ——10

Pour d........................................ ^7?

„ 9-9Pour e......................................... -jg-

11.11
Pour/...................................... ~-
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et l’on en conclut
2 a = 2 —,7T

177.

C’est ainsi qu’on est parvenu à effectuer entièrement les éliminations 
et à déterminer les coefficients a, b, c, d, ... de l’équation

i — a cosy 4- é cos 3y 4- c cos 5 y 4- d cos ^y -l- e cos g y 4-....

La substitution de ces coefficients donne l’équation suivante :

i 9 « K i i iz = cosy — cos à y 4- g cos5y — - cos7y 4- - cosgy — — cos i ly 4-....

Le second membre est une fonction de y qui ne change point de 
valeur quand on donne à la variable y une valeur comprise entre — 

et 4- Il serait aisé de prouver que cette série est toujours conver
gente; c’est-à-dire que, en mettant au lieu dey un nombre quelconque 
et en poursuivant le calcul des coefficients, on approche de plus en 
plus d’une valeur fixe; en sorte que la différence de cette valeur à la 
somme des termes calculés devient moindre que toute grandeur assi
gnable. Sans nous arrêter à cette démonstration que le lecteur peut 
suppléer, nous ferons remarquer que la valeur fixe dont on approche 
continuellement est si la valeur attribuée à y est comprise entre
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o et - , mais qu’elle est — 7 si y est comprise entre - et — ; car, 2 4 1 2 2
dans ce second intervalle, chaque terme de la série change de signe. 
En général, la limite de la série est alternativement positive et néga
tive; au reste, la convergence n’est point assez rapide pour procurer 
une approximation facile, mais elle suffit pour la vérité de l’équation.

178.
L’équation

I o । „ Iy — cos.r — 77 cos3 x 4- 77 cos 5x — - cos7x -1- ...3 5 7 '

appartient à une ligne qui, ayante pour abscisse et y pour ordonnée, 
est composée de droites séparées dont chacune est parallèle à l’axe et 
égale à la demi-circonférence. Ces parallèles sont placées alternati
vement au-dessus et au-dessous de l’axe, à la distance et jointes 
par des perpendiculaires qui font elles-mêmes partie de la ligne. Pour 
se former une idée exacte de la nature de cette ligne, il faut supposer 
que le nombre des termes de la fonction

1 9 I HCOS.» — 77 cos Sx 4- - cos 5 x —...3 o
♦

reçoit d abord une valeur déterminée. Dans ce dernier cas, l’équation

y — cos x — - cos Sx 4- cos 5 a: —... 3 5

appartient à une ligne courbe qui passe alternativement au-dessus et 
au-dessous de l’axe, en le coupant toutes les fois que l’abscisse x 
devient égale à l’une des quantités

| 77 | 3tt ! 5~
2 2 — 2

à mesure que le nombre des termes de l’équation augmente, la courbe 
dont il s’agit tend de plus en plus à se confondre avec la ligne précé
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dente, composée de droites parallèles et de droites perpendiculaires, 
en sorte que cette ligne est la limite des différentes courbes que l’on 
obtiendrait en augmentant successivement le nombre des termes.

SECTION III.

REMARQUES SUR CES SÉRIES.

179.

On peut envisager ces mêmes équations sous un autre point de vue 
et démontrer immédiatement l’équation

y — COSiC — 
4

i „ 1 - 1 i— cos3« + y cos5zp---- cos?^ H— cosoa? —.3 5 7 9

Le cas où x est nulle se vérifie par la série de Leibnitz

" I I I I

Ensuite on supposera que le nombre des termes de la série 

cos a? — - cos3a? H- ~ cos5a?3 5 - cos^a? -t-,.., 
7

au lieu d’être infini, est déterminé et égal à m. On considérera la valeur 
de cette suite finie comme une fonction de x et de m. On réduira la 
valeur de la fonction en une série ordonnée suivant les puissances 
négatives de m\ etVon reconnaîtra que cette vaieur approche d’autant 
plus d’être constante et indépendante de x, que m est un plus grand 
nomiu'e

0) On remarquera que, dans cette étude de quelques séries particulières, Foncier suit 
précisément la méthode qui a permis plus tard à Dirichlet d’obtenir pour la première fois 
une théorie complètement rigoureuse des séries trigonométriques. Cette méthode consiste, 
comme on le voit, à exprimer par une intégrale définie la somme des m premiers termes 
de la série, puis à chercher la limite do cette intégrale. G. D.
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Soit y la fonction cherchée qui est donnée par l’équation

y = co s a; — 5 cos 3 a: H- cos 5 a? — -cos 7 a? 4-...------- 1----cos ( 2 m — i ) a?,o o 7 2m — i '

le nombre m des termes étant supposé pair. Cette équation, différen- 
tiée par rapport à x, donne

dy . . , . „— — snliZ; — Sin3a? 4- sin5a? — sin7a? 4-...
4- sin (a m — 3)a? — sin (2m — i)a?;

en multipliant par 2 sin 2a?, on a

dy . . . „— 2 sin 2 a? = asina; sui2a? — asm3a; sin 2 a? 4- 2 sin a a? sin 2 a? 4-...
4- 2 sin(2m — 3)a?sin2a? — 2 sin(am — i)a?sin2a?.

Chaque terme du second membre étant remplacé par la différence de 
deux cosinus, on en conclura

dy .— 2 4— sin 2 a? = cos(— a?) — cos3a? dx ' '
— cos x 4- cos 5x
4-cos3a?— cos yx
— cos5a?4-cos gaz
4- cos 7 a- — cos 11 x

4- cos(2zn — 5)x — cos(2zn — i)x 
— cos(am — 3)a? 4- cosfazzz + i)x.

Le second membre se réduit à cosfzm -p i)œ — cos(2m — r)œ ou 
— 2 sin 2 ma? sin a?; donc

smimx , — dx
COSÆ

L80.

On intégrera le second membre par parties, en distinguant dans 
l’intégrale le facteur sïn-2mxdx, qui doit être intégré successivement,
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et le facteur—— ou sécæque l’on doit différentier successivement; dési- COS X 1
gnant les résultats de ces différentiations par séc'zr, séc" a?, séc"'a?, ..
on aura

i2 y = const. — —- cos 2 ma? seca?2 m

H—;—; sin 2 m x séc' x h—-—; cos 2 m x séc" x — ni'

ainsi la valeur de y, ou

cosa? — .t cos 3 a? -h _cos 5 a?----- cos 7 x H-. . .4---------- cos ( 2 m — 1 ) a?,3 o 7 2 ni — 1

qui est une fonction de x et m, se trouve exprimée par une série 
infinie; et il est manifeste que, plus le nombre m augmente, plus la 
valeur de y approche de celle de la constante. C’est pourquoi, lorsque 
le nombre m est infini, la fonction y a une valeur déterminée qui est 
toujours la même, quelle que soit la valeur positive de x, moindre que

Or, si l’on suppose l’arc x nul, on a

1 1 1 1
y —1 — 2 ■+■ ~------ 1—3079

qui équivaut à Donc on aura généralement

, , . TC I „ I „ I I(o) = cosa? — $ cos3a? h- g cos 5 a? — - cos7a? 4- - cos9a? —....

181.

Si dans cette équation on suppose x = on trouvera

En donnant à l’arc x d’autres valeurs particulières, on trouvera 
d’autres séries qu’il est inutile de rapporter, et dont plusieurs ont 
déjà été publiées dans les Ouvrages d’Euler. Si l’on multiplie l’équa-
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lion (6) par dx et que l’on intègre, on aura

KX . I . „ I . r 1 .= sin® — sin3® 4- — sin 5® — — sin 7® 4-....

En faisant dans cette dernière équation x = on trouve

TC2 _ i i i i

série déjà connue. On pourrait énumérer à l’infini ces cas particu
liers; mais il convient mieux à l’objet de cet Ouvrage de déterminer, 
en suivant le môme procédé, les valeurs de diverses séries formées de 
sinus ou de cosinus d’arcs multiples.

182.
Soit

I . 1 ■ O I . ,y = sin ®---- sin 2 ® 4- sin 3 ® — y si n 4 ® 4-...2 O 4
I . . x 1 .H Sin (ni — i)x-----  ni — 1--------- ' ni

ni étant un nombre pair quelconque. On tire de cette équation
cl Y
~ = cos® — cos 2® 4- cos3a? — cos4® 4-. . .4- cos(»î — \)x — cosm®;

multipliant par 2 sin® et remplaçant chaque terme du second membre 
par la différence de deux sinus, on aura

dv . , x ,2 sin® 4- = sm(x 4- x) — stn(® — x) dx '
— sin(2x 4- x) + sin (2x — x}
4- sin (3x 4- x) — sin (3a? — x)

4- sin [(/n — i)x 4- x] — sin[( zn — 1)® — x]
— sin(z«« 4- x) 4- sin(zzz® — x}

et, en réduisant,

2 sin® 4b = sin® 4- sinzzz® — sin(mx 4- x)" dx
F. 21
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la quantité
sin ma; — sin (ma? 4- x)

ou
sin

équivaut à
— 2 sin cos 2

2 2

2
on a donc

ou

on en conclut

dy 
dx

dy _  i
dx 2

sin -2 / X—----COS I »IX H---- sin a?

cos

2 cos -

Si l’on intègre par parties, en distinguant le facteur —-— ou séc - 
cos —2

qui doit être successivement différentié et le facteur cos Çmx 4- 

que l’on intégrera plusieurs fois de suite, on formera une série dans 
laquelle les puissances de m 4- entrent aux dénominateurs. Quant à 
la constante, elle est nulle parce que la valeur de y commence avec 
celle de x. Il suit de là que la valeur de la suite finie

I . i . o i . - 1 . i .sma?---- sinaÆ 4- y sin 3 a? — - sin5a? 4— sinnx —...------ sinma?2 3 5 7 ' m

diffère extrêmement peu de lorsque le nombre des termes est très 
grand; et, si ce nombre est infini, on a l’équation déjà connue

X . I. I . „ 1 • z 1 • r— — sinx---- sin2 a; 4- y sin ix — y sin4a? -H y sin5a? —....2 2 3 4 5
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On pourrait aussi déduire de cette dernière série celle que nous avons
t TCdonnée plus haut pour la valeur de ■

183.
Soit maintenant

1 i , ।y = - cos 2 x — y cos 4 x 4- 7 cos 6 a? —...2 4 6
i . i4---------- cos ( 2 ni — i)x------- cos 2 m x,2 ni — 2 2 ni

m étant un nombre pair. Différentiant, multipliant par asinaa?, sub
stituant les différences de cosinus et réduisant, on aura

dy t sin(2m h- i)a?2 = — tanga? h---------—dx ° cos a?
ou

-, , Csin (2 ni 4- i)x ,2y = c- / tanga? dx 4- / --- ----- dx.J cosa?

Intégrant par parties le dernier terme du second membre et supposant 
m infini, on a

I ,y — c 4- - 10g COS#.

Si, dans l’équation

y — - cos 2# — 2 7 COS4# + 7 COSÔ# — i cos8# 4- . . ., 4 6 8

on suppose oc nulle, on trouve

i i । i
y —-------7 4- T? — ô 4- • -----2 4 6 8 p0g2;

donc
y = ~ iog2 4- 4ogcosa?.

On parvient ainsi à la série donnée par Euler

log I2 COS - X2
1 1 9= COS#-----COS2# 4- ô COSÔ# — 2--------------û 7 cos4# 4- . . . . 4
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184.

En appliquant le même procédé à l’équation

. i . „ t . _ i .y = sin a? 4- sin3x + TSin5æ4— sin7æ 4-..., o a 7 z

on trouvera la série suivante, qui n’avait pas été remarquée :

TC . I . „ I . . I . I .7 = si nx 4- y sin 3 a? 4- F sin 5 a? 4— sin7 j? 4- - smoa? 4-... ■4 3 5 7 9

Il faut observer, à l’égard de toutes ces séries, que les équations qui
en sont formées n’ont lieu que lorsque la variable x est comprise entre 
certaines limites. C’est ainsi que la fonction

i „ i „ icos a? — tt cos3.r 4- ~ cos 5 a? cos 7 a? 4-... □ a 7

n’est équivalente à que si la variable x est contenue entre les limites 

que nous avons assignées. Il en est de même de la série

sina?---- sin 2a? 4- y sin3a? — 7 sin4x 4- y sin ax — .... 2-- 3 4 5

Cette suite infinie, qui est toujours convergente, donne la valeur 

toutes les fois que l’arc x est plus grand que o et moindre que ~. Mais 

elle n’équivaut plus à y si l’arc surpasse w; elle a, au contraire, des 

valeurs très différentes de car il est évident que, dans l’intervalle 

de æ — ~ à x = 2Z, la fonction reprend avec le signe contraire toutes 
les valeurs qu’elle avait eues dans l’intervalle précédent, depuis x — o 
jusqu’à # = «. Cette série est connue depuis longtemps; mais l’ana
lyse qui a servi à la découvrir n’indique pas pourquoi le résultat cesse 
d’avoir lieu lorsque la variable surpasse k.

Il faut donc examiner attentivement la méthode que nous venons 
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d’employer et y chercher l’origine de cette limitation à laquelle les 
séries trigonométriques sont assujetties.

185.

Pour y parvenir, il sufli t de considérer'quc les valeurs exprimées par 
les suites infinies ne sont connues avec une entière certitude que dans 
les cas où l’on peut assigner les limites de la somme des termes qui les 
complètent; il faut donc supposer qu’on emploie les premiers termes 
seulement de ces suites, et trouver les limites entre lesquelles le reste 
est compris.

Nous appliquerons cette remarque à l’équation

j = co s a? i „ 1 K i77 cos Sx - cos 5 x-----cos 7x 4-...3 5 7 '
cos(2/n— 3).r cos ( 2 m— i).r 

2m — 3 2 ni — i

le nombre des termes est pair et représenté par ni; on en déduit cette 
équation

dy_ sin 2 ma?
dx co s a? ’

d’où l’on peut tirer la valeur de y, en intégrant par parties. Or l’inté
grale f uv dx peut être résolue en une série composée d’autant de 
termes qu’on le voudra, u et v étant des fonctions de x. On peut écrire, 
par exemple,

/ uv dx — c + u f c dx — f dx f c dx
n r* f (1^ n

4- -7-7 f dx f dx f v dx — I (d -j— f dx f dx f p dx dx2 J J \ dx2 J J J

équation qui se vérifie d’elle-même par la différentiation.
En désignant sinama? par v et seca? par u, on trouvera

2/=C
1 1 , , .— seca? cos2ma? -f—;—; sec x sin 2 nix2 m ^m2

4—-—; séc" x cos 2 m x — Vnd
, sec" a? cos 2 ma? « ——- 23 nd
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186.

Il s’agit maintenant de connaître les limites entre lesquelles est 
comprise l’intégrale

* ; f cos amassée’’a;2im3 J

qui complète la suite. Pour former cette intégrale, il faudrait donner 
à l’arc x une infinité de valeurs, depuis o, terme où l’intégrale com
mence, jusqu’à x qui est la valeur finale de l’arc, déterminer pour 
chacune des valeurs de x celle de la différentielle dséc"x et celle du 
facteur cosama?, et ajouter tous les produits partiels; or le facteur 
variable cos2mæ est nécessairement une fraction positive ou néga
tive : par conséquent, l’intégrale se compose de la somme des valeurs 
variables de la différentielle d^'x, multipliées respectivement par 
des fractions. La valeur totale de cette intégrale est donc moindre que 
la somme des différentielles d^'x, prises depuis x — o jusqu’à x, et 
elle est plus grande que cette même somme prise négativement; car, 
dans le premier cas, on remplace le facteur variable cosawa? par la 
quantité constante i, et, dans le second cas, on remplace ce facteur 
par _ Or cette somme des différentielles dséc"x, ou, ce qui 
est la même chose, l’intégrale fdséc"x, prise depuis a? —o, est 
séc"zr — séc"o; séc"x est une certaine fonction de x, et séc"o est la 
valeur de cette fonction, prise en supposant l’arc a? nul (’).

L’intégrale cherchée est donc comprise entre

+ (séc"a?—séc"o) et —(séc"#— séc"o);

c’est-à-dire que, en représentant par k une fraction inconnue positive

(O Fourier néglige d'énoncer ici une dés conditions qui sont necessaires pour I exacti
tude du raisonnement, à savoir que tous les éléments de 1 intégrale

Ç <Z(séc''.r)

soient de mémo signe. Cette condition est d’ailleurs satisfaite, comme on s’en assurera 
aisément. G- D.
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ou négative, on aura toujours

/cos 2 ma? d séc"a? — k^Mx — séc’o).

On parvient ainsi à l’équation

i , i— seca? cos 2 mx -t- ——- séc'a? sin 2 mx2 m 2ïmï
1 , „ k+ Xü sec"j; coS2ma? 4- ——- (séc".« — séc’o), ni6 ni6 '

dans laquelle la quantité (séc"a? — séc"o) exprime exactement la 
somme de tous les derniers termes de la série infinie.

187.

Si l’on eût cherché deux termes seulement, on aurait eu l’équation

i 1 , , . k2y — c — — seca? cos2 ma? 4- ——-séc'a? sin 2 ma? 4- ——; (séc'a? — séc'o). a ni 2‘ ni 2" ni2,
\

11 résulte de Là que l’on peut développer la valeur de y en autant de 
termes que l’on voudra et exprimer exactement le reste de la série; 
on trouve ainsi cette suite d’équations

1 * k . , ,2y — c — — seca? cos2ma? 4----- (seca? — seco),2 m 2m-

1 1 b
^y ~c~ —- seca? cos2ma? 4- ——- séc'a? sin 2mx 4- ——- (séc'a? — séc'o), 2m 2‘m^ 2-m2 '

1 1 , ,^y — c-------seca?cos2ma? 4- -=—; séc'a? sin 2 ma?2 m 21 ni2

4- séc’a? cos2mx 4- ^-7(séc’a? — séc"o). 
23znJ 2imi '

Le nombre k qui entre dans ces équations n’est pas le même pour 
toutes, et il représente dans chacune une certaine quantité qui est 
toujours comprise entre r et — 1 ; m est égal au nombre des termes de 
la suite

cos a? — L cos 3 a? 4- ~ cos 5 a? —...----- ------ cos (2 m — i)a?,3 5 2 m — i ' ’

dont la somme est désignée par y.
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188.

On ferait usage de ces équations si le nombre m était donné, et, 
quelque grand que fût ce nombre, on pourrait déterminer, aussi exac
tement qu’on le voudrait, la partie variable de la valeur de y. Si le 
nombre m est infini, comme on le suppose, on considérera la première 
équation seulement ; et il est manifeste que les deux termes qui suivent 
la constante deviennent de plus en plus petits; en sorte que 2 y a dans 
ce cas pour valeur exacte la constante c; on détermine cette constante 
en supposant x = o dans la valeur de y, et l’on en conclut

« i „ i E i i- = cos x — x cosdÆ’ + v cos 5a;-----cos7 a; -1— cosoa? —....4 3 5 7 9

Il est facile de voir maintenant que le résultat a nécessairement lieu 

si l’arc x est moindre quç En effet, attribuant à cet arc une valeur 

déterminée X aussi voisine de qu’on voudra le supposer, on pourra 

toujours donner à m une valeur si grande que le terme

k / ' A X-—■ (seca- — seco) 2 ni

qui complète la série devienne moindre qu’une quantité quelconque; 
mais l’exactitude de cette conclusion est fondée sur ce que le terme 
séca? n’acquiert point une valeur qui excède toutes les limites pos
sibles, d’où il suit que le raisonnement ne peut s’appliquer au cas où 

l’arc x n’est pas moindre que

On fera usage de la même analyse pour les séries qui expriment les 

valeurs de logeosa?, et l’on pourra distinguer par ce moyen les 

limites entre lesquelles la variable doit être comprise pour que le 
résultat du calcul soit exempt de toute incertitude; au reste, ces 
mêmes questions seront traitées ailleurs par une méthode fondée sur 
d’autres principes.
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189.

L’expression de la loi des températures fixes dans une lame solide 
suppose la connaissance de réquation

7t 1 „ I K I 1T = COS X — TT COS Oit? H- - COS 5 x-----COS 7 it? H COS Oit? — ....
4 3 5 7 9

Voici le moyen le plus simple d’obtenir cette équation :
Si la somme de deux arcs équivaut au quart de la circonférence -, 

le produit de leurs tangentes est i; on a donc, en général,

(c) aictan?M + arc

le signe arctangw indique la longueur de l’arc dont la tangente est u; 
et l’on connaît depuis longtemps la série qui donne la valeur de cet 
arc; on aura donc le résultat suivant :

si maintenant on écrit c'A-', au lieu de u, dans l’équation (c) et dans 
l’équation (d}, on aura

- = arc lange*^-‘4- arc lange-*é-', 
2

TT I o 1 t 1 1-= cosir — □ cos3æ? + F cos5a?-----cos;^ + -cosgit? —....
4 3 a 7 9

La série de l’équation (d) est toujours divergente et celle de l’équa- 

lion (Z?) est toujours convergente; sa valeur est^> ou —

F. 22
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SECTION VI.

SOLUTION GÉNÉRALE.

190.

On peut maintenant former la solution complète de la question que 
nous nous sommes proposée; car les coefficients de l’équation (b) 
(art. 168) étant déterminés, il ne reste plus qu’à les substituer; et l’on 
aura

( ~ = e~x cosy — e~3x cos3j 4- $ cos 5/
(*) j j (

[ —-e-^cosgy—....

Cette valeur de v satisfait à l’équation

d2 c d’c 
j—s â—s — 0 ’dx* dy-

elle devient nulle lorsqu’on donne à y une valeur égale à ou — 

enfin, elle équivaut à l’unité toutes les fois que, x étant nulle, y est 

comprise entre — | et + Ainsi toutes les conditions physiques de 

la question sont exactement remplies, et il est certain que, si l’on 
donnait à chaque point de la lame la température que l’équation (a) 
détermine, et si, en même temps, on entretenait la base A à la tempé
rature i et les arêtes infinies B et C à la température o, il serait 
impossible qu’il survînt aucun changement dans le système des tempé
ratures.

191.

Le second membre de l’équation (a) étant réduit en une série 
extrêmement convergente, il est toujours facile de déterminer en 
nombre la température d’un point dont les coordonnées x et y sont 
connues. Cette solution donne lieu à diverses conséquences qu’il est
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nécessaire de remarquer, parce qu’elles appartiennent à la théorie 
générale.

Si le point m, dont on considère la température fixe, est très éloigné 
de l'origine A, le second membre de l’équation (a) aura pour valeur 
extrêmement approchée e^cosy; il se réduit à ce premier terme si x 
est infini.

L’équation 
4 *— e~x co s >

représente ainsi un état du solide qui se conserverait sans aucun 
changement, s’il était d’abord formé; il en serait de même de l’état 
exprimé par l’équation

f,
e = — e~3x cos 3 y,3 71

et, en général, chaque terme de la série correspond à un état particulier 
qui jouit de la même propriété. Tous ces systèmes partiels existent à 
la fois dans celui que représente l’équation (a); ils se superposent, et 
le mouvement de la chaleur a lieu pour chacun d’eux de la même 
manière que s’il était seul. Dans l’état qui répond à l’un quelconque 
de ces termes, les températures fixes des points de la base A diffèrent 
d’un point à un autre, et c’est la seule condition de la question qui ne 
soit pas remplie; mais l’état général qui résulte de la somme de tous 
les termes satisfait à cette même condition.

A mesure que le point dont on considère la température est plus 
éloigné de l’origine, le mouvement de la chaleur est moins composé : 
car, si la distance x a une valeur assez grande, chaque terme de la 
série est fort petit par rapport au précédent , de sorte que l’état de la 
lame échauffée est sensiblement représenté par les trois premiers 
termes, ou par les deux premiers, ou par le premier seulement, poul
ies parties de cette lame qui sont de plus en plus éloignées de l’ori
gine.

La surface courbe dont l’ordonnée verticale mesure la température 
fixe e se forme en ajoutant les ordonnées d’une multitude de surfaces
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particulières, qui ont pour équations

1T P. ___ _ e-x cosy,

K(’, I 9—9 e cos or, 4 3
— g-sa: cos,5 y

4 J

La première de celles-ci se confond avec la surface générale lorsque x 
est infinie, et elles ont une nappe asymptotique commune.

Si la différence v — v^ de leurs ordonnées est considérée comme 
l’ordonnée d’une surface courbe, cette surface se confondra, lorsque x 
est infinie, avec celle dont l'équation est

yK(’2=— ^e~ix cos3y.

Tous les autres termes de la série donnent une conclusion semblable.
On trouverait encore les mêmes résultats si la section, à l’origine, 

au lieu d’être terminée, comme dans l’hypothèse actuelle, par une 
droite parallèle à l’axe des y, avait une figure quelconque formée de 
deux parties symétriques. On voit donc que les valeurs particulières

. «e-xcosy, be~3x cos3y, o?-62-'cosay, ...

prennent leur origine dans la question physique elle-même et ont 
une relation nécessaire avec les phénomènes de la chaleur. Chacune 
d’elles exprime un mode simple suivant lequel la chaleur s’établit et 
se propage dans une lame rectangulaire, dont les côtés infinis con
servent une température constante. Le système général des tempéra
tures se compose toujours d’une multitude de systèmes simples, et 
l’expression de leur somme n’a d’arbitraire que les coefficients a, b, 
c, d, ....

192.

On peut employer l’équation (a) pour déterminer toutes les circon
stances du mouvement permanent de la chaleur dans une lame rec-
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(angulaire échauffée à son origine. Si l’on demande, par exemple, 
quelle est la dépense de la source de chaleur, c’est-à-dire quelle est la 
quantité qui, pendant un temps donné, pénètre à travers la base A et 
remplace celle qui s’écoule dans les masses froides B et C, il faut con
sidérer que le flux perpendiculaire à l’axé des y a pour expression 
— la quantité qui, pendant l’instant dt, s’écoule à travers une 
particule dy de l’axe, est donc

„ de , ,•— h -T—dydt', dx J

et, comme les températures sont permanentes, le produit du flux pen
dant l’unité de temps est

„ de , — K dy. dx J

On intégrera cette expression entre les limites y — — et y = -t- 
afin de connaître la quantité totale qui traverse la base ou, ce qui est 
la même chose, on intégrera depuis y = o jusqu’à y — ™, et l’on 

prendra le double de la somme. La quantité ~ est une fonction de .r 
et y, dans laquelle on doit faire x — o, afin que le calcul se rapporte 
à la base A, qui coïncide aVcc l’axe des y. La dépense de la source de 
chaleur a donc pour expression

— 2 / K dy.
J dx J

L’intégrale doit être prise depuis y — o jusqu’à y = si, dans la 

fonction > on ne suppose point x = o, mais x = x, l’intégrale sera (J JC
une fonction de x qui fera connaître combien il s’écoule de chaleur 
pendant l'unité de temps, à travers une arête transversale placée à la 
distance x de l’origine.

193.

Si l’on veut connaître la quantité de chaleur qui, pendant l’unité de 
temps, pénètre au delà d’une ligne tracée sur la lame parallèlement 
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aux arêtes B et C, on se servira de l’expression — Kjy et, la multi
pliant par l'élément dx de la ligne tracée, on intégrera par rapport à x 
entre les termes donnés de la ligne; ainsi l’intégrale

dv , — / K -r- dx J ày

fera connaître combien il s’écoule de chaleur à travers toute l’étendue 
de la ligne; et si, avant ou après l’intégration, on fait y = on 
connaîtra la quantité de chaleur qui, pendant l’unité de temps, sort de 
la lame en traversant l’arête infinie C. On pourra ensuite comparer 
cette dernière quantité à la dépense de la source de chaleur; car il est 
nécessaire que le foyer supplée continuellement la chaleur qui s’écoule 
dans les masses B et C. Si cette compensation n’avait pas lieu à chaque 
instant, le système des températures serait variable.

194.
L’équation (a) donne

— K ~ = —- (e~® cos J — e-3® cos 3 y 4- e-5® cos 5 y — e~’x cos7y 4-.. .); 

multipliant par dy, intégrant depuis y — o, on a

— (e~x siny — e~3x sin3y 4- | e~3x sin 5y — - e~7® sin jy +■.

Si l’on fait y = - et si l’on double l’intégrale, ou trouvera - 2 °

e~x 4- 4 e~3x 4- 4 e"5® 4- - e-7® -y... '
3 5 7 /

pour l’expression de la quantité de chaleur qui, pendant l’unité de 
temps, traverse une ligne parallèle à la base et dont la distance à cette 
base est x.

On déduit aussi de l’équation (a)

— K (e-® siny — e~3x sin3y + e 3X sin5y — e-7® sin7/
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donc l’intégrale

prise depuis x = o, est

4K | (i — e *) siny — |(i — e~3*) sin3j +1 (i — e'5*) sin5y — i (t — e-7*) sin 77 h-

Si l’on retranche cette quantité de la valeur qu’elle prend lorsqu’on y 
fait x infini, on trouvera

4 K | e-3* sin3y + r e-5r sin5y—...

et, en faisant y — A, on aura l’expression de la quantité totale de 
chaleur qui traverse 1 arête infinie C, depuis le point dont la distance à 
l’origine est a? jusqu’à l’extrémité de la lame; celte quantité est 

4 K
6 + 3

7

on voit qu’elle équivaut à la moitié de celle qui pénètre pendant le 
même temps au delà de la ligne transversale tracée sur la lame à la 
distance x de 1 origine. Nous avons déjà remarqué que ce résultat est 
une conséquence necessaire des conditions de la question; s’il n’avait 
pas lieu, la partie de la lame qui est placée au delà de la ligne trans
versale et se prolonge a 1 infini ne recevrait point par ses bases une 
quantité de chaleur égale à celle qu’elle perd par ses deux arêtes; elle 
ne pourrait donc point conserver son état, ce qui est contraire à l’hypo
thèse.

195.

Quant à la dépense de la source de chaleur, on la trouve en sup
posant x = o dans l’expression précédente; elle acquiert par là une 
valeur infinie, et l’on en connaîtra la raison si l’on remarque que, 
d’après l’hypothèse, tous les points de la ligne A ont et conservent la 
température i ; les lignes parallèles qui sont très voisines de cette 
hase ont aussi une température extrêmement peu différente de l’unité; 
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donc les extrémités de toutes ces lignes qui sont contiguës aux masses 
froides B et C leur communiquent une quantité de chaleur incompa
rablement plus grande que si le décroissement de la température était 
continu et insensible. Il existe dans cette première partie de la lame, 
aux extrémités voisines de B ou de C, une cataracte de chaleur ou un 
flux infini. Ce résultat cesse d’avoir lieu lorsque la distance x reçoit 
une valeur appréciable.

196.

On a désigné par -ü la longueur de la base. Si on lui attribue une 

valeur quelconque 2/, il faudra écrire, au lieu dey, et, multi

pliant aussi les valeurs de x par on écrira ^7 au lieu de x. Dési

gnant par A la température constante de la base, on remplacerai’ par 

p Ces substitutions étant faites dans l’équation (a), on a

Cette équation représente exactement le système des températures 
permanentes dans un prisme rectangulaire infini, compris entre deux 
masses de glace B et C et une source de chaleur constante.

197.

Il est facile de voir, soit au moyen de cette équation, soit d’après 
l’article 171, que la chaleur se propage dans ce solide en s’éloignant 
de plus en plus de l’origine, en même temps qu’elle se dirige vers les 
faces infinies B et C. Chaque section parallèle à celle de la hase est 
traversée par une onde de chaleur qui se renouvelle a chaque instant 
et conserve la même intensité; cette intensité est d’autant moindre 
que la section est plus distante de l’origine. Il s’opère un mouvement 
semblable, par rapport à un plan quelconque parallèle aux faces infi-
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nies; chacun de ces plans est traversé par une onde constante qui 
porte sa chaleur aux masses latérales.

Nous aurions regardé comme inutiles les développements contenus 
dans les articles précédents, si nous n’avions point à exposer une 
théorie entièrement nouvelle, dont il est nécessaire de fixer les prin
cipes. C’est dans cette même vue que nous ajouterons les remarques 
suivan tes.

198.

Chacun des termes de l’équation (a) correspond à un seul système 
particulier de températures, qui pourrait subsister dans une lame rec
tangulaire échauffée par son extrémité et dont les arêtes infinies sont 
retenues à une température constante. Ainsi l’équation p = e-®cosy 
représente les températures permanentes, lorsque les points de la 
base A sont assujettis à une température fixe, désignée par cosy. On 
peut concevoir maintenant que la lame échauffée fait partie du plan 
qui se prolonge à l’infini dans tous les sens; en désignant par x et y 
les coordonnées d’un point quelconque de ce plan et par p la tempé
rature du même point, on appliquera au plan tout entier l’équation

c = e~x cosy;

par ce moyen, les arêtes B et C auront la température constante o; 
mais il n’en sera pas de même des parties contiguës; elles recevront 
et conserveront une température moindre. La base A aura dans tous 
ses points la température permanente désignée par cosy, et les parties 
contiguës auront une température plus élevée.

Si l’on construit la surface courbe dont l’ordonnée verticale équi
vaut à la température permanente de chaque point du plan, et si on la 
coupe parmi plan vertical passant par la ligne A ou parallèle à cette 
ligne, la figure de la section sera celle d’une ligne trigonométrique 
dont l’ordonnée représente la suite infinie et périodique des cosinus. 
Si l’on coupe celte même surface courbe par un plan vertical parallèle 
à l’axe des x, la figure de la section sera dans toute son étendue celle 
d’une courbe logarithmique.

F. a3
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199.

On voit par là de quelle manière le calcul satisfait aux deux condi
tions de l’hypothèse, qui assujettissent la ligne à une température égale 
à cosy, et les deux côtés B et C à la température o. Lorsqu’on exprime 
ces deux conditions, on résout en effet la question suivante : Si la 
lame échauffée faisait partie d’un plan infini, quelles devraient être 
les températures de tous les points de ce plan pour que le système fût 
de lui-même permanent, et que les températures fixes des côtés du 
rectangle infini fussent celles qui sont données par l’hypothèse?

Nous avons supposé précédemment que des causes extérieures quel
conques retenaient les faces du solide rectangulaire infini, l’une à la 
température i, et les deux autres à la température o. On peut se re
présenter cet effet de différentes manières; mais l’hypothèse propre 
au calcul consiste à regarder le prisme comme une partie d’un solide 
dont toutes les dimensions sont infinies et à déterminer les tempéra
tures de la masse qui l’environne, en sorte que les conditions relatives 
à la surface soient toujours observées.

200.

Pour connaître le système des températures permanentes dans une 
lame rectangulaire dont l’extrémité A est entretenue à la température 
i, et les deux arêtes infinies à la température o, on pourrait considérer 
les changements que subissent les températures, depuis l’état initial 
qui est donné jusqu’à l’état fixe qui est l’objet de la question. On dé
terminerait ainsi l’état variable du solide pour toutes les valeurs du 
temps, et l’on supposerait ensuite cette valeur infinie.

La méthode que nous avons suivie est différente et conduit plus 
immédiatement à l’expression de l’état final, parce qu elle est fondée 
sur une propriété distinctive de cet état. On va prouver maintenant 
que la question n’admet aucune autre solution que celle que nous 
avons rapportée. Cette démonstration résulte des propositions sui
vantes.



CHAPITRE III. — SOLIDE RECTANGULAIRE INFINI. 179

201.

Si l’on donne à tous les points d’une lame rectangulaire infinie les 
températures exprimées par l’équation (a), et si l’on conserve aux 
deux arêtes B et C la température fixe o pendant que l’extrémité A 
est exposée à une source de chaleur qui retient tous les points de la 
ligne A à la température fixe i, il ne pourra survenir aucun change
ment dans l’état du solide. En effet, l’équation

(êv à-y _ 
+ dy* ~ °

étant satisfaite, il est manifeste que la quantité de chaleur qui déter
mine la température de chaque molécule ne pourra être ni augmentée 
ni diminuée.

Supposons, les différents points du même solide ayant reçu les tem
pératures exprimées par l’équation (a) ou

y = j),

qu’au lieu de retenir l’arête A à la température i, on lui donne, ainsi 
qu’aux deux lignes B et C, la température fixe o; la chaleur contenue 
dans la lame BAC s’écoulera à travers les trois arêtes A, B, C et, d’a
près l’hypothèse, elle ne sera point remplacée, en sorte que les tem
pératures diminueront continuellement et que leur valeur finale et 
commune sera o. Cette conséquence est évidente, parce que les points 
infiniment éloignés de l’origine A ont une température infiniment 
petite, d’après la manière dont l’équation (a) a été formée.

Le même effet aurait lieu en sens opposé si le système des tempéra
tures était

y = —q(x,y),

au lieu d’être
y = q(œ, y)',

c’est-à-dire que toutes les températures initiales négatives varieraient 
continuellement et tendraient de plus en plus vers leur valeur finale
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<>, pendant que les trois arêtes A, B, C conserveraient la tempéra
ture o.

202.

Soit v =f^x, y} une équation donnée qui exprime la température 
initiale des points de la lame BAC, dont la base A est retenue à la tem
pérature i, pendant que les arêtes B et C conservent la température o.

Soit v = F(x,y) une autre équation donnée qui exprime la tempé
rature initiale de chaque point d’une lame solide BAC parfaitement 
égale à la précédente, mais dont les trois arêtes B, A, C sont retenues 
à la température o.

Supposons que, dans le premier solide, l’état variable qui succède à 
l’état initial soit déterminé par l’équation

. e = 9(^,7, t),

t désignant le temps écoulé, et que l’équation

p = <I>(#, y, t)

détermine l’état variable du second solide, pour lequel les tempéra
tures initiales sont F(x, y).

Enfin, supposons un troisième solide égal à chacun des deux précé
dents; soit

v =/(#,?) +F (x, y)

l’équation qui représente son état initial, et soient i la température 
constante de la base A, o et o celles des deux arêtes B et C.

On va démontrer que l’état variable du troisième solide sera déter
miné par l’équation

v — y, t) *F(x, y, t).

En effet, la température d’un point m du troisième solide varie parce 
que cette molécule, dont M désignera le volume, acquiert ou perd une 
certaine quantité de chaleur A. L’accroissement de la température 
pendant l’instant dt est
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le coefficient c désignant la capacité spécifique rapportée au volume. 
La variation de la température du même point, dans le premier solide, 
sera '^dl, et eIIc scra ^ïdt dans Ic second, les lettres d et D repré

sentant la quantité de chaleur positive ou négative que la molécule 
acquiert en vertu de l’action de toutes les molécules voisines. Or il est 
facile de reconnaître que A équivaut à d + D. Pour s’en convaincre, il 
suffit de considérer la quantité de chaleur que le point in reçoit d’un 
autre point m, appartenant à l’intérieur de la lame ou aux arêtes qui 
la limitent.

Le point m^, dont la température initiale est désignée par /i, trans
mettra a la molécule m, pendant l’instant dt, une quantité de chaleur 
exprimée par qt(J\—f)dt, le facteur q, représentant une certaine 
fonction de la distance des deux molécules. Ainsi la quantité totale de 
chaleur acquise par m sera ^qt(J\ — f)dt, le signe 2 exprimant la 
somme de tous les termes que l’on trouverait en considérant les autres 
points m2, m3, ni^ ... qui agissent sur m, c’est-à-dire en mettant q2,f2, 
ou ou ainsi de suite, à la place de q,,J\. On trouvera de 
même 2 y, (F, — ¥)dt pour l’expression de la quantité totale de cha
leur acquise par le même point m du second solide; et le facteur q, 
est le même que dans le terme 2 q, (f—fjdt, puisque les deux solides 
sont formés de la même matière, et que la situation des points est la 
même; on a donc

D = 171(F,-F)A.

On trouvera par la même raison

A = 2^[(/1 + F1)_(/+F)]^;

donc

A _ d_ D 
cM ~ cM + cM ’

Il suit de là que chaque molécule ni du troisième solide acquerra, pen
dant l’instant dt, un accroissement de température égal à la somme 
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des deux accroissements qui auront lieu pour le même point dans les 
deux premiers solides. Donc, à la fin du premier instant, l’hypothèse 
primitive subsistera encore, pisquu’une molécule quelconque du troi
sième solideaura une température égale à la somme de celles qu’elle a 
dans les deux autres. Donc cette même relation aura lieu au commen
cement de chaque instant; c’est-à-dire que l’état variable du troisième 
solide sera toujours représenté par l’équation

v = ç(.r, y, /) 4- <!>(«■,y, l).

203.

La proposition précédente s’applique à toutes les questions relatives 
au mouvement uniforme ou varié de la chaleur. Elle fait voir que ce 
mouvement peut toujours être décomposé en plusieurs autres dont 
chacun s’accomplit séparément comme s’il avait lieu seul. Cette su
perposition des effets simples est un des éléments fondamentaux de la 
théorie de la chaleur. Elle est exprimée dans le calcul par la nature 
même des équations générales et tire son origine du principe de la 
communication de la chaleur.

Soit maintenant
c = y)

l’équation (a), qui exprime l’état permanent de la lame solide BAC, 
échauffée par son extrémité A, et dont les arêtes B et C conservent la 
température i ; l’état initial de cette lame est tel, d’après l'hypothèse, 
que tous ses points ont une température nulle, excepté ceux de la 
base A, dont la température est r. Cet état initial pourra donc être 
considéré comme formé de deux autres, savoir : un premier, pour 
lequel les températures initiales seraient — les trois arêtes
étant maintenues à la température o; et un second état, pour lequel 
les températures initiales sont les deux arêtes B et C con
servant la température o, et la base A la température i ; la superpo
sition de ces deux états produit l’état initial qui résulte de l’hypo
thèse. Il ne reste donc qu’à examiner le mouvement de la chaleur dans
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chacun des deux étals partiels. Or, pour le second, le système des 
températures ne peut subir aucun changement; et, pour le premier, il 
a été remarqué, dans l’article 201, que les températures varient conti
nuellement et finissent toutes par être milles. Donc l’état final pro
prement dit est celui que représente l’équation (a) ou 

*• 
c = y).

Si cet état était formé d’abord, il subsisterait de lui-même, et c’est 
cette propriété qui nous a servi à le déterminer. Si l’on suppose la 
lame solide dans un autre état initial, la différence entre ce dernier 
état et l’état fixe forme un état partiel qui disparait insensiblement. 
Après un temps considérable, cette différence est presque évanouie, et 
le système des températures fixes n’a subi aucun changement. C’est 
ainsi que les températures variables convergent de plus en plus vers 
un état final, indépendant de réchauffement primitif.

204.

On reconnaît par là que cet état final est unique; car, si l’on en 
concevait un second, la différence entre le second et le premier forme
rait un état partiel, qui devrait subsister de lui-même, quoique les 
arêtes A, B, C fussent entretenues à la température o; or ce dernier 
effet ne peut avoir lieu. Il n’en serait pas de même si l’on supposait 
une autre source de chaleur indépendamment de celle qui s’écoule à 
l’origine A; au reste, cette hypothèse n’est point celle de la question 
que nous avons traitée, et pour laquelle les températures initiales sont 
milles. Il est manifeste que les parties très éloignées de l’origine ne 
peuvent acquérir qu une température extrêmement, petite.

Puisque l’état final qu’il fallait déterminer est unique, il s’ensuit 
que la question proposée n’admet aucune autre solution que celle qui 
résulte de l’équation (a). On peut donner une autre foi me a ce même 
résultat; mais on ne peut ni étendre, ni restreindre la solution, sans la 
rendre inexacte.

La méthode que nous avons exposée dans ce Chapitre consiste à for-



184 THÉORIE DE LA CHALEUR.

mer d’abord des valeurs particulières très simples, qui conviennent à 
la question, et à rendre la solution plus générale, jusqu’à ce que la 
fonction e ou satisfasse à trois conditions, savoir :

d2 c d2 v 
dx* dy*

o) = J,
/ ! \

o| æ, ± - ) — o.
‘ \ 2/

11 est visible que l’on pourrait suivre une marche contraire, et la solu
tion que l’on obtiendrait serait nécessairement la même que la précé
dente. Nous ne nous arrêterons point à ces détails, qu’il est facile de 
suppléer dès qu’une fois la solution est connue. Nous donnerons seu
lement, dans la Section suivante, une expression remarquable de la 
fonction y) dont la valeur est développée en série convergente 
dans l’équation (a).

SECTION V.
EXPRESSION FINIE DU RÉSULTAT DE LA SOLUTION.

205.

On pourrait déduire la solution précédente de l’intégrale de l’équa
tion

d!e d2e_  
+ d/2 ~ °’

qui contient des quantités imaginaires sous le signe des fonctions arbi
traires. Nous nous bornerons ici à faire remarquer que cette intégrale

(A)

a une relation manifeste avec la valeur de v donnée par l’équation

^e-^cosy — ie-’^cosSy + i e-8* cos5y —....

En effet, en remplaçant les cosinus par leurs expressions imaginaires,
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ou a
— = i h- - e-s(x~3^~) —
2 3 5

4 - e^^3'^ ') — ~ e-3(æ+y y/-i) h- 1 e-s(a-+y/TT)_  
3 5 .

La première série est une fonction de x — y\ï— i , et la seconde est 
la même fonction de x +y\j— i.

En comparant ces séries au développement connu de l’arc arc tangs 
en fonction de z, on voit sur-le-champ que la première est

arc lange-^-M^),

el que la seconde est
arc lange Cr-|-.>V-i);

ainsi l’équation (a) prend cette forme finie

( B ) ~ = arc L'mge-f^^v7 -') 4- arc tange-(*- y/-*).

C’est de cette manière qu’elle rentre dans l’intégrale générale (A); la 
fonction <p(z) est arctange^, et il en est de même de la fonction tp(z). 

Si, dans l’équation (B), on désigne le premier terme du second 
membre par p el le second par g, on aura

'-vv—p + q, langp = e-(«+J v'-‘), langy = e-Gr jV ');

donc
, , 2 G COS f 2 COS Tiang(/^ 7) =

on en déduit l’équation

, i 2 cos y
(C) -kc = arc tang —-----a ex — ex

C’est la forme la plus simple sous laquelle on puisse présenter la solu
tion de la question.

F. 24
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206.

Cette valeur de v ou y{æ,y) satisfait aux conditions relatives aux 
extrémités du solide, qui sont

<P(æ:, ± -Jn) — o et <p(o, /) = i;

elle satisfait aussi à l’équation générale

d-v d-v_  
dx1 dy* °’

puisque l’équation (C) est une transformée de l’équation (B). Donc 
elle représente exactement le système des températures permanentes; 
et, comme ce dernier état est unique, il est impossible qu’il y ait 
aucune autre solution, ou plus générale, ou plus restreinte.

L’équation (C) fournit, au moyen des Tables, la valeur de l’une des 
trois indéterminées e, x, y, lorsque les deux autres sont données; elle 
fait connaître très clairement la nature de la surface qui a pour ordon
née verticale la température permanente d’un point donné de la lame 
solide. Enfin on déduit de cette même équation les valeurs des coeffi

cients différentiels et qui mesurent la vitesse avec laquelle la 

chaleur s’écoule dans les deux directions orthogonales; et l’on con
naîtra par conséquent la valeur du flux dans toute autre direction.

Ces coefficients sont exprimés ainsi

dy __ 4 ._____ ex+e-x
dx n C0S^eSj:H~ 2 cos2/ 4- 

dv__4 ■ ex — e~x_____  
~dy K Sln^ eix+ 2 COS 2/4- e~*x

On remarquera que, dans l’article 194, la valeur de et celle de 

sont données par des séries infinies dont il est facile de trouver la 
somme en remplaçant les quantités trigonométriques par des expo
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nentielles imaginaires. On obtient ainsi ces mêmes valeurs de et 
que nous venons de rapporter.

La question que l’on vient de traiter est la première que nous ayons 
résolue dans la théorie de la chaleur, ou plutôt dans la partie de cette 
théorie qui exige l’emploi de l’Analyse. Elle fournit des applications 
numériques très faciles, soit que l’on fasse usage des Tables trigono- 
métriques ou des séries convergentes, et elle représente exactement 
toutes les circonstances du mouvement de la chaleur. Nous passerons 
maintenant à des considérations plus générales.

SECTION VI.

DÉVELOPPEMENT d’üNE FONCTION ARBITRAIRE EN SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES.

207.

La question de la propagation de la chaleur dans un solide rectan
gulaire a conduit à l’équation

dœ* + dy2 ° ’ .

et, si l’on suppose que tous les points de l’une des faces du solide ont 
une température commune, il faut déterminer les coefficients a, b, c, 
d, e, ... de la série

a cos a; 4- b cos 3 a? -t- c cos 5 a? 4- d cos 7 a: 4-...,

en sorte que la valeur de cette fonction soit égale à une constante 
toutes les fois que l'arc x est compris entre — ? et + On vient 

d’assigner la valeur de ces coefficients; mais on n a traite qu un seul 
cas d’un problème plus général, qui consiste à développer une fonction 
quelconque en une suite infinie de sinus ou de cosinus d arcs mul
tiples. Cette question est liée à la théorie des équations aux différences 
partielles et, a été agitée dès l’origine de cette analyse. Il était néccs- 
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saire de la résoudre pour intégrer convenablement les équations de la 
propagation de la chaleur; nous allons en exposer la solution.

On examinera, en premier lieu, le cas où il s’agit de réduire en une 
série de sinus d’arcs multiples une fonction dont le développement ne 
contient que des puissances impaires de la variable. Désignant une 
telle fonction par on posera l’équation

a (,r) = a shi.r 4- b sinix 4- c sin 3 a? 4- d sin 4 a? -I- • • ■ ,

et il s’agit de déterminer la valeur des coefficients a, b, c, d, . . . . On 
écrira d’abord l’équation

?(Æ)=;r9'(o) 4- £ cp’(o) +£3 ?%O) ^-£77 ®,v(o) + + "’’

dans laquelle ç'(o), <pz/(o), çIV(o), ... désignent les valeurs que 
prennent les coefficients

dq(x) d^^^x) rZ3<p(.r) <Z4<p(aO
dx ’ dx- ’ dx* ’ dx’’ ’

lorsqu’on y suppose x = o. Ainsi, en représentant le développement 
selon les puissances de x par l’équation

? ( x ) = A x - R 4- C —fx-è - n VT + E -â ~8-------■ • ■ -
2.3 2.3.4.5 2.3.4.5.6.7 2.3.4.5.b.7.8.9

on aura
ç(o) = o, 

<p’(o) =0, 

®IV(o) = 

îVI(o) =0,

<p'(o) = A, 

<pw(o) — — R, 

?v(o) C,
D,

Si maintenant on compare l’équation précédente a celle-ci

— a sin a? 4- b sin 2x 4- c sin3.r 4- d sin 4 a-' 4- .. ., 

en développant le second membre par rapport aux puissances de#, ou
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aura les équations

A *— ci -H 2 b 4- 3 c 4- 4 d 4~ a c 4- 
R — a 4- a3 b 4- 33c 4- l^d 4- 53e 4- 

C — a 4- a8 b 4- 33c 4- d 4- 53# 4- 

D = a 4- 27 b 4- 37c 4- 47 ^'4- 57 e 4- 
E = a 4- 2’ b 4- 39 c 4- 49 d 4- 59 e 4-

Ces équations doivent servir à trouver les coefficients a, b, c, d, e, ..., 
dont le nombre est infini. Pour y parvenir, on regardera d’abord 
comme déterminé et égal à m le nombre des inconnues, et l’on conser
vera un pareil nombre m d’équations; ainsi l’on supprimera toutes les 
équations qui suivent les m premières, et l’on omettra, dans chacune 
de ces équations, tous les termes du second membre qui suivent les 
m premiers que l’on conserve. Le nombre entier m étant donné, les 
coefficients a, b, c, d, e, ... ont des valeurs fixes que l’on peut trouver 
par l’élimination. On obtiendraitpourccs mêmes quantités des valeurs 
différentes si le nombre des équations et celui des inconnues étaient 
plus grands d’une unité. Ainsi la valeur des coefficients varie à mesure 
que l’on augmente le nombre de ces coefficients et celui des équations 
qui doivent les déterminer. Il s’agit de rechercher quelles sont les 
limites vers lesquelles les valeurs des inconnues convergent continuel
lement, à mesure que le nombre des équations devient plus grand. Ces 
limites sont les véritables valeurs des inconnues qui satisfont aux 
équations précédentes lorsque leur nombre est infini (').

208.

On considérera donc successivement les cas où l’on aurait à déter
miner une inconnue par une équation, deux inconnues par deux équa
tions, trois inconnues par trois équations, ainsi de suite à l’infini. Sup
posons que l’on désigne comme il suit différents systèmes d équations

( i) Voir la remarque déjà faite à l’article 172. G. D.
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analogues à celles dont on doit tirer les valeurs des coefficients :

(*)

a^A,;

( (Zj +2 b^ “ A2,
| «2 H- a3è2 = B2;

f «3 + 2 63 + 3 c3 = A3, 
j aB 4- 23Z)3 4- 33cs — B3, 
' + 25 ^3 + 35 c3 = C3 ;

/ 4- 2 b^ -h 3 + 4 dB — A4,
I «4 -+- 23Z>4 -f- 33C4 + l^di, — B4,
j ^4 + 25 b^ 4- 3° C4 -H d^ zz C4, 
( «4 4- 27 64 4- 37c4 4- d,, = D4 ;

^3 4- 2 bB 4- 3 c8 4- 4 d^ 4- 5 c- zz A3, 
ciB 4" 23 b- 4- 33 c- 4" 43d^ 4- 53zz Bg, 
«5 4- 25 bB 4- 36cs 4- dB 4- 56 e5 = C8) 
a, 4- 27è6 4- 37cs 4- 4’t/s 4- 57e8 = D3, 
ciB 4- 29 bB 4~ 39Cg 4- 49dB 4” 59eB zz Es J

Si maintenant on élimine la dernière inconnue e5, au moyen des 
cinq équations qui contiennent A5, B5, C5, D5, E5, ..., on trouvera

a3(52-i2)4-2 feB(52 — 22) 4- 3 Cs(52 - 32) + 4 - 42) = 52AS - B6,

«3(5* - i2) 4- 2368(5’ - 22) 4- 33c5(52 - 32) 4- 43^5(52 - 42) = 52B3 - C5, 

a5(52 -12) 4- 2»ôs(52 - 22) 4- 3’cs(52 - 32) 4- ^d,(52 - 42) = 52C8 - DS) 

«a(52 — i2) + 27^(52 - 2») 4- 37c6 (52 — 32) 4- ^d^5- — 42) = 52D5 - Es.

On aurait pu déduire ces quatre équations des quatre qui forment 
le système précédent, en mettant dans ces dernières

(52 —i)a6, (5S —ay^s, (52 — 32)cB, (52 — 42)^5

au lieu de
«4, bit c^, d,,

et
52AS — Bü, 52B5 —C8, 52C8-D3, 52D3-E3

au lieu de
A4, b4, C4, d4.
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(c)

On pourra toujours, par des substitutions semblables, passer du cas 
qui répond à un nombre m d’inconnues à celui qui répond à un 
nombre m+i. En écrivant par ordre toutes ces relations entre les 
quantités qui répondent à l’un des cas et celles qui répondent au cas 
suivant, on aura

I at — — i),
i a2 = a,(32-i), &2 = &3(3* — 2’),

J a3 = «4(42-i), i3 = ^(42-2a), c3 = c*(42 - 32),

| «4 = «5(52-i), 64=è6(52 - 22), c4 = c6(5‘-— 32), d^d^-^),
I as = a6(62~ i), és = 6G(62 — a2), cs = cs(62 — 32), dz = d6(& — 42), e6 = eG(62 — 52),

on aura aussi

(^)

Af = a2 A2 — B2, 

A2 = 32A3-B3, 

a3 = 42a4-b4, 
A4 = 52A6 —B6,

B2 = 32B3-C„

B3 = 42B4-C4,

B4 = 52B6-Cb,
C3 = 42Ct-D4,

C4 = 52C3-D6, 1)4 = 52I),-E5

On conclut des équations (c) que, en représentant par a, b, c, d, 
e, ... les inconnues dont le nombre est infini, on doit avoir

__  a.
(22- 1 )(32~i )(42-i Kl2 - ' )••• ’

A — _ __ ~ 62
“ (32 — 22)(42 — 22)(52 — 22)(62 — 22)...

(e) c3
~ (42- 32) (52 _ 32(63 — 32) (72 - 32)... ’

(52 - 42)(62 - 42)(72 - 42)(82 - 42)... ( ’

(!) Les produits indiqués aux dénominateurs sont infinis et no peuvent, par conséquent, 
être introduits dans les raisonnements. C’est une difficulté do plus, dans une méthode qui 
prête déjà à tant d’objections. On pourrait l’éviter do la manière suivante.

Les quatre équations de la page 190 peuvent être déduites de celles qui forment le sys-
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209.
Il reste donc à déterminer les valeurs de a,, b2, c3, cl.,, e8, ...; la 

première est donnée par une équation dans laquelle entre A,; la se
conde est donnée par deux équations dans lesquelles entrent A2, B2 ; 
la troisième est donnée par trois équations dans lesquelles entrent A3, 
B3, C3, et ainsi de suite. Il suit de là que, si l’on connaissait les valeurs 
de

Aj; A2, B2; A3, B3, C3; A4, B4, C4, D4; ...,

on trouverait facilement fl, en résolvant une équation, a2, bt en résol-

tème précédent, en mettant dans ces dernières

au lieu de

au lieu de

«4, 64, c4, d^

Alors les systèmes de la page 191 prendront la forme

Ab-^, C6-§, I).
52 5 2 32

A4, B4, C4, D4.

on aura aussi
. _ a B2 A,-A2— —, 

a2=a3-^, 

a3=a4-

b2=b3- ÿ,
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vaut deux équations, a3, b3, c3 en résolvant trois équations, et ainsi 
de suite; après quoi on déterminerait a, b, c, d, e, .... H s’agit main
tenant de calculer les valeurs de

A,; A2, IL; A„ B3, U; A4, B4, C4, D4; A„ B„ C5, I)„ E,; ....

Au moyen des équations (d) : i° on trouvera la valeur de A, en Aa 
et B2; 9.° par deux substitutions on trouvera celte valeur de A, en A3, 
B3, C3; 3" par trois substitutions on trouvera la même valeur de A, en 
A.,, B.,, C4, Ds, et ainsi de suite. Ces valeurs successives de A, sont

Aj = A222 — B2,

At=: A32s.3s — B3(a* 4-3*) 4-C»,
A, = A..a2.32.42 — B4(22.32 + a2.42 + 3*.42 ) 4- C4 (a2 + 32 + 42) - D4, 
A, = A522.32.42.52 — B6 ( a2.32.4! + 22. 32.52 + a2.42.5! + 32.42.52 )

4- C6(a2.32+ a‘.424- a2.524- 32.42+ 32.52+ 42.5i ) — D6(asH-3*4- 424- 52) 4-Es,

dont il est aisé de remarquer la loi. La dernière de ces valeurs, qui est

et, par suite,

Quant aux différentes valeurs de Ai données à l'article suivant, elles deviendront

On opérera do même pour A2, U2, A3, ..., et cette partie du raisonnement sera ainsi
rétablie dans toute sa rigueur. G. D.

2 5
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celle que l’on veut déterminer, contient les quantités A, B, C, I), E, ... 
avec un indice infini, et ces quantités sont connues; elles sont les 
mêmes que celles qui entrent dans les équations Ça).

En divisant cette dernière valeur de A, par le produit infini 

on a
a’-.SL^.S’.ô2..

2S. 3’. 42 + a4.32.52 3=. 4’. 51+ " ’

2s.31.4î.52 + 22.3S.4’.6J + " ')

Les coefficients numériques sont les sommes des produits que l’on for

merait par les diverses combinaisons des fractions

A, • ••, après avoir séparé la première fraction Si l’on représente 
ces différentes sommes de produits par P,, Q,, R,, S,, T,, ... et si l’on 
emploie la première des équations (e) et la première des équa
tions {b), on aura, pour exprimer la valeur du premier coefficient «, 
l’équation

2».32.42.52...
= A - BP, + CQ, - DR, + ES, - FT, +... ;

or les quantités P,, Q,, R,, S,, T,, ... peuvent être facilement déter
minées comme on le verra plus bas; donc le premier coefficient a sera 
entièrement connu.

210.

Il faut passer maintenant à la recherche des coefficients suivants, b, 
c, cl, e, f, ..., qui, d’après les équations (e), dépendent des quantités 
b.,, c3, cl;, e5, /j, .... On reprendra pour cela les équations [b); la pre
mière a déjà été employée pour trouver la valeur de les deux sui-
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vantes donnent la valeur de b2; les trois suivantes la valeur dec3; les 
quatre suivantes la valeur de d„ et ainsi de suite.

En effectuant le calcul, on trouvera, à la seule inspection des équa
tions, pour les valeurs de b2, c3, d„ e5, ... les résultats suivants :

— 7.2) = A2I2— H2,

3c3 (i2 - 32) (2a - 32) = A3 O.22 - B3j| 4- 22) -t- C3,

4^(i2 — 42) (a2 — 42) (32 — 42)
= A4i2.22.32 - B4(i2.22. +i2.32 + 22.32) + C4(i2 4- 224- 32) - I)4,

5es (i2 - 5J) (22 - 52) (32 - 5S) (42 - 52)

— A6i2.22.32.4s — B5(12.22. 32 + i2. 22. 42 +i2.32.42 + 22.32.42)
+ C5(t2.224-i2.324-i2.42 + 22.32-+-22.4i4-32.42)-D5(i2 + 224-324-42)-FE6,

La loi que suivent ces équations est facile à saisir; il ne reste plus 
qu’à déterminer les quantités

A2, B2; A3, ^31 C3; A4, B4, C4, ....

Or les quantités A2, B2 peuvent être exprimées en A3, B3, C3 ; ces der
nières en A,,, B,, C4, I)4....... 11 suffit pour cela d’opérer les substitu
tions indiquées par les équations (rf); ces changements successifs 
réduiront les seconds membres des équations précédentes à ne con
tenir que les quantités A, B, C, D, ... avec un indice infini, c’est-à-dire 
les quantités connues A, B, C, D, ... qui entrent dans les équations («); 
les coefficients seront les différents produits que l’on peut faire en 
combinant les carrés des nombres i2, 22, 32, 42, 52 à l’infini. II faut 
seulement remarquer que le premier de ces carrés i2 n’entrera point 
dans les coefficients de la valeur de a,; que le second carré a2 n’en
trera point dans les coefficients de la valeur de b2-, que le troisième 
carré 32 sera seul omis parmi ceux qui servent à former les coefficients 
de la valeur dec3, ainsi du reste à l’infini. On aura donc pour les va
leurs de b2,ct,d„es, ... et par conséquent pour celles de b, c, d, 
e,... des résultats entièrement analogues à celui que l’on a trouvé plus 
haut pour la valeur du premier coefficient^.



196 THÉORIE DE LA CHALEUR.

211.

Si maintenant on représente par IL, Q,, R2, S2, ... les quantités 

i i i i 
P

1 1 1 r 1
i2.32 i’.42 + I2.52 + 3L42 + 3L52 + • • • ’

I I I I
iTSM2 + i2. 32. 52 + i2.42.5‘ + 32.42. 52 + ’

I t I
i2.32.42.52 + ÏL^LSTê2 + ‘ ’ 
.....................5 

que l’on forme par les combinaisons des fractions

1 1 1 j 1
T2’ 32’ 42’ ï2’

à l’infini, en omettant la seconde de, ces fractions on aura, pour 
déterminer la valeur de b2, l’équation

2 bl — = À2 “ BPa + CQs ~ DRj + ESa “ FÏ2 + • • ■ •

En représentant, en général, par P„, Q„, R,„ S„, T„, ... les sommes 
des produits que l’on peut faire en combinant diversement toutes les 
fractions -2, à l’infini, après avoir seulement omis la

fraction on aura, en général, pour déterminer les quantités a,, b.,, 
c:1, (l.,, ..., les équations suivantes :

A! — BP] 4- LQj — DRj + Ebl~... — ,2 _2-. o-, 'r. b1

A2 - BP2 4- CQ2 - DR2 + ES2 — .. = a b,

As - BP, + CQ, - DR, + ES, -.. .= 3c,

A., - BP4 4- CQ4 - DR4 4-ES4 -. .;= r4d„ ,
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212.

Si l’on considère maintenant les équations (e) qui donnent les va
leurs des coefficients a, b, c, d....... on aura les résultats suivants :

22 — 3!_ j2 _ ,2 52 __ t2

~3“ ---------- --------------••■=a-BP,+CQ, — DR.+ES.-FT.-b,.,,

,2 ___ 22 32___22 Z2____ r>2 52 __  22

2 b ——----- ---------- ---------- • • • = A - BP2 4- CQ2 - DR2 4- ES2 -...,

,2_  32 92_ Q2 £2__  32 52_ 32
3c p — —™ 4®— 52 — A —BP3 + CQ3— DR3 + ES3—...,

^A-^A-BP^ CQt —DR4 + ES4 —.

En distinguant quels sont les facteurs qui manquent aux numéra
teurs et aux dénominateurs pour y compléter la double série des 
nombres naturels, on voit que la fraction se réduit, dans la première 
équation, a dans la seconde à — --y; dans la troisième à 

dans la quatrième à — d.d; en sorte que les produits qui multiplient
* 

a, 2 b, 3‘c, 4 d,

sont alternativement - et — -• Il ne s’agit donc plus que de trouver 
les valeurs de

Pi, Qi, Hi> Sj, • • • ; 1’2, Qs, Rj, Sj, ...; P3, Q3, R3, S3, ....

Pour y parvenir, on remarquera que l’on peut faire dépendre ces va
leurs de celles des quantités P, Q, R, S, T, ..., qui représentent les 
différents produits que l’on peut former avec les fractions ?h, -L,

g!’ sans en omettre aucune. Quant à ces derniers produits, 
leurs valeurs sont données par les séries des développements de sinus. 
Nous représenterons donc par

P, Q, B, S,
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les séries

i i i i i
 1- —i----- -i— + 
i2----22 32 42 52

1 1 1 1 1 1
KT2 + + i2-42 + 22.3‘ a2.42 + 32-4‘

i 2.2s.32 + ü^M2 + i*.32 T* + ^73^42 + ‘ ‘ ‘

iT^ÜT2 + 22.32.42.52 + iTaV^Tô2 + ■ ■ ■ ’

x^
2.3.4-5.6.7

La série
sin x — x----—9 H------ 9 , -z2.3 2.3.4•3

nous fournira les quantités P, Q, R, S, T, .... En effet, la valeur du 
sinus étant exprimée par l’équation

on aura
X2 X' X*

573 + 27ÏT5 “ 2.3.4-5.6.7

d’où l’on conclut immédiatement

Q “ 2.3.4-5’

K6
R = 2.3.4-5.6.7’

Tts ____
S “ 2.3.4.5.6.7.8.9’
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213.

Supposons maintenant que P„, Q„, R„, S„, ... représentent les 
sommes de produits différents que l’on peut faire avec les fractions 

p’ a2’ S2’ T2’ 5*’ ' ’ d°nt 011 aura séparé la fraction -'-2, n étant un 
nombre entier quelconque; il s’agit de déterminer P„, Q„, R„, S„, ... 
au moyen de P, Q, R, S, .... Si l’on désigne par

1 — — <73R„ +74S„— ...

le produit des facteurs

parmi lesquels on aurait omis le seul facteur i — il faudra qu’en 

multipliant par i — la quantité

1 — !?P« -r f2Q« —78R« + 74S„ —...,

on trouve
i ~ y P 4- 72 Q — y3 R +</‘S - ,...

Cette comparaison donne les relations suivantes

Q« + P»^ = Q.

R« + Q» —t = R>

S,, -t- R„ - S,
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ou

En employant les valeurs connues de P, Q, R, S et faisant successi
vement n = i, 2, 3, 4» 5, on aura les valeurs de P,, Q(, R,, S(, 
celles de P2, Q,,, R2, S2, ..celles de P3, Q3, R3, S3, ....

214.

Il résulte de tout ce qui précède que les valeurs de a, b, c, d, e, ..., 
déduites des équations

ci -H 2 b —H 3 c —H 4 cl 4- 5 c -F . . . — A, 

23Z> 4- 3’c 4- 4’^H* 4" - ■ • — R,

a + 2’i4-3sc + 4s^ + 5î® + -. - “C, 

a -4- 27 b -I- 37c 4- 47d 4- 57e 4-... = D, 

a 4- 29 b 4- 39 c 4- 49 d 4- 5° e 4-. .. = E,

sont exprimées ainsi :

- = A -2
2.3 2.3.4-5 i2 2.3

TT K2 
2.32.3.4-5.6.7 i2 2.3.4.5

7T 7p
2.3.4- 5.6.7.8.9 i2 2.3.4-5.6.7 r’ 2.3.4.5 i6 2.3 is
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2 b _ / 7T2_____1_\ p/ K4__________ £ TT2 I \

2 — \2.3 22/ \2.3.4-5 22 2.3 + 24/
7T6 T TT4 I 7t* 1 \

2.3.4-5-6.7 2S 2.3.4.5 + 24 2.3 26/

4- E
7T8

2.3.4-5.6.7.8.9
I 7T® I 7t4 I 7t2 I \

22 2.3.4.5.6.7 2'4 2.3.4.5 2e 2.3 + 28/

3c _ . _ t, _l\,r ( 1 1 1
2 \2.3 32/ \2.3.4.5 32 2.3 34/

r7 K® I 7t4 I 7t2 I \

~ D72.3.4.5.6.7 “ 3» 2.3.4.5 + 3* O “ 3»/

/ ~S I K6 I 7T4 I 7t2 j\

+ \2.3.4-5.6.7.8.9 32 2.3.4.5.6.7 34 2.3.4-5 3® 2.3 38/

4«/ / 7ï2 i\ / n:’, 1 n4 1 \
— — a - b - 47 + b\2.3.4.5 4S 2.3 + 47

TT® I 7T4 I 7tS I \

2.3.4 • 5 • 6.7 4 4’ 2.3.4 • 5 44 2.3 47

+ E
7t8 1 n®

2.3.4.5.6.7.8.9 42 2.3.4-5.6.7
I 7t‘ I TT2 I

41 r3T4T5 “ 4^ 473 + 48

215.

Connaissant les valeurs de ci, b, c, d, e, f, ..., on les substituera 
dans l’équation proposée

<p(^) = a sina? 4- b sin 2# 4- dsin3a? 4- e sin4« 4-... ;

et mettant aussi au lieu des quantités A, B, C, D, B, ... leurs valeurs
F 26
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<p'(o), <pv(o), ?vn(o), î“(o)’ • ■ on aura l’équation générale

(A)

?(£)
2

sin * [?'(o) 4- (o) g _ + ?v(o) + _L

+(ïxÔ'.6.7 _ r» 7x43+? h “ ?) +'

- - sin 2x I ®'(o) -F- </" (o) — 4^ 4- ^(o/- ? -g--- + ~
2 L \2.3 22/ ‘ '\2.3.4.5 22 2.3 2'

+ ®™(o) (—?_____7 -A + - - V •
™ ' \2.3.4.a.6.7 a2 a.3.4.5 a* 2.3 a6/

+ 1 sin3* [/(o) + <p" (o) + ?v(0)_ £ JL +

+ ?'n(o) —- — _ 5 4- gï ) +.

~ ^in^ [?'(o) + + ?v(0) + A

vit/ 716 I 7il r n2 I \
+ ? L1 2?343+ A' 2.3 4°/ ’

On peut se servir de la série précédente pour réduire en série de sinus 
d’arcs multiples une fonction proposée, dont le développement ne con
tient que des puissances impaires de la variable.

216.

Le cas qui se présente le premier est celui où l’on aurait

= X-
on trouve alors

®'(o) = I, <f>w(o) = o, <pv(o)=o, ...,

ainsi du reste. On aura donc la série

J — sin.r —- 7 sin 2x 4- sin3.r — \ sin4x 4-..., 
2 2 3 4

qui a été donnée par Euler.
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Si l’on suppose que la fonction proposée soit x3, on aura

<p'(o) = o, o'" (o) = 2.3, ffiv(o) = o, <pvn(o) = O,

ce qui donne l’équation

l / , 2.3\ . „sin 2 a? + — t 7T9 — — I S1I13.T

On parviendrait à ce même résultat en partant de l’équation précé
dente

x . । . 1 • o i . ,— — sin a? — - sin2^+ » sinàx — T sinkx +....2 234

En effet, en multipliant chaque membre par dx et intégrant, on aura

C — v- — cosa? — 4 cos2a? + cos3x — ~ coskx + ...;4 22 3! 42

la valeur de la constante C est

série dont on sait que la somme est -F ~ 
deux membres de l’équation

Multipliant par dx les

i ,r’ * i i—5 — ~r — cos.r —. — cossx -1- cos3a: —...2 2.3 4 22 32

et intégrant, on aura

1 7r!æ 1 a?3 . 1 t . „------ô----------x — sinx----- - sm 2 x -4- — sin 3 x — . . . .
22.0 2 2.3 2“ 32

Si maintenant on met au lieu de x sa valeur tirée de l’équation

X . I . 1 • n I . .- — sin# sin 2# — 7sin3w — 7 sin4.2? + ..., 2 2------------3 4

on obtiendra la même équation que ci-dessus, savoir
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On parviendrait de la même manière à développer en séries de sinus 
multiples les puissances x*, x1, x9, ... et, en général, toute fonction 
dont le développement ne contiendrait que des puissances impaires 
de la variable.

217.

L’équation (A) (art. 215) peutêtre mise sous une forme plus simple 
que nous allons faire connaître. On remarque d’abord qu’une partie du 
coefficient de sinzrest la série

^°) + ^^(O) 4- -^^(o) 4- 4-. . - ,

qui représente la quantité En effet, on a, en général,

cp(a?) = <p(o) 4- x cp'(o) 4- — (o) 4- —j,

Or la fonction ç(a?) ne contenant, par hypothèse, que des puissances 
impaires, on doit avoir

ç(o) = o, <p"(o) = o, <plv(o)=o,

et ainsi de suite. Donc

<p (a?) = a? <p'(o) 4- + + ' ' ' ■

Une seconde partie du coefficient de sina? se trouve en multipliant par 

— la série

dont la valeur est -q/'M. On déterminera de cette manière les diffé- 

rentes parties du coefficient de sina? et celles qui composent les coel- 
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ficients de si 112a?, sin3x, sin4æ, sin5x, .... On emploiera pour cela 
les équations

Q' + + (n)>

9"' (o) + 7X^5 + 7X.U.6.7 (o)+-=7?'' (X

?v (o)4-^

?v"(o) + (°) + • • • —7?v'(")>

au moyen de cette réduction, on donnera à l’équation (A) la forme sui
vante

7?(^) = sin x ~

I . ---- sin 9x 2
©(n)™ l^(7r)+ J.?vi(7r)+ J

(B) -1- isin3« ÿ^- 1 +, ..

- |sin4^ ?(ït) — <p"(7r)4- ~ <p,v(k) — cpVI(7î) +•...
4L 4 4 4 J

4-............ ,.................... .......... . ............................

ou celle-ci

n / X7 ?(^) = ? (X f sin x — 1
2 sina.ï -b 1

3
sin3.r —.. .^

(") l sin# — I
? sina« +• 1

3* sin 3x —..

+ ?,v (") 1 sin# — 1
? sin ix 4- 1

3^ sin3a? —. .

-?VI
4-...

(k) 1 sina: — 1
? sin 2.z — 1 si n3 x —..



206 THÉORIE DE LA CHALEUR.

218.

On peut appliquer l’une ou l’autre de ces formules toutes les fois 
que l’on aura à développer une fonction proposée en une série de sinus 
d’arcs multiples. Si, par exemple, la fonction proposée est ex — e"1, 
dont le développement ne contient que des puissances impaires de tr, 
on aura

4 H

si n# — 1- sin 2 #4-2
I sin —£

1 U1 (N 3

-- | sin x — T— siri2# 4- 23
I

3* sin 3# —

-F 1^sinx — 1— sin 2# 4- 2°
T

35 sin 3 a; —

— 1 sin# — 1— sin 2# 4- 2'
1
ÿ sin3a? —

-F 1 sin# — I— sin 2# 4- 2J
1

F3 sin 3# —

En distinguant les coefficients de sina-, sinaa?, sinSa?, sin/ja?, ... et 

mettant au lieu de + • • ■ sa valeur on aurafl fl II IC IC J I

K ex — e~x sina? sinaa? sin3a? sin4# 
a — e-1t 1 + î 2 +1 3 +1 4 *<4

On pourrait multiplier ces applications et en déduire plusieurs 
séries remarquables. On a choisi l’exemple précédent parce qu’il se 
présente dans diverses questions relatives à la propagation de la cha
leur ( ' ).

(!) Bien dos points, dans cet article et dans les précédents, appelleiaient encore les 
critiques. Fourier décompose les séries obtenues et leurs coefficients d une manière tout a 
fait arbitraire. Il est évidemment impossible de justifier la substitution de la valeur | a la 
série

I — I 4- I — I-+-. . .

que l’illustre auteur opère ici pour déterminer le coefficient de sin.r. G. D.
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219.

Nous avons supposé jusqu’ici que la fonction dont on demande le 
développement en séries de sinus d’arcs multiples peut être déve
loppée en une série ordonnée suivant les puissances de la variable .r, 
et qu’il n'entre dans cette dernière série que des puissances impaires. 
On peut étendre les mêmes conséquences à des fonctions quelconques, 
même à celles qui seraient discontinues et entièrement arbitraires. 
Pour établir clairement la vérité de cette proposition, il est nécessaire 
de poursuivre l’analyse qui fournit l’équation précédente (B) et d’exa
miner quelle est la nature des coefficients qui multiplient sin.r, sinaa?, 

sin3a?, sin 4 a?, .... En désignant par - la quantité qui multiplie dans 

cette équation sinna? si n est impair, et — sinna? si n est pair, on 
aura

« = ?(«)- ~ <?"(*) + —

Considérant s comme une fonction de tï, différentiant deux fois et com
parant les résultats, on trouve

• I d^ 
h—2n1 T

équation à laquelle la valeur précédente de s doit satisfaire. Or l’équa
tion

i d*s , v

dans laquelle s est considérée comme une fonction de a?, a pour inté
grale

5 — a cosnx + b sin nx H- n sin/izr »(«) cosnxdx

— n COS nx y tp(x) sin nx dx;

n étant un nombre entier et la valeur de x étant égale à z, on a

s = ±n ^(x) sin nx dx.
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Le signe 4- doit être choisi lorsque n est impair, et le signe — lorsque 
ce nombre est pair. On doit supposer x égal à la demi-circonférence z, 
après l’intégration indiquée; ce résultat se vérifie lorsqu’on développe, 
au moyen de l’intégration par parties, le terme

<p (x) sin nxdx,

en remarquant que la fonction ^{x} ne contient que des puissances 
impaires de la variable et en prenant l’intégrale depuis x—o jusqu’à
x = z.

On en conclut immédiatement que ce terme équivaut à

± [<?(*)- 4-?,v(z)^ —— ••• •

Si l’on substitue cette valeur de dans l’équation (B), en prenant le 
signe 4- lorsque le terme de cette équation est de rang impair, et le 
signe — lorsque n est pair, on aura, en général,

y o (.«) sin nx dx

pour le coefficient de sinnæ; on parvient de cette manière à un résultat 
très remarquable exprimé par l’équation suivante

I - <p (u?) = sinx Csin.r ^(x) dx -f- sin a a? J sin 2 x y{x} dx

<D> i r r
I + sin3x / sin3d; o(æ) dx +...4- sinix / sirit# <p(a?) dx 4-...;

le second membre donnera toujours le développement cherché de la 
fonction ^{x} si l’on effectue les intégrations depuis x = o jusqu’à
x — z.

(') C’est ici que Fourier entre dans la voie qui lui a permis d’obtenir des notions exactes 
et complètes sur la nature des séries trigonométriques et d’indiquer la solution véritable 
d’une question célèbre qui avait occupé au xvni° siècle Euler, d’Alembert, 1). Bernoulli et 
Lagrange. La détermination des coefficients do la série par dos intégrales définies, inté
grales qui conservent un sens, môme lorsque la fonction est discontinue, est due tout
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220.

On voit par là que les coefficients a, b, c, d, e, f, ..., qui entrent 
dans l’équation

- o (x) = a sinx -t- b si n 2 x + c sin 3 x 4- d sin 4 x 4-...,

et que nous avons trouvés précédemment par la voie des éliminations 
successives, sont des valeurs intégrales définies exprimées par le 
terme général

I sïnix dx,

i étant le numéro du terme dont on cherche le coefficient. Cette 
remarque est importante, en ce qu’elle fait connaître comment les 
fonctions entièrement arbitraires peuvent aussi être développées en 
séries de sinus d’arcs multiples. En effet, si la fonction ç(.r) est repré
sentée par l’ordonnée variable d’une courbe quelconque, dont l’ab
scisse s’étend depuis x — o jusqu’à x — n, et si l’on construit sur cette 
même partie de l’axe la courbe trigonométrique connue dont l’or
donnée est y = sin.r, il sera facile de se représenter la valeur d’un 
terme intégral. Il fautconcevoir que, pour chaque abscisse x à laquelle 
répond une valeur de ^{x] et une valeur de sintr, on multiplie cette 
dernière valeur par la première, et qu’au même point de l’axe on élève 
une ordonnée proportionnelle au produit ç(a?)sin/r. On formera, par 
cette opération continuelle, une troisième courbe dont les ordonnées 
sont celles de la courbe trigonométrique, réduites proportionnelle
ment aux ordonnées de la courbe arbitraire qui représente z{x\ Cela 

entière à Fourier; elle est l’origine des progrès fondamentaux que lui doit cette théorie. A 
la vérité les propositions auxquelles il s’est trouvé conduit par la formule (D), et qui sont 
formulées au commencement de l’article suivant, n’ont pas été démontrées par lui d’une 
manière rigoureuse 5 mais comme, une fois énoncées, elles étaient susceptibles au moins 
d’une vérification numérique, elles ont cto admises, après quelque hésitation, pai tous les 
géomètres, avant d’avoir été établies par Dirichlet. La théorie de Fourier a ete exposée pour 
la première fois dans son Mémoire Sur la l heoric de la chaleur, piéscntc a 1 Academie des 
Sciences le ai décembre 1807. G. D.

F. 27 



210 THÉORIE DE LA CHALEUR.

posé, l’aire de la courbe réduite, étant prise depuis x = o jusqu'à 
x = it, donnera la valeur exacte du coefficient de sina?; et, quelle que 
puisse être la courbe donnée qui répond à soit qu’on puisse lui 
assigner une équation analytique, soit qu’elle ne dépende d’aucune loi 
régulière, il est évident qu’elle servira toujours à réduire d’une ma
nière quelconque la courbe trigonométrique; en sorte que l’aire de la 
courbe réduite a, dans tous les cas possibles, une valeur déterminée 
qui donne celle du coefficient de sina? dans le développement de la fonc
tion. Il en est de même du coefficient suivant b ou ] ç(a?) sinix dx.

Il faut, en général, pour construire les valeurs des coefficients a, b, 
c, d, e, ..., imaginer que les courbes dont les équations sont

y = sin.r, y—sinaa?, y = sin3a;, y = sin4^,

ont été tracées pour un même intervalle sur l’axe des x, depuis x = o 
jusqu’à a? = K, et qu’ensuite on a changé ces courbes en multipliant 
toutes leurs ordonnées par les ordonnées correspondantes d’une même 
courbe, dont l’équation est y = q(x). Les équations des courbes ré
duites sont

y = sinar, y — <p(^) sinaa?, y = <p(a;) sin 3 a-, y — <p(a?) sin4a?, ....

Les aires de ces dernières courbes, prises depuis x — o jusqu’à .r = K, 
seront les valeurs des coefficients a, b, c, d, ... dans l’équation

- <p(.r) — a sina; h- b sin ix 4- c sin3a? 4- t/sin4® 4-... .

221.

On peut aussi vérifier l’équation précédente (D) (art. 219), en déter
minant immédiatement les quantités a,, a.^ a^, .. -, «/, • • • dans 1 équa
tion . .

<p(x) = «, sin.r 4- a1 sin a a; 4- a3 sin 3 a; 4--. .4- aj sinya; 4-... ;

pour cela on multipliera chacun des membres de la dernière équation 
par simWr, i étant un nombre entier, et l’on prendra l’intégrale



CHAPITRE III. - SOLIDE RECTANGULAIRE INFINI. 211 

depuis x — o jusqu’à x = k; on aura

®{x} sin ix dx = a, / sin x sin ix dx

+ «2 ^ÿin sinix dx +.. aj Fsin jx sin ix dx 4-....
*

Or on peut facilement prouver :
i° Que toutes les intégrales qui entrent dans le second membre ont 

une valeur nulle, excepté le seul terme az sin/^sin/.r^;

20 Que la valeur de / sint'.rsmixdx est -•
J 2

D’où l’on conclura la valeur de a, qui est

£ I © (x) sin ix dx.

Tout se réduit à considérer la valeur des intégrales qui entrent dans le 
second membre, et à démontrer les deux propositions précédentes. 
L’intégrale

2 I sinj x sïnia dx,

prise depuis x = o jusqu’à x = -, et dans laquelle 1 et j sont des 
nombres entiers, est

sin(t—y)a?~ 7—7 sin (Z4-y )a? 4-C.1 +./

L’intégrale devant commencer lorsque x = o, la constante C est nulle, 
et, les nombres i et / étant entiers, la valeur de l’intégrale deviendra 
nulle lorsqu’on fera x = k; il s’ensuit que chacun des termes tels que

«1 y sin.r sin/x dx, 

ai y sin 2 a? sin t'a? dx, 

a, / sin 3a? sin ix dx, 
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s’évanouit, et que cela aura lieu toutes les fois que les nombres i et /
seront différents. Il n'en est pas de même lorsque les nombres i et / 

sont égaux; car le terme -—.
& l~J

se réduit l’intégrales\n(i—j)x auquel

devient ”, et sa valeur est k. On a, par conséquent,

2 / sin ix sin ixdx = ~ ;

on obtient ainsi, de la manière la plus briève, les valeurs de a,, 
a.,, ...., qui sont

J'<p (x) sina; dx,

at~ - I q(x) sïnzx dx,

En les substituant, on a

- o(x) — sin a? / ç>(a?) sinxdx + sin2a? / <p(a?) sin 2 a? dx

4- sin 3 a" / <p(a?) si 113 a? dx 4- ... 4- sin ix / œ (x ) sin ix dx 4-....

222.

Le cas le plus simple est celui où la fonction donnée a une valeur 
constante pour toutes les valeurs de la variable x comprises entre o 
et - ; dans ce cas, l’intégrale sin/.r dx est égale à | si le nombre 1 est 

impair, et égale à o si le nombre i est pair. On en déduit l’équation

sina' 4- $ sin3.r 4-
1 . „ 1 . • 1 .- sin a a? 4- - si 117 a? 4- - smg.r 4-..., n T O

que l'on a trouvée précédemment.



CHAPITRE III.- SOLIDE RECTANGULAIRE INFINI. 213

Il faut remarquer que, lorsqu’on a développé une fonction en 
une suite de sinus d’arcs multiples, la valeur de la série

a sin a; 4- b si 112 a; -4- c sin 3 a; 4- </sin4a; H- • • ■

est la même que celle de la fonction tant que la variable x est 
comprise entre o et k; mais cette égalité cesse, en général, d’avoir lieu 
lorsque la valeur de x surpasse le nombre k.

Supposons que la fonction dont on demande le développement 
soit a?; on aura, d’après le théorème précédent,

na; r . , . Ç . ,— = sma; / xsmxdx 4- siirn I x sinixdx

4- sinSa^x sin 3x dx 4- sin \xJ x sin \x dx 4-....

r™ • 7T . .L’intégrale / x sinix dx équivaut à ± les indices o et ~ qui sont 

joints au signe font connaître les limites de l’intégrale; le signe 4- 

doit être choisi lorsque / est impair, et le signe — lorsque i est pair. 
On aura donc l’équation suivante :

*
X . I . I . 1 . , I . e— = sin x-----sin 2 a? 4- ô sin 3 a; — T sin 4 a; 4- ■=■ sin 5 x —....2 2 3 4 5

223.

On développera aussi en séries de sinus d'arcs multiples les fonc
tions différentes de celles où il n’entre que des puissances impaires de 
la variable. Pour apporter un exemple qui ne laisse aucun doute sur 
la possibilité de ce développement, nous choisirons la fonction cosa-, 
qui ne, contient que des puissances paires de x, et qu’on développera 
sous la forme suivante

a sina; 4- b sin 2 a; 4- c Sin3a; 4- d sin 4a; 4- e sin 5x 4- •..,

quoiqu’il n’entre dans cette dernière série que des puissances impaires 
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de la même variable. On aura, en effet, d’après le théorème précé
dent,

- cosa- = Sina? / cosa? sina- dx
2 J

4- sin 2xJ"cosa? sin ix dx 4- sin ?>xJ cosa? sin 3a? dx 4- ....

L’intégrale J cosx sinixdx équivaut à zéro lorsque i est un nombre 

impair, et à lorsque i est un nombre pair. En supposant succes

sivement i = 2, 4, 6, 8, ..., on aura la série toujours convergente

TT a 4 ■ , 6 . Pr cosx = —si n aa? -4- 7,—„- sin 4 a? 4- -— sin b a?4 i.3 3.5 5.7

8 io .-I-------sin8a? -+- -j— smioa?4-... 
7-9 9-11

ou

ar /1 i \ . /1 i\ . ,cosa? = - —h 77 sm2a? 4- 77 4-sin 4a?K L \i 3/ \3 5/

+(I+-J sin 6 a? 4-(-4--)sin8a?4-(-4—— ) sin toa? 4-.. . .
\5 7/ \7 9/ \9 "/ J

Ce résultat a cela de remarquable qu’il offre le développement du co
sinus en une suite de fonctions dont chacune ne contient que des 
puissances impaires. Si l’on fait dans l’équation précédente x — on 
trouvera

Cette dernière série est connue {Introd. in analysai infinit., cap. X).

224.

On peut employer une analyse semblable pour développer une fonc
tion quelconque en série de cosinus d’arcs multiples. Soit <p(æ) la
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fonction dont on demande le développement, on écrira

, . ( <p(^)=a0cosoa?-t-a1cosa:-t-fz,cos2Æ
(???)

' 4- «3 cos3.r h-, .. -U a( cosZ^ h-, .. +....

Si l’on multiplie les deux membres de cette équation par cosy,r et que 
l’on intègre chacun des termes du second membre depuis x — o jus
qu’à a? =z, il est facile de s’assurer que la valeur de cette intégrale 
sera nulle, excepté pour le seul terme qui contient déjà co^jx. Cette 
remarque donne immédiatement le coefficient^; il suffira, en général, 
de considérer la valeur de l’intégrale J cosya? cosixdx, prise depuis 
a-= o jusqu’à x — ~, en supposant que j et i sont des nombres entiers.
On a

/ cosy x cosixdx = —2—— sin (/ + i)x h------7—- sin ( / — i)x 4- C.
J 4- O a(y —?)

Cette intégrale, prise depuis a? = o jusqu’à x — r^, est évidemment 
nulle toutes les fois que y et? sont deux nombres différents. Il n’en est 
pas de même lorsque ces deux nombres sont égaux. Le dernier terme

^(7—~zj s'nC/~ devient |> et sa valeur est lorsque l’arc x est
égal à z. Si donc on multiplie les deux termes de l’équation précé
dente {m) par cos/a?, et que l’on intègre depuis o jusqu’à z, on aura

cos ixdx =

équation qui fera connaître la valeur du coefficient a,. Pour trouver le 
premier coefficient a0, on remarquera que, dans l’intégrale

a (y 4-0
I 

sin ( i -I- i) x H---- —■-----U ’ 2(y —?)
sin (y — i)x,

si l’on a
y—o cl t = o,

chacun des termes devient -, et la valeur de chaque terme est
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ainsi l’intégrale [ cos/.r cosLr dx, prise depuis x = o jusqu’à x = z, 
est nulle lorsque les deux nombres entiers/et i sont différents; elle 
est lorsque les nombres/ et i sont égaux, mais différents de zéro; 
(41e est égale à tï lorsque / et i sont l’un et l’autre égaux à zéro. On 
obtient ainsi l’équation suivante :

( Z’
-ç(a?)=- I w{x)dx 4- cos a?

0

v 0v 0

Ce théorème et le précédent conviennent à toutes les fonctions pos
sibles, soit que l’on en puisse exprimer la nature par les moyens 
connus de l’Analyse, soit qu’elles correspondent à des courbes tracées 
arbitrairement.

225.

Si la fonction proposée dont on demande le développement en cosi
nus d’arcs multiples est la variable x elle-même, on écrira l’équation

— = a„ + cos a? 4- «2 cos 2 a1 4- a3 cos 3 a? 4-.. . 4- «,■ cosix 4-...,

et l’on aura, pour déterminer un coefficient quelconque at, l’équation
7t

oc COSI# doc.

Cette intégrale a une valeur nulle lorsque i est un nombre pair, et est 
égale à — 4 lorsque i est impair. On a en même temps

TT2
«0 = 7- •

4

On formera donc la série suivante :

tt cosa? , cos 3a- , cos5a; z 0087a?
4-^- 4 5Sîr 4 — ....
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On peu! remarquer ici que nous sommes parvenus à trois dévelop
pements différents de savoir

= sin# — ^sina.r 4- |sin3« — isin44- g sin5^ —... (art. 222),

J sin.r-™ 8103^+^8^5^-^8107^4-... (art )81);

X 7i 2 2 2— = 7----- COS.7 — 5— COS ix — —— COS 5.7 — ....2 4 “ 327T 527ï

Il faut remarquer que ces trois valeurs de ne doivent point être 
considérées comme égales pour toutes les valeurs de x; les trois déve
loppements précédents n’ont une valeur commune que lorsque la va
riable x est comprise entre o et La construction des valeurs de 
ces trois séries et la comparaison des lignes dont elles expriment les 
ordonnées rendraient sensibles la coïncidence et la distinction alterna
tives des valeurs de ces fonctions.

Pour donner un second exemple du développement d’une fonction 
en série de cosinus d’arcs multiples, nous choisirons la fonction sin.r 
qui ne contient que des puissances impaires de la variable, et nous 
nous proposerons de la développer sous la forme

a 4- b cos x 4- c cos 2 x 4- d cos 3 x 4-... .

En faisant, à ce cas particulier l’application de l’équation générale, on 
trouvera, pour l’équation cherchée,

K . 1 cos 2 a? cos^ cos 6.7 cosS.7
C I 1 1   • — r ...... ..... . ■ ■ ■ — - ■ . --—*   , , ■ — .__________. OI 11 vV   r» ') r r~ • • • •4 2 1.3 3.5 5.7 7.9

On parvient ainsi à développer une fonction qui ne contient que des 
puissances impaires en une série de cosinus dans laquelle il n’entre 
que des puissances paires de la variable. Si l’on donne à x la valeur 
particulière -j on trouvera 1 2

7t _  1 1 _ 1 __ £____ I___
4 “ 2 4 1.3 3.5 5.7 7.9

F. 28
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Or de l’équation connue 

K I I I I
n — -----ô + Ê--------- 1" ---------  ■+" “5-----H + . . .8 i.3 5.7 9.11 i3.i5

on tire 

et aussi
TT __  I I I I __  1

8 2 3.5 7.9 11.i3 i3. i5

en ajoutant ces deux résultats, on a, comme précédemment,

K   t I I_ £_ 
4 2 + i.3 3.5 5.7

1 1 1
7.9 9•11 r r.13

226.

L’analyse précédente donnant le moyen de développer une fonction 
quelconque en série de sinus ou de cosinus d arcs multiples, nous 
l’appliquerons facilement au cas où la fonction à développer a des va
leurs déterminées lorsque la variable est comprise entre de certaines 
limites, et a des valeurs nulles lorsque la variable est comprise entre 
d’autres limites. Nous nous arrêterons à l’examen de ce cas particulier 
parce qu’il se présente dans les questions physiques qui dépendent 
des équations aux différences partielles, et qu’il avait été proposé 
autrefois comme un exemple des fonctions qui ne peuvent être déve
loppées en sinus ou cosinus d’arcs multiples. Supposons donc que l’on 
ait à réduire en une série de cette forme une fonction dont la valeur 
est constante, lorsque x est comprise entre o et a, et dont toutes les 
valeurs sont nulles lorsque x est comprise entre a et u. On emploiera 
l’équation générale (m), dans laquelle les intégrales doivent être prises 
depuis x — o jusqu’à x = u. Les valeurs de <p(a?) qui entrent sous le 
signe / étant nulles depuis æ = a jusqu a x = ir, il suffira d’intégrer 
depuis x = o jusqu’à x — a. Cela posé, on trouvera, pour la série
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demandée, en désignant par h la valeur constante de la fonction,

tt . , ,/i—cosa . i—cos2a .= Æ---------sina?H— -----sinaa;2T \ 1 2
i —cos3a . i—cos4«H-------5-----sin dx H------ -——o » 4

Si l'on fait h = -S et que l’on représente le sinus verse de l’arc x par 
sin Va?, on aura

® (x) = sin V a sin x 4- | sin Va a sin 2 « -h ~ sin V3 a sin 3x

4- 7 sin V4« sin\x 4- - sin V5a sin5a? 4-....4 &

Cette série toujours convergente est telle que, si l’on donne à x une 
valeur quelconque comprise entre o et a, la somme de ses termes sera 

mais, si l’on donne à x une valeur quelconque plus grande que a 
et moindre que n, la somme des termes sera nulle.

Dans l’exemple suivant, qui n’est pas moins remarquable, les valeurs 
de ^[xj sont égales à sin“- pour toutes les valeurs de x comprises 
entre o et a, et sont nullbs pour toutes les valeurs de x comprises 
entre a et tt. Pour trouver la série qui satisfait à cette condition, on 
emploiera l’équation (D).

Les intégrales doivent être prises depuis x = o jusqu’à x = k; mais 
il suffira, dans le cas dont il s’agit, de prendre ces intégrales depuis 

= o jusqu’à x — a, puisque les valeurs de ç(a?) sont supposées 
nulles dans le reste de l’intervalle. On en conclura

/sinasina? sinascsinaa? sin3ocsin3^r ! sin4asîn4a , 
<p(.r) = 2a(-^37^ + tt2- 42«r“ ”7'

Si l’on supposait a = u, tous les termes de la série s’évanouiraient 
excepté le premier, qui deviendrait - et qui a pour valeur sina ; on 
aurait donc cp(a) = sin x.
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227.

On peut étendre la même analyse au cas où l'ordonnée représentée 
par serait celle d’une ligne composée de différentes parties, dont 
les unes seraient des arcs de courbes et les autres des lignes droites. 
Par exemple, si la fonction dont on demande le développement en 

sériesde cosinus d’arcs multiples a pour valeur l-l — x'1 depuis x = o 

jusqu’à x = et est nulle depuis x= jusqu’à a? = tt, on emploiera 
l’équation générale (zz) et, en effectuant les intégrations dans les limites 
données, on trouvera que le terme général

2
COSZÆ' dx

est égal à sin y lorsque / est impair, à lorsque i est double d’un 

nombre impair, et à — lorsque i est quadruple d’un nombre impair. 

D’un autre côté, on trouvera pour la valeur du premier terme 

- y(x)dx. On aura donc le développement suivant :

i i f 2 /cos.r cos3.r
2 (Æ ) “ 2.3 \ 2 / TC \ I 3 33

cos 5# cos 7 a?
—53

coszx cos 4a? cosô.r
—y 1

Le second membre est représenté par une ligne composée d’arcs para
boliques et de lignes droites.

228.

On pourra trouver de la même manière le développement d’une 
fonction de x qui exprime 1 ordonnée du contour d un tiapèze. Suppo
sons que f(x') soit égale à x depuis x = o jusqu a x — a., que cette 
fonction soit égale à a depuis x — a jusqu à x = u — a, et enfin égale 
à — x, depuis æ? — tc — a jusqu’à x = tz. Pour la réduire en une 
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= sin a sinx 4- ~ sin 3 a sin Sx

4- 4 sin5asin5.r 4- -4 sin^a sinnzr 4-. ...
5- 7

série de sinus d’arcs multiples, on se servira de l’équation générale (D). 
Le ternie général f s\nixdæ sera composé de trois parties diffé
rentes, et l’on aura, après les réductions, sin/a pour le coefficient 
de sini<r, lorsque i est un nombre impair; et zéro pour ce coefficient, 
lorsque /est un nombre pair. On parvient ainsi à l’équation

1^1-) 
" I

Si l’on supposait a = -, le trapèze se confondrait avec le triangle iso- 

scèle, et l’on aurait, comme précédemment, pour l’équation du contour 
de ce triangle

K . . . 1 • 0 1 • K I .- ) = smx — sin Sx + shi5æ-------- sin - x +.. .,
a 3 J 7

série qui est toujours convergente quelle que soit la valeur de x. En 
général, les suites trigonométriques auxquelles nous sommes parvenus 
en développant les diverses fonctions sont toujours convergentes; 
mais il ne nous a point pafu nécessaire de le démontrer ici : car les 
termes qui composent ces suites ne sont que les coefficients des termes 
des séries qui donnent les valeurs des températures; et ces coefficients 
affectent des quantités exponentielles qui décroissent très rapidement, 
en sorte que ces derrières séries sont très convergentes. A l’égard de 
celles oii il n’entre que des sinus ou des cosinus d’arcs multiples, il 
est également facile de prouver qu’elles sont convergentes, quoiqu’elles 
représentent les ordonnées des lignes discontinues. Cela ne résulte 
pas seulement de ce que les valeurs des termes diminuent continuelle
ment; car cette condition ne suffit pas pour établir la convergence 
d’une série. Il est nécessaire que les valeurs auxquelles on parvient, 
en augmentant continuellement le nombre des termes, s’approchent de 
plus en plus d’une limite fixe et ne s’en écartent que d’une quantité 
qui peut devenir moindre que toute grandeur donnée : cette limite est 
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la valeur de la série. Or on démontre rigoureusement que les suites 
dont il s’agit satisfont à cette dernière condition.

229.

Nous reprendrons l’équation précédente (A), dans laquelle on peut 
donner à x une valeur quelconque; on considérera cette quantité 
comme une nouvelle ordonnée, ce qui donnera lieu à la construction 
suivante.

Ayant tracé sur le plan des xy {fig. 8) le rectangle dont la base Ok

Fig. 8.

TT
7

est égale à la demi-circonférence et dont la hauteur est -, sur le mi
lieu m du côté parallèle à la base on élèvera perpendiculairement au 
plan du rectangle une ligne égale à et, par l’extrémité supérieure 
de cette ligne, on tirera des droites aux quatre angles du rectangle. On 
formera ainsi une pyramide quadrangulaire. Si l’on porte maintenant 
sur le petit côté du rectangle, à partir du point O, une ligne quel
conque égale à a, et que par l'extrémité de cette ligne on mène un plan 
parallèle à la base Ok, et perpendiculaire au plan du rectangle, la sec
tion commune à ce plan et au solide sera le trapèze, dont la hauteur 
est égale à a. L’ordonnée variable du contour de ce trapèze est égale, 
comme nous venons de le voir, à

- fstna sina? 4- Â sin 3 a sin 3 a; -H sin 5 a sin 5 a; -F siu 7 « sin 7x + ... VK \ 32 a4 j J

Il suit de là qu’en appelant x, y, z les coordonnées d’un point quel
conque de la surface supérieure de la pyramide quadrangulaire que 
nous avons formée, on aura pour l’équation de la surface du polyèdre, 



CHAPITRE III.— SOLIDE RECTANGULAIRE INFINI. 223

entre les limites x = o, x — k, y = o, y =

Cette série convergente donnera toujours la valeur de l’ordonnée z, ou 
de la distance d’un point quelconque de la surface au plan des xy.

Les suites formées de sinus ou de cosinus d’arcs multiples sont donc 
propres à représenter, entre des limites déterminées, toutes les fonc
tions possibles, et les ordonnées des lignes ou des surfaces dont la loi 
est discontinue. Non seulement la possibilité de ces développements 
est démontrée, mais il est facile de calculer les termes des séries; la 
valeur d’un coefficient quelconque dans l’équation

<p(zc) = aA sin a? -+• sinix + at sinSx +... + at sinix + ...

est celle d’une intégrale définie, savoir

2 C . , . . ,— / y\x) imixdx.

Quelle que puisse être la fonction ç(.r), ou la forme de la courbe qui 
la représente, l'intégrale a une valeur déterminée qui peut être intro
duite dans le calcul. Les Valeurs de ces intégrales définies sont ana
logues à celle de l’aire totale f^{x}dx comprise entre la courbe et 
l'axe dans un intervalle donné, ou à celles des quantités mécaniques, 
telles que les ordonnées du centre de gravité de cette aire ou d’un 
solide quelconque. Il est évident que toutes ces quantités ont des va
leurs assignables, soit que la figure des corps soit régulière, soit qu’on 
leur donne une forme entièrement arbitraire.

230.

Si l’on applique ces principes à la question du mouvement des cordes 
vibrantes, on résoudra les difficultés qu’avait d’abord présentées l’a
nalyse de Daniel Bernoulli. La solution donnée par ce géomètre suppose 
qu’une fonction quelconque peut toujours être développée en séries de 
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sinus ou de cosinus d’arcs multiples. Or, de toutes les preuves de cette 
proposition, la plus complète est celle qui consiste à résoudre en effet 
une fonction donnée en une telle série dont on détermine les coeffi
cients.

Dans les recherches auxquelles on applique les équations aux diffé
rences partielles, il est souvent facile de trouver des solutions dont la 
somme compose une intégrale plus générale; mais l'emploi de ces 
intégrales exigeait que l’on en déterminât l’étendue, et que l’on pût 
distinguer clairement les cas où elles représentent l’intégrale générale 
de ceux où elles n’en comprennent qu’une partie. Il était nécessaire 
surtout d’assigner les valeurs des constantes, et c’est dans la recherche 
des coefficients que consiste la difficulté de l’application. Il est remar
quable que l’on puisse exprimer par des séries convergentes et, comme 
on le verra dans la suite, par des intégrales définies les ordonnées des 
lignes et des surfaces qui no sont point assujetties à une loi continue. 
On voit par là qu’il est nécessaire d’admettre dans l’analyse des fonc
tions qui ont des valeurs égales, toutes les fois que la variable reçoit 
des valeurs quelconques comprises entre deux limites données, tandis 
qu’en substituant dans ces deux fonctions, au lieu de la variable, un 
nombre compris dans un autre intervalle, les résultats des deux sub
stitutions ne sont point les mêmes. Les fonctions qui jouissent de cette 
propriété sont représentées par des lignes différentes qui ne coïncident 
que dans une portion déterminée de leur cours et offrent une espèce 
singulière d’osculation finie. Ces considérations prennent leur origine 
dans le calcul des équations aux différences partielles; elles jettent un 
nouveau jour sur ce calcul et serviront à en faciliter l’usage dans les 
théories physiques.

231.

Les deux équations générales qui expriment le développement d’une 
fonction quelconque en cosinus ou en sinus d’arcs multiples donnent 
lieu à plusieurs remarques qui font connaître le véritable sens de ces 
théorèmes et en dirigent l’application.
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Si, dans la série

a 4- b cos^r 4- c cos a a? 4- d cos3a? 4- e cos4zr 4-...,

on rend négative la valeur de x, la série demeure la même, et elle 
conserve aussi sa valeur si l’on augmente la variable d’un multiple 
quelconque de la circonférence 2~. Ainsi dans l’équation

| a ( x ) dx 4- cos x o (,r) cos.r dx

4-C0S2a? 4- cos3a; Ç cosZxdx 4-,.

la fonction ? est périodique et représentée par une courbe composée 
d’une multitude d’arcs égaux, dont chacun correspond sur l’axe des 
abscisses à un intervalle égal à 2tt. De plus chacun de ces arcs est 
composé de deux branches symétriques qui répondent aux deux moi
tiés de l’intervalle égal à 2~.

Supposons donc que l’on trace une ligne d’une forme quelconque çsa 
et qui réponde à un intervalle égal à ~ (fig. 9). Si l'on demande une 
série de la forme

a 4- b COS# 4- c cos 2.7; 4- d cos3a? 4-..

telle que, en mettant au lieu de a? une valeur quelconque X comprise

f*b- 9-

entre o et k, on trouve pour la valeur de la série celle de l’ordon
née Xç, il sera facile de résoudre cette question : car les coefficients 
donnés par l’équation (v) sont

j\(x)dx, - f tf(x) cosxdx, | cosaa; dx, ....

Les diverses intégrales, qui sont prises de x = o à x = -, ayant tou- 
F. 29 
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jours des valeurs mesurables comme celle de l’aire O^ar., et la série 
formée par ces coefficients étant toujours convergente, il n’y a aucune 
forme de la ligne pour laquelle l’ordonnée Xç ne soit exactement 
représentée par le développement

a + b cosic -t- c cos 2 zr + <Zcos3a: 4- e cos4^ 4-. • •.

L’arc est entièrement arbitraire; mais il n’en est pas de même des 
autres parties de la ligne; elles sont au contraire déterminées : ainsi 
l’arc ça qui répond à l’intervalle de o à — ~ est le même que l’arc ça; 
et l’arc total aça se répète pour les parties consécutives de l’axe dont 
la longueur est 2-.

On peut faire varier dans l’équation (v) les limites des intégrales. 
Si elles étaient prises depuis x — — tz jusqu’à x = z, le résultat serait 
double; il le serait aussi si les limites des intégrales étaient o et 2~, 

. rh 
au lieu d’être o et u. Nous désignons en général par le signe / 

a 
l’intégrale qui commence lorsque Invariable équivaut à a, et qui est 
complète lorsque la variable équivaut à b; et nous écrirons l’équa
tion (/z) sous la forme suivante :

i 1 C*j - ©(.2?) = - J (#) dx 4- cosxj o(x)cosxdx

I 4-cos2a?J^ cp(x) cos2x dx + cos3xJ" o(x) cos 3 x dx .

Au lieu de prendre les intégrales depuis x=o jusqu’à x — k, on 
pourrait les prendre depuis x = o jusqu’à x = au, ou depuis x = — t: 
jusqu’à x — it; mais, dans chacun de ces deux cas, il faut écrire au 
premier membre zç(zr) au lieu de ^ç(or).

232.

Dans l’équation qui donne le développement d une fonction quel
conque en sinus d’arcs multiples, la série change de signe et conserve 
la même valeur absolue lorsque la variable x devient négative; elle 
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conserve sa valeur et son signe lorsque la variable est augmentée ou 
diminuée d’un multiple quelconque de la circonférence an. L’arc 
(fig. jo), qui répond à l’intervalle de o à k, est arbitraire; toutes les

autres parties de la ligne sont déterminées. L’arc çoa, qui répond à 
l’intervalle de o à — w, a la même forme que l’arc donné mais il 
est dans une situation opposée. L’arc total açççça est répété dans 
l’intervalle de k à 3~, et dans tous les intervalles semblables. Nous 
écrirons cette équation comme il suit :

1 sin.» / <p(.r) sin^cLe 4-sina.» Ç ©(æ) sina.» dx
W 2

[ 4-sin3# / ©(.») sin 3.» dx 4-....
J 0

On pourrait changer les limites des intégrales, et écrire ou /

au lieu de / ; mais, dans chacun de ces deux cas, il faut écrire au 
0

premier membre r. au lieu de

233.

La fonction développée en cosinus d’arcs multiples, est repré
sentée par une ligne formée de deux arcs égaux placés symétriquement 
de part et d’autre de l’axe des y dans l’intervalle de — u à 4- ~ [fig. 1 1); 
celte condition est exprimée ainsi

q(x) = © (— x).
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La ligne qui représente la fonction ']>(#), développée en sinus d’arcs 
multiples, est au contraire formée dans le même intervalle de deux 
arcs opposés, ce qu’exprime l’équation

= — <P(— x).

Une fonction quelconque F(x), représentée par une ligne tracée arbi
trairement dans l’intervalle de -"à+", peut toujours être partagée 
en deux fonctions telles que ?(x) et ’^(x). En effet, si la ligne F'F'mFF

''F

représente la fonction F(x), et que l’on élève par le point O l’ordon
née Qm, on tracera par le point m à droite de l’axe Om l’arc mff sem
blable à l’arc mF'F' de la courbe donnée, et à gauche du même axe on 
tracera l’arc mff semblable à l’arc mFF ; ensuite on fera passer par 
le point m une ligne ÿÿmyy qui partagera en deux parties égales la 
différence de chaque ordonnée xF ou x'f à l’ordonnée correspon
dante .r/ou x'F'. On tracera aussi la ligne tp'^'Odont l’ordonnée 
mesure la demi-différence de l’ordonnée de F'F'mFF à celle de ffmfj. 
Cela posé, les ordonnées de la ligne F'F'mFF et de la ligne/'/'m^étant 
désignées lune par F(x) et la seconde par /(x), on aura évidemment

= F(—x); désignant aussi l’ordonnée de yfmqy par ©(x), et 
celle de par 'l'(x), on aura

F(^) — ®(x) 4- 4>(x)
et /(^) = ?(x)-^(x) — F(—x),
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donc
F(.r) H-F(—.r) —--------- et2

. . F(a?) — F(— x}Vt#) —  —1 ;

on en conclut
œ (— x) et <LO) — — a;),

ce que la construction rend d’ailleurs évident.
Ainsi les deux fonctions ç(.r) et dont la somme équivaut à 

F(a?), peuvent être développées l une en cosinus d’arcs multiples e( 
l’autre en sinus.

Si l’on applique à la première fonction l’équation (v), et à la se
conde l’équation (p.), en prenant dans l’une et l’autre les intégrales 
depuis x = — - jusqu’à x — k, et si l’on ajoute les deux résultats, on 
aura

{x) 4- ip(a;)] = K F(a;) — - <f (x) dx-h cosx I ?(.r) cosxdx 4* cosa x / y^x} cosa.r dx -t- . . ;

4- sin.T SU12X

les intégrales doivent être prises depuis x = — u jusqu’à x = tc. Il 

faut remarquer maintenant que dans l'intégrale / ç(.r)cosa?dx on v __K
pourrait, sans en changer la valeur, mettre 4-'^(a?) au lieu de 

: car la fonction cosa? étant composée, à droite et à gauche de 
l’axe des a?, de deux parties semblables, et la fonction ^(x) étant au 
contraire formée de deux parties opposées, l’intégrale / ^(a?) cosxdx

^—TZ
est nulle. Il en serait de même si l’on mettait cosaa? ou cos3a? et en 
général cosix au lieu de cosa;, i étant un des nombres entiers depuis o 

jusqu’à l’infini. Ainsi l’intégrale ^x)cosixdx est la même que 

l’intégrale

[<p(a?) 4-.^(a?)] cosixdx ou F(.r) cosixdx;

sx F 7Ï
on reconnaîtra aussi que l’intégrale y ']>(a7) sïwixdx est égalé à 1 in-
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F(<r) sinfr dx, parce que l’intégrale

00

®(^) sin Z# dx

est nulle. On obtient par là l’équation suivante, qui sert à développer 
une fonction quelconque en une suite formée de sinus et de cosinus 
d’arcs multiples :

tcF(^)= 1 F(«) dx 4- cosæ cos2.r rf» 4-...

4- sin# / F(#) sin# dx 4- sina# si n a if dx 4-....

234.

La fonction F(a?) qui entre dans cette équation est représentée par 
une ligne F'F'FF, d’une forme quelconque. L’arc F'F'FF, qui répond 
à l’intervalle de — ~ à 4- ~, est arbitraire; toutes les autres parties de 
la ligne sont déterminées, et l’arc F'F'FF est répété dans tous les 
intervalles consécutifs dont la longueur est 2-. Nous ferons des appli
cations fréquentes de ce théorème et des équations précédentes [m} 
et (n).

Si l’on suppose dans l’équation (p) que la fonction F(<r) est repré
sentée, dans l’intervalle de —-it à 4-tc, par une ligne composée de 
deux arcs égaux symétriquement placés, tous les termes qui contien
nent les sinus s’évanouiront et l’on trouvera l’équation (m). Si, au 
contraire, la ligne qui représente la fonction donnée F(a?) est formée 
de deux arcs égaux de situation opposée, tous les termes qui ne con
tiennent point les sinus disparaissent et l’on trouve l’équation (n). En 
assujettissant la fonction F(.r) à d’autres conditions, on trouverait 
d’autres résultats.

On écrira dans l’équation générale {p\ au lieu de la variable x, la 
quantité^, x désignant une autre variable, et 2r la longueur de 
l’intervalle dans lequel est placé l’arc qui représente F(a?); cette fonc- 
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♦

lion sera Fque nous désignerons par /(«■). Les limites, qui 

étaient x — — k et x = k, seront fournies par les équations = — ", 

= tc; on aura donc, après la substitution,

j./ , I (' r, \ , TCX C 7TÆ , KX C , nx ,r f(x) = - J J\x) dx + cos-y / J (x) cos + cosa — / f{x} cosa —^-dx

. itx r . nx , . nx x . nx ,4- sin — f(x) sin — dx h- sin a — If(x)sm2—dx

toutes les intégrales doivent être prises, comme la première, de 
x — — r à x = 4- r. Si l’on fait la même substitution dans les équa
tions (v) et (p.), on aura

(N) -f(x)=l f(x) dx 4- cos r f(x) cos — f/jf 4-cos a i /(x) cos a dx+... 
do 1 J 0 1 1 Jo 1

et

(M) /(.r) = sin J\x) sin dx 4- sina J\x) sin2 y dx 4-....

Dans la première équation (.P), les intégrales pourraient être prises 
depuis x = o jusqu’à .r = ar, et, en représentant par X l’intervalle 
total ar, on aura

(H) ! -/(“C) ■= ~ / /(^)^H-cos^^ f f{x) cos ^^-dx-+- cos a / f^x) cosa —dx 
' do Æ Jo A Jo ' V

. 27TZC f . 2K.« , . 2TTX f* . 17ÏX ,4-sin \ J f (X) sin dx+ sma J fÇx) sin 2 dx

Il résulte de tout ce qui a été démontré dans cette Section concer
nant le développement des fonctions en séries trigonométriques que, 
si l’on propose une fonction f(x} dont la valeur est représentée, dans 
un intervalle déterminé, depuis x = o jusqu’à x = X, par l’ordonnée 
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d’une ligne courbe tracée arbitrairement, on pourra toujours déve
lopper cette fonction en une série qui ne contiendra que les sinus ou 
les cosinus, ou les sinus et cosinus des arcs multiples, ou les seuls 
cosinus des multiples impairs. On emploiera, pour connaître les 
termes de ces séries, les équations (M), (N), (P).

On ne peut résoudre entièrement les questions fondamentales de la 
théorie de la chaleur, sans réduire à cette forme les fonctions qui 
représentent l’état initial des températures.

Ces séries trigonométriques, ordonnées selon les cosinus ou les 
sinus des multiples de l’arc, appartiennent à l’analyse élémentaire 
comme les séries dont les termes contiennent les puissances succes
sives de la variable. Les coefficients des séries trigonométriques sont 
des aires définies, et ceux des séries de puissances sont des fonctions 
données par la différentiation, et dans lesquelles on attribue aussi à la 
variable une valeur définie. Nous aurions à ajouter plusieurs remarques 
concernant l’usage et les propriétés des séries trigonométriques; nous 
nous bornerons à énoncer brièvement celles qui ont un rapport plus 
direct avec la théorie dont nous nous occupons.

i° Les séries ordonnées selon les cosinus ou les sinus des arcs mul
tiples sont toujours convergentes, c’est-à-dire qu’en donnant à la va
riable une valeur quelconque non imaginaire, la somme des termes 
converge de plus en plus vers une seule limite fixe, qui est la valeur 
de la fonction développée;

2° Si l’on a l’expression de la fonction /(#) qui répond à une série 
donnée

a -I- b cos^r 4- c cos 2 x 4- d cos 3x 4- e cos 4# 4-...,

et celle d’une autre fonction dont le développement donné est

a 4- [3 cos.r 4- y cos2x 4- 5 cos3x 4- £ cos\x 4-•..,

il est facile de trouver en termes réels la somme de la série composée

aa. ■+■ bft -i- ’cy do + et +...,
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et, plus généralement, celle de la série (*)

ni 4- bfi cos# 4- cy COS2#4- dS cos3# 4- ce cos4# 4-,..,

que l’on forme en comparant terme à terme les deux séries données. 
Cette remarque s’applique à un nombre quelconque de séries.

3° La série (/>) (art. 233) qui donne le développement d’une fonc
tion F(a?) en une suite de sinus et de cosinus d’arcs multiples peut 
être mise sous cette forme

cos a da 4- cos 2# cos 2 a c/a 4-...,

sina«/a 4- sin 2# / F(a) sin2a</a4-.-.,

a étant une nouvelle variable qui disparaît après les intégrations. On a 
donc

, C , / —t-cos# cosa 4-C0S2#cos2a 4-cos3# cos3a+...K F (#) = F (a) dal 2
•'-’1 \ 4-sin #sin a 4-sin 2# sin 2a 4-sin 2#sin 3a4-...

ou

F(#) — - I F (a) da. H- 4- «os(# — a) 4- COS2 (# — a) 4- cos3(# — a) 4-... 
~ z L 2

Donc, en désignant par
- cost(# — a)

la somme de la série précédente, prise depuis i — 1 jusqu’à i = <x>, on

(*) Si l’on sc propose, en cfTol, do calculer l’intégrale

f {ne') + h^cLc,
0

on trouvera aisément, en remplaçant/(#) et y(# 4- h) par leurs développements, l’ex
pression

ai 4- - Z>(3 cos// 4- - cy COS2// 4-. . ■,

ce qui équivaut au résultat énonce par Fourior.
F.

G. D.
3o
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aura (')
F(ar)— - y F(a) rfa 4-2 cosi(æ; — a) .

L’expression - ■+- 2cosi(a? — a) représente une fonction de x et de a, 

telle que, si on la multiplie par une fonction quelconque F(a) et si, 
après avoir écrit r/a, on intègre entre les limites a = — k et a = it, on 
aura changé la fonction proposée F(a) en une pareille fonction de x, 
multipliée par la demi-circonférence k. On verra, par la suite, quelle 

est la nature de ces quantités, telles que 4- — cos/(.r — a), qui jouis

sent de la propriété que l’on vient d’énoncer.
Si, dans les équations (M), (N) et (P) (art. 234) qui, étant divi

sées parr, donnent le développement d’une fonction on suppose 
que l’intervalle /•devient infiniment grand, chaque terme de la série 
est un élément infiniment petit d une intégrale; la somme de la série 
est alors représentée par une intégrale définie. Lorsque les corps ont 
des dimensions déterminées, les fonctions arbitraires qui représentent 
les températures initiales et qui entrent dans les intégrales des équa
tions aux différences partielles doivent être développées en séries ana
logues à celles des équations (M), (N), (P); mais ces mêmes fonctions 
prennent la forme des intégrales définies lorsque les dimensions des

(*) Plus exactement, F(.r) est la limite de l’expression

COS/(.r — a) 4-

lorsque/? augmente indéfiniment. La série

- -+- cos(.r

ayant une somme indéterminée, on ne peut attacher aucun sons à l’expression

considérée par Fourier. G. D.
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corps ne sont point déterminées, comme on l’expliquera dans la suite 
de cet Ouvrage, en traitant de la diffusion libre de la chaleur.

SECTION VII.

APPLICATION A LA QUESTION ACTUELLE.

236.

Nous pouvons maintenant résoudre d’une manière générale la ques
tion de la propagation de la chaleur dans une lame rectangulaire BAC 
dont la base A (/ig. 7 bis) est constamment échauffée, pendant que 
ses deux arêtes infinies B et C sont retenues à la température o.

Fig. 7 bis.

Supposons que la température initiale de tous les points de la table 
BAC soit nulle, mais que celle de chaque point m de l’arête A soit con
servée par une cause extérieure quelconque, et que cette valeur fixe 
soit une fonction f{x) de la distance du point m à l'extrémité O de 
l’arête A, dont la longueur totale est r; soit e la température con
stante du point M dont les coordonnées sont y et x-, il s’agit de déter
miner e en fonction de y et x. La valeur

v — ae~"iy sin mx
satisfait à l’équation

dx1 + dy2 
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a et m sont des quantités quelconques. Si l’on prend m = et que

i soit un nombre entier, la valeur ae ~sinj— deviendra nulle r
lorsque a? sera égal à zéro ou à r, quelle que soit d’ailleurs la valeur 
de y. On pourra donc prendre, pour une valeur plus générale de e,

c ~ a{e r sin K .T “2“ . TZX “3“ . n 7T#——b a±e ' sin2 ——p e sin 3 — 4-.

Si l’on suppose y nulle, la valeur de e sera, d’après l’hypothèse, égale 
à la fonction connue On aura donc

. ItX . ira? . „ ira? . ,TCXf{x) = ai sin ——t- aï sin 2 — -b aa Sin 3 — + sin 4 ——b....

On déterminera les coefficients a,, a2, a^, aA, «3, ... au moyen de 
l’équation (M) et, en les substituant dans la valeur de e, on aura

1 . ira? cr . ira? , -’y ■ fri \ ■ x j-rv — e ' sin-y- J / (a?) sin — dx 4- e sin2—J /(x) sms — dx

-•y • i™ d ... x • 9 1+ e ' sin3-y- / f (x) sin 3 — dx +....

237.

En supposant dans l’équation précédente r = z, on aura la même 
solution sous une forme plus simple, savoir

ire = e~^ sin a? sina? dx -be sin 2 a? / /(a?) smixdx

-b e~sy sin3a? / /(a?) sMxdx -b..

OU

1 r*-ire= / /(st) r/a (e~i'sina? sin a-b e-2;f sin 2a? siri2 a-b e^sin 3a? sin 3 a-b...);
•-'o

a est une nouvelle variable qui disparaît après l’intégration. Si l’on 
détermine la somme de cette série et si l’on en fait la substitution dans
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la dernière équation, on aura la valeur de v sous une forme finie. Le 
double de la série équivaut à

e-y [cos (a? — a) — cos (a? 4- a)] 4- e-2^ [cos a (x — a) — cos 2 (a; 4- a)]
4- e~3y [cos 3 {x — -a) — cos3(« 4- a)] 4- ... ;

désignant par F(y,p) la somme de la série infinie

e~y cosp 4- e~-y cosvp 4- e-3^ cos3/7 4-...,

on en conclura

7rr= / F(a) dot. [F(y, x — x) — F (y, x 4- a)]. 
do

On a
■2F(y, p) = e-(.y+'’^/~') + e-i(.y+P^~1') -i- e-^y+P^1) +. ■.

+ e-{y-P'J~1') 4- e-2(y-P4-e-sG-P^) 4-. . .
e- (y+P ) e- {y-P )

1 — e- (y+P f) 1 — e~ (y~P )
OU

X „ cosp — .
O > P ) ey _ 2 cosp 4- e-y ’

donc *
p” p cos(æ — a) — e y cos(.r 4- a) — e~y

711 JQ d\x) a J ey—2 cos (a;—x) + e~y ey-—2 cos(<c 4- a) 4- e y

OU

TTC
p’1 ( a(ey—e~y) sina? sin a

d» a( Ie'' — 2cos(« — a)4-e_y][ey—2 cos (x 4- a) 4- e~ÿ]

ou, en décomposant le coefficient en deux fractions,

"C------- J Ley—2C0S(« —a)4-e-y e>' — 2 cos(.r 4- a) 4- e-y

Cette équation contient, sous la forme finie et en termes réels, 1 inté
grale de l’équation

^2e d-v_
dxi + ~~ °’
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appliquée à la question du mouvement uniforme de la chaleur dans un 
solide rectangulaire exposé par sa base à l'action constante d’un seul 
foyer.

Il est facile de reconnaître les rapports de cette intégrale avec l’in
tégrale générale, qui a deux fonctions arbitraires; ces fonctions se 
trouvent déterminées par la nature même de la question, et il ne reste 
d’arbitraire que la fonction/(a), considérée entre les limites a = o et 
a = u. L’équation (a) représente, sous une forme simple, propre aux 
applications numériques, cette même valeur de e réduite en une série 
convergente.

Si l’on voulait déterminer la quantité de chaleur que le solide con
tient lorsqu’il est parvenu à son état permanent, on prendrait l’inté
grale fdxfvdy depuis x = o jusqu’à x = ~ et depuis y = o jusqu’à 
y = oo; le résultat serait proportionnel à la quantité cherchée. En géné
ral, il n’y a aucune propriété du mouvement uniforme de la chaleur 
dans une lame rectangulaire qui ne soit exactement représentée par 
cette solution. Nous envisagerons maintenant les questions de ce genre 
sous un autre point de vue, et nous déterminerons le mouvement varié 
de la chaleur dans les différents corps.



CHAPITRE IV.
DU MOUVEMENT LINÉAIRE ET VARIÉ DE LA CHALEUR DANS UNE ARMILLE.

SECTION I.

SOLUTION GÉNÉRALE DE LA QUESTION.

238.

L’équation qui exprime le mouvement de la chaleur dans une ar- 
mille a été rapportée dans l’article 105 ; elle est

dv K d*v hl
{ ’ dt “ CD dx1 ~ CDS

Il s’agit maintenant d’intégrer cette équation; on écrira seulement

la valeur de k représentera celle de A sera -v désigne la lon
gueur de l’arc compris entre un point m de l’anneau et l’origine o; 
e est la température que l’on observerait en ce point m après un 
temps donné t. On supposera d’abord e = u élan! une nouvelle 
indéterminée; on en tirera

_ /. d* ". 
dt ‘ dx2 ’

or cette dernière équation convient au cas où l’irradiation serait nulle 
à la surface, puisqu’on la déduirait de la précédente en y faisant h = o ; 
on conclut de là que les différents points de l’anneau se refroidis
sent successivement, par l’action du milieu, sans que cette circon
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stance trouble en aucune manière la loi de la distribution de la cha
leur. En effet, en intégrant l’équation

d« _ , d-u 
dt — dx*’

on trouverait les valeurs de n qui répondent aux différents points de 
l’anneau dans un même instant, et l’on connaîtrait quel serait l’état 
du solide si la chaleur s’y propageait sans qu’il y eût aucune déperdi
tion à la surface; pour déterminer ensuite quel aurait été l’état du 
solide au même instant si cette déperdition eût eu lieu, il suffirait de 
multiplier toutes les valeurs de u, prises pour les divers points et pour 
un même instant, par une même fraction qui est erM. Ainsi le refroi
dissement qui s’opère à la surface ne change point la loi de la distribu
tion de la chaleur; il en résulte seulement que la température de 
chaque point est moindre qu’elle n’eût été sans cette circonstance; et 
elle diminue, pour cette cause, proportionnellement aux puissances 
successives de la fraction e~ht.

239.

La question étant réduite à intégrer l’équation

du_ i ^iu
"dt ~ A dP’

on cherchera, en premier lieu, les valeurs particulières les plus simples 
que l’on puisse attribuer à la variable u-, on en composera ensuite une 
valeur générale, et l’on démontrera que cette valeur est aussi étendue 
que l’intégrale, qui contient une fonction arbitraire en x, ou plutôt 
qu’elle est cette intégrale elle-même, mise sous la forme qu’exige la 
question, en Sorte qu’il ne peut y avoir aucune solution différente.

On remarquera d’abord que l’équation est satisfaite si 1 on donne 
à u la valeur particulière aemtsinna?, m et n étant assujettis à la con
dition m— — kn2. On prendra donc pour une valeur particulière 
de u la fonction

sin nx.
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Pour que cette valeur de u convienne à la question, il faut qu’elle ne 
change point lorsque la distance a? est augmentée de la quantité 2Z/’, 
/■désignant le rayon moyen de l’anneau. Donc 2/zur doit être un mul
tiple i de la circonférence au, ce qui donne n = -■ On peut prendre 
pour/un nombre entier quelconque; onde supposera toujours positif 
parce que, s’il était négatif, il suffirait de changer dans la valeur 
ae~*"!zsinnæ le signe du coefficient a. Cette valeur particulière

ne pourrait satisfaire à la question proposée qu’autant qu’elle repré
senterait l’état initial du solide. Or, en faisant t = o, on trouve

. ix u — a siii — ; r

supposons donc que les valeurs initiales de w soient exprimées en effet 
par a sin^, c’est-à-dire que les températures primitives des différents 
points soient proportionnelles aux sinus des angles compris entre les 
rayons qui passent par ces points et celui qui passe par l’origine; le 
mouvement de la chaleur dans l’intérieur de l’anneau sera exactement 
représenté par l’équation

ht-- - gç
u — ae v sin —, r

et, si l’on a égard à la déperdition de la chaleur par la surface, on 
trouvera

Dans le cas dont il s’agit, qui est le plus simple de tous ceux que l’on 
puisse concevoir, les températures variables conservent leurs rapports 
primitifs, et celle d’un point quelconque diminue comme les puis
sances successives d’une fraction, qui est la même pour tous les 
points.

On remarquera les mêmes propriétés si l’on suppose que les tempé- 
F. 3i 
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ratures initiales sont proportionnelles au sinus du double de l’arc 

et cela a lieu, en général, lorsque les températures données sont repré

sentées par a sin i étant un nombre entier quelconque.

On arrivera aux mêmes conséquences en prenant, pour valeur parti
culière de u, la quantité cosw.r; on a aussi 2/1: et

n = donc l’équation
ki^t---- T l X u — ae r cos r

exprimera le mouvement de la chaleur dans l’intérieur de l’anneau, 

si les températures initiales sont représentées paracos —

Dans tous ces cas, où les températures données sont proportion

nelles aux sinus ou aux cosinus d’un multiple de l’arc y, les rapports 

établis entre ces températures subsistent continuellement pendant la 
durée infinie du refroidissement. Il en serait de même si les tempéra

tures initiales étaient représentées par la fonction asin^ 4- 6cos~, 

/étant un nombre entier, a et b des coefficients quelconques.

240.

Venons maintenant au cas général, dans lequel les températures 
initiales n’ont point les rapports que l’on vient de supposer, mais sont 
représentées par une fonction quelconque Donnons à cette fonc
tion la forme ç ^7)’ en sorte qu’on ait F(#) = o (j7)’ concevons *lue 

la fonction y est décomposée en une série de sinus ou de cosinus 

d’arcs multiples affectés de coefficients convenables. On posera l’é
quation

/ f x\ . x . x . xl <p I — I — «0 sino — «1 sin 1 — H- «2 sina — -+-...

O)
F 4-60COSO- -H&tCOSI — 4-&9COS2 7----1-....
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Les nombres a0, a2, ...; b0, b,, b2, ... sont regardés comme con
nus et calculés d’avance. Il est. visible que la valeur de u sera alors 
représentée par l’équation

/ . x[ a* sin 2 -kt I ' r
e r' 4- <

I / xI e2cos2 —

En effet :
i° Cette valeur de u satisfera à l’équation

d« _ , d- u 
dt ' dx2

parce qu’elle est la somme de plusieurs valeurs particulières;
2° Elle ne changera point lorsqu’on augmentera la distance .r d’un 

multiple quelconque de la circonférence de l’anneau;
3° Elle satisfera à l’état initial, parce que, en faisant t = o, on trou

vera l’équation (e).
Donc toutes les conditions de la question seront remplies; et il ne 

restera plus qu’à multiplier par e~ht cette valeur de u.
*

241.

A mesure que le temps t augmente, chacun des termes qui composent 
la valeur de n devient, de plus en plus petit; le système des tempéra
tures tend donc continuellement à se confondre avec l’état, régulier et 
constant, dans lequel la différence de la température u à la constante b„ 
est représentée par

at sin
x -+- bi cos -

Ainsi les valeurs particulières que nous avons considérées précédem
ment, et dont nous composons la valeur générale, tirent leur origine de 
la question elle-même. Chacune d’elles représente un état élémentaire 
qui peut subsister de lui-même dès qu’on le suppose formé; ces va
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leurs ont une relation naturelle et nécessaire avec les propriétés phy
siques de la chaleur (().

Pour déterminer les coefficients a0, a,, a2, a3, ...; b0, bt, b.,, b3, .. 
on emploiera l’équation (II) (art. 234), qui a été démontrée dans la 
dernière Section du Chapitre précédent.

L’abscisse totale désignée par X dans cette équation sera 2Ttr, .r sera 
l’abscisse variable et représentera l’état initial de l’anneau; les 
intégrales seront prises depuis .r = o jusqu’à x = ^r-, on aura donc

A*) = j f^dx 4-

X e, x J Xcos — J (x) dx 4- COS 2 — COS 2 y dx 4-. . .
■nr

‘ ■ x , . x r . x . .sin — f (x} dx 4- sina — / sin 2 —J (x) ax 4-...

Connaissant ainsi les valeurs de a0, at, a2, a3, ...; b0, b,, b2, b3, on 
les substituera dans l’équation et l’on aura l’équation suivante, qui 
contient la solution complète de la question :

(E) k/t =e~>“
sin j sin y f{x)dx 

cos y f cosy f(x)dx x cos 2 -

sin 2 yf^x^dx

cos2^-f(x)dx

Vkth

e

Toutes les intégrales doivent être prises depuis x — o jusqu’à x~ 2~r. 

Le premier terme y^y J f^x^dx, qui sert à former la valeur de v, est 

évidemment la température moyenne initiale, c’est-à-dire celle qu’au
rait chaque point si toute la chaleur initiale était également répartie 
entre tous les points.

242.

On peut appliquer l’équation précédente (E), quelle que soit la 
forme de la fonction donnée f{x). Nous considérerons deux cas parti
culiers, savoir : t" celui qui a lieu lorsque, l’anneau ayant été élevé 
par l’action d’un foyer à des températures permanentes, on supprime

(*) Voir, pour plus de netteté, les développements donnés à cette idée à la fin de l’ar
ticle 246. G. D.
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tout à coup le foyer; 20 le cas où la moitié de l’anneau, échauffée éga
lement dans tous ses points, serait réunie subitement à l’autre moitié, 
qui auraiLdans toutes ses parties la température initiale o.

On a vu précédemment (art. 106) que les températures permanentes 
de l’anneau sont exprimées par l’équation

C = 4- bxx,

-JR 
et la quantité a a pour valeur e hs; l est le contour de la section 
génératrice et S la surface de cette section. Si l’on suppose qu’il y ait 
un seul foyer, il sera nécessaire que l’on ait l’équation = o au 
point opposé à celui qui est occupé par le foyer. La condition

a arx — b xx = 0

sera donc satisfaite en ce point. Regardons, pour plus de facilité dans 
le calcul, la fraction comme égale à l’unité, et prenons le rayon r 

de l’anneau pour le rayon des Tables trigonométriques; on aura

c — aex 4- be~x ;

donc l’état initial de l'anneau est représenté par l’équation

p = be~n( 4- en~x

Il ne reste plus qu’à appliquer l’équation générale (E) et, en dési
gnant par M (’) la chaleur (2) moyenne initiale, on aura

COS# e47 4- C0S2 3? 
2® 4- I

e-2’/.7 + cos3ze COs4^’ 
42 4- 1 *

g-3'kl

Cette équation exprime l’état variable d’un anneau solide qui, ayant

(«) En faisant les calculs supprimés par Fourier, on trouve que la valeur de. M est liée 
à celle de la constante b par la relation

M- _(i—e-sn). G. I).

p) Ici et dans quelques autres passages, Fourier emploie le mot chaleur pour indiquer 
la température. G. I).
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été échauffé par un de ses points et élevé à des températures station
naires, se refroidit dans l’air après la suppression du foyer.

243.

Pour faire une seconde application de l’équation générale (E), nous 
supposerons que la chaleur initiale est tellement distribuée qu’une 
moitié de l’anneau, comprise depuis x = o jusqu’à a? = u, a, dans tous 
ses points, la température i et que l’autre partie a la température o. Il 
s’agit de déterminer l’état de l’anneau après un temps écoulé t.

La fonction /(x) qui représente l’état initial est telle, dans ce cas, 
que sa valeur est i toutes les fois que la variable est comprise entre o 
et u. Il en résulte que l’on doit supposer

et ne prendre les intégrales que depuis x = o jusqu’à x = tc; les autres 
parties des intégrales sont milles d’après l’hypothèse. On obtiendra 
d’abord l’équation suivante qui donne le développement de la fonction 
proposée, dont la valeur est i depuis x — o jusqu’à x = tc, et nulle 
depuis x = tc jusqu’à x = 2tc,

x I 2 / . I • n 1 . ? I. \f(x) = —|— sin# 4- -sin 3 #4- 77 sin 5# h—sin7#4-... .2 tt \ 3 5 7 /

Si maintenant on substitue dans l’équation générale les valeurs qu’on 
vient de trouver pour les coefficients constants, on aura l’équation

— — e-k‘(y -+- e~*/sina’ -H 4 e-3’** sin3a? -+- i sin5# 4-... ),
a \4 3 a /

qui exprime la loi suivant laquelle varie la température à chaque point 
de l’anneau, et fait connaître son état après un temps donné.

Nous nous bornerons aux deux applications précédentes et nous 
ajouterons seulement quelques observations sur la solution générale 
exprimée par l’équation (E).-
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244.

i" Si l’on suppose k infini, l’état de l’anneau sera exprimé ainsi
P-hl r

ou, en désignant par M la température moyenne initiale,

La température d’un point quelconque deviendra subitement égale à 
la température moyenne et les différents points conserveront toujours 
des températures égales, ce qui est une conséquence nécessaire de 
l’hypothèse où l’on admet une conducibilité infinie.

20 On aura le même résultat si le rayon r de l’anneau est infiniment 
petit.

3° Pour trouver la température moyenne de l’anneau après un 
temps t, il faut prendre l’intégrale p’ dx, depuis x = o jusqu’à 

et diviser par 2irr. En intégrant entre ces limites les diffé
rentes parties de la valeur de v et supposant ensuite x — 2~r, on trou
vera que les valeurs totales des intégrales sont milles, excepté pour le 
premier terme; la température moyenne a donc pour valeur, après le 
temps t, la quantité Ainsi, la température moyenne de l’anneau 
décroît de la mémo manière que si laconducibilité était infinie; les va
riations occasionnées par la propagation de la chaleur dans ce solide 
n’influent point sur la valeur de cette température.

Dans les trois cas que nous venons de considérer, la température dé
croît proportionnellement aux puissances de la fraction e~ht ou, ce qui 
est la même chose, à l’ordonnée d’une courbe logarithmique, l’abscisse 
étant égale au temps écoulé. Cette loi est connue depuis longtemps; 
mais il faut remarquer qu’elle n’a lieu, en général, que si les corps 
ont une petite dimension. L’analyse précédente nous apprend que, si 
le diamètre d’un anneau n’est pas très petit, le refroidissement d un 
point déterminé ne serait pas d’abord assujetti à cette loi; il n en est 
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pas de même de la température moyenne, qui décroît toujours propor
tionnellement aux ordonnées d’une logarithmique. Au reste, il ne faut 
point perdre de vue que la section génératrice de l’armille est supposée 
avoir des dimensions assez petites pour que les points de la même sec
tion ne different point sensiblement de température.

4° Si l’on voulait connaître quelle est la quantité de chaleur qui 
s’échappe dans un temps donné par la superficie d’une portion donnée 
de l’anneau, il faudrait employer l’intégrale hl[ dt [vdx, et prendre 

cette intégrale entre lefe limites qui se rapportent au temps. Par 
exemple, si l'on choisit o, 2ir pour les limites de x et o, oo pour les 
limites de t, c’est-à-dire si l’on veut déterminer toute la quantité de 
chaleur qui s’échappe de la superficie entière pendant toute la durée 
du refroidissement, on doit trouver, après les intégrations, un résultat 
égal à toute la chaleur initiale ou airrMCDS, M étant la température 
moyenne initiale,

5° Si l’on veut connaître combien il s’écoule de chaleur dans un 
temps donné, à travers une section déterminée de l’anneau, il faudra 
employer l’intégrale — KS T ~^dl, en mettant pour la valeur de 
cette fonction, prise au point dont il s’agit.

245.

6° La chaleur tend à se distribuer dans l’anneau suivant une loi qui 
doit être remarquée. Plus le temps écoulé augmente et plus les termes 
qui composent la valeur de v dans l'équation (E) deviennent petits par 
rapport à ceux qui les précèdent. Il y a donc une certaine valeur de t 
pour laquelle le mouvement de la chaleur commence à être sensible
ment représenté par l’équation

u — b0 4- f ax sin — 4- b{ cos — I e

Cette même relation continue à subsister pendant la durée infinie du 
refroidissement. Si, dans cet état, on choisit deux points de l’anneau 
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situés aux deux extrémités d’un même diamètre, en représentant par 
.r, et x2 leurs distances respectives à l’origine, par p, et e2 leurs tem
pérai lires correspondantes au temps t, on aura

bQ 4- ( at sin -+- b{ cos —-
Â7 

e vi

e~hl.

Les sinus des arcs ~ et ~ ne diffèrent que par le signe, et il en es! de 

meme des quantités cos — et cos — ; donc

Ainsi la demi-somme des températures des points opposés donne une 
quantité bne~ht, qui serait encore la même si l’on avait choisi deux 
points situés aux extrémités d’un autre diamètre. Cette quantité 
boe~ht est, comme on l’a vu plus haut, la valeur de la température 
moyenne après le temps t. Donc la demi-somme des températures des 
deux points opposés quelconques décroît continuellement avec la tem
pérature moyenne de l’anneau et en représente la valeur sans erreur 
sensible, après que le refroidissement a duré un certain temps. Exami
nons plus particulièrement en quoi consiste ce dernier étal, qui est 
exprimé par l’équation

Si l’on cherche d’abord le point de l’anneau pour lequel on a la condi
tion

- — arc tang

on voit que la température de ce point est, a chaque instant, la tempé
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rature moyenne de l’anneau. Il en est de même du point diamétrale
ment opposé, car l’abscisse x de ce dernier point satisferait encore à 
l’équation précédente 

a? / b. \- = arc tang----- - ■ /■ \ atJ

Désignons par X la distance à laquelle le premier de ces points est 
placé, on a

X bi—— tang —

et, en substituant cette valeur de b{,

Si l’on prend maintenant pour origine des abscisses le point qui ré
pondait à l’abscisse X, et que l’on désigne par u la nouvelle abscisse 
x — X, on aura, b désignant une nouvelle constante,

/ fl _
v — e~ht ( bQ H- l) sin — e •

A l’origine, où l’abscisse u est o, et au point opposé, la température p 
est toujours égale à la température moyenne; ces deux points divisent 
la circonférence de l’anneau en deux parties dont l’état est pareil, 
mais de signe opposé. Chaque point de l’une de ces parties a une tem
pérature qui excède la température moyenne, et la quantité de cet 
excès est proportionnelle au sinus de la distance à l’origine; chaque 
point de l’autre partie a une température moindre que la température 
moyenne, et la différence est la même que l’excès dans le point opposé. 
Cette distribution symétrique de la chaleur subsiste pendant toute la 
durée du refroidissement. Il s’établit, aux deux extrémités de la moitié 
échauffée, deux flux de chaleur dirigés vers la moitié froide, et dont 
l’effet est de rapprocher continuellement l’une et l’autre moitié de 
l’armille de la température moyenne.
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246.

On remarquera maintenant que, dans l’équation générale qui donne 
la valeur de e, chacun des termes est de la forme

\ _ ^2 —
at sin i---- 1- b s cosi- ) e r* e-'"\ r-----r /

on pourra donc tirer, par rapport à chaque terme, des conséquences 
analogues aux précédentes. En effet, désignant par X la distance pour 
laquelle le coefficient

«77 OCas sint - •+• bs cosé— r r

est nul, on aura l’équation

b( — — a,- tang-Zy ,

et cette substitution donne, pour la valeur du Coefficient,

x — Xa sin i

a étant une constante. Il suit de Là que, en prenant pour l’origine des 
coordonnées le point dont l’abscisse était X, et désignant par u la 
nouvelle abscisse x — X, on aura, pour exprimer les changements de 

celte partie de la valeur de e, la fonction ae~àt sin ~ e 'L
Si cette même partie de la valeur de e subsistait seule, en sorte qui1 

les coefficients de toutes les autres fussent nuis, l’état de l’anneau se
rait représenté par la fonction

.. m... . M — v,ae~'lt sin i — e

et la température de chaque point serait proportionnelle au sinus du 
multiple f de la distance angulaire de ce point à l’origine. Cet état est 
analogue à celui que nous avons décrit précédemment; il en diffère en 
ce que le nombre des points qui ont une même température toujours 
égale à la température moyenne de l’anneau n’est pas 2 seulement. 
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mais est en général égal à zi. Chacun de ces points ou nœuds sépare 
deux portions contiguës de l’anneau, qui sont dans un état semblable, 
mais désigné opposé. La circonférence se trouve ainsi divisée en plu
sieurs parties égales dont l’état est alternativement positif ou négatif. 
Le flux de la chaleur est le plus grand possible dans les nœuds; il se 
dirige toujours vers la portion qui est dans l’état négatif et il est nul 
dans le point qui est à égale distance de deux nœuds consécutifs. Les 
rapports qui existent alors entre les températures se conservent pen
dant toute la durée du refroidissement, et ces températures varient 
ensemble très rapidement, proportionnellement aux puissances succes
sives de la fraction

.4 
e~h e r'.

Si l’on donne successivement à i les valeurs o, r, 2, 3, 4. , on
connaîtra tous les états réguliers et élémentaires que la chaleur peut 
affecter pendant qu’elle se propage dans un anneau solide. Lorsqu’un 
de ces modes simples est une fois établi, il se conserve de lui-même et 
les rapports qui existaient entre les températures ne changent point; 
mais, quels que soient ces rapports primitifs et de quelque manière 
que l’anneau ait été échauffé, le mouvement de la chaleur se décom
pose de lui-même en plusieurs mouvements simples, pareils à ceux 
que nous venons de décrire, et qui s’accomplissent tous à la fois sans 
se troubler. Dans chacun de ces états, la température est proportion
nelle au sinus d’un certain multiple de la distance à un point fixe. La 
somme de toutes ces températures partielles, prises pour un seul point 
dans un même instant, est la température actuelle de ce point. Or les 
parties qui composent cette somme décroissent beaucoup plus rapide
ment les unes que les autres; il en résulte que ces états élémentaires 
de l’anneau, qui correspondent aux différentes valeurs de i et dont la 
superposition détermine le mouvement total de la chaleur, dispa
raissent en quelque sorte les uns après les autres. Us cessent bientôt 
d’avoir une influence sensible sur la valeur de la température, et laissent 
subsister seul le premier d’entre eux, pour lequel la valeur de i est la 
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moindre de toutes. On se formera de cette manière une idée exacte de 
la loi suivant laquelle la chaleur se distribue dans une armille et se 
dissipe par sa surlace. L’état de l’armille devient de plus en plus symé
trique; il ne tarde point à se confondre avec celui vers lequel il a une 
tendance naturelle, et qui consiste en ce que les températures des dif
férents points doivent être proportionnelles aux sinus d’un même mul
tiple de l’arc qui mesure la distance à l’origine. La disposition initiale 
n’apporte aucun changement à ces résultats.

SECTION II.

DE LA COMMUNICATION DE LA CHALEUR ENTRE DES MASSES DISJOINTES.

247.

Nous avons maintenant à faire remarquer la conformité de l’analyse 
précédente avec celle que l’on doit employer pour déterminer les lois 

-de la propagation de la chaleur entre des masses disjointes; nous 
arriverons ainsi à une seconde solution de la question du mouvement 
de la chaleur dans une armille. La comparaison des deux résultats fera 
connaître les véritables fondements de la méthode que nous avons sui
vie pour intégrer les équations de la propagation de la chaleur dans 
les corps continus. Nous examinerons en premier lieu un cas extrê
mement simple, qui est celui de la communication de la chaleur entre 
deux niasses égales.

Supposons que deux masses cubiques m et n, d’égale dimension et 
de même matière, soient inégalement échauffées, que leurs tempéra
tures respectives soient a et b, et qu’elles soient d’une conducibilité 
infinie. Si l’on mettait ces deux corps en contact, la température 
deviendrait subitement égale dans l’une et l’autre à la température 
moyenne Ça 4- b). Supposons que les deux niasses soient séparées par 
un très petit intervalle, qu’une tranche infiniment petite du premier 
corps s’en détache pour se joindre au second, et qu’elle retourne au 
premier immédiatement après le contact. En continuant ainsi de se 
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porter alternativement, et dans des temps égaux et infiniment petits, 
de l’une des masses à l’autre, la tranche interposée fait passer succes
sivement la chaleur du corps le plus échauffé dans celui qui l’est moins; 
il s’agit de déterminer quelle serait, après un temps donné, la tempé
rature de chaque corps, s’ils ne perdaient par leur surface aucune par
tie de la chaleur qu’ils contiennent. On ne suppose point que la trans
mission de la chaleur dans les corps solides continus s’opère d’une 
manière semblable à celle que l’on vient de décrire; on veut seule
ment déterminer par le calcul le résultat d’une telle hypothèse.

Chacune des deux masses jouissant d’une conducibilité parfaite, la 
quantité de chaleur contenue dans la tranche infiniment petite s’a
joute subitement à celle du corps avec lequel elle est en contact, et il 
en résulte une température commune, égale au quotient de la somme 
des quantités de chaleur par la somme des masses. Soit <n la masse de 
la tranche infiniment petite qui se sépare du corps le plus échauffé, 
dont la température est a-, soient a et P les températures variables qui 
correspondent au temps t, et qui ont pour valeurs initiales a et b. 
Lorsque la tranche w se sépare de la masse m, qui devient m — co, elle 
a, comme cette masse, la température a et, dès qu’elle touche le se
cond corps affecté de la température [3, elle prend en même temps que 
lui une température égale à

m (3 +- ar.)
ni H- w

La tranche w, retenant cette dernière température, retourne au pre
mier corps, dont la masse estzn — w et la température a. On trouvera 
donc, pour la température de ce corps après le second contact,

cf^m — G) ) 4- gj
m fi -H

ni -j- G)
ni

cfin -j- pG) 
ni 4- G)

Les températures variables a et [3 sont donc devenues, après l’in
stant dt,

a —(a —0)—, P+(a-p) — ; 
' ' ni ni 
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on trouve ces valeurs en supprimant les puissances supérieures de co. 
On a ainsi

dx = -{x-^,

la masse qui avait la température initiale p a reçu, dans un instant, 
une quantité de chaleur égale à md^ ou (a — [3)œ, laquelle a été per
due dans le même temps par la première masse. On voit par là que la 
quantité de chaleur qui passe en un instant du corps plus échauffé 
dans celui qui l’est moins est, toutes choses d’ailleurs égales, propor
tionnelle à la différence actuelle des températures de ces deux corps. 
Le temps étant divisé en intervalles égaux, la quantité infiniment 
petites pourra être remplacée par Kdt, K étant le nombre des unités 
de masse dont la somme contient w autant de fois que l’unité de temps 
contient dt, en sorte que l’on a — = — • On obtient ainsi les équations

dx = — ( a — [3 ) K dt, d^ — ( x — (3 ) — dt.

248.

Si l’on attribuait une plus grande valeur au volume «qui sert, pour 
ainsi dire, à puiser la chaleur de l’un des corps pour la porter à 
I autre, la transmission serait plus prompte; il faudrait, pour exprimer 
cette condition, augmenter dans la même raison la valeur de K qui 
entre dans les équations. On pourrait aussi conserver la valeur de w 
et supposer que cette tranche accomplit dans un temps donné un 
plus grand nombre d’oscillations, ce qui serait encore indiqué par 
une plus grande valeur de K. Ainsi ce coefficient représente en quelque 
sorte la vitesse de la transmission, ou la facilité avec laquelle la cha
leur passe de l’un des corps dans l’autre, c’est-à-dire leur conducibilité 
réciproque.

249.

En ajoutant les deux équations précédentes, on a

det —H d^ — o,
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et, si l’on retranche l’une des équations de l’autre, on a

dx — dâ 4- 2 ( x — S ) — dl — o r r ni

ou, (*n faisant a — p = y,
, K , dy 4- 2 — y al — o. ni ■

Intégrant et déterminant la constante par la condition que la valeur 
initiale soit a — b, on a

y = (a — b) e m .

La différence y des températures diminue donc comme l’ordonnée 
d’une logarithmique, ou comme les puissances successives de la frac- 

_2E
lion e On a pour les valeurs de a et p

a = 1 {a 4- b) 4- (a— b) e , (3 = (a 4- b) — (a — b) e m .

250.

On suppose, dans le cas qui précède, que la masse infiniment pe
tite w au moyen de laquelle s’opère la transmission est toujours la 
même partie de l’unité de niasse ou, ce qui est la même chose, que le 
coefficient K qui mesure la conducibilité réciproque est une quantité 
constante. Pour rendre la recherche dont il s’agit plus générale, il 
faudrait considérer le coefficient K comme une fonction des deux tem
pératures actuelles a et fi. On aurait alors les deux équations

dx —— (a — [3) d^ — ^x— ^—^dt,

dans lesquelles K serait égal à la fonction de a et p, que nous dési
gnons par ?(a, P). Il sera facile de connaître la loi que suivent les 
températures variables a et fi lorsqu’elles approchent extrêmement de 
leur dernier état. Soit y une nouvelle indéterminée, égale à la diffé
rence entre a et la dernière valeur, qui est 4- 6) ou c. Soit s une 



CHAPITRE IV. - ARMILLE. 257

seconde indéterminée, égale à la différence c — p. On substituera, au 
lieu de a et p, leurs valeurs c — y etc-:; et, comme il s’agit de 
trouver les valeurs de y et de s lorsqu’on les suppose très petites, on 
ne doit retenir dans les résultats des substitutions que la première 
puissance dey et de z. On trouvera donc les deux équations

— — y) ?(c — y, c — ~) dt,

— dz— (z — y}—q(c — y, c — z} dt.

En développant les quantités qui sont sous le signe o et omettant les 
puissances supérieures de y et de z, on trouvera

dv — (z — r) — cp(c, c) dt, dz — — (z — r) — ole, c) dt.

La quantité ç(c, c) étant constante, il s’ensuit que les équations pré
cédentes donneront, pour la valeur de la différence z —y, un résultat 
semblable à celui que l’on a trouvé plus liant pour la valeur de a — p.

On en conclut que, si le coefficient K, que l’on avait d’abord sup
posé constant, était représenté par une fonction quelconque des tem
pératures variables, les derniers changements qu’éprouvent ces tem
pératures, pendant un temps infini, seraient encore assujettis à la 
même loi que si la conducibilité réciproque était constante.

Il s’agit actuellement de déterminer les lois de la propagation de 
la chaleur dans un nombre indéfini de masses égales qui ont actuel
lement des températures différentes.

251.

On suppose que des masses prismatiques, en nombre n, et dont 
chacune est égale à m, sont rangées sur une même ligne droite, et 
affectées de températures différentes a, b, c, d, ...; que des tranches 
infiniment petites, qui ont chacune la masse co, se séparent de ces dif
férents corps, excepté du dernier, et se portent en même temps du 
premier au second, du second au troisième, du troisième au quatrième, 

E. 33 
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ainsi de suite; que, aussitôt après le contact, ces mêmes tranches 
retournent aux masses dont elles s’étaient séparées. Ce double mou
vement ayant lieu autant de fois qu’il y a d’instants infiniment pe
tits dt, on demande à quelle loi sont assujettis les changements de 
température.

Soient a, [3, Y» • ••, P’ les températures variables qui cor
respondent au même temps t et qui ont succédé aux valeurs ini
tiales a, b, c, d, .... Lorsque les tranches « se seront séparées des 
n — i premières masses et mises en contact avec les masses voisines, 
il est aisé de voir que les températures seront devenues

<x(m— w) — m) 4-«« y(m— w)4-[3m aw-j-pM
ni — G) ni ni ni 4- G)

ou, en supprimant dans la dernière les puissances supérieures de w,

a, — y + ^-y)^, + •••> a + ( p - a) £ ■

Lorsque les tranches w seront revenues à leurs premières places, on 
trouvera les valeurs des nouvelles températures en suivant la même 
règle, qui consiste à diviser la somme des quantités de chaleur par la 
somme des masses, et l’on aura, pour les valeurs de a, [3, y, S, ..., 
après l’instant dt,

7 + [3-7-(7-û)]^> •••’ * +

le coefficient de — est la différence de deux différences consécutives ni
prises dans la suite a, p, y, ..., p, ct. Quant au premier et au dernier 

coefficient de—, ils peuvent être considérés aussi comme des diffé- 

rences du second ordre; il suffit de supposer que le terme a est pré
cédé d’un terme égal à a, et que le terme ct est suivi d’un terme égal 
à ct. On aura donc, en substituant comme précédemment Kdt à w, les 
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équations suivantes :

~ m dl — ~ ~

dy = — y) — (y — p)],

........................................................»................ ’

1/ 
d<7 = —— — (c — p)].

252.

Pour intégrer ces équations, on fera, suivant la méthode connue, 

a — a^e'11, Ç>—aieht, yz=aieht, ..., a — aneh‘\

h, a,, a^, a2, ..., an étant des quantités constantes qu’il faudra déter
miner. Les substitutions étant faites, on aura les équations suivantes :

Kaji— — ((aï—ai) — (at —a^],

0^1 = ^[("9— ~ («2~ «1)]>

a3k = — [(«4— «s) — («3— «î)]> 

........... .. ............................................................... ).

K
anh = m a"'> ~ (a"~

Si l’on regarde a, comme une quantité connue, on trouvera l'expres
sion de en a, et h, puis celle de «3 en a2 et h; il en est de même de 
toutes les autres indéterminées a*, ait .... La première et la dernière 
équation peuvent être écrites sous cette forme

at h — - [(«3 — «i) — («i — «o)]. m

Cl„ h — — [(««+! an ) {an an-l )],
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pourvu que l’on retienne ces deux conditions

«0 — d i Ct Cl fi —— (1 fi j •

La valeur de a., contiendra la première puissance de A; la valeur de a3 
contiendra la seconde puissance de h, ainsi de suite jusqu’à an+t qui 
contiendra la puissance niémc de A. Cela posé,a,i+, devant être égal à an, 
on aura, pour déterminer A, une équation du ziién,c degré, et at demeu
rera indéterminé (').

Il suit de là que l’on pourra trouver pour A un nombre n de valeurs, 
et que, d’après la nature des équations linéaires, la valeur générale 
<le a sera composée d’un nombre n de termes, en sorte que les quan
tités a, p, y, ... seront déterminées au moyen des équations

a — ax eht 4- a\ e'1 ‘ 4- a\ eh"14-.. ., 

(3 = «2 eht 4- ehl 4- a"2 eh "1 4-..., 

y = a3 e'“ 4- «j e/17 4- 4-..., 

a = a„ e'“ 4- dn e47 4- dn eh"‘ 4-. . . •

Les valeurs A, A', A", ... sont en nombre n et égales aux n racines de 
l’équation algébrique du zz'™16 degré en A, qui a, comme on le verra 
plus bas, toutes ses racines réelles. Les coefficients de la première 
équation a(, a\, d\, d"^ ... sont arbitraires; quant aux coefficients 
des lignes inférieures, ils sont déterminés par un nombre n de systèmes 
d’équations semblables aux équations précédentes. Il s’agit maintenant 
de former et de résoudre ces équations.

253.

Ecrivant la lettre 7 au lieu de on aura les équations sui- 1 K

(*) Il importe de remarquer que, toutes les équations étant homogènes par rapport aux 

coefficients ai, le rapport — sera indépendant de «1 et, par conséquent, l’équation qui 

détermine h sera toujours la même, quelle que soit la valeur attribuée à G. D.
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vantes :

«2 = aAq H- 2) — «o, 
«3 = a!(î+2)-o1,
.............................. .. . . . , 

On+l—dn^ 4-2)—

On voit que ces quantités appartiennent à une série récurrente dont 
l’échelle de relation a les deux termes (7'4- 2) et — 1. On pourra donc 
exprimer le terme général am par l’équation

am~ A sinznzz 4- B sin(z?z — i)zz,

en déterminant convenablement les quantités A, B et u. On trouvera 
d’abord A et B en supposant m égal à o et ensuite égal à 1, ce qui 
donne

<70— «! = — R sinu, a^Asinzz 

et, par conséquent,

a,,, — a' - Fsinmu — sin (ni ■— 1) «]. 
sin 11

En substituant ensuite les valeurs de am, am_t, a,„ 2 dans l’équation 
générale

— fyn—l ('j 4” 2 ) ZZW—s»
on trouvera

sinwz'zz = (y 4- 2) sin(/n'— i)zz — sin (ni'— '^u,

m' désignant m —
En comparant cette équation à celle-ci :

sin ni' 11 — 2 cos u sin(z?z'— 1)u — sin (ni'— 2) zz, 

qui exprime une propriété connue, on en conclut

<7 4-.2 = 2cosu ou 7— — 2 sinVzz (*);

il ne reste plus qu’à déterminer la valeur de l’arc u.

(’) La notation sinVzz, employée ici et dans la suite, indique le sinus verse de l’arc u.
G. 1).
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La valeur générale de am étant

Fsinmu — sin(m — i)zz], sinu

on aura, pour satisfaire à la condition a,^ = an, l’équation

sin(n H- i)u — sinnn = sin/i« — sin (n — i)u,

d’où l’on tire
.ksin/zzz = o, u —i—i n

k étant la demi-circonférence et i un nombre entier quelconque, tel 
que o, t, 2, 3, 4, ..., n — i. On en peut déduire les n valeurs de q 
ou ainsi, toutes les racines de l’équation en h, qui donnent les 
valeurs de h, h', h", h'", ... sont réelles, négatives et fournies par les 
éq nation s

, K . / K \h — — 2 — sin V o — > m \ n )

. h' ——a — sinV fi-Y
m \ n

h(n-i) —— , „ sin V 
m

Supposons donc qu’on ait divisé la demi-circonférence z en un 
nombre n de parties égales, et que l’on prenne pour former l’arc u un 
nombre entier /de ces parties, z étant moindre que zz ; on satisfera aux 
équations différentielles en choisissant pour a, une quantité quel
conque et faisant Ksinu — sinozz —z»mv«x =. a 1 ------- ;--------- e "* ,sin u

, sinazz— sin 1 zz -2A(8inv„ p — .----------g ,sin u
sin3zz — sinazz — >^z>inv»

v — a,  ------ :-----------e ,

sin zzzz — sin(zz — O'z '8|“V»
sin zz
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Comme il y a un nombre n d’arcs différents que l’on peut prendre 

pour u, savoir o-> i-> 2-, (n — 1)-, il v a aussi un nombre n ’ n 11* 11 x ' n
de systèmes de valeurs particulières pour a, fi, y, S, ...; et les valeurs 
générales de ces variables sont les sommes des valeurs particu
lières.

254.

On voit d’abord que, si l’arc u est nul, les quantités qui multiplient 
a, dans les valeurs de a, p, y, 3, ... deviennent toutes égales à l’unité; 

car a pour valeur 1 lorsque l’arc u est nul, et il en est de

même des quantités qui se trouvent dans les équations suivantes. On 
conclut de là qu’il doit entrer dans les valeurs générales de a, y, 

..., a- des termes constants qui sont égaux.
De plus, en ajoutant toutes les valeurs particulières correspondantes 

de a, p, y, ..., on aura

ot + P-t-y + ô-f-.
sm/m — s-t«inv«

a,  e
SKI II

équation dont le second membre se réduit à o toutes les fois que 
l’arc a n'est pas nul; tandis que, dans cc cas, on trouvera n pour la 

valeur de On a donc, en général, sin 11 0 ’

a-4-|3-+-y-4-Ô4-...= nai ;

or, les valeurs initiales des variables étant a, b, c, d, ..., il est néces
saire que l’on ait na^ = a 4- b + c 4- d + ... ; il en résulte que le
terme constant qui doit entrer dans chacune des valeurs générales de 
a, y, ô...... a- est

-la+b + C + d+...),Il

c’est-à-dire la température moyenne entre toutes les températures ini
tiales.

Quant aux valeurs générales de a, y, ..., cr, elles sont exprimées



264 THÉORIE DE LA CHALEUR.

par les (‘quations suivantes :

a
• • K. sin?/ — sino« -2-/»mv«= - (a+ 6 + c + .,+ fl  .---------- ‘e 

n sm«
, sin a'—sino«' -»£/»ir>v«

H- 6,------- ----- -,-----  e msin u'
sin«"—sinoa’ ~i-/»inv«"+ ct-------- :---------- e sin u

4-.......................................................,

p i, , . . sina/z— sin u -i£/»inVw
n sin a

, sin?.u'—sinw' -ï^r«inv«'+ b, ------- ;----;----- e m sin u
sin 2 u"— sin u'1 - » ~ m»y h-4- c ------------- -------e

sin u"
-H. . ..................................... ,

i, . . sin 3//—sina/z -i-uinv»= - « + 6 + c + ...) + a. -------- ;------ —- en sin«
, sin 3 m'—sin 2 a' — sE/sinV»’4. b, --------- ;---- ;------  C sin u'

sin3 u"— sin 2 u" -s t sinvu"
+ Cl--------- 7---- J------  e ,nsin u"
H-.........................................................,

<7 , , , , , sinz/H—sin(/z —-2 — /»inv«= - (fl4-ft + C + . .. +(T| -----------------3--------e m
11 sin u

, sinnw'—sin(« — i)m' — i-ni„v«' 
sin u'

sin me"— sin(» —1)//" -2- z»inv„’
sin u

4-................................................................... ,

OÙ II, II', u", ... désignent les multiples de

255.

Pour d 
l’étal init

éterminer les constantes a,, b,, clf dt, ..., il faut considérer 
ial du système. En effet, lorsque le temps est nul, les valeurs
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de a, p, y, S, ... doivent être égales à a, b, c, d, ...; on aura donc 
n équations semblables pour déterminer les n constantes. Les quan
tités

sin//— sino//, sina/z— sin//, sin3«—Sinaw, sin////— sin (// — i)//

peuvent être indiquées de cette manière.

Asino/z, Asin//, Asina/z, A sin(/i— /)//;

les équations propres à déterminer les constantes sont, en représentant 
par C la température moyenne initiale,

<7 — t. +

A sin u A sin //' A sin u"b = G -t- «j —--------- H b,sin u sin u sin u"
A si n 2 u A sin 2 u1 A sin 2//"c — C 4- --- ;---------1- b{sin u sin u' sin u
A si n 3// A si n3//' A sin 3 «"d = G 4- --- :-------- h b, ; Ci - .. _}_

sin u sin u sin u

Les quantités a,, bt, ct, dt, ... et C étant déterminées par ces 
équations, on connaît entièrement les valeurs des variables a, p, y, 
CS O, . . ., C. •

On peut effectuer, en général, l’élimination des inconnues dans 
ces équations et déterminer les valeurs des quantités a^b^c^d^ ..., 
même lorsque le nombre, des équations est infini; on emploiera ce 
procédé d’élimination dans les articles suivants.

256.

Lu examinant les équations qui donnent les valeurs générales des 
variables a, y, ..., <t, on voit que, le temps venant à augmenter, les 
termes qui se succèdent dans la valeur de chaque variable décroissent 
très inégalement; car, les valeurs de u, u', u", u"’, ... étant
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les coefficients sinVu, sinVu', sinVu", sinVu'", ... deviennent de plus 
en plus grands. Si l’on suppose que le temps t est infini, le premier 
terme de chaque valeur subsiste seul, et la température de chacune 
des masses devient égale à la température moyenne +
Lorsque le temps t augmente continuellement, chacun des termes 
de la valeur d’une des variables diminue proportionnellement aux 
puissances successives d’une fraction qui est : pour le deuxième 

terme, e m ; pour le troisième terme, e ; et ainsi de 
suite. La plus grande de ces fractions étant celle qui répond à la 
moindre des valeurs de u, il s’ensuit que, pour connaître la loi que 
suivent les derniers changements de température, on ne doit consi
dérer que les deux premiers termes; car tous les autres deviennent 
incomparablement plus petits à mesure que le temps l augmente. Les 
dernières variations de température a, y, S, ... sont donc expri
mées par les équations suivantes :

i , sinu— sin oua = — (a -i- b -4- c H- d 4-. . .) 4- «i ------ —---------n sin u
— 2 — t sin V n 

e

3 — — ( ci H- b 4~ c 4- cl 4" • • • ) 4" ci i n
Sin 2 «Z — Sinw — 2 —Z»inV„ ------- .----------e 4-

sin u

i , _ , . sin 3 zz —sin 2 u— — (a-h b-j-c-i-a-h.a,-------- ---------- en smw
2 — Z sin V11 ni

W7.

Si l’on divise la demi-circonférence en un nombre n de parties 
égales et que, ayant abaissé les sinus, on prenne les différences entre 
deux sihus consécutifs, ces n différences seront proportionnelles aux 

coefficients de 5" " ou aux seconds termes des valeurs de a, p, 
y, ..., -7. C’est pourquoi les dernières valeurs de a, p, y, g sont 
telles que les différences entre ces températures finales et la tempéra
ture moyenne initiale sont toujours proportionnelles 
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aux différences des sinus consécutifs. De quelque manière que les 
masses aient d’abord été échauffées, la distribution de la chaleur 
s’opère à la fin suivant une loi constante. Si l'on mesurait les tempé
ratures dans les derniers instants où elles diffèrent peu de la tempéra
ture moyenne, on observerait que la différence entre la température 
d’une masse quelconque et cette température moyenne décroit conti
nuellement comme les puissances successives de la même fraction; et, 
en comparant entre elles les températures des différentes masses 
prises pour un même instant, on verrait que ces différences entre les 
températures actuelles et la température moyenne sont proportion
nelles aux différences des sinus consécutifs, la demi-circonférence 
étant divisée en un nombre zi de parties égales.

258.

Si l’on suppose que les masses qui se communiquent la chaleur sont 
en nombre infini, on trouve pour l’arc u une valeur infiniment petite : 
alors les différences des sinus consécutifs, prises dans le cercle, sont 
proportionnelles aux cosinus des arcs correspondants; caron a

sin mug— sin (ni — \)u ------------- :— ------- — — cos m u sin u

lorsque l'arc u est infiniment petit. Dans ce cas, les quantités dont les 
températures, prises au même instant, diffèrent de la température 
moyenne à laquelle elles doivent toutes parvenir sont proportion
nelles aux cosinus qui correspondent aux différents points de la cir
conférence divisée en une infinité de parties égales. Si les masses qui 
se transmettent la chaleur sont situées à distances égales les unes des 
autres sur le périmètre de la demi-circonférence tc, le cosinus de l’arc 
à l’extrémité duquel une masse quelconque est placée est la mesure de 
la quantité dont la température de cette masse diffère encore de la 
température moyenne. Ainsi le corps placé au milieu de tous les 
autres est celui qui parvient le plus promptement à cette température 
moyenne; ceux qui se trouvent situés d'un même côté du milieu ont 
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tous une température excédante, et qui surpasse d’autant plus la tem
pérature moyenne qu’ils sont plus éloignés du milieu; les corps qui 
sont placés de l’autre côté ont tous une température moindre que la 
température moyenne, et ils s’en écartent autant que ceux du cote 
opposé, mais dans un sens contraire. Enfin ces différences, soit posi
tives, soit négatives, décroissent toutes en même temps et proportion
nellement aux puissances successives de la même fraction, en sorte 
qu’elles ne cessent pas d’être représentées au même instant par les 
valeurs des cosinus d’une même demi-circonférence. Telle est, en 
général et si l’on en excepte les cas singuliers, la loi à laquelle sont 
assujetties les dernières températures. L’état initial du système ne 
change pointées résultats.

Nous allons présentement traiter une troisième question du même 
genre que les précédentes, et dont la solution nous fournira plusieurs 
remarques utiles.

259.

On suppose un nombre n de masses prismatiques égales, placées à 
des distances égales sur la circonférence d’un cercle. Tous ces corps, 
qui jouissent d’une conducibilité parfaite, ont actuellement des tempé
ratures connues, différentes pour chacun d’eux; ils ne laissent échapper 
à leur surface aucune partie de la chaleur qu’ils contiennent. Une 
tranche infiniment mince se sépare de la première masse pour se réunir 
à la seconde, qui est placée vers la droite; dans le même temps, une 
tranche parallèle se sépare de la seconde masse, en se portant de gauche 
à droite, et se joint à la troisième: il en est de même de toutes les 
autres masses, de chacune desquelles une tranche infiniment mince se 
sépare au même instant et se joint à la masse suivante. Enfin, les 
mêmes tranches reviennent immédiatement après et se réunissent aux 
corps dont elles avaient été détachées. On suppose que la chaleur se 
propage entre les masses au moyen de ces mouvements alternatifs, qui 
s’accomplissent deux fois pendant chaque instant d’une égale durée; 
il s’agit de trouver suivant quelle loi les températures varient; c’est- 
à-dire que, les valeurs initiales des températures étant données, il faut 
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connaître, après un temps quelconque, la nouvelle température de 
chacune des masses.

On désignera par a,, a2, a3, ..., ah ..., an les températures ini
tiales dont les valeurs sont arbitraires, et par a,, a2, a3, ..., a,, ..., a„ 
les valeurs de ces mêmes températures après le temps écoulé t. 11 est 
visible que chacune des quantités a est une fonction du temps t et de 
toutes les valeurs initiales «(, a2, a.^ ..., a„ : ce sont ces fonctions 
qu’il s’agit de déterminer.

260.

On représentera par « la masse infiniment petite de la tranche qui 
se porte d’un corps à l’autre. On remarquera en premier lieu que, 
lorsque les tranches ont été séparées des masses dont elles faisaient 
partie et mises respectivement en contact avec les masses placées vers 
la droite, les quantités de chaleur contenues dans les différents corps 
sont

(m — w) 4- wa„,

(m — to)a24- ««H 

...................................... , 

(m — w)a„+ 
*

en divisant chacune de ces quantités de chaleur par la masse m, on 
aura, pour les nouvelles valeurs des températures,

«i + ad,

G) .
a2 H------(«] — a2).

G) . X
«<+,J 

............................ ,

a„+— («/>-! an)>

c’est-à-dire que, pour trouver le nouvel état de la température après le 
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premier contact, il faut ajoutera la valeur qu’elle avait auparavant le 

produit de par l’excès de la température du corps dont la tranche 

s’est séparée sur celle du corps auquel elle s’est jointe. On trouvera, 
par la même règle, que les températures, après le second contact, sont

«i -t- - (a«—«,) 4- — (ot2— «i),

«2 + — («1 — «2) + - («3— «2),

— («(-1 — «() + - («(+> — «<•)»

G) . . û) . .
“ fan — 1 (^1

Le temps étant divisé en instants égaux, on désignera par dt la durée 
de cet instant et, si l’on suppose que w soit contenu dans un nombre K 
d’unités de masse autant de fois-que dt est contenu dans l’unité de 
temps, on aura œ = Kc/z. En appelant rfa,, t/a2, do.*, ..., r/az, ..., da„ 
les accroissements infiniment petits que reçoivent pendant l’instant dt 
les températures a,, a2, ..., a,, ..., a„, on aura les équations différen
tielles suivantes :

, K , , .d^ — — dt(a.n — 2«i 4- a2)>

K
da^ — dtfa^—2a2-*-#3), 

dot; — — dt (ot;- 1 — 2 «/ + «hJ, ni

dotn—i — — dt 2 — 2 cf.n—1 T- ),

</«„ = — 2 Xn 4-a,).
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261.

Pour résoudre ces équations, on supposera en premier lieu, suivant 
la méthode connue,

a, = bteht,

ai — biehl,

a» = bnehl.

Les quantités b,, b2, b3... b„ sont des constantes indéterminées, 
ainsi que l’exposant h. Il est facile de voir que ces valeurs de a,, a2,
a an satisfont aux équations différentielles, si l'on a les condi-
(ions suivantes :

K 
ni
K
m

b, h -^.(bi^-^bi+b^,

bn-Ji = — ^b.

bnh = (/»„-! — 2 b
Soit

hm

on aura, en commençant par la dernière équation,

bi = bi-\ (y H- 2) bi-2,

n

(’) On peut présenter d’une manière moins synthétique le raisonnement par lequel Cou
rier obtient les différentes solutions do ce système. Substituons à g la variable u définie
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Il en résulte que l’on peut prendre pour b,, b2, b3, .... bh ..., b„ 
les n sinus consécutifs que l’on obtient en divisant la circonférence en
tière 2K en un nombre n de parties égales. En effet, en appelant u 

l'arc 2 les quantités

sino«, sini44, sinaw, ..., sin(n—i)u,

qui sont en nombre n, appartiennent, comme on le sait, à une série 
récurrente dont l’échelle de relation a deux termes, savoir 2cosu et 
— r, en sorte que l’on a toujours la condition

sinm — 2 cos 44 sin(i — 1) «t — sin (Z — 2)«.

On prendra donc pour b{, b.,, b3, ..., bh ..., b„ les quantités

sino44, simw, sin 2 44, ..., sin(n —1)44,

par la relation
17 + 2 = 2 cos u ;

il sera toujours possible de trouver deux constantes A et B, telles que l’on ait

bt = A cos oïi 4- B sin o 44 = A, 
b3 = A cos 144 4- B sin 144 ;

alors les équations précédentes, employées à partir de la troisième, nous donneront

/>3 = Acos2 44 4-B sin 2 44,
................................................. y 

= Acos(4 — 1)44 4- B sin(4 —1)44, 
......................................................... y 

bn — Acos(44 —1)44 4- B sin(44 — 1)44.

Les deux premières équations nous donneraient ensuite

bi = A cos/444 4- B sin/444,
b3 = A cos(/4 4- 1 )44 4- B sin (/4 4- 1 )44.

En égalant les deux expressions différentes auxquelles on est ainsi conduit pour bt et 
pour bt, on trouve

. nu T. . nu „ nusin — A sin — — B cos — = °,
2 L 2 2 J

. 4444 r. • 44 4- 2 n 414- 2 1 sin — A sin - ---- u — B cos ——- u = o.2 L 2 2 j

Comme les constantes A et B ne sont pas milles simultanément, on reconnaîtra aisément 
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et l’on aura ensuite
y + 2 “ 2 COS II

OU
7 = —asînVw, 6, = sintM.

On a mis précédemment la lettre q au lieu de en sorte que la valeur

de h est — — sinV en substituant dans les équations ces valeurs de m n
b, et de h, on aura

— 2 — t sin V — 
aj=sino^e " " ,l

i désignant un nombre entier, /k chaque valeur do u correspondent une infinité de systèmes 
de valeurs pour b^^ 62, ..., bn qui sont donnés par les formules

*
l>i = Acosow 4- B sinott,
bî = A cos 1 u h- B sin i w, 

. ..................................... .
bn = Acos(// — i)« 4- B sin(« — i)u,

où A cl B sont deux constantes arbitraires. C’est le résultat do Courier.
Pour ce qui concerne le nombre des systèmes distincts que l’on obtient ainsi, il est aisé 

do voir que, si n est impair et égal à 2X4- 1, la valeur o de i donne un système de so
lutions pour éi, é2, • • é„; les valeurs 1, 2, 3, ..., > do i donnent chacune deux systèmes 
de solutions; quant aux valeurs do i supérieures à X, elles doivent être négligées, car on 
peut toujours, sans altérer une solution, changer i en n-i. Il y a donc en tout

2 X 4- I = «

systèmes distincts, linéairement indépendants, de solutions particulières.
Dans le cas où « est pair, les valeurs o, " de i donnent chacune une solution; les valeurs 

.., — — । Qu donnent chacune deux : ce qui fait encore h systèmes distincts de solu
G. D.
35

K , . 2 71
— 2 — t sin V —

a, — simw e n ,
k , , sir — 2 — f sin — 

a3—sins^e m n,

= sin(/z — i)w e m " .

que ces deux équations ne peuvent être vérifiées que si l'on a

. nu . 2 7Tsin — = o. u — i — > 2 n

tions.
F.
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262.

Ces dernières équations ne fournissent qu’une solution très particu
lière de la question proposée : car, si l’on suppose t = o, on aura pour 
les valeurs initiales de a,, a2, a3, ..., a„ les quantités sinow, sin i u, 
sinaw, ..., sin(n — i)w qui, en général, diffèrent des valeurs données 

a2, a3, ..., an\ mais la solution précédente mérite d’être remarquée 
parce qu’elle exprime, comme on le verra par la suite, une circonstance 
qui appartient à tous les cas possibles, et représente les dernières va
riations des températures. On voit par cette solution que, si les tem
pératures initiales a2, a2, ..., a„ étaient proportionnelles aux sinus

2 K 2 Tï . 2 K . 2 7Tsmo—, sim—, si02—, •••> sin(/i—i)—-, n n n n

elles demeureraient continuellement proportionnelles à ces mêmes 
sinus et l’on aurait les équations

— a2—ateht, a.n — anell‘,

K ... 2 Kh =— 2 — sin V — • m n

C’est pourquoi, si les masses qui sont placées à distances égales sur 
la circonférence du cercle avaient des températures initiales propor
tionnelles aux perpendiculaires abaissées sur le diamètre qui passe 
par le premier point, les températures varieraient avec le temps en 
demeurant proportionnelles à ces perpendiculaires et ces températures 
diminueraient toutes à la fois comme les termes d’une même progrès- 

„ K . .. 2 7C
. — 2 — sin V —

sion géométrique dont la raison est la fraction e

263.

Pour former la solution générale, on remarquera en premier lieu que 
l’on pourrait prendre pour b,, b2. b3, ..., bn les n cosinus correspon
dants aux points de division de la circonférence partagée en un 
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nombre n de parties égales. Ces quantités

COSOZZ, COSÏZZ, COS2W, ..., cos(zz— l)zz,

dans lesquelles u désigne l’arc forment aussi une série récurrente 
dont l’échelle de relation a les deux termes 2cosw et — i ; c’est pour
quoi l’on pourrait prendre, pour satisfaire aux équations différen
tielles, les équations suivantes : 

K . — 2 — t sin y ua, — cosow e m , 
K . — 2 — t sin > u a2 = cos i u e ,

— 2 — t sin Vu 
a3 = cosazze ,

....................................... .
— 2 — / sin V n 

a„=cos(zz— iju e

Indépendamment des deux solutions précédentes, on pourrait choi
sir, pour les valeurs de 6,, b.,, b3, .... bn, les quantités

sino.azz, sini.azz, sina.au, ..., sin(zz —i)azz 

ou celles-ci
coso.azz, cosi.azz, cosa.azz, ..., cos(zz— i)azz.

En effet, chacune de ces séries est récurrente et formée de n termes; 
l’échelle de relation a les deux termes acosazz et — i ; et, si l’on con
tinuait la série au delà de zz termes, on en trouverait n autres qui 
seraient respectivement égaux aux n précédents. En général, si l’on 
désigne paru,, «2, •••>“« lesarcso—, 1 —» ■ — 1) on pourra
prendre, pour les valeurs de b{, b,, b3, ..., b„, les zz quantités 

sinozz,', sin 1 zz,-, sinazz,-, ..., sin(zz —i)zz,-

ou celles-ci
cosozz,', eosizz,', cosau,-, ..., cos(zz — i)zz,;

la valeur de /z correspondante à chacune de ces séries est donnée par 
l’équation

h =— a — sin V zz,-. m

sina.au
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On peut donner n valeurs différentes à i, depuis i = i jusqu’à i — n. 
En substituant ces valeurs de bt, b.,, b3, bn dans les équations de 
l’article 261, on aura, pour satisfaire aux équations différentielles de 
l’article 260, les résultats suivants :

lÿ
. — 2 — t sin V m

— sino«;e m ou
— 2—7 sin V u,

Xt — COSOlliC ,n ,
|£

. — 2 — / sin V iti
at=s\niuie m

— 2 — t sin V 
= cos 1 Ui e ,n ,

, — 2 — t sin V m
a3 = sin2«,e

— 2 — t sin V n, 
a3 = COS2H,e ,

— 2 — / sin V m 
azt=sin(n — m

— 2 — 1 sin V //, 
cos(/i — i)Uie ,n

264.

On satisferait également aux équations de l’article 260 en compo
sant les valeurs de chacune des variables a,, a2, ..., a„ de la somme 
de plusieurs valeurs particulières que l’on aurait trouvées pour cette 
même variable, et l’on peut aussi multiplier par des coefficients con
stants quelconques chacun des termes qui entrent dans la valeur géné
rale d’une des variables. Il suit de là qu’en désignant par A,, B(, A2, 
B2, A3,B3,..., A„, B„ des coefficients quelconques, on pourra prendre, 
pour exprimer la valeur générale d’une des variables, par exemple de 

l’équation
— 2 — t sin V ifi 

a/n_|_I=:(Al sinmUf 4- B, cosmut )e ,n
, . . __ — 2 - / sin Vr/#

4- ( A2 sin7?i«2 4- B2 cos/nw2 )e ,n

4-..................................................................................... • • •

— 2 — t sin V un
H-(AnSinmzZn-t-B„cosm«„)é

Les quantités A,, A2, A.,, ..., An; B,, B2, B3, ..., Bn qui entrent 
dans cette équation sont arbitraires, et les arcs u^, u.,, u3, ..., un sont 
donnés par les équations

2 r 2 K 2 K 27Ï
U.=O— > U. — 1  , 11} = 2 ’ «/> = («— 1)—-•n n n ' n
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Les valeurs générales des variables a,, a2, a,, a„ sont doue expri
mées par les équations suivantes :

. . T» . — 2 — / Un Vzqa, = (A! sinoa, 4- cosomJc

, . . —2 — t sinVz/24-( A2 sino w2 4-B2 coso m2)e nt
. . . ,. — 2 — t sin V z/34- (A3 sinow3 + B, coso«3)e

, x — 2 — / sin VW|
a2 = (Aj sin i w1 + B[ cos i zq)e

, . . ,, — 2 — t sinSu.
4-(A2 sin i «2B2 cos j <«2)e m

, . . „ - 2 - ! sin V»,
4-(A3 sin i «3 4-B3 cos i «3)e

4-................................................................... ,

. . . — 2 — t sin V^3^ (Aj sin 2 «j 4- Blcos2^1)<? m
. . v — 2 — / sin V4- (A2 siü2 w2 4- B2c0s2 u2)e m

.. 2 _L / s i n V ; '
4-(A3 sin 2 h3 4-B3cos2 h3)e "*

4-................................................................... ,

a»= [A! sin(n — i)u, 4- Bj cos(/î — 0Mi]e 'm ' 

4- [Aj sin (/î — i) «2 4- B2 cos (zi. — i) «2]e "l 

4-[A3 sin(/i — i)m5 4-B3 cos(ra — i)tz3]e

265.

Si l’on suppose le temps nul, les valeurs af, a2, ..., a„ doivent se 
confondre avec les valeurs initiales aI , ^2 ’ • • • » a„. On tire de là un 
nombre n d’équations qui doivent servir à déterminer les coefficients 
A,, B(, A2, B2, ..., A„, B„. On reconnaîtra facilement que le nombre 
des inconnues est toujours égal à celui des équations. En elfet, le 
nombre des termes qui entrent dans la valeur de chacune des va
riables dépend du nombre des quantités différentes sinVu,, sinA 
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sin Vu,, ... qu’on trouve en divisant la circonférence 2- en un 

nombre n de parties égales. Or le nombre des quantités sinVo^, 

sinVi^, sinV2^> est beaucoup moindre que n, si l’on ne compte 

que celles qui sont différentes. En désignant le nombre n, par 2/-+ 1 
s’il est impair, et par 2/ s’il est pair, i + 1 désignera toujours le nombre 
des sinus verses différents. D’un autre côté, lorsque, dans la suite des 
quantités

’ XT ’ XT ' XTsmvo—? sinv 1 —> sinV2—, •••> 11 n n

on parviendra à un sinus verse, sinVX^> égal à l’un des précédents 

sinVX'les deux termes des équations qui contiendront ce même 

sinus verse n’en formeront qu’un seul; les deux arcs différents et tiy 
qui auront le même sinus verse auront aussi le même cosinus, et les 
sinus ne différeront que par le signe. Il est aisé de voir que ces arcs 
ii^ et «x' qui ont le même sinus verse sont tels que le cosinus d’un mul
tiple quelconque de «x est égal au cosinus du même multiple de 
et que le sinus d’un multiple quelconque de «x ne diffère que par le 
signe du sinus du multiple de u^. Il suit de là que, lorsqu’on réunit 
en un seul les deux termes correspondants de chacune des équations, 
les deux indéterminées Ax et Ax' qui entrent dans les équations sont 
remplacées par une seule indéterminée, savoir Ax — AX'. Quant aux 
deux indéterminées Bx et Bxs elles sont aussi remplacées par une seule, 
qui est Bx + Bx'; il en résulte que le nombre des indéterminées est 
égal, dans tous les cas, au nombre des équations. Car le nombre des 
termes est toujours f+-i; il faut ajouter que l’indéterminée A, dispa
rait d’elle-même dans tous les premiers ternies, parce qu’elle multiplie 
le sinus d’un arc nul. De plus, lorsque le nombre n est pair, il se 
trouve, à la fin de chaque équation, un terme dans lequel une des indé
terminées disparait encore d’clle-même, parce qu’elle y multiplie un 
sinus nul; ainsi le nombre des inconnues qui entrent dans les équa
tions est égal à 2(1 + 1)- 2 lorsque le nombre n est pair et à
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2(i + i) — i lorsque le nombre est impair; par conséquent, le nombre 
des inconnues est, dans tous les cas, le même que le nombre des 
équations.

266.

L’analyse précédente nous fournit, pour exprimer les valeurs gêné
raies des températures a,, a2, as, ..., a„, les équations

(p)

1 a1 z=

4-

4-

-4-,

/. 2” „ 271^Ai sino.o------p B,coso.o■—
\ n n )
K ■ a k „ an''A2 smo. i----- n B,coso. i\ n n j
l. . 2 TT _ 2n^A3 sino.a------1- R3coso.2 —
\ 11 » y

-sï-ninvol"

\e m
-S^sInVl^

1 e m

— 2 — t sin V 2 —e m “

«2 =

+

• 2 TT q ” \
A, sin i .o------f B,cos i .o —

\ « n j
( . 2 7T _ 2rt\A2 sin 1.1------h R2cos I. I —
\ n n )
f . • 2TÎ „ 27t\Aa sin t .2------1- B,cos i.2 —
\ « n /

„ K , . 2 772 — / sin 0 —- 
e "*

- 2 — t sin V 1 — g ni n

— 2 -islnV2 —e m "

/
«s =

+(

+(

■ 2K r> 2 7T\A! SH12.0------H B|COS2.O---\ Il ‘ H )

A2 sina. i ~ h- B2cosa. i —

A3sina.a —4-B3cosa.a — ) 
« n /

— 2 — t sin V 0 — c m n

-2L/binV1^ 

e ,n
-2^ /sinV2l?

e ,n 11

AiSin^î — i)o
27T
n 4- B] cos(/i s 2 7T~ — l)0---  

n
e m t sin V 0 2 77 

n

4- A2sin(/i— i) i 2T.
n 4- B2cos(/z

. 2 K “— l)ï — n e
2Ü ni / sin V 1 277 

n

+ A3sin(/«— 1)2 2 7Ï
n 4- B3cos(/t . 2TJ— 1)2 ---  n e

2Ü ni f sin V2 — n

4-......................................................  •..................

Pour former ces équations, il faut continuer dans chacune la suite des 
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termes qui contiennent sin Vo—j sinVi—, sin Va—, •••> jusqu’à ce 
qu’on ait épuisé tous les sinus verses différents, et omettre tous les 
termes subséquents, en commençant par celui où il entrerait un sinus 
verse égal à l’un des précédents. Le nombre des équations est n. Si n 
est un nombre pair égal à 21, le nombre des termes de chaque équation 
est 7'4-1; si le nombre «des équations est un nombre impair représenté 
par 2 j 4- i, le nombre des termes est encore égal à i -t- i. Enfin, parmi 
les quantités A,, B,, A2, B2, ... qui entrent dans ces équations, il y 
en a qui doivent être omises et disparaissent d’elles-mêmes, comme 
multipliant des sinus nuis.

267.

Pour déterminer les quantités A,, B,, A2, IL, A3, B,, ... qui entrent 
dans les équations précédentes, il faut considérer l’état initial qui est 
connu : on supposera t = o et l’on écrira, au lieu de a,, a2, a3, ..., les 
quantités données a(, a2, a*, ..., qui sont les valeurs initiales des tem
pératures. On aura donc, pour déterminer A(, B,, A2, B2, A3, B3, ..., 
les équations suivantes :

an . . an . an; «. = A, sino.o — -F A, sino. i ■ F A3 sin0.2 F... n n------------------- 11

r> 2n n ,, 2n4- B.coso.o 1- B2coso.1 — 4- B3COSO.2------F..., n--n n

2 K 2 TT 2 77— A. sin i .0 — H- A2 sin 1.1 -  p A3 sin i .2—: n n------------------- n

1
2 77 2 7T 2 “

4- B,cos 1.0-----h B,cos 1.1----- 1- B3COS1.2 ;------F...,n n n

2 n . an . ana, — A, sm a .0-----F A2 sin a. t----- F A3 sin 2. a------ F •..
h n n
2 77 2 TC “2 TC

4- BI COS 3.0 — 4- B, COS 2.1 — 4- B3COS2.2 — 4-. . ., 1 n n il

2 tc 2 TC 2 7^
A,sin(n — 1)0—4- A2 sin(n — 1)1— 4- A3 sin(n — 1)2 — 4-...

2 F 2 7^
-F 15,008(71 — I)°'T7 B1COS(/J — 1)1 — 4- B3cos(/i — 1)2 4-....
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268.

Dans ces équations, dont le nombre est n, les quantités inconnues 
sont A,, B,, A2, B2, A3, B3, ...; il s’agit d’effectuer les éliminations et 
de trouver les valeurs de ces indéterminées. On remarquera d’abord 
que la même indéterminée a un multiplicateur différent dans chaque 
équation, et que la suite de ces multiplicateurs compose une série 
récurrente. En effet, cette suite est celle des sinus croissants en pro
gression arithmétique, ou celle des cosinus des mêmes arcs; elle peut 
être représentée par

sinon, sin i «, shi2w, ..., sin(n —i)w, 

ou par
COSOM, COSIM, C0S2M, ..., COS ( Il — l)w.

L’arc u est égal à i — si l’indéterminée dont il s’agit est A/+l ou ~ u -
B/+1. Cela posé, pour déterminer l’inconnue A,+) au moyen des équa
tions précédentes, il faut comparer à la suite des équations la série des 
multiplicateurs sinozz, siniw, sinaw, sin3w, ..., sin(n — i)u et multi
plier chaque équation par le ternie correspondant de la série. Si l’on 
prend la somme des équations ainsi multipliées, on éliminera toutes 
les inconnues, excepté celle qu’il s’agit de déterminer. 11 en sera de 
même si l’on veut trouver la valeur de B(+); il faudra multiplier chaque 
équation par le multiplicateur de B(+l dans cette même équation, et 
prendre ensuite la somme de toutes les équations. Il s’agit de démon
trer qu’en opérant de celte manière on fera disparaître en effet des 
équations toutes les inconnues, excepté une seule. Pour cela, il suffit 
de faire voir :

i° Que, si l’on multiplie terme à terme les deux suites 

sinon, sin i n, sinan, ..., sin(/i —t)n, 

sinoe, sinic, sinac, ..., sin(n —i)e,

la somme des produits
sinou sinoc -+- sin i u sin i e -I- sin au sin2c 4-. .. -I sin (n — i) u sin(n — i) e

F. 36
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sera nulle, excepté lorsque les arcs u et e seront les memes, chacun de 
ces arcs étant d’ailleurs supposé un multiple d’une partie de la circon

férence égale à

20 Que, si l’on multiplie terme à terme les deux séries 

coso;/, cos i «, coS2«, ..., cos(n —i)u, 

cosop, -cosip, cosap, cos(/z— i)p,

la somme des produits sera nulle, excepté le cas où u est égal à e;
3" Que, si l’on multiplie terme à terme, les deux suites 

sinou, sin i h, sina», ..., sin(;i —i)«, 
COSOP, COS IP, COS 2 P, ..., cos(rt— l)P, 

la somme des produits sera toujours nulle.

269.

On désignera par q l’arc par \i.q l’arc u, et par vq l’arc v, y. et v 
étant des nombres entiers positifs moindres que n. Le produit de deux 
termes correspondants des deux premières séries sera représenté par 

sin/py sinyvÿ 
ou

^cos/(p — 'j)q — -cosy(p4-

la lettre j désignant un terme quelconque de la suite o, i, 2, .... 
/,..., n — 1. Or il est facile de prouver que, si l’on donne à / ses 
n valeurs successives depuis o jusqu’à n1, la somme

d coso(p — v)7 4- ~cos 1 (p — v)ç 4" cosa(p — v)74-•. • 4- — cos(/t — 1) (p —. v)ç 

aura une valeur nulle, et qu’il en sera de même de la suite

I I I . \ I- coso(p 4- v)q 4- - cos 1 (p 4- v)q 4- - cos2(p 4- v)q 4-... 4- - cos(« — i) (p 4- v)y. 
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En effet, en représentant par a l’arc (p. — qui est un multiple de
— on aura la suite récurrente 
n

cosoa, cosia, cos 2 a, . cos(/*— i)a,

dont la somme est nulle. Pour le faire voir, on représentera cette 
somme par S et, les deux termes de l’échelle de relation étant 2 cosa 
et — t, on multipliera successivement les deux membres de l’équation

S = cosoa 4- cos 1 a 4- cosaa 4-.. .4- cos(zz — i)a

par I( _ acosa et par 4-1; puis, ajoutant les trois équations, on con
naîtra que les termes intermédiaires se détruisent d’eux-mêmes d’après 
la nature de la série récurrente. Si l’on remarque maintenant que, na 
étant un multiple de la circonférence entière, les quantités

cos(zz— t)a, cos(zz —a)a, cos(n — 3)a,

sont respectivement les mêmes que celles que l’on désignerait par 

cos(—a), cos(—2a), cos(—3a), ...,

on en conclura
28 — 28 cosa = 0;

ainsi la somme cherchée S*doit en général être nulle (1).
On trouvera de même que la somme des termes dus au développe

ment de ^cosj(p.4-v)<7 est nulle. Il faut excepter le cas où l’arc repré
senté par a serait nul; on aurait alors

1 — cosa — o;

c’est-à-dire que les arcs u et e seraient les mêmes. Dans ce cas, le

terme ~ cosy(p 4- v)y donne encore un développement dont la somme

O De l’identité ,. ,.
cosza — acosa COS(z — l)a 4- C0S(z — a)a — o, 

applicable à toutes les valeurs de i. on déduit généralement 

n —1
V I cosza — acosa cos(z — l)a 4- cos(z - a)a] = o 

0
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est nulle; niais la quantité cos/(p. — v)ç fournit des termes égaux 

dont chacun a pour valeur donc la somme des produits terme à terme 

des deux premières séries est -n.
On trouvera de la même manière la valeur de la somme des produits 

terme à terme des deux secondes séries, ou 2 cos/ixy cos/vy; en effet, 
on substituera à

cosjpq cosj-vq
la quantité

- COSy (p. — 4- - COS/ (p 4- v)q

et l’on en conclura, comme dans le cas précédent, que

- COS j\p + v)q

est toujours nulle, et que
l^COSy(p — v)q

est nulle, excepté le cas où p. = v. Il suit de là que la somme des pro
duits terme à terme des deux secondes séries, ou

2 cosjpq cosjvq, 

est toujours nulle lorsque les arcs u et e sont différents, et égale à

ou

(« >

« -1 II -1 II — 1

Costa — 2 COS a cos(e — l)a 4-^ cos(t — 2)a — o.
0 0 0

Dans le cas traité par Fourier, ni est un multiple de 2- cl l'on a, par conséquent,

0

a —I

— cos(t — 1 )a = cos(zt — 1 )a — cos(— a) — o,
0

— 2)a = COS(/Z — 2)îl — COS(— 2a)= o.

Les trois sommes qui figurent dans l’équation («) sont donc égales çt, en les remplaçant 
par leur valeur commune S, on trouve, bien

aS(i — cosa)= o. G. I).
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--il lorsque u = e. Il ne faut plus que distinguer les cas où les arcs 0.7 
etvq sont tous les deux nuis; alors on a zéro pour la valeur de

2 sin/p.7 siny’vy,

qui désigne la somme des deux produits terme à terme des deux pre
mières séries. Il n’en est pas de même de la somme

2 COS./ [J.q C.OSj'iq,

prise dans le cas où y. 7 et vq sont nuis; cette somme des produits 
terme à terme des deux secondes séries est évidemment égale à n. 
Quant à la somme

i COS/ [>.q SÏnjvq,

elle est nulle dans tous les cas, ce qu’il est facile de reconnaître par 
l’analyse précédente.

270.

La comparaison de ces séries fournit donc les conséquences sui
vantes. Si l’on partage la circonférence 27: en un nombre 11 de parties 
égales, que l’on prenne un arc u composé d’un nombre entier y. de ces 
parties, et que l’on marque les extrémités des arcs u, 211, "iu, ..., 
[n — 1)11, il résulte des propriétés connues des quantités trigonomé- 
triques que les quantités

sinoj/, simw, slniw, ..., sin(/z — i)u,

ou celles-ci
COSOW, COS 1 II, C0S2H, ..., cos(/i —i)u

forment une série récurrente périodique, composée de n termes; si 
l’on compare une de ces deux séries, correspondante a un arc 11 ou p. —1 > 

à une série correspondante à un autre arc p ou v — et qu’on multiplie 

terme à terme les deux séries comparées, la somme des produits sera 
nulle lorsque les arcs w etc seront différents. Si les arcs u etc sont 
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égaux, la somme des produits est égale à n lorsque l’on compare deux 
séries de sinus, ou lorsque l’on compare deux séries de cosinus; mais 
cette somme est nulle, si l’on compare une série de sinus à une série 
de cosinus. Si l’on suppose nuis les arcs u et e, il est manifeste que la 
somme des produits terme à terme est nulle toutes les fois que l’une 
des deux séries est formée de sinus et lorsqu’elles le sont toutes les 
deux; mais la somme des produits est n si les deux séries composées 
sont formées de cosinus. En général, la somme des produits terme à 
terme est égale à o, ou -n, ou n; au reste, les formules connuescondui- 
raient directement aux mêmes résultats. On les présente ici comme 
des conséquences évidentes des théorèmes élémentaires de la Trigono
métrie.

271.

Il est aisé d’effectuer au moyen de ces remarques l’élimination des 
inconnues dans les équations précédentes. L’indéterminée A, dispa
raît d’elle-même comme ayant des coefficients nuis; pour trouver B(, 
on multipliera les deux membres de chaque équation par le coefficient 
de B, dans cette même équation et l’on ajoutera toutes les équations 
ainsi multipliées; on trouvera

a 1 "+■ H- a3 + • • • + — H BI.

Pour déterminer Aa, on multipliera les deux membres de chaque 
équation par le coefficient de Aa dans cette équation et, en désignant 
J arc — par q, on aura, apres avoir ajoute les équations,

<zt sin07 4- «2 sin i 7 -H sin 2 y sin (zi — 1)7 — f /zA2.

On aura pareillement, pour déterminer B2,

at cosoy 4- «2 cos 17 + 83 cos 2 7 -t-... + an cos( « —1)7 = “WB2.

En général, on trouvera chaque indéterminée en multipliant les 
deux membres de chaque équation par le coefficient de l’indéterminée
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dans cette même équation et 
ainsi aux résultats suivants :

en ajoutant les produits. On parvient

„ B] = 4- a2

2 K
----- H «2 sin i n

2 K . 2 K----- F a3 sin 2. i----- F.n n — y1, sin ( i — i ) i — $ 
n

- nA» — sino. i 2

1
2 n B2 — ai coso. 1 2 K

n H- a2 cos 1.1 2 7T
n 4“ «3 COS 2 . I 2 7T

II
■ = y g,cos(t — l) 1

n

1
2 ziA3 — a, sino.2 27T

II -F ^2 si n 1.2 2 7T
n H- a3 sin2.2 2 7T

n
■ =ygfSin(t —1)2 2 ~

n
(M)

T
2 nBs — at coso.2 27T

n -F ^2 cos I .2 2 K
11 4- a3 cos2.2 2 77

II
. =^a/Cos(z — 1)2 27:

n

*
I
2 »A4 — sino.3 27T

II -F d2 sin 1.3 27T
n 4- «3 sin 2.3 2 77

n
.^z^ai sin(z —1)3

H

!

1
2 n\\ = ax coso.3 27T

II -F d2 cos 1.3 27T
n 4- «3cos2.3 2 77 ----- F./i

. = y azcos(t —1)3
n

Il faut, pour trouver le développement indiqué par le signe V, don
ner à i ses n valeurs successives i, 2, 3, ..., net prendre la somme ; on 
aura en général

a‘ s,n0 — 0(./ — 0 —>

; " =Y «/ cos ( « -1 ) (./ -1 ) ^•

Si l’on donne au nombre entier / tontes les valeurs successives 1, 2, 
3, ... qu’il peut avoir, ces deux formules fourniront les équations, et 
si l’on développe le terme sous le signe V en donnant à i ses n valeurs 
1, 2, 3, .. .n, on aura les valeurs des inconnues Ao B,, A2, B2, A,, 
B,, ...; et les équations (zn) (art. 267) seront entièrement résolues.

272.

Il faut maintenant substituer les valeurs connues des coefficients
A,, B,, A2, B2, A,, B„ ... dans les équations (p.) (art. 266), et l'on
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trouvera les valeurs suivantes :

ai = No 4- NiêZ8l"v7i 4-Nse'8,nV7« 4-....

a. = No 4-[Mi sinji 4-Ni cos7I]s'81nV7i 4-[M2sin72 4- N2 COS72] s',h,v7« 4-..., 
«3 = No 4- [Mt sin 271 4-N( coS27i]s'’lnV7> 4- [M2 sin2724- N2 cos272 ] e'"inv<7’ 4-..., 
........................ ................................................. .. ............ ........... . ......... .. • . . .............. .  »........................... • • •..........  

tj = No 4- [Mi sin (y — i)7t 4- Nt cos(y — i)7i]s<8,nV7i 4- [M2 sin(/ —1)72 4- N2 cos(y — i)72]s,8inV78 4-...,

a,, — N,, 4- [Mi sin(n — i)?i 4- Nt cos(/z — 1)71 + [M2 sin(/z — 1)724- Ns cos(zz — i)7i]6'81"v7< 4-....

Dans ces équations, on a posé

2r 
71=2-, Q “ 7.3 = 3 - n

Ni= - ^«,cos(z— 1)7,,

Ns = - a, cos(z — 1)72,

N3= ^^«,cos(z — 1)7,,

2
Mj = - 7, ai sin (1 — 1)71,

Ms= ~ ai sin (z — 1)72,

M3= - y a, sin(z — 1)73,

273.

Les équations que l’on vient de rapporter renferment la solution 
complète de la question proposée; elle est représentée par cette équa
tion générale

IV fa . , . ar 2 . . îrv .. . 27T -2j-ZslnVi-ay = - 4- - sm(y—1) 1 — ^fl,sin(z — 1) 1 — 4- -cos(y—1)1 — ^«zcos(z —1) 1 — e m "

ta . . 2KV-1 2 . . . 2Tt\? /• x 27tl —2—ZslnV2 —4- -sm(y —1)2— >rt,sm(z —1)2—4--cos(y—1)2—^fl,cos(z —1)2— r

dans laquelle il n’entre que des quantités connues, savoir a,, a.,, 
a3, ..., an, qui sont les températures initiales; K mesure de la condu- 
cibilité, m valeur de la masse, n nombre des masses échauffées, et t le
temps écoulé.
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Il résulte de toute l’analyse précédente que, si plusieurs corps 
égaux, en nombre n, sont rangés circulairement, et qu’ayant reçu des 
températures initiales quelconques, ils viennent à se communiquer 
la chaleur comme on l’a supposé, la niasse de chaque corps étant 
désignée par m, le temps par t, et par K un coefficient constant, la 
température variable de chacune des masses, qui doit être une fonc
tion des quantités t, m et K et de toutes les températures initiales, est 
donnée par l’équation générale (e). Il faut d’abord mettre au lieu de/ 
le numéro qui indique la place du corps dont on veut connaître la tem
pérature, savoir i pour le premier corps, 2 pour le second, et ainsi 
de suite; ensuite il restera la lettre i qui entre sous le signe S; on 
donnera à i ses n valeurs successives 1, 2, 3, 4, •••, et l’on prendra la 
somme de tous les ternies. Quant au nombre des termes qui entrent 
dans cette équation, il doit y en avoir autant que l’on trouve de sinus 
verses différents lorsque la suite des arcs est o —, 1 —> 2—, 

1 n n 11
c’est-à-dire que, le nombre n étant égal à 2X + 1 ou à 2X selon qu’il 
est impair ou pair, le nombre des termes qui entrent dans l’équation 
générale est toujours X H- r.

274. «
Pour donner un exemple de l’application de cette formule, nous 

supposerons que la première masse est la seule que l'on ait d’abord 
échauffée, en sorte que les températures initiales at, a2, ..., an soient 
toutes milles, excepté la première. Il est visible que la quantité de 
chaleur contenue dans la première masse se distribuera successive
ment entre toutes les autres. Or la loi de cette communication de la 
chaleur sera exprimée par l’équation suivante :

. o 277 —2 — l sin VI —
aj— -<7,-4- -a,cos(j —1)1 — e 1 11 n n

2 2 7î“2“/sin'2 —
4- - a, COS (y — 1) 2 — e n 1 J n

K 2 Z
— 2 — / sin V 3 — 4-- a, cos(/—1)3 — e n 1 w n

4-.............. .. .................................................................

F. 3"
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Si la seconde niasse était seule échauffée et que les températures 
a^a^, • fussent nulles, on aurait

1,2 . 27T . 2 TT . . . 27T 27T— ai sin(/ — i)1 — sin i ----- 1- cos(/ — i) i — cos i —n n n n ' n n

et, si l’on supposait que toutes les températures initiales fussent nulles, 
excepté a, et a2, on trouverait pour la valeur de ay la somme des va
leurs trouvées dans chacune des deux hypothèses précédentes. En 
général, il est facile de conclure de l’équation générale (e) de l’ar
ticle 273 que, pour trouver la loi suivant laquelle les quantités ini
tiales de chaleur se répartissent entre les masses, on peut considérer 
séparément les cas où les températures initiales seraient nulles, ex
cepté une seule. On supposera que la quantité de chaleur contenue 
dans une des masses se communique à toutes les autres, en regardant 
ces dernières comme affectées de températures nulles; et, ayant fait 
cette hypothèse pour chacune des masses en particulier, à raison de la 
chaleur initiale qu’elle a reçue, on connaîtra quelle est, après un 
temps donné, la température de chacun des corps, en ajoutant toutes 
les températures que ce meme corps a dû recevoir dans chacune des 
hypothèses précédentes,

275.

Si, dans l’équation générale (e) qui donne la valeur de a7, on sup
pose que le temps a une valeur infinie, on trouvera

en sorte que chacune des masses aura acquis la température moyenne, 
résultat qui est évident par lui-même.

A mesure que la valeur du temps augmente, le premier terme 
~ devient de plus en plus grand par rapport au suivant, ou à la 
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somme des suivants. Il en est de même du second par rapport aux 
termes qui le suivent; et, lorsque le temps a acquis une valeur consi
dérable, la valeur de a, est représentée sans erreur sensible par l’équa
tion suivante :

'V , 2 T • / • > 5" v • / • x 2"

, + «| ^s'n(« —*) —
, . . 2 7T VI z- x2’1! -2z^,sinV^7

-f-cos(y—i) — ^«,cos(«— i)— e

En désignant par a et b les coefficients de sin(/ — i)^- et de 
K . xr 2, . \27T in • —2 — sin A —cos( / — •)—’ et par w la traction e m n , on aura

IV I • , ■ x 2 i' , ■ x 27T1 /«sm(y —i) — +ôcos(./ - i) — | w‘.

Les quantités a et b sont constantes, c’est-à-dire indépendantes du 
temps et de la lettre / qui indique le rang de la masse dont la tempé
rature variable est ay; ces quantités sont les mêmes pour toutes les 
masses. La différence de la température variable a, à la température 
finale Y a, décroit donc, pour chacune des masses, proportionnelle
ment aux puissances successives de la fraction w. Chacun des corps 
tend, de plus en plus, à acquérir la température finale ^a,-, et la dif
férence entre cette dernière limite et la température variable du même 
corps finit toujours par décroître comme les puissances successives 
d’une fraction. Cette fraction est la même, quel que soit le corps dont 
on considère les changements de température; le coefficient de w', ou

a sin Uj-\- b cos wy-,

en désignant par Uj l’arc [j — i)^> peut être mis sous la forme

A sin («y 4- R),

en prenant A et B tels que l’on ait

a — A cosB, Z» = AsinB.
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Si l’on voulait déterminer le coefficient de qui se rapporte aux corps 
suivants, dont la température est ay+), ay+2, a.j+2, •••» il faudrait 
ajouter à it: l’arc — > ou 2 — , et ainsi de suite; c’est-a-dire que l on a J J n n
les équations

aj----ÿ = A sin ( B 4- «y ) co* 4-. ■ •,

ay+.j — — ai~ A S*n + UJ + 1 ~~ J w' + • • • ,

a.j.i 2 A sin 4- Uj 4- 2 w' 4- • • ■,

«y+3 — S at— A sin 4- «/4- 3 ù)‘4-,..,

276.

On voit par ces équations que les dernières différences entre les 
températures actuelles et les températures finales sont représentées 
par les équations précédentes, en ne conservant que le premier terme 
du second membre de chaque équation. Ces dernières différences 
varient donc selon la loi suivante : si l’on ne considère qu’un seul 
corps, la différence variable dont il s’agit, c’est-à-dire l’excès de la tem
pérature actuelle du corps sur la température finale et commune, dimi
nue comme les puissances successives d’une fraction, le temps augmen
tant par parties égales; et si l’on compare, pour un même instant, la 
température de tous les corps, la différence dont il s’agit varie propor
tionnellement aux sinus successifs de la circonférence divisée en par
ties égales. La température d’un même corps, prise à divers instants 
successifs égaux, est représentée par les ordonnées dune logarith
mique dont l’axe est divisé en parties égales, et la température de 
chacun de ces corps, prise au même instant pour tous, est représentée 
par les ordonnées du cercle dont la circonférence est divisée en par
ties égales. Il est facile de voir, comme on 1 a remarqué plus haut, 
que, si les températures initiales sont telles que les différences de ces 
températures à la température moyenne ou finale soient proportion
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nelles aux sinus successifs des arcs multiples, ces différences diminue
ront toutes à la fois sans cesser d’être proportionnelles aux mêmes 
sinus. Cette loi, si elle régnait entre les températures initiales, ne 
serait point troublée par l’action réciproque des corps et se conserverait 
jusqu'à ce qu’ils eussent tous acquis une température commune. La 
différence diminuerait pour chaque corps comme les puissances suc
cessives d’une même fraction. Telle est la loi la plus simple à laquelle 
puisse être assujettie la communication de la chaleur entre une suite 
de masses égales. Lorsque cette loi est établie entre les températures 
initiales, elle se conserve d’elle-même; et, lorsqu’elle ne règne point 
entre les températures initiales, c’est-à-dire lorsque les différences de 
ces températures à la température moyenne ne sont pas proportion
nelles aux sinus successifs des arcs multiples, la loi dont il s agit tend 
toujours à s’établir; et le système des températures variables finit 
bientôt par se confondre sensiblement avec celui qui dépend des 
ordonnées du cercle et de celles de la logarithmique.

Puisque les dernières différences entre l’excès de la température 
d’un corps sur la température moyenne sont proportionnelles aux sinus 
de l’arc à l’extrémité duquel le corps est placé, il s’ensuit que, si l’on 
désigne deux corps placés aux extrémités du même diamètre, la tem
pérature du premier surpassera la température moyenne et constante 
autant que cette température constante surpassera celle du second 
corps. C’est pourquoi, si l’on prend à chaque instant la somme des 
températures de deux masses dont la situation est opposée, on trou
vera une somme constante; et cette somme aura la même valeur pour 
deux masses quelconques placées aux extrémités d’un même diamètre.

277.

Les formules qui représentent les températures variables des masses 
disjointes s’appliquent facilement à la propagation de la chaleur dans 
les corps continus. Pour en donner un exemple remarquable, nous dé
terminerons le mouvement de la chaleur dans une armille au moyen 
de l’équation générale qui a été rapportée précédemment.
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On supposera que le nombre «des masses croit successivement, et 
qu’en même temps la longueur de chaque masse décroit dans le même 
rapport, afin que la longueur du système ait une valeur constante égale 
à 2-. Ainsi le nombre n des masses sera successivement 2, ou 4, ou 8, 
ou 16, à l’infini, et chacune des masses sera ~, ou -, ou 7, ou5> •••* 
il est nécessaire de supposer aussi que la facilité avec laquelle la cha
leur se transmet augmente dans' le même rapport que le nombre des 
masses m-, ainsi la quantité que représente K lorsqu’il n’y a que deux 
masses devient double lorsqu’il y en a quatre, quadruple s’il y en a 
huit, et ainsi de suite. En désignant par g cette quantité, on voit que 
le nombre K devra être successivement remplacé par g, xg, ^g, .... 
Si l’on passe maintenant à la supposition du corps continu, on écrira, 
au lieu de m, valeur de chaque masse infiniment petite, l’élément dx; 
au lieu du nombre n des masses, on mettra au lieu de K, on dx 

fl TC mettra ou 0 2 dx
Quant aux températures initiales a,, a2, ..an, elles dépendent de 

la valeur de l’arc x et, en considérant ces températures comme les 
états successifs d’une même variable, la valeur générale a, représente 
une fonction arbitraire de x. L’indice i sera alors remplacé par ~ ■ 
A l’égard des quantités a,, a2, ..., xn, ces températures sont des va
riables qui dépendent des deux quantités x et t. En désignant par r 
cette variable, on aura e = ^{x, t). L’indice/, qui marque la place que 
l'un des corps occupe, sera remplacé parAinsi, pour appliquer l’a
nalyse précédente au cas où l’on aurait une infinité de tranches, for
mant un corps continu dont la forme serait celle d’une armille, il 
faudra substituer aux quantités

n, K, ah i, Xj, j

celles qui leur correspondent, savoir

dx dx J dx ‘ dx
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On fera ces substitutions dans l’équation (e) de l’article 273 et l’on 
écrira '-dx1 au lieu de sinWo;, et i et / au lieu de i — i et/ — i. Le 

premier terme devient lavaleurde l’intégrale —j'Ax^d.r prise 

depuis x — o jusqu’à a? = 2-; la quantité sin (y — i) devient sin/dx 

ou sina?; la valeur de cos(/ — i) — est cosa?; celle de

2 V • / • x 2 K

est

l’intégrale étant prise depuis x = o jusqu’à x — ïk, et celle de

2 V / • x 27T

est
“ / f(x)cosxdx,

l’intégrale étant prise entre les mêmes limites. 
On obtient par ces substitutions l’équation

i y’2,t i . r*™ r™ |
f^dx-v- sinx f(x) sin. v dx + cos x / /(a^cos-rda- e-A™

L ’ zo «Zo
2 7t
/(ér) sin 2 x dx -p cos 2 x e-^racos 2 x dx

0

et, représentant par k la quantité g~, on aura

K(’

x»27t Z.2K
sind? / /(zr)sinjr^’ 4- cos<r / /(æ?) cos.r dx 

do Jo

<E) 27t

/{x) cos 2 x dx
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278.
*

Cette solution est la même que celle qui a été rapportée dans la Sec
tion précédente (p. 2^4); elle donne lieu à diverses remarques :

i° Il ne serait pas nécessaire de recourir à l’analyse des équations 
aux différences partielles pour obtenir l’équation générale qui exprime 
le mouvement de la chaleur dans une armille. On pourrait résoudre la 
question pour un nombre déterminé de corps et supposer ensuite ce 
nombre infini. Cette méthode de calcul a une clarté qui lui est propre, 
et qui dirige les premières recherches. Il est facile ensuite de passer à 
une méthode plus concise, dont la marche se trouve naturellement 
indiquée. On voit d’abord que la distinction des valeurs particulières 
qui, satisfaisant à l’équation aux différences partielles, composent la 
valeur générale dérive de la règle connue pour l’intégration des équa
tions différentielles linéaires dont les coefficients sont constants. Cette 
distinction est d’ailleurs fondée, comme on l’a vu plus haut, sur les 
conditions physiques de la question.

2° Pour passer du cas des masses disjointes à celui d’un corps con
tinu, nous avons supposé que le coefficient K augmentait proportion
nellement au nombre n des masses. Ce changement continuel du 
nombre K est une suite de ce que nous avons démontré précédemment, 
savoir que la quantité de chaleur qui s’écoule entre deux tranches d’un 

même prisme est proportionnelle à la valeur de x désignant l’ab

scisse qui répond à la section etc la température. Au reste, si l’on ne 
supposait point que le coefficient K augmente proportionnellement au 
nombre des masses et que l’on retint une valeur constante pour ce 
coefficient, on trouverait, en faisant n infini, un résultat contraire à 
celui qu’on observe dans les corps continus. La diffusion de la chaleur 
serait infiniment lente et, de quelque manière que la. masse eût été 
échauffée, la température d’un point ne subirait aucun changement 
sensible pendant un temps déterminé, ce qui est opposé aux faits. 
Toutes les fois que l’on a recours à la considération d’un nombre infini 
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de masses séparées qui se transmettent la chaleur et que l’on veut 
passer au cas des corps continus, il faut attribuer au coefficient K, qui 
mesure la vitesse de la transmission, une valeur proportionnelle au 
nombre des masses infiniment petites qui composent le corps donné.

3° Si, dans la dernière équation que. nous venons d’obtenir pour 
exprimer la valeur de e, ou ^{x, /), on suppose t = o, il sera néces
saire que l’équation représente l’état initial; on aura donc par cette 
voie l’équation (p) que nous avons obtenue précédemment (p. 23o), 
savoir :

J\x) dx -t- COS« / f(x) COSXdx + COS2O? / f{x)C0S2xdx +... 
o do do

4-sinze / f Çx) sin xdx-+■ sin 2x I f(x)sin2xdx+.. . 
do do

Ainsi ce théorème qui donne, entre des limites assignées, le déve
loppement d’une fonction arbitraire en série de sinus et de cosinus 
d’arcs multiples se déduit des règles élémentaires du calcul. On trouve 
ici l’origine du procédé que nous avons employé pour faire disparaître 
par des intégrations successives tous les coefficients, excepté un seul, 
dans l’équation

tfÇx) = a 4- a, cosx -h a3 C0S2X h- a3 cos 3x + ...

4- 6, sina? 4- b.2 sin^x 4- b3 sin3« 4-,..;

ces intégrations correspondent aux éliminations des diverses inconnues 
dans les équations {m} (p. 280 et suiv.) et l’on reconnaît clairement 
par cette comparaison des deux méthodes que l’équation (B) (page sui
vante) a lieu pour toutes les valeurs de x comprises entre o et 2u, 
sans que l’on soit fondé à l’appliquer aux valeurs de x qui excèdent 
ces limites.

279.

La fonction qui satisfait à la question, et dont la valeur est 
déterminée par l’équation (E) (p. 295), peut être exprimée comme il

F. 38
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suit :

2 7ï œ(«, <) — 4- [2 sin^ sin a dot. -H 2 cos x Çf{x) cos a </a]e~4z

H-[2sinad? //(a) sin 2 a dot. 4- 2 cos 2 x ff^tx) cos2a c/aje-2’4' 

4- [2 sin3x ^/(a) sin3aa?a 4- 2 cos3zc f/(a) cos3a<Za]e-3i4z 
4-..........................................................  

ou

JP 2tc
I f(d) r/a[i 4- (2 sina; sina 4- 2 cosa? cosa)e~4z 
0 4- ( 2 sin 2 a; sin 2 a 4- 2 cos 2 a? cos 2 a) e-2’47

4- (2 sin3a?sin3a 4- 2 cos3.v cos3a)e^'kt 
+..................................... ] Jx>2ir

/(a)[i 4- 22 cost(a — x)e~‘lk‘] dot. 
0

Le signe S affecte le nombre i, et indique que la somme doit être prise 
de i = 1 à / = co. On peut aussi comprendre le premier terme 1 sous ce 
signe S et l’on a

+» 
27î9(a?,i)— / /(a) V, cosr(a— x)e~‘,k‘ dx. 

•4 -,

Il faut alors donner à i toutes ses valeurs en nombres entiers depuis 
— 00 jusqu’à 4-00; c’est ce que l’on a indiqué en écrivant les limites 
— ce et 4-20 auprès du signet; l'une de ces valeurs de i est o. Telle 
est l’expression la plus concise de la solution. Pour développer le 
second membre de l’équation, on supposera i = o et ensuite i— 1, 2, 
3, 4, •• •; on doublera chaque résultat, excepté le premier qui répond 
à« = o. Lorsque t est nul, il est nécessaire que la fonction t) 
représente l’état initial, dans lequel les températures sont égales à 
/(a?); on aura donc l’équation identique (')

(B) f(x)—~ I f(x)2^cotii(x — x)dx.
v '0 — x

On a joint aux signes y et S les indices des limites entre lesquelles

(*) Foir, au sujet de cette formule, la Note de l’article 235, p. 234. G. D.
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l’intégrale et la somme doivent être prises. Ce théorème a lieu généra
lement, quelle que soit la forme de la fonction /(#) dans l’intervalle de 
x = o à .r = 2~; il est le même que celui qui est exprimé par les 
équations qui donnent le développement de F(a?) (p. 233), et nous ver
rons dans la suite que l’on peut démontrer immédiatement la vérité 
de l’équation (B), indépendamment des considérations précédentes.

280.

Il est facile de reconnaître que la question n’admet aucune solution 
différente de celle que donne l’équation (Ej (p. 2g5). En effet, la fonc
tion ^(x,t} satisfait entièrement à la question et, d’après la nature de 
l’équation différentielle

(«)
de _ k
dt ' d.r2

aucune autre fonction ne peut jouir de cette même propriété. Pour 
s’en convaincre, il faut considérer que, le premier état du solide étant 

représenté par une équation donnée e, = f^x}, la fluxion est con- 

nue, puisqu elle équivaut a k • Ainsi, en désignant par p2, ou 
i’i4-^</z, la température au commencement du second instant, on 

déduira la valeur de p2 de l’état initial et de l’équation différentielle. 
On connaîtra donc de la même manière les valeurs p3, e,, e3, ..., e„ de 
la température d’un point quelconque du solide au commencement de 
chaque instant. Or la fonction ^{x, z) satisfait à l’état initial, puisque 
l’on a

De plus elle satisfait aussi à l’équation différentielle; par conséquent, 
-, ,, , •. dCl d<’2 de3 ,étant differontiee, elle donnerait pour ••• les memes va

leurs que celles qui résulteraient de l’application successive de cette 
équation différentielle (a). Donc si, dans la fonction <p (a?, z), on donne 
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successivement à l les valeurs o, w, 2w, 3w, 4w, ..., w désignant 
l’élément du temps, on trouvera les mêmes valeurs e2, e4,-..que
l’on aurait déduites de l’état initial et de l’application continuelle de 
l’équation (a). Donc toute fonction {x, z) qui satisfait à l’équation diffé
rentielle et à l’état initial se confond nécessairement avec la fonction 
?(x, z); car ces fonctions donneront l’une et l’autre une même fonction 
de x, si l’on y suppose successivement z = o, w, 2w, 3œ, .... iw, ....

On voit par là qu’il ne peut y avoir qu’une seule solution de la ques
tion et que, si l’on découvre d’une manière quelconque une fonction 

z) qui satisfasse à l’équation différentielle et à l’état initial, on 
est assuré qu’elle est la même que la précédente donnée par l’équa
tion (E).

281.

Cette même remarque s’applique à toutes les recherches qui ont 
pour objet le mouvement varié de la chaleur; elle suit évidemment 
de la forme même de l’équation générale.

C’est par la même raison que l’intégrale de l’équation [a) ne peut 
contenir qu’une seule fonction arbitraire en x. En effet, lorsqu’une 
valeur de e est donnée en fonction de x pour une certaine valeur du 
temps z, il est évident que toutes les autres valeurs de v qui correspon
dent à un temps quelconque sont déterminées. On peut donc choisir 
arbitrairement la fonction de x qui correspond à un certain état, et 
la fonction de deux variables x et z se trouve alors déterminée. Il n’en 
est pas de même de l’équation

j—ï "t" i-» — dx1 dy

que nous avons employée dans le Chapitre précédent et qui convient 
au mouvement constant de la chaleur; son intégrale contient deux 
fonctions arbitraires en x et y; mais on peut ramener cette recherche 
à celle du mouvement varié, en considérant l’état final et permanent 
comme dérivé de ceux qui le précèdent, et, par conséquent, de l’état 
initial qui est donné.
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L’intégrale que nous avons donnée 
। r’"— I /(sQSe-^'cosi^a— x) dx

contient une fonction arbitraire /(a?), et elle a la même étendue que 
l’intégrale générale, qui ne contient aussi qu’une fonction arbitraire 
en x; ou plutôt elle est cette intégrale elle-même, mise sous la forme 
qui convient à la question. En effet, l’équation

représentant l’état initial, et l’équation

P = t)

représentant l’état variable qui lui succède, on voit que, d’après la 
forme même du solide échauffé, la valeur de p ne doit point changer 
lorsqu’on écrit, au lieu de x, x ± iîk, i étant un nombre entier positif 
quelconque. La fonction

i r2"— f{x)^e~l kl — x)dx

remplit cette condition; elle représente aussi l’état initial, lorsqu’on 
suppose t = o; car on a alors

i r™ d(<x)lcosi(x —æ) dx,

équation qui a été démontrée précédemment (p. 234 et 298) et qu’il 
est d'ailleurs facile de vérifier. Enfin la même fonction satisfait à 
l’équation différentielle

dt ' dx-

Quelle que soit la valeur du temps t, la température p est donnée par 
une série très convergente, et les différents termes représentent tous 
les mouvements partiels qui se composent pour former le mouvement 
total. A mesure que le temps augmente, les états partiels de 1 ordre le 
plus élevé s’effacent rapidement et ne conservent aucune influence 
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appréciable; en sorte que le nombre des valeurs que l’on doit donner à 
l’exposant i diminue de plus en plus. Après un certain temps, le sys
tème des températures est représenté sensiblement par les ternies que 
l’on trouve en donnant à i les valeurs o, ± i et ± 2, ou seulement o et 
± 1, ou enfin par le premier de ces termes, qui est

rj,

il y a donc une relation manifeste entre la forme de la solution et la 
marche du phénomène physique que l’on a soumis à l’analyse.

282.

Pour parvenir à cette solution, on a considéré d’abord les valeurs 
simples de la fonction e qui satisfont à l’équation différentielle; on a 
formé ensuite une valeur qui convient avec l’état initial et qui a, par 
conséquent, toute la généralité que la question comporte. On pourrait 
suivre une marche différente et déduire la même solution d’une autre 
expression de l’intégrale; car, cette solution étant une fois connue, on 
en transforme aisément les résultats. Si l’on suppose que le diamètre 
de la section moyenne de l’anneau devient de plus en plus grand à 
l’infini, la fonction z) reçoit, comme on le verra par la suite, une 
forme différente ct se confond avec l’intégrale qui contient une seule 
fonction arbitraire sous le signe d’intégrale définie. On pourrait aussi 
appliquer cette dernière intégrale à la question actuelle; mais, si l’on 
se bornait à cette application, on n’aurait qu’une connaissance très 
imparfaite du phénomène : car les valeurs des températures ne seraient 
pas exprimées par des séries convergentes et l’on ne distinguerait 
point les états qui se succèdent à mesure que le temps augmente. 11 
faudrait donc attribuer à la fonction qui représente 1 état initial la 
forme périodique que la question suppose; mais, en modifiant ainsi 
cette intégrale, on n’aurait point d’autre résultat que celui-ci :

p
ç(or,Z)=— / /(a)2e“PA/cosi(a —^)c/a.
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On passe aisément de cette dernière équation à l’intégrale dont il 
s’agit, comme nous l’avons prouvé dans le Mémoire qui a précédé cet 
Ouvrage. Il n’est pas moins facile d’obtenir l’équation en partant de 
l’intégrale elle-même. Ces transformations rendent de plus en plus 
manifeste l’accord des résultats du calcul; mais elles n’ajoutent rien 
à la théorie et ne constituent nullement une analyse différente.

On examinera dans un des Chapitres suivants les différentes formes 
que peut recevoir l’intégrale de l’équation (a), les rapports qu’elles 
ont entre elles et les cas où elles doivent être employées.

Pour former celle qui exprime le mouvement de la chaleur dans une 
armille, il était nécessaire de résoudre une fonction arbitraire en une 
série de sinus et cosinus d’arcs multiples; les nombres qui affectent la 
variable sous les signes sinus et cosinus sont les nombres naturels i, 
2, 3, 4.......Dans la question suivante, on réduit encore la fonction 
arbitraire en une série de sinus; mais les coefficients de la variable 
sous le signe sinus ne sont plus les nombres i, 2, 3, 4, • • •; ces coeffi
cients satisfont à une équation déterminée, dont toutes les racines sont 
irrationnelles et en nombre infini.



CHAPITRE V.
DE LA PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS UNE SPHÈRE SOLIDE.

SECTION I.

SOLUTION GÉNÉBALE.

283.
La question de la propagation de la chaleur a été exposée dans le 

Chapitre II, Section II, article 117 (p. 90); elle consiste à intégrer
l’équation

de_ ,/d^ 2 de\
d? — ydx1 + « dx/

en sorte que l’intégrale satisfasse, lorsque x = X, à la condition 

de 
dx + hv — o;

k désigne le rapport et h désigne le rapport des deux conducibi- 
lités; v est la température que l’on observerait, après le temps écoulé z, 
dans une couche sphérique dont le rayon est x-, X est le rayon de la 
sphère; v est une fonction de x et / qui équivaut à F(a?) lorsqu’on sup
pose t = o. La fonction F(æ) est donnée; elle représente 1 état initial 
et arbitraire du solide.

Si l’on fait y = vx, y étant une nouvelle indéterminée, on aura, 
après les substitutions,

dy _ , d'y.
dt dx"

ainsi il faut intégrer cette dernière équation, et l’on prendra ensuite 
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p = ^- On cherchera en premier lieu quelles sont les valeurs les plus 

simples que l’on puisse attribuer a y, ensuite on en formera une valeur 
générale qui satisfera en même temps à l’équation différentielle, à 
l’équation à la surface et à l’état initial. II sera facile de reconnaître 
que, lorsque ces trois conditions sont remplies, la solution est com
plète et que l’on ne pourrait en trouver aucune autre.

284.

Soit y = emtu, u étant une fonction de x, on aura

On voit d’abord que, la valeur de t devenant infinie, celle de p doit 
être nulle dans tous les points, puisque le corps est entièrement 
refroidi. On ne peut donc prendre pour m qu’une quantité négative. 
Or X- a une valeur numérique positive; on en conclut que la valeur de 
u dépend des arcs de cercle, ce qui résulte de la nature connue de

1 équation mu = k-j—,Soit 1 dx*

u — A cos n x -i- B si n n x ;

on aura cette condition
ni — — kn?.

Ainsi l’on peut exprimer une valeur particulière de p par l’équa
tion e-kn't

p —------ ( A cos/î# + B sin/ta;);
x

n est un nombre positif quelconque, et A et B sont des constantes. On 
remarquera d’abord que la constante A doit être nulle; car, lorsqu’on 
fajt x _ o> |a valeur de p, qui exprime la température du centre, ne 
peut pas être infinie; donc le terme Acosta? doit être omis.

De plus, le nombre n ne peut pas être pris arbitrairement. En effet, 
F. ’ 39
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si, dans l’équation déterminée 

on substitue la valeur de e, on trouvera

nx cos/ix 4- (/ix — i) sin nx = o.

Comme l’équation doit avoir lieu à la surface, on y supposera x — \, 
rayon de la sphère, ce qui donnera

tang/iX

Soit X le nombre i — AX et posons «X — e, on aura

= 1. lange

Il faut donc trouver un arc s qui, divisé par sa tangente, donne un quo
tient connu X, et l’on prendra

Il est visible qu’il y a une infinité de tels arcs, qui ont avec leur tan
gente un rapport donné; en sorte que l’équation de condition 

a une infinité de racines réelles.

285.

Les constructions sont très propres à faire connaître la nature de 
cette équation. Soit {fig. 12)

u = lange

l’équation d’une ligne dont l’arc e est l’abscisse et u l’ordonnée, et 
soit
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l’équation d’une droite dont s et u désignent aussi les coordonnées. Si on 

élimine u entre ces deux équations, on a la proposée = tange. L’in

connue £ est donc l’abscisse du point d’intersection de la courbe et de 
la droite. Cette ligne courbe est composée d’une infinité d’arcs; toutes 

les ordonnées correspondantes aux abscisses sont

infinies, et toutes celles qui répondent aux points O, k, 2k, 3k, 4k, ... 

sont nulles. Pour tracer la droite dont l’équation est w = ^ — —, 

on forme le carré Oiwi et, portant la quantité AX de w en h, on joint

le point h avec l’origine O. La courbe dont l'équation est u — lange a 
pour tangente à l’origine une ligne qui divise l’angle droit en deux 
parties égales, parce que la dernière raison de l’arc à sa tangente 
est 1. On conclut de là que, si X, ou 1 — AX, est une quantité moindre 
que l’unité, la droite mOm passe à l’origine au-dessus de la courbe 
«On et qu’il y a un point d’intersection de cette droite avec la première 
branche. Il est également évident que la même droite coupe toutes les 

branches ultérieures mtn, ninn, .... Donc l’équation = X a un 

nombre infini de racines réelles. La première est comprise entre o
9 —. B 5 7l

et -> la deuxième entre k et —> la troisième entre 2K et — > et ainsi 2 2
de suite. Ces racines approchent extrêmement de leurs limites supé
rieures lorsque leur rang est très avancé.
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286.

Si l’on veut calculer la valeur d’une de ces racines, par exemple de 
la première, on peut employer la règle suivante : on écrira les deux 
équations £ = arc tangu et u — arc tangu désignant la longueur de 
l’arc dont la tangente est u. Ensuite, prenant un nombre quelconque 
pour», on en conclura, au moyen de la première équation, la valeur 
de e; on substituera cette valeur dans la seconde équation, et l’on en 
déduira une autre valeur de if, on substituera cette seconde valeur 
de u dans la première équation ; on en déduira la valeur de e, qui, au 
moyen de la seconde équation, fera connaître une troisième valeur de u. 
En la substituant dans la première équation, on aura une nouvelle valeur 
de e. On continuera ainsi de déterminer u par la seconde équation, etE 
par la première. Cette opération donnera des valeurs de plus en plus 
approchées de l’inconnue e; la construction suivante rend cette con
vergence manifeste.

En effet, si le point u correspond (fig. r3) à la valeur arbitraire que

Fig. i3.

o i

l’on attribue à l’ordonnée u, et si l’on substitue cette valeur dans la 
première équation e = arc tangw, le point e correspondra à l’abscisse 
que l’on aura calculée au moyen de cette équation. Si l’on substitue 

• £cette abscisse s dans la seconde équation u = on trouvera une ordon
née u' qui correspond au point u . Substituant u! dans la première 
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équation, on trouvera une abscisse e' qui répond au point e; ensuite 
cette abscisse, étant substituée dans la seconde équation, fera connaître 
une ordonnée u" qui, étant substituée dans la première, fera connaître 
une troisième abscisse e", ainsi de suite à l’infini. C’est-à-dire que, 
pour représenter l’emploi continuel et alternatif des deux équations 
précédentes, il faut, par le point u, mener l’horizontale jusqu’à la 
courbe, par le point d’intersection e mener la verticale jusqu’à la droite, 
par le point d’intersection u' mener l’horizontale jusqu’à la courbe, 
par le point d’intersection e' mener la verticale jusqu’à la droite, 
ainsi de suite à l’infini, en s’abaissant de plus en plus vers le point 
cherché.

287.

La flg. i3 qui précède représente le cas où l’ordonnée prise arbi
trairement pour u est plus grande que celle qui répond au point d’in
tersection. Si l’on choisit au contraire, pour la valeur initiale de u, une 
quantité plus petite et que l’on emploie de la même manière les deux 
équations

£s = arc Lang À

on parviendrait encore à des valeurs de plus en plus approchées de

Fig. 14.

l’inconnue. La Jïg. i4 fait connaître que, dans ce cas, on s’élève con
tinuellement vers le point d’intersection en passant par les points u, e, 



s—... arc tang | arc tang

3i() THÉORIE DE LA CHALEUR.

u', t', u", t", ••• qui terminent des droites horizontales et verticales. 
On obtient, en partant d’une valeur de u trop petite, des quantités e, 
e', e", e'", e", ... qui convergent vers l’inconnue et sont plus petites 
qu’elle; et l’on obtient, en partant d’une valeur de u trop grande, des 
quantités qui convergent aussi vers l’inconnue, et dont chacune est 
plus grande qu’elle. On connaît donc des limites de plus en plus res
serrées, entre lesquelles la grandeur cherchée sera toujours comprise. 
L’une et l’autre approximation sont représentées par la formule

1 /1 . 15 arc lang T arc tang^ K \ A A

Lorsqu’on aura effectué quelques-unes des opérations indiquées, les 
résultats successifs différeront moins, et l’on sera parvenu à une valeur 
approchée de e.

288.

On pourrait se proposer d’appliquer les deux équations

e 
e = arc tang f/, u=\

dans un ordre différent, en leur donnant cette forme

u = tange, e = X«.

On prendrait pour e une valeur arbitraire et, en la substituant dans la 
première équation, on trouverait la valeur de u qui, étant substituée 
dans la seconde équation, donnerait une seconde valeur de e; on em
ploierait ensuite cette nouvelle valeur de e de la même manière qu’on 
a employé la première. Mais il est facile de reconnaître, parles construc
tions, qu’en suivant le cours de ces opérations, on s’éloigne de plus 
en plus du point d’intersection, au lieu de s’en approcher comme dans 
le cas précédent. Les valeurs successives de s que l’on obtiendrait 
diminueraient continuellement jusqu’à zéro, ou augmenteraient sans 
limite. On passerait successivement de e" en u", de u" en e', de e' en u', 
de u' en e, ainsi de suite à l’infini.
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La règle que l’on vient d’exposer pouvant s’appliquer au calcul de 
chacune des racines de l’équation 

qui ont d’ailleurs des limites données, on doit regarder toutes ces 
racines comme des nombres connus. Au reste, il était seulement néces
saire de se convaincre que l’équation a une infinité de racines réelles. 
On a rapporté ici ce procédé d’approximation, parce qu’il est fondé sur 
une construction remarquable qu’on peut employer utilement dans 
plusieurs cas, et qu’il fait connaître sur-le-cbamp la nature et les 
limites des racines; mais l’application qu’on ferait de ce procédé à l’é
quation dont il s’agit serait beaucoup trop lente; il serait facile de 
recourir dans la pratique à une autre méthode d’approximation.

289.

On connaît maintenant une forme particulière que l’on peut donner 
à la fonction e, et qui satisfait à deux conditions de la question. Cette 
solution est représentée par l’équation

*
, . sin/i^r p = ae Kn 1--------•nx

Le coefficient a est un nombre quelconque et le nombre n est tel que 
l’on a

= i-ÂX. tang/iX

Il en résulte que, si les températures initiales des différentes couches 

étaient proportionnelles au quotient y. > elles diminueraient toutes 

à la fois en conservant entre elles, pendant toute la durée du refroi
dissement, les rapports qui avaient été établis; et la température de 
chaque point s’abaisserait comme l’ordonnée d’une logarithmique dont 
l’abscisse désignerait le temps écoulé. Supposons donc que, l’arc e 
étant divisé en parties égales et pris pour abscisse, on élève en chaque 
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point de division une ordonnée égale au rapport du sinus à l’arc. Le 
système de toutes ces ordonnées sera celui des températures initiales 
qu’il faut attribuer aux différentes couches, depuis le centre jusqu’à la 
surface, le rayon total X étant divisé en parties égales. L’arc e dont la 
longueur représenterait dans cette construction le rayon X'ne doit pas 
être pris arbitrairement; il est nécessaire que cet arc ait avec sa tan
gente un rapport donné. Comme il y a une infinité d’arcs qui satisfont à 
cette condition, on formerait ainsi une infinité de systèmes des tempé
ratures initiales, qui peuvent subsister d’eux-mémes dans la sphère 
sans que les rapports des températures changent pendant la durée du 
refroidissement.

290.

Il ne reste plus qu’à former un état initial quelconque, au moyen 
d’un certain nombre ou d’une infinité d’états partiels, dont chacun 
représente un de ces systèmes de températures que nous avons consi
dérés précédemment, et dans lesquels l’ordonnée varie avec la dis
tance x, proportionnellement au quotient du sinus par l’arc. Le mou
vement général de la chaleur dans l’intérieur de la sphère sera alors 
décomposé en autant de mouvements particuliers, dont chacun s’ac
complira librement comme s’il était seul.

Désignons par n,, n3, n3, ... les quantités qui satisfont à l’équation

n X , „■-------= = i — A X,tang«X

et que l’on suppose rangées par ordre, en commençant par la plus 
petite; on formera l’équation générale

V x — 0,^6^"'‘ sinzita? 4- sin n^x 4- a3e~kn^t sin 4-....

Si l’on fait / = o, on aura, pour exprimer l’état initial des tempéra
tures,

xv — ai sin n^x -t- «2 sinn2# -f- a3 sinn3#4- sinn4o: 4-....

La question consiste à déterminer, quel que soit l’état initial, les coef
ficients o,, a2, a3, a,,, .... Supposons donc que l’on connaisse les 
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valeurs de e depuis x = o jusqu’à x = X, et représentons ce système 
de valeurs par F(zr), on aura (')

(e) F(.r) = 1 («| sin/f|« 4- «2 sinn2a; 4- a3 sin»3a: 4-a4 sin/z4,r + . ..).

291.

Pour déterminer le coefficient , on multipliera les deux membres 
de l’équation par xsïnnx dx, et l’on intégrera depuis x — o jusqu’à 
x = X. L’intégrale

y sinmxsmnxdx,

prise entre ces limites, est

sinzzX coswzX 4- n sin/nX coszzX).

Si m et n sont des nombres choisis parmi les racines n,, n2, n3, ... 
qui satisfont à l’équation

zzX .,------ v — 1 — « X, tangzzX
on aura

* ni X _ n X 
tangznX — tangzzX 

ou
ni coszzzX sinzzX — n sin mX coszzX = o.

On voit par là que la valeur totale de l’intégrale est nulle; mais il y a 
un seul cas où cette intégrale ne s’évanouit pas : c’est lorsque m = n. 
Elle devient alors et, par l’application des règles connues, elle se ré- 
d u i t à

1 v । . v-X— 7—sina/zX.2 l\n

(>) Fourier va déterminer les coefficients at, alt ..., niais on admettant que le déve
loppement est possible, quelle que soit la fonction arbitraire F(» qui définit l’état initial; 
or c’est là un point qui n’est nullement démontré. Poisson, qui a signalé ce défaut de la 
solution de Fourier, a proposé, dans sa Théorie de la chaleur, une méthode d’exposition 
différente, mais qui no fait que reporter sur un autre point exactement la même diffi
culté. G. D.

F. 4o



314 THÉORIE DE LA CHALEUR.

Il résulte de là que, pour avoir la valeur du coefficient a, dans l’équa
tion (e), il faut écrire

2 / x F (a?) sin n^x dx — -— sin 2/i,X ), 2n, /

le signe / indiquant que l’on prend l’intégrale depuis x = o jusqu’à 
x = X. On aura pareillement

2 / x F(x) sin n1x dx = a2 ( X------- sin 2n2X ).
J \ 2 /

On déterminera de même tous les coefficients suivants. Il est aisé de 
voir que l’intégrale définie

2 f x ¥(x} sïn nx dx

a toujours une valeur déterminée, quelle que puisse être la fonction 
arbitraire F(æ). Si cette fonction F(a?) est représentée par l’ordonnée 
variable d’une ligne qu’on aurait tracée d’une manière quelconque, la 
fonction x¥Çx) sinna: correspondra aussi à l’ordonnée d’une seconde 
ligne que l’on construirait facilement au moyen de la première. L’aire 
terminée par cette dernière ligne entre les abscisses x = o, x = X fera 
connaître le coefficient a,, i étant l’indice du rang de la racine n.

La fonction arbitraire F(a?) entre dans chaque coefficient sous le 
signe de l’intégration et donne à la valeur de v toute la généralité que 
la question exige; on parvient ainsi à l'équation suivante :

sinzi^ / ujF^sinn^z/j? sinn2a; / xï(tc)s\nntxdx
_ J e~kn\t H______ —_________  ■ e~kn'* 4-..

X------- sin2zz,X X------ -sin2/z2X2ZZ, 2«2

Telle est la forme que l’on doit donner à l’intégrale générale de l’é
quation

de_ P2 v 2 dv^
dt ~ ‘ dx1 H x dx

pour qu’elle représente le mouvement de la chaleur dans la sphère 
solide. En effet, toutes les conditions de la question seront remplies :
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i° L’équation aux différences partielles sera satisfaite.
2° La quantité de chaleur qui s’écoule à la surface conviendra à la 

fois à l’action mutuelle des dernières couches et à l’action de l’air sur 
la surface, c’est-à-dire que l’équation

de ,-- H np — o, dx

à laquelle chacune des parties de la valeur de vsatisfait lorsque x = X, 
aura lieu aussi lorsqu’on prendra pour p la somme de toutes ces 
parties.

3° La solution donnée conviendra à l’état initial lorsqu’on supposera 
le temps nul.

292.

Les racines n,, n2, n3, n,,, ... de l’équation 

sont très inégales; d’où l’on conclut que, si la valeur du temps écoulé t 
est considérable, chaque terme de la valeur de p est extrêmement petit 
par rapport à celui qui le précède. A mesure que le temps du refroi
dissement augmente, les dernières parties de la valeur de p cessent 
d’avoir aucune influence sensible; et ces états partiels et élémentaires 
qui composent d’abord le mouvement général, et qui sont superposés 
de telle manière qu’ils puissent comprendre l'état initial, disparaissent 
presque entièrement, excepté un seul. Dans ce dernier état, les tem
pératures des différentes couches décroissent depuis le centre jusqu’à 
la surface, de même que, dans le cercle, les rapports du sinus à l’arc 
décroissent à mesure que cet arc augmente. Cette loi règle naturelle
ment la distribution de la chaleur dans une sphère solide. Lorsqu’elle 
commence à subsister, elle se conserve pendant toute la durée du 
refroidissement. Quelle que soit la fonction FQr) qui représente l’état 
initial, la loi dont il s’agit tend de plus en plus à s’établir; et, lorsque 
le refroidissement a duré quelque temps, on peut supposer qu’elle 
existe sans erreur sensible.



316 THÉORIE DE LA CHALEUR.

293.

Nous appliquerons la solution générale au cas où la sphère, ayant 
été longtemps plongée dans un liquide, a acquis dans tous ses points 
une même température. Dans ce cas, la fonction F(<r) est i, et la déter
mination des coefficients se réduit à intégrer x sinnxdx, depuis x—o 
. ,, „ । . sin/iX — nX coswX .. , ,jusqu a a? = X; cette intégrale est ---------------------- • Donc la valeur 
d’un coefficient quelconque est exprimée ainsi

_ 2 sinnX— «XcoswX. 
n n,X — sinnXcosziX’

le rang du coefficient est déterminé par celui de la racine n-, l’équation 
qui donne ces valeurs de n est

on trouvera donc

/iXcoswX ...—----- — = i — h X ;Sin n X

2____________hX________
n nX cosécnX— cosnX

Il est aisé maintenant de former la valeur générale; elle est donnée 
par l’équation
vx ^"'‘sinn.x e~kn'ts\nn3x_____ — _______________ _________ I------------------  4------------------------------------_____________  _|_

2XA /i, («! X coséczîjX — cos/^X) «2(n2X cosécn2X—coszi2X)

En désignant par £,, £a, £3, e4, ... les racines de l’équation
8

tange — i-hX,

et les supposant rangées par ordre en commençant par la plus petite, 
remplaçant ntX, n.X, n3X, ... par £,, £a, £,, ..., et mettant au lieu de 
k et h leurs valeurs et on aura, pour exprimer les variations des 
températures pendant le refroidissement d’une sphère solide qui avait 
été uniformément échauffée, l’équation

K K c,
Sinej^ e~CDv‘ 

------- _-------------- — 4- — ~.----------- 
et cosécsj — cosst x £2cosecs2 — cose2 

£>v
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SECTION II.

REMARQUES DIVERSES SUR CETTE SOLUTION.

294.

Nous exposerons quelques-unes des conséquences que l’on peut 
déduire de la solution précédente. Si l’on suppose que le coefficient h, 
qui mesure la facilité avec laquelle la chaleur passe dans l’air, a une 
très petite valeur, ou que le rayon X de la sphère est très petit, la 
moindre valeur de £ sera extrêmement voisine de zéro, en sorte que
l’équation

se réduit à

e h
- — t ---- 77

tangs K

ou, en omettant les puissances supérieures de £,

D’un autre côté, la quantité ~---- coss devient, dans la même hypo- 1 sin s
. æ

. Y sms Y
thèse, • Quant au terme -------> il se réduit à i. En faisant ces sub- K „ x

X
stitutions dans l’équation générale, on aura

On peut remarquer que les termes suivants décroissent très rapide
ment en comparaison du premier, parce que la seconde racine est 
beaucoup plus grande que zéro; en sorte que, si les quantités h ou X 
ont une petite valeur, on doit prendre, pour exprimer les variations 
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des températures, l’équation
_aAL p _ e eux.

Ainsi les différentes enveloppes sphériques dont le solide est composé 
conservent une température commune pendant toute la durée du refroi
dissement. Cette température diminue comme l’ordonnée d’une loga
rithmique, le temps étant pris pour abscisse; la température initiale, 
qui est i, se réduit après le temps t à

-3 AL. e CDX.

Pour que la température devienne égale à la fraction —, il faut que la 
CDXvaleur de t soit log/n. Ainsi, pour des sphères de même matière 

qui ont des diamètres différents, les temps qu’elles mettent à perdre la 
moitié, ou même une fraction déterminée de leur chaleur actuelle, 
lorsque la conducibilité extérieure est extrêmement petite, sont pro
portionnels à leurs diamètres. Il en est de même des sphères solides 
dont le rayon est très petit; et l’on trouverait encore le même résultat 
en attribuant à la conducibilité intérieure K une très grande valeur. Il 

a lieu, en général, lorsque la quantité est très petite. On peut 

regarder le rapport comme très petit, lorsque le corps qui se refroidit 

est formé d’un liquide continuellement agité que renferme un vase 
sphérique d’une petite épaisseur. Cette hypothèse est en quelque sorte 
la même que celle d’une conducibilité parfaite; donc la température 
décroit suivant la loi exprimée par l’équation

_SAL p_e ’c»X.

295.

On voit par ce qui précède que, dans une sphère solide qui se refroi
dit depuis longtemps, les températures décroissent, depuis le centre 



CHAPITRE V.- SPHÈRE SOLIDE. 319

jusqu’à la surface, comme le quotient du sinus par l’arc décroît depuis 
l’origine, où il est r, jusqu’à l’extrémité d’un arc donné s, le rayon de 
chaque couche étant représenté par la longueur variable de cet arc. Si 
la sphère a un petit diamètre, ou si la conducihilité propre est beau
coup plus grande que la conducihilité extérieure, les températures des 
couches successives diffèrent très peu entre elles, parce que l’arc 
total s, qui représente le rayon X de la sphère, a très peu d’étendue. 
Alors la variation de la température v commune à tous les points est 
donnée par l’équation

-3 AL.
v — e CDX.

Ainsi, en comparant les temps respectifs que deux petites sphères em
ploient à perdre la moitié, ou une partie aliquote, de leur chaleur 
actuelle, on doit trouver que ces temps sont proportionnels aux dia
mètres.

296.

Le résultat exprimé par l’équation précédente ne convient qu’à des 
masses d’une forme semblable et de petite dimension. Il était connu 
depuis longtemps des physiciens, et il se présente pour ainsi dire de 
lui-même. En effet, si un corps quelconque est assez petit pour que 
l’on puisse regarder comme égales les températures des différents 
points, il est facile de reconnaître la loi du refroidissement. Soient i 
la température initiale commune à tous les points, et v la valeur de 
cette température après le temps écoulé Z; il est visible que la quantité 
de chaleur qui s’écoule pendant l’instant dt, dans le milieu supposé 
entretenu à la température o, est hSvdt, en désignant par S la surface 
extérieure du corps. D’un autre côté, C étant la chaleur qui est. néces
saire pour élever l’unité de poids de la température o à la tempéra
ture i, on aura CDV pour l’expression de la quantité de chaleur qui 
porterait le volume V du corps dont la densité est D de la tempéra

ture o à la température i. Donc est la quantité dont la tempéra

ture p est diminuée lorsque le corps perd une quantité de chaleur 
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égale à hSvdt. On doit donc avoir l’équation

h S c dt

ou 
* _ v—e CDV.

Si le corps a la forme sphérique, on aura, en appelant X le rayon total, 
l’équation

_3 AL c = e 3 eux

297.

Supposons que l’on puisse observer, pendant le refroidissement du 
corps dont il s’agit, deux températures et correspondantes aux 
temps et t2 ; on aura

AS _loge, — logp2 
cdv “ zr^r

A SOn connaîtra donc facilement par l’expérience l’exposant • Si l’on 
fait cette même observation sur des corps différents et si l’on connaît 
d’avance le rapport de leurs chaleurs spécifiques C et G', on trouvera 
celui de leurs conducibilités extérieures h et h'. Réciproquement, si 
l’on est fondé à regarder comme égales les valeurs h et A' de la condu- 
cibilité extérieure de deux corps différents, on connaîtra le rapport de 
leurs chaleurs spécifiques. On voit par là qu’en observant les temps du 
refroidissement pour divers liquides et autres substances enfermées 
successivement dans un même vase d’une très petite épaisseur, on 
peut déterminer exactement les chaleurs spécifiques de ces sub
stances.

Nous remarquerons encore que le coefficient K qui mesure la condu- 
cibilité propre n’entre point dans l’équation

_,2L
v = e cux;

ainsi les temps du refroidissement dans les corps de petite dimension 
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ne dépendent point de la conducibilité propre, et l’observation de ces 
temps ne peut rien apprendre sur cette dernière propriété; mais on 
pourrait la déterminer en mesurant les temps du refroidissement dans 
des vases de différentes épaisseurs.

298.

Ce que nous avons dit plus haut sur le refroidissement d une sphère 
de petite dimension s’applique aux mouvements du thermomètre dans 
l’air ou dans les liquides. Nous ajouterons les remarques suivantes sur 
l’usage de cet instrument.

Supposons qu'un thermomètre à mercure soit plongé dans un vase 
rempli d’eau échauffée, et que ce vase se refroidisse librement dans 
l’air, dont la température est constante. Il s’agit de trouver la loi des 
abaissements successifs du thermomètre.

Si la température du liquide était constante et que le thermomètre y 
fût plongé, il changerait de température en s’approchant très prompte
ment de celle du liquide. Soit v la température variable indiquée par 
le thermomètre, c’est-à-dire son élévation au-dessus de la température 
de l’air; soientu l’élévation.de la température du liquide au-dessus de 
celle de l’air, et / le temps correspondant à ces deux valeurs e et u. Au 
commencement de l’instant dt qui va s’écouler, la différence de la tem
pérature du thermomètre à celle du mercure étant v — u, la variable e 
tend à diminuer, et elle perdra, dans l’instant dt, une quantité pro
portionnelle à e — u, en sorte que l’on aura l’équation

dv= — — u) dt.

Pendant le même instant dt, la variable u tend à diminuer, et elle perd 
une quantité proportionnelle à u, en sorte que 1 on a I équation

du = — H u dt.

Le coefficient H exprime la vitesse du refroidissement du liquide dans 
l’air, quantité que l’on peut facilement reconnaître par 1 expérience, 

F. 4'
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et le coefficient h exprime la vitesse avec laquelle le thermomètre se 
refroidit dans le liquide. Cette dernière vitesse est beaucoup plus 
grande que H. On peut pareillement trouver par l’expérience le coeffi
cient h, en faisant refroidir le thermomètre dans le liquide entretenu 
à une température constante. Les deux équations

du ——Hudl, dv — ——u) dt
OU

r« = Ae-H', ~ =—hv H- h A e- H' 
dt

fournissent celle-ci :
c — u — be~hl H- ae"1,

a et b étant des constantes arbitraires ('). Supposons maintenant que 
la valeur initiale de c — u soit A, c’est-à-dire que la hauteur du ther
momètre surpasse de A la vraie température du liquide au commence
ment de l’immersion, et que la valeur initiale de u soit E; on déter
minera a et b, et l’on aura

HE p — u — — e~àt),
n — H

■ La quantité v — u est l’erreur du thermomètre, c’est-à-dire la diffé
rence qui se trouve entre la température indiquée par le thermomètre 
et la température réelle du liquide au même instant. Cette différence 
est variable et l’équation précédente nous fait connaître suivant quelle 
loi elle tend à décroître. On voit, par l’expression de cette différence 
v — u, que deux de ses termes, qui contiennent e~ht, diminuent très 
rapidement, avec la vitesse qu’on remarquerait dans le thermomètre 
si on le plongeait dans le liquide à température constante. A l’égard 
du terme qui contient e~nt, son décroissement est beaucoup plus lent 
et s’opère avec la vitesse du refroidissement du vase dans l’air. Il

(*) La valeur de a est liée à celle de A par la relation

HA
a = -----î7 '— H G. D.
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résulte de là qu’après un temps bien peu considérable, l’erreur du 
thermomètre est représentée par le seul terme

299.

Voici maintenant ce que l’expérience apprend sur les valeurs de H 
et A. On a plongé dans l’eau, à 8°,5 (division octogésimale), un ther
momètre qui avait d’abord été échauffé, et il est descendu dans l’eau 
de Z|o° à 20° en six secondes. On a répété plusieurs fois et avec soin 
cette expérience. On trouve, d’après cela, que la valeur de e~A est 
0,000042, si le temps est compté en minutes; c’est-à-dire que, l’élé
vation du thermomètre étant E au commencement d’une minute, elle 
sera o,oooo42E à la fin de cette minute. On trouve aussi

A log10e = 4,3761271 (').

On a laissé en même temps se refroidir dans l’air à 1 20 un vase de por
celaine, rempli d’eau échauffée à 60". La valeur de e~" dans ce cas a 
été trouvée de 0,98514, celle de H loge est 0,00600. On voit par 
là combien est petite la valeur de la fraction e~h, etque, après une seule 
minute, chaque terme multiplié par e~ht n’est pas la moitié de la dix- 
millième partie de ce qu’il était au commencement de cette minute. 
On doit donc n’avoir aucun égard à ces termes dans la valeur de e — u. 
II reste l’équation

~ = /T^H

ou
II u II II u_ « _ —- -t- 7TZHÏ h '

D’après les valeurs trouvées pour II et h, on voit que cette dernière

(>) Celte valeur de h est obtenue par l’emploi de la formule donnée à l'article pré
cédent, où l’on doit faire H = o,

c — « = te-M. G. I).
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quantité h est plus de six cent soixante-treize fois plus grande que H, 
c’est-à-dire que le thermomètre se refroidit dans l’eau plus de six 
cents fois plus vite que le vase ne se refroidit dans l’air. Ainsi le terme 

est certainement moindre que la six-centième partie de l’élévation 

de la température de l’eau au-dessus de celle de l’air, et comme le 
terme y—Jy. est moindre que la six-centième partie du précédent,

qui est déjà très petit, il s’ensuit que l’équation qu’on doit employer 
pour représenter très exactement l’erreur du thermomètre est

v — H« 
u- h

En général, si h est une quantité très grande par rapport à H, on aura 
toujours l’équation précédente.

300.

L’examen dans lequel on vient d’entrer fournit des conséquences 
très utiles pour la comparaison des thermomètres.

La température marquée parun thermomètre plongé dans un liquide 
qui se refroidit est toujours un peu plus forte que celle du liquide. Cet 
excès, ou erreur du thermomètre, diminue en même temps que l’élé
vation du thermomètre. On trouverait la quantité de la correction en 
multipliant l’élévation actuelle u du thermomètre par le rapport de la 
vitesse H du refroidissement du vase dans l’air à la vitesse h du refroi
dissement du thermomètre dans le liquide. On pourrait supposer que 
le thermomètre, lorsqu’il a été plongé dans le liquide, marquait une 
température inférieure. C’est même ce qui arrive presque toujours, 
mais cet état ne peut durer; le thermomètre commence à se rappro
cher de la température du liquide; eri même temps, le liquide se 
refroidit, de sorte que le thermomètre passe d’abord à la température 
même du liquide, ensuite il indique une température extrêmement 
peu différente et toujours supérieure.
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On voit par ces résultats que, si l’on plonge dans un même vase 
rempli d’un liquide qui se refroidit lentement différents thermomètres, 
ils doivent tous indiquera très peu près la même température dans le 
même instant. Appelant h, h', h", ... les vitesses du refroidissement 

de chacun de ces thermomètres dans le liquide, on aura1 h h'

••• pour les erreurs respectives. Si deux thermomètres sont égale

ment sensibles, c’est-à-dire si les quantités A et // sont les mêmes, 
leurs températures différeront également de celles du liquide. Les coef
ficients h, h', h", ... ont de grandes valeurs; en sorte que les erreurs 
des thermomètres sont des quantités extrêmement petites et souvent 
inappréciables. On conclut de là que, si un thermomètre est construit 
avec soin et peut être regardé comme exact, il sera facile de construire 
plusieurs autres thermomètres d’une exactitude égale. Il suffira de 
placer tous les thermomètres que l’on voudra diviser dans un vase 
rempli d’un liquide qui se refroidit lentement, et d’y placer en même 
temps le thermomètre qui doit servir de modèle; on n’aura plus qu'à 
les observer tous de degré en degré, ou à de plus grands intervalles, et 
l’on marquera les points où le mercure se trouve en même temps dans 
les différents thermomètres. Ces points seront ceux des divisions cher
chées. Nous avons appliqué ce procédé à la construction des thermo
mètres employés dans nos expériences, en sorte que ces instruments 
coïncidaient toujours exactement dans des circonstances semblables.

Non seulement cette comparaison des thermomètres pendant la durée 
du refroidissement du liquide établit entre eux une coïncidence parfaite 
et les rend tous semblables à un seul modèle, mais on en.déduit aussi 
le moyen de diviser exactement le tube de ce thermomètre principal 
sur lequel tous les autres doivent être réglés. On satisfait ainsi à la 
condition fondamentale de cet instrument, qui est que deux intervalles 
quelconques comprenant sur l’échelle un même nombre de degrés 
contiennent la même quantité de mercure. Au reste, nous omettons 
ici plusieurs détails qui n’appartiennent point directement à l’objet de 
notre Ouvrage.
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301.
On a déterminé, dans les articles précédents, la température c que 

reçoit, après le temps écoulé t, une couche sphérique intérieure placée 
à la distance x du centre. Il s’agit maintenant de calculer la valeur de 
la température moyenne de la sphère, ou celle qu’aurait ce solide si 
toute la quantité de chaleur qu’il contient était également distribuée 
entre tous les points de la masse. Le solide de la sphère dont le rayon 

est x étant 4" y > la quantité de chaleur contenue dans une enveloppe 
sphérique dont la température est e et le rayon x sera 4 Y Ainsi 
la chaleur moyenne est

ou

l’intégrale étant prisé depuis x = o jusqu’à x = X. On mettra pour v
sa valeur

— sirl n, x -H — e4"!' sin n^x -+- — e-*"»' sin n3x +... , X x X

et l’on aura l’équation
/ sinwiX — /i.Xcosm.X , , a —------------- -----------------e - * '.
\ «î

sinn.X — n2Xcosn2X .
4- a,----- ------- —f--------------— r‘"«(4-...

On a trouvé précédemment
4 (sinyX — //,Xcosn,X) 

a‘ n^aniX— sin a zi,X)

On aura donc, en désignant par s la température moyenne,

; (sine, — Si coseQ2 (sins2 — Sj cose2)2 ? Mün5»'
3.4 e’(a£i—sinasO sa(2sa— sinaea)

équation dans laquelle tous les coefficients des exponentielles sont 
positifs.
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302.

Nous considérerons le cas où, toutes les autres conditions demeu
rant les mêmes, la valeur X du rayon de la sphère deviendra infiniment 
grande. En reprenant la construction' rapportée en l’article 285, on 
voit que, la quantité devenant infinie, la droite menée par l’origine 
et qui doit couper les différentes branches de la courbe se confond 
avec l’axe des x. On trouve donc pour les différentes valeurs de e les 
quantitésir, 2it, 3tt, ....

Le terme de la valeur de z qui contient e G0 v devenant, à mesure 
que le temps augmente, beaucoup plus grand que les suivants, cette 
valeur de z, après un certain temps, est exprimée sans erreur sensible 
par le premier terme seulement. L’exposant étant égal à K 
on voit que le refroidissement final est très lent dans les sphères d’un 
grand diamètre, et que l’exposant de e qui mesure la vitesse du refroi
dissement est en raison inverse du carré des diamètres.

303.
On peut, d’après les remarques précédentes, se former une idée 

exacte des variations que subissent les températures pendant le refroi
dissement d’une sphère solide. Les valeurs initiales de ces tempéra
tures changent successivement, à mesure que la chaleur se dissipe par 
la surface. Si les températures des diverses couches sont d’abord 
égales, ou si elles diminuent depuis la surface jusqu’au centre, elles 
ne peuvent point conserver leurs premiers rapports et, dans tous les 
cas, le système tend de plus en plus vers un état durable qu’il ne 
tarde point à atteindre sensiblement. Dans ce dernier état, les tempé
ratures décroissent depuis le centre jusqu’à la surface. Si l’on repré
sente par un certain arc e, moindre que le quart de la-circonférence, 
le rayon total de la sphère et que, divisant cet arc en parties égales, on 
prenne en chaque point le quotient du sinus par l’arc, le système de 
ces rapports représentera celui qui s’établit de lui-même entre les tem
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pératures des couches d’une égale épaisseur. Dès que ces derniers rap
ports ont lieu, ils continuent de subsister pendant toute la durée du 
refroidissement. Alors chacune des températures diminue comme l’or
donnée d’une logarithmique, le temps étant pris pour abscisse. On 
peut reconnaître que cet ordre est établi, en observant plusieurs 
valeurs successives s, z', z", z"’, ..., qui désignent la température 
moyenne pour les temps t, t + 0, t -t- 20, t 4- 30, ...; la suite de ces 
valeurs converge toujours vers une progression géométrique et, lorsque 
les quotients successifs^ ••• ne changent plus, on en conclut 
que les rapports dont il s’agit sont établis entre les températures. 
Lorsque la sphère est d’un petit diamètre, ces quotients sont sensible
ment égaux dès que le corps commence à se refroidir. La durée du 
refroidissement pour un intervalle donné, c’est-à-dire le temps néces
saire pour que la température moyenne z soit réduite à une partie 
déterminée d’élle-méme est d’autant plus grande que la sphère a un 
plus grand diamètre.

304.

Si deux sphères de même matière et de dimensions différentes sont 
parvenues à cet état final où les températures s’abaissent en conservant 
leurs rapports, et que l’on veuille comparer les durées d’un même refroi
dissement, c’est-à-dire le temps 0 que la température moyenne z de la 
première emploie pour se réduire à et le temps 0' que la tempéra- 

turc z de la seconde met à devenir —, il faut considérer trois cas diffé- m
rents. Si les sphères ont l’une et l’autre un petit diamètre, les durées 
0 et 0' sont dans le rapport même des diamètres. Si les sphères ont 
l’une et l’autre un diamètre très grand, les durées 0 et 0' sont dans le 
rapport des carrés des diamètres; et si les sphères ont des diamètres 
compris entre ces deux limites, les rapports des temps seront plus 
grands que ceux des diamètres, et moindres que ceux de leurs carrés. 
On a rapporté plus haut les valeurs exactes de ces rapports.

La question du mouvement de la chaleur dans une sphère comprend
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celle des températures terrestres. Pour traiter cette dernière question 
avec plus d’étendue, nous en avons fait l’objet d’un Chapitre séparé (').

305.
L’usage que l’on a fait précédemment de l’équation

tange

est fondé sur une construction géométrique qui est très propre à expli
quer la nature de ces équations. En effet, cette construction fait voir 
clairement que toutes les racines sont réelles; en même temps elle en 
fait connaître les limites ct indique les moyens de déterminer la 
valeur numérique de chacune d'elles. L’examen analytique des équa
tions de ce genre donnerait les mêmes résultats. On pourra d’abord 
reconnaître que l’équation précédente, dans laquelle X est un nombre 
connu, moindre que l’unité, n’a aucune racine imaginaire de la forme 
m + n^ — i. Il suffit de substituer au lieu de e cette dernière quantité, 
et l’on voit, après les transformations, que le premier membre ne peut 
devenir nul lorsqu’on attribue à ni et n des valeurs réelles, à moins 
que n ne soit nulle (2). On, démontre aussi qu’il ne peut y avoir dans 
cette même équation 

aucune racine imaginaire, de quelque forme que ce soit.

(*) Cette question, qui est examinée.avec do grands détails dans le Mémoire présenté 
en 181 r par Courier à l’Académie des Sciences, a été laissée de côté dans l’Ouvrage que 
nous réimprimons. La phrase du texte est reproduite textuellement d’après le Mémoire de 
Foncier. Voir Mémoires de l’Académie des Sciences, t. IV, p. 426; 1824. G. I).
(’) Écrivons en effet l’équation sous la forme

À- = dot s. e

En remplaçant e par x + j i et égalant les parties imaginaires dans les deux membres, on 
trouve

X/ e^ — ey^
” (7? — e x)2 + 4sin».1:'

Il est aisé de voir que celte équation ne peut être vérifiée quand / est différent de zéro 
• 42
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En effet : i° les racines imaginaires du facteur —— = o n’appar- 
tiennent point à l’équation e —Xtang£ = o, puisque ces racines sont 
toutes de la forme m +• n — i ; 2° l’équation sine — cose = o a né
cessairement toutes ses racines réelles lorsque X est moindre que 
l'unité. Pour prouver cette dernière proposition, il faut considérer 
sine comme le produit d’une infinité de facteurs, qui sont

\ K2/ \ a’Tr’VV
e2 \ / e2 \ 

32tt2/ \ 427t2/

et considérer cose comme dérivant de sine par la différentiation. On 
supposera qu’au lieu de former sine du produit d’un nombre infini de 
facteurs on emploie seulement les m premiers, et que l’on désigne le 
produit par e). Pour trouver la valeur correspondante qui remplace 
cose, on prendra ou ^(e). Cela posé, on aura l’équation

?,«(£) — —

Or, en donnant au nombre m ses valeurs successives i, 2, 3, . .. de-

et que le second membre y est toujours plus grand en valeur absolue que le premier. En 
effet, ce second membre peut s’écrire

er-h e-y

Or on a

Le second membre est donc plus grand que

il ne peut donc être égal à cette expression multipliée par la fraction X.
Il y a dans la suite de cet article un certain nombre de points inexacts ou contestables: 

mais, comme on pourrait le supprimer en entier sans interrompre la suite des idées, nous 
nous sommes contenté do reproduire sans changement le texte de Fourier.

G. D.
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puis i jusqu’à l’infini, on reconnaîtra, par les principes ordinaires de 
l'Algèbre, la nature des fonctions de s qui correspondent à ces diffé
rentes valeurs de ni. On verra que, quel que soit le nombre ni des 
facteurs, les équations en s qui en proviennent ont les caractères dis
tinctifs de celles qui ont toutes leurs racines réelles. De là on conclut 
rigoureusement que l’équation

-L_ = X,
lange

dans laquelle X est moindre que l’unité, ne peut avoir aucune racine 
imaginaire. Cette même proposition pourrait encore être déduite d’une 
analyse différente que nous emploierons dans un des Chapitres sui
vants.

Au reste, la solution que nous avons donnée n’est point fondée sur la 
propriété dont jouit cette équation d’avoir toutes ses racines réelles. 
Il n’aurait donc pas été nécessaire de démontrer cette proposition par 
les principes de l’Analyse algébrique. Il suffit pour l’exactitude de la 
solution que l’intégrale puisse coïncider avec un état initial quel
conque; car il s'ensuit rigoureusement qu’elle doit représenter aussi 
tous les étals subséquents*



CHAPITRE VI.
DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR DANS UN CYLINDRE SOLIDE.

306.

Le mouvement de la chaleur dans un cylindre solide d’une longueur 
infinie est représenté par les équations

dv  K / d2v i de \ h r dV _
dt Cl) \<Lr2 + x dx) K 1 dx °’

que l’on a rapportées (p. 97 et suivantes) dans les articles 118, 119 
et 120. Pour intégrer ces équations, on donnera en premier lieu à e 
une valeur particulière très simple, exprimée par l’équation

v — e~mt u;

ni est un nombre quelconque et u une fonction de x. On désigne par k 
le coefficient qui entre dans la première équation, et par h le coef

ficient qui entre dans la seconde. En substituant la valeur attribuée 
à p, on trouve la condition suivante :

d^u. 1 du ni
dx1 x dx k 11 °’

On choisira donc pour u une fonction de x qui satisfasse à cette équa
tion différentielle. Il est facile de voir que cette fonction peut être 
exprimée par la série suivante

^Æ2 È g^X' g*X* _ g^X*
“ ~ 1 2^ + 2M2 “ 22.4*-62 22.42.62.82 ~

g désignant la constante On examinera plus particulièrement par 



CHAPITRE VI.- CYLINDRE SOLIDE. 333

la suite l’équation différentielle dont cette série dérive; on regarde ici 
la fonction u comme étant connue, et l’on a

e~ekt u

pour la valeur particulière de c.
L’état de la surface convexe du cylindre est assujetti à une condition 

exprimée par l’équation déterminée 

qui doit être satisfaite lorsque le rayon x a sa valeur totale X; on en 
conclura l'équation déterminée

, gW g^ , \ 2gX 4#’X’ l 6^X*
\ 2* 2*.4’ aL/r-G2 / ’ 2’ a2.^ 2*.4’.6‘

Ainsi le nombre g qui entre dans la valeur particulière e~sk'u n’est 
point arbitraire : il est nécessaire que ce nombre satisfasse à l’équation 
précédente, qui contient g et X. Nous prouverons que cette équation 
en g, dans laquelle h et X sont des quantités données, a une infinité 
de racines, et que toutes cés racines sont réelles. Il s’ensuit que l’on 
peut donner à la variable v une infinité de valeurs particulières, de la 
forme e~gl,cu, qui différeront seulement par l’exposant g. On pourra 
donc composer une valeur plus générale en ajoutant toutes ces valeurs 
particulières, multipliées par des coefficients arbitraires. L’intégrale 
qui servira à résoudre dans toute son étendue la question proposée est 
donnée par l’équation suivante

c — ale~«<k‘ttï 4- a^e s.ktul + aîe-g>klui +.. .;

«•., /O, AO, • • • désignent toutes les valeurs de g qui satisfont à l’équa- 
lion déterminée; u,, u2, u3, ... désignent les valeurs de u qui corres
pondent à ces différentes racines; a,, a.,, a3, ... sont des coefficients 
arbitraires, qui ne peuvent être déterminés que par l’état initial du 
solide.
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307.
Il faut maintenant examiner la nature de l’équation déterminée qui 

donne les valeurs de #et prouver que toutes les racines de cette équa
tion sont réelles, recherche qui exige un examen attentif.

Dans la série

2! 2’. 4’ 2’.4’.6’ ' .
„ X2 qui exprime la valeur que reçoit u lorsque x = X, on remplacera 2^- 

par la quantité 0, et, désignant par/(O) ou y cette fonction de 0, on 
aura

„ „ 92 9ly—fW = i — 54- —2 — h- a, 3ï —• • •;

l’équation déterminée deviendra
gî A3 A»

9-2-, 4-3 ~ -4^-7-, +...iX _ 22 22. 3* 22. 32.4
T “ ~ Q2 9» 9~

1 &+ 22 a2^2 + 22.32.42
ou

ÂX /(9) _
V-9ÿW- 

/'(O) désignant la fonction
Chacune des valeurs de 0 fournira une valeur pour g, au moyen de 

l’équation 

et l’on obtiendra ainsi les quantités g,, g2, . ...qui entrent en nombre 
infini dans la solution cherchée.

La question est donc de démontrer que l’équation 

doit avoir toutes ses racines réelles. Nous prouverons, à cet effet, que 
l’équation

/(9) = o
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a toutes ses racines réelles; qu’il en est de même, par conséquent, de 
l'équation 

et qu’il s’ensuit que l’équation

a aussi toutes scs racines réelles, A représentant la quantité connue

2
308.

L’équation
O2 ô3 S1

étant différentiée deux fois, donne la relation suivante :

dy d2y 
de + 9 dô2

On écrira, comme il suit, cette équation et toutes celles que l’on en 
déduit par la différentiation

et, en général, 
d'y 
d^ O

y ' de -b
fi d'Y — «
9 de2 ”

dy d2 v a d3y
de 1 9 de2 ~ ’

d'y 
dé2 + 3+ 5 dG2 H-

a d2 y 9d£=°'

+ (»
x dMy

+ de^
, gdMy. _ 

+ 9 deM ~

Or, si l’on écrit dans l’ordre suivant l’équation algébrique

et toutes celles qui en dérivent par la différentiation 

v d\ d2X
dx °’ dx2 o,

d*X d^X
dx* °’ dx' O.
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et si l’on suppose que toute racine réelle d’une quelconque de ces 
équations, étant substituée dans celle qui la précède et dans celle qui 
la suit, donne deux résultats de signe contraire, il est certain que la 
proposée X = o a toutes ses racines réelles, et que, par conséquent, 
il en est de même de toutes ses équations subordonnées

dX cPX cPX
~~ï--   O, --»--o --- O, - î--o --  O, • • • * dx---------------, dx2----------------dx*

ces propositions sont fondées sur la théorie des équations algébriques 
et ont été démontrées depuis longtemps ('). Il suffit donc de prouver

(') Fourier énonce ici une des conséquences du beau théorème qui constitue sa décou
verte capitale dans cette théorie des équations algébriques et transcendantes qui n’a jamais 
cessé de l’occuper et à laquelle il a consacré un Ouvrage spécial, V Analyse des équations 
déterminées. On sait que la première Partie de ce Traité a seule paru et a été publiée en 
i831 par les soins de Navier, un an environ après la mort de Fourier.

Fourier applique à l’équation transcendante

Z = o

une proposition qui n’est démontrée que pour les équations algébriques. Dans le XIX' Cahier 
du Journal de l’École Polytechnique, page 38a, Poisson présente à ce sujet quelques re
marques critiques qui paraissent justifiées. Il considère l’équation

( a ) y = ex -t- bcax — o,

où a désigne une constante positive, différente de l’unité. La fonction y est une solution 
particulière de l’équation différentielle

, o, d*y . dy

à laquelle on peut appliquer littéralement tous les raisonnements de Fourier. Si la propo
sition admise dans le texte était exacte, on devrait donc conclure que l’équation (a) a 
toutes ses racines réelles. Or cette équation n’a qu’une racine réelle si b est négatif; elle 
n’en a aucune si b est positif, et, dans les deux cas, elle a une infinité de racines imagi
naires. Cela suffît, semble-t-il, à décider la question.

Cette objection do Poisson avait été très sensible à Fourier; il y revient à diverses re
prises, notamment ù la page fîtfî du tome VIH des Mémoires de l’Académie des Sciences 
et dans un travail spécial intitulé : Remarques générales sur l’application des principes de 
l’Analyse algébrique aux équations transcendantes, inséré au tome X, page 119, du mémo 
Recueil.

11 ne faudrait pas conclure des remarques précédentes que le théorème de Fourier no 
peut être d’aucune utilité dans l’étude des équations transcendantes. Convenablement ap
pliqué, il joue, au contraire, dans la résolution de ces équations, un rôle très important que 
Fourier a été le premier à signaler. On s’en assurera aisément en relisant divers passages 
de l’Ouvrage que nous avons cité plus haut. G. D.
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que les équations

y — o, dy
M

d'y 
d&

remplissent la condition précédente. Or cela suit de l’équation géné
rale

dly 
~dï

4-0

car, si l’on donne à 0 une valeur positive qui rende nulle la fluxion, 
x/t-t-i y y d^2 y iiiles deux autres termes et recevront des valeurs de

signe opposé. A l’égard des valeurs négatives de 0, il est visible, 
d’après la nature de la fonction /(O), qu’aucune quantité négative 
mise à la place de 0 ne pourrait rendre nulle ni cette fonction, ni 
aucune de celles qui en dérivent par la différentiation; car la substitu
tion d’une quantité négative quelconque donne à tous les termes le 
même signe. Donc on est assuré que l’équation

y = o

a toutes ses racines réelles et positives.
*

309.
Il suit de là que l’équation

/=o

a aussi toutes ses racines réelles; ce qui est une conséquence connue 
des principes de l’Algèbre. Examinons maintenant quelles sont les 

valeurs successives que reçoit le terme 0 yyy 011 0 y» lorsqu’on 

donne à 0 des valeurs continuellement croissantes, depuis 0 = o 

jusqu’à 0 = oo. Si une valeur de 0 rend y' nulle, la quantité Oy 

devient nulle aussi; elle devient infinie lorsque 0 rend y nulle. Or il 
suit de la théorie des équations que, dans le cas dont il s’agit, toute 
racine de

/=O

F. 43

.. , . d^'y 
+ + dQM

dMy _~ o;
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est placée entre deux racines consécutives de

y = o,

et réciproquement. Donc, en désignant par 0, et 0., deux racines con
sécutives de l’équation

J —o, 
*

et par 92 la racine de l’équation

7=°
qui est placée entre 0, et 93, toute valeur de 9, comprise entre 0, et 92, 
donnera à y un signe différent de celui que recevrait cette fonction y, 

y'
si 9 avait une valeur comprise entre 02 et 03. Ainsi la quantité 9 — est 
nulle lorsque 0 = 0,; elle est infinie lorsque 0 = 92, et nulle lorsque 
0 = 9,. Il est donc nécessaire que cette quantité 9y prenne toutes les 
valeurs possibles, depuis zéro jusqu’à l’infini, dans l’intervalle de 9, à 
92, et prenne aussi toutes les valeurs possibles de signe opposé, depuis 
l’infini jusqu’à zéro, dans l’intervalle de 92 à 93. Donc l’équation

A = ^ 
y

a nécessairement une racine réelle entre 9, et 03; et, comme l’équation

y - o

a toutes ses racines réelles en nombre infini, il s’ensuit que l’équation

a la même propriété. On est 
que l’équation déterminée

parvenu à démontrer de cette manière

„2X4 æ3X6

tA 2- 2.4“ 2 «4 «v
T - _ g3X°

22 22.4* 32.42'62

dont l’inconnue est g, a toutes ses racines réelles et positives.
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Nous allons poursuivre cet examen de la fonction u et de l’équation 
différentielle à laquelle elle satisfait.

310.
De l’équation

cl y r d^ y

on déduit l’équation générale

et, si l’on suppose 0 = o, on aura l’équation

dM y 
dG‘+l

1 ^‘y 
i -+-1 drJ‘

qui servira à déterminer les coefficients des différents termes du déve
loppement de la fonction/(û); car ces coefficients dépendent des va
leurs que reçoivent les rapports différentiels lorsqu’on y fait la variable 
nulle. En supposant le premier connu et égal à i, on aura la série

2S 2’.3‘ 22.3M!

Si, maintenant, dans l’équation proposée

on fait 

et que l’on recherche la nouvelle équation en u et 0, en regardant u 
comme une fonction de 0, on trouvera

du „ d1 u

d’où l’on conclut
o2 e3U — I — 9 4- - — 3, + 
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ou
u —

Il est facile d’exprimer la somme de cette série. Pour obtenir ce 
résultat, on développera comme il suit la fonction cos(a sina?) en 
cosinus d’arcs multiples. On aura, par les transformations connues,

2 cos (a sin a?)

et, désignant par w, 
«t») - ao) -1 — ao) aw - 1

2 cos(a sinx) = e 2 e 2 -4- e 2 e 2 .

En développant le second membre selon les puissances de w, on trou
vera que le terme qui ne contient point w dans le développement de 
cos(a sina?) est

a2 r a1 aB a8
' aM».6‘ 22.4’.62.82

les coefficients de œ', w3, œ5, ... sont nuis; il en est de même des 
coefficients des termes qui contiennent a>-', w-3, co~5, ...; le coef
ficient de w~2 est le même que celui de œ2; le coefficient de a>' est 

et*’ i •
g-o-------- , o------F... ; le coefficient de w-' est le même que celui2.4- 0.8 22.4.0.8. io 1

de œ’; il est aisé d’exprimer la loi suivant laquelle ces coefficients 
se succèdent; mais, sans s’y arrêter, on écrira 2cos2a? au lieu de 
(œ24-a>-2), ou 2cos4a?au lieu de (w’4-œ-’), et ainsi de suite. Donc 
la quantité cos(a sina?) peut être facilement développée en une série 
de la forme

A -1- B cos 2 a? 4- C cos4a? 4- D cos6a; 4-...

et le premier coefficient A est égal à

a2 a‘ a6
’ 2* 2’.42 22.4S.64 *

Si l’on compare maintenant l’équation générale que nous avons donnée
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précédemment

4- cos# / 9(2?) cosa7<Zr 4- ...

à celle-ci
cos (a sin a?) — A 4- R cos2.r 4- C cos \x 4-...,

on trouvera les valeurs des coefficients A, B, C exprimées par des inté
grales définies. Il suffît ici de trouver celle du premier coefficient A. 
On aura donc

A=- f cos(a sin.2?) dx.

l’intégrale devant être prise depuis x = o jusqu’à x — u. Donc la va 
leur de la série

a2 i a4 a6
1 ~ 2* + 2*. 4’ ~ 2ML62 + '

est celle de l’intégrale définie

/ cos(a sin.7?) dx.
0

On trouverait de la mêmemianièrc, par la comparaison des deux équa
tions, les valeurs des coefficients suivants B, C, ...; on a indiqué ces 
résultats parce qu’ils sont utiles dans d’autres recherches qui dépendent 
de la même théorie ('). II suit de là que la valeur particulière de m 
qui satisfait à l'équation

d-u 1 duj-: 4- - -r- + gu — O dx? x dx

(, ) Leg fonctions A, B, C, ..., dont Fourier signale ici toute l’importance, sont celles qui 
ont été étudiées depuis par Bessel, Jacobi, Hansen et un grand nombre d’autres géomètres. 
Il faut, toutefois, pour avoir l’ensemble des fonctions de Bessel, joindre aux précédentes 
colles qui résultent du développement de la fonction sin(asina?).

Le groupe complet des fonctions de Bessel peut être considéré comme défini par les 
deux équations

cos(acos2?)= Jo(«) 4- 2.L(a) cosa.r 4- aL(a) cos4.r 4--■ •,
sin(a sin.r) = 2.1i(a) sin.r 4- aJsfct) sin3.r 4-....



342 THÉORIE DE LA CHALEUR.

est

sin/-) dr,

l’intégrale étant prise depuis r= o jusqu’à r = ir. En désignant par y 
cette valeur, on fera dans l’équation linéaire

u = qs;

l’équation en s ainsi obtenue aura pour intégrale 

a et b désignant deux constantes arbitraires; on aura donc, pour l’in
tégrale complète de l’équation

d1 u ,i du
M+-*d^U=O'

l’expression

dx 
xq*

a----1- b~K
djc "sin /•) dr.

e’Sinr

Si l’on suppose b = o, a —i, on aura, comme précédemment,

u= - i cos (a; sin/■)<//•.

Nous ajouterons les remarques suivantes, relatives à cette dernière ex
pression.

311.
L’équation

nj cos(9Sinu) du — i ’

se vérifie d’elle-même. En effet, on a

C ,D . . , Cj b ô’sin’w 6‘sin4a 66sin6« \/ cos(^ sin u) du — / dul i------ ----- 1------5—7- — —
J J \ 2 2.3.4 2.3.4.5.6 / 
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et, intégrant depuis u = o jusqu’à u —ir en désignant par S2, S,, S6,... 
les intégrales définies

(
TC y Z*^ j Z1^

sin2«rftt, - / sin4«dw, - / sin6udu, ....

on aura
i f" 92 Ô6 c

cos(9sin«)rf« = ’-

il reste à déterminer S2, S4, S6....... Le terme sin"«, /Jetant un nombre 
pair, peut être développé ainsi

sin"M = A„ + B„ C0S2H 4- C„ cos4« 4- ... ;

en multipliant par du, et intégrant entre les limites u — o et u = 
on aura seulement

JsinBw du = AK7t;
0

les autres termes s’évanouissent. On a, d’après la formule connue 
pour le développement des puissances entières du sinus,

. _ 1 . _ । -3 , _ i-3.5
A’~;’ A*-2.4’ 6~ 2.4.6’

En substituant ces valeurs de S2, S4, So, Sg, ..., on trouve

' C* S2 96.Cos(esin«)rf« = i- - 4- - ^^6, +• • • •

On peut rendre ce résultat plus général en prenant, au lieu de 
cos(fsinM), une fonction quelconque <p de Zsinw.

Supposons donc que l’on ait une fonction qui soit ainsi déve-
,0PPée

?(3) = ?4-3?'4--^4-^ ?"+...;

on aura z2 z3<p(zsinw) =?4-Z?' sin« + - ©"sin2// + sin3« .

et
r z2 t2

(e) - / <p(Z sin u) du = q> + Z<p'Si+ — <p"S2+ 4-....
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Or il est facile de voir que S(, S3, S5, ... ont des valeurs milles. A l’é
gard de S2, S4, S8, ..., leurs valeurs sont les quantités que nous avons 
désignées précédemment par A2, A4, Ao....... C’est pourquoi, en sub
stituant ces valeurs dans l’équation (e), on aura généralement et quelle 
que soit la fonction sp

Dans le cas dont il s’agit, la fonction représente cosz, et l’on a 
• • •y = i, ?" = — i, ç,v=i, çVI = — i et ainsi de suite (').

312.

Pour connaître entièrement la nature de la fonction/(ô), et celle de 
l’équation qui donne la valeur de g, il faudrait considérer la figure de 
la ligne qui a pour équation

, O2 d3 7=1-3+ - — +...

et qui forme avec l’axe des abscisses des aires, alternativement posi
tives ou négatives, qui se détruisent réciproquement; on pourrait aussi 
rendre plus générales les remarques précédentes sur l’expression des 
valeurs des suites en intégrales définies. Lorsqu’une fonction d’une 
variable x est développée selon les puissances de x, on en déduit faci
lement la fonction que représenterait la même série si l’on remplaçait

(1 ) Il y a ici plusieurs fautes de calcul. Les intégrales Si, S3, ... no sont milles que si 
elles sont prises entre les limites o et air. Alors les intégrales S2, S4, S6, ... ont pour 
valeurs, non les coefficients A2, A4, As, mais leurs doubles. On est ainsi conduit à la for
mule

i r™ ti f.
— J» ?(rsin«)rf«=?+ ^?"+ ^4*?"+-'---

Si l'on fait
œ(z) = coSZ, 

on a évidemment
i r™ i

— / cos(z sina) du = - I cos(t sinu) du,

et l’on retrouve la formule donnée plus haut par Fourier. G. D.
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les puissances

.r, tr', x3, par cos a?, cosazc, cos3æ,

En faisant usage de cette réduction et du procédé indiqué à l’ar
ticle 235, on obtient les intégrales définies qui équivalent à des séries 
données : mais nous ne pourrions entrer dans cet examen sans nous 
écarter beaucoup de notre objet, principal. 11 suffit d'avoir indiqué les 
moyens qui nous ont servi à exprimer les valeurs des suites en inté
grales définies. Nous ajouterons seulement le développement de la 
quantité 0 -—W en une fraction continue.

313.

L’indéterminée y ou /(O) satisfait à l'équation

dy 
dë

^y
+ 9d^~

d’où l’on déduit, en désignant par y', y", y"', ÿv, 
dy d2y d3y d^y
dë’ dë*’ dë3’ dë3’ ’

... les fonctions

ou

F.

y y = y' + ëy", 
— y' — ay" -Yëy"',
— y" ~3y” 4- 9y™, 
-y'^^+ôy-,

y' _ — y' _ —1
y — py 9 y — i +

y'
y" _ —y" _ — i

y"
y” ___  y”  I

P
r,v — y -1

y"-^-vëy- yj
4 y"

44

y +
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d’où l’on conclut

Ainsi la fonction — WW qui entre dans l’équation déterminée a pour
valeur la fraction continuée à l’infini

92 —------
3--

314.

Nous allons maintenant rappeler les résultats auxquels nous sommes 
parvenus jusqu’ici.

Le rayon variable de la couche cylindrique étant désigné par x, et 
la température de cette couche étant p, qui est fonction de x et du 
temps t, cette fonction cherchée e doit satisfaire à l’équation aux dif
férences partielles

dv , f d*v i de \
dt \ dx* x dx /

on peut prendre pour e la valeur suivante :
c = e~mtu;

u est une fonction de x qui satisfait à l’équation

m i du d^u—r II -j- — -j— 4“ —j—« —- O.k x dx dx2

Si l’on fait
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et que l’on considère «comme une fonction de 0, on aura

du . d1 u 
u+dê+eW=°’

La valeur suivante 
n , 02 03 01 U — I — J+ - jry2 + •••

satisfait à l’équation en «et 0; on prendra donc, pour valeur de « en x, 

celle-ci :
ni x2 m2 x'' ni3 xe

= i — _ — 4- — a2 — j3- + • • ■ ;

la somme de cette série est

l’intégrale étant prise depuis r — o jusqu’à t = u. Celle valeur de u en 
x etm satisfait à l’équation différentielle, et conserve une valeur finie 
lorsque x est nulle. De plus, l’équation

, dunu H—r- — o dx

doit être satisfaite lorsque

X étant le rayon du cylindre. Cette condition n’aurait pas lieu si l’on 
donnait à la quantité m qui entre dans la fonction « une valeur quel
conque; il faut que l’on ait l’équation 

AX _ (5

dans laquelle 0 désigne
m X!
7 T1'



348 THÉORIE DE LA CHALEUR.

Cette équation déterminée, qui équivaut à la suivante

AXZ 02 93 \ 20’ 30’ 4^
2 V +2’ 2J.3l+“'/ 0 2’.3’.44+-"’

donne pour 0 une infinité de valeurs réelles que l’on désigne par 0,,
0a, ôa, les valeurs correspondantes de m sont ~^a—»

X2’’ Par consé<iuent la valeur particulière de v qui correspond à 

la racine 0t est exprimée ainsi

r / x _ \
= e ** y cosl 2 sin»/ 1 dg.

On peut mettre, au lieu de 0(, une des racines ô,, 0a, 03, 04, ... et l’on 
en composera une valeur plus générale exprimée par l’équation

4- <z2

7T p m a, e

, a2, a3, ... sont des coefficients arbitraires; la variable q disparait 
après les intégrations, qui doivent toutes avoir lieu depuis q = o jus
qu'à q = k.

315.

Pour démontrer que cette valeur de v satisfait à toutes les condi
tions de la question et qu’elle en contient la solution générale, il ne 
reste plus qu’à déterminer les coefficients a,, a2, a3, ... d’après l’état 
initial. On reprendra l'équation

e = at e~",;,ul H- a1e~"‘d u2-i- a3e ,

dans laquelle u,, u2, u3 sont les différentes valeurs que prend la fonc- 
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lion u, ou
m x2 m2 x1' ni.3 x6

' k 22 k2 22.41 k3 22.4L62 ‘

lorsqu’on met successivement au lieu de j les valeurs gt, g2, g3, .... 
En faisant t = o, on a l’équation

V = «,/<!-1-«2 ws+«3w3 4-■ . .,

dans laquelle V est une fonction donnée de x. Soit yÇx) celte fonc
tion, et représentons la fonction u, dont l’indice est i par ^g,). On 
aura

Pour déterminer le premier coefficient, on multipliera chacun des 
membres de l’équation par a^dx, cr, étant une fonction de x, et l’on 
intégrera depuis x — o jusqu’à x = X. On déterminera cette fonction a, 
en sorte qu’après les intégrations le second membre se réduise au pre
mier terme seulement, où se trouve le coefficient a,, toutes les autres 
intégrales ayant une valeur nulle. Pour déterminer le second coeffi
cient a2, on multipliera pareillement les deux termes de l’équation

*
?(«) = at ut -\-a2ui+aîu3 + ...

par un autre facteur c^dx, et l’on intégrera depuis x = o jusqu’à 
x ~ X. Le facteur cr2 devra être tel que toutes les intégrales du second 
membre s'évanouissent excepté une seule, savoir celle qui est affectée 
du coefficient a2. En général, on emploie une suite de fonctions de .r 
désignées par <rt, ff2, cr3, qui correspondent aux fonctions u,, u2, 
u,, ... ; chacun de ces facteurs a la propriété de faire disparaitre par 
l’intégration tous les termes qui contiennent des intégrales définies, 
excepté un seul; on obtient de cette manière la valeur de chacun des 
coefficients a,, a2, a,, .... Il faut donc chercher quelles sont les fonc
tions qui jouissent de la propriété dont il s’agit.
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316.

Chacun des termes du second membre de l’équation est une intégrale 
définie de celle forme af audx\ u est une fonction de x qui satisfait à 
l’équation 

m i du d1 u
X " + x dx dx1 ° ’ 

on aura donc
( . k a dua I au dx = — a — / I---J m J \x dx

d2 u\
° dx*) dx.

En développant, au moyen de l’intégration par parties, les termes

a du , - -r- dX x dx
on a

‘a du
x dx

dau — dx
d* u . _ du~- y dx = D + — a —dx- dx

d*a 
d^dx'

Les intégrales devant être prises entre les limites x = o et x = X, 
on déterminera par cette condition les quantités qui entrent dans le 
développement et ne sont point sous le signe . Pour indiquer que 
l’on suppose x = o dans une expression quelconque en x, on affectera 
cette expression de l’indice a, et on lui donnera l’indice w pour indi
quer la valeur que prend la fonction de x lorsqu’on donne à cette va
riable x sa dernière valeur X.

On aura donc, en supposant x — o dans les deux équations précé
dentes,

„ / a \ / du da \o = L -H « — , o — D h- ( — a —- u ;\ xJa \dx dx/a

on détermine ainsi les constantes C et D. Faisant ensuite x — X dans 
ces mêmes équations, et supposant que l’intégrale est prise depuis 
x = o jusqu’à x = X, on aura
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et

on obtient ainsi l’équation

du da
T/~ " dï 1 / a

317.
Si la quantité

d^ _
dx2 dx

qui multiplie u sous le signe d’intégration dans le second membre était 
égale au produit de œ par un coefficient constant, les termes

_ ^x) 

dx2 dx dx, f au dx

pourraient être réunis en un seul et l’on obtiendrait, pour l’intégrale 
cherchée f audx, une valeur qui ne contiendrait que des quantités dé
terminées, et aucun signe d’intégration. Il ne resterait plus qu’à égaler 
cette valeur à zéro.

Supposons donc (pie le facteur s satisfasse à l’équation différentielle
du second ordre 

d2 a _
c/.r2 dx

de même que la fonction u satisfait à l'équation

d2 u i du ni 
dx2 x dx k
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m et. n étant des coefficients constants, on aura

n — m C / du da--- --- I c(x — I — rj — U
K J y dx dx

(du da c\+ u — — a — u -j--- F- u -x J & \dx dx x a

Il existe entre u et a une relation très simple, qui se découvre lorsque, 
dans l’équation

C7 XS\
on suppose 

on a, par le résultat de cette substitution, l’équation

n i du d2s
k x dx dx*

ce qui fait voir que la fonction .v dépend de la fonction u donnée par
l’équation

ni i du d1 u
k " x dx dx*

Il suffit, pour trouver s, de changer m en n dans la valeur de u; on

a désigné cette valeur de u ; celle de c sera donc

On aura maintenant

du da a-r-a — u-,-----H u — dx dx------ x

Les deux derniers termes se détruisant d’eux-mêmes, il s’ensuit qu’en 
faisant x = o, ce qui correspond à l’indice a, le second membre entier 
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s’évanouit. On conclut de là l’équation suivante :

Il est aisé de voir que le second membre de cette équation est toujours 
nul lorsque les quantités m et n sont du nombre de celles que nous 
avons désignées précédemment par m2, .......

On a, en effet,

comparant les valeurs de AX, on voit que le second membre de l’équa
tion (/) s’évanouit.

Il suit de la qu’après que l’on a multiplié par a dx les deux termes 
de l’équation

® (^) — Ki A- ^2 w2 “H ^3 w3 4-... H- cif Uj 4-. . .

*
et intégré de part et d’autre depuis x = o jusqu’à x = X, chacune des 
intégrales définies qui composent le second membre s’évanouit; il 

suffit de prendre pour o- la quantité xu, ou II faut ex

cepter le seul cas où n est égal à m-, alors la valeur de au dx tirée de 

l’équation (/) se réduit à et on la détermine par les règles connues.

318.
Soit

. Im , /n

on aura

f \ f Z uXù'(M^) ^(vX) — vXd/(vX)ù (uX)
J V p

F* 45 
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le second membre étant différentié au numérateur et au dénominateur 
par rapport à v donnera, en taisant p. = v,

r,p, '-P" désignant
2 p.

4(pX), ^(pX-), y(pX).

On a, d’un autre côté, l’équation

d1 u i du 
dx^ x dx

d’où résulte
4"+ 4' + p2 4 — o,

et celle-ci
•+- p4' — 0

que l’on vient de démontrer; on pourra donc éliminer, dans l’intégrale 
qu’il s’agit d’évaluer, les quantités '4' et 4" au moyen des équations 
précédentes, qui donnent

4'=-- P

on trouvera ainsi, pour la valeur de l’intégrale cherchée,

X2^
2

X2U? ou ------  2
/PA 
ni;

en mettant pour [x sa valeur, désignant par U, la valeur que prend la

fonction u, ou lorsqu’on suppose x = X, et par Z le rang

de la racine m de l’équation déterminée qui donne une infinité de va-
2^61 1 XW? leurs de m. Si l’on substitue m, ou dans ? on

aura
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319.

Il résulte de l’analyse précédente que l’on a les deux équations

/ x Uj itidx — o, /
Jo o

la première a lieu toutes les fois que les nombres i et y son! différents, 
et la seconde lorsque ces nombres sont égaux.

Reprenant donc l’équation

<p {x) — at ut 4- a2 Ut 4- a3 u3 4- . . .,

dans laquelle il faut déterminer les coefficients a{, a.,, a3, .. ., on trou
vera un de ces coefficients, désigné par ait en multipliant les deux 
membres de l’équation par xutdx et en intégrant depuis .r = o jusqu'à 
x = X; le second membre sera réduit par cette intégration à un seul 
terme, et l’on aura l’équation

2 / x Ui dx — ajX2U2

qui donne la valeur de a,. ^es coefficients a2, a3, ... étant ainsi 
déterminés, la condition exprimée par l’équation

o(.z-) = «, «,4- «2 4- u3 4-

qui se rapporte à l’état initial, sera remplie.
Nous pouvons maintenant donner la solution complète de la ques

tion proposée; elle est exprimée par l’équation suivante :
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La fonction de x, qui est exprimée par dans l’équation précédente, a 
pour expression

i f (ix ,y- . \ ,/ COS ( yQi sin q \ aq ;7T, j \ A /

toutes les intégrales par rapport à x doivent être prises depuis x = o 
jusqu’à x = X et, pour trouver la fonction uh on doit intégrer depuis 
17 = 0 jusqu’à 7 = ^; cst la valeur initiale de la température, 
prise dans l’intérieur du cylindre à la distance x de l’axe, et cette 
fonction est arbitraire; les quantités 0(, 02, ô3, 0,, ... sont les racines 
réelles et positives de l’équation

h* 9
2 ~ 9

1---- —----—s

320.

Si l’on suppose que le cylindre ait été plongé pendant un temps in
fini dans un liquide entretenu à une température constante, toute la 
masse se trouvera également échauffée, et la fonction y(x') qui repré
sente l’état initial sera remplacée par l’unité. Après cette substitution, 
l'équation générale représentera exactement les progrès successifs du 
refroidissement.

Si le temps écoulé t est infini, le second membre de l’équation ne 
contiendra plus qu’un seul terme, savoir celui où se trouve la moindre 
de toutes les racines 0(, 02, 03, ...; c’est pourquoi, en supposant que 
ces racines sont rangées selon leur grandeur et que 0, est la moindre 
de toutes, l’état final du solide sera exprimé par l’équation

On déduirait de la solution générale des conséquences semblables à 
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celles que présente le mouvement de la chaleur clans une masse sphé
rique. On reconnaît d’abord qu’il y a une infinité d’états particuliers 
dans chacun desquels les rapports établis entre les températures ini
tiales se conservent jusqu’à la fin du refroidissement. Lorsque l’état 
initial ne coïncide pas avec un des états simples, il est toujours com
posé de plusieurs d’entre eux, et les rapports des températures chan
gent continuellement à mesure que le temps augmente. En général, 
le solide arrive bientôt à cet état où les températures des différentes 
couches décroissent continuellement en conservant les mêmes rap
ports. Lorsque le rayon X est très petit, on trouve que les tempéra- 

turcs décroissent proportionnellement à la fraction e x (*). Si, au 
contraire, ce rayon X a une valeur extrêmement grande, l’exposant 
de e dans le terme qui représente le système final des températures 
contient le carré du rayon total. On voit parla comment la dimension 
du solide influe sur la vitesse finale du refroidissement (2). Si la tem
pérature du cylindre dont le rayon est X passe de la valeur A à la

(*) En introduisant les notations qui figurent dans les deux premières équations de ce 
Chapitre, on trouve

* _
c CDX

pour la valeur de cette fraction. g. 0.

(2) Los résultats énoncés ici se démontrent aisément. L’équation qui détermine 0 est. 
comme on l’a vu, 

et il résulte des raisonnements des articles 307, 308, 309 que sa plus petite racine est 
comprise entre o et la plus petite racine de l’équation

0 O2
1 + aV32 ------

Si X est très petit, on a approximativement

Si, au contraire, X est très grand, 0, se rapproche de la plus petite racine de l'équation 
précédente dont la valeur est i ,45 environ. Ces doux valeurs de Oj employées successive
ment conduisent aux deux résultats donnés par Fourier. G. 1). 
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valeur moindre B dans un temps T, la température d’un second cylindre 
de rayon égal à X' passera de A à B dans un temps différent T'. Si les 
deux solides ont peu d’épaisseur, le rapport des temps T et T' sera 
celui des diamètres. Si, au contraire, les diamètres des cylindres sont 
très grands, le rapport des temps T et T' sera celui du carré des dia- 
mêtres.



CHAPITRE VU.
PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS UN PRISME RECTANGULAIRE.

321.
L’équation

à2 (> à3 p _ ï 
dP + dp + d^~°’

que nous avons rapportée dans la Section IV du Chapitre II (p. 102), 
exprime le mouvement uniforme de la chaleur dans l’intérieur d’un 
prisme d’une longueur infinie, assujetti par sa hase à une température 
constante, et dont on suppose les températures initiales nulles. Pour 
intégrer cette équation, on cherchera, en premier lieu, une valeur par
ticulière de e, en remarquant que cette fonction p doit demeurer la 
même lorsque y change, de signe, ou lorsque z- change de signe, et 
qu’elle doit prendre une valeur infiniment petite lorsque la distance x 
est infiniment grande. D’après cela, il est facile de voir que l’on peut 
choisir pour valeur particulière de e la fonction

ae-",x cos ny cos/J s ;

et, faisant la substitution, on trouve

m1 — n2 — p2 — o.

Mettant donc pour n et p des quantités quelconques, on aura

m — 4- p2.
<

La valeur de p doit aussi satisfaire a I équation déterminée
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lorsque y est égal à Z ou à — Z, et à l’équation

dv
ds-0’

lorsque z est égal à Zou à — Z(Sect. IV du Chap. II, art. 125). Si l’on 
donne à e la valeur préeédente, on aura

A . h— n sin ny 4- -7 cosny = o et. —/; sm/>c-h — cosoc = o,
K

OU 

hl , hl— = ni tang/zZ, — ~pl tang/zZ;

on voit par la que, si l’on trouvait un arc e tel que Etangs équivalût à 

la quantité toute connue ^Z, on prendrait pour n ou pour p la quan

tité y Oi’ il est facile de reconnaître qu’il y a une infinité d’arcs qui, 

multipliés respectivement par leur tangente, donnent un même pro

duit déterminé d’où il suit que l’on peut trouver pour n et pour p 
une infinité de valeurs différentes.

322.

Si 1 on désigne par e,, e2, e3, ... les arcs en nombre infini qui satis
font à l’équation déterminée 

e tarige = AZ
K ’

on pourra prendre pour n un quelconque de ces arcs divisé par Z. Il en 
sera de meme de la quantité p', il faudra ensuite prendre /zz2 = /z24-p'2. 
Si l’on donnait à n et à p d’autres valeurs, on satisferait à l’équation 
différentielle, mais non pas à la condition relative à la surface. On peut 
donc trouver de cette manière une infinité de valeurs particulières de p, 
et comme la somme de plusieurs quelconques de ces valeurs satis
fait encore à l’équation, on pourra former une valeur plus générale 
de p.
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On prendra successivement pour n et pour/? toutes les valeurs pos

sibles, qui sont y, y, y, •••• Désignant par cy, a.,, a3, b,, b,.

b3, ... des coefficients constants, on exprimera la valeur de e par 
l’équation suivante (*) :

e — 4- («!e-a:^'C+«i cos/?]y 4- a3e~x^n'^n' cosn2y + ...}bi cos//, ;

4- cos/iiy 4- aie~x'bll+nl COS//2y 4- • • .)^2 COS«2 j

4- cosnxy 4- aïe-x^'d+^ cos«2y 4-. • .)^3 cos//3c

323.

Si l’on suppose maintenant la distance x nulle, il faudra que chaque 
point de la section A conserve une température constante. Il est donc

( * ) Si l’on suivait strictement la méthode générale indiquée par Fourier, on serait con
duit, pour la valeur de c, à la série

(<) v — S S A/,* c~x'l"l+"k cos // /y costik

oii les coefficients A/,a auraient des valeurs quelconques. Fourier prend tout de suite, el 
sans donner aucune explication, *

A» = a/bk.

Le succès de la méthode justifie, sans l’expliquer peut-être suffisamment, une pareille 
restriction imposée à la solution générale. En choisissant a/bk pour la valeur particulière 
du coefficient A/*, Fourier admet que la série générale doit se réduire, quand on y fait 
.r = o, au produit de deux séries trigonométriqueS contenant chacune une seule des va
riables y, z. Ce point peut être aisément établi, si l'on admet toutefois la légitimité des 
développements en série employés par Fourier. Faisons, en effet, .r = o dans l’équation (i); 
e devant so réduire à i, on aura

XA,/. cos///y cosn/.

Si l'on multiplie les doux membres de cette égalité par cos//a r cos//ps et si l'on intègre 
par rapport àp et à z entre les limites o ct l. on aura

Ç cos nn,y cb C cosiiazdz — HAn f cos n, y cos ii^y dy f cosn/,z cosiinz dz.
da ’ " do H do do

Les résultats établis à l'article 324 montrent que le second membre se réduit à

cos2 "ay dj cos2/y: d:

46
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nécessaire qu’en faisant x = o, la valeur de v soit toujours la même, 
quelque valeur que l’on puisse donner à y ou à z, pourvu que ces 
valeurs soient comprises entre o et l. Or, en faisant x = o, on trouve

v = (a2 cos zi, y 4- «2 cosn2y 4- a3 coszz3y +...) (bt cosn2z 4- b2 çosn2z 4- b3 coszz3c

En désignant par 1 la température constante de la base A, on prendra 
les deux équations

1 = at cos nty 4- «2 cos n2y 4- «3 cos n3y 4-...,
1 = bi cos4- b2 cos/i2z 4- b3 cosn3z 4-....

Il suffit donc de déterminer les coefficients a,, a2, a3, ..., dont le 
nombre est fini, en sorte que le second membre de l’équation soit tou
jours égal à l’unité. On a résolu précédemment cette question dans le 
cas où les nombres n,, n2, n3, . .. forment la série des nombres im
pairs (Section II du Chapitre III, page i/jg). Ici les quantités n2, 
n3, ... sont des irrationnelles, données par une équation d’un degré 
infiniment élevé.

324.
Posant l’équation

1 — a{ cost^y 4- a2 coszz2y 4- a3 coszi3y 4-...,

on en multipliera les deux membres par cos«iyr/y, et l’on prendra 
l'intégrale depuis y = o jusqu’à y = l. On déterminera ainsi le pre-

on a donc

Si l’on pose

sinzzaZsin

/ cos2 lia,y dy

S i n zz a Z _ 4 sin zzgZ
1 — 2ZzaZ-t-sin?.zzaZ
cos2zzay dy

/ CO S 2 Zip Z

0

on a
Aap—

et l’on obtient les formules définitives données dans le texte. G. D.
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micr coefficient a,. On suivra un procédé semblable pour déterminer 
les coefficients suivants. En général, si l’on multiplie les deux membres 
de l’équation par cosvy dy, v étant l’une quelconque des valeurs de n, 
et que l’on intègre, un terme quelconque du second membre qui serait 
représenté par acosny donnera naissance à l’intégrale

dy

ou
cosny cosv y

ou
sin ( n 4- v

et, faisant y = l,

a (n 4- v) sin{n — v)l 4- (n — v) sin{n 4- v) Z
2 zz2 — v2

Or chaque valeur de n satisfait à l’équation

, h n tang/zZ =

il en est de même de v : on aura donc

n tang/zZ — v tangv Z
ou

n sin ni cosv Z — v sin v Z cosnZ = o.

Ainsi l’intégrale précédente, qui se réduit à

———- ( n sin ni cosv Z — v cos/zZ sinv Z), /z2 — v2

est nulle. Il faut excepter le seul cas où n — v. En reprenant alors l’in
tégrale

a rsin(» —v)Z ! sin(;z 4- ,
2 [ n — v n 4- v

., 11 > • «.'i c l' a ( 1 sin 2 nl\on voit que, si I on a n = v, elle équivaut a la quantité - l z 4—-y- L
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Il résulte de là que si, dans l’équation

i = al cos zzjy 4- cos n2y 4- «3 cos n2y 4- ...,

on veut déterminer le coefficient d’un terme du second membre dési
gné par «cosny, il faut multiplier les deux membres par cosnyrfy, et 
intégrer depuis y = o jusqu’à y = /. On aura pour résultat l’équation 

sin2zzZ\ r .------- = - sin nl,2 n / n

d’où l’on tire
sinzzZ _ a

2 ni 4- sin 2 ni 4

On déterminera de cette manière les coefficients a,, a2, a3, .il en 
sera de même des coefficients 6,, b.,, b3, ..qui seront respectivement 
les mêmes que les précédents.

325.
Il est aisé maintenant de former la valeur générale de p : i° elle sa- O

tisfera à l’équation 
d’e d2 v d2 e _ 
dx2 + dy* + dz* ° ’

20 elle satisfera aux deux conditions

u de , . r de .K 5—h hv = o et K -—4 hv = o :dy dz

3° elle donnera une valeur constante pour e, lorsqu’on fera — o, 
quelles que soient d’ailleurs les valeurs dey et des, comprises entre <> 
et l; donc elle résoudra dans toute son étendue la question proposée.

On est parvenu ainsi à l’équation

1 _ sin zij Z cos zz^y sinzz2Zcoszz2y sin n3lcosn3y 
4__ 2 zz( Z 4-sin 2 zi, Z 2 zz2 Z 4—sin 2 zz2 Z 2 n3l 4- sin 2 n31

ou, en désignant par £,, e2, e3, ... les arcs nj, n2l, n3l,

e,y • e2y . e3y sine, cos 4- sme2 cos-j- sine3cos-y- 
--------   4- -------- ---- — 4------------—_ 
26,4-81026! 2624-Sin262 263 4-SlO263
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équation qui a lieu pour toutes les valeurs dey comprises entre o et / 
et, par conséquent, pour toutes celles qui sont comprises entre o 
et - l.

En substituant les valeurs connues de at, a2, b2, . .. dans la va
leur générale de p, on aura l’équation suivante, qui contient la solution 
complète de la question proposée

(’ sin n, I cos n.z / sin/i. Zcos/i,/ „j'„ïrzï_  —j— ____________  | ___ _________  £
4.4 2nt 14- sina n{ l \2/it l -y sina ni Z

sinzz2/cos/?23 / sin»|Zcos«|C
2zisZ4- sin ?.nil \a Z 4- sin ant !

4-.................................................................................................................

Les quantités désignées par zi(, n2, ... sont en nombre infini, et
respectivement égales aux quantités

El Sî Sa 
z’ r 7’

les arcs st, e2, e3, ... sont les racines de l’équation déterminée

kl» s lange =^--

326.

La solution exprimée par l'équation précédente (E) est la seule qui 
convienne à la question; elle représente l’intégrale générale de l’é
quation 

d2c d2 e d2v
-----  1 — o, 
dr- dy2---- dz*

dans laquelle on aurait déterminé les fonctions arbitraires d’après les 
conditions données. Il est facile de reconnaître qu’il ne peut y avoir 
aucune solution différente. En effet, désignons par ^(.r, y, z} la valeur 
de e déduite de l’équation (E); il est évident que, si l’on donne au 
solide des températures initiales exprimées par ^(«Ny, 3), il ne pourra 
survenir aucun changement dans le système des températures, pourvu
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que la section à l’origine soit retenue à la température constante i : 
car, l’équation

d*v d2e 
dx1 + dy1 + d;2

étant satisfaite, la variation instantanée de la température est nécessai
rement nulle. Il n’en serait pas de même si, après avoir donné à chaque 
point intérieur du solide dont les coordonnées sont x, y, z la tempéra
ture initiale 4(^,y, z), on donnait à tous les points de la section à 
l’origine la température constante o. On voit clairement, et sans aucun 
calcul, que, dans ce dernier cas, l’état du solide changerait continuel
lement et que la chaleur primitive qu’il renferme se dissiperait peu à 
peu dans l’air et dans la masse froide qui maintient la hase à la tem
pérature o. Ce résultat est dû à la forme de la fonction ty(x,y, z}, qui 
devient nulle lorsque x a une valeur infinie, comme la question le 
suppose.

Un effet semblable aurait lieu si les températures initiales, au lieu 
d’être 4-4(^,y, z), étaient — ÿ(x,y, z) pour tous les points intérieurs 
du prisme, pourvu que la section à l’origine fût toujours retenue à la 
température o. Dans l’un et l’autre cas, les températures initiales se 
rapprocheraient continuellement de la température constante du mi
lieu, qui est zéro, et les températures finales seraient toutes nulles.

327.

Ces principes étant posés, considérons le mouvement de la chaleur 
dans deux prismes parfaitement égaux à celui qui est l’objet de la 
question. Pour le premier solide, nous supposons que les températures 
initiales sont 4- ÿ(x,y, z) et que la base A conserve la température 
fixe i. Pour le second solide, nous supposons que les températures ini
tiales sont — 4^’z) et fIue tous les Points de ,a base A sont rete- 
nus à la température o. Il est manifeste que, dans le premier prisme, 
le système des températures ne peut point changer et que, dans le 
second, ce système varie continuellement jusqu’à ce que toutes les 
températures deviennent nulles.
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Si maintenant on fait coïncider dans le même solide ces deux états 
différents, le mouvement de la chaleur s’opérera librement, comme si 
chaque système existait seul. Dans l’état initial formé des deux systèmes 
réunis, chaque point du solide aura une température nulle, excepté 
les points de la section A dont la température sera i, ce qui est con
forme à l’hypothèse. Ensuite, les températures du second système 
changeront de plus en plus et s’évanouiront entièrement, pendant que 
celles du premier se conserveront sans aucun changement. Donc, après 
un temps infini, le système permanent des températures sera celui que 
représente l’équation (E), ou

Il faut remarquer que cette conséquence résulte de la condition relative 
à l’état initial ; on la déduira toutes les fois que la chaleur initiale 
contenue dans le prisme est tellement distribuée qu’elle s’évanouirait 
entièrement si l’on retenait la base A à la température o.

828

Nous ajouterons diverses remarques à la solution précédente : 
i° Il est facile de, connaître la nature de l’équation étangs =

il suffit de supposer (voirfig. i5) que l’on ait construit la courbe

u = s lange,

l’arc e étant pris pour abscisse et u pour ordonnée. Cette ligne est 



368 THÉORIE DE LA CHALEUR.

composée de branches asymptotiques. Les abscisses qui correspondent 
aux asymptotes sont •••; celles qui correspondent aux points
d’intersection sont z, 27t, 3tc, .... Si maintenant on élève à l’origine 
une ordonnée égale à la quantité connue et que, par son extrémité, 
on mène une parallèle à l’axe des abscisses, les points d’intersection 
donneront les racines de l’équation proposée

hl 
e lange = •

K

La construction indique les limites entre lesquelles chaque racine est 
placée. Nous ne nous arrêterons point aux procédés de calcul qu’il 
faut employer pour déterminer les valeurs des racines. Les recherches 
de ce genre ne présentent aucune difficulté.

.329.

2° On conclut facilement de l’équation générale (E) que, plus la 
valeur de x devient grande, plus le terme de la valeur de v dans 
lequel se trouve la fraction e-®'7"^ devient grand par rapport à chacun 
des suivants. En effet, n,, n2, n3, ... étant des quantités positives crois
santes, la fraction est la plus grande de toutes les fractions ana
logues qui entrent dans les termes subséquents.

Supposons maintenant que l’on puisse observer la température d’un 
point de l’axe du prisme situé à une distance x extrêmement grande, 
et la température d’un point de cet axe situé à la distance .r H-i, 
i étant l’unité de mesure; on aura alors/ = o, s = o, et le rapport de 
la seconde température à la première sera sensiblement égal à la frac
tion e-*7^. Cette valeur du rapport des températures des deux points 
de l’axe est d’autant plus exacte que la distance x est plus grande.

Il suit de là que, si l’on marquait sur l’axe des points dont chacun 
fût distant du précédent de l’unité de mesure, le rapport de la tempé
rature d’un point à celle du point qui précède convergerait continuel
lement vers la fraction e '72"’; ainsi les températures des points placés
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à distances égales finissent par décroître en progression géométrique. 
Cette loi aura toujours lieu, quelle que soit l’épaisseur de la barre, 
pourvu que l’on considère des points situés à une grande distance du 
foyer de chaleur.

Il est facile de voir, au moyen de la construction, que, si la quantité 
appelée l, qui est la demi-épaisseur du prisme, est fort petite, nt a une 
valeur beaucoup plus petite que n2, n2, ...; il en résulte que la pre
mière fraction e^2"’ est beaucoup plus grande qu’aucune des fractions 
analogues. Ainsi, dans le cas où l’épaisseur de la barre est très petite, 
il n’est pas nécessaire de s’éloigner de la source de la chaleur pour 
que les températures des points également distants décroissent en 
progression géométrique. Cette loi règne alors dans toute l’étendue de 
la barre.

330.

Si la demi-épaisseur l est une très petite quantité, la valeur générale 
de v se réduit au premier terme, qui contient Ainsi la fonc
tion y qui exprime la température d’un point dont les coordonnées 
sont a?, y et s est donnée, dans ce cas, par l’équation

/ 4 sin n l \2 r—
«’ = ---- 7------ r------ , COS« V COSM~e~*v2" ;\ sin an/ / '

l’arc s ou «/devient extrêmement petit, comme on le voit par la con
struction. L’équation

A , e lange = l

se réduit alors à 

K

la première valeur de e, ou £(, est à l’inspection de la Jïg. i5 
(p. 367), on connaît les valeurs des autres racines, en sorte que les 
quantités £,, £a, £3, ... sont les suivantes

/ÂZ ,
Vk’ 27î’ 3k.........

47F.
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Les valeurs de n{, n2, n2, ... sont donc

I / hl K 27T 
Z V K’ Z’ T

on en conclut, comme on l’a dit plus haut, que, si l est une très petite 
quantité, la première valeur n est incomparablement plus petite que 
toutes les autres, et que l’on doit omettre dans la valeur générale de e 
tous les termes qui suivent le premier. Si maintenant on substitue 
dans ce premier terme la valeur trouvée pour n, en remarquant que 
l’arc ni et l’arc inl sont égaux à leurs sinus, on aura

Ce nK/

le facteur y r qui entre sous les signes cosinus étant très petit, il s’en

suit que la température varie très peu pour les différents points d’une 
même section, lorsque la demi-épaisseur l est très petite. Ce résultat 
est, pour ainsi dire, évident de lui-même; mais il est utile de remarquer 
comment il est expliqué par le calcul. La solution générale se réduit en 
effet à un seul terme, à raison de la ténuité de la barre, et l’on a, en 
remplaçant par l’unité les cosinus d’arcs extrêmement petits,

équation qui exprime, dans le cas dont il s’agit, les températures sta
tionnaires.

On avait trouvé cette même équation précédemment (art. 76, p. 55); 
on l’obtient ici par une analyse entièrement différente.

331.

La solution précédente fait connaître en quoi consiste le mouvement 
de la chaleur dans l’intérieur du solide. Il est facile de voir que, lors
que le prisme a acquis dans tous ses points les températures station
naires que nous considérons, il existe, dans chaque section perpendi-
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culaireà l’axe, un flux constant de chaleur qui se porte vers l’extrémité 
non échauffée. Pour déterminer la quantité de ce flux qui répond à 
une abscisse x, il faut considérer que celle qui traverse, pendantl’unité 
de temps, un élément de la section est égale au produit du coeffi-

• • • cient K, de Faire dydz et du rapport pris avec un signe contraire. 
Il faudra donc prendre l’intégrale

- K Çdy C^dz, 
J J O JC

depuis 5=0 jusqu’à z = l, demi-épaisseur de la barre, et ensuite 
depuis y = o jusqu’à y — l. On aura ainsi la quatrième partie du flux 
total.

Le résultat de ce calcul fait connaître la loi suivant laquelle décroît 
la quantité de chaleur qui traverse une section du prisme; et l’on voit 
que les parties éloignées reçoivent très peu de chaleur du foyer, parce 
que celle qui en émane immédiatement se détourne en partie vers la 
surface, pour se dissiper dans l’air. Celle qui traverse une section quel
conque du prisme forme, si l’on peut parler ainsi, une nappe de chaleur 
dont la densité varie d’un point de la section à l’autre. Elle est conti
nuellement employée à remplacer la chaleur qui s’échappe par la sur
face, dans toute la partie du prisme située à la droite de la section : il 
est donc nécessaire que toute la chaleur qui sort pendant un certain 
temps de cette partie du prisme soit exactement compensée par celle 
qui y pénètre en vertu de la conducibilité intérieure du solide.

332.

Pour vérifier ce résultat, il faut calculer le produit du flux établi à 
la surface. L’élément de la surface est dxdy, et, v étant sa température, 
hvdxdy est la quantité de chaleur qui sort de cet élément pendant 
l’unité de temps. Donc l'intégrale h J dxj\’dy exprime la chaleur 
totale émanée d’une portion finie de la surface. Il faut maintenant em
ployer la valeur connue de e en y en supposant z = l; puis intégrer, 
une fois depuis y = o jusqu’à y — l, et une seconde fois depuis x = x 
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jusqu’à x = oo. On trouvera ainsi la moitié de la chaleur qui sort de la 
surface supérieure du prisme; et, prenant quatre fois le résultat, on 
aura la chaleur perdue par les surfaces supérieure et inférieure.

Si l’on se sert maintenant de l’expression h f dx v dz, que l’on 
donne à y dans v sa valeur l, que l’on intègre, une fois depuis 2 = 0 
jusqu’à 2 = /, et une seconde fois depuis a? = a? jusqu’à x = ce, on aura la 
quatrième partie de la chaleur qui s’échappe par les surfaces latérales.

L’intégrale h y dx / vdy, étant prise entre les limites désignées, 
donne la valeur

Art . . , /—r"—-......  ...... sin ml cos nle-xv"‘ +n , 
m\Jm2 4- zi’

pour chacun des termes
ae-x^+n^ cos my cosn z

de v, et l’intégrale h f dx J vdz donne

— cosml sin nle~x'l'n ; 
n m2 -f- n2

donc la quantité de chaleur que le prisme perd à sa surface, dans toute 
la partie située à la droite de la section dont l’abscisse esta?, se com
pose de tous les termes analogues à celui-ci

— e^x ( — sin ml cos ni 4- — cosml sin 
^m2+n- \m n

D’un autre côté,la quantité de chaleurqui pénètre, pendantle même 
temps, à travers la section dont l’abscisse esta? se compose des termes 
analogues à celui-ci

4 K a dm2 4- n- „ r-^-—, . , . ,------ï----------+n sin ml sin ni ; m n

il est donc nécessaire que l’on ait l’équation

K dm2 4- zi2 . h . . h , .---- Sm mi Sin ni—    - - son ml cos ni 4—= cosml sin ni 
mn-------------------------m i/m2 4- n2 n ^m2 4- n2

OU
K(zti2 4- n2) sin ml sinnZ— km cosml sin ni 4- lin sin ml cos ni;
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or on a séparément.

on

on a aussi

ou

K ni1 sin ml sin ni = km cos ml sin ni

m sïnml _ h _ 
cos ml K’

K»2 sinnZsinznZ= hn cosnlsinml

n sin ni_  h .
cos»/ K’

donc l’équation est satisfaite. Cette compensation qui s’établit sans 
cesse entre la chaleur dissipée et la chaleur transmise est une consé
quence manifeste de l’hypothèse, et le calcul reproduit ici la condition 
qui avait d’abord été exprimée; mais il était utile de remarquer cette 
conformité dans une matière nouvelle, qui n’avait point encore été 
soumise à l’Analyse.

332.

Supposons que le demi-côté l du carré qui sert de base au prisme 
soit une ligne extrêmement grande, et que l’on veuille connaître la loi 
suivant laquelle les températures décroissent pour les différents points 
de l’axe; on donnera à y et à s des valeurs nullcs dans l’équation géné
rale, et à l une valeur extrêmement grande. Or la construction fait con
naître, dans ce cas, que la première valeur de £ est la deuxième

la troisième—, .... On fera ces substitutions dans l’équation géné

rale, on remplacera nj, nj, n3l, ... par leurs valeurs ‘
TC r

et l’on mettra aussi la fraction a au lieu de e 2/. On trouve alors
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On voit par ce résultat que la température des différents points de 
l’axe décroît rapidement à mesure qu’on s’éloigne de l’origine. Si donc 
on plaçait, sur un support échauffé et maintenu à une température 
permanente, un prisme d’une hauteur infinie, ayant pour hase un 
carré dont le demi-côté / serait très grand, la chaleur se propagerait 
dans l’intérieur du prisme et se dissiperait par la surface dans l’air 
environnant, qu’on suppose à la température o. Lorsque le solide 
serait parvenu à un état fixe, les points de l’axe auraient des tempéra
tures très inégales et, à une hauteur équivalente à la moitié du côté 
de la hase, la température du point le plus échauffé serait moindre que 
la cinquième partie de la température de la hase.



CHAPITRE VIII.
DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR DANS UN CUBE SOLIDE.

333.

Il nous reste encore à faire usage de l’équation

. dv_  K /d2 c dlc J2e\
{a) ~ CD + dp + 5?/’

qui représente le mouvement de la chaleur dans un solide de forme 
cubique exposé à l’action de l’air (Sect. V du Chapitre II, p. 106). On 
choisira en premier lieu pour e la valeur très simple

e~'"‘ cosnœ cospy cosçæ;*
ci, en substituant dans la proposée, on aura l’équation de condition

m = 4-/>s-t- 72),

Kla lettre k désignant le coefficient Il suit de là que, si l’on met au 
lieu de n, p, q des quantités quelconques et si l’on prend pour m la 
quantité k^n1 4-/>2 4- q2), la valeur précédente de e satisfera toujours 
à l’équation aux différences partielles. On aura donc l’équation

c = cos/za? cospy cos73.

L’état de la question exige aussi que, si x change de signe et si y et 5 
demeurent les memes, la fonction ne change point; et que cela ail 
aussi lieu par rapport à y et par rapport à s; or la valeur de p satisfait 
évidemment à ces conditions.
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334.

Pour exprimer l’état de la surface, on emploiera les équations sui
vantes :

l . r- de , ± K - - H h v = o, t ax

(b) < ± K -1-hv-o,1 ày
i , tz dv ,I ± K — 4- h v = o. \ dz

Elles doivent être satisfaites (*) lorsque l’on a x = ±a, ou y=±a, 
ou^ = ±a. On prend le centre du cube pour l’origine des coordon
nées et le côté est désigné par 2a.

La première des équations (6) donne

, . hzp e~'n,n sinnx cospy cosqz 4- g cosnx cospy cosqz = o

ou
hp: n tangna; 4- — = o, K

équation qui doit avoir lieu lorsque x = ± a (2).
Il en résulte que l’on ne peut pas prendre pour n une valeur quel

conque, mais que cette quantité doit satisfaire à la condition

h na tang/ia = g a.

(■) Plus exactement, on doit avoir
.. dpK -r----p hv = o ox

[tour x — a et 
tz dp , — K ----F hv = o ox

pour x — — a, et cela, quels que soient y et z. Cet énoncé s’étend de lui-même aux deux
autres équations. G. D.

(’) Avec correspondance des signes, c’est-à-dire on doit prendre x — + a s’il s’agit de 
l'équation

— n tang n x -1- r- = o,

et x = — a dans le cas contraire. G. D.
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Il faut donc résoudre l’équation déterminée

h £ tange — a, K

ce qui donnera la valeur de e, et l’on prendra n = Or l’équation en 
e a une infinité de racines réelles; donc on pourra trouver pour n une 
infinité de valeurs différentes. On connaîtra de la même manière les 
valeurs que l’on peut donner à p et à q; elles sont toutes représentées 
par la construction que l’on a employée dans la question précédente 
(art. 328). Nous désignerons ces racines par nt, n2, n3........ Ainsi 
l’on pourra donner à v la valeur particulière exprimée par l’équa
tion

P =. cosnæ cospy cos qz,

pourvu que l’on mette, au lieu de n, une des racines n,, n2, n3, ..., et 
qu’il en soit de même de p et de q.

335.

On peut former ainsi une infinité de valeurs particulières de v, et il 
est visible que la somme.de plusieurs de ces valeurs satisfera aussi à 
I équation différentielle (a) et aux équations déterminées (6). Pour 
donner à p la forme générale que la question exige, on réunira un 
nombre indéfini de termes semblables à celui-ci

COS/Z1Z. cospy COS 7 5.

Nous exprimerons cette valeur de e par l’équation suivante :

(’ = («] coszZjÆe"4'1^ + a2 cos n2xe~kn^1 4- a3 cos n3xe~kn'1 -t-...)
(«1 cosnIye-*'d<4- coszij/e-*^-!- «3 Coszz3/e-*«P-i-...) 

-(«! cosnlze-kn't H- «2 coszz2 a3 cosn3 z e~kn>‘+...).

Le second membre doit se former (’) du produit des trois facteurs

(*) 11 y a lieu do présenter ici une remarque analogue à celle qui se rapporte à l’ar
ticle 322, p. 36i. G. D.

F. 48

somme.de
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écrits dans les trois lignes horizontales, et les quantités alt a.,, a3, ... 
sont des coefficients inconnus. Or, selon l’hypothèse, si l’on fait£ = o, 
la température doit être la même pour tous les points du cube. Il faut 
donc déterminer a,, a2, a3, ... en sorte que la valeur de e soit con
stante quelles que soient celles de x, de y et de z, pourvu que cha
cune de ces valeurs soit comprise entre a et — a. Désignant par i la 
température initiale commune à tous les points du solide, on posera 
les équations

i = cos/t^ 4- «2 cos«2;r 4- cos n3 x 4-..., 

i = «! cos «17 4- a3 cos«2y 4- a3 coszt3y 4-..., 

i = a3 4- «2 cosn2s 4- a3 cosn3s 4-...,

dans lesquelles il s’agit de déterminer a(, a2, a3, .... Après avoir mul
tiplié chaque membre de la première par co^n^dx, on intégrera 
depuis x = o jusqu’à x=a : or il résulte de l’analyse employée pré
cédemment (art. 325) que l’on a l’équation

a sin n। a cos«t x 2 sinn^a cos«2.r
sin 2 /z2a^

a sin 2 /ii aj _]_ .
2 Wj a a

désignant par la quantité | ( i 4- sin 2 nia
2 nta on aura

sinw.a sinzz2« sinn3ar =------ — cos/z^ 4- --------- cos/z2a; h- — -------cos«3« 4-...;/L j CL [J- j ^2 ^2

cette équation aura toujours lieu lorsque l’on donnera à x une valeur 
comprise entre « et — a.

On peut en conclure l’expression générale de v, elle est donnée par 
l'équation suivante :

P = 1
(sin /ii a cos xe kn<‘ 4-

sin n2a C0Sn1xe~kn‘‘ 4- . . .J

<sin nt a
COS/î! ye~kn’‘ 4-

sin n,n COS n3ye~kn‘‘ 4- , .

( sin^a COS/Jj : e k"'‘ 4-
sin n^a cos«2Æe~Zn’' 4-.. .^
lt2 CL
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336.

L’expression de e est donc formée du produit de trois fonctions sem
blables, l’une de x, l’autre de y et la troisième de z, ce qu’il est facile 
de vérifier immédiatement.

En effet, si, dans l’équation

de 
dt

d2e d2e\-------  q----------- -I-------------- I 
dx- dy- dz* /

on suppose
e = XYZ,

en dénotant par X une fonction de x et/, par Y une fonction dey et t, 
et par Z une fonction de z et t, on aura

XY dt
d-Z+ XZ^ +YZ~ = à/xY^ 

dt dt \ rd. dy*
æx
dx*

on prendra les trois équations séparées

dZ 
dl kd.

dY d2Y 
dt ~ dy2

dX d-X 
dl ~ ' dx-

On doit avoir aussi, pour la condition relative à la surface,

dV h
dx K

dV h
dy K

dV 
dz o;h

K

d’oii l’on déduit

dX A
dx K

dY h
dy + K

dZ 
dz o.A

K

Il suit de là que, pour résoudre complètement la question, il suffit
de prendre l’équation

d« _ . d^u 
dt 1dx* ’

et d’y ajouter l’équation de condition

du
dx +

A 
k“ =2 O
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qui doit avoir lieu lorsque x — a. Ou mettra ensuite y ou z- à la place 
de x, et l’on aura les trois fonctions X, Y, Z, dont le produit est la va
leur générale de e.

Ainsi la question proposée est résolue comme il suit :

, . sin/i.rt ... sin/z2«/) —------- cos/*.H-----------cosn2æe~k

4----------------------4- . .
/*3«^3

n2, n3, ... sont donnés par l’équation suivante

ha z tange=

dans laquelle s représente na] la valeur de u.z est

i / sin2/*,«— ( 14-   2 \ 2 7*/a

On trouve de la même manière les fonctions ^{y, /), t).

337.

On peut se convaincre que cette valeur de e résout la question dans 
toute son étendue, et que l’intégrale complète de l’équation aux diffé
rences partielles (a) doit nécessairement prendre cotte forme pour ex
primer les températures variables du solide.

En effet, l’expression de e satisfait à l’équation (a) et aux conditions 
relatives à la surface. Donc les variations des températures qui résul
tent dans un instant de l’action des molécules et de l’action de l’air 
sur la surface sont celles que l’on trouverait en différentiant la valeur 
de e par rapport à /. Il s’ensuit que si, au commencement d’un instant, 
la fonction e représente le système des températures, elle représentera 
encore celles qui ont lieu au commencement de l’instant suivant, et 
l’on prouve de même que l’état variable du solide sera toujours ex
primé par la fonction e, dans laquelle on augmentera continuellement 
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la valeur de t. Or cette meme fonction convient à l’état initial : donc 
elle représentera tous les états ultérieurs du solide. Ainsi, l’on est 
assuré que toute solution qui donnerait pour p une fonction différente 
de la précédente serait erronée.

338.

Si l’on suppose que le temps écoulé t est devenu très grand, on 
n’aura plus à considérer que le premier terme de l’expression de e; 
car les valeurs n,, na, ... sont rangées par ordre, en commençant par 
la plus petite. Ce terme est donné par l’équation

/sinzi.aV ,, .(’= -------- cosm.æ cosn. y coszj.se-3*''>';
\ «i «Pi / mi

voilà donc l’état principal vers lequel le système des températures tend 
continuellement, et avec lequel il coïncide sans erreur sensible au 
bout d’un certain temps. Dans cet état, la température de chacun des 
points décroit proportionnellement aux puissances de la fraction 
alors les états successifs sont tous semblables ou plutôt ils ne diffè
rent que par la quantité des températures, qui diminuent toutes 
comme les termes d’une progression géométrique en conservant leurs 
rapports.

On trouvera facilement, au moyen de l’équation précédente, la loi 
suivant laquelle les températures décroissent d’un point à l’autre dans 
le sens des diagonales ou des arêtes du cube, ou enfin d’une ligne 
donnée de position. On reconnaîtra aussi quelle est la nature des sur
faces qui déterminent les couches de même température. On voit que, 
dans l’état extrême et régulier que nous considérons ici, les points 
d’une même couche conservent toujours la même température, ce qui 
n’avait point lieu dans l’état initial et dans ceux qui lui succèdent im
médiatement. Pendant la durée infinie de ce dernier état, la masse se 
divise en une infinité de couches dont tous les points ont une tempéra
ture commune.
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339.

Il est facile de déterminer, pour un instant donné, la température 
moyenne de la masse, c’est-à-dire celle que l’on obtiendrait en prenant 
la somme des produits du volume de chaque molécule par sa tempéra
ture et en divisant cette somme par le volume entier. On formera ainsi 
l’expression —f fj vdxdydz, qui est celle de la température 

moyenne V. L’intégrale doit être prise successivement par rapport à x, 
à y et à z, entre les limites — a et a\ v étant égal au produit XYZ, on
a u ra

ainsi la température moyenne est car les trois intégrales

totales ont une valeur commune; donc

La quantité na équivaut à e, qui est une racine de l’équation

e lange = ha
K

et p. est égale à f i + r On a donc, en désignant les différentes

racines de cette équation par e(, e2, ...,

e. est entre o et -, E2est entre i: et — > •••; les moindres limites k, 2k, ...1 2 2
approchent de plus en plus des racines e2, e3, ... et finissent par se 
confondre avec elles lorsque l’indice i est très grand. Les arcs doubles 
ae,, ue2, ... sont compris entre oct ", entre 2" et 3ir, ...; c’est pour-
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quoi les sinus de ces arcs sont tous positifs; les quantités i -t- s^-£', 2 S,
i + -——> • • • sont positives et comprises entre i et 2. Il suit de là «nie 2 £2 1
tous les termes qui entrent dans la valeur de \/V sont positifs.

340.

Proposons-nous maintenant de comparer la vitesse du refroidisse
ment dans le cube à celle que l’on a trouvée pour une masse sphé
rique. On a vu que, pour l’un et l’autre de ces corps, le système des 
températures converge vers un état durable qu’il atteint sensiblement 
après un certain temps; alors les températures des différents points du 
cube diminuent toutes ensemble en conservant les mêmes rapports, et 
celles d’un seul de ces points décroissent comme les termes d’une pro
gression géométrique, dont la raison n’est pas la mémo dans les deux 
corps. Il résulte des deux solutions que, pour la sphère, la raison est 

e-*"’, et, pour le cube, e . La quantité n est donnée par l’équa
tion

cos na hna ——— — 1 — a, sni/ia K

a étant le demi-diamètre de la sphère; et la quantité e est donnée par 
l’équation

a étant le demi-côté du cube.
Cela posé, on considérera deux cas différents : celui où le rayon de 

la sphère et le demi-côté du cube sont l’un et l’autre égaux à a, quan
tité très petite; et celui où la valeur de a est très grande.

Supposons d’abord que les deux corps ont une petite dimension; 
— ayant une très petite valeur, il en sera de même de e; on aura 

donc
ha 
k ~£‘;

- — k — 8/‘
donc la fraction e est égale à e GU"; ainsi les dernières tempéra
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tures que l’on observe ont une expression de cette forme
3 ht 

Ae cu«.

Si maintenant, dans l’équation

na cosna- h—------- = I — — a,sin na K

on suppose que le second membre diffère très peu de l’unité, on 
trouve

h _  n-a
K ~ T’

donc la fraction e-*"’ est e C1,n.
On conclut de là que, si le rayon de la sphère est très petit, les vi

tesses finales du refroidissement dans ce solide et dans le cube circon
scrit sont égales et qu’elles sont l’une et l’autre en raison inverse du 
rayon; c’est-à-dire que, si la température d’un cube dont le demi-côté 
est a passe de la valeur A à la valeur B dans le temps t, une sphère 
dont le demi-diamètre est a passera aussi dans le mémo temps de la 
température A à la température B. Si la quantité a venait à changer 
pour l’un et l’autre corps et devenait a', le temps nécessaire pour 
passer de A à B aurait une autre valeur /' et le rapport des temps t et /' 
serait celui des demi-côtés a et a'.

Il n’en est pas de même lorsque le rayon a est extrêmement grand ; 

car e équivaut alors à et les valeurs de na sont les quantités ", air, 

3-, .... On trouvera donc facilement, dans ce cas, les valeurs des frac- 

tions e "* , ces valeurs sont e et e . On tire de là ces 
deux conséquences remarquables :

i° Etant donnés deux cubes de grandes dimensions, dont a et a' 
soient les demi-côtés, si le premier emploie le temps / pour passer de 
la température A à la température B, et le second le temps /'pour ce 
même intervalle, les temps / et t' seront proportionnels aux carrés a2 
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et a'2 des demi-côtés. On a trouvé un résultat semblable pour les 
sphères de grande dimension.

20 Si un cube a pour demi-côté une longueur considérable a, et 
qu’une sphère ait la même quantité a pour rayon, et que pendant le 
temps t la température du cube s’abaisse de A à B, il s’écoulera un 
temps différent/' pendant que la température de la sphère s’abaissera 
de A à B; et les temps / et /' seront dans le rapport de 4 à 3.

Ainsi le cube et la sphère inscrite se refroidissent également vite 
lorsqu’ils ont une petite dimension ; et, dans ce cas, la durée du refroi
dissement est, pour l’un et l’autre corps, proportionnelle à l’épaisseur. 
Si le cube et la sphère inscrite ont une grande dimension, la durée du 
refroidissement final n’est pas la même pour les deux solides. Cette 
durée est plus grande pour le cube que pour la sphère, dans la raison 
de 4 h 3; et, pour chacun des deux corps en particulier, la durée du 
refroidissement augmente comme le carré du diamètre.

341.

On a supposé que le corps se refroidit librement dans l’air atmo
sphérique dont la chaleur est constante. On pourrait assujettir la sur
face à une autre condition et concevoir, par exemple, que tous ses 
points conservent, en vertu d’une cause extérieure, la température 
fixe o. Les quantités n, p, q, qui entrent dans la valeur de v sous le 
signe cosinus, doivent être (elles, dans ce cas, que nx devienne nulle 
lorsque x reçoit sa valeur complète a, et qu’il en soit de même de py 
et de qz. Si le côté du cube la est représenté par k, on pourra expri
mer une valeur particulière de e par l’équation suivante, qui satisfait 
en même temps à l’équation générale du mouvement de la chaleur et à 
l’état de la surface,

r — e Cl> cosa? cosj'coss.

Cette fonction est nulle, quel que soit le temps /, lorsque x, ou y, ou u 

reçoivent leurs valeurs extrêmes + ou — mais l’expression de la

F. 49
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température ne peut avoir cette forme simple qu’après qu’il s’est écoulé 
un temps considérable, à moins que l’état initial donné ne soit lui- 
même représenté par la fonction cosæcos./coss. C’est ce que l’on a 
supposé dans la Section VIII du Chapitre I (art. 100, p. 8t). L’analyse 
précédente démontre la vérité de l’équation employée dans l’article 
que l’on vient de citer.

On a traité jusqu’ici les questions fondamentales de la Théorie de la 
chaleur et considéré l’action de cet élément dans les corps princi
paux. L’ordre et l’espèce des questions ont été tellement choisis que 
chacune d’elles présentât une difficulté nouvelle et d’un degré plus 
élevé. On a omis à dessein les questions intermédiaires, qui sont en 
trop grand nombre, telles que la question du mouvement linéaire de 
la chaleur dans un prisme dont les extrémités seraient retenues à des 
températures fixes, ou exposées à l’air atmosphérique. On pourrait 
généraliser l’expression du mouvement varié de la chaleur dans le 
cube ou le prisme rectangulaire qui se refroidit dans un milieu aéri- 
forme, et supposer un état initial quelconque; ces recherches n’exi
gent point d’autres principes que ceux qui sont expliqués dans cet Ou
vrage.



CHAPITRE IX.
DE LA DIFFUSION DE LA CHALEUR.

SECTION I.

DU MOUVEMENT LIBRE DE LA CHALEUR DANS UNE LIGNE INFINIE.

342.

On considère ici le mouvement de la chaleur dans une masse solide 
homogène dont toutes les dimensions sont infinies. On divise ce solide 
par des plans infiniment voisins et perpendiculaires à un axe commun, 
et l’on suppose d’abord qu’on a échauffé une seule partie de la masse, 
savoir celle qui est comprise entre deux plans A et B parallèles, dont 
la distance est g. Toutes les autres parties ont la température ini
tiale o; mais chacun des plans compris entre A et B a une température 
initiale donnée, que l’on regarde comme arbitraire, et qui est commune 
à tous ses points; cette température est différente pour les différents 
plans. L’état initial de la masse étant ainsi défini, il s’agit de déter
miner par le calcul tous les états successifs. Le mouvement dont il 
s’agit est seulement linéaire, et dans le sens de l’axe des plans; car il 
est évident qu’il ne p.eut y avoir aucun transport de chaleur dans un 
plan quelconque perpendiculaire à cet axe, puisque la chaleur initiale 
de tous ses points est la même.

On peut supposer, au lieu du solide infini, un prisme d’une très 
petite épaisseur, et dont la surface convexe est totalement impéné
trable à la chaleur. On ne considère donc le mouvement que dans une 
ligne infinie, qui est l’axe commun de tous les plans.

La question est plus générale lorsqu’on attribue des températures
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entièrement arbitraires à tous les points de la partie de la masse qui a 
été échauffée, tous les autres points du solide ayant la température ini
tiale o. Les lois de la distribution de la chaleur dans une masse solide 
infinie doivent avoir un caractère simple et remarquable, parce que le 
mouvement n’est point troublé par l’obstacle des surfaces et par l’ac
tion du milieu.

343.
La position de chaque point étant rapportée à trois axes rectangu

laires, sur lesquels on mesure les coordonnées x, y, z, la température 
cherchée est une fonction des variables x,y, z et du temps t. Cette 
fonction e ou q(x, y, z, t) satisfait à l’équation générale

dv_  K , d2<’\
dz — CD + dÿ2 + dP/

De plus, il est nécessaire qu’elle représente l’état initial, qui est arbi
traire; ainsi, en désignant par F(æ, y, s) la valeur donnée de la tem
pérature d’un point quelconque, prise lorsque le temps est nul, c’est- 
à-dire au moment où la diffusion commence, on doit avoir

(^) z,o) = F(^, y, s).

Il faut trouver une fonction v des quatre variables x, y, z, z qui satis
fasse à l’équation différentielle (a) et à l’équation déterminée (b).

Dans les questions que nous avons traitées précédemment, l’inté
grale est assujettie à une troisième condition qui dépend de l’état de 
la surface. C’est pour cette raison que l’analyse en est plus composée 
et que la solution exige l’emploi des termes exponentiels. La forme de 
l’intégrale est beaucoup plus simple lorsqu’elle doit seulement satis
faire à l’état initial, et il serait facile de déterminer immédiatement le 
mouvement de la chaleur selon les trois dimensions. Mais, pour ex
poser cette partie de la théorie et faire bien connaître suivant quelle 
loi la diffusion s’opère, il est préférable de considérer d’abord le mou
vement linéaire, en résolvant les deux questions suivantes; on verra 
par la suite comment elles s’appliquent au cas des trois dimensions.
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344.

Première question. — Une partie ab d’une ligne infinie ést élevée 
dans tous ses points à la température i; les autres parties de la ligne 
ont la température actuelle o, on suppose que la chaleur ne peut se 
dissiper dans le milieu environnant; il faut déterminer quel est l’étal 
de la ligne après un temps donné. On peut rendre cette question plus 
générale en supposant : i° que les températures initiales des points 
compris entre a et b sont inégales et représentées par les ordonnées 
d’une ligne quelconque, que nous regarderons d’abord comme com
posée de deux parties symétriques (voir/g-. 16); 20 qu’une partie de 
la chaleur se dissipe par la surface du solide, qui est un prisme d’une 
très petite épaisseur et d’une longueur infinie.

La seconde question consiste à déterminer les états successifs d'une 
barre prismatique, dont une extrémité est assujettie à une tempéra
ture constante, et qui est infiniment prolongée.

La résolution de ces deux questions dépend de l’intégration de 
l’équation

dv _ K d-v HL
„dl “ CD dx1 CDS V

(art. 105), qui exprime le mouvement linéaire de la chaleur; v est la 
température que le point placé à la distance x de l’origine doit avoir 
après le temps écoulé t-, K, H, C, I), L, S désignent la conducibilité 
propre, la conducibilité extérieure, la capacité spécifique de chaleur, 
la densité, le contour de la section perpendiculaire, el l’aire de cette 
section.

345.

Nous considérons d’abord le premier cas, qui est celui où la chaleur 
se propage librement dans la ligne infinie dont une partie ab a reçu 
des températures initiales quelconques, tous les autres points ayant la 
température initiale o. Si l’on élève en chaque point de la barre l’or
donnée d’une courbe plane qui représente la température actuelle de 
ce point, on voit qu’après une certaine valeur du temps t, l’état du 
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solide est exprimé par la figure de la courbe. Nous désignerons par 
e = F(a?) l’équation donnée qui correspond à l’état initial, et nous sup
posons d’abord, pour rendre le calcul plus simple, que la figure ini
tiale de la courbe est composée de deux parties symétriques, en sorte 
que l’on a la condition

F(^) = F(-^).

Soit
K _/ Hé _ , CD k' CDS~Æ;

dans l’équation
dv d3v ,
37 = * — hv,dl dv-

on fera
p = e^h, u, 

et l’on aura 
, d! e 

dt ~ d^’

On prendra pour u la valeur particulière ae~/,'l't cosqæ; a et q sont des 
constantes arbitraires. Soient qt, q2, q3, ... une suite de valeurs quel
conques de q, et at, a2, a3, ... une suite de valeurs correspondantes 
du coefficient a; on aura

u = ale~k'''t cos^a? 4- a2e~k^‘ cosq2x + aae~kii‘ cosq3œ 4-....

Supposons : i° que les valeurs q^, q2,q3, ... croissent par degrés in
finiment petits, comme les abscisses q d’une certaine courbe, en sorte 
qu’elles deviennent égales à dq, idq, 3dq,..., dq étant la différentielle 
constante de l’abscisse; 20 que les valeurs a2, a........ soient pro
portionnelles aux ordonnées Q de la même courbe, et qu’elles devien
nent égales à Q^y, Q2dq, Q3dq, .... Q étant une certaine fonction 
de q. Il en résulte que la valeur de u pourra être exprimée ainsi

u=J Qe-ki'1 cosq JC dq.

Q est une fonction arbitraire f{q}, et l’intégrale peut être prise de 
q — o à 7 = 00. La difficulté se réduit à déterminer convenablement 
la fonction Q.
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346.

Pour y parvenir, il faut supposer t = o dans l’expression de u et 
l’égaler à F(æ). On a ainsi l’équation de condition

F(;r)= J Q cosqx dq.

Si l’on mettait au lieu de Q une fonction quelconque de q, et que l’on 
achevât l’intégration depuis q — o jusqu’à q = oo, on trouverait une 
fonction de x\ il s’agit de résoudre la question inverse, c’est-à-dire de 
connaître quelle est la fonction de q qui, étant mise au lieu de Q, don
nera pour résultat la fonction F(a?), problème singulier dont la solution 
exige un examen attentif.

En développant le signe de l’intégrale, on écrira comme il suit 
l’équation dont il faut déduire la valeur de Q

F(ar) = Q! casqiX dq 4- QiCOsq^x dq + Q3 cosq3x dq -t-....

Pour faire disparaître tous les termes du second membre, excepté un 
seul, on multipliera de part et d’autre par cosrxdx, et l’on intégrera 
ensuite par rapport à d depuis x = o jusqu’à x — ntt, n étant un 
nombre infini; r représente une grandeur quelconque égale à l’une des 
suivantes

<7i, <72, <73, •••

ou, ce qui est la meme chose,

dq, idq, Zdq, ....

Soient qt une valeur quelconque de la variable q, et qj une autre 
valeur qui est celle que l’on a prise pour r; on aura

r = j dq 
et

, q—i dq.

On considérera ensuite le nombre infini n comme exprimant coin- 
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bien l’unité de longueur contient de fois l’élément dq, en sorte que l’on 
aura

I

dq

En procédant à l’intégration, on reconnaîtra que la valeur de l’inté
grale / cosqx cosrxdx est nulle toutes les fois que r et q sont des 
grandeurs différentes; mais cette même valeur de l’intégrale est — 
lorsque q = r. Il suit de là que l’intégration élimine dans le second 
membre tous les termes, excepté un seul, savoir celui qui contient 
qj ou r. La fonction qui affecte ce même terme est Qy ; on aura donc

COS qx dx — ~ Qj dq ;

et, mettant pour ndq sa valeur i, on a

7rQy fut S ,— — I '' \x) COSqx dx ;

on trouve donc, en général,

———J (x) cosq x dx.

Ainsi, pour déterminer la fonction Q qui satisfait à la condition pro
posée, il faut multiplier la fonction donnée F(a?) par cosqxdx, et in
tégrer de x nulle à x infinie, en multipliant le résultat par -, c’est- 
à-dire que, de l’équation

F(a:)=/" f(q) cosqxdq,
Jq

on déduit celle-ci
2 r” f(q) = - / F(x) COSQX dx.

En substituant la valeur de J\q) dans l’expression de F(.r), on 
obtient l’équation générale

f cosqxdq F(x) cosqx dx.
0 ^0
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347.

La fonction F(zr) représentant les températures initiales d’un prisme 
infini dont une partie intermédiaire seulement est échauffée, si l'on 
substitue dans l’expression de o la valeur que l’on a trouvée pour la 
fonction Q, on a l’intégrale suivante, qui contient la solution complète 
de la question proposée :

— = e~'“ i e-^'cosy^ dq / F(«) cos^a? dx. 
do ^0

L’intégrale par rapport à x étant prise de x nulle a x infinie, il en 
résulte une fonction de q-, et, prenant ensuite l’intégrale par rapport a 
q de q = o à q = oo, on obtient pour p la fonction de x et t qui repré
sente les états successifs du solide.

Puisque l’intégration par rapport à x fait disparaître cette variable, 
on peut la remplacer dans l’expression de e par une variable quel
conque a, en prenant l’intégrale entre les mêmes limites, savoir depuis 
a = o jusqu’à a = oo. On a donc

— = e~ht / cosgxdq i F(a) cosgoedex 
do do

ou
— I F Ça) doc I e-W COS qx cos q oc dq.. 2 "A d0

L’intégration par rapport à q donnera une fonction de x, / et a; et, en 
prenant l’intégrale par rapport à a, on trouve une fonction de x et t 
seulement. Il serait facile d’effectuer, dans la dernière équation, l’in
tégration par rapport à q, ct l’on changerait ainsi l’expression de v. On 
peut, en général, donner diverses formes a I intégrale de 1 équation

elles représentent toutes une même fonction de x et t.
F. 5o



39i THÉORIE DE LA CHALEUR.

348.

Supposons en premier lieu que toutes les températures initiales des 
points compris entre a et b, depuis x = — i jusqu’à x—i, aient 
pour valeur commune i, et que les températures de tous les autres 
points soient milles. La fonction F(a?) sera donnée par cette condition. 
Il faudra donc intégrer, par rapport à x, depuis x = o jusqu’à x = i; 
car le reste de l’intégrale est nul d’après l’hypothèse. On trouvera 
ainsi

„_ 2 sin y
~ '1 

et
7rv C* ■ dq— = e~M / e~i kt cosy.r siny — •
2 Jo 7

Le second membre peut être facilement converti en série convergente, 
comme on le verra par la suite; il représente exactement l’état du 
solide en un instant donné et, si l’on y fait / = o, on exprime l’état 
initial.

Ainsi la fonction
2 f" . dq- / sinycosya; —

Q

équivaut à l’unité si l’on donne a x une valeur quelconque comprise 
entre — i et r, mais cette fonction est nulle si l’on donne à x toute 
autre valeur non comprise entre — i et i. On voit par là que les fonc
tions discontinues peuvent aussi être exprimées en intégrales définies.

349.

Pour donner une seconde application de la formule précédente, 
nous supposerons que la barre a été échauffée en un de ses points par 
l’action constante d’un même foyer, et qu’elle est parvenue à l’état 
permanent que l’on sait être représenté par une courbe logarith
mique.

Il s’agit de connaître suivant quelle loi s’opérera la diffusion de la 
chaleur après qu’on aura retiré le foyer. En désignant par F(ar) la va-
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leur initiale de la température, on aura (art. 76)

-x k/— 
F(æ) = Ab rVKS;

A est la température initiale du point le plus échauffé. On fera, pour 
simplifier le calcul, 

. , HL
' = ' el KS=‘-

On a donc
F (a?) — e~x;

on en déduit

et, prenant l’intégrale de x nulle à x infinie, 

rQ _ i
2 i + y2

Ainsi la valeur de e en x et / est donnée par l’équation suivante : 

TTC ,, ..,COSqx , - - = e-'“ / g-*?1' —-O dq.
* J» i +

350.
Si l'on fait t = o, on aura

T.V C” CQSqx , -=1

ce qui correspond à l’état initial . Donc l’expression jT ^Z équi

vaut à e~r. 11 faut remarquer que la fonction F(æ), qui représente l’état 
initial, ne change point de valeur, d’après l’hypothèse, lorsque x de
vient négative; car la chaleur communiquée par le foyer avant que 
l’état initial fût formé s’est propagée également à la droite et à la 
gauche du point o qui la reçoit immédiatement. Il s’ensuit que la ligne 
dont l’équation serait

/ cosqx , 1
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est composée de deux branches symétriques que l’on forme en répé
tant, à gauche de l’axe dey, la partie de la logarithmique qui est à la 
droite de cet axe et a pour équation

y ~ e~x.

On voit ici un second exemple d’une fonction discontinue exprimée 

par une intégrale définie ('). Cette fonction équivaut à

lorsque x est positive; mais elle est e* lorsque x est négative.

351.

La question de la propagation de là chaleur dans une barre infinie 
dont l’extrémité est assujettie à une température constante se réduit, 
comme on le verra dans la suite, à celle de la diffusion de la chaleur 
dans une ligne infinie; mais il faut supposer que la chaleur initiale, au 
lieu d’affecter également les deux moitiés contiguës du solide, y est 
distribuée d’une manière contraire; c’est-à-dire qu’en représentant 
par F(tr) la température d’un point dont la distance au milieu de la 
ligne est x, la température initiale du point opposé, pour lequel la dis
tance est — x, a pour valeur — F(aQ. Cette seconde question diffère 
très peu de la précédente et pourrait être résolue par une méthode sem
blable; mais il est préférable de faire dépendre sa solution de l’analyse 
qui nous a servi à déterminer le mouvement de la chaleur dans les 
solides de dimensions finies.

Supposons qu’une partie ab (fig. i6) de la barre prismatique infinie 
soit échauffée d’une manière quelconque et que la partie opposée 
soit dans un état pareil, mais de signe contraire, tout le reste du solide 
ayant la température initiale o. On suppose aussi que le milieu envi
ronnant est entretenu à la température constante o, et qu’il reçoit de 
la barre ou lui communique la chaleur par la surface extérieure. Il

( * ) Il ne s’agit plus ici d’une fonction réellement discontinue, mais plutôt d’une fonction 
exprimée par deux lois différentes suivant que la variable est positive ou négative.

G. I).
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s’agit de trouver quelle sera, après un temps donné z, la température v 
d’un point dont la distance à l’origine est x.

Fig. 16.

On considérera d’abord la barre échauffée comme ayant une longueur 
finie 2X, et comme étant soumise à une cause extérieure quelconque 
qui retient ses deux extrémités à la température constante o; on fera 
ensuite X = 00.

352.

On emploiera d’abord l’équation

de _ K lit.
' dt “ CD ctr2 ’ CDS

ou

et, faisant

on aura
p = ue~ht,

du_  , d^u
dt W

On exprimera comme il suit la valeur générale de u

u — «, e~k^ sin^ + 4- «3e-^‘sini,'3Æ + • • •;

faisant ensuite x = X, ce qui doit rendre nulle la valeur de e, on aura, 
pour déterminer la série des exposants g, la condition

sin^X —o ou gX = in,
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/étant un nombre entier. Donc

. TZXu — axe A sin .—t- «2 e A
2' n*,
-vr' . THXA sin2 -^7- H- •

Il ne reste plus qu’à trouver la série des constantes a{> a2, a3, .... Fai
sant t = o, on a

u — b (x) = sin H- «2 sin2 — 4- a3 sin3 “ 4-....
X A. X

Soit = r, et désignons F(zr) ou F(— A ' ' \ K par J\r\, on aura

f(r) = at sin r H- «2 sin2/' + a3 sin3r .

Or on a trouvé précédemment

2 at= — n sin irdr;

donc
y F(#) sin 1 ~dx.

L’intégrale devait être prise de r = o à r = k; donc elle doit être prise, 
par rapport à x, depuis x = o jusqu’à x = X. En faisant ces substitu
tions, on forme l’équation

(a)

0

353.

Telle serait la solution si le prisme avait une longueur finie repré
sentée par 2X. Elle est une conséquence évidente des principes que 
nous avons posés jusqu’ici; il ne reste plus qu’à supposer la dimen
sion X infinie. Soit X = nu, n étant un nombre infini; soit aussi <7 une 
variable dont les accroissements infiniment petits dq sont tous égaux;
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on écrira au lieu de n. Le terme général de la série qui entre dans 
l’équation (a) étant

e ' suu-^- I r {x) sin i dx, 
v 0 »

on représentera par ~ le nombre i, qui est variable et qui devient in
fini. Ainsi l’on aura

. _ 7t _ I 7 _
dq' " dq' 1 dq

En faisant ces substitutions dans le terme dont il s’agit, on trouvera

g-*?’* sin 73? / F(#) sin7x dx.

Chacun de ces termes doit être divisé par X ou ~ : il devient par là 
une quantité infiniment petite, et la somme de la série n’est autre 
chose qu’une intégrale, qui doit être prise par rapport à 7 de <7 = o à 
7 = ». Donc

(a) C— — e / e~k'd‘ sinqxdq / F(a?) sin 7.7; dx.

L’intégrale par rapport à x doit être prise de x = o à x = », ce qui 
donne une fonction de 7; et la seconde intégrale doit, être prise par 
rapport à 7 de 7 = 0 à q — ». On peut aussi écrire

— — e^hl I e~ki'1 sin qx dq I F(a) sin7a</« 
d<> da

O II
—- — e_/" / F(a)rfa / c~ki'tsinqxsin qa. dq. 
2 do 1 0

L’équation (a) contient la solution générale de la question ; et, en sub
stituant pour F(æ) une fonction quelconque, assujettie ou non à une 
loi continue, on pourra toujours exprimer en x et 1 la valeur de la 
température : il faut seulement remarquer que la fonction F(.r) cor
respond à une ligne formée de deux parties égales et alternes.
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354.

Si la chaleur initiale est distribuée dans le prisme de telle manière 
que la ligne FFFF (fig- 17) qui représente cet état initial soit formée

Fig. >7-

o

de deux arcs égaux placés à droite et à gauche du point fixe o, le mou 
vement variable de la chaleur est exprimé par l’équation

= e-'“ /
2 4

/ e~ki'‘ cosqxcosqcr.dq. 
0

Si la ligne ffff (fig- 18) qui représente l’état initial est formée de

deux arcs pareils et alternes, l’intégrale qui donne la valeur de tempé
rature est x»oo /-»so

—• = e~'“ / /(a)cOt / e-Wsmqx simya dq.
2 f f

Lorsqu’on supposera la chaleur initiale distribuée d’une manière quel
conque, il sera facile de conclure des deux solutions précédentes l’ex
pression de p. En effet, quelle que soit la fonction 9(37) qui représente 
la température initiale et donnée, elle se décompose toujours en deux 
autres F(a?) -1- f^x}, dont l’une correspond à la ligne FFFF, et l’autre 
à la ligne ffff, en sorte que l’on a ces trois conditions :

F(a;) = F(— x), f{x) = — /(— x'), <p(a?) = F(as)
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On a déjà fait usage de cette remarque dans les articles 233 et 234. 
On sait aussi que chaque état initial donne lieu à un état, variable par
tiel qui se forme comme s’il était seul; la composition de ces divers 
états n’apporte aucun changement dans les températures qui auraient 
lieu séparément pour chacun d’eux. Il suit de là qu’en désignant parc 
la température variable produite par l’état initial que représente la 
fonction totale on doit avoir

F(a) cosyac/a

e-kq'l sin q x d(l / M 
a

sinqxdx

Si l’on prenait entre les limites — x> et + c© les intégrales par rap
port à a, il est évident que l’on doublerait les résultats. On peut donc, 
dans l’équation précédente, omettre au premier membre le dénomina
teur 2, et prendre dans le second les intégrales pour a depuis a = — oc 
jusqu’à a = H-oo. On voit facilement aussi que l’on pourrait écrire

i- f4”0

/ cosya <Za au lieu de / F(a) cosya <Za ; car il résulte de la 
— oo «7— oo

condition à laquelle est assujettie la fonction /(a) que l’on doit avoir

cos y xdx.

p + + OO

On peut encore écrire / ©(a)sinyarZa au lieu de / /(^sinyacZa,
*7 — oo «7— oo

car on a évidemment

On en conclut

cosya cosy.r dx + o(a) sinya sinya; dx

< OU

F.

<p(a) cosy(a? — a) dx

5i
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ou

»o
C0S7(u? — a) dq.

355.

La solution de cette seconde question fait connaître distinctement 
quel rapport il y a entre les intégrales définies que nous venons d’em
ployer et les résultats de l’analyse que nous avons appliquée aux 
solides d’une figure déterminée. Lorsque, dans les séries convergentes 
que cette analyse fournit, on donne aux quantités qui désignent les 
dimensions une valeur infinie, chacun des termes devient infiniment 
petit, et la somme de la série n’est autre chose qu’une intégrale. On 
pourrait passer directement de la même manière, et sans aucune con
sidération physique, des diverses séries trigonométriques que nous 
avons employées dans le Chapitre III aux intégrales définies; il nous 
suffira de donner quelques exemples de ces transformations dont les 
résultats sont remarquables.

356.
Dans l’équation

. 1 • n 1 • r ’•- = sin« 4- sin 3 u 4- - sin 5 u 4— sin 7 u 4-...,4 3 5 7

donnée aux articles 184 et 222, on écrira au lieu de u la quantité

.r est une autre variable et n est un nombre infini égal à 1
dq ’ q est une

quantité formée successivement par l’addition de ses parties infini
ment petites égales à dq. On représentera le nombre variable i par 

4-- Si, dans le terme général —J—sin(2/4- i)-> on met pour Z et n dq 0 • 214-1 n r
leurs valeurs, ce terme deviendra ~ sin iqx. Donc la somme de la 
série sera

1 d . dq- / sintqx — 1 2 J 7
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l’intégrale étant prise de y = o à y = cc; on a donc l’équation

7T
4

I . dq - / sin iqx — , 
ïJo g

qui a toujours lieu quelle que soit la valeur positive de a?. 
Soit iqx—r, z-étant une nouvelle variable, on aura

dq dr— — — et.y r
sin r dr^ 

r ’

cette valeur de l’intégrale définie f sinr—- est connue depuis long- 
‘'o

temps. Si, en supposant r négatif, on prenait la même intégrale de 
o à r — — x, on aurait évidemment un résultat de signe contraire

TT

2
357.

La remarque que nous venons de faire sur la valeur de 1 intégrale
f" . dq '. TTj sinyar-^-; qui est - ou peut servir à faire connaître la nature

2

de l’expression
2 r" . dq - j cosycsiny —

dont nous avons trouvé précédemment (art. 348) la valeur égalé a i ou 
à o, selon que x est ou n’est pas comprise entre r et —i. En effet, 
on a

cosy.Tsinysiny(# H- i) -y — - / sinyt^ — i) —

le premier terme vaut ou - selon que x + i est une quantité 

positive ou négative; le second - ^siny(a; —i)y vaut ou — 

selon quezr — i est une quantité positive ou négative. Donc l’intégrale 
totale est nulle si x + i et x - i ont le même signe; car, dans ce cas, 
les deux termes se détruisent ; mais, si ces quantités sont de signe dif
férent, c’est-à-dire si l’on a en même temps ir-f-i)>o eta? — i<o, 
les deux termes s’ajoutent et la valeur de 1 intégrale est -• Donc 1 inté
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grale définie ~siny cosqx est une fonction de x égale à 1, si la 

variable x a une valeur quelconque comprise entre 1 et — 1 ; et cette 
même fonction est nulle pour toute autre valeur de x non comprise 
entre les limites 1 et — 1.

358.

On pourrait déduire aussi de la transformation des séries en inté
grales les propriétés des deux expressions

2 f” cosqx dq et 2 q sin qx dq

La première (art. 350) équivaut à e~® lorsque x est positive, et à e® 
lorsque x est négative. La seconde équivaut à e-® si x est positive, et 
à — e® si x est négative; en sorte que ces deux intégrales ont la même 
valeur lorsque x est positive, et ont des valeurs de signe contraire

Fig. 19. Fig. 20.

lorsque x est négative. L’une est représentée par la ligne eeee^fig. ig), 
l’autre par la ligne esse {fig. 20).

L’équation (*)

1 . r.x sinasinr sinaasinao- sin3asin3or --  SU1       ----- — 4----- ; ;—5— H-----; 57—5— 2 a a 7t2 — a2 n2— 22 a.1 n-— 3-a2
I . TC X

(r) Plus exactement, le second membre de l’équation est égal à — sin — si la 

variable x est comprise entre o et a; il est égal à zéro si x est comprise entre a et rc. 
Pour retrouver l’intégrale déterminée par Fourier, il suffit de suivre sa méthode en rem
plaçant dans le terme général de la série

sa sinmi smmx 
— zn2a2 

a, x, m respectivement par k dq, x dq, 7 
dq G. D.
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que nous avons rapportée (art. 226), donne immédiatement l’intégrale

-J — t _ -i----- ; cette derniere expression équivaut a sina? si a? est 

comprise entre o et ", et sa valeur est nulle toutes les fois que x sur
passe ".

359.

La même transformation s’applique à l’équation générale

— sin« / ?(«) sin u du 4- sin2 u / o (m) sin 2 u du -t-.

faisant u = -, on désignera <?(«), ou çf L par /(a?); on introduira
dans le calcul une quantité g qui reçoit des accroissements infiniment
petits, égaux à dq-, n sera égal à 
dans le terme général

et r à -, -, substituant ces valeurs dq

. .x C /zr\ . . x dx sin i — / ® — smi------ , n J ' \nJ un
on trouvera

dq ùnqx / smqxdx.

L’intégrale par rapport à u est prise de u = o à u = "; donc l’inté
gration par rapport à x doit avoir lieu de x — o à x = n~, ou de x 
nulle à x infinie.

On obtient ainsi un résultat général exprimé par celte équation

(«) C sinqxdq ( /(x) sin qx dx-,

c’est pourquoi, en désignant par Q une fonction de q telle que l’on
ait r»

Q sinçwcfy,
- V

équation dans laquelle f(u) est une fonction donnée, on aura

Q = sin 711 du,

l’intégrale étant prise de u nulle à u infinie. Nous avons déjà résolu
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une question semblable (art. 346) et démontré l’équation générale

(e) ~F(x)-=[ cosqxdql F(x)cosqxdx, 
o ■ 0

qui est analogue à la précédente.

360.

Pour donner une application de ces théorèmes, nous supposerons 
y(a?)=Æ<; le second membre de l’équation (e) deviendra par cette 
substitution

L’intégrale
I xr sinqx dx ou

/ sïnqxdq / xr sin qx dx. 
* o

équivaut à J ur sin u du. l’intégrale étant prise de u nulle à u in
finie. Soit u. cette intégrale totale

u' sin u du ;

il reste à prendre l’intégrale
X.OO

/ d<l ou pX1' w-(r+l) sj|| u

Désignant par v cette dernière intégrale prise de u nulle à u infinie, 
on aura pour résultat des deux intégrations successives le terme x' p.v. 
On doit donc avoir, selon la condition exprimée par l’équation (e),

~ „ TT-xr-=p.vx‘ ou ptv=-;

ainsi le produit des deux intégrales / ursinudu et / a-rsinM—est

Par exemple, en faisant r = — on.trouve pour sa va_

leur connue
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On trouve de la même manière

cos u du 
\U

et, de ces équations, on pourrait aussi conclure la suivante

e~t' dq = -

qui est employée depuis longtemps (').

361.

On peut résoudre au moyen des équations (e) et (e) le problème 
suivant, qui appartient aussi à l’analyse des différences partielles : 
Quelle, est la fonction Q de la variable y qui doit être placée sous le 

signe intégral pour que l’expression Qerqx dq soit égale à une fonc

tion donnée, l’intégrale étant prise de q nulle à q infinie? Mais, sans 
s’arrêtera ces diverses conséquences, dont l’examen nous éloignerait 
de notre objet principal, on se bornera au résultat suivant, que l’on 
obtient en combinant les deux équations (e) et (e). Elles peuvent être 
mises sous cette forme

et

- /(.-r)= / sïnqædq / /(a) sinyada 
dt) do

r. d" C*-F(^)=/ cosqxdql F(a) cosy a da. 
do do

Si l'on prenait les intégrales par rapport à a depuis — ao jusqu'à -+-x>, 
le résultat de chaque intégration serait doublé, ce qui est une consé
quence nécessaire des deux conditions

/(«)= — /(—«) et F(a) = F(—«);

(*) roir. plus loin, art. 407. G. 1).
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on a donc les deux équations

et
/(a) sinqa cia.

7rF(a?)=/ cosqxdql F(a) cosqa dot. 
^0 J— 00

On a remarqué précédemment qu’une fonction quelconque se 
décompose toujours en deux autres, dont l’une F(a?) satisfait à la con
dition F(<r) = F(— x), et dont l’autre f^x) satisfait à la condition 
f^x) = — /( — x). On a aussi les deux équations

o = / F (a) sin y a dot. et 
• — ao

on en conclut

TC[F(^)+/(a;)]=K
o

/(a) sin<7 a dot

cos F (a) cos 7 a dot

et
Z»» Z»-+-00

/ CQiqxdq / <p(a)

0 J- «
COSqadot

OU

7û <p (a?)

<p(a) sin

(sin7zr sin7« + cos7^ co^qa^dq

ou enfin

(E) to^ot^da. I coS7(a? — ot^dq. 
v 0

L’intégration par rapport à q donne une fonction de x et a, et la se
conde intégration ferait disparaître la variable a. Ainsi la fonction 

z» 00

représentée par l’intégrale définie / cosy(.r — a^dq a cette singu- 

libre propriété que, si on la multiplie par une fonction quelconque 
?(a) et par c/a, et si l’on intègre par rapport à a entre des limites infi-
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nies, le résultat est égal à Ttç(æ); en sorte que l’effet de l’intégration 
est de changer a en x et de multiplier par le nombre iï (’).

(*) L’intégrale

dont parle Fourier n’a aucune valeur déterminée; car on a

h
C0S7(.r — a.)dq = sin4(.r — a)

et le second membre ne tond vers aucune limite lorsque h grandit indéfiniment. 11 semble 
donc difficile d’attacher un sens précis à la proposition énoncée dans ce dernier para
graphe.

La formule célèbre (E), que donne ici Fourier et à laquelle son nom est resté attaché, 
peut recevoir une signification très nette lorsqu’on la présente de la manière suivante :

Considérons une fonction «(.r), analogue à celles que l’on rencontre en Physique mathé
matique, demeurant comprise entre deux limites fixes lorsque x varie de — » à h- ». 
n’ayant qu’un nombre limité do discontinuités et de maxima ou de minima. Désignons, à 
l’exemple de Dirichlet (Journal de Crelle, t. 17), par ip(an-o) la limite de cp(.r + /i) et 
par <p(^ —o) la limite de ^(x — h) lorsque h tend vers zéro par des valeurs positives. 
Cela posé, on peut énoncer les propositions suivantes :

L’intégrale double

i rA ch i rhJ(A, B,//)=- / œ(a)rfa / COS q (x — x)dq = - dq <f(a')cosq(x - a)da,
‘ J» ~ Jk

où h est un nombre positif et où l'on a B < A, tend vers une limite déterminée J (A, B, ») 

lorsque, A et B restant fixes, h grandit indéfiniment. Cette limite est - [ cp(.r-vo)-+- o)]

si x est compris entre A et B, - ^(B + o) si x est égal à B, i tp(A — o) si x est égal à A. 

o si x est plus grand que A ou plus petit que B.
Il résulte do là que J(A, B, «) a une limite déterminée Jo(«) lorsque B et A tendent 

respectivement vers — » et H- oo, et que cette limite déterminée est égale à

- | cp(.r +o)-t- — o)],

ou à 'pG’O lorsque cp(.r) est continue pour la valeur do x considérée.
Los propositions précédentes subsisteront alors mémo que la fonction cp(.r) deviendrait 

infinie pour certaines valeurs de x, en nombre limité, pourvu que l’intégrale Ç<p(æ) dx 

demeure finie pour les valeurs de x qui rendent <p(u?) infinie. g. p.
F. 5a
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362.

On pourrait déduire directement l’équation (E) du théorème, rap
porté dans l’article 234 (p. a3o et a3i), qui donne le développement 
d’une fonction quelconque F(a?) en série de sinus et de cosinus d’arcs 
multiples. On passe de cette dernière proposition à celles que nous 
venons de démontrer en donnant une valeur infinie aux dimensions. 
Chaque terme de la série devient dans ce cas une quantité différen
tielle. Ces transformations des fonctions en suites trigonométriques 
sont des éléments de la Théorie analytique de la chaleur; il est indis
pensable d’en faire usage pour résoudre les questions qui dépendent 
de cette théorie.

La réduction des fonctions arbitraires en intégrales définies, telle 
que l’expriment l’équation (E) et les deux équations élémentaires dont 
elle dérive, donne lieu à diverses conséquences que l’on omettra ici, 
parce qu’elles ont un rapport moins direct avec la question physique. 
On fera seulement remarquer que ces mêmes équations se présentent 
quelquefois dans le calcul sous d’autres formes. On obtient, par 
exemple, ce résultat

(Ë') = - / <p(a)</a / cosyf# — d)dq,
>Z) df)

qui diffère de l’équation (E) en ce que les limites de l’intégrale prise 
par rapport à a sont o et oo, au lieu d’être —ao et -4-20. Il faut consi
dérer, dans ce cas, que les deux équations (E) et (E') donnent pour 
le second membre des valeurs égales lorsque la variable x est posi
tive. Si cette variable est négative, l’équation (E') donne toujours 
pour le second membre une valeur nulle. Il n’en est pas de même de 
l’équation (E), dont le second membre équivaut à ^{x}, soit que l’on 
donne à x une valeur positive ou une valeur négative. Quant à l’équa
tion (E'), elle résout le problème suivant : Trouver une fonction de x 
telle que, six est positive, la valeur de la fonction soit ^{x^, et que, si x 
est négative, la valeur de la fonction soit toujours nulle.
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363.

La question de la propagation de la chaleur dans une ligne infinie 
peut encore être résolue en donnant à l'intégrale de l’équation aux 
différences partielles une forme différente que nous ferons connaître 
dans l’article suivant. Nous examinerons auparavant le cas où la source 
de la chaleur est constante.

Supposons que, la chaleur initiale étant répartie d’une manière 
quelconque dans la barre infinie, on entretienne la tranche A a une 
température constante, tandis qu’une partie de la chaleur communi
quée se dissipe par la surface extérieure. Il s agit de déterminer 1 état 
du prisme après un temps donné, ce qui est l’objet de la seconde 
question que nous nous sommes proposée. En désignant par i la tem
pérature constante de l’extrémité A, par o celle du milieu, on aura
-xJ—e V|'s pour l’expression de la température finale du point situé à la 

distance a? de cette extrémité. Désignant par e la température variable 
du même point après le temps écoulé t, on a, pour déterminer e, cette 
équation *

Pc _ K _ HL (
dt CD Az'2 CDS

Soit maintenant

c — e v ks H- u ;
on aura

du' K dj^ _ HL , 
dt “CD dx1 CD S 11

en remplaçant par Æ et par h. Si l’on fait u'= e htu, on a

du _ , d’1 u 
dt ' d-r1
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-x v —La valeur de u' ou e — e hs est celle de la différence entre la tem
pérature actuelle et la température finale; cette différence u', qui tend 
<le plus en plus à s’évanouir, et dont la dernière valeur est nulle, équi
vaut d’abord à

/Â
F(^)-e rv*,

en désignant par F(a?) la température initiale d’un point situé à la 
distance x. Soit /(x) cet excès de la température initiale sur la tem
pérature finale, il faudra trouver pour u' une fonction qui satisfasse à 
l’équation 

du' d2 u'
~ hu > dt dx*

qui ait pour valeur initiale f{x\ et pour valeur finale o. Au point A, 
-x /—

où x est égal à o, la quantité v — e Ks a, par hypothèse, une valeur 
constante égale à o. On voit par là que u' représente une chaleur excé
dante qui est d’abord accumulée dans le prisme, et qui ensuite s’éva
nouit, soit en se propageant à l’infini, soit en se dissipant dans le 
milieu. Ainsi, pour représenter l’effet qui résulte de réchauffement 
uniforme de l’extrémité A d’une ligne infiniment prolongée, il faut con
cevoir : i° que cette ligne est aussi prolongée à la gauche du point A, 
et que chaque point situé à droite est présentement affecté de la tem
pérature initiale excédante; 20 que l’autre moitié de la ligne à la 
gauche du point A est dans un état contraire, en sorte qu’un point 
placé à la distance — x du point A a pour température initiale — f(x\, 
ensuite la chaleur commence à se mouvoir librement dans l’intérieur 
de la barre et à se dissiper à la surface. Le point A conserve la tempé
rature o, et tous les autres points parviennent insensiblement au 
même état. C’est ainsi que l’on peut ramener le cas où le foyer exté
rieur communique incessamment une nouvelle chaleur à celui où la 
chaleur primitive se propage dans l’intérieur du solide. On pourrait 
donc résoudre la question proposée de la même manière que celle de 
la diffusion de la chaleur (art. 347, 353 et 354); mais, afin de mul-
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tiplier les moyens de résolution dans une matière aussi nouvelle, on 
emploiera l’intégrale sous une forme différente de celle que nous avons 
considérée jusqu’ici.

364,
On satisfait à l’équation

du_ d2 u
dt ’ J#2

en supposant u égale à e~xekt. Or, cette dernière fonction de x et / peut 
être mise sous la forme d’intégrale définie, ce qui se déduit très facile
ment de la valeur connue de J"e~q'dq. On a en effet j e~q' dq 

lorsque l’intégrale est prise de q = — ce à q = -\-^. On aura donc 
aussi

^/ïr = f‘e~^+b)>dq,

b étant une constante quelconque, et les limites de l’intégrale étant les 
mêmes qu’auparavant. De l’équation

\/~=.e~h' I e~^'+ïbq'> dq, 
— 00 

*
on conclut, en faisant = kl,

£
4- oo

e~q' e~-q dû dq;

donc la valeur précédente de u ou e~xekt équivaut à

—— / e~q'e~{x+ïq kt) dq.

On pourrait aussi supposer u égale à la fonction 
ae-nxeknu^

a et n étant deux constantes quelconques; et l’on trouvera de même 
que cette fonction équivaut à

*
A Ç e-q'e-n(x+tq{îâ) dq.
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On peut donc prendre, en général, pour valeur de a la somme d’une 
infinité de valeurs semblables, et l’on aura

X
-t- oo __

dq[ale~"dx+i't^1') 4- a2e-n’V+2,V*') -t- a3 «“"• O’-*’2* 4-...].
00

Les constantes a,, a2, a3, ... et n,, n2, n^, ... étant indéterminées, la 
série représente une fonction quelconque de x 4- zqq/ct-, on a donc

11 = J r^^(x + iq^kl)dq.

L’intégrale doit être prise de u — — 00 à u = ce, et la valeur de u satis
fera nécessairement à l’équation

du  , dO£ 
dt ' dx2

Cette intégrale, qui contient une fonction arbitraire, n’était point 
connue lorsque nous avons entrepris nos recherches sur la Théorie de 
la chaleur, qui ont été remises à l’Institut de France dans le mois de 
décembre 1807; elle a été donnée par M. Laplace, dans un Ouvrage 
qui fait partie du Tome VIII du Journal de l’Ecole Polytechnique (*); 
nous ne faisons que l’appliquer à la détermination du mouvement 
linéaire de la chaleur. On en conclut

+ < — -uJ-

v = e-/u I e~i' q\x 4- 27 ^kt) dq 4- e kb;
*/— 00

- rUÜÏ 
lorsque t est égal à zéro, la valeur de u est F(a?) — e kb ou /{x} ; 
donc
/•। f(x) = y(x}e-i'dq et <p(zc)=

Ainsi la fonction arbitraire qui entre dans l’intégrale est déterminée

(*) Laplace, Mémoire sur divers points d’Analyse : Sur le Calcul des fonctions géné
ratrices. — Sur les intégrales définies des équations à différences partielles. — Sur le 
passage réciproque des Résultats réels aux Résultats imaginaires. — Sur l’intégration des 
équations aux différences finies non linéaires. — Sur la Réduction dos fonctions en Tables 
(Journal de l’École Polytechnique, XV0 Cahier, p. 229-265. Voir plus particulièrement 
p. 235 à 244)- G-
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au moyen de la fonction donnée /(«?); et l’on a l’équation suivante 
qui contient la solution de la question

e-ht 
v — é ks4- —— / 4- iq\J/a}-,

Vît

il serait facile de représenter co résultat par une construction.

365.

Nous appliquerons la solution précédente au cas où, tous les points 
de la ligne AB ayant la température initiale o, on échauffe l’extrémité A 
pour la retenir continuellement à la température 1. Il en résulte que 
F(a?) a une valeur nulle lorsque x diffère de o. Ainsi, f{x} équivaut à 

/ÏÏL __ x V' ~ ~ • •— e Ks toutes les fois que x diffère de zéro, et à zéro lorsque x est 
nulle. D’un autre côté, il est nécessaire qu’en faisant x négative, la 
valeur de f^x) change de signe, en sorte que l’on a la condition 
/(— x) = — f^x}. On connaît ainsi la nature de la fonction discon- 

-xÆ .tÆ
tinue/^r); elle est—e Ks lorsque x surpasse o, et 4- e ' kS lorsque 
x est moindre que o. ILfaut maintenant écrire, au lieu de x, la quan
tité x 4- iq ^kl. Pour trouver u ou

-A f e~1,•îq \Jkt) dq, .
V/7Te/_„

on prendra d’abord l’intégrale depuis x 4- zq \J kt = o jusqu’à 
x 4- 2q ^kl = 00, et ensuite depuis x 4- zq \]kt = — a© jusqu’à 
x _|_ ^kt = o. Pour la première partie, on a

1 /* „> .
------  I e-i e bdq,

et, remplaçant k par sa valeur on a
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ou
------ e e-i'e '^^dq

ou
./HL HL Z

__ Le 'Vhs^cd» dq.

En désignant par r la quantité g 4- \ fîtï’ l’expression précédente y vu U o
est

ut t
----- -  e

cette intégrale Çe r' dr doit être prise, par hypothèse, depuis 

, . /Kt . /K< , x= o jusqu a x-^- 2 g ^=00, ou depuis
2 V CD

jusqu’à q — x>, ou jusqu’à r = co.
2

La seconde partie de l’intégrale est

dq

OU

OU

e 
l/ît

/îîlI 
e-^e^^dq

nt.j
CBS

en désignant par r la quantité g — dr doit

être prise, d’après l’hypothèse, depuis x + 2g

x H- 2g i = o, ou de g — — à g —----  y lujj
2

— co jusqu’à

c’est-à-dire
CD

. „ /HL* xdepuis r — — co jusqu Ar — — y -----—ÿ=
2v CD

e
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Ces deux dernières limites peuvent, d’après la nature de la fonc
tion e~r', être remplacées par celles-ci :

Il suit de là que.la valeur de u est exprimée ainsi :
/fit HL( „ _ ■/HL IILt „

J_/VEs + cds I e-r'dr---- — e Vks œs e-r'dr;
vÆ J

la première intégrale doit être prise

jusqu’à r = x, et la seconde depuis

r = oo. Représentons maintenant par tp(R) l’intégrale / e~’'dr depuis y 7T J
r — R jusqu’à r = c©; on aura

Donc u’, qui équivaut à e W6u, a pour expression

et l’on a

F. 53
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La fonction désignée par tpW es^ connue depuis longtemps et l’on 
peut calculer facilement, soit au moyen de séries convergentes, soit 
par les fractions continues, les différentes valeurs que reçoit cette 
fonction lorsqu’on met au lieu de R des quantités données; ainsi 
l’application numérique de la solution n’est sujette à aucune diffi
culté (*).

366.
Si l’on fait H nulle, on a

Cette équation représente la propagation de la chaleur dans une barre 
infinie dont tous les points étaient d’abord à la température o, et dont 
l’extrémité est élevée et entretenue à la température constante i. On 
suppose que la chaleur ne peut se dissiper par la surface extérieure de 
la barre ou, ce qui est la même chose, que cette barre a une épais
seur infiniment grande. Cette dernière valeur de p fait donc connaître 
la loi suivant laquelle la chaleur se propage dans un solide terminé 
par un plan infini, en supposantque ce mur, infiniment épais, a d’abord

(*) Pour ce qui concerne le calcul numérique des fonctions que Fourier désigne ici et 
dans l’article suivant par <p(R) et <p(R), on pourra consulter :

Kramp, Analyse des réfractions astronomiques et terrestres, Strasbourg et Leipsick, 
an VII.
Cet Ouvrage contient : i° une Table des valeurs de l’intégrale / e-^df, une Table 

•y T 
zi 00

des logarithmes de cette intégrale; 3° les logarithmes du produit c^' / e-^dt.
Jt

Bessel, Fundamenta Astronomie (Kœnigsberg, i8r8).
Legendre, Traité des fonctions elliptiques et des intégrales eulériennes, t. II, p. 5ao, 

5a i.
Encke, Astronomisches Jahrbuch filr i834, Berlin. i83a. 

z»00
Radau (R.), Tables de l’intégrale 4<(Z) = e1> I e~1'dt. — Annales de l’observatoire de 

Paris, Partie théorique, t. XVIII.

Les Tables que contient ce Mémoire permettent d’obtenir le logarithme de <p(Z) à 
| d’unité près du septième ordre décimal. G. D. 



CHAPITRE IX. - DIFFUSION DE LA CHALEUR. 419

dans toutes ses parties une température constante initiale o et que l’on- 
assujettit la surface à une température constante i. Il ne sera point 
inutile de faire observer quelques résultats de cette solution.

En désignant par 
jusqu'à r = R, on a

ç(R) l’intégrale Je~r'dr prise depuis r = o

^(R) = i-?(R) et ^(-R) = j + ?(R).

lorsque R est une quantité positive; donc

^(-R)-^(R) = 2<p(R) et

En développant l’intégrale ç(R), on a

donc

?(R) = — |rs------- iiv+...i.2 5 1.2.0 7

i° Si l’on suppose x nulle, on trouvera p = i.
2° Si, x n’étant point nulle, on suppose t = o, la somme des termes 

qui contiennent x représente l’intégralej'e~r'dr prise depuis r — o 

jusqu’à r = x>, et par conséquent équivaut à '-y/i; donc e est nulle.

3° Différents points du solide placés à des profondeurs différentes 
x,, x2, X.,, ... parviennent à une même température après des temps 
différents Zt, Z2, Z3, ..., qui s°ut proportionnels aux carrés des lon
gueurs x,, x2, x2.......

4° Pour comparer les quantités de chaleur qui traversent pendant 
un instant infiniment petit une section S placée dans l’intérieur du 
solide à la distance x du plan échauffé, on prendra la valeur de la



420 THÉORIE DE LA CHALEUR.

quantité — KS~, et l’on aura1 dx

ainsi l’expression de la quantité est entièrement dégagée du signe 
intégral. La valeur précédente, à la surface du solide échauffé, est 

/CI) KS i /——> ce qui fait connaître comment le flux de chaleur à la surface y ut 1
varie avec les quantités C, D, K, /; pour trouver combien le foyer com
munique de chaleur au solide pendant un temps écoulé t, on prendra 
l’intégrale

ou 2 S

ainsi la chaleur acquise croît proportionnellement à la racine carrée 
du temps écoulé.

367.

On peut traiter par une analyse semblable la question de la diffusion 
de la chaleur, qui dépend aussi de l’intégration de l’équation

dp 
dt k^-hv. dx*

On représentera par/(#) la température initiale d’un point de la 
ligne placé à la distance x de l’origine, et l’on cherchera à déterminer 
quelle doit être la température de ce même point après un temps /. 
Faisant

v = e~M z, 
on aura

dz_ d^z 
dt ' dx* ’

et par conséquent 
x»-+- 00

z — / e~i' q(x 4- 27s/kï) dq.
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Lorsque t est égal à zéro, on doit avoir

p — / e~i'cfi(x)dq

ou

donc

?(Æ) =

4- 2q\Jla) dq.

Pour appliquer celte expression générale au cas où une partie de la 
ligne, depuis x = — a jusqu’à a? = a, est uniformément échauffée, 
tout le reste du solide étant à la température o, il faut considérer que 
le facteur f(æ 4- 2q\Jki), qui multiplie e^, a, selon l’hypothèse, une 
valeur constante i lorsque la quantité qui est sous le signe de la fonc
tion est comprise entre — a et a, et que toutes les autres valeurs de ce 
facteur sont nulles. Donc l’intégrale ( e^' dq doit être prise depuis

x 4- zq — — a jusqu’à x 4- iq Jkl = a »“ depuis ? =

jusqu’à q — —En désignant, comme ci-dcssus, par tp(R) l'inté- •

r = R jusqu’à r = oo, on aura

368.

Nous appliquerons encore l’équation générale

-—-T e~^'+ 2q^l(i}dq

au cas où la barre infinie, échauffée par un foyer d’une intensité con
stante i, est parvenue à des températures fixes et se refroidit ensuite 
librement dans un milieu entretenu à la température o. Pour cela, il 
suffit de remarquer que la fonction initiale désignée pary(æ) équivaut
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—xv-
à e k tant que la variable x qui est sous le signe de fonction est

positive, et que cette même fonction équivaut à e * lorsque la variable 
qui est affectée du signe f est moindre que zéro. Donc

la première intégrale doit être prise depuis x + 2q\]kt — o jusqu’à 
x +'iq \ kl = x., et la seconde depuis x -+- 2q \[kt = — x jusqu’à
x 4- 2 q ^kt = o.

La première partie de la valeur de v est

ou

ou

en faisant r=q-+-\lht. L’intégrale doit être prise depuis q 

jusqu’à q = x>, ou depuis r — \jht-----jusqu’à r = co.

La seconde partie de la valeur de e est

ix/kt

ou

en faisant r = q—\j ht ; L’intégrale doit être prise de r = — x> à

— \fht------= ou de r = \Jht H----= à r =
' 2 \)kt 2 \j kt

00.
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On en conclut l’expression suivante :

v — e \]ht — x \
2 kt /

369.

On a obtenu (art. 367) l’équation

— g-hl — x H- a
2 \/ kl

pour exprimer la loi de la diffusion de la chaleur dans une barre peu 
épaisse, échauffée uniformément à son milieu entre les limites données 
x = — a, x = -t- a. On avait précédemment résolu la même question 
en suivant une méthode différente et l’on était parvenu, en supposant 
a = i, à l’équation

v — ^e~ht^ e~i'ktcosqx (art. 348).

Pour comparer ces deux résultats, on supposera dans l’un el l’autre 
x = o; désignant encore par ^(R) et ç(R) les mêmes intégrales qu’à 
l’article 366, on a

ou

D’un autre côté, on doit avoir

e = -e~ht C e~i'kt sino —, 
* Jo ?

ou
re-^dqfi- £ + - ...)

TT Jo 2.3 2.3.4.5 /

Or l’intégrale Çe^u^du, prise depuis u — o jusqu’à u — oc, a une 
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valeur connue [voir l’article suivant) : m étant un nombre entier posi
tif, on a en général

C „ i 3 5 7/ e~u u2fn du —' 2 2 2 2o

2 m — i
2 2

l’équation précédente donne donc, en faisant q^kt = u2,

Cette équation est la même que la précédente, lorsqu’on suppose a = i. 
On voit par là que ces intégrales, que l’on a obtenues par des procédés 
différents, conduisent aux mêmes séries convergentes. On parvient 
aussi à deux résultats identiques quelle que soit la valeur de x.

On pourrait, dans cette question comme dans la précédente, compa
rer les quantités de chaleur qui, dans un instant donné, traversent 
différentes sections du prisme échauffé. L’expression générale de ces 
quantités ne contient aucun signe d’intégration; mais, sans s’arrêter 
à ces remarques, on terminera cette Section par la démonstration du 
résultat que l’on vient d’employer et la comparaison des différentes 
formes que l’on a données à l’intégrale de l’équation qui représente 
la diffusion de la chaleur dans une ligne infinie.

De l’équation connue

on conclut celle-ci

370.
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a étant une constante quelconque; on a donc

ou

ea' —

ea' = C g-ïaq c[q,

dq( i — 2 aq + 1.2.3
^a^q^

i. 2

Celte équation a lieu quelle que soit la valeur de a. On peut développer 
le premier membre; et, parla comparaison des termes, on obtiendra 
les valeurs déjà connues de l’intégrale Jq" dq. Cette valeur est 
nulle lorsque n est impair; et l’on trouve, lorsque n est un nombre
pair 2m,

c 00 i/ e~iqimdq=- 
d~ m

3 5^
2 2 2

371.
Pour satisfaire à l’équation

dw _ . d2 u 
dt~ dx^ 

*
on peut supposer u = et en général u — on en déduit
facilement (art. 364) l’intégrale

u—l e-l' cp(x -4- iq ^kt) dq.
d-  ce

On a employé précédemment pour l’intégrale de la même équation 
l’expression

u —ax cos/z^ 4- a2 e-’l'k‘ cosn^x 4- a3 e~n'kt cosn3x 4- ...

ou celle-ci

u = ai e-n'd'ànnlx + at e~"'kt sin n2X 4- a3 e~"ïkt sin n3x 4- ...,

a2, a3, ... et n,, n2, n3, . . . étant deux séries de constantes 
arbitraires. 11 est aisé de voir que chacun de ces termes équivaut à 

54 ■F.
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l’intégrale

ou
e-i* cosn^x 4- dq

e~i2 sin n (x 4- 27 ^kt) dq.

En effet, pour déterminer la valeur de l’intégrale

fe~i' sin {x + 2q q'kt) dq,

on lui donnera la forme suivante :

Ç e~i' sin j? cos 2 q y/kl dq 4-J"e~i' cosx sim q kt dq

ou celle-ci :

L’intégrale dq, prise depuis q = - jusqu’à q — œ, est
y/~; on a donc, pour la valeur de l’intégrale fe^2 sin {x 4- 27^X7) dq, 
la quantité yjiz e~kt sin.r, et en général

e~"'k‘ sinnx — / e~i' sinn(ir 4- 27 dq. 
tJ— 00

On déterminera de la même manière l'intégrale
« _  

/ e~*73 cosH- vqyjkt)dq,
— oo

dont la valeur est y/ire-"^ cosha?.
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On voit par là que l’intégrale

e-«î*«(a1sinn1^+ cosu^x) 4- e-"î*'(«2 sin/i2^ 4- b^ cosntx) 4- .. •

équivaut à

f el'dq
y 77 J— 00

ai sion^ 4- i.q\Jkt} 4- «2 sinn2(® 4- iq\[ki} 4-... ) 
bi COS 11 \x 4- 2 q \! kl} 4- b2 COS n^x 4- 2 q \Jk t ) 4-. . • i

La valeur de la série représente, comme on 1 a vu précédemment, une 
fonction quelconque de x + iq ^kl-, l’intégrale générale sera donc ex
primée ainsi :

v— j e^'cf^x+ ^q \/kl) dq.

Au reste, l’intégrale de l’équation

du _ /. d2 « 
dt ~ ’ dx-

peut être présentée sous diverses autres formes. Toutes ces expressions 
sont nécessairement identiques.

SECTION 11.
DU MOUVEMENT LUIRE DE LA CHALEUR DANS UN SOLIDE INFINI.

372.
L’intégrale de l’équation

dv _ K d2e
(«) d7"CDdP

fournit immédiatement celle de l’équation à quatre variables 

(A)
dv __ £ 
dt CD

d'v d-v d1 e \ 
dxi + àz1 /

comme nous l’avons déjà remarqué en traitant la question de la propa
gation de la chaleur dans un cube solide. C’est pour cela qu’il suffit, 
en général, de considérer l’effet de la diffusion dans le cas d’un solide 
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linéaire. Lorsque les corps n’ont point leurs dimensions infinies, la dis
tribution de la chaleur est continuellement troublée par le passage du 
milieu solide au milieu élastique; ou, pour employer les expressions 
propres à l’Analyse, la fonction qui détermine la température ne doit 
pas seulement satisfaire à l’équation aux différences partielles et à l'état 
initial : elle est encore assujettie à des conditions qui dépendent de la 
ligule de la surface. Dans ce cas, l’intégrale a une forme plus difficile 
à connaître, et il faut examiner la question avec beaucoup plus de soin 
pour passer du cas d’une coordonnée linéaire à celui des trois coordon
nées orthogonales; mais, lorsque la masse solide n’est point interrom
pue, aucune condition accidentelle ne s’oppose à la libre diffusion de 
la chaleur : cet élément se meut de la même manière dans tous les 
sens.

La température variable e d’un point d’une ligne infinie est ex
primée par l’équation

(0 V—— e-«'/(x + 2q fi) dq.

x désigne la distance entre un point fixe o et le point m dont la tem
pérature équivaut à v après le temps écoulé l. On suppose que la cha
leur ne peut se dissiper par la surface extérieure de la barre infinie, 
et l’état initial de cette barre est exprimé par l’équation v— f{x). 
L’équation différentielle à laquelle la valeur de v doit satisfaire est 
celle-ci :
, . <h’ K d^v(a ) — — — --- -dt CD dx*

Mais, pour simplifier le calcul, on écrit

ce qui suppose que l’on emploie au lieu de l une autre indéterminée z
. , . Kz ega!e a •

Si, dans une fonction /{x) de x et de constantes, on substitue 
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x + à x et si, après avoir multiplié par -Le~n'dn, on intègre 

par rapport à n entre des limites infinies, l’expression

-U Ç e~ntf(x + in\/1) dn

satisfera, comme on l’a démontré plus haut, à l'équation différen
tielle [h); c’est-à-dire que cette expression a la propriété de donner une 
même valeur pour la fluxion seconde par rapporta x et pour la fluxion 
première par rapport à t. D’après cela, il est évident qu’une fond ion 
de trois variables f(x,y,z) jouira d’une semblable propriété si l’on 
substitue, au lieu de x, y, z, les quantités

x t, y + ip \/1, z + iq t,

et si l’on intègre après avoir multiplié par

-4 e~"'dn, -~e~pi dp, — e^'dq. 
\Jn yn

En effet, la fonction que l’on forme ainsi

K 1 i F I e~n\~P'~i'2 n\/t, y-\-ip\/1, z + iq dn dp dq —oo —ce *'—oo

donnera trois termes pour la fluxion par rapport à t, et ces trois termes 
sont ceux que l’on trouverait en prenant la fluxion seconde pour cha
cune des trois variables x, y, z. Donc l’équation

p — Tt~2 C Ç C e-'^-P'-i'+‘insft, y-V-i.p^~t, z-y iqsji') du dp dq 
— 00 *^—00 «- -- 00

donne une valeur de v qui satisfait à l’équation aux différences par
tielles

de dû(> d'v d’e
W d7 “ d^ + dp + d?“
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373.

Supposons maintenant qu’une masse solide sans figure, c’est-à-dire 
qui remplit l’espace infini, contienne une quantité de chaleur dont la 
distribution actuelle est connue. Soit 

e = y, «)

l’équation qui exprime cet état initial et arbitraire, en sorte que la 
molécule dont les coordonnées sont x, y, z a une température ini
tiale égale à la valeur de la fonction donnée F(æ,j',5). On peut se 
représenter que la chaleur initiale est contenue dans une certaine 
partie de la masse dont le premier état est donné au moyen de l’équa
tion e = ¥{x,y,z), et que tous les autres points ont une température 
initiale nulle. Il s’agit de connaître «quel sera, après un temps donné, 
le système des températures. Il faut, par conséquent, exprimer la tem
pérature variable v par une fonction <p(x, y, z, t) qui doit satisfaire à 
l’équation générale (A) et à la condition

y, -,o) = F(æ, y, z).

Or la valeur de cette fonction est donnée par l’intégrale

e-n'-p'-g' F + 2n fi, z-yiq\[t)dndpdq.

En effet, cette fonction v satisfait à l’équation (A) et, si l’on y fait 
/ = o, on trouve 

ou, en achevant les intégrations,

F(^, y, ~),
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374.

Puisque la fonction c ou q(x, y, z, t} représente l’état initial lors
qu’on y fait / = o, et qu’elle satisfait à l’équation différentielle de la 
propagation de la chaleur, elle représente aussi l’état du solide qui a 
lieu au commencement du second instant; et, en faisant varier le se
cond état, on en conclut que la même fonction représente le troisième 
état du solide et tous les états suivants. Ainsi la valeur de e que l'on 
vient de déterminer, contenant une fonction entièrement arbitraire des 
trois variables x, y, z, donne la solution de la question; et l’on ne 
peut supposer qu’il y ait une expression plus générale, quoique d’ail
leurs la même intégrale puisse être mise sous des formes très di
verses.

Au lieu d’employer l’équation
z» A- oo

on pourrait donner une autre forme à l’intégrale de l’équation

* de _ d2 e 
dt dx* ’

et il serait toujours facile d’en déduire l’intégrale qui convient au cas 
des trois dimensions. Le résultat que l’on obtiendrait serait nécessaire
ment le même que le précédent.

Pour donner un exemple de ce calcul, nous ferons usage de la va
leur particulière qui nous a servi à former l’intégrale exponentielle.

Reprenant donc l’équation 
dv_  
dt dx*’

nous donnerons à p la valeur très simple e_"!,cosn.r, qui satisfait évi
demment à l’équation différentiel le (b). En effet, on en tire
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Donc l’intégrale
I e~n'‘ cos nx dn

convient aussi à l’équation (6); car cette valeur de v est formée de la 
somme d’une infinité de valeurs particulières. Or l’intégrale précé- 

.r3
dente est connue, et l’on sait qu’elle équivaut à —=e w (voir l’article

v/kZ
suivant). Cette dernière fonction de x et t convient donc aussi avec 
l’équation différentielle (b}. Il est d’ailleurs très facile de reconnaître 

X 3
immédiatement que la valeur particulière — e w satisfait à l’équation 
dont il s’agit.

Ce même résultat aura lieu si l’on remplace la variable x par x — a, 
a étant une constante quelconque. On peut donc employer comme va- 

leur particulière la fonction — e 1,1 , dans laquelle on attribue à a 

une valeur quelconque. Par conséquent, la somme / . e 4' du
J— «o y

satisfait aussi à l’équation différentielle (6); car cette somme se com
pose d’une infinité de valeurs particulières de la même forme, multi
pliées par des constantes arbitraires. Donc on peut prendre pour 
valeur de v satisfaisant à l’équation (6)

(.r-CO»

u du,

A étant un coefficient constant.
Si, dans cette dernière intégrale, on suppose

a — x
2

en faisant aussi A = —on aura
2 0T 

_+• ( « — J' )J
(0 P = / e “ f^du

2
OU

00
(i') er=“ / e'1’'f{x + dq.
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On voit par là comment l’emploi des valeurs particulières

I —,r8 
e-n’'C0S7lÆ ou — 8 “ 

\/t 

conduit à l’intégrale sous forme finie.

375.

La relation qu’ont entre elles ces deux valeurs particulières se dé
couvre lorsqu’on détermine l’intégrale

/ e-n’‘cos/iÆ dn. 
'J---  00

Pour effectuer l’intégration, on pourrait développer le facteur cos/za? et 
intégrer par rapport à n. On obtient ainsi une série qui représente un 
développement connu; mais on déduit plus facilement ce résultat de 
l’analyse suivante. L’intégrale f^cosnxdn se rapporte à celle-ci : 

§e~p'cos2pu dp,

en supposant n^t = p2 et nx = ipu. On a ainsi

A e~"'‘cosnx dn = d- Ç e~p'cos'ipudp.

On écrira maintenant

Ce-p'cos2pudp=^ ‘e-P^p^^dp-^- -j'e-p'-^^dp

= Le-u, CerP'+iPu'/~l'¥u'dp + -e~“’ / e~p'~ipu'!~l'^n*dp 
2 J 2 J

— Le-u' Fe~(,P-u^)'dp 4- - e_“* / e-(p+«7->)’ dp. 
2 J 2 J

Or chacune des intégrales qui entrent dans ces deux termes équivaut 
à \/S. En effet, on a, en général,
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et, par conséquent,
e-(7+*)’ dq,

quelle que soit la constante b. On trouve donc, en faisant b — u \J— i 
et remplaçant <7 par p,

donc

e~P* coszpu dp = g-"’;

et, mettant pour u sa valeur —on aura
2

„ -t- x /— __ X*
/ e~nI‘cosnx dn — 4/ - c d — M T

X9
Au reste, la valeur particulière e “ est assez simple pour qu’elle se 

présente immédiatement sans qu’il soit nécessaire de la déduire de 
celle-ci : e-"’'cosna?. Quoi qu’il en soit, il est certain que la fonction 

.r2
u satisfait à l’équation différentielle 

dv__d-v. 
dt__ dx' ’

il en est de même, par conséquent, de la fonction -^=e u , quelle 
que soit la quantité a.

376.

Pour passer au cas des trois dimensions, il suffit de multiplier la 
_ ij—«>*

fonction en x et t, il, par deux autres fonctions semblables, 

l’une en y et 0 l’autre en et en /; le produit doit évidemment satis
faire à l’équation

dv _ d1 v d'v d'v
dt — dx1 + dy' dz'
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On prendra donc pour e la valeur ainsi exprimée

(,r —a)1 (y— fî)! (a—y)»

- e “ e “ e “
\Jt

Si maintenant on multiplie le second membre par rfa, d^, dy et par 
une fonction quelconque/(a, [3, y) des quantités a, [3, y, on trouvera, 
en indiquant l’intégration, une valeur de e formée de la somme d’une, 
infinité de valeurs particulières multipliées par des constantes arbi
traires.

Il suit de là que la fonction e peut être ainsi exprimée :

cette équation contient l’intégrale générale de la proposée (A). Le pro
cédé qui nous a conduit à cette intégrale doit être remarqué, parce 
qu’il s’applique aux cas les plus variés; il est principalement utile 
lorsque l’intégrale doit satisfaire à des conditions relatives a la sur
face. En l’examinant avec attention, on reconnaîtra que les transfor
mations qu’il exige sont toutes indiquées par la nature physique de la 
question. On peut aussi, dans l’équation (/), changer d’indéterminées ; 
si l’on prend 

a ZT Q--y y — Z'_==7, 
/ 2^ 2\Jt

on aura, en multipliant le second membre, par un coefficient con
stant A,

c = 23A [fjy H- 2p^l, z + iq'/t) du dp dq.

Prenant les trois intégrales entre les limites -=oet + xet faisant 
/ — o, afin de connaître l’état initial, on trouvera

e = 23 A y, æ).

Ainsi, en représentant les températures initiales connues parF^,/, s),
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et donnant à la constante A la valeur 2~3z », on parviendra à l’intégrale

(I) p = tt "Il f e-n’-P’-?’F(;r H- y 4- z H- ïq \/~t) dn dp dq,
~ oc — oo v—oo

qui est la même que celle de l’article 372.
L’intégrale de l’équation (A) peut être mise sous plusieurs autres 

formes, parmi lesquelles on choisit celle qui convient le mieux à la 
question que l’on se propose de résoudre.

Il faut observer en général, dans ces recherches, que deux fonctions 
ç(a7, y, z, z) sont les mêmes lorsqu’elles satisfont l’une et l’autre à l’é
quation différentielle (A) et lorsqu’elles sont égales pour une valeur 
déterminée du temps. Il suit de ce principe que les intégrales qui se 
réduisent, lorsqu’on y fait z = o, à une fonction arbitraire F(zr,y, s) 
ont toutes le même degré de généralité; elles sont nécessairement iden
tiques.

Le second membre de l’équation différentielle (a) était multiplié par 
pjyj et l’on a supposé dans l’équation (è) ce coefficient égal à l’unité. 

If suffira, pour rétablir cette quantité dans le calcul, d’écrire au lieu 
de Z, dans l’intégrale (z), ou dans l’intégrale (I). Nous indiquerons 
maintenant quelques-unes des conséquences que l’on déduit de ces 
équations.

377.

La fonction qui sert d’exposant au nombre e dans l’équation (j) ne 
peut représenter qu’un nombre absolu, ce qui suit des principes géné
raux du calcul, comme on l’a prouvé explicitement dans la Section IX 
du Chapitre II (p. i35). Si, dans cet exposant, on remplace l’indétcr- 
minée t par on voit que, les dimensions de K, C, D et z par rapport 
à l’unité de longueur étant — i, o, — 3, et o, la dimension du déno- 
minateur -yr est à, comme celle de chaque terme du numérateur, en 
sorte que la dimension totale de l’exposant est o. Considérons le cas 
où la valeur du temps z augmente de plus en plus; et, pour simplifier
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cet examen, employons d’abord l’équation 

V——— /e 4(
J

qui représente la diffusion de la chaleur dans une ligne infinie. Sup
posons que la chaleur initiale est contenue dans une portion donnée de 
la ligne, depuis x = — h jusqu’à x = 4- g, et que l’on attribue à x une 
valeur déterminée X, qui fixe la position d’un certain point m de cette 

^2 2 OC
ligne. Si le temps t croît sans limite, les termes — ct 4- -^y- qui 
entrent dans l’exposant deviendront des nombres absolus de plus en 
plus petits, en sorte que, dans le produit

_æs 2a.r

e 4,e4i e “

on pourra omettre les deux derniers facteurs, qui se confondent sensi
blement avec l’unité (*). On trouvera ainsi

(y)

C’est l’expression de l’état variable de la ligne après un temps très

(’) Cotte partie des raisonnements nous échappe complètement, et nous croyons même 
que les résultats énoncés par Fourier sont inexacts. Si, dans lo produit

_ Ü îgr _ gi 
c e m g 4

on omet les doux derniers facteurs « qui so confondent sensiblement avec l’unité », pour
quoi no pas omettre le premier qui so trouve dans les mémos conditions î

D’ailleurs, si l’on change l’origine dos abscisses en la déplaçant d’une longueur Z sur la 
_ (.r —

droite, il faudra remplacer le facteur c u par e w , ce qui donnerait autant de lois 
nouvelles que l’on attribuera do valeurs différentes à la constante Z.

Il nous semble qu’il serait plus exact do raisonner delà manière suivante :

Lorsque t grandit indéfiniment, le facteur c « tend vers l’unité, ct la température o 
tond vers l’expression asymptotique

t r+e(i) 7= /

c’est-à-dire que l’on a v = vi(i h- w),
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long; elle s’applique à toutes les parties de cette ligne qui sont moins 

éloignées de l’origine que le point m. L'intégrale définie / /(a) c/a
C- A

désigne la quantité de chaleur totale B contenue dans le solide, et l’on

w étant une quantité qui tend vers zéro, pour chaque valeur de x, lorsque t augmente 
indéfiniment.

Si l’on veut avoir une expression plus approchée de p, on remplacera l’exponentielle

e par la valeur approchée 1— -—-—-> les termes négligés étant de l’ordre 4t
de — > et l’on aura

c =
-g L

(x — a 
4*

rZa,

les termes négligés étant de l’ordre de —On trouve ainsi un résultat de la forme

(2) p = Pi
4«

A et B s’exprimant par un calcul facile en fonction des intégrales

g r8/ a’/(a)da.
-A

On pourrait encore écrire au même ordre d’approximation

.T3
v = Ci e

Si l’on prenait, comme le proposp Fourier,

p = Pi

^2 — f\ ,/_•
on conserverait un terme — — et l’on en négligerait deux autres du mémo ordre ——1 

4* 4 <
ce qui est évidemment inadmissible.

Au reste, les formules que nous proposons de substituer à celles de Fourier peuvent 
devenir illusoires dans le cas particulier où l’on a

s

— A
o,

c’est-à-dire où la température moyenne de la barre est nulle. Mais la méthode que nous 
_ (.r-ap 

avons suivie demeurera encore applicable. Il suffira de développer l’exponentielle c 
et de conserver dans l’intégrale les premiers termes qui diffèrent de zéro. G. D.
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voit que la distribution primitive n’a plus d’influence sur les tempé
ratures après un temps très long. Elles ne dépendent plus que de la 
somme B, et non de la loi suivant laquelle la chaleur a été répartie.

378.

Si l’on suppose qu’un seul élément œ, placé à l’origine, a reçu la 
température initiale /’ et que tous les autres avaient la température o.

le produit w/ sera équivalent à l’intégrale / f^da. ou B. La con

stante/ sera extrêmement grande, puisqu’on suppose la ligne w très 
petite.

L’équation 

2/71/

représente le mouvement qui aurait lieu si un seul élément placé à 
l’origine eût été échauffé. En effet, si l’on donne à x une valeur quel-

kt' a a 4 t

conque a, non infiniment petite, la fonction —— sera nulle lorsqu’on 

supposera l = o. Il n’en sera pas de même si la valeur de x est nulle.
X* 
kt• 6? * lDans ce cas, la fonction —— reçoitau contraire une valeur infinie pour 

/ = o. On connaîtra distinctement la nature de cette fonction si l’on 
applique les principes généraux de la théorie des surfaces courbes à la 
surface qui aurait pour équation

\/y
L’équation 

2/71/

exprime donc la température variable d’un point quelconque du prisme 
lorsqu’on suppose toute la chaleur initiale réunie dans un seul élément 
placé à l’origine. Cette hypothèse, quoique particulière, appartient à



UO THÉORIE DE LA CHALEUR.

une question générale, parce que, après un temps assez long, l’état 
variable du solide est toujours le même que si la chaleur initiale eût 
été rassemblée à l’origine. La loi suivant laquelle la chaleur a été dis
tribuée influe beaucoup sur les températures variables du prisme; 
mais cet effet s’affaiblit de plus en plus et finit par devenir entièrement 
insensible.

379.

Il est nécessaire de remarquer que l’équation réduite {y) ne s’ap
plique point à la partie de la ligne qui est placée au delà du point m 
dont la distance a été désignée par X. En effet, quelque grande que 
soit la valeur de temps, on pourrait choisir une valeur de x telle que 

2ax
le terme e u différât sensiblement de l’unité, et alors ce facteur ne 
doit pas être supprimé. Il faut donc se représenter que l’on a marqué, 
de part et d’autre de l’origine o, deux points m et m! placés à une cer
taine distance X ou — X, et que l’on augmente de plus en plus la va
leur du temps, en observant les états successifs de la partie de la ligne 
qui est comprise entre m et m'. Cet état variable convergera de plus en 
plus vers celui qui est exprimé par l’équation

t* -h h
(y) p=—=e “ f f(a)da.

J_g

Quelle que soit la valeur attribuée à X, on pourra toujours trouver 
une valeur du temps assez grande pour que l’état de la ligne m!om ne 
diffère pas sensiblement de celui qu’exprime l’équation précédente (y). 
Si l’on demande que cette même équation s’applique à d’autres parties 
plus éloignées de l’origine, il faudra supposer une valeur du temps 
plus grande que la précédente.

L’équation {y), qui exprime dans tous les cas l’état final d’une ligne 
quelconque, fait voir que, après un temps extrêmement long, les divers 
points acquièrent des températures presque égales, et que les tempé
ratures d’un même point finissent par varier en raison inverse de la 
racine carrée des temps écoulés depuis le commencement de la diffu-
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sion. Les décroissements de la température d’un point quelconque 
deviennent toujours proportionnels aux accroissements du temps.

380.

Si l’on faisait usage de l’intégrale

(0
r (g—r>*

~ e A«)d«
2 y TT Kt J

pour connaître l’état variable des points de la ligne placés à une grande 
distance de la portion échauffée et que, pour exprimer celte dernière 

condition, on supprimât encore le facteur e **' , les. conséquences 
que l’on obtiendrait ne seraient pas exactes. En effet, en supposant 
que la portion échauffée s’étende seulement depuis a = ojusqu’à v. = g, 
et que la limite g soit très petite par rapport à la distance .-r du point 
dont on veut déterminer la température, la quantité — qui 

forme l’exposant se réduit bien à ; c’est-à-dire que la raison des 

deux quantités approche d’autant plus de l’unité que
la valeur de x est plus grande par rapport à celle de a; mais il ne s’en
suit pas que 1 on puisse remplacer l’une de ces quantités par l’autre 
dans 1 exposant de e. En général, l’omission des termes subordonnés 
ne peut avoir lieu ainsi dans les expressions exponentielles ou trigo- 
nométriques. Les quantités placées sous les signes de sinus ou de co
sinus, ou sous le signe exponentiel e, sont toujours des nombres 
absolus, et l’on ne peut omettre que les parties de ces nombres dont 
la valeur est extrêmement petite; leurs valeurs relatives ne sont ici 
d’aucune considération. Pour juger si l’on peut réduire l’expression

à celle-ci :

F. 56
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il ne faut pas examiner si le rapport de æà a est très grand, mais si

les termes sont des nombres très petits. Cette condition a4 kt 4 kt
toujours lieu lorsque le temps écoulé t est extrêmement grand; mais 
elle ne dépend point du rapport -•

381.

Supposons maintenant que l’on veuille connaître combien il doit 
s’écouler de temps pour que les températures de la partie du solide 
comprise depuis x = o jusqu’à x = X puissent être représentées à 
très peu près par l’équation réduite

T —
-—---- - e 1,1,1 /
2 ^izkt

o et g étant les limites de la portion primitivement échauffée. 
La solution exacte est donnée par l’équation

et la solution approchée est donnée par l’équation

k désignant la valeur de la conducibilité. Pour que l’équation (y) 
puisse être en général substituée à la précédente (i), il faut que le 

2ot.r—a9

facteur e ',kl , qui est celui que l’on omet, diffère très peu de l’unité; 
car, s’il était 2 ou on pourrait craindre de commettre une erreur 
égale à la valeur calculée, ou à la moitié de cette valeur. Soit donc

2a.r-a’
e 4M =I +

co étant une petite fraction, comme ou on en conclura la
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condition 
— a2 . aaa?—a2---- —-  — Cû OU t —  t-. -, 447--------------------------------qÆw

et, si la plus grande valeur g que puisse recevoir la variable a est 
très petite par rapport à x, on aura

t —
2 /(M

On voit par ce résultat que, plus les points dont on veut déterminer 
la température au moyen de l’équation réduite sont éloignés de l’ori
gine, plus il est nécessaire que la valeur du temps écoulé soit grande ( ’ ). 
Ainsi la chaleur tend de plus en plus à se distribuer suivant une loi 
indépendante de réchauffement primitif. Après un certain temps, la 
diffusion est sensiblement opérée; c’est-à-dire que l’état du solide ne 
dépend plus que de la quantité de la chaleur initiale, et non de la dis
tribution qui en avait été faite. Les températures des points assez voi
sins de l’origine ne tardent pas à être représentées sans erreur par 
l’équation réduite (y); mais il n’en est pas de même des points très 
distants de ce foyer. On ne peut alors faire usage de la même équation 
que si le temps écoulé est extrêmement long. Les applications numé
riques rendront cette remarque plus sensible.

382.

Supposons que la substance dont le prisme est formé est le fer, et 
que la portion de ce solide qui a été échauffée a om,i d’étendue, en 
sorte que g = o, i. Si l’on veut connaître quelle sera, après un temps 
donné, la température d’un point m dont la distance à l’origine est t1", 
et si l’on emploie pour ce calcul l’intégrale approchée (y), on com-

(*) Les explications données pins liant "montrent que ces conclusions sont inexactes. 
Pour les points assez voisins do l’origine, la loi représentée par l’équation réduite (/) ne 
sera jamais applicable. Elle pourra, au contraire, convenir aux points très éloignés pendant 

la période de temps pour laquelle y a des valeurs très petites, — ayant, au contraire, des

valeurs sensibles. G. I).
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mettra une erreur d’autant plus grande que la valeur du temps sera 
moindre. Cette erreur sera plus petite que la centième partie de la 
quantité cherchée si le temps écoulé surpasse trois jours et demi.

Dans ce cas, la distance comprise entre l’origine o et le point m dont 
on détermine la température est seulement dix fois plus grande que la 
portion échauffée. Si ce rapport est 100 au lieu d’être 10, l’intégrale 
réduite (y) donnera la température à moins de près lorsque la va
leur du temps écoulé surpassera un mois. Pour que l'approximation 

soit admissible, il est nécessaire, en général, i° que la quantité —— 

ne puisse équivaloir qu’à une très petite fraction, comme ou — 
au plus; 2° que l’erreur qui en doit résulter ait une valeur absolue 
beaucoup moindre que les petites quantités que l’on observe avec les 
thermomètres les plus sensibles.

Lorsque les points que l’on considère sont très éloignés de la portion 
du solide qui a été primitivement échauffée, les températures qu’il 
s’agit de déterminer sont extrêmement petites; ainsi l’erreur que l’on 
commettrait en se servant de l’équation réduite aurait une très petite 
valeur absolue; mais il ne s’ensuit pas que l’on soit autorisé à faire 
usage de cette équation; car, si l’erreur commise, quoique très petite, 
surpasse ou égale la quantité cherchée, ou même si elle en est la 
moitié, ou le quart, ou une partie notable, l’approximation doit être 
rejetée. Il est manifeste qite, dans ce cas, l’équation approchée (y) 
n’exprimerait point l’étal du solide, et que l’on ne pourrait point s’en 
servir pour déterminer les rapports des températures simultanées de 
deux ou plusieurs points.

383.

Il suit de cet examen que l’on ne doit point conclure de l’intégrale

p =le ikt f(a)da
2 \Jr.ktJü

que la loi de la distribution primitive n’influe pas sur la température 
des points très éloignés de l’origine. L’effet résultant de cette distri-
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billion cesse bientôt d’avoir lieu pour les points voisins de la portion 
échauffée, c’est-à-dire que leur température ne dépend plus que de la 
quantité de chaleur initiale, et non de la répartition qui en avait été 
faite; mais la grandeur de la distance ne concourt point à effacer l’em
preinte de la distribution; elle la conserve, au contraire, pendant 
un très long temps et retarde la diffusion de la chaleur. Ainsi l’équa
tion

i - — Ce 
c — e

ne représente les températures des points extrêmement éloignés de la 
partie échauffée qu’après un temps immense. Si on l’appliquait sans 
cette condition, on trouverait des résultats doubles ou triples des véri
tables, ou même incomparablement plus grands ou plus petits; et cela 
n’aurait pas lieu seulement pour des valeurs très petites du temps, 
mais pour de grandes valeurs telles que une heure, un jour, une 
année. Enfin celte expression serait d’autant moins exacte, toutes 
choses égales d’ailleurs, que les points seraient plus éloignés de la 
partie primitivement échauffée.

384.

Lorsque la diffusion de la chaleur s’opère dans tous les sens, l’état 
du solide est représenté, comme on l’a vu, par l’intégrale

(/) v—------------ $ / / c /(a, p,y)rfarfprfy.
23(7rÂ7)’J J J

Si la chaleur initiale est contenue dans une portion déterminée de la 
masse solide, on connaîtra les limites qui comprennent cette partie 
échauffée; et les quantités a, p, y qui varient sous le signe intégral ne 
pourront point recevoir de valeurs qui excèdent ces limites. Supposons 
donc que l’on marque sur les trois axes six points dont les distances 
sont 4-X, -t-Y, + Z et —X, — Y, — Z, et que l’on considère les 
états successifs du solide compris entre les six plans qui passent à ces 
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distances; on voit que l’exposant de e, sous le signe d’intégration, se

sans borne. En effet, les termes tels que

réduit à---- -—----  lorsque la valeur du temps
2 aæ , a2 
Ü7 et Üî

écoulé augmente 

reçoivent dans ce

cas des valeurs absolues très petites, parce que les numérateurs sont 
compris entre des limites fixes et que les dénominateurs croissent à 
l’infini. Ainsi les facteurs que l’on omet diffèrent extrêmement peu de 
l’unité. Donc l’état variable du solide, après une grande valeur du
temps, a pour expression 

Le facteur

représente la quantité totale de chaleur B que le solide contient. Ainsi 
le système des températures ne dépend point de la distribution de la 
chaleur initiale, mais seulement de sa quantité. On pourrait supposer 
que toute la chaleur initiale était contenue dans un seul élément pris
matique placé à l’origine, et dont les dimensions orthogonales et extrê
mement petites seraient co,, w2, La température initiale de cet élé
ment serait désignée par un nombre extrêmement grand f, et toutes 
les autres molécules du solide auraient une température initiale nulle. 
Le produit a>(w2to3/équivaut, dans ce cas, à l’intégrale

JJfAa’P>7')dad?cl7'

Quel que soit réchauffement initial, l’état du solide qui correspond à 
une valeur du temps très grande est le même que si toute la chaleur 
avait été réunie dans un seul élément placé à l’origine.

385.

Supposons maintenant que l’on ne considère que les points du so
lide dont la distance à l’origine est très grande par rapport aux dimen
sions de la partie échauffée; on pourrait d’abord penser que cette con-



CHAPITRE IX. — DIFFUSION DE LA CHALEUR. U7 

dition suffit pour réduire l’exposant de e dans l’intégrale générale. En 
effet, cet exposant est

(a — .r)2+ (p — y)2 4- (7 — s)2

4 kt

et les variables a, [3, y sont, par hypothèse, comprises entre des limites 
déterminées, en sorte que leurs valeurs sont toujours extrêmement 
petites par rapport à la plus grande coordonnée d’un point très éloigné 
de l’origine. Il suit de là que l’exposant de c se compose de deux par
ties Metp., dont l’une est très petite par rapport à l’autre. Mais de ce que 

le rapport - est une très petite fraction on ne peut pas conclure que 

l’exponentielle eM+!X devienne égale à e”, ou n’en diffère que d’une 
quantité très petite par rapport à sa propre valeur. Il ne faut point 
considérer les valeurs relatives de M et p., mais seulement la valeur 
absolue de p.. Pour que l’on puisse réduire l’intégrale exacte (/) à 
l’équation

a3 (n ktÿ

il est nécessaire que la'quantité

•iax 4- 2|3y 4- 27 z — a2— (3S— y2
4 kt

dont la dimension est o, soit toujours un nombre fort petit. Si l’on sup
pose que la distance de l’origine au point m dont on veut déterminer 
la température est très grande par rapport à l’étendue de la partie qui 
a été d’abord échauffée, on examinera si la quantité précédente est tou
jours une très petite fraction œ. Il faut que cette condition soit satis
faite pour que l’on puisse employer l'intégrale approchée

B(4kà7)

mais cette équation ne représente point l’état variable de la partie de 
la masse qui est très distante du foyer. Elle donne au contraire un
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résultat d’autant moins exact, toutes choses d’ailleurs égales, que 
les points dont on détermine la température sont plus éloignés du 
foyer.

La chaleur initiale contenue dans une portion déterminée de la 
masse solide pénètre successivement les parties voisines et se répand 
dans tous les sens; il n’en parvient qu’une quantité extrêmement 
petite aux points dont la distance à l’origine est très grande. Lorsqu’on 
exprime par l’analyse la température de ces points, l’objet du calcul 
n’est pas de déterminer en nombre ces températures, qui ne sont 
point mesurables, mais de connaître leurs rapports. Or ces quantités 
dépendent certainement de la loi suivant laquelle la chaleur initiale a 
été distribuée, et l’effet de cette répartition initiale dure d’autant plus 
que les parties du prisme sont plus éloignées du foyer. Mais, si les 
termes qui font partie de l’exposant, tels que et ont des va
leurs absolues qui décroissent sans limite, on doit employer les inté
grales approchées.

Cette condition a lieu dans les questions où l’on se propose de déter
miner les plus hautes températures des points très éloignés de l’ori
gine. En effet, on peut démontrer que, dans ce cas, les valeurs du 
temps croissent dans un plus grand rapport que les distances, et 
qu’elles sont proportionnelles au carré de ces distances lorsque les 
points (jue l’on considère sont très éloignés de l’origine. Ce n’est 
qu’après avoir établi cette proposition qu’on peut opérer la réduction 
sous l’exposant. Les questions de ce genre seront l’objet de la Section 
suivante.

SECTION III.

DES PLUS HAUTES TEMPÉRATURES DANS UN SOLIDE INFINI.

386.

Nous considérerons en premier lieu le mouvement linéaire dans 
une barre infinie dont une portion a été uniformément échauffée, et 
nous chercherons quelle doit être la valeur du temps écoulé pour
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qu’un point donné de celte ligne parvienne à sa plus haute tempéra
ture.

On désignera par 2g l’étendue de la partie échauffée dont le milieu 
coïncide avec l’origine o des distances x. Tous les points dont la 
distance à l’axe des y est moindre que g et plus grande que — g ont, 
par hypothèse, une température initiale commune /, et toutes les au
tres tranches ont la température initiale o. On suppose qu’il ne se fait 
à la surface extérieure du prisme aucune déperdition de chaleur, ou, 
ce qui est la même chose, on attribue à la section perpendiculaire à 
l’axe des dimensions infinies. Il s’agit de connaître quel sera, pour un 
point donné dont la distance esta?, le temps l qui répond au maximum 
de température.

On a vu, dans les articles précédents, que la température variable 
d’un point quelconque est exprimée par l’équation

/_ (OC-.r)* 
e f^do..

2 \/^Kl

Le coefficient k représente K étant la conducibilité spécifique, 
C la capacité de chaleur et I) la densité. On fera k = i pour simplifier 
le calcul et, dans le résultat, on écrira kl ou ^2 au lieu de t. L’expres
sion de e est donc

—4= / c “ do..2

Elle est l'intégrale de l’équation

dt dx2

La fonction mesure la vitesse avec laquelle la chaleur s’écoule sui

vant l’axe du prisme. Or cette valeur de est donnée dans la ques
tion actuelle sans aucun signe d’intégrale. On a, en effet,

^tJ_g ht

57F.
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ou, en achevant l’intégration,

dv _ f--- --  ------  I I
d# 2

-e

387.

La fonction peut donc aussi être exprimée sans signe d’inté- 

grale; or elle équivaut à la fluxion du premier ordre donc, en éga

lant à zéro cette valeur de qui mesure l’accroissement instantané 

de la température d’un point quelconque, on aura la relation cherchée 
entre x et t. On trouve ainsi

d2 e _ f

ce qui donne

de— T- — O > dtt t

on en conclut
t = — 

log 6
<r O

K • K tOn a supposé = i ; pour rétablir le coefficient, il faut écrire au 
lieu de t, cl l’on a

r-CD 
l~ K

Les plus hautes températures se succèdent suivant la loi exprimée 
par cette équation. Si l’on suppose qu’elle représente le mouvement 
varié d’un corps qui décrit une ligne droite, x étant l’espace parcouru 
et t le temps écoulé, la vitesse du mobile sera celle du maximum de 
température.

Lorsque la quantité g- est infiniment petite, c’est-à-dire lorsque toute 
la chaleur initiale est réunie dans un seul élément placé à l’origine, la 
valeur de t se réduit à ~ ct, par la différentiation ou le développement
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en série, on trouve
K Z _ a2

CD ~ "a '

On a fait abstraction de la quantité de chaleur qui se dissipe par la 
surface du prisme; nous allons maintenant avoir égard à cette déper
dition, et nous supposerons que la chaleur initiale est contenue dans 
un seul élément de la barre prismatique infinie.

388.

Dans la question précédente, on a déterminé l’état variable d’un 
prisme infini dont une portion déterminée était affectée dans tous les 
points d’une température initiale /. On supposait que la chaleur ini
tiale était distribuée dans une étendue finie, depuis x = o jusqu’à 
x = b. On suppose maintenant que la même quantité de chaleur 6/ 
est contenue dans un élément infiniment petit, depuis x = o jusqu’à 
x — w. La température de la tranche échauffée sera donc et il ré
sulte de ce qui a été dit précédemment que l’état variable du solide 
sera exprimé par l'équation

// 
(a) * v =—• — g

2 \Jltkt

le coefficient qui entre dans l’équation différentielle

de_  K d2c 
dï — CD ~ ’

est ici encore désigné par k; quant au coefficient h, il équivaut à 
on désigne par S l’aire de la section du prisme, par L le contour do 
cette section et par H la conducibilité de la surface extérieure. En sub
stituant ces valeurs dans l’équation (a), on a

ir _ r11” _ m-
(A) c=---- g---- e e CÜS ;’ TtKt

2V CD

f représente la température moyenne initiale, c’est-à-dire celle qu’au-
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rait un seul point si l’on distribuait également la chaleur initiale entre 
tous les points d’une portion de la barre dont la longueur serait b ou, 
plus simplement, l’unité de mesure. Il s’agit de déterminer la valeur 
du temps écoulé l qui répond au maximum de température d’un point 
donné.

Pour résoudre cette question, il suffit de déduire de l’équation (o) la 
valeur de et de l’égaler à zéro; on aura dt n

dv , a? j e — _ /tp __ p---dt \kP 2 t
et

Donc la valeur 0 du temps qui doit s’écouler pour que le point placé à 
la distance x atteigne sa plus haute température est exprimée par 
l’équation

(c)

Pour connaître la plus haute température V, on remarquera que 
l’exposant de e~' dans l’équation (tz) est ht + —Or l’équation (/>) 
donne 

, ,r2 x1 iht -p -f——    T“ — — \kt rikt 2

donc 

et, mettant pour y sa valeur connue, on a

substituant cet exposant de e~' dans l’équation (a), on a

2 yjttk 0
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et, remplaçant y'^O par sa valeur connue, on trouve, pour l’expression 
du maximum V,

Les équations (c) et (d) contiennent la solution de la question; on 

remplacera h et k par leurs valeurs et on peut aussi écrire 

au lieu de p en représentant par g la demi-épaisseur du prisme, dont 
la base est un carré. On aura, pour déterminer 0 et V, les équations

Ces équations s’appliquent au mouvement de la chaleur dans une 
barre peu épaisse dont la longueur est très grande. On suppose que le 
milieu de ce prisme a été affecté d’une certaine quantité de chaleur bf, 
qui se propage jusqu’aux'extrémités et se dissipe par la surface con
vexe. V désigne le maximum de température pour le point dont la dis
tance au foyer primitif est æ; 0 est le temps qui s’écoule depuis le 
commencement de la diffusion jusqu’à l’instant où la plus haute tem
pérature V a lieu. Les coefficients C, H, K, D désignent les mêmes pro
priétés spécifiques que dans les questions précédentes; et g est le 
demi-côté du carré formé par une section du prisme.

389.

Si l’on veut rendre ces résultats plus sensibles par une application 
numérique, on supposera que la substance dont le prisme est formé 
est le fer, et que le côté 2 g du carré est la vingt-cinquième partie d’un 
mètre.

Nous avons mesuré autrefois, par nos expériences, les valeurs de 
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H, K; celles de C et D étaient déjà connues. En prenant le mètre pour 
unité de longueur, la minute sexagésimale pour unité de temps et em
ployant les valeurs approchées de H, K, CD, on déterminera les valeurs 
de V et de 0 relatives à une distancé donnée. Pour I examen des con
séquences que nous avons en vue, il n’est pas nécessaire de connaître 
les coefficients avec une grande précision.

On voit d’abord que, si la distance x est d’environ un mètre et demi 

ou deux mètres, le terme qui entre sous le radical a une grande 

valeur par rapport au second terme Le rapport de ces termes est 
d’autant plus grand que la distance est plus grande.

Ainsi la loi des plus hautes températures devient de plus en plus 
simple à mesure que la chaleur s’éloigne de l’origine. Pour déterminer 
cette loi régulière qui s’établit dans toute 1 étendue de la barre, il faut 
supposer que la distance x est très grande, et I on trouve

ou

(?) 

et

(3)
t -xv/ül 

bf /aH \4 g

390.

On voit par la première équation que le temps qui répond au maxi
mum de température croît proportionnellement à la distance. Ainsi la 
vitesse de l’onde (si toutefois on peut appliquer cette expression au 
mouvement dont il s’agit) est constante, ou plutôt elle le devient de 
plus en plus et conserve cette propriété en s’éloignant à l’infini de l’o
rigine de la chaleur.

On remarquera aussi dans la seconde équation que la quantité
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- rÆ
fe Ke exprime les températures permanentes que prendraient les 
différents points de la barre si l’on affectait l’origine d’une tempéra
ture fixe f, comme on peut le voir dans le Chapitre I (art. 76, p. 55).

Il faut donc, pour se représenter la Valeur de V, concevoir que toute 
la chaleur initiale que le foyer contient est également distribuée dans 
une portion de la barre dont la longueur est b, ou l’unité de mesure. 
La température/qui en résulterait pour chaque point de cette portion 
est, en quelque sorte, la température moyenne. Si l’on supposait que 
la tranche placée à l’origine fût retenue pendant un temps infini à la 
température constante /, toutes les autres tranches acquerraient des 

températures fixes dont l’expression générale est f e hg, en désignant 
para? la distance delà tranche. Ces températ ures fixes, représentées p’ar 
les ordonnées d’une logarithmique, sont extrêmement petites lorsque 
la distance est un peu considérable ; elles décroissent, comme on le 
sait, très rapidement à mesure que l’on s’éloigne de l’origine. Or l’é
quation (S) fait voir que ces températures fixes, qui sont les plus 
hautes que chaque point puisse acquérir, surpassent beaucoup les 
plus hautes températures qui se succèdent pendant la diffusion de 
la chaleur. Pour déterminer ce dernier maximum, il faut calculer 
la valeur du maximum fixe, la multiplier par le nombre constant 

2 II \ i
K 57

—et diviser par la racine carrée de la distance x. 
\ÏTZ

Ainsi les plus hautes températures se succèdent dans toute l’étendue 
delà ligne comme les ordonnées d’une logarithmique divisées par les 
racines carrées des abscisses, et le mouvement de l’onde est uniforme. 
C’est suivant cette loi générale que la chaleur réunie en un seul point 
se propage dans le sens de la longueur du solide.

391.

Si l’on regardait comme nulle la conducibilité de la surface exté
rieure du prisme, ou si la conducibilité K ou l’épaisseur ig était 
supposée infinie, on obtiendrait des résultats très différents. On
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omettrait alors le terme x2, et l’on aurait 
K.?

Dans ce cas, la valeur du maximum est en raison inverse de la distance ; 
ainsi le mouvement de l’onde ne serait point uniforme. Il faut remar
quer que celte hypothèse est purement théorique et que, si la condu- 
cibilité H n’est pas nulle, mais seulement une quantité extrêmement 
petite, la vitesse de l’onde n’est point variable dans les parties du 
prisme qui sont très éloignées de l’origine. En effet, quelque petite 
que soit la valeur de H, si cette valeur est donnée, ainsi que celles de 
K et g, et si l’on suppose que la distance a? augmente sans limite, le 
terme ï^x2 deviendra toujours beaucoup plus grand que Les dis-

** s j
tances peuvent d’abord être assez petites pour que ce terme ~.r2 doive 
être omis sous le radical : alors les temps sont proportionnels aux car
rés des distances; mais, à mesure que la chaleur s’écoule dans le sens 
de la longueur infinie, la loi de la propagation s’altère, et les temps 
deviennent proportionnels aux distances. La loi initiale, c’est-à-dire 
celle qui se rapporte aux points extrêmement voisins du foyer, diffère 
beaucoup de la loi finale qui s’établit dans les parties très éloignées et 
jusqu’à l’infini; mais, dans les portions intermédiaires, les plus hautes 
températures se succèdent suivant une loi mixte, exprimée par les 
deux équations précédentes (C) et (D).

392.

Il nous reste à déterminer les plus hautes températures pour le cas 
où la chaleur se propage à l’infini et en tout sens dans la matière 
solide. Cette recherche ne présente aucune difficulté d’après les prin
cipes que nous avons établis.

Lorsqu’une portion déterminée d’un solide infini a été échauffée, et 
que toutes les autres parties de la masse ont la température initiale o, 
la chaleur se propage dans tous les sens et, après un certain temps, 
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l’état du solide est le même que si elle avait été primitivement réunie 
dans un seul point à l’origine des coordonnées. Le temps qui doit s’é
couler pour que ce dernier effet ait lieu est extrêmement grand lorsque 
les points de la masse sont très éloignés de l’origine. Chacun de ces 
derniers points, qui avait d’abord la température o, s’échauffe insen
siblement; sa température acquiert ensuite la plus grande valeur 
qu’elle puisse recevoir (*); et elle finit par diminuer de plus en plus 
jusqu à ce qu’il ne reste dans la masse aucune chaleur sensible. L’état 
variable est en général représenté par l’équation

(n —æ)9 (b—y}* (c — z)9
erre “ e * e “ ,, , . , „ ,(E) v — I I I ----- ----- ----- ==- ——f{a, b, c) da db de-,

J J J

les intégrales doivent être prises entre les limites

a — —a — a2; b =—b{, b—b2; c =—c,, c — c^

Les limites —a,, -+- —b{, + b2, — c,, + c2 sont données; elles
comprennent toute la portion du solide qui a été primitivement échauf
fée. La fonctionna, b,c} est aussi donnée; elle exprime la température 
initiale du point dont loti coordonnées sonta, b, c. Les intégrations dé
finies font disparaître les variables a, b, c et il reste pour e une fonc
tion de x, y, z, t et des constantes. Pour déterminer le temps 0 qui 
répond au maximum de e, en un point m donné, il faut tirer de l’équa
tion précédente la valeur de on formera ainsi une équation qui 
contient 0 et les coordonnées du point m. On en pourra donc déduire 
la valeur de 0. Si l’on substitue ensuite cette valeur de 0 au lieu de / 
dans l’équation (E), on connaîtra la valeur de la plus haute tempéra
ture V exprimée en x,y, z et en constantes.

On écrira, au lieu de l’équation (E),

P — f I / Pf^a, b,c)dadbdc,

(*) Il ne paraît pas certain que la température passe par un seul maximum; il pourrait 
y avoir, au moins en certains points, toute une succession de maxima et de minîma.

G. D.
F. 58 
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en désignant par P le produit des trois fonctions semblables; on aura 
ensuite

M *=_? r + rrfv/{a,b,c)daMdc.

393.

Il faut maintenant appliquer cette dernière expression aux points 
du solide qui sont très éloignés de l’origine. Un point quelconque de 
la portion qui contient la chaleur initiale a pour coordonnées les va
riables a, b, c; et le point m dont on veut déterminer la température a 
pour coordonnées x,y, z. Le carré de la distance de ces deux points 
est [a — a?)2 4- (6 — y)2 -t- (c — -)2, et cette quantité entre comme fac
teur dans le second terme de Or, le point m étant très éloigné dc 
l’origine, il est évident que sa distance A à un point quelconque de la 
portion échauffée se confond avec la distance I) de ce même point à 
l’origine; c’est-à-dire que, le point m s’éloignant de plus en plus du 
foyer primitif qui contient l’origine des coordonnées, la dernière raison 
des distances D et A est i.

Il suit de là que, dans l’équation (e) qui donne la valeur de il 

faut remplacer le facteur (a — a?)2 + [b — 4- (c — c)2 par x2 y2 4- z2
ou r2, en désignant par r la distance du point m à l’origine. On aura 
donc

— — — - -4- ~ / / / P f(a, b, c) da db dc,

K tSi l’on met pour v sa valeur et si l’on remplace t par afin de rétablir 

le coefficient que l’on avait supposé égal à i, on aura

^ = PVçny_3 GDI / CD.y r y C
{ f dt |_4W/ 2 Kr J J J J
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394.
Ce résultat ne convient qu’aux points du solide dont la distance à 

l’origine est très grande par rapport à la plus grande dimension du 
foyer. Il faut toujours remarquer avec soin qu’il ne résulte pas de cette 
condition que l’on puisse omettre les variables a, b, c sous le signe 
exponentiel. On doit seulement les omettre hors de ce signe. Si l’on 
ne faisait point cette distinction, on pourrait commettre une erreur 
considérable. En effet, le terme qui entre sous les signes d’intégration 
et qui multiplie/(a, b,c) est le produit de plusieurs facteurs tels que

c.n , CD CD .
4 K t h t q 4 K t

Or il ne suffit pas que le rapport soit toujours un très grand nombre 
pour que l’on puisse supprimer les deux premiers facteurs ; par 
exemple, si l’on suppose « égal à om,i et x égal à iom, et si la sub
stance dans laquelle la chaleur se propage est le fer, on voit qu’après 

CD

neuf ou dix heures écoulées le facteur e2K' est encore plus grand 
que 2; donc, en le supprimant, on s’exposerait à réduire le résultat 
cherché à la moitié de sa valeur. Ainsi la valeur de telle qu’elle 
convient aux points très éloignés de l’origine, et pour un temps quel
conque, doit être exprimée par l’équation (a); mais il n’en est pas de 
même si l’on ne considère que des valeurs du temps extrêmement 
grandes et qui croissent proportionnellement au carré des distances. 
Il faut, d’après cette condition, omettre sous le signe exponentiel 
même les termes qui contiennent a, ou b, ou c. Or la condition a lieu 
lorsqu’on veut déterminer la plus haute température qu’un point éloi
gné puisse acquérir, comme nous allons le prouver.

395.

En effet, la valeur de doit être nulle dans le cas dont il s’agit; on dt 0
aura donc

r* fÇPY— ? ÇP 
4 \ K t / 2 K z ou K/ _ y

CD ~ 6
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Ainsi le temps qui doit s’écouler pour qu’un point très éloigné ac
quière sa plus haute température est proportionnel au carré de la dis
tance de ce point à l’origine (').

Si, dans l’expression de o, on remplace par sa valeur —, l’ex
posant de e~(, qui est

3 (a — —.yY+Çc — z)2
2 ' r-

peut se réduire à |, parce que les facteurs que l’on omet se confondent 
avec l’unité.

On trouve, par conséquent,
3 

/ 3 \ 2 T-3 Jff J\a,b,c)dadbdc.

L’intégrale JJJ f\a, b,c)dadbdc représente la quantité de chaleur 
initiale; le volume de la sphère dont le. rayon est r est en sorte

C1) Si, dans l’expression exacte

v=-------3 / e 4K< f(a,b,c)dadbdc,
(4ttO2

on prend la dérivée par rapport à t, on trouve

de i C C C - ( 3 en

Supposons, pour fixer les idées, la température primitive/(«, b, c) toujours positive. L’in
tégrale précédente ne pourra être nulle que si le facteur

3 CD
— ~t H- Zl’ + tc —z)2]

change de signe dans les limites dos intégrations et, par conséquent, s’annule pour un 
point ($, 7), Ç) compris dans l'intérieur du parallélépipède primitivement échauffé. On a 
donc pour t la valeur

CD

qui devient sensiblement proportionnelle à ^2-+-/2-i-z2 lorsque le point O,./, z) s’éloigne 
indéfiniment. q. D
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que, en désignant par/la température que recevrait chaque molécule 
de cette sphère si l’on distribuait également entre ses parties toute la 
chaleur initiale, on aura

Les résultats que nous avons exposés'dans ce Chapitre font connaître 
suivant quelle loi la chaleur contenue dans une portion déterminée 
d’un solide infini pénètre progressivement toutes les autres parties 
dont la température initiale était nulle. Cette question est résolue par 
une analyse plus simple que celle des Chapitres précédents, parce 
qu’en attribuant au solide des dimensions infinies on fait disparaître 
les conditions relatives à la surface, et que la principale difficulté con
siste dans l’emploi de ces dernières conditions. Les conséquences géné
rales du mouvement de la chaleur dans une masse solide non terminée 
sont très remarquables, parce que le mouvement n’est point troublé 
par l’obstacle des surfaces : il s’accomplit librement en vertu dos pro
priétés naturelles de la chaleur. Notre analyse est, à proprement 
parler, celle de l’irradiation de la chaleur dans la matière solide.

SECTION IV.
COMPARAISON DES INTÉGRALES.

396.
L’intégrale de l’équation de la propagation de la chaleur se présente 

sous différentes formes qu’il est nécessaire de comparer. Il est facile, 
comme on le voit dans la Section II de ce Chapitre (art. 372 et 376, 
p. 427 et 434), de ramener le cas des trois dimensions à celui du mou
vement linéaire; il suffit donc d intégrer 1 équation

de_  K d2e 
dt ““ CD dP 

ou celle-ci :
de d2 e

(a) dt dx2
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Pour déduire de cette équation différentielle les lois de la propagation 
de la chaleur dans un corps d’une figure déterminée, par exemple dans 
une armille, il était nécessaire de connaître l’intégrale, et de l’obtenir 
sous une certaine forme propre à la question et (pii ne pourrait être 
suppléée par aucune autre. Cette intégrale a été donnée, pour la pre
mière fois, dans notre Mémoire remis à l’Institut de France le 21 dé
cembre 1807 (art. 84, page 124 de ce Mémoire) : elle consiste dans 
l’équation suivante, qui exprime le système variable des températures 
d’un anneau solide,
(a) e — -Àr V ( e H' cos i f - -y - F (a) da;

R est le rayon delà circonférence moyenne de l’armille; l’intégrale / 
doit être prise, par rapport à a, depuis a = o jusqu’à a = 2uR ou, ce 
qui donne le même résultat, depuis a = — -R jusqu’à a = t:R; i est 
un nombre entier quelconque et la somme S doit être prise depuis 
z = — ao jusqu’à i = 4- cc; e désigne la température que l’on observe
rait après le temps écoulé t en chaque point d’une section séparée par 
l’arc x de colle qui est à l’origine. On représente par v = F(.r) la tem
pérature initiale d’un point quelconque de l’anneau. Il faut donner à i 
les valeurs successives

O, 4-1, 4-2, 4-3, 4-...
et

— 1 > — 2, — 3, —...,

(1 ) Le Mémoire manuscrit que cite ici Fourier no nous est connu que par un extrait publié 
dans le Bulletin des Sciences de la Société philomathique, année 1808, p. 112. Plus tard, le 
28 septembre 1811, Fourier a présenté un autre Mémoire qui a été couronné dans la séance 
publique du 6 janvier 1812. Ce second Mémoire, qui doit être considéré comme une 
rédaction nouvelle du premier et qui est conservé dans les Archives de l’Académie des 
Sciences, a été imprimé sans aucun changement dans le tome IV dos Mémoires de l’Aca
démie royale des Sciences de l’Institut de France (pour les années 1819 et 1820), publié 
en 1824, et dans le tome V du même Recueil (pour les années 1821 et 1822), publié en 
1826. On voit que la publication intégrale du Mémoire do 1811 est postérieure à colle do 
la Théorie analytique de la chaleur , qui a eu lieu en 1822. Les résultats des recherches 
de Fourier avaient d’ailleurs été indiqués d’une manière détaillée dans divers articles des 
Annales de Chimie et de Physique et du Bulletin des Sciences de la Société philomathique.

G. D.



CHAPITRE IX.- DIFFUSION DE LA CHALEUR. 463
• OC — •et, au lieu de cosî —» écrire

cos Z cos Z + sin Z ~ sin Z a
R’

on obtient ainsi tous les termes de la valeur de e. Telle est la forme 
sous laquelle doit être mise l'intégrale de l’équation (a), pour ex
primer le mouvement variable de la chaleur dans une armille (Chap. IV, 
art. 241, p. 244)- On considère le cas où la forme et l’étendue de la 
section génératrice de l’armillc sont telles que les points d’une même 
section conservent des températures sensiblement égales. On suppose 
aussi qu’il ne se fait à la superficie de l’anneau aucune déperdition de 
la chaleur.

397.

L’équation (a) s’appliquant à toutes les valeurs de R, on y peut sup
poser R infini : elle donne, dans ce cas, la solution de la question sui
vante. L’étal initial d’un prisme solide d’une petite épaisseur et d’une 
longueur infinie étant connu et exprimé par l’équation

e = F(x),

déterminer tous les états subséquents. On considère le rayon R comme 
contenant un nombre n de fois le rayon i des Tables trigonométriques. 
Désignant par <7 une variable qui devient successivement dq, idg.

3dq, ..., idq, le nombre infini n sera exprimé par
d'/ et le

nombre variable i par • Faisant ces substitutions, on trouve 
dq

e ~^idqJ e~i'1 cosq(x — a)F(a)c?a.

Les termes qui entrent sous le signe S sont des quantités différen
tielles, en sorte que ce signe devient celui d’une intégrale définie et 
l’on a

(?)
x»4- » p 4~ »

— / F(a)<Za/ e~it,COSq{x— a.)dq.
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Cette équation est une seconde forme de l’intégrale de l’équa
tion (a); elle exprime le mouvement linéaire de la chaleur dans un 
prisme d’une longueur infinie (Chap. VII, art. 354, p. 4°2)- Elle est 
une conséquence évidente de la première intégrale (a).

398.

On peut, dans l’équation (P), effectuer l’intégration définie par rap
port à q-, car on a, selon un lemme connu et que l’on a démontré pré
cédemment (art. 375, p. 434)’

e~z' cos 2/t 5 dz = 
oo

Faisant donc z2 = q2t et 4 = -—on trouvera

Z e_’*‘cos9(a;—a.}dq — </-e ;

(*) Foir la note p. 114-

tz --- 00 ’

donc l’intégrale (P) de l’article précédent devient

(y) e= —~ Z e ' J F(a) dot.

Si l’on emploie, au lieu de a, une autre indéterminée p en faisant

on trouve

(3)

Cette forme (S) de l’intégrale de l’équation (a) a été donnée par M. La- 
place dans le Tome VIII du Journal de l’École Polytechnique (’). Ce 
grand géomètre est parvenu a ce résultat en considérant la série infinie 
qui représente l’intégrale.
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Chacune des équations ([3), (y), (S) exprime la diffusion linéaire de 
la chaleur dans un prisme d’une longueur infinie. Il est. évident que ce 
sont trois formes d’une même intégrale, et qu’aucune ne peut être 
considérée comme plus générale que les autres. Chacune d’elles est 
contenue dans l’intégrale (a), dont on la dérive en donnant à R une 
valeur infinie.

399.
Il est facile de développer la valeur de e déduite de l’équation (a) 

en séries ordonnées suivant les puissances croissantes de 1 une ou 
l’autre variable. Ces développements se présentent d’eux-mêmes, et 
nous pourrions nous dispenser de les rapporter; mais ils donnent lieu 
à des remarques utiles pour la recherche des intégrales. En désignant 

,,, , „ d-d3w(x)par f, ... les fonctions 7 on a

la constante représente ici une fonction quelconque de x. En mettant 
pour e" sa valeur c"+ f v™ dt, et continuant toujours des substitutions 
semblables, on trouve

p = c 4- J c" dt

= c 4- J (c"+ y vndt}dt

= [c"4- J (cIV+ y v^dt^dt}
OU

„ iv ? VI C vin(T) . |.' = c + /cH------CIV4-------- ;C 4~ -----5-7 c' 4-....
v 1 t 2 2.3 2.3.4

Dans cette série, c désigne une fonction arbitraire en x.
Si l’on veut ordonner le développement de la valeur de c selon les 

puissances ascendantes de x, on écrira
d^v _ dv
dx1 dt ’

et, désignant par ••• les fonctions
dy d3y d3y
dt ’ dt2 ’ dt3 ’

F. 59 ’
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on aura d’abord .
v = a + bx + J dx J e, dx;

a et b représentent ici deux fonctions quelconques de /. On mettra 
ensuite pour e, sa valeur

a,+ b,x + I dx / vudx, 

et pour vu sa valeur
a„ + b„x + I dx I vudx,

et ainsi de suite. On trouvera, par ces substitutions continuées,

<’ = a 4- bx + J dx J dx

= a + bx-h y dx y (a, 4- b,x-+■ J dx Cvudx)dx

= a 4- bx 4- [ dx y [«,4- btx + / dx / {a„-+- b„x + / dx y dx) dx] dx

OU

(X)
I x3 x" x~4- b x -f- b —4- b r 4- b — 4- . • • .' 2.3 " 2.3.4.5 "2.3.4.5.6.7

Dans cette série, a et b désignent deux fonctions arbitraires de t.
Si, dans cette série donnée par l’équation (X), on met, au lieu de 

a et b, deux fonctions <p(z) et ’|(z), et qu’on les développe selon les 
puissances ascendantes de t, en ordonnant le résultat total par rapport 
à ces mêmes puissances de t, on ne trouve qu’une seule fonction arbi
traire de x, au lieu des deux fonctions a et b. On doit cette remarque 
à M. Poisson, qui l’a donnée dans le Tome VI du Journal de l’École 
Polytechnique, page i ro (*)•

Réciproquement, si, dans la série exprimée par l’équation (T), on 
développe la fonction c selon les puissances de x, en ordonnant le ré
sultat par rapport à ces mêmespuissanccs de x, les coefficients de ces

(1 ) Poisson, Mémoire sur les solutions particulières des équations différentielles et des 
équations aux différences. Lu à l’Institut le a3 floréal, an XIII. — Journal de l’École Poly
technique, XIII8 Cahier, t. VI, avril 1806. — Voir aussi la Théorie de la chaleur du 
même Auteur, p. i33 et suiv. G. D. 
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puissances se trouvent formés de deux fonctions entièrement arbitraires 
de t, ce que l’on peut aisément vérifier en faisant le calcul.

400.

La valeur de e, développée selon les puissances de z, ne doit en effet 
contenir qu’une fonction arbitraire en x : car l'équation différen
tielle (fl) montre clairement que, si l’on connaissait en fonction de x 
la valeur de e qui répond à Z = o, les autres valeurs de cette fonction v 
qui répondent aux valeurs subséquentes de Z seraient par cela même 
déterminées.

Il n’est pas moins évident que la fonction e, étant développée selon 
les puissances ascendantes de x, doit contenir deux fonctions entière
ment arbitraires de la variable Z. En effet, l’équation différentielle

_ de 
dx* dl

montre que, si l’on connaissait en fonction de z la valeur de e qui ré
pond à une valeur déterminée de x, on ne pourrait pas en conclure 
les valeurs de e qui répondent à toutes les autres valeurs de x. Il fau
drait de plus que l’on donnât en fonction de Z la valeur de c qui répond 
à une seconde valeur de x', par exemple à celle qui est infiniment voi
sine de la première. Alors tous les autres états de la fonction e, c’est- 
à-dire ceux qui répondent à toutes les autres valeurs de x, seraient 
déterminés. L’équation différentielle (a) appartient à une surface 
courbe, l’ordonnée verticale d’un point quelconque étant e et les deux 
coordonnées horizontales étant a? et z. Il suit évidemment de cette équa
tion («) que la forme de la surface est déterminée lorsqu’on donne la 
figure de la section verticale dans le plan qui passe par l’axe des x-, et 
cela résulte aussi de la nature physique de la question : car il est 
manifeste que, l’état initial du prisme étant donné, tous les états 
subséquents sont déterminés. Mais on ne pourrait pas construire la 
surface si elle était seulement assujettie à passer par une courbe 
tracée sur le premier plan vertical des Z et des e; il faudrait de plus 
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connaître la courbe tracée sur un second plan vertical parallèle au 
premier, et que l’on peut supposer extrêmement voisin. Les mêmes 
remarques s’appliquent a toutes les équations aux différences partielles, 
et l’on voit que l’ordre de l’équation ne détermine point pour tous les 
cas le nombre des fonctions arbitraires.

401.
La série (T) de l’article 399, qui dérive de l'équation

de _ d’e
dt dx3 ’

peut être mise sous cette forme
v = e'”’ cp(æ).

On développera l’exponentielle selon les puissances de I), et l’on 
^4 . . . . ...

écrira -r-. au lieu de D', en considérant / comme indice de dilférentia- dxl
lion. On aura ainsi

v — <p(.r) + t d3 ©(■'£) 
dx-

Z2 d* 9(x) 
a dx*

t3 d3 <p (#)
2.3 dx3

Suivant la même notation, la première partie de la série (X)(art. 399), 
qui ne contient que des puissances paires de zr, sera exprimée sous 
cette forme :

cos(zc\/^D) o(O-

d1On développera selon les puissances de x, et l’on écrira au lieu de I)', 
en considérant i comme indice de différentiation. La seconde partie de 
la série (X) se déduit de la première, en intégrant par rapport à x et 
changeant la fonction en une autre fonction arbitraire '^(/). On a 
donc ___

e — cos ( x — 1) j ( 4 ) 4- W 
et

W— f cos(a?y/—1)) ^(O (’)•
«A

(1 ) Ou mieux
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Ces notations abrégées et connues dérivent des analogies qui existent 
('litre les intégrales et les puissances. Quant à l’usage que nous en fai
sons ici, il a pour objet d’exprimer les séries et de les vérifier sans 
aucun développement. 11 suffit de différentier sous les signes que cette 
notation emploie. Par exemple, de l’équation e = en”<p(.r) on déduit, 
en différentiant par rapport à t seulement,

— Dse,D* © (.r) = D’ v = ,dt ' v ' dx-

ce qui montre immédiatement que la série satisfait à l’équation diffé
rentielle (a). Pareillement, si l’on considère la’première partie delà 
série (X), en écrivant ___

p = cos(^v/“ P) ?(O,

on aura, en différentiant deux fois par rapport à x seulement,

|^=Dcos(«\/—D)(p(Q = Dc=^-

Donc cette valeur de v satisfait à l’équation diflerentielle («).
On trouvera de la même manière que l’équation différentielle

d* p d2 p

donne, pour l’expression de v en série développée selon les puissances 
croissantes dey,

p = cos(yD) <p(#).

Il faut développer par rapporta y et écrire — au lieu de D. En effet, 

on déduit de cette valeur de v

'^=-D2COs(yD) ©(«)--D2e = - ~

La valeur sin ( ysatisfait aussi à l’équation différentielle : donc 
la valeur générale de o est

p = cos(yD) ©{x) 4- sin(yD)
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402.

Si l’équation différentielle proposée est

(c) d-p àiv
dt2 dx2 dy2 ’

et que l’on veuille exprimer v en série ordonnée selon les puissances 
de z, on désignera par Dtp la fonction

d2cp , cPtp
dx2 dy2

et, l’équation étant 1
d2p =Dp, dt2 ’

on aura
p = cos(z D) q(x, y).

En effet, on en conclut
^2p .. d2e
------ ~ I ) P    -4-   . dt2-----------dx2 dy2

Il faut développer la valeur précédente de e selon les puissances de /, 

ecrire \d^2 dy-) aU l'eU de D<’ et re£arder ensuite les exposants 
comme des indices de différentiation.

La valeur suivante
y cos(<^/— D) y) dt

satisfait à la même condition ; ainsi la valeur la plus générale de e est

p = cos(z ^/— d) <p(a?,y) 4- W, 
oii

W = ycos(z^—\)}^{x,y^dt (').

v est une fonction f[x,y, l) de trois variables; si l’on fait t = o, on a 

y, <>) = <p(x,y);

(1 ) Ou encore
sin(</— D) . . .W =—■ ■r —- ù(x,y). . ,

G. 0.
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et, désignant y f{x,y, l} par f\x,y, l), on aura 

o) = + (^, j)-

Si l’équation proposée est

d2v .
(<7) -577 + 75—i — o,' ' dt2 dar

la valeur de v en série ordonnée selon les puissances de / sera

e — cos(/I)2) <p(a?), 
d2en désignant ; par D : car on en déduit

p ... d4v — — — D4 p ~  dt2 dy*

La valeur générale de c, qui ne peut contenir que deux fonctions arbi
traires de x, est donc

v = cos(tD2) <p(.r) -t- W 
avec

W — f cos(tD‘)4(4^ O-

Désignant e par f(x, t}, pt par f\x, t), on a, pour déterminer les 
deux fonctions arbitraires,

©(.r) — f(x, o), et ùGr) =/'(^, o).

403.

Si l’équation différentielle proposée est 

d!e d*e cPe ; d^v_
Ie) dt2 * ' dx2 dy2 ày'‘~ ’

on désignera par Do la fonction 4- en sorte que DDo ou Dao

(’) Ou mieux

U. I).
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d2 d2se formera en élevant le binôme + -r-, au carré et regardant les dx2 dy2 D
exposants comme indices de différentiation. L’équation (e) deviendra 
donc

c)2 P +D’p = o;ôt1

et la valeur de v, ordonnée selon les puissances de t, sera

cos(iD) <p(a>, y);
car on en tire

ou
d2v d^v d'v d^f
_____ _J_ _____ _l_ 9-----------------_u ---------  
dt2 dx* dx2 dy- dy*

La valeur la plus générale de e ne pouvant contenir que deux fonctions 
arbitraires en x et y, ce qui est une conséquence évidente de la forme 
de l’équation, cette valeur sera ainsi exprimée

v — cos(<D) y} 4- J cos(H)) y} dt (').

Les fonctions et sont déterminées comme il suit : en désignant la 
fonction e par f^x, y, t), et ~tf(x, y, z) par f[x, y, l), on a

y) = f(^, y,o), ^(x, y) =

Enfin, soit proposé^ l’équation différentielle

(/)
dv d2v , d* e dsv
dt dx2 dx’ dx2

où les coefficients a, h, c, ... sont des nombres connus, l’ordre de 
l’équation étant indéfini.

La valeur la plus générale de e ne peut pas contenir plus d’une fonc
tion arbitraire en x; car il est évident par la forme même de l’équation

(1 ) Ou encore
, _, . , sin(rD) ,, .

p = cos(rD)Ÿ(^,Z)H------ G. 1).
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que, si l’on connaissait en fonction de æ la valeur de e qui répond à 
/ =o, toutes les autres valeurs de e qui répondent aux valeurs succes
sives de t seraient déterminées. On aura donc, pour exprimer e, l’équa- 
I ion

c = e'D y(x) ;

on désigne par D<p(a?) l’expression

£5: . b + c ~ 
dx* dxi dx6

c’est-à-dire que, pour former la valeur de e, il faudrait développer 
selon les puissances de t la quantité

£r(aa*-i-ôa4-+-cas4-...)

et écrire ensuite au lieu de a, en considérant les exposants de a

comme des indices de différentiation. En effet, cette valeur de e étant 
différentiée par rapport à t seulement, on a

âv 
dt

n ZD ! \ Il d2<’ 7 d4<’
De'1’w(a?) = Dv—a-r— + b — 4- c —dx* dx' dx1

Il serait inutile de multiplier ces applications d’un même procédé. 
Pour les équations très simples, on peut se dispenser des expressions 
abrégées; mais, en général, elles suppléent à des calculs très com
posés. Nous avons choisi pour exemples les équations précédentes, 
parce qu’elles se rapportent toutes à des phénomènes physiques dont 
l’expression analytique est analogue à celle du mouvement de la cha
leur. Les deux premières, (fl) et (b}, appartiennent à la théorie de la 
chaleur; les trois suivantes (c), (e) à des questions dynamiques; la
dernière (/) exprime ce que serait le mouvement de la chaleur dans 
les corps solides si la transmission instantanée n’était pas bornée à une 
distance extrêmement petite. On a un exemple do ce genre de question 
dans le mouvement de la chaleur lumineuse qui pénètre les milieux 
diaphanes.

F. 60
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404.
On peut obtenir par divers moyens les intégrales de ces mêmes 

équations. Nous indiquerons en premier lieu celui qui résulte de 
l’usage du théorème énoncé dans l’article 361 (p. et que nous 
allons rappeler.

Si l’on considère l’expression
xiH- oo oo

(a) / vÇa^dal cospÇx— <x)dp,
v— oO —oo

on voit qu’elle représente une fonction de x-, car les deux intégrations 
définies, par rapport à a etp, font disparaître ces variables, et il reste 
une fonction de x. La nature de cette fonction dépendra évidemment 
de celle que l’on aura choisie pour <p(a). On peut demander quelle 
doit être la fonction ç(a) pour que, après les deux intégrations défi
nies, on obtienne une fonction donnée f^x). En général, la recherche 
des intégrales propres à exprimer divers phénomènes physiques se 
réduit à des questions semblables à la précédente. Ces questions ont 
pour objet de déterminer les fonctions arbitraires sous les signes d’in
tégration définie en sorte que le résultat de cette intégration soit une 
fonction donnée. 11 est facile de voir, par exemple, que l’intégrale 
générale de l’équation

serait connue si, dans l’expression précédente (a), on pouvait déter
miner ®(a) en sorte que le résultat de l’équation fût une fonction 
donnée f{x]. En effet, on forme immédiatement une valeur particu
lière de e, ainsi exprimée

v = e~"“ cospx,

et l’on trouve cette condition
m = ap2 — bp'' + cp6 —....

On pourra donc prendre aussi
e — e~"“ cospÇx — a),
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en donnant à la constante a une valeur quelconque. On aura pareille
ment

v — j <f(ot)dx f — a.} dp.

Il est évident que cette valeur de v satisfait à l’équation différen
tielle (/); elle n’est autre chose qu’une somme de valeurs particu
lières. De plus, supposant t = o, on doit trouver pour v une fonction 
arbitraire de x. Désignant cette fonction par on a

= J"cp(a) dx cos/>(a?— a) dp.

Or il résulte de la forme de l’équation (/) que la valeur la plus 
générale de v ne peut contenir qu’une seule fonction arbitraire en x. 
En effet, cette équation montre clairement que, si l’on connaît en fonc
tion de x la valeur de v pour une valeur donnée du temps t, toutes les 
autres valeurs de v qui correspondent aux autres valeurs du temps 
sont nécessairement déterminées. 11 s’ensuit rigoureusement que, si 
l’on connaît en fonction de t et de x une valeur de v qui satisfasse à 
l’équation différentielle et si, de plus, en y faisant / = o, cette fonc
tion de x et t devient une fonction entièrement arbitraire de x, la fonc
tion de x et l dont il s’agit est l'intégrale générale de l’équation [/). 
foute la question est donc réduite à déterminer dans l’équation la 
fonction <p(a) en sorte que le résultat des deux intégrations soit une 
fonction donnée f^x). H est seulement nécessaire, pour que la solu
tion soit générale, que l’on puisse prendre pour f^x} une fonction 
entièrement arbitraire, et même discontinue. Il ne s’agit donc que de 
connaître la relation qui doit toujours exister entre la fonction donnée 
j\x} et la fonction inconnue ç(a). Or cette relation très simple est 
exprimée par le théorème dont nous parlons. Elle consiste en ce que, 
les intégrales étant prises entre des limites infinies, la fonction <p(a) 

est c’est-à-dire qu’on a l’équation

(B) = Ç f(a)dxÇ cosp(x—a)dp.



THÉORIE DE LA CHALEUR.476

On en conclut, pour l’intégrale générale de la proposée (/),

X»-+- * Z1-+- «
(<p) v=— f(x)dx e-t(a/’,-bP,t--'>COsp(x — a)dp.

2 ~ J- » J- «,

405.

d’e+ — o

Si l’on propose l’équation

(<O -

qui exprime le mouvement vibratoire d'une lame élastique, on consi
dérera que, d’après la forme de cette équation, la valeur la plus géné
rale de v ne peut contenir que deux fonctions arbitraires en x\ car, en 
désignant cette valeur de v par f[x,t), et par t) la fonction

t), il est évident que, si l’on connaissait f{x, o) et f\x, o), 

c’est-à-dire les valeurs de v et de au premier instant, toutes les 
autres valeurs de v seraient déterminées.

Cela résulte aussi de la nature même du phénomène. En effet, con
sidérons dans son état de repos une lame élastique rectiligne : x est là 
distance d’un point quelconque de cette lame à l’origine O des coor
données; on change extrêmement peu la figure de cette lame en l’écar
tant de sa position d’équilibre, où elle coïncidait avec l’axe de x sur le 
plan horizontal; ensuite on l'abandonne à ses forces propres excitées 
par le changement de figure. On suppose le déplacement arbitraire, 
mais très petit, et tel que la figure initiale donnée à cette lame soit 
celle d’une courbe comprise dans un plan vertical qui passe par 1 axe 
des x. Le système changera successivement de forme et continuera a 
se mouvoir dans le plan vertical de part et d’autre de la ligne d’equi- 
libre. C’est ce mouvement dont l’équation

d''v

exprime la condition la plus générale.
Un point quelconque m, placé dans la situation d'équilibre à la dis
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tance a? de l’origine O et sur le plan horizontal, est, à la fin du temps I, 
éloigné de ce point de la hauteur perpendiculaire e. Cet écart variable c 
est une fonction de.r et Z. La valeur initiale de e est arbitraire ; elle est 
exprimée par une fonction quelconque Or l’équation (rf), déduite 
des principes fondamentaux de la Dynamique, fait connaître que la

• • c •seconde fluxion de e, prise pour Z, ou > et la fluxion du quatrième 

ordre, prise pourx, ou sont deux fonctions de x et Z qui ne diffe
rent que par le signe. Nous n’entrons point ici dans la question spé
ciale relative à la discontinuité des fonctions; nous n’avons en vue 
que l’expression analytique de l’intégrale. On peut supposer aussi 
qu’après avoir déplacé arbitrairement les divers points do la lame on 
leur imprime des vitesses initiales très petites et dans le plan vertical 
où les vibrations doivent s’accomplir. La vitesse initiale donnée à un 
point quelconque m, placé à la distance x, a une valeur arbitraire. Elle 
est exprimée par une fonction quelconque '^(zc) de la distance x.

Il est manifeste que, si l’on donne : i° la figure initiale du système, 
ou ç(æ); 20 les impulsions initiales, ou la fonction ^(æ), tous les états 
subséquents du système sont déterminés. Ainsi la fonction e, ou 
f{x, l}, qui représente, après un temps quelconque Z, la forme cor
respondante de la lame, contient deux fonctions arbitraires y(x) et ^(zp). 
, Pour déterminer la fonction cherchée f(x, t}, nous considérons que, 
dans l’équation

on peut donner à e la valeur très simple

« = COS y2Z COSr/.r, 
ou celle-ci

u — cos^2 z cos7(æ- — a),

en désignant par q et a des quantités quelconques qui ne contiennent 
ni x ni Z. On aura donc aussi

u — J F(a)rfa y COSq* l cosq(x — x) dq,
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F(a) étant une fonction quelconque, et quelles que soient les limites 
des intégrations. Cette valeur de e n’est autre chose qu’une somme de 
valeurs particulières.

Il est nécessaire maintenant que, pour l = o, la valeur de u soit 
celle que nous avons désignée par/(a?, o), ou On aura donc

q(x)-= [ F(a)c?a f C0S7(a?— x)dq.

Il faut déterminer la fonction F(a) en sorte que, les deux intégrations 
étant achevées, le résultat soit la fonction arbitraire Or le théo
rème exprimé par l’équation (B) fait connaître que, les limites de cha
cune des intégrales étant — x> et 4-00, on a

F(«)=

Donc la valeur de u est donnée par l’équation suivante :

u — / y(x)daj cosqHcosqtx— x}dq.

Si l’on intégrait par rapport à t cette valeur u, en y changeant © en (p, 
il est évident que l’intégrale, désignée par W, satisferait encore à 
l’équation différentielle proposée (d}, et l’on aurait

W — I ^(x)daj -\sinq-1 cosq(x — x) dq.

Cette valeur W devient nulle pour z = o; et si l’on prend l’expression

COSq-l COSqÇx— X) dq,

on voit que, pour z = o, elle devient égale à 'pM- H n en esI Pas de 
même de l’expression elle devient nulle pour t = o, et u devient 
égal à 9(3?).

Il suit de là que l’intégrale de l’équation {d) est 

cos 1 cos q {x — x) dq 4- W = u 4- W
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avec
W — ^l tyWdxf sin^zcosgÇÆ —a)^?.

En effet :
i° Cette valeur de v satisfait à l’équation différentielle (d}.
2" Lorsqu’on fait t = o, elle devient égale à la fonction entièrement 

arbitraire <p(a?).
3° Lorsqu’on fait Z = o dans l’expression^, elle se réduit à une 

seconde fonction arbitraire Donc la valeur de v est l’intégrale 
complète de la proposée, et il ne peut y avoir une intégrale plus gé
nérale.

406.

On peut réduire la valeur dc u à une forme plus simple en achevant 
l’intégration par rapport à q. Cette réduction et celle d’autres expres
sions du même genre dépendent des deux résultats exprimés par les 
équations (i) et (2), qui seront démontrées dans l’article suivant.

Désignant a — x
2 \/l par une autre indéterminée p, on aura

a=<r + îjq/z, dx = 2 \J l dp.

Mettant, au lieu de sin ( 7 4- p2 )
\4 /

, sa valeur
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on aura

(8') u =

Nous avons prouvé, dans un Mémoire particulier, que ces inté
grales (8) ou (§') de l’équation [d) représentent d’une manière claire 
et complète le mouvement des diverses parties de la lame élastique 
infinie (’). Elles contiennent l’expression distincte du phénomène et en 
font connaître facilement toutes les lois. C’est sous ce point de vue 
surtoutque nous les avons proposées à l’attention des géomètres. Elles 
montrent comment les oscillations se propagent et s’établissent dans 
toute l’étendue de la lame, et comment l’effet du déplacement initial, 
qui èst arbitraire et fortuit, s’altère de plus en plus en s’éloignant de 
l’origine, devient bientôt insensible, et ne laisse subsister que l’action 
des forces propres du système, qui sont celles de l’élasticité.

407.

Les résultats exprimés par les équations (i) et (2) dérivent des inté
grales définies

/ et y sin.r26Ôr.
Soit

cosx2 dx, h—i sinx2 dx,

et regardons g et h comme des nombres connus. Il est évident que, 
dans les deux équations précédentes, on peut mettre y + b au lieu 
de x, en désignant par b une constante quelconque, et que les limites 
des intégrales seront les mêmes. Ainsi l’on a

( cosj2 cos2Ôy cosô2—cosj2 sin2Ôjsinô2 )
| —siny2 sin 2 by cos b2—siny2 C0S2 by sin b2 ) '

(1 ) Il faut joindre à w la partie W qui dépend de la seconde fonction arbitraire et qui a 
été définie à la page précédente. G- D.
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Or il est facile de voir que toutes les intégrales qui contiennent le fac
teur sin iby sont nulles si les limites sont — oo et -t- oo : car sin iby 
change de signe en même temps que y. On a donc

(a) g — cosb^j cos y - cos 2 b y dy—sinZ>2 /"s\n y* cosi b y dy.

L’équation en h donnera aussi

t _ C\ siny2 cos2 éy cosZ>24-cosy2 cosaéy sinZ>2 ) 
J j 4- cosy2 sin 2 b y cos b^ — sin/2 sin 2 b y sin b2 ( ’

omettant encore les termes qui contiennent sinaiy, on aura

(é) h = cosb2 j sin/2 cos2 by dy 4- sinft2 j cosy2 C0S2 by dy.

Les deux équations (a) et (6) donnent donc en g et h les deux inté
grales

[ cosy’cosaéy j smy°- cos 2 by dy

que nous désignerons respectivement par A et B. On fera ensuite

y'—p^t, et 2by=pz, ou y — pJt, b — -^—-
2\Jl

On a donc

cosp* t cospz dp — h., fi cospz dp —IL

On déduit immédiatement les valeurs de g et h du résultat connu

fi = I e~x'dx.

En effet, cette dernière équation est identique et, par conséquent, ne 
cessera point de l’être lorsqu’on mettra au lieu de x la quantité

cette substitution donne
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Ainsi la partie réelle du second membre de cette dernière équation est 
y/it, et la partie imaginaire est nulle. On en conclut

\bÏTc — J cosj2</y4- J sin/*rfy et o= f cos y2 dy— f siny2 dy,

ou
sin y2 dy = h

Il ne reste plus qu’à déterminer, au moyen des équations (a) et {b}, 
les valeurs des deux intégrales

^4-ao z» + ®

/ cosy2 cos 26 y dy et / siny2 sin 2 6/ dy.
•J-  00 ---- 90

Elles seront ainsi exprimées :

cosy2 cos 2 b y dy = h sin b2 4- g cos b2,

B = siny2 cosi b y dy — h cos b2 — g sin b2.

On en conclut

cosp21 cospz dp
-2 \

4- sin “ L4v

Écrivant siny ou C0S7 au lieu de on a4 4 V 2

(0

(2)

408.

La proposition exprimée par l’équation (B) (art. 404, p. 4;5) ou par 
l’équation (E) (art. 361, p. 4o8), qui nous a servi à découvrir cette 
intégrale (S) et les précédentes, s’applique évidemment à un plus
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grand nombre de variables. En effet, dans l’équation générale

f{x}— — I f{a)dai cosp(x — a) dp 
— oo — oo

OU

f(x)= — / dp / WSp(x — a)/(a) da., 
— ao — oo

on peut regarder f{x} comme une fonction de deux variables x et y. 
La fonctionna) sera donc une fonction de a et y. On regardera main
tenant cette fonction /(a, y) comme une fonction delà variable/, et 
l’on conclura du même théorème (B) (p. 4?5)

/(V)^ f cosq{y — ^dq.

On aura donc, pour exprimer une fonction quelconque des deux va
riables a? et y, l’équation suivante : 

x» 4-co x^-t-oo

da l J\a,$}d$ / cos/>(æ? — <a)dp I cosq(y —fi) dq.
J—*,

On formera de la même manière l’équation qui convient aux fonctions 
de trois variables, savoir :

(BBB) f(x,y, z) — / da / d$ ff^a, [3, y) dy J cosp^x — a) dp / cosq(y — (3) dq f cosr(c — y) dr,

chacune des intégrales étant prise entre les limites — oo et 4- oo. Il est 
manifeste que la même proposition s’étend aux fonctions qui com
prennent un nombre quelconque de variables ( ').

Il nous reste à montrer comment cette proposition s’applique à la 
recherche des intégrales, lorsque les équations contiennent plus de 
deux variables.

. 409.
Par exemple, l’équation différentielle étant 

, . _ d2 c d2 <’
dt2~dxi + dÿi’

(') Les équations (BB) et (BBB) appellent évidemment des remarques analogues à 
celles que nous avons déjà présentées à la page 409. G. D.
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on veut connaître la valeur de e, fonction de x, y, t, et telle : i° qu’en 
supposant Z = o, e ou f{x, y, i) devienne une fonction arbitraire 

de x et y; a° qu’en faisant z = o dans la valeur de ~ ou 
/'(.r, y, z), on trouve une seconde fonction entièrement arbitraire

Nous pouvons conclure de la forme de l’équation différentielle (c) 
que la valeur de e qui satisfera à cette équation et aux deux conditions 
précédentes sera nécessairement l’intégrale générale. Pour découvrir 
cette intégrale, nous donnons d’abord à v la valeur particulière

p = cosrnt cospx cosqy.

La substitution de v fournit la condition

m — /t2 (l1.

II n’est pas moins évident que l’on peut écrire

p — cosp (x — a) COSq (y — P) cosZ p1-V q2, 
ou encore

v — j da f F(a,^)d^J cosp(x — a) dp f cos?(y — (3) cos t ^p2q2 dq,

quelles que soient les quantités/?,/, a, petFfa, p), qui ne contiennent 
ni x, ni y, ni Z. En effet, cette dernière valeur de v n’est autre chose 
qu’une somme de valeurs particulières.

Si l’on suppose z = o, il est nécessaire que v devienne ^[x,y\ On 
aura donc

J daJ F(a, (3)cZ|3 cosp(x — a) dp J cosqÇy — dq.

Ainsi la question est réduite à déterminer F(a,p) en sorte que le 
résultat des intégrations indiquées soit y(x,y). Or, en comparant la 
dernière équation à l’équation (BB), on trouve

cos/>(^ C0S7(y-|3)rf7.
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Donc l’intégrale sera ainsi exprimée :

cosp(zr cosç'(ty —P) cos 7^+72 ^7-

On obtient ainsi une première partie u de l’intégrale; désignant par W 
la seconde partie, qui doit contenir l’autre fonction arbitraire y), 
on aura

+ W,

et l’on prendra pour W l’intégrale / udt, en changeant seulement ç 
en tp. En effet, u devient égale à ^x,y} lorsqu’on fait t — o; et en 
même temps W devient nulle, puisque l’intégration par rapport à / 
change le cosinus en sinus. De plus, si l’on prend la valeur de 
et que l’on fasse / = o, la preïhière partie, qui contient alors un sinus, 
devient nulle, et la seconde partie devient égale à

Ainsi l’équation
p = u + W

est l’intégrale complète de la proposée.
On formerait de la même manière l’intégrale de l’équation

d2 v d2 p d2 v d2 v.
dt1, dx2 1 dy2 + dz2’

il suffirait d’introduire un nouveau facteur

i— cos/'(s — y), 2Tt '

et d’intégrer par rapport à r et y.

410.

Soit proposée l’équation

d2v d2v d2v 
dx2 dy2 dz2 0 ’

il s’agit d’exprimer p en une fonction f(x, y, z) telle : i° que/(o?,y, o)
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soit une fonction arbitraire y(x,y\, 2° que, si l’on fait z = o dans la 
fonction -^flx,y,z), on trouve une seconde fonction arbitraire^#,,/).

Il suit évidemment de la forme de l’équation différentielle que la fonc- • 
tion ainsi déterminée sera l’intégrale complète de la proposée. Pour 
connaître cette fonction, on remarquera d’abord que l’on satisfait à I é- 
quation en écrivant

e = cosp x cos qy emz,

les exposantsp et q étant des nombres quelconques, et la valeur de m 
étant ± -+- q2.

On pourrait donc aussi écrire

v = cosp(x — a) cos<?(y — [3) (ez 4- 
et encore

v = y dot. f F (a, (3) d$ J ) cosp(x — a) cos q {y — (3)1 --------- ----------  I dp dq.

Si l’on fait z = o, on aura, pour déterminer F(a, p), la condition 
suivante :

o(x,y) = J dy. f F (a, (3) d^ f cosp(x — a) dp / cosq(y — ^)dq;

et, en comparant à l’équation (BB), on voit que

F(a, (3)=^) ?(a,P).

On aura donc, pour l’expression d’une première partie de l’intégrale :

tt = y dot y 9 (a, (3) d$ J cosp(x — a) dp [ cosq^y — (3) (es dq.

Cette valeur de u se réduit à y(x, y) lorsque z = o, et la même sub
stitution rend nulle la valeur de -p-

On pourrait aussi intégrer par rapport à z la valeur de a, et l’on 
donnerait à l’intégrale la forme suivante, dans laquelle est une nou-
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velle fonction arbitraire :

W = I dot / ip ( a, (3 ) dp J cosp{X— a) dp J cos^f/ — P) 7 e—----  ^dq.

La valeur de W devient nulle lorsque s = o, et la même substitution 
<)Wrend la fonction égale à ^{x,y\ Donc l’intégrale générale de la 

proposée est
v — u W.

411.
Enfin, soit l’équation

d2e d4e d4v d* <’ _ 
dP + d^ + 3 d#2 dj2 + dÿ4 “ 0;

on veut connaître pour v une fonction J\x,y,t), qui satisfasse à la 
proposée (e) et aux deux conditions suivantes, savoir : i° que la sub
stitution de / = odans J\x,y, t) donne une fonction arbitraire

d2° que la même substitution dans -^/(x,y, l) donne une seconde fonc
tion arbitraire ty(x,y).

Il suit évidemment de la forme de l’équation (e) et des principes 
que nous avons exposés plus haut que la fonction e, étant déterminée 
en sorte qu’elle satisfasse aux conditions précédentes, sera l’intégrale 
complète de la proposée. Pour découvrir cette fonction, on écrira 
d’abord

e — cospx cosqy cosmt, 
d’où l’on tire

d’e , d4e . d4c d4e

On a donc la condition m = p1 4- q2. Ainsi l’on écrira

ou 
s'

v — cos/iæ cos^y cos/(/P-+- <?2)

p m cosy;(Æ; — a) cosç(y — P) cost(p2+ 72),
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ou encore

v = J du jF(a,p)d£ JJcosp(x — a) cos 7 (y — (3) cos(p’Z 4- 72Z) dpdq.

Lorsqu’on fait z = o, on doit avoir v = y(x,y), ce qui sert à déter
miner la fonction F(a, P). Si l’on compare à l’équation générale (BB), 
on trouve que, les intégrales étant prises entre des limites infinies, 

la valeur deF(a, P) est <?(a, P)- 0° aura donc, pour exprimer 

une première partie u de l’intégrale,

/ 1 v />+“ c4"" r+“ c+xu = (—] / da I <p(cx,^)d^l cosp(x — a) dp I cosq(y — (3) cos(p2Z 4- q2t)dq.
\ 2 71 / J _ „ x J - x J— &

En intégrant la valeur de u par rapport à z, et désignant la seconde 
fonction arbitraire, on trouvera une autre partie W de l’intégrale ainsi 
exprimée :

daj ^(a, ^d^J cosp(x — <x) dp f cos 7 (y — (3 ) hln 1 ) dq.

Si l’on fait z = o dans u et dans W, la première fonction devient égale 

■A<Jx,y\ et la seconde nulle; si l’on fait aussi z = o dans ~ et dans 

-j—? la première fonction devient nulle, et la seconde devient égale à 

y) : donc
P = u 4- W

est l’intégrale générale de la proposée.

412.

On peut donner à la valeur de u une forme plus simple en effectuant 
les deux intégrations par rapport à p et q. On fait usage, pour ce cal
cul, des deux équations (1) et (2) que nous avons démontrées dans 
l’article 407 (p. 482), et l’on obtient l’intégrale suivante :

— 00 — 00
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Désignant par u cette première partie de l'intégrale, et par W la se
conde, qui doit contenir une autre fonction arbitraire, on a

W = / udt et e = u 4- W.

Si l’on désigne par p. et v deux nouvelles indéterminées, telles que 
l’on ait

a — a? B — y---- — — v>

et que l’on substitue pour a, ch., leurs valeurs

x\]~t, y+2v\ft, n/t dp., isftd'j, 

on aura cette autre forme de l’intégrale

] dp-f sin(p2 + v2) 4- ap ^7, y 4- av ^d'j 4- W.

Nous ne pourrions multiplier davantage ces applications de nos for
mules sans nous écarter de notre sujet principal. Les exemples précé
dents se rapportent à des phénomènes physiques dont les lois étaient 
inconnues et difficiles à découvrir; et nous les avons choisis parce que 
les intégrales de ces équations, que l’on avait inutilement cherchées 
jusqu’ici, ont une analogie remarquable avec celles qui expriment le 
mouvement de la chaleur.

413.

On peut aussi, dans la recherche des intégrales, considérer d’abord 
les séries développées selon les puissances d’une variable, et sommer 
ces séries au moyen des théorèmes exprimés par les équations (B), 
(BB). Voici un exemple de cette analyse, choisi dans la théorie même 
de la chaleur, et qui nous a paru remarquable.

On a vu (art. 399, p. 466)que la valeur générale de v, déduite de 
l’équation

dv__d2c
57 ~ dx2' 

6a
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développée en série selon les puissances croissantes de la variable t, 
contient une seule fonction arbitraire de x-, et qu’étant développée en 
série selon les puissances croissantes de x, elle contient deux fonc
tions entièrement arbitraires de t.

La première série est ainsi exprimée :

(T)
t2 t3

L’intégrale désignée par (P) (art. 397, p. 463), ou

(P) v = — / <p(a) dot.m J e~P'1 cosp(x — a) dp,

représente la somme dc cette série, et contient la seule fonction arbi
traire ^{x}.

La valeur de v, développée suivant les puissances de x, contient 
deux fonctions arbitraires/(z) et F(z), et est ainsi exprimée :

+ ;rF(z)+ * F'(-z) + —F"(z) + „ - F"z(z)+....' ’ 2.3 2.3.4.□ 2.3.4-5.b.7

Il y a donc, indépendamment dc l’équation ((3), une autre forme de 
l’intégrale, qui représente la somme dc cette dernière série et qui con- 
tientdeux fonctionsarbitraircs,/(z) etF(z). II s’agit de découvrir cette 
seconde intégrale de l’équation proposée, qui ne peut être plus géné
rale que la précédente ([3), mais qui contient deux fonctions arbi
traires.

On y parviendra en sommant chacune des deux séries qui entrent 
dans l’équation (X). Or il est évident que, si l’on connaissait en fonc
tion de# et z la somme de la première série qui contient/(z), il fau
drait, après l’avoir multipliée par dx, prendre l’intégrale par rapport 
à#, et changer /(z) en F(z). On trouverait ainsi la seconde série. De 
plus, il suffirait de connaître la somme des termes dc rang impair qui 
entrent dans la première série; car, en désignant cette somme par p.,
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et la somme de tous les autres termes par v, ou a évidemment

Il reste donc à trouver la valeur de p.. Or la fonction /(/) peut être 
ainsi exprimée, au moyen de l’équation générale (B) :

Z 4-oo 
cos p(t — a) dp.

X

Il est facile d’en déduire les valeurs des fonctions

m /"(t), ...........

Il est évident que la différentiation se réduit à écrire dans le second 
membre de l’équation (B), sous le signe / dp, les facteurs respectifs 
— p*, +p\ —p6, -\-p\ ....

On aura donc, en écrivant une seule fois le facteur commun 
cosp(t — a),

p — ~ y /(a) da I dp cos/>(£ — a)

/ p-x’' pKxi p^.r^ \
X \1 2.3.4 1 a.3.4•5.6.7.8 a.3... i a ‘y

Ainsi la question consiste à trouver la somme de la série qui entre 
dans le second membre, ce qui ne présente aucune difficulté. En effet, 
soit y la valeur de cette série : on en conclut

Intégrant cette équation linéaire, et déterminant les constantes arbi- 
ii -, , dy d^y d^ytraires en sorte que, x étant nulle, y soit i, et soient

nulles, on trouve, pour la somme de la série,
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Il serait inutile de rapporter le détail de, ce calcul; il suffit d’en 
énoncer le résultat, qui donne pour l’intégrale cherchée

(PP) v — j [coS2y2(Z— a) (e^-b e-'^/cosy^
— Sin 2Ç2 (Z — a) (eix — e~qx} sinq x^q dq 4- VV.

Le ternie W est la seconde partie de l’intégrale; on le forme en inté
grant la première partie par rapport à x, depuis x = o jusqu’à x = x, 
et en changeant f en F. Sous cette forme, l’intégrale contient deux 
fonctions entièrement arbitraires, /(z) et F(z). Si, dans la valeur de e, 
on suppose x nulle, le terme W devient nul par hypothèse, et la pre
mière partie u de l’intégrale devient j\t\ Si l’on fait la même substi

tution x = o dans la valeur de il est évident que la première partie 

~ deviendra nulle, et que la seconde qui ne diffère de la première 

que par la fonction F placée au lieu de f, se réduira à F(z). Ainsi l’inté
grale exprimée par l’équation (PP) satisfait à toutes les conditions, et 
elle représente la somme des deux séries qui forment le second membre 
de l’équation (X) (’).

C’est cette forme de l’intégrale qu’il est nécessaire de choisir dans 
plusieurs questions de la Théorie de la chaleur; on voit qu’elle est 
très différente de celle qui est exprimée par l’équation (P) (art. 397).

414.

On peut employer des procédés de calcul très variés pour exprimer 
en intégrales définies les sommes des séries qui représentent les inté-

(*) On peut retrouver l’intégrale donnée ici par Fourier en suivant une autre méthode, 
dont cette partie de l’Ouvrage contient déjà plusieurs applications.

Si l’on cherche des solutions particulières de l’équation

(«)
dp d2 v
dt dx'1

qui soient de la forme
A eospt + B sin/>z,

A et B dépendant exclusivement do x, on est conduit par un calcul facile aux quatre solu-
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grales des équations différentielles. La forme de ces expressions dépend 
aussi des limites des intégrales définies. Nous citerons un seul exemple

lions particulières suivantes

elx cos [</./; -t- 2ç2(i — a)], 
cix sin [ 4- iq^t — a)],

-e-^x çosf— qx H- tq^t— a)], ' 
c~Tx sin[— qx 4- iqï{t — a)],

qu’il est aisé do vérifier directement et où a désigne une constante arbitraire.
En prenant la demi-somme des deux premières, on obtient une fonction paire de j-.

-e1x cos[^Æ + ïq\t — a)] H- A o-lx cos[— qx H- 2q\ t — a)],

se réduisant à cosaipqr —a) pour x = o. 
Maintenant, si dans l’équation (E) de la page 408,

/(«) =
Z» 30

/(a)rZa / cos/j(Z — a)dp, 
do

on remplace p par aç2, on a

(C) /(O COSiq2 (t — a)q dq.

Si donc on considère l'intégrale double

u =
0

e1x co^qx + iq^^t — oi^-ir-c-ix cos[—ijX+li]l{f- a)] j qdq.

elle se réduira a pour x = o et sera évidemment une fonction paire do .r. Comme 
elle est d ailleurs une somme de solutions particulières de l’équation (a), elle satisfera 
également à cette équation.

Considérons de même l’intégrale

\v n
TC t/ — OO *Z Q ( — e-7^sin| —qx-hiq^^t—a)-t-4

Pour la même raison elle satisfait à l’équation (a), et elle est d’ailleurs une fonction im
paire de x s’annulant pour x = o.

Si l’on prend sa dérivée par rapport à x, on trouve qu’elle se réduit, pour t — o, à 

4
ir

Z» CO
F(a)r/a / C0S2<?2(r — a) q dq,

c’est-à-dire à F(0, en vertu de l’équation (C).
Si l’on prend

v = u + W,

u représentera la somme de la première ligne do la série (X) et Wla somme de la seconde 
ligne. G. D. 
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de ce calcul en rappelant le résultat de l’article 311 (p. 3Z>3). Si, dans 
l'équation qui termine cet article, on écrit zr-F/sin» sous le signe de 
fonction ç, on a

Désignant par v la somme de la série qui forme le second membre, on 
voit que, pour faire disparaître dans chaque terme un des facteurs 22, 
42, .. • qui terminent le dénominateur, il faut difTérentier une fois par 
rapport à /, multiplier le résultat par l, et différentiel' une seconde fois 
par rapport à t. On conclut de là que e satisfait à l’équation aux diffé
rences partielles

d1» _ i d [ dv\ d1»’ _ d’v i de
du?2 7 dt \ dt ) °U dx* dt1 ? 7 dt

On a donc, pour exprimer l’intégrale de cette équation,

/ -t- t sin u) du -+- W'.
0

La seconde partie W de l’intégrale contient une nouvelle fonction 
arbitraire. La forme de cette seconde partie W de l’intégrale diffère 
beaucoup de celle de la première, et pourrait aussi être exprimée en 
intégrales définies. Les résultats que l’on obtient au moyen des inté
grales définies varient selon les procédés de calcul dont on les déduit, 
et selon les limites des intégrales. On peut dire, en général, que ces 
recherches n’ont point un but assez déterminé lorsqu’on les sépare des 
questions physiques auxquelles elles se rapportent.

415.

Il est nécessaire d’examiner avec soin la nature des propositions 
générales qui servent à transformer les fonctions arbitraires : car 
l’usage de ces théorèmes est très étendu et l’on en déduit immédia
tement la solution de plusieurs questions physiques importantes, que
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l’on ne pourrait traiter par aucune autre méthode. Les démonstrations 
suivantes, que nous avons données dans nos premières recherches, 
sont très propres à rendre sensible la vérité de ces propositions.

Dans l’équation générale

i p+“
f{x)—~ / da. / cos/?(ot—x^dp,

71 d_ oo J Q

qui est la même que l’équation (B) (p. 475), on peut effectuer l’inté
gration par rapport àp, et l’on trouve

f(x) — - ——------- — da.K J J ' a — x ' -  00

On doit donc donner àp, dans cette dernière expression, une valeur 
infinie; et, cela étant, le second membre exprimera la valeur de /(a?). 
On reconnaîtra la vérité de ce résultat au moyen de la construction 
suivante. Nous examinerons d’abord l’intégrale définie

que l’on sait être égale à (art. 356).
Si l’on construit au-dessus de l’axe des x la ligne dont l’ordonnée 

est sina? et celle dont l’ordonnée est ÿ, et qu’ensuite on multiplie 
l’ordonnée de la première ligne par l’ordonnée correspondante de la 
seconde, on considérera le produit comme l’ordonnée d’une troisième 
ligne dont il est très facile de connaître la forme.

Sa première ordonnée à l’origine est i, et les ordonnées suivantes 
deviennent alternativement positives ou négatives; la courbe coupe 
l’axe aux points où x = k, arc, 3ir, ... et elle se rapproche de plus en 
plus de cet axe. Une seconde branche de la courbe, entièrement sem
blable à la première, est située à la gauche de l’axe des y. L’intégrale
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est l'aire comprise entre la courbe et l’axe des x, comptée depuis 
x = o jusqu’à une valeur positive infinie de x.

L’in.tégrale définie

JC+”sin»a; , 1 ---- -— ax,
»

dans laquelle p est supposé un nombre positif quelconque, a la même 
valeur que la précédente. En effet, soit px — z-, l’intégrale proposée 
deviendra

et, par conséquent, elle équivaut aussi à Cette proposition est vraie 
quel que soit le nombre positif p. Si l’on suppose, par exemple, 
p — 10, la courbe dont l’ordonnée est —n 10— a des sinuosités beau- 
coup plus rapprochées et plus courtes que celles dont l’ordonnée est

mais Faire totale, depuis x — o jusqu’à x = oo, est la même.
Supposons maintenant que le nombre p devienne de plus en plus 

grand et qu’il croisse sans limite, c’est-à-dire qu’il soit infini. Les 

sinuosités de la courbe dont est l’ordonnée sont infiniment voi

sines. Leur base est une longueur infiniment petite, égale à y Cela 

étant, si l’on compare l’aire positive qui repose sur un de ces inter
valles à Faire négative qui repose sur l’intervalle suivant, et si l’on 
désigne par X l’abscisse finie et assez grande qui répond au commen
cement du premier arc, on voit que l’abscisse x, qui entre comme 

dénominateur dans l’expression s—~~de l’ordonnée, n’a aucune varia

tion sensible dans le double intervalle — qui sert de base aux deux 

aires. Par conséquent, l’intégrale est la même que si x était une quan
tité constante. Il s’ensuit que la somme des deux aires qui se succèdent 
est nulle.

Il n’en est pas de même lorsque la valeur de x est infiniment petite,
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parce que l’intervalle a, dans ce cas, un rapport fini avec la valeur
de x. On connaît par là que l’intégrale

sinpzr ,
— dx.

0

dans laquelle on suppose p un nombre infini, est entièrement formée 
de la somme de ses premiers termes, qui répondent à des valeurs 
extrêmement petites de x. Lorsque l’abscisse a une valeur finie X, 
l’aire ne varie plus, parce que les parties qui la composent se dé
truisent deux à deux alternativement. Nous exprimerons ce résultat
en écrivant

JC* sinnx. , /’"’sin»« ,
1 ■—- — dx — /-----— dx =
o x d0 x 2

La quantité w, qui désigne la limite supérieure de la seconde inté
grale, a une valeur infiniment petite; et la valeur de l’intégrale est la 
même lorsque cette limite est w et lorsqu’elle est oo. 

»
416.

Cela posé, reprenons l’équation

n x 1 f ” r, x sinp(a — x) , x ) = - / K -d do..
17 a — x

Ayant placé l’axe des abscisses a, on tracera au-dessus de cet axe la 
ligne ff, dont l’ordonnée est /(a). La forme de cette ligne est entiè
rement arbitraire ; elle pourrait n’avoir d’ordonnées subsistantes que 
dans une ou dans quelques parties de son cours; toutes les autres 
ordonnées étant nulles.

On placera aussi au-dessus du même axe des abscisses une ligne 
courbe ss dont l’ordonnée est SI^^, 5 désignant l’abscisse et p un 
nombre positif extrêmement grand. Le centre de cette courbe, ou le 
point qui répond à la plus grande ordonnée p, pourra être placé, soit 
à l’origine o des abscisses a, soit à l’extrémité d’une abscisse quel-

F. 63
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conque. On suppose que ce centre est successivement déplacé, et qu’il 
se transporte en tous les points de l’axe des a, vers la droite à partir 
du point o. Considérons ce qui a lieu dans une certaine position de la 
seconde courbe, lorsque-le centre est parvenu au point.r qui termine 
une abscisse x de la première courbe.

La valeur de x étant regardée comme constante, et a étant seule 
variable, l'ordonnée de la seconde courbe sera

sin — x} 
y. — X

Si donc on conjugue les deux courbes pour en former une troisième, 
c’est-à-dire si l’on multiplie cliaquc ordonnée de la première par l’or
donnée correspondante de la seconde, et si l’on représente le produit 
par l’ordonnée d’une troisième courbe tracée au-dessus de l’axe des a, 
ce produit sera

J ’ a — x

L’aire totale de la troisième'courbe, ou l’aire comprise entre cette 
courbe et l’axe des abscisses, sera donc exprimée par

f " .. . sin/>(a — x) , / / «)—---------rfa.J _ * a — x

Or, le nombrep étant infiniment grand, la seconde courbe a toutes ses 
sinuosités infiniment voisines; on reconnaît facilement que, pour tous 
les points qui sont à une distance finie du point x, l’intégrale définie, 
ou l’aire totale de la troisième courbe, est formée de parties égales 
alternativement positives ou négatives et qui se détruisent deux à 
deux. En effet, pour un de ces points placés à une certaine distance 
du pointa?, la valeur de/(a) varie infiniment peu lorsqu’on augmente 
la distance d’une quantité moindre que Il en est de même du 
dénominateur a — x, qui mesure cette distance. L’aire qui répond à 
l’intervalle est donc la même que si les quantités /(a) et a — x 
n’étaient pas variables. Par conséquent, elle est nulle lorsque a — x 
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est une grandeur finie. Donc l’intégrale définie peut être prise entre 
des limites aussi voisines que l’on veut et elle donne, entre ces limites, 
le meme résultat qu’entre des limites infinies. Tout se réduit donc à 
prendre l’intégrale entre des points infiniment voisins, l’un à gauche, 
l’autre à droite de celui où a — x est nul, c’est-à-dire depuis a. = x — w 
jusqu’à a = x -+- w, en désignant par w une quantité infiniment petite. 
Or, dans cet intervalle, la fonctionna) ne varie point; elle est égale 
à/^) et peut être mise hors du signe d’intégration. Donc la valeur de 
l'expression est le produit de J\x} par

/sinp(a —.r) , ------ ----- aa, a. — x

prise entre les limites a — x = — co et a — x = w.
Or cette intégrale est égale à k, comme on l’a vu dans l’article pré

cédent; donc l’intégrale définie est égale à îï/(•«); d’où l’on conclut 
l’équation (*)

f f, . 1 C+“ .. . 2 sinp(a — ,r) ,
1 ' • U 00

(B) /
cosp{x— <x) dp.

417.
La démonstration précédente suppose la notion des quantités infi

nies, telle qu’elle a toujours été admise par les géomètres. Il serait 
facile de présenter la même démonstration sous une autre forme en 
examinant les changements qui résultent de l’accroissement continuel 
du facteur/? sous le signe sinp(a —#). Ces considérations sont trop 
connues pour qu’il soit nécessaire de les rappeler.

II faut surtout remarquer que la fonction /(x) à laquelle cette 
démonstration s’applique est entièrement arbitraire, et non assujettie

(’) Les raisonnements présentés dans cet article et le précédent ne diffèrent pas essen
tiellement, on le reconnaît immédiatement, des considérations plus rigoureuses par les
quelles Lejeune-Dirichlet a établi les propositions do Fourier relatives aux séries trigono- 
métriques. Nous reviendrons plus loin sur cette remarque. g. 1). 
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à une loi continue. On pourrait donc concevoir qu’il s’agit d’une fonc
tion telle que l’ordonnée qui la représente n’a de valeurs subsistantes 
que si l’abscisse x est comprise entre deux limites données a et b-, 
toutes les autres ordonnées seraient supposées nulles, en sorte que la 
courbe n’aurait de forme tracée qu’au-dessus de l’intervalle de x = a 
à x — b, et se confondrait avec l’axe des a dans toutes les autres parties 
de son cours.

La même démonstration fait connaître que l’on ne considère point 
ici des valeurs infinies de x, mais des valeurs actuelles et déterminées.

On pourrait aussi examiner d’après les mêmes principes les cas où 
la fonction deviendrait infinie pour des valeurs singulières de x 
comprises entre des limites données; mais cela ne se rapporte point à 
l’objet principal que nous avons en vue, qui est d’introduire dans les 
intégrales les fonctions arbitraires; il est impossible qu’aucune ques
tion naturelle conduise à supposer que la fonction/^) devient infinie 
lorsqu’on donne à x une valeur singulière comprise entre des limites 
données.

En général, la fonction j\x} représente une suite de valeurs, ou 
ordonnées, dont chacune est arbitraire. L’abscisse x pouvant recevoir 
une infinité de valeurs, il y a un pareil nombre d’ordonnées f{x\ 
Toutes ont des valeurs numériques actuelles, ou positives, ou négatives, 
ou nulles. On ne suppose point que ces ordonnées soient assujetties à 
une loi commune; elles se succèdent d’une manière quelconque, et 
chacune d’elles est donnée comme le serait une seule quantité.

Il peut résulter de la nature même de la question et de l’analyse qui 
s’y applique que le passage d’une ordonnée à la suivante doive s’opérer 
d’une manière continue. Mais il s’agit alors de conditions spéciales, et 
l’équation générale (B), considérée en elle-même, est indépendante de 
ces conditions. Elle s’applique rigoureusement aux fonctions discon
tinues.

Supposons maintenant que la fonction /{x} coïncide avec une cer
taine expression analytique, telle que sina?, e~x' ou ^{x\ lorsqu’on 
donne à x une valeur comprise entre deux limites a et b, et que toutes
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les valeurs defix} soient nulles lorsque x n’est pas comprise entre a 
et b-, les limites de l'intégration par rapport à a, dans l’équation pré
cédente (B), seront donc a. = a, a = b : car le résultat serait le même 
que pour les limites a = —oo, a = oo, toutes les valeurs de/(a) étant 
nulles, par hypothèse, lorsque a n’est point comprise entre a et b. On 
aura donc l’équation

(B') fW = J (l ~ 00
cos/>(.r — a) dp.

Le second membre de cette équation (B ) est une fonction de la va
riable x : car les deux intégrations font disparaître les variables a et/>, 
et il ne reste que x et les constantes a ct b. Or cette fonction équiva
lente au second membre est telle qu’en y substituant pour x une valeur 
quelconque comprise entre a et b on trouve le même résultat qu’en 
substituant cette valeur de x dans q(x\ et que l’on trouve un résultat 
nul si, dans le second membre, on met au lieu de x une valeur quel
conque comprise entre a et b. Si donc, en conservant toutes les autres 
quantités qui forment le second membre, on remplaçait les limites a 
et b par des limites plus voisines a' ct b’, dont chacune, fût comprise 
entre a et b, on changerait la fonction de x qui équivaut au second 
membre, et l’effet du changement serait tel que ce second membre de
viendrait nul toutes les fois que l’on donnerait à x une valeur non 
comprise entre a' et b'; ct, si la valeur de x était comprise entre a' 
et b', on aurait le meme résultat qu’en substituant cette valeur de x 
dans

On peut donc varier à volonté les limites de l’intégrale dans le se
cond membre de l’équation (B'). Cette équation subsistera toujours 
pour les valeurs de x comprises entre les limites quelconques a et b 
que l’on aura choisies; et, si l’on emploie toute autre valeur de x, le, 
second membre sera nul. Représentons par l’ordonnée yariable 
d’une courbe dont x est l’abscisse; le second membre, dont la valeur 
est/(zr), représentera l’ordonnée variable d’une seconde courbe dont 
la figure dépendra des limites a et b. Si ces limites sont — coet +X, 
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les deux courbes, dont l’une a pour ordonnée ç(æ), et l’autre a pour 
ordonnée f(x\ coïncideront exactement dans toute l’étendue de leur 
cours. Mais, si l’on donne d’autres valeurs a et b à ces limites, les deux 
courbes coïncideront exactement dans toute la partie de leur cours 
qui répond à l’intervalle de x = a à x = b. A droite et à gauche de 
cet intervalle, la seconde courbe se confondra précisément dans tous 
ses points avec l’axe des x. Cette conséquence est très remarquable, 
et détermine le véritable sens de la proposition exprimée par l’é
quation (B).

418.

Il faut considérer sous le même point de vue le théorème exprimé 
par l’équation (II) de l’article 234 (p. a3i). Cette équation sert à dé
velopper une fonction arbitrairef(x) en une suite de sinus et de cosinus 
d’arcs multiples. La fonction f{x} désigne une fonction entièrement 
arbitraire, c’est-à-dire une suite de valeurs données, assujetties ou non 
à une loi commune, et qui répondent à toutes les valeurs de x com
prises entre o et une grandeur quelconque X.

La valeur de cette fonction est représentée par l’équation suivante :
x» b

(A) /(^) = J) —

L’intégrale par rapport à a doit être prise entre les limites a = a et 
a = b-, chacune de ces limites a et b est une quantité quelconque com
prise entre o et X. Le signe S affecte le nombre entier i, et indique 
que l’on doit donner à i toutes ses valeurs négatives ou positives, 
savoir :

..., —3, —2, —I, o, 4-1, 4-2, 4-3, ...

et prendre la somme des termes placés sous ce signe S. Le second 
membre devient, par ces intégrations, une fonction de la seule va
riable x et des constantes a et Z». La proposition générale consiste en 
ce que : i° la valeur du second membre que l’on trouverait en y met
tant, au lieu de x, une quantité comprise entre a et b est égale à celle 
que l’on obtiendrait en mettant cette même quantité au lieu de x dans
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la fonction /(a?); 20 toute autre valeur de x comprise entre o et X, 
mais non comprise entre a et b, étant substituée dans le second 
membre, donne un résultat nul.

11 n’y a ainsi aucune fonction f{x\ ou partie de fonction, que l’on ne 
puisse exprimer en une suite trigonométrique.

La valeur du second membre est périodique, et l’intervalle de la pé
riode est X; c’est-à-dire que cette valeur du second membre ne change 
point lorsqu’on écrit x H- X au lieu de a?. Toutes ses valeurs successives 
se renouvellent à chaque intervalle X.

La suite trigonométrique égale au second membre est convergente; 
le sens de cette dernière proposition est que, si l’on donne à la va
riable x une valeur quelconque, la somme des termes de la suite 
s’approche de plus en plus, et infiniment près, d’une limite déterminée. 
C’est cette limite qui est zéro, si l’on a mis pour x une quantité com
prise entre zéro et X, mais non comprise entre a et /? ; et, si cette 
quantité mise pour x est comprise entre a et 6, la limite de la série a 
la même valeur que Cette dernière fonction n’est assujettie à 
aucune condition, et la ligne dont elle représente l’ordonnée peut avoir 
une forme quelconque; par exemple, celle d’un contour formé d'une 
suite de lignes droites et de lignes courbes. On voit par là que, les 
limites a et b, l’intervalle total X et la nature de la fonction étant arbi
traires, cette proposition a un sens très étendu; et comme elle n’ex
prime pas seulement une propriété analytique, mais qu’elle conduit 
facilement à la solution de plusieurs questions naturelles importantes, 
il était nécessaire de la considérer sous divers points de vue et d’en 
indiquer les principales applications. On a donné plusieurs démonstra
tions de ce théorème dans le cours de cet Ouvrage. Celle que nous 
rapporterons dans un des articles suivants (art. 423) a l’avantage de 
s’appliquer aussi à des fonctions non périodiques.

Si l’on suppose l’intervalle X infini, les termes de la série deviennent 
des quantités différentielles; la somme indiquée par le signe ü devient 
une intégrale définie, comme on le voit dans les articles 353 et 355; 
et l’équation (A) se transforme dans l’équation (B). Ainsi cette der
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nière équation (B) est contenue dans la précédente et convient au cas 
oii l’intervalle X est infini : alors les limites a et b sont évidemment 
des constantes entièrement arbitraires.

419.
Le théorème exprimé par l’équation (B) offre aussi diverses appli

cations analytiques, que nous ne pourrions exposer sans nous écarter 
de l’objet de cet Ouvrage; mais nous énoncerons le principe dont ces 
applications dérivent.

On voit que, dans le second membre dc l’équation

(B')
i cbf^x} —— / f^a) da I cosp(x —a) dp,

$ J a J — «

la fonction f^x} est tellement transformée que le signe de fonction / 
n’affecte plus la variable x, mais une variable auxiliaire a. La va
riable x est seulement affectée du signe cosinus. Il suit dc là que, pour 
différentiel1 la fonction f^x} par rapport à x, autant de fois que l’on 
voudra, il suffira de différentier le second membre par rapport à a; sous 
le signe cosinus. On aura donc, en désignant par i un nombre entier 
quelconque,

=± arc f f^daf p^cosp^x-a^dp.

On écrit le signe supérieur lorsque i est pair, et le signe inférieur 
lorsque i est impair. On aura, en suivant cette même règle relative au 
choix du signe :

— q: — ( f^da I pii+l sinp(x — a) dp.
dx1^1 J_m

On peut aussi intégrer plusieurs fois de suite par rapport à x le se
cond membre de l’équation (B); il suffit d’écrire au devant du signe 
sinus ou cosinus une puissance négative de/n

La même remarque s’applique aux différentiations finies, ou aux 
intégrales désignées par le signe ü, et en général aux opérations ana-
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lytiques qui peuvent s’effectuer sur les quantités trigonométriques. 
Le caractère principal du théorème dont il s’agit est de transporter le 
signe général de fonction à une variable auxiliaire, et de placer la va
riable x sous le signe trigonométrique. La fonction f(x) acquiert en 
quelque sorte, par cette transformation, toutes les propriétés des quan
tités trigonométriques; les différentiations, les intégrations et la som
mation des suites s’appliquent ainsi à des fonctions'générales de la 
même manière qu’aux fonctions trigonométriques ou exponentielles. 
C’est pour cela que l’emploi de cette proposition donne immédiatement 
les intégrales des équations à différences partielles à coefficients con
stants. En effet, il est évident que l’on peut satisfaire à ces équations 
par des valeurs particulières exponentielles; et, comme les théorèmes 
dont nous parlons donnent à des fonctions générales et arbitraires le 
caractère des quantités exponentielles, ils conduisent facilement à 
l’expression des intégrales complètes. Cette même transformation 
donne aussi, comme on l’a vu dans l’article 413 (p. 491), un moyen 
facile de sommer les suites infinies, lorsque ces suites contiennent les 
différentielles successives ou les intégrales successives d’une même 
fonction : car la sommation de la suite est réduite, par ce procédé, à 
celle d’une suite de termes algébriques.

420.
On peut aussi faire usage du théorème dont il s’agit pour substituer 

sous le signe général de fonction un binôme formé d’une partie réelle 
et d’une partie imaginaire. Cette question d’Analyse s’est présentée dès 
l’origine du calcul des différences partielles, et nous l’indiquerons ici 
parce qu’elle a un rapport plus direct avec notre objet principal.

Si, dans la fonction f^x), on écrit [x-t-vy/— 1 au lieu de x, le ré
sultat sera formé de deux parties ç 4- 1 • H s’agit de connaître en
p. et v chacune des deux fonctions ç et 41- On y parviendra facilement 
si l’on remplace f(x} par l’expression

F.

cosp(# — a) dp;

64



50G THÉORIE DE LA CHALEUR.

car la question sera réduite à substituer p. + v — i au lieu de x sous 
le signe cosinus, et à calculer le terme réel et le coefficient de V— i- 
On aura ainsi

ï)

= — / f(a)da cosl/>(u — a) +pi \/~ 11 dp‘m J Jv — oo — oo

J z» + « x.-Hx ______

= 7- / /(a)d<x [(e^+e-^jCOSptpt—a)—y*—i(erv—e~cv)sinp(fz—
4” J- « J_ „

donc
(epv+ e-pv) cos/>(f* — x) dp,

Ainsi toutes les fonctions /(#) que l’on peut concevoir, même celles 
qui ne sont assujetties à aucune loi de continuité, sont réduites à la 
forme M -f- N \J— i, lorsqu’on y remplace la variable x par le binôme 
[a + v^-i (').

421.

Pour donner un exemple de l’usage de ces dernières formules, nous 
considérerons l’équation

d'y d^v _
dx- dy1 ~ °’

qui se rapporte au mouvement uniforme de la chaleur dans une Table 
rectangulaire. L’intégrale générale de cette équation contient évidem
ment deux fonctions arbitraires. Supposons donc que l’on connaisse en 
fonction dex la valeur de v lorsque y = o, et que l’on connaisse aussi, 
par une autre fonction de x, la valeur de lorsque/ — o; on peut

(l) Les intégrales données ici par Fourier ne peuvent avoir aucun sens, puisque les 
éléments do ces intégrales ne tendent pas vers zéro et dépassent mémo toute grandeur 
donnée lorsque p grandit indéfiniment. G- D.
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déduire l’intégrale cherchée de celle de l’équation

d^’ _ (Pc 
dt'1 dx2 ’

qui est connue depuis longtemps; mais on trouve des quantités imagi
naires sous le signe de fonction. Cette intégrale est

c = © (x + + <f(x — y i) -f- W.

La seconde partie W de l’intégrale dérive de la première en intégrant 
par rapport à y, et changeant en 11 reste donc à transformer les 
quantités + y\J — i) et y(x — y\J — i), afin de séparer les parties 
réelles des parties imaginaires. Suivant le procédé de l’article précé
dent, on trouve, pour la première partie u de l’intégrale,

U = f f(<x)docf (ePy+e-py)côsp{x — a)dp,

et, par conséquent,

W—— Ç F (a) dix C (ew—e-eÿ) cos/?(æ—a) —• 
J._x p

L’intégrale complète de la proposée, exprimée en termes réels, est 
donc

c = u h- W ;

et l’on reconnaît en effet: i° qu’elle satisfait à l’équation différentielle; 
2° qu’en y faisant y = o, elle donne e = /(a?); 3° qu’en faisant/ — o 
dans la fonction le résultat est Fia?).dy k 7

422.

Nous ferons aussi remarquer que l’on peut déduire lie l’équation (B) 
une expression très simple du coefficient différentiel de l’ordre indé
fini a?), ou de l’intégrale f \f{x]dxi.

L’expression cherchée est une certaine fonction de x et de l’in
dice i. Il s’agit de connaître cette fonction sous une forme telle que le 
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nombre i n’y entre point comme indice, mais comme une quantité, 
atin de comprendre dans une même formule tous les cas où l’on 
attribue à i des valeurs positives ou négatives quelconques. Pour y 
parvenir, nous remarquerons que l’expression

/ . k\ Or Orcos r + i- ou cosrcos------ sin/-sin —
\ 2 / 2 2

devient successivement
— sinr, — cosr, -4-sinr, +cosr, —sinr, ...,

si les valeurs respectives de i sont i, 2, 3, 4- 5, .... Les mêmes 
résultats reviennent dans le même ordre lorsqu’on augmente la valeur 
de i. Il faut maintenant, dans le second membre de l’équation

= — / fondât. / cosp(x — a) dp,

écrire le facteur^ au devant du signe cosinus, et ajouter sous ce 
signe le terme -+■ — • On aura ainsi f 2

d‘ t C* (Md<x coslpx-pa+i-]p‘dp.

Le nombre i qui entre dans le second membre sera regardé comme 
une quantité quelconque, positive ou négative.

Nous n’insisterons point sur ces applications à l’Analyse générale; 
il nous suffit d’avoir montré par divers exemples l’usage de nos théo
rèmes. Les équations du quatrième ordre (d) (art. 40,5, p. 476) et (e) 
(art. 401, p. 471) appartiennent, comme nous l’avons dit, à des ques
tions dynamiques. On ne connaissait point encore les intégrales de ces 
équations lorsque nous les avons données dans un Mémoire sur les 
vibrations des surfaces élastiques, lu à la séance de l’Académie des 
Sciences le 6 juin 1816 (art. VI, § 10 et 11, et art. 4 II, § 13 et 14) (*).

O) La date indiquée ici par Fourier est inexacte; nous nous en sommes assuré en con
sultant les procès-verbaux des séances de l’Académie des Sciences. En réalité, le Mémoire 
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Elles consistaient dans les deux formules (S) et (3') (art. 406, p. 4"9 et 
48o) ctdansles deux intégrales exprimées, l’une par la première équa
tion de l’article 412 (p. 488), l’autre par la dernière équation du même 
article. On a donné ensuite diverses autres démonstrations de ces 
mêmes résultats. Ce Mémoire contenait aussi l’intégrale de l’équa
tion (c) (art. 409, p. 483) sous la forme rapportée dans cet article. 
Quant à l’intégrale (^) de l’équation («) (art. 413, p. 489 et 492), 
elle est ici publiée pour la première fois.

423.

Les propositions exprimées par les équations (Bz) et (A) (art. 417 
et 418, p. 5oi et $02), dont nous avons montré diverses applications, 
peuvent être considérées sous un point de vue plus général. La con
struction indiquée dans les articles 415 et 416 (p. 495 et 496) ne s’ap- 

plique pas seulement à la fonction trigonométrique —' _ g—- : elle 

convient à toutes les autres fonctions et suppose seulement que, le 
nombre p devenant infini, on trouve la valeur de l’intégrale par rap
port à a en prenant cette intégrale entre des limites extrêmement voi
sines. Or cette condition n’appartient pas seulement aux fonctions 
trigonométriques : elle s’applique à une infinité d’autres fonctions. On 
parvient ainsi à exprimer une fonction arbitraire /Çæ) sous diverses 
formes très remarquables; mais nous ne faisons point usage de ces 
transformations dans la recherche spéciale qui nous occupe.

Quant à la proposition exprimée par l’équation (A) (art. 418, p. 5oa), 
il est également facile d’en rendre la vérité sensible par des construc
tions, et c’est pour ce théorème que nous les avons d’abord employées. 
11 suffira d’indiquer la marche de la démonstration.

do Fourier a été lu dans la séance de 8 juin 1818. Ce travail n’a pas été imprimé. Un extrait 
en a paru, sous le titre : Note relative aux vibrations des surfaces élastiques et au mouve
ment des ondes, par M. Fourier, dans le Bulletin des Sciences de la Société'philomathique, 
livraison de septembre 1818, p. 129. Le Mémoire est d’ailleurs signalé dans V Analyse des 
travaux de l’Académie des Sciences pour l’année 1818. G. D.
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Dans l’équation (A), savoir

2«7T . .cos (a — a?),
2

on remplacera la somme des termes placés sous le signe 2 par sa valeur 
qui se déduit de théorèmes connus. Nous avons vu précédemment 
divers exemples de ce calcul (Sect. III, Chap. III). En supposant, pour 
rendre l’expression plus simple, X = 2z, et désignant a — x par r, il 
donne ce résultat

V . ... sinry cos«/- = cos ir 4- sin/r-^—-J J sin V r

11 faut donc multiplier le second membre de cette équation par/(a)</a, 
supposer le nombre y infini, et intégrer depuis a = — n: jusqu’à a = 4-k. 
La ligne courbe dont l’abscisse est a et l’ordonnée cosyr étant conju
guée avec la ligne dont l’abscisse est a et l’ordonnée /(a), c’est-à-dire 
les ordonnées correspondantes étant multipliées l’une par l’autre, il 
est manifeste que l’aire de la courbe produite, prise entre des limites 
quelconques, devient nulle lorsque le nombre/croît sans limite. Ainsi 
le premier terme cos/r donne un résultat nul.

Il en serait de même du terme sinyr s’il n’était pas multiplié par le 

facteur mais, en comparant les trois courbes qui ont pour

abscisse commune a, et pour ordonnées sinr, /fa), on recon- 

naît évidemment que l’intégrale sinyr 4^^ /(a) c/a n’a de valeurs 

subsistantes que pour de certains intervalles infiniment petits; savoir, 

lorsque l’ordonnée devient infinie. Cela aura lieu si r ou a — x n sinVr
est nulle; et, dans cet intervalle où a diffère infiniment peu de x, la 
valeur de /(a) se confond.avec f{x}. Donc l’intégrale devient

M - J' Z» 30 //,*
' &inJrr^d'' 011 / sinyr —
0 2 ' Jo ' 



CHAPITRE IX. - DIFFUSION DE LA CHALEUR. 511

qui est égale à 2it/(æ) (art. 415 et 356, p. 496 et 4«S). On en conclut 
l’équation précédente (A)(*).

Lorsque la variable x est précisément égale à — n, ou 4- -, la con
struction fait connaître quelle est la valeur du second membre de cette 
équation (A).

Si les limites de l’intégration ne sont pas — k et 4- k, mais d’autres

(*) L’intégralo

oui v /

peut aussi so mettre sous la forme

Fourier montre ici, par des raisonnements exacts dans le fond, bien que manquant de pré
cision, que, lorsque le nombre j croît indéfiniment, cette intégrale « n’a de valeurs sub
sistantes que pour de certains intervalles infiniment petits, ceux pour lesquels l’ordonnée

devient infinie ». D’après cela, si la variable x est comprise entre -- etsin Vr ’ smVr
devient infinie pour la seule valeur zéro donnée à r, et l’on a, pour la limite,

OU 2Tü/(.r).

Fourier indique aussi que la méthode s’applique aux valeurs limites —4 et + -, En 
effet, prenons, par exemple, x = — k. Dans ce cas, l’intégrale dont il s’agit d'obtenir la 
limite sera

27t r r, \ • sin z* ,
0

le facteur 4^ deviendra infini pour r = o et pour r = aw. En réduisant l’intégrale à sa 

valeur prise dans le voisinage do ces limites, on a, pour r = o,

r/ ■. . ■ dr
Sm/r- =k/(-k)

«• 0 2

et, pour r = 2k, en remplaçant r par — r',

r, , . • , dr' -,W) / sin/r'—/X+k).
‘-'o 2 '

La valeur limite de l’intégrale est donc

«[/(- tc)+/(+«)].

Fourier considère aussi le cas où les limites de l’intégration comprennent un intervalle 
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nombres a et b, dont chacun est compris entre — u et 4-~, on voit 
par la même figure quelles sont les valeurs de x pour lesquelles le 
second membre de l’équation (A) est nul.

Si l’on conçoit qu’entre les limites de l’intégration certaines valeurs 
de a deviennent infinies, la construction indique dans quel sens la 
proposition générale doit être entendue. Mais nous ne considérons 
point ici les cas de cette nature, parce qu’ils n’appartiennent point 
aux questions physiques.

Si, au lieu de restreindre les limites — ~ et4-~, on donne plus

supérieur à 2it, et il indique que « le second membre de l’équation (A) est alors formé de 
plusieurs termes et donne le résultat d’une intégration (c’est-à-dire d’une sommation) finie, 
quelle que soit la fonction/(æ) ».

Considérons, en effet, l’intégrale

Cbr, . . sine
a-

OU

Cb~X J-, A • • Sinr J I f (x ■+- r ) sin ir . dr, J, J J sinVr ’a — x

et supposons que la différence b' —a' soit supérieure à ait. Alors il y aura plusieurs inter

valles infiniment petits pour lesquels l’ordonnée deviendra infinie. Soient

o, vit, • • •) sAir

les valeurs correspondantes de r. En général, aucune de ces valeurs n’est égale à la limite 
inférieure ou à la limite supérieure de l’intégrale. Alors, en appliquant la méthode de Fou- 
rier, on trouvera

2tt[/(æ)4- 2it) + .. . 2/ik)]

pour la limite de l'intégrale. Tel est le résultat de « l'intégration » dont parle Fourier dans 
le passage cité. Si-une des valeurs do o ou 2/iir est égale à une des limites de l’intégrale, 
il faudra remplacer le terme correspondant par sa moitié.

Telles sont les règles qui résultent de la construction; elles auraient mérité d’être énon
cées, au lieu d’être simplement indiquées. Lejeune-Dirichlot, nous croyons utile de le ré
péter, a suivi précisément la marche qui est indiquée ici par Fourier, mais en apportant 
dans les raisonnements une extrême précision, qui était d’ailleurs bien nécessaire dans une 
question aussi importante. Loin de nous la pensée de méconnaître le progrès réel et consi
dérable apporté par les Mémoires de Dirichlet, dans un sujet où les efforts de Poisson et de 
Cauchy n’avaient pas été couronnés d’un plein succès. Mais il nous paraît juste de remar
quer que Fourier, avec ce sens si profond des questions de philosophie naturelle qui doit 
exciter notre admiration, avait indiqué et même parcouru, bien qu’à pas incertains, la voie 
dans laquelle on devait trouver la première démonstration exacte des résultats fondamen
taux que lui doit la Physique mathématkpie. G. D.
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d’étendue à l’intégrale, en choisissant des limites plus distantes a' 
et b', on connaît par la même figure que le second membre de l’équa
tion (A) est formé de plusieurs termes, et donne le résultat d’une 
intégration finie, quelle que soit la fonction /{x).

On trouve des résultats semblables si l’on écrit ^(a— x') au lieu 

de r, et si les limites de l’intégration sont — X et -+-X.
Il faut considérer maintenant que les conséquences auxquelles on 

est parvenu auraient encore lieu pour une infinité de fonctions diffé
rentes de sin/r. Il suffit que ces fonctions reçoivent des valeurs alter
nativement positives et négatives, en sorte que l’aire devienne nulle 

lorsque / croit sans limite. On peut faire varier aussi le facteur ’ 

ainsi que les limites de l’intégration, et l’on peut supposer que l’inter
valle devient infini. Ces sortes d’expressions sont donc très générales 
et susceptibles des formes les plus diverses. Nous ne pouvons nous 
arrêter à ces développements; mais il était nécessaire de montrer 
l’emploi des constructions : car elles'résolvent sans aucun doute les 
questions qui peuvent s’élever sur les valeurs extrêmes et sur les 
valeurs singulières; elles n’auraient pu servir à découvrir ces théo
rèmes, mais elles les démontrent et en dirigent toutes les appli
cations.

424.

Nous avons encore à faire envisager ces mêmes propositions sous 
un autre point de vue. Si l’on compare entre elles les solutions rela
tives au mouvement varié de la chaleur dans l’armille, la sphère, le 
prisme rectangulaire, le cylindre, on voit que nous avions à développer 
une fonction arbitraire/^) en une suite de termes tels que

«i ?(P-i^) + a2<p(^2«) + a3<f>(u3œ) 4-....

La fonction p, qui, dans le second membre de l’équation (A), est un 
cosinus ou un sinus, est remplacée ici par une fonction qui peut être 
très différente du sinus. Les nombres p.,, p2, p,3, au lieu d’être 

F- 65 
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des nombres entiers, sont donnés par une équation transcendante dont 
les racines, en nombre infini, sont toutes réelles. La question consis
tait à trouver les valeurs des coefficients «„ a.,, a3, ... ; on y est par
venu au moyen des intégrations définies qui font disparaître toutes les 
inconnues excepté une seule. Nous allons examiner spécialement la 
nature de ce procédé et les conséquences exactes qui en dérivent.

Afin de donner à cet examen un objet plus déterminé, nous choi
sirons pour exemple une des questions les plus importantes, savoir 
celle du mouvement varié de la chaleur dans la sphère solide. On a vu 
(art. 290, p. 312) que, pour satisfaire à la distribution initiale de la 
chaleur, il faut déterminer les coefficients 

^1, ^3»

dans l’équation

(e) x F(.r) = sin p.t x 4- sinp2x -t- a3 sin[J.3x 4-....

La fonction F(-r) est entièrement arbitraire ; elle désigne la valeùr e de 
la température initiale et donnée de la couche sphérique dont le rayon 
est x. Les nombres p.,, p,2, ... sont les racines p. de l’équation trans
cendante

X est le rayon total de la sphère ; h est un coefficient numérique connu, 
d’une valeur positive quelconque. Nous avons prouvé rigoureusement, 
dans nos premières recherches, que toutes les valeurs de p., ou les 
racines de l'équation (/), sont réelles. Cette démonstration est déduite 
de la théorie générale des équations et n’exige point que l’on suppose 
connue la forme des racines imaginaires que toute équation peut avoir. 
Nous ne l’avons point rappelée dans cet Ouvrage, parce qu’elle est sup
pléée par des constructions qui rendent la proposition plus sensible. 
Au reste, nous avons traité cette mémo question par l’Analyse, en 
déterminant le mouvement varié de la chaleur dans un corps cylin
drique, (art. 308, p. 335 et 336). Cela posé, la question consiste à 
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trouver pour a,, a.2, a3, ... des valeurs numériques telles que le 
second membre de l’équation (e) devienne nécessairement égal à 
,rF(.r) lorsqu’on y mettra pour x une valeur quelconque comprise 
entre o et la longueur totale X.

Pour trouver le coefficient ah nous avons multiplié l’équation (e) 
par sin^xdx, et ensuite intégré entre les limites x = o, x = X, et 
nous avons démontré (art. 291, p. 313) que l’intégrale

si n p., x sin py x dx

a une valeur nulle toutes les fois que les indices i et/ ne sont point les 
mêmes; c’est-à-dire lorsque les nombres ixz et sont deux racines 
différentes de l’équation (/). Il suit de là que, l’intégration définie 
faisant disparaître tous les termes du second membre excepté celui qui 
contient on a, pour déterminer ce coefficient, l’équation

/ x F(«) sinp,^ dx = at / sin2pza?<Lr.
•>0 J0

Mettant cette valeur du coefficient a; dans l’équation (e), on en con
clut l’équation identique

I a F (oc) sin p, a rfa 
(e) «F(a;) sinpz« —---- ----------------------

f sin2p,:p<7p

Il faut, dans le second membre, donner à i toutes ses valeurs, c’est- 
à-dire mettre successivement, au lieu de p.z, toutes les racines u. de 
l’équation (/). L’intégrale doit être prise pour a, depuis a = o jusqu’à 
a = X, ce qui fait disparaître l’indéterminée a. Il en est de même de p, 
qui entre dans le dénominateur; en sorte que le ternie sinp.za? est mul
tiplié par un coefficient az dont la valeur ne dépend que de X et de 
l’indice i. Le signe 2 indique qu’après avoir donné à i ses différentes 
valeurs, il faut écrire la somme de tous les termes.

L’intégration offre donc un moyen très simple de déterminer immé-
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diatement les coefficients; mais il faut examiner attentivement l’ori
gine de ce procédé, ce qui donne lieu aux deux remarques suivantes :

i° Si, dans l’équation (e), on avait omis d’écrire une partie des 
termes, par exemple tous ceux où l’indice est un nombre pair, on 
trouverait encore, en multipliant l’équation par sin ^ncdx et intégrant 
depuis x = o jusqu’à x = X, cette même valeur de a, qui a été déter
minée précédemment; et l’on formerait ainsi une équation qui ne 
serait point vraie; car elle ne contiendrait qu’une partie des termes 
de l’équation générale, savoir ceux dont l’indice est impair.

2° L’équation complète (s) que l’on obtient après avoir déterminé 
les coefficients, et qui ne diffère point de l’équation rapportée à l’ar
ticle 291 (p. 3i4)> dans laquelle on ferait t = o et v = F(æ), est telle 
que, si l’on donne à x une valeur quelconque comprise entre o et X, 
les deux membres sont nécessairement égaux; mais on ne peut point 
conclure, comme nous l’avons fait observer, que cette égalité ait lieu 
si, choisissant pour le premier membre a?F(.r) une fonction assujettie 
à une loi continue, telle que sina? ou cosa?, on donnait à x une valeur 
non comprise entre o etX. En général, l’équation résultante (e) doit 
être appliquée aux valeurs de x comprises entre o et X. Or le procédé 
qui détermine le coefficient^ ne fait point connaître pourquoi toutes 
les racines doivent entrer dans l’équation (e), et pourquoi cette 
équation se rapporte uniquement aux valeurs de x comprises entre o 
et X.

Pour résoudre clairement ces questions, il suffit de remonter aux 
principes qui servent de fondement à notre analyse.

Nous divisons l’intervalle X en un nombre infini n de parties égales 
à dx, en sorte que l'on a

n dx = X ;

et, écrivant f{x} au lieu de .rF(æ), nous désignons par

Zl, fi' fi' fi' •••’ f'1

les valeurs de f^x] qui répondent aux valeurs

dx, 2 dx, 3 dx, ..., i dx, ..., n dx
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attribuées à a?; nous composons l’équation générale (e) d’un nombre n 
de termes, en sorte qu’il y entre n coefficients inconnus

Cl j y ^29 ^39 • • • 9 * * * y

Cela posé, cette équation (e) représente les n équations du premier 
degré que l’on formerait en y mettant successivement, au lieu de x, 
ses n valeurs

dx, 2 dx, 3 dx, .. ., n dx.

Ce système de n équations contient dans la première f,, dans la 
seconde/2, dans la troisième f^, ..., dans la nïkmefn. Pour déterminer 
le premier coefficient a,, on multiplie la première équation par la 
seconde par cr2, la troisième par cr3, ainsi de suite, et l’on ajoute 
ensemble les équations ainsi multipliées. Les facteurs <7t, <r2, cr3, ..., 
<t„ doivent être déterminés par cette condition que la somme de tous 
les termes des seconds membres qui contiennent a2 soit nulle, et qu’il 
en soit de même pour tous les coefficients suivants a3, a*, ..., an. 
Donc, toutes les équations étant ajoutées, le coefficient a, entre seul 
dans le résultat, et l’on a une équation pour déterminer ce coefficient. 
Ensuite, on multiplie de nouveau toutes les équations par d’autres 
facteurs respectifs pf, p2, p3, ..., pre, et ces facteurs sont déterminés 
en sorte qu’en ajoutant les n équations, tous les coefficients soient 
éliminés excepté a,. On a donc une équation pour déterminer a2. 
On continue des opérations semblables, et, choisissant toujours de 
nouveaux facteurs, on détermine successivement tous les coefficients 
inconnus. Or il est manifeste que ce procédé d’élimination est préci
sément celui qui résulte de l’intégration entre les limites o et X. La 
série c2, ..., an des premiers facteurs est

sin (pn dx} dx, sin(2p.; dx} dx, ..., dx} dx.

En général, la série des facteurs qui servent à éliminer tous les 
coefficients, excepté a,, est

sin(fX/cLc) dx, sÀwCi^idx} dx, ..., sin(?ipt; dx} dx;
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elle est représentée par le terme général sin dx, dans lequel on 
donne successivement à x toutes les valeurs

dx, 2 dx, 3 dx, n dx.

On voit par là que le procédé qui nous sert à déterminer les coef
ficients ne diffère en rien du calcul ordinaire de l’élimination dans les 
équations du premier degré. Le nombre n des équations est égal à 
celui des quantités inconnues a,, a2, a3, ..., an, et le même que le 
nombre des quantités données f,, f2, f^, ..., fn. Les valeurs trouvées 
pour les coefficients sont celles qui doivent avoir lieu pour que les 
n équations subsistent à la fois, c’est-à-dire pour que l’équation (s) 
subsiste lorsqu’on donne à x une de ces n valeurs comprises entre o 
et X; et, comme le nombre n est infini, il s’ensuit que le premier 
membre /{x} coïncide nécessairement avec le second, lorsque la 
valeur x substituée dans l’un et l’autre est comprise entre o et X.

La démonstration précédente ne s’applique pas seulement aux déve
loppements dont la forme est

ai sin^a? 4- a2 sin -p a. sin ^x 4-.. . 4- at sin

elle convient à toutes les fonctions <p([xzd?) que l’on pourrait substituer 
à sinp-^r en conservant la condition principale, savoir que l’intégrale

q>(py,r) dx

ait une valeur nulle lorsque i et j sont des nombres différents. 
Si l’on propose de développer f^x} sous cette forme

f{x) — a + cosx 4- a2 cos ix 4-... 4- a;- cos ix 4-. ..

4- b, sin# 4- 62sin2# 4-.. .4- 6(sinZ# 4-...,

les racines p.|( p.2, p.3, ..., p.z, ... seront des nombres entiers et, la 
con dition

/* >JC XI COS 2 TC / C0S2TC/ x dx — o
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ayant toujours lieu lorsque les indices i et j sont des nombres diffé
rents, on obtient, en déterminant les coefficients a,, bt, l’équation 
générale (II) (art. 234, p. a3i) qui ne diffère pas de l’équation (A) 
(art. 418, p. 5oa).

425.
Si l’on omettait dans le second membre de l’équation (e) un ou plu

sieurs des termes qui répondent à une ou plusieurs racines p,- de 
l’équation (/), l'équation (e) ne serait pas vraie en général. Pour s’en 
convaincre, supposons qu’un terme contenant pj et aj ne soit point 
écrit dans le second membre de l’équation (e), on pourrait multiplier 
respectivement les n équations par les facteurs

sin (py- dx} dx, sin (py2 dx} dx, ..., sin(pjndx} dx,

et, en les ajoutant, la somme de tous les termes des seconds membres 
serait nulle; en sorte qu’il ne resterait aucun des coefficients inconnus. 
Le résultat formé de la somme des premiers membres, c’est-à-dire la 
somme des valeurs/(,/2,/3, multipliées respectivement par
les facteurs

sin (pj dx} dx, sin(py2 dx} dx, ..., sin (pj n dx} dx,

se réduirait à zéro. Il faudrait par conséquent que cette relation existât 
entre les quantités données f,, f2, f\, ..., fn, et l’on ne pourrait point 
les considérer comme entièrement arbitraires, ce qui est contre l’hypo
thèse. Si ces quantités /a,/3, ...,/„ ont des valeurs quelconques, 
la relation dont il s’agit ne subsiste point, et l’on ne pourrait pas satis
faire aux conditions proposées en omettant un ou plusieurs termes 
tels que O/sinp;# dans l’équation (e). Donc, la fonction /(^) demeu
rant indéterminée, c’est-à-dire représentant Je système d’un nombre 
infini de constantes arbitraires qui correspondent à des valeurs de x 
comprises entre o et X, il est nécessaire d’introduire dans le second 
membre de l’équation (e) tous les termes tels que aj sin qui satis
font à la condition

Ç sin ptx sin pjx dx — o,
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les indices i et/ étant différents; mais s’il arrivait que la fonction f^x) 
fût telle que les n grandeurs/j,/2, Zi, •■■Jn eussent entre elles cette 
relation exprimée par l’équation

■/ sin p. jdx — o, 
do

il est évident que le terme aj sin u.jX pourrait être omis dans l’équa
tion (e).

Ainsi, il y a plusieurs classes de fonctions /{x} dont le dévelop
pement, représenté par le second membre de l’équation (e), ne con
tient pas certains termes correspondants à quelques-unes des racines p.. 
Il y a, par exemple, des cas où l’on doit omettre tous les termes dont 
l’indice est pair, et nous en avons vu divers exemples dans le cours de 
cet Ouvrage. Mais cela ne peut avoir lieu si la fonction f(x) a toute 
la généralité possible. Dans tous les cas, on doit supposer le second 
membre de l’équation (e) complet, et le calcul fait connaître les termes 
qui peuvent être omis parce que leurs valeurs deviennent milles.

426.

On voit clairement par cet examen que la fonction f(x} représente, 
dans notre analyse, le système d’un nombre n dc quantités séparées, 
correspondantes aux n valeurs de x comprises entre o et X, et que ces 
n quantités ont des valeurs actuelles, et par conséquent non infinies, 
choisies à volonté. Toutes pourraient être nulles, excepté une seule 
dont la valeur serait donnée.

Il pourrait arriver que la série de ces n valeurs/2, f^, ..., fn fût 
exprimée par une fonction assujettie à une loi continue, telle que x, 
x-, sin#, cos.r, ou en général alors la ligne courbe dont les 
ordonnées représentent les valeurs correspondantes aux abscisses x, 
et qui est placée au-dessus de l’intervalle de x = o à x = X, se con
fond dans cet intervalle avec la courbe dont l’ordonnée est et 
les coefficients a.,, a3, an de l’équation (e), déterminés par la
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règle précédente, satisfont toujours à cette condition qu’une valeur 
de x comprise entre o et X donne le même résultat, étant substituée 
dans ^{x} et dans le second membre de l’équation (e).

F(.r) représente la température initiale de la couche sphérique dont 
le rayon est x. On pourrait supposer, par exemple, que l’on a F(.rj = bx, 
c’est-à-dire que la chaleur initiale croit proportionnellement à la dis
tance, depuis le centre, où elle est nulle, jusqu’à la surface, où elle 
est bX. Dans ce cas, ou /(a?) est égale à bx2; en appliquant à 
cette fonction la règle qui détermine les coefficients, on développe
rait bx2 en une suite de termes, tels que

smp, a; 4- a2 sinp.2a? 4- a3 sinp.3a; 4-....

Or chaque terme sinp.t-a?, étant développé selon les puissances de x, ne 
contient que des puissances de rang impair, et la fonction bx2 est une 
puissance de rang pair. 11 est très remarquable que cette fonction bx2, 
désignant une suite de valeurs données pour l’intervalle de o à X, 
puisse être développée en une suite de termes, tels que

a( sin piX.

Nous avons déjà prouvé l’eXactitude rigoureuse de ces résultats, qui ne 
s étaient point encore présentés dans l’Analyse, et nous avons montré 
le véritable sens des propositions qui les expriment. On a vu, par 
exemple, dans l’article 223 (p. 214) que la fonction cosæ est déve
loppée en une suite de sinus d’arcs multiples; en sorte que, dans 
l’équation qui donne ce développement, le premier membre ne con
tient que des puissances paires de la variable et le second ne contient 
que des puissances impaires. Réciproquement, la fonction sina?, où il 
n’entre que des puissances impaires, est résolue (art. 225, p. 217) en 
une suite de cosinus, qui ne contiennent que les puissances paires.

Dans la question actuelle relative à la sphère, la valeur de xV^x} 
est développée au moyen de l’équation (e). Il faut ensuite, comme on 
le voit (art. 290, p. 3i2), écrire dans chaque terme le facteur expo
nentiel, qui contient t, et l’on a, pour exprimer la température r, qui

F. 66
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est une fonction de x et t, l’équation

Ç a F (a) sinpt,a da.
(E) xv sinfX/tr —---- ---------------------

/ sin2/x,p
^0

La solution générale que donne cette équation (E) est totalement indé
pendante de la nature de la fonction F(tr), parce que cette fonction ne 
représente ici qu’une multitude infinie de constantes arbitraires, qui 
répondent à autant de valeurs de x comprises entre o et X.

Si l’on supposait la chaleur primitive contenue dans une seule partie 
de la sphère solide, par exemple depuis x = o jusqu’à x = |X, et que 
les températures initiales des couches supérieures fussent nulles, il 
suffirait de prendre l’intégrale

y sinJ\a.) dot.

entre les limites x = o et x = |X.
En général, la solution exprimée par l’équation (E) convient à tous 

les cas, et la forme du développement ne varie point selon la nature de 
la fonction.

Supposons maintenant que, ayant écrit sina? au lieu de F(.r), on ait 
déterminé par l'intégration les coefficients ai et que l’on ait formé 
l’équation

x sina: — ax sin^# 4- a2 sin/x2;r 4- «3 sin^a; 4-....

Il est certain qu’en donnant à x une valeur quelconque comprise 
entre o et X, le second membre de cette équation équivaut à zrsinr; 
c’est une conséquence nécessaire de notre calcul. Mais il ne s’ensuit 
nullement qu’en donnant à x une valeur non comprise entre o et X, 
la même égalité aura lieu. On voit très distinctement le contraire dans 
les exemples que nous avons cités; et, si l’on excepte les cas particu
liers, on peut dire que la fonction, assujettie à une loi continue, qui 
formerait le premier membre des équations de ce genre ne coïncide
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avec la fonction exprimée par le second membre que pour les valeurs 
de x comprises entre o et X.

A proprement parler, l’équation (e) est identique, et elle subsiste 
pour toutes les valeurs que l’on attribuerait à la variable x; mais l’un 
et l’autre membre de cette équation représentent une certaine fonction 
analytique qui coïncide avec une fonction connue f^x) si l’on donne à 
la variable x des valeurs comprises entre o et X. Quant à l’existence de 
ces fonctions, qui coïncident pour toutes les valeurs de la variable 
comprises entre certaines limites et diffèrent pour les autres valeurs, 
elle est démontrée par tout ce qui précède, et les considérations de ce 
genre sont un élément nécessaire de l’analyse des différences par
tielles.

Au reste, il est évident que les équations (e) et (E) ne s’appliquent 
pas seulement à la sphère solide dont le rayon estX : elles représentent, 
I une I état initial, 1 autre 1 état variable du solide infiniment étendu 
dont le corps sphérique fait partie; et lorsqu’on donne dans ces équa
tions, à la variable x, des valeurs plus grandes que X, elles se rap
portent aux parties de ce solide infini qui enveloppe la sphère. Cette 
icmarque convient aussi à toutes les questions dynamiques que l’on 
résout par 1 analyse des différences partielles.

427.

Pour appliquer la solution donnée par l’équation (E) au cas où une 
seule couche sphérique aurait été primitivement échauffée, toutes les 
autres ayant une température initiale nulle, il suffirait de prendre l’in
tégrale

J aF(a)sin/x,arfa

entre deux limites extrêmement voisines a = r et a = r + «, r étant 
le rayon de la surface intérieure de la couche échauffée, et u l’épaissétfr 
de cette couche.

On peut aussi considérer séparément l’effet résultant de réchauffe
ment initial d’une autre couche comprise entre les limites r+u et 
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r-H 2«; et, si l’on ajoute la température variable due à cette seconde 
cause à la température que l’on avait d’abord trouvée lorsque la pre
mière couche était seule échauffée, la somme des deux températures 
est celle qui aurait lieu si les deux couches étaient échauffées à la fois. 
Il suffirait, pour avoir égard aux deux causes réunies, de prendre l’in
tégrale

/ a. F (a) sinfz/a da.

entre les limites a = r et a = r+ iu. Plus généralement, l’équation (E) 
pouvant être mise sous cette forme

„ = / /y siY-g sin^*\ dat

x ( § sin2fA,-|3 <7{3 )

on reconnaît que l’effet total de réchauffement des différentes couches 
est la somme des effets partiels que l’on déterminerait séparément en 
supposant que chacune des couches a été seule échauffée. La même 
conséquence s’étend à toutes les autres questions de la Théorie de la 
chaleur; elle dérive de la nature même des équations, et la forme des 
intégrales la rend manifeste. On voit que la chaleur contenue dans 
chaque élément d’un corps solide produit son effet distinct, comme si 
cet élément avait été seul échauffé, tous les autres ayant une tempéra
ture initiale nulle. Ces divers états se superposent en quelque sorte et 
se rassemblent pour former le système général des températures.

C’est pour cette raison que la forme de la fonction qui représente 
l’état initial doit être regardée comme entièrement arbitraire. L’inté
grale définie qui entre dans l’expression de la température variable, 
ayant les mêmes limites que le solide échauffé, montre expressément 
que l’on réunit tous les effets partiels dus à réchauffement initial de 
chaque élément. «

428.

Nous terminerons ici cette Section, dont l’objet appartient presque 
entièrement à l’Analyse. Les intégrales que nous avons obtenues ne
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sont point seulement des expressions générales qui satisfont aux équa
tions différentielles : elles représentent de la manière la plus distincte 
l’effet naturel, qui est l’objet de la question. C’est cette condition prin
cipale que nous avons eue toujours en vue, et sans laquelle les résultats 
du calcul ne nous paraîtraient que des transformations inutiles. Lorsque 
cette condition est remplie, l’intégrale est, à proprement parler, l'équa
tion du phénomène-, elle en exprime clairement le caractère et le pro
grès, de même que l’équation finie d’une ligne ou d’une surface courbe 
fait connaître toutes les propriétés de ces figures. Pour découvrir ces 
solutions, nous ne considérons point une seule forme de l'intégrale; 
nous cherchons à obtenir immédiatement celle qui est propre à la 
question. C’est ainsi que l’intégrale qui exprime le mouvement de la 
chaleur dans une sphère d’un rayon donné est très différente de celle 
qui exprime ce mouvement dans un corps cylindrique, ou même dans 
une sphère d’un rayon supposé infini. Or chacune de Ces intégrales a 
une forme déterminée, qui ne peut pas être suppléée par une autre. Il 
est nécessaire d’en faire usage si l’on veut connaître la distribution de 
la chaleur dans le corps dont il s’agit. En général, on ne pourrait 
apporter aucun changement dans la forme de nos solutions sans leur 
faire perdre leur caractère essentiel, qui est de représenter les phéno
mènes.

Ces diverses intégrales pourraient être déduites les unes des autres; 
car elles ont la même étendue. Mais ces transformations exigent de 
longs calculs et supposent presque toujours que la forme des résultats 
est connue d’avance. On peut considérer, en premier lieu, des corps 
dont les dimensions sont finies et passer de cette question à celle qui 
se rapporte à un solide non terminé. On substitue alors une intégrale 
définie à la somme désignée par le signe S. C’est ainsi que les équa
tions (a) et (P), rapportées au commencement de cette Section, dé
pendent l’une de l’autre. La première devient la seconde lorsqu’on 
suppose le rayon R infini. On peut réciproquement déduire de cette 
seconde équation (p) les solutions relatives aux corps de dimensions 
limitées.
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En général, nous avons cherché à obtenir chaque résultat par la voie 
la plus courte. Voici les éléments principaux de la méthode que nous 
avons suivie :

i° On considère à la fois la condition générale donnée par l’équation 
aux différences partielles et toutes les conditions singulières qui déter
minent entièrement la question; et l’on se propose de former l’expres
sion analytique qui satisfait à toutes ces conditions.

2° On reconnaît d’abord que cette expression contient un nombre 
indéfini de termes où il entre des constantes inconnues, ou qu’elle 
équivaut à une intégrale où se trouvent une ou plusieurs fonctions 
arbitraires. Dans le premier cas, c’est-à-dire lorsque le terme général 
est affecté du signe S, on déduit des conditions spéciales une équation 
transcendante déterminée, dont les racines donnent les valeurs d’un 
nombre infini de constantes.

Le second cas a lieu lorsque le terme général devient une quantité 
infiniment petite; alors la somme de la série se change en une inté
grale définie.

3° On peut démontrer par les théorèmes fondamentaux de l’Algèbre, 
ou même par la nature physique de la question, que l’équation trans
cendante a toutes ses racines réelles et en nombre infini.

4° Dans les questions élémentaires, le terme général est formé de 
sinus ou cosinus; les racines de l’équation déterminée sont des 
nombres entiers, ou des quantités réelles et irrationnelles : chacune 
d’elles est comprise entre deux limites déterminées.

Dans les questions plus composées, le terme général est formé d’une 
fonction implicitement donnée au moyen d’une équation différentielle, 
intégrable ou non. Quoi qu’il en soit, l’équation déterminée subsiste; 
elle a toutes ses racines réelles et en nombre infini. Cette distinction 
des parties dont l’intégrale doit être composée est très importante, 
parce qu’elle fait connaître clairement la forme de la solution et les 
relations nécessaires entre les coefficients.

5“ Il reste à déterminer les seules constantes qui dépendent de l’état 
initial, ce qui se fait par l’élimination des inconnues dans un nombre
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infini d’équations du premier degré. On multiplie l’équation qui se 
rapporte a 1 état initial par un facteur différentiel, et l’on intègre entre 
des limites définies, qui sont le plus souvent celles du solide où le 
mouvement s’accomplit.

Il y a des questions pour lesquelles nous avons déterminé les coef
ficients par des intégrations successives, comme on le verra dans le 
Mémoire qui a pour objet la température des habitations. Dans ce cas, 
on considère les intégrales exponentielles qui conviennent à l’état ini
tial du solide infini; car il est facile d’obtenir ces intégrales.

II résulte des intégrations que tous les termes du second membre 
disparaissent, excepté celui dont on veut déterminer le coefficient. 
Dans la valeur de ce coefficient, le dénominateur ne devient jamais 
nul, et l’on obtient toujours une intégrale définie dont les limites sonl 
celles du solide et dont un des facteurs est la fonction arbitraire qui 
convient à l’état initial. Cette forme du résultat est nécessaire, parce 
que le mouvement variable qui est l’objet de la question se compose 
de tous ceux qui auraient lieu séparément si chaque point du solide 
était seul échauffe et que la température initiale de tous les autres fût 
nulle.

Lorsqu’on examine avec soin ce procédé d’intégration qui sert à 
déterminer les coefficients, on voit qu’il contient une démonstration 
complète, et qu il montre très distinctement la nature des résultats; 
en sorte qu il n est nullement nécessaire de les vérifier par d’autres 
calculs.

La plus remarquable des questions que nous ayons exposées jus
qu’ici, et la plus propre à faire connaître l’ensemble de notre analyse, 
est celle du mouvement variable de la chaleur dans un corps cylin
drique. Dans d’autres recherches, la détermination des coefficients 
exigerait des procédés de calcul que nous ne connaissons point encore. 
Mais il faut remarquer que l’on peut toujours, sans déterminer les 
valeurs des coefficients, acquérir une connaissance exacte de la ques
tion et de la marche naturelle du phénomène qui en est l’objet; la 
considération principale est celle des mouvements simples.
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6° Lorsque l’expression cherchée contient une intégrale définie, on 
détermine les fonctions inconnues placées sous le signe / , soit par les 
théorèmes que nous avons donnés pour exprimer les fonctions arbi
traires en intégrales définies, soit par un procédé plus composé, dont 
on trouvera divers exemples dans la seconde Partie.

Ces théorèmes s’étendent à un nombre quelconque de variables. Ils 
appartiennent en quelque sorte à une méthode inverse d intégration 
définie : car ils servent à déterminer sous les signes / et S des fonc
tions inconnues qui doivent être telles que le résultat de 1 intégration 
soit une fonction donnée.

Les mêmes principes s’appliquent à diverses autres questions de 
Géométrie, de Physique générale ou d’Analyse, soit que les équations 
contiennent des différences finies ou infiniment petites, soit qu’elles 
comprennent les unes et les autres.

Les solutions que l’on obtient par cette méthode sont complètes et 
consistent dans des intégrales générales. Aucune autre intégrale ne 
peut avoir plus d’étendue. Les objections qui avaient été proposées à 
ce sujet sont dénuées de tout fondement; il serait aujourd’hui superflu 
de les discuter.

7° Nous avons dit que chacune de ces solutions donne Véquation 
propre du phénomène, parce qu’elle le représente distinctement dans 
toute l’étendue de son cours, et qu’elle sert à déterminer facilement 
en nombre tous les résultats.

Les fonctions que l’on obtient par ces solutions sont donc composées 
d’une multitude de termes, soit finis, soit infiniment petits; mais la 
forme de ces expressions n’a rien d’arbitraire : elle est déterminée par 
le caractère physique du phénomène. C’est pourquoi, lorsque la valeur 
de la fonction est exprimée par une série où il entre des exponentielles 
relatives au temps, il est nécessaire que cela soit ainsi, parce que 1 effet 
naturel dont on recherche les lois se décompose réellement en parties 
distinctes, correspondantes aux différents termes de la série. Ces parties 
expriment autant de mouvements simples compatibles avec les condi
tions spéciales; pour chacun de ces mouvements, toutes les tempéra-



CHAPITRE IX.- DIFFUSION DE LA CHALEUR. 529 

tures décroissent en conservant leurs rapports primitifs. On ne doit pas 
voir dans cette composition un résultat de l’Analyse, dû à la seule 
forme linéaire des équations différentielles, mais un effet subsistant, 
qui devient sensible dans les expériences. Il se présente aussi dans les 
questions dynamiques où l’on considère les causes qui anéantissent le 
mouvement; mais il appartient nécessairement à toutes les questions 
de la théorie de la chaleur, et il détermine la nature de la méthode 
que nous avons suivie pour les résoudre.

La théorie mathématique de la chaleur se forme : i° de la définition 
exacte de tous les éléments du calcul; 20 des équations différentielles; 
3° des intégrales propres aux questions fondamentales. On peut arriver 
aux équations par plusieurs voies; on peut aussi obtenir les mêmes 
intégrales, ou résoudre d’autres questions, en apportant quelque chan
gement dans la marche du calcul. Nous pensons que ces recherches ne 
constituent point une méthode différente de la nôtre; mais elles con
firment et multiplient les résultats.

90 On avait objecté au sujet de notre analyse que, les équations 
transcendantes qui déterminent les exposants ayant des racines imagi
naires, il serait nécessaire d’employer les termes qui en proviennent, 
et qui indiqueraient dans une partie du phénomène le caractère pério
dique : mais cette objection n’est point fondée, parce que les équa
tions dont il s’agit ont, en effet, toutes leurs racines réelles, et qu’au
cune partie du phénomène ne peut être périodique.

io° On avait allégué que, pour résoudre avec certitude les questions 
de ce genre, il est nécessaire de recourir dans tous les cas à une cer
taine forme de l’intégrale, que l’on désignait comme générale; et l’on 
proposait, sous cette dénomination, l’équation (y) de l’article 398; 
mais cette distinction n’est point fondée; et l’usage d’une seule inté
grale n’aurait pour effet, dans plusieurs cas, que de compliquer le 
calcul sans nécessité. Il est d’ailleurs évident que cette intégrale (y) se 
déduit de celle que nous avons donnée en 1807 pour déterminer le 
mouvement de la chaleur dans une armille d’un rayon déterminé R; 
il suffit de donner à R une valeur infinie.

F. 67
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ii° On a pensé que la méthode qui consiste à exprimer l’intégrale 
par une suite de termes exponentiels, et à déterminer les coefficients 
au moyen de l’état initial, ne résout point la question relative à un 
prisme qui perd inégalement sa chaleur par ses deux extrémités; ou 
que, du moins, il serait très difficile de vérifier ainsi la solution que 
l’on déduit de l'intégrale (y) par de longs calculs. On reconnaîtra par 
un nouvel examen que notre méthode s’applique directement à cette 
question, et qu’il suffit même d’une seule intégration.

12° Nous avons développé en séries de sinus d’arcs multiples des 
fonctions qui paraissent ne contenir que des puissances paires de la 
variable, par exemple cosæ. Nous avons exprimé par des suites con
vergentes, ou en intégrales définies, des parties séparées de diverses 
fonctions ou des fonctions discontinues entre certaines limites, par 
exemple celle qui mesure l’ordonnée dans un triangle. Nos démonstra
tions ne laissent aucun doute sur l’exacte vérité de ces équations.

t3° On trouve dans les Ouvrages de tous les géomètres des résultats 
et des procédés de calcul analogues à ceux que nous avons employés. 
Ce sont des cas particuliers d’une méthode générale, qui n’était point 
encore formée et qu’il devenait nécessaire d’établir, pour connaître, 
même dans les questions les plus simples, les lois mathématiques de 
la distribution de la chaleur. Cette théorie exigeait une analyse qui lui 
est propre, et dont un élément principal est l’expression analytique 
des fondions séparées, ou des parties de fondions.

Nous entendons par fonction séparée, ou partie de fonction, une 
fonction f(x} qui a des valeurs subsistantes lorsque la variable x est 
comprise entre des limites données, et dont la valeur est toujours 
nulle si la variable n’est pas comprise entre ces limites. Cette fonction 
mesure l’ordonnée d’une ligne qui comprend un arc fini d’une forme 
arbitraire et se confond avec l’axe des abscisses dans tout le reste de 
son cours.

Cette notion n’est point opposée aux principes généraux du Calcul; 
on pourrait même en trouver les premiers’fondements dans les écrits 
de Daniel Bernoulli, de Clairaut, de Lagrange et d’Euler. Toutefois on 
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avait, regardé comme manifestement impossible d’exprimer en séries 
de sinus d’arcs multiples, ou du moins en séries trigonométriques con
vergentes, une fonction qui n’a de valeurs subsistantes que si celles 
de la variable sont comprises entre certaines limites, et dont toutes les 
autres valeurs seraient nulles. Mais ce point d’analyse est pleinement 
éclairci; et il demeure incontestable que les fonctions séparées, ou 
parties de fonctions, sont exactement exprimées par des séries trigo
nométriques convergentes, ou par des intégrales définies. Nous avons 
insisté sur cette conséquence dès l’origine de nos recherches jusqu’à 
ce jour, parce qu’il ne s’agit point ici d’une question abstraite et isolée, 
mais d’une considération principale, intimement liée aux applications 
les plus utiles et les plus étendues. Rien ne nous a paru plus propre 
que les constructions géométriques à démontrer la vérité de ces nou
veaux résultats, et à rendre sensibles les formes que l’Analyse emploie 
pour les exprimer.

i4° Les principes qui nous ont servi à établir la théorie analytique 
de la chaleur s’appliquent immédiatement à la recherche du mouve
ment des ondes dans les liquides dont une partie a été agitée. Ils 
donnent aussi celles des vibrations des lames élastiques, des surfaces 
flexibles tendues, des surfaces planes élastiques de très grandes dimen
sions, et conviennent en général aux questions qui dépendent de la 
théorie de l’élasticité. Le propre des solutions que l’on déduit de ces 
principes est de rendre les applications numériques faciles, et de pré
senter des résultats distincts ct sensibles, qui déterminent réellement 
l’objet de la question, sans faire dépendre cette connaissance d’inté
grations ou d’éliminations qu’on ne peut effectuer. Nous regardons 
comme superflue toute transformation des résultats du calcul qui ne 
satisfait point à cette condition principale.

429.

i° Nous présenterons maintenant diverses remarques concernant les 
équations différentielles du mouvement de la chaleur.
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Si deux molécules d’un même corps sont extrêmement voisines et ont des 
températures inégales, celle qui est la plus échauffée communique directe
ment à l’autre pendant un instant une certaine quantité de chaleur; cette 
quantité est proportionnelle à la différence extrêmement petite des tempé
ratures : c’est-à-dire que, si cette différence devenait double, triple, 
quadruple et que toutes les autres conditions demeurassent les mêmes, 
la chaleur communiquée serait double, triple, quadruple.

Cette proposition exprime un fait général et constant, qui suffit pour 
servir de fondement à la théorie mathématique. Le mode de transmis
sion est donc connu avec certitude, indépendamment de toute hypo
thèse sur la nature dc la cause, et il ne peut être envisagé sous deux 
points de vue différents. Il est évident que la communication immé
diate s’opère suivant toutes les directions, et qu’elle n’a lieu, dans les 
fluides ou les liquides non diaphanes, qu’entre des molécules extrê
mement voisines.

Les équations générales du mouvement de la chaleur, dans l’inté
rieur des solides de dimensions quelconques, et à la surface de ces 
corps, sont des conséquences nécessaires de la proposition précédente. 
Elles s’en déduisent rigoureusement, comme nous l’avons prouvé dans 
nos premiers Mémoires en 1807, et l’on obtient facilement ces équa
tions au moyen de lemmes dont la démonstration n’est pas moins 
exacte que celle des propositions élémentaires de la Mécanique.

On déduit encore ces équations de la même proposition en détermi
nant par des intégrations la quantité totale dc chaleur qu’une molécule 
reçoit de celles qui l’environnent. Ce calcul n’est sujet à aucune diffi
culté. Les lemmes dont il s’agit suppléent aux intégrations, parce qu’ils 
donnent immédiatement l’expression du flux, c’est-à-dire la quantité 
de chaleur qui traverse une section quelconque. L’un et l’autre calcul 
doivent évidemment conduire au même résultat; et, comme il n’y a 
aucune différence dans le principe, il ne peut point y en avoir dans les 

.conséquences.
20 Nous avons donné en 1811 l’équation générale qui se rapporte à 

la surface. Elle n’a pas été déduite de cas particuliers, comme on l’a
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supposé sans aucun fondement; et elle n’aurait pu l’être : la proposi
tion qu’elle exprime n’est point de nature à être découverte par voie 
d’induction; on ne peut pas la connaître pour certains corps et l'ignorer 
pour les autres; elle est nécessaire pour tous, afin que l’état de la super
ficie ne subisse pas dans un temps déterminé un changement infini. Nous 
avons omis dans notre Mémoire les détails de la démonstration, parce 
qu’ils consistent seulement dans l’application de propositions connues. 
Il suffisait dans cet écrit de donner le principe et le résultat, comme 
nous l’avons fait dans l’article 15 du Mémoire cité.

On déduit aussi de cette même condition l’équation générale dont il 
s’agit, en déterminant la quantité totale de chaleur que chaque molé
cule placée à la surface reçoit et communique. Ces calculs, très com
posés, ne changent rien à la nature de la démonstration.

Dans la recherche de l’équation différentielle du mouvement de la 
chaleur, on peut supposer que la masse n’est point homogène, et il est 
très facile de déduire cette équation de l’expression analytique du flux; 
il suffit de laisser sous le signe de la différentiation le coefficient qui 
mesure la conducibilité.

3° Newton a considéré le premier la loi du refroidissement des 
corps dans l’air : celle qu’il a admise pour le cas où l'air est emporté 
avec une vitesse constante est d’autant plus conforme aux observations 
que la différence des températures est moindre; elle aurait lieu exac
tement si cette différence était infiniment petite.

Amontons a fait une expérience remarquable sur l’établissement de 
la chaleur dans un prisme dont l’extrémité est assujettie à une tempé
rature déterminée. La loi logarithmique du décroissement des tempé
ratures dans ce prisme a été donnée pour la première fois par Lambert, 
de l’Académie de Berlin. MM. Biot et de Rumford ont confirmé cette 
loi par des expériences.

Pour découvrir les équations différentielles du mouvement variable 
de la chaleur, et même dans les cas les plus élémentaires, comme celui 
du prisme cylindrique d’un très petit rayon, il était nécessaire de con
naître l’expression mathématique de la quantité de chaleur qui tra
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verse une partie extrêmement petite du prisme. Cette quantité n’est 
pas seulement proportionnelle à la différence des températures des 
deux sections qui terminent la tranche. On prouve de la manière la 
plus rigoureuse qu’elle est aussi en raison inverse de l’épaisseur de 
cette tranche ; c’est-à-dire que, si deux tranches d’un même prisme étaient 
inégalement épaisses et que,pour la première, la différence des températures 
des deux bases fût la même que pour la seconde, les quantités de chaleur 
qui traversent ces tranches pendant le même instant seraient en raison 
inverse des épaisseurs. Le lemme précédent ne convient pas seulement 
à des tranches dont l’épaisseur est infiniment petite : il s’applique à 
des prismes d’une épaisseur quelconque. Cette notion du flux est fon
damentale; tant qu’on ne l’a point acquise, on ne peut se former une 
idée exacte du phénomène et de l’équation qui l’exprime.

Il est évident que l’accroissement instantané de la température d’un 
point est proportionnel à l’excès de la quantité de chaleur que ce point 
a reçue sur la quantité qu’il a perdue, et qu’une équation différentielle 
partielle doit exprimer ce résultat; mais la question ne consiste pas à 
énoncer cette proposition, qui est le fait lui-même : elle consiste à 
former réellement l’équation différentielle, ce qui exige que l’on con
sidère ce fait dans ses éléments. Si, au lieu d’employer l’expression 
exacte du flux de chaleur, on omet le dénominateur de cette expres
sion, on fait naître par cela même une difficulté qui n’est nullement 
inhérente à la question; et il n’y a aucune théorie mathématique qui 
n’en présentât de semblables si l’on commençait par altérer le principe 
des démonstrations. Non seulement on ne peut former ainsi une équa
tion différentielle, mais fl n’y a rien de plus opposé à une équation 
qu’une proposition de ce genre, où l’on exprimerait l’égalité de quan
tités qui ne peuvent être comparées. Pour éviter cette erreur, il suflfl 
de donner quelque attention à la démonstration et aux conséquences 
du lemme précédent (art. 65, 66, 67 et 75).

4° Quant aux notions dont nous avons déduit pour la première fois 
les équations différentielles, elles sont celles que les physiciens ont 
toujours admises. Nous ignorons si quelqu’un a pu concevoir le mou
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vement de la chaleur comme étant produit dans l’intérieur des corps 
par le seul contact des surfaces qui séparent les différentes parties. 
Pour nous, une telle proposition nous paraîtrait dépourvue de tout 
sens intelligible. Une surface de contact ne peut être le sujet d’aucune 
qualité physique : elle n’est ni échauffée, ni colorée, ni pesante. 11 est 
évident que, lorsqu’une partie d’un corps donne sa chaleur à une autre, 
il y a une infinité de points matériels de la première qui agissent sur 
une infinité de points de la seconde. H faut seulement ajouter que, 
dans l’intérieur des matières opaques, les points dont la distance n’est 
pas très petite ne peuvent se communiquer directement leur chaleur; 
celle qu’ils s’envoient est interceptée par les molécules intermédiaires. 
Les tranches en contact sont les seules qui se communiquent immé
diatement leur chaleur. Lorsque l’épaisseur de ces tranches égale ou 
surpasse la distance que la chaleur envoyée par un point parcourt 
avant d’être entièrement absorbée, il n’y a d’action directe qu’entre 
les points matériels extrêmement voisins ; et c’est pour cela que l’ex
pression du flux a la forme que nous lui attribuons. Ce flux résulte 
donc d’une multitude infinie d’actions dont les effets s’ajoutent; mais 
ce n’est point pour cette cause que sa valeur pendant l’unité de temps 
est une grandeur finie et mesurable, quoiqu’il ne soit déterminé que 
par une différence extrêmement petite entre les températures.

Lorsqu’un corps échauffé perd sa chaleur dans un milieu élastique, 
ou dans un espace vide d’air terminé par une enveloppe solide, la va
leur de ce flux extérieur est assurément une intégrale; elle est encore 
duc à l’action d’une infinité de points matériels, très voisins de la sur
face, et nous avons démontré autrefois que ce concours détermine la 
loi du rayonnement extérieur; cependant la quantité de chaleur émise 
pendant l’unité de temps serait infiniment petite si la différence des 
températures n’avait point une valeur finie. Dans l’intérieur des 
masses, la faculté conductrice est incomparablement plus grande que 
celle qui s’exerce à la superficie; cette propriété, quelle qu’en puisse 
être la cause, nous est connue de la manière la plus claire, puisque, 
le prisme étant parvenu à son état constant, la quantité de chaleur qui 
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traverse une section pendant l’unité de temps compense exactement 
celle qui se dissipe par toute la partie de la surface échauffée qui est 
placée au delà de cette section, et dont les températures surpassent 
celle du milieu d’une grandeur finie. Lorsqu’on n’a point égard à ce 
fait principal, et que l’on omet le diviseur dans l’expression du flux, 
il est entièrement impossible de former l’équation différentielle, même 
pour le cas le plus simple; à plus forte raison serait-on arrêté dans la 
recherche des équations générales.

5° De plus, il est nécessaire de connaître comment les dimensions 
de la section du prisme influent sur les valeurs des températures ac
quises. Quoiqu’il s’agisse seulement du mouvement linéaire, et que 
tous les points d’une section soient regardés comme ayant la même 
température, il ne s’ensuit pas que l’on puisse faire abstraction des 
dimensions de la section, et étendre à d’autres prismes les consé
quences qui ne conviennent qu’à un seul. On ne peut point former 
l’équation exacte sans exprimer cette relation entre l’étendue de la 
section et l’effet produit à l’extrémité du prisme.

Nous ne développerons pas davantage l’examen des principes qui 
nous ont conduit à la connaissance des équations différentielles; nous 
ajoutons seulement que, pour porter un jugement approfondi sur l’u
tilité de ces principes, il faut aussi considérer des questions variées et 
difficiles : par exemple, celle que nous allons indiquer, et dont la solu
tion manquait à notre théorie, ainsi que nous l’avions fait remarquer 
depuis longtemps. Cette question consiste à former les équations diffé
rentielles qui expriment la distribution de la chaleur dans les liquides 
en mouvement lorsque toutes les molécules sont déplacées par des 
forces quelconques, combinées avec les changements de température. 
Ces équations, que nous avons données dans le cours de l’année 1820, 
appartiennent à l’Hydrodynamique générale; elles complètent cette 
branche de la Mécanique analytique.
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430.

Les différents corps jouissent très inégalement de cette propriété 
<] ue les physiciens ont appelée conductibilité ou conducibilité, c’est-à-dire 
de la faculté d’admettre la chaleur et de la propager dans l’intérieur 
des masses. Nous n’avons point changé ces dénominations, quoi
qu’elles ne nous paraissent point exactes. L’une et l’autre, et surtout 
la première, exprimeraient plutôt, selon toutes les analogies, la faculté 
d’être conduit que celle de conduire.

La chaleur pénètre avec plus ou moins de facilité la superficie des 
diverses substances, soit pour s’y introduire, soit pour en sortir, et 
les corps sont inégalement perméables à cet élément; c’est-à-dire qu’il 
s’y propage avec plus ou moins de facilité en passant d’une molécule 
intérieure à une autre. Nous pensons que l’on pourrait désigner ces 
deux propriétés distinctes par les noms de pénétrabilité et de perméa
bilité.

Il faut surtout ne point perdre de vue que la pénétrabilité de la sur
face dépend de deux qualités différentes : l’une est relative au milieu 
extérieur, et exprime la facilité de la communication par le contact; 
l’autre consiste dans la propriété d’émettre ou d’admettre la chaleur 
rayonnante. Quant à la perméabilité spécifique, elle est propre à 
chaque substance et indépendante de l’état de la superficie. Au reste, 
les définitions précises sont le vrai fondement de la théorie; mais les 
dénominations n’ont point, dans la matière que nous traitons, le même 
degré d’importance.

431.

On ne peut point appliquer cette dernière remarque aux notations ; 
car elles contribuent beaucoup aux progrès de la science du calcul. 
On ne doit les proposer qu’avec réserve, ni les admettre qu’après un 
long examen. Celle que nous avons employée se réduit à indiquer au- 
dessous et au-dessus du signe d’intégration / les limites de l'intégrale, 
en écrivant immédiatement après ce signe la différentielle de la quan
tité qui varie entre ces limites.

F. 68
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On se sert aussi du signe t V pour exprimer la somme d'un nombre 
indéfini de termes qui dérivent d’un terme général, où l’on fait varier 
l’indice i. Nous plaçons cet indice (*),  s’il est nécessaire, au devant du 
signe, et nous écrivons la première valeur de i au-dessous, et la der
nière au-dessus. L’emploi habituel de ces notations en fera connaître 
toute l’utilité, principalement lorsque le calcul des intégrales définies 
devient composé, et lorsque les limites de l’intégrale sont elles-mêmes 
l’objet de ce calcul.

(*) Nous avons laissé subsister ce passage sans aucune modification, bien que les règles 
qui y sont indiquées n’aient été presque jamais suivies par Fourier. La notation ZS n’est 
employée nulle part dans la Théorie de la chaleur et n’a pas d’ailleurs été adoptée par les 
géomètres. Quant aux signes /, ils no portent presque jamais l'indication des limites; nous 
avons, dans cette nouvelle édition, rétabli les limites toutes les fois que leur indication 
nous a paru utile ou nécessaire et qu’elle n’était pas donnée dans le texte. G. D.

432.

Les résultats principaux de notre théorie sont les équations différen
tielles du mouvement de la chaleur dans les corps solides ou liquides 
et l’équation générale qui se rapporte à la surface. La vérité de ces 
équations n’est point fondée sur une explication physique des effets 
de la chaleur. De quelque manière que l’on veuille concevoir la nature 
de cet élément, soit qu’on le regarde comme un être matériel distinct 
qui passe d’une partie de l’espace dans une autre, soit qu’on fasse 
consister la chaleur dans la seule transmission du mouvement, on par
viendra toujours aux mêmes équations, parce que l’hypothèse qu’on 
aura formée doit représenter les faits généraux et simples dont les lois 
mathématiques sont dérivées.

La quantité de chaleur que se transmettent deux molécules dont les 
températures sont inégales dépend de la différence de ces tempéra
tures. Si la différence est infiniment petite, il est certain que la cha
leur communiquée est proportionnelle à cette différence; toutes les 
expériences concourent à démontrer rigoureusement cette proposition. 
Or, pour établir les équations différentielles dont il s’agit, on considère 
seulement l’action réciproque des molécules infiniment voisines. Il
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n’y a donc aucune incertitude sur la forme des équations qui se rap
portent à l’intérieur de la masse.

L équation relative à la surface exprime, comme nous l’avons dit, 
que le flux de la chaleur, dans le sens de la normale, et à l'extrémité 
du solide, doit avoir la même valeur, soit que 1 on calcule l’action mu
tuelle des molécules du solide, soit que l’on considère l’action que le 
milieu exerce sur l’enveloppe. L’expression analytique de la première 
valeur est très simple et exactement connue; quant à la seconde va
leur, elle est sensiblement proportionnelle à la température de la sur
face lorsque l’excès de cette température sur celle du milieu est une 
quantité assez petite. Dans les autres cas, il faut regarder cette seconde 
valeur comme donnée par une série d’observations : elle dépend de 
1 état de la superficie, de la pression et de la nature du milieu; c’est 
cette valeur observée qui doit former le second membre de l’équation 
relative à la surface.

Dans plusieurs questions importantes, cette dernière équation est 
remplacée par une condition donnée, qui exprime l’état, ou constant, 
ou variable, ou périodique de la superficie.

433.

Les équations différentielles du mouvement de la chaleur sont des 
conséquences mathématiques analogues aux équations générales de 
l’équilibre et du mouvement, et qui dérivent, comme elles, des faits 
naturels les plus constants.

Les coefficients C, h, K, qui entrent dans ces équations, doivent être 
considérés en général comme des grandeurs variables, qui dépendent 
de la température ou de 1 état des corps. Mais, dans l’application aux 
questions naturelles qui nous intéressent le plus, on peut attribuer à 
ces coefficients des valeurs sensiblement constantes.

Le premier coefficient C varie très lentement à mesure que la tem
pérature s’élève. Ces changements sont presque insensibles dans un 
intervalle d’environ 3o°. Une suite d’observations précises, dues à
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MM. les professeurs Dulong et Petit, indique que cette valeur de la 
capacité spécifique croît fort lentement avec la température.

Le coefficient h, qui mesure la pénétrabilité de la surface, est plus 
variable, et se rapporte à un état très composé. Il exprime la quantité 
de chaleur communiquée au milieu, soit par l’irradiation, soit par le 
contact. Le calcul rigoureux de cette quantité dépendrait donc de la 
question du mouvement de la chaleur dans les milieux liquides ou 
aériformes. Mais, lorsque l’excès de température estime quantité assez 
petite, les observations prouvent que la valeur du coefficient peut être 
regardée comme constante. Dans d’autres cas, il est facile de déduire 
des expériences connues une correction qui donne au résultat une 
exactitude suffisante.

On ne peut douter que le coefficient K, mesure de la perméabilité, 
ne soit sujet à des variations sensibles; mais on n’a encore fait, sur ce 
sujet important, aucune suite d’expériences propres à nous apprendre 
comment la facilité de conduire la chaleur change avec la température 
et avec la pression. On voit par les observations que cette qualité peut 
être regardée comme constante dans une assez grande partie de l’é
chelle thermométrique; mais ces mêmes observations nous porteraient 
à croire que la valeur du coefficient dont il s’agit est beaucoup plus 
changée par les accroissements de température que celle de la capacité 
spécifique.

Enfin la dilatabilité des solides, ou la disposition à augmenter de 
volume, n’est point la même à toutes les températures; mais, dans les 
questions que nous avons traitées, ces changements ne peuvent point 
altérer d’une manière sensible la précision des résultats. En général, 
dans l’étude des grands phénomènes naturels qui dépendent de la dis
tribution de la chaleur, on est fondé à regarder comme constantes les 
valeurs des coefficients. Il est nécessaire de considérer d’abord sous 
ce point de vue les conséquences de la théorie. Ensuite la comparaison 
attentive de ces résultats avec ceux d’expériences très précises fera 
connaître quelles sont les corrections dont on doit faire usage; et l’on 
donnera aux recherches théoriques une extension nouvelle à mesure
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que les observations deviendront plus nombreuses et plus exactes. On 
connaîtra alors quelles sont les causes qui pourraient modifier le mou
vement de la chaleur dans l’intérieur des corps, et la théorie acquerra 
une perfection qu’il serait impossible de lui donner aujourd’hui.

La chaleur lumineuse, ou celle qui accompagne les rayons de lumière 
envoyés par les corps enflammés, pénètre les solides et les liquides 
diaphanes, et s’y éteint progressivement en parcourant un intervalle 
de grandeur sensible.

On ne pourrait donc point supposer, dans l’examen de ces questions, 
que les impressions directes de la chaleur ne se portent qu’à une dis
tance extrêmement petite. Lorsque cette distance a une valeur finie, 
les équations différentielles prennent une forme différente; mais cette 
partie de la théorie ne présenterait des applications utiles qu’en se 
fondant sur des connaissances expérimentales que nous n’avons point 
encore acquises.

Les expériences indiquent que, pour les températures peu élevées, 
une portion extrêmement faible de la chaleur obscure jouit de la même 
propriété que la chaleur lumineuse; il est vraisemblable que la dis
tance où se portent les impressions de la chaleur qui pénètre les 
solides n’est pas totalement insensible, et qu’elle est seulement fort 
petite : mais cela n’occasionne aucune différence appréciable dans les 
résultats de la théorie; ou, du moins, ces différences ont échappé jus
qu’ici à toutes les observations.

FIN DU TOME PREMIER.
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L’arc æ mesure la distance d’une tranche à l’origine o; n est la tempéra
ture que cette tranche acquiert après le temps écoulé t ; K, C, D, h sont 
des coefficients spécifiques; S est la surface de la section dont la révolu
tion engendre l’anneau; l est le contour de cette section......................... 84

106-110. Les températures des points placés à égales distances sont représentées par 
les termes d’une série récurrente. L’observation des températures tq, p2, 
e3 de trois points consécutifs donne la mesure du rapport ~ : on aK

Vf + es------ — = q, w2 — ç w 4- 1 = o

Cl
h _ S / logw \2
K Z loge/

La distance do doux points consécutifs est X, et logea est le logarithme 
décimal d'une des deux valeurs de w.......................................................... 8-

SECTION II.
ÉQUATION DU MOUVEMENT VARIÉ DE LA CHALEUR DANS UNE SPHÈRE SOLIDE.

111-113. x désignant le rayon d’une couche quelconque, le mouvement delà chaleur 
dans la sphère est exprimé par l’équation

dv _ K / d2e 2 dv \
dt CI) \chr2 x dx)............................................ 9°

111-117. Conditions relatives à l’état de la surface et à l’état initial du solide....... 92

SECTION III.
ÉQUATION DU MOUVEMENT VARIÉ DE LA CHALEUR DANS UN CYLINDRE SOLIDE.

118-120. Les températures do ce solide sont déterminées par trois équations : l'une 
se rapporte aux températures intérieures; la seconde exprime l’état con
tinuel de la surface; la troisième exprime l’état initial du solide.............. <>5
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leur dans un solide compris entre six plans rectangulaires, les tempéra
tures constantes étant exprimées par l’équation linéaire

e = A — ax — by — cz.

Les températures ne peuvent changer, parce que chaque point du solide 
reçoit autant de chaleur qu’il en donne. La quantité de chaleur qui tra
verse, durant l’unité de temps, un plan perpendiculaire à l’axe des z est 
la mémo en quelque point de cet axe que passe le plan. — La valeur 
de ce flux commun est celle qui aurait lieu si les coefficients a et b 
étaient nuis................................................................................................... 107
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vement do la chaleur, qui est
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È - 
dt _ CD(AE) d2 e d2 o 

dû? + dr2 118

SECTION VII.
ÉQUATION GÉNÉRALE RELATIVE A LA SURFACE.

146-154. On démontre que les températures variables des points de la surface d’un 
corps qui se refroidit dans l’air satisfont à cotte équation

de de de hm----- F n -r- -F p -r--- F — vq — o,d.r dy 7 dz K 1 ’

m dx -F n dy -Fp dz = o étant l’équation différentielle do la surface qui
1

termine le solide, et q étant égale à (m- -F n* -Fp* )2. Pour découvrir cette 
équation, on considère une molécule do l’enveloppe qui termine le solide, 
et l’on exprime que la température de cet élément ne change point d’une 
grandeur finie pendant un instant infiniment petit. Cette condition a lieu 
cl continue dc subsister après que l’action régulière du milieu s’est exercée 
pendant un instant très petit. — On peut donner à l’élément do l’enve
loppe une forme quelconque. Le cas où cette molécule est formée par des 
sections rectangulaires offre des propriétés remarquables. Dans le cas le 
plus simple, qui est celui où la base est parallèle au plan tangent, la vé
rité de l’équation est évidente.....................................................................

SECTION VIII.
APPLICATION DES ÉQUATIONS GÉNÉRALES.

155-156. En appliquant l’équation générale (E) au cas du cylindre et de la sphère, 
on trouve les mômes équations que celles de la Section III et de la Sec
tion II de ce Chapitre............................................................... ,33

SECTION IX.

REMARQUES GÉNÉRALES.

157-162. Considérations fondamentales sur la nature des quantités x, t, u, K, h, C, D 
qui entrent dans toutes les expressions analytiques do la théorie de la 
chaleur. Chacune do ces quantités a un exposant do dimension qui se 
rapporte, ou à la longueur, ou à la durée, ou à la température; on trouve 
ces exposants on faisant varier les unités de mesure............ 135
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PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS UN SOLIDE RECTANGULAIRE INFINI.

SECTION I.
EXPOSITION DE LA QUESTION.
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163-166. Les températures constantes d’une lame rectangulaire, comprise entre deux 
arêtes parallèles infinies retenues à la température zéro, sont exprimées 
par l’équation

d2p 32 p
da?2 o/2 4

167-170. On considère l’état de cette lame à une distance extrêmement grande de 
l’arête transversale; le rapport des températures de deux points, dont 
^1, y et .r2, y sont les coordonnées, change à mesure que la valeur do y 
augmente, xj et x^ conservant leurs valeurs respectives. Ce rapport a 
une limite dont il approche de plus on plus et, lorsque y est infinie, il 
est exprimé par le produit d’une fonction de x et d’une fonction de y. 
Cette remarque suffit pour découvrir la forme générale de v, savoir :

i~x
v = 1>« cos(ïi — l)j'.

1=1

II est facile de connaître comment le mouvement de la chaleur s’accomplit 
dans cette lame............................................................................ ,11

SECTION II.
PREMIER EXEMPLE DE l’üSAGE DES SÉRIES TR1GONOMÉTRIQUES DANS LA THÉORIE 

DE LA CHALEUR.

171-178. Recherche des coefficients dans l’équation

1 = a cos/ H- b cos3/ -1- c cos 5/ + d cos 7/
On en conclut

_4 (_,)/+! 
— — —-------TC 11 — I

OU
= COS/— | C0S3/+COs5j------ COS7/-+-....................................... I4g

4 j 3 7

SECTION III.
REMARQUES SUR CES SÉRIES.

179-181. Pour trouver la valeur de la série qui forme le second membre, on suppose 
que le nombre m des termes est limité, et la série devient une fonction
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de x et m. On développe cette fonction selon les puissances réciproques 
de m, et l’on fait m infini.............................................................................. 158

482-184. On applique le même procédé à plusieurs autres séries................................ 161
185—188. Dans le développement précédent, qui donne la valeur de la fonction de x 

et de m, on détermine rigoureusement les limites dans lesquelles est com
prise la somme do tous les termes, à partir d’un terme donné. i65

189. Procédé très simple pour former la série 
1= 00 

7c ( — i yy—— y ---- - cos(2i — i)æ......... . .......................... 169
1=1

SECTION IV.
SOLUTION GÉNÉRALE.

190-191. Expression analytique du mouvement de la chaleur dans la table rectangu
laire; il se décompose on mouvements simples...................... 170

192-195. Mesure de la quantité do chaleur qui traverse une arête parallèle ou per
pendiculaire à la base. Cette expression du flux suffirait pour vérifier la 
solution....................................   172

196-199. Conséquences de cette solution. La table rectangulaire doit être considérée 
comme faisant partie d’un plan infini; la solution exprime les tempéra
tures permanentes do tous les points de ce plan..................... 176

200-204. On démontre que la question proposée n’admet aucune solution différente 
de celle que l’on vient do rapporter......... .............................. 178

SECTION V.
EXPRESSION FINIE DU RÉSULTAT DE LA SOLUTION.

205-206. La température d’un point de la table rectangulaire, dont x ot ,r sont les 
coordonnées, est ainsi exprimée

•r , 2cosr- c = arc tang--------—......................................... , s z2 x_ x ..................... Io4

SECTION VI.
DÉVELOPPEMENT d’üNE FONCTION ARBITRAIRE EN SÉRIES THIGONOMÉTR1QUES.

207-214. On obtient ce développement en déterminant les valeurs des coefficients in
connus dans les équations suivantes, dont le nombre est infini,

A = a 4- 2 b 4-3 c + i d+,,.,
B = « 4- 23 4- 33 C 4- 43 + • ■ ■,

C — a 4-i^b 4- S^c 4- \'d 4-...,

D = a 4- 276 4- 3’c + frf + ,..,

Pour résoudre ces équations, on suppose d’abord que le nombre des
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équations est m, et qu’il y a seulement un nombre m d’inconnues a, b, 
c, d, ..., en omettant tous les termes subséquents. On détermine les 
inconnues pour une certaine valeur du nombre m; ensuite on augmente 
successivement cette valeur de m, et l’on cherche la limite dont s’ap
prochent continuellement les valeurs des coefficients; ces limites sont les 
quantités qu’il s'agit de déterminer. — Expression des valeurs de a, b, 
c, d, e, ... lorsque m est infini................................................................... 187

215-216. On développe sous la forme

a sin.r 4- b sin2Æ -1- c sin3x 4- c? sin 4.£4-...

la fonction œ(^), que l’on suppose d’abord no contenir que des puis
sances impaires de x.............................................................. 2OI

217-218. Expression différente de ce même développement. Application à la fonction 

219-221. La fonction quelconque œ(.r) peut être développée sous cette forme :

a sinx 4- sin2^ «3 sin3.r 4-...4- ai sim> 4-....

2 C*La valeur du coefficient général ai est - / <p(.r) sin/.r dx. On en con- 
71 do

clut ce théorème très simple :

t . r* r'-ç(^) = sinar i cp(a) sina rZa 4-sin2^ / <p(a) sin3a doc
Jo J G

H-sin3.r / cp(a) sinz a 4-, ..

ou 
, = " JÇ

- ç.(.ï) sinLr f ç(a) sin/a du...........

222-223. Application de ce théorème; on en déduit cotte série remarquable :

Tt 2 4 • , 6 . „- cos/r = ■—- sm2,c4- 7-7 sin 4 ^4- 7— sin6x 4-........................4 1.3 3.5 5.7 212

221-226. Second théorème sur le développement des fonctions en séries trigonomé
triques :

it ^(.r) = cos/.r / <L(a) cos/a doc.

Applications: on en conclut cotte série remarquable :

ir . 1 C0S2Æ cos4« cosô.r- sin.r =---------- 5--------7-7--------7--------4 2 1.3 3.5 5.7

226-230. Les théorèmes précédents s’appliquent aux fonctions discontinues et ré
solvent les questions qui so sont élevées sur l’analyse do Daniel Bernoulli
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dans le problème des cordes vibrantes. — La valeur de la série

sin.r sinVa 4- - sina.r sinV2a 4- 4 sin3.» sinV3a 4-... 2 3

est si l’on choisit pour ,r une quantité plus grande que o et moindre 

(pic a; et la valeur do la série est o, si x est une quantité quelconque, 

comprise entre a et • Application à d'autres exemples remarquables : 

lignes courbes ou surfaces qui so confondent dans une partie do leur 
cours, et diffèrent dans toutes les autres parties...................................... 218

231-233. Une fonction quelconque F(.r) peut être développée sous colle forme :

( «j cos.r + C0S2.r + «3 COS 3.r--COS4 .r.
F ( A ~b~ ]( bi sin.r 4- b^ sina.r -t- bt sin3Æ 4- é4 sin 4 a: -4....

Chacun des coefficients est une intégrale définie. On a on général

2itÀ= I F(.r)zZr, -a,— I F(æ) cosix dx, -bi~ / F(.r) sinrr dx.
d-r. J-n • -Tt

On forme ainsi ce théorème général, qui est un des éléments principaux 
de notre analyse :

234. On doit regarder comme entièrement arbitraires les valeurs de F(.r) qui 
répondent aux valeurs deyr comprises entre —tt et 4-k. On peut aussi 
choisir pour x dos limites quelconques... . .   a3o

235. Remarques diverses sur l’usage des développements en séries trigonomé
triques ....................    231

S ECTION VII.

APPLICATION A LA QUESTION ACTUELLE.

23G-237. Expression des températures permanentes dans la table, rectangulaire infinie, 
l’état de l’arête transversale étant représenté par une fonction arbitraire. a35

F.
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exprimée en fonction du coefficient qui mesure la conducibilité, du temps 
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toutes les températures initiales, qui sont arbitraires; mais, pour con
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dv à2 v 
dt ' dx2
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. sinzer , ,,v = A-------  a?
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tang/iX 1 *

On désigne par X le rayon de la sphère, et par x le rayon d’une sphère 
concentrique quelconque, dont v est la température après le temps
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