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ANALIZA WEWNATRZSESYJNEJ ZMIENNOSCI
WARTOSCI KONTRAKTOW TERMINOWYCH
Z. ZASTOSOWANIEM MODELI KLASY ARCH/GARCH

Streszczenie: Pierwsza czg$¢ artykutu przedstawia zatozenia teoretyczne wybranych modeli
o warunkowej heteroskedastyczno$ci (ARCH oraz GARCH), znajdujacych w ostatnim czasie
coraz szersze zastosowanie w analizie szeregow czasowych opisujacych rynek finansowy.
Modele te u swoich podstaw maja coraz cz¢sciej przyjmowane zatozenie, ze zmiennos¢ zja-
wisk ekonomicznych zalezy m.in. od czasu. W nastgpnej kolejnosci modele zostaty zastoso-
wane do przeprowadzenia analizy wewnatrzsesyjnej zmienno$ci wartosci kontraktow termi-
nowych na USD oraz WIG20 z data wykonania 19.09.2008 dla sesji z okresu od 15.10.2007
do 19.09.2008. Ilustracja empiryczna zaprezentowanych modeli pozwolita na wysunigcie
whniosku, ze moga one by¢ przydatnym narz¢dziem w badaniu zmiennosci na rynkach finan-
sowych, w szczeg6lnosci zjawisk charakteryzujacych si¢ duza czgstotliwoscia zmian.

Stowa kluczowe: kontrakty terminowe, zmiennos¢ wewnatrzsesyjna, modele ARCH/GARCH.

1. Wstep

W artykule przeprowadzono analize przede wszystkim stop zwrotu z instrumentow
finansowych, przyjmujac za ich miar¢ zmiennos$ci wariancj¢ lub odchylenie stan-
dardowe z badanej proby empirycznej. W wypadku zmiennosci instrumentéw ryn-
ku kapitatowego miary te mozna uzna¢ za jeden ze sktadnikow ryzyka rynkowego,
istotnie wptywajacego z kolei na szeroko rozumiane ryzyko ekonomiczne. Modele
uwzgledniajace miary zmiennos$ci zjawiska w zaleznosci od czasu sa najczesciej
stosowane w sferze ekonomii i finanséw do analizy dyspersji badanych zjawisk.
Duza czg$¢ modeli wyceny czy analizy cen i stop zwrotu z instrumentow finan-
sowych zaklada, ze charakter ich zmian jest staly. Takie zalozenie bardzo czgsto nie
jest jednak zgodne z rzeczywistoscia, dlatego coraz czgsciej zaktada sig, ze zmien-
no$¢ cen instrumentow finansowych charakteryzuje si¢ kilkoma cechami. Po pierw-
sze, istnieja skupienia zmiennosci — w pewnych okresach zmienno$¢ jest wyzsza,
a w innych — nizsza. Po drugie, zmienno$¢ ewoluuje w czasie w sposob ciagly, a co
jest z tym zwiazane — znaczne skoki wartosci sg rzadkie. Ponadto w badaniu miar
zmienno$ci nie zauwaza si¢ dazenia do nieskonczono$ci — waha si¢ ona w mniej-
szych lub wigkszych przedziatach — co czgsto, lecz nie zawsze, oznacza stacjonar-
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nos$¢ w ujeciu statystycznym. Wreszcie zachowanie si¢ miar zmiennosci w wypadku
duzych wzrostéw cen jest inne niz podczas duzych ich spadkow, szczegdlnie jesli
bra¢ pod uwage rynek kapitalowy. Ostatnie anomalie na rynkach finansowych sa
typowym przyktadem tej sytuacji.

Niniejszy artykul ma na celu przedstawienie zatozen teoretycznych wybranych
modeli o warunkowej heteroskedastycznosci. W nastepnej kolejnosci modele te zo-
stang zastosowane do przeprowadzenia analizy wewnatrzsesyjnej (intraday) zmien-
nos$ci warto$ci kontraktow terminowych notowanych na GPW w Warszawie. Dotycza
one kontraktow na USD i WIG20. Ostatni etap — ilustracja empiryczna zaprezento-
wanych modeli — polega na porownaniu ich skutecznosci w zakresie analizy warian-
cji sktadnika resztowego oraz btedu prognoz. Wszystkie prezentowane w artykule
przyktady otrzymano poprzez zastosowanie pakietu obliczeniowego GRETL.

2. Modele ARCH i GARCH jako szczegolne modele
z warunkowg eteroskedastycznos$cia

W odréznieniu od modeli homoskedastycznych, w ktorych wariancja elementu lo-
sowego jest stata w czasie, wariancja w modelach heteroskedastycznych zalezy od
momentu czasu. W modelu heteroskedastycznym — oprécz podstawowego modelu
szeregu czasowego — sg istotne modele $redniej 1 wariancji warunkowych, jako para-
metréw realizacji procesu stochastycznego w momencie ¢, przy zatozeniu, ze w mo-
mentach wczedniejszych realizacje te byly znane. Zatem model taki [Tsay 2002] ma
postac:

Y, =f(X,.¢),

gdzie: f(X,,&)=g(X, )+ h(X,, &,
g(X,_))=m=EX,/Y,_,,..) —Srednia warunkowa,
H(X,)=Var(,/Y,,,...) — wariancja warunkowa,
¢,— element losowy.

W dalszych rozwazaniach wyjasnienia dotyczace tych modeli ograniczymy do
ceny p, danego instrumentu finansowego w chwili . W badaniu zmiennosci jako
podstawowe zatozenie przyjgto, ze szereg {p,} jest albo parami nieskorelowany,
albo wystepuje w nim zalezna korelacja seryjna. Najczeéciej wystepuje sytuacja,
gdy korelacja jest zalezna — modele zmienno$ci maja wtedy jak najlepiej uchwyci¢
tg zalezno$¢. Stad stosuje si¢ Sredniag warunkowa i1 wariancj¢ warunkowa, ktore maja
nastgpujaca postac:

T, = E(pt|Ft-1) oraz o] = Var(ﬂ't‘Ft—l) = E[(7, — 1)

t

Ll (1)
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gdzie:u, — $rednia warunkowa,
o] — wariancja warunkowa,
F,_, —dane dostepne w chwili # — 1, najczesciej jest to funkcja lub funkcje
opisujace przeszie stopy zwrotu.
Jesli zatem przyjac, ze r, mozna przyblizy¢ stacjonarnym modelem klasy ARMA
(model autoregresji i prostej $redniej ruchomej) o nieujemnych, catkowitych para-
metrach p i g, to «, i u, mozna wyrazi¢ jako:

p q
7T =t a,, f =9 +Zq)i7[t—i _Zlgiat—i» (2)
i=l i=1
gdzie: — cena instrumentu w chwili ¢,
“, — $§rednia logarytmiczna stopa zwrotu wynikajaca z modelu ARMA,
a, — efekt biatego szumu — reszty modelu,

®, §, — parametry modelu.

Zachowujac powyzsze zatozenia, ze wzorow (1) i (2) otrzymujemy:
O-tz = Var(”t|Ft—1) =Var(a, |Ft—1)~ (3)

Model o warunkowej heteroskedastycznosci sprowadza si¢ zatem do opisania
zmienno$ci w czasie wariancji (odchylenia standardowego) reszt z modelu klasy
ARMA, utozsamianych z efektem biatego szumu.

Model ARCH

Autoregressive Conditional Heteroscedastic Model — model autoregresji o warun-
kowej heteroskedastycznosci — zostat przedstawiony przez Engle’a w 1982 roku.
Opiera sig na zatozeniach, ze reszty z modelu (a,) opisujacego stopg zwrotu sa wa-
runkowo parami nieskorelowane. Ponadto zalezno$¢, ktora pozwala na stwierdzenie
warunkowego braku korelacji seryjnej a, moze zosta¢ opisana funkcja kwadrato-
wa ich przeszlych wartosci (tzw. warto$ci opoznionych). Model ARCH(m) ogo6lnie
mozna opisa¢ nastepujaco:

m
2 2
a,=0,5, 0] =a,+ Y. aa;,, (4)

i=1
. 2 . . y . .
gdzie: o, — warunkowa wariancja korekt §redniej stopy zwrotu,
¢, —zmienna losowa o rozkladzie o $redniej 0 i wariancji 1,

a, —reszty z modelu ARMA,
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@, — parametr wolny modelu, ;> 0,

o, — parametry modelu, o, > 0.

W praktyce przyjmuje sig, ze szereg {¢ } to szereg zmiennych o zestandaryzowa-
nym rozkladzie normalnym lub zestandaryzowanym rozktadzie t-Studenta, ponie-
waz parametry o, musza mie¢ pewne ograniczenia w przedziale warto$ci (wariancja
musi by¢ nieujemna, czyli macierz wspoiczynnikow a. musi by¢ nieujemnie okres-
lona oraz czwarty moment centralny dla a, musi by¢ skonczony, aby mozna byto
zbada¢ ogon rozktadu). Rzad modelu, czyli warto$¢ opdznienia m, wyznaczany jest
w oparciu o funkcje autokorelacji lub funkcje autokorelacji czastkowe;.

Bezwarunkowa warto$¢ oczekiwana reszt z tego modelu wynosi zero, natomiast
wariancj¢ bezwarunkowa mozna opisa¢ wzorem:

Var(a,) = E(a} ) = ELE(a; | F)] = EQ oy +anal )=ap + Y E@).  (5)
i=1 i=l

Estymacji parametréw modelu ARCH dokonuje si¢ najczeséciej metoda najwigk-
szej wiarygodnos$ci lub warunkowa metoda najwigkszej wiarygodnosci. W zalez-
nosci od przyjetego zatozenia co do rozktadu badanej zmiennej maksymalizuje sig
funkcje postaci:

2
a
2

T
1
L@y, - ap|atiay, oy ay) == [Eln(atz)+ 1 (6)

t=m+1 20;

zaktadajac normalny rozktad reszt, natomiast dla rozktadu t-Studenta:

2

T
v+1 a 1 2

s apla,ay, ...,a,)=— [ In(1+ L )+—In(o;)], 7

e Gl ) =7 3 T e ek O

L(a

. 2 2 2 2 ..
gdzie:o, =, +a,q,  +...+«,a, , —wyznaczana rekurencyjnie,
L — funkcja wiarygodnosci.

Pozostale oznaczenia jak we wzorze (4).

Model GARCH

W 1986 Bollerslev (uczen Engle’a) zaproponowat rozszerzenie modelu ARCH —
uog6lniony model autoregresji o warunkowej heteroskedastycznosci GARCH (Ge-
neralized Autoregressive Conditional Heteroscedastic Model). Zaktadajac, ze bada-
ne stopy zwrotu opisujemy, tak jak w wypadku modelu ARCH, modelem ARMA,
model GARCH(m, s) dla reszt (a,) mozna opisa¢ nastgpujaco:
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=0,&, O} —a0+2aa,, Zﬂ 0', iy (8)

i=1

gdzie: ¢ — zmienna losowa o rozkladzie o Sredniej 0 1 wariancji 1,
o, >0, a; 20, ﬂj >0,

Qa;+Y . BH<1.
=1 =1

Pozostate oznaczenia jak w wzorze (4).

. 2_ 2 2 2 2 2 .
Oznaczajac 77, =a, —o, ,mamy o, =a, —n,oraz o, ;, =a, ;—1n,, dlai=0

1, ..., s. Przy czym 5, jest martyngatem ze $rednig i kowariancja rowna zeru. Zatem
model GARCH mozna réwniez zapisa¢ jako:

max(m,s)

_a0+ z (a +13)at:+77t Zﬂntj (9)

Taki zapis odzwierciedla aplikacj¢ idei modelu ARMA dla at2 . Dla tego modelu
bezwarunkowa $rednia wynosi:

20

max(m,s)

R 8 (19

E(af) =

Ustalenia warto$ci parametrow m i s modelu dokonuje si¢ najczesciej, stosujac
rozszerzong funkcje autokorelacji zaproponowana przez Tsaya i Tsiao w 1984 r. (nie
bedzie tutaj omawiana). Estymacja parametréow « i f modelu, podobnie jak dla mo-
delu ARCH, dokonywana jest przy zastosowaniu metody najwigkszej wiarygodno-
$ci dla funkc;ji takiej samej postaci, jaka uzyto przy estymacji modelu ARCH.

Modele klasy GARCH byly rozwijane przez ostatnich kilkanascie lat na rézne
sposoby 1 istnieje obecnie kilkanascie ich rozszerzen, np. IGARCH, GARCH-M,
EGARCH, ktore sa z powodzeniem stosowane do modelowania wariancji reszt r6z-
nego rodzaju modeli ekonometrycznych. Ze wzgledu na wysoki stopien skompliko-
wania teoretycznych zatozen rozwinig¢ modelu GARCH — w niniejszym artykule
nie zostang one przedstawione.

3. Przyklady empiryczne

Jak juz wspomniano, mozliwosci wykorzystania opisanych powyzej modeli zosta-
na zaprezentowane w oparciu o wewnatrzsesyjne (czyli zaobserwowane dla kazdej
zmiany warto$ci w trakcie trwania sesji gieldowej) rzeczywiste wartosci kontraktow
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terminowych. Analizie poddano szeregi czasowe dla kontraktéw terminowych na
USD (8167 obserwacji) oraz na WIG20 (40 769 obserwacji). Wykresy wartos$ci tych
kontraktow w czasie zostaty przedstawione na rysunkach 11 2.

270 T T T T T T T T

Kontrakt USD 8/08

u} 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Rys. 1. Wykres wartosci kontraktu terminowego na USD z data wykonania 19.09.2008 .
—za okres od 15.10.2007 r. do 19.09.2008 r.

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Rys. 2. Wykres wartosci kontraktu terminowego na WIG20 z data wykonania 19.09.2008 r.
—za okres od 15.10.2007 r. do 19.09.2008 r.

Zrddto: opracowanie wiasne.
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Do analizy zmienno$ci kontraktu terminowego na USD zostaty zastosowane
reszty z modelu ARMA(1,0). Model dal w wyniku nastgpujace szacunki parame-
trow:

FUSD, =0,0472998 +0,999793FUSD,_,.

Do modelowania zmiennosci kontraktu terminowego na WIG20 zastosowano
rowniez model ARMA(1,0), ktorego postaé jest nastepujaca:

FW?20,=0,665616 +0,999742FW 20,_,.

Szeregi czasowe wartosci kontraktow terminowych z zaproponowanego okresu
charakteryzuja si¢ wystgpowaniem zjawiska autokorelacji sktadnikéw losowych, co
mozna zauwazy¢ na korelogramach przedstawionych na rys. 3 1 4.

1 F
0.5 ‘

ACF dla zmiennej Kontrakt USD 8/0€

| +- .96/ Tfo,5 44—

_D'S - -
-1E 1 1 1 1 1 1 1 .
0 2 4 & g 10 1z 14

opdznienia
PACF dla zmiennej Kontrakt USD 8/08
T T T T T T T

1r +- 1,96/T~0,5 .
0.5 | -

0 | » - M [ | 5 »
_0.5 - -

-1k 1 1 1 1 1 1 1 .

u] 2 4 6 8 10 1z 14

opdznienia

Rys. 3. Korelogram sktadnikow losowych dla kontraktu na USD w analizowanym okresie.
ACF - funkcja autokorelacji, PACF — funkcja czastkowej autokorelacji

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Wartos$ci funkcji ACF (autokorelacji) PACF (czastkowej autokorelacji) dla kon-
traktu na USD wyraznie wskazuja, ze rzad op6znien dla rozwazanych tutaj modeli
badania zmienno$ci powinien by¢ znacznie wigkszy niz 1. Dla kontraktu naWIG20
mozna wysunaé¢ podobny wniosek, lecz nie jest on juz tak ewidentny. Poniewaz
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ACF dla zmiennej Kontrakt w20 8/0&
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Rys. 4. Korelogram sktadnikow losowych dla kontraktu na WIG20 w analizowanym okresie.
ACF — funkcja autokorelacji, PACF — funkcja czastkowej autokorelacji

Zrodto: opracowanie wlasne.

mozliwosci obliczeniowe pakietu GRETL dla modelu ARCH ograniczaja si¢ do za-
stosowania opdznienia nie wigkszego niz 2, tylko dla modelu GARCH zostaty zasto-
sowane wyzsze rzedy opoznien (jednak dla modelu GARCH zwigkszenie opoznien
czesto skutkuje modelem o duzej wspotliniowosci, co z kolei skutkuje odrzuceniem
takiego modelu).

Wiyniki estymacji modeli ARCH i GARCH dla kontraktu terminowego na USD
nie pozwalaja na jednoznaczne okreslenie, jakie wartosci opdznien daja najlepsze
dopasowanie do danych rzeczywistych. Dla wigkszo$ci sprawdzanych modeli wspot-
czynniki R? wynosity ponad 0,999, jednak zastosowanie kryterium Akaike (AIC) lub
kryterium Bayesa, daje mozliwo$¢ stwierdzenia, ze do analizy zmiennosci kontraktu
na USD nalezy zastosowa¢ modele ARCH(2) oraz GARCH(1,2). Model ARCH(2)
zmiennosci kontraktu na USD po oszacowaniu parametréw ma postac:

o7 =0,0661160 +0,239576a; | +0,116980a’ ,.

Estymacja modelu GARCH(1,1) dla zmiennosci kontraktu na WIG20 data
w efekcie nastgpujace wartosci:
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o2 =0,00348166+0,299940q, | +0,0000000001054, | +0,7000005> .

Wartosci kontraktu terminowego na USD uzyskane z powyzszych modeli wzgle-
dem wartosci rzeczywistych w badanym okresie zostaty przedstawione na rys. 51 6.
W obydwu przypadkach mozna zaobserwowac niewielkie odchylenia wyestymowa-
nych wartosci od wartosci rzeczywistych. Oczywiscie wystepuja estymacje, ktore
w znaczny sposOb odbiegaja od danych pochodzacych z autentycznych notowan,
jednak sa one stosunkowo rzadkie.

USD_ARCH_2 wzgledem Kontrakt USD 8/08 (z regresja liniowa)
270

T T T T T

Y = 0,0256 + 1,00%
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210 2z0 230 240 250 260

Kontrakt USD 8/08

Rys. 5. Wartosci kontraktu na USD otrzymane z zastosowaniem modelu ARCH(2)
do prognozowania wariancji wzgledem rzeczywistych wartosci kontraktu

Zrodto: opracowanie wiasne.

Analiza zmienno$ci kontraktu na WIG20 przy zastosowaniu zaproponowanych
modeli wykazata, ze zar6wno dla modelu ARCH, jak i GARCH uzycie opdznien
o wartosciach wigkszych niz 1 pozwala na estymacj¢ parametréw przy wysokim po-
ziomie istotnosci. Podobnie jak w wypadku badania zmiennosci kontraktu na USD,
obydwa modele dla kontraktu na WIG20 wykazuja bardzo wysokie wartosci wspot-
czynnika R? (ponad 0,999). Jednakze najlepsze dopasowanie do danych obserwowa-
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nych w rzeczywistosci, po zastosowaniu ponownie kryterium AIC oraz kryterium
Bayesa, zostato osiagnigte dla modelu ARCH(2) oraz GARCH(1,1).

Model ARCH(2) zmiennosci kontraktu na WIG20 po oszacowaniu parametrow
ma nastgpujaca postac:

o’ =12,6062 +0,09400144” | +0,134801 a’ ,.

Estymacja modelu GARCH(1,1) dla zmiennosci kontraktu na WIG20 data
w efekcie model o parametrach:

o7 =0,0482125 +0,04844254, | +0,95155807} ;.

USD_GARCH_1_2 wzgledern Kontrakt USD 8/08 {z reqgresja liniowa)
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Rys. 6. Wartosci kontraktu na USD otrzymane z zastosowaniem modelu GARCH(1,2)
do prognozowania wariancji wzglgdem rzeczywistych wartosci kontraktu

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Wykresy warto$ci kontraktu terminowego na WIG20 uzyskane na podstawie
obydwu badanych modeli w stosunku do wartos$ci rzeczywistych zaobserwowanych
w analizowanym okresie zostaly przedstawione na rysunkach 7 i 8. Mozna na ich
podstawie zauwazy¢, iz warto$ci otrzymane z zastosowaniem modelu ARCH(2)
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W20_ARCH_2 wzgledem Kontrakt W20 8/08 (z regresja liniowa)
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Rys. 7. Wartosci kontraktu na WIG20 otrzymane z zastosowaniem modelu ARCH(2)
do prognozowania wariancji wzgledem rzeczywistych wartosci kontraktu

Zrodlo: opracowanie wlasne.

W20_GARCH_1_1 wzgledem Kontrakt W20 8/08 {z regresja_liniowa)
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Rys. 8. Wartosci kontraktu na WIG20 otrzymane z zastosowaniem modelu GARCH(1,1)
do prognozowania wariancji wzgledem rzeczywistych wartosci kontraktu

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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maja nieznacznie mniejsze odchylenia od rzeczywistych w poréwnaniu z modelem
GARCH(1,1). Jednakze w obydwu przypadkach warto zaobserwowa¢ dobre dopa-
sowanie wartosci prognozowanych do zaobserwowanych w badanym okresie.

Prognozowanie zmienno$ci obydwu kontraktow terminowych zaprezentowane
w artykule przy zastosowaniu zaproponowanych modeli dato obiecujace wyniki.
W obydwu przypadkach uzyte modele daty bardzo dobre dopasowanie do danych
rzeczywistych. Ponadto warto zauwazy¢, ze dla obydwu kontraktéw lepsze dopaso-
wanie zostalo uzyskane dla modeli klasy ARCH (z zastosowaniem kryterium Akaike
i kryterium Bayesa).

4. Podsumowanie

Empiryczna analiza przeprowadzona w artykule wskazuje, ze zastosowanie modeli
zaréwno klasy ARCH, jak i GARCH jest uzasadnione. W szczeg6lnosci dotyczy
to rozwazanej tu zmiennosci cen instrumentow finansowych o duzej czgstotliwosci
zmian. Uwzgledniajac wewnatrzsesyjne notowania kontraktow terminowych, uzy-
skano obiecujace wyniki. Wskazuje na to wrecz wzorcowe dopasowanie wartosci
modelowych do rzeczywistych warto$ci notowan. W analizowanym okresie dato
si¢ zauwazy¢ niewielkie odchylenie od obserwowanych wartosci. Dla danych em-
pirycznych, bedacych podstawa estymacji zmiennosci, okazato sig, ze lepsze do-
pasowanie uzyskano na podstawie modelu ARCH. Nie jest to oczywiscie ogolna
prawidlowos$¢. Analizujac zjawiska ekonomiczne, szczegdlnie z rynku finansowego,
nalezy testowa¢ modele na wigkszej liczbie instrumentow kapitatowych, w szer-
szym i bardziej zréznicowanym horyzoncie czasowym. Nalezy tez zwroci¢ uwagg,
ze przeprowadzona w artykule analiza dotyczaca zmienno$ci umozliwia prognozo-
wanie wariancji, co daje podstawy do predykcji i oceny przysztego ksztaltowania
kontraktow terminowych.
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INTRADAY VOLATILITY ANALYSIS
OF FUTURES CONTRACTS USING ARCH/GARCH MODELS

Summary: The first part of the paper depicts theoretical bases of chosen conditional-heter-
oscedascity models (ARCH and GARCH), which, recently, have been widely used in time-
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series analysis on financial markets. These models base on an assumption that volatility of
economic-like variables is dependent on time. Next models have been used to analyze intra-
day volatility of future contracts on USD and WIG20 with expiration date on 19.09.2008 for
sessions from 15.10.2007 to 19.09.2008. Empirical example presented here concluded an as-
sumption that these models can be a very useful tool in volatility analysis of financial markets,
especially variables that have high frequency of change.
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