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Vorwort zur ersten Auflage.

Das vorliegende Buch enthält im wesentlichen dasjenige, was 
als das Lehrfach „Elastizitätslehre" im zweiten Studienjahr an 
der technischen Hochschule zu Hannover vorgetragen wird. Das 
Hauptgewicht ist hierbei auf Leichtverständlichkeit und Anschaulich
keit gelegt; daher wird fast durchweg mit einfachen Sonderfällen, 
die dem Vorstellungsvermögen des Studierenden nahe liegen, 
begonnen und dann erst zu verwickelteren Aufgaben übergegangen. 
Ganz allgemeine Untersuchungen sind überhaupt vermieden, da 
diese Vorträge besonders die Einführung in die Elastizitätslehre 
bezwecken. In den Beispielen haben solche Fälle vorwiegende 
Berücksichtigung gefunden, die in den Baufächern von Wichtig
keit sind.

Die graphische Statik kann in Folge besonderer Umstände in 
meinen mündlichen Vorträgen über Elastizitätslehre nicht benutzt 
werden, (abgesehen von den einfachsten Grundbegriffen; vielmehr 
erfolgt die zeichnerische Behandlung der Balken, Fachwerke, 
Stützmauern und Gewölbe in einem getrennten Lehrfache. Aus 
diesem Grunde habe ich auch im vorliegenden Buche die graphische 
Statik nicht in gröfserem Umfange verwendet, weil ich zu Gunsten 
meiner Hörer wesentliche Abweichungen zwischen den mündlichen 
und gedruckten Vorträgen vermeiden wollte.

Die Bedeutung der in den Formeln vorkommenden Buchstaben 
findet sich am Schlüsse ..des Ruches in alphabetischer Ordnung 
angegeben, u. zw. unter Hinweis auf diejenigen Stellen, wo die 
betreffende Gröfee in die Entwickelung eingeführt wu^de. Mit 
Hülfe dieses Verzeichnisses kann der Leser jede Formel leicht 
verstehen, ohne erst im Texte nach der Bedeutung der einzelnen 
Zeichen suchen zu müssen.

Die neueren einschlägigen Arbeiten wurden benutzt soweit es 
dem Plane des Buches entsprach; dabei sind die betreffenden
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Quellen angeführt. Erschöpfende Quellennachweise für das ganze 
Gebiet der behandelten Wissenschaft habe ich aber nicht gegeben, 
weil dies dem Hauptzwecke des Buches nicht zu entsprechen schien.

Hannover, im März 1893.

Keck.

Vorwort zur zweiten Auflage.

Der Zuspruch, welchen das Buch seit seinem ersten Erscheinen 
gefunden hat, läfst erkennen, dafs der bei seiner Abfassung leitend 
gewesene Grundgedanke des Verfassers, dem Anfänger eine von’ 
der Behandlung einfacher Sonderfälle zur Entwicklung allgemeiner 
Regeln fortschreitende, bequem und sicher leitende Einführung 
in die Elastizitäts- und Festigkeitslehre zu bieten, richtig 
war und das Buch einem vorhandenen Bedürfnisse entspricht. Bei 
der auf Ersuchen der Verlagsbuchhandlung von mir übernommenen 
Bearbeitung der inzwischen erforderlich gewordenen Neuanflage des 
Buches habe ich es daher in erster Linie ^ls meine Aufgabe 
angesehen, jenen Gedanken weiter zu verfolgen und, wenn möglich, 
noch allgemeiner zur Geltung zu bringen. Daneben schien es 
geboten, eine dem Bedürfnis des Leserkreises, für welchen das 
Buch hauptsächlich bestimmt ist, entsprechende Vervollständigung 
desselben eintreten zu lassen. Auch sind in Übereinstimmung mit 
der StofTanordnung in meinen den gleichen Lehrgegenstand 
umfassenden Vorträgen, wo angängig, die graphischen Methoden den 
analytischen hinzugofügt und beide in unmittelbarer Nebeneinander
stellung 'behandelt.

Bei Ableitung der Beziehungen zwischen den äufseren Kräften 
und den inneren Spannungen sind zwar hinsichtlich der Angriffsart 
der ersteren die charakteristischen Einzoifälle unterschieden; es ist 
jedoch Wert darauf gelegt, den Leser erkennen zu lassen, wie 
dieselben ineinander übergehen, und inwieweit danach die abgeleiteten 
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Regeln alle möglichen Angriffsarten umfassen. Um diesen Zweck 
im Rahmen des Buches einheitlich und ganz zu erreichen, war es 
notwendig, auch das in Keck, Mechanik II. Teil, behandelt Kapitel 
der einfachsten Fälle der Zug-, Druck-, Schub- und Biegungs
festigkeit mit einzuschliefsen.

Aus den dargelegten Gründen hat sich die Bearbeitung der 
neuen Auflage zu einer ziemlich eingehenden Umarbeitung des 
Buches gestalten müssen, von der ich hoffe, dafs sie im Sinne des 
hochverdienten Verfassers ausgefallen sein möge.

Da die erste Auflage des Buches bereits seit einiger Zeit 
vergriffen war, erschien es in Rücksicht auf den interessierten 
Leserkreis geboten, den in der Bearbeitung inzwischen fertig 
gestellten I. Teil des Buches zunächst für sich erscheinen zu lassen. 
Derselbe umfafst nach einer Einleitung in einem ersten Abschnitte 
den die Flächenmomente zweiter Ordnung behandelnden rein 
mathematischen Teil und in einem zweiten Abschnitte die Elastizität 
und Festigkeit grader Stäbe, also auch den geraden vollwandigen 
Balken in seinen verschiedenen Formen und Unterstützungsarten.

In das Kapitel über Biegung durch Kräfte rechtwinklig zur 
Stabachse sind auch Untersuchungen über die Biegungsspannungen 
in Stäben, welche dem Hooko’schen Gesetz nicht folgen, auf
genommen und im Anschlufs daran die sogen. „Verbundbalken“ aus 
Beton und Eisen behandelt.

Das dabei entwickelte graphische Verfahren zur Bestimmung 
der Biegungsspannungen, bozw. der Tragfähigkeit von Balken 
verdankt seine Entstehung einer Anregung durch die gleiche Ziele 
verfolgende interessante Arbeit des ®r.»3ug. Paul Weiske: 
„Graphostatische Untersuchung der Beton- und Betoneisenträger“.

Von einer Benutzung der Arbeitsgesetze zur Bestimmung des 
äufsern Gleichgewichts, der Biogungsmomente und Querkräfte für 
Balken mit statisch unbestimmter Unterstützung ist hier zunächst 
abgesehen, weil die- Ableitung dieser statischen Gröfsen mit Hilfe 
der Biegungslinie geeigneter schien, den Anfänger mit dem Wesen 
der Spannungs- und Formänderungsvorgänge bekannt zu machen, 
sein für den ausübenden Ingenieur so wichtiges „statisches 
Gefühl“ zu entwickeln. In Hinblick auf dieses Ziel ist auch bei 
Ableitung der Beziehungen zwischen äufseren und inneren Kräften 
von dem verfügbaren mathematischen Rüstzeug nur in knappster 
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Form, von der orientierenden Wirkung der Figur aber ein ausgiebiger 
Gebrauch gemacht worden. Sollte aus gleichem Grunde die text- / 
liehe Behandlung des Gegenstandes für den eingeweihten Leser 
etwas breit ausgefallen und sollten Wiederholungen nicht überall 
vermieden sein, so bitte ich, das zu Gunsten des Anfängers, für 
den das Buch eben in erster Linie bestimmt ist, in Kauf nehmen 
zu wollen.

Schliel'slich möchte ich es nicht unterlassen, den Herren Landes
bauinspektor Bladt und ®ipl.»3ng. Bohne und Müller für die 
freundlichst übernommene Nachprüfung der Rechnungsergebnisse und 
Unterstützung bei Ausführung der Korrekturen meine dankbare 
Anerkennung auszusprechen.

Hannover, im August 1905.

L. Hotopp.
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Einleitung.

Alle sogen, festen Körper denken wir uns aus kleinsten Teilen 
(Massenpunkten, Molekülen oder Molekülgruppen) bestehend, welche 
so miteinander verbunden sind, dafs sie einer Änderung ihrer Lage 
zueinander, also auch einer Änderung der Form des Körpers durch 
von aufsen her auf ihn wirkende Kräfte einen gewissen Widerstand 
entgegensetzen. Bei der Untersuchung der Bedingungen, unter 
welchen diese sogen, „äufseren Kräfte“ sich an einem Körper das 
Gleichgewicht halten, setzt die reine Mechanik jenen Widerstand 
als absolut, unüberwindlich, d. b. den Körper als in seiner Form 
unveränderlich, unzerbrechlich, starr voraus. Tatsächlich aber er
leiden alle Körper unter der Wirkung äufserer Kräfte eine gewisse 
Formänderung (Verlängerung, Verkürzung, Verbiegung, Verdrehung 
u. s. w) und, wenn die angreifenden Kräfte über ein gewisses Mafs 
hinaus gesteigert werden, tritt eine Trennung des Körpers in ein
zelne Teile, d. h. Bruch ein.

Solange äufsere Kräfte auf einen elastisch festen Körper nicht 
einwirken, nehmen die kleinsten Teile desselben eine gewisse Normal
oder Grundstellung gegeneinander ein. Mit dem Angriff äufserer 
Kräfte tritt eine Änderung dieser Grundstellung und damit eine 
Formänderung des Körpers ein und gleichzeitig werden im Innern 
desselben Kräfte wachgerufen, welche sich der Formänderung wider
setzen, die Moleküle in ihre Grundstellung zurückzuführen streben. 
Beseitigt man die „äufseren Kräfte“, so verschwinden auch diese 
sog. „inneren Kräfte“ wieder und, sofern erstere ein bestimmtes 
Mafs nicht überschritten haben, nimmt der Körper nach Beseitigung 
derselben mehr oder weniger genau seine ursprüngliche Form wieder 
ein. Diese Eigenschaft fester Körper nennt man ihre Elastizität.

Die inneren, den Zusammenhang und die Form der Körper 
verteidigenden Spannkräfte vermögen sich mit den auf Formänderung

Keck, ElMtiziUtalehre. 1
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und Zerstörung derselben gerichteten äufseren Kräften bis zu einer 
gewissen Grenze im Gleichgewicht zu erhalten. Wird diese Grenze 
von letztem überschritten, so erfolgt der Bruch des Körpers, seine 
Trennung in einzelne Teile. Das Höchstmafs der inneren Kräfte, 
d. h. den äufsersten Widerstand, den ein Körper seinem Bruche 
entgegenzusetzen vermag, nennt man seine Festigkeit.

Die Elastizitätslehre untersucht die Formänderungen, welche 
elastisch feste Körper unter Einwirkung äufserer Kräfte erfahren, 
sowie die inneren Spannkräfte, welche dabei in den Körpern auftreten.

In dem Folgenden werden die Körper durchweg als im Gleich
gewichtszustände befindlich vorausgesetzt, d. h. es wird ange
nommen, dafs der zu untersuchende Körper in Ruhe (oder im Zu
stande einer geradlinig gleichförmig fortschreitenden Bewegung) sei.

In Wirklichkeit sind freilich die zu berechnenden Bauverbändo durchaus 
nicht immer im Gleichgewichte. Es erfahren z. B. die Teile eines Gebäudes 
durch den Sturm, durch den menschlichen Verkehr zeitweise Erschütterungen, 
wobei sie in Schwingungen geraten. Ebenso führen auch die Teile einer 
Brücke schwingende Bewegungen aus, wenn sie von Fuhrwerken befahren 
werden. Solche Schwingungen sind offenbar Abweichungen vom Gleich
gewichtszustände, die einzelnen Körperpunkte erfahren Beschleunigungen und 
Verzögerungen. Sehr erheblich sind die Beschleunigungen, welche unter Um
ständen bei beweglichen Maschinenteilen vorkommen. Nur in seltenen Fällen 
aber ist es möglich, diese Bewegungszustände bei der Untersuchung der 
elastischen Formänderungen und inneren Spannungen unmittelbar zu berück
sichtigen; man mufs die betreffenden Bau- und Maschinenteile meist auf 
Gleichgewicht berechnen und sucht der Abweichung von der Wirklichkeit 
mittelbar (bei der Festsetzung der Zahl für die sogen, zulässige Anstrengung) 
Rechnung zu tragen.

Soll ein elastisch fester Körper unter der Wirkung beliebiger 
äufserer Kräfte im Gleichgewicht sein, so müssen sich erstens, wie 
bei einem starren Körper, diese äufseren Kräfte in 
ihrer Wirkung auf den Körper gegenseitig aufheben. 
Eine solche Aufhebung kann aber nur unter Inanspruchnahme der 
Festigkeit des Körpers, d. h. durch Vermittelung der mit den 
äufseren Kräften gleichzeitig auftretenden inneren Kräfte geschehen; 
die Festigkeit des Körpers mufs also hinreichen, um seine Trennung 
in einzelne Teile zu verhüten. Es müssen sich daher zweitens die 
auf Trennung des Körpers in seine Teile gerichteten 
äufseren Kräfte auch mit den sich der Trennung wider
setzenden inneren Kräften in Bezug auf beliebige Teile 
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des Körpers aufheben, alle Teile des Körpers, jeder 
für sich, im Gleichgewicht sein.

Denkt man sich durch den Körper (Fig. 1) z eine Schnitt
ebene tt gelegt, so müssen sich an jedem der Teile des Körpers
links und rechts des Schnittes 
die aufseren Kräfte K\ und K2 
bezw. und KA mit den an 
der Schnittstelle wirkenden 
inneren Spannkräften (in der 
Figur durch Pfeile angedeutet) 
das Gleichgewicht halten. 
Lassen sich, wie hier zunächst 

Fig. 1.

angenommen werden möge, die äufseren Kräfte an dem zu betrach
tenden Körperteil, z. B links vom Schnitt, zu einer Mittelkraft 
B vereinigen, so verlangt das Gleichgewicht des Teiles, dafs diese 
der Mittelkraft P der inneren Spannkräfte an der Schnittstelle 
entgegengesetzt gleich (II — —P) sei und mit ihr in derselben 
Geraden A B liege. Mit der in bekannter Weise zu ermittelnden 
Mittelkraft li ist dann auch die Kraft P gefunden. Letztere wird 
von den Teilen links und rechts vom Schnitt^ wechselweise auf
einander ausgeübt und ist für das Gleichgewicht der einzelnen Teile 
als „äufsere Kraft“, für den rechtsseitigen als + P, für den 
linksseitigen als — P anzusehen. Die Kräfte +P und — P treten 
an jeder beliebigen Schnittebene zwischen A und B in gleicher 
Richtung und Gröfse auf, durchdringen also gewissermafsen den 
Körper, pflanzen sich in ihrer Richtung von A nach B, bezw. B 
nach A fort und heben sich in jedem Punkte C der Geraden zwischen 
A und.71 auf. (Vergl. Keck, Mechanik I, S. 141 und 142.)

Sind demnach die äufseren Kräfte, welche einen festen Körper 
im ganzen im Gleichgewicht halten, bekannt, so lassen sich die an 
einer beliebigen Schnittebene wirkenden inneren Kräfte in ihrer 
Gesamtheit aus den Bedingungen für das Gleichgewicht eines 
der durch den Schnitt getrennten Teile jederzeit bestimmen. Von 
besonderer Wichtigkeit ist die Kenntnis der Gesetze, nach denen 
die inneren Spannkräfte sich über die Schnittfläche verteilen. Ihre 
Ermittelung bildet einen Hauptgegenstand der Elastizitätslehre.

Die auf die Flächeneinheit der Schnittfläche entfallende innere 
Spannkraft wird kurz als Spannung bezeichnet. Im allgemeinen 
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weisen die Spannungen an den verschiedenen Stellen einer Schnitt
ebene voneinander abweichende Richtung und Gröfse auf. Ist dP 
die auf ein Element dF der Schnittfläche entfallende Spannkraft 
(vergl. Fig. 2), so kann man diese als über dF gleichmäfsig verteilt 
ansehen, und es ist dann die an der fraglichen Stelle herrschende 
Spannung

dP *
P dF'

Schliefst dieselbe mit |___
der Normalen zur Schhitt- ---- -----
fläche an der betreffenden
Stelle den Winkel (p ein, so kann man sie sich stets zerlegt denken 
in eine mit der Normalen zusammenfallende sogenannte Normal
spannung ö — p • cos (p und eine in die Schnittebene fallende 
sog. Tangential - Spannung r = psin99. Die Normalspannungen 
werden, je Nachdem sie einer Trennung oder einem Zusammenpressen 
der Stoffteilchen in der Richtung senkrecht zur Schnittebene durch 
die äufseren Kräfte entgegentreten, als Zug- oder Druck
spannungen bezeichnet. Die Tangentialspannungen wirken einer 
gegenseitigen Verschiebung der Teile des Körpers beiderseits der 
Schnittebene entgegen und werden deshalb Schub- oder Scheer- 
spannungen, auch Gleitspannungen genannt.

Denkt man sich auch die Mittelkraft li der an dem abgo- 
schnittenen Körperteile wirkenden äufseren Kräfte in eine Seitenkraft 
N normal und in eine solche Q parallel zur Schnittebene zerlegt, 
so erfordert das Gleichgewicht des abgeschnittenen Teiles, dafs N 
entgegengesetzt gleich der Mittelkraft aller über den Querschnitt 
verbreiteten Normalspannkräfte o-dF und ebenso Q. entgegengesetzt 
gleich der Mittelkraft aller Tangentialspannkräfte r-dF sei. Mit 
Hilfe dieser Bedingungen lassen sich später die Spannungen er und r 
selbst bestimmen. — Wie nun auch immer ein Körper von äufseren 
Kräften ergriffen sein möge, stets lassen sich die eintretenden inneren 
Spannungen auf jene Grundspannungen a und t zurückführen. Und 
wie nahe ein Körper seiner Zerstörung durch äufsere Kräfte, seinem 
Bruche ist, läfst sich im allgemeinen zutreffend erst dann beurteilen, 
wenn die Spannungen o und t, bezw. deren Gröfstwerte innerhalb 
des Körpers bekannt sind. Dabei ist indes, wie sich später zeigen 
wird, in vielen Fällen der Anwendung der Einflufs der einen oder 
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der anderen beider Spannungen auf den Bruch derart überwiegend, 
dafs sie allein als für die Sicherheit gegen Bruch mafsgebend 
angesehen werden kann.

Setzen wir nun zunächst eine gerade Stabform des Körpers, 
d. h. die Schwerpunktsachse desselben als gerade Linie voraus, so 
lassen sich je nach der Lage und Richtung der angreifenden äufseren 
Kräfte folgende Fälle unterscheiden.

I. Die Mittelkraft R aller äufseren Kräfte am abgeschnittenen 
Stabende falle mit der Stabachse zusammen. (Fig. 3 a u. 3 b.)

In diesem Falle treten im Fig. 3 a.
Querschnitt nur Normal-, aber ;
keine Tangential- oder Schub- 1
Spannungen auf. -----

1. Ist die Kraft R auf die pig 3b 
Trennung der Teile gerichtet n. a — -.
(Fig. 3 a), so entstehen unter X.----------  
gleichzeitiger Verlängerung des-------------------------- \t
Stabes Zugspannungen in dem
selben; man sagt, das Material ist auf seine Zugfestigkeit be
ansprucht.

2. Bewirkt die Kraft R eine Zusammenpressung der Stabenden 
(Fig. 3 b), so ruft sie unter gleichzeitiger Verkürzung des Stabes 
Druckspannungen in demselben hervor und nimmt das Material auf 
seine Druckfestigkeit in Anspruch.

II. Die Mittelkraft R schneidet die Stabachse senkrecht und 
greift unmittelbar in oder neben der Schnittebene an. (Fig. 4 u. 4 a.)

Jetzt treten im Querschnitt nur Tangential- oder Schub
spannungen r auf; diese allein müssen mit R im Gleichgewicht,

Fig. 4 a.

ihre Mittelkraft T mufs entgegengesetzt gleich R sein. Das Material
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wird im Querschnitt tt auf seine Schub- oder Scherfestigkeit 
beansprucht.

III. Die Kraft H ist gleich Null, liegt in unendlicher Ferne 
und mit der Stabacbse in einer Ebene; die das Stabende an
greifenden äufseren Kräfte bilden also ein Kräftepaar, dessen 
Drehungsebene senkrecht ist zur Schnittebene tt. (Fig. 5.)

In diesem Falle bedingt das Gleichgewicht des abgeschnittenen
Stabendes, dafs die im Querschnitt 
gleichfalls ein Kräftepaar bilden, dessen 
Ebene senkrecht zur Schnittebene ge
richtet und dessen Drehmoment ent
gegengesetzt gleich ist demjenigen 
der äufseren Kräfte. Etwaige Schub
spannkräfte würden, da sie in der 
Schnittebene tt liegen müfsten, ein 

tätigen inneren Spannkräfte

solches Kräftepaar nicht liefern können. Hierzu sind, wie leicht 
ersichtlich, nur Normal-, d. h. Zug- und Druckspannkräfte im stände. 
Nur solche können also unter der Wirkung des äufseren Kräfte
paars auftreten. Im Bereiche und in der Richtung der ersteren aber 
entstehen Verlängerungen und im Bereiche der letzteren Verkürzungen 
der Materialfasern und infolge beider tritt eine Krümmung oder 
Biegung des Stabes ein. Die auftretenden Zug- und Druckspannungen 
nennt man in diesem Falle Biegiingspannungen und der Stab wird 
auf seine Bieglingsfestigkeit beansprucht.

IV. Die Kraft Ji schneidet die Stabachse senkrecht in be
liebigem Abstande von der Schnittebene tt. (Fig. 6.)

In der Schnittebene werden zunächst Schubspannungen hervor
gerufen, indem die Kraft R bezw. Q das von ihr ergriffene Stabende
gegen das durch die übrigen äufse
ren Kräfte festgehaltene zu ver
schieben strebt. Die Mittelkraft der 
Schubspannkräfte mufs entgegen
gesetzt gleich der Kraft R sein. 
Beide bilden nun ein Kräftepaar, 
unter dessen Wirkung weiterhin 
(vergl. unter III) Biegungsspannungen 

Fig- 6.

entstehen. Der Stab wird also
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in diesem Falle gleichzeitig auf seine Schub- und seine Biegungs
festigkeit in Anspruch genommen.

V. Die Kraft Ji schneidet die Stabachse unter einem be
liebigen Winkel und in irgend einem Abstande von der Schnitt- 
ebene tt, (Fig. 7.)

Zerlegt man die Kraft 11 in 
Stabachse in eine Seitenkraft N in 
eine solche <2 senkrecht zu ihr, so 
erzeugt erstere, je nach ihrem 
Richtungssinn, reine Zug- oder 
Druckspannungen und letztere nach 
den Ausführungen unter IV Schub- 
und Biegungsspannungen. Der Stab 
wird gleichzeitig auf seine Zug- 
oder Druckfestigkeit, sowie auf sei 
festigkeit beansprucht.-

ihrem Schnittpunkte mit der 
ler Richtung der Achse und in

Fig. 7.

Schub- und seine Biegungs

VI. Die Kraft 11 ist gleich Null, kreuzt die Stabachse senk
recht und liegt in unendlicher Ferne von ihr, d. h. die an den 
Stabenden angreifenden äufseren Kräfte bilden ein Kräftepaar, 
dessen Drehungsebene senkrecht zur Stabachse, also parallel der 
Schnittebene tt gerichtet ist. (Fig. 8.)

Das Kräftepaar der äufseren Kräfte strebt das von ihm ergriffene
Stabende gegen das durch die übrigen (gleichfalls ein Kräftepaar
bildenden) Kräfte festgehaltene zu 
verdrehen. Das Gleichgewicht des 
Stabendes erfordert, dafs die in der 
Schnittebene auftretenden Spann
kräfte ein dem angreifenden ent
gegengesetzt gleiches, also in der 
Schnittebene liegendes Kräftepaar 
bilden. Ein solches können, wie le cht ersichtlich, nur die Schub
spannkräfte liefern. Unter dem bezeichneten Angriff der äufseren 
Kräfte können also nur Schub-, nicht aber Normal Spannungen 
in der Schnittebene entstehen.

Die entstehenden Schubspannungen nennt man in diesem Falle 
Verdrehungs- oder Torsionsspannungen; das Material des 
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Körpers wird auf seine Verdrehung«- oder Torsionsfestigkeit be
ansprucht.

Wie nun auch immer der Angriff der äufseren Kräfte an dem 
betrachteten Stabende etwa abweichend von den hier unter I. bis VI. 
besprochenen Fällen erfolgen möge, stets läfst er sich auf diese 
zurückführen. Im allgemeinsten Falle würden die das Stabende 
ergreifenden äufseren Kräfte sich zu einer die Stabachse unter irgend 
einem Winkel schneidenden Mittelkraft Ji und zu einem in beliebiger 
Ebene gegen die Stabachse drehenden Achsmoment zusammensetzen 
lassen. Zerlegt man letzteres in je ein Seitenmoment senkrecht und 
parallel zur Schnittebene, so wird durch jenes reine Biegungs-, durch 
dieses reine Verdrehungsspannung hervorgerufen (vergl. die Aus
führungen unter III. und VI.), während die Mittelkraft li (nach V.) 
gleichzeitig Zug- oder Druck-, sowie Biegungs- und Schub
spannungen hervorruft.



Erster Abschnitt.

Flächenmomente 2. Ordnung, Trägheits- und 
Centrifugalmomente ebener Flächen.

I. Begriffserklärung und allgemeine Eigenschaften der 
Flächenmomente 2. Ordnung, sowie Beziehungen der

selben zueinander.
Für die Beurteilung der Formänderungen, insbesondere der 

Biegung und Verdrehung gerader Stäbe, sowie der Gleichgewichts
verhältnisse zwischen den die Formänderung hervorrufenden äufseren 
Kräften und den mit ihr eintretenden inneren Spannkräften sind die 
Flächenmomente 2. Ordnung der Stabquerschnitte von Wichtigkeit; 
es sollen daher, bevor auf jene Verhältnisse selbst näher ein
gegangen wird, diese rein mathematischen Begriffe hier behandelt 
werden.

a) Begriffserklärung.
In Frage kommen hier:
1. Das achsiale Trägheitsmoment oder schlechthin 

Trägheitsmoment, d. h. die Summen aller kleinsten Flächenteilchen, 
jedes multipliziert mit dem Quadrate seines 
Abstandes von einer in der Ebene der Fläche 
liegenden geraden Linie als Achse. Wir be
zeichnen dasselbe hinfort mit J und drücken 
seine Entstehung aus durch die Gleichung

J-J-yW. (Vergl. Fig. 9.)
Wird die Fläche auf ein (in der Regel rechtwinkliges) Achsen

system bezogen (Fig. 10), so soll verstanden werden unter
J„ = Sy2-dF das Trägheitsmoment in Bezug auf die X-Achse, 
Jy = JaP-dF das Trägheitsmoment in Bezug auf die Y-Achse.
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Manchmal ist es zweckmäfsig, das achsiale Trägheitsmoment 
einer ebenen Fläche durch den Flächeninhalt derselben und den 
sogen. Trägheitsbalbmesser i auszudrücken. 
Denkt man sich nämlich den ganzen Inhalt 
F der Fläche in solchem Abstande i von 
der betreffenden Achse konzentriert, d. h. alle 
kleinsten Flächenteilchen dF in solchen 
Abstand i von der Achse verschoben, dafs 
Si-dF— i2-JdF = i2-F—J wird, so nennt 
man i den Trägheitshalbmesser der Fläche in 
Bezug auf jene Achse. Man kann daher

jeder Zeit J mit F-i2 vertauschen.

2. Das polare Trägheitsmoment, d. h. die Summe aller
kleinsten Flächenteilchen, jedes multipliziert mit 
seines Abstandes £ von einem innerhalb der Ebene 
der Fläche gelegenen Punkte, als Pol. Es werde 
hinfort mit Jp bezeichnet und seine Entstehung 
ausgedrückt durch die Gleichung

JP = Jt?2 •& (Vergl. Fig. 11.)

dem Quadrate
Fig. n.

3. Das Centrifugalmoment, d.b. die Summe aller kleinsten 
Flächenteilchen, jedes multipliziert mit dem Produkte seiner Koor
dinaten in Bezug auf ein in der Ebene der Fläche liegendes (in 
der Regel rechtwinkliges) Achsenkreuz. Wir bezejchnen es hinfort 
Ctv und drücken seine Entstehung aus durch die Gleichung

Cxv = Sx y dF. (Vergl. Fig. 10.)

b) Allgemeine Eigenschaften achsialer Trägheitsmomente.

Die Entstehung der Trägheitsmomente, derzufolge sie aus einer 
Summe von Quadraten positiver oder negativer Strecken bestehen, • 
jedes multipliziert mit einer absoluten Gröfse dF, bringt es mit 
sich, dafs sie nur positiv sein und für eine endliche Fläche und eine 
im endlichen gelegene Achse nicht Null und nicht unendlich grofs 
werden können. Mit der Richtung und Lage der Achse, auf die 
das achsiale Trägheitsmoment eines Querschnittes bezogen ist, ändert 
sich seine Gröfse und schwankt, wie später nachgewiesen werden
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wird, für Achsen, welche durch ein und denselben Punkt gehen, 
zwischen einem Gröfst- und einem Kleinstwert.

Ist J, das Trägheitsmoment einer Fläche für eine durch ihren
Schwerpunkt Ä gehende Achse (Fig. 12), 
Ji dasjenige für eine im Abstande 
parallel zu derselben gelegenen Achse 
1 -1, so besteht zwischyi beiden die 
Beziehung 
1) +

Es ist nämlich
•A .((’/ + e)2 d F = fy'2 d F + 2efydF- + e2JdF

und fy2dF = J„ SydF= 0, F.
Aus Gleichung 1 folgt, dafs das Trägheitsmoment einer Fläche 

in Bezug auf eine Schwerpunktsachse kleiner ist, als irgend ein auf 
eine ihr parallele Achse bezogenes Trägheitsmoment.

, Ist ferner J2 das Trägheitsmoment in Bezug auf eine Achse 2-2 
im Abstande e2 vom Schwerpunkt, so ist J2 = J, + e2- Fund demnach 
2) Ji-J.,=F(Ci2~e22).

c) Beziehungen zwischen achsialen und polaren Trägheitsmomenten 
einer ebenen Fläche.

Zwischen den Trägheitsmomenten J„ und Jv einer ebenen 
Fläche in Bezug auf zwei zueinander rechtwinklige Achsen Xund V 
und dem polaren Trägheitsmoment Jv der Fläche in Bezug auf den 
Schnittpunkt A der Achsen (Fig. 13) besteht die Beziehung 
2) J* 4- J„ = Jp»

Es ist nämlich
J, + Jy = Sy*dF + S^dF — S^y1 ®2)dF~ S^dF

und Sß'dF- = Jr. (Vergl. Fig. 1-3.)
Da ferner Jp in Bezug auf den Punkt 

A unabhängig von der gewählten Richtung 
der Achsen A” und Y einen bestimmten 
Wert hat, so folgt aus Gleichung 2, dafs, 
wenn man das rechtwinklige Achsenkreuz 
AT und Y um A dreht, in jedem Augen
blicke die Summe der Trägheitsmomente 
Jx und Jy denselben Wert Jp hat.

J* 1 + Jy\ — Jx-\- Jy~ Jp-

Fig. 13.
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d) Beziehungen zwischen den polaren Trägheitsmomenten einer 
ebenen Fläche für verschiedene Pole.

Zwischen den polaren Trägheitsmomenten Jp, und JPi einer 
ebenen Fläche in Bezug auf den Schwerpunkt S und irgend einen 
Punkt 0] als Pol, dessen Entfernung 0] S von S gleich et ist, 
besteht die Beziehung
4) Jpi = «7p» + 2F.

Denn es ist nach Fig. 14
Jri=jQ2dF=S((e+F)2+y2)dF=S(s2+y2)dF+e2SdF+^^^

= Sr2dF+e^-F' + O, weil ß2 =« (« + 2 + y2
x2 + y2 = r2, SdF — F und ^xdF = 0.

Da ferner Jr2dF= Jp,, so ist die Beziehung 14,
der Gleichung 4 erwiesen. / "X

Hat irgend ein anderer Punkt 02 als Pol die / |
Entfernung e2 vom Schwerpunkte S, so ist ebenso I °iag
JPi = Jp, + e^-F und demnach unter Beachtung \ \e* /
der Gleichung 4 -----/
5) <Jp\—Jpi — F (®i e22) •

e) Allgemeine Eigenschaften der Centrifugalmomente einer ebenen 
Fläche.

Das Centrifugalmoment einer jeden ebenen Fläche in Bezug 
auf ein beliebiges Achsenkreuz kann zum Unterschiede von dem 
Trägheitsmoment derselben positiv, negativ oder auch gleich Null 
sein; denn im ersten und dritten Quadranten, wo alle Koordinaten 
der Flächenelemente d-F gleiche Vorzeichen haben, ergeben sich nur 
positive, im zweiten und vierten Quadranten, wo jene Vorzeichen 
ungleich sind, dagegen nur negative Beiträge x-ydF zum Centri
fugalmoment. Je nachdem die einen oder die anderen in ihren 
Summen überwiegen oder beide einander gleich sind, sich also auf
heben, ist auch das Centrifugalmoment der ganzen Fläche positiv, 
negativ oder gleich Null.

In Bezug auf ein beliebig gewähltes schief- oder rechtwink
liges Achsenkreuz wird das Centrifugalmoment einer Querschnitts
fläche im allgemeinen von Null verschieden, positiv oder negativ 
sein. Durch Festhalten der einen und allmähliche Drehung der 
anderen Achse in der Ebene des Querschnitts, welche je nach dem 
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Drehungssinn eine Vermehrung der positiven und eine Verminderung 
der negativen Beitragssumme oder umgekehrt im Gefolge hat, wird 
sich stets eine Neigung beider Achsen zueinander finden lassen, 
für welche beide Summen einander gleich sind, das Centrifugal- 
moment also gleich Null ist. Derartige Achsen nennt man 
„zugeordnete Achsen“ und, wenn sie zufällig senkrecht aufeinander 
stehen, „Hauptachsen“. Fällt in letzterem Falle der Koordinaten- 
Nullpunkt mit dem Schwerpunkt des Querschnitts zusammen, so 
handelt es sich um Schwerpunkts-Hauptachsen.

Denkt man sich ein beliebig angenommenes rechtwinkliges Koor
dinatensystem unter Beibehaltung des rechten Winkels allmählich um 
seinen Anfangspunkt A gedreht, so ändert sich das Centrifugalmoment 
stetig. Nach einer Drehung um 90° sind alle Flächenteilchen dF aus 
dem ersten und dritten Quadranten, je nach dem Drehungssinn, in 
den zweiten und vierten bezw. vierten und zweiten Quadranten 
übergetreten; die Beiträge x-ydF aller Teile zum Centrifugal
moment, sowie dieses selbst haben dabei ibre Vorzeichen gewechselt.

Während seiner Änderung mufs dasselbe jedesmal beim Über
gange vom Positiven zum Negativen oder umgekehrt für irgend eine 
bestimmte Richtung der Achsen auch den Wert Null annehmen. 
Für jeden Punkt A des Querschnittes als Koordinatenanfangs
punkt gibt' es also ein derartiges Hauptachsenpaar. So ist z. B. 
leicht ersichtlich, dafs, wenn eine der Achsen eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems Symmetrieachse des Querschnittes ist, die Achsen 
Hauptachsen sind, denn jedem positiven 
Flächenteilchens entspricht ein gleich 
grofser negativer des symmetrisch ge
legenen Flächenelementes.

Es wird sich zeigen, dafs die Träg
heitsmomente Jx und Jv für die Haupt
achsen, also wenn Cxv = 0, ihre Gröfst- 
und Kleinstwerte annehmen.

Zwischen den Centrifugalmomenten 
C„v und eines Querschnittes in Bezug 
auf rechtwinklige Schwerpunktsachsen X und Y und auf zwei um 
Strecken eY und e2 parallel gegen dieselben verschobene Achsen 
Xt und F, (Fig. 15), besteht die Beziehung

GejWi == Cie»/4" F .
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Es ist nämlich:

»1 = Ai -y\-dF = SG® + ei) (y + e2) d F
= JxydF + e^^dF + Cj JydF + e2fxdF

und JxydF= Cxy, SdF=F, sowie fydF=O und Jx‘dF=0.

Ist eine der Achsen A" und Y eine Symmetrieachse des Quer
schnittes, oder sind beide solche, so wird auch Cxy = 0 und dem-
nach ^V\ *1 — fl e2

f) Trägheit«- und Centrihigalmomente in Bezug auf schiefwinklige 
Koordinatenachsen.

Im allgemeinen wollen wir zur Bezeichnung der Trägheits- und 
Centrifugalmomente

ji==^yidFt

Jy — SxidF und
Cxy ^Sx-y-dF 

in Bezug auf ein schiefwinkliges Achsenkreuz 
die Koordinaten x und y in der Richtung der 
Achsen messen. Es kann indes unter Um
ständen erwünscht sein, an Stelle dieser 
Koordinaten x und y die rechtwinklig zu 
den Achsen gemessenen xr und yr treten 
zu lassen (siehe Fig. 16). Es ist dann xr = xs\nß und ,vr = .ysin?? 
und demnach

J,r = Sxr2 d F = sin2 ßS x2 d F = sin2 ßj.,

JVr ~ Sy^dF — mißJy,dF= sin2ßJy,f

CXVr = Syr-^-d F — sm2ßJx'y-dF = ein2/?(?„.

Man kann also, je nachdem es im gegebenen Falle erwünscht 

ist, leicht J. durch Jx-sin2ß, oder Jx durch . ,'o ersetzen, und 
sin2p

dasselbe gilt für Jy und Jyr sowie für Cxy und CXVr. Für zuge
ordnete Achsen’ist ebensowohl Cxy als CXVr gleich Null.
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II. Ermittelung der Trägheits- und Centrifugalmomente 
einiger Querschnittsformen in Bezug auf ihre Schwer

punktsachsen.
a) Analytisches Verfahren.

1. Das Rechteck. (Fig. 17.)
Das Trägheitsmoment in Bezug auf eine den Seiten b parallele 

Schwerpunktsachse A" berechnet sich wie folgt:
Ein unendlich kleiner Flächenstreifen dF 

parallel der X- Achse und im Abstande y 
von derselben liefert einen Beitrag zum Träg
heitsmoment Jx

dJx = dF-y2 — b • dy • y2.

2. Das und Q-Profil. (Fig. 18 u. 18a.)
Sieht man die Flächen als Unterschiede der vollen Rechtecke 

von der Breite b und der Höhe h und den Querschnittsflächen der 
Hohlräume an, so ergibt sich in Bezug auf die A-Achse für beide 
leicht:

Durch Integration zwischen den Grenzen 
— 4 und 4- ~ folgt 

1) ■dyy2=
_ h

9

b-h*
12

F-h2
12 .

wenn F den Inhalt der Querschnittsfläche bezeichnet.
In gleicher Weise ergibt sich für die Y-Achse 

2)

Das polare Trägheitsmoment ist nach Ic.

Das Centrifugalmoment ist, da die Fläche in Bezug auf die 
Achsen symmetrisch ist, gleich Null.

12
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. In Bezug auf die Y-Achse ist für das Q-Profil ebenso

5)

Denkt man sich das J-Profil in drei 
Rechtecke zerlegt, so ergibt sich für die 
Y-Achsen

5 a) Jv = +
13

Das polare Trägheitsmoment ist wie 
oben

Jp = Jx H“ Jy-
Das Centrifugalmoment ist für beide Flächen gleich Null.

Fig. 18 u. 18 a.

3. Eine beliebige zweiteilige Fläche. (Fig. 19.)

Die Schwerpunkte Äj und S2, die Flächeninhalte F{ und F2 
und die Trägheitsmomente JVi, JXi und JVI in Bezug auf die
wagerechten und senkrechten Schwerpunkts
achsen der ' Einzelflächen mögen hier als 
bekannt vorausgesetzt werden.

Für die Lage des Schwerpunktes S der 
Gesamtfläche ergibt sich bei den aus Fig. 19 
ersichtlichen Bezeichnungen

6)
^1 TXj

und yj =11 Fx +F,
worin x und y, der wagerechte und senkrechte Abstand der Schwer
punkte der Einzelflächen als bekannt anzusehen sind.

Der Beitrag der Fläche Fx zum Trägheitsmoment Jx ist dann 
nach Ib. Gleichung 1 gleich JXI + Fx -y^ und ebenso derjenigen 
von F2 gleich Jx, + F2-y22 und demnach
7) Jx = Jri + Jx.i + Flyli + Fiy2i
und in gleicher Weise ergibt sich
8) Jv — Jvx -f- + Fxx^ + F2x22.

Da JT und Y Schwerpunktsachsen sind, so ist ferner 
Fxxx = F2-x2 und Fryi = F2-y2, 
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und die Gleichungen 7 und 8 lassen sich schreiben:
9) J* = + Ft y, (y, 4* y2)

10) ./y = «Ty] «/y2 4* ^1*^1 1 "t" ^2) •

Ersetzt man endlich xx 4-^2 durch x und y( + y2 durch y, 
so folgt unter Beachtung der Gleichung 6

11) = +

12) Jy=Jy,+

Das Centrifugalmoment berechnet sich unter Beachtung von le 
Seite 13 zu

4~^i'^yi 4" ^2a:2y2.

Ersetzt man wieder x2-F2 durch X\-Fx und y^ya durch y, 
so folgt unter Beachtung der Gleichung 6

13) G*y — yi + ^x^vt +
FiF^-x-y 

Fi + F2 '
Die Gleichungen 11 bis 13 ermöglichen in bequemer Weise 

die Berechnung der Trägheitsmomente und des Centrifugalmomentes 
in Bezug auf die Schwerpunktsachsen X und Y einer zweiteiligen 
Fläche, ohne dafs die Lage des Schwerpunktes derselben selbst 
bekannt ist.

4. Das L-Profil. (Fig. 20.)
In ihrer Anwendung auf das |_-Profil gestalten sich die

Gleichungen 11 bis 13 wie folgt:

bh3 + bihx3 b'h'blh'\ 2 / 
12 + bh + bih

12a) Jy = ^LW
bhblhl l^-^)2

X £ /

b h -f" bx hi
Da CXxs/l und wegen der Symmetrie 

der Einzelflächen gleich Null sind, so ist ferner

Fig. 20.

2
1310 c-“---------m+m;

b — b, 
2

Keck, ElaetiziUtelebre.
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Ist ein Schenkel des Profils, wie in Fig. 19 in punktierten 
Linien angedeutet, durch ein Loch geschwächt, so ist dafür in 
Abzug zu bringen:

a) bei der Berechnung von Jx

+ bid-yf,

b) bei der Berechnung von Jy
O + b{ dx^, und 1 £

c) bei den Berechnungen von Cxy 
btd'y2x2.

Über das Vorzeichen von Cxy für einen zweiteiligen Querschnitt 
entscheidet die Lage der Einzelschwerpunkto und ä2. Sie können, 
wie leicht ersichtlich, nur im ersten und dritten, oder im zweiten 
und vierten Quadranten liegen. Im ersten Falle sind die Koordinaten 
«7 u. y, und x2 u. y2 im Vorzeichnen gleichstimmig, ihre Produkte 
positiv und daher auch Cxy > 0, während im zweiten Falle aus 
den entgegengesetzten Ursachen Cxy < 0 ist. Bei der in Fig. 19 
gezeichneten Lage ist sowohl x{-yxF{ als x2y2F2 negativ und daher 
auch Cxy < 0.

5. Das T-Profil. (Fig. 21.)
Die Profilfläche sei in Bezug auf die Schwerpunktsachse Y

symmetrisch. Für die Trägheitsmomente Jx und Jy 
ergibt sich nach den Gleichungen 11 und 12 Seite 17, 
wenn man x gleich Null setzt,

bh^ + bji^ 2 ] .
12 + bh + ij/q ’

und für das Centrifugalmoment 
Cx y = 0.

Fig. 21.

6. Das unregelmäfsige L-Profil. (Fig. 22.)
In folgendem möge bezeichnen: Ä den Schwerpunkt der ganzen 

Profilfläche, Ä,, ä, und diejenigen der einzelnen Rechtecke, x,ylt 
x2y2 und x3y3 die Koordinaten derselben in Bezug auf ein zu
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' den Seiten der Fläche paralleles Achsenkreuz XY, dessen Nullpunkt
in S liegt. Nach der Lehre vom Schwerpunkt ergibt sich dann

16) •r2 =

17)

Damit ist die Lage des Schwerpunktes 5 bekannt.

Unter Beachtung der Ausführungen auf Seite 11 folgt nun

18) J, - + », 8, y,! + », +

19) j, _ VMWÖ ++ 
*

2.
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Die Centrifugajmomente der Einzelflächen in Bezug auf ihre 
eigenen wagerechten und senkrechten Schwerpunktsachsen sind je 
gleich Null. Das Centrifugalmoment der Gesamtfläche ist daher 
nach den Ausführungen auf Seite 13 
20) • C,, ^b^hi -yx + b2h2x2y2 + b3h3x3y3.

In den Gleichungen 18—20 sind x2 und y2 aus Gleichung 16 
und 17 bekannt und nach der Figur ist

_ _ M> — &2 \ ~ — / ^3 \ I _ \
«i = — l—g------------ ^2) «3 = y—2---------r ’

. {1^ + ho \ / h2 + h3 \
y\ = — —g-------- yi) ' y* = \—2— + y^’

Da die Koordinatenpaare und y{, x2 und y2, x3 und y3 
nach der Fig. 22 je gleichsinnige Vorzeichen haben, so ist positiv.

7. Zusammengesetztes Profil eines Blechbalkens. (Fig. 23.).

Für den schraffierten Teil der Fläche e«gibt sich zunächst das 
Trägheitsmoment in Bezug auf die X- Achse

21) Jo
(frn—2 d) V—fa—fr, — 2 d) fr,3 — (fr, — b^ hf.

12
Durch Hinzutritt der nicht schraffierten Kopf

platte vergröfsert sich das Trägheitsmoment zu

22) ./ = d0 + 2-
(fr-2d)-«3 

12
+ 2Fk-

wenn Fk die Querschnittsfläche der Kopfplatte und 
« deren Stärke bezeichnet. Setzt man im zweiten 
Gliede noch (fr—2 d)«=Fk und h0 + 2 s=h, so folgt

23) + +
Z \ DJ

Fig. 23.

\ 2 /

In den meisten Fällen kann man ohne merklichen Fehler das 
zweite Glied in der Klammer als verschwindend klein gegen, das 
erste vernachlässigen, so dafs dann wird

24) J=Jo + Fk

Das Trägheitsmoment in Bezug auf die Y- Achse Jv hat für 
diesen Querschnitt kein Interesse. Das Centrifugalmoment C,v ist 
gleich Null, da der Querschnitt symmetrisch ist.
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8. Das Dreieck. (Fig. 24.)
Es sollen die Trägheitsmomente JXr und „T^ (vergl. S. 14 u. f.) 

in Bezug auf ein im allgemeinen schiefwinkliges Achsenkreuz bezogen 
werden, dessen Nullpunkt mit dem 
Schwerpunkte des Dreiecks, dessen 
X- Achse mit der zur Grundlinie 
AB parallelen Schwerlinie, und 
dessen Y-Achse mit der die A B 
halbierenden Schwerlinie zusammen
fällt. Die Koordinaten der Flächen
elemente sollen hier zunächst recht
winklig von den Achsen angenom
men werden.

Fig. 24.

In Bezug auf eine durch die Spitze C parallel zur Grundlinie 
gedachte Achse 1-1 ist

25 a)

und nach

25)

J^S^dF^ u ah1 rv
*«<<-«’—4--------

ez o
Ib Gleichung 1:

/2 \2

\ O /

Ä2 h3
“18 36’

Das Trägheitsmoment J2 in Bezug auf die Grundlinie ist 
fh\2 h2 ah325b) ^ = A+(^.f=^=4.

Für die Ermittelung von JVr beachten wir, dafs die Schwer
linie CD de? Dreiecks zugleich Grundlinie der Dreiecke ACD 
und BCD ist und dafs nach Gleichung 25b das Trägheitsmoment 
jedes der beiden Dreiecke in Bezug auf CD

_ 2 \2 s’na/ a2 ■ sin2 et • F
_ g = jg und daher

26) r «2-sin2a-.F a3Äsin2a
,,r 24 “ 48“ ist.

Für Koordinaten parallel den Achsen wird nach S. 14 unter f.
= J*r = F-h2 = Fl2

' 1 sin2a 18-sin2« 18 1
Jyr _^F

' * sin2 a 24 '
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Das Centrifugalmoment in Bezug auf die gewählten Achsen ist 
gleich Null, da jedem positiven Beitrage x-ydF ein gleich grofser 
negativer entspricht; die Achsen sind also einander zugeordnete.

9. Kreisfläche und Kreisring. (Fig. 25.)
Für die Kreisfläche sind die Trägheitsmomente J in Bezug auf 

alle Durchmesser einander gleich. Es ist also J^ = J und nach 
8. 11 Ic (Gl.3) das polare Trägheitsmoment Jp — J;+ J,,= 2 J, also 
27) J^.

Jp berechnet sich wie folgt:
Der Beitrag eines konzentrischen Ringes vom Radius q und 

der Dicke dQ ist,
d Jp = dF-Q2 = (2q ■ ?r-dq) • q2 = 2ä- e3dQ, 

woraus sich durch Integration zwischen der Grenze £ = 0 und 
Q = R ergibt

JP= 2^1 Q3d@ = £ R* 
Jo " 

und nach Gleichung 27

Für den Kreisring mit dem äufseren 
inneren Radius r wird

30) Jp = —= * (y?4 _ r4) unj

31) J=J(Ä4_r4t
4

Das Centrifugalmoment ist für beide Querschnittsformen gleich Null.

b) Graphisches Verfahren.
1. Verfahren von Cui mann.

Die ebene Fläche, deren Trägheitsmoment zu bestimmen ist, sei 
beliebig begrenzt, symmetrisch oder unsymmetrisch. Die Richtung 
der Schwerpunktsachsej auf welche das Trägheitsmoment bezogen 
werden soll, sei yy (T'ig. 26). Wir zerlegen die Fläche durch 
Parallelen zu yy in Streifen von solcher Breite, dafs sie mit hin
reichender Genauigkeit als Trapeze betrachtet werden können. Die 
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Flächeninhalte JF,, dF2 u. s. w. derselben werden in Rechtecke 
von gleicher Grundlinie b verwandelt. Dann sind die zugehörigen 
Höhen Cp r2, z3 u- s- w- den Flächenteilen verhältnisgleich und 
man kann diese durch jene ausdrücken. Sieht man die Flächenteile 
AFy, AF, u. s. w. als durch die Strecken ?lt z2 u. s. w. dargestellto,

in den Schwerlinien, oder (meist auch genau genug) in den Mittel
linien der Flächenteile wirkende Kräfte an, zeichnet das Krafteck 
(1-2...7) und mit einem beliebigen Pol 0 das Seileck ABCDEG, 
so ergibt sich in der durch den Schnittpunkt L der äufseren Seil
ecksseiten I und VII gehenden Parallelen ss zur t/i/ zunächst die 
Schwerpunktsachse für das gesuchte Trägheitsmoment.
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Bei den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen ist nun 
1) J= AFt -x^ + A F2-x^ + . •.,
oder, da AF\ — b • zY, AF2 = b • z2 u. s. w. auch
2) J=b (z^x^ + z2-x2  + ...).2

2. Verfahren von Mohr.
Dieses Verfahren ermöglicht die Ermittelung des Trägheits

momentes ohne Zeichnung eines zweiten Seilecks.
In Gleichung 3 drücken nämlich die Glieder in der Klammer 

1,-2,-X,, 2,-3, x2 u. s. w. die doppelten Flächeninhalte der 
Dreiecke 1,^4 2, ,2,B3, u. s. w. bis 6,G 7, aus. Diese erfüllen in

Die Produkte u.s. w. können als statische Momente angesehen 
werden und nach den bekannten Regeln über die zeichnerische Er
mittelung statischer Momente kann man z^, z2-x2 u. s. w. gleich
setzen den Produkten aus der Polweite a und den Strecken 1,-2,, 
2,-3, u. s. w.,. welche die entsprechenden Seilecksseiten auf der 
Momentenachse ss abscbneiden. Es ist also z1-.xl = a-1,-2,, 
z2-x2 — a -2,-3, u. s. w., und damit schreibt sich Gleichung 2
3) J= a-b (1,-2.-Xi+ 2,-3,-x2 +

Sieht man nun weiterhin die Strecken 1,-2,, 2,-3, u. s. w. 
unter Beachtung ihres Richtungssinnes (z. B. 1,-2, aufwärts, 5,-6, 
abwärts gerichtet) als in den Mittellinien der Flächenteile wirkende 
Kräfte, den Streckenzug 1,-2,-3,-4,-5,-6,-7, als Krafteck an und zeichnet 
mit der Polweite das zugehörige zweite Seileck A'B'C'D'E'G', 
so wird wie oben 1,-2,-^ = l„-2„-a,, 2,-3,-x2 = 2,,-3,,-aj u. s. w. 
und demnach unter Beachtung der Gleichung 3
4) J = a • • b (l„-2„ + 2„-3„ ...) = a • • b • w1.

Hat man, wie zu empfehlen, den Pol 0 so gewählt, dafs die 
äufseren Polstrahlen I und VII je unter 45° zur 1-7 gerichtet 

sind, also a = —------1— —— und der Inhalt des gegebenen 

Querschnittes F=b(zl + z2+ .. .) — 2-ab ist, so nimmt Gleichung 4 
die Form an
5) J=F- -^1- und i  = ~ =2

Das Trägheitsmoment J ist also gleich dem Inhalte eines aus 
der Polweite at und der Strecke gebildeten Dreiecks, multipliziert 
mit der Querschnittsfläche F.
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ihrer Gesamtheit die ganze Seilecksfläche ABCDEGL. Bezeichnen 
wir den Inhalt derselben mit 1\, so ist

1,-2,-^ + 2,-3,-^2 + ... = 2-^ 
und nach Gleichung 3
6)

oder, da wieder a =

J=a-b-2-F{,

—1------ --------- - also a • b = —

7) J= F-Ft und i2 = F{.
Das Ergebnis beider* Verfahren ist um so genauer, je enger die 

Parallelteilung, je schmäler die Teile AF gemacht wurden. Für 
unendlich schmale Teile geht AF in dF und das Seileck in eine 
Seillinie über, welche die Seiten eines für endliche Teilung ge
zeichneten Seilecks ABCDEG tangiert und zwar die äufseren 
Seiten I und VII in 11 und K. Die von den äufseren Seilecks
seiten und der Seillinie eingeschlossene Fläche möge als Seillinien- 
dreieck bezeichnet werden. Für die .genaue Bestimmung des Träg
heitsmomentes nach Mohr ist die Fläche Fx dieses Seilliniendreiecks 
mafsgebend. Ist für eine angemessene endliche Teilung der gegebenen
Querschnittsfläche zunächst das 
Seileck und sodann die dessen 
Seiten berührende Seillinie ge
zeichnet, so kann Fx entweder 
mittelst eines Polarplanimeters, 
oder nach Simpson’s Regel, oder 
endlich durch Verwandlung in 
ein inhaltsgleiches Dreieck be
stimmt werden.

Beispielsweise ist für ein 
Rechteck (Fig. 27) die Seillinie 
eine Parabel und das Seillinien
dreieck ABCD als Parabel
dreieck gleich einem Drittel des Dreiecks ABC 

2-3

Ä»
12 und J — F-1\ = b-h-K1 bh3

12 “ 12

übereinstimmend mit Gleichung 1 Seite 15.
Macht man BE — \ • BC, so ist Fl-/\ABE— F,.

D
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Ist die gegebene Querschnittsfläche zwar kein Rechteck, aber 
in ihrer Höhe wenig veränderlich, so kann die nach Mafsgabe der 
Fig. 24 gezeichnete Seillinie dennoch annähernd als Parabel, das 
Seilliniendreieck als Parabeldreieck angesehen und Fx dementsprechend 
ermittelt werden.

3. Trägheits- und Centrifugalmoment eines unregel- 
mäfsigen Profils. (Fig. 28.)

Besonders häufig sind die Fälle, wo die gegebene Querschnitts
fläche als aus einzelnen Rechtecken bestehend angesehen werden kann.

Die Fläche (Fig. 28) kann man entweder als aus den drei 
Rechtecken JLMP, NPQll und RTVW (wagerechto Teilung), 
oder aus KLMN, JKTU und QU VW(senkrechte Teilung) bestehend 
ansehen. Die Höhen Zj, z2 und z3 der auf die gleiche Grundlinie b 
zurückgeführten erstgenannten Rechtecke sind als Kräfte in der Linie 
1-4, die bezüglichen Höhen z/, z2' und z3 der letztgenannten in 
der Linie l'-4' zu einem Krafteck zusammenzutragen und zu jenen 
das Seileck ABC, zu diesen das Seileck A'B'C zu zeichnen.

Dem Rechteck JLMP entspricht dann eine die Seiten L 
und II des Seilecks ABC in E und F berührende Parabel als 
Seillinie; ebenso entsprechen den Rechtecken NPQR und RTVW 
die die Seilecksseiten II und III in F und G, bezw. III und IV 
in G und II berührenden Parabeln.

Die aus den drei Parabelabschnitten EF, FG und GH be
stehende Kurve EFGH ist somit die aus der wagerechten Teilung 
der Gesamtquerschnittsfläche sich ergebende Seillinie und EFGHD 
das zugehörige Seilliniendreieck. Die senkrechte Teilung der Quer
schnittsfläche führt ebenso zu der aus den Parabelabschnitten E' F', 
F'G' und GH' bestehenden Seillinie und zu dem Seilliniendreieck 
E'F'G' H'D'. Wir ersetzen jetzt die Parabeldreiecke EAF, FBG 
und GCH, bezw. E'A'F'. F'B'G' und G'C'H' durch die inhalts
gleichen Dreiecke EAN, ^BG und GC^, bezw. £'^1'51', WB'G' 
und G'C'^', in denen W A , 85 = ^^’und C^ = ^~, 

O \ ö O
, A'F' m,„, F'B' . CH'bezw. A 31 =—-—, 33B =—5— und C^ ——5— gemacht 

00 o
ist. Es sind dann die Vielecke JE31 ® Gbezw. E'H'WG'ft'B 
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inhaltsgleich den Seilliniendreiecken EFGHD bezw. E'F'G'H'D'. 
Verwandelt man in bekannter Weise das Vieleck EWbGS&D in

Fig. 28.

das inhaltsgleiche Dreieck EDD} und das Vieleck E'tWG'fy'D' 
in das Dreieck E'D'D{', so erhält man in den leicht zu ermittelnden 
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Flächeninhalten beider Dreiecke zugleich die Flächen Fx bezw. Fy 
der Seilliniendreiecke EFGIID und E'F'G' H'D'.

Damit ist
8) JX=FF, (ix2 = Fl) und
9) Jy = FFy (iv2 = Fi) gefunden.

Das Centrifugalmoment Cxv des ganzen Querschnitts setzt 
sich zusammen aus den Beiträgen Xi-yi-Fi, x2-y2-F2 und x3-y3-F3 
der Teilflächen.

Es ist daher
10) Cxv — Fi-x^-yi + F2x2y2 + F3x3y3,
oder Fi=bzl, F2 — bz2, F3 = bz3 gesetzt, 
11) Ciy = b Xiyi + z2x2y2 + z3x3y3).

Wird die X-Achse nach rechts und die Y-Achse nach oben 
positiv angenommen, so sind x2 und yi negativ, xx-yi also positiv, 
und ebenso weisen die Koordinaten der Punkte S2 und S3 gleich
stimmige Vorzeichen auf. Die Glieder in der Klammer der Gl. 11 
sind daher alle positiv und somit ist auch Cxv selbst positiv.

Ersetzt man die statischen Momente Zi-y{, z2-y2 und z3-y3 
(vergl. S. 24) durch die Produkte a-1,-2,, a-2,-3, und a-3,-4,, 
so folgt
12) Cxy = b- a • (1,-2, • Xy + 2,-3, -x2 4- 3,-4, • x3).

Sieht man jetzt die Strecken 1,-2,, 2,-3, und 3,-4, als in den 
Schwerpunkten S2 und S3 senkrecht wirkende Kräfte an 
und zeichnet vermittelst des Poles 02 und der Polweite a, das 
Seileck A2B2C2, dessen Seiten I„, II„, III,, und IV„ die X-Achse 
in 1„, 2„, 3„ und 4„ schneiden, so ist wieder das Moment 
1,“2, • Xi — <Zi • 1,,—2,,., 2,—3, ■ x2 === 2„—3,, * et] und 3,-4, • x3 —-— • 3,,—4,, 
und nach Gleichung 12 
13) Cxv = b-a-ai (l„-2„ + 2„-3„ + 3„-4„).

Im Seileck A2B2C2 sind die Seiten 1^ Hi u. s. w. senkrecht 
zu den Polstrahlen O2-l,, 02-2, u. s. w. gezogen, um ein noch
maliges Zeichnen des Krafteckes O2-l,-4, in einer um 90° ge
drehten Lage zu vermeiden.*)

Setzt man noch l„-2„ + 2„-3„ + 3„-4„ = l„-4„ = u,, so 
ist auch
14) Cxy = b-a-ü!-^.

♦) Vergl. Keck, Mechanik I, Dritte Auf!., Seite 161.
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Sieht man endlich die Strecken at und u, als Grundlinie und 

Höhe eines Dreiecks an, dessen Flächeninhalt =a' ist und

beachtet, dafs = =-^, so folgt nach Ein-

Setzung dieser Werte in Gl. 14
15) C^FF...

In dieser Form erscheint also auch das Centrifugalmoment als 
Produkt zweier Flächen, der Querschnittsfläche F und Dreiecks
fläche Fxv.
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Sind die Rechtecke KJ.MN und Q U V W einander völlig 
gleich, so tritt an Stelle des unregelmäfsigen ~L"Profils (Fig.28) 
ein regel mäfsiges (Fig. 29) und der Schwerpunkt der Gesamt
fläche fällt mit den Schwerpunkten S2 bezw. S2' auf der X-Achse 
in S zusammen. Das Seileck ABC wird in Bezug auf die X-Achse 
und A'B'C in Bezug auf die Y- Achse symmetrisch und zur Er
mittelung von Fx und Fu bezw. Jx und in der oben erläuterten 
Weise braucht man daher von beiden je nur die eine Hälfte zu 
zeichnen (vergl. Fig. 29). Die Flächen Fx und Fu der Seillinien
dreiecke erscheinen in die doppelten Dreiecke A^D und C^D^, 
bezw. in die Rechtecke QFFD und BiEiFvDx verwandelt.

Die Hälfte eines dieser Seilecke, z. B. ABC, genügt dann auch 
ohne weiteres zur Ermittelung des Centrifngalmomentes. Der Beitrag 
des Rechteckes NOQR zu demselben ist gleich Null und der Beitrag 
jedes der Rechtecke LMOP und RTVW, wenn F{ ihren Flächen
inhalt bezeichnet, gleich F^a^yi. Demnach ist 
16) Cx, = 2F-xcyt.
Bezüglich des Vorzeichens vergl. die Bemerkungen auf Seite 28.

Mit Fl = b-2l schreibt sich Gleichung 16
17) Ciy == 2öi1j,y1.

Das statische Moment r, -y^ ist wieder gleich a-v und daher 

18) CIt, = 2b-a-u-xl =F-F„,
worin F=2ab den Inhalt der Querschnittsfläche und FXj/ = u-x{ 
den Inhalt eines aus dem Abschnitt u und der wagerechten Ent
fernung ,T| der Schwerpunkte S, und S, bezw. S und S3 gebildeten 
Rechtecks bezeichnet.

III. Abhängigkeit der Trägheits- und Centrifugalmomente 
von der Lage und Richtung der Achsen.

a) Beziehung zwischen den Trägheitsmomenten für parallele Achsen.
Wie unter I b bereits nachgewiesen, besteht zwischen den Träg

heitsmomenten J, und Jx eines ebenen Querschnitts für eine durch 
seinen Schwerpunkt gehende Achse und eine im Abstande x 
davon verlaufende parallele Achse x-x (Fig. 30) die Beziehung 
1) F — J, + x“2 F.
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Ersetzen wir J„ durch iJ-F und J, durch ip-F und teilen 
durch F, so folgt
2) V = ?.2 + .i’2,
worin i, als Trägheitshalbmesser 
in Bezug auf eine ihrer Richtung 
und Lage nach festliegende Schwer
punktsachse als konstante, Träg
heitshalbmesser für die Achse x-x, 
als von dem Abstande x beider 
Achsen abhängige veränderliche 
Gröfse anzusehen ist. Das in Gl. 2 
ausgedrückte Gesetz dieser Ab
hängigkeit zwischen ix und x wird 
geometrisch durch eine gleich
seitige Hyperbel ausgedrückt; i, 
stellt die reelle Achse derselben, iz 
der Hyperbelpunkte dar.

Fig. 30.

und x stellen die Koordinaten

Fig. 31.

b) Abhängigkeit des Trägheitsmomentes von der Richtung der Achse.
Denken wir uns das Trägheitsmoment eines ebenen Querschnitts 

auf eine beliebige Achse A P bezogen und diese um irgend einen 
ihrer Punkte, z. B. A, innerhalb der Querschnittsebene allmählich 
gedreht, so ändert sich das
selbe stetig. Um zu dem 
Gesetze dieser Änderung zu 
gelangen, beziehen wir die 
Fläche und die ihrer Rich
tung nach veränderliche Achse 
AP auf ein in der Quer
schnittsebene festliegendes 
rechtwinkliges Achsenkreuz 
XY (Fig. 31), setzen die 
Trägheitsmomente Jx und Jv, 
sowie das Centrifugalmoment 
Cxy in Bezug auf dasselbe 
als bekannt voraus und be
zeichnen den veränderlichen Winkel, den AP mit der X-Achse 
einschliefst, mit a.



32 Erster Abschnitt. Flächenmomente 2. Qrdnung.

Bei den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen ist dann 
das Trägheitsmoment in Bezug auf AP

J = y^-dF, und da w = y-cosa— zcsina, auch
J = J’(y cos a — a:sin F = cos'2 atfy2d F 4- sin2a J x^dF 

— 2 sin a • cos a Jx • y d F.
Nun ist aber J’yidF=Jl,, Jx^dF^ J,, Sx'y^F=Cxy 

und 2 sin acos a = sin 2 a, daher
1) J — cos2a-J0 + sin2a- J„ — sin 2 a (^v.

Diese Gleichung stellt das Gesetz der Abhängigkeit des Träg
heitsmomentes J von dem Richtungswinkel a der Achse AP dar.

Ist in Gleichung 1 aufser Jx und Jy für einen bestimmten a auch J 
bekannt, so kann sie auch zur Berechnung von Ciy benutzt werden. Für 
a = 450 wird beispielsweise

p  Jx + Jy ,

Das in A rechtwinklige Achsenkreuz XY ist in beliebiger 
Richtung angenommen. Denken wir uns dasselbe in der Richtung 
der Hauptachsen I und II, für welche Ciy = 0 ist (vergl. 8. 13), 
bezeichnen die Trägheitsmomente in Bezug auf diese mit Jx und J2 
und setzen in Gleichung 1 JZ = J\, Jy — J2, Ciy — 0, so folgt
2) J=v.^a-Jx + sin2a-<72.

Ersetzt man nun in Gleichung 2 einmal cos2a durch 1 — sin2a 
und ein anderes mal sin2a durch 1 — cos2a, so entsteht
2a) J = JX—(JX —
2b) J = J2 + (Ji — J2) cos2 a.

Für a = 0 wird J — Jx und für a = 90° J — J2. Sind die 
Bezeichnungen Jx und J2 so gewählt, dafs JX>J2, so folgt ferner 
für alle Winkel a zwischen 0 und 90° aus den Gleichungen 2 a und 2 b 

J x J J2.
Jx stellt daher den Gröfstwert und J2 den Kleinstwert aller 

Trägheitsmomente J dar für Achsen, die durch den Punkt A gehen. 
Diese auf die Hauptachsen I und II bezogenen Trägheitsmomente 
Jx und J2 nennt man daher Hauptträgheitsmomente.

Ist der Querschnitt in Bezug auf irgend eine durch A gehende 
Achse symmetrisch, so ist diese nach Seite 13 eine der Hauptachsen 
und die dazu winkelrechte die andere. In diesem Falle kann 
man also die Hauptachsen meist leicht erkennen. Liegt eine solche 
Symmetrie nicht vor, so ermittelt man die Hauptachsen, indem man 
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mit Hilfe der Gleichung 1 diejenigen Werte des Winkels a bestimmt, 
für welche J seinen Gröfst- und Kleinstwert annimmt.

Die Differentiation der Gleichung 1 von J nach a wgibt

3) = — sin 2 a (Jx — Jy) — 2 cos 2 a Cxy ,

4) = — 2 cos 2 a| Jx — Jy — 2 tg2 a

Die Nullsetzung der ersten Abgeleiteten führt zu
5) tg2a=--^y

und die Einsetzung dieses Wertes in Gleichung 4 zu 
. \ ^j 2 COS 2 ar. T.„ , . 14a) ^2 J. _ J* [(^ + 4 ?] •

Die Bezeichnung der Koordinatenachsen sei so gewählt, dafs 
Jx^Jv; dann ist das Vorzeichen der zweiten Abgeleiteten nur von 
cos 2 a abhängig und zwar mit —cos 2 a übereinstimmend.

Der Gleichung 5 genügen zwei Winkel 2 a, welche um 180°, 
bezw. zwei Winkel a, welche um 90° voneinander abweichen. Für 
einen derselben erreicht J seinen Gröfstwert und für den andern 
seinen Kleinstwert J2. Welchem Winkel der erstere und welchem 
der letztere Wert entspricht, läfst sich meist ohne weiteres erkennen, 
nötigenfalls aber auch mit Hilfe der Gleichung 4 a feststellen.

Sind danach für einen gegebenen Querschnitt in Bezug auf ein 
geeignetes rechtwinkliges Achsenkreuz die Worte Jx, Jy und Cxv 
berechnet, so gelangt man zu den Hauptträgheitssmomenten Jx und J2 
wie folgt:

Nach Gleichung 2 ist für die X- Achse eines unter einem a 
gegen die Hauptachsen geneigten Koordinatensystemes

Jx = cos2a • Jj 4- sin2 a J2, 
und für die Y- Achse, wenn man a mit a90° vertauscht

Jy = sin2 a J{ + cos2 a J2.
Durch Addition und Subtraktion beider Gleichungen erhält man 

Jx + Jy = J\ + Ji (vergl. Seite 11)
und Jx— Jy = cos 2 a (Jx—'J^, woraus sich ergibt

T — |
1 2 2 cos 2 a

r   Jz + Jy_  Jz — jy 
2_____ 2______ 2 cos 2 a

Keck. EUetisiUtslehre. 3
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Ist der Winkel a aus Gleichung 5 bereits bestimmt, so lassen 
sich J\ und J2 aus den Gleichungen 6 leicht berechnen. Um J\ 
und J2 direkt aus Jx, Jv und Cxv zu erhalten, beachten wir, dafs 
nach den Regeln der Goniometrie und nach Gleichung 5

1 1/ 1/
—— = y 1 + tg2 2 a = F 1 + / r j\2
COS 2 a F I \«i — "v)

und setzen diesen Wert in Gleichung 6 ein. Dann wird

7) j, = ±]l + a,2.

Trägheitsellipse, Centralellipse.
Die hier behandelte in den Gleichungen 1 und 2 analytisch 

ausgedrückte Abhängigkeit des Trägheitsmomentes eines beliebigen 
Querschnittes von der Richtung der Achse, auf die es bezogen ist, 
läfst sich geometrisch wie folgt 
darstellen:

Wir setzen in Gleichung 2 
nach S. 10 J = PF, ^-a^F, 
und J2 = b^-F, worin i, a und b 
die Trägheitshalbmesser der Quer
schnittsfläche in Bezug auf die 
Achsen A P, I und II (Fig. 32) 
und F den Inhalt der Fläche be
zeichnen, und dividieren beiderseits 
durch F; dann erhalten wir für 
den mit a veränderlichen Trägheits
halbmesser
8) P = a2cos2a + 6sin2a.

Fig 32

Tragen wir jetzt den der Achse A P entsprechenden Trägheits
halbmesser i in A senkrecht zu A P auf, sodafs LA—i wird, 
ziehen durch L die Gerade MN || AP und bezeichnen die Abschnitte

t i .
NA und MA mit o, bezw. p, so ist — = cosa und — = sina. 

? P
Diese Werte für cos a und sin a in Gleichung 8 eingeführt und 
beiderseits mit i2 dividiert, entsteht
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Dies ist die Gleichung der Ellipse in Linien-Koordinaten, 
d. h. die obige Beziehung zwischen den mit a veränderlichen Ab
schnitten p und q und den Festlängen a und b bedingen ein System 
von Geraden MN, welche sämtlich Tangenten an eine Ellipse mit 
den Halbachsen a und b sind, diese Ellipse also umhüllen.

Zum Beweise bringen wir in der Gleichung der Ellipse , £ 
b* a* 1 die

Koordinaten x und y eines beliebigen Ellipsenpunktes K in Beziehung mit den 
Abschnitten p und q, welche die Tangente in K auf den Koordinatenachsen 

abschneidet. Aus der Gleichung der Tangente im Punkte K, ^l-j--^i= 1 

mit x, und y, als laufende Koordinaten der Tangentenpunkte ergibt sich für 
ci $ l/“ dlyi = 0, x, =p = — und für x, = 0, y, = q = —, also x = — und y = —. 

x y p q
Mit Einführung dieser Werte für x und y in die Ellipsengleichung nimmt 
diese die Form der Gleichung 9 an.

Die der Gleichung 9 entsprechende Ellipse nennen wir die 
Trägheitsellipse und, wenn der beliebig gewählte Nullpunkt A 
des Achsenkreuzes XY als Mittelpunkt der Ellipse mit dem Schwer
punkte des Querschnittes zusammenfallt, Zentralellipse. Sobald 
demnach die Hauptachsen und Hauptträgheitsmomente eines Quer
schnittes ermittelt sind, ist man ohne weiteres im stände, auch die 
Trägheits-, bezw. Zentralellipse desselben zu verzeichnen und mit 
Hülfe derselben für jede Achsrichtung a den zugehörigen Trägheits
halbmesser i (vergl. Fig. 32) und das Trägheitsmoment J — i2-F 
zu bestimmen.

Trägheitsellipse für schiefwinkelige Achsen.
In obigem wurde, wie meist empfehlenswert, von einem recht

winkligen Achsenkreuz ausgegangen. Zuweilen kann indes die 
Benutzung eines schiefwinkligen Achsenkreuzes wünschenswert sein. 
(Fig. 33.) Das Trägheitsmoment in Bezug auf die Achse AP ist

J=S^-dF, 
worin u den senkrechten Abstand dos Fläcbenteilchens dF von 
der A P bedeutet.

Bei den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen ist- 
u = y cos y — x sin a und daher

J = J(y cosy — xsin a)2d F —
= cos2^-Sy2dFA s\n2 x2 d F— 2cos/sina §xydF.

3*
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Mit §y*dF =* Jx, Sx-dF = Jv und §xydF=Cxy wird 
10) J = cos2/ • Jx 4- sin? a Jy — 2 cos^ • sin a • Cxy.

Nimmt man die Achsen 
des Koordinatensystems als ein
ander zugeordnet an (vergl. S.13), 
so wird Cxy = 0 und daher 
11) J = cos2/- Fx + sin2a Jy.

Mit J= PF, J^a^F 
und Jy = b^F entsteht 
12) t2 = cos27'a12-|-8in2a’b12.

Zieht man wieder wie in 
Fig. 32 S. 34 im Abstande i 
von AP die Parallele MN zur 
A P, so wird bei den Bezeich
nungen der Figur 

sin a = — und cosy = — und 
Pi ?i

damit nach Gleichung 12 

13) 1 = -
1

Gleichung 13 ist die Gleichung der Trägheitsellipse in Linien
koordinaten, bezogen auf zugeordnete Achsen derselben, wobei bt 
ihre zugeordneten Halbachsen sind.

Jedes Achsenkreuz, in Bezug auf welches Cxy = 0 ist und dessen 
Achsen wir daher als für den Querschnitt einander zugeordnet be
zeichnen (Seite 13), stellt hiernach im Sinne der Lehre von den 
Kegelschnitten auch ein zugeordnetes (conjugiertes) Achsenpaar der 
Trägheitsellipse dar und umgekehrt, für jedes zugeordnete Achsen
paar der Trägbeitsellipse ist Cxy = 0.

Trägheitskreis.
Jedem Punkte A der Ebene eines Querschnittes entspricht also 

eine nach obigem bestimmbare Trägheitsellipse. Denkt man sich 
den Punkt A in der Querschnittsebene allmählich bewegt, so ändert 
die Form der Trägheitsellipse sich stetig und es liegt die Frage 
nahe, ob dieselbe nicht für gewisse Punkte A Kreisform annimmt. 
Für alle durch solche Punkte A gehende Achsen müfste das Träg
heitsmoment ein und denselben, von dem Richtungswinkel a unab
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hängigen Wert aufweisen. Um zu untersuchen, ob Punkte A von 
dieser Eigenschaft vorhanden sind, stellen wir, von der als bekannt 
anzusehenden Zentralellipse ausgehend, für eine in beliebiger Rich 
tung durch irgend einen Punkt 
A (Fig. 34) mit den Koordi
naten xy gehende Achse n u, 
den Ausdruck für das Träg
heitsmoment auf. Das Träg
heitsmoment J, für eine der 
v u parallele Schwerpunkts
achse ss des Querschnittes ist 
nach Gleichung 2
14) J,= cos2a Jjsin2a-./2 
und in Bezug auf die Achse 
uu selbst
15) J = J, + e2F.

Für J, den Wert aus Gl. 14 
und e = y cos a 4- x sin a ge
setzt, folgt

Fig. 34.

16) J— J\ cos2 a -|- J2 sin2 a 4- y2F cos2 a 4- x2 • F sin2a 4- 2 xyF sin a cos a.
Läfst man noch an Stelle von J\ und J2 die Produkte F-a? 

und F-b2 treten und ersetzt cos2a durch ^9—, sin2a durch 

1 — cos 2 a 
~2

!7) I

, so wird

a2 4- b2 4- as14-y2 4- («2—b2 4- y2—<r2) cos 2 a—2 x-y sin 2

Aus dieser Gleichung geht hervor, dafs für diejenigen Punkte A,
für welche
18)
18a)

a2 — b2 4- y2 — x2 = 
x-y = 0,

und

das Trägheitsmoment
19) J=^{a2 + b2 + x2 + y2),

also unabhängig vom Richtungswinkel a ist.
Die Lösung der Gleichungen 18 und 18 a ergibt

.V, = 0

= +Va2-b2
zr2 = 0
y2 = 4- ]/b2— a2.
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Setzen wir wieder JX>J2, also a2>62 voraus, so fällt .r, 
reell und y2 dagegen imaginär aus. Es gibt also nur zwei wirk
liche Punkte Jj und J2, welche die Bedingung erfüllen, dafs in 
Bezug auf sie als Mittelpunkt die Trägheitsellipsen Kreise sind. 
Wir nennen diese die Trägheitskreise des Querschnitts.

Die Punkte und J2 liegen, da für sie y = O, auf der 
kleinen Achse der Zentralellipse beiderseits in Abständen gleich 
SJj = SA2 — V a2 — b2, d. i. gleich der Exzentrizität der Ellipse 
vom Mittelpunkte derselben. Man nennt sie daher Antibrennpunkte 
der Zentralellipse.

Fügt man in Gleichung 19 y — O und x = +V^a2 — b2 ein, so 
wird J — F-a2 und der für alle Richtungswinkel a in Jj und A2 
gleiche Trägheitshalbmesser

Letzterer, gleich der grofsen Halbachse der Zentralellipse, ist der 
Radius der Trägheitskreise.

Ist in einem Sonderfalle die Exzentrizität der Zentralellipse 
gleich Null, so fallen beide Antibrennpunkte in den Schwerpunkt 
des Querschnittes und beide Trägheitskreise decken sich mit der 
nun gleichfalls kreisförmigen Zentralellipse.

Mit Hilfe der Antibrennpunkte der Zentralellipse läfst sich in 
bequemster Weise für jede nach Richtung und Lage beliebige 
Achse eines Querschnittes das Trägheitsmoment bestimmen. Es 
handele sich um eine Achse vv, deren senkrechte Abstände von 
den Antibrennpunkten und v2 seien (Fig. 35). Ist u der Abstand 
der zur vv parallelen Antibrennpunktsachse uu vom Schwerpunkte S 
des Querschnitts und J^F-a2 das auch für die Achse uu gültige 
gröfste Hauptträgheitsmoment des Querschnittes, also a die grofse 
Halbachse der Zentralellipse, so ist das Trägheitsmoment für vv 

nach 8.11 Gl. 2: Ju — J\ + F (y2 — u2), oder auch, da v = ^-—£2.

2
20) J„ = J] + F-vx • v2
d. i., wenn man ./„ mit Fi»2 und mit F-a2 vertauscht und 
beiderseits durch F teilt, iv —]^a2 + v^.
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Liegt die Achse v-v zwischen den Antibrennpunkten, so 
die Abstände vj und v2 mit entgegengesetzten Vorzeichen, 
Produkt vt • v2 also negativ einzuführen.

Der Trägheitshalb
messer iv läfst sich auch 
wie folgt leicht kon
struieren : Man beschreibt 
(Fig. 35) um einen der 
Antibrennpunkte, z. B. A2 
mit a als Radius, den 
Trägheitskreis, zieht durch y 
den Schwerpunkt £ des 
Querschnittes eine Paral
lele zur gegebenen Achse 
v-v, welche den Kreis 
in B schneidet und durch

sind
das

A2, A2C 1. v-v, dann ist die Linie BC gleich dem gesuchten Träg
heitshalbmesser iv und damit Jv = iu2-F gefunden.

Zum Beweise haben wir nach der Fig. 35
BC = VDC2'+ BD2 = Vd C^+Ä^B^Ä^D2.

Nun ist DC = SE = , A2 B = a und A2D = ”2 

daher auch
BC =1/RW + a2 _ - Va2 - i..

f \ 2 / \ z /
Damit ist eine ganz allgemeine Abhängigkeit des 1 rägheits- 

momentes einer ebenen Fläche von der Richtung und Lage der 
Achse gewonnen, auf die es bezogen ist.

c) Allgemeine geometrische Beziehungen zwischen den Flächen- 
momenten zweiter Ordnung für Achsen, welche durch einen 

Punkt gehen.
Der Querschnitt werde auf ein beliebiges schiefwinkliges Achsen

kreuz AT(Fig.36) bezogen; die Koordinaten irgend eines Flächen
teilchens dF aber rechtwinklig zu den Achsen gemessen. Dann 
liefert das Flächenelement einen Beitrag zum Centrifugalmoment 
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dCxv = x-ydF, oder, bei den aus der Figur ersichtlichen Be
zeichnungen x = q sin a, y = q • sin ß gesetzt

d Crv = sin a • sin ß • q2 • dF.
Beschreiben wir jetzt von irgend einem Punkte M der Quer

schnittsebene aus einen Kreis durch 
A, dessen Radius r sei und der die 
Achsen X und Y in B und C und 
den Fahrstrahl q in D schneidet, 
so ist, wie leicht ersichtlich, 
CD — 2r-sin/? und, wenn man
DE 1 BC zieht, DE = h = 
C-D-sin a = 2r-sin a-sin/7, also

sin a • sin ß = — und 
2 r

2r
o. , , . , , ^dFSieht man jetzt —— 

Fig. 36.

eine in Punkten D auf dem Kreisumfange angreifende, für alle 
Flächenteilchen dF gleichgerichtete Kraft und h als ihren mit 
der Lage von dF veränderlichen Hebelsarm an, so erscheint dCxv 
als statisches Moment in Bezug auf die Sehne BC. Die Mittel
kraft aller jener Kräfte ist dann

[ £dF = Jp
2 r 2 r ' ’

wenn Jp das polare Trägheitsmoment des Querschnittes für den 
Punkt A bezeichnet. Hat ihr Angriffspunkt T einen Abstand hxv 
von der Sehne B C als Momentenachse, so mufs sein nach dem 
Satze von den statischen Momenten

1)
ChQ'dF Jp

IV~J 2r 2r‘

Die Kräfte , bezw. deren Mittelkraft sind unabhängig 2 r 2r
von den Achsenrichtungen. Erstere haben wir uns auf dem Kreis
umfange in irgend einer Weise verteilt zu denken und der Angriffs
punkt T der letzteren hat daher eine ganz bestimmte Lage inner
halb des Kreises.
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Drehen wir die Achsen um A, so wird an diesen Verhältnissen 
nichts geändert. Lassen wir sie in die Richtung der .X-Achse 
zusammenfallen, so wird x = y und xydF geht in y^dF, das 
Centrifugalmoment Cxv in das Trägheitsmoment Jx über. Ebenso 
tritt, wenn wir beide Achsen in der Richtung der y-Achse zusamen
drehen, an Stelle von Cxv das Trägheitsmoment 4. Die Sehne 
13 C wird in einem Falle zur Tangente in B, im andern zu einer 
solchen in C. Bezeichnen wir die Abstände des Punktes T von 
diesen Tangenten mit hx und hv, so wird
2) Jx = hx-^B- und

£ r

3)

Sind nun beispielsweise zwei von den Werten Jx, Jv und 
Qy etwa die ersteren beiden für irgend ein bestimmtes Acbsen- 
paar und aufserdom Jp bekannt, so könnte man aus den Gleichungen 
2 und 3 leicht die Abstände hx und hy des Punktes T von den Tan
genten in B und C berechnen und dadurch die Lage von T bestimmen. 
Der Punkt 7' läfst sich aber auch, was meist zweckmässiger ist, aus 
den Werten von Jx. Jv und Cxy direkt bestimmen. Alle drei sind
verhältnisgleich den Abständen hx, hv und hxy Man 
T nur so zu bestimmen, dafs diese Bedingung erfüllt

braucht 
ist.

also

Ist der Punkt T bekannt 
geworden, so lassen sich für 
irgend ein durch A gehendes 
Achsenkreuz die Werte Jx, Jy 
und Cxv leicht bestimmen. Ist 
dasselbe so gelegen, dafs die 
Sehne BC durch T geht, so 
wird hxy und damit auch Cxy 
gleich Null, die Achsen sind 
einander zugeordnet. Denkt 
man sich durch T (Fig. 37) 
eine Zahl von Geraden gelegt, 
so bilden die durch die Schnitt

Fig. 37.

punkte Bt und CJ, B2 und C2 u. s. w. der einzelnen Geraden mit dem 
Kreise gehenden Achsen X, yn y2 u. s. w. zugeordnete Achsen
paare und in ihrer Gesamtheit einen involutorischen Strahlenbüschel, 
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dessen Involutionsmittelpunkt T ist. Für die durch den Mittelpunkt 
M gehende Gerade BnCn sind die zugehörigen Achsen ABn und

Hauptachsen des Querschnittes.
Geht man, wie meist 

üblich, von rechtwinkligen 
Achsenkreuzen aus, so wird 
JP = JX+JV (vergl. S. 11).

Wird ferner der in obi
gem beliebig angenommene 
Kreisdurchmesser so gewählt, 
dafs 2 r = JP = JX + Jv ist, 
so erscheint, wenn man den 
Mittelpunkt M des Kreises 
in beliebiger Lage annimmt, 
die Sehne BC als Durch
messer des Kreises und T 
bestimmt sich nach Fig. 38,

Fig. 38.

und CIV = hxi/ wird.

Wählt man den Mittelpunkt M auf einer der Achsen, z. B. auf 
der X- Achse, so fällt die Sehne BC mit dieser zusammen, und
die F- Achse wird Tan
gente des Kreises. T be
stimmt sich nach Fig. 39. 
Das Centrifugalmoment 
C,v ist in beiden Fällen, 
je nachdem es positiv oder 
negativ ist, in der Rich
tung nach T oder Tx auf- 

/ zutragen.
Zieht man in jeder 

der Fig. 38 und 39 von 
T aus den Mittelpunkts
strahl B^, so erhält 
man in den Richtungen 
ABi und AQ die Haupt
achsen und in den Strecken
momente.
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d) Beziehung zwischen zwei zugeordweten Richtungen.
Für irgend ein rechtwinkliges Achsenkreuz mit dem Null

punkt A seien die Querschnittsmomente Jx, Jy und Cxv bekannt
U und V seien zwei unter den Winkeln aq und a2 gegen

die X- Achse gerich
tete beliebige Achsen 
(Fig. 40). Das Centri
fugalmoment in Be
zug auf die Achsen 
U und V ist dann

1) Cx,=,fu-vdF 
und nach der Figur 
v—y cos a, —x sin a,, 
w=«sina2— ycos a2.

Somit
C„o = JXy-cos a, — zcsinaj (x sin a2—y cos a2)<Z F
= — cos O] • cos ^'Sy^dF— sin a, • sin a2 Jx7 d F 4- (cos 04 sin a2 

+ sin aj • cos a3) fxydF.
Sollen die Achsen U und V einander zugeordnet sein, so mufs 

sein CttW = 0, woraus folgt
2) Jx + tg 04 • tg a2-Jv = (tg aj + tg a2) Cxy.

Ist einer der Winkel z. B. a1 gegeben, so ergibt sich aus
Gleichung 2 für den andern

Für otj = 0

IV. Anwendungen.
Beispiel 1: Fig. 41 stellt den Querschnitt eines Winkeloisens von beider

seits 8C"‘ Schenkellänge und 1 Stärke dar, welches durch ein Nietloch von 
2 e>» Durchmesser im wagerechten Schenkel unsymmetrisch geworden ist.

Es ist 1^ = 5, .Fj=8, .F= 13 qcm, a: —4, y=-3,i cm (während 
*1=2,«, «,= 1,64, y1=2,u, ya=l,stcm sind);
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•4 = */i3 5 1’ + >/u 1.8 ’ + 8,*‘ = 80,71«;1 ö
.4 = ■/„ (7 • - 2 ’) + '/iS • 8 + ^ ■ 4 ’ = 77.su>;

1 «5 r Q
' jg- • 3,« ■ 4 = 43,011;

r „ 2 • 43,011 „„
tg 2 a =------ -------------==------ = — 29,080«;6 80,11« — 77,81» ’ ’
2 a = — 88 0 2' (entspricht , a = — 440 1
<4 = 79,296 ± y"2,193 + 1855,628 ,

Fig. 41.

h (Fig. 42) sind die
= 122,39s; J2 = 36,19«.

Beispiel 2: Für ein Rechteck der Seiten d und 
beiden Mittellinien offenbar Schwerpunkts-Hauptachsen 
(weil $dFxy = 0). Es ist

r dh» Fh‘ , 11J, =—-= ——, also a — = 0,2ssi h;
12 12 y 12

ebenso ft = o>’"”4.
Um a durch Zeichnung zu erhalten, zerlegt man 

a2 = l/i2h‘ (wie in allen ähnlichen Fällen) in zwei be
queme Faktoren, z. B >>/i ■ h/s und findet die mittlere 
Proportionale aus diesen mit Hülfe eines Kreises 
über dem Durchmesser 4/s. Zur Ermittelung von 5 
sprechend.

Fig. 42.

verfährt man ent-

Beispiel 3: Für den J- Querschnitt der Figur 43 sind die beiden 
Mittellinien ebenfalls Hauptachsen. Es ist

4 = ’/u • 12 • 30’ — >/n • IO,« • 26’ = 11 182 ; Fig. 43.
J2 = »/i«-26-l,t‘ + ’/n-4- 12’ = 580; .....
P=79,i; daher a’=141 und 6* = 7,»i;

mithin a = 11,»; b = 2,7. / \
Beispiel 4: Das unregelmäfsige — I - Profil (Fig. 22) i 

habe folgende Abmessungen: so _
Ä, = 2 cm, h, = 7 cm( — 1 cm, — 4 cm, — 0,8 cm, = 3 ora. ;

Seine' Fläohenmomente Jx, Jv und Cxv in Bezug auf i \ >
das zu den Seiten rechtwinklige Achsenkreuz und sodann die : ']
Hauptachsen und Hauptträgheitsmomente sollen bestimmt 4 1 ———I 
werden.

a) Durch Rechnung: Für die Lage des Schwerpunktes S in Bezug 
auf den Toilschwerpunkt S2 ist zunächst

0 4 (4-0,«) 3-1 (3-0,8)
X., = ~ 2 2 = O,»1 cm

2 • 4 + 0,8 • 7 + 3 • 1

i/j = 2 • 4 • (7+2) 
2

2 ■ 4 + 0,8 • 7 + 3 • 1

. ^7 + 0
2 = 1,4» cm

77.su
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und danach x, = 0,57 — 4- 0,8 = — J ,03 x3 = 3 4- 0,n = 1 ,«7;
* 2

2 + 7 7+1Vi = 0 == — 3,05 y3 = — ----- 1- 1,45 = 5,45;* 2
4 • 2° + 0 8 • 73 + 3 • l3

Zr — -------------------------------- F 2 • 4 • 3,05* + 0,8 • 7 • 1,452 + 3 • 1 • 5,453 = 201 cm*;

2 • 4 3 -+ 7 • 0 83 + 1 • 3* •Jy ~------------ b 2 • 4 • 1 ,os2 4- 0,s - 7 • 0,si’ 4- 3 • 1 • 1,61« = 31 ,o cm<; 

Gty = 4 • 2 • (— l,oa) (— 3,01) 4- 0,8 • 7 • 0,67 • 1,45 4- 3 • 1 • 1,67 • 5,46 = 57,1 »m4 • 
die Querschnittstläche

F= 2 ■ 4 4- 0,8 • 7 4- 1 • 3 == 16,« om®
2 • 57 i *

tg2a = ——------^— = — 0,67, 2«, = —33®50' a, = — 16° 55 ’ •»
' 3 ’’ 2a,= 146®10' aa = 73°5'i

COS 2 « = 0,83 J _ 201 4-31,9 ,201 —31,9 _ 218,i®‘.
i 2 — 2-0,83 14,6 cm <_

/ 218 3Die Halbachsen der Zentralellipse a = V ■ ’ = 3,62 cm;
I 16»6

, y>4.r nb = 1/ — = 0,93 cm.
I im

b) Durch Zeichnung: Die Aufzeichnung nach Mafsgabe der Fig. 28 
ergibt • >
F, = J P P, E = = 12,2 ™ i, /; = j p^ p; E' = = 1 (M cm 1.

*’ £
Nimmt man die Polweite a1=2,5cm an, so wird u, = 2,7 cm und 

— 2.5*2.75
= —ö— = $»44 cm 3 • Damit wird Jx = F• Fa = 1 G.o • 12,« = 202 cm <,

Jy = = 16,6 ■ 1,93 = 32 «’ und CXy = F-Fxv = 16,a• 3,44 = 57,i om»;
d. i. hinreichende Übereinstimmung mit derh Rechnungsergebnis.

Beispiel 5: Der regelmäfsige - förmige Querschnitt (Fig. 29) sei 10 
hoch, im mittleren Rechteck (Steg) 0,s “ breit und in den untereinander 
gleichen seitlichen Rechtecken (Flanschen) 5 cm lang und 1 “ breit. Die 
Rechnung ergibt für die Flächenmomonte

Jt = —P 4- 2 - 5 • 4,«’ = 238 cm ♦;

Cxv = 2 • 5 • 2,i • 4,5 = 95 »m* und die Fläche -F=2-54-0,6-8 = 16,4<>m*. 
2 • 95

tg 2a = —1,094 2 0, = —47°34', 2 a3 = 132®26
#1 = — 23 “47', aa = 66°13';

T 238 4-65 .-/pSS-651« .... 281cm< +95^22,tcm4.

Die halben Achsen der Zentralellipse a=l/^!- = 4,i4cm ^^ssljnom.
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Die Aufzeichnung nach Mafsgabe der Fig. 29 ergibt
F, = 2 • d A !ö D = [] BD FE = h • 3W = 3,3 ■ 4,4 = 14,m «;
Fy — 2 • JBlClDi = []BiDlB\Gl = hl-DlFi = l,ts • 3,» = 4,o 'm 
Fxy — [ I D B II J= s;, • D B = 2,i • 2,n = 5,18 cm 1.

Danach ist J,. = F- Fx = 16,4 • 14,6» = 238 'm«, 
Jy-F- Fy — 16,4 ■ 4 = 65,8 'm ♦, 
Cly = F-Fxy = 16,4 • 5,78 95 'm*

in hinreichender Übereinstimmung mit der Rechnung.
Die Ermittelung der Hauptachsen und Hauptträgheitsmomento soll nach 

Anleitung der Fig. 39 durch Zeichnung geschehen. Dabei wollen wir die 
Werte Jx, Jy und Cxy durch die ihnen verhältnisgleichen Flächen Fx, Fy und 
Fxy ausdrücken und letztere für ihre zeichnerische Benutzung auf dieselbe 
Grundlinie d zurückführen, wofür hier 4 ®m angenommen werden mögen.

Diese Flächenumwandlung ist in Fig. 29 geometrisch ausgeführt und 
nach den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen Fx = h - BD = d'B'D 
Fy = h)-FlDl = d ■ B^Di und Fxy =xv DB = d • DB’. Damit -wird 
Jx = F-Fx = F-d-WD, Jy = FFy = FdBi’Dt1 Cxy = FFxy = 
F-d-DB'. Wählt man den Mafsstab für die Auftragung von J„, Jy und 
Cxy so, dafs F- d = 1 wird, so erscheint Jx durch B'D, Jy durch B^Dy und Cxy 
durch DB' ausgedrückt. In Fig. 29 sind die Strecken entsprechend bezeichnet.

In Fig. 44 sind Jx und Jy auf der X-Achse zusammengetragen und im 
Punkte E das Centrifugalmomeut Gxy, weil > 0 als Lot in der Richtung der
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positiven Y-Achse errichtet, wodurch der Punkt T gewonnen ist. Die 
durch T und M gelegte Gerade ergibt mit dem um M beschriebenen Kreise 
vom Durchmesser Jx + Ju die Schnittpunkte B und C. In den Dichtungen 
S B und S C liegen die Hauptachsen I und II und die Hauptträgheitsmomente 
J\ und worden in den Strecken TB und TC gewonnen. Numerisch ist 
Jt = TBF-d=TB F-4=a*F und J^TC F-d = TC-F i^F, 
worin a und b die halben Achsen der Zentralellipse bezeichnen. Aus beiden 
Gleichungen folgt a’ = TB ■ d = TB • 4 und b'= TC- d = TC- 4. Die 
Halbachsen a und b erscheinen als mittlere geometrische Proportionalen zwischen 
d und TB, bezw. d und TC und können, wie in Fig. 45 geschehen, leicht 
zeichnerisch ermittelt werden.

Beispiel 6: Für ein Dreieck (Fig. 45) von der 
Höhe h, der Mittellinie l = h: sin ß sind SX. und SY 
Vergl. S. 21. Es ist Jx=x/i»Fli=Fali, mithin

„ 1 h! l> l la, * =---------= — = — . —
1 18 sin ‘ß 18 3 G’

woraus a. r= ■ / , = 0,io7 • 4- leicht zu konstruieren ist.
V 18 3

Hiermit kennt man 2 Tangenten an die Ellipse nebst 
ihren Berührungspunkten F und F. In Bezug auf SY 

d1
— daher bf^/ud* und b,*—0,md, 

womit wiederum 2 Tangenten mit den Berührungspunkten

Grundlinie d, der 
konjugierte Achsen.

Fig. 45.

G und H gefunden sind. Da man nun jede Seite des Dreiecks als Grund
linie behandeln kann, lassen sich in dieser Weise im Ganzeh 12 Tangenten
mit ihren Berührungspunkten bestimmen.

Beispiel 7: Für ein Parallelogramm sollen in Bezug auf den Schwerpünkt 
S die Hauptachsen und Hauptträgheitsmomente ermittelt werden (Fig. 4G).

Wir erkennen zunächst, dafs die zu den Seiten des Parallelogramms 
(Fig. 46), parallelen Schwerpunktsachsen X und Y, sowie die beiden Diagonalen 
jo einander zugoordnete Achsenpaare sind. Beschreiben wir daher um irgend 
einen Punkt M, etwa auf einer der Diagonalen liegend, einen Kreis durch 
den Schwerpunkt S, so erhalten wir im Schnitt der Geraden BC und B^ 
den Punkt T (Involutionsmittelpunkt vergl. S. 41). Indem wir ferner durch 
M und T den Durchmesser B„C„ legen, ergeben sich in den Richtungen SC„ 
und SB,, die Hauptachsen I und II. Die Trägheitsmomente J\,JuJyr u. s. w. 
sind nach Seite 41 verhältnisgloich den Abständen TC„, TB„, TD u. s. w. Es 
besteht daher die Gleichung

_ <4 _ J*_r
TC„ TB„ TD

Daraus ergeben sich die Hauptträgheitsmomente zu 

j_ j TC„ T__ r TB„
TD ’
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worin das Trägheitsmoment JVr für die Y-Achse bei rechtwinklig gemessenen 
Abszissen x (vergl. Seite 14 Fig. 16) wie für das Rechteck (Seite 15)

, d^h3 Fh‘
Jv'---- 12“ ““TT

zu setzen ist. Die Halbachsen a und b der Zentralellipse werden damit

— ^-‘ViF® ”d
Sie lassen sich leicht durch Zeichnung gewinnen.

Macht man TE—h, zieht DC„ und EH|| DB„, verlängert HF 
über F und H hinaus je um FG — HJ=~— und beschreibt über TG und f •
TJ je einen Halbkreis, so erhält man in den Loten in F und H gegen HF 
die Halbachsen a und b. Es ist nämlich

GF-QT-ET h* 
DT DT

HJ.Hf— DT -12 •
In ähnlicher Weise lassen sich für Querschnittsformen die Hauptachsen 

und Hauptträgheitsmomente etc. leicht ermitteln, wenn zwei zugeordnete 
Achsenpaare von vornherein erkennbar und die Trägheitsmomente für eines 
derselben bequem bestimmbar sind.



Zweiter Abschnitt.

Elastizität und Festigkeit gerader Stäbe, 
Spannungen und Formänderungen.

I. Zug- und Druckspannungen, Dehnungen.
a) Spannungen in der Richtung der Stabachse, Längsdehnungen.

Ein gerader prismatischer Stab werde in der Richtung seiner 
Achse von Zugkräften K ergriffen (Fig. 47), welche unter sich und 
mit den durch sie im Stabe hervorgerufenen Spannkräften im 
Gleichgewicht stehen. F sei der Querschnitt, l die Länge des 
Stabes, beide in ungespanntem 
Zustande gemessen. Dann kann *7‘_______
erfahrungsgemäfs angenommen » —*
werden, dafs die Spannungen o
in allen Punkten eines beliebigen Stabquerschnittes — abgesehen von 
der unmittelbaren Nähe des Kraftangriffs — gleich grofs und in 
ihrer Gesamtheit für den ganzen Querschnitt also gleich o- F sind. 
Das Gleichgewicht der äufseren und inneren Kräfte verlangt dann, 
dafs

K — o-F oder K
F

a =

sei, w?rin a, d. h. die auf die Flächeneinheit entfallende Zug
spannkraft, als Zugspannung bezeichrfet wird. Gleichzeitig mit 
der Zugspannung erfährt der Stab eine gewisse Verlängerung dl, 
welche, solange die Spannung g eine gewisse Grenze nicht über
schreitet, derselben verhältnisgleich ist. Da sie naturgemäfs auch 
verhältnisgleich ist der Stablänge, so folgt sie der Gleichung 
., > . lai — a.-1-a oder -- = a-c, worin a eine vom Stoff abhängige 6

Keck. ElMtizitAtalehre. 4
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Erfahrungsgröfse als Dehnungszahl bezeichnet wird. Die auf die 

Längeneinheit entfallende Verlängerung e = = cl-o wird die Längs

dehnung des Stabes, oder kurz die Dehnung, genannt. — Statt 
der von Bach eingeführten Dehnungszahl a wurde bisher und wird 
noch jetzt in der Elastizitätslehre fast allgemein die sogenannte 
Elastizitätszahl E benutzt. Beide stehen im reziproken Verhältnis 
zueinander. Damit schreibt sich die allgemeine Dehnungsgleichung

. Al o
2)

und unter Beachtung der Gleichung 1

Die in Gleichung 2 ausgedrückte Proportionalität zwischen Dehnung 
und Spannung wurde von dem englischen Physiker Rob. Hooke 
(geb. 1635, gest. 1703) 1679 in die Mechanik eingeführt und heifst 
nach ihm das Hooke’sche Gesetz. Dieses hat indes nur Geltung 
bis zu einem gewissen, vom Stoffe abhängigen Grenzwerte der 
Spannung ö, den man die Proportionalitätsgrenze nennt.

In Gleichung 2 stellt die Dehnungszahl a. diejenige wirk
liche Dehnung e dar, welche der Spannung o=l entspricht. 
Für 0=1 wird in Gl. 2 s = a., während man sich unter der 
Elastizitätszahl diejenige ideelle Spannung o = E vorzustellen 
hat, welche eine Dehnung eins hervorzurufen, d. h. den Stab um 
seine ganze Länge A l — l auszudehnen im Stande wäre. In

Gleichung 2 wird für e — ~ = 1, a — E. Da indes eine so grofse

Spannung o einerseits aufserhalb des Geltungsbereiches des Hooke
schen Gesetzes liegen würde, andererseits auch von keinem Stoff 
(abgesehen von Gummi) würde ausgehalten werden können, so stellt 
E keinen wirklich möglichen, sondern, wie erwähnt, nu^ einen 
ideellen Spannungswert dar. Wenngleich danach die Benutzung der 
Dehnungszahl a natürlicher erscheinen würde als diejenige der 
Elastizitätszahl E, so wollen wir im folgenden doch ausschliefslich 
die letztere anwenden, weil sie z. Z. sowohl in der betreffenden 
Literatur, als auch in der Anwendung noch weitaus vorwiegend 
verbreitet ist und ein praktischer oder wissenschaftlicher Vorzug 
in der Verwendung der einen oder anderen beider Zahlen nicht zu 
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erblicken ist, beide auch jederzeit leicht durch einander ersetzt 
werden können.

Je nachdem die Spannung o unterhalb eines gewissen Grenz
wertes 2 verbleibt oder denselben überschreitet, nimmt der Stab 
nach Beseitigung der Spannungen bezw. der sie hervorrufenden 
äufseren Kräfte genau seine ursprüngliche Länge wieder an, oder 
er behält eine mehr oder weniger erhebliche, sogen, bleibende Ver
längerung bei. Hierin äufsert sich das eigentliche Wesen der 
Elastizität, und jenen Grenzwert 2 nennt man die Elastizitätsgrenze 
des Stoffes. Diese Grenze ist dem Wesen des Dehnungsvorganges 
nach zwar grundsätzlich verschieden von der Proportionalitätsgrenze 
(Seite 50), beide fallen indes für die meisten technisch wichtigen 
Stoffe hinreichend genau zusammen, -um bei den hier zu behandelnden 
1 heorien von ihrer zahlenmäfsigen Unterscheidung absehen zu können. 
Wächst die Spannung o über die Proportionalitätsgrenze, bezw^ 
Elastizitätsgrenze hinaus weiter, so nimmt die Dehnung schneller zu 
als die Spannung, der Stab nimmt nach Beseitigung der Spannungen 
nicht genau seine ursprüngliche Länge wieder an, er verhält sich 
für Spannungen o>j unvollkommen elastisch, und, wenn letztere 
eine gewisse Höhe erreicht haben, tritt ein Zerreifsen des Stabes 
ein. Der Höchstwert der Spannung, bei welchem dies erfolgt, hoifst 
die Zugfestigkeit des Stoffes und soll mit Z bezeichnet werden.

Kehren die Zugkräfte K ihren Richtungssinn um (Fig. 48), so 
werden sie zu Druckkräften und rufen in den Stabquerschnitten Druck
spannungen hervor, die, wenn die Länge des Stabes im Verhältnis zu 
seinen Querschnittsabmessungen ein 
gewisses Mafs nicht überschreitet, 
sich gleichmäfsig über den Quer-----  
schnitt verteilen und eine gewisse
X erkürzung des Stabes im Gefolge haben. (Bei gröfseren Längen 
entsteht gleichzeitig eine seitliche Ausbiegung desselben, womit die 
gleichmäfsige Spannungsverteilung aufhört.)

Bei einer im vorbezeichneten Sinne beschränkten Stablänge ist 
also auch die Druckspannung in allen Punkten eines beliebigen 
Querschnittes die gleiche und wie in Gleichung 1, indem wir K 
mit —K vertauschen,

Fig. 48.

4*
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Ebenso gilt innerhalb gewisser Grenzen das in Gleichung 2 
ausgedrückte Dehnungsgesetz auch für die Verkürzung des Stabes. 
Es ist hier wie dort

2 a)
Al g

^ = y = ^ = ö-a

und unter Beachtung der Gleichung la 

3 a)

Die in den Gleichungen 1 und la durch positive und negative 
Vorzeichen geschehene Kennzeichnung der Kräfte K als Zug- und 
Druckkräfte, bezw. der Spannungen g als Zug- und Druckspannungen 
empfiehlt sich allgemein. In Übereinstimmung damit erscheint die 
positive Dehnung in Gleichung 3 als Verlängerung, die negative in 
Gleichung 3a als Verkürzung. Die positiven oder negativen Spannun
gen G werden wegen ihres Parallelismus zur Längsachse des Stabes 
Längsspannungen, oder wegen ihrer zur Querschnittsebene 
rechtwinkligen Richtung auch wohl Normalspannungen genannt.

Die Proportionalitäts- bezw. die Elastizitätsgrenze für Druck
spannungen, welche letztere mit d bezeichnet werden möge, kenn
zeichnen sich in gleicher Weise wie diejenigen für Zug. — Die 
Druckspannung, bei der die Zerstörung erfolgt, nennt man die 
Druckfestigkeit D des betreffenden Stoffes.

Trägt man die zusammengehörigen Spannungen und Dehnungen, 
wie sie sich bei Versuchen 
ergeben, als Ordinaten und 
Abscissen im Sinne der Fig. 49 
auf, so erhält man eine 
dem betreffenden Stoffe ent
sprechende, das wirkliche 
Dehnungsgesetz darstellende 
Schaulinie, die D e h n u n g s - 
linio, die für Schmiede
eisen ungefähr die Form 
HGABC hat. Innerhalb 
des mittleren Stückes GAB 
von G = — d bis g = z gelten 
die Gleichungen 2 und 2a, das Hooke’sche Gesetz.
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Es mag hier kurz bemerkt werden, dafs das Hooke’sche Gesetz 
nur für gewisse Materialien genaue, für andere nur mehr oder weniger 
annähernde Giltigkeit besitzt. So gut wie genau folgen dem 
Gesetz in ihrem elastischen Verhalten die meisten Metalle; nament
lich die für die Technik wichtigsten, Schmiedeeisen und Stahl, sowie 
Holz u. a. Stoffe. Das Gufseisen und vor allen Dingen natürliche 
Bausteine, Beton, Mörtel etc. erfüllen das Gesetz nicht, oder nur 
annähernd. Für diese Materialien ist die genaue Abhängigkeit 
zwischen Dehnung und Spannung im allgemeinen nicht be
kannt. Die Elastizitäts- und Festigkeitseigenschaften derselben sind 
übrigens auch so sehr von Zufälligkeiten ihrer Entstehung bezw. 
Herstellung und den Grundstoffen, aus denen sie bestehen, abhängig, 
dafs die Aufstellung allgemein giltiger Dehnungsgesetze in für die 
Anwendung brauchbaren mathematischen Formen Schwierigkeiten 
begegnet. Man ist daher auch bezüglich dieser Materialien z. Z. im 
allgemeinen noch auf die Anwendung des Hooke’schen Gesetzes 
angewiesen. In wichtigeren Einzelfällen bietet die genaue Ermitte
lung der Dehnungslinien für ein bestimmtes Material durch Versuche 
und damit die Nachprüfung der etwa auf Grund des Hooke’schen 
Gesetzes gewonnenen Kechnungsergebnisse keine besonderen Schwierig
keiten. Es soll darauf hier nicht näher eingegangen, später jedoch 
noch zurückgekommen werden.

Die Elastizitätszahl E ist für alle Stoffe, welche dem Hooke’schen 
Gesetze genau folgen, für Zug- und Druckspannungen gleich grofs. 
Bei denjenigen Stoffen, bei welchen das nur annähernd der Fall 
ist, ist die Elastizitätszahl E mit der Spannung 6 veränderlich. 
Um trotzdem auch auf sie das Hooke’sche Gesetz in tunlichster 
Übereinstimmung mit den wirklichen Spannungs- und Debnungs- 
vorgängen anzuwenden, empfiehlt es sich zuweilen, für die in Frage 
kommenden Spannungsintervalle beiderseits des spannungslosen Zu
standes Mittelwerte von E einzuführen, die dann meist für Zug- und 
Druckspannungen verschieden sind.

Der Verlauf der ganzen Dehnungslinie vom spannungslosen Zustande bis 
zum Bruch durch Zerreifsen, wie sie sich etwa für zähes Flufseisen ergibt, 
ist in Fig. 50 und 50 a dargcstellt, wobei in Fig. 50 a die Dehnungen in 
gröfserem Mafsstabe aufgetragen sind. Danach wächst die Dehnung mit der 
Spannung verhältnisgleich bis zum Punkte B, wo darüber hinaus
bis C nimmt die Dehnung stärker zu als die Spannung,’ die Dchnungslinie 
löst sich tangential von der Geraden AB ab und verläuft dann jenseits C
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eine gewisse Strecke bis D fast wagerecht, ohne wesentliche Vermehrung der 
Spannung wächst die Dehnung schnell weiter; es findet ein „Strecken“ des 
Stabes, oder bei Druckbeanspruchung ein „Stauchen“ oder „Quetschen“ 
desselben statt. Den Wert a = AC nennt man daher wohl „Streck-“ oder

Fig. 51.

„Fliefsgrenze“ bezw. „Stauch- oder Quetschgrenze“. Bei weiterer Steigerung der 
Spannung a bis zu ihrem möglichen Höchstwerte Z = A Ei der Zugfestigkeit 
erhebt sich die Dehnungslinie bis zum Punkte E entsprechend einer Dehnung 
t = A E,, welch letztere sich noch gleichinäfsig über die Stablänge verteilt. 
Jetzt aber tritt inmitten der Stablänge an einer etwa zufällig etwas weniger 
widerstandsfähigen Stelle eine örtlich begrenzte, 
den Bruch vorbereitende schnelle Dehnung und 
gleichzeitig eine Einschnürung des Stabes, eine 
starke Verminderung seines Querschnittes ein.
(Vergl. Fig. 51.) Dabei nimmt die Spannung
zuerst allmählich von ihrem Höchstwert Z bis zum Betrage a=AGx 
wieder ab und sinkt alsdann mit dem Eintritt des Bruches plötzlich auf Null 
herab, während die Dehnungslinie von G abwärts nach G2 verläuft Um aus 
der Kraft K, welche den Stab vom Querschnitt F zum Zerreifsen brachte, 
seine Festigkeit Z = -p zu berechnen, ist für F die Querschnittsfläche im 
spannungslosen Zustande, also nicht der vor dem Bruche eingeschnürte Quer
schnitt, einzuführen.

Ausführliche und wertvolle Ergebnisse von Festigkeitsversuchen finden 
sich u. a. in dem Werke über „Elastizität und Festigkeit“ von C. Bach.

Ala Mafseinbeiten wählen wir auch hier wieder in der Regel 
für die Kräfte das Kilogramm, für die Längen das Zentimeter. 
Eine Spannung (vergl. 8. 3) kann nur als bekannt angesehen werden, 
wenn die Kraft- und Flächeneinheit bekannt sind, auf die sie be
zogen ist. Als Spannungseinheit gilt die Spannkraft von ein Kilo
gramm auf einen Quadratzentimeter, technisch als eine Atmosphäre 
bezeichnet.
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Die für einzelne Stoffgattungen geltenden Elastizitäts- und 
Festigke^zahlen E, z, d, Z und D sind je nach der Güte des 
Stoffes im Einzelfalle natürlich verschieden. ’ In folgender Tabelle 
geben -wir Mittelwerte derselben für die wichtigsten Materialien an.

Elastizitäts- und Festigkeitszahlen in at.

Stoff
Elastizitätsgrenze Festigkeit

ElastizitätszahlZug 
z

Druck 
d

Zug 
Z

Druck 
D

Gufseisen .... 600 1600 1300 7000 1 000 000
Schmiedeeisen . . 1600 1600 3500 3500 2 000 000
Stahl ................. 3000 3000 5000 6000 2 200 000
Gufsstahl .... 4500 4500 7000 8000 2 200 000
Holz ....... 250 170 750 500 100 000
Glas..................... 340 1450 340 1450 1 000 000
Kautschuk. . . . 20 — 30 •V 10

Wie Seite 2 und 3 ausgeführt, betrachten wir einen elastisch
festen Körper als im Gleichgewicht, wenn nicht nur die auf ihn
wirkenden äufseren Kräfte für sich, sondern auch die an einem 
beliebigen durch eine Schnittebene abgegrenzten Teile desselben 
wirkenden äufseren Kräfte mit den in der Schnittebene auftretenden 
inneren Spannkräften im Gleichgewicht sind. Erreichen letztere dabei 
eine solche Höhe, dafs sie der Festigkeit des Körpers gleichkommen, 
so befindet sich der Körper bezüglich des Widerstandes der inneren 
Kräfte gegenüber den Angriffen der äufseren im Grenzzustande des 
Gleichgewichtes, die geringste Steigerung der Kraftwirkungen würde 
eine Zerstörung des Körpers im Gefolge haben. Die Anforderungen 
an die Standsicherheit der Bauwerke, bezw. an die Tragsicherheit 
der Bauteile oder an die Betriebssicherheit der Maschinen gegenüber 
den angreifenden Kräften werden durch ein derartiges Gleichgewicht 
naturgemäfs nicht befriedigt, es mufs vielmehr verlangt werden, 
dafs die unter der den obwaltenden Umständen nach gröfstmöglichen 
Belastung eines Bau- oder Maschinenteiles in irgend einem Quer
schnitt desselben auftretende stärkste Spannung o nur einen Teil 
der Bruchfestigkeit des betr. Baustoffes betrage, bezw. daft die 
mögliche gröfste, d. h. die zulässige gröfste Belastung nur einen 
Teil der äufsersten Tragfähigkeit des Bauteiles ausmache. Unter 
allen Umständen darf die Spannung o die Elastizitätsgrenze nicht 
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überschreiten, weil bleibende Formänderungen unzulässig sind. Den 
Quotienten Bru^festigkeit dcs Baustoffes Tragfähigkeit

Eintretende gröfste Spannung a h Zulässigenselastung 
nennt man das Mafs der Sicherheit gegen Bruch; wir bezeichnen 
es hinfort mit n. Die „zulässige Spannung“ oder „Beanspruchung“ 

ist G= \ bezw. =—. Die Zahl n ist eine durch die Erfahrung an 

die Hand gegebene; für ihre Wahl im bestimmten Einzelfalle kommen 
u. a. folgende Umstände in Betracht:

1. Ob und inwieweit der betr. Bauteil je nach seinem Ver
wendungszwecke der Abnutzung, oder je nach den örtlichen Ver
hältnissen und den herrschenden Witterungseinflüssen der Rostbildung 
oder der Fäulnis etc. unterliegt und dadurch eine Verminderung 
seiner Widerstandsfähigkeit gegen Bruch erfährt.

2. Welchen Grad der Genauigkeit die Unterlagen für die Be
rechnung der erforderlichen Stärkenabmessungen, d. h. für die 
„statische Berechnung“ aufweisen, bezw. mit welcher. Schärfe sich 
die in dem Bauteile herrschenden Spannungsverhältnisse beurteilen 
lassen.

3. Die Wichtigkeit des Zweckes, welchem das Bauwerk etc. 
dient, und die Dauer, welche man von ihm verlangt.

Es ist ersichtlich, dafs bei der statischen Berechnung eines 
nur im geringen Mafse der Abnutzung und der Vergänglichkeit 
unterliegenden, in seinen Spannungsverhältnissen genau zu beurteilen
den Bauteiles das anzuwendende Sicherheitsmafs n geringer an
genommen werden kann, als im entgegengesetzten Falle, zumal 
wenn auch noch der zu erfüllende Zweck ein untergeordneter und 
die verlangte Dauer nur eine geringe ist. Nach diesen Gesichts
punkten schwankt der übliche Wert für n etwa zwischen 2'A bis 8.

Anwendungen.
Beispiel 1; Eine Stange aus Stabeisen 2 Länge und 2 XlOcm Quer

schnitt kann bei a = 700«t zulässiger Spannung eine Zugkraft-20- 700= 14000 kK 
aufnehmen. Die entsprechende Dehnung beträgt « = 700 : 2000000 = O.ooosj, 
die Verlängerung J l = l. e = 200 • 0,0003s = O,oi ™. Um den Stab bis zur 
Elastizitätsgrenze zu spannen, würde eine Zugkraft von 20-1600 = 32000 kg 
erforderlich sein. Dabei wird die Dehnung e= 1600 : 2000000 = O.ooos und 
die Verlängerung 41 = O,ooo« • 200 = 0,ia

Zum Zerreifsen würde eine Kraft von 20 • 3500 = 70000 kg notwendig sein.
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Beispiel 2: Eine ursprünglich spannungslose runde Eisenstange von 2 cm 
Durchmesser wird an den Enden festgehalten und sodann um 20° C abgekühlt. 
Wäre die Stange frei, so würde sie bei einer Ausdehnungszahl von '/’oooo für 
1°C eine Verkürzung von 20:80000= 1:4000 erfahren. Diese Verkürzung 
mufs, da die Enden festgehalten sind, durch eine gleich grofse elastische 
Dehnung dos Stabes e = I : 4000 wieder ausgeglichen werden. Es entsteht 
also eine Spannung a— e • E— 2000000 • 4000 = 500 »t und eine Spannkraft 
K =500'3,u= 1570 ks.

Beispiel 3: Eine prismatische Stange von der Länge l und der Stoff
dichte p sei an ihrem einen Ende lotrecht aufgehängt und werde am andern 
in achsialer Richtung von einer Kraft K ergriffen (Fig. 52). 
Welchen Querschnitt F mufs die Stange erhalten und welche 
Verlängerung erfährt sie, wenn die unter der Wirkung der 
Kraft K und des Eigengewichtes der Stange eintretende gröfste 
Spannung zu a, angenommen wird?

Wir denken uns die Stange im Abstande x vom unteren 
Ende geschnitten und an dem abgetrennten Ende eiuerseits das 
Eigengewicht derselben und die Kraft K und andererseits die 
über die Schnittfläche verteilten Spannkräfte aF angreifend. 
Dann verlangt das Gleichgewicht des Trennstückes, dafs

K
■= SOI-

Fig. 52.

und ebenso die<r erscheint mit x in linearer Abhängigkeit^veräuderlich 
Dehnung .= = ± ■ (y • x + *) .

Für x = l nimmt <r den Gröfstwert <r, an und es wird <r, = p • l -|- , der

erforderliche Querschnitt demnach F—--------y.

Bezeichnen wir mit dx die Verlängerung des Trennstückes x, so ist 
diejenige eines Längenelementes dx im Abstande x

d(dx) = e- dx = -~<7 = ^[p-x+~\, 

und durch Integration zwischen den Grenzen 0 und x erhält man

dx = , £ 
ax = -=■ 

E
also für

0

X=l =
und mit dem oben berechneten Werte für F

JZ =
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Für l — 200m = 20000«'n, 40000 kg . = 400»*, E— 2000000 »t,
/ — 7800 kg/m> = O,ooie kg/cm> wird

40000
* ~ 400—156 ~

1 / r^_ 20000
E\l 2/ 2000000’

164 cm«

(400 —78) = 3,aicm.

Die Spannung <r0 am unteren Ende für x — 0 stellt sich auf 
' 40000 ... .

^^-iBr3244“’
Beispiel 4: Im Beispiel 3 ist die Widerstandsfähigkeit des Materials 

der Stange nur am oberen Ende, von da abwärts aber nicht mit der zu
lässigen Spannung <rt ausgenutzt Es soll eine solche Form der Stange, bei 
welcher in j e d e m Querschnitte die Spannung a, herrscht, d. h. eine sogenannte 
„Form von überall gleichem Widerstande“ ermittelt werden.

Der Querschnitt F der Stange mufs nunmehr mit seinem Abstande x
vom unteren Ende zunehmen. Im Abstande x sei er 
stände x + dx, F-^-dE. Denken wir uns ein Stück 
von der Länge dx herausgeschnitten, so wirken an 
demselben die aus der Fig. 53 ersichtlichen Kräfte, 
wobei d G = F■ dx • / ist. Es mufs daher sein

F-o, 4- d G — (F 4- d F) <r, = 0 
dF f- dx

gleich F and im Ab-

oder, zwischen den Grenzen 0 
integriert,

und x, bezw. Fü und F

1 f _r-x 
Fo

Nimmt man beiderseits 
so wird

d. 1.

die Briggs sehen Logarithmen, 
. F yx, 
log K = -— log e

F» <rt

a.F*

Fig. 53.

Die Dehnung s ist, wie die Spannung a in allen Querschnitten gleich;

F f- x
Fe ~ V

daher die Verlängerung JZ = «-Z = -A.f.

Für die in Beispiel 3 angenommenen Zahlwerte ergibt sich zunächst für 
den Querschnitt am unteren Ende FB =— =-^^ = 100 «m«. Mit

<?i 400
1 n j r 0,0078 , „ . ,löge = 0,434 und — = —— = rot0,0001» wird für<7i 4UU

tt
x= 5000«m log =- = 0,434 • 0,10 und — =lios 

Fq Fo
F F«= 10000cm log— = 0,434-0,20 und -=„-=1,mi

Fo Fo
F Fx = 15000«m log =- = 0,434 • 0,so und =- = 1,35 

Fo Fo
. F F

a: = 20000on' log =-= 0,434 • 0,40 und -=-.= 1,4» 
Fo Fa

F= 1,105 • 100 = 110,5cm*,

F'= 122,1 cm’,

F=135«m’,

F= 149 cm«.



I. Zug- und Druckspannungen, Dehnungen. 59

Die Verlängerung ist dl = ■,— • 20000 = 4 «“.2Uüü 000
Das Gewicht der ganzen Stange erhält man aus der Gleichgewichts

bedingung für den oberen Querschnitt G -f- K = F • zu
G = F^ - K— 149 • 400 — 40000 = 19600 kg;

während die Stange mit überall gleichem Querschnitt von 164cm1 ein Gewicht 
G = 164 • 0,oou • 200000 — 25584 kg aufweist.

Beispiel 5: Die Herstellung der genauen Form von gleichem Widerstande 
begegnet häufig Schwierigkeiten, und man mufs sich mit einer gewissen An
näherung an dieselbe begnügen, indem man den Querschnitt 
statt allmählich stufenweise vom unteren Ende aufwärts an
wachsen läfst (Fig. 54), so dafs jede Stufe in ihrem oberen 
Querschnitt die zulässige Höchstspannung <rt erfährt.

Sind A,, h2, h„. . . l„ die Längen, Ft, F3 ... Fn die 
Querschnitte der einzelnen prismatischen Stabenden, so gilt 
nach den Ausführungen zu Beispiel 3 für den Querschnitt der 
unteren Stufe

Am unteren Ende der zweiten Stufe wirkt dann eine abwärts 
gerichtete Kraft

Der Querschnitt der zweiten Stufe mufs daher sein
P = -^i _________ at K______

2 "i — rh2 ^i-r^ (»i—r\Y
Ebenso ergibt sich für die dritte Stufe 

p — gi ___________ ^i2' __________
" a,— rh, (aj—yAJ (.r, —yAJ (^-^A,)

und für die wte Stufe

Fig. 54.

ir B—1 K
*"—(ai— rhj fa-rhi) ••• ^i~rhn)'

Erhalten die einzelnen Stufen alle die gleiche Länge h, so wird der Quer
schnitt der nten Stufe

_ n—1 iz
= —-------~(a.-M)"

Für die in Beispiel 3 genannten Zahlenwerte ergibt sich bei Anordnung 
von fünf gleichen Stufen je von der Länge 4000 cm

_ 40000 ,no . _ 400-40000
400 — 31,» — (400 - 31,»)’ ’

_ 400’-40000 _ 
3 (400 — 31,«)’ —
_ 400«-40000

* (400—31,»)’

4003•40000 
(400-13,»)«

128 cm’, Ft

150 cm».

138,» «»’,
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Das Gesamtgewicht ist wie in Beispiel 4
G = • F,, — K = 400 • 151 — 40 000 = 20 400 kg.

Alles hier im Beispiel 3 bis 5 für hängende, auf Zug beanspruchte 
Stangen gesagte gilt sinngemäfs auch für stehende auf Druck beanspruchte 
Stäbe, Säulen u. s. w , sofern eine Knickgefahr nicht cintritt (vergl. Seite 51).

Beispiel ß: Eine in ihrer Oberkante 0,sa ™ starke 25 ® hohe lotrechte 
Backsteinmauer ist in ihrer Oberfläche so belastet, dafs auf l,om ihrer Länge 
eine Last von 35000 kg entfällt. Sie soll nach unten stufenweise auf 0,ai und 
0lm m so verstärkt werden, dafs die Druckspannungen an keiner Stelle 10 »‘über
steigen. In welchen Abständen von ihrer Oberfläche haben die Verstärkungen 
stattzufinden, wenn die Dichte der Mauer 2000kg/m> = 0,002 kg/cm, beträgt?

Die Spannung in einer Tiefe ht unter der Oberfläche (vergl. Fig. 55) ist

und daraus

r-F\
Für die zweite Stufe ist Kx — a-Ft, also wie oben

_F,a-Kl _a (Fi-Fl)
2 r-Ft r-F, 

__ a Fg) 
r?» 

Mit K — 35 000 kg, ff=10«‘, y = 0,002 kg/cm> und
F} = 38 ■ 100 = 3800 « n *, = (38 + 13)-100 = 5100
F, = (38 4- 2 ■ 13)-100 = 0400 cm» wird

Fig. 55.

, 3800-10 - 35000
=---- ä------ -----------= 390 ™ = 3 0,002 • 3800

hl

-r
ht

-r
. 10(5100 -3800)' 1O_.\ =---- n-------»TÄH—~ = 1275 cm = 12,™ m> 0,002 -5100
h — 10 (6^°° ~ 5»00) 

0,002 • 6400 1015 cm = 10,16 m.

Da die Mauer nur 25 m hoch ist, obige Einzelhöhen aber zusammen 
bereits eine Höhe von 3,os + 12,vs —|— 10,15 = 26,86 m ergeben, so ist eine Ver
stärkung über 64 cm hinaus nicht erforderlich.

b) Spannungen in der Richtung der Stabachse und senkrecht 
zu ihr, Gesamtdehnungen, Anstrengungen.

Die Formänderung eines in der Richtung seiner Achse von 
Zug- oder Druckkräften ergriffenen Stabes besteht nicht allein in 
einer gewissen Verlängerung oder Verkürzung desselben, sondern 
mit den Längsspannungen treten aufser den Längsdehnungen auch 
Querdehnungen ein.
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Fig. 56.

Wirkt an zwei einander gegenüberliegenden Endflächen eines 
rechtwinkligen Parallelepipeds, dessen Stoff dem Hooke’schen Gesetze 
folgt (Fig. 56), eine in allen Punkten der Flächen gleiche Spannung 0,, 
so bedingt dieselbe im Gleichgewichtszustände eine Dehnung des 
Körpers in ihrer Richtung

J .v ox 
k ’ X Dj

(Vergl. Gl. 2, S. 50.)
Erfahrungsgemäfs treten 

gleichzeitig in den Rich
tungen der Kanten y und 
z Verkürzungen, negative 
Querdehnungen genannt, 
ein, welche, wenn der Körper'völlig „isotrop“ ist, den Gesetzen folgen,

Ay ox Az dx
y m - E z m - E

worin der Koeffizient m nach angestellten Versuchen zwischen 3 und 4 
schwankt, für Schmiedeeisen aber zu 4 angenommen werden kann. 
Die Querdehnungen sy und s, fallen also gleich grofs aus, und nach

. . . . Ox Iobigem ist Ey ~ e,— —---- - =---- -  • ex.m- E 4
Wirken nun gleichzeitig an allen Seitenflächen des Parallel

epipeds Normalspannungen av und so entstehen in der

X-Richtung: durch die Spannung die Längsdehnung und 

durch die Spannungen oy und ö, die Querdehnungen —^7^"’ ^ezw-

- , im ganzen also die Dehnung
m-E

e = —(ax — j Und ebenso in der V- und Z-Richtung 
E \ ' m /

4) m
1 / 0.+ ay\

£> — \ /1 E \ »i /
worin je nach der relativen Gröfse und dem Vorzeichen der Span
nungen oy und a, die Dehnungen ex, £y und e, positiv oder 
negativ ausfallen können. Für die Sicherheit eines elastisch festen 
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Körpers, hier also des Parallelepipeds, gegen Zerstörung, ist nun, 
wenn nur in einer Richtung eine Spannung o auftritt, diese oder 

die ihr verhältnisgleiche Dehnung s = mafgebend; wirken gleich- 

zeitig mehrere Spannungen o„ Oy und o., so hängt die Sicherheit eines 
Körpers von der durch die Spannungen erzeugten gröfsten Dehnung ab. 
Diejenigen Spannungen Sy und in der Jf-, Y- und Z-Richtung, 
welche dieselben Dehnungen ex, Ey und e, hervorbringen würden 
wie die drei Einzelspannungen ox, o., und ot zusammen und welche 
daher auch den Körper der Zerstörung durch Zerreifsen oder Zer
drücken in den drei Richtungen ebenso nahe bringen würden, wie 
diese in ihrer Zusammenwirkung, nennen wir hinfort die Anstrengung 
des Körpers in den drei Richtungen. Wie nach Gl. 2 o-e-E, 
so ist demnach zufolge Gl. 4

5) Sy = Ey' E = Oy —

Gr+jh 
m

6. + 0:
m

s, = e,-E= o, — .
m

Je nach der relativen Gröfse und dem Vorzeichen von o.
und a, können s, s,j und st positiv oder negativ, gröfser oder kleiner 
als die Einzelspannungen ox, ov und o. in denselben Richtungen 
ausfallen.

Beispiel: Der schmiedeeiserne Mantel eines Hohlzylinders erleidet infolge 
inneren hydrostatischen Überdruckes in der Richtung senkrecht zur Zylinder
achse eine Zugspannung ax = 600 •» und in der Richtung parallel zu derselben 
eine solche ay = 300»*. Welche Anstrengungen und welche Dehnung erfährt 
das Material in den bezeichneten Richtungen?

Nach Gleichung 5 ergeben sich, indem man a, = 0 und m = 4 setzt, 
die Anstrengungen zu

sx = ax - = 600 - = 525 »‘
4 4

und Sy = Oy---- = 300 — = 150 **.
4 -4

Die Dehnungen betragen mit E = 2 000 000 »‘
•V 525

8y 150
Cv^E~ 2 000 000 = 0,000 074 -

Hierbei sind die Anstrengung s, und die Dehnuug aufser acht gelassen.
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Bei einer Länge des Zylinders von 10 m = 1000 e« und einem Durch
messer von 2 m = 200 o“ würde

die elastische Verlängerung J<i = e, ■ 1 = 0,oooso • 1000 = O,au om
und die elastische Erweiterung J l — ty • d = 0,ooo 076 • 200 = O,ois om 

ausmachen. ,
Tritt an Stelle der Zugspannung <ry = 300parallel zur Achse eine 

gleich grofse Druckspannung, so wird

«x = = 600 + = 675 •*,4 4

«y = = 300 + = 450 »t.
4 4 .

675 
e* = »"ööö

450
~ 2 000 000 “ S«»0«*»

J d = 0,070 337 s ■ 200 = rot. 0,34 om , 
dl = O,ooom • 1000 = O,o«6 om

c) Zug- und Druckspannungen und Dehnungen in der Achsrichtung 
eines Verbuudstabes.

Unter einein Verbundstabe wollen wir einen prismatischen Stab 
verstehen, der in symmetrischer Anordnung zu seiner Achse aus 
stofflich verschiedenen prismatischen Längsteilen so zusammengefügt 
ist, dafs eine gegenseitige Verschiebung der Teile nicht eintreten 
kann; die Zahl der Stoße soll hier auf zwei beschränkt werden. 
Ein solcher Verbundstab entsteht z. B., wenn eine Eisenstange in 
einen prismatischen Beton- oder Zementkörper eingebettet wird.

Greifen achsiale Zug- oder Druckkräfte K einen Verbundstab 
(Fig. 57 a und 57 b) an, so entsteht die Frage, welche Spannungen 
und Dehnungen wer
den in den stofflich Pig' 57 a-
verschiedenen Teilen- k\ -------------------------------------- j k

desselben hervor- I _Z_
gerufen? '< ------------1------------------>'

In folgendem be
zeichnen nun a, und  Pig‘ 571 ,  -
c2 die unter der Wir- k,, k
kung der Achsial- [ -1...
kräfte K in den stoff
lich verschiedenen Teilen auftretenden Spannungen, Ft und F^ die 
Querschnitte, E{ und E^ die Elastizitätszablen der beiden verbundenen 
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Stoffe. Bei der gemachten Annahme gegenseitiger UnVerschiebbar
keit der Teile erfahren diese natnrgemäfs die gleiche Verlängerung A l, 
bezw. die gleiche Dehnung e.

Nach Gleichung 2 bezw. 2 a ist diese gemeinsame Dehnung 
für Stoffe, welche dem Hooke’s'chen Gesetze folgen,

Gleichmäfsige Verteilung der Spannungen ö, und ö2 auf die 
Querschnitte t\ bezw. F2 vorausgesetzt, fordert das Gleichgewicht 
zwischen den äufseren und inneren Kräften ferner 
7) K = Gt • Ft + G2- F2.

Aus Gleichung 6 und 7 folgt

_ KE' _ K K 
W?,.* ri + Fl&\ Fl+^

8) '
= KEi =___K = K

2 Fx Ei -f- F2E2 F2 m'F\Jr F2'
1 E2 2

JEwenn —J- mit m bezeichnet wird, und die gemeinsame Dehnung

9) e_A_____*____ ,
1 F, F.F.+F,^'

wobei a, und o2 und e mit K im Vorzeichen gleichstimmig aus
fallen.

Folgen die Stofle nicht dem Hooko’schon Gesetze, ist dagegen eine andere 

Abhängigkeit zwischen der Spannung und Dehnung bekannt, etwa e = ,,, 
»1 «2

so tritt an Stelle der Gleichung 6 eine Gleichung von der Form c = -g— = .

Die Gleichungen 8 unterscheiden sich von Gleichung 1 dadurch, 
dafs in den ersteren die Spannung G abhängig, in der letzteren 
unabhängig von dem elastischen Verhalten der Stoffe erscheinen. 
Für Ei — F^ — E gehen Gleichungen 8 und 9 in die GL 1 und 2

über; es wird o, = a2 — = p und £ •

Nach den Gleichungen 7 und 8 sind die in beiden Stoffen 
eintretenden Spannungen und a2 verhältnisgleich den Elastizitäts
zahlen Ei und derselben. Stehen nicht auch die Festigkeiten 
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beider Stoffe in gleichem Verhältnis zueinander, so sind bei einer 
^stimmten Belastung K die Sicherheitsziffern n, und n2 der beiden 
Stoffe gegen Bruch verschieden.

Verlangt man, dafs die Spannungen ax und a, im gleichen Verhältnis 
mit den Festigkeiten der verbundenen Stoffe, oder in irgend einem anderen 

Verhältnis ~ = ß stehen sollen, so müssen auch die Dehnungen e, und ea ein 

entsprechendes Verhältnis aufweisen; es mufs sein
<*1 i * ai , «i a, E« ß

®i — "xf un<l = also ~ —----- fr = — und daraus «j-<r2 Ex m

Dieser Unterschied in den Dehnungen beider Teile mufs zur Zeit der 
Herstellung ihrer unverschiebbaren Verbindung bereits vorhanden sein und 
einer derselben daher vorher eine solche Anfangsdehnung tj — e2, bezw. eine 
entsprechende Anfangsspannung <ra erhalten. Letztere müfste für den Teil von 
der Elastizitätsziffer Ex

= («i — <i) -^i = (l — <Ti oder für den anderen Teil

<% = (»i — «i) -Eü = (1 — H <r2 betragen.

Beispiel 1: Der Verbundstab besteht aus Schmiedeisen und Gufseisen, 
. . Ex 2000000 „ . x

sodafs m = = yöööÖÖÖ= 2 lst' Fornor 8el = -^= 10und

^=4- 15000 (Zugkraft). Dann wird nach Gl. 8
K ^=)000a 

15
2

2 • + Ft 30
15000 = 500 »t.

Da für Schmiedeisen Zx = 3500“‘ und für Gufseisen Zx = 1300 »t, ao er

gibt sich für ersteres die Sicherheitsziffer n, = = 3,s und für letzteres

,lj = 2,9' Verlangt man für beide Stoffe gleiche Sicherheit gegen 

Bruch, so mufs ß — = = —— = rot. 2,7 sein. Dann folgt aus Gleichung?, 

wenn man a. = —L setzt
2,7

K =1095.»
10 + ^ •

1095 „nr , — = 405 “t.
2,7

Keck, KlaetiziUtslehre. 5
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Die Anfangsspannung für Schmiedeisen müfste betragen
<rlo = (l -^)-1095 = 4-285a»

und für das Gufseisen <r,a = (l— •—) • 405 = — 142 al 

entsprechend einer Anfangsbelastung Kia = 4- 10 • 285 = 4-2850 kg 
bezw. K„ = - 10-142,o = -1420 kg.

Beispiel 2: Ein Eisenstab 3«”’ Querschnitt ist achsial in einen prisma
tischen Betonkörper*)  von 100 «”2 Querschnitt im spannungslosen Zustande 
einbetoniert. Für Zugspannungen in Beton sei Et = 100000 »t, also

*) Die Elastizitätsziffer ist für Beton mit der Spannung a veränderlich. 
Die in den Beispielen angenommenen Werte für Druckspannungen JE, = 200000at 
und für Zugspannungen J?3= 100000at sind Mittelwerte für die nächsten 
Intervalle beiderseits des spannungslosen Zustandes.

2000000
100000m

Wird der Verbundstab 
für den Eisenstab

durch eine Zugkraft von 4000 kg ergriffen,' so wird

"i
4000

100 
'20

500 »i

oder für den Betonkörper
500 „ ,— = 2o20

Ersterer trägt 3 • 500 = 1500 kg, letzterer 100 ■ 25 = 2500 kg.
Bei diesen Spannungen ist die Festigkeit des Eisens in nicht befriedigen

der, diejenige des Betons in unzulässiger Höhe in Anspruch genommen. Der 
Eisenstab soll mit einer solchen Anfangsspannung trla einbetoniert werden,

dafs ß

Dio

betragen.

-1 = 200 wird. Aus Gleichung 7 folgt dann 
4000 ,

• 3 + 200
1143 . .

”=2ÖÖ=6’’'“-
Anfangsspannung des Eisenstabes muis

Der Eisenstab trägt jetzt 3 • 1143 = 3429 kg und der Betonkörper
100 • 5,?i =571 kg.

Wird bedungen, dafs der Eisenstab nur 1000at, der Betonkörper 5 at

Spannung erhalten und das Querschnittsverhältnis beider
so ergibt sich aus Gleichung 7 der erforderliche Eisenquerschnitt 

„ ’ 4000
------------------ = 3,33 cm *

1 1000 4-40-5
und für den Betonkörper = 40 • 8,s» = 133,3«”’

—1 = 40 sein soll,F.
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Die Anfangsspannung des Eisenstabes mufs jetzt sein

1000 = 900

Beispiel 3: Bei Herstellung des Verbundstabes in Beispiel 2 — Eisen
querschnitt F, =3 «m2, Betonquerschnitt Ft = 100 »"'a — werde die Eiseneinlage 
durch irgend eine achsiale Zugkraft Ka von 3000 kg in einer Anfangsspannung

= —g ■ = 1000 at erhalten und nach völliger Erhärtung des Betons durch 

Beseitigung der Kraft Ka entlastet. Jetzt strebt die Eisenstange in den 
dehnungs- und spannungslosen Zustand zurückzukehren; dem widersetzt sich 
aber in gewissem Grade der sie enthüllende Botonkörper, der dadurch eine 
gewisse Druckspannung und Verkürzung erfährt. Da äufsere Kräfte auf den 
Verbundstab nun nicht mehr ein wirken, müssen die einander entgegenwirkenden 
inneren Spannkräfte im Eisen und Beton sich das Gleichgewicht halten. In 
jedem Querschnitt mufs sein die Summe aller Spannkräfte

h) i 4* Ft — 0 >
wenn ax wieder die Spannung im Eisen, <r2 diejenige im Beton bezeichnet.

Während die Spannung in der Eisenoinlage von <rla auf a, zurück geht, 

vermindert sich die Dehnung der Stange um sa — et = -■—- Eine 

genau gleiche negative Dehnung erfährt dabei die Betonhülle, während ihre 
Spannung von 0 auf <r2 anwächst. Daraus folgt die Gleichung

2.)

Die Lösung beider Gleichungen 1, und 2j ergibt
•a

F,

; 3 f^e,
F, E,

Für ^=3cm* 7^= 100cm2, also ^ = O,os und für Schmiedeisen 
/2 •

Ex = 2000000 »*, für Druckspannungen im Beton E., = 200000 also — = 10
E> •

wird 1000
1 4- O,os - JO

1000

£+'«

770 «»

23,1 a».

Die in allen Querschnitten von den beiden Stoffen wechselweise auf einander 
ausgeübte Zug- bezw. Druckkraft ist 770 • 3 = 23,i • 100 = 2310 kg.

Wird der Verbundstab einer beliebigen Achsialkraft K ausgesetzt, so 
tritt an Stelle der Gleichung Fx + <r, F2 = 0 die Gleichung ax Fx -| at Ft — K.

5*
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Hieraus und aus der Gleichung 2, ergibt sich dann

Für
Für

a +A.A ‘«+ra e*
1 i + *.£

E,
„ 4*.Ä

'■» Ft E. K "
** +/*'

E.

K—0 gehen die Gleichungen 4, in die Gleichungen• 3, über. 
JC= 2000 wird

w1»
1 + 0,o» • 10

’ooo + T

4- 923 »*

2000 •
100

0,03

FBr TT =3000 wird ^ = 1000
<z> = 0 wie zu erwarten.

Für 7f=4000 wird

1000 + T

1 4-0,03- 10 = 4- 1077»*,

>000 4>-^ , 4000

p-4-10 1,03

100

inufs 
also

Da sich jetzt als Zugspannung horausstellt, wie zu erwarten war, so 
die dafür mafsgebende kleinere Elastizitätszifier Ea = 100000 «*, 

Jf
—* = 20 angenommen werden. Dann wird

iaaa . '4000-20
000 100

, 1 4- 0,03 • 20 = 4-1125»*,

1Ann , 4000-20
000+ 100 , 4000

^4-20
0,03 •

100 4- 6,ss »*.

4-10
4

Die Frage, für welche Druckkraft — K die Spannung <r, in der Eisen
einlage gleich Null wird, beantwortet sich nach der ersten Gleichung 4„ indem

Eman den Zähler im Apsdruck für <r, gleich Null setzt. Es wird dann für -4=10 Äa
1000-100

10
10000 k«

und dabei at = — 10 »*.
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II. Schub- oder Scherspannungen, Gleitungen.
Befindet sich ein Körper unter der Wirkung äufserer Kräfte 

im Gleichgewicht und fallen die Mittelkräfte li der' beiderseits 
einer Schnittebene tt angreifenden Kräftegruppen in diese hinein

Fig. 58. Fig. 58 a.

(Fig. 58, 58 a und 58 b), so streben dieselben die Teile des Körpers 
zu beiden Seiten des Schnittes in der Schnittebene gegeneinander 
zu verschieben. Dadurch werden in dieser sogenannte 
Schub- oder Scherspannungen wachgerufen, welche sich 58 
der Verschiebung widersetzen und in ihrer Gesamtheit 
mit den äufseren Kräften im Gleichgewicht stehen. Die 
Verteilung der Schubspannkräfte über den Querschnitt 
hängt von der Art des Angriffes der äufseren Kräfte ab; 
sie ist im allgemeinen keine gleichmäfsige, d. h. die Schub
spannung ist weder nach Richtung noch Gröfse in allen
Querschnittspunkten dieselbe, der Gesamtwiderstand aber, welchen 
ein Querschnitt der Abscherung entgegen zu setzen vermag, ist bei 
den meisten in der Anwendung vorkommenden Querschnittsformen 
annähernd verhältnisgleich der abzuscherenden Fläche. Bezeichnen 
wir die durchschnittliche Schubspannung eines Querschnittes F in 
der Richtung der angestrebten Abscherung mit rm, so mufs sein 
1) R = TmF.,

Die durchschnittliche Schubspannung tm — ~, bei welcher die 

Abscherung wirklich eintritt, kann nach vorliegenden Versuchen zu 
rund 0,8 der Zug- oder Druckfestigkeit des betreffenden Stoffes 
angenommen werden, wobei, wenn beide verschieden sind, der 
Kleinstwert zu berücksichtigen ist. Demgemäfs ist die zulässige 
mittlere Schubspannung eines Stoffes zu etwa rm = 0,8 zu wählen, 
wenti c die zulässige Normalspannung bezeichnet.
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Wirkt die Mittelkraft R der angreifenden äufseren Kräfte, 
bezw. die etwa allein angreifende Kraft K (Fig. 59) nicht in der
Schnittebene, sondern in einem gewissen Abstande l 
von derselben parallel zu ihr, so bildet der in der 
Schnittebene auftretende, der äufseren Kraft K ent
gegengesetzt gleiche Scherwiderstand T ein Kräfte
paar mit K, unter dessen Wirkung eine später zu 
behandelnde Biegung oder Krümmung des Stabes 
entsteht. Daneben aber ist mit den Scherspannungen 
eine Formänderung verbunden, welche darin besteht, 
dafs sich die zwischen der Schnittebene tt und dem 

Fig. 59.

------- f
■ "--c,

K

Angriffspunkte
von K gedachten Querschnitte in ihrer Richtung parallel zur tt 
um ein gewisses Mafs gegeneinander verschieben, so dafs die zur 
Schnittfläche ursprünglich rechtwinkligen Flächen, z. B. AB und DC, 
sich um den Winkel y schiefwinklig zu ihr stellen das rechtwinklige 
Parallelepipedon ABCD in das Rhomboid AB^D übergebt. 
Den Winkel y nennt man den Gleitwinkel oder die Gleitung. 
Sie entsteht also lediglich als Folge der Schubspannungen und hat 
für diese eine ähnliche Bedeutung wie die Dehnung für die Zug

und Druckspannungen. Wie diese e — so ist

2) y = &

also auch verhältnisgleich der Scherspannung r. G ist wie E eine 
vom Stoff abhängige Erfahrungszahl und beide stehen in bestimmter 
einfacher Abhängigkeit voneinander. G nennt man die Gleitzahl 
oder das Gleitmafs. Ehe wir zum Nachweis der Abhängigkeit 
zwischen der Elastizitäts- und Gleitzahl schreiten, wollen wir kennen 
lernen die

Beziehung zwischen den Schubspannungen in zueinander recht
winkligen Ebenen.

Denken wir uns aus einem in beliebiger Weise von äufseren 
Kräften ergriffenem Körper an irgend einer Stelle ein unendlich 
kleines rechtwinkliges Parallelepipedon mit den Kantenlängen d.v, 
dy und dz herausgescbnitten und die in den Seitenflächen desselben 
wirkenden Spannkräfte als äufsere Kräfte angebracht (Fjß. 60), so 
mufs das Körperelement unter der Wirkung derselben im Gleich
gewicht sein. Der Übersichtlichkeit wegen möge hier zunächst 
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angenommen werden, dafs die Spannungen reine Schubspannungen 
sind, nur in den vier Seitenflächen senkrecht zur X- und Y-Achse 
vorkommen und hier zur Z-Achse senkrechte Richtungen auf
weisen. Normalspannungen sollen also vorläufig ausgeschlossen sein.

Die Schubspan
nungen in der Rich
tung der A'- Achse 
wollen wir mit r», die
jenigen in der Richtung 
der Y-Achse mit t„ 
bezeichnen.

Da die Spannun
gen innerhalb eines 
Körpers an verschie
denen Stellen im all
gemeinen von verschiedener Gröfse sind, so müss*en die in einander 
gegenüberliegenden Seitenflächen des unendlich kleinen Parallel- 
epipeds auftretenden Schubspannungen sich um Beträge drx bezw. 
dr,, voneinander unterscheiden. Ist die Schubspannung also in den 
Flächen ABCD und ADEF gleich r, bezw. r,, so ist sie in
EFGH und BCHG gleich bezw. r^dr*. Es ent
stehen also in den vier Seitenflächen die Schubspannkräfto rx-d.vdz 
in ABCD, (Tx+dTx]dx-dz in EFGH, r.-dy-dz in ADEF und 
(r^dr^dy-dz in BCHG, welche Kräfte wir uns in den Mittel
linien JM beiw. KL, KJ und LM der Flächen wirkend zu denken 
haben. Der Richtungssinn derselben hängt von dem Angrif! der 
äufseren Kräfte ab, das Gleichgewicht verlangt aber, wie leicht 
ersichtlich, dafs sowohl die beiden in der Richtung der A’-Achse 
wie der Y-Achse tätigen Kräfte eine Mittelkraft Null, also ent
gegengesetzten Richtungssinn haben, je ein Kräftepaar bilden. Das 
Drehungsgleichgewichtverlangt ferner, dafs beide in der Ebene JKLM 
liegenden Kräftepaare erstens einander entgegengesetzten Drehungs
sinn und zweitens gleiche Momente haben.

Aus der ersten Bedingung folgt, dafs die in zwei benachbarten 
Seitenflächen des Parallelepipeds liegenden Spannkräfte gegen die 
Schnittlinie derselben gleichen Richtungssinn haben müssen, denn 
andernfalls wäre ein entgegengesetzter Drehungssinn nicht möglich 
und die zweite Bedingung führt in Bezug auf eine zur Z-Achse 



Fig- 61.
fTa.dxjk M 

^ydgdz

^v^dVy^dy.dz
IC
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parallele (in der rechtwinkligen Projektion Figur 61 als Punkt 
erscheinende) Schwerpunktsachse zu der Momentengleichung

r ■dx-dz-^~+dTiydx-dz-~—Ty-dy-dz~

- (r, + d Ty) dy -d2--^- = 0, 

woraus folgt, wenn man mit dx-dydz dividiert und die unendlich 
kleinen Gröfsen drx und dT„ gegen die endlich r4 und Ty vernachlässigt 

Ti~Ty
Kommen entgegen der gemachten Annahme in sämtlichen Seiten

flächen sowohl beliebig gerichtete Schubspannungen als auch Normal
spannungen vor, d. h. wirken in allen 
Seitenflächen beliebig gerichtete 
Spannungen, so wird auch dadurch 
an obigem Ergebnis nichts geändert.

Zerlegt man 'nämlich die in 
den senkrecht zur A- und Y-Achse 
gerichteten Flächen in beliebiger 
Richtung wirkenden Schubspann
kräfte in solche parallel zu den drei Achsen, so haben die parallel 
zur Z-Achse gerichteten Seitenkräfte in Bezug auf die ihr parallele 
Schwerpunktsachse kein Moment, kommen also für obige Momenten
gleichung nicht in Betracht, die in die Richtung der X- und Y-Achse 
fallenden Seitenkräfte sind aber oben schon berücksichtigt. — Die 
in den Flächen senkrecht zur Z-Achse wirkenden Schubspannungen 
sowie etwa vorhandene Normalspannungen liefern Kräfte, welche die 
angenommene Momentenachse schneiden oder mit ihr zusammenfallen, 
also gleichfalls zu der Momentensumme keinen Beitrag bringen und 
daher auf das Drehungsgleichgewicht des Körporelementes ohne 
Einflufs sind. Auch etwaige Massenkräfte (Gewicht, Trägheits
widerstand etc.), deren Mittelkraft im Schwerpunkt angreifen müfste, 
sind aus gleichem Grunde ohne Einflufs.

Was hier für die Schubspannungen senkrecht zur Z-Achse 
bezw. zu den ihr parallelen Kanten nachgewiesen ist, läfst sich in 
genau gleicher Weise für Schubspannungen senkrecht zur X- und 
Y-Achse nach weisen und es gilt daher allgemein der Satz:

Die an irgend ejner Stelle innerhalb eines Kör
pers in zwei zueinander senkrechten Ebenen normal 
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zu deren Durchschnittslinie auftretenden Schubspan
nungen sind einander gleich und haben gleichen Rich
tungssinn gegen jene Durchschnittslinie.

•
Alle Schubspannungen treten also gewissermafsen paarweise auf. 

Ist in irgend einem Punkte einer bestimmten Schnittebene Schub
spannung nicht vorhanden, so tritt auch in der dazu senkrechten 
Ebene an betreffender Stelle Schubspannung nicht auf. Mit Hilfe 
des hier gewonnenen Satzes läfst sich nun auch die

Beziehung zwischen der Eiastizitätsziffer JE und der Gleit
zahl G nach weisen.

An einem kleinen rechtwinkligen Parallelepiped von dem 
quadratischen Querschnitt a X a und einer Länge 1 (rechtwinklig 
zur Bildfläche gemessen) (Fig. 62) wirken in den vier Seitenflächen 
parallel den Kanten „a“ gleichmäfsig über dieselben 
verteilte Schubspannungen. Wie oben festgestellt, 
müssen dieselben in den in einer Kante „1“ zusammen- 
stofsenden Flächen einander gleich und zu dieser 
Kante gleich gerichtet sein. Die demnach in allen 
vier Seitenflächen gleiche Schubspannung werde 
mit t bezeichnet, so dafs auf jede Seitenfläche 
eine Schubkraft a-r kommt. Führt man jetzt einen 
Schnitt nach J C und betrachtet den Abschnitt ADC 
(Fig. 63), so verlangt das Gleichgewicht an der 
Schnittfläche J C eine normale Druckkraft von der 
Gröfse 1^2'[aT)2 = a-r-]^2, welche durch die Mitte 
von A C geht und über die Fläche A C=a / 2 gleich
mäfsig verteilt angesehen werden kann, so dafs an

2A C eine reine Druckspannung ö —---------= — t

auftritt. Eine gleichgrofse reine Zugspannung 4-r 
verlangt das Gleichgewicht in der Schnittfläche JJ 1) 
(Fig. 64). In Schnittflächen parallel AC bezw. BD 
herrscht, wie sich leicht zeigen läfst, die gleiche

Fig. 62.

Fig. 63.

ar*
Fig. 64.

Druck- be,zw. Zugspannung. Unter der Wirkung dieser reinen Zug
und Druckspannungen in der Richtung der beiden Diagonalen erfährt 
die eine AC von der Länge d eine Verlängerung A d und die
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andere 13 D von gleicher Länge eine Verkürzung 
Quadrat (Fig. 62) wird daher ein Rhombus (Fig. 65) 
(dessen Diagonalen sich rechtwinklig schneiden). 
Zur Berechnung dos «Winkels y, der Gleitung, 

bedenke man, dafs, 7)710 = 45° + und daher £

Fig. G5.
J d. Aus dem

tg DBC=tgf45° 4-^ d+Ad _ d 
^BD “ d-dd “ ~_dd;

y y
da aber y stets nur klein sein wird, kann tg „ und& £

tg (45«'+ |)
tg45»+tg^ H-| 1 + 4-

i-u^-tgr i-| i-^

gesetzt werden, so dafs y = 2~ = 2e wird. Wegen der in den zu

einander rechtwinkligen Diagonalrichtungen gleichzeitig herrschenden 
Zug- und Druckspannung r wird nach S. 61 die Dehnung

y = — = 2 E= -- + ~J • woraus folgt 
i

4) G = y Für m = 4 wird G = 0,4 E.
2 1+—) 

\ m/
Wirken nicht nur rechtwinklig zu einer Kantenrichtung, sondern 

rechtwinklig zu allen drei Kantenrichtungen Schubspannungen r,, 
Ty und t,, so entstehen auch in allen drei Richtungen die ent-

T TU J T«sprechenden Gleitungen 7, = —, y,, — und yz = .

Nachdem so die Beziehung zwischen G und i' und damit auch 
die Gleitzahl G selbst bekannt geworden, steht der beliebigen 
Anwendung des in Gleichung 2 ausgedrückten Formänderungs- bezw. 
Gleitungsgosetz.es nichts mehr entgegen.

Gleitungsgosetz.es
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Bei der Berechnung dos Scherwiderstandes wurde oben der 
Begriff einer in der Schnittebene herrschenden mittleren Scher
spannung rm zu gründe gelegt. Auf die Verteilung der Scher
spannungen über die Schnittfläche und die eintretende gröfste Scher
spannung werden wir später noch zurückkommen.

Anwendungen.
Die Scherfestigkeit kommt besonders bei den Nietverbindungen in Frage. 

Will man zwei Stäbe von rechteckigem Querschnitt (Flacheisen), die von
Längskräfton K ergriffen sind, 
durch Nietung verbinden, so 
kann das entweder nach Mafs- 
gabe der Fig. 66 durch Über
einanderlegen derStabcndenunter 
Verwendung eines Nietbolzens, 
oder, wenn die Mittellinie der

Fig. GG.

- ft K
K

Stäbe in einer Geraden liegen müssen, wie in Fig. 67 gezeichnet, unter Be
nutzung einer Lasche mit zwei Nietbolzen, oder endlich nach Anleitung der
Fig. 68 durch zwei Laschen und 
zwei Nietbolzen geschehen. Da
bei wird in allen Fällen voraus
gesetzt, dafs die zylindrischen ♦—[ 
Löcher durch die Nietbolzon völlig A 
ausgefüllt werden, was ein Ein

Fig. 67.

ziehen der letzteren in erwärmtem (schwach weifsglühendem) Zustande erfordert. 
Sollte nun die Vernietuug durch die Kräfte K zerstört werden, so müfstcn
diese in erster Linie die 
Scherfestigkeit des Niet
bolzens in der mit der Be- 
rührungsebeno der Stäbe »—_ 
(Fig. 66), oder der Stäbe 
und lAschen Fig. 67 und 

Fig. 68.

—1 K 
I

68 zusammenfallenden Querschnittsfläche ab Fig. 66 bezw. ab und cd Fig. 68, 
daneben aber auch die Reibung in den Berührungsflächen überwinden. Die 
warm eingezogenen Niete ziehen .sich nämlich entsprechend ihrer' Abkühlung 
zusammen und pressen dabei die Stäbe mit eine gewisse Reibung erzeugendem 
Drucke aufeinander. Der dadurch entstehende Reibungswiderstand ist indes 
ein unsicherer Faktor und entzieht sjeh einer zuverlässigen rechnerischen Be
urteilung; wir wollen daher hier nur den Scherwiderstand der Nietbolzen in 
Betracht ziehen. Bei einer Vernietung nach Fig. 66 ist der Scherwiderstand 
eines Nietquerschnittes ab, bei einer solchen nach Fig. 67, derjenige des 
einen oder anderen Nietquerschnittes, bei einer Vernietung nach Fig. 68 end
lich ist der Schorwiderstand beider Niotquerschnitte zu überwinden. In den 
ersten beiden Fällen nennt man die Niete einscherig, im dritten zweischerig.
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Ist F der Querschnitt eines Nietes, d sein Durchmesser, so besteht 
nach Seite 69 zwischen der mittleren Scherspannung rm und der Kraft K bei 
einscheriger Vernietung (Fig. G6 u. 67) die Beziehung

X=FTm=^Tm
4

und bei zweischeriger (Fig. 68) K=2- F rm = ^^ rm.

Nach S. 69 kann gesetzt werden die zulässige Scherspannung rm = 0,8-<z, 
wenn a die kleinere der zulässigen Normal- oder Längsspannungen ist.

Beispiel I: Für d = 2cm rm=0,»<r=0 s-1000 = 800»* ergibt sich die 
zulässige Längsbelastung der Verbindungsstelle für einscherige Nietung 

K=-^- 800 = 2512 kg und für zweischorige Nietung 800=5024

Soll bei der gleichen zulässigen Spannung rm = 800»* die Belastung 
£■=6000 kg betragen, so mufs sein bei einscheriger Vernietung

, /6000-4
d =1/ —o™ = rot 3>'cm f k-800

, . ... , , /6000-2 „
und für zweischerige Nietung d =1/—-^-=2,3 cm.

Die Vernietung bringt infolge der notwendigen Durchlochung und da
durch bedingten Querschnittsverminderung der Stäbe eine gewisse Schwächung 
derselben an der Verbindungsstelle mit sich. Ist 
die Breite der zu verbindenden Stäbe b, ihre Dicke d, Fig- 69.
so ist der dem Zerreifsen widerstehende Rein
querschnitt an der Verbindungsstelle (Fig. 69) v 
gleich (b — d)d und die zulässige Zugbelastung 
K=(b— d)ä-<r. Eine zweckmäfsig hergestellte
Verbindung mufs die Bedingung erfüllen, dafs ihre Widerstandsfähigkeit gegen 
Zerreifsen ebensogrofs ist, als die gegen Abscheren.

Daraus folgt für einscherige Nietung die Gleichung

1) K=(b—d)ä<r=?~0,a<r

und für zweischerige
2) K=(b-d)<f<r=^0,><r.

Zwischen den Querschnittsabmessungen und dem Nietdurchmesser mufs 
also die Beziehung bestehen: >
1) für einscherige Nietung (b—d) d= 0,» ■ n ■ d1 und

*
2) für zweischerige Nietung (b—d)d=0,«-7r-d’.

Beispiel 2: Für b=8cm, (y=i)acm wird im Falle 
1) d=3,iocm
2) d = 2,so cm.
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Im Falle 1 erzeugt eise Zugbelastung X=6000 an der Verbindungs
6000 

(8 —3,i) I,«stelle im Stabe eine Zugspannung a rot 1000at und eine Scher

spannung im Nietquerschnitt = während im Falle 2 sich

-4~ (
für eine Zugbelastung K von 6800 kg im Stabe die gleiche Zugspannung und 
in den beiden Nietquerschnitten die gleiche Scherspannung ergibt. In beiden 
Fällen herrscht also annähernd gleiche Sicherheit gegen Zerreifsen der Stäbe 
wie gegen Abscheren der Niete; rm=rot0,8<z. Da indes im Falle 2 (An
wendung von Doppellaschen) zur Verbindung der Stäbe ein wesentlich kleinerer 
Nietdurchmesser genügt (2,s gegen 3,i «">), so war die Schwächung der Stäbe 
eine entsprechend geringere, und die zulässige Belastung K eine entsprechend 
gröfsere (6800 — 6000 ks).

Aufserhalb der Verbindungsstelle, wo der Stab seinen vollen Quer
schnitt behält, besitzt er bei gleicher Sicherheit ein Tragvormögen von 
X=8-1,2-1000 = 9600kK. Von dieser Tragfähigkeit sind im Falle 1 
^^ = ‘/’ = 0,m oder 62,o°/o, im Falle 2 ||x?=57 = r°tO,io oder 7O°/o 
9600 JbUU ^4
erhalten geblieben. Das Verhältnis der Festigkeit, bezw. des Tragvermögens 
der Verbindung zu dem des ungeschwächten Stabes nennt man das Güte
verhältnis der Verbindung. Bezeichnet man dasselbe mit g, so ist allgemein 

b — d

Handelt es sich anstatt um die Verbindung von Stäben um solche 
von Platten, so treten an die Stelle der Einzelniete sogen. Nietnähte.

(Vergl. Fig. 70 u. 71.) Denkt man sich die Platten in Stäbe zerlegt, deren 
Breite gleich ist der Nietentfernung Z, so bleibt die Rechnung grundsätzlich 
dieselbe.



78 Zweiter Abschnitt. Elastizität und Festigkeit gerader Stäbe.

Beispiel 3: Die Nietnaht zweier Blechplatten hat wie die Platten selbst 
für ihre Längeneinheit eine Zugkraft P zu übertragen. Die Verbindung soll 
so hergestellt werden, dafs die Zugspannung des Bleches in der Naht a und 
die mittlere Scherspaunung der Niete Tn,=0,s<r beträgt. Die erforderliche 
Blechstärke d, die Nietstärke d und die Nietentfernung l sind unter der An
nahme zu bestimmen, dafs das Verhältnis N‘etdurchme88g£_ j___ . . . ,

Blechstärke d
die Länge l einer Nietteilung entfallt eine Kraft t-P. Dieselbe mufs einerseits 
als Zugkraft von einem Reinquerschnitt (l — d)d der Platten und andererseits als

Scherkraft von einem Niotquerschnitt aufgenommen und übertragen werden.

Das führt, wenn die Verbindung nach Fig. 70 hergestellt wird, zu den beiden

Gleichungen Pl=(l-d)da und Pl=^-diT„=^-.dt-0,s<r. Aufserdem ist 
i 4 4

wie oben bemerkt ~ m .

Die Lösung der drei Gleichungen ergibt .

und nachdem d bekannt geworden d= —. m
Für P=400ks <7=800«* und m = d =2,5

• 6

wird

d 2 o
d=gy = gY = O,8o™>. Das Güteverhältnis der Nietverbindung

5,26 — 2 q——.----- = 0,si d. i. 62°/o.

Bei Anwendung einer Doppelverlaschung (Fig. 71), also zweischeriger 
Niete geht die zweite der obigen drei Gleichungen über in

Pl^* = £-.d'<f-,

im übrigen bleibt alles ungeändert. Die Lösung ergibt dann
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Für dieselben Zahlwerte wie oben wird

0,06 cm

— 1 ,66 
p—— = 0,76. 
6,8

das Güteverhältnis
6,8 

V——
Es mag liier kurz bemerkt werden, dafs für manche Nietverbindungen 

nicht allein sichere Kraftübertragung, sondern daneben auch ein dichter Schlufs 
der Nähte für die Bestimmung der Nietentfernung, Nietstärke u. s. w. be
stimmend ins Gewicht fällt, worauf einzugehen indes hier nicht der Ort ist.

III. Reine Biegungsspannungen, Biegungslinie.
a) Bieguugsspannuugen, Biegungsmonieute.

Ein gerader Stab befinde sich unter der Wirkung äufserer Kräfte 
im Gleichgewicht und die beiderseits einer zur Stabachse rechtwink
ligen Schnittebene tt angreifenden Kräfte bilden je ein Kräftepaar, 
dessen Drehungsebene rechtwinklig zur Querschnittsebene gerichtet ist. 
(Vergl. Fig. 5.) Dann erfordert das Gleichgewicht jedes der beiden 
durch den Schnitt getrennten Stabteile, dafs die in der Schnittebene 
auftretenden Spannkräfte in ihrer Gesamtheit gleichfalls ein Kräfte
paar (P und —P) bilden, dessen Drehungsebene rechtwinklig zur 
Schnittebene gerichtet, und dessen Moment in Bezug auf das be
treffende Stabende demjenigen der dieses angreifenden äufseren Kräfte 
entgegengesetzt gleich ist. Das gegen die Schnittebeno rechtwinklig 
drehende Kräftepaar der inneren Spannkräfte kann nur durch 
Spannungen normal zur Schnittebene, durch Normalspannungen, 
d. i. durch Zug- und Druckspannungen, nicht aber durch in der 
Ebene tätige Tangential- oder Schubspannungen entstehen; nur erstere 
können also durch den bezeichneten Angriff der äufseren Kräfte in 
dem Querschnitte hervorgerufen werden.

Die im Bereiche und in der Richtung der Zugspannungen auf
tretenden positiven Dehnungen oder Verlängerungen, und die im 
Bereiche der Druckspannungen entstehenden negativen Dehnungen 
oder Verkürzungen der Matorialfasern haben eine Krümmung oder 
Biegung des Stabes zur Folge. Man nennt daher die auftretenden 
Normalspannungen in diesem Falle Biegungsspannungen und zwar 
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wegen des Fehlens anderer Spannungen, „reine Biegungs
spannungen“. Fig. 72 und 72 a, ein Balken auf zwei Stützen 
mit gleichen und symmetrisch gelegenen Einzellasten und ein ein
seitig durch Einspannung oder Einmauerung festgehaltener, am freien

Ende durch ein Krättepaar ergriffener Balken, zeigen auf der Strecke 
AB bezw. CD Beispiele reiner Biegungsspannungen.

Das bisher Gesagte gilt für jeden darin bezeichneten Kraft
angriff und für jede Querschnittsform des ergriffenen Stabes. In 
folgendem möge aber zunächst die vereinfachende Annahme gemacht 
werden, dafs die äufseren Kräfte unter sich und mit der Stabachse 
in einer Ebene liegen und dafs diese sog. „Kraftebene“ für den 
Stab eine Symmetrieebene ist, jeden Querschnitt rechtwinklig zur 
Stabachse also in einer Symmetrielinie, der sog. „Kraftlinie“ 
schneidet. Die Biegung sei so gering, dafs die damit verknüpfte 
Änderung der Richtung und Lage der äufseren und inneren Kräfte 
für das Gleichgewicht beider aufser Acht bleiben kann. Setzen wir 
ferner in fast völliger Übereinstimmung mit der Erfahrung voraus, 
dafs jeder vor der Biegung ebene Stabquerschnitt auch nach 
derselben noch eben ist, so nimmt ein durch zwei parallele Quer
schnittsebenen begrenztes Längenteilchen ab cd des Stabes nach der
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Biegung die Form eines abgestumpften Keiles an. (Vergl.
Fig. 72 und 73). Die in der Nähe der konvexen Auisenkante ab und 
in der Richtung derselben eintretende Verlängerung der Stoff- 
teilchen sowohl, als die nach der konkaven Aufsenkante c<l hin ent
stehende Verkürzung werden, wenn man durch n zieht,
durch die Keilstücke ^ne und i\nf dargestellt; sie sind also ver
hältnisgleich dem Ab
stande der Material- 
fasern von der Schicht 
nn^, welche weder 
Verlängerung noch 
Verkürzung erfährt. 
Diese Dehnungs- und 
daher auch spannungs
lose Faserschicht wird 

dementsprechend
neutrale Schicht ge
nannt. Sie schneidet 
jeden Stabquerschnitt 
in einer geraden Linie 
nn, der sogenannten

. Biegungsachse oder 
Spannungsnullinie

oder kurz Nullinie des
Querschnittes. Bei
der vorausgesetzten Symmetrie der Querschnitte in Bezug auf die 
Kraftlinie kk (Schnittlinie der Querschnitts- und Kraftebene) kann 
die. Nullinie nn nur rechtwinklig zu derselben gerichtet sein.

Wie die Dehnungen der Materialfasern, so sind nach den Aus
führungen unter I S. 50 auch die mit ihnen entstehenden Normal
spannungen o verhältnisgleich dem Abstande von der neutralen Schicht, 
bezw. von der Nullinie des Querschnittes. Denkt man sich daher 
in jedem Querschnittspunkte die dort herrschende Spannung als 
Ordinate rechtwinklig zur Querschnittsebene unter Berücksichtigung 
ihres Vorzeichens aufgetragen (Fig. 74), so erfüllen die positiven 
und negativen Spannungswerte je einen Keil, den sog. Spannungs
keil, dessen geradlinige Schneide mit der Nullinie nn zusammen
fällt und dessen Volumen SäF-d auf der einen Seite der Nullinie

Keck. KlaetizitMelehre.
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die Mittelkraft aller Zugspannkräfte und auf der andern Seite die 
Mittelkraft aller Druckspannkräfte darstellt. Da das Gleichgewicht 

Fig. 74.

des abgeschnittenen Stabendes verlangt, dafs die Gesamtheit aller 
im Querschnitt tätigen Spannkräfte ein Kräftepaar bilden, also ihre

/»+<i
Mittelkraft I d F- o = 0 

J — e2
ist, so mufs auch die 
Mittelkraft aller Zug
spannkräfte entgegen
gesetzt gleich der Mit
telkraft aller Druck
spannkräfte, das Volumen des positiven Spannungskeiles gleich dem
jenigen des negativen sein.

Für den Stab mit rechteckigem Querschnitt (Fig. 74a) erkennt man leicht 
aus der Gleichheit der positiven und negativen Spannungskeile, dafs die Nullinie 
den Querschnitt halbieren, also durch seinen Schwerpunkt gehen mufs und dafs 
die gröfsten Zug- und Druckspannungen in den der Nulllinie entferntesten 
Stofl'toilen, die sog. Kanten- oder Kandspannungen, einander gleich sind. 
Bezeichnen wir sie mit <rt, so ist der Inhalt edes Spannungskeiles, die Mittel-

. .. . . , ff >d h ff[d h ,, *
kraft der Zug- und Druckspannkrafto, gleich —= 4—• iro "lcb"
tungslinien gehen durch die Schwerpunkte der Spannungskeile, haben also 

einen Abstand von der Nullinie gleich • -y — und unter sich einen 
9 hsolchen von . Das Moment des Kräftepaares der inneren Spannkräfte ist

danach gleich ~ . Das Gleichgewicht, die Momentcn-

gleichheit der äufseren und inneren Kräfte, bedingt die Gleichung
dh2M = K a = ff, • V,
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womit eine Beziehung zwischen der für die Widerstandsfähigkeit des Stabes 
mafsgebenden gröfsten Randspannung a, und dem angreifenden Kräftepaar 
gefunden ist.

Für eine beliebige, aber zur Kraftebene symmetrische Quer
schnittsform des Stabes ergibt sich aus der Bedingung, dafs die 
im Querschnitt tätigen Normalspannkräfte ein Kräftepaar bilden, 
eine Mittelkraft Null haben müssen, die allgemeine Gleichung

■ 'i
1) \(J-dF=O.

Zwischen der Spannung im äufsersten Faserabstande c, von 
der Nullinie und der Spannung o im beliebigen Abstande y von 

derselben besteht aber nach Seite 81 die Beziehung also

v o = a. -
«i

Gleichung

Damit geht, weil o, und C| von y nicht abhängig sind, 

1 über in

i l 12; -\ydF=0, also auch \y-dF—O.
. . e\d-t

Der Integralwert stellt das statische Moment der Querschnitts
fläche in Bezug auf die Nullinie nn dar. Aus der Nullgleichheit 
desselben folgt:

Die Spannungsnul 1 inie in jedem Querschnitt eines 
nur gebogenen Stabes geht durch den Schwerpunkt 
des Querschnittes, die Schwerpunktsachse oder Mittel
linie des Stabes liegt in der neutralen Schicht

Um zu dem Moment der inneren Spannkräfte zu gelangen, 
beziehen wir sie auf die Nullinie als Momentenachse. Auf ein 
Flächenteilchen dF im Abstande y von der Nullinie nn entfällt eine 
Spannkraft a-dF und das Moment derselben in Bezug auf die nn 
ist o-dF-y. Die Summe aller dieser Momente, gebildet für den 
ganzen Querschnitt, ist das Moment des Kräftepaares der inneren 
Spannkräfte und mufs dem Moment M der das Stabende angreifenden 
äufseren Kräfte entgegengesetzt gleich sein. Daraus ergibt sich 
die Gleichung

f+‘.
M=K-a = \ adF-y

* 6*
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(Ji • y 
und, wenn man wieder o = setzt

M=Ka=^- {dF-y2. 
ei ‘

In dem Integralwert erkennen wir das Trägheitsmoment dos 
Querschnittes in Bezug auf die Nullinie (vergl. Seite 9). Bezeichnen 
wir ihn mit J, so schreibt sich obige Gleichung

3) M = K • a = — • o,.el X

Gleichung 3 drückt die Beziehung zwischen der gröfsten Zug
spannung öt und dem Angriffs- oder Biegungsmoment M 
der äufseren Kräfte aus.

Zwischen der stärksten Zugspannung. o, und der stärksten 
Druckspannung o2 besteht aber Verhältnisgleichheit mit den äufsersten 

Faserabständen e. und c»; es ist = und demnach auch 
«2

j
3 a) M = K • a = — • .

<*2

Die rechte Seite der Gleichungen 3 und 3 a drückt das sog. 
Spannungsmoment aus. Den lediglich von der Form und Gröfse 

des Querschnitts äbbängenden Faktor — bezw. —• derselben nennt 

man kurz das tYiderstandsmoment des Querschnittes, wobei zu unter
scheiden ist zwischen demjenigen (1^ = —) für die Zugspannung 

(öj) und dem ( II2 = —■) für die Druckspannung (o2). Ist für einen 

Querschnitt = e2, wie beispielsweise für alle zur Nullinie symme
trischen Querschnitt, so wird 1F, = II2 und, wenn der Stoß' des 
Stabes dem Hoke’schen Gesetz folgt, o1 = o2.

T bh*
Für den rechteckigen Querschnitt z. B. ist nach Seite 15 

e=~, W=^~ und daher M= ~~ a, wie Seite 82 bereits anderweit 
2 6 6

naohgewiesen.
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Querschnittsforin. Trägheits- und Widerstandsmoment.

o J=3(U4_r<)=
4 bl

n(R'-r') n (D' — d')
4 R 32 D

r"fr^ 
r q i--- $

HkW--- b^---- *

b^+b.^ bMM^+w
12 1 Aib^+bM

_J _ (W±WW1^^
1 «> ßtw+Mits^ + M]
_J _(b^C±bji^^

1 et +
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Handelt es sich im gegebenen Falle um ein bekanntes Biegungs
moment M und um einen Stabquerschnitt von bekanntem Wider

standsmoment — = JK, so hat man e
„ . ßiegungsinoment HIRandspannung o = „... , .----------

1 ° Widerstandsmoment H
Die Widerstandsmomente, wie sie sich für die gebräuchlichsten

Querschnittsformen 
Trägheitsmomenten 
zusammengestellt. .

nach Seite 15 u. f. aus den dort ermittelten 
ergeben, sind mit diesen in der Tabelle S. 85

b) Biegung, Biegungslinie.
Die Linie, nach der sich die ursprünglich gerade Stabachse 

unter der Wirkung des Biegungsmomentes krümmt, nennt man die 
Biegungslinie. Ihre Krümmung ist in den meisten Fällen der 
Anwendung eine einfache, und die Ebene, in welcher sie eifolgt, heilst 
die Biegungsebene. Nur in Fällen besonderer Stabformen und 
Angriffsarten der äufseren Kräfte, welche indes hier aufser Acht bleiben 
sollen, kann die Biegungslinie auch doppelte Krümmung aufweisen.

In Fig. 73 ist 0 der Krümmungsmittelpunkt der Biegungs
linie für das Längenteilchen ab = nn{ — dx derselben, On = £ ihr 
Krümmungshalbmesser. Aus der Figur ergibt sich

, nn^ dx  ebl
. nO Q -bi n

Die mit der Spannung öj eintretende Verlängerung der Kante 
ab = dx, in der Figur durch die Linie ebt ausgedrückt, ist nach

Seite 50 ddx — eb 

eingeführt ergibt 

1)

Dieses und bln = ei in obige Gleichung

e,E
Q = ~—

Da E nach Seite 55 stets bedeutend gröfser ist, als die in 
Frage kommenden Spannungswerte öj, so folgt aus Gleichung (1), 
dafs der Krümmungshalbmesser q meist sehr grofs, die Krümmung 

— daher sehr klein ansfällt. Für einen J^-Träger von 0,2m Höhe, 

also e1 = e2 = O,lm und ö^IOOO“1, E = 2000000st ist
A „ 2000000 >AAn

e = ft,°-MÖÖ—200 '
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Setzt man in Gleichung (l) , so folgt

87

JE 1 M
Q~ Jf ’ Q~JJ2)*>

Für alle Querschnitte, für welche ausschliefslich die hier an
genommene Wirkung eines Kräftepaares in Frage kommt (in Fig. 72 
zwischen J und B, in Fig. 72a zwischen C und D), hat das Moment 
M denselben Wert. Ist der von dem Kräftepaar ergriffene Stab 
prismatisch, d. h. von überall gleichem Querschnitt, so ist auch J 
und nach Gleichung 2 auch q konstant; die Biegungslinie ist in diesem 
Falle eine Kreislinie.

Nach den Lehren der höheren Mathematik besteht allgemein 
zwischen dem Krümmungshalbmesser o einer durch ihre Gleichung 
bekannten Kurve in irgend einem Kurvenpunkte mit den Koordinaten 
x und y die Beziehung

1 da"1

Sieht man hierin x und y als Koordinaten der Biegungslinie 
in Bezug auf ein Achsenkreuz an, dessen X- Achse mit der ursprüng
lich geraden Stabachse zusammenfällt (Fig. 75 und 75a), so wird 
bei den meist in Frage kommenden kleinen Werten der Ordinaten y 

und kleinen Krümmungen (y-l gegen die Einheit verschwindend 

klein und kann vernachlässigt werden. Es folgt dann unter Be
achtung der Gleichung 2

3)
1

q — dx3 JE'
Gleichung 3 ist die sog. Grundgleichung der Biegungslinie. 

Bei ihrer Anwendung ist zu beachten, dafs für Punkte, in welchen 
die Kurve ihre konkave Seite nach der positiven y-Richtung kehrt, 
^-^>0 ist, nnd dafs daher Biegungsmomente M, welche solche 
dar
Krümmung des Stabes hervorrufen, mit positiven Vorzeichen in 
Gl. 3 einzuführen sind und umgekehrt.

♦) Gleichung 2 rührt her von Jacob Bernoulli (geb. 27. Dez 1654 zu 
Basel, gest. 16. Aug. 1705 das.).
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Legt man in dem Belastungsfalle Fig. 72 den Koordinaten
nullpunkt in die Trägermitte nach 0 (Fig. 75) oder im Falle der

Fig. 75.

Fig. 72 a nach D (Fig. 75 a) und nimmt die positive Richtung der 
Y-Achse nach unten an, so ergibt die Integration der Gleichung 3 

in welche M mit positiven Vorzeichen einzusetzen ist,
dy Mx n , 
dx JE

Für a' = 0 in den Punkten 0 bezw. D ist die Tangente an die

Biegungslinie ersichtlich horizontal, daher ~ = Ü und Const. = O. 
dx

Die nochmalige Integration führt zu der Gleichung
Mx"1

y = 2jrg + Const->

worin für x = 0 auch y = 0 und somit auch Const. = 0 sein mufs. 
Danach ist die aus der nur annäliernd richtigen Grundgleichung 3 
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sich ergebende Biegungslinie eine Parabel, während, wie weiter oben 
festgestellt wurde, die genaue Form derselben für den vorliegenden 
Belastungsfall eine Kreislinie ist. Der Unterschied zwischen einem 
derart schwach gekrümmten Kreisbogen und einer Parabel ist indes 
so gering, dafs er praktisch völlig verschwindet.

Die gröfste Durchbiegung / für den Belastungsfall Fig. 75 
l M-Perhält man für x = ~ zu f = und für den Belastungsfall

Mf1Fig. 75a für^ = Zf /=—.
£ J J'j

Setzt man beispielsweise Ä'=2OOOkg, a = 100cm, Z = 400cm, 
so wird Jf= 100-2000 = 200OOOcm/kg. Bei einem ^-Querschnitt 
von 20cra Höhe, einem Trägheitsmoment von 2140 cm‘ und einer 
Elastizitätszahl des Materials von E = 2000000ttt ergibt sich dann 
nach Gleichung 2 eine Krümmung vom Radius

2
2000000-2140

M 20000Ö
Dem entspricht im Belastungsfalle Fig. 75a eine Durchbiegung 
— = 21400 — K(21400y-’ —(4OO)2= 3,739cm, wäh

rend obige Annäherungsgleichung
JWT = 200000-4002 = cin 

•' 2 JE 2-2140-2000000
also eine kaum merkbare Abweichung ergibt. Bei den meist vor
kommenden verhältnismäfsig geringeren Durchbiegungen ist die Ab
weichung noch kleiner, sodafs die oben abgeleitete Grundgleichung

Mder Biegungslinie — = in meist verkommenden Fällen 
(IX u J'j

schwacher Biegung so gut als genau gelten kann.

IV. Biegungs- und Schubspannungen, Biegung durch 
beliebige Kräfte rechtwinklig zur Stabachse.

a) Allgemeine Beziehungen zwischen den äufseren Kräften 
und deu inneren Spannungen.

Der zu betrachtende Stab werde auch hier wieder symmetrisch 
zur Kraftebene angenommen. Er befinde sich unter der Wirkung 
der äufseren Kräfte im Gleichgewicht.
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Dann müssen auch die an einem durch eine Schnittebene tt 
(Fig. 76) abgetrennten Stabende angreifenden äufseren Kräfte mit 
den in der Schnittebene auftretenden inneren Spannkräften im Gleich
gewicht sein. Erstere aber lassen sich stets zu einer Mittelkraft <2

Fig. 76.

senkrecht zur Stabachse, also parallel zur Schnittebene, der soge
nannten Querkraft, vereinigen. Indem diese das von.ihr ergriffene 
Stabende gegen das durch die übrigen äufseren Kräfte festgehaltene 
in ihrer Richtung zu verschieben strebt, ruft sie in der Schnittebene 
Schubspannungen t, bezw. einen Tangential- oder Scbubwiderstand 
T hervor, welcher der Kraft Q entgegengesetzt gleich sein, mit ihr 
also ein Kräftepaar bilden mufs, dessen Drehungsebene senkrecht 
zur Schnittebene gerichtet ist.
1) . Q=T.

Ist x der Abstand der Querkraft von der Schnittebene, so ist 
Af— Q • x das von der Lage des Querschnitts abhängige Moment 
des genannten Kräftepaares, bezw. das Biegungsmoment der am 
Stabende tätigen äufseren Kräfte. Unter der Wirkung desselben 
entstehen in der Schnittebene Biegungsspannungen, für welche nach 
den Ausführungen unter III (S. 84 Gl. 3) die Gleichung gilt

2) ; Af=Qx = -o.
e

Dabei erinnern wir uns, dafs, wenn der Querschnitt in Bezug 
auf die Nullinie unsymmetrisch ist, die Randspannungen o für die 
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konvexe und die konkave Aufsenkante verschiedene Weite o1 und ö2 
annebmen (vergl. S. 84).

Das Zusammenwirken der inneren Kräfte, des Schubwiderstandos T und 

dos Spannungsmomentes ~ • a bei der Aufrechterhaltung des Gleichgewichtes 

gegenüber den angreifenden äufseren Kräften wird aus Fig. 77 klar ersichtlich.

Denkt man sich das abgeschnittene Stabende ein wenig von dem andern abge
rückt und in den Angriffspunkten der Mittelkräfte aller Zug- und Druckspapn- 
kräfte (Schwerpunkte der Spannungskeile Fig. 74) durch horizontale Gelenk
stangen verbunden, so verhindern diese zwar eine Drehung des.Stabendes in 
der Kraftebene, aber die Quorkraft Q würde dasselbe in ihrer Richtung parallel 
verschieben, wenn nicht in der Schnittebene von dem festgehaltenen Stabende 
ausgehend eine ihr entgegengesetzt gleiche Kraft T, der Tangential- oder 
Schubwiderstand, tätig wäre. Unter der Wirkung des Kräftepaares Q—T ent
stehen in den Gelenkstangen Spannkräfte S und — S, d i. ein zweites Kräfte
paar mit entgegengesetzt gleichem Drehmoment. Die Erfüllung der drei 
Gleichgewichtsbedingungeu für Kräfte in einer Ebene wird nun in Bezug auf 
das Stabende aus den Gleichungen Q—7'=0, S—8=0, Q-x—S-s = 0 
klar ersichtlich.

Mit den Schubspannungen tritt nun eine gewisse elastische 
Gleitung, mit den Biegungsspannungen Biegung auf und die Gesamt
formänderung des Stabes setzt sich aus beiden zusammen. Die 
erstere ist indes gegenüber der letzteren in den meisten Fällen der 
Anwendung verschwindend klein, läfst sich auch infolge der nicht 
gleichmäfsigen, verwickelten Verteilung der Schubspannungen über 
den Stabquerschnitt meist nur sehr umständlich ermitteln. Es soll 
deshalb hier nur die Biegung nach Mafsgabe der Gleichung 3 S. 87 
berücksichtigt werden. Die Biegung sowohl als nach den Glei
chungen 1 und 2 die Biegungs- und Schubspannungen sind nun von 
dem Biegungsmoment der äufseren Kräfte M-Q-x, bezw. von der 
Querkraft <2 abhängig. In folgendem sollen diese mechanischen 
Werte für verschiedene Angriffsarten der äufseren Kräfte ermittelt 
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werden. Bezüglich des Vorzeichens von Q, und M wollen wir dabei 
festsetzen, dafs eine Querkraft, welche an einem Stabende links vom 
Schnitt nach oben, oder rechts vom Schnitt nach unten wirkt, als 
positiv und ein Moment, welches auf ein Stabende links vom Schnitte 
rechtsherum drehend, oder rechts vom Schnitte linksherum drehend 
wirkt, den Stab also konkav nach oben zu biegen strebt, als positiv, 
beides im entgegengesetzten Falle als negativ gelten soll.

Es kommen hier u. a. in Betracht alle senkrecht belasteten, 
wagerecht gelagerten stabförmig geraden Balken.

Hinsichtlich der Art der Unterstützung soll dabei unterschieden 
werden, ob die das äufsere Gleichgewicht gegenüber den Lasten 
herstellenden Stützkräfte sich mit Hilfe der rein statischen Gleich
gewichtsbedingungen für starre Körper ermitteln lassen, oder ob hierbei 
auch das elastische Verhalten der Balken mit herangezogen werden 
mufs,’bezw. ob eine statisch bestimmte oder statisch unbestimmte 
Unterstützung vorliegt. (Vgl. Keck, Mechanik I, 3. Aufl., S. 181 u. f.)

b) Aufsere Kräfte, Biegungsmomente und Querkräfte stabförmig 
gerader Balken mit statisch bestimmter Unterstützung.

1. Der einseitig wagerecht eingespannte, am freien 
Ende durch eine Einzellast K ergriffene Balken. (Fig.78.)

Das äufsere Gleichgewicht gegenüber der Last K wird hier 
durch die Einspannung, d. h. durch die auf das eingespannte Stab
ende von seiner Umhüllung ausgeübten 
Kräfte hergestellt. Die Kenntnis der 
letzteren ist für die vorliegende Auf
gabe ohne Bedeutung und kann ihre 
Ermittelung daher hier unterbleiben.

Die Querkraft ist für alle Stab
querschnitte von A bis B von gleicher 
Gröfse
1) Q = K-

Das Biegungsmoment für einen 
Querschnitt im Abstande x von B ist
2) M=K-x.
Es läfst sich also, weil mit x im linearen Verhältnis veränderlich, für 
die verschiedenen Querschnitte durch eine gerade Linie darstellen, deren 
Ordinate bei C gleich Null, bei A gleich Kl ist. Das entstehende 
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Dreieck ABC nennen wir die Momentenflächo. Seinen Gröfstwert 
erreicht das Moment am Einspannungsquorschnitt und ist hier
3) M^Kl.

2. Der einseitig wage recht eingespannte Balken mit 
einer gleichmäfsig über seine Länge verteilten Last p

für die Längeneinheit. (Fig. 79.)
Die Qu er kraft für einen Querschnitt im Abstande x vom 

freien Ende ist 
1) Q=P^,
also mit x linear veränderlich. ,

Das Biegungsmoment in Bezug auf 
jenen Querschnitt ist 

und wird in seiner Abhängigkeit von der 
Lage des Querschnittes durch eine Parabel 
ausgedrückt, deren Achse senkrecht ist 
und am freien Stabende liegt. Die Momentenfläche ist ein Parabel
dreieck; der Gröfstwert des Momentes ist für x = l

„ P113) Ma— g . ,

3. Balken auf zwei Stützen mit einer Einzellast. 
(Fig. 80.)

Die beiden Stützen befinden sich an den Enden des Balkens 
bei A und B. Die Last P ruht in Abständen a und b von den
selben. Zur Herstellung des äufseren Gleichgewichtes haben die 
Stützen A und B „Stützwiderstände“, d. h. senkrecht aufwärts 
gerichtete Kräfte A und B zu leisten, deren Bestimmung auf Grund 
der allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (vergl. Keck, Mechanik 
I. Teil, 3. Aufl., S. 117 u. 186) geschehen kann.

Es ergibt sich auf dem Wege der Rechnung
Pb 4 PaA = —r~ und B = —j—.. b

Graphisch erhält man die Stützwiderstände A und B aus der 
Bedingung, dafs sie mit der Last zusammen ein schliefsendes Kraft- 
und Seileck bilden müssen (Keck, Meeh. I, 3. Aufl. S. 125). Man 
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zieht durch irgend einen Punkt C der Richtungslinie von P die 
Seillinien I und II parallel den Polstrahlen I und II, verbindet 
deren Schnittpunkte und Bt mit den Stützvertikalen und erhält

Fie. 80.

in der Verbindungslinie A^ die Schlufsseite III des Seilecks. 
Der ihr parallele Polstrahl III schneidet auf P die Stützwider
stände A und jB ab. ,

Die Querkraft ist für alle Querschnitte zwischen A und C 
von gleicher Gröfse
1) Q = A = ^.

Für Querschnitte rechts von C ist sie gleich der Mittelkraft aus 
A und P also

i.)

Sie wird geometrisch durch den gebrochenen Linienzug A,,C„C' ,,B,, 
bezw. durch die von demselben eingeschlossone Fläche, die sogen. 
Querkraftfläche, dargestellt; links von C ist Q>0, rechts Q<0.
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Das Biegungsmoment in Bezug auf irgend einen Querschnitt 
tt zwischen A und C im Abstande x von A ist

P b2) Mx = Ax = ^x,
V

also im linearen Verhältnis mit x veränderlich, geometrisch durch 
die Ordinaten einer geraden Linie A^Ci ausgedrückt. Im Quer
schnitt bei C für x = a erreicht 

seinen Gröfstwert und nimmt über C hinaus bis B wieder gerad
linig bis Null ab. Dreieck A^'B^C^ ist die Momentenfläche.

Die erhaltene geometrische Darstellung der Veränderlichkeit 
des Biegungsmomentes mit der Lage des Querschnittes ist auch im 
Seildreieck AtB^ .bereits gewonnen. Es ist M-u-H.‘ (Vergl. 
Keck, Meeh. I, 3. Aufl. S. 121-123.)

Rückt die Last in die Trägermitte, so wird a = b — und 

das gröfste Moment

4. Der Balken auf zwei Stützen mit mehreren 
Einzellasten. (Fig. 81.)

Wir wollen die Querkraft und Momentenfläche zunächst 
graphisch ermitteln und zeichnen zu diesem Zwecke zu den Lasten 
Pi bis P ein Krafteck und ein Seileck. In der Verbindungslinie 
Ji Bi der Schnittpunkte At und Bt der die Lasten einschliefsen
den Seilecksseiten I und IV mit den Stützvertikalen wird wieder 
die Schlufslinie V des Seilecks erhalten und der ihr parallele Pol
strahl schneidet auf dem Kräftezuge 1-4 des Kraftecks die Stütz
widerstände 5-1 = A und 4-5 = B ab. Dio Entstehung der Quer- 
kraftfläche ist aus der ■ Fig. ohne weiteres ersichtlich und die 
Momentenfläche in dem Soileck AiBiCDE gewonnen. Für einen 
beliebigen Querschnitt tt ist das Biegungsmoment
1) H.

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke FGJ1 und 0-2-5 folgt 
nämlich mit 2-5 = Q

M = Q-z = u H. (Vgl. auch Keck, Meeh. I, 3. Aufl. S. 121—123.)
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Die Veränderlichkeit des Momentes mit der Entfernung x des 
Querschnittes von der Stütze A tritt in der Momentenfläche in sehr 
übersichtlicher Weise hervor. Wir erkennen, dafs das Moment von 
Null aus bis zu einem Gröfstwert anwächst und gegen die Stütze 
B hin wieder bis auf Null abnimmt. Der Gröfstwert von u bezw.

Fig. 81.

M fällt stets mit einem Eckpunkt des Seilecks bezw. dem Angriffs
punkt einer Last zusammen und zwar, wie aus der Figur leicht er
sichtlich, mit derjenigen Last, bei welcher die Querkraft ihr Vorzeichen 
wechselt, vom Positiven zum Negativen übertritt. In dem Sonder- 
falle, wenn der Abschnitt u für zwei benachbarte Eckpunkte gleiche 
Gröfstwerte zeigt, die zwischenliegende Seilecksseite parallel ist der 
Schlufslinie des Seilecks, ist M zwischen den entsprechenden Lasten 
konstant.
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Auf rechnerisch analytischem Wege ist ein gleich klarer Über
blick über die Veränderlichkeit des Momentes nicht zu gewinnen. 
Dagegen läfst die analytische Behandlung die Einzelwirkungen der 
Kräfte und ihre Beiträge zur Bildung des Gesamtmomentes deut
licher hervortreten. Auch kann sie unter Umständen, z. B. wenn 
nur das gröfste Biegungsmoment zu ermitteln ist, schneller zum 
Ziele führen. Sie gestaltet sich wie folgt: Die Momentengleichung 
in Bezug auf den Stützpunkt B als Drehpunkt ergibt den Stütz
widerstand
2) A = + -^2’^2 +1*^3

l
und aus der Gleichgewichtsbedingung „Summe der Vertikalkräfte 
gleich Null“ folgt:
2a) , B = PX + P2 + P3-A.

Die Querkraft nimmt stufenweise von A intA—Pt, A—Px—P2 
u. s. w. ab.

Das gröfste Biegungsmoment findet sich, wie oben erwähnt, 
im Angriffsquerschnitt derjenigen Last, bei welcher die Querkraft ihr 
Vorzeichen wechselt. Ist also z. B. A — P^O und A—Pi—P2<.0, 
so findet sich das Gröfstmoment im Querschnitt der Last P2. Es 
ist dort
3) M = A'- a2 — Pj (a2.

Setzt man für A den weiter oben ermittelten Wert ein und 
beachtet, dafs a3 4- ö3 = a2 + b2 = u. s. w. = l ist, so läfst sich obige 
Momentengleichung in die Form bringen 

3a) AI= । ^3

Für die Momente in beliebigen anderen Querschnitten ergeben 
sich ähnlich gebildete Ausdrücke, in denen wie in vorstehender 
Gleichung der Anteil einer jeden Last am Biegungsmoment durch ein 
besonderes Glied ausgedrückt erscheint. Das jeder Last entsprechende 
Glied stellt das Moment dar, welches die Last, für sich allein 
wirkend, in dem betreffenden Querschnitte erzeugen würde. Die 
Einzelwirkungen der Lasten erscheinen also im Gesamtmoment ein
fach summiert. Wie für die Biegungsmomente, so gilt diese 
Summierung der Kraftwirkungen auch in Bezug auf die inneren 
Spannungen, Formänderungen u. s. w.

Keck. Eloatizitttelehre. 7

*

I
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Iir. Abstande x von A bezw. von B wird 
P)«,-®, PjW-aSt P3-M

4) M.r =----- ------ + -----+ t •

5. Balken auf zwei Stützen mit mehreren Einzellasten
• und einerseits überkragendem Ende. (Fig. 82.)

Die Ermittelung der Stützwiderstände, der Querkraft und 
Momente gestaltet sich in diesem Belastungsfalle grundsätzlich nicht 
verschieden von dem unter 4 behandelten. Das Ergebnis aber ist 
insofern ein abweichendes, als wir hier zum ersten Male der Er
scheinung begegnen, dafs das mit der Lage des Querschnitts ver
änderliche Biegungsmoment in einem bestimmten Querschnitte sein 
Vorzeichen wechselt, einerseits desselben positiv und andererseits 
negativ ist und dafs dem entsprechend auch Biegungen mit wechseln
dem Krümmungssinn entstehen.

Dio Schlufslinie Bx des zu den Kräften gezeichneten Seil
ecks nimmt jetzt eine solche Lage ein, dafs sie den Zug der andern 
Seilecksseiten in Ci schneidet. In diesem Punkte wird der Momenten
abschnitt u und daher auch das Moment selbst gleich Null, während 
beide links von C positiv und rechts negativ sind. Der Krümmungs
radius der unter der Wirkung der Lasten gebogenen Stabachse 
(Biegungslinie) ist nach Seite 87 Gl. 2 im Punkte C

* JE JE'
e 3f 0

die Krümmung ist hier gleich Null, C ist ein Wendepunkt. (Biegungs
linie A'B'F'.) Im Angriffsquerschnitt einer der Lasten zwischen 
A und C sowohl als in B erreicht das Moment M=u-H je einen 
absoluten Gröfstwert. Die Querkraft Q, wechselt in den ent
sprechenden Punkten D und B ihr Vorzeichen.

Denkt man sich die Stütze B nach links oder rechts bewegt, 
so wandert der Punkt B{ auf der Seilecksseite IV. In irgend 
einer Stützlage B^ werden die Abschnitte u( und m2 un^ somit 
auch die Momenten-Gröfstwerte — und ein
ander gleich (Momentenausgleich).

Verschiebt man die Stütze B soweit nach links, dafs B{ mit 
E, die Schlufslinie V des Seilecks mit der Richtung der Seite I 
desselben zusammenfäilt, so decken sich am Krafteck auch die Pol
strahlen I und V, Punkt 5 fällt mit 1 zusammen und der Stütz-
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Fig. 82.



10(J Zweiter Abschnitt. Elastizität und Festigkeit gerader Stäbe.

widerstand A wird gleich Null, J3 = 4-l gleich £K‘, der Balken 
ruht balanzierend auf der Stütze B. Durch diese ist die Mittel
kraft JI aller Lasten gerichtet. Der positive Teil der Momenten
fläche ist jetzt verschwunden, das Moment und die Krümmung des 
Balkens ist durchweg gleichsinnig, letztere konkav abwärts gerichtet 
(Biegungslinie A" B" F').

Wird die Stütze B noch weiter nach links verschoben, so ge
winnt die Mittelkraft li in Bezug auf sie ein rechtsdrehendes 
Moment, unter dessen Wirkung der Balken aufkippen müfste, wenn 
nicht in A ein abwärts gerichteter (negativer) Stützwiderstand an
gebracht würde. Am Krafteck nimmt der der Schlufsseite 
parallele Polstrahl V die Lage 0-5’ ein; die jetzt abwärts ge
richtete Strecke 5'-l stellt den negativen Stützdruck A'" und 4-5' 
den entsprechend gröfseren Stützdruck B'" dar. Im Uebrigen 
bleiben die Verhältnisse ungeändert.

Auf die analytische Behandlung dieses Belastungsfalles, die 
sich grundsätzlich von der unter 4 erläuterten nicht unterscheidet, 
soll hier nicht eingegangen werden.

*
6. Balken auf zwei Stützen mit gleichmäfsig verteilter 

Last. (Fig. 83.)
Eine gleichmäfsig verteilte Last stellt meistens auch das Eigen

gewicht eines Balkens dar und kann daher als solche mit in die 
Berechnung eingeführt werden. Hier möge die Gesamtlast für die 
Längeneinheit mit p bezeichnet werden.

Die Gesamtlast p-l verteilt sich auf beide Stützen gleich
mäfsig und die Stützdrücke werden daher

D '

Die Querkraft für einen Schnitt im Abstande zr von A ist 
2) = — px=p[L —

geometrisch dargestellt durch eine gerade Linie AXC{BX, welche 

die W-Achse im Abstande = von A schneidet. Je nachdem 
c

a? — ist Q® 0.
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Das Biegungsmoment für einen Schnitt im Abstande ar von A ist

3) = A-X — pX-=p — (i — x) .

Der geometrische Ausdruck dieser Gleichung ist (nach Keck, 
Mechanik I, 3. Aufl. S. 207) eine Parabel, welche die Stützweite 7

symmetrisch überspannt. Für x — ~ erreicht das Moment seinen 

Gröfstwert

4)
_p-V
~8''

Die Differentiation der Gleichung 3 ergibt nämlich 

5) 
dM, 
dx

und die Nullgleichheit des eisten Differenzialquotienten tritt ein 

für x = -=. Es sei übrigens hier besonders darauf hingewiesen, dafs 

nach Gleichung 2 u. 5

—— = ist unddx
dafs daher in Über
einstimmung mit dem 
weiter oben gesagten 
mit denr Durchgänge

der Querkraft Q* 
durch Null der Mo- 
mentengröfstwert ein
tritt, eine Beziehung, 
die später noch all
gemein nachgewiesen 
werden wird. Setzt 
man die Gesamtlast 
des Balkens pl=P, 
so wird 

d. i. halb so grofs, als wenn eine gleich grofse Einzellast in der 
Trägermitte angreift, in welchem Falle nach S. 95 Gl. 4 das gröfste 
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Moment gleich wird. Ein Balken kann daher eine doppelt so 

grofse Last tragen, wenn sie über seine Länge gleichmäfsig verteilt, 
als wenn sie in seiner Mitte vereinigt ist.

7. Balken auf zwei Stützen mit mehreren Einzellasten 
und einer gleichmäfsig verteilten Last. (Fig. 84.)

Die Stützwiderstände A und B sowohl als die Querkraft und 
das Moment in irgend einem Querschnitte erscheinen hier nach 
dem unter 4 Seite 97 nachgewiesenen Satze von der Summierung 
der Wirkungen als Summen der unter 4 und 6 berechneten bezügl. 
Werte.

Zur graphischen Ermittelung der Querkraft- und Momenten
fläche zeichnen wir zunächst für die gleichmäfsig verteilte Last die 
Seillinie AXC{ Bx und mit gleicher Pol weite 11 für die Einzellasten 
das Seileck abdef. Durch Zusammenfügung beider an der Geraden 
AXBX entsteht die Gesamtmomentenfläche AXCXBXDXEXFX, welche 
die Veränderlichkeit des Momentes mit der Lage des Querschnittes 
und den Gröfstwert des Momentes leicht erkennen läfst. Für einen 
beliebigen Querschnitt tt im Abstande x von A ist 
1) Mx = u- H.

Die Entstehung der Querkraftfläche ist aus der Figur ohne 
weiteres ersichtlich. Rechnerisch ergibt sich

2) A = 4 B=pi+p + p + j» _ A
& t

und für einen Querschnitt im Abstande x von A die Querkraft
3) * QX=A — px — Px.

Ferner folgt aus der Addition der bezügl. Werte der Gleichung 4
Seite 98 und der Gleichung 3 Seite 101 das Moment

4) l l
Der Gröfstwert Mmax des Momentes tritt wieder an der Stelle 

ein, wo die Querkraft ihr Vorzeichen wechselt. Nur wenn dies 
zwischen den Einzellasten erfolgt, läfst sich der Gröfstwert des 

Momentes als analytisches Maximum aus der Gleichung -z—? = 0 a oc
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Fig. 84.



104 Zweiter Abschnitt. Elastizität und Festigkeit gerader Stäbe.

ermitteln, weil nur dann für Mz beiderseits der Stelle seines Gröfst- 
wertes das gleiche Gesetz der Abhängigkeit von x besteht und nur 
dann --in stetiger Änderung durch Null geht. In den An

griffspunkten der Einzellasten ändert sich das Gesetz, wie aus der 
Momentenfläche deutlich zu erkennen ist. Findet hier der Vor

zeichenwechsel von bezw. —jy- statt, so geschieht der Durch

gang durch Null nicht stetig, sondern sprungweise, und der Gröfst
wert von Mr ist mit Hilfe der Gleichung ^^ = 0 nicht be

stimmbar, weil an betr. Stelle den Wert Null überhaupt 
nicht annimmt.

Anwendungen.
Beispiel 1: Ein einseitig eingespannter Holzbalken (Fig. 78) von recht

eckigem Querschnitt und 2,om=200cn> freier Länge trägt am freien Ende 
eine Last K— 1000 ; die gröfste Spannung a am Einspannungsquorschnitt 
soll 80 »< nicht überschreiten. Welche Höhe h mufs der Balken erhalten, wenn 
seine Breite l< = 20'™ angenommen wird. Nach Gleichung 3 Seite 84 mufs

sein das erforderliche Widerstandsmoment lF=v — = 2500• a 80

Nach der Tabelle Seite 85 ist für das Rechteck 
und daher

W __ 20. h-
G ~ 6 3,sa b-

Wird verlaufet, dafs " sei. so mufs sein 4F=2500 — —- = 
z «3 6 0

und h = |' 9 2500 = 28.; em b— — 28,« — 18,s «">.

Beispiel 2: Der Balken Beispiel 1 soll aus einem ruudeu Stamm ge
schnitten werden und zwar so, dafs der erforderliche Durchmesser d möglichst 
Hein ausiällt. Diese Bedingung wird erfüllt, wenn das Verhältnis der Breite 
b zur Höhe h des Balkens so bestimmt wird, dafs das Widerstandsmoment 
IV für den betreftenden Durchmesser d zu einem Maximum wird. Zwischen

l> und h besteht die Beziehung IP — d1 — b- (vergl. Fig. 85) und demnach ist
... bh‘ _b(d^-b^
“6 6 IK erscheint also abhängig von b uud wird für

<f W „ 
j, =0 d b zu einem Maximum. Die Lösung ergibt' dir d‘~3 6» ,

db=—r-=° uud
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setzt,

Somit M ;
6 | 3 

d« 
2500 = — >

d*
- und, wenn man B'm„J = 2500

daraus
d = |, 9 • ) <3 • 2500 = 34,9 cm,

b = —— -- 20,2 «n, 
|^3

Für
h = V 34,s2 — 20,s’ = 28,».

einen zylindrischen Stamm vom gegebenen
Durchmesser d läfst sich der rechteckige Querschnitt 
mit gröfstem Widerstandsmoment in der aus der 
Figur ersichtlichen Weise auch leicht geometrisch konstruieren.

Beispiel 3: Ein rechteckiger Holzbalken von oben berechnetem Wider
standsmoment TF=2500cm’ ruhe auf zwei f=4,om = 4OOcm voneinander ent
fernten Stützen (vergl. Fig. 80). Welche Einzellast P vermag er in seiner 
Mitte zu tragen, wenn die gröfste Spannung a zu 80 al angenommen wird. 
Setzt man in der Gleichung M = 1F• a (S. 85) gemäfs Gleichung 4 S. 95 
M=—, Z=400, <r=80 und löst für P auf, so folgt P = 4.'—= 2000 kg.

4 D 400
Beispiel 4: Der Balken sei wie in Beispiel 3 gespitzt und über seine 

Länge gleichmäfsig mit einer Last von 400 kg für den Ifd. m gleich 4 kg für 
den Ifd. cm belegt. Welche Einzellast P vermag er in seiner Mitte aufserdem 
noch zu tragen, wenn wieder <r = 80»* angenommen wird. Setzt man in der 
Gleichung M= Wa gemäfs Gleichung 4 S. 94 u. 101

4•400*
O 4 8 = so 000 4- 100 P 4

aufserdem lF=2500cm’ <z=80at und löst für P auf, so ergibt sich

Beispiel 5: Ein gufseiserner Balken von I - förmigem Querschnitt ruhe 
wie in Beispiel 4 auf zwei Stützen in 4,o m Entfernung und sei wie dort be
lastet. Die Querschnittsabmessungen sind unter der Bedingung zu ermitteln.
dafs die gföfste Druckspannung a, nicht mehr als 900 »t 
Spannung a. nicht mehr als 300»t betrage.*

Bei der gewählten Art der Unterstützung und der 
Querschnittsanordnung (vergl. Fig. 86) tritt die gröfste 
Druckspannung a, in der Oberkante der senkrechten 
Rippe, des sog. Steges, die gröfste Zugspannung 
in der Unterkaute der wagerechten Rippe, des sog. 
Flansches ein. Sind e1 und e2 die äufsersten Faser
abstände von der wagerechten Schwerpunktsachse des 
Querschnittes, J das Trägheitsmoment in Bezug auf

und die gröfste Zug- 

Fig. 86.

t< .

e,

W

dieselbe, so ist W, W2 = — (vergl. S. 84) und 
e2

J/=

4

/«

----------------2
b2
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Nach Beispiel 4 ist 80000 +100 P 80000+ 100-1200 «200 000 «n>/kg.
Für ^. = 900** und ^ = 300»* wird = —=223cm* und W,=— = 667""’

, . W, 1
und ferner -=A = — = w-.W., <7, 3

Aus dor Tabelle Seite 85 ergibt sich
. . tr _ .,0, _ (W+W (b^+b^ + ^b^hAh^hy
111 1 “ ” 6 (b, v + &A) (2

1K, _ _I _ W+i,h, (2^+A,)
W2 “ 3 ~ b, h* + b, h2 (2 Ä, + hj1

Der Querschnitt ist durch vier Abmessungen bx, hx, b2, h2 bestimmt. 
Durch obige beiden Gleichungen sind erst zwei derselben festgelegt, die anderen 
beiden können dem jeweiligen Zwacke entsprechend beliebig angenommen 
werden. Es möge hier b2 — hx und h2—y gewählt werden. Damit wird 

A ”
nach Gleichung 2) b, — -' und nac^ Gleichung 1, j 1 v A v

^, = 18,2™ &, = *!= b2 = hx = 18,2cm h2=y = 3,«»cm-

In den unter 1—5 behandelten Beispielen ist die Tragfähigkeit 
der betreffenden Balken nur in denjenigen Querschnitten voll, d. h. 
bis zu der zulässigen höchsten Spannung ö ausgenutzt, in welchen 
das Biegungsmoment seinen Gröfstwert aufweist, also in Beispiel 
1 u. 2 im Einspannungsquerschnitt, in Beispiel 3 — 5 in der Balken

mitte. In allen übrigen Querschnitten ist die Spannung o = — 

dem kleineren Biegungsmoment M entsprechend kleiner, das Material 
nicht völlig ausgenutzt

Um in allen Querschnitten eine gleichmäfsige Ausnutzung des 
Materials bis zur zulässigen Höchstspannung o herbeizuführen, müssen 
die Querschnittsabmessungen mit dem Biegungsmomente sich so

Mändern, dafs der Quotient — stets gleich der zulässigen Spannung o, 
11

also constant bleibt. Jede dieser Bedingung entsprechende Balken- 
oder Stabform nennt man eifie „Form von. überall gleichem 
Widerstande“ oder „gleicher Sicherheit“.

Beispiel 6: Für den Balken in Beispiel 1 sollen Formen von gleichem 
Widerstande ermittelt werden.

Im Abstande x vom freien Ende ist das Biegnngsmoment M—Kx
(Fig. 87), das Widerstandsmoment für den recht
eckigen Querschnitt 1K= , worin b und h im all
gemeinen mit x veränderlich sind. Es mufs also sein 

M 6 ■ Kx
l‘J W~°~ b-hl '

Fig. 87.
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Danach lassen sich Formen von gleichem Widerstande in der Hauptsache
nach drei Gesichtspunkten entwickeln, nämlich:

1. Man legt der Breite des Balkens ein I 
ergibt sich nach Gl. 1 seine Höhe

Sie steht also zu x in parabolischer Ab
hängigkeit (vergl Fig. 88). Mit K— 1000 
b = 20 cm , a = 80 »* wird h — K 3,is • x . 
Der Balken wird im Aufrifs (Seitenansicht) 
durch eine Parabel begrenzt. Tangierende 
Ebenen in C und D schneiden die Vertikal
ebene bei Bin E und F und der abgestumpfte 
Keil CD FE umschliefst die parabolische 
Form. Er stellt eine annähernde, praktisch

bestimmtes Mal's b bei. Dann

gleicher Sicherheit 
gleich zwei Drittel, 
in Beispiel 1.

2. Man wählt

dar. Dem Körperinhalte
leicht herzustollende Form von 
nach ist die parabolische Form

die Keilform gleich drei Viertel des prismatischen Balkens

für die Höhe des Balkens ein bestimmtes Mafs h. Dann
wird nach Gl. 1) die Breite desselben

Sie ist also nach linearem Gesetz von x abhängig.

Für h = 30 wird b = ^= und für a:=0, b=0;

200
für x= l = 200 «">, &=——= 16,«7 cm. Der

1 4
Balken wird allseitig von Ebenen begrenzt und 
erhält im Grundrifs Keilform (vergl. Fig. 89), 
wobei indes zu bemerken ist, dafs der End
querschnitt wegen des unmittelbaren Kraft-

Fig. 89.

angriffes nicht Null sein darf, sondern in Wirklichkeit eine gewisse Breite er
halten mufs.

3. Man verlangt, dafs alle Querschnitte des Balkens einander ähnlich 

sind, Höhe h und Breite b desselben ein bestimmtes Verhältnis -5- = « 

aufweisen. Setzt man dann in Gl. 1] einmal h = b'n und ein anderes Mal 

b — —, so wird im ersten Fallen _____

4,) ö=l/-------ä- und im zweiten17 f <r-n2
3/------ _—

51) h — y .

Sowohl h als b hängen nach sog. kubisch-parabolischem Gesetze von x 
ab. Trägt man die für jeden Querschnitt sich ergebenden Breiten und Höhen 
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im Grundrifs und Aufrifs auf, so ergeben sich als Begrenzungslinien des Balkens 
sog. kubische Parabeln (vergl. Fig. 90). Legt -man in den vier Seiten des
Einspannungsquorschnittes wieder je eine 
tangierende Ebene an die parabolisch ge
krümmte Begrenzungsfläche, so umschliefsen 
diese Ebenen die parabolische Form und es 
läfst sich nachwoisen, dafs der Endquerschnitt 
der entstehenden abgestumpften Pyramide 
in Höhe und Breite gleich zwei Drittel des 
Einspannungsquorschnittes ist.

Für X'=I000kg, <r=80*‘, n = 4 

wird •______
b = p 33,« • ®,

s
h = Y112,s • x.

Fig. 90.

Beispiel 7: Eine zweifach gestützte, nur auf Biegung beanspruchte Achse 
trägt in symmetrischer Anordnung zwei Lasten von je 50000 kg. Die Ent
fernung der Lagermitten ist gleich 4,o n>, der Lasten gleich 2,o ®. Die gröfste 
Spannung soll in allen kreisförmig gedachten Querschnitten der Achse 800 
betragen. Die Form der Achse ist zu bestimmen (Fig. 91).

Abstande x von A, -bezw. B wirkt ein Biegungsmoment Mx = 50000 ■ x. Der
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mit x veränderliche Halbmesser der Achse sei y. 
nach der Gleichung rr—^

Dann ist Wx = ; also4

800 = 
w 1
4 -y

und y = Y 79,« • x

zwischen A n. C und B u. D, bezw. von ®=0 bis x— 100™ ist die Form 
gleicher Sicherheit ein kubisch-parabolischer Umdrehungskörper. Boi x — 100«"' 
ist y — 20 «">.

Für die Querschnitte zwischen Gund D, von ®=100™ bis ® = 300«» 
bilden die äufseren Kräfte ein Kräftopaar von konstantem Biogungsmoment. 
Der oben für® —100 ™ berechnete Halbmesser y==20™ bleibt also zwischen 
den Lasten unverändert. Die punktierte Linie Fig. 91 stellt die ideelle Form 
der Achse dar, die von der wirklich auszuführenden umschlossen wird.

Beispiel 8: Ein Balken von rechteckigem Querschnitt, auf zwei End
stützen ruhend, trägt bei einer Stützweite l eine gleichmäfsig verteilte Last q 
f. d. Ifd. m. Seine Form soll so bestimmt worden, dafs die Randspannung in

Nach Gleich. 3 S. 101 ist Q—x).allen Querschnitten gleich a ist. 
b h1Ferner ist W— --- und daher6

_ Mx __^qx(l— x)
,r~w~ KM •

Aus dieser allgemeinen Gleichung läfst sich, je nachdem für die Breite b 
oder die Höhe h des Balkens ein bestimmtes Mafs, oder zwischen beiden ein 
bestimmtes Verhältnis n= angenommen wird, die Form des Balkens leicht 
ableiton.

In ähnlicher Weise wio in Beispiel 6 erhält man für die als mit x ver
änderlich gedachte Breite und Höhe der Querschnitte folgende Beziehungen:

1. Bei konstantem b h = 1/'^1X^ x) 
] b-tr

2. „ „ h b = ^^^, '

3. Für ~ = n h =
" I " ' ] a-n1

Für <r=80n (Balkon aus Holz), l = 500cm) g = 500kK f. d. Ifd. m 
= 5 kK f. d. Ifd. cm wird bei

ö = 20 ™ h=i/
| 320 ’

. qn.m , 500 x — x1= b —---- -------.asiin ’

"__9 1500.®—8®’ . hb~" h~ ]/-------8-------- ’■
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In der Trägermitte für a: = 250cm) mit 6 = 20 wird 6 = 24,jcm und 
mit 6 = 30, 6=13, mitw = 2, 6 = 28,i“, 6 = 14,scm.

Beispiel 9: In manchen Fällen ist die Herstellung genauer Formen von 
gleicher Sicherheit nicht angängig und man mufs sich mit einer gewissen 
Annäherung an dieselben begnügen. Beispielweise werden schmiedeeiserne 
Balken häufig aus einzelnen Stäben zusammengenietet, welche durch Walzung 
hergestellt stets prismatische Form haben. Der Querschnitt des so gebildeten 
„genieteten Trägers“ oder „Blechbalkens“ läfst sich daher nicht allmählich, 
sondern nur stufenweise ändern.

In Folgendem soll für einen auf zwei Endstützen ruhenden Blechbalken 
von 10 m Stützweite (B’ig. 92), der eine gleichmäfsig verteilte Last g — 5000kK 
f. d. Ifd. m = 50 ks f. d, Ifd. cm trägt, eine annähernde Form von gleicher 
Sicherheit ermittelt und dabei die zulässige Spannung a= 1000 angenommen

Fig. 92.

werden. Der Querschnitt des Balkens soll nach Fig. 23 S. 20 gebildet 
und 60 = 80 cm, 6 = 20 cm, 60 = 17 <=m, 6, = 3 cm J 62 = 1 cm, d = 2 cm 
angenommen werden. Bei Wahl gleichschenkliger Winkeleisen ist dann
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ha = 80 — 2-8 = 64 cm und h, = 80 — 2-1 =78 cm. Nach Gleichung 21 
S. 20 ist das Trägheitsmoment des nur aus dem der vertikalen Blechplatte 
(„Stehblech“) und den vier Winkeleisen bestehenden Proflies

(17 -2-2)80’—(17-3 —2-2) 78’-(3— 1)-64’ 
12

= 91167 cm<

. 91167
und Wo = — = .n - 

% 40
= 2280 cm’.

Für den ganzen Querschnitt ist nach Gl. 24 S. 20

J— Jo 4- Fk ■ und demnach

11 h
Mit obigen Werten für Wo und hu wird

Bezeichnen wir die noch zu bestimmende Stärke der Kopfplatte mit s, 
so wird h = h„ 4-2s = 80 + 2s und FK = (20— 2-2)-s = 16-s, also

2i)

3i)

182 400 
804-23

4- 1280-s.

Für einen Querschnitt im Abstande x von der Stütze A ist

A4 = = 25. (1000 x-x>) cm/kg

und für die Trägermitte, x = 500 cm, ist das gröfsto Biegungsmoment

Mnax —-8— = 6250000 •

Das erfordert ein gröfstes Widerstandsmoment

W=
Mmnx

<r
6 250000

1000
= 6250 cm«

und es ergibt sich, wenn man diesen Wert in Gl. 2, einsetzt, daraus eine 
Stärke der Kopfplatto s = 3,3cm. Dieae oben und unten auf die Winkeleisen 
zu nietende Kopfplatte pflegt man, wenn ihre Stärke s ein gewisses Mafs 
(l)0__ I)6 cm) überschreitet, nicht einteilig, sondern aus mehreren übereinander 
gelegten Platten — sog. Lamellen — herzustellen. Dadurch, dafs man diese 
nicht alle über die ganze Balkenlänge erstreckt, sondern nur insoweit, als das 
Biegungsmoment Mx es erfordert, kommt eine annähernde Form gleicher 
Sicherheit zustande, welche naturgemäfs um so genauer ausfällt, je dünner die 
Einzelplatten gewählt werden:

Im vorliegenden Falle möge die Kopfplatte aus drei Lamellen bestehend 
3 3

angenommen werden, so dafs jede derselben eine Stärke von -^- = l,icm 

Stärke erhält und eine Abstufung der Gesamtstärke der Kopfplatte von 3,3 cm 
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auf 2,2 l,i cm und 0 cm ermöglicht wird. Dem entsprechen nach Gl. 2( 
Widerstandsmomente

W, = JT2»0? + 1280 •1 >> = 362 »cm ’ und Wo = 2280 cm •.oO J,* 1 ,1
Das in beliebigem Abstande x von der Stütze A herrschende Biegungs

moment Mx erfordert ein Widerstandsmoment
JV- n X

4.) 1<= (Z - x) (vergl. Gl. 3,),rr l er
das also, wie Af», zu x in parabolischer Abhängigkeit steht. Gl. 4t ist die 
Gleichung einer Parabel und die von derselben und der zugehörigen Sehne 
gleich der Balkenlänge Z umschlossene Parabelfläche wollen wir die 1K-Fläche 
nennen (Fig. 92).

Löst man Gl. 4! für x auf, so folgt

5,) x = y ± y + —y-- = 500 + <250 000 + 40 • IV, .

Setzt man in Gl. 5| der Reihe nach 1^=110=2280, TKt=IK, =3627, 
14^=1^2 = 4977, so erhält man die Entfernungen a:0, x, u. s. w. von der 
Stütze A, in welcher die stufenweise Verstärkung der Kopfplatte von s = 0 
auf s= l,i cm, 2,a cm und 3,»cm 7,u erfolgen hat. Es ergeben sich für dieselben 
folgende Wertpaare:

102 cm 17G cm 274 cm
X°~ 898 „ ’ = 824 „ ’ Xt= 726 „ '

Die Stufenlinie (Fig 92) stellt die in den einzelnen Querschnitten vor
handenen Widerstandsmomente dar; sie nmschliefst die Parabel der erforder
lichen. Zu bemerken bleibt dabei noch, dafs die einzelnen Lamellen beiderseits 
um so viel über die Querschnitte t„, t^ und tt hinaus weiter zu führen sind, 
dafs sie in denselben bereits einen ihrem Reinquerschnitte entsprechenden 
Nietanschhifs gefunden haben, dessen Berechnung nach Anleitung des auf 
Seite 75 u. f. gesagten zu geschehen hat.

f •
Beispiel 10: Die Belastung des Balkens in Beispiel 9 bestehe aus den 

aus Fig. 93 ersichtlichen Einzellasten, und die Momentenfläche sei auf 
graphischem Wego mit Hilfe eines Kraft- und Seilecks ermittelt. Dann ist

Mx= ux-11 = 11^■ a und Wa= w>. —.

Danach lassen sich die Ordinaten Wx der .TV-Fläche aus den Ordinaten 
wx der Momentenfläche leicht berechnen oder durch Zeichnung ermitteln. 
Letzteres ist in Fig. 93 (annähernd mafsstäblich) geschehen. Um keine unbe
quem grofsen Ordinaten Wx zu erhalten, kann man diese in «fach verkleinertem

Längenmafsstabo auftragen und erhält dann Wx=ux-—-. In Fig. 93 ist
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n 10 angenommen. Während die Längen im Maßstabe 1:100 gemessen sind, 
müssen daher die Ordinaten 1K,. im Mafsstabe 1:1000 abgegriffen werden. 
Die Konstruktion von für den Querschnitt tt ist aus der Figur ersichtlich. 
Es wurde A}K=H— 25 000*8, A Gr = 10 • o— 10000*8 gemacht und durch C 
eine Parallele zu A,B, gezogen bis zum Schnitt J mit der Senkrechten durch G; 
ferner von A, aus eine Gerade durch d bis zum Schnitt K mit der Senkrechten 
durch F und endlich durch K eine Parallele zu A,Bt bis zum Schnitt L mit

der Senkrechten durch C. Es ist dann FK— ML — Wj.. In gleicher Weise 
werden die Eckpunkte 0 und N der polygonalen W- Linie gefunden. Die 
umschliefsendo punktierte Stufenlinio stellt wieder die im herzustellenden Träger 
wirklich vorhandenen Widerstandsmomente dar und läfst erkennen, in welcher 
Erstreckung die einzelnen Lamellen anzubringen sind.

Keck, ElMtlxiUtslehre. 8
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c) Allgemeine Beziehungen zwischen der Biegungslinie . 
und der Momentenlläche.

Es sei AB (Fig. 94) ein beliebiger Teil der Achse eines Stabes;
er weiche nur wenig von der (wagerecht gedachten) A’- Richtung 
ab und habe eine Länge l, die demnach mit 
ihrer wagerechten Projektion gleich gesetzt 
werden kann. Wird der Stab bei A einge
spannt gedacht und wirkt nur an dem Teilchen 
PQ. — dx ein Moment, so krümmt sich' Pq 

’ nach dem Halbmesser o und einem Centriwinkel
, dx Mdx . _____________da.= — = (vergl. Gl. 2 S. 87). Um 

diesen Winkel neigt sich dann das noch gerade

Fig. 94.

'M

bleibende Stück QB gegen AB, und der Punkt B verschiebt sich um
in) ir J Mxdx BBt = df = x da = .

Werden alle Teile des Stabes gebogen, so wird die 
am freien Ende von der an der Einspannungsstclle 
Tangente um einen Winkel

1)
V Aid x

abweichen, und der Abstand des freien Endes von 
wird betragen

Biegungslinie
A gezogenen

der Tangente

2)
Mxdx

0

Diese Abweichung kann, wegen der geringen anfänglichen und 
nachherigen Neigung des Stabes gegen die A'-Richtung, recht
winklig zu x oder auch rechtwinklig zur Tangente gemessen werden. 
Bei der Benutzung der Gl. 2 ist jedoch zu beachten, dafs der Ab
stand x eines Punktes der Biegungslinie nicht von A, sondern von 
demjenigen Punkte aus gerechnet werden mufs, dessen Verschiebung 
man ermitteln will.

Ist der Stab von überall gleichem Querschnitte, ist 
daher EJ unveränderlich, so wird einfacher

EJa.= S* Mdx und BJf=\'Mxdx.
Denkt man sich das veränderliche Moment M rechtwinklig zu einer 
mit der A-Richtung parallelen Achse aufgetragen (Fig. 94), so ist Mdx
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ein Flächenstreifen dieser Momentenfläche und Mxdx = Mdx-x das 
statische Moment desselben, bezogen auf eine Senkrechte durch B. 
Nennt man daher die ganze Momentenfläche F^ und den Abstand 
ihres Schwerpunktes von der genannten Senkrechten £, so 'dafs 

das statische Moment der Momentenfläche, so wird einfach
3) EJa^Fx und FJf=FM£
(wobei wiederum zu bemerken, dafs § von der Stelle zu messen ist, 
deren Verschiebung man sucht). Da hiernach /=a£, so schneidet 
die bei C (Fig. 94) gezogene Tangente die an A gezogene Berührende 
im Abstande £ von C.

Auf Grund dieser Beziehungen zwischen der Momentenfläche 
und der Biegungslinie läfst sich, wenn erstere bekannt, letztere wie 
folgt leicht durch Zeichnung bestimmen: AlBiC (Fig. 95) sei die 
hier positiv angenommene Momontenfläche eines Stabes A B. Dann

ist bei den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen und wenn man 
die Biegungslinie auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz bezieht, dessen
A'-Achse mit der ungekrümmten Stabachse AB (Nullpunkt in B)
zusammenfällt, für irgend einen Punkt (xy) der Biegungslinie

4) JE oder, wenn die Momenten-

fläche auf graphischem Wego durch Zeichnung eines Seileckes mit
der Polweite II gewonnen wurde

4 a) HF**

y
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Sieht man nun die Momentenfläche als Belastung des SÄbes 
an und zeichnet zu ihr mit einer Polweite eine Seillinie, und 
zwar so, dafs der Polstrahl / eine wagerechte Lage erhält und die 
Seillinie in A beginnt, die dem Polstrahl I entsprechende Tangente 
der Seillinie in A also mit der .X-Achse zusammenfällt, so wird

— und nach Gl. 4a ,

5)

Wählt man

y =
H1I{ 
JE

u
U “ JE.HHX ‘

JE
U- Hx als Längeneinheit für die Ordinaten y der

Biegungslinie, so wird y = u, d. b. die Seillinie AG ist zugleich 
die Biegungslinie, wobei ihre Ordinaten y gegenüber den Abscissen t 

JE
in —- facher Vergröfserung erscheinen.

d) Biegnngslinie für Balken mit statisch bestimmter Unterstützung.

1. Der einseitig eingespannte prismatische Stab 
oder Balken. (Fig. 96.)

Der prismatische Stab oder 
eingespannt, und zwar, um der 
meine Gültigkeit zu geben, nicht 
kleinen Neigung w; auch werde 
aus gleichem Grunde neben einer 
Einzellast K am freien Ende, 
eine gleichmäfsig verteilte Last 
p für die Längeneinheit ange
nommen.

Die Biegungslinie werde 
auf ein rechtwinkliges Achsen
kreuz bezogen, dessen Lage aus 
Fig. 96 ersichtlich ist. Die

Balken sei einseitig unwandelbar 
Untersuchung eine tunlichst allge- 
völlig wagerecht, sondern mit einer

Fig. 9G.

Neigung w der ungebogeneji
Stdbachse sei so gering und die entstehende Biegung so klein, dafs 
die wagerecht gemessenen Längen l und x gleich den entsprechenden
Längen in der Richtung der gebogenen Stabachse gesetzt werden 
können.
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Für einen Punkt der Biegung,lini, ist das Bi
moment
1) • M=K(l—x)+^Z^_

\ 2
Dieses Moment ist, da es ersichtlich eine konkave Biegung in der 
Richtung der positiven Y-Achse erzeugt, mit positiven Vorzeichen 

in die Grundgleichung der Biegungslinie (verg] q] 3

8. 87) einzusetzen. Daraus folgt
2) JE^ = K{l-x) +

dx1 ' 2
und durch Integration

3> - K - £)+f +^+c.
Im Einspannungsquerschnitt für x = 0 ist ^- = tcw und in Rück- 

dx b
sicht auf die vorausgesetzte Kleinheit von w auch — «= w. Mithin 

dx
C=JEa>. Am freien Ende für x = l wird nach Gl. 3
US dy Kl2 ql*

dx b 2JE GJE^
Die abermalige Integration der Gl. 3 ergibt

5) JE-j - - £) + | + *) + + C.

Für a; = 0 ist y = O, also 0 = 0.
Gleichung 5 ist die Gleichung der Biegungslinie des Stabes 

für den vorliegenden Belastungsfall.
Für x = l wird y=f, gleich der Senkung oder Durchbiegung 

des freien Endes B. Es ist
- KP , pV , _

6) • 3 JE+ SJE +

In den Gleichungen 1 — 6 treten die Wirkungen der Einzel
last K und der verteilten Last p und in den Gleichungen 4 — 6 
auch der Einflufs der Neigung w des ungebogenen Stabes völlig 
unabhängig voneinander als Summanden auf. Verschwindet eine der 
Ursachen (K, p und a»), so verschwindet auch der ihre Wirkung 
ausdrückende Summand. Ist der Stab wagerecht eingespannt (w = 0)
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und nur mit K belastet (p = 0), so ergibt sich aus GL 4 u. 6 seine 
Neigung und seine Senkung am freien Ende zu

7)

und

KP , . Kl3
a~2JE Und 3 JE

nach Gl. 5 die Gleichung seiner Biegungslinien

8)
_ Kx2 / x\

V~2JEV 3?

Ist der Stab nur gleichmäfsig mit p belastet und ist K=0, so wird

9) . P*3 i /•_ P1'* 6 JE d t~SJE Und

10)
ÄTT 9/ JCJ

2. Der prismatische Balken auf zwei Stützen mit 
einer Einzellast.

Liegt die Last in der Trägermitte (Fig. 97), so ist die Biegungs
linie symmetrisch und ihre Tangente in der Mitte bei C wagerecht. 
Für die Spannungen und Formänderungen, hier insbesondere für die 
Biegung ist es ersichtlich einerlei, durch welche Mittel die wagerechte 
Richtung bei Cerzwungen wird;
ob durch den Zusammenhang
der einen Trägerhälfte mit der | 7
andern, oder durch feste Ein- -------------- T
Spannung. Denkt man sich daher
den Anfangspunkt des Achsen- q
kreuzes bei wagerechter X- ip
Achse nach C verlegt, so läfst
sich die Biegung beider Trägerhälften ohne weiteres auf Gl. 7 u. 8 
zurückführen. Dio am freien Ende bei A und B wirkende Einzel

kraft ist hier gleich Vertauscht man daher in jenen Gleichungen

p l
K mit ~ und l mit so folgt 

pp , pp 
a==16JJ5’ ' 48 JE 

und die Gleichung der Biegungslinien
Prf
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Liegt die Last P dagegen nicht in der Mitte (Fig. 98), so 
gestaltet? sich die Ermittelung der dann unsymmetrischen Biegungs
linie etwas umständlicher.

An der Stelle des Lastangriffs bei C sei die Durchbiegung 
gleich f. die Neigung der Biegungslinie w. Denken wir uns den

Fig. 98.

• Balken nach eingetretener Krümmung bei C nach Richtung und 
Lage festgehaltcn und die Auflager A und Ji beseitigt, so würde 
die Krümmung verschwinden und die gerade Stabachso sich in die 
Richtung der Tangente DE mit der Neigung w gegen die Wagerechte 
einstellen. Der Punkt A gelangt dabei nach D und der Punkt Ji 
nach P und es würde sein AD=fiM) m<\..JiP=f—ba>.

Bringt man nun die Endstützen und mit ihnen die Stützkräfte 
A und Ji wieder an, so mufs der Stab seine gebogene Form wieder 
annehmen, die Stützkraft A also eine Biegung aufwärts um A D 
und die Kraft Ji eine solche um JiP herbeifflhren. Nach Gl. 7
S. 118 mufs daher sein 

l«3 B-b3und JiP=f—a>b=£—;.
3 JP • 3 .IP

Löst man beide Gleichungen für die Unbekannten f und w und setzt

A = -y und Ji = , so folgt
* (

13)
P a2b- 
3JEI und

Pa b^a — b) 
AJEl

l PI3Für wlrd/=__ (vergl Gl. 11) und w = 0.

Ist aber nicht « = b, etwa, wie hier angenommen werden möge, 
a^b, so stellt das in Gl. 13 berechnete / nicht die gröfste Durch
biegung dar, *8iese ist vielmehr zwischen C und der Trägermitte zu 
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suchen und zu diesem Zwecke die Gleichung der Biegungslinie 
aufzustellen. Legt man derselben das aus der Fig. 98 ersichtliche 
Achsenkreuz zu Grunde, so ist für einen Punkt P(xy) der Biegungs
linie das Biegungsmoment M — Ax. Es erzeugt eine Biegung 
konkav nach der negativen Y- Richtung und ist daher negativ in 
die Grundgleichung der Biegungslinie einzuführen. Es wird

, d2y
JE~ =— Ax. Die erstmalige Integration liefert

r dy Ax2 . . duJ E=----- - ----PC. Für x = a = dx 2-------------------------------- dx

also C=JE-a> + lind demnach JE~- = (a2—.r2)+«‘JE
2 dx 2

Die nachmalige Integration ergibt
J~ — y) + vJEx 4- Cj.

Pb Für .r = 0 ist y = 0, also Cj = 0. Setzt man aufserdem A =

so wird y—^-~j(a2 + 2ab — x2) die Gleichung der Biegungs

linie, welche mit a = l —b die Form annimmt 
14> '

In dieser Gleichung kommen b und x völlig gleichartig vor, 
können also nach Belieben vertauscht werden, ohne dafs dadurch y 
sich ändert. Verlegt man daher die Last von C nach P, so tritt 
in C die in Gleichung 14 berechnete Durchbiegung ein.

Gleichung 14 gilt indes nur für das Stück AO der Biegungslinie, 
während für BC eine besondere Gleichung aufzustellen sein würde 
(deren man aber bei Bestimmung der stärksten Durchbiegung nicht 
bedarf). Nach Fig. 80 S. 94 wird nämlich das Biegungsmoment 
durch eine gebrochene Linie J CB dargestellt; die Stetigkeit der 
Momentenfunktion erleidet bei C eine Unterbrechung und die Inte
gration kann daher nicht ohne weiteres über C hinaus erstreckt 
werden. Es würde vielmehr für BC eine andere Momentengleichung 
aufzustellen und die Integration wie oben zu wiederholen sein. Jede 
Einzellast an einem Stabe bedingt eine Stetigkeitsunterbrechung der 
Biegungslinie an der betreffenden Stelle, so dafs bei mehreren Einzel- 
lasten für jede Seite der dann polygonal begrenzten Momentenfläche 
eine besondere Gleichung der Biegungslinie zur Geltung kommt.
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Zwei solcher Stücke der letzteren haben aber an der Übergangsstelle

nicht nur gemeinsame Neigung
(i X

sondern auch (weil an der Stelle

nur ein bestimmtes Biegungsmoment in Frage kommt), gemeinsame 
Krümmung 1-g.

In Gleichung 14 erreicht y seinen Gröfstwert für

15) ~ (p_ jS) und zwar ist

16) 1/ , = • O2 - •J l'j r I <)

Für 1 = wird

17) ym™ = wie in ÖLI1 s. 118.

Rückt nun die Last nach rechts, so dafs b allmählich kleiner wird, 
so wächst (Gl. 15), die Stelle der-gröfsten Durchbiegung rückt 
ebenfalls nach rechts, aber erheblich weniger als die Last. Wenn 
diese das rechtsseitige Auflager erreicht hat, b = 0 geworden ist, 
ist ar, = Z• 1/-1 = 0,577 Z. Die Stelle der stärksten Durchbiegung 

* o
liegt daher immer nur wenig, höchstens 0,077 Z = ca. ’/ia Z von der
Balkenmitte entfernt und kann daher nur wenig gröfser sein als die

Durchbiegung ym für -r welche man nach Gl. 14 erhält zu

18)

Der Wert yK ist zwar nur ein Annäherungswert an den Gröfst- 
weft ymax der Durchbiegung, er weicht von dieser aber nur sehr wenig 
ab und bietet den Vorteil einfacherer Ermittelung namentlich auch 
in dem Falle, wenn mehrere Einzellasten auf den Stab wirken. Die 
von diesen einzeln in der Balkenmitte erzeugten Durchbiegungen 
summieren sich dann einfach, während die von den einzelnen Lasten 
hervorgebrachten gröfsten Durchbiegungen sich nicht an derselben 
Stelle des Balkens befinden und daher auch nicht summieren lassen. 
Die genaue Ermittelung der durch mehrere Einzellasten erzeugten 
gröfsten Durchbiegung aus der Biegungslinie gestaltet sich aber 
wegen der oben erörterten Unstetigkeit der letzteren sehr umständlich 
und man kann in den meisten Fällen der Anwendung um so eher von 
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ihr abseben, als die genaue Kenntnis der Durchbiegung in der Mitte 
gleiche Dienste leistet.

Wie geringfügig der Unterschied zwischen ym und ymax (Ql. 16 u. 18) 
ausfällt, möge aus folgendem Beispiel entnommen werden: Eiu 4 cm dicker 
Rundeisenstab von der Stützweite 1 = 200 cm ist im Abstande & = 50cm von 
der einen Stütze mit P=200kg belastet. Dabei liegt die gröfste Durch
biegung um ®,=111,8 cm von der andern Stütze, bezw. 11,8 cm von der Stabmitte 
und beträgt ymax = O,W3 cm, während in der Stabmitte ym = 0,»im cm, 
d. i. nur um ca. 1,3 °/o verschieden ist.

3. Der prismatische Balken auf zwei Endstützen mit 
einer Einzellast P iu der Mitte und einer verteilten 

Last p für die Längeneinheit.
Wir beziehen die Biegungslinie auf das aus Fig. 99 ersichtliche 

Achsenkreuz mit dem Anfangspunkte in Jp

P ülDer Stützdruck in A und JB isf A — B = + Ar und das

Biegungsmoment für einen Punkt P(x,y) ----- Dieses

erzeugt eine Biegung konkav aufwärts nach der negativen V-Richtung 
hin und ist daher negativ in die Grundgleichung der Biegungslinie 
einzuführen. Es ist daher

<72 u i) v2
JE-r-.= —Ax + ~~ und die erstmalige Integration 

dx* 2
ergibt JE^------+ C

dx 2 b

für ® = — ist — = 0, (wegen der Symmetrie der Belastung 
2 dß

Al2 pl9
und der Biegungslinie); daher ------ und somit

19)



IVd. Biegungslinien für Balken mit stat. best. Unterstützung. 123

Die nochmalige Integration führt zu

20) + c\.

Für ® = 0 ist y = 0, folglich = 0.

In Gl. 19 u. 20 den Wert A = eingesetzt, wird
d v 1* ]>

21) Tx = 16 487e(2Z3~12^2 + 8^3) und

Pi 4 a;3\
22) y = \Pa> 4- ___(2 Px - 4 Z.®3 + 2a?*).

Der Einflufs der Einzell^st P und der verteilten Last p erscheint 
in den Gleichungen 21 u. 22 wieder gesondert.

Die Neigung des Balkens an den Enden wird nach Gl. 21 für « = 0
q.>\ PP nP

a ~ 16 je 24 JE und die ßröfste Biegung

in der Mitte nach Gl. 22 für x = ~

24)

Mit

p
Ui JE

= 0 wird für nur verteilte Last p

P i „ 5^1 
MiJEx +8^/’

25)

und

pP
und

mit p = Q für eine Einzellast P

5 pP_  5 Q,P
Ml JE~ ZU'jJS

OßA P'P , PP} a~167E Und / = 48J£ wieinGl.il.

Für Zahlenrechnungon sind die Gl. 25 u 26 bequemer, wenn 
man die stärkste Randspannung

P'l'6 , pP'ß
a — a r i>ezw. ö = Q r einführt. Es wird dann

l PI ö pP 0 , , .
a~t ~ 7 bezw. — = - und damit4 J e 8 J c

Po bPa
a^3^~e' 48.jg^; fÖr verieüte ijas* V' und

9Q\ l'O P’G
~ 4^7’ /= 12 i jg7 eine Einz°llast P >• d- M.

Handelt es sich um träger, deren Querschnitt in Bezug auf die Biegungs
achse symmetrisch ist, so dafs e = -y wird, so lassen sich die G). 27 u. 28 

wieinGl.il
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auch benutzen, um bei eingebauten Trägern mit freier Unter- und Oberfläche, 
deren Höhe und Länge l bekannt sind, aus der gemessenen Durchbiegung f die 
Spannung a zu berechnen, also event. die Bruchgefahr zu beurteilen. Es wird

24 f-Eh , 6f-E-ebezw. <7=-^--.

4. Träger mit veränderlichem Querschnitt.
Es soll hier nur der für die Anwendung wichtigere Fall stufen

förmiger oder sprungweiser Querschnittsänderung behandelt werden. 
Die rechnerische Ermittelung' der Biegungslinie gestaltet sich meist 
sehr umständlich, weil die Stetigkeit der Linie jedesmal an den 
Stellen der Querschnittswechsel eine Unterbrechung erleidet. Wir 
wollen uns deshalb hier darauf beschenken, an einem einfachen 
Belastungsfall den grundsätzlichen Gang der Untersuchung zu erläutern.

Der an einem Ende eingespannte Balken (Fig. 100) trägt am 
freien Ende eine Last K. Das Trägheitsmoment seines Querschnittes 
sei auf der Strecke a gleich und auf der Strecke b gleich J2.

Für einen Punkt x, y der Biegungslinie zwischen A und C ist 
d^y K{l-a) 
da*

29> +

Im Punkte C für x — a ist

Dio Gleichungen 29 u. 30 gelten, wenn man mit J2 vertauscht, 
auch für die Strecke Ojf, mit dem Unterschiede jedoch, dafs hier 
die Integrationskonstanten nicht Null sind. Es ist vielmehr
31) d^ = 2J2E^lx~-x'^C'

i Ud/ 1 .o
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und daher C = ^£(2l 
2 E

32) dx ~ 2J2E (2 ,T ~ +

---- ), also auch
J2/

Ka /« \ /

33) •" 2J2E\X'
x3
3

Kax 
2J^E (2Z — a) 1-

Für x — a ist y = f. = -- .J '* 2J.E 
~ Ko3 !j.

\ J2/

l — und demnach

+ C,.'

1

2

\j^ / \ D /
Danach wird, wenn man in Gl. 32 u. 33 x = l setzt, für das 

Trägerende B

34) KP
a 2JXE

Kb- ij, KP , Kb3
SJiE^ZJiE 2

Wesentlich einfacher gestaltet sich und einer allgemeineren 
Anwendung fähig ist die Ermittelung der Biegungslinie, bezw. der 
gröfsten Durchbiegung eines Stabes mit sich sprungweise änderndem 
Querschnitt aus der Momentenfläche auf Grund der Gleichungen 4 
oder 5 S» 115 u. 116. Ändert sich das Trägheitsmoment des Stabquer
schnittes plötzlich von einem Wert J\ auf einen solchen so dafs 

- = n, so gilt auf der einen Seite des betr. Querschnittes die Gleichung ./2
• £ * F • £y = ~‘ und auf der andern y = ^-^. Multipliziert man die

•/1 • F
rechte Seite der letzteren Gleichung im Zähler und Nenner mit n 
und setzt im Nenner J2 n = Jlt so wird nichts geändert und es 

F * n * £ F • n* £ •* -imist dann y = *.....--. Anstatt der Änderung des Trag-

heitsmomentes von J, auf — = J2 erfährt die Momentenfläche eine 
1 n

reciproke Änderung von Fx auf n-F*, welche durch eine.entsprechende 
Änderung der Höhen u in n-u zu bewirken ist. In gleicher Weise 
lassen sich etwaige weitere plötzliche Änderungen dos Trägheits
momentes durch entsprechende reciproke Änderung der Höhe der 
Momentenfläche ersetzen. Letztere erscheint also für'den vorliegenden 
Zweck auf dasselbe Trägheitsmoment reduziert.

In dem oben durch Rechnung behandelten Belastungsfallo Fig. 100 
stellt die Momentenfläche ein Dreieck von Grundlinie l und der Höhe Kl
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dar. (Fig. 101.) Auf der Strecke b erscheint die Höhe der Momenten

fläche im Verhältnis y- — n vergröfsert. 

Der Inhalt der Momentenfläche ist
_ KP Kb3

r—1 und ihr
•- ä '«/2 /

statisches Moment in Bezug auf das 
Trägerende

v . Kl3 Kb3/^ \

Fig. 101.

freie

und daher nach Gl. 3 S. 115
Kl3 Kb3 

a = 2^^ 2JXE 

wie in Gl. 34.

g-j) und/ Kl3 Kb3 !Jy ) 
3/^+ 3J1ß \J2 '

In ähnlicher Weise lassen sich auch verwickeltere Fälle behandeln.

e) Äufsere Kräfte, Birgnugsmomente und Querkräfte stabförmig 
gerader Balken mit statisch unbestimmter Unterstützung.

1. Der prismatische Balken auf drei Stützen.
Hier möge zunächst angenommen werden, dafs der Balken eine 

gleichmäfsig verteilte Belastung p f. d. Längeneinheit trage, die 
Stützen in gleicher Entfernung stehen (Fig. 102), die Mittelstütze
aber um ein Mafs c gegen die Endstützen 
gesenkt sei. Da für das äufsere Gleich
gewicht nur senkrechte Kräfte in einer P_ ,

Fig. 102.

Ebene, nämlich die Belastung und die 
Stfltzkräfte, in Frage kommen, so stehen 
nur zwei Gleichgewichtsbedingungen, bezw. zwei Gleichungen für die 
Bestimmung der drei unbekannten Stützdrücke zur Verfügung. 
Die Unterstützung ist also einfach statisch unbestimmt und es kann 
die Ermittelung der Stützkräfte nur unter Heranziehung der Biegung 
des Balkens bezw. seiner Biegungslinie geschehen. Letztere nimmt 
im allgemeinen die aus Fig. 103 ersichtliche Form an und hat über 
der Mittelstütze wagerechte Richtung. Wird der Balken hier in 
dieser Richtung festgehalten und eine der Endstützen, etwa A, be
seitigt, so senkt sich das linksseitige Trägerende nach S. 118 Gl. 9 
unter der Wirkung der verteilten Last gegen die Mittelstütze um
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ein Mafs Jy- und gegen ihre Anfangslage o J J1^

8jK + c- D°r 
Stützdruck A hat 
die Wirkung das 
Trägerende um 
dieses Mafs auf
wärts zu biegen 
und in seiner 
Anfangslage zu 
erhalten. Als 

Einzelkraft ver
mag A nach 8. 
118 Gl. 7 dem 
bei C festgehal
tenen Balken an 

seinem freien

um ein solches AA' —

Al3Ende eine Aufwärtsbiegung —- beizubringen. Es mufs daher die

Gleichung bestehen
, Al3   -4- c = -------  

8 Ji’----------3 JE'
Daraus ergibt sich

1)

3 - 3 JE • c . .^pl + ~i3— und wegen der Symmetrie auch

/ 3 . L 3 JEc A^^pl + —^~.

Aus der Nullgleichheit der Summe der senkrechten '
Kräfte folgt ferner 

C — 2 pl — A — B — 6 JEc
l3

Der zweite Summand in dem Ausdruck für A und B stellt 
den Anteil beider Stützkräfte dar, welcher den in der Höhe der 
Mittelstütze wagerecht und unbelastet ruhenden Träger an seinen 
Enden um das Mafs c aufwärts zu biegen vermag und das zweite 
(negative) Glied im Ausdruck für C drückt die Kraft aus, welche 
bei C angreifend dem unbelasteten Träger von der Länge 2 l in 
seiner Mitte bei C um das Mafs c durchzubiegen im stände ist 
(vergl. Gl. 11 S. 118). Der Einflufs von c auf die Stützkräfte ist 
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also völlig unabhängig von der Belastung des Balkens und würde 
bei jeder anderen Belastung derselbe sein. Für c = 0 wird

a ’s
la) A=B = -^pl und C=-Tpl.o 4

Läfst man c allmählich gröfser werden, so werden auch die
Stützkräfte A und B immer gröfser 
und C immer kleiner. Für einen be
stimmten Wert von c wird C= 0 und 
die ganze Last geht auf die Stützen A 
und B über; der Träger verhält sich, 
wie ein zweifach gestützter. (Vergl. Fig. 104)

5 TEeSetzt man C=-.-pl-------— = 0, so erhält man
4 ZJ

sprechenden Wert 61 = und damit werden
< r? 3 7_L3JA’ 5 P1' 7

Das erste Glied drückt die Ordinaten einer Parabel in Bezug auf 
die Sehne AxC\ — l (Fig. 103 a) aus und entspricht der Momentenfläche

den ent-

Läfst man c negativ werden, hebt die Mittelstütze gegen die End-
3 & J E c , ~ •) , . bJEcstutzen, so wird A=B — -pl------ — und C = t1>Z 4------ n—.
8 ZJ 4 F

Für einen bestimmten Wert von c = »Z4
q—- wird nun A —B = 0
O JJfj

AC

5 6 JE PB o .
und€ —4PZ+ p ' %.JE~2pl' 
Der Balken ruht allein auf der Mittel
stütze. (Vergl. Fig. 105.)

Das Biegungsmoment in einem 
Abstande x von A ist 

Fig. 105.

2) M^Ax-P^. 
2

Aus der in Gl. 2 erhaltenen Beziehung zwischen und x läfst 
sich, wenn A nach Gl. 1 bekannt geworden ist, die Momentenfläche 

wie folgt entwickeln: Fügt man auf der rechten Seite +*-~- und AU 
plx hinzu, so wird

2
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eines gleichförmig belasteten Balkens auf zwei Stützen. (Vergl. 
S. 101 Gl. 3 Fig. 83.) Das zweite Glied stellt die Ordinaten einer 
geraden Linie A^ dar. In der Differenz beider erhalten wir die 
Ordinaten der Momentenfläche. Sie sind in den Punkten und W2 
gleich Null, beiderseits derselben gröfser und zwischen ihnen kleiner 
als Null. Zu einer gleichen, nur in der Form etwas abweichenden 
Darstellung gelangt man, wenn man den Balken als auf den End
stützen A und B ruhend und den aus Gl. 1 bekannten Stützdruck C 
als negative, aufwärts gerichtete Einzellast ansieht. Die Momenten
fläche ergibt sich dann aus der Differenz einer Parabel von der 

Sehne 21 und der Pfeilhöhe und einem Dreieck von der Grund- o
5 21 5

linie 21 und der Höhe -pZ-—- = -pZ2. Heide Darstellungsweisen 

lassen erkennen, dafs beiderseits zwischen den Stützen und über der 
Mittelstütze das Biegungsmoment je einen absoluten Gröfstwert 
besitzt und in Punkten und gleich Null wird. Die Gröfst- 
werte zwischen den Stützen, wo Mx sich stetig ändert, sind 
analytische Maxima und lassen sich in bekannter Weise ermitteln.

„ d Mx , A
A*ür-y—= -4— px = ü wird _ und wenn man diesen (l iV p

Wert in Gl. 2 einsetzt
3) Mnax = £-,

2p
Die Entfernungen der Punkte und N.2 von A und B ergeben 

sich aus der Gleichung Mx—Ax — p~ =0 zu x0 = ~ = 2 x,.
2 P

bür >r = Z erreicht das Biegungsmoment seinen negativen Gröfstwert

_ O,013pZ4

4) Mt = Al — P~.
2

Mmn u. erscheinen nach Gl. 3 u. 4 von A und somit nach
Gl. 1 auch von c abhängig. Für die Anwendung ist die Frage von 
Interesse, für welchen Wert von c der positive und negative Gröfst
wert dos Biegungsmomentes absolut genommen einander gleich werden.

Die Gleichsetzung der bezüglichen Werte der Gl. 3 u. 4 ergibt 
2p = ~ [A,~ und daraus 4= (/T—l)pZ — 0,4!4pZ.

Diesen Wert für A in die erste der Gl. 1 oingeführt und für c gelöst, 
erhält man
5)

Keck. ElastiziUtslehro.

C JK
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Ersetzt man in Gl. 3 u. 4 A durch 0,414pl, so wird
6) l^i) = 0.086 pP.

Ohne jede Senkung der Mittelstütze (für c = 0) wird nach Gl. 1
A =B=3lipl und C=i/^pl und damit nach Gl. 3 u. 4

A- 9
7) = = 128 ■ pl-= 0,07 und

8) i = -0,125pf<060
Das Moment über der Mittelstütze Mx ist danach bei gleicher 

Höhenlage aller drei Stützen genau so grofs, wie das gröfste Moment 
eines Trägers auf zwei Endstützen von der Stützweite 7 und gleich
förmiger Belastung p.

Die gröfste Spannung <r', die bei einem Balkenquerschnitt vom Wider
standsmoment W über der Mittelstütze eintreton würde, ist im Falle c = 0 

, 0,^1, pl2 , ,. „ , . _ 0,ni3»f*
a' = ~ = —— und die Spannung a" die im halle c = Ti,— 

rr Ir JE
— gleiches positives und negatives Gröfstmoment, Momentenausgleich — 
sowohl über der Mittelstützo als an der Stelle des Maximalmomentes entstehen 
würde a'' — 2’^7’L. das Verhältnis beider demnach -^- = 1,«.

II 1K fr a
Die Spannung a" beträgt also bei derselben Belastung im Falle des Momenten

ausgleichs durch Senkung der Mittelstütze nur --- = rot 0,7 der Spannung a' 

für die Lage der Stützen in gleicher Höhe. Umgekehrt würde bei derselben 
zulässigen Spannung a die Tragfähigkeit im Falle des Momentenausgleichs 
l,«smal so grofs sein.

Das Mafs der Senkung c, das eine so erhebliche Wirkung im Gefolge 
hat, ist verhältnismäfsig sehr gering. ■ Beispielsweise würde ein dreifach ge
stützter I-Balken von 30«™ Höhe, <7= 9800cm1 und — = 652, Z = 4,»m und 

e
einer gleichförmigen Belastung p = 3000 kg pr. Ifd. m für den Momentenausgleich 

eine Senkung (Gl. 5) «= 1 L r"nd 8ÖÖ der StÜtZ' 

weite Z = 400cm erfordern. Die Spannung würde betragen

a) ohne Momentenausgleich a'

b) mit

0,125-30-400’ 
652

O,o«6 • 30 • 400-' 
652

920»»,

634

Wir erkennen hieraus, dafs der dreifach gestützte Balken hinsichtlich der 
eintretenden gröfsten Randspannung a sehr empfindlich ist gegenüber der Höhen
lage der Stützen gegeneinander und die genaueste Verlegung erfordert, wenn die 
rochnungsmäfsige Spannung innegehalten worden soll. Eine Ungenauigkeit in 
der Höhenlage von 1 '/< °/oo der Stützweite hat bereits die oben berechnete Span
nungsverschiedenheit im Gefolge und diese Unsicherheit ist allen Balken mit 
statisch unbestimmter Unterstützung eigen Aus Sicherheitsrücksichtcn tut man 
daher gut, von der Anwendung derartiger Balken nur den vorsichtigsten
Gebrauch zu machen.
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Die Querkraft im Abstande .r von der Endstütze A ist
9) Q* — A — p-x.

Sie stimmt überein mit dem auf S. 129 für abgeleiteten Aus

drucke und wird geometrisch durch die Ordinaten einer geraden 

Linie A-2Cj, bezw. C^B^ dargestellt. In den Abständen 3?,=-- 
p 

und l von A , also in den Querschnitten, für welche Mz seine absoluten 
Gröfstwerte annimmt, ist die Querkraft gleich Null, bezw. sie wechselt 
ihr Vorzeichen. Ihre absoluten Gröfstwerte finden sich links und 
rechts unmittelbar neben der Mittelstütze. Für c = 0 (Stützen in 
gleicher Höhe) ist hier nach Gl. 9
9a) Q| = + (zl/— pZ) = + pl—pl\ = -|- = 0,625 pl

\o / o
, OfMpl* ... t .

und für c = ——;— (Momentenausgleich) ist 

9 b) Q| = + (A — pl) — A-(0,414 pl —pl) — 4- O,586pZ.
üm nun zu dem Falle allgemeinster Belastung des Balkens 

auf drei Stützen zu gelangen, setzen wir zunächst eine Einzellast P in 
beliebiger Lage, 
hier im links
seitigen Träger

felde voraus.
(Fig. 106.) Die 

Stützkraft B 
mufs dabei ab
wärts gerichtet, 

negativ sein;
denn sie hat das 

rechtsseitige
Trägerende nie
derzuhalten, weil 
es sich sonst von 
der Stütze ab
heben und in der 

Richtung der
Tangente an die

Fig. 106.

Biegungslinie bei C frei und gerade überragen, der Balken zu einem 
solchen auf zwei Stützen werden würde. Die Stützen sollen in 
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gleicher Höhe angenommen und der von der Belastung unabhängige 
Einflufs einer Senkung c der Mittelstütze soll nach den Ausführungen 
auf S. 127 u. 128 beurteilt werden.

Wir denken uns den Balken bei C in der Richtung A'CB' 
seiner Biegungslinie unter dem Winkel w festgehalten, bezw. ein
gespannt und die Stütze A beseitigt. Dann senkt sich nach S. 118 
Gl. 7 der Lastangriffspunkt D unter Wirkung von P gegen die 
' p(l_ m)3

Tangente yt ’C um z = —j und das Trägerstück DA stellt sich 
j) ( l —- ?/

gegen A'C in die Neigung a =—' . Dabei gelangt der End- 
2 Jh

punkt A des Balkens nach A" und es wird

AA"^a>Ds+ «w=coZ-h —- ’■ +v + ■ 2 ' 2/+<z).
JAI 3 2 1 6 JE '

Der Stützdruck A hat die Wirkung, das Trägerende um dieses Mals 
wieder aufwärts, also in seine Anfangslage zurück zu biegen. Daraus 
ergibt sich die Gleichung

Ebenso mufs der abwärts gerichtete Stützdruck B das Trägerende B 
von B' nach B, d. i. um ein Mafs BB'=l-u abwärts biegen können,

BPalso die Gleichung erfüllen ——— = la>.
3 JI.

Aus beiden Gleichungen entsteht durch Abziehen
■4 — -ö — (1 — (2 4- und die Momenten-

“ \ L I \ LJ
gleichung in Bezug auf C liefert

+ p = ~2 ^2 — 2 - k Aufserdem mufs sein 

+ und man erhält

10) \ _ u u3\
,4-5T+P ’

11) B

12)' 2—Y
Z3 /

Bei einer Senkung der Mittelstütze um c würde sich A und B um je 
" vergröfsern und Cum verkleinern (vgl. Gl. 1 S. 127), wobeiP

zu bemerken ist, dafs, da B abwärts gerichtet, negativ ist, sein Absolut
wert durch c in vorliegendem Falle eine Verkleinerung erfahren würde.
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Nachdem so die Stützkräfte gefunden sind, kann die Ermittelung 
des Biegungsmomentes und der Querkraft für irgend einen Quer
schnitt in bekannter Weise geschehen.

Zu der Momentenfläche Fig. 106, a gelangt man auf folgende 
Weise. Man betrachtet den Balken als auf zwei Stützen A und C 
ruhend und von Lasten P und B ergriffen. Der Last P entspricht 

dann das Dreieck Dt mit der Höhe ai3 Momenten

fläche und der Last B das Dreieck A.B.C« mit der. Höhe
P-l!u w’\

Bl— I -— p-1. Ersteres ist positiv, letzteres negativ zu

bewerten, beide heben sich bezüglich der Fläche Jj^Wauf, so dafs 
als Endergebnis die positive Fläche AXND{ und die negative 
B^C^C^ mit dem Momentennullpunkt N gewonnen wird.

Wirken mehrere Einzellasten auf den Balken ein, so sind ihre 
Beiträge zu den Stützkräften nach den Gleichungen 10, 11 u. 12 
einzeln zu ermitteln und zu summieren.
' Handelt es sich um eine gesetzmäfsig verteilte stetige Last p 

für die Längeneinheit (Fig. 106 c), so kann man den auf ein Längen
teilchen du entfallenden Lastenteil p-du.
als Einzellast ansehen und auf ihn die ...Fig. 106 c.
Gleichungen 10, 11 u. 12 anwenden. Der , .
durch denselben in A erzeugte Stützdruck 4 -----------jß
i8t o==Wff(4_5" + «y

4 \ 1 ~ 1)
Erstreckt sich die Belastung von « = «1 bis u — u^, so ist der 
Gesamtstützdruck P“»

{pdu(. r u . w3\'4 (4-Oy+p).

Ist p =f(u) bekannt, so kann die Ausführung der Integration 
in üblicher Weise geschehen. Für eine gleichmäfsig verteilte Last 
(p konstant) wird
13) A = (4+ 7 und ebenso
1 ' 4 \ l 9 p 4 l* /

14\ n _ P1 f1 "22 — «12 1
l4' B 4 \2 P 4 /4 ) ’



134 Zweiter Abschnitt. Elastizität und Festigkeit gerader Stäbe.

Für «1 = 0, «2 = Belastung des ganzen linken Trägerfeldes wird
16) A= ^p/, B = —~ und C = ~pl. Die volle

1b 1b o
Belastung des rechtsseitigen Balkenfeldes würde ebenso ergeben 
16a) A = — B^-^ und C =

lb 1b o
die volle Belastung des ganzen Trägers mithin A — B = ^pl, 

o •

pl, wie weiter oben bereits gefunden.

Ist der ganze Träger gleichmäfsig mit g und aufserdem das 
linke Feld mit p belastet, so wird

17)

2. Der einseitig wagerecht eingespannte und am 
freien Ende unterstützte prismatische Balken.
Ist der Balken, wie hier zunächst angenommen werden möge, 

gleichmäfsig belastet, so läfst sich seine Behandlung ohne Weiteres 
auf den unter 1 besprochenen dreifach gestützten Balken mit gleich-
mäfsiger Belastung zurückführen. Da die 
Richtung der Biegungslinie des letzteren 
bei symmetrischer Anordnung über der 
Mittelstütze wagerecht ist, so kann man 
sich die eine Trägerhälfte, beispielsweise 

Fig. 107.

die linksseitige in dieser Richtung, fest
eingespannt denken, ohne dafs das Fig. 108.
Biegungsmoment, die Querkraft 
und somit auch die Biegungs- und 
Spannungsverhältnisse der rechts
seitigen Trägerhälfte irgend eine 
Änderung erfahren. (Fig. 107 u.
108.)

Die Stützdrücke A und B er
geben sich aus Gl. 1 S. 127 für 
c = 0 zu
1) A — — '^pl und B — r:pl

2 o $ 
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und wenn die Stütze B gegen diejenige bei A und c erhöht wird 
1at . 5 . ^JEc , n 3 , 8JEcla) A=-pl------ — und B = -Pl + —p-.

Das Biegungsmoment im Abstande x von B ist nach Gl. 2 S. 128

2) Afx = Bx-~-. Es erreicht im

Abstande .r, =- ~ seinen positiven Gröfstwert

3) Mnaz = ~ (vergl. Gl. 3 S. 129) und im Be-
2 p

festigungsquerschnitt für x = l (Gl. 2) seinen negativen Gröfstwert
4) Af^Bl-^.

Für c = 0 wird 

3»)
IZo

4*) , =

Für c *= ft — (Momentenausgleich vergl. Gl. 5 S. 129) wird 

= (- Af^ = 0,086 pP Fig- 109
(vergl. Gl. 6 S. 130).

, Wir lassen jetzt eine _z 
Einzellast P im Abstande u & 
von B auf den Balken ein
wirken. (Fig. 109.) Ohne 
die Stütze bei B würde das 1 
freie Trägerende sich um

P(l—u? P(l-,<Y
3 JE + "' 2 JE Ct 

gegen die Wagerechte durch 
A herabsenken. Der Stütz- A 
druck B vermag dasselbe in • 
seine Lago zurückzubiegen 
und darin zu erhalten. Daraus
folgt ÄP _ P(i-ur + „ „nd somit

6 JE AJE 2 JE
r» ’ 2,_|2_3f + ^) 
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und aus der Nullgleichheit der senkrechten Kräfte
6) A = P-B = ^^-^.

Nachdem A und B bekannt geworden, läfst sich das Biegungs
moment für jeden Querschnitt in bekannter Weise ermitteln.

Die Momentenfläche ergibt sich wie folgt: Auf den bei A ein
gespannten Balken wirken die Kräfte P und B biegend ein, und 
zwar erstere abwärts, negativ, letztere aufwärts, positiv. Der Kraft P 
entspricht das Dreieck .4^0,, der Kraft B das Dreieck A^B^ 
als Moraentenfläche. Die Zusammenfügung beider, erstere negativ, 
letztere positiv genommen, ergibt die Momentenfläche BxDiNClC1 
mit dem Momenten-Nullpunkte N. Der Gröfswert dos Momentes 
an der Einspannungsstelle, das sog. Einspannungsmoment, ist 

7) < =
\ r /

und im Angriffsquerschnitt der Kraft bei D
8) Afn=B-u = ^(2-^- + y\

2 \ l F)
Greifen gleichzeitig mehrere Einzellasten an, so lassen sich deren 

Beiträge zu A, B, u.s. w. mit Hilfe der Gleichungen 5, 6, 7 u.s. w. 
einzeln berechnen und summieren. Auch für eine beliebige verteilte 
Last lassen sich die Gleichungen 5—7 benutzen, wenn man, wie 
unter 1 S. 133 P=du-p setzt und die entsprechende Differenzial
gleichung wie dort löst.

Dor hier besprochene Belastungsfall ist wie der dreifach gestützte Träger
einfach statisch unbestimmt.

Als unbekannte mechanische Werte kommen für das äufsere Gleichgewicht 
hier aufser den Stützdrücken bei A und B das Einspannungsmoment bei 
A in Betracht, denen, da es sich um Parallelkräfte in einer Ebene handelt, 
nur zwei Gleichgowichtsbedingungen gogenüberstehen. Die Entstehung des 
Einspannungsmomentos hat man sich wie folgt zu erklären: Man denkt 
sich den Balken zunächst in A und B als zweifach gestützten Träger frei
aufliegen; dann wird seine Biegungslinie 
bei A um einen Winkel a gegen die 
Wagerechte geneigt sein (Fig. 110). 
Läfst man nun auf das Balkenstück 
links von A ein linksdr'ehendes all
mählich gröfser werdendes Moment 
einwirken, so wird bei einer bestimmten 
Gröfse desselben die Biegungslinie im

Fig. 110.

Punkt A wagerecht. Das gleiche Moment entsteht in A, wenn man das
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dort überragende Balkenstück durch Belastung in die wagerechte Richtung 
zwingt, d. h. dasselbe wagorecht einspannt.

3 . Der an beiden Enden fest eingespannte Balken.

Für das äufsere Gleichgewicht kommen anfser der als gegeben 
anzusehenden Belastung die beiderseitigen Stützdrücke A und B und 
die beiden Einspannungsmomente und M2 (Fig- Hl)> also v’er 
unbekannte mechanische Werte in Frage, denen, da es sich um

Fig. 111.

Parallelkräfte in einer Ebene handelt, nur zwei Gleichgewichts
bedingungen gegenüberstehen, so dafs der Zustand des Balkens ein 
zweifach statisch unbestimmter ist.

Wir machen zunächst die Annahme, dafs die Einspannung des 
Balkens beiderseits in gleicher Höhe und unter gleichen Richtungs
winkeln m gegen die Wagerechte erfolgt und der Balken gleichmäfsig 
mit p für die Längeneinheit belastet ist. (Fig. 111.) Bei der dann 
herrschenden völligen Symmetrie müssen sowohl die beiderseitigen 
Einspannungsmomente und M2 als auch die Stützkräfte einander
gleich sein. Letztere sind demnach
1 ) A=B=^.

2
Das Biegungsmoment im Abstande x von A ist

& £
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und für die Biegungslinie in Bezug auf das aus Fig- 111 ersichtliche 
Achsenkreuz gilt die Gleichung

M, 1 — .r* w ]

Die Integration liefert
41 dy — Ifp/i«’ .r3\
41 di “ - 7Eb - 37-11' <1 + c- 

\ •
Für x = 0 wird ~ = oj und demnach C = co. 

o
Für .r = | wird = 0, also 0 = — /, • + w

2 a x JE \ 24 2 /
und daraus

5) 2f| = ~ Mit w=0 (wagen Einsp.)

Damit sind sowohl die Einspannungsmomente als die Stützkräfte 
bekannt und nach Gl. 2 läfst sich auch für jeden Querschnitt das 
Biegungsmoment Mx berechnen. Dio Momentenflächo ergibt sich 

ohne weiteres aus Gl. 2. Das erste positive Glied —.r) wird 

geometrisch durch eine Parabel mit der Sehne l und der Pfeilhöhe 
p—, und das zweite, negative, durch ein Rechteck von der Länge l 

und der Höhe M\ ausgedrückt. Aus der Zusammenfügung, bezw. 
der Differenz beider entsteht die wirkliche Momentenflächo Fig. 111,«, 
deren mittlerer Teil positiv ist und deren seitliche Teile negativ sind.

Die Gleichungen 5 u. 5a lassen sich auch ohne Integration 
unmittelbar aus der Momentenflächo ersehen. Die Richtungen der 
Biegungslinie in A und ß weichen nämlich um 2 co voneinander 
ab und nach Gl. 3 S. 115 mufs sein

JE-2co = F}i= li.pF v i = pP_M ,•* ß 1 ß "* 11 pj M11 ,
woraus durch Auflösung für Gl. 5 entsteht.

Das gröfste Moment in der Balkenmitte wird nach Gl. 2 

für

G) ö
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und für a - 0 (wagerechte Einspannung) MUt Beachtung d« 91.5 

6,) .
8 12 24 *

Die Verschiedenheit der positiven und negativen Größtwerte 
Afm undI Jf„ wie sie für wagerechte Einspannung aus Gl. 5a u. 6a 
ersichtlich ist, läfst sich durch einen bestimmten Wert für m aus
gleichen. Die Bedingung M„„,= fahrt gemäß Gl. 6 zu

p
* Äl„ax— Jf(= — woraus sich ergibt

7) 
1 16’

Diesem Momentenausgleich entspricht nach Gl. 5 ein Winkel

8) = P*l\ 1 P»
\ 24 2 J JE^ \ 24 16 2/JJE==96,/JE'

Die Durchbiegung in der Trägermitte erhält man entweder durch weitere 
Integration der Gleichung 4 S. 138, oder mit Hilfe der Gl. 3 S. 115 in dem 
statischen Moment der Momentenfläche der äufseren Trägerhälfte in Bezug 
auf das Trägerende A (vergl. Fig. 111,6) zu

Für wagerechte Einspannung a> = 0 _ P^ wi.j r__ P^
• 12 ~ 384 J

d i.'/« der Durchbiegung des beiderseits frei aufliegenden Balkens (Gl. 25 S. 123).

Für den Momentenausgleich M, = ~ wird f—-
IG ' 192 JE'

Der hier besprochene Unterstützungsfall eines prismatischen 
Balkens durch beiderseitige Einspannung ist für die unmittelbare 
Anwendung von verhältnismäfsig geringer Tragweite, weil eine 
Einspannung in genau wagerechter oder sonst bestimmter Richtung 
praktischen Schwierigkeiten begegnet. Die Ergebnisse lassen sich 
aber für andere wichtige Untersuchungen mit Vorteil verwenden. 
Es soll daher in folgendem noch der allgemeine Fall einer beider
seitigen Einspannung in verschiedener Höhe und Neigung, sowie mit 
beliebiger Belastung erörtert werden.

Wir betrachten den Balken zunächst unbelastet, in den Stütz
punkten A und B nur gegen Verschiebung, d. h. drehbar festgehalten, 
und an den Enden von Momenten Jfj und entgegengesetztem 
Drehungssinn ergriffen. (Fig. 112.) Stehen beide Momente nicht 
miteinander im Gleichgewicht, ist beispielsweise Mx > , so müssen
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an den Stützpunkten entgegengesetzt gleiche Stützkräfte und B, 
(d. h. ein Kräftepaar) auftreten, welche das Gleichgewicht herstellen, 
so dafs JA,— JA,—^4^ = 0, also

9)
Bei der ge
machten An

nahme
Mi > M2 ist 
yli aufwärts, 

Bi abwärts 
gerichtet. An 
einer beliebi
gen Schnitt
stelle ist dann 
das Biegungs
moment
10) Mx = Ai-x—

Die geometrische Darstellung dieses durchweg negativen Momentes 
ist geradlinig, daher durch zwei Punkte bestimmt. Für x = Ö ist
M=—Mi und für x — l Mx =—M2. Die durchweg negative 
Momentenfläche ist also ein Trapez; man hat die Endmomente als 
Ordinaten aufzutragen und durch eine Gerade zu verbinden.

Die Querkraft ist für alle Querschnitte

11)
l ‘

Unter der Wirkung der negativ angenommenen Momente M, 
und M2 entsteht eine konkav, nach unten gerichtete Krümmung 
des Balkens und die ßiegungslinie schliefst in den Endpunkten 
desselben gewisse Winkel co, und w2 mit der Wagerechten ein. 
Diese Winkel stehen daher zu den Momenten Mx und M2 in bestimmter 
Beziehung, zu der man wie folgt gelangt:

Der Punkt A{ der Biegungslinie hat von der Tangente ^Bt 
in Bi den Abstand A2At und ebenso der Punkt B, von der 
Tangente A^ den Abstand B2Bi und zwar ist bei den aus der 
Figur ersichtlichen Winkelbezeichnungen

A2Ai (ii>2 — ß) l und B2B|= (toj-j-^)f, 
kleine Winkel w und ß vorausgesetzt.
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Nach Gl. 3 S. 115 ist nun
E =Fvßx und {<»x+ß)l-JE = Fv§it 

worin Fx den Inhalt der trapezförmigen Momentenfläche und ßx und ß2 
die Abstände des Schwerpunktes derselben von .4, und B{ bezeichnen. 
Denkt man sich das Trapez in zwei Dreiecke zerlegt (siehe Fig. 112), 
so erhält man

„ . Z Md , 2 , Md P t „ , „ \+ 3 ^■-2—= "6 ^1 + ^-^2) und

2 Mxl l 
F^^3l~T+3

m
12) und

13) Z.(W1 + /Z)JJE=^(2JI1 + Jf2).

Die Gleichungen 12 und 13 drücken allgemein die Beziehungen 
aus zwischen den Neigungswinkeln w, und w2 der Biegungslinie in 
den Stützpunkten Ax und Bx und den Momenten Mx und.J/2 daselbgt. 
Tritt nun zu den letzteren noch eine beliebige Belastung des .Balkens 
hinzu, so addieren sich die Wirkungen beider sowohl hinsichtlich 
der Stützkräfte als der Biegungsmomente Mx und der Querkräfte 
Sind A' und B' die durch die Belastung hervorgerufenen Anteile 
der Stützkräfte, A und B die Gesamtstützkräfte, so wird unter 
Beachtung der Gleichung 9

A = A' + A, - A' + —, 
14) 1

B = B + B=B +
l

Ist ferner F' die aus der Belastung - sich ergebende positive 
Momentenfläche und sind und ß" die Schwerpunktsabstände 
derselben von den Stützpunkten A und B, so ist die Gesamtmomenten
fläche _ 4.Fm= F'-F^F- ^2 ■ 1 (Fig. 113) ■

£
und die statischen Momente derselben in Bezug auf die Stützpunkte 
A und B sind 72

E' • §'-l’j • £ = F' -ß- (Mx + 2 • M2),

72
E'-r-F^^F'-ß"-‘. (2 Ml+M2).
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An Stelle der Gleichungen 12 u. 13 treten für den belasteten Träger

15) + M,),

• 16)

Denkt man sich nun die Balkenenden in den unter Zusammen
wirkung der positiven Momente der Belastung und der negativen 
Momente und entstandenen Neigungen to, und w.> festgehalten 
oder eingespannt, so hat die Einspannung die Momente und AE 
zu leisten.

Nach Gl. 15 u. IG lassen sich, wenn co,, u>2, und F' bekannt 
bezw. in bekannter Weise ermittelt sind, die Einspannungsmomente 

und J/2 und dann mit Hilfe der Gl. 14 auch die Stützkräfte 
J und 21 berechnen. Damit ist die Frage des äufseren Gleichgewichts 
gelöst.

Das Biegungsmoment in beliebigem Abstande vom Stützpunkt .1 
ergibt sich unter Beachtung der Gleichung 10 zu

17) (• - y) —^7 -

worin das erste Glied J/z das positive Biegungsmoment des beider
seits frei auf liegenden Trägers, das zweite und dritte Glied die 
negativen Beiträge der Einspannungsmomente darstellen.

Für die Querkraft Q, erhält man mit Beachtung der Gl. 11

18) o; +

worin wieder Q* die Querkralt des beiderseits frei aufliegenden Balkens 
bezeichnet.
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Besteht die Belastung beispielsweise aus einer Einzellast P (Fig. 114), 
so ist F' ein Dreieck von der Grundlinie l und der Höhe . Ferner ist 

= + —0-)= —und , F' = ^- Für beiderseits

wagerechte Einspannung und gleiche Höhenlage der Stützen wird aufserdem 
<u1 = u>a = 0 und ^=0. Nach Gl. 15 u. 16 wird dann

o = ?:“• 6-(a + 0 _ /(M) + 2 Mund
0 =--------- j™ { — l(i und daraus

„ Pab‘ „ Pa^b

Im Angriffs<iuerschnitt der Last für x=a wird = und somit nach
Gl. 17 das Biegungsmoment

Pab'( a\ PaJb a Pabl a’4-M 
a l B V l] B l-------~U------- ji—)-

Nach Gl. 14 werden die Stützdrücke

B = P'“(P-b* + ab)..

1 • . y wirdFür den Lastangrift' in der Balkenmitte a~b=

und ebenso Afa=-$-, A = B= —. Für eine Einzellast in der Balkenmitte 
ist also bei wagerechter Einspannung Momentenausgleich vorhanden.

Wirken gleichzeitig mehrere Einzellaston Pn in beliebigen Abständen 
’»nd b„ von A und B, so summieren sich deren Beiträge zu dem Ein-

spannungsmomente. Es wird Mt = ~ 1'PnaHb^ und Ma = ~ A’ Pna^bn . 
Nachdem Mt und Mt danach bekannt geworden sind, lassen sich die Stütz
kräfte A und B, sowie das Biegungsmoment und die Querkraft Qr nach
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Gl. 14, 17 u. 18 bestimmen. Bei stetiger Belastung p auf beliebiger Strecke 
von x = x, bis x = xl sieht man p-dx als Einzellast an. Es wird dann, 
wenn man in obigen Summen Pn—p dx, b„—x und a„=l — x setzt.

Mx=p l ®3(1 — x)dx und Mt=p i (l — xy-x dx. 
J.»i

4. Prismatischer Balken auf beliebig vielen Stützen.
(Fig. UM

Der unter 1 behandelte prismatische Träger auf drei Stützen 
wurde als einfach statisch unbestimmt erkannt, weil zur Bestimmung 
der das äufsere Gleichgewicht gegenüber der senkrechten Belastung 

Fig. 115.

herstellenden drei unbekannten Stützkräften nur zwei Gleichgewichts
bedingungen, bezw. zwei Bestimmungsgleichungen zur Verfügung 
standen (Nullgleichheit der Summe aller senkrechter Kräfte und . 
desgleichen der Summe aller ihrer Momente). Jede hinzutretende 
weitere Stütze bringt in die zu behandelnde Aufgabe des äufseren 
Gleichgewichts eine neue unbekannte Stützkraft. Bei r Trägerfeldern,
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also r;|- 1 Stützen, und ebensoviel unbekannten Stützkräften stehen 
zur Bestimmung der letzteren wiederum nur zwei Gleichungen zur 
Verfügung, es fehlen also r—1 Gleichungen, die ans der Biegungs
lehre gewonnen werden müssen; der Träger ist somit (r—l)-fach 
statisch unbestimmt. Sind die Stützkräfte alle bekannt geworden, 
so läfst sich aus diesen und den Lasten das Bieguqgsmoment für 
jeden Querschnitt des Balkens in üblicher Weise bestimmen. Auch 
in den Querschnitten senkrecht über den Stützen ergeben sich im 
allgemeinen bestimmte Biegungsmomente, die sog. „Stützmomente“, 
welche, wie man leicht erkennt, nur über den beiden Endstützen 
gleich Null sind. Im ganzen sind demnach »—1 Stützmomente 
vorhanden. Denkt man sich den Balken über allen (r—1) Zwischen
stützen senkrecht durchschnitten (Fig. 115, b), so verschwinden damit 
alle (r — 1) Stützmomente und der Balken zerfällt in r zweifach 
gestützte, also statisch bestimmte Einzelträger. Die Zahl der Zwischen
stützen, bezw. Stützmomente drückt also den Grad der statischen 
Unbestimmtheit dos Balkens aus. Die Stützmomente werden von 
den auf den Zwischenstützen zusammentretenden Einzelträgern gegen
seitig aufeinander ausgeübt (Fig. 115,a) und können daher für das 
Gleichgewicht jedes Einzelträgers als äufsere mechaniscfie Werte 
angesehen werden (Fig. 115,c). Sind sie ermittelt, so lassen sich 
nach Gl. 14 S. 141 auch die Stützkräfte leicht bestimmen und die 
Frage des äufseren Gleichgewichts kann als gelöst, bezw. auf die 
rein statischen Gleichgewichtsbedingungen zurückgeführt angesehen 
werden. In folgendem möge dieser von dem französischen Ingenieur 
Clapeyron zuerst eingeschlagene Weg verfolgt und die Stützmomente 
als Unbekannte zunächst ermittelt werden.

Einzuluhrende Bezeichnungen. (Fig. 115.)
Die Stützen werden mit 0, 1, 2 ... n —1, n, n + 1 . . . 

und die einzelnen Stützweiten mit lit l2 ... ln .. . bezeichnet. 
Die Verbindungsgerade je zweier benachbarter Stützen schliefse 
mit der Wagerechten die Neigungswinkel ß{, ß2 ... ßn . . . und 
die Richtung der Biegungslinie über den Stützen mit der Wage
rechten die Winkel w,, w, . . . co„ . . . ein. Die Stützmomente 
(über den Endstützen gleich Null) seien über den Zwischenstützen 
M\, M2 . . . Mn . . . und zwar in Übereinstimmung mit den Aus
führungen auf S. 92 (oben) positiv gedacht, wenn die Biegungslinie

Keck, EUstizit&tslehre. 10.
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über den Stützen ihre konkave Seite nach oben kehrt, negativ in 
dem (meist eintretenden) entgegengesetzten Falle.

Die Endstützkräfte seien A und B, die Zwischenstützkräfte 
Clt C2 . . . Cn . . . Das nte Trägerfeld wird danach linksseits 
von der n—Iten, rechtsseits von der nten Stütze begrenzt und an 
den Enden von den Stützmomenten und ergriffen. Die 
Richtung der Biegungslinie schliefst dort mit der Wagerechton die 
Winkel ain_t bezw. con ein und die Verbindungsgerade der Stützen 
ist unter dem Winkel ßn gegen die Wagerechte geneigt. Das 
nte Trägerfeld können wir uns daher als linksseits unter dem 
Winkel wn_t und rechtsseits unter dem Winkel eingespannt und 
die Stützmomente JTn-t und Mn als Einspannungsmomente wirkend 
denken.

Wenden wir dann Gleichung IG S. 142 auf das n te Trägerfeld 
an, indem wir vertauschen mit wn_lt / mit ln, ß mit ßn, F' mit 
Fnt mit mit und M2 mit Jf„, so wird

l 21) ln(un-t-ß„)JE=F^&-^- (2

und ebenso für das n + lte Trägerfeld

2) —ßn^.\)JJ,j— 1< „4-v 1----- (2

Durch Abziehen beider Gleichungen und entsprechende Ordnung 
erhält man

(<ull_}-lü„).JF = (ß„-ß„^) _

- | ( 2 + M„ (l„ - 2 /„+,)- M,.

Auf der linken Seite der Gleichung 3 stellt die Differenz 
mn—i — den Winkel an dar, welchen die Tangenten der Biegungs
linie über der n—lten und nten Stütze miteinander einschliefsen, 
und nach Gl. 3 S. 115 ist

4) «„ • JF = (w„_, — wM)JF = Fn' - ~ (Mn_} + Mn).

Die Gleichsetzung der Werte aus Gleichung 3 u. 4 ergibt nach 
entsprechender Ordnung und wenn man ln — ßn" — $„' setzt

’ +Z„+I) +M„+1Z,l+1
+ 6^"+’ ^'+' i ß 7F( R R 1



IVe. Äufsere Kräfte, Biegungsmomente u. s. w. stat. unbest. Balken. 147

Die ersten beiden Glieder der rechten Seite allein sind direkt 
von der Belastung abhängig.

Befindet sich in jedem Felde eine Einzellast Pn in Abständen 
ein bezw. b„ von den Stützen, so ist» P„ ein Dreieck von der Höhe

7" (Fig-114), daher Fn= n der Abstand des Schwor-

Punktes von der Stütze n—1
4
2 a"

= ^>"'f'an(/n an) • In gleicher Weise erhält man

ä • 1 /
"" 2 3\

)   + an .../ = —5—, mithin/ o

6 ^n+l&'H _ g»+l . ,, .
/ J «+r 1 * «M-i (M-i + l>n+i).

Damit geht Gleichung I über in
II) Mn-t + 7„+l) + ^»+1 • Z„+1

1 + bn+i)
'• l»+t

+ (iJE(ßll+i—ß„).
Bei mehreren Lasten in jedem Felde würde jede zu dem be

treffenden Gliede in Gl. II ihren Beitrag liefern und die ersten 
beiden Glieder der rechten Seite würden dann werden:

y 2Pn-J„aB(ZB+an), bezw. - Pn+ifbu+fan^-^ln^i +l>n+i)-

Bei gleichmäfsig verteilter Belastung ganzer Felder mit pn 

f. d. Längeneinheit wird F„ eine Parabelfläche der Pfeilhöhe
2 7 2» z $

daher Fn = - ^«,~g " = '/i2pn-ln\ = folglich

6 F • ('
—= 'hpnln* und Gleichung I wird

'n
Mn-,l„ + 2Mn(ln 4- Z„+)) + Z„+1

= ^P>Jn + A»+1 7.J+1 + ---ß«)•

Sind Einzellasten und stetige Belastung ganzer Felder gleichzeitig 
vorhanden, so hat man den Gliedern mit P„ in Gl. II diejenigen 
mit pn in Gl. III hinzuzufügen.

Das letzte Glied in den Gl. I—III hängt nur von der gegen
seitigen Höhenlage der Stützen ab und verschwindet, wenn diese in 
einer Geraden liegen, ß„jrX = ßn ist. Die rechten Seiten der Gl. I, 

10*
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II und III enthalten gegebene Gröfsen, die linken Seiten dagegen 
die unbekannten Stützmomente. Die zur Bestimmung der im ganzen 
r — 1 unbekannten Stützmomente erforderlichen Gleichungen bekommt 
man, wenn man der Reihe nach in den Gl. I, II oder III n = 1, 
n — 2 bis n = r — 1 setzt.

Sind so die Stützmomente bekannt geworden, so erhält man 
die Stützkräfto wie folgt: Auf der nten Stütze entsteht lediglich 
infolge der Stützmomente nach Gl. 9 S. 140 aus dem nten Trägerfelde 

herrührend (Fig. 115,c) die Kraft und aus dem n + 1 ton
In

Trägerfelde die Kraft —ganzen also die Kraft 
Afn—X,_, 1 L ^n-l (I 1

In ln^ 4 +
Hinzu kommt infolge der Belastung des nten und n+1 ten Trägerfeldes 
als Einzelträger eine in bekannter Weise zu ermittelnde Stützkraft Cn- 
(Vergl. Fig. 115, b.) Die Gesamtstützkraft der nten Stütze ist daher

/ ?n+i

Das erste auf CJ folgende Glied ist die Entlastung des Punktes n infolge 
des Stützmomentes bei n—1, das dritte diejenige durch das Moment bei n 4- 1, 
das zweite die Entlastung der Punkte n— 1 und n-f-1 infolge des Stütz- 
momentes Mn, welche eine .Mehrbelastung des Punktes »i um den gleidhen 
Betrag bedingt.

IV a) A=A'-^

Für die Endstützen (n = 0) ist sowohl Afn_t als M„ gleich Null 
und = Mx; somit

, wenn unter A' der Stütz

druck der Endstütze des einfachen Einzelträgers im ersten, bezw. 
letzten Felde verstanden ist.

In den in Gl. IV u. IV a berechneten Stützkräften kommen 
positive und negative Glieder, bezw. Beiträge vor; je nachdem die 
ersteren oder die letzteren überwiegen, fallen die Stützkräfte selbst 
positiv oder negativ aus. Das Auftreten negativer Stützkräfte setzt 
stark ungleichmäfsige Belastung der Einzelfelder voraus.

Das Biegungsmoment an beliebiger Stelle ist nach Gl. 17 S. 142
Z \ 71/ -y

V) (Vergl. Fig. 115,0
• \ 'n)
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In Fig. 116 ist die der Gl. V entsprechende Momentenfläche 
für einen fünffach gestützten Balken in schematischer Weise ar 
gestellt Sie ergibt sich aus den der Belastung der Einzel e er 
entsprechenden positiven Beiträgen AXDXCX, CXD2<\ u. s. w. un 
aus den durch die Stützmomente hervorgerufenen negativen n 
teilen AXCXEX, CXEXE2C2 u.s.w., welche entstehen, wenn man

Fig. 116.

CXEX=MX, 0^ = ^ u.s.w. macht und die Punkte EXE2E3 
u. s. w. geradlinig verbindet. Der schraffierte Unterschied beider 
ist die .wirkliche Momentenfläche, die, je nachdem der positive oder 
negative Anteil überwiegt positiv oder negativ ist. Bei Nx, N2, -V3 
u. s. w. finden sich sog. Momenten-Nullnunkte.

Für die Querkraft an beliebiger Stelle erhalten wir nach Gl. 18

Die Gleichungen I — VI, die sog. Clapeyron’schen Grund
gleichungen, setzen uns in den Stand, für jede beliebige Belastung 
eines nfach gestützten prismatischen Trägers alle in Frage kommenden 
mechanischen Werte, Biegungsmomente, Querkräfte u. s. w. zu 
berechnen.

Anwendungen.
Beispiel 1: Ein I-Träger vom Querschnitt Ä=30, 6=14, A, = 26 und

6, = 13 cm (vergl. 8.85), dessen J= 12500c“4 und W= 833e“’, ruht auf drei 
gleich hohen Stützen in symmetrischer Anordnung mit l = 5,o"> Stützweite 
und trägt eine gleichmäfsig verteilte Last von p = 2000 kK f. d. Ifd. m. Dabei 
entsteht nach Gl. 8 S. 130 über der Mittelstütze ein Moment

Mx = - = - 20 J?-- = - 625 000 em/kgO ö
und in der Entfernung 1= 187,s» von den Endstützen ein Gröfstmoment 

:2p = rd351600™/kg.

Die entsprechenden Randspannungen berechnen sich zu <ri=^=-^^-=750»t 
W OOo

351600 3
amax———=422**. Im Abstande 2- —-Z = 375om von den Endstützen

833 8
ist Af,=0 und <^ = 0.
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Der Gröfstwert der Querkraft findet sich beiderseits unmittelbar neben 
der Mittelstütze und beträgt nach Gl. 9a S. 131 Q — ± ql=6-2äö^.

8
Infolge Senkung der Mittelstützo um

___0,013p l* O,oi3 • 20 • 5004 .
J E ~ 12500-2000000-0,64“

wird nach Gl. 6 S. 130
= Mnax = + 0,08« • p Z« = + 0,9« ■ 20 • 500a = + 430 000 ™/kg •

Hegt jetzt im Abstande 0,8n .I=0,«u- 500 — 207 cm und der Momenten
nullpunkt 2-207 = 414 c|” von der Endstütze. Ferner ist

430000 ... ,^ = ^ = -^ = 516.*.

Kommt durch Ungenauigkeit in der Ausführung oder durch Nachgiebigkeit 
der Endstützen die Mittelstützo um c = = 5 über die erstere zu
liegen, so wird der Stützdruck

I Pl - 1.2,. 50, _ 3” - 300 ■■

und über der Mittelstütze
on.500 2

3450 • 500 - a = “ 875 000 cro/k« '2
M. 875000woraus <rx=^ =————= 1050“*, also 300»* gröfser als beabsichtigt.

Beispiel 2: Die Belastung des Balkens in Beispiel 1 bestehe aus einer 
ständigen Last (Eigengewicht) <7 = 1000 f. d. Ifd. m und einer beweglichen 
(Verkehrs-) Last p = 1000 ks. Letztere sei nur im linksseitigen Balkenfelde 
vorhanden. Dann wird nach Gl. 17 S. 134 

3 3 7A =-x-■<? Z + 7/i«p Z = -^-lO,o •500 + ^-10,o-500 = 4062^, 
ö o 10

Z* ‘20 • r>00 a
Jf, = A l — (p 4- g) y = 4062 • 500 - = - 469 0G0 ™/kg,

und somit auch amal wird ako gröfser wie bei voller Belastung beider 
Balkenfelder, während Mx und ax ihre Gröfstwerte bei voller Belastung an- 
nehmci.

Beispiel 3: Der Balken Beispiel 1 trage eine ständige verteilte Last g 
f. d. Ifd. m und eine Einzcllast P— 5000 bewege sich über ihn hinweg. Es 
sollen die eintretenden Gröfstwerte des Stützmomentes Hf, und des Maximal- 
momentes zwischen den Stützen und die gröfston Randspannungen 
ermittelt werden.

Der Beitrag AL, der verteilten Last zum Stützmoment Mx ist 
ql1 10-5002 '

----- g- — ——x---- — 312 500 cnl/kg • o o
Der Beitrag der Einzellast P im Abstande u von der Endstütze A 

läfst sich am einfachsten durch den von ihr in der rechtsseitigen Endstütze Ü 
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erzeugten abwärts gerichteten Stützdruck BP ausdrücken. Nach Gl. 11 S. 132 

. n P lu / .. _ P'l I u w’1ist BP=-^- —-pj und daher MP} = BP-1 = — \^ —. MPl ist 

dMp. I 500
also von u abhängig und wird nach —= 0, für u =. —-=— = —— 

du |<3 )<3
* PI lu u3\

290 cm zu einem Maximum, das sich berechnet zu MPl = — — p j =

I 290 — ) — 241 öOO^/kg. Der Gröfstwert des Gesamtstützmoinentes

ist daher M, = M, ( 4- MP^ = 312 500 + 241 500 = 554 000 m/kS.
Da Mm„, zwischen den Stützen liegt, wie sich aus einer Betrachtung der 

Momentenflächen Fig. 106 S. 131 u. Fig. 103 S. 127 leicht erkennen läfst, im 
Angriffsquerschnitt der Einzellast P, ist mit deren Abstande u von der End
stütze A veränderlich und erreicht für eine bestimmte Lago von P seinen 
Gröfstwert. Der Beitrag der verteilten Last zu Mmaz ist gleich glu — -s- o 2
und derjenige der Einzellast P gleich AP'U d. i. unter Beachtung der Gl. 10

Pul u u^\
S. 132 auch gleich -j- ^4 — 5 -p 4- -p j, im ganzen also

.. <fu 131 1 . Pu I. . U u’\+ —(4-5T + y)-
Zur Ermittelung des Gröfstwertes von Mmaz setzen wir

woraus sich mit g — 10 kg, P=5000kg und l = f>00cm ergibt u = 205<’m. 
Der Gröfstwert von Mmal ist somit

„ 10-205/3 ... 9n^. 5000-205 I, 5-205 205’ \• 500 - 205 ) +-----— . — 4-

= 691 OOOrm/kg.
Dio Querkraft erreicht ihre absoluten Gröfstwerte beiderseits unmittelbar 

neben der Mittelstütze, wie eine Betrachtung der Fig. 106 S. 131 leicht erkennen 
läfst. Dor Beitrag der verteilten Last g zu derselben ist gleich ± und 
derjenige der Einzellast P links von der Mittelstütze gleich AP— P und 
rechts derselben gleich BP. Im ganzen ist rechts der Mittelstütze Qmaz — 
~gl ]-BP und links derselben Qmin= — + — -^pj.

Die den Gröfstwert des Stützmomentos M, erzeugende Laststellung 
, 5000/, . 290 . 290’ \

u = 290cm ergibt nach S. 132 Gl. 10 ein AP = —p- ^4— 5- ^qo»'/ =

1620*11 und ein BP= - 48! *g. Daraus folgt ein

Qmax = ß ■10 •500 + 481 = 3606 kg and ein Qmin = - • 10- 5004-5000-162o)

= - 6505 kg.
In gleicher Weise führt die Laststellung für Mmnx (u = 205 «■») zu einem 

=3553 kg und Qmin=- 5602 kg.
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Unabhängig von den Momenten und Mmax entsteht die überhaupt 
gröfste Querkraft in den Querschnitten links und rechts unmittelbar neben der 
Mittelstütze, wenn die Last P die Querschnitte trifft. Es ist dann rechts und 
links der Mittelstütze (’’ gl 4-p) = + 8125 .

Beispiel 4: Ein Balken über
all gleichen Querschnitts 
liege auf 5 Stützen in gleicher 
Höhe (Fig. 117), so dafs ßn^—ßn 
in Gl. I —111 S. 14Gu. 147 durchweg 
verschwindet Die Feldweiten seien

Zl = 4">; —ßni; 
l3=4m; Z4=6m.

Im ersten und letzten Felde befinde 
sich keine Last, im zweiten Felde 
eine Einzellast Pa = 4‘ in dem Ab
stande aa = 2m vom Pugkte 1, im 
dritten Felde eine Last P3 = 8‘ in 
der Mitte. Drei Stützenmomente 
JHj, Afa und M3 sind zu berechnen, 
man hat daher Gleichung II 3 mal 
anzawenden, für »i = 1, n = 2, 
n = 3.

»=lgibt: 0 4-2.M1(4 + 6)
8'2

»i = 2: Ml-6-{-21WJ(ß-f-4) + Mt-4=^ (6 4-2)2 (4 + 2).
6

n = 3: A/a • 4 4- 2 Af, (4 4- 6) + 0 = • 2 (4 4* 2) + °-
4

Diese Gleichungen liefern:
= 1,5«»™*; M, = 3,73V. >»•; = l,wiml,

Die einfachen Auflagerdrücke sind:
X' = 0; $'=3’»; (7/= 5’/»; C,'=4; B'=°- 

Nach Gl. IV a ist dann
. _ 1,1«!A = 0------ -— = — O,ss«a t;

4

Nach Gl. IV ist ferner:
c, = 3’/. - 0 4- 1,mM ( j + y) = 2’“” ‘;

ebenso: C, = 5’/» — 4- 3>’»*(y + r) “ ~ 6’M10 * ’
b \ 6 4 / *

ebenso: C, = 4 — —4- l,»»i (y 4- yj — 0 = 8,73« 1;

endlich : B = 0 — _ o)1744 t.
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Als Probe gilt: — A — B 4- 4 + 8 = C, + C, + C3. (Selbstverständlich hätte 
man die letzten beiden Auflagordrücke C3 und B nach Berechnung der anderen 
auch mittels der Gleichgewichts-Bedingungen finden können.)

Da A und B (wegen des Fehlens der Lasten in den Endfeldern) negativ 
sind, müssen an den Balkenenden abwärts gerichtete Stützkräfte tätig sein, 
welche den Balken niederhaiton; andernfalls würden die beiden Enden sich 
ohne jede Krümmung schräg in die Höhe strecken, und es würde dann ein 
Balken auf nur 3 Stützen vorliegen.

In Fig. Il7,c sind die Momente Mx dargostellt. In den Endfeldern 
sind die einfachen Momente Null, die Momontenflächen schrumpfen zur Achse 
zusammen. Für die Mittelfelder entstehen die Dreiecke Dx D.. und D2 E3 D3 
als einfache Momentenflächen; die Höhen derselben sind 5l/a bezw Auf 
den Auflager-Senkrechten sind nun, ebenfalls nach oben, die berechneten 
Stützenmomonte aufgetragen und deren Endpunkte durch eine gebrochene 
Linie verbunden. Daraus entstehen die schraffierten Darstellungen von Mx 
Wo die Ordinaten der Momentenfläche Null sind, liegen Momenten-Nullpunkte, 
denen Wendepunkte der Biegungslinio (Fig. 117, b) entsprochen. Die Neigungen 
der Biegungslinio über den Stützen lassen sich nach Gl. 4 (S. 14G) berechnen. 
Werden die Momenten-Ordinaten sämtlich von einer geraden Achse aus abge
tragen, so entsteht Fig. 117,d. Dio gröfsten negativen Momente sind die 
Stützenmomente, die gröfsten positiven liegen an den Laststellen, das überhaupt 
gröfste unter der Last 8 1; es beträgt

8 — ’/l + A/J = 5,3043 mt.

Die Querkraft Qx (Fig. 117, e) ist am linken Auflager gleich dem Aut- 
lagerdruck A, mithin wie dieser negativ; sie ändert sich nicht, solange die 
Momentenlinie in derselben Geraden verläuft. Bei nach rechts steigender 
Momentonlinie (d) ist Qx > 0 und umgekehrt. Den Knicken der Momenten
linie an den Angriffsstellen der Einzelkräfte entsprechen plötzliche Änderungen 
von Qx, und zwar immer um die Gröfse jener Einzelkraft; jede aufwärts 
gerichtete Kraft vergröfsert Qx, und umgekehrt. Sonach wird rechts von der 
Stütze 1: Qx= A + Ct = — O,3»oz 4- 2,ob7i = 2,3ooo *; die weiteren Qx ergeben 
sich in gleicher Weise; an der Stütze 4 wird Qx= —B = 0,tutl.

Beispiel 5: Ein Träger auf 4 Stützen, die in einer Geraden 
liegen (Fig. 118), sei in allen 3 Feldern mit derselben Last p gleichmäfsig 
belastet; die Weite der Mittolöffnung sei I2, die der Seitenöffnungen je lx. 
Dann ist wegen der symmetrischen Anordnung — mithin nur Mx nach 
Gl. III (mit n= 1) zu bestimmen:

0 4-2 Mx (l, + LJ + Mxl,= '/«pl,»4-3hpV.
Dies gibt m — P +

1 4 21,4-31/
A=B = Q-^-, C=p(lx + 'I»IJ-A

(nach der Gleichung der senkrechten Kräfte). Der klareren Übersicht wegen 
seien nun gleiche Weiten l angenommen: dann wird

Ml = i/\9plt', A = */\tp1-, C=l’/io pl.
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Die einfachen Momentenflächen sind Parabeln vom Parameter >/^ und 
der Pfeilhöhe */8 das Trapez der Stützenmomente bestimmt mit den
Parabeln die wahren Momente Mx (Fig. 118,c), 
die, (Fig. 118, d) von einer Achse aus ab
getragen, wiederum Parabeln von demselben 
Parameter, nur mit verschobenen Scheiteln 
ergeben.

An beliebiger Schnittstelle der ersten 
Feldes ist die Querkraft QX=A—px. 
Die Darstellung davon (Fig. 118, e) ist eine 
Gerade mit dem Gefälle p f. d. Längeneinheit, 
und für die anderen Felder ergeben sich 
ebenfalls gerade Linien mit einem Gefälle 
= der Belastung. Im ersten Felde ist an 
der Stütze 0 die Quorkraft = A = */\o pl, 
geht bei x — */iol durch Null ins Negative 
und hat an der Stütze 1 den Wert — */iopl,

Fig. 118.

wo dann plötzlich eine Vergröfserung um C=u/iopZ, d. h. auf + s/iopZ 
eintritt. Wo Qx = 0, hat Mx analytische Maxime, wo Qx sprungweise aus 
4- in — übergeht (oder umgekehrt), hat Mx relativ gröfste Werte, die keine 
analytische Maxima (mit der Abgeleiteten = 0) sind, sondern die nur von einer 
Dnstetigkeit der Momenten-Funktion herrühren.

Im Endfelde ist Mt—Ax— '/ipx1-, diese Funktion erreicht für

x= — (hier = 4/io l) den Wert M„„x (hier = ’/ioopl1). Die Stelle 
P * P

dieses Gröfstwertes liegt in der Mitte zwischen 2 Momenten-Nullpunkten.
Bei x = 8/ioZ geht Mx ins Negative und wächst nun schnell bis zum Stützen
momente Mx = 'lwpli. Dann nimmt im Mittelfelde das negative Moment 
wieder ab, geht durch Null und erreicht in der Mitte einen Gröfstwert, 
welcher sich ohne weiteres zu M0~'/»pll — Mx — 'lv>pli ergibt?. Dann 
wiederholt sich alles symmetrisch. Den Momenten-Nullpunkten entsprechen 
wiederum die Wendepunkte der Biegungslinie. Für die Neigungen derselben 
über den Stützen liefert Gl. 1 S. 146

EJa>0=llwpl*; EJwx =— '/nopl3.
An den Mittelstützen treffen gröfstes -Moment und gröfste Querkraft in 

ungünstiger Weise zusammen. Die verhältnismäfsig gröfsten Momente sind 
sehr ungleich; sie verhalten sich wie 8:10:2,». Eino bessere Ausgleichung 
ist zu erreichen durch Verschiebung der beiden Mittelstützen nach aufsen und 
nach unten; durch erstere wächst besonders Mn unter Verminderung der beiden 
anderen Momente, und durch letztere wird der Auflagordruck C vermindert, 

A vergröfsert und damit auch = 5— vergröfsort unter gleichzeitiger 
Verkleinerung von Mx und Vergröfserung von Af0. Durch diese beiden
Stützenverschiebungen hat man es in der Hand, zwischen den Momenten jedes 
beliebige Verhältnis zu erreichen.
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Beispiel 6: Träger auf sehr vielen Stützen. Ist die Zahl der 
Stützen in gleichen Höhen und Abständen sehr grofs bei derselben Belastung 
mit p in den Feldern, so werden diejenigen Felder, welche weit von den Enden 
entfernt sind, sich nicht wesentlich voneinander unterscheiden. Die Biegungs
linie wird dann über den Stützen nahezu wagerecht sein und jedes Feld sich 
wie ein beiderseits wagerecht eingespannter Balken verhalten. Nach S. 138 
sind daun die Stützenmomento Ml = l/upli, die Momente in den Mitten 
M0=l/upli. Die Auflagerdrücke sind C=pl.

Sind die Felder abwechselnd unbelastet und mit p belastet (Fig. 119), 
so ist die Anordnung symmetrisch zur Mitte eines belasteten Feldes und 
ebenso eines unbelasteten Feldes. Die Stützen- 
momente sind daher überall gleich, u. zw. '
müssen sie halb so grofs sein wie bei Belastung 
sämtlicher Felder; denn bei voller Belastung 
ist die Anordnung auch zu einer beliebigen Stütze symmetrisch, es tragen 
daher zu dem Momente dieser Stützen die Belastungen zweier Felder, die 
symmetrisch zueinander liegen, gleichviel bei, und wenn man von zwei solchen 
Feldern eins entlastet, so wird A/, halb so grofs. Demnach ist Mi = 'lupli 
und M0 — '/apl2— '/u pl'1—*/™ pl‘. Die Gröfse M, behält das Moment längs 
eines unbelasteten Feldes bei, und die Querkraft ist auf dieser Strecke Null. 
Die Auflagerdrücke sind aus dem gleichen Grunde, wie bezüglich der Stützen
momente erläutert, halb so grofs wie bei voller Belastung, d. h. C~'fipl. 
Für die Neigung der Biegungslinie über eine Stütze findet man leicht 
EJw, = '/* A/j l.

f) Äufsere Kräfte, Biegungsmomente und Querkräfte hei ständiger 
und beweglicher Belastung; Eintlufslinien.

1. Allgemeine Methode der Einflufs 1 inie.

Bisher haben wir die Belastung der betrachteten geraden Stäbe 
oder Balken als „ständig“, d. h. dauernd oder ruhend vorausgesetzt. 
In vielen Fällen der Anwendung, insbesondere bei Brückenträgern, 
hat man indes neben der aus dem Eigengewicht des Balkens selbst 
der Fahrbahn u. s.tv. bestehenden „ständigen“ Last auch mit sog. 
„beweglichen“ Lasten — Verkehrslast, Menschengedränge, Fuhrwerke 
u. s. w. — zu rechnen. Erst aus dem Zusammenwirken beider ergeben 
sich sowohl die das äufsere Gleichgewicht bedingenden gröfsten 
Stützkräfte, als auch die für die Bestimmung der Querschnitts
abmessungen der Balken mafsgebenden Gröfstwerte der Biegungs
momente und Querkräfte. Ein sehr übersichtliches und meist auch 
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rocht bequemes Mittel sowohl zur allgemeinen Beurteilung als zur 
Berechnung des Einflusses der beweglichen Lasten auf irgend eine 
der in Frage kommenden statischen Werte (Stützkraft, Biegungs
moment u. s. w.) bietet die Methode der sog. Einflufslinien. Sie 
ergibt sich aus folgender Überlegung: Der von irgend einer Last P 
in beliebiger Lage auf einem unterstützten Träger zu einem jener 
statischen Werte, der hier allgemein mit Z*)  bezeichnet werden 
möge, gelieferte Beitrag ist verhältnisgleich der Gröfse von P.

•) Vergl. Müller-BreslaU) Graph statik der Baukon8tr. g. n5.

Liefert eine Last 1 einen Beitrag i], so ergibt P einen solchen 
Z—P-t). Es ist also der Einflufs der Last 1 auf den Wert Z. 
Denkt man sich nun die Last 1 über den Träger hinweg bewegt 
und in jeder Lage ihren Beitrag t] zu Z ermittelt, als Ordinate von 
einer Basis oder Nullinie AB (Fig. 120,a) aus aufgetragen und 
die Endpunkte der 

Ordinaten mit
einander verbun
den , so entsteht 
die sog. Einflufs- 
linie ADNCB. 
Die von ihr und 
der Basis einge
schlossene Fläche 
heifst die Einflufs- 
fläche. Wie leicht 
begreiflich, kann 
der Einflufs t] der 
Last 1 unter Um

ständen auch 
gleich Null oder negativ werden, die Einflufslinie die Nullinie 
schneiden. Der Schnittpunkt N trennt dann Bereiche positiven und 
negativen Einflusses und man nennt ihn daher Belastungsscheide.

Ist die Einflufslinie bekannt, so erhält man den Beitrag irgend 
einer Last Py in beliebiger Lage zu dem Werte Z, in dem Produkte 
aus der Last und der mit ihr in derselben Senkrechten gelegenen 
Eintlufsordinate Z=^1-P1. Bei dem gleichzeitigen Vorhanden
sein mehrerer Einzellasten P^ u s w, donen dio Binflufa_ 
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ordinaten ^2, »;3 u. s. w. entsprechen, summieren sich die Beiträge 
der Einzellasten. Es wird

Z = 75. P, + % • P, — % -P3 + . . • = ^P- r) (Fig. 120,b), 
wobei die Vorzeichen der Einflufsordinaten i] zu berücksichtigen sind. 
Handelt es sich um eine gleichmäfsig verteilte Last p f. d. Längen
einheit, so kann man den auf ein Längenolement dx entfallenden 
Lastanteil p-dx als Einzellast ansehen und sein Beitrag zu Z ist 
dZ^p-dx-r). Erstreckt sich die verteilte Last p auf eine be
stimmte Strecke des Trägers (Fig. 120, c) von x = x, bis « = zr2 
Fig. 120, so erhält man durch Integration Z-p-{tpdx = pF.

1 1Der Integralwert stellt den der belasteten Strecke entsprechenden 
Teil F der Einflufsfläche (in der Figur schraffiert) dar. Erstreckt 
sich die Last p über den ganzen Träger, bezw. gleichzeitig über 
positive und negative Einflufsgebiete, und sind und F- die 
entsprechenden Teile der Einflufsfläche, so wird Z=p(P+—P_).

Kommt bewegliche Last in Frage, so entsteht der Gröfstwert 
von Z, wenn sich nur im positiven (Fig. 120, d), der Kleinstwert, 
wenn sich nur im negativen Einflufsgebiete (Fig. 120, e) bewegliche 
Last befindet. Bei Einzellasten von verschiedener Gröfse sind bei 
Ermittelung der Gröfst- und Kleinstwerte von Z die gröfsten Lasten 
jn dem Bereiche der absolut gröfsten Einflufsordinaten zu plazieren. 
Kommt neben einer den Träger in seiner ganzen Länge bedeckenden 
ständigen verteilten Last g eine bewegliche Last p in Betracht, so 
entsteht der Gröfstwert von Z, wenn der Träger nur im Bereiche 
des positiven Einflusses voll mit p belastet ist. Er wird dann

Zmax=g(F+ —F_) + p-F+ und im entgegengesetzten Falle 
Zmj„ - g (F+—F-) — F--p. (Vergl. Fig. 120, d u. e.)

Es soll hier noch unter
schieden werden, ob die Last 
unmittelbar auf den Träger 
ein wirkt, ihn also in jedem 
Punkte treffen kann, oder durch 
Zwischenträger auf bestimmte 
Punkte, sog. „Knotenpunkte“, 
übertragen wird. (Fig. 121.)

Ist die Einflufslinie für 
unmittelbare Belastung bekannt, so gelangt man zu derjenigen für
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mittelbare Belastung wie folgt: Die zur Erzeugung der Einflufslinie 
über dem Träger bewegte Last 1 befinde sich zwischen den um /■ 
voneinander entfernten Knotenpunkten m und n im Abstande x von n, 
bezw. x, von m (Fig. 121). Dann verteilt sich die Last 1 durch

1 * zz? 1den Zwischenträger mit auf den Knotenpunkt m und mit

auf den Punkt n. Sind ijm und i]„ die Einflufsordinate für unmittel
bare Belastung bei in und n, so ist der Einflufs i) der Last 1 in 
der angenommenen Lage auf den Wert Z

x , X\ x . I — x 
y = + 7 '

Dies ist die Gleichung der wirklichen Einflufslinie zwischen den 
Knotenpunkten in und n, die, weil r] und x linear voneinander 
abhängen, eine gerade Linie ist. Für = Ä ist i] = i]„ und für 
x=2 = die Gerade ergibt sich also als Verbindung der
Punkte nq und

Die Einflufslinie für mittelbare Bofastung ist also 
ein Sehnen vieleck’(in der Figur punktiert) derjenigen 
für unmittelbare Belastung, dessen Eckpunkte unter 
den Knotenpunkten des Trägers liegen.

2. Anwendung auf den einfachen Träger mit zwei 
Stützen. (Fig. 122.)

Es soll zunächst die Einflufslinie für das Biegungsmoment 
und die Gröfstwerte desselben 
in einem beliebigen Quer
schnitte tt im Abstande x von 
der Endstütze A ermittelt 
werden. Eine im veränder
lichen Abstande u von B 
(Fig. 122,a) befindliche Last 1 
erzeugt in A einen Stütz

druck A = 1 • ~ und daher in

C ein Moment

1) t] = A-x=

worin x vorläufig konstant, 
i] die mit der Bewegung der 



IVf. Aufs.Kräfte,Hiegungsmoni. u.s.w. bei bewegt.Bebistg.;Einflufslinie n. 159

Last, d. h. mit w, veränderliche Einflufsordinate derselben ist. Die 
lineare Gl. 1 ist die Gleichung der geraden Einflufslinie des Momentes 
in C für die Strecke BC des Balkens.

Mit 2!^! als Grundlinie (Abscissenachse) der Einflufsordinaten 
und B{ als Koordinaten-Nullpunkt'ist für u = 0 r;=O, und für 
u=l i/^x. Die Einflufslinie geht also durch B{ und ihre Rich
tung schneidet die durch gehende Senkrechte im Abstande
AyA^ — x über Gleichung 1 gilt aber nur, solange die Last 1 
rechts von tt sich befindet, d. h. für die Balkenstrecke BC, und 
B}CX ist die für diese gültige Einflufslinie. Denkt man sich jetzt 
ebenso die Last 1 links vom Querschnitt tt in Bewegung von A 
nach C, so entsteht in völlig gleicher Weise die Einflufslinie 
für die Balkenstrecke AC, die auf der Senkrechten durch B{ die 
Strecke JfiB2~ti'l abschneidet. Die Einflufslinie des Momentes 
in C für den ganzen Balken wird somit durch den gebrochenen 
Linienzug A^ Bx dasgestellt. Das Dreieck Ai<\Bi ist die Einflufs- 
fiäche. Die Einflufsordinaten sind überall positiv, von beiden Seiten 
nach dem betrachteten Querschnitt tt gleichmäfsig an wachsend. 
Soll daher eine gegebene bewegliche Lastengruppe, etwa die Rad
drücke einer Lokomotive oder eines Wagens ein möglichst grofses AI, 
erzeugen, so müssen die Lasten in tunlichster Nähe des betreffenden 
Querschnittes und zwar die schwersten Lasten demselben am nächsten 
gebracht werden. Aufserdem müssen tunlichst viele Lasten auf
gebracht, der Träger „voll“ belastet werden. Es wird dann 
2) Alr = +Pt‘rii + . . .
wenn ?y2 u.s. w. die den Stellungen der Lasten P^ P2 u.s. w. 
entsprechenden Einflufsordinaten sind.

Die ganze Einflufsfläche ist F = = und für ver-
2 2

teilte Last p daher das Gröfstmoment
X   x) \

3) =---- g—--p. (Vergl. auch S. 101 Gl. 3)

Bei veränderlichem x besteht zwischen M,max und x parabolische
1 72

Abhängigkeit. Für die Trägermitte x = — ist Mnaz = P—. 
2 8

Für mittelbare Belastung Fig. 122, b erleidet die Einflufslinie 
die durch Punktierung angedeutete Veränderung und nimmt die 
Form des zweifach gebrochenen Linienzuges AXDXEXBX an.
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Die Einflufslinie der Querkraft (Fig. 123) ergibt sich wie folgt: 
Die Querkraft, welche eine Last 1 im Abstande u von der rechts
seitigen Stütze in beliebigem Querschnitte tt links der Last erzeugt, 
ist gleich der links
seitigen Stützkraft.

4) ,-1-p

Gl. 4 ist die Glei
chung der Ein
flufslinie der Quer

kraft auf der
Strecke BC des 
Balkens. Über
schreitet die Last 1 
in ihrer Bewegung 
von der Stütze B 
nach A den Quer
schnitt tt, so än
dert sich die in 
Gl. 4 ausgedrückte 
Querkraft insofern, 
als der Trägerteil 
links vom Schnitt 
aufser von der auf
wärts gerichteten 

u
Stützkraft y auch 

noch von der ab
wärts gerichteten Last 1 selbst ergriffen wird. Es wird nun für die 
Balkenstrecke AC
4a) — 1. Die der G). 4 ent

sprechende Gerade geht durch und ihre Richtung schneidet, 
da für u = l // = 1 (Krafteinbeit), die Senkrechte durch A{ im 

uAbstande AiA2 — y = y = 1 über , und die der Gleichung 4 a 

entsprechende Gerade geht durch B2 und ihre Richtung schneidet, 
da für u= 0 y — — 1, die Senkrechte durch Bt im Abstande 
BlB2 = r] — 1 unter B^ Der gebrochene Linienzug A^C^B^, 
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dessen Zweige Cf und C^B^ einander parallel sind, ist die Einflufs- 
linie der Querkraft.

Da y stets ein echter Bruch, sind die Einflufsordinaten links 

von tt gemäfs Gl. 4 a negativ. '
Für die Benutzung der Einflufslinie zur Bestimmung der Quer

kraft für eine beliebige Belastung, insbesondere des Gröfstwertes der 
Querkraft, gilt das auf S. 156 u. 157 allgemein und auf S. 159 
speziell für das Biegungsmoment Gesagte.

Der positive Anteil der Einfiufsfläche ist nach Fig. 123, a 
2 yi

F+= und der negative F-— ~. Wird der zunächst gewichts- 

los gedachte Balken einmal im positiven und ein anderes Mal im
negativen 
belegt, so

5)

Einflufsbereiche mit einer gleichmäfsig verteilten Last p 
wird im ersten Falle

P^l2
21 ’

im zweiten• • Qpnu

5 a) = _p^
• • ^Pmln q i •

Dabei ist, wie ersichtlich, QPmnj. gleich der linksseitigen Stützkraft 
für eine volle Belastung mit p rechtsseits von tt, und QPmf„ die 
rechtsseitige Slützkraft für volle Belastung linksseits' von tt. 
Denken wir uns jetzt den Querschnitt tt verschiebbar, w veränder
lich, so zeigen die Gleichungen 5 u. 5a und Q,pmin in para
bolischer Abhängigkeit von bezw. x. Die erstere Parabel hat 
in der geometrischen Darstellung Fig. 123, b ihren Scheitel in B, 
die zweite in A.

Die Zeichnung derselben, beispielsweise der ersteren, läfst sifeh 

bequem wie folgt bewirken: Man mache AAt = verbinde B z
mit ylj, bringe tt in D zum Schnitt mit ziehe durch D 
wagerecht DE und verbinde E mit B. Dann ist der Schnittpunkt F 
von EB und tt ein Punkt der Parabel und FG = Q,pmaI', denn es ist

P^i2
21 '

ra-AZ^^-AA^^^

Hat der Balken aufser der beweglichen Last p noch in ganzer 
^änge die ständige gleichmäfsige Last g f. d. Längeneinheit zu 
tragen, so entstehen die absoluten Gröfstwerte der Querkraft, wenn 
die bewegliche Last p sich entweder über das Trägerstück rechts

Keck, EUstizitÄUlehre. U
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von tt (Fig. 123, c) oder links von tt (Fig. 123, d) erstreckt. Im 
Abstande x von A wird im ersten Falle

& b £ b

und im zweiten Falle
2

Qx min = F--p + (! (F+ — F_) = _ AL + A 2 _ ^,2) .
z b & b

Mit und x=l — xx. bezw. xx = l—x entsteht

1/1+^ 
I 9'

Links der Balkenmitte sind beide Glieder der Gl. 6 positiv, rechts 
derselben wird das zweite negativ und dort, wo rechts der Balken
mitte das negative zweite Glied dem positiv ersten gleich wird, 
wechselt Qinax sein Vorzeichen, ist = 4.^ ^2— ^=0.

Die Lösung für zr, ergibt xxü = l-— (— 1 +
P \

Ebenso sind rechts der Balkenmitte beide Glieder der Gl. 6 a 
negativ, während links derselben das zweite positiv wird und für 
x = x0=l^(—1+ 1/ 1 + / j beide sich aufheben, Qrmi» = 0 wird.

P 9
Für gleiche Werte von xx und x sind die Absolutwerte von Qxm„x 
und Qxmin einander gleich.

Das zweite Glied der Gl. 6 u. 6 a wird geometrisch je durch 
eine gerade Linie dargestellt (vergl. 8. 100 u. 101‘ Gl. 2, Fig. 83). 
Legen wir diese mit der Parabel des ersten Gliedes an eine Gerade 
AB so zusammen, dafs sich die gleichsinnigen Beiträge von p und g 
addieren, die mit entgegengesetzten Vorzeichen subtrahieren, so 
entsteht die Maximalquerkraftfläche AXA2NB2B bezw. Minimal
querkraftfläche AA2NXB2B. Links von treten nur positive, 
rechts von N nur negative Querkräfte auf; zwischen N und Nx auf 
der Strecke v ergeben sich, je nachdem der Balken nur rechts od^r 
nur links von dem betreffenden Querschnitte bewegliche Last p trägt, 
positive oder negative Querkraft.
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Für — = 1 wird .r° = xl°= 0,411, v = l—2-0,411 = 0,181, 
P
— = wird .r0«^,0 = 0,36 Z, i' = O,28f,
p 2

— wird j?° = a’.° = 0,31 Z, v = O,38Z.
p 4

Für mittelbare Belastung erfährt die Einflufslinie der Querkraft 
nach S. 157 die aus Fig. 124 ersichtliche Veränderung und nimmt 
die Form des Linienzuges AXC{DXB{ an, wobei zu bemerken ist,

Fig. 124. 
Qp max

dafs für alle zwischen zwei Knotenpunkten C und D denkbaren 
Querschnitte dieselbe Einflufslinie und daher auch die gleiche 
Querkraft gilt. Bei der aus der Figur ersichtlichen Bezeichnung 
Wirdj6tzt 7^ ...

F+ = 2

7) Qp max P 4- * V

~ und daher
£ L

p-X'Z
ir

Da in symmetrisch gelegenen Querschnitten die Absolutwerte von 
11*
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Qpmax und Qpm,„ wechselweise einander gleich sind (vergl. S. 162), 
so soll hier von einer besonderen Ermittelung des letzteren Wertes 
abgesehen werden.

In ähnlicher Weise wie für unmittelbare Belastung läfst sich

Qpmaz konstruieren (Fig. 124,b). Man mache wieder AA2 gleich
Ci 

verbinde B mit A2, ziehe durch Dx eine Senkrechte bis zum Schnitt 
E mit ferner durch E die Wagerechte EF, verbinde F 
mit B und ziehe durch N eine Senkrechte bis zum Schnitt G mit 
FB, dann ist GII — (ipnai, denn es ist

GH^AF-- FT -- t i 2_ a_pl z X p-X-2 ’ AI l J l 2 11 21 ’
Diese Querkraft gilt für das ganze Balkenfeld 2 und wird durch 
die Wagerechte 2' dargestellt. Die der beweglichen Last p ent
sprechende Maximalquerkraftfläche wird in Fig. 124,b durch die 
Stufenlinie r-2’-3’-4'-5' dargestellt. Im rechtsseitigen Endfelde 
ist z — 0 und daher auch ^««* = 0. Eine neben der beweglichen 
etwa vorhandene ständige gleichmäfsige Belastung g (Eigengewicht) 
geht an jedem Knotenpunkte als Einzellast g 2 in den Balken über, 
die ihr entsprechende Querkraftfläche ist daher (in Übereinstimmung 
mit Fig. 81 S. 96) die aus Fig. 124, b ersichtliche Stufenlinie 
l"-2"-3"-4"-5" mit der Stufenhöhe gÄ.

Fügt man die der beweglichen Last’p entsprechende Maximal
querkraftfläche r-2'-3'-4'-5' und die Querkraftfläche r'-2’’-3"-4''-5" 
an der AB Fig. 124,b zusammen, so dafs sich gleichsinnige Beiträge 
addieren, ungleichsinnige subtrahieren, so entsteht die schraffierte 
maximale Gesamtquerkraftfläche.

3. Der dreifach gestützte Träger.
Einflufslinie für das Stützeumonient 

dargestellten Belastungsart ist 
der rechtsseitige, abwärts ge
richtete Auflagerdruck (nach 
S. 132, Gl. 11):

11 = ^
4 \.Z

«3\

daher das Stützenmoment

. Bei der in Fig. 125 
Fig. 125.

n, u(l — w) «
4^ l ’JA = Bl Pl tu u3

l l34
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Es empfiehlt sich wegen der weiteren Anwendungen, nicht für
• selbst, sondern für l/i die Einflufslinie zu zeichnen. Lassen wir 
daher P= 1 werden, so entsteht

1)
Af, 1 ( w3 \ w (7 — w) l + u
-r=4i\u~r in i~

Die Darstellung dieses Wertes kann leicht konstruiert werden, denn 

der erste Faktor - ~bedeutet bei veränderlichem u eine 
4/^

Parabel von der Spannweite l und der Pfeilhöhe */i6. Die 
Ordinaten dieser Parabel müssen dann noch in dem Verhältnisse 
(l + u):l vergröfsert werden, um die Ordinaten der Einflufslinie 
von : l darzustellen. Zu dem Ende projiziert man die Parabel- 
Ordinate wagerecht nach AXE, trägt links von At eine Strecke 
AxL = l ab und zieht durch L und E eine Gerade, deren Ver
längerung auf der Richtung der ursprünglichen Parabel-Ordinate 
das Stück IIJ = bestimmt.

Die Einflufslinie für Mx: l hat noch folgende kennzeichnende
1 ( \

Eigenschaften: Aus ihrer Gleichung ?; = 47\M—JF; (Gl.
d 1 / \durch Differentiation --L — h—3 — . Für w = O ist
d u ' 41 \ l* /

d>] 1 1 , d'i 1 1 ,
för = »st -r- = —-5V= —duAI 4 du 21 2

Die Tangenten an die Endpunkte der Kurve schneiden daher auf 
den Auflager-Senkrochten die Stücke 3/4 bezw. */2 ab. Für 

« = 7:1^3 = 0,577/ wird -^ = 0, mithin wra„ =—= 0,0962. 
du 6/3

Die so erhaltene Einflufsflächo nennt man wohl auch die A^- 
Fläche mit dem Multiplikator m = 7, d. h. die Ordinaten der 
Figur geben, mit 7 multipliziert, den Einflufs einer Last Eins auf 
das Moment J/|. Mx: l bedeutet eine Kraft; als Einheit für die 
Ordinaten i) ist daher die Kraft- oder Lasteinheit zu wählen.

Anf die Einflufslinie der statisch unbestimmten Gröfse Mx 
lassen sich alle ferner in Frage kommenden Einflufslinien zurück
führen, so dafs die Zeichnung weiterer krummer Linien nicht mehr 
erforderlich wird.

Einflufslinie für Gegenüber einem einfachen Träger von 
der Spannweite AC=l bringt das Stützenmoment Mx eine Ver
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minderung des Auflagerdruckes A um J/jiZ daher eine Verminde
rung des'Biegungsmomentes 3/x an beliebiger Stelle um A« 

hervor (nach Gl. IVa, 8.-148). Ist also das „einfache Moment“ 
M',, so wird das wirkliche Moment

Um nun unmittelbar benutzen zu können, mufs man x als 
Multiplikator absondern und erhält

2)
\ X l /

Die Einflufslinie für das einfache Moment Mx ist (nach 
Fig. 122 S. 158) ein Dreieck, zu dessen Auftragung die Strecke x 
(gleich der Abscisse der Schnittstelle) auf der linksseitigen Auf
lagersenkrechten abgeschnitten wird. Um nun Mx\x zu erhalten, 
wie jetzt nötig ist, braucht man nur statt der Strecke x die Last
einheit aufzutragen und im übrigen nach Fig. 122 zu verfahren. 
Um nun nach Gl. 2 den Wert : l leicht abziehen zu können, 
trägt man die Einflufslinie für Mx-.x 
nach derselben Seite mit der JfrLinie 
auf; der Unterschied der Ordinaten 
stellt dann, mit dem Multiplikator x 
vervielfacht, die Einflufsfläche für 
M, dar (Fig. 126). Denkt man sich 
im Felde CB auch einen einfachen 
Träger, so hat eine Belastung desselben 
auf das einfache Moment Mx des 
linksseitigen Trägers keinen Einflufs.

Fig. 126.

Zieht man von dem Einflufse =0 den Wert M,-.l ab, so entsteht 
/ Al \

M^x ------jLl; die Einflufsfläche für Mx wird daher im rechts

seitigen Felde einfach durch die J^-Linie begrenzt, deren Ordinaten 
negativ zu nehmen sind. Positive Einflufsflächen sjnd in Fig. 126 
senkrecht schraffiert, negative wagerecht; danach ist unter den 
Verhältnissen der Figur im linken Felde durchweg positiver Einflufs. 
Wird aber x gröfser, nähert sich die Schnittstelle mehr der Mittel
stütze, so rückt der Punkt D, auf derselben Geraden DC bleibend, 
nach C hin, und A D dreht sich, flacher werdend um A, während 
die Figur im übrigen unverändert bleibt. Bei einer bestimmten
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Fig. 127.

Lage F des Schnittes wird dann J /> in der Lage AD0 die Kurve 
AC im Punkte A berühren und bei noch weiter gehender Ver
schiebung des Schnittes die Kurve A C schneiden, wodurch die 
Einflufsverhältnisse geändert werden.

Ist für die Grenzlage F des Schnittes 
AF=x0, so ist nach der Figur 

= oder

3) =

Diese Stelle F in der Mittellinie des Trägers 
heilst Festpunkt.

Für eine Lage des Schnittes zwischen 
dem Festpunkte und der Mittelstütze (Fig. 127) 
wird die Kurve AC von der Geraden AD 
in G geschnitten. Hat G die Koordinaten m0 und 80 wird nac^ 
der Fig. 127 und nach Gl. 1: ,

daraus ergibt sich

1/7 X 1 1 ( "«V
yo= f G — X) • x «D = 41

Jetzt sind von u = 0 bis u = u0 die Einflüsse negativ, von u = u0 
bis u—l positiv, längs des rechten Feldes wieder negativ.

Nachdem so die, die Gröfstwerte der Momente Mx in den einzelnen 
Querschnitten herbeiführenden Laststellungen mit Hülfe der Einflufs
linie bekannt geworden sind, lassen sich die Zahlwerte jener Momente 
selbst entweder auf Grund der Einflufsflächen oder von den nach 
S. 133 zu ermittelnden Stützkräften ausgehend in bekannter Weise 
berechnen.

Einflufslinie der Querkraft Wie oben erwähnt, vermindert 

sich der Auflagerdruck A infolge des Stützmomentes Jf, um 

gegenüber demjenigen des einfachen Trägers. Dasselbe gilt für die 
Querkraft. Es ist also

worin die „einfache Querkraft“. Hiernach hat man von den 
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Einflufs-Ordinaten für Q (s. Fig. 123, 8.160) nur die Ordinaten der 
Fläche 3/,: l abzuziehen und erhält in Fig. 128 die Einllufsfläche 
für

Um zu erhalten, mufs man 
die Strecke vom Schnitte bis zur Mitte 
belasten. Eine zwischenliegende Einflufs- 
ordinate hat die Gröfse

1 n x 1 / 

4 Z 4Z3'

und es wird

pl/1 — —
4 \4 4 Z + 2 Z2 4 Z4/

Bei Belastung beider Felder mit p wird Qx = 3/spl — px; 
diesen WerJ mufs Q* mtn + haben, so dafs sich

_ pl ZI , 5 x3 1 #4\ ...
• 4 U + 2 Z2 4 Z4 / erg bt‘

Bei gleichzeitiger Berücksichtigung der ständigen Last g wird 
dann

/3 , \ , pl (1 4« . 5 x3 1 a:4\
5) Qxmax^g^l ^+4^4 z + 2 Z2 4 Z4/

Z3 , \ pl ZI , 5 x3 1 z4\
6) ^gZ x] 4 \4 + 2 Z2 4Z4/’

Die überhaupt vorkommenden gröfsten Querkräfto an den 
Stützen ergeben sich nach dieser Rechnung

für x = o zu Q*m„x = 3/8gl + 1/it>pl;

Qx min = 3/»gl— l/^pl;

für x = l zu Q,inax = — il»gl
Qxmi„= — s/»gl—i/«pl-
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g) Äufsere Kräfte, Biegungsniomeute und Querkräfte für mehrfach 
gestützte Träger mit Gelenken. Gerber’sche Träger.

1. Anordnung der Gerber’schen Träger.
Wie S. 144 dargelegt, ist ein Träger auf n Stützen n—2-fach 

statisch unbestimmt, so dafs n— 2 Elastizitäts-Gleichungen zu seiner 
Berechnung erforderlich sind. Diese werden entbehrlich, wenn man 
im Verlaufe des Trägers n — 2 reibungslose Gelenke anbringt; an 
jeder solchen Stelle ist dann der Biegungswiderstand Null, also auch 
das Biegungsmoment gleich Null, so dafs n — 2 neue Gleich
gewichtsbedingungen entstehen, der Träger also statisch bestimmt 
wird. Für die Ausführung des Trägers ist ein wirkliches Gelenk 
meist nicht nötig, sondern es genügt in der Regel eine einfache 
Auflagerung des einen Trägerteiles auf das Ende des anderen. Es 
mufs an der betreffenden Stelle eine Querkraft, nicht aber ein Moment 
übertragen werden können. Zweckmäfsig wird die Anordnung so 
getroffen, dafs die an der Gelenkstelle auftretende Querkraft stets 
in demselben Sinne wirkt, weil dann eben eine einfache Auflagerung 
hinreicht. Diese Bedingung wird erfüllt, wenn auf ein mit Gelenken 
versehenes Trägerfeld stets ein solches ohne Gelenke folgt; auch darf 
die Zahl der Gelenke in einem Felde höchstens zwei betragen.

Solche Träger sind zuerst von dem 
bayrischen Ingenieur Gerber ausge
führt worden.

Fig. 129. 
C D 

A a B

Bei 3 Stützen ist ein Gelenk an
zuwenden (Fig. 129). Bei 4 Stützen 
können die erforderlichen 2 Gelenke 
beide im Mittelfelde (Fig. 130), oder 
je eins in jedem Seitenfelde (Fig. 131) 
angeordnet sein. An diesen Trägern 

Fig. 130.
c, Dj C, 

* c ^b a b* o

Fig. 131.
C, cs^s

d “b

sind 4 Teile zu unterscheiden:
1. Der einfache Träger a, bei welchem die Momentennullpunkte 

an den Enden^iegen. Ob derselbe an einem Ende auf einem Pfeiler 
ruht (wie bei B in Fig. 129, bei A und B in Fig. 131), oder sich 
an beiden Enden auf anschliefsende Trägerteile stützt, ist für seine 
Berechnung gleichgültig; er verhält sich in dieser Beziehung ganz 
wie ein gewöhnlicher einfacher Träger auf 2 Endstützen und wird 
nur durch Lasten beeinflufst, die an ihm selbst angreifen.
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2. Das Kragstück b bildet die Verlängerung eines Trägers auf 
2 Stützen, ist mit diesem steif verbunden und trägt an seinem Ende 
mittels Gelenkes oder gleichwertiger Anordnung den einfachen Balken a. 
In den Figuren sind CD, C^^, C^D? solche Kragstücke.

3. Das Balkenstück e mit einem anschliefsenden Kragstücke 
ruht einerseits auf einem Endauflager und ist über der anderen 
festen Stütze mit dem Kragstück b zu einem steifen Körper ver
bunden. Dieses Stück wird daher nicht nur durch eigene Lasten, 
sondern auch durch diejenigen der anschliefsenden Teile a und b 
beeinflufst. AC in Fig. 129, AC, und B(\ in Fig. 130 sind solche 
Balken c mit einem anschliefsenden Kragstücke.

4. Das Balkenstück d mit zwei anschliefsenden Kragstücken b 
ruht auf 2 festen Mittelstützen, ist über beiden mit Kragstücken b 
steif verbunden und wird daher auch durch Lasten der beiderseits 
anschliefsenden Teile b und a beeinflufst. Ein Trägerstück d ist 
CXC2 in Fig. 131.

Will man die Zahl der Felder weiter vermehren, so kann man 
in Fig. 130 bei B ein Kragstück b anschliefsen und auf dieses 
wieder einen einfachen Träger a stützen; oder man entfernt in 
Fig. 131 die feste Stütze B und legt das Stück a = D,B auf ein 
Kragstück b mit anschliefsendem Träger c, der auf 2 Stützen ruht. 
So fortfahrend, kann man aus den Teilen a, b, c und d Träger auf 
beliebig vielen Stützen zusammensetzen.

2. Äufsere Kräfte; gröfste und kleinste Momente 
und Querkräfte.

Für den einfachen Trägerteil a gilt das auf S. 158—1G4 Ent
wickelte, nur ist durchweg l mit a zu vertauschen.

Bei gleichmäfsigen Belastungen g und g + p — q ist
. . I Afj. max — ■ 2 q X (a — X^ , 

i Jfxm<n — — x), das überhaupt gröfste Moment
2) Hf^'/sqa2.
Ersetzt man in Gl. 6 u. 6a S. 162 durch l — x bezw. a—x 
und p durch q—g, so wird

3)
Ôjeinajc = 7 q ~ 

4 (l
n (a—x)2Qsmin — (f---q—------ & ff

■ X2
q 2a'
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Das Kragstück b, in Fig. 132 durch CD dargestellt. Führt 
man durch dasselbe einen Schnitt tt in dem Abstande x vom
Gelenke D und läfst eine Last Eins vom 
wandern, u. zw. zunächst bis zum Gelenke 
D, so wächst das Moment der Last in 
Bezug auf die Schnittstelle, also das 
Biegungsmoment Mx> von Null an 
in gleichem Verhältnisse mit ihrem Ab
stande vom Schnitt und erreicht den Wert 
1-«, wenn die Last bis D gelangt ist. 
Dies wird durch die Einflufslinie TJ)[ 
dargestellt. Rückt diezLast über D hinaus 

Schnitt aus nach rechts

Fig. 132.

x a

nach rechts, so wirkt sie auf das Kragstück nur noch mittelbar, 
indem sie an diesem einen Gelenkdruck D erzeugt, der das Moment 
Dx liefert. Dieser Gelenkdruck nimmt aber, während die Last 
von D nach B wandert, gleichmäfsig bis auf Null ab, daher mufs 
das Moment ebenfalls gleichmäfsig abnehmen, und man erhält hier
nach die weitere Einflufslinie D{B{. Das Biegungsmoment Mx an 
einer Schnittstelle des Kragstückes ist aber immer so beschaffen, 
dafs die entsprechende Biegungslinie ihre erhabene Seite nach oben 
kehrt, wir bezeichnen es daher als negativ. Dieses negative Moment 
wird möglichst grofs bei voller Belastung der Strecken x und a. 
Beim Vorhandensein von Einzellasten müfsten die schwersten der
selben in der Nähe des Gelenkes D angebracht werden, weil hier 
die Einflufs-Ordinaten am gröfsten sind. Bei gleichmäfsiger Last 
g oder q bekommt man die Momente einfach durch Multiplikation 
dieser Werte mit der Einflufsfläche.

Daher wird

Das dem Xahlenwerte nach gröfste Moment am Kragstücke 
findet sich (für x = 1/) über der Mittelstütze C, es beträgt 
ö) Jf2 = '/2 qb {a 4- b).

Die Qu er kraft Q, an der Schnittstelle tt, welche durch eine 
wandernde Lasteinheit hervorgebracht wird, ist nach der Gleichung 
der senkrechten Kräfte gleich Eins, solange die Last zwischen dem 
Schnitt und dem Gelenke D liegt, wird aber gleich dem Gelenk
drucke D, sobald die Last auf den Trägerteil a rückt, vermindert 
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sich also mit diesem nach B hin gleichmäfsig bis auf Null. Hiermit 
steht die Einflufsfläche für Qz fest (s. Fig. 132) und es wird 
6) Qjr max —<7(72« +35); Qzmin = <7 (72« + 35).

Das Trägerstiick c mit einem anschliefsenden Krag
stücke, in Fig. 133 mit AC bezeichnet. Der Teil c wird durch 
Lasten, die an ihm selbst auftreten, genau so beeinflufst, wie ein 
einfacher Träger auf 2 Stützen, da das 
Kragstück b und der Teil a, solange 
sie unbelastet sind, keine Wirkung üben.

Einflufsfläche für den Auf
lagerdruck A. Innerhalb des Feldes 
c ergibt sich die Linie AXCX als Ein
flufslinie für A. Schreitet die Last 
nun über die Stütze C hin nach rechts, 
so erfllbrt dadurch A keine unstetige 
Änderung; zur Bestimmung von J. dient 
nach wie vor die Momentengleichung 
zwischen A und der Last in Bezug auf 
den Punkt C, es erfährt nur das Moment 
der Last und damit auch A einen Zeichenwechsel. Daher ist die
Gerade Ax(\ bis Dx zu verlängern. Am Gelenk aber tritt eine 
Änderung des Gesetzes ein, weil bei weiterem Fortschreiten die 
Last nur noch mit dem Anteile D auf A einwirkt; daraus ergibt 
sich die Fortsetzung DXBX der Einflufslinie.

Die Ordinate bei Dx ist ^/c-b. Es wird

7)

f _ c b(a + b) c( gb(a + b)\

A . =a-(\ q b(a + b>)\

Einflufsfläche für das Moment an einer Schnittstelle tt.
Innerhalb des Feldes c ergibt si<?h die Einflufslinie nach dem 
Früheren zu z42T2C2. Aus denselben Gründen, wie vorstehend in 
Bezug auf A erläutert, und weil eine Last rechts vom Schnitte zu 
dem Momente Mx stets den Beitrag A-.r liefert, ergibt sich, dafs 
die Einflufslinie 712C2 bis einfach zu verlängern ist und dann 
mit einem Knick von J)2 nach sich fortsetzt. Die Ordinate 
von D2 ist x/c-b.
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Hiernach wird dann

8)

_ *(c—«) „»b(a + b) Mr mar — '/ % 0 g ~ ~, 

M , nxb(a + b)

Den gröfsten Wert M3, welchen das positive Moment am 
Trägerteile c überhaupt erreicht, könnte man finden, indem man 
Mrmax nach x auf seinen Gröfstwert untersuchte. Einfacher gelangt 
man aber zum Ziele, wenn man bedenkt, dafs MImax wieder von 

4 2
der Form Ax — ’/iqx2 ist, dessen Gröfstwert —. Nimmt man 

2g
nun A aus Gl. 7 für Amm„ so wird

M-qc2(\ 0b(a + b)\‘

Einilufsfläche für die Querkraft an der Schnittstelle tt. 
Innerhalb der Strecke c ergibt sich für Qx die Einflufslinie J4374T3C3, 
die sich dann, übereinstimmend mit derjenigen für den Auflager
druck, nach D3 und R3 fortsetzt. Es wird dann

10)

(c-x)« „(x2 , b(a + b)\ 
2c •,\2c‘h 2c /

(c — x)2 (x2 b(a + b)\
q\2~c+ 2 c '

Das Trägerstück d mit 
stücken, in Fig. 134 mit 
bezeichnet. Auch der Teil d 
wird durch Lasten, die an ihm 
selbst angreifen, ebenso beein- 
flufst, wie ein einfacher Träger 
auf 2 Stützen.

Einflufsfläche für den 
Auflagerdruck C,. Die Linie 
Cf Cf ist selbstverständlich, und 
ebenso wie beim Trägerstücke 
c ergibt sich die Fortsetzung 
Ci Df Bf. aus denselben Gründen 
mufs

beiderseits anschliefsenden Krag-

Fig. 134.

Ci Cf bis D weitergehen.aber auch nach links die Gerade
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um dann nach A{ abzufallen. Die Ordinate von D' ist ——-. 
d

Es wird dann
I r (b + d)(a + b + d) b(a + b)
l c,w„—q 2d 2d ’

H) r (b + d)(a±b + d) b(a + H)
| ^,..iH-g 24 -q 2^—.

Die Einflufsfläche für das Moment an der Schnitt
stelle tt ergibt sich nach den bezüglich des Trägerstückes c ge
zogenen Schlüssen, wie in Fig. 134 gezeichnet. Die Ordinate des 

d ““ % *Punktes D" wird —5—b, diejenige des Punktes DI aber — -b 
d d

Danach erhält man

mnx ^'1 g :/ g ,
12) „ x(d—x) b(a + b) 

min = g-- 2—~ ~ V ~ 2—' •

Da die letzten Glieder der rechten Seiten von x unabhängig, der 
Gröfstwert von l/tx(d— .r) aber (für x—i/td) i/ed2 ist, so wird 
das in der Mitte von d auftretende gröfste positive Moment: 
13), '/2f7&(« + ft).

Die Einflufsfläche für die Querkraft in Fig. 134 
bedarf ebenfalls keiner näheren Begründung mehr. Die Ordinaten 
der Punkte D'" und D'" sind l/d-b. Man erhält leicht

14)
(^^-d{—2d * 2d / ff\2d+~2d r

—g
/(d — ac)2
\ 2d

ft(« + ft)\ , b(a + b)\ 
2d / q\2d + 2d V

3. Einteilung der Spannweite, Momentenausgleich.

Die vorstehenden Entwickelungen liefern für alle Stellen die 
gröfsten und kleinsten Momente und Querkräfte, wenn aufser den 
Lasten die einzelnen Längen a, b, c und d gegeben sind. Ist aber 
nur die ganze zu überspannende Weite und die Zahl der Zwischen
stützen gegeben, so hat man bezüglich der Verhältnisse zwischen 
den Längen der einzelnen Teile innerhalb gewisser Grenzen freie 
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Wahl. Es möge nun hier wieder, wie in früheren Fällen (vergl. 
8. 98, 129 u. 139), die Bedingung gestellt werden, dafs durch Aus
gleichung der in den einzelnen Teilen auftretenden gröfsten Momente 
das überhaupt vorkommende gröfste Moment möglichst vermindert 
werde. Es mufs dann gleichzeitig stattfinden:

M2 = M (= M,; M, = .
Zunächst liefern dann Gl. 2 und 5:

il2qb(a + b)=xlsqa-, mithin
15) , b (a + b) = a- und
16) ö = a(K,/2 — */j) = 0,207 a.
Sodann wird nach Gl. 2 u. 9:

\ q c1 /
oder wegen Gl. 15

c2 — - = a c und
9 4

Schliefslich gibt die Verbindung der Gl. 2 und 13 mit Berück
sichtigung von Gl. 15: ____
18) rZ = al/l + ^.

Wichtiger als die Ausgleichung der Momente ist aber die 
Vermeidung negativer Auflagerdrücke. Durch starke 
Belastung der Strecke CB in Fig. 133 könnte der Träger bei A 
vor der Stütze abgehoben werden. Soll die§ nicht erfolgen, so 
mufs JOT(n>0, oder nach Gl. 7

, q b (a 4- b)1—X--------—t>()i 0(jer 
U c-

19) &(« + *)< Je2 sein.

Um zu erfahren, in welchen Fällen die Bedingungen für die 
Momenten-Ausgleichung mit dieser Standsicherheits-Bedingung in 
Übereinstimmung sind, führt man die Werte der Gl. 15 und 17 in 
die Bedingung 19 ein und erhält
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Durch Probieren ergibt sich hieraus
20) 1^0,23.

Ist diese Bedingung erfüllt, so werden die Gleichungen 16 und 17 
für Ausgleichung der Momente Verhältnisse liefern, die ein Auf
kippen des Trägers nicht befürchten lassen.

Auch das Trägerstück d kann, wenn auch weniger leicht, 
durch starke Belastung der Strecke C2B (Fig. 134) von der Stütze 

abgehoben werden. Damit dies nicht erfolge, mufs 0, 
also nach Gleichung 11 
21) g(b + d)(a + b-\-d)>qb(a + b)
sein. Die Ausgleich-Bedingungen 15, 16, 18 sind hiermit in Über
einstimmung, wenn 
22) |^0,09.

Anwendungen.
Beispiel I: Gelenkträger auf 3 Stützen, 

den Gl. 16 und 17, 8. 175 gegebenen Verhältnisse an 
linksseitigen Feldes

li = c—(1 + V l +>lq), 
die des rechtsseitigen Feldes

Wendet man die in 
so wird die Weite des

Fig. 135.

1 c “ *

la = a 4- b — 1 ,»oi a (Fig. 135).
Diese Weiten sind einander nur gleich für f/?=l, für alle anderen Fälle ist

Ist eine solche Ungleichheit der Feldweiten nicht zulässig, wird viel
mehr a-]-b=c als Bedingung gestellt, so mufs dafür eine der Bedingungen 
Mi — Ma und 3fJ = lW3 unerfüllt bleiben. Würde man nun etwa — bei
behalten, so erhielte man M3 im allgemeinen gröfser als und so
dafs der Zweck: die Herabminderung des gröfsten Momentes, nicht erreicht 
sein würde. Ebensowenig liefert die Gleichsetzung von Mx und M3 ein be
friedigendes Ergebnis. Brauchbar ist aber die Bedingung M2 = M3, und man 
erhält, wenn man bedenkt, dafs a ]-b=c sein mufs
23) c = 6(1+K1-K/«)’.
Da c gegeben ist, so steht hiernach b und auch a=c— b fest.

Man findet, dafs dieses auch der Bedingung 19 (8. 175) gegen Auf
kippen genügt, sobald p/9^0,»3 (übereinstimmend mit 20).

Ist die gesamte Weite beider Felder L undp/? = 0,s, so können ohne 
Gefahr des Aufkippens die Ausgleichungs - Bedingungen benutzt werden. 
Man erhält

b = 0,wa, mithin l2 = a + b = l,»oi a; ll=c='/ta(l +yj,s) = l,n»a.
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Daher ist die Gesamtweito Z = 2,3i90 oder a — b — OtowL; c=0 wL. 
Bei diesen Verhäitnissen sind die gröfsten Momente Mlt M2 und einander 
gleich und am einfachsten nach

= 1/>qai = */sa qlß ■ 0,«ia = 0,7« • 1/ai q Iß
zu berechnen. Bei der Wahl zweier einfachen Träger von der Weite '/ai 
wäre das gröfste Moment l/s2 qlß gewesen; die hier gewählte Anordnung 
ermöglicht aber eine Verminderung des gröfsten Moments um 2.5,7 °/o.

Ist eine gleiche Weite der Felder Bedingung, so kann man nach Gl. 23 
c=b(1+}^l,s)'= 4,95&, also 6 = O,soasc und a = 0,i9nc wählen. Die 
beiden gröfsten Momente werden dann

M.. = M, = ’/a q b (a + b)='/tjc O,aos c = 0,81 • '/s qc2=0,81 • l/aa qIß.
Daneben wird Mx = yl»qal=QfiM-yl3iqLi. Die Verminderung des gröfsten 
Momentes beträgt jetzt also nur 19 °/o gegenüber einfachen Trägern.

Beispiel 2: Gelenkträger auf 4 Stützen. Bei 4 Stützen gibt 
die Ausgleichung der Momente keine Veranlassung zu unsymmetrischer Anlage.

Nach den Fig. 130 u. 131 S. 169 sind
2 verschiedene Anordnungen möglich. Legt Fig- 136.
man die Gelenke in das Mittelfeld (Fig. 136) 1 c Iif~ä T 5 *
so wird jedes Seitenfeld lt=C, das Mittel
feld Z2 = a 2 b. Zur Ausgleichung der Momente führen:

11 = c = “/a (1 + /^ + f/v)> ^ = 1,414«.

Ist wieder v/? = 0,s, so wird Zt=c=l,n9O, mithin das Verhältnis der 
Foldweiten

V=Z2:Z| = 1,414! 1,119= 1,37 .

Die Gesamtweito ist Z = (l,na -]- l,4i< l,na) a = 3,«38 a und a = 0,ti<L; 
folglich (

b=0,m L-, Z1 = c=O,so»L; Z2 = 0,mL.
Das gröfste Moment wird Ml = M2 = M:i = 1l»qa‘> = 0,nb-i/i2qL1, also um 
32,5 »/o geringer als bei Einzelträgern.

Legt man aber die Gelenke in die Endfelder (Fig. 134, S. 173), so wird 
l^a + b-, lt=d. Zur Ausgleichung der Momente führen

b = O,ao7a; Z1 = l,307 O; l2 = d = ay~l -{-g/q.
Ist wieder g/q = O,b, so ist nach Formel 22 (S. 176) die Ausgleichung 

der Momente zulässig. Es wird
Z, = 1,9oto; Z2 = a]^ 1,5=1,9340;

hier ergibt sich also die Mittelöffnung nur wenig gröfsor als die Seiten
öffnungen (bei kleinem g/q kann sie sogar etwas kleiner werden als letztere). 
Die Gesamtweite, ist Jj = (l,307 -j- 1,934 -f-1,307)0 = 3,osso; da diese Verhältnis
zahl dieselbe ist wie im vorigen Beispiele, so mufs auch das gröfste Moment 
wieder O,tib-l/ibqlß sein.

Keck, ElutiziUtfllehre. 12
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h) Beziehungen zwischen Biegungsinoment, Querkraft, Belastung 
und Biegungslinie.

Fig. 137.

Ein wagerechter Balken sei nach irgend einem Verteilungs
gesetz p = /(.t) über seine Länge lotrecht belastet, worin p die im 
allgemeinen veränderliche Belastung f. /L Längeneinheit, x die wage
rechte Entfernung von einem Festpunkte, etwa einer der Stützen 
bedeutet. Schneidet man aus dem Balken ein Längenteilchen dx 
heraus (Fig. 137), so wirkt an der einen (linksseitigen) Schnittfläche 
ein dem Biegungsmomente AI gleiches Widerstands
moment und ein der Querkraft Q gleicher Schub
widerstand. An dem anderen (rechtsseitigen) Schnitte 
treten entsprechend das Widerstandsmoment M+dM 
und der Schubwiderstand Q + c/Q auf, wobei wir 
bezügl. der Vorzeichen auf S. 92 verweisen. Die in 
den Schnittebenen wirkenden Moment- und Schub
kräfte müssen mit dem auf das Balkenelement ent
fallenden Lastanteil p-dx sich das Gleichgewicht halten. Die 
Momenten-Gleichung in Bezug auf O liefert dann unter Vernach
lässigung des unendlich Kleinen höherer Ordnung '/tp-dx-dx,

Q
Mi dM

< dx ।

1) •
dM 
dx

Aus der Gleichung der senkrechten Kräfte aber folgt

2)
dO d-M 
dx~ dx-'

Die Querkraft ist daher die erste Abgeleitete des 
Biegungsmomentes (nach x genommen), die Belastung 
der Längeneinheit, mit negativen Zeichen gesetzt, die 
erste Abgeleitete der Querkraft oder die zweite Ab
geleitete des Momentes. An einer Stelle, wo die Querkraft 
Null, hat das Moment einen grössten oder kleinsten Wert.

Nach Gl. 3, S. 87 ist mit Kücksicht auf die daran geschlossene
Bemerkung

d'p 
d X^ ± Af; demnach wird nun

3) E J— ± O und d xs " dx' • dx
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Während die Grundgleichung der Biegungslinie in dem Vor
hergehenden nur benutzt wurde, um für eine gegebene Belastungsart 
die Biegungslinio zu entwickeln, kann nun nach Gl. 3 auch um
gekehrt aus der Gleichung der Biegungslinie das entsprechende 
Belastungsgesetz p=f(x) abgeleitet werden.

Ist beispielsweise die Biegungslinie AB (Fig. 138) eines zweifach ge
stützten Balkens durch die Gleichung gegeben:

y \%EJ\\0l 3 + 30 1'
so ergibt sich durch Differenziation

^2-*(" - t)—"•

Fig. 138.

somit EJ ~ ——J—) = — <?• und schliefslich EJ^-^—p^- =p.

Die Belastung ist daher eine von links nach rechts gleichinäfsig bis auf p, 
zunehmende.

Für a: = —^—= 1 ist <2=0, mithin M am gröfsten, u. zw. wird

Mmai — Ojoomp, ZJ=0,»äsPl, wenn die Gesamtlast 'lsp,l=P gesetzt wird. 
(Bei gleichmäfsiger Belastung wäre Mmas = 0,w Pl gewesen.) Die 
gröfste Durchbiegung liegt bei O,mos3Z, nur wenig rechts von der Mitte, und 
es beträgt iVymox = 0,oooM4p1Z‘ = 0,oi306sPZJ. Die Durchbiegung in der 
Mitte wird natürlich genau so grofs wie bei gleichmäfsiger Belastung.

5 Pl* Pl*nämlich r =6,0130100 ,, , nur wenig kleiner als
3o4 A«/ Ad

i) Beziehung zwischen der QuerkraB und den durch sie hervor
gerufenen Schubspannungen, Verteilung der letztem über deu 

StabquerschuitL
Die Gleichungen 1 u. 2 S. 90 stellen die Bedingungen für 

das Gleichgewicht zwischen den äufsern senkrecht zur Stabachse 
wirkenden Kräften und den durch sie in einem beliebigen Quer
schnitt hervorgerufenen Spannkräften in allgemeiner Form dar. 
Gl. 2 ermöglicht zugleich die Berechnung der im Stabquerschnitt 
herrschenden gröfsten Normalspannungen o (Randspannungen) aus 
dem auf das abgeschnittene Stabende wirkenden Moment M der 
äufsern Kräfte, während Gl. 1 nur die Gleichheit der Mittelkraft Q 
der letztem, der sogen. Querkraft und der Mittelkraft T der durch 
sie im Querschnitt hervorgerufenen Schubspannkräfte, also des vom 

12*
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Fig. 139.
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Querschnitt geleisteten Gesamtschub Widerstandes ausdrückt, die Ver
teilung desselben über die Querschnittsfläche, die Bestimmung der 
Schubspannungen in den einzelnen Querschnittspunkten aber offen 
läfst. Wir wollen jetzt das Gesotz dieser Verteilung ableiten. Da 
nach der gemachten Annahme S. 80 u. 89 die Kraftebene der. 
Querschnitt in einer Symmetrielinie der Hauptachse OZ schneidet 
(Fig. 139), so mufs die gesamte Querkraft
Q in OZ liegen. Der Angriff der äufsern Ilß’ 139'
Kräfte sei derart, dafs unterhalb der Bie
gungsachse Zugspannung und oberhalb der
selben Druckspannung herrscht. In einem B
Abstande z von der Achse sei die Quer
schnittsbreite w, so dafs ein wagerechter
Flächenstroifen die Gröfse dF=wdz hat. Ist die Spannung an 
dieser Stelle ox, an der Unterkante ö', so wird <Jx = ^z und die 

e
Normalkraft an dem Flächenstreifen:
1) dN=axdF=^dFz = ^dFz.

Die gesamte Normalkraft, welche auf den endlichen Teil ABCD 
des Querschnitts kommt, ist demnach
2) N: = ^dF-: = ^dF-z = ~S,.

e J, J J, J
Hierin bedeutet Ss das statische Moment des Querschnittsteiles 
ABCD in Bezug auf die Biegungsachse.

Betrachtet man den ganzen Querschnittsteil auf der einen Seite 
der Biegungsachse, den wir kurz die Querschnittshälfte nennen 
wollen, so sei deren statisches Moment S; dann ist die gesamte 
Zugkraft an der einen Hälfte

3)
e J '

Die gesamte Druckkraft ist ebenso grois (vergl. S. 83), das statische 
Moment beider Querschnittshälften von gleicher absoluter Gröfse.

Das Gesetz über die Verteilung der Normalspannungen steht 
hiernach und nach den Ausführungen unter Illa bei gegebenem 
Querschnitte völlig fest.

Schneidet man nun von dem Längenteilchen dx des Stabes 
durch einen wagerechten Schnitt (wir denken uns die Mittellinie des
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Stabes wagerecht; die Kraftebene senkrecht) ein Stück von der Höhe
e' — z ab (Fig. 140) und betrachtet von den 
Kräften nur die wagerecbten, so sind dies 
die Normalkräfte N, und N, + seiner partiellen 
Zunahme nach x, sowie die Schubspannkraft 
an dem wagerechten Schnitte, von der wir 
annehmen wollen, dafs sie sich quer über die 
wagerechte Schnittfläche gleichmäfsig verteile, 
so dafs sie gleich rf-(wdx) ist, wenn man 
unter r, die Schubkraft f. d. Flächeneinheit, die

an ihm wirkenden

Fig. 140.

Schubspannung versteht.*)  Es ist folglich, da sich die entgegengesetzt 
$ N

*) Die angenommene gleichmäfsige Verteilung der Schubspannung in der
Querrichtung trifft nur bei allmählicher Änderung der Querschnittsbreite genau 
zu, an Stellen sprungsweiser Änderung dagegen nicht (vergl die Ausf. S. 184).

gerichteten Kräfte Nt aufheben, T„‘wdx = ———dx die Schub- 
dx

Spannkraft auf die Länge dx des wagerechten Schnittes und die- 

jenige für die Längeneinheit t„ • w — —-. Weil aber nach Gl. 2 

M
N, = -= Sz, so wird, wenn der Querschnitt sich nicht mit x ändert,

wenn wenigstens S::J gleich bleibt, oder, weil nach

S. 178 Gl. 1 SM^C^x

4) =

Für r = 0, d. b. für einen wagerechten Schnitt längs der Achse 
des Stabes, sei die Querschnittsbreite w0, die Schubspannung r0, 
dann ist

5) rnw0 = Q~.

Da das statische Moment S der einen Querschnittshälfte 
gröfser ist als & für einen anderen Querschnittsteil, und für z — e' 
oder z = — e' S^O ist, so ist die wagerechte Schubkraft für die 
Längeneinheit in der Biegungsachse am gröfsten und nimmt nach 
oben und unten bis anf Null ab.

Wie sich die Schubspannung t, mit' z ändert, hängt von 
der Veränderlichkeit der Querschnittsbreite ab.
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Für ein Rechteck dXh (Fig. 141) ist das statische Moment
des schraffierten Teiles . ,,,

weil aber J—'IsFe2 und w=d, so wird | •— -.

tvw= oder

6) r„= J ^(1 — und für - = O:
2 T \ e‘!

3 Q
7) ro"'2F'

In Gl. 6 steht die Schubspannung t, und der Abstand z von 
der Biegungsachse in parabolischer Abhängigkeit voneinander.

Von dem Auftreten dieser wagerechten Schubspannung t0 kann man 
sich leicht eine Vorstellung machen, wenn man einen Holzbalken von recht
eckigem Querschnitte betrachtet, der auf 2 Stützen liegt und in der Mitte die 
Last P trägt. Die Höhe h betrage das Doppelte der Breite d, das Wider
standsmoment des Querschnittes ist dann ’/sd’. In der oberen Balkenhälfte
werden die Längsfasern verkürzt, in der unteren ver
längert. Zertrennt man aber den Balken durch einen 
wagerechten Schnitt in 2 Hälften (Fig. 142), so hat 
man 2 Balken, die, aufeinander gelegt, sich in die Last 
teilen; jede Hälfte hat nun ihre besondere neutrale 
Faser, und an der Trennungsflächo berühren sich eine 

Fig. 142.

gezogene und eine gedrückte Faser, die mithin verschiedene Länge haben 
müssen, so dafs die Endflächen der Balken nicht mehr in gleicher Flucht 
liegen. Der Unterschied rührt daher, dafs an der Trennungsfläche die vorher 
vorhanden gewesene Schubspannung r0 nicht mehr auftreten kann. Die Trag
fähigkeit ist durch die Auftrennung vermindert worden, denn das Widerstands
moment einer Qnerschnittshälfte ist '/td*, beider Hälften zusammen '/id3,
d. h. halb so grofs wie beim ungetrennten Balken, und ebenso ist die Trag
fähigkeit auf die Hälfte vermindert.

Die in der Querschnittsebene auftretenden Schubspannungen t 
sind in den einzelnen Querschnittspunkten im allgemeinen nach 
Richtung und Gröfse verschieden.

Für Punkte und des Querschnittes (Fig. 143), welche der 
Staboberfläche angehören, in der Schubspannung nicht herrscht, 
können sie nach den Ausführungen auf S. 72 u. 73 nur tangential 
zum Querschnittsumfange gerichtet sein und in der Symmetrieachse 
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(Z- Achse Fig. 143) müssen sie in die Richtung derselben fallen. 
Denkt man sich t in irgend einem Punkte a in Seitenspannungen 
r/ und r-' senkrecht zur Y- und Z-Achse zerlegt, so mufs nach 
S. 72 u. 73 gleich der in der anschliefsenden, den Querschnitt 
in a« senkrecht schneidenden wagerechten Schnittebene herrschenden
Schubspannung 

Ty sein und gegen 
«,«2 gleichen 
Richtungssinn 

haben. Danach 
gilt Gleichung 4 
auch für die im 
Querschnitt täti
gen senkrechten
Schubspannun

gen Ty' und stellt 
das Verteilungs
gesetz derselben 
über den Quer
schnitt dar. Die

Fig. 143.

wagerechten
Schubspannungen t,' nehmen von a1 bezw. a2 nach der Z-Achse hin 
allmählich bis auf Null ab. Unter der sehr wahrscheinlichen Voraus
setzung, dafs diese Abnahme im linearen Verhältnis mit dem Abstande 
p von der Kraftlinie (Z-Achse) stattfindet, schneiden sich die 
Richtungen aller Spannungen t in Punkten a einer Parallelen 
zur Biegungsachse (Y-Achse) in einem Punkte O der Z-Achse, 
durch den also auch die Tangenten in a, und <12 gehen müssen.

Die wagerechten Schubspannungen beiderseits der Z-Achse 
heben sich gegenseitig auf und die senkrechten halten der Quer
kraft Q das Gleichgewicht. Bei Querschnittsformen, welche seitlich 
durch Parallelen zur Z-Achse begrenzt sind, liegt der Schnittpunkt O 
in, unendlicher Ferne und alle Schubspannungen t sind senkrecht 
( || der Z-Achse), t/ ist durchweg gleich Null. Bei sprungweiser 
Änderung der Querschnittsbroite, wie sie der 1 - Querschnitt aufweist, 
hat (Fig. 144) die Schubspannung t in den wagerechten Begrenzungs
linien nc und bd wagerechte Richtung, die senkrechten Seiten
spannungen Ty' sind hier also gleich Null, während sie nach Gl. 4 
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in der in der gleichen Geraden liegenden Strecke cd von Null 
wesentlich verschiedene Werte aufweisen. Da sie bei allmählicher 
Aufwärtsverschiebung der Linie ab nur stetig anwachsen, so können
sie auch in einer der a b 
unendlich nahen Linie a1ö1 
nicht gleichmäfsig verteilt, 
müssen vielmehr auf der 
Strecke noch erheblich 
gröfser sein. Die auf der 
Annahme gleichmäfsiger Ver
teilung der Schubspannungen 
in wagerechten Geraden be
ruhende Gleichung 4 verliert 
also im Flansch eines I-Trä
gers und ähnlichen Gliedern 
profilierter auf Biegung be

Fig. 144.

anspruchter Stäbe ihre Gültigkeit. Wie wir sogleich an einem 
Beispiele nachweisen werden, ist indes die Anteilnahme des Flansches 
an der Leistung des Schubwiderstandes T, bezw. an der Übertragung 
der Querkraft Q nur ein äufserst geringer, so dafs es sich nicht 
lohnt, der Verteilung der Schubspannungen in derartigen Gliedern 
weiter nachzugehen. — Wie oben erwähnt, mufs die Summe aller 
senkrechten Schubspannktäfte mit der Querkraft <2 im Gleichgewicht 
stehen.

Auf ein Höhenteilchen dz des Querschnittes kommt nun die 
Schubkraft rviv dz, und es mufs daher die gesamte Querkraft

fz — c 
rywdz sein.

Trägt man die nach Gl. 4 für verschiedene Abstände z be
rechneten rechtwinklig zur Trägerhöhe auf, so erhält man ein 
Schaubild für die Verteilung der Querkraft über die Höhe des 
Balkenquerschnittes und es ist der Inhalt der umschlossenen Fläche 

Stv‘wdz = Q.

Bei rechteckigem Querschnitt (Fig, 145) ist die Darstel
lung von

3, ’2^
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eine Parabel mit wagerechter Achse und der Pfeilhöhe 3/j—. 
k ’ Der

Flächeninhalt der Parabel ergibt, wie es sein 

mufs, 2/s A • 3/2 y- = Q.

Die Darstellung der Schubspannung r, 
selbst ist wiederum eine Parabel, jedoch von 

3 Qder Pfeilhöhe — — . Die Schubspannung ist 

Fig. 145.

daher in der Mitte der Höhe l'/amal so grofs, 
als wenn <2 sich gleichmäfsig über den Querschnitt F verteilte.

Bei einem I-Querschnitt (Fig. 144) wirkt in einem Flächen
teilchen aF—bxdz des Steges ein senkrechter Schubwiderstand

8) dT=Tv-bldz=Q~-dz.

Bei den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen ist 

9) 8
Durch Einsetzung dieses Wertes für Sz in Gl. 8 und Integration 

zwischen den Grenzen ~ und —~ erhält mau den auf den Steg 

entfallenden Anteil des Schubwiderstandes
10) T. = {ö • (A2 - h,2) hx * + | bx }

Mit &=12cra, ö1 = l,2cm, Ä = 30cro und Ä1=*26on wir
J= 1 1 1820m‘ und daher nach Gl. 10

T, = ö-RTUS (12 (3O2 - 262) • 26 + 4 • 1.2 •26 4 = °'Oi <2 • 
o•11loJ ’

Nur der Best des Schubwiderstandes von 0,00 <2 ist also von den 
Flanschen zu leisten.

Nach Gl. 4 u. 9 ist die Schubspannung im Abstande z von 
der Biegungsachse.

Sie steht also auch hier in parabolischer Abhängigkeit von z.
Für 5 = 0 wird rn = 0,0325 -Q und

„ : = = 0,025-Q.

Die die Verteilung der Schubspannung im Steg darstellende 
Fläche cfghi (Fig. 144) besteht aus dem Rechteck efgi und der
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Parabel ghi und der vom Steg geleisteten Schubwiderstand ist gleich 
der Fläche efghi, multipliziert mit der Stegdecke b,

T, = 26 • (o,O25 + 0,007.'>j • 1,2 = rot 0,94 Q (wie oben).

Wie für obiges Beispiel ziffermäfsig nachgewiesen, so findet 
auch bei allen ähnlich gebildeten Stabquerschnitten, bei welchen in 
gewisser Entfernung von der Biegungsachse angehäufte Stoffmengen 
(Gurtungen) durch einen verhältnismäfsig dünnen Steg miteinander 
verbunden werden, die Übertragung der Querkraft in der Haupt
sache durch den Steg statt. Setzt man an Stelle des durch Gl. 4, 
bezw. die Fläche e/ghi ausgedrückten Verteilungsgesetzes eine 
gleichmäfsige Verteilung der Schubkraft über den Steg voraus, so 
ergibt sich die entsprechende mittlere Schubspannung zu

r = -«-

aus welcher Gleichung, wenn t„ als zulässige Sclubspannung gegeben 
ist, die erforderliche Stegdicko bx sich bestimmen läfst

Für obiges Beispiel wird

also ziemlich genau so grofs, als die durch genaue Rechnung ermittelte 
gröfste Schubspannung r0.

Anwendungen.
Beispiel I. Ein hölzerner Balken von der Höhe 7i=-2O«m, der Breite 

d—12«™ un(j der freien Länge l=400cm kann bei einer zulässigen Rand
spannung <T=100ttt in seiner Mitte eine Last von 800kg tragen. Die Quer
kraft ist dann für die beiden Balkenhälften in jedem Querschnitt linksseits 
4- 400 kg und rechtsseits — 400kg (vergl. Fig. 80). Die Schubspannung in der 
wagerechten Mittelebene (neutralen Schicht) ist daher nach Gl. 7

0 2 F 2 12-20
Wäre der Balken nur 7=100«“ lang, so könnte er bei gleicher Rand
spannung rr= 100»‘ eine Einzollast von 4 • 800 =■ 3200 kg tragen, hätte eine 
durchweg gleiche Querkraft ^=1600 kg aufzunehmen und eine Schubspannung 
t„ = 4-2,»= 10«t auszuhalten.

Die Schubspannungen sind also bei verhältnismäfsig längern und daher 
schwächer belasteten Balken weniger erheblich, als bei kürzern stärker be
lasteten Balken gleichen Querschnittes.



IVi. Beziehung zwischen Querkraft und Schubspannungen u.s. ir. 187

Bei doppelter Höhe des 100 langen Baikens 7i = 40'"> würde seine Trag
fähigkeit bei gleicher Randspannung a das Vierfache d. i. 4 •3200= 12800kg, 
die Querkraft 6400*8 und die Schubspannung rc = 4 ■ 10 = 40«* betragen. Eine 
solche Schubspannung vermag selbst das widerstandsfähigste Holz, nicht auf
zunehmen und es würde bei der bezeichneten Belastung mit Sicherheit Zer
störung durch Abschoerung eintreten.

Beispiel 2. Legt man zwei Balken von 400™ Länge, 12™ Breite und 
20™ Höhe ohne Verbindung aufeinander, so kann bei <z=100«* jeder von 
ihnen eine Last von 800*6, beide zusammen können also 2-800 = 1600*6 in 
der Mitte tragen, während in der Mittelebene jedes der Balken eine Schub
spannung T0 = 2l/a“t herrscht.

Stellt man eine solche Verbindung beider Balken her, dafs sie in ihrer 
Berührungsebene unverschiebbar gegen einander werden, was durch eine „Ver
zahnung“ oder „Verdübelung“ (Fig. 46) zu' erreichen ist („verzahnter“ oder

Fig. 146.

„verdübelter“ Balken), so wirken beide Balken zusammen wie ein einziger. Sie 
12 -100-402

vermögen jetzt in ihrer Mitte eine Einzellast von P =—gTJog---- 4=3200*6

zu trägen. Die Schubspannung in ihrer Berührungsebene beträgt
3 Q 3 1600 _

r°~2 ’ F — 2 ‘ 12-2-20= ‘

und der Schubwiderstand für 1™ Länge des Balken t0-12=5-12 = 60*8. 
Die Kraft, mit welcher die Berührungsflächen der Zähne oder Dübel gegen
einander geprefst werden, berechnet sich, wenn t ihre Entfernung ist, zu 
t. r0. d — t • 5 • 12 = 601 und daraus, wenn s die Tiefe der Nuten bezw. Zähne 

ist, die entstehende Druckspannung a = ~n • Für t = 20™ und

20 • 5s=3™ wird « = ---5— = 33,8«*. 
o

Beispiel 3: Vernietung eines Blechbalkens. Damit der nach 
Mafsgabe des Querschnittes Fig. 23 S. 20 aus einzeln prismatischen Stäben 
zusammengesetzte Blechbalken (vergl. Beispiel 9 S. 110) in der Tat wie ein 
Balken wirke, müssen die einzelnen Teile gegenseitig völlig un verschiebbar 
miteinander verbunden sein. Die die Verbindung herstellenden Niete haben dabei 
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den erforderlichen Schubwiderstand zu leisten. Insbesondere kommen hierbei 
die die Verbindung der in Fig. 147 schraffierten sog. Gurtung mit dem nicht 
schraffierten Stege herstellenden wagorechten Niete a in Betracht. Der für 
diese Verbindung erforderliche Schubwiderstand ist nach Gl. 4 S. 181 f. d.

Q • SLängeneinheit gleich - T ', wenn 5, das statische Moment dos Gurtquer- 
J

Schnittes allein, J das Trägheitsmoment des ganzes Querschnittes und Q die 
an betreffender Stelle
herrschende Querkraft fig. 147. nMmmitt«
bezeichnet. Ist t die 
Entfernung zweier Niete 
(die sogen. Nietteilung) 
(Fig. 147), so ist der von 
einem Niet zu leistende 
Schubwidorstand gleich 
t-QSt ... .... . ,— ple Nieto sind

J
„zweischerig“ und kön
nen, wenn d ihr Durch
messer, rm die zulässige
durchschnittliche Scherspannung des Nietquerschnittes ist, einen Schubwiderstand 

— —Iz. leisten. Es mufs daher die Gleichung bestehen

t-Q-S,_r-d^rn
J 2 und daraus t =

vd'-.Tm.J 
tQ-s.

Der Balken Beispiel 9 S. 110 hat unmittelbar neben dem Auflager eine
Querkraft Q= = 25 000 kg aufzunehmen. Sein Querschnitt besteht hier 6
nur aus dem 1 «"> starken Steg und den 4-Stück 8 X 8 X 1 cm 1 starken Gurtungs
winkeln (Fig. 147). Es ist nach S. 111 <T=J’0=91167«m4 und nach der
Figur S1=39,5-2-84-34,s.2-7=1115.

wird 3,u-2J-800-9H67
— 2-25000-1115

Mit d=2cm und rm = 0,s • <r=800al

Iß,

Jm Abstande 2,?4ra von der Endstütze ist

— 2,?« • q = 2,36 • 5000 = 11300 kg ,

£,= 39,s • 2 (8 - 2) + 3,3 (20 — 4) ■ 41 ,e» = 31 GO ™ ’,

J= W. l = 6250 • 43,3 = 270000cm4,

mithin 3,u-2s-800-270000
2-11300-31G0 ‘

Diese lediglich durch die Leistung des erforderlichen Schubwiderstandes 
bedingte Nietentfernung wird aus praktischen Rücksichten zur Erzielung des 
notwendigen dichten Zusammenschlusses der verbundenen Teile erheblich 
kleiner, vielleicht auf etwa 15c"> herabzumindern sein.
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Derselbe Balken kann bei der in Beispiel 9 S- 110 angenommenen Rand
spannung von <r=1000«‘ beiderseits im Abstande 100 cm von den Stützen 
(vergl. Fig. 148) je eine Einzellast

p_ 62504000 = 62 5()0 kg tragen
Dabei weist die Querkraft Q zwischen Stütze und Kraftangriff den kon

stanten Wert P= 62 500 kg und zwischen den Lasten den Wert Null auf. 
Das Biegungsmoment 'wächst beiderseits von den Stützen bis zum Lastangriff 
geradlinig von Null auf 62 500-100 = 6 250 000°m/gg an. In der Nähe der
Stütze genügt der Querschnitt 
ohne Kopfplatte, nur aus Steg 
und Winkeleisen bestehend. Bis 
zur Stelle des Lastangriffs mufs 
stufenweise eine Verstärkung mit 
drei Lamellen bis zusammen 
3,scm Stärke erfolgen, die zwischen 
den Lasten unverändert bleiben 
kann. (Vergl. die Momentenfläche 
Fig. 148.)

Danach erfordert die Lei
stung des erforderlichen Schub
widerstandes in der Nähe der 
Stützen, so weit der Querschnitt nur aus Steg und Winkeleisen besteht, mit
d = 2em und rm=800»*, eine Nietentfernung

2-Q-S,
3,u-2’-800-91167—-----------------------= 6.’. cm

2-62500-1115
und in der Nähe des Lastangriffes zwischen diesen und den Stützen, wo der 
Querschnitt seine volle Ausbildung erhalten mufs

3,u-2’-800-270000 • . , 
t = ■ = 6.86cm..

2-62 500-3160
Zwischen den beiden Lasten, wo die Querkraft Q = 0 und sich danach 

eine Nietteilung t = oo ergeben würde, ist diese nach praktischen Gesichts
punkten zu wählen. Wird die für den Teil des Balkens zwischen Stütze und 
Last errechnete Entfernung von 6,scm bezw. 6,86 e» aus praktischen Gründen 
für zu gering gehalten, so müssen stärkere Niete verwandt werden. Mit 
d = 2,6 cm würde sich t zu rund 10 cm berechnen.

k) Normalspannungen an wagerechteu Schnitten eines durch 
senkrechte Belastung auf Biegung beanspruchten Stabes.
Je nach der Art, in welcher die Belastung in den belasteten 

Balken übergeht, finden auch in wagerechton Schnitten desselben 
Normalspannungen o. statt. Ruht die Last beispielsweise auf der
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oberen Begrenzungsfläche des Balkens (Fig. 149, a), so erzeugt sie,
wie leicht ersichtlich, Druckspan
nungen, hängt sie an der Unterfläche 
(Fig. 149,5), so ergeben sich Zug
spannungen, wird sie endlich in einer 
gewissen Verteilung zwischen Ober- 
und Unterkante, etwa seitlich in den 
Balken, übergeführt (Fig. 149, c), so 
hängt die in wagerechten Schnitten 
entstehende Spannung von dieser

Fig. 149.

Verteilung ab.
Wir setzen zunächst eine beliebige Verteilung der Last q 

f. d. Längeneinheit über die Trägerhöhe voraus. Wird nun von dem
Längenteilchen {dx) des Trägers mit der Last 
wagerechten Schnitt wieder ein Stück von der 
Höhe d — z abgescbnitten (Fig. 150), so möge 
auf dieses ein Teil qtdx der Gesamtlast qdx- 
entfallen. Nur die senkrechten Kräfte an / 
diesem Stücke sollen jetzt betrachtet werden. 
An dem linken Querschnitte wirkt derjenige 
JTeil Q. der gesamten Querkraft Q, welcher dem 
Höhenteile d— z entspricht; an dem rechten

q-dx durch einen

Querschnitte wirkt demnach Q, 4 dx dx) an

Fig. 150.

auf. Das Gleich-dem wagerechten Schnitte tritt die Kraft Gtwdx
gewicht verlangt

„ 4-+ TT’
Nun ist aber Q,= ^Tvwdzt

also Q1 = -r\s,dz und \s,dz= 
J J, V

dd, dQ, 1
dx dx J

Q.Szdz = -q^

T^W = — S,,

(wegen Gl. 2, S. 178, und unter Annahme gleich bleibenden Quer
schnitts). Daher wird

1) O,w = q,-q-&.
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Das Verhältnis Q,;.Q ist aus der Darstellung der Werte r,,tv (Fig. 150) 
zu erkennen.

Läge etwa die ganze Last q auf dem Träger, so wäre qt = 0, 
und man erhielte

Q-

in diesem Falle ist o_. durchweg Druckspannung, die Längsfasern 
werden durch die Last aufeinander geprefst. An der Oberkante ist 
Q, = Q, mithin o:w = —q (unmittelbarer Einflufs der Last q). 
Nach unten hin nimmt der Druck allmählich bis auf Null ab.

Hinge dagegen die Last q unten an dem Träger, so wäre 
q- — q, und . man erhielte

asn, = q^_~y,

es ist nun o. eine Zugspannung, die an der Oberkante Null ist und 
nach unten allmählich bis auf q/w zunimmt.

Eine bestimmte Verteilung der Last über die Höhe gibt es, 
für welche o. durchweg gleich Null ist. Die Bedingung dafür würde 
nach Gl. 1 sein:

2) q • <2
d. h. die Normalspannung o, an wagerechten Schnitten 
verschwindet, wenn die Last sich nach demselben Ge
setze über die Träger höhe verteilt wie die Quer
kraft Q.*)

*) Vgl. A. Hänel, Die inneren Kräfte rechtwinklig belasteter Balken 
und die Berechnung eiserner I-Balken; Zeitschrift des Arch.- und Ing.-Vereins 
f. d. Königreich Hannover 1861, S. 138.

In der Anwendung wird man von den hier abgeleiteten Regeln 
zur Berechnung der Spannungen o, nur selten Gebrauch machen. 
Man erkennt aus ihnen aber das Wesen dieser durch den unmittel
baren Lastangriff erzeugten Spannung und kommt damit in die 
Lage, die Gröfse derselben durch geeignete Anordnung auf ein solches 
Mafs zurückzuführen, dafs eine rechnerische Würdigung nicht mehr 
erforderlich ist.

Bei dünnwandigen hohen Trägern wird nun Q nahezu allein 
und ziemlich gloichmäfsig von der Mittelwand aufgenommen; will 
man die etwa oben liegende Last nun auch ziemlich gleichmäfsig 
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über die Höhe der Wand übertragen, so mufs man diese mit senk
rechten Rippen versehen, welche die Lasten oben aufnehmen und 
allmählich an die Trägerwand abgeben. Besondere Bedeutung ge
winnt diese Anordnung, wenn es sich um den Angriff konzentrierter 
Lasten oder Kräfte handelt, wie beispielsweise auch der Stützkräfte 
eines beliebig belasteten Trägers.

1) Hauptspannuugeu und Anstrengungen in irgend einem l’nukte 
eines gebogenen Stabes.

Nachdem unter Illa, IVa, h, i und k die Regeln zur Ermitte
lung der an beliebiger Stelle eines auf Biegung beanspruchten Stabes 
in einem senkrecht zur Stabachse gerichteten oder wagerechten 
Schnitte auftretenden Normal- und Schubspannungen abgeleitet sind, 
liegt die Frage nahe, ob nicht in irgend einem gegen die Wagerechte 
geneigten Schnitte noch gröfsere als die in jenen Regeln ermittelten 
Spannungen auftreten können. Um diese Frage für die für die An
wendung wichtigen Querschnittsformen zu beantworten, denken wir 
uns aus dem gebogenen Balken an beliebiger Stelle ein unendlich 
kleines rechtwinklig dreiseitiges Prisma so herausgeschnitten, dafs 
die Katheten- und Hypothenusenrechtecke abed, acfd und bc/e 
(Fig. 151) senkrecht zur Kraftebene des Balkens und erstere Flächen 
aufserdem senkrecht bezw. parallel zur 
In diesen rechteckigen Flächen wirken 
dann parallel zur Kraftebene die aus 
der Fig. 151 ersichtlichen Spannungen 
und die ihnen entsprechenden Spann
kräfte müssen sich das Gleichgewicht 
halten.

Bei der den bisherigen Betrach
tungen zu Grunde liegenden Angriffsart 

Stabachse gerichtet sind.

der äufseren Kräfte in einer senkrechten Symmetrieebene des Stabes 
und bei den für die Anwendung in Frage kommenden meist aus 
Rechtecken zusammengesetzten Balkenquerschnitten können etwaige 
Normal- oder Schubspannungen in den lotrechten Schnittflächen abc 
und def, sowie überhaupt Spannungen senkrecht zur Kraftebene 
praktisch nur von geringem Belang sein und daher aufser Acht 
bleiben.
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Auch das Eigengewicht des Prismas ist als unendlich klein 
höherer Ordnung auf das Gleichgewicht desselben ohne Einflufs. 
Ist der Inhalt der Hypotenusenfläche dF, so ist derjenige der wage
rechten Kathetenfläche dF-cosa und der der lotrechten dFsina.
Die in letzteren wirkenden Spannungen ox, a, und ry können als 
nach den bisherigen Betrachtungen bekannt angesehen werden. Die 
in der Hypotenusonfläche wirkende unbekannte Spannung p ist im 
allgemeinen schiefwinklig gegen diese Fläche gerichtet. Denken wir 
sie uns zerlegt in eine Normalspannung o und in eine Tangential
oder Schubspannung r, so drücken sich die miteinander im Gleich
gewicht stehenden Spannkräfte in den drei Schnittflächen wie folgt aus: 

1. in der wagerechten Fläche a:• dF-cosa und ry-dF-cosa,
2. „ „ lotrechten „ Gx-dJF'-sin a. und Ty-t/F-sina,
3. „ geneigten o-dF und v-dF.

Wie die unter 1 bis 3 genannten
Spannkräfte, so stehen auch die ihnen 
verhältnisgleichen Kräfte miteinander 
im Gleichgewicht, die entstehen, wenn 
man jede der ersteren durch dF teilt. 
So gelangen wir zu den aus Fig. 152 
ersichtlichen Kräften. Zerlegen wir 
jetzt die in den lot- und wagerechten 
Flächen ab und ac wirkenden Kräfte 
in Seitenkräfte parallel ddn Richtungen 
von o und r und setzen die Summen beider je gleich Null, so ergeben 
sich die Gleichungen
1) o = o, • sin2 a + G- • cos-’« + 2 v„ sin a • cos a,
2) ’ r = (Or — G.) sin a • cosa + v„ • (cos2 a — sin2 a).
Die Spannungen ox, a., ry, o und r haben wir uns wegen der 
Unendlichkleinheit des Prismas in einem Punkte wiftend «u denken.
In beiden Gleichungen erscheinen die Spannungen o und r als 
Funktionen von dem Neigungswinkel a der beliebig geneigten 
Schnittebene bc. Beide Spannungen nehmen für bestimmte Werte 
von a ihre Gröfst- und Kleinstwerte an. Wir wollen hier nur 
diejenigen für o untersuchen. Durch Differenziation der Gl. 1 und 
unter Beachtung der Gl. 2 gelangt man zu der Beziehung

3) = 2 sin a • cos a (ox — o,) + 2 (cos2 a — sin2 a) T, = 2 t.
a ci

Keck, ElastiziUtelebre. 13
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\ Mit wird also auch r gleich Null. Wir erkennen daraus, dafs

für denselben Winkel a, für welchen a seinen Gröfst- und Kleinst
wert anninimt, r verschwindet. Jene Gröfst- und Kleinstwerte von 
o nennen wir die an der Schnittstelle a herrschenden Haupt
spannungen und bezeichnen sie mit Oj und o.2. Durch Nullsetzung 

von ergibt sich für den Winkel a d z
- ~ 2 7"

4) tg 2 a =-------- — . (Vergl. die Gl. 1 u. 5 S. 32 u. 33.)
da----Ot

Unter Benutzung der Gl. 4 erhalten wir nach den Kegeln der 
Goniometrie aus Gleichung 1

Ox + 0» i//0,.— 0» \2
5) o, = —± ] (—2) + r*2- (Vergl. Gl. 7 S. 34.)

Der Gl. 4 entsprechen zwei Winkel 2a, welche um 180u, 
bezw. zwei Winkel a, welche um (10° voneinander verschieden sind. 
Dem einen entspricht die Hauptspannung olt dem andern diejenige 
o2, beide Hauptspannungen treten also in zueinander senkrechten 
Schnittflächen auf. Nach S. 62 ergeben sich daher die ent
sprechenden Materialanstrengungen zu

Gj _ o.r + g- {ni — 1) in + 1 i/'/Gx—
Äi — m - 2 m rn F ' 2 / ’

6) ________________
Gj Gx + G»(W—1) + 1 Jio,— 0,W

■’ m m~ ' 2—b r« •

In dem meist vorliegenden Falle o. = 0 wird nach Gl. 1

4a) * tg2a = — ¥ und nach Gl. 5

_ X G- l// G,V , , .
5a) G| = o ± V ( + V und mit m = 4

6a) 4 • ] ( + rA

Aus Gl. 5a ergibt sich, dafs, wenn G.,^0, stets auch > 0, 
also positiv, aber o, 0 also negativ ist.
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In der neutralen Schicht ist ax—0, und nach Gl. 4a tg2a=co, 
2a = ±90°, a=±45°. Im gröfsten Abstande e, bezw. e2 von derselben 
ist nach Gl. 4 S. 181 r=^0, also 2a = 0 oder 180° und a = 0 oder 90°. 
Die Richtungen der Hauptspannungen schneiden beide die neutrale Schicht 
unter 45°, die Faserrichtung im gröfsten Abstande et und e2 von derselben
aber unter 90° bezw. 0°.

Denkt man sich einen 
Punkt von der neutralen 
Schicht aus nach beiden 
Seiten einmal stets in. der 

allmählich wechselnden 
Richtung der einen Haupt
spannung, sodann in der
jenigen der andern bis zur

Fig. 153.

kW“

Aufsenkante des Balkens fortschreitend, so beschreibt er zwei Scharon krummer 
Linien, die sog. „Spannungstrajektorien“ (Fig. 153), welche sich unter 
90° schneiden.

Verfolgt man nach Gl. 2 die Richtungen der gröfsten und kleinsten 
Schubspannungen, so gelangt man zu den Trajektorien der Schubspannungen.

Es mag hier • kurz darauf hingewieson werden, dafs im Bau mancher 
tierischer Knochen (Schenkel-, Fersenknochen u. s. w.), deren Dienstleistung im 
Organismus eine Inanspruchnahme auf Biegung mit sich bringt, eine Stoff
anlagerung nach ähnlichen Linien stattfindet.*)

*) Auf diese interessante Tatsache hat der Anatom H. v. Meyer in 
Zürich zuerst hingewiesen, während dem um die Entwicklung der Statik 
hochverdienten Prof. Cui mann daselbst die statische Würdigung derselben 
zu verdanken ist

Denken wir uns das rechtwinklig dreiseitige Prisma (Fig. 151 u. 152) 
jetzt so aus dem Stabe herausgeschnitten, dafs die Kathetenseiten in die 
Richtung der Hauptspannungen <rx 
und <z2 fallen, so bleiben nur die 
aus Fig. 154 ersichtlichen Kräfte 
am Prisma wirksam. Die zur bc 
im allgemeinen schiefwinklige 
Spannung p ist gleich der umge
kehrten Mittelkraft von ax sin a 
und <r2cosa. Bezogen auf ein in ._X_, 
der Richtung ab und ac gedach
tes Achsenkreuz XZ erscheinen 
<r1sina = a: und <r2cosa=c als 
Koordinaten dos Endpunktes der 

die Spannung p darstellenden
Strecke und mau hat

sina = — und cosa = —.
<Ti •

13*
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Die Quadratur und Addition beider Gleichungen liefert
X“ z $—- -]------= 1 die Gleichung einer Ellipse

<z2 •
mit den Halbachsen rrl und <ra, welche inan die „Spannungsellipse“ 
nennt. Die Spannung p in beliebig gerichteter Schnittebene erscheint als 
Fahrstrahl (Radiusvektor) der Spannungsellipse. Die Richtung von p für 
einen gegebenen Neigungswinkel a der Schnittobene erhalten wir durch die 
Gleichung

Mit den Hauptspannungen und a., ist danach auch die Spannungsellipse 
bekannt und man kann mit Hülfe derselben die Spannungsverhältnissc in 
beliebig gerichteter Schnittebene beurteilen.

Für alle Punkte der neutralen Schicht ist <r„=0 also a{=a^ = r, die 
Spannungsellipse also ein Kreis. Für Punkte in den Aufsenkanten ist r = 0 
also a{ — ax und <r2 = 0; die Spannungsellipse schrumpft zu einer Geraden 
zusammen.

Wirkt auf den Stab nur eine Querkraft und kein Moment, 
welcher Fall z. B. bei Nietverbindungen annähernd vorliegt, wenn die 
Nieten im Vergleich zu ihrem Durchmesser eine gewisse Länge nicht 

5 
überschreiten, so wird cx = O, o1=o2 = r, = «2 = zt t* und 4
unter Beachtung der Gl. 4 S. 181 bei kreisförmigem Querschnitt 

TT 2
mit J— — • r4 und = — • r3 in Bezug auf die zur Querkraft senk- 4 o
rechte Mittellinie

,5 , 5 Q-5 5 Q 2A4 5 Q
= s = ± v To — zt -------7 = ±T' ö“ ■ "5------- ä — ,s 4 4 w-J 4 2r 3 ztt4 31

wenn F den Inhalt der Querschnittsfläche bezeichnet.
Die im Querschnitte herrschende durchschnittliche Schub

spannung ist rm = “ (vergl. S. 69). Zwischen der gröfsten Stoff- 

anstrengung s und der mittleren Schubspannung rm besteht daher 
die Beziehung Tm = Oß-s. Ist s danach die zulässige Anstrengung, 
bezw. die zulässige Normalspannung, so ist die zulässige mittlere 
Schubspannung bei kreisförmigem Querschnitt eines auf reine Ab- 
scheerung beanspruchten Stabes gleich 0,6 -s.

Bei Nietverbindungen nimmt man indes in Übereinstimmung 
mit der vorliegenden Erfahrung und insbesondere mit ausgeführton 
Versuchen r,„ = 0,8 c bezw. 0,80 s an, wobei der zwischen den zu
sammengenieteten Teilen entstehende Reibungswiderstand immerhin 
in gewissem Grade mit in Betracht kommt (vergl. S. 75).
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Anwendungen.
Beispiel 1: Der auf drei gleich hohen Stützen ruhende I - Balken 

Beispiel 1 S. 149 hat bei der dort angenommenen Belastung unmittelbar neben 
der Mittelstütze eine Querkraft Q = 6250 kg aufzunehmen. Dabei entsteht in 
der neutralen Schicht und senkrecht zu derselben eine Scheerspannung

625O.(2.14.14 + 13’J-)

=-----------1^12500---------- = 238 “

und im Anschlw dos Steges an den Flansch, d. i. im Abstande z=13cm
6250 • 2 • 14 • 14in wagerechtem und lotrechtem Schnitt t, =—;— = 196 . Die 

l,o*12 5OO
750 *13Normalspannung an dieser Stelle ist a = —— = 650 a» und nach Gl. 5 a

‘ a 15
die Hauptspannungen <7, =196’= ^" ^0°t*• Daraus ergibt 

sich die gröfste Materialanstrengung
ko

s = 700+ = 712,54 
also geringer als die Randspannung <z=750»t.

Wird die Stützweite auf die Hälfte = 2,50“ verringert, so kann der 
Balken bei <r=750at f. d. Längeneinheit eine Last

p = 8 = 8 = 80 kg f. d. cm = 8000 kg f. d. Ifd. m tragen.

5 5
Dabei ist die gröfste Querkraft Q = -x--pl = • 8000-2,o = 12500kg,o o

r0 = 476“t, Tj = 392»‘ und die Hauptspannungon im Anschlufs dos Steges 
an den Flansch

Jetzt ist also die Anstrengung an dieser Stelle gröfser als die Randspannung 
<r=750at.

Beispiel 2: Der Blochbalken Beisp. 3 S. 187 u.f. erfährt bei einer Belastung 
mit zwei Einzollaston P= 62 500 kg, welche beiderseits in Abständen gleich 
l,o»> von den Stützen angreifen (Fig. 148), im Querschnitt des Lastangriffa 
eine Randspannung <r= 10008t und hat dort eine Querkraft Q = 62 500 kg 
aufzunehmen. Untor der Wirkung der letzteren entsteht im Abstande gleich 
34,1«“ von der Biegungsachse (vergl. Fig. 147) die Scheorspannnng — '
Hier geht die volle Normalkraft N der Gurtung in den Steg über, für St ist 
also das statische Moment der Gurtung, S. 188 zu 3160°“’ berechnet, ein

zuführen. Mit b — 1«“ und <7=270000om« wird rl= j 0.270 000 = '
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Die Nonnalspannung ist an der fraglichen Stelle <r. = ^—■1000=800,t und
* 43,3

daher die Hauptspannungen <rl= —+ |/(j _|_ 733« _ "I" 1235»* 
a 2 — ] ' Z / — 435 »*

entspricht eine gröfste Anstrengung des Stoffes von

s = = 1235 4- = 1344 •*.4 4
Dies ist also für die vorliegende Belastungsart erheblich gröfscr als die Rand
spannung a. Wird sie nach den vorliegenden Umständen ni^ht für zulässig 
gehalten, so mufs der Steg stärker gewählt werden.

m) Biegungsspaunungen in Stäben, deren Stoffe dem Hooke’schcn 
Gesetz nicht folgen.

Die unter Illa entwickelten Beziehungen zwischen den Biegungs
spannungen und Biegungsmomenten stabförmiger Körper stützen sich 
auf das Hooke’sche Gesetz, die Verhältnisgleichheit zwischen den 
Normalspannungen in einem Stabquerschnitte und den mit ihnen 
eintretenden Dehnungen. Wie auf 8. 53 ausgeführt, erfüllen gewisse 
Stoffe in ihrem elastischen Verhalten dieses Gesetz nicht, oder nur 
annähernd. Auch ist für diese ein anderes allgemein gültiges Gesetz 
der Abhängigkeit der Spannungen von den Dehnungen in analytischer 
Form nicht bekannt. Für die wichtigeren der in Frage kommenden 
Stoffe sind indes durch Versuche namentlich von C. Bach einander 
entsprechende Spannungs- und Dehnungswerte ermittelt worden, durch 
deren Benutzung die tatsächlich auch für diese Stoffe bestehende 
Abhängigkeit zwischen Spannungen und Dehnungen in Form der 
sog. Dehnungslinie (vergl. Fig. 49 S. 52) geometrisch dargestellt 
werden kann.

Von dem in solcher Form als bekannt angenommenen Dehnungs
gesetz ausgehend, soll in folgendem zunächst eine

graphische Untersuchung der Biegungsspannungen 
in geraden Stäben

stattfinden. Wir machen dabei wieder die mit der Erfahrung nahezu 
übereinstimmende Annahme, dafs vor der Biegung ebene Stabquer
schnitte auch nach eingetretener elastischer Krümmung des Stabes noch 
eben sind. Die Dehnungen e in den einzelnen Querschnittspunkten

• sind dann verhältnisgleich den Abständen y der letzteren von der 
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Spannungsnullinie (Biegungsachse) und man kann diese durch jene 
und umgekehrt ausdrücken. Ist £0 die Dehnung im Abstande y=l 
von der Nullinie, so ist diejenige im Abstande y e=e0-y und mit 
£0 als Längeneinheit e—y. Das Verteilungsgesetz der Normal
spannungen o über den Querschnitt eines gebogenen Stabes, das 
Anwachsen derselben mit dem Abstande y von der Nullinie läfst
sich daher gleichfalls durch ein entsprechendes Stück der Dehnungs
linie ausdrücken. Denkt man sich danach in jedem Querschnitts
punkte die dort herrschende Spannung unter* Berücksichtigung ihres 
Vorzeichens als Ordinate rechtwinklig zur Querschnittsebene auf
getragen, so er- Fig 155.
füllen die posi- ।

tiven und
negativen Span
nungswerte je 
in ihrer Ge
samtheit wieder 
einen sog. Span
nungskeil (vgl. 
S. 81 u. 82), der 
aber jetzt nur 
auf einer Seite 
eben, auf der
andern dagegen nach der Dehnungslinie gekrümmt ist (vgl. Fig. 155). 
Die Schneiden beider Keile treffen in der Nullinie zusammen und
ihre Rauminhalte stellen die Summe aller im Querschnitt tätigen 
Zug- bezw. Druckspannkräfte dar. Beide müssen wegen der Null
gleichheit der Summe der wagerechten Kräfte einander entgegen
gesetzt gleich sein. Das führt zu der Gleichung

f'i /’n
\ddF —\odF oder \0dF=O (vergl. Gl. 1 S. 83). Ist w
Jo Jq J — q

die etwa mit y veränderliche Querschnittsbreite, also dF=w-dy, 
so folgt

f«i
wdyö= l w dy • 6,

l 0 ‘ Jo

wodurch die Lage der Nullinie im Querschnitt bestimmt ist. Die für 
das Gleichgewicht erforderliche Gleichheit des Angriffsmomentes Jf 
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der äufsern Kräfte und des Widerstandsmomentes der innern 
Spannkräfte bedingt die Gleichung

f«i p'j
w dy • 0-y + \w’dy’6-y.

</ o o

Da indes die Abhängigkeit zwischen o und y für die hier in Frage 
kommenden Stoße in analytischer Form nicht bekannt ist, lassen sich 
die GL 1 u. 2 im allgemeinen nicht lösen. Unter Benutzung der

Fig. 156.

Dehnungslinie biOl>.2 (Fig. 156) lassen sich indes auf graphischem 
Wege mit Hülfe der Gl. 1 u. 2 die Normalspannungen aus dem 
Biegungsmoment herleiten. Hinsichtlich der Querschnittsform wollen 
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wir uns hier auf die in der Anwendung hauptsächlich vorkommenden 
Fälle beschränken, wo der Querschnitt ein Rechteck oder ans Recht
ecken symmetrisch zusammengesetzt ist. Setzen wir zunächst ein 
einfaches Rechteck von der Breite b voraus und beachten, dafs 

£ d £
y =—, also dy ——, so gehen die Gl. 1 u. 2 über in 

Co £o

3) ^G’d£=\o-d£ und
v 0 v 0

4)

worin £, und £2 die den äufsersten Faserabständen e2 und e2 
entsprechenden Dehnungen sind.

Die Integral werte der Gleichung 3 stellen die Flächeninhalte 
der von der Dehnungslinie, der t-Achse und den den Dehnungs- 
Abscissen £x und £2 entsprechenden Spannungsordinaten- und 
a2 eingeschlossenen Teile und Oa2b2 der Dehnungsfläche 
dar (vergl. Fig. 156). Aus der danach in Gl. 3 ausgedrückten 
Flächengleichheit ergeben sich ohne weiteres zusammengehörige 
Werte von £, und £2 bezw. und o2. Ist beispielsweise die 
gröfste Zugspannung (Randspannung) und damit aus der Dehnungs
linie auch £j bekannt, so ist £2 bezw. o2 so zu bestimmen, dafs 
jene Flächengleichheit eintritt.

Die Integralwerte der Gleichung 4 drücken die statischen 
Momente der Flächen Oa^ und Oa2b2 in Bezug auf die o-Achse 
aus. Zeichnet man zu den Flächen mit der Polweite H eine Seillinie 
SjO2s2 und schneiden die Tangenten in den Endpunkten und #2 
derselben auf der o-Achse die Strecke u ab (Fig. 156), so ist

pta
5) \ö’d£'£ -\-\a-d£-e = H-u.

Jo Jo

Bedenkt man ferner, dafs — = — und —— = y~ = —, auch 
e2 £2 «i + c2 « ei + c2

£i = ex £0, so erhält man

6) el = h- £1

£, + £2

, £i + £2und 7) £0 =-----j-------
/b
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Mit Gl. 6 ist die Lage der Nullinie im Querschnitt bekannt und 
unter Beachtung der Gl. 5 u. 7 nimmt Gl. 4 die Form an

8)
bh?

(£i + £2)2
■Hu.M

Gleichung 8 kann nach Belieben bei gegebener Randspannung 
oder o2 und damit bekannten Dehnungen £1 und £2 zur Berechnung 
der Querschnittsabmessungen b oder h und umgekehrt benutzt, oder 
bei gegebenem Stabquerschnitt und Randspannung zur Berechnung 
des zulässigen Angriffsmomentes, bezw. der Belastung des Balkens 
benutzt werden. •

Die Anwendung der entwickelten Regeln gestaltet sich wie 
folgt: Aus der für einen bestimmten Stoff gegebenen Dehnungs
linie berechnet man ein für allemal die den einzelnen Dehnungs- 
abscissen entsprechenden Dehnungsflächen, trägt diese als Ordinaten 
von einer Basis Ot k aus auf, so dafs beispielsweise die Fläche 
Oaxbv durch die Ordinate Z und die Fläche Oa2b2 durch die 
Ordinate D ausgedrückt wird. Die Dehnungsflächen bezw. die sie 
darstellenden Ordinaten Z und D sind vorhältnisgleich der Summe 
der in den betr. Teilen des Querschnitts tätigen Zug- und Druck
spannkräfte. Sie haben daher die Bedeutung von Kräften, und die 
entstehenden Linien bezw. Oxf2 wollen wir aus diesem Grunde 
die Z- bezw. 2>-Linie nennen. Ist nun in einem bestimmten 
Einzelfalle beispielsweise die zulässige gröfste Zugspannung (Rand
spannung) gegeben und damit auch die Randdehnung bekannt, 
so zieht man durch den der Abscisse £, entsprechenden Punkt 
der Z-Linie eine Parallele zur £-Achse bis zum Schnitt /2 mit der 
Z>-Linie. Zieht man ferner durch /2 eine Parallele zur n-Achse, 
so schneidet diese auf der £-Achse die zu £j gehörige Randdehnung 
£2 ab und gleichzeitig erhält man in dem Abschnitt a2b2 die ent
sprechende Randspannung <j2. Ist endlich s1O2s2 die zu der 
Dehnungsfläche gezeichnete Seillinie, auf welcher die Punkte 
und s2 mit ihren Abscissen q und £2 bekannt geworden sind, so 
sind die Tangenten ^/q und 82h2 an die Seillinie in und s2 die 
die Dehnungsflächen Orq&j bezw. Oa2b2 einschliefsenden Seilecks
seiten. Sie sind parallel dem Polstrahl O3i und schneiden auf der 
o-Achse die Strecke 7q h2 = u ab, welche im gleichen Mafsstabe, 
wie die Dehnungen zu messen ist. Damit steht der Anwendung
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der Gl. 8 auf beliebige Belastungsfälle und Querschnittsabmessungen
nichts mehr entgegen.

Ist der Querschnitt 
nicht ein einfaches Recht
eck, sondern aus mehreren 

Rechtecken symmetrisch 
zusammengesetzt, also etwa 
ein I- oder T-Querschnitt 
(Fig. 157), so ändert sich 
die Breite w (Gl. 1 u. 2) 
in sprungweiser Abstufung; 
sie ist nur für bestimmte 
Höhenerstreckungen kon
stant. Entsprechend den 
einzelnen Breitenstufen nehmen Gl. 1 u. 2 die Form an

f
yi pw pe2

o-dy + b dy = bt iö-dy 4- b\G-dy, 
0 Jj/1 Jo Jj/;

ryi pn
10) M—b^ \G-dyy -\-bi \o-dyy \o-dy-y 4- b\G-dy-y.

Jo v y\ Jo * V2

£ (l S b •Mit y =— und dy = —, und wenn man = n setzt, gehen beide 
co "i

Gleichungen über in

11) Io-<Ze + \n-G-d£= \o-<f£+ \n-ode und 
Jo J e' l'"

r ne' /.«, r*" ,

12) Al — —k \G-dE-E + \n-a-de-e+ \o-dE-E + \n-O-dE-E . 
£O*L'^o s' ^0 *- t"

In dem zweiten Integral wert auf beiden Seiten der Gl. 11 sowie 
im zweiten und vierten Integralwert der Gl. 12 erscheint die 
Spannungsordinate G mit n multipliziert, was, da n>l, eine ent
sprechende Vergröfserung derselben zwischen den Dehnungsabscissen 
t’i und e' bezw. e2 und s" bedeutet.

Führt man diese Multiplikation aus, so tritt an Stelle der 
Dehnungslinie die Linie 0<jxdxcx bezw. Oy2d2c2 (Fig. 158) und 
durch die Gleichheit der von diesen umschlossenen, durch die 
Integralwerte der Gl. 11 ausgedrückten Flächen ist wieder die ver- 
hältnismäfsige Lago der Nullinie im Querschnitt bestimmt. Zeichnet
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Fig. 158.
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man zu den Flächen und Oa2J2<!2(/2^ e'ne Seillinie
mit der Polweite II, so erhält man das Moment der innem Spann-

l) Uic
kräfte, wie beim einfachen Rechteck zu M = ;—-5, und Gl. 8

. («i + ^r 
läfst sich ohne weiteres auch hier anwenden.

Im Falle der Fig. 157, b (±-förmiger Querschnitt) tritt an Stelle 
der beiden Integralwerte der rechten Seite der Gl. 9 u. 11 je ein 
einziger Integralwert zwischen den Grenzen 0 und e2 und ebenso 
werden die dritten und vierten Glieder der Gl. 10 u. 12 durch je 
eines ersetzt. In Fig. 158 tritt an Stelle der Linie Oy2J2c2 die 
Linie Ob2.

Ein derart gegliederter, d. h. aus Rechtecken zusammengesetzter 
Stabquerschnitt läfst sich stets so gestalten, dafs beide Rand
spannungen Oj uqd <J2, bezw. die Randdehnungen q und e2 be
stimmte, etwa vorgeschriebene Werte annehmen. Durch eine solche 
Annahme sind die Punkte ai und a2 (Fig. 158) festgelegt und es 
lassen'sich nun die Punkte cldi und c2d2 so bestimmen, dafs die 
Gleichheit der Flächen Oa1b^ q diund Oa2ö2c2d2^2 eintritt, 
wobei dann allerdings die Symmetrie des Querschnittes (Fig. 157,«) 
in Bezug auf seine wagerechte Schwerpunktsachse aufhört.

Handelt es sich beispielsweise um einen T-Querschnitt und 
entsprechen die Flächen Oelgi = und Oa2b2 = D dem recht
eckigen Steg, so mufs die dem Flansch entsprechende Fläche 
«1 q d{ gj = Z2 die Bedingung erfüllen Z2 = D — Z}. Ferner ist

^1 (Fig. 157 u. 158) und, wenn das Verhältnis gegeben, 
t’j + s2 h n
auch q — e' =(£[ + £.;)bekannt. Sieht man die Fläche ai^d^ 

1 Z
als Trapez an, so mufs dessen mittlere Höhe n-ö"' = -——; sein. 

b £‘
Mit n-or" ist auch n = — bekannt und bei gegebenem Angriffs- 

moment Hl kann die erforderliche Querschnittshöhe h. aus Gi. 8 
bestimmt werden.

Analytisches Näherungsverfahren.
Durch das oben dargelegte graphische Verfahren lassen sich 

die Biegungsspannungen in einem Stabe aus beliebigem Stoff, dessen 
Dehnungsgesetz in Form der Dehnungslinie bekannt ist, mit der 
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gewünschten Genauigkeit aus dem den Stab ergreifenden Biegungs
moment herleiten. Für manche Zwecke der Anwendung bietet 
jedoch die analytische Behandlung des Gegenstandes gewisse Vor
teile. Da indes, wie erwähnt, das Dehnungsgesetz für die hier 
fragl. Stoffe in genauer analytischer Form nicht bekannt ist, so 
müssen wir uns mit einer Annäherungsform begnügen. Ein solches 
Gesetz E=f(a) läfst sich mit einer in vielen Fällen der Anwendung 
hinreichenden Annäherung aus der wirklichen Dehnungslinie, d. h. 
aus zusammengehörigen Versuchs werten von e und o für das hier 
nur in Frage kommende Spannungsgebiet innerhalb der Elastizitäts
grenze herleiten. Nach C. Bach ergibt z. B. die Potenzfunktion 
£ = d.o» worin a und n vom Stoff abhängige Konstanten sind, 
befriedigende Übereinstimmung mit den wirklichen Dehnungs- und 
Spannungsverhältnissen. Wir wollen indes aus den auf S. 53 dar
gelegten Gründen, insbesondere um die analytischen Beziehungen 
zwischen Biogungsmoment und Biegungsspannungen in tunlichst ein
facher für die Anwendung brauchbarer Form zu erhalten, für das 
mit o und e veränderliche Verhältnis
— = E in den hauptsächlich in F‘ß'

Frage kommenden Spannungsgebieten a
beiderseits nahe der Nullinie konstante
Mittelwerte E^ und Ei annehmen, e
bezw. die Dehnungslinie beiderseits +ff 
der o- Achse durch eine sich ihr K
möglichst genau anschliefsende Gerade \\
ersetzen (vergl. Fig. 159). Damit a A
gelangen wir zu einer Erweiterung des
Hooke’schen Gesetzes mit verschie- +s '
denen Elastizitätszahlen E^ für Zug
und Ej für Druckspannungen.*)

•) Vergl. G. Barkhausen^ Die Verbundkörper aus Mörtel und Eisen 
im Bauwesen, Zeitschr. f. Architektur u. Ingenieurwesen, Jahrg. 1901 S. 134 
u. 1902 S. 24G, und G. Lang, Der Schornsteinbau, Heft I S. 127, Hannover, 
Helwings Verlag.

Sind Ü! und o2 die Randspannungen für Zug und Druck, 
und e2 die äufsersten Faserabstände von der Biegungsachse (Null
linie) (Fig. 160), so ist die Spannung o im Abstande y von der-
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Setzt man diese Werte für ö an betreffender Stelle in die Gl. 1 
und 2 ein, so folgt

o o Cei13) ~\wy-dy= — •\w-y-dy und
H VO ^2 vO

c. f’1 cs C'»14) —\w-y2-dy 4—- Xiu-y^-dy.
oO Co OO

Nun ist o^e^ und o2 = e2E2, also = =
°i ei Et «i Ei

und wenn wir — = m setzen, — = w—. Hiermit gehen die Gl. 
Ei e2

13 und 14 über in
p<i pea

15) \wydy = \m-wydy und
. Jo Jo

16) M= — \w y^dy \m'wy2dy 
el Jo Jo •

In Gl. 15 und 16 sind die Querschnittsbreiten w im Verhältnis 
En

m~E verändert, gleichsam auf dasselbe Elastizitätsmafs £, reduziert.

Die Integralwerte in Gl. 15 drücken die statischen Momente der
Teile des so reduzierten Querschnitts beiderseits der Biegungsachse 
aus, diese geht also durch den Schwerpunkt des reduzierten Quer
schnittes. Die Integralwerte der Gl. 16 drücken in ihrer Summe 
das Trägheitsmoment des reduzierten Querschnitts in Bezug auf die 
Biegungsachse aus. Bezeichnen wir dasselbe mit Jr, so schreibt 
sich Gl. 16
H) M =
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wofür man mit — = —— (siehe oben) auch schreiben kann e, m-e2

17a) =

Die Gleichungen 17 und 17 a stimmen in ihrer Form genau mit den
Gl. 3 und 3a S. 87 überein. Fig lei.

Für das einfache Rechteck als Stab
querschnitt (Fig. 1G1) ergibt die Inte
gration der Gl. 15 und 16 .

18) c12 = we22,

19) Jr =-^(q3+m<?28).

Mit ^+«2 = 71 wird nach Gl. 18 

9m h 1 m ,el = ——und e2

Diese Werte für q, et und Jr in Gl. 17 und 19 eingesetzt, folgt

21)
„ bh'M= O1.-3- 01-^1.

Die Verhältniszahl m = fällt je nach dem in Frage

kommenden Spannungsgebiet verschieden aus. Für ganz kleine 
Spannungen nähert sie sich bei allen Stoffen *dem Wert 1 und 
wächst dann mit den Spannungen. Für Zementmörtel oder Beton 
schwankt m bei mittleren Spannungen zwischen 1,5 und 2.

In Fig. 161 stellen die punktierten Linien oberhalb der Biegungs
achse den reduzierten Querschnitt dar, und man kann danach die
Gleichungen 18 und 19 unmittelbar der Figur entnehmen. Die Gleich
setzung der statischen Momente beider Querschnittshälften ergibt
wb-fy-^ = b-e{^, d. i. Gl. 18. Das Trägheitsmoment eines

Rechtecks in Bezug auf eine Seite ist nach Gl. 1 S. 11 und Gl. 1 S. 15

Die beiden Querschnittshälften Fig. 161 liefern daher zum Trägheits- 
^.2 J) * C • €

moment J die Beiträge m-b-e2-~ und —wie in Gl. 19.
3 3
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In fast gleich einfacher Weise lassen* sich auch mit* Hilfe 
des „reduzierten Querschnittes“ die Trägheitsmomente JT
für aus Recht
ecken zusammen
gesetzte Quer
schnitte bilden. 
Dies möge hier 
z. B. für einen 
T- Querschnitt 

zuerst in der 
Anordnung Fig. 
162,a und sodann 
in derjenigen Fig. 162, b geschehen.

Für die Lage der Biegungsachse (Nullinie) im Querschnitt 
ergibt sich im ersten Falle die Gleichung
22 a) (ä—<’1 —-4) + ——£——j und im zweiten

2 V \ Z / '

22 b)
, , f M , M«i—Ai)2 *i)2

^1“/ +---------2--------2~

Das Trägheitsmoment wird im ersten Falle 
1 3

23 a) ./, = ^| b(h-el)3-(b-bl)\h-el-hi)3] + und im zweiten

23 b) Jr = y <»! (ft— ej* d----------- :------------$----------------- — •

Sind die Abmessungen b, h, b{ und des Querschnitts gegeben, 
so läfst sich aus den Gl. 22 a oder b der Abstand und damit aus 
Gl. 23 a oder 23 b das Trägheitsmoment Jr berechnen.

Die Gliederung eines derartigen aus mehreren Rechtecken be
stehenden Stabquerschnittes ermöglicht auch, ihn so zu gestalten, 
dafs beide Randspannungen ö, und o2 bestimmte vorgeschriebene

Werte annehmen. Bezeichnet man das

so ist nach S. 207 —

24)

Cn h — C, — m =------ =■
«1 e, 

in-h 
ei = — m -f- a

Verhältnis beider — = a, 
01

■ • m = a und daraus

Nach Gl. 17 ist ferner für die Querschnittsanordnung Fig. 162, b
25) M = { m-b' (h -q)3+ b, e^-^b-b^ (e, -htf } .

Keck, E1 astizit&tfllehre. 14
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In Gleichung 25 steht das Angriffsmoment M der äufseren 
Kräfte mit der Randspannung o, und den 5 Querschnittsmafsen b, h, 

h{ und c, in Beziehung. Letztere haben aufserdem noch den 
Gl. 22 u. 24 zu genügen. Ist daher JI und bekannt, so kann 
man von den 5 Querschnittsmafsen noch 2 frei wählen; die drei 
anderen sind dann durch die Gleichungen 22, 24 u. 25 bestimmt.

, Anwendungen.
Für eine Betonart seien folgende zusammengehörige Spannungs- und 

Dehnungswerte durch Versuche bekannWgeworden:
C 0,00085, 0,00 075 , 0,00 125 , 0,00 175 , 0,00225 , 0,00275, 0,00325 ,

<rin»t4,s, 10,6, 14,5, 10,5, 18,s, 19,s, 20,5;
ferner:

e — 0,00025, —0,00075, — 0,00125, —0,00 175, —0,00225, —0,00275,

a in •* —5,6, —15,0 —23.5 —31,5, —39,s, — 46,s.
Für die Aufzeichnung der Dehnungslinie, welche in Fig. 156 annähernd 

mafsstäblich geschehen ist, möge als Mafsstah für die Dehnungen 0,oooi = 11™ 
und für die Spannungen 2a,= 1 “ gewählt werden. Die Ausrechnung der 
den einzelnen Dehnungsabscissen s entsprechenden Dehnungsflächen, bezw. 
Z- und 1)-Werte, wobei die Abscissen in Millimetern, die Spannungsordinaten 
in ihren wirklichen Zahlwerten in Rechnung gestellt sind, ergibt für

s = + 5 10 15 20 25 30
Z — 22,s 75 147,5 230 322,5 420
]) = 27,s 102,6 220 377,6 575,o 807,5

Für die Zeichnung der Z- und D- Linie mögen die Ordinaten Z und D; 
welche die Bedeutung von Kräften haben (vergl. S. 202), der Mafsstab 
20 Einheiten = 1 mm gewählt und die entsprechende Seillinie 8^0^82 mit der 
Polweite H = 500 gezeichnet werden.

Beispiel 1: Ein an seinen Enden frei gestützter Balken von 200Stütz
weite und rechteckigem Querschnitt von b=50«m Breite hat f. d. Ifd. m 3Ö00ks 
d. i. f. d. Ifd. cm 30kg zu tragen; welche Höhe h mufs er erhalten, wenn die 
Randspannung a nacheinander zu 20, 18 und IGot angenommen wird?

a) Graphische Lösung: Aus der in oben genannten Mafsstäben aus-
geführten Zeichnung erhält man 

für «r, e, «2 a2 «1 + «2 «
20 ot — 30 21’ 37,6 5t 51 27
18»t — 22 17 28 »t 39 13
lG»t _ 15 12 23 *t 27 4,5

Nach S. 202 u. Gl. 8 ist M = bM-r Hu und daraus8 Ui + e3)
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Danach wird für <T1 = 20«t-

<7j = 18»‘

^ = 10»»

h = 200-51

71 = 200-39-

7i = 200-27 ■

30
8-50-500-27

30
8-50-500-13

30
8-50-500-4,5

24 cm

26,to®,

31,2 cm.

Wie man sich leicht überzeugt, sind diese Ergebnisse völlig unabhängig 
von der Wahl des Mafsstabes für die Dehnungen, Spannungen und Z- und 
D-Werte; nur ist zu beachten, dafs die Polweite H mit den Z- und D- 
Werten in gleichem Mafsstabe, der Abschnitt u aber im Mafsstabe der 
Dehnungen gemessen wird.

b) Analytische Lösung: Nach S. 208 und der Näherungsgleichung 21 ist

Af= = <’l8
L?3 _

• * 1 + / W»

Mit m = 2, 5 = 50 cm, l = 200 ™ und p = 30kg f. d. Ifd cm wird

h = 2001/-|- - ■ und daraus für
| 8 50 • 1,41 • <7,

<71 = 20“t 71=27,3cm, <r1==|8at 5 = 29,261», a, = 16»t 71 = 31«’.
Die durch das rechnerische Näherungsverfahren ermittelten Höllen über

treffen danach die durch das genaue Verfahren erzielten Ergebnisse für die 
höheren Spannungen von 18 und 20 »t um etwa 10 °/o. In Wirklichkeit werden 
also bei den durch Annäherung errechneten Höhen die Spannungen in der der 
Rechnung zu Grunde gelegten Höhe nicht eintreten und es erscheint daher 
zulässig, bei Anwendung des Nähorungsverfahrons eine etwas höhere Spannung 
zu Grunde zu legen. Das Mafs derselben läfst sich für ein bestimmt be
grenztes Spannungsgebiet durch eine einmalige Kontrollrechnung nach dem 
genauen Verfahren leicht feststellen. In obigem Beispiel würde für <7, = 24 
die Rechnung h = 24,i und = 21 “t 7i=27«' ergeben.

Für Gebiete kleinerer Spannungen wird auch der Wort 111 kleiner (vergl. 
die bczügl. Bemerkung S. 208).

Nach dem Hooke’schen Gesetze mit in = 1 wtirde

und für 4 5.<7,

pV bh*

<rl = 20»‘ 5 = 30«,, <r, = 18“t /» = 31,6cm, o, = 161t 71 = 33,6<””.

Beispiel 2: Ein Betonbalken mit X-förmigem Querschnitt (Fig. 157,5, 
162,5) aus dem gleichen Stoff wie in Beispiel 1 von 7 = 400cm, 6=50 ein, 
soll bei den Randspannungen <7, = 18 und <ra = 45 eine verteilte Lasty> = 30>»? 
f. d. Ifd. cm tragen. Welche Höhen h und h, und welche Breite b, mufs er 
erhalten, wenn 5, = -y angenommen wird ?

14*
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a) Graphische Lösung: Aus der Dehnungslinie erhalten wir die den 
Spannungsordinaten ^ = 18 und ag=45 entsprechenden Dehnungsabscissen 
s|=22 und ^ = 27, also e,-|-e2=49. Aus der Verhältnisgleichheit zwischen 
den Querschnittshöhen und den entsprechenden Dehnungsabsciesen folgt

ni80
e, + s2 h 0 5

Dem rechteckigen Steg entsprechen die Dehnungsflächen 0 ex gx = Zx = 120 
bezw. 0a2 bt=D= 640 und dem Flansch die trapezförmige Fläche elaicldt = Z2. 
Aus der Gleichheit der Flächen beiderseits der <r-Achse folgt

Fl. et axcxdx = Zt—D- Zx =640 - 120 = 520.
Die Breite der Fl. e.a,c.dx ist oben zu s, — s' = 9,s ermittelt; ihre mittlere

X 520
Höhe n ■ a'" (siehe Figur) ist daher n ■ a"'=—— -5— = 53 at. Nach der £| £ «/,8

53Figur ist a"' = 16,a»t, folglichn = —— = 3,a. Die Breite bx des Steges ist 
16,2

mithin bx = — = -i- = I 5,ocra. Nach der Figur ist ferner u = 42,b und n 3,3
zufolge Gl. 8 S. 202

h = l 1/--------- —--------- = 67,5 cm
| 8- 15- 500-42,5 ’

b) Analytische Lösung: Nach Gl. 24 wird mit »» = 2 und
<rs 45 o 2^5a = 7-=18=2’‘’ e> = 2+^ = °'45Ä-

Diese Werte und aus den Daten der Aufgabe b =c= 50 cm = — in<) Gl. 22 b

eingesetzt, erhält man 52=13,«cm. Nach Gl. 25 wird

M = {w b> <h “ e>>’ + 6 **’ “ “ 6>} <e' “ ’ 
O OCj l
= {2 • 13,6 • 0,55® + 50 • 0,45® — 36,4 • 0,»’} = <7, 6,» bJ.

3 • v,46 v J
und daraus h = l • 1/ -----= 400 • 1/o . = 73cm.

| 8 • 6,3 ■ ax f 8 • 6,3 • 18
Mit <72 = 2161 wird h = 67,5 cm wie unter a.

Die Schubspannung in der neutralen Schicht unmittelbar neben den
Endstützon ist t0 = f= — = 6000 • 2 = 6,3 «t und

" bx Jr 2 • b, • 6,s h2 • «i 2 • 6,3 • 67,s

die Stoflanstrengung s = 6,3 4- = 7,9

n) Biegungsspannun^en in stabförmigen Verbundkörpem.
Unter einem stabförmigen Verbundkörper wollen wir hier einen 

aus stofflich verschiedenen, prismatischen Längsteilen zusammen
gesetzten Stab verstehen, dessen Teile unverschiebbar, d. h. so mit
einander verbunden sind, dafs sie bei eintretendor Biegung in den
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gegenseitigen Berührungsflächen gleiche Dehnungen erfahren. Die 
Anordnung der verbundenen Teile im Stabquerschnitt soll, wie dieser 
selbst, hier symmetrisch zur Kraftebene vorausgesetzt werden.

Derartige Verbundbalken kommen mit Vorteil da zur An
wendung, wo ein dem Angriff eines Biegungsmomentes ausgesetzter 
Homogenbalken (Balken aus einerlei Stoff) die dabei auftretendon 
Zugspannungen mit erheblich geringerer Sicherheit aufzunehmon 
vermag, «1s die Druckspannungen, so dafs der Bruch desselben 
durch Zerreifsen an der konvex gekrümmten Seite erfolgen würde. 
In Betracht kommen hier hauptsächlich Balken oder Platten aus 
Beton oder Mörtel, in welche im Bereich der auftretenden gröfsten 
Zugspannungen Einlagen aus Stabeisen von meist rundem oder 
quadratischem, zuweilen auch rechteckigem Querschnitt eingebettet 
werden, um die Zugspannungen im Einhüllungsstoff in gewünschtem 
Mafse zu vermindern oder ganz zu ersetzen.

Wir wollen die in folgendem abzuleitenden Regeln auf Stäbe 
von rechteckigen oder aus Rechtecken zusammengesetzten Quer
schnitten beschränken und wieder die Annahme machen, dafs ein 
vor der Biegung ebener Stabquerschnitt auch nach derselben noch 
eben sei. Dann sind die Dehnungen in den einzelnen Punkten des 
Stabquerschnittes, einerlei welchem der verbundenen Teile sie an
gehören, verhältnisgleich ihrem Abstande von der Nullinie.

Der umhüllende Körper möge in folgendem kurz die „Um
hüllung“ und der eingebettete die „Einlage“ genannt werden. 
Der Querschnitt der Einlage soll in seiner Höhenerstreckung senk
recht zur Biegungsachse im Vergleich zu den Abmessungen der

Umhüllung als sehr klein vorausgesetzt werden, so dafs die Span- 
' nungen öc der Einlage als über deren Querschnitt Ft gleichmäfsig 
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verteilt gelten können und die von ihr im Gleichgewicht der innern 
und äufsern Kräfte zu leistende Spannkraft gleich Fe-ae gesetzt 
werden kann (vergl. Fig. 163).

Die Nullgleichheit der Summe der Kräfte in der Richtung 
der Stabachse führt dann zu der Gleichung 

pi pa
1) Iw O' dy 4- Ge' Ft = Iw ö-dy

Jo Jo
und die Momentengleichung in Bezug auf die Biegungsachse lautet 

pl
2) M — | w dy-y • o 4- ae-Ft-ye + I w dy-y • a.

Jo Jo

Wir cetzen nun zunächst sowohl den Querschnitt des ganzen 
Verbundstabes, als den der Einlage als einfache Rechtecke mit der 
gemeinsamen Breite b voraus und bezeichnen die Höhe, bezw. Stärke 
der Einlage mit s, so dafs w = b und Fe = b-s wird. Dann folgt 

pi pa
3) \o-dy + oe-s— \a-dy und

Jo Jo

4)
r pi p-J

M=b [ \o-y'dy-\-ot-s-y,+ y-ydy

Ist £0 wieder die Dehnung im Abstande 1 von der Biegungs- 
£ d £

achse, also y = — und dy = ~; ferner q und die Rand
en fo

dehnungen, so nehmen, wenn man diese Werte einsetzt, die Gl. 3 
und 4 die Form an

5)

6)

\o- dE + oe-s-e0— lo-rfe
0 do

und

lö-£-r/£
LJo Jo

Unter s-e0 haben wir die auf den Mafsstab der Dehnungen 
reduzierte Stärke der Einlage und unter y,-s0 die Dehnung der
selben zu verstehen (vergl. Fig. 164). Bezeichnet man erstere mit
ö und letztere mit slt so gehen Gl. 5 u. 6 über in 

pl p2
7) la-d£4- \a-de und
' Jo Jo

8) 4/==~TU-£•</£+ Ge,Ö,£«+ U-£-dc] .
^0* "•« o J o

In Fig. 164 stellt b^Ob^ die Dehnungslinie der Umhüllung, 
Oc diejenige der Einlage dar. Durch Gleichung 7 ist wieder die



Fig. 164.
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Lage der Biegungsachse im Querschnitt bestimmt. Die beiden 
Integralwerte der Gl. 7 drücken die Dehnungsfläche der Umhüllung 
und das Produkt at-ö die der Einlage aus. Stellt man erstere 
beiderseits der o-Achse wieder durch die sog. Z- und 1)-Linie

dar, deren Ordinaten Z=\a-dc und D—\a-de sind und be
ll o i'o

zeichnet oe-ö mit Ze, so wird nach Gl. 7
9) Z+Ze — D.

In Gl. 9 kann man zwei der drei Gröfsen frei wählen und 
nur die dritte mufs dann einen bestimmten Wert erhalten. Verlangt 
man z. B., dafs die Randspannungen Oj und o2, bezw. die Rand
dehnungen e, und r2 gegebene Werte annehmen, so sind damit 
Z und D festgelegt und Z, mufs nun gleichfalls einen bestimmten 
Wert erhalten. Man erhält Z«, indem man durch /2 (Fig. 164) 
eine Parallele zur k zieht, in der Strecke f\fe = ii'. Mit Z( ist 
auch der erforderliche Querschnitt der Einlage bestimmt. Nach 
Gl. 9 wird nämlich
10) Z« = oe • ö = D — Z und daraus 

11)

Nun ist aber s =— und zufolge der Beziehung 
Eo

«0==
_ £2__ ci 4~ g2

e2 h auch s ——- ; daher
£1 + c2

12) . Fe = b • s = b-h- 1)—Z 
+ gz)

Der Klammerwert der Gl. 8 stellt wieder das statische Moment 
der Dehnungsflächen der Umhüllung und der Einlage in Bezug auf 
die «z-Achse dar, das man mit Hülfe der Seillinie s2O28e (Fig. 164) 
von der Polweite 11 zu H-u erhält. In dem Abschnitt h2ht, welchen 
die dem Polstrahl O3i parallelen äufsern Seilseiten h2s2 und sji, 
auf der <r-Achse abschneiden, entsprechen die Strecken ?q und u2 
den Zug- und Druckkräften der Umhüllung, u, der Zugkraft der 

£ + ^2 • J J L. . .»I. m o
Einlage. Mit E0 = -l—^. wird daher nach Gl. 8

b h2JZ =13) (f, 4- e2)-’
n • u.
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Die Gleichungen 12 u. 13 können nun nach Belieben zur Be
rechnung der Querschnittsabmessungen Fe, b oder h benutzt werden.

Der Querschnitt der Einlage kann unbeschadet der Richtigkeit 
obiger Entwicklung in beliebiger Weise kreisförmig, quadratisch 
oder rechteckig gestaltet werden, wenn nur die Voraussetzung erfüllt 
bleibt, dafs die •Abmessung derselben normal zur Biegungsachse 
verhältnismäfsig klein ist. Trifft diese Voraussetzung nicht zu, so 
hat man die Veränderlichkeit der Spannungen ae im Querschnitt 
der Einlage zu berücksichtigen und an Stelle der Glieder F,-<h in 
Gl. 1 und F,’a,-y, in Gl. 2 treten dann entsprechende Integral
worte, deren Entwicklung und graphische Bewertung keinerlei 
Schwierigkeiten bieten, hier aber nicht weiter verfolgt werden soll.

Verbundstäbe, deren Querschnitte aus mehreren Rechtecken in 
symmetrischer Anordnung bestehen, lassen sich unter Berücksichti
gung des auf S. 203 gesagten in ähnlicher Weise behandeln.

Das verschiedene elastische Verhalten des Eisens als Einlage 
und des Betons als Umhüllung bringt es mit sich, dafs, wenn der 
Beton an der Zugseite bereits der Bruchgefahr nahe, das Eisen im 
Verhältnis zu seiner Festigkeit erst schwach gespannt ist. Mufs 
daher aus wirtschaftlichen Gründen auf eine tunlichste Ausnutzung 
der Festigkeit der Eiseneinlage Wert gelegt werden, so läfst es 
sich nicht umgehen, die Betonumhüllung soweit zu spannen, dafs 
mit ihrem Bruch im Bereich der Zugspannungen zu rechnen ist. 
Für diesen in der Anwendung sehr häufig vorkommenden Fall ist 
zu untersuchen, ob nach Eintritt eines solchen Bruches die Trag
sicherheit des Verbundstabes noch fortbesteht, bezw. welches Mafs 
die Druckspannung des Betons oder die Zugspannung ae des 
Eisens erreichen. Die oben abgeleiteten Regeln lassen sich auch 
hierzu ohne weiteres benutzen.

Mit dem Verschwinden des Zugwiderstandes der Umhüllung 
kommen die denselben entsprechenden Glieder in Gl. 1 bis 13 zum 
Fortfall. Der Zweig Obt der Dehnungslinie (Fig. 164) ist als mit 
der e-Achse zusammenfallend anzusehen, weil o an der Zugseite 
durchweg Null ist Ebenso fällt die Z-Linie mit der Basis 
zusammen; nach Gl. 9 mufs jetzt Zc — D und nach Gl. 12 

=__ bbD_
a»' (£1 + £o)

sein. Die Nullinie erfährt im allgemeinen eine

gewisse Verschiebung im Querschnitt.
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Um die gewünschte Ausnutzung der Eiseneinlage zu erreichen, 
ist dieselbe so anzuordnen, dafs die Spannungsordinate < ihrer 
Dehnungslinie in Fig. 164 die entsprechende Länge erhält. Die Seil
linie nimmt jetzt den Verlauf s2O2s4' und der Abschnitt u = h2he' 
der äufsern Seiten auf der <r-Achse besteht jetzt aus den Strecken 

und der Druckkraft der Umhüllung und der Zugkraft der 
Einlage entsprechend.

Im übrigen bleibt das Verfahren völlig ungeändert. Die Rand
dehnung der Umhüllung 
wie bisher.

Scheidet damit die 
Zugspannung überhaupt 
als sicherer Summand aus 
dem Gleichgewicht der 
äufsern und innern Kräfte 
aus, so empfiehlt es sich 
meist auch nicht mehr, 
den Stabquerschnitt voll 
rechteckig zu gestalten. 
Die nun zum grofsen Teil 
als unwirksam anzusehen
den Stoffmengen an der Zugseite der Biegungsachse können bis auf 
einen zur Aufnahme der Eiseneinlage und Leistung des Schubwider
standes erforderlichen Steg erspart worden. Vergl. Fig. 165.

Fig. 165.

Analytisches Näherungsverfahren.

Um zu einem für die Anwendung bequemen und vielfach hin
reichend genauen Annäherungsverfahren zu gelangen, führen wir 
wieder für die Gebiete der Zug- und Druckspannungen der Um
hüllung verschiedene Elastizitätszahlen Ei und E2 ein, bezeichnen die 

Elastizitätszahl der Einlage mit E, und benennen ~ mit m und 

mit r. • Damit lassen sich die Randspannung a2 und die Spannung a, 
der Einlage wie folgt durch die Randspannung <jj ausdrücken: Die 

Randdehnung e, an der Zugseite ist daher diejenige an
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der Druckseite c2— -?-•£, =-1-_L unj an stelle der Einlage

« _ y* P

14)

14 a)

— — . Somit ist 
«1

^2 ==~ ^2^2 == “ «2 j— a.-m- — und

■ = ö, r •—.
«1

^ = ^•^ = 17, 
ei

Die Spannung a der Umhüllung in beliebigem Abstande von 

der Biegungsachse ist an der Zugseite a = und an der Druck- 
<t2 y <7.

seite a= — = m—y. Vergleiche Fig. 166. Damit nehmen die 
^2 '1

Gleichungen 1 und 2 S. 214 die Form an

15)

16)

v Ü

M =

o-r-yt 
0

\-r-y} +

In den Gl. 15 und 16 erscheinen die Querschnittsbreiten w auf 
der Druckseite mit m, und die Querschnittsfläche F, der Einlage
mit r multipliziert. Denken 
wir uns diese Flächenände
rung wirklich ausgeführt, 
so drückt Gl. 15 aus, dafs 
die Biegungsachse mit der 

Schwerpunktsachse des 
solchermafsen reduzierten 
Querschnitts zusammebfällt, 
und der Klammerwert der 
Gl. 16 stellt das Trägheits
moment Jr desselben dar.

Fig. 166.

Für das einfache Rechteck ist der reduzierte Querschnitt in 
Fig. 166 in punktierten Linien angedeutet. Sowohl aus dieser Figur 
wie durch Integration der Gl. 15 und 16 mit w = b (konstant)
erhält man 2
17) + F.-r-y^-^

e1 \ 3 3 / ei
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Ersetzt man in Gl. 18 ~ gemäfs Gl. 14 u. 14 a einmal durch

—und ein anderes mal durch —-, so folgt »n e2 rye' 6
18a) M—a2--^— — a2‘W2 und 18b) M = • Jr — a,-We.

»««2 r-ye

Sind <Tj und o2 oder ihr Verhältnis —, das wir mit a bezeichnen

wollen, vorgeschrieben, so wird nach Gl. 14 - = m — = wi ^-^1- = a
<7, q ei

j j . ha . , „ , .und daraus = —•----- , e2 — h — e{ = —-—. Ist ferner, wie in
a + 7/i 77i + a

der Anwendung üblich, für die Entfernung der Einlage von der 
nächsten Aufsenkante der Umhüllung ein der Querschnittshöhe h 
'verhältnisgleiches Mafs ß-h festgesetzt, so ergibt sich

„ .. । oi oi mh m — AG» + a)ei=y>+ßh, also yt=e1 — ßh =---- - ßh = h  
m +a-------------------- 77i + a

Die obigen Werte für q, e2 und yt in die Gl. 17 u. 18 ein
gesetzt, folgt
19) 7 = — ™_____ a'-m

7 ' 2r(m + a) m~ß(m + a)'

20) ^=^0,= AA-^|m2 + |(a2_m)[m-/?(m+a)]+a8}.

Mit m = 1 und a = 1 wird 
r n , „ bh2Ft = 0 und M = —, wie zu 
erwarten.

Für den T-Querschnitt wollen 
wir die den Gleichungen 19 u. 20 
entsprechenden Gleichungen dem 
reduzierten Querschnitt Fig. 167 
entnehmen: In Bezug auf die 
Schwerpunktsachse titi, die zu
gleich Biegungsachse ist, erhält 
man die Momentengleichung

21) 'g1 4-7’Ft-yt — mbhi Cj—4-77i6j(ä—— A,
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Das Spannungsmoment wird
w Jr ^iRl6!3 ( n 0 , mbn 1 \a

22) - = ^+r-Ft-yß+—(h-eiy-----A-^-Zq)3
q q a o o

Beide Gleichungen unterscheiden sich von den Gl. 22 a., u. 23 a 
S. 209 nur durch den Hinzutritt des der Einlage entsprechenden

Gliedes. Setzen wir wieder wie oben - = m-—— = a, also
<71 «1

m h , , m — ß(m + d) . , „ a ,e, =------- und ve=A-----------------sind ferner a, ß, m und a. 
m+h m + a

für den vorliegenden Stoff bekannt und ist auch das Angriffsmoment 
M der äufseren Kräfte in bekannter Weise ermittelt, so kann man 
von den 5 Querschnittsgröfsen b, h, b^ ht und Fe drei, etwa b, bt 
und hi frei wählen und die beiden andern, etwa h und F„ aus den 
Gl. 21 u. 22 berechnen.

Läfst man nun wieder in Rücksicht auf die Unsicherheit des 
Zugwiderstandes der Umhüllung diesen für das Gleichgewicht zwischen 
den äufseren und inneren Kräften aufser acht, so kommen die dem
selben entsprechenden Glieder in Gl. 15—22 in Fortfall. Setzt man 

7*’ /*’
weiterhin jetzt r: m = = und vertauscht gemäfs

Gl. 14 ~ mit so gehen die Gl. 15 u. 16 über in

C<323) Fe-ri-y*= \wydy und
Jo

24) M = — ■ [r, Fe ■ yß + fw-y2- d y],
^2 Jo

woraus für den rechteckigen Querschnitt folgt
25) rtF'-yt = b^ und

26) M-& +
<2 *- O J 6% L * 0-1 e2

In Gleichung 25 und 26 ist der Querschnitt der Einlage mit 

dem Verhältnis -~ = ri multipliziert und dadurch gleichsam mit 

der Umhüllung auf die gleiche Elastizitätszahl F^ reduziert (vergl. 
Fig. 165). Die Biegungsachse ist zugleich wieder Schwerpunktsachse 
des so reduzierten Querschnitts und die Gl. 25,, sowie der Wert Jr 
lassen sich unmittelbar aus der Figur entnehmen.
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Sind ff., und ffe, oder ihr Verhältnis — = at vorgeschrieben, 
"i

so wird — = g-^ = — • r. = a, und wenn der Abstand der 
e2 e2 *

Einlage von der Aufsenkante wieder gleich ß-h angenommen wird, 
yt = h — ßh —ß) — e2 und

h (1 — ß) — e» a. „ , .---------- -   = —, woraus folgt
«2 n

27) . . = hri und 28) . . yt = —
H + “i n + a,

Mit diesen Werten für e2 und yt ergibt sich aus Gl. 25
29) F,=^-‘ — •——und aus Gl. 26

2 oq r, 4- aj

Für den T-Querschnitt erhält man unter Beachtung der Gl. 21—24

31) =r&/,> (e2 -y)+und

32) 21
®3

„ , . 5^23
3 ’

Gleichung 31 und der Ausdruck für Jr in Gl. 32 lassen sich 
wieder unmittelbar aus dem reduzierten Querschnitt Fig. 167 ent
nehmen, wenn man den Teil des Steges unterhalb der Biegungsachse 
fortläfst.

Mit Hilfe der Gl. 27 u. 28 und 31 u. 32 läfst sich die Be
rechnung der Querschnittsabmessungen in bekannter Weise ausführen. 
Eine Einführung der allgemeinen Ausdrücke für e2 und y, in 
Gl. 31 u. 32 führt zu umständlichen Ausdrücken und mag daher 
hier unterbleiben.

Anwendungen.
Beispiel 1: Ein Eisen-Betonbalken von rechteckigem Querschnitt, 50cm 

Breite und 200 »m Stützweite hat eine vorteilte Belastung p = 30*« f. <1. Ifd. cm 
zu tragen, wobei die Zugspannung <rl dos Betons 18‘1, die Druckspannung at 
desselben 45 »t betragen soll. Die Eiseneinlago soll um ßh=0,i-h von der 
Zugkante des Betons abstehon. Welche Höhe h mufs der Balken erhalten?
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a) Graphische Lösung: Stellt man wieder die Dehnungen im Mafsstabe 
O,oooi= 1 mm, die Spannungen des Betons in 2**=1 mm, diejenigen der Eisen
einlage 10«‘= 1mm Und endlich die Z- und B-Ordinaten in 20 Einheiten 
— 1 mm dar, wie in Fig. 1G4 annähernd mafsstäblich geschehen, und zeichnet 
die Seillinie mit einer Polweite 17=500, so erhält man folgendes:

Den Spannungsordinaten <r, und a% entsprechen Dehnungsabscissen e, = 22 
und e2 = 27“m, also Ci + s2 = 49. Ferner wird et—el—ß-(el-Ve1) 
= 22 — 0,i-49 = 17,1™ und demnach <re=342«t. Aus der Zeichnung erhält 
man B = 640, Z—280, also Zt—D— 2=360. Ferner wird der Ab
schnitt heht = « = 43m™. Nach Gl. 13 ist

pl1 bh'-Hu , .

Nach Gleichung 12 wird ferner
50-18,7-360

342 • 49
= 20,a cm8.

e 22Die Biegungsachse liegt im Abstande e, = —A— • /» = — • 18,7=^8,35 cm von 
C1 r s2

der Aufsenkante der Zugseite.

in

b) Analytische Lösung: Nimmt man für die vorliegenden Stoffe
77 * 77 _ 45
v-,- = 2 und r = “-=25, so wird mit /? = O.i und a = —=-^ = 2,6A, Ex ’ r i ax 18 ’

nach Gl. 19 50 • h • 2 2,6» — 2
~ 2.25 -/2 -j- 2,n) ‘ 2 — 0,i (2 + 2,a) 1,» h.

Nach Gl. 20 wird
{?' + j (V - 2) [2 - 0,. (2 + 2,.)] )=435Ä’,

und Fe = l,u2. 18,o = 22,6cmi. Die Biegungsachse ergibt sich im Abstande
m ■ h 2 • 18,o .Cj =----r— = —-—- = 8,ir, cm.m + a 4,6

Beispiel 2: Bei Berechnung des in Beispiel 1 bezeichneten Balkens soll 
hei gleichbleibender Druckspannung <rx = 45 »t der Zugwidorstand des Betons 
unberücksichtigt bleiben und die Eiseneinlage so ungeordnet werden, dafs ihre 
Spannung <re=750»t und ihr Abstand von der Aufsenkante der Zngseite 
gleich ß-h = Op -h wird. Nach der nahezu mafsstäblich gezeichneten Fig. 164 
entspricht diesem Spannungswort eine Dehnung ee = 37,6 mm, wodurch die ver- 
hältnismäfsige Lago der Eiseneinlago im Querschnitt bestimmt ist. Aus dem 
Seileck ergibt sich mit 11= 500 ‘k u=\ 1^ —70. Für e, 4- s., erhält man

e2 + e< _27 + 37,6 z
I — ß ~ 1 — 0,1 7 ’
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Damit wird
30^’ = ^^ und Zl = 20,8em

M 8 (^e,)’ 72’

, h bh-D 50-20,8-640 
und

Die Biogungsachse liegt im Abstande e^

= 12,3»cm’.

-5 = ^-20,»=»13e»

von der konvexen Aufsenkante. Die Näherungsgleichung 30 ergibt mit
r 25 ,n ,r^ — — = —= 12,s und m2 ’ ®1 ~~ AK 16,7

<r2 45

30-200’ 45-50-7.’ (1-0,i) (3-16,7+2-12,») , , ,
8 6 (12,s 4-16,7)’ ’

Für den Querschnitt der Einlage erhält man nach Gl. 29
_ 50 - 22,s
— 2

x 12,» (1 —0,i)
16,7 -(12,4 + 16,7) 13,3cm’.

Beispiel 3: Ein Eisen-Betonbalken von "T-förmigem Querschnitt (Fig. 167) 
und 400'“ Stützweite hat f. d. Ifd. cm eine-Last Zj = 30kK zu tragen. Die 
Randspannung des Betons soll <r, = 18»‘, di = 45»t betragen. Die Dicke 5, 
des Steges werde zu 10cm, die Breite des Flansches 6 zu 50cnl und die Höhe 
desselben ht = 0,as h angenommen. Die Höhe h des Balkens und der Quer
schnitt der Eiseneinlage sollen ermittelt werden.

Nachdem sich in Beispiel 1 u. 2 hinreichende Übereinstimmung zwischen 
dem analytischen Annäherungsverfahren und der genauen graphischen Methode 
ergeben hat, soll bei vorliegendem Beispiel nnr ersteres angewandt werden.

Mit m = 2, ^ = 0,iA, r = 25 und a = — = — = 2,s wird
18

in 2 , . ,
a —0,UÄ und yt=el — 0,ih = 0,3th.

Damit erhält man Gl. 21 F,= l,th und nach Gl. 22 wird
„ 30-400’ 18-5’ r „ , , ,
M=---- ä---- = 3^7110 ’ °’u + 3'25'1,» ■ 0,»»’ + 2 • 50 • 0,»»’ — 2 • 40 • O,3o’|

und daraus 5 = 41,»e“> P— 1 a - 11 » — 50rm’.
Ohne Rücksicht auf den Zugwiderstand dos Betons wird nach Gl. 27, 28 u. 31 
mit <re=750at, r1 = 12,s und a1 = -^-=ig1

45 ’
e’=A n7^=0’M6A’ und

F«= 127^ t50 • I ~ + 10 = 0,M5.
Ä -J

Damit erhält man nach Gl. 32
30-400’ 455’ f„ „ A

M =----8— ~ 370^1 C'12’“0,4 ’ °’41’ + 50 • 0,38»’ - 40 • 0,is»‘] = 45 ■ 6,»5’,

woraus 5 = 45 und F1, = o,»o - 45 = 22.» ™’.
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Die Schubspannung r„ in der neutralen Schicht dicht neben den Endstützen wird
___ Q ■ Sr __ Q yr - Kt- r, __ O,iu /> • O,ioh 120__
T° bt • Jr bt • 6,6 • h- • 0,31s h 10 ■ 6,e • 7»

und daraus die Stoffanstrengung 
s = 16,7 • 1 ,as = 21 »*. Letztere tritt 
als Zuganstrengung unter 45° gegen 
die neutrale Schicht nach der Träger- 
mitte zu abwärts geneigt auf Um 
sie zu vermindern, empfiehlt es sich, 
auch in der bezeichneten Richtung einige Eisen einzulegen, wie in Fig., 168 
angedeutet Die rechtwinklig dazu wirkende Druckanstrengung von gleicher
Gröfse ist ungefährlich.

V. Normal-, Biegungs- und Schubspannungen durch 
beliebige Kräfte in einer Ebene mit der Stabachse, 
a) Spannungen durch beliebige Kräfte in einer Symmetrieebene 

des Stabes.
Der Stab ABCD (Fig. 169) befinde sich unter der Wirkung 

der ibn angreifenden äufseren Kräfte im Gleichgewicht und die Mittel- 
Fig. 169.

kraft R der Kräfte linksseits einer Schnittebene tt schliefse mit der 
Stabachse den Winkel (p ein. Der Stabquerschnitt sei von beliebiger 

15Keck, Elastizit&tslehre.
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Form, aber symmetrisch zur Kraftebene bezw. Kraftlinie. (Vergl. 
S. 80.)

Zerlegen wir die Kraft Ji in ihrem Schnittpunkte et mit der 
Stabachse in zwei Seitenkräfte N normal und Q parallel zur Schnitt
ebene tt, so ist
1) N— Ji- costp und Q — Ji-sin (p.

Die Kraft .V in der Stabach^e wirkend, erzeugt im Querschnitt 
die überall gleiche Normalspannung
2) 0 = ^ = ^^ (vergl. Gl. 1 S. 49),

welche positiv oder negativ, d. h. eine Zug- oder Druckspannung 
ist, je nachdem —90° < ep < + 90° oder 900<<p<270° ist. 
Die Kraft Q erzeugt im Querschnitt tt Biegungs- und Schub
spannungen. Erstere verteilen sich, wenn das “Material des Stabes 
dem Hooke’schen Gesetze folgt, wie hier angenommen wer’den möge, 
nach linearem Gesetze über den Querschnitt, d. h. sie wachsen ver
hältnisgleich mit dem Abstande : von der Biegungsachse, sie erfüllen 
beiderseits derselben je einen Spannungskeil oci^ und oc2dj 
Fig. 169. (Vergl. S. 81 Fig. 74.)

Die dem Biegungsmoment M = Q-.r entsprechenden gröfsten 
Randspannungen c/ und a,' sind nach Gl. 3 u. 3 a S. 84

, Q-X , , Q-Xund

und die Spannung n. an beliebiger Stelle im Abstande c von der 
Biegungsachse

, z z (^-x-z M-zJ) a. = . - = -2— = =
Cj ./ J

Beziehen wir den Stab auf ein dreiachsig rechtwinkliges 
Coordinatenkreuz, dessen X- Achse mit der Stabachse und dessen 
Z-Achse mit der Kraftlinie zusammenfällt und setzen dabei die 
positive Richtung der Z-Achse nach der (konvex gekrümmten) 
Zugseite gekehrt voraus, so stimmt das Vorzeichen von a: mit dem
jenigen von z überein.

Die im Querschnitt infolge der Querkraft Q = /?-sina auf
tretenden Schubspannungen lassen sich nach den Darlegungen 
S. 179—189 beurteilen und sollen daher hier nicht weiter unter- 
suoht werden.
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Aus dem Zusammenwirken der für alle Querschnittspunkte 

gleichen reinen Normalspannung ~ (Gl. 2) und der reinen Biegungs

spannungen (Gl. 3) erhalten wir nach dem Grundsätze von der 
Summierung der Wirkungen für einen Querschnittspunkt im Ab
stande z von der y-Achse (Schwerpunktsachse des Querschnittes) 
die Gesamtspannung 

4)

Nimmt man die Zerlegung der Kraft R im Schnittpunkte b 
mit der Querschnittsebene tt vor, so ergibt sich aus der Figur 
x — und daher

tg?3 
sin <p-zn „ 

-------R-cos(p-zn = N-:n und damit nach Gl. 4

4a) a = ~ +
’ F j '

Das Biegungsmoment M=Q,x erscheint in Gl. 4a durch die 
Normalkraft N ausgedrückt, deren Angriff im Abstande zn vom 
Querschnittsschwerpunkte S (also exzentrisch) erfolgt.

Für die entstehenden Spannungen a ist es nun ersichtlich, einerlei 
ob das ßiegungsmoment durch die Kraft Q rechtwinklig zur Stab
achse mit dem Hebelsarm x, oder durch die Kraft N parallel der
selben mit dem Hebelsarm zn oder durch irgend ein Kräftepaar 
entsteht; mafsgebend ist allein seine Gröfse M und sein Drehungssinn.

Denken wir uns z. B. irgend eine Normalkraft N zunächst in 
der Stabachse, also normal zum Querschnitt im Schwerpunkt S 
desselben wirkend, so erzeugt sie ausschiefslich die Normal- 

N
Spannung —. Verschiebt man sie um ein Mafs zn parallel zu ihrer

Anfangslage im Sinne der Figur nach unten oder oben, so entspricht 
das (Keck, Mechanik I, 3. Aufl. S. 135) der Hinzufügung eines 
positiven oder negativen Momentes M = N-zn. Die durch die

ursprünglich zentrische Normalkraft N erzeugten N
F

Spannungen

addieren sich zu den durch das Moment 

und wir erhalten allgemein

4 b) et-.

M hervorgerufenen

F + J *

I.'»*
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Je nach dem Vorzeichen von N, M und z fallen die beiden 
Glieder der Gl. 4 b positiv oder negativ, gleichsinnig oder ungleich
sinnig aus. Ist, wie in der Figur angenommen, N positiv, d. h. eine 
Zugkraft, und zn gleichfalls positiv, also auch M positiv, so sind für 
positive z beide Glieder der Gl. 5 positiv, für negative z dagegen das 
zweite negativ, d. h. im absoluten Sinne findet auf der Zugseite der 
Biegungsachse eine Addition und auf der Druckseite eine Subtraktion 
der Normal- nnd Biegungsspannungen statt. Mit N als Druckkraft 
würde das Verhältnis sich gerade umgekehrt gestalten. Immer aber 
findet nach Gl. 4 a, wenn Normal- und Biegungsspannungen ausschliefs- 
lich von einer positiven oder negativen Normalkraft N erzeugt werden, 
absolut genommen auf derjenigen Seite der Schwerpunktsachse des 
Querschnittes, auf welcher JV angreift, eine Addition und auf der 
entgegengesetzten Seite eine Subtraktion der Spannungen statt.

Setzen wir in Gl. 4 a u. 4 b einmal ; = q und ein anderes Mal 
z — — c2, so erhalten wir die Randspannungen

.V JA
" Z + J/,, F + J/,,

2V m
2 F

Sieht man die nach Gl. 4 für die einzelnen Querschnittspunkte 
ausgerechneten Spannungen als Ordinaten senkrecht zur Querschnitts
ebene an, so erscheint die Gleichung selbst als Gleichung einer Ebene 
parallel der Y- Achse, der sog. „Spannungsebene“. Querschnitts
punkte von gleichem z, also auf einer Parallelen zur Y- Achse 
liegend, weisen gleiche Spannungen a auf. In der Schnittlinie der 
Spannungs- und Querschnittsebene sind die Spannungen gleich Null; 
sie ist die Spannungsnullinie. Die Gleichung derselben erhält man 
aus Gl. 4 a mit a = O zu

J a?
*• *n *n

worin a die grofse Halbachse der Zentralellipse des Querschnittes 
bezeichnet. (Vergl. S. 34.) Die Nullinie geht also in dem hier 
vorausgesetzten Angriff der äufsern Kräfte im allgemeinen nicht 
durch den Querschnittsschwerpunkt, verläuft vielmehr im Abstande za 
parallel zur Y- Achse (Schwerpunktsachse). Dieser Abstand läfst sich 
auch leicht geometrisch konstruieren, indem man (Fig. 169) Sg = a 
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macht, g mit b, dem Schnittpunkte der Kraftrichtung mit der Quer
schnittsebene verbindet, und gn senkrecht* gb zieht. Diese Kon
struktion wie Gleichung 7 lassen leicht erkennen, dafs die Nullinie 
nn und der Kraftangriffspunkt b stets auf verschiedenen Seiten des 
Schwerpunktes S liegen.

Bei der vorausgesetzten Symmetrie des Stabquerschrtittes in 
Bezug auf die Kraftebene wird diese von der Spannungsebene senk
recht geschnitten, Gleichung 4 kann als Gleichung der Schnittlinie 
c}c2 (Fig- 169) und diese selbst als geometrischer Ausdruck der

NSpannungen a angesehen werden. Zieht man im Abstande — von der r
Z-Achse zu derselben eine Parallele, so stellt diese die in allen 

Querschnittspunkten gleiche Normalspannung — dar, während die aus 

dem Biegungsmomente JV-r,l = Q-.r = A/ sich ergebenden Spannungen 
durch die Keilflächen ctod{ und c,od7, letztere negativ gedacht, 
ausgedrückt erscheinen. Die Addition der Normal- und Biegungs
spannungen auf der Seite des Kraftangriffspunktes b (in der Figur 
unterhalb der Stabachse) und die Subtraktion auf der Gegenseite 
führen zu den die Gesamtspannungen ausdrückenden Keilflächen 
ncji und nc2f2. Im allgemeinen erfüllen also auch in diesem 
Falle die Gesamtspannungen zwei Spannungskeile mit entgegen
gesetztem Spannungssinn. Eine Betrachtung der Fig. 169, a u. 169,6 
läfst indes erkennen, dafs, je nachdem die aus der Biegungsspannung 
sich ergebende Randspannung auf der Gegenseite des Kraftangriffs

punktes b wird, der Punkt n unterhalb oder oberhalb /2

liegt, oder mit diesem Punkte zusammenfällt, bezw. die Nullinie nn 
innerhalb oder aufserhalb des Querschnittes liegt oder denselben 
tangiert. In letzterem Falle (Fig. 169,a) entsteht nur ein Spannungs
keil, alle Spannungen sind unter sich und mit der Normalkraft N 
gleichsinnig. Dasselbe gilt, wenn die Nullinie aufserhalb des Quer
schnittes liegt; der Spannungskörper erscheint aber dann als Differenz 
zweier Keile, als abgestumpfter Keil (Fig. 169,6).

Denkt man sich nun, um zu untersuchen, wie die Spannungs
verhältnisse mit der Richtung der Mittelkraft R sich ändern, diese 
um ihren Schnittpunkt a mit der Stabachse allmählich gedreht, 
so dafs ihr Richtungswinkel stetig von 0 bis 360° wächst, so 
bewegen sich die Punkte b und n auf der Z-Achse und zwar in 
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der positiven Richtung derselben so, dafs wechselweise b durch die 
Unendlichkeit und gleichzeitig die Nullinie durch den Schwerpunkt S 
des Querschnittes sich bewegt und umgekehrt, wenn b durch den 
Schwerpunkt S, die Nullinie durch die Unendlichkeit geht; für 
zn= oo ist nach Gl. 7 ro = O, für cn = 0 ^=oo.

In der Grenzlage für q> = 0 wird
N=cosOR = R, Q = sin0Ä = 0, x„ = .r«tgÖ = O, z0 = <x>.

Der Kraftangriff erfolgt in Übereinstimmung mit dem unter I 
S. 49 behandelten Falle zentrisch, d. h. im Schwerpunkte Ä des Quer
schnittes; die Nullinie rückt in unendliche Ferne. In Gleichung 4 
verschwindet mit Q — 0 bezw. = 0 das dem Biegungsmomente 
M=Q,-x^ N-;n entsprechende zweite Glied und Gl. 4a geht über 
in Gl. 1 S. 49; es entsteht nur Zugspannung.

Mit 95=90° oder =270° wird N=0, Q=R, c„ = oo; ro=O. 
Der Kraftangriff geht über in dem unter IV behandelten Falle 
(Kräfte senkrecht zur Stabachse); die Nullinie geht durch den 
Schwerpunkt 5. In Gl. 4, 5 u. 6 verschwindet das erste der reinen 
Normalspannung entsprechende Glied; sie gehen über in Gl. 3 u. 3a 

S. 84; es wird ^ = -7—, ^2 =-----Im Querschnitt herrscht
J/<\ J/e2

jetzt nur Biegungs- und Schubspannung.
Der Grenzfall tp =180° unterscheidet sich von dem 95 = 0 nur 

dadurch, dafs jV= cos 180°/? =—R, also eine Druckkraft wird, 
und die jetzt im Querschnitt herrschende reine Normalspannung 
Druckspannung ist.

Bei einer Drehung der Kraft R um ihren Schnittpunkt b mit 
der Querschnittsebene wird für 95 = 90° oder 270" W = 0 und 
x — G, also auch J/=Q-o? = 0. Es verschwinden beide Glieder 
der Gl. 4—6. Der Kraftangriff geht über in den "Unter II S. 69 
behandelten Fall reiner Schubspannung.

Besondere Beachtung verdient der Grenzfall, wo die Nullinie 
oben oder unten den Querschnitt berührt, »0 gleich c1 oder gleich 
— e2 wird. Die dafür aus Gl. 7 sich ergebenden Werte für :n nennt 
man die Kernweiten des Querschnittes in Bezug auf die Y-Achse; 
wir wollen sie mit kx und k2 bezeichnen. Man erhält
8) ki = un(i l = _aL_ _ £2 und daraus

1 Fe2 «2

9) = IH = Ä-] F und = k2 F,
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wobei, da klt k2, und TF2 absolute Gröfsen sind, Vorzeichen aufser
Acht bleiben. Mit den Werten für und aus Gl. 9 nehmen 
Gl. 5 und 6 die Form an

r_W A^.^- Nlk,+zn\
und10\ 

U) a^~ +
N-Zn _  ff f k2---- *n \

F-h, ~F\ 1t* /
Die in Gl. 8 u. 9 bestimmten Kern weiten sind, wie ersichtlich, 

vom Kraftangriff unabhängige reine Querschnittsgröfsen. Aus Gl. 10 
erkennen wir, dafs die Randspannung auf der Seite des Kraft
angriffes stets gleichsinnig ist mit N; Gleichung 11 zeigt, dafs die 
Spannung <r2 auf der entgegengesetzten Seite des Kraftangriffs nur 
solange gleichsinnig ist mit ff, als z„<k2. Bis zu diesem Grenz
werte k2 von zn sind also die beiderseitigen Randspannungen und 
folglich allo Spannungen o im Querschnitt gleichsinnig mit ff. 
Tritt der Kraftangriffspunkt b auf die andere Seite des Schwer
punktes S, wird zn negativ, so kehren sich die Vorzeichen der 
zweiten Glieder in Gl. 10 u. 11 um und man erkennt leicht, dafs 
jetzt für zn£ kt alle Spannungen a mit ff gleichsinnig sind. Für alle 
Kraftangriffe, bei denen der Angriffspunkt b beiderseits des Schwer
punktes <8 innerhalb der Kernweiten verbleibt, sind die Spannungen a 
gleichsinnig mit ff, d. h. es erzeugt eine Druckkraft N nur Druck-, 
eine Zugkraft ff nur Zugspannungen. Überschreitet der Kraftangriffs
punkt b nach der einen oder anderen Seite die Kernweite, wird absolut
genommen zn>k2 oder zn>k{, so treten entgegengesetzte Spannungen 
ein, deren Gebiete durch die Spannungsnullinien getrennt werden. 

, Ist der Querschnitt in Bezug auf die Y-Achse symmetrisch,
<\—e2, so wird auch kx=k2 (Gl. 8) und es wird

Die in Gl. 10—12 berechneten Rand
spannungen lassen sich leicht auch wie folgt 
geometrisch konstruieren:

Ist ki und k2 nach Gl. 8 bekannt, so 
macht man (Fig. 170) und Sk2=k2, 
errichtet in <8 gegen die Kraftlinie (Y-Achse)

ff 
ein Lot SO = — zieht durch k{ u. O und k2 u. O je eine Gerade, 
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welche ein in b gegen die Kraftlinie errichtetes Lot in und h., 
schneiden. Es ist dann bhi=ai und bh2 = o2. Der Beweis ergibt 
sich aus der Ähnlichkeit der entstehenden Dreiecke.

Für den rechteckigen Querschnitt wird nach Gl. 8
^,=1,=————— = ^ und für den kreisförmigen 

12bÄ-j-

Fig. 170 läfst die Veränderlichkeit der Randspannungen <rl und a„ mit zn 
besonders übersichtlich erkennen. Solange z„ > kt, d. h. der Punkt b unter 
k2 liegt, ist der Richtungssinn von <z2 gegen die Z-Achse entgegengesetzt 
demjenigen von a,. Bewegt sich b gegen den Schwerpunkt S, so tritt beim 
Überschreiten des Punkts k., a2 auf die linke Seite der Z- Achse, geht durch 
Null und ändert damit seinen Richtungssinn. Fällt b mit S zusammen, so 
wird ax—a2y alle Spannungen im Querschnitt werden einander gleich und 
wenn b den Punkt kt überschreitet, geht durch Null, ändert seinen 
Richtungssinn.

Wesentlich anders gestalten sich die Gleichgewichtsverhältnisse 
zwischen den äufseren und inneren Kräften, wenn durch die Festigkeits
eigenschaften des Stoffes

der Ausschluß von Zugspannungen 
bedingt ist. In diesem Falle ist daher eine besondere Untersuchung 
der Spannungsverhältnisse erforderlich.

Das Gleichgewicht der Kräfte in der Richtung der Stabachse 
bedingt allgemein, dafs die angreifende äufsere Normalkraft W ent
gegengesetzt gleich sei der Mittelkraft der inneren Normalspannkraft 
Sa-dF und mit dieser in eine gerade Linie falle. Im Falle der 
Fig. 169 bestehen die inneren Spannkräfte aus einem durch den 

/•«+«» 
Spannungskeil nc^f^ dargestellten positiven Anteil Z = \a-dF 

Jo 
und einem durch den Keil nc.^ ausgedrückten negativen Anteil 

pe— zq
D = \a-dF. Es mufs also sein N=Z—D und je nach dem 

J 0
7V<0 ist Z^D. Die Mittelkraft der Spannkräfte Z und Z), 
d. h. aller im Querschnitt auftretender Spannkräfte, mufs wie N 
durch den Punkt b gehen, den man daher den „Spannungs
mittelpunkt1* nennt. In allen Fällen nun,* wo, wie oben ange
nommen, der ergriffene Körper Spannkräfte Z und I) verschiedenen 
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Richtungssinnes zu leisten vermag, kann der Angriffspunkt der 
Mittelkraft derselben, der Spannungsmittelpunkt, aufserhalb des 
Querschnittes liegen, können die Spannkräfte Z und D einer Nonnal- 
kraft N mit einem ideellen Angriffspunkte b aufserhalb des Quer
schnittes das Gleichgewicht halten.

Gewisse Stoffe, wie namentlich Mauerwerk, können einen unter 
allen Umständen sicheren Zugwiderstand nicht leisten und man 
hat daher, wenn ein sicheres Gleichgewicht zwischen den äufseren 
und inneren Kräften verlangt wird, die Zugspannkräfte aus der 
Rechnung auszuschalten. Dann versteht es sich zunächst von selbst, 
dafs auch die angreifende Normalkraft TV.nur eine Druckkraft sein 
darf, dafs in Fig. 169 der Winkel a zwischen 90° und 270° liegen 
mufs. Auch mufs die angreifende Normalkraft N jetzt entgegen
gesetzt gleich sein der widerstehenden Druckspannkraft D und mit 
ihr in einer Geraden liegen, bezw. durch denselben Querschnitts
punkt b gehen. In Fig. 169 verschwindet der für eine Druckkraft N 
den Zugwiderstand darstellende Spannungskeil nc2d2 und der jetzt 
verbleibende einzige Spannungskeil ncidl ändert seine Form so, dafs 
sein Schwerpunkt, durch den der Druckwiderstand D gerichtet ist, 
auf die Richtung von N fällt, TV durch den Schwerpunkt des 
Spannungskeiles geht.

Die Nullinie, 
eine gewisse Ver
schiebung erfährt, 
trennt jetzt den 

Querschnitt in 
einen wirksamen 
Teil nfi und einen 
unwirksamen nf2 
(Fig. 171). Auf 
ihre Bestimmung 
mufs daher der 
erste Schritt bei 

Beurteilung der 
entstehenden Span

die mit dem Verschwinden des Zugwiderstandes

nungsverhältnisse gerichtet sein.
Die Nullgleichheit der zum Querschnitt senkrechten Kräfte, 

der angreifenden Kraft TV und der widerstehenden Normalspann



234 Zweiter Abschnitt. Elastizität und Festigkeit gerader Stäbe.

kräfte führt zu der Gleichung N = /dF-a und mit O\'~ 
c 

wird
ZT ' pC - i

13)

wenn man den Integralwert, der das statische Moment der wirksamen 
Fläche in Bezug auf die zu ermittelnde Nullinie darstellt, mit S 
bezeichnet.

Ist ferner zm der Abstand der Nullinie nn von dem bekannten 
Spannungsmittelpunkte b, so bedingt das Drehungsgleichgewicht aller 

Kräfte in Bezug auf nn die Momentengleichung N-zm— \a-dF=Q 
Jo

und, wenn man wieder a= a.'- — setzt, N-zm— — \dFy2 — 0.
« e Jo

Bezeichnet man den Integralwert, das Trägheitsmoment des wirk
samen Querschnittes, in Bezug auf nn mit J und löst die Gleichung 
für zn auf, so folgt unter Beachtung der Gl. 13 und der Fig. 171

14) zm = e —1 =
o

worin t den als bekannt anzusehenden Abstand des Spannungsmittel
punktes b von der Querschnittsaufsenkante bezeichnet.

Um mit Hilfe der Gl. 14 die Nullinie bezw. deren Abstand c 
von der Querschnittsaufsenkante zu bestimmen, mufs man die Gröfsen 
J und S durch e ausdrücken, was indes analytisch nur bei einigen 
regelmäfsig geformten Querschnitten ohne weiteres möglich ist. 
Ist nach Gl. 14 e und S bekannt, so erhält man nach Gl. 13 die 
eintretende gröfste Spannung

Es möge nun für einige regelmäfsige Querschnittsformen die 
Nullinie und die eintretende gröfste Spannung <7/ ermittelt werden.

1. Das Rechteck. (Fig. 172.)
Bei dem vorausgesetzten symmetrischen Kraftangriff ist auch 

der wirksame Teil desselben ein Rechteck von der Breite b und der 
zunächst unbekannten Höhe e; die Nullinie ist senkrecht zur Kraft- 
,, . _ • j t be3 b -c2 , J 2 , u m 1 <hnie. Es wird J=-x-, —, also -5 = .^e und nach Gl. 14*5 Ö iS l
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« = t + o o
Somit e = 31

b(3t)2 Qbt2 , S— _ und nach
2 -

Gl. 15 N^t-2_2 y_ 
“ Q-bt2 ~ 3 bt'

Zu dem gleichen Ergebnis kommt man 
übrigens auch durch die folgende Überlegung: 
Da die Nullinie den wirksamen Querschnitt be
grenzt, so mufs nach S. 230 der Kraftangriffs
punkt & in der Kernweite, d. i. vom Schwer

punkte desselben liegen, also von der Quer- 
o

Fig. 172.

e 
schnittskante abstehen, d. h. es mufs sein t = — 

. ö
und e —3t. Der Spannungskeil hat also die Breite b, die Länge 3 t und die 
Höhe rrf; sein Inhalt, die Summe aller Druckspannkräfte —3—•<r1' mufs

gleich N und daher wie vor _2 N
3 bt sein.

2. Die Parabel.
Wird der wirksame Teil der Querschnittes von einer Parabel 

begrenzt und ist F sein Flächeninhalt, so findet man leicht

3. Der Halbkreis.
Ist der Querschnitt des Stabes ein Kreis vom Radius r und 

der wirksame Teil desselben ein Halbkreis, so ist
jl Ji1 • ^2 4 1* *

Und S = -o — -F und es mufs sein0 3 TT
3

Zm~ lQ'r n = Ofi9r und t = O,41r,

< = 2,36^
1 F-
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Kreisabschnitte als wirksame Flächen lassen sich, wenn ihre 
Pfeilhöhe nur verhältnismäfsig klein ist, als Parabeln behandeln. —

Für jede beliebigen Querschnittsformen symmetrisch zur Kraft- 
ebene, bezw. Kraftlinie läfst sich die Lage der den wirksamen Teil 
des Querschnittes begrenzenden Nullinie und die eintretende gröfste 
Druckspannung leicht wie folgt graphisch bestimmen (vergl. Fig. 171a):

Man zeichnet mit beliebiger Polweite H zu der Querschnitts
fläche eine Seillinie AB, indem man die Flächenelemente als Kräfte 
senkrecht zur Kraftlinie wirkend ansieht, zieht durch den Angriffs
punkt b der Druckkraft N eine Gerade senkrecht zur Kraftlinie bS 
bis zum Schnittpunkt C mit der Tangente der Seillinie in A, 
ferner von C aus die Gerade CD so, dafs die Fläche ACE gleich 
wird Fläche DEG.

Dann mufs die Nullinie nn durch den Punkt D gehen. Da 
sie aufserdem bei der vorausgesetzten Symmetrie des Kraftangriffs 
nur senkrecht zur Kraftlinie (Z-Achse) gerichtet sein kann, so ist 
sie damit festgelegt. Zum Beweise hat man nach Gl. 13 den Ab

stand zm=~. Nach S. 25 ist ferner das Trägheitsmoment J gleich 

dem Produkt aus dar doppelten Polweite und dem Flächeninhalt 
Fl des Seilliniendreiecks AFD, also Aus der
Konstruktion aber folgt Fl-AFD-Fl-ACDF und daher auch

5“. also J=* H-u-z'. Ferner ist das statische Moment 5 

der wirksamen Fläche in Bezug auf die Nullinie nn S=u-B, 

demnach zm = ~ W und daher ist die durch D senk- 

recht zur Kraftlinie gezogene Gerade die wirkliche Nullinie.

Die Randspannung = = erhält man, indem manö H-u
auf der zur Z-Achse Parallelen nfx ni = u macht, in i das Lot

-ik — ~ errichtet und von n aus durch k die Gerade n^ zieht;

dann ist O\=fiCx, denn es ist o. N , , N e
g“«”- alM *
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Anwendungen.
Beispiel 1: Ein aus zwei Q- Eisen (Fig. 174) bestehender, an dem einen 

Ende bei B drehbar fest, am andern dreh- und wagerecht verschiebbar ge
lagerter Balken von 2 m Länge werde iu der Mitte seiner Achse bei C ver
mittelst einer unter 30° geneigten Zugstange von einer Kraft 18000 kg ergriffen.

Fig. 174. .

Die eintretenden gröfsten Bandspannungen <zj und <r2 sollen berechnet werden. 
Die Zerlegung der angreifenden Kraft in eine lot- und wagerechte Seitenkraft ergibt 
für erstere 18000 • sin 30° = 9000 kg und für letztere 18000 • cos 30°=15500 kg.

Erstere Kraft ruft in den. Stützpunkten A nnd B senkrechte Stützkräfte 
von je ^^5 = 4500kg, letztere in der festen Stütze bei B eine wagerechte 

Stützkraft von 15500 kg hervor. Auf den Querschnitt bei C wirkt also an 
der Balkenhälfte BC ein Biegungsmoment Jf—4500- 100 = 450000cmykg nnd 
eine zentrische Normalkraft N= 15500 kg. Das Widerstandsmoment des
Balkenquerschnittes sei bekannt W— — — 900 <™3. Der Beinquerschnitt gleich 
lOO®1”2. Damit ist nach Gl. 5 u. 6 S. 228

_ N M 15500 450000 _ + 655
F~J/e~ 100 ± 900 — 345 ,,'

Bestände der Balken aus Gufseisen, so würde die Druckspannung gegen
über gröfserer Zugspannung unvorteilhaft sein. Ordnet man in solchem Falle 
die feste Stütze in A an, so würde der wagerechte Widerstand jetzt- hier auf
treten, N negativ, eine Druckkraft werden und man erhält jetzt

15500 450000 _ + 345 «t
F ~ J/e 100 ~ 900 — — 655 „ '

Beispiel 2: Wird der Balken Beispiel 1 als 
Krahnausleger von 4,o m Länge und um 60° gegen 
die Wagerechte geneigt gedacht (Fig. 175), so erhält 
man für eine Last von 3000 kg N — — 2600 kg 
Q = 1500 kg, also

a _ K AI 2600 1500 • 400 _ + 641 “
** -F-Jle 100 ~ 900 — — 693,,'

Beispiel 3: Eine 4 m hohe Mauer hat seitlich 
einen Winddruck von 100 kg f. d. mJ auszuhalten.
Welche Stärke mufs die Mauer erhalten, wenn die
gröfste Zugspannurtg in der Grundfuge nicht mehr als a, —- 2 at betragen soll 
und die Dichte / des Mauerwerks zu 2000 kg/ms angenommen wird.
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Bei gleichmäfsiger Verteilung des Winddrucks über die Mauerhöhe haben
wir uns dessen Mittelkraft 
Q in der Mitte angreifend 
zu denken.

Wir betrachten ein 
Mauerstück von der Llinge 
Im. Für dieses ist

Q = 4OOkg.
Das Mauergewicht stellt 
eine den Querschnitt der 

Grundfuge angreifende 
negative Nonnalkraft dar 
und beträgt für 1 m Länge 
N~— 4x-f = - 8000x.

Das Moment des 
Winddruckes in Bezug auf 
die Grundfuge erzeugt in 
der linken Hälfte (Fig. 17G) 
Druck-, in der rechten Zug

spannungen mit den 
Gröfstwerten bei A und 
B, die negative Normal
kraft jV, das Mauer
gewicht, überall gleiche 

Druckspannungen. Die
Zugspannung <rä bei B'ist daher nach Gl. 6

'N , M 8000a; , 400-2-6 . 4800
a, = — vr + -ft- = - -----;—---- ;---- ;— = — 8000 J----- r-F J/e x • 1 1 • a;8 a:8

Mit <r2 = 2 »t= 20000k«/m’ wird danach

1/ 4800 A mX = 1/ ------------------= Ü.41 m .
20000+8000 ’

0 41“Dabei ist .F=0,4im’ und J/e = -^— • l,o = 0,«»“’ und die bei A 
entstehende Druckspannung berechnet sich nach Gl. 5 zu 

0,41-4-2000,400-2 , o ,= ——ä---------- F -s------— 36000 kg/m» = 3,6 «t.
0,41 0,465

Soll die Zugspannung a, bei B gleich Null sein, also überhaupt solche 
in der Fuge nicht auftreten, so erhält man die erforderliche Mauerstärke

/ 4800
X~ o + 8ooo = 0,73 m.

In letzterem Falle mufs, nach S. 230, die Mittelkraft aus Q und 2V die
Grundfuge im Abstande gleich der Kernwoite, d. i. nach S. 232 ~ von ihrem 

6
Schwerpunkt S schneiden. Man kann daher in diesem Falle die erforderliche
Mauerstärke auch aus der Ähnlichkeit der Dreiecke OSK und OCN bestimmen.
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Aus der Proportion = ergibt sich mit KS = ^, OS = 2,o,
A 0=A = 4 • ® i 2000 tg und A7C=Q = 400kg wie oben a: = 0)^^D,. Die 
Druckspannung bei A erhalten wir jetzt am einfachsten, indem wir den Inhalt 
des Spannungskeiles gleich dem Mauergewicht N— 0,n • 4 • 2000 setzen 
zn — 16000 kg/mJ = l,c at, d. i. doppelt so grofs, als wenn seitlich Wind
druck nicht vorhanden wäre, die Mauer nur der Wirkung ihres Gewichts 
unterläge.

Läfst man die unsichere Zugspannung aufser Acht und verlangt nur, 
dafs eine gewisse Druckspannung etwa <r1' = 4‘* nicht überschritten werde, so 
erhält man die dann erforderliche Mauerstärke x wie folgt: Nach Gl. 15 S. 235 
. Ne. N
ist und im besondern für das Rechteck —'S 1 3 bt

Im vorliegenden Falle ist K— 4 • x • y = 8000®,

CN _ 2 • 400_ 2 • <00 1
A’O ' N 8000®~10®’

t = AK = ^-KS

2 10®also auch

Mit diesen Werten wird <7/=^.--------- —— und daraus für 5= Lom
3 *__ Llb

12 10x1
/Tj' = 4 “* = 40 000 kK/m a ® = 0,n m, Dabei wird nach obigem

-----Tö^Ösä ~ rot 0’07 "* un<^ die Nullinie liegt e = 3t = 0,»im von A,
die wirksame Fläche 
ist gleich rot 0,<o der 
Gesamtgrundfiäche. 

Bei dieser geringen 
Mauerstärke hat map 
dann beim Eintritt 
des der Rechnung 
zu Grunde liegenden 
Winddruckes mit einer 
Öffnung der Grund
fuge bei Id, einem 
Lösen des Mauerkör
pers von dem Funda
ment zu rechnen.

Dio in den ein
zelnen Fällen ein
tretende Verteilung 
der Spannungen in 
der Grundfuge ist in 
Fig. 176 a, b, und c 
dargestellt.

Fig. 177.

Beispiel 4: Ein im Grundrifs ßm langer und 2,o® breiter, an den Enden 
halbkreisförmig abgerundeter Brückenpfeiler (Fig. 177), wird in seiner Mittel
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ebene bei b im Abstande gleich 2 ™ von seiner Achse von einer (infolge seit
lichen Winddrucks) unter 80° geneigten Kraft jR = 400‘ getroffen. Dio 
Randspannungen rr, und <r2 in der Grundfuge, sowie die ohne Berücksichtigung 
der Zugspannungen auftretende gröfste Druckspannung ax‘ ist zu bestimmen.

Das Trägheitsmoment des Querschnittes berechnet sich zu
r _2-6» , 2 w.p 14 IV 2-Pw ,)4 1 , wP „ _J-"iF + “r4—läJ -^+l3T + 3r-T-2 = 78’°° ’

also — = = 18,25 m1.
e 4

Die Zerlegung der Kraft R ergibt eine Normalkraft N= — 394 * und 
eine Querkraft Q =34,s t. Die Schubspannungen bleiben hier wie in Beispiel 1—3 
aufser acht.

Nach Gleichung 5 und 6 S. 228 wird mit F= 15,i« m’

'T, = vT + und mit zn = 2 m N= — 394 *, 
i * ~ J/e

_ 394 _ 394 • 2 _ — 69,o t/m» = — 6,9 »t
"j 15,h+ 18,ts ~+ 17 4-1,, „•

Bei Aufserachtlassung von Zugspannungen nehme die alsdann eintretonde 
Nullinie die Lage nn (Fig. 177) ein. Es ist dann in Bezug auf dieselbe

r (e —l)’-2 ir-P 14 IVP-w ir-PJ----------3------+TT-U- w) — + —(«-0^«)’ und

Q_(e-l)’-2 , z.F , . . , S=--------------- p . (e _ o,m)

zm = e — t = e — 2
(e-l)’-2

J _ 3
S —

ir-P /4 1 y P-ir Ä- P 
2-4 13 ’ J 2 + 2

(e — l)a-2 . tt • P
2 + 2 (e — 0,»r»)

• (e — 0,»is)’

Die Lösung für e ergibt « = 5,7 ®. Damit wird 
c Cb1 — 1)’• 2 ?r • 1’ „ , ,S = —------- ----- 4----ö— (5,7 — 0,57.») = 30,1 m1

und demnach die Randspannung 
, N-e 394 • 5,7
— S ~ 30,i “

74,6 Vm’= 7,16

b) Spannungen durch Kräfte in einer beliebigen Ebene 
mit der Stabachse.

Wir setzen wieder Gleichgewicht der äufseren Kräfte an dem 
Stabe ABCD (Fig. 178) voraus und denken uns die etwa links 
von der Schnittebene tt angreifenden Kräfte durch ihre Mittelkraft R 
ersetzt. Diese schneide die Ebene des Querschnittes in b und werde 
hier in ihre Seitenkraft N normal zur ^uerschnittsebene und Q in 
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der Richtung derselben zerlegt. N erzeugt im Querschnitt Normal- 
(Zug- oder Druck-) und Biogungsspannungen (vergl. S. 227), Q Schub
spannungen. Erstere sollen hier untersucht werden.

Denken wir sie uns in den einzelnen Querschnittspunkten als 
Ordinaten senkrecht zur Schnittebene aufgetragen, so erfüllen ihre 
Endpunkte eine Ebene (vergl. S. 228), deren Gleichung in Bezug 
auf ein dreiachsiges, mit zwei Achsen X und y in die Schnittobene 
fallendes Koordinatenkreuz, im allgemeinen lautet: 
1) o — a + bx 4- cy.

Darin sind a, b und c Konstanten, x und y die im allgemeinen 
schiefwinkligen Koordinaten irgend eines Querschnittspunktes, in 
welchen a die Normalspannung ausdrückt. Das Koordinatenkreuz 
werde so angenommen, dafs der Nullpunkt in den Schwerpunkt S 
des Querschnitts fällt und die Achsen X und Y einander zugeordnet 
sind (vergl. S. 13)'. Das Gleichgewicht der äufseren und inneren 
Kräfte am abgeschnittenen Stabteil links vom Schnitt erfordert nun, 
dafs die Summe aller Kräfte senkrecht zur Schnittebene, sowie die 
Summen ihrer Momente in Bezug auf die Achsen X und Y je 
gleich Null sei. Das führt bei den aus Fig. 178 ersichtlichen Be
zeichnungen zu den drei Gleichungen
2) N—S<J-dF=O.
3) N-xn — JadFx = O,
4) N-yn — S^-dF-y = 0.

Keck, EUntir.itAhlehre.
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Setzt man a in der Form der Gl. 1 ein, so folgt

—,f(a 4- bx + cy)dF=O,
6) N’xn~S(a + bx + cy)x-dF=O,
7) N-yn—S(a + bx + cy)ydF=O.

Bei der weiteren Entwickelung der Gl. 5—7 entstehen u. a. die 
kinzelintegrale J'x-dF, SydF und Sxy' dF. Da der gemachten 
Annahme zufolge die Achsen A' und Y Schwerpunktsachsen des 
Querschnittes und einander zugeordnet sind, so wird jeder dieser 
Integralwerte gleich Null. Damit erhält man aus Gl. 5

N=a-JdF=a.F, d. i. a = ^;
F

aus Gl. ß N-xn = b-Sa?dF=b-J„ also b = ^^,-

aus Gl. 7 N-y^c-Sy^dF^c-J,, also

worin J, und Jv die Trägheitsmomente der Querschnittsfläche in 
Bezug auf die Y- und A”- Achse bezeichnen (vergl. S. 9). Mit 
obigen Werten für a, b und c nimmt Gl. 1 die Form an

8) 0= — + ~—n-’_ + N-y»y

Die Einzelbeiträge zu der Spannung a in Gl. 8 können wir uns 
wie folgt entstanden denken: Eine im Schwerpunkte 5 des Quer
schnitts angreifende Normalkraft N erzeugt die in allen Querschnitts- 

N
punkten gleiche Spannung -=. Läfst man eine Parallelverschiebung 

der Kraft in der Richtung der A'-Achse um die Strecke x„ ein
treten, so entspricht das dem Hinzufügen eines Momentes N'X„ 
und die dadurch in Punkten mit der Abscisse x erzeugte Biegungs
spannung • wird durch das zweite Glied der Gl. 8 ausgedrückt. 
Ebenso entsteht durch eine weitere Parallelverschiebung von N in 
der Richtung, bezw. parallel zur Y-Achse um die Strecke yn das 
Moment N-yn und in Punkten mit der Ordinaten y die durch das 
dritte Glied der Gl. 8 ausgedrückte Biegungsspannung.

Für die Wirkung der Momente N-x„ und N-yn ist es wieder 
einerlei, ob sie durch eine Normalkraft N oder in irgend einer andern 
Weise entstanden sind. Lediglich ihre Gröfse und ihr Drehungs
sinn sind für ihre Wirkung bestimmend. Bezeichnet man daher 
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A-.in drehend um die Y-Achse allgemein mit Mv, N-yn drehend 
um die A'-Achse mit Mxt so nimmt Gl. 8 die Form an 
8») o-^+&i + *p!.

• Jx

Gleichung 8 u. Sa stellen das Verteilungsgesetz der Normal
spannungen über den Querschnitt in allgemeinster Form dar. Sie 
umfassen ebensowohl mit Mx und M„ gleich Null den Fall reiner 
Zug- und Druckspannung, als mit N = 0 den Fall reiner Biegungs- 
bezw. Biegungs- und Schubspannung.

Aus dem völlig gleichartigen Vorkommen der Koordinaten
u. a? und yn u. y in Gl. 8 erkennen wir, dafs die Spannung o, 

welche eine im Punkte ynxn (6) angreifende Norhial- 
kratt A in irgend einem Punkte xy erzeugt, ebenso 
grofs ist wie diejenige, welche durch die gleiche im 
Punkte xy angreifende Normalkraft im Punkte xnyK 
entstehen würde. \

Einen klaren Überblick über die Verteilung der Normal
spannungen über den Querschnitt erhalten wir wieder durch die 
Kenntnis der Spannungsnullinie, deren Gleichung sich mit o = 0 
aus Gl. 8 ergibt. Es wird, wenn man noch mit N dividiert

9) O = + +
F Jy Jx

Die Lage der Nullinie ist also allein abhängig von der Lage des 
Angriffspunktes der Kraft N, aber völlig unabhängig von deren 
Gröfse. Wir erhalten sie am einfachsten durch Bestimmung der 
Stücke xq und y0, welche sie auf den Koordinatenachsen abschneidet. 
Nach Gl. 9 werden für

y = 0 «o = — = — — und für

\ r » 2
tt — 0 y0 = — =------— (vergl. Gl. 7 S. 228) unter

" ~yn yn
u. öj die zugeordneten Halbachsen der Zentralellipse verstanden.

Gl. 10 drückt die schon in Gl. 7 S. 228 für einen symme
trischen Kraftangriff bekannt gewordene Beziehung zwischen dem 
Kraftangriffspunkte und der Nullinie allgemein für jede beliebige 
Richtung der Kraftebene bezw. Kraftlinie b S aus. Bewegt sich der 
Kraftangriffspunkt b durch die Unendlichkeit, so geht die Nullinie 
durch den Schwerpunkt und umgekehrt. x0 u. xn und yQ u. y„

iß» 
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stehen in gleicher geometrischer Beziehung wie z0 u. zn in Fig. 169 
S. 225. Die Richtungsziffer der Nullinie erhält man aus Gl. 10 zu 

41)
•f0 yn «r

Die Richtung der Nullinie steht also in ganz be
stimmter Abhängigkeit von derjenigen der Kraftlinie. 
Ist das Achsenkreuz AY so gelegt, dafs der Angriffspunkt b der 
Kraft N auf die Y-Achse fällt, so wird <rn = 0, und nach Gl. 11

= 0, die Nullinie parallel der A-Achse. Fällt b auf die A-Achse, 

wird yn=0, so wird — = °°, die Nullinie wird parallel der Y-Achse. 

Es ist nun immer möglich, das Achsenkreuz AY so zu wählen, dafs 
der Kraftangriffspunkt b auf eine der Achsen, also die Kraftlinie mit 
dieser zusammenfällt. Die Nullinie ist dann also stets parallel 
der anderen Achse, und da die Achsen als einander zugeordnet ange
nommen sind, erhalten wir den Satz: Die Kraftlinie und die 
Nullinie weisen stets einander zugeordnete Richtungen auf. 
Bei dem unter Va behandelten Falle symmetrischen Kraftangriffs 
kreuzen beide sich rechtwinklig und fallen mit den Querschnitts
hauptachsen zusammen.

Fig. 178, a gibt eine geometrische Darstellung der Spannungs
verteilung und zeigt, dafs im Querschnittsschwerpunkte 5, also für

N# = 0 und y=0, nach Gl. 8 stets die Spannung — herrscht, ein 

Umstand, der, wenn die Nullinie bekannt ist, ohne weiteres zur 
Zeichnung der Spannungskeile und zur Bestimmung der Rand
spannungen er, und o2 benutzt werden kann.

Will man die Gl. 8—11 in ihrer Form unverändert auf recht
winklige Achsen beziehen, so können dies nur die Hauptachsen des 
Querschnitts als einziges rechtwinkliges zugeordnetes Achsenpaar sein. 
In vielen Fällen, wie bei allen symmetrischen Querschnitten, wo 
die Hauptachsen ohne weiteres erkennbar sind, wird man sich stets 
mit Vorteil ihrer bedienen. Bei gewissen anderen Querschnittsformen, 
wie Dreiecken, Parallelogrammen u.s. w., wo schiefwinklige zugeordnete 
Achsen direkt erkennbar sind, kann ihre Benutzung vorteilhaft sein. 
Sind zugeordnete Achsen überhaupt nicht direkt erkennbar, so hat 
man solche nach S. 30 u. f. zu ermitteln und wird dann meistens 
die Benutzung der Hauptachsen vorziehen.
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In vielen Fällen ist es zweckmäfsig, das Achsenkreuz, so zu 
wählen, dafs eine der Achsen, z. B. die Y- Achse, mit der Kraftlinie 
zusammenfällt (Fig. 179). In Gleichung 8 wird dann «n = O und 
sie geht über in

12) o = + —y— bezw.

12 a) AL-y 
J, '

Die Gleichungen 12 stimmen der Form nach genau mit Gl. 4
S. 227 überein und alle bezüglich der Lage der Nullinie und der 
• Fig. 179.

Verteilung der Normalspannungen im Querschnitt aus diesen ge
zogenen Schlüsse (vergl. S. 228 u. 229) lassen sich auch aus Gl. 12 
ziehen. Für die Nullinie erhalten wir die Gleichung 

worin a, zugeordnete Halbachse der Zentralellipse ist. Die Null
linie ist also, wie weiter oben bereits erwähnt, eine Parallele zur 
JT-Achse und besitzt demnach eine der Kraftlinie (Y-Achse) 
zugeordnete Richtung. Für A7 = 0 also y„ = qo (reine Biegung) 
wird y0 = ®< die Nullinie geht durch den Schwerpunkt; sie ist eine 
der Kraftlinie zugeordnete Schwerpunktsachse (vergl. S. 81) und ihr 
Begriff ist damit für beliebige, auch nicht symmetrische Querschnitts- 
formen verallgemeinert.
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Für die äufsersten Faserabstände y = und y = —e2 erhalten
wir die Randspannungen

14)

X Xy
— und

n _X Xyn
2 — ” — T7—

In den bisherigen Betrachtungen sind die Koordinaten x und y 
aller Querschnittspunkte bezw. xn und yn des Angriffspunktes der 
Normalkraft N als in der Richtung parallel zu den Achsen gemessen 
angenommen; in den Gl. 3 u. 4 u. s. w. erscheinen in den Momenten 
N-x„, a-dF-x u. s. w. die Hebelsarme im allgemeinen schiefwinklig 
zu den Momentenachsen X und y. Man überzeugt sich indes 
leicht, dafs das Ergebnis durch, eine schief- oder rechtwinklige 
Richtung derselben nicht heeinflufst wird.

Wird es z. B. in einem gegebenen Falle für zweckmäfsiger 
gehalten,- sie rechtwinklig zu den etwa schiefwinkligen Achsen zu 

messen, so kann man jederzeit in den Gl. 8—14 x mit und 
r sm ß

yr e Jxr
y mit ö, mit m s. w. vertauschen (vergl. S. 14 u. f.), sin p sin p
wenn ß den Koordinatenwinkel bezeichnet.

Multipliziert man beispielsweise das zweite Glied der Gl. 12 
im Zähler und Nenner mit sin2^, so erhält man

N , Wsin/?•?/• sinß
■A-sin2/? , d. i.

15)
F

Xynr yr , , .
-----=------ (vergl. Fig. 179 a), bezw.

15a) —y---- , wobei zu bemerken ist, dafs

das Moment MXr = J/x-sin ß, rechtwinklig zur JT-Achse drehend, 
als eines der Seitenmomente anzusehen ist, welche entstehen, wenn 
man das Moment Mx in der Richtung der X- Achse und senkrecht 
dazu in Einzelmomente zerlegt. (Vergl. Keck, Meeh. 1,3. Aufl., S. 134.)

Mit yr==elr und y, — e2r erhält man 
NVnr N

16)
G.

M,,.

•ir
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Verschwindet in Gl. 14—IG die Normalkraft N, indem sie in 
• unendliche Ferne rückt, also den Wert eines Kräftepaares von dem 

Moment M* annimmt, so bleibt nur die dem zweiten Gliede ent
sprechende Biegungsspannung über. Die Nullinie geht nach Gl. 13 
mit y„ = oo und y0 = 0 durch den Schwerpunkt dos Querschnittes. 

r
Anwendungen.

Beispiel 1: Der Brückenpfeiler Beispiel 4 S. 239 wird, etwa durch das 
Zusammenwirken einer Bremskraft in der Längsrichtung der Brücke und einer 
Windkraft quer zu derselben mit dem Gewichte des Pfeilers und dem von 
ihm aufzunehmenden Brückengewicht, von einer Mittelkraft 11 getroffen, welche 
die Grundfuge im Punkt b mit deff Koordinaten xn — O,™ m und y„ = 2,o m 
schneidet (Fig. 180). Dio Zerlegung derselben in eine Tangential- und eine

Nornialkraft möge letztere zu N= — 394 t ergeben. Dor Pfeilerquorschnitt 
ist .F—15,14“’, J, = 73,oo m‘, ^ = 4,8m<. Damit wird nach Gl. 8

<r=(— 26 — 10,70 y— 16,4
und die Nullinie schneidet auf der X-Achse

und auf der Y-Achse y„ = — — — 2,<2 “ ab. Die Randspannungen in

den der Nullinie entferntest gelegenen Punkten E{ und E2 mit den Koordinaten 
x = + 0,86, y = + 3,66“ berechnen sich somit zu

,Tt — ~ 26,0 4- 10,70 • 3,664. 16,4 • 0,85 = ( 9^’") t/m’ = 1 9’
a \“T" “T

Beispiel 2: Der in Beispiel 1 S. 237 behandelte, im Querschnitt 3C-förmige 
Stab werde aufser von der dort bezeichneten Kraft von 18000kK, die in der
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Stabmitte angreift und unter 30 ’ gegen die wagerechte Stabachse geneigt ist, 
an gleicher Stelle noch von einer wagerechten Kraft senkrecht zur Stabachse in , 
einer Gröfse von 2000 kg ergriffen
(Fig. 181). Das in Beispiel 1 S. 237 
berechnete Biegungsmoment von 
450000 cm/kg hat jetzt im Sinne 
der Gl. 8 a die Bedeutung
Dazu kommt noch infolge der hinzu
tretenden wagerechten Kraft von 
2000 kg ein Moment

M„ = = 100000 ««/kg.

Die Normalkraft ist wie dort 
4-15500 kg.

Die Trägheitsmomente in Bezug auf 
die beiden Symmetrieachsen des 
Querschnittes seien ermittelt zu

JX=J,= 12550 cm«,
= Jn = 2525 cm», 

ebenso die Querschnittsfläche zu F= 100 cm’. Damit ist nach Gleichung 8 a

M5500 450000^ 100000^) t und
\ 100 12550 2525 /

4- 1090 «tx — + 11 cm , y — + 14 cm , — 155 + 500 + 43u =_
> ”

Die Gleichung der Nullinie nn wird mit a- = O,o=155 4~36y4-39,6a> und 
daraus y0— 4,31cm, xn= 3j«3 cm,

Beispiel 3: Ein im Querschnitt _J~-förmiger Balkon von den in Beispiel 5 
S. 45 bezeichneten Abmessungen ruhe mit einer Stützweite von 1 = 2 m =200 cm 
an den Enden frei auf und trage eine verteilte Last g = 300 kg f. d. m = 3 kg 
f. d. cm, In vorliegendem Falle ist also N — 0, und es entstehen deshalb 
nach Gleichung 8 nur Biegungsspannungen. Nach Gl. 4 S. 101 ist das gröfste 

3•20Q1Biegungsmoment in der Kraftebene M= —------ = 15000 cm/kg. Wir beziehen 
8

den Querschnitt zunächst auf seine Hauptachsen, welche nach Beispiel 5 S. 45 
mit der lotrecht gedachten Kraftlinie (Y-Achse Fig. 44 S. 46) Winkel a von 
66’13' bezw. 23’47' einschliofson. Die Hauptträgheitsmomente sind dort zu 
«71 = 281cm< und J,=22,scm* berechnet. Um Gleichung 8a anzuwenden, 
zerlegen wir das in der Kraftebene wirkende Biegungsmoment M nach den 
Richtungen der Hauptachse in Seitenmomente (vergl. Fig. 182)

M, = MZI = M • sin 66’ 13' = 15000 ■ O,o» = 13800 ’“/kg und
Mn = = M• cos 66° 13' = 15000 • 0,<c = 6000 cm/kg

und erhalten nach Gleichung 8a mit N=ü
Mirxi _ 13800-y, 6000 • x,

J, ~ 281 + 22,s *
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Man überzeugt sich leicht, dafs in den Querschnittspunkten Ex und Et
mit den auf die Hauptachsen bezogenen Koordinaten a1= + 2.>s«n> und 
y, = + 4,w cm die gröfsten Spannungen rr, und auftreten. Diese werden

13809-4,« 6000-2,36 _
281 ~ 22,»

± 215 ± 630 =± 845 »t .

Wenn die Hauptachsen und Hauptträgheitsmomente noch nicht bekannt 
sind, kann es zweckmäfsiger sein, den Querschnitt auf ein zugeordnetes Achsen
kreuz zu beziehen, 
dessen eine Achse 
(Y-Achse) Fig. 182 
mit der Kraftlinie 
zusammenfällt. Für 
die Richtung der 
zugeordneten Achse, 
in diesem Falle der 
Biegungsachse (X2), 
erhalten wir nach 
Gl. 4 S. 43, indem wir, 
da die Kraftlinie nicht 
die X- sondern die 
Y-Achse ist, Jx mit 

vertauschen, 

tg «j = -
In Beispiel 5 S. 45 
wurde ermittelt

<4 = 238 cm»,
<4 = 65 cm»,
C^ = 95cm‘, 

daher 
♦ 65 n
tg “3 95 = °>684 >

a» = 34°20'.
Wir benutzen nun Gleichung 15a mit rechtwinklig zur X.,-Achse 

(Biegungsachso nn) gemessenen Ordinaten yr und bezeichnen das Biegungs- 
moment in Bezug auf die Biegungsachse nn mit M„, dds Trägheitsmoment 
mit Jn.

Nach Gleichung 1 S. 32 erhält man mit a = a2 = 340 30' 
Jn = cos’ 34 0 20' • -|- sin’ 340 20' - J, - sin 2 • 34° 20' • C„v

= O,siö’ - 65 + 0,36»’ • 238 - 0,9»i - 95 = 32 cm».
Das senkrecht zur Biegungsachse (Nullinie) nn drehende Moment erhalten 

wir zu = Af-sin a2 = 15000-0,66» = 8460 cm/kg und daher a für einen 
Querschnittspunkt mit der Ordinate yr nach Gleichung 15 a mit X=0

a—— . Für die der Nullinie fernstgelegenen Punkte Ex und Et istÖZ
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yr — + 3,iscm und daher = 8460 3,gonal| wje 0|,cn

Die Bestimmung der Biegungsachse nn und des Trägheitsmomentes Jn kann 
in bequemer Weise auch mit Hilfe des Mohr'schen Kreises (Fig. 36 bis 39) 
geschehen. Die Biegungsachse erhält die Richtung S T (Fig. 182) und das 
Trägheitsmoment Jn in Bezug auf dieselbe wird gleich dem Lote Tu auf die 
Tangente uv in v (Fig. 182).

c) Kern eines Querschnittes.
1. Allgemeine Begriffserklärung.

Das Gesetz für die Verteilung der Normalspannungen im Quer
schnitte eines von beliebigen äufseren Kräften ergriffenen Stabes 

ist S. 242 in Form der Gleichung o = ~ 4- 4-

bezogen auf ein in der Querschnittsebene gelegenes zugeordnetes 
Achsenkreuz A'V, ermittelt, worin N die im Querschnitt tätige 
Normalkraft der äufseren Kräfte bezeichnet. Wurde das zugeordnete 
Achsenkreuz so gewählt, dafs eine seiner Achsen, etwa die A’-Achso, 
mit der Kraftlinie zusammen fiel, xn = 0 wurde, so verschwand 

das zweite Glied und man erhielt die Gleichung —4----- 9, 

die in der Form genau mit Gl. 4 S. 227 für symmetrischen Kraft
angriff übereinstimmt. Für die Spannungsnullinie ergab sich in 

J-------------- 2
Übereinstimmung mit Gl. 7 S. 228 mit ö=O y„= —=----- —.

'' V* y» 
Denjenigen Wert k von zn, für welchen nach Gl. 8 8. 230 z„ = e 
(bezw. = oder = e<^ wurde, nannten wir die Kernweite. Wir 
wollen jetzt, wie dort für symmetrische Querschnittsform und Kraft
angriff, allgemein diejenige Entfernung yn des Kraftangriffspunktes 
b vom Schwerpunkte S des Querschnittes, für welche die Nullinie 
den Querschnitt berührt, yo = e wird (Fig. 183), die Kernweite nennen 
und mit k bezeichnen, während dem Kraftangriffspunkte b in dieser 
Lage als Kernpunkt die Bezeichnung K zukommen soll. Danach ist 

j a 2
allgemein g ' unter das Trägheitsmoment des Quer
schnitts in Bezug auf die der Kraftlinie KS zugeordnete Schwer
achse n,n, für im allgemeinen schiefwinklige Koordinaten, und 
unter a, die zugeordnete Halbachse der Zentralellipse verstanden. 
Lassen wir jetzt die Nullinie nn (Fig. 183) im Sinne des Pfeiles 1 
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den Querschnitt umrollen, so entspricht jeder Lago derselben eine 
zugeordnete Richtung SK und auf derselben eine bestimmte Lage 
des Punktes K, der im Sinne des Pfeiles 2 fortschreitend eine 
Linie, die sogen. „Kernlinie“, beschreibt. Einer ganzen Umrollung

Fig. 183.

des Querschnittes durch die Nullinie nn entspricht ein ganzer 
Umlauf des Kernpunktes K der geschlossenen Kernlinie. Den von 
der Kernlinie umschlossenen Teil des Querschnittes nennen wir den 
„Kern“ desselben. Konkav gekrümmte Teile des Querschnitts
umfanges oder gerade Seiten an einspringenden Winkel werden 
beim Umrollen der Nullinie nicht tangiert. Vergl. Fig. 183 die 
Linie

Liegt danach der Angriffspunkt einer Normalkraft N an irgend 
einer Stelle auf der Kernlinie, dem Kernumfange des Querschnitts, 
so berührt die Nullinie den Querschnitt und überall innerhalb des
selben herrscht mit der Normalkraft N gleichsinnige Spannung, 
welche verhältnisgleich mit der Entfernung von der Nullinie zu
nimmt und in ihrer Gesamtheit einen Spannungskeil bildet (vergl. 
Fig. 169 a). Bewegt sich der Kraftangriffspunkt b vom Kernumfange 
nach dem Schwerpunkte des Querschnittes, so rückt die Nullinie 
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vom Querschnittsumfange ab in die unendliche Ferne, die Spannungen 
bleiben durchweg gleichsinnig mit der Normalkraft N, erfüllen in 
ihrer Gesamtheit einen abgestumpften Keil (vergl. Fig. 169,0, dessen 
Keilflächen mehr und mehr, und in dem Augenblicke völlig parallel 
werden (gleichmäfsige Spannungsverteilung), wo der Kraftangriffs
punkt b mit dem Schwerpunkt 5 zusammenfällt. Tritt der Kraft
angriffspunkt b aus dem Kern heraus, so schneidet die Nullinie 
den Querschnitt, beiderseits derselben entstehen zueinander ungleich
sinnige Normalspannungen, je in ihrer Gesamtheit einen Spannungskeil 
bildend (vergl. Fig. 169 und 178), wobei die Spannungen auf der 
Seite der Normalkraft dieser gleichsinnig sind.

2. Bestimmung des Kernes durch Zeichnung.

Für eine zeichnerische Bestimmung des Kernes bieten die 
j b “

Gl. 10 S. 243 Vo =----- — und x0 =----- — den erforderlichen Anhalt. 
J/n

Die dem zu Grunde gelegten zugeordneten Achsenpaare entsprechenden

Halbachsen der Zentralellipse erhalten wir zu aj und

0 (=y (vergl. S. 36) als mittlere Proportionalen zwischen den 

Koordinaten yn bezw. xn des Kraftangriffspunktes b und dem Ab
schnitte y0 bezw. x„, welche die Nullinie auf den Koordinatenachsen 
abschneidet (vergl. Fig. 178). Danach läfst sich bei gegebener 
Nullinie der zugehörige Kraftangriffspunkt leicht bestimmen und 
umgekehrt. Man kann dabei den Querschnitt auf ein beliebiges 
zugeordnetes Achsenpaar beziehen; hier möge er, wie meist üblich, 
auf seine Schwerpunktshauptachsen I, II (Fig. 184) bezogen werden. 
Die Zentralellipse des Querschnitts habe die aus der Figur ersicht
liche Lage, nn sei die gegebene Nullinie, zu welcher der Kraft
angriffs- bezw. Kernpunkt K zu bestimmen ist. Wir machen 
AS=a senkrecht zur Hauptachse II und I3S = b senkrecht zur 
Hauptachse I, verbinden A mit C und B mit D und ziehen 
AC^AC und Dann sind CiS=yk und D}S=xk
die Koordinaten des Kraftangriffspunktes K, der damit gefunden ist. 
Die für die Zeichnung des Kernes wichtigen Punkte A und B wollen 
wir als „Festpunkte“ bezeichnen. Berührt die Nullinie nn den 
Querschnitt, so ist K ein Kernpunkt. In gleicher Weise läfst sich 
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eine beliebige Anzahl von Punkten der Kernlinie und damit also 
diese selbst bestimmen. Durch das umgekehrte Verfahren läfst sich 
ohne weiteres auch zu gegebenen Kraftangriffspunkten K die zuge
hörige Nullinie und damit die Umhüllungslinie des Kernes bestimmen.

Da jede in K angreifende Kraft in allen Punkten Kx der 
Geraden nn die Spannung Null erzeugt, so bringt nach dem 

Fig. 184.

auf S. 243 ausgesprochenen Satze auch jede in irgend einem 
Punkte Kx der Geraden nn angreifende Normalkraft in K die 
Spannung Null hervor. Die dem Punkte K\ als Kraftangriffs
punkt entsprechende Nullinie mufs also durch K gehen. Bewogt 
sich Kx auf der Geraden nn, so entspricht jeder Lage desselben 
bezw. jeder Richtung der Kraftlinie AjS eine bestimmte Richtung 
der Nullinie, diese schwingt dann also gleichzeitig um den Punkt 
K, beschreibt einen Strahlenbüschel mit dem Mittelpunkt K. 
Umgekehrt, ist die einem bestimmten Punkte Kx der Linie nn 
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zukommende Nullinie, so bringt jede in irgend einem Punkte 
K der Geraden n1«1 angreifende Kraft in Kx die Normalspannung 
Null hervor, bewegt K als Angriffspunkt sich auf der Geraden n)«], 
so schwingt die Nullinie nn um den Punkt Kx. Ist daher K{ 
etwa Eckpunkt eines vieleckigen Querschnitts, so ist nf^ die dem
selben entsprechende Kernseite; ist die Nullinie nn zugleich Seite 
des Querschnitts, so ist der zugehörige Angriffspunkt K Eckpunkt 
des Kernes. Jedem Eckpunkte eines vieleckigen Quer
schnitts entspricht also eine geradlinige Begrenzung 
des Kerns, eine Kernseite und jeder Seite des Quer
schnitts ein Eckpunkt des Kerns. Schwingt die Null
linie um die Eckpunkte 1, 2, 3 . . . (Fig. 186 — 188) eines 
Querschnitts, so beschreibt der ihr entsprechende An
griffspunkt K die zugehörigen Kernseiten I\U', 111...

Umgekehrt, jedem Eck- oder Umfangspunkte des 
Querschnitts als Kraftangriffspunkt entspricht eine 
den Kern berührende Gerade bezw. eine Kernseite als 
Nullinie. Bewegt sich der Angriffspunkt K{ auf einer 
Seite des Querschnitts, bezw. auf seinem etwa ge
krümmten Umfange, so schwingt die Nullinie um den 
ihr entsprechenden Eckpunkt des Kerns bezw. sie um
rollt den Kern des Querschnitts.

Daraus ergeben sich zwei in ihrer Anwendung von einander 
unabhängige Regeln zur Bestimmung des Kerns, nämlich

1. Man bestimmt nach Anleitung der Fig. 184 für 
eine hinreichende Anzahl von den Querschnitt 

• berührenden Nullinien, bei geradlinig begrenzten 
Querschnitten für jede Querschnittsseite (aus- 
schliefslich jedoch der an etwa einspringenden 
Winkeln gelegenen) je den zugehörigen Kraft
angriffspunkt oder

2. man bestimmt durch Umkehrung des Verfahrens 
Fig. 184 für eine hinreichende Zahl von Um
fangspunkten des Querschnittes, bei geradlinig 
begrenzten Querschnitten für jeden Eckpunkt 
(ausschliefslich der Scheitelpunkte etwa ein
springender Winkel) als Kraftangriffspunkt 
die zugehörige Nullinie.



Vc. Kern eines Querschnittes. 255

Fallen bei Anwendung der zuerst genannten Regel für irgend 
eine Lage der Nullinie die Schnittpunkte C und 7) der Nullinie nn 
mit den Achsen nicht auf die Zeichenfläche, so kann man sich die 

Nullinie auf einen Bruchteil etwa — ihrer Entfernung vom Schwer

punkte S parallel an diesen herangerückt denken, so dafs auch die 
OS D SSchnittpunkte C und D in die Entfernung — und ----- von Sn n

rücken. Die entsprechenden Abschnitte CXS und DtS auf der 
Gegenseite der Achsen fallen dann »«mal so grofs aus und sind 
daher gleich den nfachen Koordinaten des der wirklichen Nullinie 
entsprechenden Kernpunktes K; man erhält somit diese selbst zu

CtS , DtS= — und xk = -L-. n n
Indem die Nullinie nlnl (Fig. 184) von der Lage n/»/ in die Lage 

n^'n" schwingt, beschreibt der zugehörige Angriffspunkt Kx das begrenzte 
Stück CI) der dem Punkte K entsprechenden Nullinie; macht n,», eine ganze 
Umdrehung um K, so beschreibt K, die unbegrenzte Gerade nn als Nullinie. 
Schwingt n1n1 durch die Richtung KS, so durchschreitet K} die Unendlich
keit. Ebenso verhält es sich mit der Bewegung des Punktes K auf der 
Geraden wenn die Nullinie nn sich um K dreht.

3. Bestimmung des Kernes durch Rechnung.

Die Anwendung des zuvor erläuterten Verfahrens zur zeich
nerischen Bestimmung des Kernes setzt die vorherige Ermittelung 
eines zugeordneten Achsenpaares, etwa der Hauptachsen, und der 
darauf bezogenen Trägheitsmomente, bezw. der entsprechenden 
Halbachsen a und b der Zentralellipse voraus. In nachstehendem 
wollen wir, von einem beliebigen bequem gelegenen rechtwinkligen 
Achsenkreuz ausgehend, ein rechnerisches Verfahren zur Bestimmung 
des Kernes herleiten.

In Fig. 185 sei K ein der Nullinie nn entsprechender Kern
punkt. Dann ist bei den aus der Fig. ersichtlichen Bezeichnungen 
nach S. 250 

wenn unter ./„ das auf die der Nullinie nn parallele Schwerachse
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n,n, bezogene Trägheitsmoment des Querschnittes für schiefwinklig
(parallel der Kraftlinie 
kk) gemessene Koordi
naten verstanden wird. 
Ist nun A'Y irgend ein 
rechtwinkliges Achsen
kreuz und schliefsen die 
einander zugeordneten 
Schwerachsen kk und 
n,n, mit der A-Achse 
die Winkel ak und an 
ein, so ist nach Gl. 1 
S. 32 das Trägheits
moment J„r in Bezug 
auf die n,n, für recht
winklig gemessene Ab
stände

2) J„r = cos2an ■ Jt + sin2a„ • Jy — 2 C-sin an cos a„,

worin Jx, Jy und C die Flächenmomente zweiter Ordnung des 
Querschnittes in Bezug auf das Achsenkreuz A Y sind. Das 
Trägheitsmoment Jn für schiefwinklige Koordinaten im Achsenkreuz 
n,n,, kk erhält man nach S. 14 zu

J„r cos2 an • Jx + sin2 an Jy — 2 Csin an cos «„
3) Jn “ sin= sin2 («* — «»)

cos «„ (J, • cos «„ — Csin «„) — sin an (C cos an — Jy sin «„) 
sin2 (at — «„)

Zwischen den Neigungswinkeln a* und an des zugeordneten 
Achsenpaares n,n, und kk besteht nach Gl. 3 S. 43, wenn man 
cq mit a„, a2 “it vertauscht, die Beziehung

sin a* _ X -tgg„C_ Jx-cosa,,- C-sin«n
4) C-^tga, Ccosan— Jzsinan ’

Unter Beachtung der Gl. 4 läfst sich Gl. 3 in die Form bringen

. Jxcos«n— C-sina»
5) sin (a*—a„)sinat '
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Sind nun und yk die rechtwinkligen Koordinaten des Kern
punktes K, x und y diejenigen irgend eines Punktes P der Null
linie, so erhält man aus der Figur leicht

| yt = —fc-sina* und 
I xk = — k • CO3 at;

ferner y = e sin ak + x • tg an—ecosa*-tgan und daher 
. _ y- cos «n—# sin «„

e~ sin(a* —an)

Aus Gleichung 1, 5, 6 und 7 ergibt sich

1h, =____ —. ^g g" • rp. —__ 1. tg
F y—xtgan' ‘ F y — xtgan '

Für Winkel an = 9O° erscheinen die Koordinaten yk und xk 
in der unbestimmten Form 2? ~ Für diesen Fall bringt man 
Gl. 8 durch Division im Zähler und Nenner mit tg in auf die Form 

8 a) ih, = _ A. ^'^g g»~C ±
F y-Mtgan — x' F yMtga„—x'

Die Gleichungen 8 ermöglichen für eine beliebige durch ihren 
Richtungswinkel ’a„ und die Koordinaten eines ihrer Punkte ge
gebene Nullinie den zugehörigen Kernpunkt zu bestimmen. In 

den Grenzfallen a„ = O und an = 9O° werden y^=----- — und
F-y

C C Jbezw. yk = — —- und xk= — .
x -y r • x x • x

Um für einen gegebenen Punkt Kx des Querschnittsumfanges 
die zugehörige Kernseite nxnx zu bestimmen, sehen wir diese als zum 
Kraftangriffspunkt Kx gehörige Nullinie an und berechnen die 
Abschnitte x0 und y0, welche sie auf den Achsen X und Y ab- 
schnoidet. Vertauscht man in den Gl. 8 die Koordinaten yk und 
xk mit den gegebenen Koordinaten ykl und xkx des Umfangspunktes 
Kx und a„ mit «ni, so erscheinen x und y als laufende Koordinaten 
der zugehörigen Kernseite. Für x=Q erhält man aus der ersten Gl. 8

—V"“—~~“ und .V — 0 aus der zweiten Gl. 
y*\

, =___1 Jytg«^ —C
F xkl tg a„,

Keck, EUatiziUtAlehre. ..17
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Nun ist nach Gl. 3 S. 47, wenn man a2 mit ani und a.

mit a*i 

tgani=

10)

vertauscht, tgani=^—- und da tga4 =^i-, 
C Jv • tg etil

—** *' . Damit nehmen die Gl. 9 die Form an
C-xkl — Jy-ym

1
F C’Xki—Jy'Vk\

1
F C‘ 1/k\ — Jae • Wk[

4. Kerne häufiger vorkommender einfacher 
Querschnitte.

Der Kreis: Je zwei sich rechtwinklig schneidende Mittel

punktsachsen sind Hauptachsen. Nach S. 255 Gl. 1 ist k — ^—^.

7t • r*
Für alle Achsrichtungen ist J=——, A’=^t2, e — r. Der4 

r Kern ist also ein Kreis von Radius k=-r. 4
Der Kreisring: Es sei der äufsere Radius R, der innere r.

Dann ist für alle Achsrichtungen
J — R' + r*

k F-e 4-n\R2—r2)-R 4R '

Für R r—Q (Vollkreis) wird wie vor k = —. Mit wachsendem

r wächst auch k und erreicht seinen Gröfstwert für r = R (unendlich
R dünner Ring); es wird dann k-~-~.

R J 
Für den Kreisring ist also

4 “ ” 2 '

Das Rechteck (Fig. 186): Die den Seiten 
als Nullinien entsprechenden 4 Kernpunkte 
Klt K2 u. s. w. liegen auf den rechtwinklig zu 
den Seiten gerichteten Schwerachsen, welche 
Hauptachsen sind. Der Kern ist ein Parallelo
gramm. Die Kernweiten in beiden Richtungen

Fig« 186.

sind kh dh3 h , hd3 = - 
12-d-h-h/2 6 kj~12-dh-d/2 6'
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Die Richtungsziffer der Kernseiten ist gleich khtkd = 
h
6

6 = h:d;

sie sind also parallel den Diagonalen.

Das Dreieck (Fig. 187): Jede Verbindungslinie (CD) eines 
Eckpunktes mit der Mitte der gegenüberliegenden Seite (A B) bildet 
rfiit der dieser Seite parallelen Schwerpunkts- Fjg i87. 
achse ein zugeordnetes Achsenpaar. Der der 
Seite AB als Nullinie entsprechende Kern
punkt mufs also auf der CD liegen. 
Den Abstand desselben vom Schwerpunkte S, v 

die Kernweite . erhalten wir zu k, = .
‘ e A worin J das Trägheitsmoment in Bezug auf 

die zur AB parallelen Schwerpunktsachse, nach S. 21 J= Jx^ ' 

l = CD und e = 41 ist. Daraus folgt k,—-. Da somit
3 o

DK —e + kl=^l + = ist, so liegt K in der Mitte von 
3 6 2

CD. In gleicher Weise erhält man die den Seiten BC und AC
entsprechenden Kernpunkte und K3.

I-Querschnitt (Fig. 188): Die den Querschnitt umrollende
Nullinie schwingt um die vier äufseren Eckpunkte; jedem derselben 
entspricht eine Kernseite; der Kern ist ein symmetrisches igs.
Viereck, ein Parallelogramm und die Kernweiten sind r ' "1

kk = -^- «nd ^=^7-’ IF-h/Z F-dfr
Mit /t = 30cm, d=14em, J/=12500cm‘, J}z=917em‘ I
und jF’=82cm’ wird Äu = 10,2c,n und kd= l,6cra. R

Pfeilerquerschnitt (Fig. 189): Die Nullinie dreht 1 —
sich um die Eckpunkte 1—8; jedem derselben entspricht eine Kern
seite. Der Kern ist ein symmetrisches Achteck. Die Symmetrie-

achsen sind Hauptachsen. Es ist Jx — Jj— 6m‘
9.03 0.13

und Jy =-—==1,5
1 Ai 1 u

1-43 2-0,5-2’
12 12

Die den Querschnittsseiten I und V sowie III und IV als 
Nullinien entsprechenden Kernpunkte 1’ und 5' bezw. 3’ und 7'

17*
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liegen auf den Hauptachsen. Für erstere erhält man aus Gl. 8
mit C<= 0, a„ = 0, tg % = 0 und 

1 6
yk = + ß • 5 = + 0,50 m und für letztere 

aus Gl. 8a mit an = 90°, cotga„ = O, 
x = + 1,0 ", die Abscisse

-1 1,5 —■n=4-ä •“ = 4-0,25 m.6 1
Für- den der Nullinie II entsprechenden 
Kernpunkt 2' erhalten wir aus Gl. 8

’ .. . 2
mit tg an = - == 2 und (für Punkt 1)

y = 2“, x —— 0,5m die Koordinaten 
1 6
6 2 -(-0,5-2) ■ 0,33 ”

und
1 / -1,5-2 \

y=+2fl die Ordinate 
Fig. 189.

W rm

74-
51

<2‘

'0,5^ 10^0,5^

v"2m

—Zfl -I/
/w im

' 14

In gleicher Weise erhält man für die Nullinien IV, VI und 
VIII die Kernpunkte 4', 6' und 8' mit den absolut genommen 
gleichen Koordinaten. Für die dem Eckpunkte 1 mit den Koordinaten 
?/ = 2m und x= — 0,5m entsprechende Kernseite I' erhält man 
nach Gl. 10 die Abschnitte auf den Koordinatenachsen

1/0— Jt‘Jv -1 —6
0,5m und

1 /O —= 
F ' 0 — J^x^

— 1.5
0,5 4-0,5m.

1
6

_T-Querschnitt (Fig. 190): Die Nullinie schwingt um die Eck
punkte 1, 2, 3, 4, 5 und 6; der Kern ist ein unregelmäfsiges Sechseck.

In Bezug ein rechtwinkliges Achsenkreuz XY ist in Beispiel 5 
S. 45 für den dort angenommenen Querschnitt ermittelt ./x = 238 c"‘‘, 
jy = 65cm’, C'=954, F= 16,4 cm‘.

Für die Seite I als Nullinie ist an = 0, tg-a„ = O. Mit a? = 0 
und y = 5folgt aus Gl. 8

1 238 — 0 — 2,9 cra,16,4 ~ 5
1 95

— 1,16 cra.
16,4 5
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Für die Seite II ist tgan = — = 2,15 und demnach mit 

y = 5e“, x = —0,4cm die Koordinaten des zugehörigen Kernpunktes

Für die Seite III ist an = 90», cotgan = o und nach Gl. 8 a 
mit y= — 5cm, x=— 4,ecm -

1 — 95 
y‘=“16r-4Z=’ + 1’2ÖC,n 

„ _ 1 - 65
‘~-i6T’4r=+0-86Cra-

Für die den Seiten IV- VI entsprechenden Kernpunkte er
geben sich absolut gleiche Koordinaten mit entgegengesetzten 
Vorzeichen.

Es mögen hier noch die Abschnitte y0 und x0 berechnet werden, 
welche die dem Eckpunkte 1 entsprechende Kernseite auf den 
Koordinatenachsen abschneidet. •
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Mit y^ = 5cm und = — 0,4om wird nach Gl. 10
1

y<,~ 16,4
952 — 238 * 65 1nDpm----- :-------- --------- = — 1,08 cm 

-95-0,4 —65-5
952—238-65 Ao

95-5 + 238-0,4 ’ ’

und

Unsymmetrischer Pfeilerquerschnitt (Fig. 191): Die Schwer
punktshauptachsen des Querschnitts und die halben Achsen a und 
b der Zentralellipse seien nach dem im ersten Abschnitt S. 30—38 
entwickelten Kegeln bereits ermittelt.

Die Bestimmung des Kernes soll durch Zeichnung geschehen. 
Wir machen und I3S—b und bestimmen nach Anleitung
der Fig. 184 (Regel 1 S. 254) für die Seiten I und III die Kern
punkte 1' und 3', ebenso für die Seiten II und V die Kernpunkte 
2' und 5'. Da hierbei die Schnittpunkte der Seiten II und V mit 
der Hauptachse I nicht auf das Zeichenblatt fallen, so sind die 
Seiten in die halbe Entfernung von S parallel verschoben und in

II V
dieser Lage mit und — bezeichnet (vergl. S. 255 n = 2).

Da dies Verfahren bei der mit der Hauptachse II fast parallelen 
Seite LV nicht wohl anwendbar ist, so bestimmt man zweckmäfsig 
nach der Regel 2 S. 254 zu den Querschnittseckpunkten 3 und 4 
die Kernseiten III' und IV. Diese bestimmen dann den Kern
punkt 4' und müssen, wenn die Zeichnung genau ausgefallen ist, 
durch die schon bestimmten Kernpunkte 3' und 5' gehen.

5. Benutzung des Kernes zur Bestimmung der 
Normalspannungen.

Nach Gl. 12 S. 255 ist die durch eine in einem Querschnitts
punkte b angreifende Normalkraft N in irgend einem Querschnitts

punkte erzeugte Normalspannung a— ~ + ff darin bedeutet 
Jx

yn die Ordinate des Kraftangriffspunktes b, y diejenige des Punktes, 
in welchem die Spannung o auftritt, bezogen auf ein zugeordnetes 
Achsenkreuz, dessen Y-Achse mit der Kraftlinie bS zusammenfällt, 
und J, das Trägheitsmoment des Querschnittes in Bezug auf die 
X Achse für parallel den Achsen gemessene Koordinaten.
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FQr y — Ci und y^~e2 ergOben sich die Handspannungen

Nach den Ausführungen auf S. 230 und S. 250 besteht nun 
zwischen den Kernweiten in der Richtung der Kraftlinie (F-Achse), 
den äufsersten Faserabständen et und e2, dem Trägheitsmoment Jz 
und der Querschnittsfläche F die Beziehung

~ und k2 • F— — (vergl. Fig. 192).

Die Widerstandsmomente in der Richtung der Kraftlinie sind 
also JF1 = A:1F und W2 = k2F. Damit erhält man die Rand
spannungen zu

H)

N N-yn
F H
N N-
F~ H

n (ki +y»\
F \ ki /
N (k2—y»\ 
F \ k2 /

und

2

Wie in Fig. 170 für symmetrischen Querschnitt und Kraft
angriff, so lassen sich hier die Randspannungen ot und o2 lQr be- 
liebige Querschnittsform und Kraftangriff durch Zeichnung er

mitteln, indem man wie dort SO= ~ und x der Kraftlinie bS -T
macht, von den Kernpunkten 1 und 2 in der Richtung der Kraft
linie aus durch 0 gerade Linien zieht, welche eine in b zur Kraft
linie bS Senkrechte in hi und h2 schneiden. In bhi=^i und 
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bh2 = o2 (Fig. 192) erhält man die Handspannungen. Für die 
Ausführung dieser Spahnungsermittelung ist ersichtlich nur die 
Kenntnis des Kerns und die Lage des Kraftangriffspunktes b er
forderlich.

Die Produkte N-(A^+i/n) und N-(k2—yn) nennt man die 
„Kernmomente“ der äufseren Kräfte in Bezug auf den Quer
schnitt. Bezeichnet man sie mit und JA., so schreibt sich Gl.

o
12) '

o _ = 
2~" F-k2 Bj ’

worin, je nachdem yn>k2 ist und die Randspannungen
und c2 gleichsinnig oder ungleichsinnig sind. Mit yn = — k{

und mit yn — k2 wird a, bezw. o2 gleich Null, die Spannung im 
ganzen Querschnitt gleichsinnig. «

Bezeichnet man das in der Kraftebene wirkende Moment 
, N-yn der äufseren Kräfte mit AZ, so nimmt Gl. 12 die Form an

_ N M N M
' ‘ 1 ”■ F+F-k{

N M N , M

Mit 7V=0 entsteht reine
= M _ „

14)
_ AZ _ M

02 F-k2'

Die Form F-k, in welcher das Widerstandsmoment des Stab- 
querschnittes hier auftritt, läfst die Abhängigkeit desselben von 
der Kernweite und damit von der Richtung der Kraftlinie erkennen 
und man könnte aus der Kernlinie durch einfache Multiplikation 
der verschiedenen Kernweiten (Fahrstrahlen der verschiedenen 
Kernpunkte) mit der Querschnittsfläche leicht eine B-Linie oder 
B-Fläche ableiten. Wir wollen indes hier nur vermerken, dafs 
der Kern die Ermittelung des Widerstandsmomentes und damit des 
Biegungswiderstandes in der Richtung einer beliebigen Kraftlinie, 
bzw. für eine beliebige Angriffsebene der äufseren Kräfte in der 

B2 F F-k2

Biegung und' wird
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Form F-k in bequemster Weise ermöglicht und dafs der Biegungs
widerstand für diejenige Richtung der Kraftlinie seinen Gröfst- und 
Kleinstwert annimmt, für welche die Kernweite k zu einem Maximum 
oder Minimum wird.

Man erkennt daraus z. B. leicht, dafs ein rechteckiger Stabquerschnitt 
in der Richtung rechtwinklig zu seinen Diagonalen den kleinsten und in der 
Richtung seiner Höhe den gröfsten Biegungswiderstand zu leisten vermag.

In Beispiel 3 S. 248 war für einen im Querschnitt _f"-förmigen Balken 
auf zwei Stützen von 200 em Weite das Biegungsmoment in der Mittelebene 
des Steges für eine gleichmäfsige Belastung von 3 kg f. d. cm zu 15000em/kg 
berechnet. Für die dort angenommenen Querschnittsabmessungen wurde auf 
S. 262 die Kern weite in der Richtung des Biegungsmomentes zu l,oscm er
mittelt, während die Querschnittsfläche 2<’=l6,«cm’ betrug. Dem entspricht 
ein Widerstandsmoment IF= 16,v 1,o8 = l7,icm>. Daraus ergibt sich bei fast 
völliger Übereinstimmung mit Beispiel 3 S. 248 eine Randspannung

_ M _ 15000
17,7 = 850»t.

d) Wirkung von Druckkräften aufserhalb des Kernes bei stab- 
förmigen Körpern ohne Zugfestigkeit.

Wie auf S. 231 u. S. 252 dargelegt, ruft jede aufserhalb des 
Kernes angreifende Normal- oder Längskraft in einem Querschnitte 
nicht nur Spannungen in ihrem Sinne, sondern auch im entgegen
gesetzten Richtungssinne wach; eine Druckkraft erzeugt also auch 
Zugspannungen. Kann der Körper solche nicht aufnehmqn, so wird 
ein Teil des Querschnitts unwirksam; wirksamer uud unwirksamer 
Teil desselben werden durch eine Nullinie getrennt, deren Lage die 
Bedingung erfüllen mufs, dafs die Mittelkraft der entstehenden 
Druckspannkräfto in die Richtungslinie der angreifenden Kraft fällt, 
diese durch den Schwerpunkt des Druckspannungskeiles geht, dessen 
Schneide die Nullinie bildet.

Bei symmetrischem Stabquerschnitt und symmetrischem Kraft
angriff ist die Richtung der Nullinie, weil senkrecht zur Kraftlinie, 
bekannt und ihre Lage, sowie die eintretenden Spannungen lassen 
sich nach den Darlegungen S. 233 beurteilen. Sind Querschnitts
form und Kraftangriff’ nicht symmetrisch sondern beliebig, so ge



V d. Druckkräfte mit Ausschlufs von Zugsp. aufserhalb des Kernes. 267

Fig. 193.

staltet sich die Ermittelung der Nullinie und der Spannungs
verteilung im wirksamen Teil des Querschnittes wie folgt:

1. Analytisches Verfahren. .
A N (Fig. 193) sei die gegebene oder versuchsweise ange

nommene Nullinie, und der wirksame Teil des Querschnittes, bezw. 
der Spannungskeil, liege rechts derselben. Wir 
beziehen die Kräfte auf ein beliebiges Koordi
natenkreuz in der Querschnittsebene, dessen 
V-Achse mit der Nullinie zusammenfällt. 

Die Mittelkraft N aller Spannkräfte mufs 
gleich der angreifenden Kraft sein; das ergibt 
die Gleichung 
1) iV^Jo-dF.
Sind ferner xm und die Koordinaten des 
festgelegten Spannungsmittelpunktes b, dann müssen in Bezug auf 
die beiden Koordinatenachsen die Momentengleichungen bestehen

x | N-x„ = Ja-dF‘X
I N‘ym = Sa‘<lF-y- 

Ist Oy die Randspannung im gröfsten Abstande e von der Null
linie, so ist die Spannung o in einem Abstande x von derselben 
o = A..x un(} daher nach Gl. 1 u. 2 

e

3) 
e c

4) = =
c e

5) y-ym = °^-SdF.x.y = ^-.Cx>,
e e

worin S das stat. Moment, .7 das Trägheitsmoment des wirksamen 
Querschnittes in Bezug auf die Nullinie sind und Cxv das Zentrifugal
moment desselben in Bezug auf das gewählte Achsenkreuz ist. 
Aus Gl. 3, 4 u. 5 folgt nun

durch die Nullinie

e- N “ ‘
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Fällt der nun durch seine Koordinaten und ym bekannt ge
wordene Spannungsmittelpunkt b{ mit dem Angriffspunkte b der 
Kraft zusammen, so ist die versuchsweise angenommene Nullinie 
die wirklich eintretende und die Randspannung cf kann nach Gl. 6 
berechnet werden.

Findet eine solche Übereinstimmung nicht statt, so mufs eine 
veränderte Annahme für die Nullinie gemacht und die Unter
suchung wiederholt werden.

Analytisch gestaltet sich danach die Ermittelung der wirk
lichen Nullinie und der gröfsten Randspannung cf, wenn Quer
schnitt und Kraftangriff unsymmetrisch sind, im allgemeinen um
ständlich. Nur in dem Falle, wo bei einem vieleckigen Querschnitte 
die Nullinie NN, (Fig. 194) ein Dreieck BNNt abschneidet, 
kommt man einfacher zum Ziele. Der Spannungs
mittelpunkt ist stets als der der Nullinie ent- Flg' 194,
sprechende Kernpunkt des wirksamen Querschnittes 
anzusehen. In Fig. 194 mufs daher b auf der 
Mitte der Schwerlinie AB des Dreiecks liegen 

• B Nund daher, wie leicht ersichtlich, u = —r-t und 4
BN .

t = —— sein. Man kann daher aus der gegebenen

Lage des Kraftangriffspunktes b die Lage der Nullinie leicht be
stimmen, indem man BN{~iu u. BN—it macht. Der Span
nungskeil hat jetzt die Form einer dreiseitigen Pyramide von der 
Grundfläche NB A^ und der in B stattfindenden Randspannung 
cf als Höhe. Ist daher F die Fläche des Dreiecks, so mufs

p. a • 3 N
sein N= „ 1 und daraus c.' =—. Ist 

3 * F
a der Winkel NB N\, so wird
v 4»-4<-sina .
J = -------~-------= 8 • u • t • sm a und somit

' = £ • —. Mit a = 90 0 (Fig. 195)
8 wOsma ' 6 '

. . , 3 Nwird -a.' = ------- .

Fig. 195.
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2. Graphisches Verfahren (Fig. 196).
In allen Fällen, wo die rechnerische Bestimmung der Nullinie 

und der Spannungen zu einer aufserhalb des Kernes angreifenden 
Druckkraft Schwierigkeiten macht, führt das auf S. 236 für sym
metrischen Querschnitt und Kraftangriff erläuterte graphische Ver
fahren nach einer entsprechenden Verallgemeinerung auch für be
liebige Querschnittsformen und Kraftangriffe bequemer zum Ziele.

Bei symmetrischem Kraftangriff war die Kichtung der Null
linie als senkrecht zur Symmetrieachse des Querschnittes von vorn
herein sicher erkennbar, bei unsymmetrischem Kraftangriff ist dies 
im allgemeinen nicht der Fall, man hat vielmehr zunächst eine 
Richtung n'ri der Nullinie versuchsweise anzunehmen und danach 
deren Lage zu bestimmen. Dies kann dann genau wie in Fig. 171 
S. 236 geschehen, indem man zu dem Querschnitt in solcher Aus
dehnung eine Seillinie, bezw. ein Seileck AGB zeichnet, dafs der 
voraussichtlich wirksame Teil desselben sicher einbegriffen ist. Zu 
diesem Zwecke zerlegt man den Querschnitt in kleine, der ange
nommenen Nullinienrichtung n n' parallele Flächenstreifen AFh

.... und sieht diese als Kräfte parallel der ri ri wirkend an. 
1-2-3 ... ..10-11 ist das entsprechende Krafteck, O der Pol, 
H die Pol weite. Zieht man nun durch den gegebenen Kraft
angriffspunkt b, der zugleich Spannungsmittelpunkt sein mufs, eine 
Parallele zur angenommenen Nullinienrichtung ri ri bis zum Schnitt
punkte C mit der ersten Seilecksseite I, bezw. mit der Tangente an 
die Seillinie in A und von C aus eine Gerade CD so, dafs Fl. ACE 
= FL DFG wird, so mufs die Nullinie nn durch D gehen und 
ist damit gefunden, vorausgesetzt jedoch, dafs die angenommene
Richtung ri ri derselben richtig war. Zum Beweise für die dann 
auch richtige Lage der gefundenen Nullinie nn haben wir bei den 
aus der Fig. ersichtlichen Bezeichnungen, das Trägheitsmoment des 
wirksamen Querschnittes in Bezug auf nn nach S. 24

J = 2H-Fl. J. EG DF— 2 H- Fl. CD F= 2 U = II-u x'm

und das statische Moment Danach ist gemäfs Gl. 7

Die durch die Zeichnung gefundene Entfernung a?, der Nullinie nn 
vom gegebenen Spannungsmittelpunkte b und damit die Lage der
selben ist also für die angenommene Richtung zutreffend.
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Es bleibt nun noch zu untersuchen, ob diese Richtung selbst 
richtig gegriffen war. Zutreffenden Falls mufs der der gefundenen 
Nullinie entsprechende Spannungsmittelpunkt b{ mit dem gegebenen 
wirklichen Spannungsmittelpunkte b, welche nach obigem beide auf der 
Geraden Cb liegen, genau zusammenfallen, die Mittelkraft N aller 
Spannkräfte durch b gehen. Die auf die Flächenteile AF2 

u.s. w. wirkenden Spannkräfte berechnen sich zu zf= al,'~--dFl,

A N2 = a/• JF2 u.s.w. Verlängert man die Seiten des Seil

ecks I, II, 111.... IX bis zum Schnitt mit der Nullinie nn, so 
entstehen auf derselben die Abschnitte l'-2', 2'-3'. . . . 8'—9' 
und es ist ersichtlich das statische Moment x1 •AFi =

a?2-JJ’2 = 2'-3'-I7 u. s. w. Danach ist J W, = l'-2',

d N2 = 0/ • ~~ • 2'-3' u. s. w. Die Spannkräfte d , d N,.... d

werden also aus den Abschnitten l'-2', 2'-3' u. s. w. erhalten

durch Multiplikation mit derselben Konstanten a,'- — . Sehen wir 
e

diese Konstante als Krafteinheit an, so erscheinen die Kräfte d , 
d A2 u. s. w. je durch einen der Abschnitte l'-2', 2'-S' .... 8'-9' 
ausgedrückt und man kann den Streckenzug 1'-2'-5'.... 9’ als 
ein den Kräften entsprechendes Krafteck ansehen. Denkt man sich 
nun die einander parallelen Kräfte d A\, dA2.... um ihre An
griffspunkte 5lt Ä2 u. s. w. (Schwerpunkte der Fl. dFlt 4F2....) 
einmal parallel der Nullinie nn und ein anderes unter irgend einen 
geeigneten Winkel a (etwa 45°) gegen dieselbe gedreht und in 
beiden Lagen ein Seileck zu den Kräften gezeichnet, so erhält man 
dadurch in bekannter Weise den Angriffspunkt bi ihrer Mittelkraft, 
den der Nullinie nn entsprecftnden Spannungsmittelpunkt. Da 
indes die Gerade bC als geometrischer Ort des Punktes bt durch 
Zeichnung der Seillinio AGD schon bekannt geworden ist, so hat 
man nur noch nötig, das zweite der vorgenannten Seilecke I', IB, 
Ul'.... zu zeichnen.

Das geschieht am bequemsten, indem man nach Wahl eines 
beliebigen Poles 0' die den Polstrahlen I', II', Ul'.... ent
sprechenden Seilecksseiten I', II', III'.... um den gleichen 
Winkel a (siebe Fig.) gegen die Polstrählen dreht, als die Kräfte
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dNlt JjV2 ... gegen die Richtung der Nullinie nn gedreht wurden. 
Eine Parallele zu dieser zweiten Kraftrichtung durch den Schnitt
punkt L der äufseren Seilecksseiten I' und IX' schneidet die Gerade 
bC in b{, dem der angenommenen Nullinie entsprechenden Spannungs
mittelpunkte. Fällt dieser wie in der Figur mit dem wirklichen 
Spannungsmittelpunkte (Kraftangriffspunkte) b zusammen, so ist auch 
die angenommene Nullinienrichtung n'n' richtig und die durch Zeich
nung erhaltene Nullinie nn die wirkliche. Weicht b{ in seiner 
Lage auf der Geraden bC wesentlich von b ab, so hat man eine 
etwas veränderte Nullinienrichtung anzunehmen und die Konstruktion 
Zu wiederholen, bis ein befriedigendes Zusammenfallen von bx mit 
b erreicht ist. Eine geringe Abweichung hat auf die Bestimmung 
der Randspannung o/ keinen wesentlichen Einflufs und kann meist 
in Kauf genommen werden. Wählt man, wie es meist ratsam, die 
Richtung der Nullinie zunächst in Übereinstimmung mit derjenigen 
Nullinie n/n/, wie sie unter Annahme von Zugspannungen der 
Kraftlinie bS entspricht, so kommt man der wirklichen Richtung 
meist ziemlich nahe. In welchem Sinne bei erforderlich werdender 
Korrektur die Drehung der zuerst angenommenen Richtung der 
Nullinie zu erfolgen hat, erkennt man leicht aus der vorhandenen 
Abweichung der Punkte b{ und b. Ein Verfahren, die erforderliche 
Korrektur der Richtung von vornherein schärfer auszuführen, enthält 
Müller-Breslau, Graph. Statik I 3. Aufl. S. 90.

Ist die wirkliche Nullinie so mit befriedigender Genauigkeit 
gefunden, so bestimmt sich die Randspannung in genau gleicher 
Weise wie in Fig. 171. Man macht ni — u, dazu senkrecht 

N— und zieht durch n und k die Gerade nc bis zum Schnitt 

mit der in f Senkrechten zur nf- dann ist fc = ax'.

Fig. 19G stellt den Pfeilerquerschnitt aus Beispiel 1 S. 247 dar; nfnf 
ist die dem dort gegebenen Lastangriffspunkte b beim Vorhandensein von 
Zugspannungen entsprechenden Nullinie.

Die zunächstige Benutzung dieser Richtung führte zu der Nullinie n,«, 
und zu dem ihr entsprechenden Spannungsmittelpunkt bf. Eine Änderung 
der anfänglichen Richtung von »»,'»>,' in n'n' ergibt die Nullinie nn und den 
mit b so gut wie genau zusammenfallenden Spannungsmittelpunkt b*.

Im Krafteck sind die Flächenteile J F auf eine gemeinsame Basis von 
2 ™ reduziert und die Polweite H ist zu 5 angenommen. Die mafsstäbliche 
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Aufzeichnung ergibt u = 3,i”> und e = 3,8S“. Der Normalkraft #=394 ‘ 

entspricht ein ~ =78,8ks/m>=7,88»t und man erhält eine gröfste Druck-
Ji u

Spannung
N e 7,88-3,ss—. — = — „ - = rot 9,8 »t.
H u 3,i

e) Einflufs der Formänderungen auf die Normalspaunung.

Bei Ableitung der Regeln zur Bestimmung der Normal-. 
Spannungen o aus der sie erzeugenden Normal- oder Längskraft N 
der äufsern Kräfte (Gl. 8 S. 242 u. Gl. 12 S. 245) ist der Einflufs 
der durch die letztem hervorgerufenen Formänderungen auf die 
Spannungen o nicht berücksichtigt, Lage und Richtung der an
greifenden Kräfte als unveränderlich angenommen. Tatsächlich 
findet mit dem Eintritt der Spannungen eine elastische Form
änderung und damit eine gewisse Verschiebung und Richtungs
änderung der angreifenden Kräfte in Bezug auf die Stabquerschnitte, 
in welchen die Spannungen bestimmt werden sollen, statt und es 
bleibt noch zu untersuchen, welchen Einflufs diese Vorgänge auf 
die Normalspannungen haben. Vorweg mag bemerkt werden, dafs 
der Einflufs bei im Vergleich zu ihren Querschnittsabmessungen 
verhältnismäfsig kurzen Stäben in vielen Fällen der Anwendung als 
unerheblich aufser Acht bleiben kann, bei längeren Stäben aber 
unter Umständen Berücksichtigung fordert.

Die eintretenden Formänderungen bestehen im allgemeinen
1. in einer Gleitung (Parallelverschiebung der Querschnitte) 

infolge der wirkenden Querkraft (Q = Ji • sin S. 226),

2. in einer Dehnung infolge der wirkenden Normal- oder 
Längskraft (N= R-costp S. 242) und

3. in einer Biegung infolge des Biegungsmomentes (Jf, bezw. 
N-yn und N-xn S. 242).

Der Einflufs der unter 1 und 2 genannten Formänderungen 
ist in den meist vorkommenden Fällen der Anwendung unerheblich, 
verschwindend und soll hier daher nicht weiter verfolgt, die Unter
suchung vielmehr allein auf den Einflufs der Biegung infolge einer
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der Stabachse parallelen und in irgend einem Abstande von derselben 
wirkenden äufsern Normal- oder Längskraft beschränkt werden.*)

Wir setzen hier demnach als einzige äufsere Kräfte zwei ent
gegengesetzt gleiche, etwa in den Endquerscbnitten des Stabes in 
irgend einem Abstande c von seiner Achse angreifende Normal
oder Längskräfte N voraus. Der Stabquerschnitt werde zunächst 
symmetrisch zur Kraftlinie und zu seinen Hauptachsen angenommen 
(Fig- 197).

Die Stabachse nimmt infolge 
des herrschenden Momentes bei den
gemachten Annahmen eine ebene 
Krümmung an und die Biegungs
linie soll auf ein in ihrer Ebene 
gelegenes rechtwinkliges Achsen
kreuz XZ bezogen werden, das die 
aus der Figur ersichtliche Lage hat.

Der Hebelsarm der Kraft N 
in Bezug auf die Schwerpunkte der 
einzelnen Stabquerschnitte ist gleich 
der veränderlichen Ordinate in der 
Biegungslinie. Ist diese also be
kannt, so lassen sich die Spannung
verhältnisse in den einzelnen Stab
querschnitten nach den Ausführungen 
unter a, b und c leicht ermitteln. 
Nach G. 4 a S. 227 ist in einem be
liebigen Querschnittspunkte

F J
■ und für z = + e die Randspannungen 

- _ N , N-z»
i F~ J/e •

Fig. 197,

»

Ist N positiv, eine Zugkraft (Fig. 197 a), so nehmen die Ordi- 
naten zn von den Stabenden nach der Mitte hin ab und damit bei 
prismatischer Stabform auch die Randspannungen. Der an den

*) Die Biegung infolge einer zur Stabachse senkrechten Kraft ist in den 
meisten Fällen der Anwendung (kleine Durchbiegung) auf die Berechnung der 
Spannungen ohne wesentlichen Einflufs (vergl. S. 81).

Keck, ElastizitAtslehre. 18
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Stabenden auftretende Gröfstwert der letztem ist also eben so grofs 
als er ohne Berücksichtigung der Biegung in allen Stabquerschnitten 
sein würde. Dieser Belastungsfall durch eine exzentrische Zugkraft 
erfordert daher für die Anwendung eine weitere'Untersuchung nicht 
und wollen wir ihn deshalb hier ausscheiden.

Ist Ar dagegen negativ, eine Druckkraft (Fig. 197 b), so nimmt 
zn nach der Stabmitte hin zu; die Randspannungen o, und o2 
stimmen nur in den Endquerschnitten mit den ohne Berücksichti
gung der Biegung sich ergebenden überein, werden aber nach der 
Stabmitte hin mehr oder weniger erheblich gröfser als diese und 
die Kenntnis der in der Stabmitte auftretenden Gröfstwerte ist 
daher von Wichtigkeit.

Für die Biegungslinie gilt, abgesehen von der eintretenden 
geringen Verkürzung des Stabes, die S. 87 abgeleitete Grund- 

, . , d^z» M gtatag

Mit — N-zn wird, wenn man -^= = ~ö setzt,JE r*
i \ d2 zn  zn

’ dx2 “ 7*
oder, beiderseits mit dzn multipliziert,

dzn d2 zn j zndzn 
dx dx r2

und daraus durch Integration
dzn\2_ 
dx) r2

d zn
Für — = 0, d. i. in der Stabmitte, nimmt zn seinen Gröfstwert an.

a2Bezeichnen wir diesen mit a, so wird C=—^ und wir erhalten’ 
r2

nach Einsetzung dieses Wertes und entsprechender Ordnung

2) j = ~~ • Die weitere Integration liefert

9 v
3) arc sin — = — + C! oder

a r
A X • I i zv \ • Oß zv i • zv4) — = sin —I- 0. = sin — • cos C, + cos — • sin C..a \r / r r
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Für x — 0 wird si^ —= 0, cos —=1 und zn nimmt seinen 
r r

Kleinstwert c an; es wird — = sinCj. Für x = l wird gleichfalls 
z„ — c und daher nach Gl. 4

COS-
cos^

. I sm- 
r

C . 21 
— • tg — 
a b r

Die Gleichung der Biegungslmie lautet daher
. x , l , xzn — sin — • c • tg — + cos — • c.r 2r r

biegung 
6)

Daraus folgt für die Stabmitte mit x = die gröfste Aus-

7)

a = c • sin • tg — + c • cos • und 2r 2r 2r
c

mit -We
cos

Bei der Ausrechnung des Wertes für a kann man mit ge
nügender Annäherung den eos-Wert des Nenners durch die ersten 
beiden Glieder der cos-Reihe ersetzen, so dafs

Q\ 1 i 1

I 10000 , 10,85 • 10000^ _ — 57,s *t
\ 25» ± 25’ + 25,7»f

Für 1 = 10m = 1000cm wird a=12,scm und
/10000 12,5-100001—64 »t
\ 25’ - 25’ 1 +32«f

8) l2 N
»JE "'ti-

a =

2

1

Die gröfsten Randspannungen in der Stabmitte ergeben sich zu

Eine hölzerne Säule von quadratischem Querschnitt 25/25 ™ und einer 
Länge l — 500cm, wird in ihren Endquorschnitten je von einer Druckkraft 
N——10000 ks so ergriffen, dafs e = 10cm wird.

Damit wird
10

cos 250 cos 250 • 10000 
120000-25«

10 10
COS 0,4 0,921

= 10,85 cm und

18»
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Ohne Berücksichtigung der Biegung in beiden Fällen 
/10000 , 10 • 10000 \ _ — 54,4 “ 

"l“ \ 25» ± 25’ /~+22,s»f

Es mag hier noch bemerkt werden, dafs bei kleinen Exzentritäten 
c für den Kraftangriff und bei langen Stäben die Beurteilung der 
Tragsicherheit eines Stabes vielfach zutreffender nach den weiter 
unten abzuleitenden Regeln für die Zerknickung beurteilt wird als 
nach Gl. 9. Eine Vergleichsrechnung hat gegebenen Falls zu ent
scheiden (vergl. Beispiel 2 S. 277 u. 289).

Ist der Stabquerschnitt nicht symmetrisch in Bezug auf die 
Kraftebene (Fig. 198), so ist nach den Ausführungen unter b (S. 245) 
auch die Spannungsnullinie oder 
die Biegungsachse der einzelnen 
Querschnitte nicht senkrecht zur 
Kraftlinie, die Ausbiegung er
folgt nicht in der Kraftebene, 
sondern die Ebene der Biegungs
linie ist senkrecht zur Nullinie 
gerichtet, welche letztere eine der 
Kraftlinie zugeordnete Richtung 
aufweist. z„ ist senkrecht zu der 
der Nullinie parallelen Schwer
achse n,n, zu messen und auf 
diese auch das Trägheitsmoment./ 
zu beziehen, so dafs in Gl. 9 
J mit J„r zu vertauschen ist.
Für die Randspannungen und <r2 hat man jetzt aufserdem im 
allgemeinen zwei verschiedene Abstände et und e2 zu unterscheiden, 
beide gleichfalls senkrecht zur n,n, gemessen.

Es wird dann für die Stabmitte

10)

n)
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Ein 2,oo m langes ungleichschenkliges Winkeleisen 10X15X1,» cra stark 
(Fig. 198) wird im Punkte b im Abstande c=5cm von seinem Schwerpunkte, 
parallel dem längeren Schenkel gemessen, von einer Normalkraft N= — 5000 kg 
(Druckkraft) ergriffen; welche gröfsten Spannungen und <r2 treten ein? 
Die Rechnung ergibt ^ = 890«“*,  Jy = 295«“*,  = 275cm<, p—35,!Sen<

• Die Sicherheit des Winkeloisens gegen Zerdrücken ist also bei einer 
Festigkeit des Stoffes von 3500 »* eine = 6'/»fache. Bestände der Stab 
aus Gufseisen mit einer Druckfestigkeit von 7000at und einer Zugfestigkeit 
von 1300 so würde die Sicherheit gegen Zerdrücken eine 13 fache

3*5 7

und gegen Zorreifsen nur eine = rund 9fache sein; trotzdem der Stab von 

einer Druckkraft ergriffen ist, würde seine Zerstörung durch Zerreifsen er
folgen. In Wirklichkeit ist wegen der eintretenden Knickwirkung die Sicher
heit gegen Bruch erheblich geringer (vergl. Beispiel 4 S. 289).

f) Zentrische Druckbelastung; Knickung.

Wird bei der unter e behandelten Angriffsart eines Stabes 
durch eine negative Längskraft (Druckkraft) parallel der Achse des
selben im Abstande c von dieser c = O, so geht der Kraftangriff 
in einen zentrischen über (Fig. 199). In Gl. 7 S. 275 wird, solange 
der Nenner des Bruches auf der rechten Seite gröfser als Null ist, 
mit c auch a gleich Null. Theoretisch liegt demnach ein Anlafs 
zum Ausbiegen des Stabes nicht vor und man müfsto erwarten, 
dafs bei hinreichender Steigerung der achsialen Druckkraft' eine 
Zerstörung durch Zerdrücken erfolgen würde. Infolge unvermeid
licher Ungenauigkeiten im Kraftangriff, oder geringer Ungleich- 
mäfsigkeit des Stoffes, aus dem der Stab besteht, tritt indes er- 
fahrungsgemäfs, wenn seine Länge im Vergleich zu seinen Quer
schnittsabmessungen ein gewisses Mafs überschreitet, bei hinreichender

und für die Richtung der der Y-Achse als Kraftlinie zugeordneten Schwer-

achsc n, n, tg a, 
_ = 335 <™‘.

7^-= ^ = 1,07», an = 47’. Nach Gl. 1 S. 32 wird 
O - < 3 •

Aus Gl. 10 folgt
5 • sin 47 0a = 5 • 0,73 5 • 0,73 „=----------=---------7---- = 3 « cm

cos -0,s7 cos 15° 30’ ’200 / 5000
co8‘ 2 ■ r 335-2000000

Ferner ist e, = 6,7«», e2 = 5,scm, also
(5000
135,»»

Ü j /5000 3,o-50001 , ,JO ,)=-537“ und -w-)=+143»t.3,s • 5000' 
335/6,7 i
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Gröfso der Kraft N seitliche Ausbiegung, Knickung ein (vgl. S. 51), 
die sich auch theoretisch wie folgt erklärt: Erreicht nämlich die
Druckkraft N ein solches Mafs, dafs in Gl. 6 u. 7 

1 1 1/^ A

1 1/ N
Setzt man ~ = 1/ — (vergl. S. 274) in Gl. 1 ein und löst für N 

auf, uo felgt
I) *---------- p------ ■

Eine solche Achsialkraft N, und natürlich auch jede gröfsere, ver
mag danach dem Stabe jede beliebige Ausbiegung a beizubringen, 
ihn also auch zu brechen, zu zerknicken.

Über die Bedeutung der Zahl n gibt die Biegungslinie, bezw. 
deren Gleichung Auskunft, die wir aus Gl. 4 S. 274 mit c = 0 wie 

folgt erhalten: Für x— 0 wird zn = c = 0, sin —= 0, cos —=1; 

daher RinCj = O, ^=0 und cosCi = 1. Als Gleichung der 
Biegungslinie für achsialen Kraftangriff ergibt sich somit unter 
Beachtung der Gl. 1 
ox , _ _  . x-nn2) -n — a-sin — = a-sin—;,

r l

wird, so vermag sie dem Stabe jede Ausbiegung a 
beizubringen, denn mit c = 0 wird nach Gl. 7 0-a=0, 
was der Forderung der Gleichung genügt. Einer 
solchen Kraft gegenüber befindet sich der Stab auch 
bei völlig gleichmäfsigem Stoff und genau zentrischem 
Kraftangriff bezüglich der Aufhebung der äufsern und 
innern Kräfte im unsichern, labilen Gleichgewicht 
und jede noch so kleine Abweichung von dem ge
dachten genauen Zustande führt zu einer mehr 
oder weniger plötzlichen Ausbiegung. Die Kenntnis 
der kleinsten Druckkraft N, welche solche herbei
zuführen vermag, erhält man aus der Bedingung 
cos —= 0, d. i. cos-^-= 1, der zufolge

l -
— — tt oder

1) J
— = nn sein mufs.

Fig. 199.
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deren geometrischer- Ausdruck im allgemeinen eine Wellenlinie ist;

denn alle Punkte derselben, für welche — sich um 2tt bezw. 2n^, r
also die Abscisse x um 2r?r bezw. 2 nm unterscheidet, 
weisen gleiche Ordinaten zn und gleiche Richtung der 
Biegungslinie auf. Das Mafs 2 m bezeichnet also die 
Länge einer ganzen und mA dasjenige einer halben Welle 
(Fig. 200).

Weil nun nach Gl 1 l — nr-n=n-A, so ist n die 
Zahl der halben Wellen, welche in der Biegungs- oder 
Knicklinie vorkommen. Sie ist, wie leicht ersichtlich, ab
hängig von der Art, wie der Stab eingebaut oder fest

Fig. 200.

gehalten ist (Fig. 201). Er wird immer so knicken, dafs die 
kleinstmögliche Zahl von halben Wellen entsteht, denn je kleiner n, 
um so kleiner ist nach Gl. I der Knickwider
stand, d. h. der äufserste Widerstand, welchen 201-
der Stab seiner Knickung entgegen zu setzen 
vermag.

Ist der Stab daher nur an seinen Enden 
drehbar festgehalten, so wird er in einer halben 
Welle knicken; es ist n = l

l
Ist er auch in seiner Mitte bei C drehbar festgehalten, so knickt 
er nach zwei halben Wellen; es ist n — 2

V= 4 • —— 
‘ P ’

In vier gleich weit voneinander entfernten Punkten festgohalten, 
entstehen drei halbe Wellen; es wird n = U und

Der Knickwiderstand eines Stabes in einer bestimmten Richtung 
ist nach Gl. I verhältnisgleich dem Trägheitsmoment des Quer
schnittes in Bezug auf eine Achse senkrecht zu dieser Richtung.
Er ist also wie dieses im allgemeinen mit der Richtung der betr. 
Querschnittsachse veränderlich und am kleinsten in der Richtung 
rechtwinklig zur Hauptachse II, für welche das kleinste Haupt
trägheitsmoment J2 in Frage kommt. Dieses ist daher bei An
wendung der Gl. I zu benutzen. Ist die Zentralellipse des Stab
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Querschnittes ein Kreis, so ist der Knickwiderstand nach allen 
Richtungen derselbe.

Das Ergebnis der vorstehenden Untersuchung, wonach eine Kraft 
FcJEn2 noch keine, eine solche N=—aber plötzlich jede beliebige 
Ausbiegung a herbeizuführen, also den Stab auch zu knicken vermag, stimmt 
mit ausgeführten Versuchen nicht ganz überein. Eine schärfere Untersuchung 
der Biegungslinie, bei welcher man statt der Annähorungsgleichung der 
Biegungslinio die genauere Gl. — = + verwendet (siehe(IX w [l u
Grashof, Theorie der Elastizität und Festigkeit) führt denn auch nach einer 
umständlicheren Rechnung zu der etwas befriedigenderen Lösung, dafs, sobald 

J H • TT $
die Druckkraft den Wert —— erreicht hat, die Ausbiegung noch nicht 
jede beliebige Gröfse annehmen kann, sondern zunächst noch Null bleibt und j2
erst mit einer gewissen kleinen Überschreitung des Wortes ——— 

zwar dann ganz bestimmte Gröl'se a erreicht. Wendet man
eine und

aber die
schärfere Gleichung auf bestimmte Fälle an, so ergibt sich, dafs die Ver- 
gröfserung von N bei Stäben von verhältnismäfsig gröfser Länge nur sehr 
gering zu sein braucht, um eine unzulässig grofse Durchbiegung hervorzu-

• 7T $
bringen. N=JE-^ ist daher auch nach der schärferen Rechnung wenigstens 
annäherungsweise als die zerknickende Kraft, der Knickwiderstand zu be
zeichnen. Die genauere Untersuchung in diesem Sinne führt danach für 
die Anwendung zu keiner wesentlich besseren Lösung, als die hier gegebene 
Entwicklung und ist aus diesem Grunde hier nicht mitgeteilt.

Die Gleichung für den Knickwiderstand mit n = 1

I.) v
r- 
v

wurde von Euler entwickelt und wird nach ihm als die Euler’sche 
Formel bezeichnet. Darin ist i der kleinste Trägheitshalbmesser 
des Querschnittes.

Aus dem Knickwiderstande N (Gl. 1J erhält man die Knick
festigkeit, d. h. die im Augenblicke der Zerstörung im Bruch
querschnitte herrschende mittlere Druckspannung

S)

Wie weit man sich mit der Belastung eines Stabes durch eine 
Achsialkraft dem äufsersten Knickwiderstande, bezw. mit der ein
tretenden mittleren Knickspannung der Knickfestigkeit nähern darf, 
hängt von der Wichtigkeit des zu erfüllenden Zweckes, von der 
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Art des Bauverbandes, in welchen der Stab eingebaut ist u. s. w. 
ab und ist im wesentlichen Sache der Erfahrung. Bei ruhenden 
Bauverbänden pflegt man bei Verwendung von Schmiedeisen etwa 
Vs, bei Gufseisen */6 und bei Holz */io des äufsersten Knickwider
standes als zulässige Belastung zu wählen.

Je kleiner die freie L^nge l des Stabes von bestimmtem Quer
schnitt ist, desto gröfser berechnet sich nach Gl. Ij sein Knick
widerstand. Für einen gewissen Grenzwert der Länge l wird 
dieser gleich dem einfachen Druckwiderstande bei angenommener 
gleichmäfsiger Verteilung der Druckspannungen über den Stabquer
schnitt. Jener Grenzwert der Länge müfste also als die äufserste 
Grenze der Anwendbarkeit der Euler’schen Formel angesehen 
werden, denn für kfeinere Längen würde der Knickwiderstand den 
Druckwiderstand übersteigen und dieser letztere daher für die Be
urteilung der Tragsicherheit des Stabes mafsgebend werden müssen.

Der genannte Grenzwert der Länge l ergibt sich aus der 
Gleichsetzung des Druck- und des Knickwiderstandes, bezw. eines 
gleichen, dem verlangten Sicherheitsgrade entsprechenden Bruch
teiles von beiden.

Man erhält F-D^ ' — n2-EF-^, worin ]) die Druck-

festigkeit des Stoffes bezeichnet (vergl. S. 55). Die Lösung für l ergibt

Für Schmiedeisen mit Z> = 35OO“‘ und F— 2000000wird 
beispielsweise

1/2000ÖÖÖ __
? 3,14 y -äwö—7ö!

für Holz mit Z> = 5OOot und 120000a‘

120000
500

Je nachdem für Schmiedeisen 4^75 und für Holz 4-^49 
t i <

ist, würde danach die Tragfähigkeit des Stabes in achsialer 
Richtung nach der Euler’schen Formel oder nach den Regeln der 
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Druckfestigkeit zu beurteilen sein. Es erscheint nun aber aus
geschlossen, dafs eben innerhalb jener Längengrenzo schon eine 
gleichmäfsige Verteilung der Druckspannungen über den Querschnitt 
stattfindet und eben aufserhalb derselben bereits eine Verteilung 
nach dem reinen Biegungsgesetz unter völliger Vernachlässigung 
der reinen Druckspannungen vorausgesetzt werden kann. Vielmehr 
mufs für ein gewisses Übergangsgebiet beiderseits der oben er

mittelten Grenze für das Verhältnis — ein Zusammenwirken der 
x i

Biegungs- und Druckspannkräfte im Gleichgewicht zwischen der 
Achsialkraft N und den inneren Spannkräften vorausgesetzt werden, 
d. h. inf Augenblick der Zerstörung werden die gröfsten Spannungen 
im Bruchquerschnitt durch die Gleichung

N N-a-e , .
4) ------ -— bestimmt.

j J
Je weiter das Längenverhältnis 4 sich nach unten von obigem 

Grenzwerte entfernt, je mehr wird der Anteil des ersten Gliedes, 
je weiter es denselben nach oben überschreitet, der Anteil des zweiten 
Gliedes zur Entstehung der Spannung o und zum Bruch beitragen.

Von diesen Erwägungen ausgehend, ist unter Benutzung der 
Euler’schen Formel die Formel von Schwarz und Rankine ent
standen. ’ Nach der Euler’schen Formel x ist der Knickwiderstand 
W=—— und nach Gl. 4 4- e>. Vernachlässigt man

hierin zunächst das Glied so wird JV=^. Beide Werte für 
* e^a

N werden gleichbedeutend, wenn man unter die Druckfestigkeit 
D versteht. Die Gleichsetzung ergibt

Diesen Ausdruck für aex könnte man an betreffender Stelle in 
Gl. 4 einführen. Da indes die Gl. 4 sowohl als die Euler'sche 
Formel auf Grund des nur innerhalb der Proportionalitätsgrenze 
gültigen Hooke’schen Gesetzes abgeleitet ist, bleiben sie für den 
der Bruchgrenze entsprechenden Wert D (Gl. 5) nicht ohne weiteres 

mehr gültig. Wirsetzen daher ~ = a und erhalten ae. = aP, 

worin nun a eine durch besondere Versuche zu ermittelnde 
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Erfahrungszahl ist. Damit wird nach Gl. 4 die durch die achsiale 
Druckkraft N erzeugte Druckspannung

ID
Im Augenblicke des Bruches wird Oj gleich der einfachen 

Druckfestigkeit D des Stoffes und man erhält die Knickfestigkeit 
(vergl. S. 280) zu

6) D
tl\2'

Für Schmiedeisen kann « = 777.777:,
10000

für Gufseisen und Holz « = _ gesetzt werden.
5000

Prof. Schwarz (in Hannover und Berlin) und Prof. Rankine 
(in Glasgow) haben unabhängig von einander Gl. II aufgestellt. 
Nach den Darlegungen auf S. 282 bietet Gl. II in dem Grenz
gebiet, wo die Gefahr des Zerknickens mit wachsendem 4 allmählich 

z
gröfser wird, als die des Zerdrückens, gewisse Vorteile, namentlich 
den, dafs die Biegungs- und Druckspannungen in einer dem Wesen 
der Spannungsvorgänge im allgemeinen wohl entsprechenden Weise 
nebeneinander berücksichtigt werden.

Neuere Versuche, namentlich von Bauschinger, C. Bach und 
v. Tetmajer haben indes ergeben, dafs das in Gl. II gegebene Gesetz 
der Abhängigkeit zwischen den Spannungen 0 und dem Längen

verhältnis t, insbesondere für gröfse Werte des letztem, mit der 

Wirklichkeit nicht befriedigend übercinstimmt. Die Ableitung der 
Gl. II befriedigt auch insofern nicht, als sie von der Annahme aus
geht, dafs die Zerstörung stets durch die mit N gleichsinnige 
Spannung o,, also eine Druckspannung erfolgt, was bei grofsen 
Werten von 4, wenn es sich um Stoffe von erheblich geringerer 

Zug- als Druckfestigkeit handelt, wie Gufseisen, nicht zutrifft.

Die Versuche von v. Tetmajer haben gezeigt, dafs die 
Euler’sche Formel für folgende Werte von 4 einen mit der Wirk

lichkeit befriedigend übereinstimmenden Knickwiderstand ergibt.
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1. Für Schweifseisen 4> 112. 
i

2. „ Flufseisen 4> 105. 
z

3. „ Gufseisen 80. ?

4. „ lufttrocknes Holz 4> 100. 
?

Für unterhalb dieser Grenzwerte gelegene Längenverhältnisse 
hat v. Tetmajer aus seinen Versuchen für die Knickfestigkeit obiger 
Stoffe folgende empirische Formeln abgeleitet:

1. Für Schweifseisen bei 4=10—112 
i

2)^ = ^3030 — 12,9^“.

2. Für Flufseisen bei — =10—105
i

TA = (3100-11,4 4V-

III) l
3. Für Gufseisen bei - = 5—80

Dk = | 7760 —120 4 + 0,58 (4V\ “.

4. Für lufttrockenes Holz bei 4=1,8—100
z

Z)fc =(293 —1,94^ .

Der Knickwiderstand, bezw. die Tragkraft N ist in allen 
Fällen N= F • Dk. Bei Ermittelung der Querschnittsabmessungen 

ist die zulässige mittlere Spannung gleich zu wählen, worin 

der Sicherheitsziffer m für die einzelnen Stoffe die weiter oben 
genannten Zahlwerte beizulegen sind. Der erforderliche Querschnitt 
ist dann F=~ m.

Rechnet man nach den Gleichungen I, II und III z. B. für 
Schweifseisen und Gufseisen für verschiedene Werte von 4 die 

z 
Knickfestigkeit Dk in aus, so erhält man die aus folgender
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Tabelle ersichtlichen Festigkeitszahlen, wobei der Gl. II eine ein
fache Druckfestigkeit für Schweifseisen 7) = 3500‘‘, für Gufseisen 
2) = 7OOOl't zu Grunde gelegt ist.

£ 
i

Knickfestigkeit Dk in **

Nach En 1er 
at

Nach Schwarz 
at

Nach v. Tetmajcr 
at

A. Für Schwelfseisen.
10 — 3460 2900
20 — 3365 2772
50 — 2800 2385
80 3100 2125 1988
90 2170 1940 1870

100 1980 1750 1740
112 1580 1550 1585
150 880 1080 —
200 495 700 —

B. Für Gufseisen.
5 — 6975 7174

20 — 6481 5572
50 — 4667 3085
80 1547 3070 1552

100 990 2334 —
150 400 1270 —
200 248 778 —

Danach stimmen die Ergebnisse der Schwarz-Rankine’schen 

Formel II bei Schweifseisen für mittlere Längenverhältnisse j 

einigermafsen mit denjenigen nach der Euler’scben Gl. I und mit 
den neueren Versuchsergebnissen überein, weichen aber für Gufs
eisen von beiden sehr erheblich ab, was seinen Grund darin haben 

dürfte, dafs für mittlere und gröfsere Werte von ~ bei Gufseisen 

die Zerstörung durch zunächstige Überwindung der Zugfestigkeit, 
nicht aber, wie die Schwarze’sche Gl. voraussetzt, der Druck
festigkeit erfolgt.

Verschiedene Fälle der Inanspruchnahme auf Zerknicken. 
In den vorstehenden Entwickelungen wurde vorausgesetzt, dafs die 
Druckkräfte N genau in den Schwerpunkten der Endflächen
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angriffen, so dafs an diesen Stellen das Moment Null war. In der 
Wirklichkeit wird dies nur dann annähernd zutreffen, wenn die 
Übertragung der Druckkräfte auf den Stab mit Hülfe von Spitzen, 
Gelenken oder wenigstens abgerundeten Endflächen erfolgt, die dem 
Stabe eine bestimmte Richtung seiner Enden nicht aufzwingen.

Ein solcher Stab (Fig. 202) wird in seiner 
ursprünglichen Ächsenrichtung parallel bleiben, sich 
einen (oberen) Hälfte ebenso verhalten wie ein an 
dem einen (unteren) Ende fest eingespannter oder 
mit breiter Fläche unterstützter Stab, der am 
anderen (oberen) freien Ende belastet ist. Bei 
einem Stabe letzterer Art von der freien Länge 

• li darf mithin zur Berechnung der Tragfähigkeit 
nicht diese Länge für l in die Formeln I bis III 
eingeführt werden, sondern es ist in jenen
Gleichungen 1 = 2 zu setzen, so dafs beispielsweise nach Euler 

EJn2die zerknickende Kraft N=——x— sein würde, zu welchem Er- 

gebnis man auch gelangt, wenn man in Gl. I die Zahl n der halben 
Wellen gleich ’/2 setzt.

Mitte zu der 
also in seiner

Fig. 202.

Ist der Stab von der Länge aber an beiden Enden fest
eingespannt oder mit breiten Flächen aufgelagert (Fig. 203), so
ist eine seitliche Ausbiegung nur mittels zweier 
Wendepunkte D und E in der Biegungslinie 
möglich. Das Mittelstück DE zwischen den 
Wendepunkten entspricht einer halben Wellen
länge, während AD und BE je ein Viertel 
Wellenlänge darßteilen. Da nun die Gl. I, II und 
III sich auf den Grundfall beziehen, wo der Stab 
sich nach einer halben Welle biegt, so ist l=xl2\ 
in die Formeln einzusetzen. Die zerknickende

Fig. 203.

Kraft würde mit n = 2 nach Gl. I N= ^EJ-^ sein; dieser Fall 

ist daher günstiger als der Grundfall.
Ist der Stab an dem einen (unteren) Ende eingespannt, an 

dem anderen aber so gehalten, dafs er hier eine beliebige Neigung 
annehmen, sich aber nicht aus der ursprünglichen Achse entfernen 
kann (Fig. 204), so ist zu dieser Führung eine besondere seitliche 
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Kraft erforderlich. Die Biegung bedingt* einen Wendepunkt C. 
Man kann diesen Fall in ähnlicher Weise besonders entwickeln wie
den Grundfall (s. Grashof, Theorie der Elastizität 
und Festigkeit, 2. Auf!., S. 166; Winkler, Lehre 
von der Elastizität und Festigkeit, S. 181), doch 
wollen wir uns hier darauf beschränken, das Er
gebnis anzuführen, dafs die zerknickende Kraft etwa 

rr2
N=2EJ^

Fig. 204.

wird. Man kann hiernach auch auf diesen Fall die Grundformeln
I, II und III anwenden, nur mufs als Grundlänge l die Strecke

BC= = 0,707 f eingeführt werden. (Der Wendepunkt C liegt

etwas tiefer als der untere Drittelpunkt.) Die Tragfähigkeit ist in 
diesem Falle doppelt so grofs wie in dem Grundfalle.

Häufig passen die gegebenen Umstände eines gedrückten 
Stabes auf keinen der besprochenen Fälle mit genügender Ge
nauigkeit. Stützt sich z. B. ein Stab von der Länge mit eben 
bearbeiteten Enden gegen feste Flächen, so sind die Enden weder 
ganz frei, noch auch als unwandelbar eingespannt zu betrachten. 
Es wird also die Grundlänge zwischen den beiden Wendepunkten 
l > V2 » aber auch l < l{ sein. In solchen und anderen nicht 
ganz sicheren Fällen ist es ratsam, mit der ungünstigeren Annahme 
1 = ^ zu rechnen und die (vielleicht) günstige Wirkung der ebenen 
Endflächen lieber zu vernachlässigen.

Ist ein Stab nach allen Richtungen in gleichem Mafse frei 
oder in gleichem Mafse fest eingespannt, so kommt nur das kleinste 
Trägheitsmoment des Querschnittes für die Widerstandsfähigkeit 
gegen Zerknicken in Frage (vergl. S. 279). In solchen Fällen sind 
diejenigen Querschnittsformen vorteilhaft, für welche die Zentral
ellipse ein Krais wird; es ist dann nach allen Richtungen gleiche 
Steifigkeit vorhanden; eine Vergröfserung der Steifigkeit nach nur 
einer Richtung wäre offenbar unzweckmäfsig. Kreis, Quadrat, 
Kreisring, hohles Quadrat, kreuzförmiger Querschnitt u. dgl. ergeben 
sich hiernach als geeignete Querschnittsformen.
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Auwendnugen.
Beispiel 1: Eine gnfseiserno Säule von 5,0“ Höhe soll mit 60 000 kg 

achsial belastet werden. Der Querschnitt sei ein Kreisring. Die Säule soll 
unten mit ebener Fläche aufruhen, oben drehbar, aber durch das Gebälk in 
ihrer Achsrichtung geführt sein. Jian würde demnach hier als Grundlänge 
nur l = zu rechnen brauchen, doch soll auf diesen günstigen, aber nicht 

hinreichend sichern Einflufs keine Kücksicht genommen, vielmehr 1=500«'“ 
gesetzt worden. Dio Sicherheitsziffer möge gleich 6 genommen worden.

Sind D und d der äufsere und innere Durchmesser, so ist 

F=^-d^ =

Benutzen wir zunächst die Euler'sche Formel und nehmen nach S. 284
G fache Sicherheit an, so ist als zerknickende Kraft ^=6-60000 zu nehmen,

(D^_
und man erhält G • GO 000 = 1 000 000-------- -------------r. Mittels dieser64 oOO'
Gleichung kann selbstverständlich nur eile Unbekannte bestimmt worden. 
Wir nehmen daher willkürlich etwa P = ,/jol=25 em an und lösen die 
Gleichung nach d auf, was <7 = 21,3«m ergibt. Daraus erhält man den Quer
schnitt F=135qr“’ und mittlere Knickspannung ^ = ^^^ = 444“*.

Rechnen wir nun zum Vergleiche mit der Sch w ar z-Rank ine'sehen 
Formel, mit der zulässigen Druckspannung = 1 ] 67 »t, so wird

1 5003-16lie7_ 60 000_________________
(D3_dS)z15000 +

4

4-1). Legt man auch hier D = 25'm

zu Grunde, so liefert die Gleichung d = 22,n cm und die mittlere Druck- 
/v • i x . n y • 60 000 .Spannung (Kmckspannung) wird ^ = ~öq— = 680**.

J.* 00,5

Nach der v. Tetmajer'schen Formel Gl. III3 erhält man bei sechs-

facher Sicherheit — • — • (D3 — d-) = GO 000, d. i.
6 4

(7760 - 120 • 500-4 + 0,M • y • -J (DJ - d1) = GO 000
' y D1 4- <P D- + d‘ I G 4

und daraus mit 0 = 25^ d = 20,»em. Die mittlere Druckspannung wird

Die Ergebnisse nach Euler und v. Tetmajer stimmen noch be
friedigend überein, dasjenige nach Schwarz weicht jedoch in unzulässigem 
Mafse ab.

Beispiel 2: Ein 2,3cm langer Winkeleisenstab aus Flufseisen vom Quer
schnitt 10X10Xl,’cra ist an seinen Enden drehbar fostgehalten. Die 
zulässige achsiale Belastung desselben bei fünffacher Sicherheit soll berechnet 
werden.
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Das kleinste Trägheitsmoment ist 
/3 = 86,2 »“‘j F= 22,7 

In Gl. I ist »i=l und daher
„ 1 ^JE 1
N=ST —----- =T

?rJ • 86,« • 2 000 000 _
• 250*” ~ 4550 kg.

Die mittlere Druckspannung wird ^ = 200kg. Da 4 = ^1=128, 
22,7 » 1,95

so

erhält man nach Gl. II mit 3500
6

v_ 3500 • 22,7
. 128*

= 5000 kg.

\ ’ 10 000/

Da y>105, liegt der Fall außerhalb des Anwendungsgebietes der 
v. Tetmaj er’sehen Formeln und es kann daher eine vergleichsweise Rech
nung nach diesen nicht in Frage kommen.

Beispiel 3: Das ungleichschenklige Winkeleisen S. 276 hat ein kleinstes 
Trägheitsmoment = 30 cm‘ und bei der Länge l = 200 einer angreifenden 
Achsialkraft gegenüber nach Euler einen Knickwiderstand

Die S. 277 angenommene Druckkraft von 5000 kg würde danach selbst bei 
achsialem Angriff nur mit einer rot 3 fachen und bei Gufseisen nur mit einer 
rot P/a fachen Sicherheit aufgenommen werden können. Man erkennt daraus, 
dafs bei kleinen Exzentrizitäten c für den Kraftangriff die Tragsicherheit eines 
Stabes vielfach zutreffender nach den Regeln für die Zerknickung beurteilt wird. 
(Vergl. S. 277.)

Beispiel 4: Die achsiale Tragfähigkeit eines hölzernen Pfostens von 
6,o m Länge und quadratischem Querschnitt von 25 »m Seite soll mit zehn
facher Sicherheit berechnet werden.

T 9»j2 7 ßOO
Es ist «2=—- = = 52 also i=T,iem und -/=-=—= 83. Danach1 12 ’ ’ *7,2

berechnet sich mit £= 120000»* und der einfachen Druckfestigkeit D = 500 
die Knickfestigkeit

1 XT X V 1 T1 TT* • 120 000 , _A ,
1. Nach Euler Bk—----—-----=170»*.
. 832

2. „ Schwarz Bk= _= 210»*.
(' +5ÖÖÖ/

3. „ v. Tetmajer Pt=293 — 1,mss-88= 131 »*.
Daraus folgt die zulässige Belastung

1. Nach Euler N = 25 • 25 ■ = 10 600 kK.
210

2. „ Sch warz N= 25 • 25 • = 13 100 kg.
131

3. „ v. Tetmajer 2V= 25 • 25 •= 8200 ks

Kock, EUatizitkUlehre. 10
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Dabei ist zu bemerken, dafs das Längenverhältnis 4=83 bereits aufser

halb, d. h. unter der durch die v. Tetmajer’sehen Versuche ermittelten 
Grenze für die Gültigkeit der Euler'sehen Formel 4= 100 liegt, uud die 

Anwendung dieser Formel danach also hier zu grosse Werte liefert. Ersichtlich 
zu hoch erscheint das Rechnungsergebnis nach der Schwarz’sehen Formel.

VI. Drehungsspannungen, Drehungen.
a) Reine Drehungsspannungen.

Ein gerader Stab befinde sich unter der Wirkung äufserer Kräfte 
im Gleichgewicht und die beiderseits einer Schnittebene tt an
greifenden Kräfte bilden je ein Kräftepaar, dessen Drehungsebene 
rechtwinklig zur Stabachse also parallel der Querschnittsebene ge
richtet ist (vergl. Fig. 8 S. 7). Das Gleichgewicht jedes der beiden 
durch den Schnitt getrennten Stabteile fordert dann, dafs die in 
der Schnittebene auftretenden Spannkräfte in ihrer Gesamtheit 
gleichfalls ein dem angreifenden äufseren entgegengesetzt gleiches, 
also in der Schnittebene liegendes Kräftepaar bilden. Ein solches 
kann nur .durch Tangential- oder Schubspannkräfte entstehen, nur 
solche können also durch den bezeichneten Angriff der äufseren 
Kräfte in der Schnittebene hervorgerufen werden. Mit denselben 
tritt eine elastische Gleitung der Teilchen beiderseits unmittelbar 
neben der Schnittebeno gegeneinander, eine gegenseitige' Drehung 
oder Verdrehung benachbarter Querschnittsebenen und damit .eine 
Verdrehung oder Torsion des ganzen Stabes ein, soweit er der be
zeichneten Wirkung unterliegt. Die auftretenden Schubspannungen 
werden daher in diesem Falle Drehungs- oder Torsionsspannungen 
genannt.

1. Stab von kreisförmigem oder kreisringförmigem 
Querschnitt.

Der Stab habe überall gleichen Querschnitt, also zylindrische 
Form und das um die Stabachse drehende Kräftepaar greife am 
Ende des Stabes an (Fig. 205). Durch Versuche ist festgestellt, 
dafs Halbmesser eines Querschnittes auch nach eingetretener Drehung 
noch geradlinig sind. Daraus folgt, dafs die Gleitung in der
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Achse bei 0 (Fig. 206) Null ist und verhältnisgleich mit dem
Abstande Q von 0 nach aufsen 
zunimmt. Da nun nach Gl. 2 S. 70

1) X-g.
d. h. die Gleitung verhältnisgleich 
mit der Schubspannung ist, so 
mufs auch die Schubspannung 
mit o verhältnisgleich sein. Be
zeichnet man daher diejenige am 

Fig. 205.

äufseren Umfange im Abstande 11 mit r und die im Abstande Q 
eintretendo mit so ist Fig. 206.

2) = /SX
Für eine dünne Ringfläche von der Dicke

dQ, dem Halbmesser q und der Fläche dF, in \ /
welcher durchweg die gleiche Schubspannung
herrscht, ist daher unter Beachtung der Gl. 2 die Schubspannkraft, 
der Schubwiderstand

d T= dF-tp = dF- ~

Dem entspricht ein widerstehendes Spannungsmoment

dMw = ^dF-y2.

Durch Integration erhält man das insgesamt widerstehende 
Spannungsmoment, und die Gleichheit desselben mit dem Moment 
A/ des angreifonden äufseren Kräftepaares führt zu der Gleichung

T C“
TW’

Darin ist der Integralwert das polare Trägheitsmoment Jp~ 
(vergl. S. 10) und es wird
3) ’

R Jp'
Nach Gl. 28 S. 22 ist für den kreisförmigen Querschnitt 

Jp^^R* und daher för den vollzylindrischen Stab 

3 a), 
o

19*
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Für den kreisringförmigen Querschnitt ist nach Gl. 30 S. 22 

— r*)» also für den hohlzylindrischen Stab 

., t • — r«M = —- •---------- .
2 R

Der Winkel d, um welchen sich ein Querschnitt gegen einen 
l davon entfernten verdreht, heifst der Verdrehungswinkel. 
Berechnung desselben ergibt sich wie folgt: Infolge der Ver

drehung nimmt eine ursprünglich gerade Zylinderseite A B (Fig. 205) 
die Form AC einer sehr steilen Schraubenlinie an. Der Winkel 
/, welchen diese mit der Geraden A B einschliefst, ist die der 
Schubspannung r der äufseren Mantelfläche entsprechende Gleitung; 
daher wird der Drehungsbogen BC—yl. Weil aber auch 
BC= R-d, so wird y-1= R-d, also unter Beachtung der Gl. lu.3

*'1 M l
R GR GJ„‘

Für den vollzylindrischen Stab wird
~Gn^R* Und f10^^'n^r'sc^e

Q_ 2MI

Die Gleichungen 3 lassen sich nach Beließen zur Berechnung
Drehungsmomentes M, das von einem Stabe bei gegebener 

zulässiger Schubspannung t aufgenommen werden kann, oder zur 
Bestimmung der durch irgend ein Drehungsmoment erzeugten Schub
spannung t, oder endlich zur Berechnung der Querschnittsabmessungen 
benutzen, welche der Stab bei gegebenem Drehungsmoment M und 
gegebener zulässigen Schubspannung r erhalten mufs.

2. Stab mit rechteckigem Querschnitt.
So einfach die Ableitung der durch die Gleichungen 3 u. 4 

ausgedrückten analytischen Beziehungen zwischen dem Drehungs
moment M, der gröfsten Schubspannung t und dem Verdrehungs
winkel ö für einen voll- oder hohlzylindrischen Stab sich gestaltete, 
so verwickelt fallen die bezüglichen Entwicklungen bei Stäben von 
anderen Querschnitts formen aus. Ergab sich beim kreis- oder 
kreisringförmigen Querschnitt, dafs die durch ein Drehungsmoment 
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in einem solchen hervorgerufenen Schubspannungen für jedes Flächen
teilchen rechtwinklig zum Mittelpunktsfahrstrahl desselben gerichtet 
waren, so weisen die Schubspannungen in Stäben mit rechteckigem 
Querschnitt im allgemeinen davon abweichende Richtungen auf.

In irgend einem Punkte P eines rechteckigen Querschnitts mit 
den Koordinaten x und y herrscht im allgemeinen eine Schubspannung, 
deren Richtung von vornherein nicht ohne weiteres bestimmt zu 
übersehen ist, die sich aber stets in zwei Seitenspannungen tx und Ty 
rechtwinklig zu den Seiten des Querschnittes, bezw. zu den Achsen 
eines rechtwinkligen Koordinatenkreuzes XY zerlegen lassen (Fig.207). 
Mit der Lage von P ändert sich auch die Gröfee dieser Seiten
schubspannungen rx und und aus dem auf S. 72 nachgewiesenen
Satze, wonach die an irgend einer Stelle 
innerhalb eines Körpers in zwei zu
einander senkrechten Ebenen normal zu 
deren Durchschnittslinien auftretenden 
Schubspannungen einander gleich sind 
und gegen jene Durchschnittslinie 
gleichen Richtungssinn haben, folgt, 
dafs Ty für alle auf den Seiten All 
und BC liegenden Querschnittspunkte, 
und t, für alle auf AB und DC 
liegenden Punkte Null sein mufs, weil 
in den die Querschnittsebene in AB,

Fig. 207.

BC, CD und JM rechtwinklig schneidenden Aufsenflächen des Stabes 
Schubspannungen nicht herrschen können. Daraus folgt das auf 
den ersten Blick überraschende Ergebnis, dafs in den Eckpunkten 
A, B, C und D des Querschnitts sowohl rz als auch tv gleich 
Null und in ihnen daher keinerlei Schubspannung vorhanden ist.

Von der tatsächlichen Richtigkeit dieses Schlusses kann man 
sich leicht auch durch einen einfachen Versuch überzeugen. Versieht 
man die Oberfläche des Stabes vor der Verdrehung mit einem Netz 
von Quadraten, so zeigt sich, dafs diese bei der Verdrehung sich 
im allgemeinen in Rhomben verwandeln und dafs sie nur an den 
Kanten A, B, C und D ihre ursprüngliche Form beibehalten haben. 
Die Abweichung der Rhomben von den Quadraten, bezw. die ein
getretene Winkeländerung oder Gleitung ermöglicht auch einen 
Schlufs auf die Veränderlichkeit der Gröfse der Spannungen rx in 
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der Richtung der Seiten AD und CB, bezw. vy in der Richtung 
der Seiten AB und CD, denn Gleitungen und Schubspannungen 
sind verhältnisgleich.

Ausgeführte bezügliche Versuche haben ergeben, . dafs die 
Gleitungen und Schubspannungen in den Punkten E und G des 
Querschnittsumfangs am gröfsten sind, welche der Stabachse am 
nächsten liegen, in den Mittelpunkten F und JI der kurzen Seiten 
also weniger stark ausfallen. Die Schubspannnngen t in den Mitten 
E und G der langen Seiten stehen zu denjenigen r, in den Mitten 
F und II der kurzen Seiten in folgender Beziehung

Das Gesetz der Zunahme der Spannungen r, und ry in den Seiten 
A I) und JiC bezw. A B und CD von den Eckpunkten A, B, Cund D 
nach den Mitten kann nach den vorliegenden Versuchen, insbesondere 
von C. Bach, und in Übereinstimmung mit den Ausführungen auf 
S. 182 u. f. über Verteilung der Schubspannungen als ein parabolisches 
angenommen werden.

Durch Versuche ist ferner festgestellt, dafs die Hauptachsen 
(AT und Y) des Querschnittes während der Verdrehung gerade und 
zueinander rechtwinklig bleiben. Die erst ?re Tatsache gestattet 
den Schlufs, dafs die Gleitungen und Schubspannungen in Punkten 
der Hauptachsen senkrecht zu diesen von innen nach aufsen 
verhältnisgleich mit dem Abstande vom Schwerpunkte zunehmen.

Macht man die hiernach wahrscheinliche Annahme, dafs
1. die Spannung tx verhältnisgleich ist mit x und ebenso 

verhältnisgleich mit y,
2. die Spannung rx in parabolischer Abhängigkeit von y und 

ry in parabolischer Abhängigkeit von x steht,
so erhält man zwischen den gröfsten Spannungen r und Tj in den 
Punkten E und II bezw. G und F und den Spannungen v, und vy 
in einem beliebigen Punkte P y) folgende Beziehungen:

.Für die Spannung r' eines Punktes der Seite AD mit der 
. /A\2

2) =
\ M / ’ •

Ordinate y wird y2:^) und daraus 
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und ebenso für einen Punkt der Seite CD mit der Abszisse x 
unter Beachtung der Gl. 1

, L ^x2\—d(. 4a?2\3) T*-T1V-d2) AV d^)-

4)

ö)

Ferner wird rt\T' = x:d/% und
Tn‘Ti' — y' oder unter Beachtung der Gl. 2 u. 3

. 2x 'DI 4v2\rj = T'.-—= T- —I 1 
d d \ h- /

* 1 h & —d^)'

Auf ein Flächenteilchen dF bei P wirken nun die Schub
spannkräfte T,-dF bezw. Ty-dF und diese liefern zu dem inneren 
widerstehenden Spannungsmomente in Bezug auf die Achse O
einen Beitrag d tv — fr* • X 4~ Ty • y} dF.

Das Drehungsgleichgewicht der inneren und äufseren Kräfte 
bedingt danach die Gleichung

+Ty-y)dF
oder unter Beachtung der Gl. 4 und 5

M = 2t 4
~#n

= 2T.ß^Frr3 4 (
h2d . dFy2 —

SxidF=J2, SfdF^^ s>nd die Hauptträgheitsmomente - 
des Querschnitts und es ist

_d dh3_l hd3 _J2 
A2 1 A2' 12 ~d‘ 12 “ d •

Endlich ist noch zu lösen
fdF-x2- y2 —Sdx • x2 • dy ■ y2.

Ein wagerechter Flächenstreifen von der konstanten Breite dy 
liefert zu dem Integralwerte den Beitrag

p+1
dy • y2 • l x2 dx = dyy2--rn 

) £ 
2

und die ganze Fläche ergibt _+A
du d*-h3

12.12’
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Danach wird

I d MdlVlzi l J 3d) d. i.

6) n'T ’VTä und ebenso oder3 <1 3 */2 d 3 1 /2 h
3 Md 3 M h

Da so ist t>Tj. Die durch ein Drehungs
moment in einem Stabe von rechteckigem Querschnitt 
hervorgerufene Drehungsspannung ist also in den 
Punkten am gröfsten, welche der Stabachse am nächsten 
liegen, nämlich im Abstande^. Für die Drehungsfestigkeit 

ist nicht wie beim zylindrischen Stabe das polare Trägheitsmoment, 
sondern das kleinste Hauptträgheitsmoment mafsgebend.

Der Verdrehungswinkel ö eines Stabes von rechteckigem Quer
schnitte wäre nach der im Querschnittspunkte E (Fig. 207) herr
schenden Spannung r und der daraus folgenden Gleitung y = v.G

T l Q AI 1
zu — —, d. h. mittels Gl. 13, S. 69, zu - ——- zu erwarten, nach

G 4 GJ2
* (/

der im Punkte 11 herrschenden Spannung r, = Ty aber zu

r. I 3 Ml
G 4GJ}

In Wirklichkeit verdrehen sich die beiden Symmetrieachsen des 
Querschnitts annähernd um das arithmetische Mittel dieser beiden 
Werte, d. h. es ist ungefähr

8)

die
um

„ 3 Ml / 1 , 1 \
8 G \J2 Ji)

Die beiden Symmetrieachsen bleiben zueinander rechtwinklig; 
übrigen vom Mittelpunkte aus gezogenen Radien verdrehen sich 
verschiedene Winkel und treten aus der ursprünglichen Quer-

schnittsebene heraus, so dafs diese in eine krumme Fläche über
geht. Bessere Übereinstimmung mit Bauschinger's Versuchen 
(Civilingenieur 1881, S. 115 u. f.) ergibt sich noch, wenn man 
3/s = 0,375 mit 0,3 vertauscht, also setzt:

0
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8 JNach Einführung von M = - r —j- 
Ö (l

(Gl. 13) wird hieraus

9) $

Für Stäbe mit aus Rechtecken zusammengesetzten Querschnitten 
ist die theoretische Entwickelung von Regeln zur Berechnung der 
Schubspannungen aus dem Drehungsmoment in für die Anwendung 
brauchbarer Form bislang nicht gelangen. C. Bach hat indes aus 
vom ihm angestellten eingehenden Versuchen Formeln hergeleitet 
und in seinem Werke Elastizität und Festigkeit mitgeteilt, worauf 
hier verwiesen werden möge.

Anwendungen.
Beispiel 1: Auf einer Maschinen welle (Fig. 208) befinden sich zwei Zahn

räder im Abstande l = 250 cm voneinander. Am Umfange des rechtsseitigen 
vom Halbmesser = 40 cm 
wirke eine Kraft K—l 000 kK. Fig- 208.
Dadurch entsteht ein Dreh
moment Jlf = 40 000 cmkg( 
welches durch ein gleiches 
Widerstandsmoment am an
deren Zahnrade aufgehoben 
werden möge. Die zulässige
Schubspannung möge mit Rüchsicht auf 
Bewegung nur zu r = 200 »t angenommen 
Uchen Wellenhalbmesser r

mögliche Unregelmäfsigkeiten der 
werden, dann gilt für den erforder-

200 • l/a r’ Tt = 40 000 oder r = 5 cm, 
Die elastische Verdrehung der beiden Zahnräder gegen einander beträgt (Gl. 4) 

200 250 1
800 000 5 — 80’ 

oder in Graden 0° 43'.

Beispiel 2: Bei einem Quadrate von der Seite d als Querschnitt ist 
„ 8 Fd 2 „
M — — T — = — l<d T = 0,231 d3T-,

beim Kreise vom Durchmesser d:

M = -T- t = Fd t = d* n r = 0,i d’r. 
- 4 1b

Bei gleichem Querschnitt F ist also der Kreis, bei gleicher Breite (Durch
messer = Quadratseite) das Quadrat gegen M widerstandsfähiger.
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b) Dreh- und Biegungsspannungen.
In vielen Fällen der Anwendung treten neben den reinen 

Drehungsspannungen gleichzeitig Biegungsspannnungen auf, und aus 
dem Zusammenwirken beider, die ihrem Wesen nach Schub- und 
Normalspannungen sind, ergeben sich nach S. 194 Gl. 5 und 6 die 
Hauptspannungen und Materialanstrengungen.

1. Stab von kreisförmigem und kreisringförmigem 
Querschnitt.

Ist für irgend einen Stabquerschnitt Mb das Biegung-, Md das 
Drehungsmoment, so ist nach Gl. 3 S 84 die entstehende gröfste

Biegungsspannung (Randspannung) a = und nach Gl. 3
J/e J

S. 291 die gröfste Drehungsspannung t = . Da nach S. 22
Jp

Gl. 27 JP = 2J, so erhalten wir nach S. 194 Gl. 5a die entstehenden 
Hauptspannungen

. +' --■il-

Nach Gl. 6 a S. 194 ergibt sich daraus die gröfste Material
anstrengung
... ^2 I 5 -r------- ------ 12) * = ^,-^ = ^{4^+4

TT •
worin für den Vollzylinder J = und für den Hohlzylinder

J =------ 7------- zu setzen ist.

2. Stab mit rechteckigem Querschnitt.

Hier ist zu beachten, dafs die gröfste Biogungsspannung davon 
abhängt, gegen welche Querschnittsachse rechtwinklig das gegebene 
Biegungsmoment wirkt. Wir wollen uns hier zunächst auf die beiden 
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in der Anwendung meist vorliegenden Hauptfölle beschränken, wo 
das Biegungsmoment in den Richtungen der Hauptachsen des Quer
schnitts wirkt. Am ungünstigsten wird der Stab beansprucht, am 
gröfsten fallen die Stoffanstrengungen aus, wenn das Biegungs
moment in der Richtung der Hauptachse II wirkt, weil 
dann sowohl für die gröfsten Biegungs- als Drehungsspannungen das 
kleinste Trägheitsmoment in Frage kommt.

Es wird dann nach Gl. 3 S. 84 erstere <r=-^-= —
•/2/e ^^2

Q | f »
und nach Gl. 7 S. 296 t = Nach Gl. 5a S. 194 erhalten

o Jy
wir die Hauptspannungen zu

Mb-d , 1// Mb-d V /3 M,rd\2 .
" 2-2-J2-F \2-2-jJ + \8 J2 )'

3) ft - {k ± ^7+ (1,5 W

und daraus die gröfste Stoffanstrengung in der Mitte der langen 
Querscljnittsseiten
4) s = ~ (| • Mu + | VAI,? + (1,5 AIdy}.

Wirkt das Biegungsmoment in der Richtung der 
Hauptachse I, so erhält man die Hauptspannung und gröfste Stoff
anstrengung in der Mitte der kurzen Querschnittsseiten, indem man 
in Gl. 3 u. 4 J2 mit^ und die Querschnittsbreito d mit der Höhe h 
vertauscht. Es ist indes nicht in allen Fällen sicher, dafs bei dieser 
Richtung des Biegungsmomentes in der Mitte der kurzen Querschnitts
seite die überhaupt gröfste Anstrengung auftritt. Jedenfalls aber ist 
der Punkt, in welchem diese herrscht, auf dem Querschnittsumlänge 
zu suchen. Umschreiten wir diesen, so treffen wir im allgemeinen 
sechs Punkte, in denen die Stoffanstrengung zu einem relativen 
Maximum wird. Zwei derselben erkennt man leicht als in der 
Mitte der kurzen Seiten liegend, während die vier andern sich in 
symmetrische Lage auf den langen Seiten befinden. In welchen 
von diesen Punkten der absolute Gröfstwert der Anstrengungen 
entsteht, hä.igt von dem Verhältnis der Breite des Querschnittes zu 
seiner Höhe und von dem Verhältnis des Biegungs- zum Drehungs
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moment ab. In irgend einem Punkte der langen Seite mit der 
Ordinate y herrscht nämlich die Biegungsspannung

_ a-y _ Mb ■ y 
°v “ Ä/2 J,

und nach Gl. 2 die Schubspannung

/ 4y’\ 3 Ms-d!
t -n1—

Daraus erhält man die Hauptspannungen

und die gröfste Stoffanstrengung

oder, wenn man die obigen Werte für <rv und t' einsetzt 

m 3Af6y , Sn/^-yV, (3Md-dy(,
' 8 8 J, + 4 r \ 2J, / + \ 8 J3 ) V h*)’

Hierin erscheint also s als Funktion von y und wird für zwei 
Werte von y zu einem Maximum. Die Bestimmung desselben mit 

d 8 •Hilfe der Gleichung — = 0 fällt indes sehr umständlich aus 

und führt zu einer für die Anwendung, etwa zur Berechnung der 
Querschnittsabmessungen brauchbaren allgemeinen Gleichung nicht. 
Man hat daher gegebenenfalls Querschnittsabm^ungen versuchsweise 
anzunehmen oder unter vorläufiger Benutzung der Gl. 4 zu berechnen 
und dann rückwärts nach Gl. 5 für verschiedene Werte von y die 
eintretenden gröfsten Anstrengungen s zu berechnen und danach 
deren Zulässigkeit zu beurteilen, bezw. eine entsprechende Quer- 
schnittsvergröfserung vorzunehmen.

Wirkt das Biegungsmoment in beliebiger von den Querschnitts
hauptachsen abweichender Richtung so Jäfst sich für jeden Punkt 
eines Querschnitts nach Gl. 8 S. 242 u. f. die dort herrschende Normal
spannung und nach Gl. 2 u. 3 S. 294 u. 295 die Schubspannung 
und aus beiden die Anstrengung bestimmen. Es soll darauf indes 
hier niebt näher eingegangen werden.
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Anwendungen.
Der Zapfen A der Kurbelwelle Fig. 209 wird rechtwinklig zur Achse 

des im Querschnitt rechteckigen Kurbelschaftes durch eine Kraft K= 10 000 kg 
ergriffen. Dabei entstehen im Kurbelschaft Dreh- und Biegungsspannungen. 
Das Verdrehungsmoment ist für alle Querschnitte des Schaftes konstant 
und bei den aus der Fig. ersichtlichen Längenmafsen

13-10000 = 130000 cm/kg.

Das Biegungsmoment ist im Querschnitt t1 gleich Null und wächst ver
hältnisgleich mit dem Abstande von 1t. Der Schaft soll eine annähernde

Form von gleichem Widerstande erhalten und mufs daher in seinen Quer
schnittsabmessungen vom Schnitt tt bis t""t"" allmählich anwachsen. Dio 
gröfste Stoffanstrengung soll 800 nicht überschreiten. Wir wählen die
Dicke d durchweg konstant gleich 8cm und wollen die veränderliche Höhe 
bestimmen. Denken wir uns den Querschnitt nach dem Gesetz seiner Höhenzu- 
bezw. Abnahme bis zu den Schnitten tt und t"" t"" einfach rechteckig fort
gesetzt, so ergibt sich für den ideellen Querschnitt t""t"" das Biegungsmoment 
Mb— 10000 • 50 = 500000«m/kg. Setzen wir aufserdem in Gl. 4 S. 299 
s = 800, cf = 8 cm und, da das Biegungsmoment in der Richtung der Haupt- 

8 ■ h'achse I wirkt, J, = = —— und vertauschen d mit h, so erhalten wir
durch Auflösung der Gl. 4 für h

h=y -5oo ooo + y • j/Too ooo» + (i> • 130 ooo)a| = 22 cm.
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Für den Querschnitt im Abstande gleich 40 cm von tt wird M 40- 10 000 
und also

h = 1/5-4^ fr • 400 000 + 4- • V~400000' +(M ' 130000)’] = 20 cm.
| o • oUU (44 )

Für den Mittelquerschnitt 10000 also

/ 3 (3 5___________ _ _ ।
h = |/ ( 4" ■ 250 000 + y • K250 000’ + (10 • 130 000)4 = 10/ cm.

Im Abstande gleich 10cm von tt Mb = 10'10000 und

/ 3 f 3 «    x
= 100 000 4--7- y 1000002 + (l,r. ■ 130 000)4= 12,»cm.J o • ÖUU (44 )

In dem ideellen Schaftquerschnitt tt ist Mb = 0, hier kommt also nur das 
Verdrehungsmoment in Frage. Die stärkste Schubspannung tritt in der langem 

h ■ d* 8’•hQuerschnittsseite auf. In Gl. 4 verschwindet Mb und es ist J, = yy = -y—. 
Damit wird

3 5
8^800 130000 = 14’‘Cm-

Es bleibt noch festzustellen, ob die vorläufig stillschweigend gemachte 
Annahme, dafs die absolut stärkste Anstrengung in dea Mitte der kurzen 
Querschnittsseite liegen würde, tatsächlich zutrifft. Wir erkennen, dafs dies 
in dem Querschnitt t't' sicher nicht der Fall ist; denn hier ergibt Gl. 5 
für die Mitte der langem Seite (h= 12,t) mit y = 0 (Biegungsspannung Null)

5 3 5
~ 4 ‘ 8 J, — 4

£ 130000-8-12 „
8 12,»-8> —9 ’

In einiger Entfernung von der Mitte der längern Seite für kleine Werte von 
y würde Gl. 5 noch gröfsere Anstrengungen ergeben. Eine Vermehrung der 
Querschnittshöhe ist im Querschnitt t' t' also erforderlich.

Wir wollen jetzt mit Hülfe der Gl. 5 die Anstrengung in den längern 
Seiten des Querschnittes t" t" von der errechneten Höhe h = 1 G,s cm 
näher untersuchen. Mit 7., = —^—= 700 cm« u. J, = 3 0,1 = 3000 cm«, 

Jfj = 25- 10000, Afd = 130 000 erhalten wir

für y = 0 cm 
y = 1 cm 
y — 2 cm 
y = 3 cm

s = 694«‘, 
s = 720»‘, 
« = 725»’, 
s = 707 at.

Das relative Maximum der Anstrengung in der längern Seite liegt danach 
etwa bei y = 2cm< i6t aber mit « = 725»* kleiner, als die der Berechnung 
der Querschnittshöhe zu Grunde gelegte Anstrengung s = 800 »t in der Mitte 
der kurzen Seite. Die hier errechnete Höhe ist also hinreichend, und dasselbe 
ergibt sich für die in den Querschnitten t'" t'" und t"" t"" errechnete Höhen.
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Die Auftragung der errechneten Höhen ergibt eine von der Geraden 
nur wenig abweichende Linie. Hält man daher die in den Schnitten tt und 
t"" t"" errechneten Höhen fest und wählt eine gerade Verbindung der ent
sprechenden Punkte, so ergibt sich für die zwischenliegenden Querschnitte 
eine geringe Verstärkung, die auch für den Schnitt t't' genügen dürfte. Mit 
Hülfe der Gl. 5 ist dies leicht zu kontrollieren.

Es soll noch der Durchmesser der Welle im Schnitt t°ta berechnet 
werden. Für diesen ist Mb — 29 -10000 und = 50 • 10 000 ™/kg- Daher 
nach Gl. 2 S. 298 mit J = liZL unj 8 _ §00 »t

4
. 3 ---------------------------— ..... -----------

/ 2 ( 3 5 _______________\= y TTgöö ’290 000 + y -1 ^90 000^ -i- 500 000A — 9 cm.

d. i. der Durchmesser D=18cm,
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Alphabetisches Verzeichnis und Bedeutung der in 
den Formeln benutzten Buchstaben unter Hinweis 

auf die erklärenden Stellen des Buches. ,1

A Stütz- oder Auflagerdruck des 
linken Endauflagers (S. 93).

B desgl. des rechte^ Endauflagers 
(S. 93).

C Auflagerdruck einer Mittelstütze 
(S. 126). - ~ ’

Centrifugalmoment einer Fläche 
in Bezug auf ein Achsenkreuz xy 
(S. 10).

Centrifugalmoment einer Fläche 
für rechtwinklig gemessene 
Abstände x und y in Bezug 
auf ein schiefwinkliges Achsen
kreuz (S. 14).

I) Druckfestigkeit eines Stoffes (S. 52 
u. 55).

D Mittelkraft aller Druckspannkräfte 
in einem Querschnitte (S. 232).

Dk Knickfestigkeit eines Stabes 
(8. 280).

E Elastizitätszahl eines Stoffes (S.50).
F Querschnittsfläche eines Stabes 

oder Balkens (S. 49 u. 226).
Ft, Fv, Ftv Flächeninhalte der Seil- 

liniondreiecke bei der zeichne
rischen Bestimmung derFlächen- 
momente zweiter Ordnung nach 
Mohr (S. 28).

Fm Momentenfläche (S. 115).
G Gleitzahl (S. 70).

H Polweite in einem Krafteck für 
die Zeichnung eines Seilecks 
(8. 94, 95).

<7, Achsiale Trägheitsmomente 
einer Fläche (S. 9).

JVr Trägheitsmomente einer 
Fläche für rechtwinklig ge
messene Abstände x und y in 
Bezug auf ein schiefwinkliges 
Achsenkreuz (S. 14).

u. J* Hauptträgheitsmomente einer 
Fläche (S. 32).

Jp Polares Trägheitsmoment einer 
Fläche (S. 10).

K Kraft (8. 49).
K Kernpunkt (S. 252).
L Gesamte Trägerlängo (S. 176).
M Angriffs- oder Biegungsmoment 

(8. 84).
Mt ... M„ Stützmomente (S. 145). 

F Längskraft, Normalkraft für einen 
Querschnitt (S. 226, 241).

P Einzellast eines Balkens (S. 94). 
Q Querkraft in Bezug auf einen Stab

oder Balkenquerschnitt (8. 226, 
241).

S 8, statisches Moment eines Quer
schnittsteiles auf der einen Seite 
der Nullinie in Bezug auf diese 
(S. 180).
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•T Tangential- oder Schubwiderstand 
in einem Querschnitte (S. 90).

W Widerstandsmoment eines Quer
schnittes (S. 84).

Z Mittelkraft aller Zugspannkräfte 
in einem Querschnitte (S. 232).

a grofse Halbachse der Trägheits- 
und Centralellipse Hauptträg
heitshalbmesser (S. 34).

a, zugeordneter Halbmesser der 
Centralellipse (S. 35).

a Abstand einer Last vom linkeit 
Endauflagor (S. 93, 96).

a Stück eines Gerberträgers (S. 169). 
a gröfste Ordinate der Bieguirgs- 

linie eines von einer Längs
kraft N ergriffenen Stabes in 
Bezug auf die Richtungslinie der 
Kraft als Abscissonachse (S.273).

b kleine Halbachse der Trägheits- 
und Centralellipse (S. 34).

5, zugeordnete Halbachse derCentral- 
ollipse (S. 35).

b Abstand einer Last vom rechten 
Endauflager (S. 93, 96).

b Stück eines Gorberträgers (S. 169).
b Breite eines rechteckigen oder aus 

Rechtecken gebildeten Quer
schnitts (S. 15, 16, 85).

c Senkung der Mittolstütze eines 
dreifach gestützten Balkens 
(S. 126).

c Exzentrizität einer Längskraft N 
(S. 273).

d Stück eines Gerberträgers (S. 169). 
d Elastizitätsgrenze für Druck (S.52). 
d Breite eines Rechtecks (S. 258). 
e Abstand der am stärksten ge

spannten Stelle im Querschnitt 
eines geb< genen Stabes von 
der Biegungsachse (S. 83).

e Breite des wirksamen Teiles eines 
Querschnittes (S. 233).

f Durchbiegung eines Balkens 
(S. 117).

g ständige Belastung für die Längen
einheit (S. 161).

h Höhe eines rechteckigen oder aus 
Rechtecken gebildeten Stab
querschnittes (S. 85, 258).

i Trägheitshalbmesser (S. 10).
k Kernweito (S. 230, 250).

mE Querelastizitätszahl (S. 61).
in Verhältnis der mittleren Elastizi

tätszahlen für Zug und Druck 
eines dem Hook e'schen Gesetz 
nicht folgenden Stoffes (S. 207).

n Verhältnis verschiedener Breiten 
eines Querschnitts (S. 203).

n Sicherheitsmafs gegen Bruch 
(S. 56).

n Zahl der halben Wellen bei einem 
knickenden Stabe (Euler'sche 
Formel) (S. 279)0

p Belastung der Längeneinheit eines 
Balkens, inbesondore bewegliche 
Belastung (S. 93 u. 157).

q volle Belastung der Längeneinheit 
eines Balkens (S. 170).

r Hülfsgröfse (Knickfestigkeit) 
(S. 274, 278).

s Anstrengung (S. 60, 62, 194).
s Stärke der Kopfplatte eines Blech

balkons (S. 20).
s Stärke j^er Einlage bei Verbund- 

1 'keff (S. 214).
t Abstand einer Druckkraft N von 

der Kante R eines Stabquer- 
schnittos (S. 233).

u veränderliche lotrechte Höhe einer 
graphisch ermittelten Momenten
fläche (S. 94, 96).

u Abstand einer Last vom linken 
Auflager (S. 131).

$ Abscisse eines beliebigen Quer
schnittspunktes (S. 9, 11, 241)

Abscisse dos Angriffspunktes einer ' 
Normalkraft in einen Stab
querschnitt (S. 241). 

i
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y Ordinate eines beliebigen Quer
schnittspunktes (S. 9, 11, 241). 

yn Ordinate des Angriffspunktes einer 
Normalkraft in einem Stab
querschnitt (S. 241).

z Abstand eines beliebigen Quer
schnittspunktes von der Schwer
achse (S. 180, 225).

z Elastizitätsgrenze für Zug(S.’51). 
zn .Abstand des Angriffspunktes einer 

Normalkraft von der Schwer
achse eines symmetrischen Stab
querschnittes (S. 225).

a Biegungswinkel (S. 114).
a Knickziffer (S. 283).
a Verhältnis der Randspannungen 

in einem Verbundbalken (S. 220). 
an Neigungswinkel der Nullinie 

(S. 256).
Neigungswinkel der Kraftlinie 

(S. 256).
ß Vorhältdiszahl für die Entfernung 

der Einlage in einem Verbund
balken von dessen Aufsenkante 
(S. 220).

ß Neigungswinkel der Verbindungs- • 
graden benachbarten Stütz
punkte eines Balkens (S. 145).

X Gleitung (S. 70).
X Dichtigkeit des Mauerwerks 

(8. 237).
e Dehnung (S. 50).
ri Einflufsordinate (S. 156).
2 Länge eines Trägerfeldes bei 

mittelbarer Belastung (S. 158).
P Multiplikator einer Einflufsfläche 

(S. 156). X
$ Abscisse des Schwerpunktes der 

Momentenfläche FM (S. 140, 
142).

p Krümmungsradius der Biegungs
linie (S. 86).

ar Normalspannung(Zug-oderDruck
spannung) (S. 49,51,225 u. 241).

°i <r2 Hauptspannungen (S. 192).
a2 Randspannungen (S. 82, 84 u. 86).
r Schubspannung (S. 69, 179).

To wagerechte und lotrechte Schub
spannung in der Achse eines 
Balkens (S. 181).
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Verzeichnis und Bedeutung der in den Formeln 
benutzten Buchstaben — im Band 2 dieses Werkes.

A Auflagerdruck des linken Endauflagers (S. 209);
„ lotrechter Kämpferdruck am linksseitigen Auflager eines Bogenträgers 

(S. 71);
B Auflagerdruck des rechten Endauflagers (S. 209);
, lotrechter Kämpferdruck am rechten Auflager eines Bogenträgers (S.71);
C Centrifugalmoment einer Bogenlinie (S. 139);
D Spannkraft in einer Strebe (Diagonalen) eines Fachwerks (S. 231);
„ aktiver Erddruck gegen eine Wand (S. 380);

D, passiver Erddruck oder Erdwiderstand (S. 383);
D Gesamtdruck in einer Fuge eines Gewölbes (8. 193);
jF Querschnittsfläche eines Stabes oder Bogenträgers (S. 37, 70);

Querschnitt des Bandes eines Bogens (8. 105);
F(u) = '/*(e“+«— “) (zur Kettenlinie) (8. 171);

G Gleitziffer (S. 17);
n ständige Knotenpunktslast"(S. 297);
, Gewicht einer Stützmauer (S. 403);
H wagerechte Seitenkraft in einem Trägergurt (S. 211);
„ Horizontalschub eines Bogenträgers oder Gewölbes (S. 72, 98, 136, 184);
« wagerechte Spannkraft im Scheitel einer Ketten- oder Drucklinie (8. 166);

M. Biegungsmement (8. 14);
Scheitelmomont eines Bogenträgers oder Gewölbes (8. 154, 195);

Af, und Einspannungsmomente eines Bogenträgers oder Gewölbes 
(S. 136, 195);
Kernmoment (8. 70);

TV Längskraft, Normalkraft für einen Querschnitt (S. 35);
0 Spannkraft im Obergurt eines Trägers (S. 207, 218);
P’ Einzellast (8. 67) besonders auch bewegliche Einzellast (S. 82, 98);

F„ Bezeichnung einer Gruppe von Kräften jPni, Pn2 usw. (8. 339);
Q Quorkraft in eipem Schnitte (8. 16, 70);
iS Spannkraft eines Stabes bezw. einer Ketten- oder Drucklinie an be

liebiger Stelle (S. 166, 224);
S1 Spannkraft eines Fachwerkstabes infolge einer Last Eins in bestimmter 

Richtung (S. 341);
Spannkraft eines Stabes in einem statisch unbestimmten Fachwerk, das 
durch Beseitigung überzähliger Stützwiderstände oder Stäbe statisch 
bestimmt gemacht ist (S. 364);
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U Spannkraft im Untergurt eines Trägers (S. 207, 218);
V Spannkraft in einem Stander (einer Vertikalen) eines Fachwerks (S. 218); 

Wa und Wb Widerlager- (Kämpfer-) Drücke eines Bogenträgers oder Ge
wölbes (S. 67, 72, 99);

X wagerechte Spannkraft an beliebiger Stelle einer Drucklinie für Erd- 
bclastung (S. 201);

„ statisch unbestimmte Gröfse (S. 364).
Y Wandscheorkraft eines Trägers (S. 208);

21 ( und 2lo innere und äufsere Formänderungsarbeit (S. 11);
21^ und 21^ innere und äufsere Verschiebungsarbeit (S. 11);

a diejenige Strecke der linken Auflager-Lotrechton eines Trägers, welche 
zwischen den Gurtrichtungen einer Schnittstelle liegt (S. 208, 258, 286);

b diejenige Strecke der rechten Auflagerlotrcchten eines Trägers, welche 
zwischen den Gurtrichtungen einer Schnittstelle liegt (S. 208, 258, 286);

c Höhe des Spannungsmittelpunktes der Scheitelfuge eines Bogenträgers 
oder Gewölbes über der Mitte der Fuge (S. 155, 196);

„ Scherfestigkeit (Kohäsion) eines Erdkörpors (S. 155, 196);
d Länge einer Fachwerkstrebe (S. 285, 295);
„ untere Stärke einer Stützmauer (S. 403);
„ Gewölbestärke an beliebiger Stelle (S. 193);

d0 Gewölbestärke im Scheitel (S. 192);
di Gewölbestärke am Kämpfer (S. 194) bezw. an derjenigen Stelle eines 

Erddruckgewölbes, wo die Mittellinie lotrecht steht (S. 205);
ds Bogenteilchen einer Kurve - (Mittellinie eines Stabes oder Bogen

trägers) (S. 51, 100);
dtp Kontingenz- oder Zentriwinkel eines Bogenteilchens ds (S. 51, 100);

e Abstand der am stärksten gespannten Stelle eines Querschnittes von 
der Biegungsachse (S. 69);

„ Höhe des Angriffspunktes des Erddrucks über der Unterkante der 
Wand (S. 382, 393);

f Pfeilhöhe eines Bogens oder Gewölbes (S. 72, 192) ;
g ständige Belattung der Längeneinheit (S. 85);
h Trägerhöhe an irgend einer Stelle (S. 208, 257);
„ Höhe einer Stützwand (S. 380);

h0 freie lotrechte Standhöhe eines Erdkörpers (S. 385);
hi Überhöhung eines Erdkörpers (S. 390);
hm Trägerhöhe in der Mitte einer Spannweite (S. 211, 283, 289);

fc = 2D:A’ beim Erddruck (S. 382, 392);
k vom Querschnitt abhängige Zahl bei Berechnung der Normalspannungen 

in krummen Stäben (S. 37);
l Spannweite eines Bogenträgers oder Gewölbes (S. 72, 97, 192);

n Anzahl der Knotenpunkte eines Fachwerks (S. 220);
p Belastung der Längeneinheit besonders bewegliche Belastung (S. 81); 
pa u. pt äufserer und innerer Druck auf eine Gefäfswand (S. 59);
p Erddruck auf die Höheneinheit einer Wand (S. 382);
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j Belastung eines Erdkörpers für die Flächeneinheit des Grundrisses 
(S. 402);

„ Gewicht der Bogeneinheit einer Kette (S. 168);
r Krümmungshalbmesser im Scheitel einer Ketten- oder Drucknnie (S. 167);
8 Anzahl der Stäbe eines Fachwerks (S. 220);
„ Länge eines Fachwerkstabes (S. 333);
t Temperaturzunahme eines Bogens (S. .104);
ta und Tiefe des an den Kämpfern wirkenden Seitenschubes H eines 

Bogenträgers oder Gewölbes unter den Mitten der Kämpferfugen 
(S. 145, 195):

u=x:r Hülfsgröfse (Kettenlinie) (S. 171);
w Abstand des Schnittpunktes der Gurtrichtungen (an einer Schnittstelle 

eines Trägers) von der linken Auflager-Lotrechten (S. 208, 258);
„ veränderliche Breite eines Querschnittes (S. 14);
y0 Belastungshöhe im Scheitel (bei wagerechter Belastungslinie) (S. 176);
z Ordinate der Kämpferdrucklinie eines Bogenträgers (S. 120, 148);
„ Belastungshöhe einer Ketten- oder Drucklinie (S. 166);

«0 Belastungshöhe im Scheitel einer Ketten- oder Drucklinie (S, 167);
Ada Vergröfserung des Bogenteilchens da (S. 19);
Ad<p Vergröfserung des Kontingenz- oder Centriwinkels eines Bogen- 

toil chens (S. 19);
Ah Einflufs der Belastung eines Erdkörpers auf den Erddruck (S. 402);
Al Vergröfserung der Spannweite l eines Bogenträgers (S. 100);
As Verlängerung eines Stabes von der Länge s (S. 333);
« Neigungswinkel eines Bogens oder einer Drucklinie am Kämpfer 

(S. 118, 194);
„ Neigungswinkel der Stützwand eines Erdkörpers (S. 390);
/ Dichtigkeit (Gewicht von 1 ®bm) eines Erdkörpers (S. 380);
ft Dichtigkeit des Mauerwerks (S. 192, 403);
A Neigungswinkel einer Strebe D eines Fachwerks (S. 235);
» unbestimmte Abweichung des Erddruckes D von der Normalen zur 

Wand (S. 397);
„ elastische Verschiebung eines Punktes eines von Kräften ergriffenen 

Körpers oder eines ebenen Fachwerkes (S. 13, 20, 334);
daa elastische Verschiebung eines Punktes a infolge einer in ihm angreifen- 

den äufsern Kraft Eins in der Richtung derselben (S. 337);
Aab elastische Verschiebung eines Punktes a in d$r Richtung einer in ihm 

angreifendeu Kraft infolge einer in einem Punkte b angreifenden Kraft 
Eins (S. 337);

e Dehnung (S. 36);
„ Wärmedehnung (S. 104);
e=a-| 2^ Hülfsgröfse (Erddruck) (S. 390);
f kleine Verhältniszahl, welche die Einwirkung der Verkürzung der 

Mittellinie eines Bogens oder Gewölbes, sowie der Verlängerung der 
Spannstange eines Bogens darstellt (S. 117, 144, 185, 193);



310

■q Einflufs-Ordinate (S. 106, 146, 257);
& Neigungswinkel eines kreisförmigen Bogens an einer Laststelle (S.118);
„ Neigungswinkel einer Ketten- oder Drucklinie an beliebiger Stelle 

(S. R6);
„ Neigungswinkel der Gleitebene eines Erdkörpers (S. 380);
B Neigungswinkel zweier benachbarter Stäbe eines Stabzuges gegeneinander 

(S. 350);
X Länge eines Faches im Fachwerke (S. 239);
v Neigungswinkel des Untergurts eines Trägers (S. 206, 218);
p Krümmungshalbmesser eines einfach gekrümmten Stabes (S. 35);
„ Krümmungshalbmesser einer Ketten- oder Drucklinie an beliebiger 

Stelle (S. 167);
cr, at, aa Radial-, Tangential- und Achsialspannungen in Gefäfswänden.

<p Richtungswinkel (S. 50);
„ Natürlicher Böschungswinkel eines Erdkörpers (S. 378);

Änderung des Richtungswinkels der Stäbe eines Stabzuges (S, 350) •
<« Neigungswinkel des Obergurts eines Trägers (S. 206, 228).














