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AVERTISSEMENT.

On a déjà plusieurs Traités de Mécanique, mais le plan, 
de celui-ci est entièrement neuf. Je me suis proposé de 
réduire la théorie de cette Science, et l’art de résoudre 
les problèmes qui s’y rapportent, à des formules géné­
rales, dont le simple développement donne toutes les 
équations nécessaires pour la solution de chaque problème.

Cet Ouvrage aura d’ailleurs une autre utilité ; il réunira 
et présentera sous un même point de vue, les différent 
principes trouvés jusqu’ici pour faciliter la solution des 
questions de Mécanique, en montrera la liaison et la dé­
pendance mutuelle, et mettra à portée de juger de leur 
justesse et de leur étendue.

Je le divise en deux Parties; la Statique ou la Théorie 
de l’Équilibre, et la Dynamique ou la Théorie du Mou­
vement; et dans chacune de ces Parties, je traite sépa­
rément des Corps solides et des Fluides.

On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage. 
Les méthodes que j’y expose ne demandent ni construc­
tions , ni raisonnemens géométriques ou mécaniques, mais 
seulement des opérations algébriques, assujéties à une 
marche régulière et uniforme. Ceux qui aiment P Analyse, 
verront avec plaisir la Mécanique en devenir une nouvelle 
branche, et me sauront gré d’en avoir étendu ainsi le 
domaine.

Tel est le plan que j’avais tâché de remplir dans la
Mèc. anal. Tome I. b
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première édition de ce Traité, publiée en 1788. Celle-ci 
est à plusieurs égards un Ouvrage nouveau sur le même 
plan, mais plus ample. On a donné plus de développe­
ment aux principes et aux formules générales, et plus 
d’étendue aux applications, dans lesquelles on trouvera 
la solution des principaux problèmes qui sont du ressort 
de la Mécanique.

On a conservé la notation ordinaire du Calcul différen­
tiel, parce qu’elle répond au système des infiniment petits, 
adopté dans ce Traité. Lorsqu’on a bien conçu l’esprit de 
ce système, et qu’on s'est convaincu de l’exactitude de ses 
résultats par la méthode géométrique des premières et 
dernières raisons, ou parla méthode analytique des fonc­
tions dérivées, on peut employer les infiniment petits 
comme un instrument sûr et commode pour abréger et 
simplifier les démonstrations. C'est ainsi qu’on abrège 
les démonstrations des Anciens, par la méthode des 
indivisibles.

Nous allons indiquer les principales augmentations qui 
distinguent cette édition de la précédente. La première 
Section de la première Partie contient une analyse plus 
complète des trois principes de la Statique, avec des 
remarques nouvelles sur la nature et la liaison de ces 
principes; elle est terminée par une démonstration 
directe du principe des vitesses virtuelles, et tout-à fait 
indépendante des deux autres principes. Dans la seconde 
Section, on démontre d'une manière plus rigoureuse 
que le principe des vitesses virtuelles pour un nombre 
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quelconque de forces en équilibre , peut se déduire du 
cas où il n’y a que deux forces, ce qui ramène direc­
tement ce principe à celui du levier; on réduit à une 
forme plus générale les équations qui résultent de ce 
principe, et l’on donne les conditions nécessaires pour 
qu’un système de forces soit équivalent à un autre sys­
tème de forces, et puisse le remplacer. Dans la troisième 
Section, on établit d’une manière plus directe les for­
mules des mouvemens instantanés de rotation, et de la 
composition de ces mouvemens, et on en déduit la 
théorie des momens et de leur composition ; on y expose 
une propriété peu connue du centre de gravité, et on 
donne une nouvelle démonstration des maxima et minima 
qui ont lieu dans l’état d’équilibre. La quatrième Section 
contient des formules plus générales et plus simples pour 
la solution des problèmes qui dépendent de la méthode 
des variations; et parla comparaison de ces formules avec 
celles de l’équilibre des corps de figure variable, on y 
montre comment les questions relatives à leur équilibre 
rentrent dans la classe de celles qui sont connues sous 
le nom de problème général des isopérimètres, et se ré­
solvent de la même manière. La cinquième Section offre 
quelques problèmes nouveaux et des remarques impor­
tantes sur quelques-unes des solutions déjà données dans 
la première édition. Dans la sixième Section , on a ajouté 
quelques détails à l’analyse historique des principes de 
l’Hydrostatique. On a donné , dans la septième Section, 
plus de rigueur et de généralité au calcul des varia­
tions des molécules d’un fluide, et on a rendu beau­
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coup plus simple l’analyse des termes qui se rapportent 
aux limites de la masse fluide ; on a déduit de ces 
termes la théorie de l’action des fluides sur les solides 
qu’ils recouvrent, ou sur les parois des vases qui les 
renferment, et on en a tiré une démonstration directe 
de ce théorème que , dans l’équilibre d'un solide avec 
un fluide, les forces qui agissent sur le solide sont les 
mêmes que si le fluide ne formait qu’une seule masse 
avec le solide. On a ajouté aussi, tant dans cette Section 
que dans la suivante qui traite de l’équilibre des fluides 
élastiques, quelques applications des formules générales 
de l’équilibre des fluides.

La deuxième Partie, qui contient la Dynamique, 
offre un plus grand nombre d’augmentations. Dans la 
première Section on a rendu plus complète et plus 
exacte dans quelques points l’analyse historique des prin­
cipes de la Dynamique. Il y a dans la seconde Section une 
addition importante, où l’on montre dans quels cas la for­
mule générale de la Dynamique, et par conséquent aussi 
les équations qui en résultent pour le mouvement d‘un 
système de corps , sont indépendantes de la position 
des axes des coordonnées dans l’espace , ce qui donne 
le moyen de compléter une solution où Ton aurait sup­
posées nulles quelques constantes , par l’introduction de 
trois nouvelles constantes arbitraires. Dans la troisième 
Section on a donné plus d’extension aux propriétés rela­
tives au mouvement du centre de gravité et aux aires 
décrites par un système de corps ; on y a ajouté la théorie 
des axes principaux ou de rotation uniforme, déduite de 
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la considération des mouvemens instantanés de rotation, 
par une analyse .différente de celle qu'on y avait em­
ployée jusqu'ici; et on y démontre quelques théorèmes 
nouveaux sur la rotation d’un corps solide ou d’un sys­
tème de corps, lorsqu’elle dépend d’une impulsion pri­
mitive. La quatrième Section est à peu de chose près 
la même que dans la première édition ; mais la cinquième 
Section est entièrement nouvelle ; elle renferme la théorie 
delà variation des constantes arbitraires, qui a fait l’objet 
de trois Mémoires imprimés parmi ceux de la première 
Classe de l’Institut, pour l’année 1808, mais présentée 
d’une manière plus simple et comme une méthode géné­
rale d’approximation pour tous les problèmes de méca­
nique , où il y a des forces perturbatrices peu considé­
rables par rapport aux forces principales.

Nous observerons ici, pour donner à cette théorie 
toute l’étendue dont elle est susceptible, que la fonc­
tion V, qui dépend des forces principales, ne peut être 
qu’une fonction exacte des seules variables indépen­
dantes £, 4, , etc., et du temps t, mais qu’il n’est pas né­
cessaire que la fonction désignée par n, et qui dépend 
des forces perturbatrices, soit aussi de la même nature. 
Quelles que soient ces forces, si on les décompose , pour 
chaque corps m du système, en trois X, Y, Z, suivant 
les coordonnées x, y, z, et tendantes à les augmenter, il 
n’y aura qu’à réduire ces coordonnées en fonctions des 
variables indépendantes ë, <P, etc., et on pourra 
substituer à la place des différences partielles etc.
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les sommes respectives

Sra(X.^+Ÿ^ + Z^\, etc.
\ dç d^ ' \ #4 «4 «4/7

et par conséquent à la place de û.n, la quantité

Sm {X^x 4- YAy -+- Z^, 

où la caractéristique △ se rapporte aux constantes arbi­
traires; de sorte qu’on pourra changer en

et ainsi des autres différences partielles de n. De cette 
manière , la méthode sera applicable à des forces per­
turbatrices représentées par’ des variables quelconques.

Enfin la sixième Section , qui est la dernière de ce 
volume, et qui répond au paragraphe premier de la 
cinquième Section de l’édition précédente , est aug­
mentée de différentes remarques, et surtout de la so­
lution de quelques problèmes sur les oscillations très- 
petites des corps; elle est terminée par la théorie des 
cordes vibrantes, que j’avais donnée dans le premier 
volume des Mémoires de Turin, et qui est présentée 
ici d’une manière plus simple et à l’abri des objections 
que d’Alembert avait faites contre cette théorie, dans 
le premier volume de ses Opuscules.

TABLE.
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ANALYTIQUE.

PREMIÈRE PARTIE.

LA STATIQUE.

SECTION PREMIÈRE.

Sur les différens Principes de la Statique.

L a Statique est la science de l’équilibre des forces. On entend 
en général par force ou puissance la cause, quelle qu’elle soit, qui 
imprime ou tend à imprimer du mouvement au corps auquel on 
la suppose appliquée; et c’est aussi par la quantité du mouvement 
imprimé, ou prêt à imprimer, que la force ou puissance doit s’es­
timer. Dans l’état d’équilibre la force n’a pas d’exercice actuel; elle 
ne produit qu’une simple tendance au mouvement; mais on doit 
toujours la mesurer par l’effet qu’elle produirait si elle n’était pas 
arretée. En prenant une force quelconque, ou son effet pour l’unité, 
l’expression de toute autre force n’est plus qu’un rapport, une quantité 
mathématique qui peut être représentée par des nombres ou des 
lignes ; c’est sous ce point de vue que l’on doit considérer les forces 
dans la Mécanique.

Méc. anal. Tome I. i
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L’équilibre résulte de la destruction de plusieurs forces qui se 

combattent et qui anéantissent réciproquement l’action qu’elles 
exercent les unes sur les autres; et le but de la Statique est de 
donner les lois suivant lesquelles cette destruction s’opère. Ces lois 
sont fondées sur des principes généraux qu’on peut réduire à trois; 
celui du levier, celui de la composition des forces, et celui des vi­

tesses virtuelles,

i. Archimède, le seul parmi les Anciens qui nous ait laisse une 
théorie de l’équilibre, dans ses deux Livres de Æquiponderan- 
tibus, ou de Planorum œquilibnis, est l’auteur du principe du le­
vier j lequel consiste, comme le savent tous les mécaniciens, en 
ce que si un levier droit est chargé de deux poids quelconques placés 
de part et d’autre du point d’appui, à des distances de ce point ré­
ciproquement proportionnelles aux mêmes poids, ce levier sera en 
équilibre, et son appui sera chargé de la somme des deux poids. 
Archimède prend ce principe, dans le cas des poids égaux placés 
a des distances égales du point d’appui, pour un axiome de Méca­
nique évident de soi-même, ou du moins pour un principe d’expe- 
rience; et il ramène à ce cas simple et primitif celui des poids 
inégaux, en imaginant ces poids lorsqu’ils sont commensurables, 
divisés en plusieurs parties toutes égales entre elles, et en suppo­
sant que les parties de chaque poids soient séparées et transportées 
de part et d’autre sur le même levier, à des distances égales, en- 
sorte que le levier se trouve chargé de plusieurs petits poids égaux 
et placés à distances égales autour du point d’appui. Ensuite il dé- 
montrela vérité du même théorème pour les poids incommensurables, 
à l’aide de la méthode d’exhaustion, en faisant voir qu’il ne saurait 
y avoir équilibre entre ces poids, à moins qu’ils ne soient en rai­
son inverse de leurs distances au point d’appui.

Quelques auteurs modernes, comme Stcvin dans sa Statique, et 
Galilée dans ses Dialogues sur le mouvement, ont rendu la démons­
tration d’Archimède plus simple, en supposant que les poids alta- 
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ches au levier soient deux parallélépipèdes horizontaux pendus par 
leur milieu, et dont les largeurs et les hauteurs soient égales, mais 
dont les longueurs soient doubles des bras de levier qui leur 
répondent inversement. Car de cette manière les deux paral­
lélépipèdes sont en raison inverse de leurs bras de levier, et 
en meme temps ils se trouvent placés bout-à-bout, ensorte qu’ils 
n’en forment plus qu’un seul dont le point du milieu répond pré­
cisément au point d’appui du levier. Archimède avait déjà employé 
une considération semblable pour déterminer le centre de gravité 
d’une grandeur composée de deux surfaces paraboliques, dans la 
première proposition du second Livre de l’Équilibre des plans.

D’autres auteurs, au contraire, ont cru trouver des défauts dans 
la démonstration d’Archimède, et ils font tournée de différentes 
façons, pour la rendre plus rigoureuse; mais il faut convenir qu’en 
altérant la simplicité de cette démonstration, ils n’y ont presque 
rien ajouté du côté de l’exactitude.

Cependant parmi ceux qui ont cherché à suppléer à la démons­
tration d’Archimède, sur l’équilibre du levier, on doit distinguer 
Huyghens, dont on a un petit écrit intitulé Démonstratif) œquili- 
bni bilancis, et imprimé en 169$, dans le Recueil des anciens 
Mémoires de l’Académie des Sciences.

Huyghens observe qu’Archimède suppose tacitement que si plu­
sieurs poids égaux sont appliqués à un levier horizontal, à distances 
égalés les uns des autres, ils exercent la même force pour incliner 
le levier, soit qu’ils se trouvent tous du même côté du point d’appui, 
soit qu’ils soient les uns d’un côté et les autres de l’autre côté du 
point d’appui ; et pour éviter cette supposition précaire, au lieu 
de distribuer, comme Archimède, les parties aliquotes des deux poids 
commensurables sur le même levier, de part et d’autre des points 
où les poids entiers sont censés appliqués, il les distribue de la même 
manière, mais sur deux autres leviers horizontaux et placés per­
pendiculairement aux extrémités du levier principal, en forme 

T ; de cette manière, on a un plan horizontal chargé de plu­



4 MÉCANIQUE ANALYTIQUE.
sieurs poids égaux, et qui est évidemment en équilibre sur la ligne 
du premier levier, parce que les poids se trouvent distribués éga­
lement et symétriquement des deux côtés de cette ligne; mais 
Huyghcns démontre que ce plan est aussi en équilibre sur une 
droite inclinée à celle-là, et passant par le point qui divise le levier 
primitif en parties réciproquement proportionnelles aux poids dont 
il est supposé chargé, parce qu’il fait voir que les petits poids se 
trouvent aussi placés à distances égales de part et d’autre de la 
même droite : d’où il conclut que le plan, et par conséquent le levier 
proposé doit être en équilibre sur le même point.

Cette démonstration est ingénieuse, mais elle ne supplée pas en­
tièrement à ce qu’on peut en effet desirer dans celle d’Archimède.

2. L’équilibre d’un levier droit et horizontal, dont les extrémités 
sont chargées de poids égaux, et dont le point d’appui est au mi­
lieu du levier, est une vérité évidente par elle-même, parce qu’il 
n’y a pas de raison pour que l’un des poids l’emporte sur l’autre , 
tout étant égal de part et d’autre du point d’appui. Il n’en est pas 
de même de la supposition que la charge de l’appui soit égale à la 
somme des deux poids. Il paraît que tous les mécaniciens l’ont 
prise comme un résultat de l’expérience journalière, qui apprend 
que le poids d’un corps ne dépend que de sa masse totale, et 
nullement de sa figure ().  On peut néanmoins déduire cette vérité 
de la première, en considérant, comme Huyghens, l’équilibre d’un 
plan sur une ligne.

*

(*) D’Alembert est, je crois, le premier qui ait cherché à démontrer cette 
proposition; mais la démonstration qu’il en a donnée dans les Mémoires de l’Acadé­
mie des Sciences de 1769, n’est pas entièrement satisfaisante. Celle que M. Fouriera 
donnée depuis dans le cinquième cahier du Journal de l’Ecole Polytechnique, 
est rigoureuse et très-ingénieuse; mais elle n’est pas tirée de la nature du levier.

Pour cela, il n’y a qu’à imaginer un plan triangulaire chargé de 
deux poids égaux aux deux extrémités de sa base, et d’un poids 
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double à son sommet. Ce plan sera évidemment en équilibre, étant 
appuyé sur une ligne droite ou axe fixe, qui passe par le milieu 
des deux côtés du triangle; car on peut regarder chacun de ces 
côtés comme un levier chargé dans ses deux extrémités de deux 
poids égaux, et qui a son point d’appui sur l’axe qui passe par son 
milieu. Maintenant on peut envisager cet équilibre d’une autre ma­
nière, en regardant la base même du triangle comme un levier 
dont les extrémités sont chargées de deux poids égaux; et en 
imaginant un levier transversal qui joigne le sommet du triangle 
et le milieu de sa base en forme de T, et dont une des extrémités 
soit chargée du poids double placé au sommet, et l’autre serve de point 
d’appui au levier qui forme la base. Il est évident que ce dernier 
levier sera en équilibre sur le levier transversal qui le soutient dans 
son milieu , et que celui-ci sera par conséquent en équilibre sur 
l’axe sur lequel le plan est déjà en équilibre. Or comme l’axe passe 
par le milieu des deux côtés du triangle, il passera aussi nécessai­
rement par le milieu de la droite menée du sommet du triangle 
au milieu de sa base; donc le levier transversal aura son point 
d’appui dans le point de milieu, et devra par conséquent être chargé 
également aux deux bouts. Donc la charge que supporte le point 
d’appui du levier qui fait la base du triangle, et qui est chargé à 
ses deux extrémités de poids égaux, sera égale au poids double du 
sommet, et par conséquent égale à la somme des deux poids.

Si, au lieu d’un triangle, on considérait un trapèze chargé à 
ses quatre angles de quatre poids égaux, on trouverait de la même 
manière, que les deux leviers de longueurs inégales, formant les 
côtés parallèles du trapèze, exercent sur leurs points d’appui des 
forces égales.

5. Cette proposition une fois établie, il est clair qu’on peut, ainsi 
qu’Archimède le fait, substituer à un poids en équilibre sur un 
levier, deux poids égaux chacun à la moitié de ce poids, et placés 
sur le 'même levier, à distances égales de part et d’autre du point 
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où le poids est attaché. Car l’action de ce poids est la même que 
celle d’un levier suspendu par son milieu au même point, et chargé 
à ses deux bouts, de deux poids égaux chacun à la moitié du même 
poids, et il est évident que rien n’empêche d’approcher ce dernier 
levier du premier, de manière qu’il en fasse partie; ou bien, ce 
qui est peut-être plus rigoureux, il n’y a qu’à regarder ce dernier 
levier comme étant tenu en équilibre par une force appliquée à 
son point de milieu, dirigée de bas en haut et égale au poids dont 
les deux moitiés sont censées appliquées à ses extrémités ; alors en 
appliquant ce levier en équilibre, sur le premier levier qui est sup­
posé en équilibre sur son point d’appui, l’équilibre total subsistera 
toujours, et si l’application se fait de manière que le milieu du se­
cond levier coïncide avec l’extrémité d’un des bras du premier levier, 
la force qui soutient le second levier pourra être censée appliquée 
au poids même dont ce bras est chargé, et qui, étant soutenu, n’aura 
plus d’action sur le levier, mais se trouvera ainsi remplacé par deux 
poids égaux chacun à sa moitié et placé de part et d’autre de ce poids 
sur le premier levier prolongé. Cette superposition d’équilibres est 
en Mécanique un principe aussi fécond que l’est en Géométrie la 
superposition des figures.

4. On peut donc regarder l’équilibre d’un levier droit et hori­
zontal chargé de deux poids en raison inverse de leurs distances au 
point d’appui du levier, comme une vérité rigoureusement démon­
trée; et par le principe de la superposition, il est facile de l’étendre 
à un levier angulaire quelconque, dont le point d’appui serait dans 
l’angle, et dont les bras seraient tirés en sens contraire par des 
forces perpendiculaires à leurs directions. En effet, il est évident 
qu’un levier angulaire à bras égaux, et mobile autour du sommet 
de l’angle, sera tenu en équilibre par deux forces égales appliquées 
perpendiculairement aux extrémités des deux bras, et tendantes a 
les faire tourner en sens contraire. Si donc on a un levier droit 
en équilibre, dont l’un des bras soit égal à ceux du levier angulaire, 
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et soit chargé à son extrémité d’un poids équivalent à chacune des 
puissances appliquées au levier angulaire, l’autre bras étant chargé 
du poids nécessaire pour l’équilibre ; et qu’on superpose ces leviers 
de manière que le sommet de l’angle de l’un tombe sur le point 
d’appui de l’autre, et que les bras égaux de l’un et de l’autre coïn­
cident et n’en forment plus qu’un : la puissance appliquée au bras 
du levier angulaire soutiendra le poids suspendu au bras égal du 
levier droit, de manière qu’on pourra faire abstraction de l’un et de 
l’autre, et supposer le bras formé de la réunion de ces deux-ci anéanti. 
L’équilibre subsistera donc encore entre les deux autres bras for­
mant un levier angulaire tiré à ses extrémités par des forces per­
pendiculaires , et en raison inverse de la longueur des bras comme 
dans le levier droit.

Or une force peut être censée appliquée à tel point que l’on veut 
de sa direction. Donc deux forces, appliquées à des points quel­
conques d’un plan retenu par un point fixe, et dirigées comme on 
voudra dans ce plan, sont en équilibre lorsqu’elles sont entre elles 
en raison inverse des perpendiculaires abaissées de ce point sur 
leurs directions ; car on peut regarder ces perpendiculaires comme 
formant un levier angulaire dont le point d’appui est le point fixe 
du plan : c’est ce qu’on appelle maintenant le principe des momens, 
en entendant par moment le produit d’une force par le bras du 
levier par lequel elle agit.

Ce principe général suffit pour résoudre tous les problèmes 
de la Statique. La considération du treuil l’avait fait apercevoir 
dès les premiers pas que l’on a faits après Archimède, dans la 
théorie des machines simples , comme on le voit par l’ouvrage du 
Guide Ubaldi ,• intitulé Mecanicorum liber, qui a paru à Pesaro, 
en 1677; mais cet auteur n’a pas su l’appliquer au plan incliné, 
ni aux autres machines qui en dépendent, comme le coin et la vis 
dont il n’a donné qu’une théorie peu exacte.

Le rapport de la puissance au poids sur un plan incliné a été 
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long-temps un problème parmi les Mécaniciens modernes. Stevin 
l’a résolu le premier ; mais sa solution est fondée sur une consi­
dération indirecte et indépendante de la théorie du levier.

Stevin considère un triangle solide posé sur sa base horizontale, 
ensorte que ses deux côtés forment deux plans inclinés ; et il imagine 
qu’un chapelet formé de plusieurs poids égaux, enfilés à des dis­
tances égales , ou plutôt une chaîne d’égale grosseur soit placée sur 
les deux côtés de ce triangle, de manière que toute la partie supé­
rieure se trouve appliquée aux deux côtés du triangle, et que la 
partie inférieure pende librement au-dessous de la base, comme si 
elle était attachée aux deux extrémités de cette base.

Or Stevin remarque qu’en supposant que la chaîne puisse glisser 
librement sur le triangle, elle doit cependant demeurer en repos ; 
car si elle commençait à glisser d’elle-même dans un sens, elle 
devrait continuer à glisser toujours, puisque la même cause de 
mouvement subsisterait, la chaîne se trouvant, à cause de l’uniformité 
de ses parties, placée toujours de la même manière sur le triangle, 
d’où résulterait un mouvement perpétuel, ce qui est absurde.

Il y a donc nécessairement équilibre entre toutes les parties de 
la chaîne ; or on peut regarder la portion qui pend au-dessous de 
la base, comme étant déjà en équilibre d’elle-même; donc il faut que 
l’effort de tous les poids appuyés sur l’un des côtés, contrebalance 
l’effort des poids appuyés sur l’autre côté ; mais la somme des uns 
est à la somme des autres, dans le même rapport que les longueurs 
des côtés sur lesquels ils sont appuyés. Donc il faudra toujours la 
même puissance pour soutenir un ou plusieurs poids placés sur un 
plan incliné, lorsque le poids total sera proportionnel à la longueur 
du plan, en supposant la hauteur la même ; mais quand le plan est 
vertical, la puissance est égale au poids; donc, dans tout plan in­
cliné , la puissance est au poids comme la hauteur du plan à sa 
longueur.

J’ai rapporté cette démonstration de Stevin, parce qu’elle est 
très^ingénieuse, et qu’elle est d’ailleurs peu connue. Au reste, Stevin 

déduit 
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déduit de cette théorie celle de l’équilibre entre trois puissances qui 
agissent sur un même point, et il trouve que cet équilibre a lieu 
lorsque les puissances sont parallèles et proportionnelles aux trois 
côtés d’un triangle rectiligne quelconque. Voyez les Elémens de 
Statique et les Additions à la Statique de cet auteur, dans les 
Hypomnemata Mathematica , imprimés à Leyde, en i6o5, et dans 
les Œuvres de Stevin, traduites en français, et imprimées en 1634, 
par les Elzevirs. Mais on doit observer que ce théorème fondamental 
de la Statique, quoiqu’il soit communément attribué à Stevin, n’a 
cependant été démontré par cet auteur, que dans le cas où 
les directions de deux des puissances font entre elles un angle 
droit.

Stevin remarque avec raison qu’un poids appuyé sur un plan 
incliné et retenu par une puissance parallèle au plan, est dans le 
même cas que s’il était soutenu par deux fils, l’un perpendiculaire 
et l’autre parallèle au plan; et par sa théorie du plan incliné, il 
trouve que le rapport du poids à la puissance parallèle au plan, 
est comme l’hypoténuse à la base d’un triangle rectangle formé sur 
le plan par deux droites, l’une verticale et l’autre perpendiculaire 
au plan. Stevin se contente ensuite d’étendre cette proportion au 
cas où le fil qui retient le poids sur le plan incliné serait aussi 
incliné à ce plan, en construisant un triangle analogue avec les 
mêmes lignes, l’une verticale, l’autre perpendiculaire au plan, et en 
prenant la base dans la direction du fil; mais il faudrait pour cela 
qu’il eût démontré que la même proportion a lieu dans l’équilibre 
d’un poids soutenu sur un plan incliné par une puissance oblique 
au plan, ce qui ne peut pas se déduire de la considération de la 
chaîne imaginée par Stevin.

6. Dans les Mécaniques de Galilée, pübliées d’abord en français 
parle père Merscnnc en 1654, l’équilibre sur un plan incliné est 
réduit à celui d’un levier angulaire à deux bras égaux, dont l’un 
est supposé perpendiculaire au plan, et chargé du poids appuyé

Méc. anal. Tome I. • 2
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sur le plan, et dont l’autre est horizontal et chargé d’un poids équi­
valant à la puissance nécessaire pour retenir le poids sur le plan ; 
cet équilibre est ensuite réduit à celui d’un levier droit et horizon­
tal, en regardant le poids attaché au bras incliné, comme suspendu 
à un bras horizontal formant un levier droit avec le bras horizontal 
du levier angulaire. Ainsi le poids est à la puissance qui le soutient 
sur le plan incliné, en raison inverse de ces deux bras du levier 
droit, et il est facile de prouver que ces bras sont entre eux comme 
la hauteur du plan à sa longueur.

On peut dire que c’est là la première démonstration directe qu’on 
ait eue de l’équilibre sur un plan incliné. Galilée s’en est servi de­
puis pour démontrer rigoureusement l’égalité des vitesses acquises par 
les corps pesans, en descendant d’une même hauteur sur des plans 
diversement inclinés, égalité qu’il s’était contenté de supposer dans 
la première édition de ses Dialogues.

Il eût été facile à Galilée de résoudre aussi le cas où la puis­
sance qui retient le poids a une direction oblique au plan ; mais 
ce nouveau pas n’a été fait que quelque temps après, par Roberval, 
dans un Traité de Mécanique imprimé en 1656, dans X Harmonie 
universelle de Mersenne.

7. Roberval regarde aussi le poids appuyé sur le plan incliné 
comme attaché au bras d’un levier perpendiculaire au plan, et il 
considère la puissance comme une force appliquée au même bras, 
suivant une direction donnée ; il a ainsi un levier à un seul bras, 
dont une extrémité est fixe, et dont l’autre extrémité est tirée par 
deux forces, celle du poids et celle de la puissance qui le retient; 
il substitue ensuite à ce levier un levier angulaire à deux bras per­
pendiculaires aux directions des deux forces et ayant le même point 
fixe pour point d’appui, et il suppose les deux forces appliquées aux 
bras de ce levier suivant leurs propres directions, ce qui lui dorme 
pour l’équilibre le rapport du poids à la puissance, en raison inverse 
des deux bras du levier angulaire, c’est-à-dire des perpendiculaires 
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menées du point fixe sur les directions du poids et de la puissance. 

De là Roberval déduit l’équilibre d’un poids soutenu par deux 
cordes qui font entre elles un angle quelconque, en substituant au 
levier perpendiculaire au plan une corde attachée au point d’appui 
du levier, et à la puissance une autre corde tirée par une force 
dans la direction de cette puissance; et par différentes constructions 
et analogies un peu compliquées, il parvient à cette conclusion, que 
si de quelque point pris dans la verticale du poids, on mène une 
parallèle à l’une des cordes, jusqu’à la rencontre de l’autre corde, 
le triangle formé ainsi aura ses côtés proportionnels au poids et aux 
puissances qui agissent dans la direction des mêmes côtés, ce qui 
est, comme l’on voit, le théorème donné par Stevin.

J’ai cru devoir faire mention de cette démonstration de Roberval, 
non-seulement parce que c’est la première démonstration rigou­
reuse qu’on ait eue du théorème de Stevin, mais encore parce qu’elle 
est restée dans l’oubli dans un Traité d’Harmonie assez rare aujour­
d’hui, où personne ne s’avise de la chercher. Au reste, je ne suis 
entré dans ce détail sur ce qui regarde la théorie du levier, que 
pour faire plaisir à ceux qui aiment à suivre la marche de l’esprit 
dans les sciences, et à connaître les routes que les inventeurs ont 
tenues, et les routes plus directes qu’ils auraient pu tenir.

8. Les Traités de Statique qui ont paru après celui de Roberval, 
jusqu’à l’époque de la découverte de la composition des forces, 
n ont rien ajouté à cette partie de la Mécanique ; on n’y trouve que 
les propriétés déjà connues du levier et du plan incliné et leur ap­
plication aux autres machines simples ; encore y en a-t-il quelques-uns 
qui renferment des théories peu exactes, comme celui de Lami sur 
l’équilibre des solides, où il donne une proportion fausse du poids 
à la puissance qui le retient sur un plan incliné. Je ne parle pas 
ici de Descartes, de Torricelli et de Wallis, parce qu’ils ont adopté 
pour l’équilibre un principe qui se rapporte à celui des vitesses vir­
tuelles, et dont ils n’avaient pas la démonstration.
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g. Le second principe fondamental de la Statique est celui de la 

composition des forces. Il est fondé sur cette supposition, que si 
deux forces agissent à la fois sur un corps suivant différentes di­
rections , ces forces équivalent alors à une force unique, capable 
d’imprimer au corps le même mouvement que lui donneraient les 
deux forces agissant séparément. Or un corps qu’on fait mouvoir 
uniformément suivant deux directions différentes à la fois, parcourt 
nécessairement la diagonale du parallélogramme dont il eût parcouru 
séparément les cotés en vertu de chacun des deux mouvemens. D’où 
l’on conclut que deux puissances quelconques qui agissent ensemble 
sur un même corps, sont équivalentes à une seule représentée dans 
sa quantité et sa direction, parla diagonale du parallélogramme 
dont les côtés représentent en particulier les quantités et les direc­
tions des deux puissances données. C’est en quoi consiste le prin­
cipe qu’on nomme la composition des forces.

Ce principe suffit seul pour déterminer les lois de l’équilibre dans 
tous les cas ; car en composant ainsi successivement toutes les forces 
deux à deux, on doit parvenir à une force unique qui sera équi­
valente à toutes ces forces, et qui par conséquent devra être nulle 
dans le cas d’équilibre , s’il n’y a dans le système aucun point fixe; 
mais s’il y en a un, il faudra que la direction de cette force unique 
passe par le point fixe. C’est ce qu’on peut voir dans tous les livres 
de Statique, et particulièrement dans la nouvelle Mécanique de 
Varignon, où la théorie des machines est déduite uniquement du 
principe dont nous venons de parler.

Il est évident que le théorème de Stevin sur l’équilibre de trois 
forces parallèles et proportionnelles aux trois côtés d’un triangle 
quelconque, est une conséquence immédiate et nécessaire du prin­
cipe de la composition des forces, ou plutôt qu’il n’est que ce 
même principe présenté sous une autre forme, Mais celui-ci a 
l’avantage d’être fondé sur des notions simples et naturelles, au 
lieu que le théorème de Stevin ne l’est que sur des considérations 
indirectes.
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10. Les Anciens ont connu la composition des mouvemens, comme 

on le voit par quelques passages d’Aristote, dans ses Questions mé­
caniques; les géomètres surtout l’ont employée pour la description 
des courbes, comme Archimède pour le spirale, Nicomède pour la 
concoïde, etc.; et parmi les modernes, Roberval en a déduit une 
méthode ingénieuse de tirer les tangentes aux courbes qui peuvent 
être censées décrites par deux mouvemens dont la loi est donnée ; 
mais Galilée est le premier qui ait employé la considération du 
mouvement composé dans la Mécanique, pour déterminer la courbe 
décrite par un corps pesant, en vertu de l’action de la gravité et de 
la force de projection.

Dans la seconde proposition de la quatrième Journée de ses Dia- . 
logues, Galilée démontre qu’un corps mu avec deux vitesses uni­
formes, l’une horizontale, l’autre verticale, doit prendre une vitesse 
représentée par l’hypoténuse du triangle dont les côtés représentent 
ces deux vitesses; mais il paraît en même temps que Galilée n’a pas 
connu toute l’importance, de ce théorème dans la théorie de l’équi­
libre ; car dans le Dialogue troisième, où il traite du mouvement des 
corps pesans sur des plans inclinés, au lieu d’employer le Principe 
de la composition du mouvement pour déterminer directement la 
gravité relative d’un corps sur un plan incliné, il déduit plutôt cette 
détermination de la théorie de l’équilibre sur les plans inclinés, 
d’après ce qu’il avait établi auparavant dans son Traité delta Scienza 
Mecanica, dans lequel il rappelle le plan incliné au levier.

On trouve ensuite la théorie des mouvemens composés dans 
les écrits de Descartes, de Roberval, de Mersenne, de Wallis, etc. : 
mais jusqu’à l’année 1687, dans laquelle ont paru les Principes 
mathématiques de Newton, et le Projet de la nouvelle Mécanique 
de Varignon, ou n’avait point pensé à substituer dans la composi­
tion des mouvemens, les forces aux mouvemens qu’elles peuvent 
produire, et à déterminer la force composée résultante de deux 
forces données, comme on détermine le mouvement composé de 
deux mouvemens rectilignes et uniformes donnés.
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Dans le second corollaire de la troisième loi du mouvement, 

Newton montre en peu de mots comment les lois de l’équilibre se 
déduisent facilement de la composition et décomposition des forces, 
en prenant la diagonale d’un parallélogramme pour la force compo­
sée de deux forces représentées par ses côtés; mais cet objet est 
traité plus en détail dans l’ouvrage de Varignon; et la Nouvelle Méca­
nique qui a paru après sa mort, en 1726, renferme une théorie com­
plète sur l’équilibre des forces dans les différentes machines, déduite de 
la seule considération de la composition ou décomposition des forces.

11. Le principe de la composition des forces donne tout de suite 
les conditions de l’équilibre entre trois puissances qui agissent sur 
un point, qu’on n’avait pu déduire de l’équilibre du levier que par 
une suite de raisonnemens. Mais d’un autre côté, lorsqu’on veut, 
par ce principe, trouver les conditions de l’équilibre entre deux 
puissances parallèles appliquées aux extrémités d’un levier droit, on 
est obligé d’employer des considérations indirectes, en substituant 
un levier angulaire au levier droit, comme Newton et d’Alembert 
l’ont fait, ou en ajoutant deux forces étrangères qui se détruisent 
mutuellement, mais qui étant composées avec les puissances don­
nées, rendent leurs directions concurrentes, ou enfin en imaginant 
que les directions des puissances prolongées concourent à l’infini, 
et en prouvant que la puissance composée doit passer par le point 
d’appui; c’est la manière dont s’y est pris Varignon dans sa Mé­
canique. Ainsi, quoique à la rigueur les deux principes du levier 
et de la composition des forces conduisent toujours aux mêmes 
résultats , il est remarquable que le cas le plus simple pour l’un de 
ces principes, devient le plus compliqué pour l’autre.

12. Mais on peut établir une liaison immédiate entre ces deux 
principes , par le théorème que Varignon a donné dans sa nouvelle 
Mécanique ( section Ire, lemme XVI.), et qui consiste en ce que si, 
d’un point quelconque pris dans le plan d’un parallélogramme, on
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abaisse des perpendiculaires sur la diagonale et sur les deux côtés 
qui comprennent cette diagonale, le produit de la diagonale par sa 
perpendiculaire est égal à la somme des produits des deux côtés par 
leurs perpendiculaires respectives, si le point tombe hors du paral­
lélogramme, ou à leur différence, s’il tombe dans le parallélogramme. 
Varignon fait voir, par une construction très-simple, qu’en formant 
des triangles qui aient la diagonale et les deux côtés pour bases, et 
le point donné pour sommet commun, le triangle formé sur la dia­
gonale est, dans le premier cas, égal à la somme, et dans le se­
cond cas, à la différence des deux triangles formés sur les côtés ; ce 
qui est en soi-même un beau théorème de Géométrie, indépendam­
ment de son application à la Mécanique.

Ce théorème aurait lieu également et la démonstration serait la 
même, si sur le prolongement de la diagonale et des côtés on 
prenait partout où l’on voudrait des parties égales à ces lignes ; de 
sorte que comme toute puissance peut être supposée appliquée à 
un point quelconque de sa direction, on peut conclure en général 
que deux puissances représentées en quantité et en direction par 
deux droites placées dans un plan , ont une composée ou résultante 
représentée en quantité et en direction par une droite placée dans le 
meme plan, qui étant prolongée passe par le point de concours des 
deux droites et qui soit telle, qu’ayant pris dans ce plan un point 
quelconque, et abaissé de ce point des perpendiculaires sur ces 
trois droites prolongées, s’il est nécessaire, le produit de la résul­
tante par sa perpendiculaire soit égal à la somme ou à la différence 
des produits respectifs des deux puissances composantes par leurs 
perpendiculaires, selon que le point d’où partent les trois perpen­
diculaires, sera pris au dehors ou au dedans des droites qui repré­
sentent les puissances composantes.

Lorsque ce point est supposé tomber sur la direction de la ré­
sultante, cette puissance n’entre plus dans l’équation, et l’on a 
1 égalité entre les deux produits des composantes par leurs perpen- 
diculairesj c’est le cas de tout levier droit et angulaire, dont le point
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d’appui est le même que le point dont il s’agit, parce qu’alors l’action 
de la résultante est détruite par la résistance de l’appui.

Ce théorème, dû à Varignon, est le fondement de presque toutes 
les Statiques modernes, où il constitue le principe général appelé 
des momens. Son grand avantage consiste en ce que la composition 
et la résolution des forces y sont réduites à des additions et des 
soustractions ; de sorte que, quel que soit le nombre des puissances à 
composer, on trouve facilement la puissance résultante, laquelle doit 
être nulle dans le cas d’équilibre,]

15. J’ai rapporté l’époque de la découverte de Varignon à celle de 
la publication de son projet , quoique dans l’Avertissement qui est 
à la tête de la Nouvelle Mécanique, on ait avance qu’il avait donné 
deux ans auparavant, dans ï Histoire de la République des Lettres , 
un Mémoire sur les poulies à moufles, dans lequel il se servait des 
mouvemens composés pour déterminer tout ce qui regarde cette 
machine ; mais je dois observer que cet article manque d’exactitude. 
Le Mémoire dont il s’agit sur les poulies, ne se trouve que dans 
les Nouvelles de la République des Lettres du mois de mai 1687 , 
SOUS le titre de Nouvelle Démonstration générale de l’usage des 
Poulies à moufle. L’auteur y considère l’équilibre d’un poids sou­
tenu par une corde qui passe sur une poulie, et dont les deux parties 
ne sojit pas parallèles. Il n’y fait point usage ni même mention du 
principe de la composition des forces, mais il emploie les théorèmes 
déjà connus sur les poids soutenus par des cordes, et il cite les 
Statiques de Pardis et de Dechales. Dans une seconde démonstration, 
il réduit la question au levier, en regardant la droite qui joint les 
deux points où la corde abandonne la poulie, comme un levier 
chargé du poids appliqué à la poulie, et dont les extrémités sont tirées 
par les deux portions de la corde qui soutient la poulie.

Pour ne rien omettre de ce qui regarde l’histoire de la découverte 
de la composition des forces, je dois dire un mot d’un petit écrit 
publié par Lami en 1687, sous le titre de Nouvelle manière de dé­

montrer
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montrer les principaux Théorèmes des élémens des Mécaniques. 
L’auteur observe que si un corps est poussé par deux forces suivant 
deux directions différentes, il suivra nécessairement une direction 
moyenne, de sorte que si le chemin suivant cette direction lui était 
fermé , il demeurerait en repos , et les deux forces se feraient équi­
libre. Or il détermine la direction moyenne par la composition des 
deux mouvcmens que le corps prendrait dans le premier instant 
en vertu de chacune des deux forces, si elles agissaient séparément, 
ce qui lui donne la diagonale du parallélogramme dont les deux 
côtés seraient les espaces parcourus en même temps par l’action 
des deux forces, et par conséquent proportionnels aux forces. De là 
il tire tout de suite le théorème que les deux forces sont entre elles 
en raison réciproque des sinus des angles que leurs directions font 
avec la direction moyenne que le corps prendrait s’il n’était pas 
arrêté ; et il en fait l’application au plan incliné, et au levier lorsque 
ses extrémités sont tirées par des puissances dont les directions font 
un angle; mais pour le cas où ces directions sont parallèles , il em­
ploie un raisonnement vague et peu concluant.

La conformité du principe employé par Lami avec celui de 
Varignon, avait fait dire à l’auteur de l’Histoire des Ouvrages des 
Savans ( avril 1688 ), qu’il y avait apparence que le premier devait 
au dernier la découverte de son principe. Lami s’est justifié de 
cette imputation, dans une Lettre publiée dans le Journal des Sa- 
vans, du 13 septembre 1688, à laquelle le journaliste a répondu, au 
mois de décembre de la même année; mais cette contestation à 
laquelle Varignon n’a point pris part, n’a pas été plus loin, et l’écrit 
de Lami paraît être tombé dans l’oubli.

Au reste, la simplicité du principe de la composition des forces, 
et la facilité de l’appliquer à tous les problèmes sur l’équilibre, l’ont 
fait adopter des mécaniciens aussitôt après sa découverte, et on 
peut dire qu’il sert de base à presque tous les Traités de Statique 
qui ont paru depuis.

Méc. anal. Tome I. 5
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14. On ne peut cependant s’empêcher de reconnaître que le prin­

cipe du levier a seul l’avantage d’être fondé sur la nature de l’équi­
libre considéré en lui-même, et comme un état indépendant du 
mouvement ; d’ailleurs il y a une différence essentielle dans la 
manière d’estimer les puissances qui se font équilibre dans ces deux 
principes ; de sorte que si l’on n’était pas parvenu à les lier par les 
résultats, on aurait pu douter avec raison s’il était permis de substi­
tuer au principe fondamental du levier, celui qui résulte de la 
considération étrangère des mouvemens composés.

En effet, dans l’équilibre du levier , les puissances sont des poids 
ou peuvent être regardés comme tels, et une puissance n’est censée 
double ou triple d’une autre, qu’autant qu’elle est formée par la réu­
nion de deux ou trois puissances égales chacune à l’autre puis­
sance ; mais la tendance à se mouvoir est supposée la même dans 
chaque puissance, quelle que soit son intensité; au lieu que dans 
le principe de la composition des forces, on estime la valeur des 
forces par le degré de vitesse qu’elles communiqueraient au corps 
auquel elles sont appliquées, si chacune était libre d’agir séparément ; 
et c’est peut-être cette différence dans la manière de concevoir les 
forces, qui a empêché long-temps les mécaniciens d’employer les 
lois connues de la composition des mouvemens dans la théorie 
de l’équilibre, dont le cas le plus simple est celui de l’équilibre des 
corps pesans.

15. On a cherché depuis à rendre le principe de la composition 
des forces indépendant de la considération du mouvement, et à 
l’établir uniquement sur des vérités évidentes par elles-mêmes. 
Daniel Bernoulli a donné le premier, dans les Commentaires de 
l’Académie de Pétersbourg, tome I, une démonstration très-ingé­
nieuse du parallélogramme des forces, mais longue et compliquée, 
que d’Alembert a ensuite rendue un peu plus simple dans le pre­
mier volume de ses Opuscules.
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Cette démonstration est fondée sur ces deux principes :
i°. Que si deux forces agissent sur un même point dans des 

directions différentes , elles ont pour résultante une force unique 
qui divise en deux également l’angle compris entre leurs directions 
lorsque les deux forces sont égales, et qui est égale à leur somme 
lorsque cet angle est nul, ou à leur différence, lorsque l’angle est de 
deux droits ; 20 que des équi-multiples des mêmes forces , ou des 
forces quelconques qui leur soient proportionnelles ont une résultant® 
cqui-multiple de leur résultante ou proportionnelle à cette résultante, 
les angles demeurant les mêmes.

Ce second principe est évident en regardant les forces comme 
des quantités qui peuvent s’ajouter et se soustraire.

A l’égard du premier , on le démontre en considérant le mouve­
ment qu’un corps poussé par deux forces qui ne se font pas équi­
libre, doit prendre, et qui étant nécessairement unique, peut être 
attribué, à une force unique agissant sur lui dans la direction de 
son mouvement. Ainsi on peut dire que ce principe n’est pas tout 
a fait exempt de la considération du mouvement.

Quant à la direction de la résultante dans le cas de l’égalité des deux 
forces, il est clair qu’il n’y a pas plus de raison pour qu’elle soit plus 
inclinée à l’une qu’à l’autre de ces deux forces, et que par conséquent 
elle doit couper l’angle de leurs directions en deux parties égales.

On a ensuite traduit en analyse le fond de cette démonstration, 
et on lui a donné différentes formes plus ou moins simples , en con­
sidérant la résultante comme fonction des forces composantes et de 
l’angle compris entre leurs directions. Voyez le second tome des 
Mélanges de la Société de Turin, les Mémoires de l’Académie des 
Sciences de 1769, le sixième volume des Opuscules de d’Alem- 
bert, etc. Mais il faut avouer qu’en séparant ainsi le principe de la 
composition des forces de celui de la composition des mouvemens, 
on lui fait perdre ses principaux avantages , l’évidence et la simpli­
cité , et. on le réduit à n’être qu’un résultat de constructions géo­
métriques ou d’analyse.
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16. Je viens enfin au troisième principe , celui des vitesses vir­

tuelles. On doit entendre par vitesse virtuelle, celle qu’un corps en 
équilibre est disposé à recevoir, en cas que l’équilibre vienne à être 
rompu, c’est-à-dire, la vitesse que ce corps prendrait réellement 
dans le premier instant de son mouvement; et le principe dont il 
s’agit consiste en ce que des puissances sont en équilibre quand, 
elles sont en raison inverse de leurs vitesses virtuelles, estimées 
suivant les directions de ces puissances.

Pour peu qu’on examine les conditions de l’équilibre dans le levier 
et dans les autres machines, il est facile de reconnaître cette loi , 
que le poids et la puissance sont toujours en raison inverse des 
espaces que l’un et l’autre peuven t parcourir en même temps ; ce­
pendant il ne paraît pas que les Anciens en aient eu connaissance. 
Guido Ubaldi est peut-être le premier qui l’ait aperçue dans le levier 
et dans les poulies mobiles ou moufles. Galilée l’a reconnue ensuite 
dans les plans inclinés et dans les machines qui en dépendent, et il 
l’a regardée comme une propriété générale de l’équilibre des ma­
chines. Voyez son Traité de Mécanique et le scholie de la seconde 
Proposition du troisième Dialogue, dans l’édition de Boulogne de 1655.

Galilée entend par moment d’un poids ou d’une puissance appli­
quée à une machine , l’effort, l’action, l’énergie, Ximpetus de cette 
puissance pour mouvoir la machine, de manière qu’il y ait équilibre 
entre deux puissances, lorsque leurs momens pour mouvoir la ma­
chine en sens contraires sont égaux ; et il fait voir que le moment 
est toujours proportionnel à la puissance multipliée par la vitesse 
virtuelle, dépendante de la manière dont la puissance agit.

Cette notion des momens a aussi été adoptée par Wallis, dans 
sa Mécanique publiée en 166g. L’auteur y pose le principe de l’éga­
lité des momens pour fondement de la Statique, et il en déduit au 
long la théorie de l’équilibre dans les principales machines.

Aujourd’hui on n’entend plus communément par moment, que 
le produit d’une puissance par la distance de sa direction à un 
point, ou à une ligne, ou à un plan, c’est-à-dire par le bras de 
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levier par lequel elle agit ; mais il me semble que la notion du mo­
ment donnée par Galilée et par Wallis, est bien plus naturelle et plus 
générale, et je ne vois pas pourquoi on l’a abandonnée pour y en 
substituer une autre qui exprime seulement la valeur du moment dans 
certains cas, comme dans le levier, etc.

Descartes a réduit pareillement toute la Statique à un principe 
unique qui revient, pour le fond, à celui de Galilée, mais qui est pré­
senté d’une manière moins générale. Ce principe est, qu’il ne faut ni 
plus ni moins de force pour élever un poids à une certaine hauteur, 
qu’il en faudrait pour élever un poids plus pesant à une hauteur 
d’autant moindre, ou un poids moindre à une hauteur d’autant plus 
grande. ( T^oyez la Lettre 73 du tome I, publié en 1667, et le Traité de 
Mécanique imprimé dans les Ouvrages posthumes.) D’où il résulte 
qu’il y aura équilibre entre deux poids, lorsqu’ils seront disposés de 
manière que les chemins perpendiculaires qu’ils peuvent parcourir 
ensemble, soient en raison réciproque des poids. Mais dans l’applica­
tion de ce principe aux différentes machines, il ne faut considérer que 
les espaces parcourus dans le premier instant du mouvement, et qui 
sont proportionnels aux vitesses virtuelles; autrement on n’aurait pas 
les véritables lois de l’équilibre.

Au reste, soit qu’on regarde le principe des vitesses virtuelles 
comme une propriété générale de l’équilibre, ainsi que l’a fait Galilée; 
soit qu’on veuille le prendre avec Descaries et Wallis pour la vraie 
cause de l’équilibre, il faut avouer qu’il a toute la simplicité qu’on 
peut desirer dans un principe fondamental ; et nous verrons plus bas 
combien ce principe est encore recommandable par sa généra­
lité.

Torricelli, fameux disciple de Galilée, est l’auteur d’un autre prin­
cipe, qui dépend aussi de celui des vitesses virtuelles ; c’est que, 
lorsque deux poids sont liés ensemble et placés de manière que leur 
centre de gravité ne puisse pas descendre, ils sont en équilibre dans 
cette situation. Torricelli ne l’applique qu’au plan incliné, mais il est 
facile de se convaincre qu’il n’a pas moins lieu dans les ^autres ma­
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chines. V-yyez son Traité de motu gravium naturalîter descendent 
tium, qui a paru en 1644.

Le principe de Torricelli en a fait naître un autre, dont quelques 
auteurs ont fait usage pour résoudre avec plus de facilité differentes 
questions de Statique. C’est celui-ci : que dans un système de corps 
pesans en équilibre, le centre de gravité est le plus bas qu’il est pos­
sible. En effet, on sait par la théorie de maximis et minimis, que le 
centre de gravité est le plus bas lorsque la différentielle de sa des­
cente est nulle, ou, ce qui revient au même, lorsque ce centre ne 
monte ni ne descend, tandis que le système change infiniment peu 
de place.

17. Le principe des vitesses virtuelles peut être rendu très-général, 
de cette manière :

Si un système quelconque de tant de corps ou points que Von veut, 
tirés chacun par des puissances quelconques , est en équilibre , et qu’on 
donne à ce système un petit mouvement quelconque, en vertu duquel 
chaque point parcoure un espace infiniment petit qui exprimera sa 
vitesse virtuelle, la somme des puissances multipliées chacune par 
l’espace que le point où elle est appliquée, parcourt suivant la direc­
tion de cette même, puissance, sera toujours égale à zéro, en regar­
dant comme positifs les petits espaces parcourus dans le sens des 
puissances, et comme négatifs les espaces parcourus dans un sens 
opposé.

Jean Bernoulli est le premier, que je sache, qui ait aperçu cette 
grande généralité du principe des vitesses virtuelles, et son utilité 
pour résoudre les problèmes de Statique. C’est ce qu’on voit dans 
une de ses Lettres à Varignon, datée de 1717, que ce dernier a 
placée à la tête de la section neuvième de sa nouvelle Mécanique , 
section employée toute entière à montrer par différentes applications 
la vérité et l’usage du principe dont il s’agit.

Ce même principe a donné lieu ensuite à celui que Maupertuis a 
proposé dans les Mémoires de l’Académie des Sciences de Paris pour 
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l’année 1740, sous le nom de Loi de repos, et qu’Euler a développé 
davantage et rendu plus général dans les Mémoires de l’Académie de 
Berlin pour l’année 1751. Enfin c’est encore le même principe qui 
sert de base à celui que Courtivron a donné dans les Mémoires de 
l’Académie des Sciences de Paris pour 1748 et 1749.

Et en général je crois pouvoir avancer que tous les principes 
généraux qu’on pourrait peut-être encore découvrir dans la science 
de l’équilibre, ne seront que le même principe des vitesses virtuelles, 
envisagé différemment, et dont ils ne différeront que dans l’ex­
pression.

Mais ce principe est non - seulement en lui-même très-simple 
-et très-général; il a de plus l’avantage précieux et unique de pou­
voir se traduire en une formule générale qui renferme tous les pro­
blèmes qu’on peut proposer sur l’équilibre des corps. Nous exposerons 
cette formule dans toute son étendue ; nous tâcherons même de la 
présenter d’une manière encore plus générale qu’on ne l’a fait jus­
qu’à présent, et d’en donner des applications nouvelles.

18. Quant à la nature du principe des vitesses virtuelles, il faut 
convenir qu’il n’est pas assez évident par lui-même pour pouvoir 
etre érigé en principe primitif; mais on peut le regarder comme l’ex­
pression générale des lois de l’équilibre, déduites des deux principes 
que nous venons d’exposer. Aussi dans les démonstrations qu’on a 
données de ce principe, on l’a toujours fait dépendre de ceux-ci, par 
des moyens plus ou moins directs. Mais il y a en Statique un autre 
principe général et indépendant du levier et de la composition des 
forces , quoique les mécaniciens l’y rapportent communément, 
lequel parait etre le fondement naturel du principe des vitesses vir­
tuelles; on peut l’appeler le principe des poulies.

Si plusieurs poulies sont jointes ensemble sur une même chape, 
on appelle cet assemblage polispaste, ou moufle, et la combinaison 
de deux moufles, l’une fixe et l’autre mobile, embrassées par une 
meme corde dont l’une des extrémités est fixement attachée, et 
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l’autre est tirée par une puissance, forme une machine dans laquelle 
la puissance est au poids porté par la moufle mobile, comme l’unité 
est au nombre des cordons qui aboutissent à cette moufle, en les sup­
posant tous parallèles et faisant abstraction du frottement et de la 
roidour de la corde ; car il est évident qu’à cause de la tension uni­
forme de la corde dans toute sa longueur, le poids est soutenu par 
autant de puissances égales à celle qui tend la corde, qu’il y a de 
cordons qui soutiennent la moufle mobile, puisque ces cordons sont 
parallèles et qu’ils peuvent même être regardés comme n’en faisant 
qu’un, en diminuant si l’on veut à l’infini le diamètre des poulies.

En multipliant ainsi les moufles fixes et mobiles, et les faisant 
toutes embrasser par la même corde, au moyen de différentes pou­
lies fixes de renvoi, la même puissance appliquée à son extrémité 
mobile pourra soutenir autant de poids qu’il y a de moufles mobiles, 
et dont chacun sera à cette puissance, comme le nombre des cordons 
de la moufle qui le soutient est à l’unité.

Substituons, pour plus de simplicité, un poids à la place de la 
puissance, après avoir fait passer sur une poulie fixe le dernier cor­
don qui soutient ce poids, que nous prendrons pour l’unité; et ima­
ginons que les différentes moufles mobiles, au lieu de soutenir des 
poids, soient attachées à des corps regardés comme des points et 
disposés entre eux ensorte qu’ils forment un système quelconque 
donné. De cette manière, le même poids produira, par le moyen de la 
corde qui embrasse toutes les moufles, différentes puissances qui agi­
ront sur les différens points du système, suivant la direction des 
cordons qui aboutissent aux moufles attachées à ces points, et qui 
seront au poids comme le nombre des cordons est à l’unité; ensorte 
que ces puissances seront représentées elles-mêmes par le nombre 
des cordons qui concourent à les produire par leur tension.

Or il est évident que, pour que le système tiré par ces différentes 
puissances demeure en équilibre, il faut que le poids ne puisse pas 
descendre par un déplacement quelconque infiniment petit des points 
du système; car le poids tendant toujours à descendre, s’il y a un 

déplacement 
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déplacement du système qui lui permette de descendre, il descen­
dra nécessairement et produira ce déplacement dans le système.

Désignons par a, 0, y etc. les espaces infiniment petits que ce 
déplacement ferait parcourir aux différons points du système sui­
vant la direction des puissances qui les tirent, et par P, Q, P, etc. 
le nombre des cordons des moufles appliquées à ces points, pour 
produire ces mèmès puissances ; il est visible que les espaces a, 
/3, y, etc. seraient aussi ceux par lesquels les moufles mobiles se 
rapprocheraient des moufles fixes qui leur ' répondent, et que ces 
rapprochemens diminueraient la longueur de la corde qui les em­
brasse, des quantités Pa, Q/3, Ry, etc; de sorte qu’à cause de 
la longueur invariable de la corde, le poids descendrait par l’espace 
Pa 4- Qfi 4- Ry 4- etc. Donc il faudra, pour l’équilibre des puis­
sances représentées par les nombres P, Q, R, etc., que l’on ait 
l’équation

Pa 4- Q/3 -f- Ry 4- etc. = o ,

ce qui est l’expression analytique du principe général des vitesses 
virtuelles.

19. Si la quantité P a 4“ Q/3 4- Ry 4- etc., au lieu d’être nulle, 
était négative, il semble que cette condition suffirait pour éta­
blir l’équilibre, parce qu’il est impossible que le poids monte de 
lui-même ; mais il faut considérer que quelle que puisse être la liai­
son des points qui forment le système donné, les relations qui en 
résultent entre les quantités infiniment petites a, (3, y, etc., ne 
peuvent être exprimées que par des équations différentielles et par 
conséquent linéaires entre ces quantités; de sorte qu’il y en aura né­
cessairement une ou plusieurs d’entre elles qui resteront indétermi­
nées et qui pourront etre prises en plus ou en moins ; par consé­
quent les valeurs de toutes ces quantités seront toujours telles, 
qu’elles pourront changer de signe à la fois. D’où il s’ensuit que si, 
dans un certain déplacement du système, la valeur de la quantité 
7Ja 4- Q/3 4- Ry 4- etc. est négative, elle deviendra positive en 
prenant les quantités a, /3, y, etc. avec des signes contraires; ainsi

Méc. anal. Tome I. 4
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le déplacement opposé étant également possible, ferait descendre le 
poids et détruirait l’équilibre.

20. Réciproquement, on peut prouver que si l’équation

T’a Q/3 —Ry -4- etc = o

a lieu pour tous les déplacemens possibles infiniment petits du sys­
tème, il sera nécessairement en équilibre; car le poids demeurant 
immobile dans ces déplacemens, les puissances qui agissent sur le 
système restent dans le même état, et il n’y a pas plus de raison 
pour qu’elles produisent l’un plutôt que l’autre des deux déplace­
mens dans lesquels les quantités a, fl, y, etc. ont des signes con­
traires. C’est le cas de la balance qui demeure en équilibre, parce 
qu’il n’y a pas plus de raison pour qu’elle s’incline d’un côté plutôt 
que de l’autre.

Le principe des vitesses virtuelles étant ainsi démontré pour des 
puissances commensurables entre elles, le sera aussi pour des puis­
sances quelconques incommensurables, puisqu’on sait que toute 
proposition qu’on démontre pour des quantités commensurables, 
peut se démontrer également par la réduction à l’absurde, lorsque 
ces quantités sont incommensurables.
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SECONDE SECTION.

Formule générale de la Statique pour l'équilibre d'un 
système quelconque de forces ; avec la manière défaire 
usage de cette formule.

1. L A loi générale de l’équilibre dans les machines, est que les 

forces ou puissances soient entre elles réciproquement comme les 
vitesses des points où elles sont appliquées , estimées suivant la di­
rection de ces puissances.

C’est dans cette loi que consiste ce qu’on appelle communément 
le principe des vitesses virtuelles, principe reconnu depuis long-temps 
pour le principe fondamental de l’équilibre, ainsi que nous lavons 
montré dans’ la section précédente, et qu’on peut par conséquent re­
garder comme une espèce d’axiome de Mécanique.

Pour réduire ce principe en formule, supposons que des puis­
sances P, Q, R, etc. dirigées suivant des lignes données, se fassent 
équilibre. Concevons que des points où ces puissances sont appli­
quées, on mène des lignes droites égales à p, q, r, etc, et placées 
dans les directions de ces puissances; et désignons en général , par 

dr, etc., les variations, ou différences de ces lignes, en tant 
qn elles peuvent résulter d’un changement quelconque infiniment pe­
tit dans la position des différons corps ou points du système.

Il est clair que ces différences exprimeront les espaces parcourus 
dans un même instant par les puissances P, Q, R, etc., suivant 
leurs propres directions, en supposant que ces puissances tendent à 
augmenter les lignes respectives p, q, r, etc. Les différences dp, 

et0, seront ainsi proportionnelles aux vitesses virtuelles des 
puissances P, Q, R, etc., et pourront, pour plus de simplicité, 
cire prises pour ces vitesses.
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Cela posé, ne considérons d’abord que deux puissances P et Q 

en équilibre. Par la loi de l’équilibre entre deux puissances, il faudra 
que les quantités P et Q soient entre elles en raison inverse des dif- 

... . férentielles dp, dq', mais il est aisé de concevoir qu’il ne saurait y
y J , j avoir équilibre entre deux puissances, à moins qu’elles ne soient

. l disposées de manière que quand l’une d’elles se meut suivant sa 
propre direction, l’autre ne soit contrainte de se mouvoir dans un 

Mv' sens contraire à la sienne ; d’où il s’ensuit que les valeurs des diffé­
rences dp et dq doivent être de signes contraires; donc les valeurs 
des forces P et Q étant supposées toutes deux positives, on aura 

pour l’équilibre — = — V ou bien P dp + Qdq = o ; c est la 

formule générale de l’équilibre de deux puissances.
Considérons maintenant l’équilibre de trois puissances P, Q, R 

dont les vitesses virtuelles soient représentées par les différentielles 
dp, dq, dr. Faisons Q = Q' + Q", et supposons, ce qui est permis, 
que la partie Q' de la force Q soit telle qu’on ait Pdp-]-Qdq=o-, elle 
fera alors équilibre à la force P', et il faudra pour l’équilibre entier que 
l’autre partie Q" de la même force Q, fasse seule équilibre à la troisième 
force R-, ce qui donnera l’équation Ç^dq + Rdr — o, laquelle étant 
jointe à l’équation précédente, on aura, à cause de Q -f-Q = Q, 

celle-ci :
P dp ff- Qdq -j- Rdr = O.

S’il y a une quatrième puissance S dont la vitesse virtuelle soit 
représentée par la différentielle ds, on fera Q — Q + Q et 
P dp + Q'dq = o, ensuite R — R' + R" et Q"dq + R^dr = o ; 
alors la partie Q' de la force Q fera seule équilibré a la force P, la 
partie A' de la force R fera de même équilibre à l’autre partie Q" 
de la même force Q, et pour l’équilibre total des quatre forces P, 
Q, R, S, il faudra que la partie restante R" de la force R fasse 
équilibre à la dernière force S, et que par conséquent on ait 
R"dr4-Sds = o. Ces trois équations étant jointes ensemble, 
donneront
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P dp 4- Qdq 4- Rdr 4~ Sds = o.

Ainsi de suite, quel que soit le nombre des puissances en 
équilibre.

2. On a donc en général pour l’équilibre d’un nombre quelconque 
de puissances P, Q, R, etc., dirigées suivant les lignesp, q, r, etc. 
et appliquées à un système quelconque de corps ou points disposés 
entre eux d’une manière quelconque, une équation de celte forme :

Pdp 4- 4- Rdr + etc. = o.

C’est la formule générale de la Statique pour l’équilibre d’un sys­
tème quelconque de puissances.

Nous nommerons chaque terme de celte formule, tel que Pdp, 
le moment de la force P, en prenant le mot de moment dans le sens 
que Galilée lui a donné, c’est-à-dire, pour le produit de la force par 
sa vitesse virtuelle. De sorte que la formule générale de la Statique 
consistera dans l’égalité à zéro, de la somme des momens de toutes 
les forces.

Pour faire usage de cette formule, la difficulté se réduira à dé­
terminer, conformément à la nature du système donné, les valeurs 
des différentielles dp, dq, dr, etc.

On considérera donc le système dans deux positions différentes et 
infiniment, voisines , et on cherchera les expressions les plus géné­
rales des différences dont il s’agit, en introduisant dans ces expres­
sions autant de quantités indéterminées , qu’il y aura d’élémens 
arbitraires dans la variation de position du système. On substituera 
ensuite ces expressions de dp, dq, dr, etc., dans l’équation propo­
sée, et il faudra que cette équation ait lieu, indépendamment de 
toutes les indéterminées, afin que l’équilibre du système subsiste en 
général et dans tous les sens. On égalera donc séparément à zéro, 
la somme des termes affectés de chacune des mêmes indéterminées ; 
et Ton aura, par ce moyen, autant d’équations particulières qu’il 
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y aura de ces indéterminées ; or il n’est pas difficile de se convaincre 
que leur nombre doit toujours être égal à celui des quantités in­
connues dans la position du système; donc on aura par cette mé­
thode, autant d’équations qu’il en faudra pour déterminer l’état 
d’équilibre du système.

C’est ainsi qu’en ont usé tous les auteurs qui ont appliqué jus­
qu’ici le principe des vitesses virtuelles à la solution des problèmes 
de Statique; mais cette manière d’employer ce principe exige sou-' 
vent des constructions et des considérations géométriques qui 
rendent les solutions aussi longues que si on les déduisait des prin­
cipes ordinaires de la Statique; c’est peut-être la raison qui a 
empêché qu’on n’ait fait de ce principe tout le cas et l’usage qu’il 
semble qu’on en aurait dû faire, vu Sa simplicité et sa généralité.

3. L’objet de cet Ouvrage étant de réduire la Mécanique à des 
opérations purement analytiques, la formule que nous venons de 
trouver est très-propre à le remplir. Il ne s’agit que d’exprimer 
analytiquement, et de la manière la plus générale, les valeurs des 
lignes 7?, q, r, etc., prises dans les directions des forces P, Q, 
R, etc., et l’on aura, par la simple différentiation, les valeurs des 
vitesses virtuelles dp, dq, dr, etc.

U faudra seulement faire attention que dans le Calcul différen­
tiel, lorsque plusieurs quantités varient ensemble, on suppose qu’elles 
augmentent toutes en même temps de leurs différentielles ; et si, 
par la nature de la question, quelques-unes d’entre elles doivent 
diminuer, tandis que les autres augmentent, on donne alors le- 
signe moins aux différentielles de celles qui doivent diminuer.

Les différentielles dp, dq, dr, etc. qui représentent les vitesses 
virtuelles des forces P, Q, R, etc., devront donc être prises positi­
vement ou négativement, selon que ces forces tendront à augmenter 
ou à diminuer les lignes p, q, r, etc. qui déterminent leur direc­
tion. Mais comme la formule générale de l’équilibre ne change pas 
en changeant les signes de tous ses termes, il sera permis de re­
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garder indifféremment comme positives les différentielles des lignes 
qui augmentent ou diminuent ensemble, et comme négatives les 
différentielles de celles qui varient en sens contraire. Ainsi en regar­
dant les forces comme positives, leurs momens P dp, Qdq, etc. se­
ront positifs ou négatifs, selon que les vitesses virtuelles dp, dq, etc. 
seront positives et négatives; et lorsqu’on voudra faire agir les forces 
en sens contraire, il n’y aura qu’à donner le signe moins aux quan­
tités qui représentent ces forces, ou changer les signes de leurs 
momens.

Il résulte de là cette propriété générale de l’équilibre, qu’un 
système quelconque de forces en équilibre y demeure encore si 
chacune des forces vient à agir en sens contraire, pourvu que la 
constitution du système ne souffre aucun changement, par un chan­
gement de direction de toutes les forces.

4. Quelles que soient les forces qui agissent sur un système donné 
de corps ou de points, on peut toujours les regarder comme ten­
dantes vers des points placés dans les lignes de leur direction.

Aous nommerons ces points les centres dès forces ; et on pourra 
prendre pour les lignes p, q, r, etc. les distances respectives de ces 
centres aux points du système auquel les forces P, Q, R, etc. 
sont appliquées. Dans ce cas, il est clair que ces forces tchefront a 
diminuer les lignes p, q, r, etc. ; il faudrait par conséquent donner 
le signe moins à leurs différentielles; mais en changeant toüs les 
signes, la formule générale sera également

Pdp -f- Qdq + Rdr -J- etc. = o.

Or les centres, des forces peuvent être hors du système , ou bien 
dans le. système et en faire partie; ce qui distingue les forces'en 
extérieures et intérieures.

Dans le premier cas, il est visible que les différences dp, dq, ’ 
dr, etc., exprimentdes variations entières des lignés f>fq\ r, etc.’ 
dues au changement de situation du système; elles sont par corisé- 
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quent les différentielles complètes des quantités p, q, r, etc., en 
y regardant comme variables toutes les quantités relatives à la si­
tuation du système, et comme constantes celles qui se rapportent 
à la position des différens centres des forces.

Dans le second cas, quelques-uns des corps du système seront 
eux-mêmes les centres des forces qui agissent sur d’autres corps 
du même système, et à cause de l’égalité entre l’action et la réaction, 
ces derniers corps seront en même temps les centres des forces qui 
agissent sur les premiers.

Considérons donc deux corps qui agissent l’un sur l’autre avec 
une force quelconque P, soit que cette force vienne de l’attraction 
ou de la répulsion de ces corps, ou d’un ressort placé entre eux, 
ou d’une autre manière quelconque. Soit 72 la distance entre ces 
deux corps, et dp' la variation de cette distance, en tant qu’elle 
dépend du changement de situation de l’un des corps; il est clair 
qu’on aura; relativement à ce corps, P dp pour le moment vir­
tuel de la force P-, de même si ou désigne par dp" la variation de 
la même distance p, résultante du changement de situation de l’autre 
corps, on aura, relativement à ce second corps, le moment Pdp" de 
la même force P ; donc le moment total du à cette force, sera repré­
senté par P{dp H- dp") ; mais il est visible que dp + dp" est la 
différentielle complète de p, que nous désignerons par dp, puisque 
la distance p ne peut varier que par le déplacement des deux corps; 
donc le moment dont il s’agit sera exprimé simplement par Pdp. On 
peut étendre ce raisonnement à tant de corps qu’on voudra.

5. Il suit de là que pour avoir la somme des momens de toutes 
les forces d’un système donné, soit que ces forces soient extérieures 
ou intérieures, il n’y aura qu’à considérer en particulier chacune 
des forces qui agissent sur les différens corps ou points du système, 
et prendre la. somme des produits de ces différentes forces multi­
pliées chacune par la différentielle de la distance respective entre 
les deux termes de chaque force, c’est-à-dire entre le point sur 

lequel 
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lequel agit celte force et celui où elle tend, en regardant, dans 
ces différentielles, comme variables toutes les quantités qui dépendent 
de la situation du système, et comme constantes celles qui se rap­
portent aux points ou centres extérieurs, c’est-à-dire en considérant 
ces points comme fixes, tandis qu’on fait varier la situation du 
système.

Cette somme étant égalée à zéro donnera la formule générale do 
la Statique.

6. Pour donner à l’expression analytique de cette formule toute 
la généralité ainsi que la simplicité dont elle est susceptible, on rap­
portera la position de tous les corps ou points du système donné, 
ainsi que celle des centres à des coordonnées rectangles et parallèles 
à trois axes fixes dans l’espace.

Nous nommerons en général x, y, z, les coordonnées des points 
auxquels les forces sont appliquées, et nous les distinguerons en­
suite par un ou plusieurs traits, relativement aux différons points 
du système.

Nous désignerons de même par a, b, c, les coordonnées pour 
les centres des forces.

Il est visible que les distances p, q, r, etc. entre les points d’applica­
tion et les centres des forces, seront exprimées en général par la formule

\Z^x—aY+ (y— 6/ -f- (z — c)*, 
dans laquelle les quantités a, b, c seront constantes ou du moins 
devront être regardées comme telles, pendant que x, y, z varient, 
dans le cas où elles se rapportent à des points placés hors du sys­
tème , et où les forces sont extérieures ; mais dans le cas où les 
forces sont intérieures et partent de quelques-uns des corps du 
système même, ces quantités a, b, c deviendront x"M-, y"etc 5 z" “c, 
et seront par conséquent variables.

Ayant ainsi les expressions des quantités finies p, q, r, etc., en 
fonctions connues des coordonnées des différens corps du système, 
il n’y aura plus qu’à- différentier à l’ordinaire, en regardant ces 

Mèc. anal. Tom. I. &
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coordonnées comme seules variables, pour avoir les valeurs cher­
chées des différences dp, dç, dr, etc., qui entrent dans la for­
mule générale de l’équilibre.

7. Mais quoiqu’on puisse toujours regarder les forces P, Q, R, etc. 
comme tendantes à des centres donnés; cependant comme la con­
sidération de ces centres est étrangère à la question, dans laquelle 
on ne considère ordinairement comme données, que la quantité et 
la direction de chaque force; voici des manières plus générales 
d’exprimer les différences dp, dq, dr, etc.

Et d’abord en supposant, ce qui est toujours permis, que la- 
force P tende à un centre fixe, on a

p = \/çx — ay 4- (y—by 4-. (z — c'y,

et de la, en différentiant sans que a, b, c varient, si la force P est 
extérieure,

dp = —— dx + -—- dy 4- -—- dz.1 p p J p

Or il est facile de voir que ——, -2^ , è, sont les cosinus; 

des angles que la ligne p fait avec les lignes x*—a, y — 6, 
z—c. Donc en général si on nomme et, @, y les angles que la di­
rection de la force P fait avec les axes des x, y, z, ou avec des pa­
rallèles à ces axes, on aura ———cos a, -LzzÈ—cos Q, —f s=cos

’ p ' p ' P
par conséquent

dp = COS adx + COS (3dy~4~ cos ydzj

et ainsi des autres différences dq, dr, etc.
Mais si la même force P étant intérieure agit sur les deux points 

qui répondent aux coordonnées x, y, z et x', y, z pour les rap­
procher ou éloigner l’un de l’autre, on aura alors dans l’expression 
dep, a — x, b=y, c~z, et par conséquent

dp = cos ct^dx—dx) 4- cos ^{dy—dy) 4“ COS^cfc—dz').
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On remarquera par rapport aux angles a, [3, y, premièrement, 

que cos a? 4- cos /3a 4- cos>a = i ; ce qui est évident par les for­
mules précédentes; en second lieu, que si on nomme s l’angle que 
la projection de la ligne p sur le plan des x et y fait avec l’axe 
i  x—a y-e-bdes x, on aura —- = cos f., = sin e, en supposant... a

'tt = V/(x—«/ + (y — donc mettant pour x—a, y — b, 
leurs valeurs y? cos a, pcos/3, on aura aussi

—p 1/(005 a’ 4- cosÇ!P) =p/(i — cos7*) =2P sin}/ ;

donc —~ = siny cose, -E-ï — sin y sine; et par conséquent, 
cos a = sin y cos g, cos /3 = sin y sin t,

8. Je considère ensuite que puisque dp représente le petit espace 
que le corps ou point auquel est appliquée la force P, peut parcourir 
suivant la direction de cette force, si on fait dp = o, ce point ne 
pourra plus se mouvoir que dans des directions perpendiculaires à 
celle de la même force. Donc dp = o sera l’équation différentielle 
d’une surface à laquelle la direction de la force P sera perpendi­
culaire.

Cette surface sera une sphère si les quantités a, b, c sont cons­
tantes ; mais elle pourra être une surface quelconque en supposant 
ces quantités variables,

Supposons maintenant en général que la force P agisse perpendi­
culairement à une surface représentée par l’équation.

Adx 4~ Bdy 4-, Cdz = o.

Pour faire coïncider cette équation avec l’équation

(x — a) dx 4- (y — b) dy 4~ (z ■— c) dz-=za

qui résulte de la supposition dp = o, il n’y a qu’à faire
A x — a B  y — b
~C s — c’ C fi — c’
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ce qui donne

x — a — ~ (z — c}, y — b — ^z — c);

substituant ces valeurs dans l’expression de dp, on aura

,  Adx H- Hdy + Cdz 
dP ~ Ÿ (A' + B' + Oÿ

Ainsi ayant l’équation différentielle de la surface à laquelle la force 
P est perpendiculaire, on aura l’expression de sa vitesse Vir­
tuelle dp.

On peut supposer

Adx 4- Bdy 4- Cdz = du,

u étant une fonction de x,y, z-, car on sait qu’une équation différen­
tielle du premier ordre à trois variables ne peut représenter une sur­
face , à moins qu’elle ne soit intégrable ou ne le devienne par un mul­
tiplicateur. On aura ainsi par l’algorithme des différences partielles

. dw _ du — du
A = , JB = T-,C==-r>dx dy dz,

et l’expression de dp deviendra
7 __  dw

Donc le moment d’une force P perpendiculaire à une surface donnée 
par l’équation du — o sera

Pdu

On déterminera de la même manière les valeurs des autres diffé­
rences dq, dr, etc., d’après les équations différentielles des surfaces 
auxquelles les directions des forces Q, R, etc., sont perpendi­
culaires.

9. Mais sans considérer la surface à laquelle une force est perpen­
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diculaire, comme on peut représenter une quantité quelconque par 
une ligne, on pourra regarder p comme une fonction quelconque 
des coordonnées , et la force P comme tendante à faire varier la va­
leur de p. Alors Pdp sera également le moment virtuel de la force 
P; et de même Qdq, Rdr, etc. seront les momens des forces Q, 
R, etc. en les regardant comme tendantes à faire varier les valeurs 
des quantités q, r, etc. supposées des fonctions quelconques des 
mêmes coordonnées. Cette manière d’envisager les momens, donne 
à la formule générale de l’équilibre une étendue beaucoup plus grande 
et la rend susceptible d’un plus grand nombre d’applications.

10. Les valeurs des différences dp, dq, dr, etc. étant connues 
en fonctions différentielles des coordonnées des diffërens corps du 
système, il n’y aura qu’à les substituer dans la formule générale

Pdp + Qdq -|- Rdr + etc. = o, 

et vérifier ensuite cette équation d’une manière indépendante des 
différentielles qu’elle renfermera.

Donc si le système est entièrement libre , ensorte qu’il n’y ait 
aucune relation donnée entre les coordonnées des diffërens corps, 
ni par conséquent entre leurs différentielles, il faudra satisfaire à 
l’équation précédente, indépendamment de ces différentielles, et 
pour cet effet, égaler séparément à zéro la somme de tous les termes 
qui se trouveront multipliés par chacune d’elles ; ce qui donnera au­
tant d’équations qu’il y aura de coordonnées variables, et par con­
séquent autant qu’il en faudra pour déterminer toutes ces variables, 
et connaître par leur moyen la position de tout le système dans l’état 
d’équilibre.

Mais si la nature du système est telle, que les corps soient assujetis 
dans leurs mouvemens à des conditions particulières, il faudra com­
mencer par exprimer ces conditions par des équations analytiques 
que nous nommerons équations de condition ,• ce qui est toujours 
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facile. Par exemple, si quelques-uns des corps étaient assujétis à se 
mouvoir sur des lignes ou des surfaces données, on aurait entre les 
coordonnées de ces corps, les équations mêmes des lignes ou des sur­
faces données ; si deux corps étaient tellement joints ensemble, qu’ils 
dussent toujours se trouver à une même distance k l’un de l’autre, 
on aurait évidemment l’équation

= (x — x')* + (y—y y+y —

et ainsi du reste.
Ayant trouvé les équations de condition, il faudra par leur 

moyen éliminer autant de différentielles qu’on pourra, dans les 
expressions de dp, dq, dr, etc., ensorte que les différentielles res­
tantes soient absolument indépendantes les unes des autres, et n’ex­
priment plus que ce qu’il y a d’arbitraire dans le changement de 
situation du système. Alors comme la formule générale de la Sta­
tique doit avoir lieu, quel que puisse être ce changement, il faudra 
y égaler séparément à zéro, la somme de tous les termes qui se 
trouveront affèctés de chacune des différentielles indéterminées; 
d’où il viendra autant d’équations particulières qu’il y aura de ces 
mêmes différentielles; et ces équations étant jointes aux équations 
de condition données, renfermeront toutes les conditions nécessaires 
par la détermination de l’état d’équilibre du système; car il est aisé 
de concevoir que toutes ces équations ensemble seront toujours en 
même nombre que les différentes variables qui servent de coordon­
nées à tous les corps du système, et suffiront par conséquent tou­
jours pour déterminer chacune de ces variables.

11. Au reste si nous avons toujours déterminé les lieux des corps 
par des coordonnées rectangles, c’est que cette manière a l’avantage 
de la simplicité et de la facilité du calcul ; mais ce n’est pas qu’on 
ne puisse en employer d’autres dans l’usage de la méthode précé­
dente; car il est clair que rien n’oblige dans celte méthode à se 
servir de coordonnées rectangles, plutôt que d’autres lignes ou quan-
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tités, relatives aux lieux des corps. Ainsi au lieu des deux coor­
données x, y, on pourra employer, lorsque les circonstances pa­
raîtront l’exiger, un rayon vecteur p = et un angle <p

dont la tangente soit , ce qui donnera x=p cos <p, y=p sin <p, 

en laissant subsister la troisième coordonnée z; ou bien on em­
ploiera un rayon vecteur p = ^x* d avec deux angles (p 

, ce qui donnera x2 4-y
x —Pcos4 cos<p, y — p cos4 sin(p, z=p sin 4 -, ou d’autres angles 
ou lignes quelconques.

Remarquons encore que comme il n’y a proprement que la con­
sidération des différences dx, dy, dz qui entre dans la méthode 
dont il s agit, il est permis de placer l’origine des coordonnées où 
on voudra; ce qui peut servir à simplifier l’expression de ces dif­
férences.

Ainsi, en substituant p costp et psintp, au lieu de xety, on aura 
en général

dx = dp cos <p — p sin <pj<p , dy = dp Sin cp H- p cos $d<p ;

mais en faisant <p = o, ce qui revient à placer l’origine de l’angle <p 
dans le rayon p, on aura plus simplement dx^=dp, et dy — pdp. 
Et ainsi des autres cas semblables.

12. En général, quel que soit le système de puissances dont oh 
cherche l’équilibre, et de quelque manière que les points où elles 
sont appliquées soient liés entre eux, on peut toujours réduire les 
varidbles qui déterminent la position de ces points dans l’espace, à 
un petit nombre de variables indépendantes, en éliminant, au moyen 
des équations de condition données par la nature du système , au­
tant de variables qu’il y a de conditions, c’est-à-dire en exprimant 
toutes les variables, qui sont au nombre de trois pour chaque point, 
par un petit nombre d’entre elles, ou par d’autres variables quel-
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conques, qui, n’étant plus assujéties à aucune condition, seront 
indépendantes et indéterminées. Il faudra alors que l’équilibre ait 
lieu par rapport à chacune de ces variables indépendantes, parce 
qu’elles donnent lieu à autant de changemcns différons dans la 
position du système.

13. En effet si on dénote par £, 4? etc. ces variables indé­
pendantes, en regardant les valeurs dey, r, etc. comme fonctions 
de ces variables, on aura

dP = 4- + etc.

^4 + J dtp h- etc.

etc,

et l’équation de l’équilibre P dp 4- Qdq 4- Rdr 4- etc, = o deviendra

+ (^ + Qg + *;£ + <îte-> ) 

etc,

dans laquelle les valeurs de d%, d^, dtp, etc. devant demeurer in­
déterminées, il faudra que l’on ait séparément les équations

P ÿ 4- Q J + A 4 4- etc. = o

?^ + Q^+«$.+«c.sa,Q

etc.
dont



PREMIÈRE PARTIE, SECTION IL
dont le nombre sera égal à celui des variables -4, <P> été. , et qui 
serviront par conséquent à déterminer toutes ces variables.

Chacune de ces équations représente, comme l’on voit, un équi­
libre particulier dans lequel les vitesses virtuelles ont entre elles des 
rapports déterminés; et c’est de la réunion de tous ces équilibres par­
tiels que se forme l’équilibre général du système.

On peut même remarquer que c’est proprement à ces équilibres 
partiels et déterminés que s’applique sans exception le raisonnement 
de l’article 1 de cette section; et comme dans le cas de deux puis­
sances on peut toujours réduire leur équilibre à celui d’un levier 
droit dont les bras soient en raison des vitesses virtuelles, on peut 
par ce moyen faire dépendre le principe général des vitesses vir­
tuelles du seul principe du levier,

14. Lorsque la quantité Pdp-\- Qdq + Rdr 4- etc. ne sera pas 
nulle par rapport à toutes les variables indépendantes, les forces, P, 
Q,R, etc. ne se feront pas équilibre, et les corps sollicités par ces 
forces, prendront des mouvemens dépendais des mêmes forces et 
de leur action mutuelle.

Supposons que d’autres forces représentées par P', Q', R', etc. et 
dirigées suivant les lignes p, q, r, etc. agissant sur les corps du 
même système, leur impriment aussi les mêmes mouvemens ; ces 
forces seront équivalentes aux premières, et pourront dans tous les 
pas être substituées à leur place, puisque leur effet est supposé exac­
tement le même. Or si ces mêmes forces P', Q', R', etc., en conser­
vant leurs valeurs, changeaient leurs directions et en prenaient de 
directement opposées, il est clair qu’elles imprimeraient aussi aux 
mêmes corps des mouvemens égaux, mais directement contraires. 
Par conséquent, si dans ce nouvel état elles agissaient sur les corps 
du même système, en même temps que les forces P, Q, R, etc., ces 
corps demeureraient en repos; les mouvemens imprimés dans un 
sens étant détruits par des mouvemens égaux et contraires. II y aurait

Méc. anal. Tome I. $



42 MÉCANIQUE ANALYTIQUE.
donc nécessairement équilibre entre toutes ces forces; ce qui donne­
rait l’équation (art. 2).

Pdp 4- Qdq 4~ Rdr-}- etc. — P'dp — Qdq'— Rdr— etc. = O ; 
d’où l’on tire

Pdp -4- Qdq + Rdr + etc. = P' dp4- Qdq'-}- Rdr'-}- etc.
C’est la condition nécessaire pour que les forces P’, Q, R', etc. ? 

agissant suivant les lignes p, r, etc., soient équivalentes aux forces 
P,Q,R,etc. j agissant suivant leslignesp, q, r, etc»; et comme deux 
systèmes de forces ne peuvent être entièrement équivalens que 
d’une seule manière, puisque le mouvement d’un corps est toujours 
unique et déterminé , il s’ensuit que si deux'systèines de.forces P, 
Q,R,etc., P', Q', R', etc. sont tels, que l’on ait généralement et par 
rapporta toutes les variables indépendantes, l’équation

Pdp + Qdq + Rdr 4- etc. — R dp Qdq-}- Rdr'-}- etc.

çes $çpx -systèmes seront équivalons, .et pourront dans tous les cas 
être substitués l’un à l’autre.,?. gnsmovnom -oh taoibima

15. Il résulte de là ce théorème important de Statique, que deux 
systèmes de forces sont équivalens et peuvent être substitués l’un à 
l’autre dans un même système de,corps liés entre eux d’une ma­
nière quelconque, lorsque les sommes des momens des forces sont 
toujours égales dans les deux systèmes; et réciproquement lorsque 
la sommé des momens des forces d’un système est toujours égale à 
la somme des momens des forces d’un autre système, çes deux 
systèmes de forces sont équivalent peuvent être substitués l’un à 

d’autre dans le même système de corps.
Si on fait dépendre les lignes p. q, r, etc. des lignes 4? V, etc. 

la formule Pdp -f- Qdq + Rdr -f- etc. se transforme comme dans 
l’article i3, en celle-ci Eù? + ^d^ 4- $d® 4- etc. dans laquelle
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® = p| + <2^ + Æÿ+ete.
«p aq 1 dtp 1 

etc.

On a donc généralement

P^P 4- Qdq 4- Rdr 4- etc. =: 'ZdÇ 4- ^4 4- + etc.

Ainsi le système des forces P, Q, R, etc., dirigées suivant les 
lignes;?, q,r, etc., est équivalent au système des forces H, Sk, 

etc. agissant suivant les lignes g, 4, <p, etc.*, et peut être changé 
en celui-ci, dans le même système de corps tirés par ces forces.
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TROISIÈME SECTION.

Propriétés générales de l’équilibre d’un système de corps r 
déduites de la formule .précédente.

i. Considérons un système ou assemblage quelconque de corps 
ou points, qui étant tirés par des puissances quelconques, se fassent 
mutuellement équilibre. Si dans un instant l’action de ces puissances 
cessait d’être détruite, le système commencerait à se mouvoir, et 
quel que pût être son mouvement, on pourrait toujours le concevoir 
comme composé, i°. d’un mouvement de translation commun à tous- 
les corps; 20. d’un mouvement de rotation autour dun point quel­
conque; 5°. des mouvemens relatifs des corps entre eux, par les­
quels ils changeraient leur position et leurs distances mutuelles. 
Il faut donc pour l’équilibre, que les corps ne puissent prendre aucun 
de ces différens mouvemens. Or il est clair que les mouvemens re­
latifs dépendent de la manière dont les corps sont disposés les uns 
par rapport aux autres; par conséquent les conditions nécessaires 
pour empêcher ces mouvemens, doivent être particulières à chaque 
système. Mais les mouvemens de translation et de rotation peuvent 
être indépendans de la forme du système, et s’exécuter sans que la 
disposition et la liaison mutuelle des corps en soit dérangée.

Ainsi la considération de ces deux espèces de mouvemens doit 
fournir des conditions ou propriétés générales de l’équilibre. C’est 
ce que nous allons examiner.
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Propriétés de l’équilibre d’un système libre, relatives au mouvement 
de translation.

2. Soient un nombre quelconque de corps regardés comme 
des points, et disposés ou liés entre eux comme l’on voudra, les­
quels soient tirés par les puissances P, P', P", etc., suivant les 
directions des lignes p,p\p\ etc. On aura (Sect. précéd.) pour 
l’équilibre de ces corps, la formule générale

Pdp H- P'dp + P"dp' H- etc. = o.
En rapportant à des coordonnées rectangles les difTérens points 
tirés par les forces P, P', etc., ainsi que les centres de ces forces, 
comme dans l’article 6 de la section précédente, on aura pour les 
forces extérieures,

p = \/(x — a)’ + (y — b )* 4- (~ — e , 
p = Vty—a y 4- (y— by + (/— cy, 
etc.

Mais si les corps qui répondent, par exemple, aux coordonnées 

sc,y, z, et auxx,y, z, agissent l’un sur l’autre par une force 
mutuelle que nous désignerons par P, en nommant p la distance 
rectiligne de ces deux corps, on aurait

p = \Z(X~X)' 4- (y —y)* 4- (z — z)',

et il faudrait ajouter à la formule générale le terme Pdp, prove­

nant de la force intérieure P, et ainsi de suite, si plusieurs forces 
agissent sur les mêmes corps.

5. Faisons, ce qui est permis,
x'^x+%, y'—y + v, z^=z^^, 

x"=x4"y" ^y H-’1? z z 
etc.
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x=x+^, y=y~}-^, z=z + ^,
etc.

et supposons qu’on ait substitué ces valeurs dans la formule 
précédente.

Puisque x, y, z sont les coordonnées absolues du corps tiré par 
la force P, il est clair que £, », G etc,, ne seront autre
chose que les coordonnées relatives des autres corps par rapport 
ii celui-ci, pris pour leur origine commune ; de sorte que la posi- 
lion mutuelle des corps ne dépendra que de ces dernières coor­
données, et nullement des premières. Donc si on suppose le système 
entièrement libre, c’est-à-dire, les corps simplement liés entre eux 
d’une manière quelconque, mais sans qu’ils soient retenus ou em­
pêchés par des appuis fixes, ou des obstacles extérieurs quelconques, 
il est aisé de concevoir que les conditions résultantes de la nature 
du système, ne pourront regarder que les quantités
/, etc., et nullement les quantités x,y, z, dont les différen­
tielles demeureront par conséquent indépendantes et indéterminées.

. i Ainsi après les substitutions dont il s’agit, il faudra égaler séparé­
ment à zéro, chacun des membres aflectés de dx, dy, dz, ce qui 
donnera ces trois équations (art. 2.)

•, ’ , , , , „
+P'T H-P* + etc.+P+ etc. = o,) I dx dx dx dx '

On voit d’abord que les variables x,y, z n’entreront point dans

' L î l’expression de p ; ainsi on aura = o, = o, = o, etc ,

ce qui fera disparaître les termes qui contiendront les forces in­
ferieures P, P', etc.

On voit -ensuite que les valeurs de >

: ’-f.wh Ut (Xt j f-v. fa ’fai
p cU U /«VA fa» 4_ A.
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etc., seront les mêmes que celles de ^7, ^7,

etc.

Or si on nomme a, /3, y les angles que la ligne p fait avec les 
axes des x, y, z, ou avec des parallèles à ces axes, a, y les

on a, comme

= cos/, etc.

angles que la lignep' fait avec les mêmes axes , etc., 
on l’a vu plus haut (art. 7, sect. précéd.), ^=cosa

dp__ „ _ „ . ■< a dp' , dp'— = cos y, et de meme, = cos a ,

Donc les trois équations ci-dCssus deviendront

P cos a -J- p' cos a! 4- p" cos a" 4- etc. = O, 
P cos /3 4- p' cos /?' 4- P" cos fi" 4- etc. = o, 
P cos y 4- P' cos y' 4- P" cos y" 4- etc. = o, 

lesquelles devront nécessairement avoir lieu dans l’équilibre d’un 
système libre. Ce sont les équations nécessaires pour empêcher 
le mouvement de translation.

4. Si les puissances P, P', P”, etc., étaient parallèles, on aurait 
a = a'=a* etc., /3 = ^' = /3" etc., y = y = y" etc., et les trois 
équations précédentes se réduiraient à celle-ci,

P 4- P' 4- P’ -b etc. = o,
laquelle montre que la somme des forces parallèles doit être nulle.

En général il est facile de concevoir que P représentant l’ac­
tion totale de la puissance P suivant sa propre direction, P cos. a 
représentera son action relative, estimée suivant la direction de 
Taxe des x, lequel fait l’angle a avec la direction de la force P ; de 
thème Pcos./3 et Pcos.7, seront les actions relatives de la même 
force, estimées suivant les directions des axes des y et z-, et ainsi 
des autres forces P', P”, etc.

De là résulte ce théorème de Statique, que la somme des puis­
sances estimées suivant la direction de trois axes perpendiculaires
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entre eux, doit être nulle par rapport à chacun de ces axes, dans 

l’équilibre d’un système libre.

$ IL

Propriétés de l’équilibre, relatives au mouvement de rotation,

5. Prenons maintenant, ce qui est permis, à la place des coor­
données x, y, x',y, x",y', etc., x, ÿ, etc. les rayons vecteurs p, 
p', p", etc., p, etc. avec les angles (p, (p', dp", etc., q, etc. que ces 
rayons font avec l’axe des x; on aura, comme l’on sait, x=p cos. <p, 
y=p sin. <p, et de même x — p cos. <p', y — p' sin. <p', etc. x—p cos<p, 
y ■= psimp, etc.

Faisons ces substitutions dans la formule générale de l’article 2, 
et supposons <p"=<p4-/, etc., ç = <p4-o‘, etc., il est vi­
sible que a, a', etc., x, etc., seront les angles que les rayons p', 

p’, etc. p, etc., forment avec le rayon p; par conséquent les distances 
des corps, tant entre eux que par rapport au plan des x, y, et au 
point qui est pris pour l’origine des coordonnées, dépendront unique­
ment des quantités p, p', p", etc., p, etc., <r, <?', etc, cr, etc., z, z, 

z, etc., z, etc.
Donc si le système a la liberté de tourner autour de ce point pa­

rallèlement au plan des x,y, c’est-à-dire autour de Taxe des z, 
qui est perpendiculaire à ce plan, l’angle <p sera indépendant des 
conditions du système, et sa différence d<p demeurera par consé­
quent arbitraire. D’où il suit que les termes aflectés de dtp dans 
l’équation générale de l’équilibre devront être ensemble égaux à zéro.

Il est facile de voir que tous ces termes seront représentés par 
Ndç, en faisant

w =p % +r % + F’ % + +P f>

de sorte que l’on aura pour l’équilibre l’équation N=o,
En
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En substituant les valeurs de x, y, x^ y\ etc., x, y, etc. dans 

les expressions de p, p, etc,, p, etc. (art. 2),et faisant de plus 
a—R cos A, b^R sin^, d—R^ cos^', b'—R' sin 5', etc., on aura

p = V p2— cos(<p —A ) d~R" -d — c 7,
p = V/3—tfRcos(^'—A'} 4-R24- (d— c}2, 
etc.
p — Vp1— spp cos (<p 4-? 4- (z—*)*,
etc.

où il faudra encore mettre <p 4— er, ^>4-^', etc., <p4-cr, etc. à la 
place de <p', <p’, etc., <p etc.

Par ces dernières substitutions on voit d’abord que les quanti­
tés p, etc. ne contiendront plus l’angle <p ; ainsi on aura 
rZp , , —
dÿ — 0 s etc. ; par conséquent les forces intérieures P, etc. dis­
paraîtront de l’équation, et il n’y restera que les forces exté­
rieures P, P', etc.

Ensuite on aura

dp__ pR sin (p — dp'__ pPt sin (<pz— A")
dtp — p ’ — p' ’ GLC> ’

et la quantité TV deviendra

y — — । P'R'/^nÇtp'—^ . ctc
P P' 1" •

Comme on peut prendre les centres des forces P, P', etc. par­
tout où l’on veut dans la direction de ces forces, on peut supposer 
que ces forces soient représentées parles lignes mêmes p, p', etc. 
qui sont les distances rectilignes de leurs points d’application aux 
centres respectifs, De cette manière on aura plus simplement

N = Rp sin —A) 4- R'p'sin (p'—A') 4- etc.
Dans cette formule, les rayons R et p, qui partent de l’origine 

dlèc. anal. Tome I. J 
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des coordonnées et qui renferment l’angle <p — A, sont les côtés 
d’un triangle qui a pour base la projection de la ligne p sur le plan 
des x,y-, par conséquent la quantité Ttysin.ftp — A ) exprime le 
double de l’aire de ce triangle, et ainsi des autres quantités sem­
blables.

Or ayant nommé ci-dessus (art. 5) y, y', etc. les angles que les 
directions des forces P, P', etc. font avec l’axe des z ou avec des 
parallèles à cet axe, il est clair que les complémens de ces angles 
seront les inclinaisons des lignes p, p' etc. au plan des x,y, donc 
7? sin y, p sin/, etc. seront les projections de ces lignes; et si de 
l’origine des coordonnées on abaisse sur ces projections des perpendi­
culaires que nous nommerons n, H', etc., on aura

ftp sin (<p — A} = FIp sin y, Rf sin Qp'— A' ) ;= n j/ sinyj etc., 

et la quantité N se réduira à la forme

N = HP sin y -f U'P'sin/+ n"/3’ sin y" H- etc.,

en remettant P, P', P", etc. à la place de p, p',p", etc.

6. L’équation N = o donnera ainsi le théorème suivant :
Dans l’équilibre d’un système qui a la liberté de tourner autour 

d’un axe, et qui est composé de corps qui agissent les uns sur les 
autres d’une manière quelconque et sont en même temps tirés par 
des forces extérieures , la somme de ces forces, estimées parallèle­
ment à un plan perpendiculaire à l’axe, et multipliées chacune par 
la perpendiculaire menée de l’axe à la direction de la force projetée sur 
le même plan, doit être nulle, en donnant des signes contraires aux 
forces dont, les directions tendent d faire tourner le système dans des 
sens contraires.

On énonce ordinairement ce théorème d’une manière plus simple, 
en disant que les moment des forces , par rapport à un axe, doivent 
se détruire pour qu’il y ait équilibre autour de cet axe. Car on en­
tend aujourd’hui en Mécanique ? par moment d’une force ou puis-
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sauce par rapport à une ligne, le produit de celte force estimée 
parallèlement à un plan perpendiculaire à cette ligne, et multipliée 
par son bras de levier, qui est la perpendiculaire menée de cette 
ligne sur la direction de la puissance rapportée au même plan. En 
effet, c’est uniquement de ce moment que dépend l’action de la force 
pour faire tourner le système autour de l’axe; puisque si on la décom­
pose en deux, l’une parallèle à l’axe, l’autre dans un plan perpendi­
culaire à l’axe, il n’y aura évidemment que cette dernière qui puisse 
produire une rotation. Nous donnerons en conséquence à ce moment 
le nom particulier de moment relatif à un axe de rotation.

Le coefficient N du terme Ndp (art. 5) exprime, comme on le 
voit, la somme des momens de toutes les forces du système, relati­
vement à l’axe de la rotation instantanée d<p; ainsi pour trouver la 
somme de ces momens relatifs à un axe quelconque, il n’y aura 
qu’à transformer la formule générale P dp -f~ P'dp + P" dp" -f- etc., 
qui exprime la somme des momens virtuels de. toutes les forces, en y 
introduisant, pour une des variables indépendantes, l’angle de ro­
tation autour de l’axe donné; le coefficient de la différentielle de 
cet angle sera la somme de tous les momens relatifs à cet axe ; ce 
qui peut être utile dans plusieurs occasions.

8. Lorsque le système peut tourner en tout sens autour du point 
que nous prenons pour l’origine des coordonnées, il faut considérer 
à la fois les rotations instantanées autour des trois axes des x, y, 
z ; et 1 on aura, par rapport à chacun de ces axes, une équation 
semblable à celle que nous venons de trouver, et qui renferme la 
propriété des momens ; mais il ne sera pas inutile de résoudre le 
meme problème par une analyse plus simple et plus générale.

Pour cela soit, comme dans l’article 5 ,
x^=pcos<p, y = p sin cp, x = p' costp', y = p' sin <p', etc.; 

en faisant varier simplement les angles <p, <?', etc. de la même dif­
férence dtp, on aura
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dx=—dyx=xd<p, dx =—y'dcp, dy z=x'd<p, etc.

Ce sont les variations de x, y, x', y, ètc. dues à la rotation élé­
mentaire dtp du système autour de l’axe des z.

On aura de même les variations de y, z, y, z', etc. dues à une 
rotation élémentaire tZ4 autour de l’axe des x, en changeant sim­
plement dans les formules précédentes x, y, x, y, etc. en y, z , 
y, z', etc., et dtp en d-^, ce qui donnera

dy =—£<74, dz=yd^, dy——zd^, dz =,yd^, etc.
En changeant dans ces dernières formules y, z,y, z, etc. res­

pectivement en z, x, z', x', etc., et d^ en dx, on aura les varia­
tions provenant de la rotation élémentaire dx autour de l’axe des y7 

lesquelles seront
dz — xdx, dx = zdx, dz = •— x dx, dx = zdx, etc.

Si donc on suppose que les trois rotations aient heu à la fois, les 
variations totales des coordonnées x, y, z, x, y, z, etc. seront, 
d’après les principes du calcul différentiel, égales aux sommes des 
variations partielles dues à chacune de ces rotations, de sorte qu’on 
aura alors ces expressions complètes,

dx — zdx —y d tp , dy = xdtp — zd^, dz = yd^. —• xdx , 
dx = zdx —y dp , dy = x'dtp —-z'd^, dz' =y'd^ — x'dx , 

etc.
En substituant ces valeurs dans la formule générale de l’équilibre 

(art. 2), on aura les termes dus seulement aux rotations dtp, dx, 
rZ4 autour des trois axes des z,y, x, lesquels devront être sépa­
rément égaux à zéro lorsque le système a la liberté de tourner en 
tout sens autour du point qui fait l’origine des coordonnées.

Or on a, parla différentiation,

dp = 
etc.

(x — a}dx + (y— b} dy + — c) dz

{x'—a1) dx 4- {y’—b’^dy—c}dd
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y  (æ—x}(dx—dx}-i-(y—yK^y—c^y)-l-(z’——dz) ap .— ■——  ---------------------- ■ —,
P etc.

On aura donc, par les substitutions dont il s’agit,

(ay — bx)d<pd~ (bz— çy)^]^ (ex— az)da - »
(a'y'— b'x'^dtp -J- (b'z'— c'y' )d4 + (dx'—dz' }da _____- ;

Et l’on trouvera <Zp = o, dp = o, etc., en mettant pour dx , 

dy, dz , etc. les valeurs analogues zda>—ydç, xd^—zd^ , 

yd^—xdw, etc.; d’où l’on peut tout de suite conclure que les termes 
Pdp, P'dp, etc. de la même équation, qui résulteraient des forces 
intérieures du système, disparaîtront par ces substitutions.

On aura aussi dp — o, si on fait, a — o, b — o, c=o, c’est-à- 
dire , si le centre des forces P tombe dans l’origine des coordon­
nées ; ce qui fera aussi disparaître cette force.

9. Faisant donc abstraction des forces intérieures, s’il y en a, 
ainsi que de toute force qui serait dirigée vers le centre des coor­
données, on aura en général pour toutes les forces P, P', etc., 
dirigées suivant les lignes p, p\ etc., l’équation .

„ . Pd^ 4- Md® 4- NdQ = o,
en faisant

P^z-cy} P'(b'z'— c'y'} 
P. p' 4- etc.,

m = + etc. ,

* _ + efc.,
et Ion aura, pour tout système libre de tourner en tout sens au­
tour de 1 origine des coordonnées, les trois équations P = o ,

—°5 N— o, lesquelles répondent à celle de l’article 5, rap­
portée aux trois axes des coordonnées.
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Car en employant, à la place des coordonnées a, b, c, a, etc. des 

centres de forces, les angles a, /3, y, a', etc., que les directions de 
ces forces font avec les trois axes des coordonnées ; et faisant par 
conséquent comme dans l’article 7 de la section précédente,

a = x—p cos a, b~y—p COS &, c = z—p COS y ,

et ainsi des autres quantités semblables, on a

Z/ = P(ycosy — 2COS/3) 4- P\y'cosy'—<z cos/3') 4- etc., 
M = P(z cos a —' x cos y) 4~ P\z' cos a' — x'cos /) H" etc- > 
N = P(.vcos/3—y cos a) -1- P\x cos —y'cos a') 4- etc.,

Or P cos a, P cos fl, P cosy étant les valeurs de la force P, esti­
mée suivant les directions des trois axes des x, y, s, on voit tout de 
suite que xP cos /3—y P cos a. sont les momens relatifs à l’axe desr, 
le terme y P cos a ayant le signe négatif à cause que la force P cos a 
tend à faire tourner le système en sens contraire de la force Pcos/3. 
De même zPcosa—xZJcos^ seront les momens relatifs à l’axe des 
y, et y P cos y — zP cos /3, les momens relatifs à l’axe des x ; et 
ainsi des autres expressions semblables. De sorte que les trois équa­
tions Z, = o, M—o, N — o expriment que la somme de ces mo­
mens est nulle par rapport à chacun des trois axes.

On voit aussi que les coefficicns L, M, N des rotations instan­
tanées c?4 ? ne sont autre chose que les momens relatifs aux 
axes des rotations instantanées ^4 > d® > d$ (art- 7)*

10. On pourrait douter si les rotations autour des trois axes des 
coordonnées suffisent pour représenter tous les petits mouvemens 
qu’un système de points peut avoir autour d’un point fixe, sans 
que leur disposition mutuelle en soit altérée. Pour lever ce doute, 
nous allons chercher tous ces mouvemens d’une manière plus directe.

Parle point donné, qui sert d’origine aux coordonnées x, y, z, 
et par un autre point du système, imaginons une ligne droite, et 
par cette ligne et par un troisième point du système, un plan; rap­
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portons à cette ligne et à ce plan les antres points du système, 
par de nouvelles coordonnées rectangles x', y, z ayant la même 
origine que les premières x, y, z-, il est clair que ces nouvelles 
coordonnées ne dépendront que de la situation mutuelle des points 
du système, et seront par conséquent constantes lorsque le sys­
tème change de place, tandis que les premières varient seules 
par ce changement.

La théorie connue de la transformation des coordonnées donne 
d’abord ces relations entre les trois premières elles trois dernières,

x = a.x 4* 4- yz',

y = a!x 4- py 4- y'z, 

z ;= a."x*-{- yy~-\~ y"z*.

Les neuf coefficiens a, /3, y, a!, etc. ne dépendent que de la position 
respective des axes des deux systèmes de coordonnées, et doivent être 
tels que les coordonnées x, y, z se rapportent aux mêmes points 
que les coordonnées x', y', z', et que par conséquent les deux ex­
pressions x2-j-y2 4“ z* et x2 4~ 4“ %2 soænt identiques, ce qui
donne ces six équations de condition,

4- a'» 4- — i, /3»4-/3^4-^ = i, y4-^4-/“ = 1,
o-y-^-^y'-^-^y == o, ^y-^-^y'-^-yy —o.

de sorte que parmi les neuf quantités a, /3, y, y etc., il en res­
tera trois d’indéterminées.

Lorsque les axes des x', y' z coïncident avec ceux des x, y, z, 

on a x=x, y~y, z~z, et par conséquent a=i, /3 = o , 
y = o, a' —o, /3'=i, ^==o,^ = o, yo, y"— i. Ainsi en 
différentiant les formules précédentes, et y faisant ensuite ces substi­
tutions , on aura le résultat d’un déplacement quelconque infiniment 
petit du système dans l’espace autour du point donné.

On aura d’abord, en différentiant les expressions de x, y, z 
dans l’hypothèse de y y, z constantes, et substituant, après la dif-
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férentiation, x, y, z à la place de ces quantités,

dx = xda. + ydft -f- zdy , 
dy = xda + y dp + zdy , 
dz = xda.' ydfi” + zdy

Mais les six équations de condition étant diflerentiées donnent, 
par la substitution des valeurs a = i, /3 = o, y = o, etc. trou­
vées ci-dessus, da=o, d^>=o, dy”=o, dft-\-da=o, dy+da^o v 
dy+d^ — o, d’où da.'=—dft, da^—dy, d^ = — dy'.

Ces valeurs étant substituées dans les expressions de dx, dy , 
dz, on aura celles-ci :

dx = yda -f- zdy, dy —xda! — zd^", dz — — xdy "^r yd^',

qui coïncident avec celle de l’article 8, en faisant cZa'=c?<p, dy—da>, 
d^'— d^.

Ces formules des variations de x, y, z ont donc toute la géné-s 
ralité que l’état de la question peut comporter ; et les trois équa­
tions Z = o, 3I=o, N=o, qui résultent de l’évanouissement 
des termes affectés de d^, de», dq> dans l’équation générale de l’équi­
libre , sont par conséquent les seules nécessaires pour maintenir le 
système en équilibre autour du point donné , abstraction faite de ce 
qui dépend de la disposition mutuelle des points entre eux. De sorte 
que lorsque cette disposition est invariable, l’équilibre du système 
ne dépendra que des trois équations dont il s’agit.

D’Alembert est le premier qui ait trouvé les lois de l’équilibre de 
plusieurs forces appliquées à un système de points de forme inva­
riable, dans ses Recherches sur la Précession des équinoxes. Il y est 
parvenu d’une manière très-compliquée par la composition et la 
décomposition des forces. Depuis elles ont été démontrées plus sim­
plement par différens auteurs; mais nos formules ont l’avantage 
d’y conduire directement.

$ ni,
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$ III.

De la composition des mouvemens de rotation autour de différons 

axes, et des momens relatifs à ces axes.

11. Si on prend dans le système un point pour lequel les coor­
données x, y, z soient proportionnelles à df, d&, d$, les diffe- 
,rentielles correspondantes dx,dy, dz seront milles, comme on le
voit par les formules de l’article 8. Ce point, et tous ceux qui au­
ront la même propriété, seront donc immobiles pendant l’instant 
que le système décrit les trois angles <74 > da>, en tournant a 
la fois autour des axes des x, y, z. Et il est facile de voir que tous 
ces points seront dans une ligne droite passant par l’origine des coor­
données et faisant avec les axes des x,y, z des angles X, p, v, 
tels que

i dd, da> ___ dq> _____ _
cos/z“

Cette droite sera Y axe instantané de la rotation composée.
En employant les angles A, y, et faisant, pour abréger,

cZÔ — /(J4* + dm* + dr), 
on aura

<74 = dflcosX, dm — d^ cos/z-, dq> = d9 cos v,

et les expressions générales de dx, dy, dz (art. 8) deviendront

dx ~ (y COS/z. •—y COS y) d9 , 

~ (x COS y — z COS X) dû , 
dz = (y COS A — x cos/z.) dô.

Le carré du petit espace parcouru par un point quelconque étant 
dx* + dy* dz', il sera exprimé par

((z COS/z. —y COS y)3 + (zv COS y —zCOS X)3 + (y COS X — x COS /z)3) dâ* 
= (va +y“ + z3 — (.rcosx 4-y COS/z, 4- z COS vf) d&,

a cause de cosX3 4- cos/z.3 4-cos y3 = 1.
Méc. anal. Tome I. 8
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Or il est facile de prouver que æcosX-f-y cos/z.-f-z cosv = o 

est l’équation d’un plan passant par l’origine des coordonnées et 
perpendiculaire à la droite qui fait les angles X, v avec les axes 
des x, y, z; donc le petit espace décrit par un point quelconque 
de ce plan sera

dÔ +xs),

et comme l’axe instantané de rotation est perpendiculaire à ce meme 
plan, il s’ensuit que sera l’angle de la rotation autour de cet 
axe, composée des trois rotations partielles d4? autour des 
trois axes des coordonnées.

12. Il suit de là que des rotations quelconques instantanées dd^ 
dx, d$ autour de trois axes qui se coupent à angles droits dans 
un même point, se composent en une seule dû = y'Çd^+dx*-\-d^'), 
autour d’un axe passant par le même point d’intersection, et fai­
sant avec ceux-là des angles X, /z, v, tels que

. dl dû dp
C0SÀ=^’ cos/z^, cosv = dï’

et réciproquement, qu’une rotation quelconque dû autour d’un axe 
donné, peut se décomposer en trois rotations partielles exprimées 
par cosXdô, cos/zf/ô, cosiz/ô autour de trois axes qui se coupent 
perpendiculairement dans un point de l’axe donné, et qui fassent avec 
cet axe les angles X, /z, v, ce qui fournit un moyen bien simple 
de composer et de décomposer les mouvemens instantanées ou les 
vitesses de rotation.

Ainsi, si on prend trois autres axes rectangulaires entre eux, 
qui fassent avec l’axe de la rotation f?4 les angles X', X", X"-, avec 
l’axe de la rotation da les angles X? P? P"'> et avec l’axe de la ro­
tation dy les angles v', v", v'"-, la rotation ^4 pourra se résoudre en 
trois rotations cosX'J4? cosX"d4> cosX'Y/4 autour de ces nouveaux 
axes j la rotation dx se résoudra de même en trois rotations cos y/J», 
cos/z'd®, cos/z®cZ^, et la rotation d^ en trois rotations cos vdq 
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cos/d<p, cos AZtp autour des memes axes. De sorte qu’en ajoutant 
ensemble les rotations autour d’un même axe, si on nomme dô', 
<ZÔ’, db'" les rotations totales autour des trois nouveaux axes, 
on aura

dû' = cosX' d-^ -4- cos/z-' du H- COs/ , 
dû" = cosX" cZ^ -p cos/ud du 4- cos/dq, 
db" = COSX" d-^ —p COS//du -p cos/c?!£.

15. Les rotations d-^, du, dq sont donc réduites de cette manière 
à trois rotations dû', dû”, d^T, autour de trois autres axes rectangu­
laires, lesquelles doivent par conséquent donner, par la composition, 
la même rotation dû qui résulte des rotations d^, du, dq-, de sorte 
qu’on aura (art. n),

dû1 = dÛ'2 -p dû"2 -P dû”12 = dÿ -P du* -P dq* ;

et comme cette dernière équation doit être identique, il s’ensuit; 
qu’on aura ces relations :

cos X'a 4- cos X"1 -p cos Xw» = i , 
cos/3 -P cos/3 -P cos/*3 = 1 , 
cos -p cos v"2 -p cos = i ; 

cosX'cos/ -p COSX"cOS/ -P cos2/cos/z"' = o, 
cos X'cos v' -p cos X*cos v” -p COS X^COS /" = o, 
COS/COS/ 4- COS/cOS d 4“ cos /'cos pw = o, 

qu’on peut aussi trouver par la Géométrie.
Par ces relations on peut avoir tout de suite les valeurs de c?4 > 

du, dq en cZÔ', dû”, dû'", en ajoutant ensemble les valeurs de <ZÔ', 
db", dûm, multipliées successivement par cos X', cosX", cosXro, cos/, 
cos/, etc., on trouvera de cette manière :

d-\ = cosX'rfô' 4- cosX"tZ6’ 4- cosXw<7Ôw,
du = cos/c/G' H- cos/TZÔ" 4- cos/7ZÔw, 
dq = cos v'dû' 4- cos ddû” 4- cos vwdh'".

14. Si on nomme de plus tc', '■k”, 'k"' les angles que l’axe de la
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rotation composée dû fait avec les axes des trois rotations partielles 
d^, dW, dW, on aura, comme dans l’article 11,

dft = cos ^'dS, dû" = cos ^"d^, dû" = cos ^dü , 

et si dans les expressions données ci-dessus (art. 12) de r/0', dW, 

d^, on met pour d^, da, dp leurs valeurs en dû de l’article 11, 
cos hdô, cos pdû, cos vc/ô, la comparaison de ces différentes expres­
sions de dû, dQ", dû" donnera, en divisant par d9, ces nouvelles re- 
lations

COS = cos X COSX' + COSp COSX 4- cos P cos/,
cos 7/ = cos X cos X" -f- cos p cos p!' 4- cos y cos/,
C0S7FW= cos X cos X'" 4- cos P COS pb" 4- cos v cos/",

qu’on peut aussi vérifier par la Géométrie.

15, On voit par là que ces compositions et décompositions des 
mouvemens de rotation sont entièrement analogues à celles des mou- 
vemens rectilignes.

En effet, si sur les trois axes des rotations c?4, on Pren(^ 
depuis leur point d’intersection des lignes proportionnelles respecti­
vement à d^, du, dtp, et qu’on construise sur ces trois lignes un 
parallélépipède rectangle, il est facile de voir que la diagonale de ce 
parallélépipède sera l’axe de la rotation composée dd, et sera en 
même temps proportionnelle à cette rotation dû De là et de ce 
que les rotations autour d’un même axe s’ajoutent ou se retranchent 
suivant qu’elles sont dans le même sens ou dans des sens opposes, 
comme les mouvemens qui ont la même direction ou des directions 
opposées, on doit conclure en général que la composition et la dé­
composition des mouvemens de rotation se fait de la même manière et 
suit les mêmes lois que la composition ou décomposition des mou­
vemens rectilignes, en substituant, aux mouvemens de rotation, des 
mouvemens rectilignes, suivant la direction des axes de rotation.

16. Maintenant si dans la formule de l’article 9, 

Ld^ 4- Mda 4- Ndp,
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laquelle contient les termes dus aux rotations ^4 > > dtp dans la 
formule générale Pdp 4- P'dp H- P"dp" 4- etc., on substitue pour 
d^, de», dy., les expressions trouvées dans l’article 13, elle devient

( ZcosX' 4- Afcos/ 4- 2Vcos/)dôz
4- ( L cos à" 4- Mcos 4* 4- N cos
4- cos X" 4- AZcos p"' -J- N cos vmy)dff.

Donc par l’article 7, les coefficiens des angles élémentaires d^', 

d$\ d^" exprimeront les sommes des momens relatifs aux axes des 
rotations d&, dû", dW". Ainsi des momens égaux à L, N et 
relatifs à trois axes rectangulaires, donnent les momens

XcosX' 4- AfeosX 4- jVcos/,
L cos à" 4- AZ cos p" 4- N cos /,
L cos X" 4- M cos/P 4- N cos v", 

relatifs à trois autres axes rectangulaires qui font respectivement 
avec ceux-là les angles X', p', v'-, X", p", v"-, P", p"^ v".

On trouve une démonstration géométrique de ce théorème, dans 
le tome VII des Nova acta de l’Académie de Pétersbourg.

17. Si on suppose les rotations J4? dtp proportionnelles à L? 
M, N, et qu’on fasse

ZZ = VT? 4- Af “ 4- 2V3, 
on aura par l’article 11,

Z = ZZcosX, M—Hcosp^ N^Hcosv, 

et les trois momens qu’on vient de trouver se réduiront, par les 
relations de l’article 14, à cette forme simple,

Il COS II COS Tf", II COS 7r".

Or tf', tf", y" sont les angles que les axes des rotations d^', d^"., 
d^" font avec l’axe de la rotation composée d^. Donc si on fait
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coïncider l’axe de la rotation dû' avec l’axe de la rotation dû, on a 
^r' = o, et k"' chacun égal à un angle droit; par conséquent le 
moment autour de cet axe sera simplement H, et les deux autres 
momens autour des axes perpendiculaires à celui-ci deviendront 
nuis.

D’où l’on conclut que des momens égaux à L, 711, N et rela­
tifs à trois axes rectangulaires, se composent en un moment unique HT 
égal à 4- DP 4- N’, et relatif à un axe qui fait ceux-là les 
angles A, /z, v, tels que

, L M NCOS X = - , COS = jj , cos V = ^.

Ce sont les théorèmes connus sur la composition des momens ; et 
il est évident que cette composition suit aussi les mêmes règles que 
celle des mouvemens rectilignes. On aurait pu la déduire immédia­
tement de la composition des rotations instantanées, en substituant 
les momens aux rotations qu’elles produisent, comme Varignon a 
substitué les forces aux mouvemens rectilignes.

$ IV.

Propriétés de Véquilibre , relatives au centre de gravite.

18. Si, dans les formules de l’article 9, on suppose que toutes 
les forces P, P', P", etc. agissent dans des directions parallèles 
entre elles, on aura a=a'=a", etc., Q—P'—P'', etc., ; zzzy'^y", etc. j 
par conséquent si on fait, pour abréger,

X = Px 4- P'J 4- P"x" 4- etc., 
Y = Py 4- P'y + P”y + etc- •> 
Z Pz 4- P'z 4- P"z 4- etc., 

les quantités L, 771, N deviendront
P = Y cos y — Z cos , 
M = Z cos a — X cos y , 
N = Xcos/3 — F cos a.
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Et les équations de l’équilibre seront Z/ = o, M=o, N=o, 
dont la troisième est ici une suite des deux premières. Mais comme 
on a d’ailleurs l’équation cosa°4-cos/3a-]-cos7a=i(sect. II, art. 7), 
on pourra déterminer par ces équations les angles a, , y, et l’on 
trouvera .. _ *cos a — + + y

R — Kcos p — + y^Z^ ,
— ZCOS> —

Donc la position des corps étant donnée par rapport à trois axes, 
il faudra, pour que tout mouvement de rotation du système soit dé­
truit , que le système soit placé relativement à la direction des forces, 
de manière que cette direction fasse avec les mêmes axes les angles 
a, y qu’on vient de déterminer.

19. Si les quantités X, Y, Z étaient nulles, les angles a, y 
demeureraient indéterminés, et la position du système, relativement 
à la direction des forces, pourrait être quelconque; d’où résulte 
ce théorème, que si la somme des produits des forces parallèles, 
par leurs distances à trois plans perpendiculaires entre eux, est 
nulle par rapport à chacun de ces trois plans, l’effet des forces 
pour faire tourner le système autour du point commun d’intersection 
des mêmes plans , se trouvera détruit.

On sait que la gravité agit verticalement et proportionnellement à 
la masse; ainsi dans un système de corps pesans, si on cherche un 
point tel, que la somme des masses multipliées par leurs distances à 
un plan passant par ce point, soit nulle relativement à trois plans 
perpendiculaires , ce point aura la propriété que la gravité ne pourra 
imprimer au système aucun mouvement de rotation autour du 
même point. C’est ce point qu’on appelle centre de gravité, et qui 
est d’un usage si étendu dans toute la Mécanique.

Pour le déterminer, il n’y a qu’à chercher sa distance à trois
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plans perpendiculaires donnés. Or, puisque la somme des produits 
des masses par leurs distances à un plan passant par le centre de gra­
vité est nulle, la somme des produits des mêmes masses par leurs dis­
tances à un autre plan parallèle à celui-ci, sera nécessairement égale 
au produit de toutes les masses par la distance du centre de gravité 
au même plan • de sorte qu’on aura cette distance en divisant la 
somme des produits des masses et de leurs distances, par la somme 
meme des masses ; et de là résultent les formules connues pour les 
centres de gravité des lignes , des surfaces et des solides.

20. Mais il y a une propriété du centre de gravité qui est moins 
connue, et qui peut être utile dans quelques occasions, parce qu’elle 
est indépendante de la considération étrangère des plans auxquels 
on rapporte les dilférens corps du système, et qu’elle sert à déter­
miner leur centre de gravité par la simple position respective des 
corps. Voici en quoi elle consiste.

Soit A la somme des produits des masses prises deux à deux 
et multipliées de plus par le carré de leur distance respective, cette 
somme étant en meme temps divisée par le carré de la somme des 
masses.

Soit B la somme des produits de chaque masse par le carré 
de sa distance à un point quelconque donné, cette somme étant di­
visée par la somme des masses.

On aura B — À pour la distance du centre de gravité de 
toutes les masses au point donné. Ainsi comme la quantité A est 
indépendante de ce point, si on détermine les valeurs dè B par 
rapport à trois points différons pris dans le système ou hors du 
système, à volonté, on aura les distances du centre de gravité à ces 
trois points, et par conséquent sa position par rapport à ces points. 
Si les corps étaient tous dans le même plan, il suffirait de consi­
dérer deux points, et il n’en faudrait qu’un seul si tous les corps 
étaient dans une ligne donnée.

En prenant les points donnés dans les corps mêmes du système, 
la
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la position de son centre de gravité sera donnée uniquement par 
les masses et par leurs distances respectives. C’est en quoi consiste 
le principal avantage de cette manière de déterminer le centre de 
gravité.

Pour la démontrer, je reprends les expressions de X, K, Z 
de l’article 18, et prenant de plus trois quantités arbitraires /, g, 
4, je forme ces trois équations identiques, faciles à vérifier,

(X — (P + P' + P" 4- etc. ) / /
= (P4-P,4-P'4-etÈ.)(P(^y + etc)
— PP\x—xy — PP\x—xy — P'P\x — Xy — etc.

( Y — {P + P'+ P"+ etc.) gf •
= (P+P'+P"+ etc.) {P{y—g')+P\y'—gy+P\y—gY+^:) 
— P P'(y—y'}* — PP\y-ry — p'^y'-y"} — etc. ,

( Z — {P + P' 4- P" + etc.) jy
= (P+P'+P’+etc.) {P^z—iy+P\z— jy+P (z — 7z)*+etc.)
— pp\z—zy—pp\z—zy — p'p\z—zy — etc.

Les quantités P, P', P", etc. représentent les poids ou les masses 
des corps qui leur sont proportionnelles, et les quantités x, y, z,. 
x, y', z', x", etc. sont les coordonnées rectangles de ces corps. Or 
nous avons vu (art. 19) que lorsque l’origine des coordonnées est 
dans le centre de gravité, les trois quantités X, Y, Z sont milles. 
Si donc on fait dans les trois équations précédentes X=o, K=o, 
Z = o, qu’on les ajoute ensemble, et qu’on suppose, pour abréger,

r+g'+^p,
y -/y 4- (y - gy 4- - a)1 = W,
(4—/)’ 4- (/— gY + (4— ,

+ (y-g? + (/-//)’= (2?., 
etc.

(x—xy 4- (y—y)* 4-(s—z'y = Ço,y, 
y—xy 4- (y—yy 4- (^ — z"y = (o,a)a, 
(.4— xy 4- (y—y)2 4- (4— zy = (1,2)’, 
etc.

Jféc. anal. Tome I. 9
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on aura, après avoir divisé par {P 4~ P' H- P" 4- etc.)0,

, _ ^(o)s + P'W 4- P"W + etc.
r ~~~ P + P' 4- P" 4- etc.

PP\oXf + PP\o,9Ÿ+ P'P\x,ïy+ etc.
(P + P' 4- P" 4- etc.)1 “

Si on prend maintenant les trois quantités f, g, h pour les coor­
données rectangles d’un point donné, il est visible que r sera la 
distance de ce point au centre de gravité qui est supposé dans 
l’origine des coordonnées, que (o), (1), (2), etc. seront les distances 
des poids P, P', P", etc. à ce même point, et que (0,1), (0,2), 
(1,2), etc. seront les distances entre les corps ou poids Pet P', 
P et P", P’ et P", etc. Donc l’équation ci-dessus deviendra 
r2 — B — A, d’où l’on tire r ^\/(B — A}.

§ V.

Propriétés de l’équilibre, relatives aux maxima et minima.

si. Nous allons considérer maintenant les maxima. et minima 
qui peuvent avoir lieu dans l’équilibre ; et pour cela nous repren­
drons la formule générale

Pdp 4- Qdq 4- Rdr 4- etc. — o
de l’équilibre entre les forces P, Q, R, etc., dirigées suivant les 
lignes, p, q, r, etc., qui aboutissent aux centres de ces forces 
(Sect. Il, art. 4).

On peut supposer que ces forces soient exprimées de manière 
que la quantité Pdp 4- Qdq 4- Rdr-]- etc. soit une différentielle 
exacte d’une fonction de p, q, r, etc., laquelle soit représentée par If, 
ensorte que l’on ait

dû — Pdp 4- Qdq 4- Rdr 4- etc.
Alors on aura pour l’équilibre cette équation dn = o, laquelle fait 
voir que le système doit être disposé de manière que la fonction H 
y soit, généralement parlant, un maximum ou un minimum.
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Je dis généralement parlant ; car on sait que l’égalité d’une diffé­

rentielle à zéro n’indique pas toujours un maximum ou un mini­
mum, comme on le voit par la théorie des courbes.

La supposition précédente a lieu en général lorsque les forces 
A Q, R, etc. tendent réellement ou à des points fixes, ou à des 
corps du même système, et sont proportionnelles à des fonctions 
quelconques des distances ; ce qui est proprement le cas de la nature.

Ainsi dans cette hypothèse de forces, le système sera en équilibre 
lorsque la fonction n sera un maximum ou un minimum ; c’est en 
quoi consiste le principe que Maupertuis avait proposé sous le nom 
de loi de repos.

Dans un système de corps pesans en équilibre, les forces P, 
<2, R, etc. provenant de la gravite, sont, comme l’on sait, pro­
portionnelles aux masses des corps, et par conséquent constantes, 
et les distances/?, q, r, etc. concourent au centre de la terre. On 
aura donc dans ce Cas n = Pp Qq + Rr-fetc.; par conséquent, 
puisque les lignes p, q, r, etc. sont censées parallèles, là quantité 

h ,-zv . o ----- exprimera la distance du centre de gravité de toutP + Q 4-H-J- etc. r 0
le système au centre de la terre; laquelle sera donc un minimum ou 
un maximum, lorsque le système sera en équilibre; elle sera, par 
exemple, un miniùium dans le cas de la chaînette, et unmeuiimum 
dans le cas de plusieurs globules qui se soutiendraient en forme de 
voûte. Ce principe est connu depuis long-temps.

22. Si maintenant on considère le même système en mouvement, 
et que u, u, u, etc. soient les vitesses, et m, mf mf etc. .les 
masses respectives des différons corps qui le composent ; le principe 
si connu de la conservation des forces vives, dont nous donnerons 
une démonstration directe et générale dans la seconde partie, four­
nira cette équation,

mu* -J- mu* -f- ni"i”* + etc, = const. — an.
Donc, puisque dans l’état d’équilibre la quantité n est un mini­
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mum ou, un maximum, il s’ensuit que la quantité mu1 + rnu* 
+ mmu'^+ etc., qui exprime la force vive de tout le système, sera 
en meme tem ps un maximum ou minimum ; ce qui donne cet autre 
principe de Statique, que de toutes les situations que prend succes­
sivement le système, celle où il a la plus grande ou la plus petite 
force vive, est aussi celle où il le faudrait placer d’abord pour qu’il 
restât en équilibre. Voyez les Mémoires de l’Académie des Sciences 
de17 48 et ip àg-.

a5. On vient de voir que la fonction FI est un mimtmum ou un 
maximum, lorsque la position du système est celle de l’équilibre ; 
nous allons maintenant démontrer que si cette fonction est un mi­
nimum, l’équilibre aura de la stabilité; ensorte que le système étant 
d’abord supposé dans l’état d’équilibre, et venant ensuite à être 
tant soit peu déplacé de cet état, il tendra de lui-même à s’y re­
mettre, en faisant des oscillations infiniment petites; qu’au con­
traire, dans , le cas où la même fonction sera un maximum, l’équi­
libre n’aura pas de stabilité, et qu’étant une fois troublé, le système 
pourra faire des oscillations qui ne seront pas très-petites, et qui 
pourront l’écarter déplus en plus de son premier état.

Pour démontrer cette proposition d’une manière générale, je 
considère que , quelle que puisse être la forme du système, sa po­
sition, c’est-à-dire celle dés diffërens corps qui le composent, sera 
toujours déterminée par un certain nombre de variables, et que la 
quantité n sera une fonction donnée de ces mêmes variables.. Suppo­
sons que dans la situation d’équilibre les variables dont il s’agit soient 
égales à a, b, c, etc., et que dans une situation très-proche de celle-ci, 
elles soient a -]-x,b+y ,cf-z, etei, les quantités x,y, z, etc. étant 
très-petites ; substituant ces dernières valeurs dans la fonction II, 
et réduisant en série, suivant les dimensions des quantités très- 
petites x, y, z, etc., la fonction n deviendra de cette forme,

n = A + Bx -J- Qk + Dz -f- etc.
4- Fx* 4- Gxy 4- Hy* 4* Kxz 4~ tyz 4“ 4~ etc.
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les quantités A B, C, etc. étant données en a, b, c, etc. Mais 
dans l’état d’équilibre la valeur de dû doit être nulle, de quelque

• manière qu’on fasse varier la position du système ; donc il faudra 
que la différentielle de fl soit nulle en général, lorsque x, y, z, etc. 
sont—oj donc B = o, C=o, D = o, etc.

On aura donc pour une situation quelconque très-proche de celle 
de l’équilibre, cette expression de n,

n = A Fx* 4" Gxy 4~ Hy* + Kxz 4- Lyz 4- Mz* + etc., 7 •

dans laquelle, tant que les variables x, y, z, etc. sont très-petites, 
il suffira de tenir compte des secondes dimensions de ces variables.

24. Maintenant il est clair que pour que la quantité n soit toujours 
un minimum, lorsque x, y, z, etc. sont nulles, il faut que la fonction

Fx* 4~ Gxy Hy* 4~ Kxz 4~ Lyz —p Hz* 4" etc.,

que je nommerai X, soit constamment positive, quelles que soient 
les valeurs des variables x, y, z, etc.

Or cette fonction est réductible à la forme

X 4- 4- + etc.,
en faisant

etc.

Donc, pour qu’elle soit toujours positive, il faudra que les coeffi* 
tiens /, g, etc. soient positifs, et on voit en même temps que
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si ces coefficiens sont positifs, la valeur de X sera nécessairement 
positive, puisque les quantités Ç, » , Ç, etc. sont réelles lorsque les 
variables x,y, z, etc. le sont.

Si au contraire la quantité n devait être toujours un maximum 
lorsque x,y, z, etc. sont nuis, il faudrait que la fonction X fût 
constamment négative, et par conséquent que les coefficiens f, g, 
h, etc. fussent négatifs ; et réciproquement, si ces coefficiens sont 
négatifs, il s’ensuivra que la valeur de X sera nécessairement 
négative.

a5. On aura donc, en ne tenant compte que des secondes dimen­
sions des quantités très-petites x, y, z, etc.,

n = A + g* + K* + etc.,

et l’équation de la conservation des forces vives (art. 22) deviendra

—2gna—-AiQ, etc.

Or dans l’état d’équilibre on a (hyp.) x=o, y=o, z — o, etc. ; 
donc aussi g = o, » = o, Ç=o, etc. (art. 19); donc si on sup­
pose qu’on dérange le système de cet état, en imprimant aux corps

M", M'", etc. les vitesses très-petites F', F", F'", etc., il 
faudra que l’on ait z/= F', u = V", u— V", etc., lorsque £=o, 
» = o, £=o,etc. On aura donc MT -F T* +
— const. — %A ; ce qui servira à déterminer la constante arbitraire.

Ainsi l’équation précédente deviendra

M'u^M'u^+^u^+^c. = JFF'14-AFFffH-;VwF'''H-etc. 
— etc- ’
d’où il est aisé de tirer ces deux conclusions :

i°. Que dans le cas du minimum de II, dans lequel les coefli- 
ciens /, g, h, etc. sont tous positifs, la quantité toujours positive 

2^»2 4- 4- etc. devra nécessairement être moindre, ou
du moins ne pourra pas être plus grande que la quantité donnée 

qui est elle-même très-petite ;
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par conséquent si on nomme cette quantité T7, on aura pour cha­
cune des variables £,»,£, etc. ces limites ±tÆ, , 

,T V V
^ \/ah’ lesquelles elles seront nécessairement renfer­

mées; d’où il suit que dans ce cas le système ne pourra que s’écarter 
très-peu de son état d’équilibre, et ne pourra faire que des oscilla­
tions très-petites et d’une étendue déterminée.

2°. Que dans le cas du maximum de n, dans lequel les coefficiens 
f 1 Si etc- sont tous négatifs , la quantité toujours positive

— 2S^ — 2^ i etc. pourra croître à l’infini, et qu’ainsi 
le système pourra s’écarter de plus en plus de son état d’équilibre.' 
Du moins l’equation ci-dessus fait voir que dans ce cas rien n’em- 
peche que les variables £, y, Ç, etc. n’aillent toujours en augmen­
tant , mais il ne s’ensuit pas encore qu’elles doivent en effet aller 
en augmentant ; nous démontrerons cette dernière proposition dans 
la section cinquième de la Dynamique.

Si tous les coefficiens/, g, h, etc. étaient nuis, on sait, par les 
méthodes de maximis et minimis, qu’il faudrait, pour l’existence 
d’un minimum ou d’un maximum, que les termes de trois dimen­
sions disparussent, et que ceux de quatre dimensions fussent cons­
tamment positifs ou négatifs ; et c’est aussi de cette manière qu’on 
pourra juger de la stabilité de l’équilibre donné par l’évanouissement 
des termes de la première dimension, lorsque ceux de deux dimen­
sions s’évanouissent en même temps.

26. Au reste, ces propriétés des maxima ziminima, qui ont lieu 
dans l’équilibre d’un système quelconque de forces, ne sont qu’une 
conséquence immédiate de la démonstration que nous avons donnée 
du principe des vitesses virtuelles à la fin de la première section.

En effet, soit p la distance entre les deux premières moufles, 
l’une fixe, l’autre mobile, jointes par P cordons qui produisent une 
force proportionnelle à P, et qu’on peut représenter simplement 
par p, en prenant le poids qui tend la corde pour l’unité; soit de 
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même q la distance entre les deux moufles qui produisent la force Q‘ 
r distance entre les moufles qui produisent la force R, etc. Il est 
évident que Pp sera la longueur de la portion de la corde qui em­
brasse les deux premières moufles ; pareillement, Qç, Rr, etc. se­
ront les longueurs des portions delà corde qui embrasse les autres 
moufles ; de sorte que la longueur totale de la corde embrassée par 
les moufles fixes et mobiles sera Pp 4- Qq Rr 4- etc.

Ajoutons à cette longueur celle des différentes portions de la 
corde qui se trouveront, entre des poulies fixes pour faire les renvois 
nécessaires au changement de direction, et que nous désignerons 
par a; ajoutons-y encore la portion de la corde qui se trouvera 
entre la dernière poulie de renvoi et le poids attaché à l’extrémité 
de la cordc, et que nous désignerons par u-, enfin soit l la lon­
gueur totale de la corde, dont la première extrémité est fixement 
attachée à un point immobile dans l’espace, et dont l’autre extrémité 
porte le poids; on aura'évidemment l’équation

l = Pp -f- Qç + Rr + etc. + a -f- u, 

d’où l’on tire
u = l —- a — Pp —» Qç — Rr — etc.

Or en supposant les forces P, Q, R, etc. constantes, c’est-à-dire 
indépendantes de p, q, r, etc., ce qui est toujours permis dans 
l’équilibre où l’on ne considère que des déplacemens infiniment pe­
tits, il est visible que la quantité Pp 4- Qq 4- Rr 4- etc. sera la 
même que nous avons désignée par n dans l’article 21 ; ainsi on 
aura en général u=l—a — n, où l et a sont des quantités 
constantes,

27. Maintenant il est clair que comme le poids tend à descendre 
le plus qu’il est possible, l’équilibre n’aura lieu en général que lors­
que la valeur de u, qui exprime la descente du poids depuis la 
poulie fixe, sera un maximum, et que par conséquent celle de n

sera 
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sera un minimum; et l’on voit en même temps que dans ce cas 
l’équilibre sera stable, parce qu’un petit changement quelconque 
dans la position du système ne pourra que faire remonter le poids, 
lequel tendra à redescendre et à remettre le système dans l’état 
d’équilibre.

Mais nous avons vu que pour l’équilibre il suffit que l’on ait 
«Zn = o, et par conséquent du — o; ce quia lieu aussi lorsque la 
valeur de u est un minimum, auquel cas le poids, au lieu d’être le 
plus bas, sera au contraire le plus haut. Dans ce cas, il est visible 
qu’un petit changement dans la position du système ne pourra que 
faire descendre le poids, qui alors ne tendra plus à remonter, 
mais à descendre davantage, et à éloigner de plus en plus le sys­
tème du premier état d’équilibre ; d’où il suit que cet équilibre n’aura 
point de stabilité, et qu’étant une fois troublé, il ne tendra pas à 
se rétablir.

Mèc. anal. Tome T. ia
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QUATRIÈME SECTION.

Manière plus simple et plus générale défaire usage de la 
formule de l’équilibre, donnée dans la seconde Section.

1. Ceux qui jusqu’à présent ont écrit sur le principe des 

vitesses virtuelles, se sont plutôt attachés à prouver la vérité de 
ce principe par la conformité de ses résultats avec ceux des prinu 
cipes ordinaires de la Statique, qu’à montrer l’usage qu’on en peut 
faire pour résoudre directement les problèmes de cette Science. Nous 
nous sommes proposés de remplir ce dernier objet avec toute la gé­
néralité dont il est susceptible, et de déduire du principe dont il 
s’agit, des formules analytiques qui renferment la solution de tous 
les problèmes sur l’équilibre des corps, à peu près de la même ma­
nière que les formules des soutangentes, des rayons oscillateurs, etc. 
renferment la détermination de ces lignes dans toutes les courbes.

La méthode exposée dans la seconde section, peut être employée 
dans tous les cas, et ne demande, comme on l’a vu, que des opé­
rations purement analytiques; mais comme l’élimination immédiate 
des variables ou de leurs différences, par le moyen des équations 
de condition, peut conduire à des calculs trop compliqués, nous 
allons présenter la même méthode sous une forme plus simple, en 
réduisant en quelque manière tous les cas à celui d’un système en­
tièrement libre.

H-
Méthode des Multiplicateurs.

2. Soient Z—o, Jf=o, N=o, etc. les différentes équations 
de condition données par la nature du système, les quantités L, 
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M, N, etc. étant des fonctions finies des variables x,y, z, x, y, 
e', etc.5 en différentiant ces équations, 011 aura celles-ci, dL — o, 
dM—o^ dN—o, etc., lesquelles donneront la relation qui doit 
avoir lieu entre les différentielles des mêmes variables. En général, 
nous représenterons par dL=o, dM=o, dN—o, etc. les équa­
tions de condition entre ces différentielles, soit que ces équations 
soient elles-mêmes des différences exactes ou non, pourvu que les 
différentielles n’y soient que linéaires.

Maintenant, comme ces équations ne doivent servir qu’à élimi­
ner un pareil nombre de différentielles dans la formule générale de 
l’équilibre, après quoi les coefficiens des différentielles restantes 
doivent être égalés chacun à zéro, il n’est pas difficile de prouver 
par la théorie de l’élimination des équations linéaires, qu’on aura 
les mêmes résultats si on ajoute simplement à la formule dont il 
s’agit, les différentes équations de condition dL = o, 
<ZÆ=o, etc., multipliées chacune par un coefficient indéterminé; 
qu’ensuite on égale à zéro la somme de tous les termes qui se trouvent 
multipliés par une même différentielle, ce qui donnera autant d’équa­
tions particulières qu’il y a de différentielles; qu’enfin on élimine 
de ces dernières équations les coefficiens indéterminés par lesquels 
on a multiplié les équations de condition.

3. De là résulte donc cette règle extrêmement simple pour trou­
ver les conditions de l’équilibre d’un système quelconque proposé.

On prendra la somme des momens de toutes les puissances qui 
doivent être en équilibre (sect. II, art. 5), et on y ajoutera les diffé­
rentes fonctions différentielles qui doivent être nulles- par les condi­
tions du problème, après avoir multiplié chacune de ces fonctions par 
un coefficient indéterminé; on égalera le tout à zéro, et l’on aura 
ainsi une équation différentielle qu’on traitera comme une équation 
ordinaire de maximis et minimis , et d’où l’on tirera autant, d’équa­
tions particulières finies qu’il y aura de variables; ces équations 
étant ensuite débarrassées, par l’élimination, des coefficiens indé-
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terminés, donneront toutes les conditions nécessaires pour l’équi­
libre.

L’équation différentielle dont il s’agit sera donc de cette forme, 
Pdp + Qdq H- Rdr -4- etc. *4- \dL H- pdM*4- vdN -4- etc. 5= o, 

dans laquelle X,p, v, etc. sont des quantités indéterminées; nous 
Innommerons dans la suite, équation générale de l’équilibre.

Cette équation donnera, relativement à chaque coordonnée, telle 
que x, de chacun des corps du système, une équation de la forme 
suivante :
PÈ + Ê + etc> + À 'à ” S + etc- ~ 05 

ensorte que le nombre de ces équations sera égal à celui de toutes 
les coordonnées des corps. Nous les appellerons équations particu­
lières de l’équilibre.

4. Toute la difficulté consistera donc à éliminer de ces dernières 
équations, les indéterminées À, p, v, etc.; or c’est ce qu’on pourra 
toujours exécuter par les moyens connus ; mais il conviendra dans 
chaque cas de choisir ceux qui pourront conduire aux résultatsjles plus 
simples. Les équations finales renfermeront toutes les conditions né­
cessaires pour l’équilibre proposé, et comme le nombre de ces équa­
tions sera égal à celui de toutes les coordonnées des corps du sys­
tème moins celui des indéterminées h, p, v, etc., qu’il a fallu 
éliminer, que d’ailleurs ces mêmes indéterminées sont en même 
nombre que les équations de condition finies L = o, J/=o, 
jV=o, etc., il s’ensuit que les équations dont il s’agit, jointes à 
ces dernières ; seront toujours en même nombre que les coordon­
nées de tous les corps; par conséquent, elles suffiront pour déter- 

x miner ces coordonnées, et faire connaître la position que chaque 
corps doit prendre pour être en équilibre,

5. Je remarque maintenant que les termes ^dL, pdM, etc. de 
l’équation générale de l’équilibre, peuvent être aussi regardés comme
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représentant les momens de différentes forces appliquées au même 
système.

En effet, supposant dL une fonction différentielle des variables 
x', y, J? x"} y”, etc. qui servent de coordonnées à différens corps 
du système, cette fonction sera composée de différentes paities que 
je désignerai par dL', dL", etc., ensorte que 6ZZz=<7Z>'+^+etc., 
dL' ne renfermant que les termes affectes de dx, dy, dz, dL ne 
renfermant que ceux qui contiennent dx", dy, dz, et ainsi de 
suite.

De cette manière, le terme ML de l’équation générale sera 
composé des termes MJ!, MIL, etc. Or si on donne au terme ML. 
la forme suivante :

il est clair, par ce qu’on a dit dans l’article 8 de la seconde sec­
tion , que cette quantité peut représenter le moment d’une force

à \/ appnquée au è°rPs d°nt ies

données sont x,y, z, et dirigée perpendiculairement à la surface 
qui aura pour équation dL’~o, en n’y regardant que x,y, z 
comme variables. De même le terme ML" pourra représenter le 
moment d’une force = A y (^7) + (^) + GsO ’ aPP^ffuée au 

corps qui a pour coordonnées x", y", z", et dirigée perpendiculaire­
ment à la surface courbe, dont l’équation sera dL"^o, en n’y re­
gardant que x",y" z comme variables, et ainsi de suite.

Donc en général le terme ML sera équivalent à l’effet de diffé­
rentes forces exprimées par X Op) ’

X (ë)*’ etC’’ et aPPli(luées respectivement

aux corps qui répondent aux coordonnées x', y', z', x", y", z", etc., 
suivant des directions perpendiculaires aux différentes surfaces
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courbes représentées par l’équation dL—o, en y faisant varier pre­
mièrement x, y, z, ensuite x", y", z", et ainsi du reste.

6. En général, on pourra regarder le terme XdL comme le mo­
ment d’une force X tendante à faire varier la valeur de la fonction Ly 
et comme dL^dL'-^-dL^Qtc., le terme \dL exprimera lesmo- 
mens de plusieurs forces égales à À, et tendantes à faire varier la 
fonction L, en ayant égard séparément à la variabilité des diffé­
rentes coordonnées x, yy z, x", y", z", etc. Il en sera de même 
des termes pdM, vdN, etc. (art. g, sect. II).

Comme dans l’équation générale de l’équilibre (art. 3) les forces 
A <2, A, etc. sont supposées dirigées vers des centres auxquels 
aboutissent les lignes^, q, r, etc., et par conséquent tendantes à 
diminuer ces lignes, il faudra également regarder les forces A, /x, etc. 
comme tendantes à diminuer les valeurs des fonctions L, My etc.

7. Il résulte de là que chaque équation de condition est équi­
valente à une ou plusieurs forces appliquées au système, suivant 
des directions données, ou en général tendantes à faire varier les 
valeurs de fonctions données, ensorte que l’état d’équilibre du sys­
tème sera le même, soit qu’on emploie la considération de ces forces, 
Ou qu’on ait égard aux équations de condition.

Réciproquement ces forces peuvent tenir lieu des équations de 
condition résultantes de la nature du système donné 5 de manière 
qu’en employant ces forces, on pourra regarder les corps comme 
entièrement libres et sans aucune liaison. Et de là on voit la raison 
métaphysique, pourquoi l’introduction des termes ^dL-^-^dM-}-^- 
dans l’équation générale de l’équilibre, fait qu’on peut ensuite traiter 
cette équation comme si tous les corps du système étaient entiè­
rement libres; c’est en quoi consiste l’esprit de la méthode de cette 
section.

A proprement parler, les forces en question tiennent lieu des 
résistances que les corps devraient éprouver en vertu de leur liai-
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Son mutuelle, ou de la part des obstacles qui, par la nature du 
système, pourraient s’opposer à leur mouvement; ou plutôt ces 
forces ne sont que les forces mêmes de ces résistances, lesquelles 
doivent être égales et directement opposées aux pressions exercées 
par les corps. Notre méthode donne, comme l’on voit, le moyen de 
déterminer ces forces et ces résistances ; ce qui n’est pas un des 
moindres avantages de cette méthode.

8. Dans les cas où les forces P, Q, P, etc. ne sont pas en 
équilibre, et où l’on demande de les réduire à des forces équivalentes 
dont les directions soient données, il suffira d’ajouter à la somme 
des momens des forces P, Q, R, etc. les momens résultans des 
équations de condition Z>=o, Æf=o, etc., et l’on aura la somme 
des momens des forces équivalentes aux forces P, Q, A, etc. et à 
l’action que les corps exercent les uns sur les autres, en vertu de 
ces mémos équations de condition.

En employant ainsi toutes les équations de condition données par 
la nature du système proposé, on pourra regarder comme indépen­
dantes les coordonnées de chaque corps du système, et l’on aura pour 
chacune de ces coordonnées, telle que », une quantité de la forme

qui exprimera la force résultante suivant la direction de la lignes, 
laquelle devra être nulle dans le cas d’équilibre, comme on l’a vu 
dans l’article 5.

$ IL
Application de la même méthode à la formule de Véquilibre des 

corps continus, dont tous les points sont tirés par des forces 
quelconques.

9- Jusqu’ici nous avons considéré les corps comme des points; 
et nous avons vu comment on détermine les lois de l’équilibre de
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ces points, en quelque nombre qu’ils soient, et quelques forces qui 
agissent sur eux. Or un corps d’un volume et d’une figure quel­
conque, n’étant que l’assemblage d’une infinité de parties ou points 
matériels, il s’ensuit qu’on peut déterminer aussi les lois de l’équi­
libre des corps de figure quelconque, par l’application des principes 
précédons.

En effet, la manière ordinaire de résoudre les questions de Mé­
canique qui concernent les corps de masse finie, consiste à ne 
considérer d’abord qu’un certain nombre de points placés à des 
distances finies les uns des autres, et à chercher les lois de leur 
équilibre ou de leur mouvement -, à étendre ensuite cette recherche 
à un nombre indéfini de points; enfin à supposer que le nombre 
des points devienne infini, et qu’en meme temps leurs distances 
deviennent infiniment petites , et à faire aux formules trouvées pour 
un nombre fini de points, les réductions et les modifications que 
demande le passage du fini à l’infini.

Ce procédé est, comme l’on voit, analogue aux méthodes géo­
métriques et analytiques qui ont précédé le calcul infinitésimal ; et 
si ce calcul a l’avantage de faciliter et de simplifier d’une manière 
surprenante, les solutions des questions qui ont rapport aux courbes, 
il ne le doit qu’à ce qu’il considère ces lignes en elles-mêmes, et 
comme courbes, sans avoir besoin de les regarder, premièrement 
comme polygones, et ensuite comme courbes. Il y aura donc à 
peu près le même avantage à traiter les problèmes de Mécanique 
dont il est question par des voies directes, et en considérant immé­
diatement les corps de masses finies comme des assemblages d’une 
infinité de points ou corpuscules, animés chacun par des forces don­
nées. Or rien n’est plus facile que de modifier et simplifier par cette 
considération, la méthode générale que nous venons de donner.

10. Mais il est nécessaire de remarquer, avant tout, que dans 
l’application de cette méthode aux corps d’une masse finie, dont tous 
les points sont animés par des forces quelconques, il se présente 

naturellement 
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naturellement deux sortes de différentielles qu’il faut bien distinguer. 
Les unes se rapportent aux différons points qui composent le corps ; 
les autres sont indépendantes de la position mutuelle de ces points, 
et représentent seulement les espaces infiniment petits que chaque 
point peut parcourir, en supposant que la situation du corps varie in­
finiment peu. Comme jusqu’ici nous n’avons eu que des diffé­
rences de cette dernière espèce à considérer, nous les avons désignées 
par la caractéristique ordinaire d\ mais puisque nous devons main­
tenant avoir égard aux deux espèces de différences à la fois, et qu’il 
est par conséquent nécessaire d’introduire une nouvelle caractéris­
tique , il nous paraît à propos d’employer l’ancienne caractéristique d 
pour désigner les différences de la première espèce qui sont ana­
logues à celles que l’on considère communément en Géométrie, et 
de dénoter les différences de la seconde espèce qui sont particulières 
à la matière que nous traitons, par la caractéristique cf, employée 
dans le Calcul des variations , avec lequel celui dont il s’agit ici a 
une liaison intime et nécessaire.

Nous nommerons même, par cette raison, variations les diffé- 
rences affectées de J', et nous conserverons le nom de différentielles, 
à celles qui sont affectées de d. Du reste les mêmes formules qui 
donnent les différentielles ordinaires, donneront aussi les variations, 
en substituant J1 à la place de d,

ii. Je remarque ensuite qu’au lieu de considérer la masse don­
née comme un assemblage d’une infinité de points contigus, il fau­
dra, suivant l’esprit du calcul infinitésimal, la considérer plutôt 
comme composée d’élémens infiniment petits, qui soient du même 
ordre de dimension que la masse entière; qu’ainsipour avoir les forces 
qui animent chacun de ces élémens, il faudra multiplier par ces 
mêmes élémens, les forces P, Q, R, etc., qu’on suppose appliquées 
à chaque point de ces élémens, et qu’on regardera comme des 
forces accélératrices, analogues à celles qui proviennent de l’ac­
tion de la gravité.

Méc. anal. Tom, I, 11
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Si donc on nomme m la masse totale, et rZm un de ses elemens 

quelconque, on aura P dm, Qdm, Rdm, etc. pour les forces qui 
tirent l’élément dm, suivant les directions des lignes p, q, r, etc. 
Donc multipliant respectivement ces forces par les variations Jp, 
£q, $r, etc., on aura leurs momens, dont la somme, pour chaque élé­
ment cZm, sera représentée par la formule (P Jp-H^q-}~R^r4-etc.)<7m ; 
et pour avoir la somme des momens de toutes les forces du système, 
il n’y aura qu’à prendre l’intégrale de celte formule par rapport à 
toute la masse donnée.

Nous dénoterons ces intégrales totales, c’est-à-dire relatives à 
l’étendue de toute la masse, par la caractéristique majuscule S, en 
conservant la caractéristique ordinaire / pour désigner les intégrales 
partielles ou indéfinies.

12. On aura ainsi pour la somme des momens de toutes les forces 
du système, la formule intégrale

S^P^p + Q^q 4- R^r + etc.)c?m;
et cette quantité devra être nulle en général dans l’état d’équilibre 
du système.

Comme par la nature du système il y a nécessairement des 
rapports donnés entre les différentes variations J/, Sq, £r, etc., 
relatives à chaque point de la masse, il faudra les réduire à un 
certain nombre de variations indépendantes et indéterminées; et 
les termes multipliés par ces dernières variations, étant égalés à zéro, 
donneront les équations particulières de l’équilibre. Mais ces réduc­
tions pouvant être embarrassantes, il conviendra de les éviter par le 
moyen de la méthode des multiplicateurs que nous venons de donner 
dans le paragraphe précédent.

13. Pour appliquer cette méthode au cas dont il s’agit ici, nous 
supposerons que L = o, M—o, etc. soient les équations de con­
dition qui doivent avoir lieu par la nature du problème, par rapport 
à chaque point de la masse, et nous les nommerons équations de 
con dit ion in déterminées.
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Les quantités L, M, etc. seront ici des fonctions des coor­

données finies x, y, z qui répondent à chaque point de la masse 
donnée, et de leurs différentielles d’un ordre quelconque.

Ces équations étant différentiées suivant^, on aura celle-ci; 
<PZy=o, cTjf=o, etc. On multipliera les quantités J'L, ^M, etc. 
par des quantités indéterminées X, /z, etc.: on en prendra l’inté­
grale totale, qui sera par conséquent représentée par la formule 

etc.), et ajoutant cette intégrale à celle de l’article 
précédent, on aura l’équation générale de l’équilibre.

On observera qu’il n’est pas nécessaire que S'L, cTM, etc. soient 
les variations exactes de fonctions de x,y, z, dx, dy, etc., mais 
qu’il suffit que fL—o, ^7=0, etc. soient les équations de con­
dition indéterminéee entre les variations de x, y, z, dx, dy, etc. 
(art. 3).

Mais il faut remarquer qu’outre les forces qui agissent en gé­
néral sur tous les points de la masse, il peut y en avoir qui n’agissent 
que sur des points déterminés de cette masse, lesquels points sont 
ordinairement ceux qui répondent aux extrémités de la masse don­
née , c’est-à-dire, au commencement et à la fin de l’intégrale dési­
gnée par 5.

De môme il pourra y avoir des équations de condition particu­
lières à ces points, et que nous nommerons équations de condition 
déterminées, pour les distinguer de celles qui ont lieu en général 
dans toute l’étendue de la masse ; nous les représenterons par 
y/ = o, B—o, C=o, etc., ou plutôt par JtZ = o, JB = o, 

^C=o, etc.
Nous marquerons d’un trait, de deux, de trois, etc. toutes les 

quantités qui se rapportent à des points déterminés de la masse, et 
en particulier nous marquerons d’un seul trait celles qui se rapportent 
au commencement de l’intégrale désignée par S, de deux traits 
celles qui se rapportent à la fin de cette intégrale, de trois ou davan­
tage, celles qui se rapportent à des points intermédiaires quelconques.

Ainsi il faudra ajouter à l’intégrale q-^-R^H-etc.)Zm,
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la quantité p'jy+Q'jy-^'dy+etc. + P"Sp"+QrSy+R'Sr"+etc. -, 
et à l’intégrale etc.), la quantité aSA-p^SB
H- y «TCH- etc.

De sorte que l’équation générale de l’équilibre sera de cette 
forme :

S(PSp + QJ'ç + RSr + etc>Zm + + pSM-P etc.)
H- P'Sp'+ ÇS S q'R! S r S~ etc. 4- P"Sp-\-Q"Sq+R"Sr"-\-  ̂
H- -{- ^Sb 4- ySC 4~ etc. = o.

14. Comme les fonctions L, M, etc. peuvent contenir non-seu­
lement les variables finies x,y, z, mais encore leurs différentielles, 
les variations <fA, SM, etc. donneront des termes multipliés par 
Sx, Jy, Sz, Sdx, Sdy, etc.; et l’équation précédente, lorsqu’on y 
aura substitué les valeurs de Sp, Sq, Sr, etc., SL, SM, etc., en 
Sx, Sy, Sz, Sdx, Sdy, Sdz, etc., ainsi que celles de Sp, Sp", etc., 
Sq, Sq", etc., SA, SB, etc. en Sx', Sx", etc., Sy, Sy", etc., Sdx, etc. 
déduites des circonstances particulières de chaque problème, aura 
toujours une forme analogue à celles que le Calcul des variations 
fournit pour la détermination des maxima et minima des formules 
intégrales indéfinies; ainsi il n’y aura qu’à y appliquer les règles con­
nues de ce calcul.

On considérera donc que, comme les caractéristiques d et S 
marquent deux espèces de différences entièrement indépendantes 
entre elles, quand ces caractéristiques se trouvent ensemble, il 
doit être indifférent dans quel ordre elles soient placées, parce qu’en 
supposant qu’une quantité varie de deux manières différentes, on 
a toujours le même résultat, quel que soit l’ordre dans lequel se 
font ces variations. Ainsi Sdx sera la même chose que dSx, et 
pareillement Sd^x sera la même chose que d^Sx, et ainsi de suite. 
On pourra donc toujours changer à volonté l’ordre des caractéris­
tiques, sans altérer la.valeur des différences; et pour notre objet 
il sera à propos de transporter la caractéristique d ayant la S, afin
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que l’équation proposée ne contienne que les variations des coor­
données, et les différentielles de ces memes variations.

II en est de même des signes d’intégration / ou S, par rapport 
à la caractéristique des variations Ainsi on pourra toujours chan­
ger les symboles J/ ou JS en fj ou SJ.

C’est en quoi consiste le premier principe fondamental du Calcul 
des variations.

15. Or les différentielles dJx, dJy, dJz, daJx, etc. qui se trouvent 
sous le signe S, peuvent être éliminées par l’opération connue des 
intégrations par parties. Car en général fCtdJx = CtJx—fJxdCL, 
f£ld*Jx = HdJx— dd.Jx-}-fJxd'd, et ainsi des autres, où il faut 
observer que les quantités hors du signe / se rapportent naturel­
lement aux derniers points des intégrales, mais que pour rendre 
ces intégrales complètes, il faut nécessairement en retrancher les 
valeurs des mêmes quantités hors du signe, lesquelles répondent 
aux premiers points des intégrales, afin que tout s’évanouisse dans 
ces points; ce qui est évident par la théorie des intégrations.

Ainsi en marquant par un trait les quantités qui se rapportent au 
commencement des intégrales totales désignées par 5, et par deux 
traits celles qui se rapportent à la fin de ces intégrales, on aura 
les réductions suivantes :

SCldJx = H W— fl'Jx — SJxdil, 
S£ld*Jx= Cl"dJx"— d^Jx—CL'dJx 

+ dCl'Jx + SJxd'CL , 
etc.

lesquelles serviront à faire disparaître toutes les différentielles des 
variations qui pourront se trouver sous le signe S. Ces réductions 
constituent le second principe fondamental du Calcul des variations.

16. De cette manière donc, l’équation générale de l’équilibre se 
réduira à la forme suivante :

Sly.Jx -J- "^Jy + ^Jz") 4- A = o ,
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dans laquelle E, S, Sk seront des fonctions de x, y, z, et de leurs 
différentielles, et A contiendra les termes affectés des variations 
Jx', J'y, Jz', Jx", Jy", etc., et de leurs différentielles.

Donc pour que cette équation ait lieu, indépendamment des va­
riations des différentes coordonnées, il faudra que l’on ait, 1°. E , 
S, Ÿ, nuis dans toute l’étendue de l’intégrale S, c’est-à-dire, dans 
chaque point de la masse; 2’. chaque terme de A aussi égal a zéro.

Les équations indéfinies E=o, S = o, ^=0, donneront en 
général la relation qui doit se trouver entre les variables x, y, z-, 
mais il faudra pour cela en éliminer les variables indéterminées X, 
/z, etc., lesquelles sont en même nombre que les équations de con­
dition indéterminées Z=o, M—o, etc. (art. 13).

Or je remarque que ces équations ne sauraient être au-delà de 
trois ; car puisque ce sont des équations indéfinies entre les trois va­
riables x,y, z, et leurs différentielles, il est clair que s’il y en avait 
plus de trois, on aurait plus d’équations que de variables ; ensorte 
qu’il faudrait que la quatrième fût une suite nécessaire des trois pre­
mières, et ainsi des autres. Donc il n’y aura jamais plus de trois 
indéterminées X, v, à éliminer; ensorte qu’on pourra toujours 
trouver les valeurs de ces indéterminées en fonctions de x, y, z. 
Mais les équations qui disparaîtront par ces éliminations, seront rem­
placées par les équations mêmes de condition, de sorte qu’on 
pourra toujours connaître les valeurs de x, y, z, qui doivent avoir 
lieu dans l’état d’équilibre de tout le système.

Au reste, les équations de condition L—o, M=o, etc. pour­
raient contenir encore d’autres variables u, v, etc., avec leurs dif­
férentielles, qui devraient être éliminées par le moyen d’autres 
équations telles que U=o, 7^=0, etc.; dans ce cas on pourrait 
traiter ces nouvelles équations de condition comme celles qui sont 
données par la nature du problème, et prenant des coefficiens indéter­
minés cr, v, etc.il n’y aurait qu’à ajouter aux termes \JL-\-p-J#Z4~etc., 
qui sont sous le signe d’intégration dans l’équation générale de l’ar­
ticle 15, les termes crd'UH- u^+etc.; et après avoir fait dispa-
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raîtré toutes les différentielles des variations ^x, etc. i
l’équation finale de l’article 16 contiendra sous le signe des termes 
affectés des variations S'a, etc., qui devront par conséquent être
égalés séparément à zéro. On aura ainsi autant de nouvelles équa­
tions que d’indéterminées a, p, etc., par lesquelles il faudra les 
éliminer ; ensuite on éliminera les nouvelles variables u, c, etc. par 
les équations données U— o, F=o, etc. Cette méthode sera sur­
tout utile lorsque, dans les fonctions L, JW, etc., il se trouvera 
des quantités intégrales ; car en substituant à leur place de nouvelles 
indéterminées, on pourra faire disparaître tous les signes d’intégra­
tion , ce qui rendra le calcul plus facile.

17. A l’égard des autres équations résultantes deS différens termes 
de la quantité A qui est hors du signe, ce ne seront que des équa­
tions particulières qui ne devront avoir lieu que par rapport à des 
points déterminés de la masse, et qui serviront principalement à 
déterminer les constantes arbitraires que les expressions de x, y, 
z, déduites des équations précédentes, pourront contenir. Pour 
faire usage de ces équations, on y substituera donc les valeurs déjà 
trouvées de à, etc., ensuite on en éliminera les indéterminées 
a, /3, etc., et on y joindra les équations de condition = o, 
B = o, etc., qui serviront à remplacer celles que l’élimination dont 
il s’agit fera disparaître.

18. Quoique les termes P^p, Q^q-> etc., dus aux forces accélé­
ratrices P, Q, etc., ne demandent aucune réduction tant que ces 
forces agissent suivant les lignesp, q, etc., parce que les quantités 
p, ç, etc. ne sont fonctions que des variables finies x, y, z] il n’en 
sera pas de même lorsqu’on emploiera des forces dont faction consis­
tera à faire varier une fonction donnée (art. g, sect. Il ) ; il faudra 
alors, si cette fonction contient des différentielles, employer pour 
ces termes les mêmes réductions que pour les termes ^L, etc., 
et on parviendra toujours à une équation finale de la même forme.
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Ce cas a lieu lorsqu’on considère des corps élastiques, soit solides 
ou fluides.

$ III.

Analogie des problèmes de ce genre avec ceux de maximis et minimis.

19. Non-seulement le calcul des variations s’applique de la meme 
manière aux problèmes sur l’équilibre des corps continus et aux pro­
blèmes de maximis et minimis relatifs aux formules intégrales, mais 
il fait naître entre ces deux sortes de questions une analogie remar­
quable que nous allons développer.

Nous commencerons par donner une formule générale pour la 
variation d’une fonction différentielle quelconque à plusieurs va­
riables.

On sait que dans les fonctions de plusieurs variables et de leurs 
différentielles des ordres supérieurs au premier, on peut toujours 
prendre une des différentielles premières pour constante, ce qui sim­
plifie la fonction sans rien ôter à sa généralité ; mais alors dans les 
différentiations par <f, il faut aussi regarder comme constante la va­
riable dont la différentielle a été supposée constante; et si on veut 
attribuer des variations à toutes les variables, il faudra rétablir la 
variabilité de la différentielle supposée constante,

20. Soit U une fonction de x, y, etc., où dx est sup­

posé, constant; si on fait, comme dans la Théorie des fonctions , 
iL— v' i^zS=v",^-=y’, etc., la quantité U deviendra fonction 

de x\ y 1 y , y", etc., et la variation J'U sera, en employant la 
notation des, différentielles partielles, de la forme

^x + Jy 4- Jy" + etc.dx ' dy 1 dy ' dy J

Maintenant en faisant tout varier, on aura
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n/ _ n — _ y'
S ' dx dx dx dx dx dx

ty _ d\Sy-3-Sx} y.^

= ^-Vy~ys^+y-^t

J dx3 J 1
etc.

Substituant ces valeurs et faisant, pour abréger, 

Jy —y SX = Su , 

et par conséquent Sy = Su -\-ySx, on aura

^=1 dx+dyy+dÿ^ +ÿy +^yx 

, dU * . dU d^u . dU ^d^u+ Tj *“ + dÿ X dï+dÿ *dë + etC-

Mais en différentiant par d la fonction U et substituant ydx pour 
dy ? y"Sx pour dy\ on a

d’où l’on tire

d/-^y' + ^/ + etc.=£x du.
dx ~ dy ' dy J dx

Donc enfin
. 1 r dU n . dU dfu^^d^^ dU<^x + Su + ZÿX

+ 5^+etc,
1 dy” dx*

Si la quantité U contenait une autre variable z avec ses diffé- 
renüdlœ , fe, etc., en faisant £ = /, etc., et opérant 

(LX X
yiéc. anal. Tome I. 12
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de la même manière, on trouverait les termes suivons :

du « , du dïv .du d^v
x 27 + *’x 3? + etc'>

dans lesquels
dv = J'z — z'J'x

à ajouter à la valeur précédente de JV, et ainsi de suite.

21. Donc si on a la fonction intégrale füdx à rendre un maximum 
ou un minimum, par les principes du calcul des variations, on fera

ï.fUdx == f^Udx) = f^Udx + iM) =. o.

Substituant la valeur de S'U, changeant Sdx en d^x, et faisant dis­
paraître, par des intégrations par parties, les différences de Sx, ^u, 

il ne restera sous le signe que des termes de la forme

(HJv H- Tcf« + ^^v^dx, 
dans lesquels

E = dU— dU— 0,
du 1 , dU I , dUT = -j------- 
dy y- d . 4dx dy H T~^d • etc- ’dx1 dy

T dU JL Z fi— 1 „ du
- dSd ■ dy- ~dx “ * dd “t

Ces termes doivent être nuis, quelles que soient les variations 
cPv, Jy, Jz ; or en remettant pour Au et JV leurs valeurs ty—y^x, 
^z— zS'x, les termes dont il s’agit deviennent, à cause de H = o,

( Y/y 4- ^z — ( Yy' 4- *z') A;) dx,

d’où l’on ne tire que les deux équations T = o, o; la troisième, 
dépendante de A;, étant contenue dans ces deux-ci.

On voit par là qu’on peut se dispenser d’attribuer aussi une varia­
tion à la variable x, dont l’élément est supposé constant dans la 
fonction U, puisque les équations nécessaires à la solution du pro­
blème résultent uniquement des variations des autres variables. C’est
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une remarque qui a été faite dès la naissance du calcul des varia­
tions , et qui est une suite nécessaire de ce calcul.

Cependant il peut être utile de considérer toutes les variations à 
la fois, par rapport aux limites de l’intégrale, parce qu’il peut ré­
sulter de chacune d’elles des conditions particulières dans les points 
qui répondent à ces limites, comme nous l’avons fait voir dans la 
dernière leçon sur le Calcul des fonctions.

22. La fonction intégrale dont on demande le maximum ouïe mi­

nimum, peut contenir aussi d’autres intégrales; mais quelle qu’elle 
soit, on peut toujours la réduire à ne contenir que des variables 
finies avec leurs différentielles, et à dépendre d’une ou de plusieurs 
équations de condition entre ces mêmes variables, auxquelles on 
pourra toujours satisfaire par la méthode des multiplicateurs.

Supposons, par exemple, que U soit une fonction de x, y, z et 
de leurs différentielles, et qu’en même temps la variable z dépende 
de l’équation de condition L — o ; celte équation étant différentiée 
par J' donnera <££=0; il n’y aura donc qu’à multiplier celle-ci par 
un coefficient indéterminé A, ou par Àdx, pour l’homogénéité, lors­
que L est une fonction finie, ajouter l’équation intégrale J\£Ldx=o 
a l’équation du maximum minimum <^.fUdx — o^ et considérer 
ensuite les variations Jx, Jy, cfz comme indépendantes. Or on a, en 
regardant L comme fonction de x, y, y, y", etc., z, z, z", etc.,

ty + etc.dx 1 dy J 1 dy J 1

H- ^z 4- ^z 4- ~ M + etc.1 dz dz ‘ dz *

Donc si on fait les mêmes substitutions que ci-dessus pour Jy', 
Jz, Jy", etc., on aura aussi

f\r 1 . dL * . dL d^u ,oh = y- dLdx y- o u y-, X -y— 4“ etc.dx dy dy dx
. dL r dL d^v .+ ïA'+a?x3? + ete->

et les termes sous le signe provenant de l’équation Udx 
4" ^Ldx) = o seront de la forme
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dans lesquels on aura
H = LdL,

\dy dy dx \dy' dy’)

T /dU . .dL i , /dU dL\ * = \~dz + X^~Txd\dï + *dd)

+ ija ■ G?+x ë) ” )^'
Or Z—o étant l’équation de condition, on aura aussi dL — o, 

ce qui donnera E=o. Ainsi en égalant à zéro les coefficiens des 
trois variations A, cfz, on n’aura que les deux équations T=o, 
^=o, dont l’une servira à éliminer l’indéterminée X; de sorte 
qu’il ne restera pour la solution du problème qu’une seule équation 
«n x,y, z, qu’il faudra combiner avec l’équation donnée L=o.

23. Comme, en supposant dx constant, on a y = ,

/= y^, etc., z' = ^, z" = ^, etc., on voit qu’il suffit de faire
’ dx 7 dx27 7 k

varier dans les fonctions U, L, etc. les variables y, z, etc. avec leurs 
différentielles; on aura ainsi, en employant, avec la caractéristique «f, 
la notation des différences partielles,

+ ^z + S d^z + >
et si on veut avoir égard en même temps à la variation de x, il 

n’y aura qu’à ajouter à l’expression de $U le terme — dUS'x^ et 
changer Jy en Jy—dx^x’ en ^z—^^x’ etc-

De cette manière, on aura d’abord, après les réductions,
S'.fUdx + ^tc.^dx

4- T'Jy 4- T"dJy 4- etc. 4- + "^d^z 4- QtC.,
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en faisant

95

£¥ —
7y “'My'
<Ft7 —L
idy '^dy
$V ££
^z a'Mz '

SV 
idz * d^z

w
’hiÿ-eic^

T TT
*•> r = etc., etc.,

<w
•JAz” etC-’

è'U
^=^~etc-’etc-

et pour avoir égard ensuite à la variation de x, on ajoutera, dans 
tous les termes, —à jy, et —i^Ax a. ^z.

24. Telle est la méthode générale pour les problèmes de maximis 
et minimis, relatifs aux formules intégrales indéfinies auxquels le 
calcul des variations a été d’abord destiné; et l’on voit qu’en fai­
sant même varier toutes les variables, elle ne donne cependant 
qu’autant d’équations moins une, qu’il y a de variables; ce qui est 
d’ailleurs conforme à la nature de la chose, puisque ce n’est pas la 
valeur individuelle de chacune des variables qu’on cherche, comme 
dans les questions ordinaires de maximis et minimis, mais des re­
lations indéfinies entre ces variables, par lesquelles elles deviennent 
fonctions les unes des autres, et peuvent être représentées par des 
courbes à simple ou à double courbure.

a5. Appliquons maintenant la même méthode aux problèmes de 
la Mécanique, et supposons, pour plus de simplicité, que la for­
mule Pdp 4- Qdq Rdr 4- etc. soit intégrable, et que son intégrale 
soit ü, comme dans l’article 21 de la section III, on aura aussi

P<Tp -}- Q^q -f- R<Sr 4- etc. = d'n,
et l’équation générale de l’équilibre (art. 13) deviendra

5(cTn An 4- 4- 4- etc.) = o,
en faisant ici-abstraction des équations de condition relatives à des 
points déterminés.



94 MÉCANIQUE ANALYTIQUE.
Comme la masse de chaque particule cZm du système ne doit pas 

varier pendant que la position du système varie, il faudra suppo­
ser cTJm = o, et par conséquent ^L~^dm.

Lorsque le système est linéaire, on a en général Jm = Udx, 
U étant une fonction comme dans l’article 20; on aura donc

= ^Udx-^-US'dx, et la formule donnera sous le signe les 
termes

4" Tcfw 4~ ^Sv^dx^

dans lesquels on aura (art. 22),

H - ^dU-d.XU)^

T = — etc.,dy dx dy dx1 dy
T . dU 1 7 ..dû , 1 ,a ^dUS? ;= X“7“ 5“ d ~j~i “H d • 1 a CtC.dz dx dz ’ dx* dz

26. Donc s’il n’y a point d’autre condition, l’équation provenant 
des termes sous le signe S sera

JïkZm + (E?x 4- TcPw 4- ^^dx = o, 

qu’on devra vérifier séparément par rapport a chacune des varia-» 
tions <Tx, Jy, «fs.
. Or n étant une fonction de x, y, z, 011 a

dn = + +dx dy dz *

et comme S'il = fy — £ = /z — ~ Sx, l’équation précé­
dente devient

0^ 4- Sdx — ^dy — ^d^x

4- dm 4- Tdx^y 4- dm 4- ^dx^z = o,

laquelle donne ces trois-ci :
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“ dm + Edx — ^dy — ^dz^o , 

~ dm + Tdx = o, ÿ dm 4- ^dx = o.
dy dz

Ainsi on a ici autant d’équations que de variables, ce qui pa­
raît mettre une différence entre les problèmes de ce genre relatifs 
à la Mécanique, et les problèmes de maxirnis et minimis.

Mais j’observe d’abord qu’à cause de l’indéterminée A, les 
trois équations se réduisent à deux, par l’élimination de cette indé­
terminée; et quoiqu’on général les équations de condition remplacent 
toujours celles qui disparaissent par l’élimination des indéterminées, 
la condition introduite ici cTdm = o, c’est-à- dire dm constant, ne 
peut pas fournir une équation particulière pour la solution du pro­
blème , parce que, suivant l’esprit du calcul différentiel, il est toujours 
permis de prendre un élément quelconque pour constant, puisqu’il n’y 
a, à proprement parler, que les rapports des différentielles entre 
elles, et non les différentielles elles-mêmes, qui entrent dans le 
calcul. Ainsi les trois équations seront réduites à deux, et ne ser­
viront qu’à déterminer la nature de la courbe, comme dans les pro­
blèmes de maxirnis et minimis.

28. J’observe ensuite qu’on peut aussi rappeler les problèmes 
de Statique dont il s’agit ici, à de simples problèmes de maxirnis 
et minimis.

Car si on ajoute ensemble les trois équations trouvées ci-dessus, 
après avoir multiplié la première par dx, la seconde par dy et la 
troisième par dz, on aura, à cause de

dn , . dn 7 . dn 7 7r,dx -4- dy -t- ~r~ dz = dLldx 1 dy J dz

l’équation dndm4-Hdx“=o; mais on a Zdx—XdU—d.^U——f/dA, 
et comme dm = Udx, on aura, en divisant par dm, dn— dÀ = o; 
d’où l’on tire A a étant une constante arbitraire.
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Ainsi, à cause de AL—Jdm., le terme dans l’équation de 

l’article a5, deviendra nJ'dm 4- aJdm, et puisque JDdm4-nJWm 
= S'. ndm, cette équation deviendra SJ\ Ildm 4- aSS'dm = o , 
c’est-à-dire,

«f-MIdm 4- af.Sdm. = o ;

c’est l’équation nécessaire pour que la formule intégrale ÔTIdm de­
vienne un maximum ou un minimum parmi toutes celles où la for­
mule Sdm aura une même valeur.

De cette manière on pourra, comme dans les questions de maxi- 
mis et minimis, regarder une des variables comme constante, 
relativement aux variations par ce qui simplifie l’analyse; mais 
la méthode générale a l’avantage de donner la valeur du coefficient A, 
qui, par la théorie exposée dans la section précédente, exprimera 
la force avec laquelle l’élément dm résiste à l’action des forces 
P, Q, P, etc. qui agissent sur le système,

29. Nous avons supposé, pour plus de simplicité, qu’il n’y avait 
point d’autre équation de condition, mais s’il y avait de plus l’équa­
tion J/étant une fonction de x, y, t^y^y, etc. z*, etc.,
il faudrait ajouter au terme sous le signe, dans l’équation de 
l’équilibre, le terme ou plutôt, pour l’homogénéité, le terme 
jx^Mdx^ ce qui donnerait à ajouter aux valeurs de H, T, de 
l’article a5 les quantités respectives

dM i , dM . i „ dM
dy dx^dy' dx'd dy" etC’’

dM i 7 dM , i 7l dM
^~d^~ d^d’^ dP-d ^d^~GlC-

Ainsi on aurait trois équations de la meme forme que celles de l’ar­
ticle 26, lesquelles, par l’élimination des deux indéterminées A et 
se réduiraient à une seule, mais en y joignant l’équation de condition 
M=0, on aurait, comme auparavant, denx équations entre les trois 
variables x^y^ z.

Ces
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Ces trois équations donnent, comme dans l’article 28, l’équation 

cZTItZm + Sdx^o. Ici l’on a ,Sdx±=— UdA + pdM", mais l’équa­
tion M=e> donne aussi dM—v, donc on aura simplement, comme 
dans l’article cité, ^.dx^— UdA, et de là on trouvera le même 
résultat ASHc/m = o.

3o. Donc en général le problème de l’équilibre d’un système 
de Jm particules animées des forces P, Q, R, etc. qui agissent 
suivant les directions des lignes p, q, r, etc. , et qu’on suppose 
telles que l’on ait

Pdp + Qdq + Rdr -f- etc. — rfll,

se réduit simplement à rendre la formule intégrale STIdïn un maxi­
mum ou un minimum, en ayant d’ailleurs égard aux conditions 
particulières du système; ce qui, comme Ton voit, fait rentrer 
tous les problèmes de l’équilibre dans la classe des problèmes de 
maximis et minimis, connus sous le nom de problèmes des isopc- 
rimètres.

Dans le cas de la chaînette, en prenant les ordonnées y verti­
cales, on a n=gy, g étant la force constante de la gravité. Donc 
il faut que la formule Sydm soit un maximum ou un minimum parmi
toutes celles où la valeur de Sdm est la même; mais Sydm 

Sdm est la
distance du centre de gravité à l’horizontale; donc puisque la masse 
entière est supposée donnée, il faudra que cette distance soit la 
plus grande ou la plus petite ; ce qu’on sait d’ailleurs.

5i. Jusqu’à présent nous n’avons considéré que des fonctions de 
variables regardées comme indépendantes; mais si la variable z était 
censée fonction de x, y, et que l’on eût une fonction U qui contînt 
x, y, z avec les différences partielles de z relatives à x et y, on 
pourrait demander la variation dZ7, en ayant égard aux variations 
simultanées de x, y,z.

i5Méc, anal. Tome I.
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Soit, pour plus de simplicité, 

dz __ , dz__ d^z__ „ d’z __ r d’z____
dx ’ dy } dx1 ’ dxdy ’ dy* J 
d3z __ • „ d’z __ ,
dx‘ ~ ’ dx2dy ' dxdy'1

la quantité U sera fonction de x,y} z, z', z„ z", z,, z^ etc., et 
l’on aura

d U = ~ Jx + §~ & 4- ~ /z 
dx dy ’ dz

4-Sz y-^z £z"-\-y^ £z 4- etc., 

et la difficulté se réduira à trouver les valeurs des variations ^zy 
fz,, ^z", etc., en faisant varier à la fois les éléniens dx, dy, dans 
les différences partielles.

Nous pouvons supposer, pour rendre le calcul plus simple, que 
la variation Sx est une fonction de x indépendante de y, et la 
variation Jy une fonction de y indépendante de x. Nous verrons 
par la suite que cette supposition a toute la généralité que l’on peut 
desirer.

52. Cela posé, on aura, en différenliant,
n , r\dz àdz dz Sd.v dz = a T- = -j- — j- X -r-. dx dx dx dx

* i • eaz adz àax aàxIl est clair que -j- = --, et = -r-, ainsi on aura (iX (IX dx dx

n r __  d^z _ , d^x __  d. (^z— z^x} >dz' n
2 dx “ dx dx "* dx X '

ou bien
n z d.(^z — z'S'x—z^y} , dz' f, , dz, «
=------------- E——+ Tyy.

On aura de même

' dy 1 dy 1 dy J

, i d^x d^ya cause de = o et -/ = dy dx O.
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On aura ensuite

A* — J' — - - — x " ' dx dx dx àx

Substituant la valeur de ^z, on aura
+ M + p J

dx* dx* dx*
On aura de même

r , __  n dz' _ d^z dz' d^y
Z' ' dy dy dy dy '

Substituant aussi la valeur de Jz', on aura, à cause de — >

+ Mjx+fy.
' dxdy 1 dxdy dxdy J

On trouvera pareillement
r d* .(yz—z'^x—z^y) . d*z r, . d^z n= -^-ay—.

et ainsi de suite.

53. Donc si on fait, pour abréger,

Jz—«F# — = <ht,dx dy 7

, K dz, dz' dz' dz d*z dz" d*z, dz"et quon observe que -d~=2-, 
d*z' dz' d.*z dz' d*z dz, . , . ,

7 dx^^ ’ dÿ =d£’ etc-’ onaura Plus simplement

etc*

J1/ d^u .
dx ‘ dx dy 7 ’
d^u . 
dy dx ’

^z" = d*Su 
dx^"F ~ cPxH dx 1

*—- d^^u 
dxdy 1 dx
d*Su
~dy~"* dx
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Faisant ces substitutions dans l’expression de , niellant 

cT«4- 4- Jy à la place de /z, et ordonnant les termes par

rapport à Jx, Jy, Ju, on aura

d^u

/U =
\ ax. dz

dz
X di~

du 
' dz'

dz' 
^dx'

.dU dz, 
' dz' dx

dU dz"
dz X dx '

dU
■dz^ !

dz', 
dx

4- ctcA ^x

. /dU , dU 
^{dÿ + -dz dz , dU

Xdy+Si
dz' , 

x a— dy
d U dz, 
dz, X dy

, dU dz" . du 
d^X !

dz'
dy-

4 etc.)

dÜ 
d^

dû a , dU

dU d1.^u . 
d^-d^

. dU d^u 
+y-îy 

d’^u . .E5+et0-
Désignons par les différences partielles de Z7, re­

latives à x et y, en regardant z comme fonction de ces deux va­
riables, il est clair qu’on aura

/dU\ dU . dU dz . dU dz' . dU dz .
\dx) = dx + "di x d^ + dz’ x dx + dz, x dx + etc., ■
(dU\dU dU dz dU dz' dU dz, ...

dÿ + d;xyd7><dy+^x jy +
Ainsi la variation complète de U se réduira à cette forme simple.

, dU d^u j dU d^u t dU d^£ti
dz' X dx dz, X dy ~dz" X dx*

. dU d^u. dU
+ î7,Xï^+dyX-  ̂+ ^.

54. Donc si l’on a une fonction intégrale double SSUdxcfy à 
rendre un maximum ou un minimum, on aura l’équation

S'. SSUdxcfy SSS'. Udixdy = o. .
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Or en faisant tout varier, on a Udxdy = S Udxdy US.dxdy7 
où il faut remarquer que dxdy représentant un rectangle qui est 
l’élément du plan des x, y, ce rectangle demeurera rectangle après 
les variations Sx, Sy des coordonnées x, y, dans la supposition 
adoptée que Sx ne dépende point de y, ni Jyde x; de sorte que 
la variation de dxdy sera simplement dySdx + dxSdy-, donc, comme

Sdx = dSx = dx , Sdy — dSy = dy, puisque Sx et Sy sont 

censées fonctions de x seul et de y seul, on aura

S. Udxdy = (JV+ dxdy.

Substituant la valeur de SU, et faisant disparaître, par des inté­
grations partielles, les différentielles des variations Sx, S'y, Su, il 
restera sous le double AA les termes

(HA’ + Tcff + ^Su^dxdy,

en faisant, pour abréger,

U' — dU 
dd’ U — ~ dz^ ’

JT — 
u '----dz"

U' — du
dz ’ /

U-dz,y t' Lxj• •

et supposant que les différentielles partielles renfermées entre deux- 
crochets représentent les valeurs complètes de ces différences, en 
y regardant z comme fonction de x, y.

55. Ainsi à cause de Su^Sz—y^x— ^^y, ^es termes sous



io2 MÉCANIQUE ANALYTIQUE,
le double signe donneront simplement l’équation

d’où, en égalant séparément à zéro les coefficicns de J'z, J'x, Jy, on 
n’aura que l’équation ^=0, comme si on n’ayait fait varier que la 
seule variable z.

On voit donc que dans les questions de maximis et minimis, 
relatives à des intégrables doubles, dans lesquelles une des trois 
variables est fonction des deux autres, il n’y a rigoureusement qu’une 
seule équation qu’on peut trouver directement, en ne faisant varier 
par d'que la seule variable qui est censée fonction des deux autres; 
et cette équation est celle de la surface qui satisfait à la question. 
C’est ainsi qu’on a trouvé l’équation aux différences partielles de la 
moindre surface, en faisant U~ ; et ce que nous
venons de démontrer prouve que cette équation remplit complète­
ment les conditions du problème, quelques variations qu’on attribue 
aux trois coordonnées de la surface.

56. On peut appliquer les formules des variations que nous ve­
nons de trouver, à l’équation d’un système superficiel de particules c?m 
tirées par des forces quelconques.

En n’ayant égard qu’à la condition de l’invariabilité de dm, on 
aura d’abord, comme dans l’article 26, l’équation générale de l’é­
quilibre

^(cffldm + AJVZm) = o.

Ici la valeur de dm sera de la forme Udxdy , et l’on aura par 
conséquent (art. 34),

cfcZm = W^ + W'^dxdy.

Substituant cette valeur, ainsi que celle de J'U de l’article 33, dans 
la formule intégrale SSAj'dm, et faisant disparaître, par des inté­
grations par parties, les différences des variations J'x, J'y, Ju, il
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ne restera sous le double signe que les termes

(Hdx -J- Tjy -f- ’^J'u)dxdy, 
dans lesquels

_ fdü\ fd.KU\ /dK\
■* =A tete \~)=_ ’
r = A(w)-C^)=-rQ’
-, — dU (dV'\ /du‘\

dz \ dx/ \dy ) \ dx? )

. /d*U'\ fd^UX , ,
+ w/ + etc’’

en conservant les valeurs de U', U,, V", U', etc. de l’article 34. 
Ajoutons à ces termes ceux qui proviennent de l’intégrale AScTntZm, 

savoir, en substituant les valeurs de d'n et cZm,

Udxdy *

èt remettons pour Ju sa valeur Jz—tË —|5jy (art. 55 ) > 

l’équation générale de l’équilibre contiendra sous le double signe 55 
les termes suivans, ordonnés par rapport aux variations J^x, J'y, Jz, 

d’où l’on tire les trois équations

La dernière donne et cette valeur étant substituée
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dans les deux autres, on a, après avoir divisé par U,

La première donne A=n+fonct.y ; la seconde donne A==n-Hbnct.x; 
donc on aura A = n + a, a étant une constante. Substituant cette 
valeur dans l’équation générale de l’équilibre, elle deviendra 
SS(A.fldm -j- aJVm) = o, savoir,

cL&SIIdm H- aJ.SSdm = o,

équation du maximum ou minimum de la formule intégrale ASTIdm, 
parmi toutes celles dans lesquelles la valeur de la formule SSdvo. 
est la même.

Ainsi voilà le problème de Mécanique réduit à une simple ques­
tion de maximis et minimis, dont la solution ne dépend que delà 
variation de la seule coordonnée z, qui est supposée fonction 
de x, y (art. 35).

On pourra étendre cette théorie aux formules intégrales triples^ 
et en déduire des conclusions semblables.

CINQUIEME
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CINQUIÈME SECTION.

Solution de diffërens Problèmes de Statique.

Nous allons présentement montrer l’usage de nos méthodes 

dans différens problèmes sur l’équilibre des corps ; on verra par 
l’uniformité et la rapidité des solutions, combien ces méthodes 
sont supérieures à celles que l’on avait employées jusqu’ici dans 
la Statique.

CHAPITRE PREMIER.

De l’équilibre de plusieurs forces appliquées à un même point ; 
de la composition, et de la décomposition des forces.

i. Soit proposé de trouver les lois de l’équilibre d’autant de 
forces qu’on voudra, P, Q, R, etc., toutes appliquées à un même 
point, et dirigées vers des points donnés.

Nommant p, q, r, etc. les distances rectilignes entre le point 
commun d’application de ces forces, et leurs points de tendance, 
on aura la formule

Pdp + Qdq + Rdr + etc.

pour la somme des momens de toutes les forces, laquelle doit être 
nulle dans l’état d’équilibre.

Soient x, y, z les trois coordonnées rectangles du point au­
quel toutes les forces sont appliquées; et soient de même a, b, c 
les coordonnées rectangles du point auquel tend la force P ; f, 
g, h, celles du point auquel tend la force Q; l, m, n, celles 
du point auquel tend la force R, et ainsi des autres; ces coor-

Sléc. anal. Tome I. 14
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données étant toutes rapportées aux mêmes axes fixes dans l’es­
pace. On aura évidemment

p — \/(x — af 4- (y — bf 4- (z —c)*,
q — V(x—fy 4- (y —g? 4- Çz — hy, 

— If 4- {y—mf 4- (z —??)“, 
etc.

Et la quantité P dp 4- Qdq 4- R dr 4- etc. se transformera en 
celle-ci :

Xdx 4- Ydy 4- Zdz, 

dans laquelle on aura

X=

Y = y-~ P 4-^ Q 4-^ R + etc., 

„ z — c n i z — b z. , 2 — n n I .Z =-------P 4--------- <2 H--------- R + etc.P q T

II n’est pas inutile de remarquer dans ces expressions que les
z — c

P
x —a y — b 

P ’ P
quantités sont égales aux cosinus des angles

que la ligne p, c’est-à-dire la direction de la force P, fait avec les 
axes des x, y, z-, que de même 'XxL sont les co­

sinus des angles que la direction de la force Q fait avec les mêmes 
axes j et ainsi de suite (sect. II, art. 7).

§ I-

De l’équilibre d’un corps ou point tiré par plusieurs forces.

2. Cela posé, supposons en premier lieu que le corps ou point 
auquel les forces P, Q, R, etc. sont appliquées, soit entièrement 
libre ; il n'y aura alors aucune équation de condition entre les coor­
données x, y, z, et la quantité Xdx 4- Ydy 4- Zdz devra être
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nulle, indépendamment des valeurs de dx, dy, dz (sect. II, art. 10); 
ce qui donnera sur-le-champ ces trois équations particulières,

X = o, Y = o, Z = o,

Ce sont les équations qui renferment les lois de l’équilibre de tant 
de forces qu’on voudra, concourantes à un même point.

5. Si dans les expressions de X, Y, Z, on fait P=p, Q=q> 
R— r, etc., ce qui est permis, puisqu’il est indifférent à quels points 
pris dans les directions des forces, elles soient supposées tendre, 
on aura ces équations

x — a H- x — f H- x — l 4- etc. = o, 
y — b — etC. = O ,
z — c -f- z — h z — 7Z 4- etc. = o ;

d’où l’on tire, en supposant que le nombre des forces P, Q, 
R, etc. soit p,

a-Pf -pi 4- etc.X = ----- —!-------------- ,

v _ m 4- etc.
y =---------- t---------- »

__  c -J- h 4- n 4- etc.

et ces expressions de x, y, z font voir que le point auquel sont 
appliquées les forces, est dans le centre de gravité des points aux­
quels ces forces tendent.

De là résulte le théorème de Leibnitz, que si tant de puissances 
qu’on voudra sont en équilibre sur un point, et qu’on tire de ce 
point des droites qui représentent tant la quantité que la direction 
de chaque puissance , le point dont il s’agit sera le centre de gra­
vité de tous les points auxquels ces lignes seront terminées.

Si donc il n’y a que quatre puissances, et qu’on imagine une 
pyramide dont les quatre angles soient aux extrémités des droites
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qui représentent les puissances ; il y aura équilibre entre ces quatre 
puissances, lorsque le point sur lequel elles agissent, sera clans le 
centre de gravité de la pyramide ; car on sait par la Géométrie, 
que le centre de gravité de toute la pyramide est le même que ce­
lui de quatre corps égaux qui seraient placés aux quatre coins de 
la pyramide. Ce dernier théorème est du à Roberval.

4. Supposons en second lieu , que le corps ou point sur lequel 
agissent les forces P, Q, R, etc. ne soit pas tout-à-fait libre, mais 
qu’il soit contraint de se mouvoir sur une surface,, ou sur une 
ligne donnée; on aura alors entre les coordonnées x, y, z une ou 
deux équations de condition, qui ne seront autre chose que les 
équations mêmes de la surface ou de la lighe dont il s’agit.

Soit donc L—o l’équation de la surface sur laquelle le corps 
ne peut que glisser, on ajoutera à la somme desmomens des forces 
Xdx + Ydy + Zdz le terme XdL (sect. IV, art. 3), et l’on aura, 
pour l’équation générale de l’équilibre

Xdx + Ydy 4- Zdz + XdL = o,

A étant une quantité indéterminée.
Or L étant une fonction connue de x,y, z, on aura, par la 

différentiation,
7 -r dL 7 , dïj -, . dL ,

dL ~ -j- dx y- dy A- dz \ dx dy ^ dz '

donc substituant et égalant ensuite séparément à zéro la somme 
des termes multipliés par chacune des différences dx, dy, dz, OU 
aura ces trois équations particulières de l’équilibre,
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d’où chassant l’indéterminée A, on aura ces deux-ci :

TT* éZ "VT* dL~J
Y -----X -7- =dx dy
f-f dL -rr dLZ -j- •— X -r- o , dx dz

lesquelles renferment par conséquent les conditions cherchées de 
l’équilibre du corps sur la surface proposée.

5. Si on applique maintenant ici la théorie donnée dans l’article 5 
de la section quatrième, on en conclura que la surface doit oppo­
sa' au corps une résistance égale à

et dirigée suivant la perpendiculaire à la surface qui aurait pour 
équation dL—o, c’est-à-dire, perpendiculairement à la même sur­
face sur laquelle le corps est posé; et comme on a

A^ = —x, = A^ = — Z, 
dx ’ dy 7 dz

il s’ensuit que la pression du corps sur la surface ( pression qui 
doit être égale et directement contraire à la résistance de la sur­
face) sera exprimée par \/(X2 + F2 + Z2), et agira perpendicu­
lairement à la même surface; c’est uniquement à cette condition 
que se réduisent les deux équations trouvées ci-dessus pour l’équi­
libre du corps, comme on peut s’en assurer par la méthode de la 
composition des forces.

6. Au reste, dans le cas d’un seul corps tiré par des puissances 
données, on peut trouver encore plus simplement les conditions 
de l’équilibre, en substituant immédiatement dans l’équation 
Xdx + + Zdz = o, à la place de la différentielle dz, sa va-

dL -j . dL-J- dx -4- v- dy
leur — —---- ---------- , tirée de l’équation différentielle de la sur-

dz
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face donnée sur laquelle le corps peut glisser, et égalant ensuite 
séparément à zéro les coefficiens des différentielles dx et dy qui de­
meurent indéterminées, suivant la méthode générale de l’article 10 
de la seconde section.

On aura ainsi sur-le-champ les deux équations 
dL dL

x~z^ = °’ = 

dz dz

qui reviennent à celles que l’on a trouvées plus haut.
Pareillement, si le corps était assujéti à se mouvoir sur une ligne 

de figure donnée, et déterminée par les deux équations différen­
tielles dy=pdx, dz — qdx, il n’y aurait qu’à substituer ces valeurs 
de dy et dz dans Xdx-{- Ydy + Zdz — Q^ et l’on aurait, en divi­
sant par dx ,

X 4“ Yp 4~ Zq = o, 

pour la condition de l’équilibre.
Mais dans tous les cas où il y aura plusieurs corps en équilibre, 

la méthode des coefficiens indéterminés, exposée dans la section 
précédente, aura toujours l’avantage, tant du côté de la facilité que 
de celui de la simplicité et de l’uniformité du calcul.

§ H-

De la composition et décomposition des forces.

7. L’équation identique

P dp 4~ Qdq 4- Rdr 4~ etc. — Xdx 4- Ydy 4“ Zdz, 

trouvée dans l’article 2, montre que le système des forces P, Q, 
R, etc. dirigées suivant les lignes p,q, r, etc., est équivalent 
au système des trois forces X, Y, Z dirigées suivant les lignes 
x,y, z (sect. II, art. 15). Ainsi les quantités X, Y, Z donnent 
les valeurs des forces P, Q, R, etc., décomposées suivant les trois
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- coordonnées rectangles x, y , z, et tendantes à diminuer ces coor­

données , comme les forces P, Q, R, etc. sont supposées tendre 
à diminuer les lignes p, q, r, etc.

8. En général si des forces quelconques P, Q, R, etc., dirigées 
suivant les lignes p, q, r, etc., agissent sur un même point, on 
peut toujours réduire toutes ces forces à trois autres dirigées sui­
vant les lignes Ç, 4? <P, pourvu que ces trois lignes ne soient pas 
toutes dans Je même plan. Car comme trois lignes placées dans 
différens plans suffisent pour déterminer la position d’un point quel­
conque dans l’espace, on pourra toujours exprimer les valeurs des 
lignes p, q, r, etc. en fonctions des trois quantités P’ et 
par le théorème de l’article 15 de la seconde section, les forces P, 
Q,R, etc. seront équivalentes aux trois forces E, P, $ expri­
mées par les formules

$ = pÿ + + etc.,
dp 1 dp 1 dp ' ’

et dirigées suivant les lignes £,4, ou seulement suivant les 
élémens d%, d-^, dcp, si quelques-unes de ces lignes étaient cir­
culaires.

Ces formules peuvent être d’une grande utilité dans plusieurs 
occasions, et surtout lorsqu’il s’agit de trouver les résultats d’une 
infinité de forces qui agissent sur un même point, comme l’attrac­
tion d’un corps de figure quelconque.

9. Soit m la masse d’un corps dont chacun des élémens dm 
soit regardé comme le centre d’une force P proportionnelle à 
dm et à une fonction fp de la distance p-, en faisant ffpdp=Fp, 

d Fp 
l’élément dm donnera, dans l’expression de E, le terme dm ,
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dont l’intégrale relative à tou te la masse m sera le résultat de l’attrac­
tion de cette masse ; et comme cette intégration est indépendante de 
la différentiation relative à £, on pourra donner à l’intégrale dont 

il s’agit la forme , je SOrte qu’en faisant

S.Fpdm — S,
on aura

et il ne s’agira plus que de substituer au lieu de p, dans la fonc­
tion Fp, sa valeur exprimée en fonctions des coordonnées qui 
déterminent la position de chaque particule dm dans l’espace, et 
des coordonnées £, 4» <P du point attiré, et d’exécuter ensuite 
séparément l’intégration relative aux premières, et les différentia­
tions relatives aux dernières.

Dans le cas de la nature on a fp= donc Fp — — et par 
. «dmconséquent S = —<5 —

Soient a, b, c les coordonnées de chaque particule dm du corps, 
on aura, en supposant la densité de cette particule exprimée par T 

q „ _ Vdadbdcfonction de a, b, c, dm. — kdadbdcj donc S =— o—-—.

.Or .r,y, z étant les coordonnées du point attiré, on a (art. i),

P = \/(x—(y—by + Çz — c/.
Donc

„ „ r dadbdc= --  5 —^=====5===^======.
/(x — ap q- {y — bp ~P (z — cp

10. Le cas le plus simple est celui où le corps attirant est une 
sphère. Dans ce cas, en faisant r= i , et supposant le centre de la 
sphère dans l’origine des coordonnées x, y, z du point attiré, on a

. ni
S — — — 1 - ?

U +y+?

m étant la solidité de la sphère, qu’on sait être x=y a’, en pre­

nant



PREMIÈRE PARTIE, SECTION V.
liant « pour le rayon, et < pour le rapport du diamètre à la cir­
conférence.

Si la densité F était variable dans l’intérieur de la sphère, en 

la supposant fonction de a, on ferait m—

On peut encore avoir la valeur de S lorsque le corps attirant 
est un sphéroïde elliptique, dont la surface est représentée par 
l’équation

a* Z? ca 
A* B' C* 1 ’

étant les demi-axes des trois sections principales, et 
«, 6, c les coordonnées rectangles de la surface, prises sur les trois 
axes, et ayant leur origine dans l’intersection commune des axes 
qui est le centre du sphéroïde. Mais l’expression générale de cette 
valeur dépend d’une formule intégrale assez compliquée, et par 
laquelle il est impossible d’avoir S en fonction de x, y, z.

Cependant si on suppose que le sphéroïde soit peu différent de 
la sphère, ou que la distance du point attiré au centre du sphé­
roïde soit fort grande par rapport à ses axes, on peut exprimer 
la valeur générale de S par une série convergente délivrée de toute 
intégration. M. Laplace a donné, dans sa Théorie des attractions 
des sphéroïdes, une très-belle formule par laquelle on peut former 
successivement tous les termes de la série, et qui montre en même 
temps que la valeur de —, m étant la solidité du sphéroïde, ne 

dépend que des quantités B*—A' et C*—A*, qui sont les carrés 
des excentricités des deux sections qui passent par le même demi- 
axe À.

J’ai trouvé qu’en partant de ce résultat et faisant usage du théo­
rème que j’ai donné dans les Mémoires de Berlin de 1792—3, on 
pouvait construire tout d’un coup la série dont il s’agit, par le seul 
développement du radical

1
y/ x* + y1 -f- z* — zby^ zez -fi b- -p c1 ’

Mèc. anal. Tom. I. 15
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suivant les puissances de b et c, en ne conservant que les ternies 
qui contiennent des puissances paires de b et c, et transformant 
chacun de ces termes, comme Hb”"^ en

(1.3.5.. .sm—i)(i .3.5..--------------------- ------------------ .------- - — ■ ■ in . 
□. 7. g.... 2m + 2ii + □

ni étant la solidité du sphéroïde qui est exprimée par ABC.

Ainsi pour avoir tout de suite la série ordonnée suivant les
puissances de y et z, on fera

r = ^x'-^-y' H- z*,
1 

et on développera d’abord le radical (r*—Ay—\ 
suivant les puissances dey, z; en ne retenant que les puissances 
paires, on aura

5.7
8 '

b^y^-l-6 b’cy^z^-t-c^z^ . - 
(r^M-c*)”

4- etc.

—A
On développera ensuite les radicaux (ra+ 6’+cs) a, etc., suivant les 
puissances de b2, ca, et on transformera ces puissances en puis­
sances de B2—A2y C1—A2 par la formule donnée ci-dessus. De 
cette manière, si on fait, pour plus de simplicité ,

B2 —A2 — e2, C2 — A2~ i2,

e et i étant les excentricités des deux ellipses formées par les sec­
tions qui passent par les demi-axes A, B et A, C, on aura pour 
S une expression en série de cette forme :

— m (R 4- Ty2 + Pz2 4- Xy* 4- Yy2z2 4- Z A 4- etc.), 
dans laquelle

„ __ 1. e24-? । 9(4 4-d) + Ge’i’
R — r~ ^5?'-------- 8T.7?---------f-**0-’

r = 4^ -+ »ic., 
n . 5 r° 4. yr7 '
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— ïïrï etC’ ’

On n’a poussé l’approximation que jusqu’aux quatrièmes dimensions 
de e et de z; mais il est facile de la porter aussi loin qu’on voudra.

Si le sphéroïde était composé de couches elliptiques de différentes 
densités, alors en faisant varier dans l’expression de 2 les quantités 
A, B, C, et par conséquent aussi e et i, on aurait 5IWS pour la 
valeur de 2 relative à ce sphéroïde.

Ayant ainsi la valeur de S en fonction des coordonnées rectangles 
x, y, z du point attiré, on aura immédiatement, par la différen­

tiation , les forces ~suivant ces coordonnées, dues à dx ’ dy 7 dz
l’attraction totale du sphéroïde.

Et si au lieu des coordonnées x,y et z on prend le rayon z’ 
avec deux angles p et v, tels que l’on ait

œ = z’Cos/4, y = r sinp sin v, z = r sinp cos y, 

on aura l’attraction du sphéroïde décomposée, dans le sens du rayon z* 
qui joint le point attiré et le centre du sphéroïde, perpendiculai­
rement à ce rayon dans le plan qui passe par le demi-axe A, et 
perpendiculairement au même rayon dans un plan parallèle à celui 
qui passe par les demi-axes B et G, par les trois différentielles 
partielles

d S dS d'S.
dr ’ rd/x ’ rsm/jdd

Ces formules sont surtout utiles dans la théorie de la figure de 
la terre.
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CHAPITRE IL

De l’équilibre de plusieurs forces appliquées à un système de 
corps, considérés comme des points, et liés entre eux par des 
fils ou par des verges.

il. Quelles que soient les forces qui agissent sur chaque corps, 
nous avons vu ci-dessus (art. 7) comment on peut toujours les ré­
duire à trois, X, Y, Z, dirigées suivant les trois coordonnées rec­
tangles X, y, z du même corps, et tendantes à diminuer ces 
coordonnées.

Nous supposerons donc, pour plus de simplicité, ici et dans la 
suite, que toutes les forces extérieures qui agissent sur un même 
point, soient réduites à ces trois, X, Y, Z. Ainsi la somme des 
momens de ces forces sera exprimée en général par la formule 
Xdx H- Ydy + Zdz\ par conséquent la somme totale des momens 
de toutes les forces du système, sera exprimée par la somme d’au­
tant de formules semblables, qu’il y aura de corps ou points mobiles, 
en marquant par un, deux, trois, etc. traits, les quantités qui se 
rapportent aux différons corps que nous nommerons premier, se­
cond, troisième, etc.

De cette manière on aura donc pour la somme des momens des 
forces qui agissent sur trois ou sur un plus grand nombre de corps, 
la quantité

Xdx 4- Y'dy 4- Z'dz 4- Xdx" 4- Y"dy" 4- Z"dz 4" Xdx"
4- Y"’df" 4- Z'"dz" 4- etc.

Et il ne s’agira plus que de chercher les équations de condition 
Z, —o, Jf=o, A7'=o, etc., résultantes de la nature du problème.

Ayant M, N, etc., ou seulement leurs différentielles en fonc­
tions de x, y, z, x", etc., et prenant des coefficicns indéterminés 
A, p, v, etc., on ajoutera à la quantité précédente les termes 
ML + pdM-fi vdNfi- etc., et on égalera ensuite séparément à
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zéro les membres affectés de chacune des différences dx, dy, dz, 
dx, etc. (sect. préccd., art. 5).

$ I.
De l’équilibre de trois ou de plusieurs corps attachés à un fil 

inextensible , ou extensible et susceptible de contraction.

12. Considérons premièrement trois corps attachés fixement à 
un fil inextensible ; les conditions du problème sont que les dis­
tances entre le premier et le second corps, et entre le second et 
le troisième, soient invariables ; ces distances étant les longueurs 
des portions de fil interceptées entre les corps.

Nommant y la première de ces distances, et g la seconde, on 
aura df=.o, dg=;o pour les équations de condition ; donc dL—df, 
dM—dg, et l’équation générale de l’équilibre des trois corps sera

X'dx + Y'dy + Z'dZ' + X"dx -p Y'dy'+ Z'dz' + X^x" 
+ Y^dy" + Z"'dz" + Adf + pdg = O.

Or il est visible qu’on aura

f = VG*' — xfi 4- (/ — y')1 H- (z" — zfi,

g =

donc en differentiant
(æ" — x'pdx" — dx') -P (y" — y')(rfy" — rfy') + (z" — z')(dz” — dz') 

aj .— j- ,
^—^dy—dx") + Çy"'—y"W'—dy") + (z"'——dz") 

dS — -- --------------------------------------- - ------------------------------------------- ,
O

ces valeurs étant substituées, on aura les neuf équations suivantes 
pour les conditions de l’équilibre du fil,

X' — A = o,

Y' — A y-^ = o,

Z! — A ;= o,



u8 MÉCANIQUE ANALYTIQUE.

Y'" 4- — o,
g

Z —f- P ■—*— —- o, s
et il n’y aura plus qu’à éliminer de ces équations les deux incon­
nues X et p -, ce qui peut se faire de plusieurs manières, lesquelles 
fourniront aussi des équations différentes, ou présentées différem­
ment pour l’équilibre des trois corps attachés au fil ; nous choisirons 
celle qui paraîtra la plus simple.

On voit d’abord que si on ajoute respectivement les trois pre­
mières équations aux trois suivantes et aux trois dernières, on 
obtient ces trois-ci, délivrées des inconnues À et p.

X' 4- X" 4- X'" = o, 
F' 4- F' 4- F" — o, 
Z' 4- Z" 4- Z'" = o, 

lesquelles montrent que la somme de toutes les forces parallèles 
à chacun des trois axes des coordonnées doit être nulle, et ne 
sont qu’un cas particulier des équations générales trouvées dans la 
troisième section ( $ I).

Il ne reste donc plus qu’à trouver quatre autres équations; pour 
cela, faisant abstraction des trois premières, j’ajoute respectivement 
les trois du milieu aux trois dernières, j’ai celles-ci où p ne se 
trouve plus ;

. Y" + Ya + = o,

Z" 4- Z'" + ~ (z"-^ = o;
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et qui, par l’élimination de A, donnent les deux suivantes :

Z" + Z'" — (X" + = o.

Enfin considérant séparément les trois dernières équations qui 
contiennent seul, et éliminant /z, on aura ces deux autres-ci:

Y" X"' = o,X -- X
„n z» —£ ___

— A — °*

Ces sept équations renferment les conditions nécessaires pour 
l’équilibre des trois corps, et étant jointes aux équations de con­
dition f et g égales à des quantités données, suffisent pour déter­
miner la position de chacun d’eux dans l’espace.

15. Si le fil, supposé toujours inextensible, était chargé de quatre 
corps, tirés respectivement par les forces X', Y', Z', X", Y", 
Z", X"\ etc., suivant les directions des trois axes des coordonnées 
rectangles, on trouverait par des procédés semblables, qu’il me pa­
rait inutile de répéter, les neuf équations suivantes pour l’équilibre 
de ces quatre corps,

Y" + Yn+ (X" + X'" + X1V) = o,

Z" 4- Z"' + z™ — (X" + x"’ 4- X”) = o,X -- X v ' '

E’ + = o,.
W

Z" + - + A’T) = o,
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Il est facile maintenant d’étendre cette solution à tel nombre de 
corps qu’on voudra, et même au cas de la funiculaire ou chaînette ; 
mais nous traiterons ce cas en particulier, par la méthode exposée 
dans le $ II de la section précédente.

14. On aurait une solution plus simple, à quelques égards, si on 
introduisait d’abord dans le calcul l’invariabilité des distances 
fi g, etc-

Ainsi en se bornant au cas de trois corps, et nommant 4, 4^ 
les angles que les lignes/, g font avec le plan des /, y, et (p, / 
les angles que les projections de ces lignes sur le mémo plan, 
font avec l’axe des x, on aura

x*—x —f cos $ cos4, y" —y' =/sin tp cos 4, — z = f sin 4, 
x"—x"= g cos <p'cos4/, y"'—y — g sin (p' cos4', 2"— z = gsin 4'-

Substituant les valeurs de x", y", z", x", y, zm tirées de ces équa­
tions dans la formule générale de l’équilibre de trois corps,

X'dx’ + Y'dx' + Z'dz 4- X'dx1 + Y'dy 4- Z’dz"
4- X^dx" 4- Ymdy" 4- Z^z" = o,

en faisant varier simplement les quantités x, y z', <p, <p', 4>4\ 
dont les variations demeurent indéterminées, et égalant séparément 
à zéro les quantités multipliées par chacune de ces variations, on 
aura les sept équations :

X 4- X 4- X' = O,
Y' 4- Y" 4- Y” = o,
Z' 4- Z" 4- Z'" = o,
(A"4- X"') sin <p — (U" + Y”) cos <p = o,
X"' sin <p' — Ym cos / = o,

(X'+
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(x'+ xw)cos <p sin 4 + ( Y "4- F>in cp sin 4 — (Z'+ Zro)cos 4 = 0, 
Xm cos <p' sin4' 4- F^sin <p' sin4" — Z® cos 4' = o,

dont les cinq premières coïncident immédiatement avec celles qu’on • 
a trouvées dans l’article 12, par l’élimination des indéterminées A 
et et dont les deux dernières s’y réduisent facilement, en éli­
minant les F", Y'" par le moyen de la quatrième et de la cinquième.

Mais si de cette manière on parvient plus directement aux équa­
tions finales, c’est qu’on a employé une transformation préliminaire 
des variables, laquelle renferme les équations de condition; au lieu 
qu’en employant immédiatement les équations avec des coefficiens 
indéterminés, comme dans l’article 12, la solution du problème 
est réduite à un pur mécanisme de calcul. De plus on a, par ces 
coefficiens, la valeur des forces que les verges / et ^doivent sou­
tenir par leur résistance à s’alonger, comme on le verra ci-après.

15. Si on voulait que le premier corps fut fixe, alors les diffé­
rences dx, dy, dz seraient nulles, et les termes affectés de ces 
différences disparaîtraient d’eux-mêmes dans l’équation générale 
de l’équilibre. Ainsi les trois équations de. l’article 12, savoir ,

Y'-^y-y^o,

n’auraient point lieu; donc les équations X'-f- X’-f-X"-}- etc. = o 
Y'+ F’+ Y"'-y etc. = o, Z'y Z"'-]- etc. = o, n’auraient pas
lieu non plus, mais toutes les autres demeureraient les mêmes. 
Ce cas est, comme l’on voit, celui où le fil serait attaché fixement 
par une de ses extrémités.

Et si le fil était attaché par ses deux extrémités, alors on aurait 
non-seulement dx = o, dy=o, dz—o, mais aussi dx"^ = 0, 
•dy^^o, dzm‘tc- = o-, et les termes affectés de ces six différences 
dans l’équation générale de l’équilibre, disparaîtraient, et feraient 
par conséquent disparaître aussi les six équations particulières qui 
en dépendent.

Méc. anal. Tome !.. ï6
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En général si les deux extrémités du fil n’étaient pas tout-à-fait 

libres, mais qu’elles fussent attachées à des points mobiles suivant 
une loi donnée; cette loi exprimée analytiquement, donnerait une ou 
plusieurs équations entre les différences dx, dy, dz qui se rap­
portent au premier corps, et les différences dx’^-, dy"^, dz"1^-, 
qui se rapportent au dernier; et il faudrait ajouter ces équations 
multipliées chacune par un nouveau coefficient indéterminé, à 
l’équation générale de l’équilibre trouvée plus haut; ou bien on substi­
tuerait dans cette équation générale, la valeur d’une ou de plu­
sieurs de ces différences, tirée des équations dont il s’agit, et on 
égalerait ensuite à zéro le coefficient de chacune de celles qui 
restent, ainsi qu’on l’a fait ci-dessus (art. 14). Comme cela n’a au­
cune difficulté, nous ne nous y arrêterons pas.

16. Pour connaître les forces qui proviennent de la réaction 
du fil sur les différens corps, il n’y aura qu’à faire usage de 
la méthode donnée pour cet objet dans la section précédente* 
(art. 5).

On considérera donc que l’on a dans le cas présent,

JT   (x"—x') (dxf'—dx') 4- (y"—y') (dy"—dy') + (z."—z') (dz"—dz,')
——UJ —■ ~ j? ?

s
etc.

Donc i°, on aura, par rapport au premier corps dont les coor­
données sont x', y, z,

dL _ x"—x' dL __ y"—y' dL _ z"—z'.
Sx7 f ’ dy' f dz' ~~ f ’

donc

. /fdL\ , (AL\ , (dL\* /(x"—x')‘+ (y"-y)3+ (z"-~ _v W; ~ ~~

Ainsi le premier corps recevra par l’action des autres une force
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=A, et dont la direction sera perpendiculaire à la surface repré­
sentée par l’équation dL = df— o, en y faisant varier simplement 

X, z'; °r ü est visible que cette surface n’est autre chose qu’une 
sphère dont le rayon est f, et dont le centre répond aux coordon­
nées x", y, z" ; par conséquent la force A sera dirigée suivant ce 
même rayon, c’est-à-dire le long du fil qui joint le premier et le 
second corps.

2°. On aura de même, par rapport au second corps dont les 
coordonnées sont x", y", z",

dL_ x"—x' dL__ y"—y' dL___ z"—z' _
d? -df~ ’ df ~f~ ’ dzT ~f~ ’

donc

d’où il s’ensuit que le second corps recevra aussi une force A di­
rigée perpendiculairement à la surface dont l’équation est dL^df—o, 
en faisant varier x', y", z" ; cette surface est de nouveau une 
sphère dont le rayon est f, mais dont le centre répondra aux 
coordonnées x', y, z du premier corps ; par conséquent la force A 
qui agit sur le second corps, sera aussi dirigée suivant le fil/qui 
joint ce corps au premier.

5*. On aura encore, par rapport au second corps, 
dM  æ"'—x" dv  f—f dM  z” —z?
dx" g ’ dy" g ’ dz" g »

donc

De sorte que le second corps sera poussé de plus par une 
force =/*, dont la direction sera perpendiculaire à la surface re­
présentée par l’équation dg = o, en faisant varier x", yr, z" -, cette 
surface n’étant autre chose qu’une sphère dont le rayon est g, il 
s’ensuit que la direction de la force sera suivant ce rayon, c’est- 
à-dire, suivant le fil qui joint le second corps au troisième.
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On fera le meme raisonnement par rapport aux autres corps ? 

et on en tirera des conclusions semblables.

17. II est évident que la force A produite dans le premier corps, 
suivant la direction du fil qui joint ce corps au suivant, et la force 
égale A, mais directement contraire, qui agit sur le second corps, 
suivant la direction du même fil, ne peuvent être que les forces 
qui résultent de la réaction de ce fil sur les deux corps, c’est-à- 
dire, de la tension que souffre la portion du fil interceptée entre le 
premier et le second corps ; de sorte que le coefficient A exprimera 
la quantité de cette tension. De même le coefficient/a exprimera la 
tension de la. portion du fil interceptée entre le second et le troi­
sième corps, et ainsi de suite.

Au reste, on a supposé tacitement dans la solution du problème 
dont il s’agit, que chaque portion du fil était non-seulement inexten­
sible, mais aussi roide, ensorte qu’elle conservait toujours la même 
longueur; par conséquent les forces A, etc. n’exprimeront les 
tensions qu’autant qu’elles seront positives et tendront à rapprocher 
les corps ; mais si elles étaient négatives et tendaient à les éloigner 
l’un de l’autre, alors elles exprimeraient plutôt les résistances que 
le fil doit opposer au corps par le moyen de sa roideur, ou im- 
compressibilité.

48. Pour confirmer ce que nous venons de démontrer, et pour 
donner en même temps une nouvelle application de nos méthodes, 
nous supposerons que le fil auquel les corps sont attachés soit 
élastique dans le sens de sa longueur, et susceptible d’extension et 
de contraction; et que F, G, etc. soient les forces de contraction 
des portions du fil /, g, etc., interceptées entre le premier et le 
second corps, entre le second et le troisième, etc.

Il est clair, par ce qu’on a dit dans l’article 9 de la section se­
conde , que les forces F, G, etc. donneront les momens Fclf+Gdg, etc.

Il faudra donc ajouter ces momens à ceux qui viennent de l’ac-
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tion des forces étrangères, et que nous avons vu plus haut (art. n) 
être représentés par la formule X'dx 4- Y'dy 4- Z'dz + X'dx' 
'4- Y'dy" + Z"dz" + xmdxa 4- Ymdym 4- X" dz 4- etc., pour avoir 
la somme totale des momens du système ; et comme il n’y a 
d’ailleurs aucune condition particulière à remplir, relativement à 
la disposition des corps, on aura l’équation générale de l’équilibre 
en égalant simplement à zéro la somme dont il s’agit; cette équa­
tion sera donc

X!dd 4- Y'dy' 4- Z'dd 4- X"dx" 4- Y"dy" 4- Zndz" + X"dx"

4- Y”'dym 4- Zmdz" 4- etc. 4- Fdf-Y Gdg 4- etc. = o.

Substituant les valeurs de df, dg, etc. trouvées ci-dessus (art. 12), 
et égalant à zéro la somme des termes affectés de chacune des dif­
férences dx, dy, etc., on aura les équations suivantes pour l’équi­
libre du fil, dans le cas dont il s’agit,

v, F(x"—x')A —■ O,

f ’
F^-z')____Z — O,

F^x"— x') G(xm—x"ï-'X -1 7----  --- ---- —----  — o
J g

F^y"-.y') G(y’-y")

7» , F^—z') G^—z"}------- - --------- 4 o 
f-------- g--------------- ’

X + —— = o,

y+ £æ=î2 = o,

s ’

lesquelles sont analogues à celles du même article, pour le cas où 
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le fil est inextensible, et donnent par la comparaison, X — F, 

etc.
D’où l’on voit que les quantités F, G, etc. qui expriment ici les 

forces des fils supposés élastiques, sont les mêmes que celles que 
nous avons trouvées ci-dessus (art. 16), pour exprimer les forces 
des mêmes fils, dans la supposition qu’ils soient inextensibles.

ig. Reprenons encore le cas d’un fil inextensible chargé de trois 
corps, mais supposons en même temps que le corps du milieu 
puisse couler le long du fil ; dans ce cas la condition du problème 
sera que la somme des distances entre le premier et le second corps, 
et entre le second et le troisième soit constante; ainsi nommant, 
comme ci-dessus, / et g ces distances, on aura /+g = const., 
et par conséquent df-\-dg~o.

On multipliera donc la quantité différentielle df-{-dg par un 
coefficient indéterminé A, et on l’ajoutera à la somme des momens 
des différentes forces qu’on suppose agir sur les corps, ce qui 
donnera cette équation générale de l’équilibre,

X'dx + + Z'dz' 4- X"dx" 4- Y^dy"-^ Z"dz 4- X”dx
4- Ymdym 4- Z^dz" 4-A (<Z/4- dg) = o;

d’où (en substituant les valeurs de df et dg, et égalant à zéro la 
somme des termes affectés de chacune des différences dx, dy, etc.) 
on tirera les équations suivantes pour l’équilibre du fil,

X' — A .= o,

Y' = o,

Z' — A = o,
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X'" + A ——= o,g
Yw 4- A = o,g

m „u
Zm 4- A -—- = O,g

dans lesquelles il n’y aura plus qu’à éliminer l’inconnue A.
On voit par là comment il faudrait s’y prendre, s’il y avait un 

plus grand nombre de corps dont les uns fussent attachés fixement 
au fil, et dont les autres y pussent couler librement.

$ IL

De l’équilibre de trois ou plusieurs corps attachés à une verge 
inflexible et roide.

20. Supposons maintenant que les trois corps soient unis par une 
verge inflexible, ensorte qu’ils soient obligés de garder toujours 
entre eux les mêmes distances; il faudra dans ce cas que l’on ait non- 
seulement df—o et dg—o, mais que la différentielle de la distance 
entre le premier et le troisième corps, que nous désignerons par h, 
soit aussi nulle ; par conséquent en prenant trois coefficiens indé­
terminés, A, p, v, on aura cette équation générale de l’équilibre,

X'dx 4- Y'dy 4- Z'dz 4- X"dx" 4- Y’dy’ 4- Z"dz" 4- Xwdxn
4- Yadym4- Z^dz" 4- Adf 4- pdg 4- vdh = o.

Les valeurs de df et dg ont déjà été données ci-dessus; à l’égard 
de celle de dh, il est clair qu’on aura

a = + (z-yy + (^7,
et par conséquent

77 —

Faisant ces substitutions, et égalant à zéro la somme des termes
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affectés de chacune des différences dx, dy, etc., on aura ces neuf 
équations particulières

d’où il faudra éliminer les trois inconnues indéterminées A, 
v, ensorte qu’il ne restera que six équations pour les conditions 
de l’équilibre.

21. D’abord il est clair, par la forme même de ces équations, 
qu’en ajoutant respectivement les trois premières aux trois suivantes 
et ensuite aux trois dernières, on obtient sur-le-champ ces trois 
équations délivrées de X, p, v,

X' 4- X" 4- Xm = o,
Y' + Y" + Y” = o, 
Z' 4- Z’ 4- Z” = o.

Rien n’est plus facile que de trouver encore trois autres équa? 
tions par l’élimination de X, v, mais pour y parvenir de la ma­
nière la plus simple et la plus générale, je commence par déduire 

des



PREMIÈRE PARTIE, SECTION V: 129
des équations de l’article précédent, ces neuf transformées,

lesquelles étant, comme l’on voit, analogues aux équations primi­
tives, donneront de la même manière, par la simple addition, ces 
trois-cj :

xy y^ + xy — y v + xy — Ymxn = o, 
x'zf — Z'x' + X"z" — Z'x" + X"'zm — ZY = o , 
Y'z — Z'y H- Y"z" — Z"y" H- Y^z" — Zy = o.

Les trois équations trouvées ci-dessus montrent que la somme 
des forces parallèles à chacun des trois axes des coordonnées, doit 
être nulle; les trois que nous venons de trouver renferment le prin­
cipe connu des momens ( en entendant par moment le produit de 
la puissance par son bras de levier), par lequel il faut que la somme 
des momens de toutes les forces, pour faire tourner le système au­
tour de chacun des trois axes , soit aussi nulle. Ainsi ces six équa­
tions ne sont que des cas particuliers des équations générales données 
dans la troisième section (§ I et II).

Mec. anal. Tome I.
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22. Si le premier corps était fixe, alors les différences dx', dy, 

dz seraient milles, et les trois premières des neuf équations de l’ar­
ticle 20 n’existeraient pas; il n’y aurait donc alors que six équa­
tions, qui, par l’élimination des trois inconnues X, p, y, se ré­
duiraient à trois.

Pour arriver à ces trois équations, on peut s’y prendre d’une 
manière analogue à celle dont on s’est servi pour trouver les trois 
dernières équations de l’article précédent, pourvu qu’on ait soin 
de faire ensorte que les transformées ne renferment point les in­
déterminées X et p qui entrent dans les trois premières dont il 
faut maintenant faire abstraction; or c’est ce que l’on obtiendra par 
ces combinaisons,

o,

X\ z"—z'}—Z\ x"— x^-p — o ,

= o,

= o.

et si l’on ajoute maintenant les trois premières de ces transformées 
aux trois dernières, on aura sur-le-champ ces trois-ci,

x\y-y) - y\ x"-^ + - y\ xm-x') = o,
X\ z"—^ — Z" ( x"— x') 4- X"\ zm— z') — Z'" ( x"'—^ = o , 
Y\ z"-z') - £"(/-/) + Y'\z"—z} - Z^y^y') = o ,

lesquelles auront toujours lieu, quel que soit l’état du premier 
corps, puisqu’elles sont indépendantes des équations relatives à ce 
corps. Ces équations renferment, comme l’on voit, le même prin­
cipe des momens, mais par rapport à des axes qui passeraient par 
le premier corps.
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a5. Supposons qu’il y ait un quatrième corps attaché à la même 
verge inflexible, pour lequel les coordonnées rectangles soient x'T, 
y”, z'\ et les forces parallèles à ces coordonnées X1T, KIT, Ziy.

Il faudra donc ajouter à la somme des momens des forces, la 
quantité

X‘WY + Y'ydy'y +

ensuite, comme les distances entre tous les corps doivent demeurer 
constantes, on aura par les conditions du problème, non-seulement 
df—o, dg = o, dh — o, comme dans le cas précédent; mais aussi 
dl = o, dm—o, dn~o, en nommant l, m, n les distances du 
quatrième corps aux trois précédons. Ainsi l’équation générale de 
l’équilibre sera dans ce cas

X'&'+ Y'dy + Z'dz + X"dx 4- Y"dy” + Z"dz" + X^dx" 
+ Y"'dy" 4- Zmdz" 4- X1 WY 4- Yiydy 4- Z^dz^ 
4- 4- fxdg 4~ vdh 4~ ^dl 4- [dm 4- ^dn — o.

Les valeurs de df, dg, dh sont les mêmes que ci-dessus; quant 
à celles de dl, dm, du, il est visible qu’on aura

l = \'{x'v—x'Y+(y'v—z'^,

72 =

et par conséquent,
(xlv—x'^çdx"1—dr')+(y’v—y )(dylv—dy' )+(a'v—z')(dzIY—dz'} dl - : ?

} (dx^—dx" ) +(/Y—y" ) (dylY—dy" )+yv—z") (dz1Y—dz!' ) 
dm ------------------------------------------------------------------ -------------------- ?771
_ (*lv—^Rd*»—da/") + (y>—y") (dy Y—dy"') 4- (z»—^(dz»—dz") 

f ,l n

Faisant ces substitutions, et égalant à zéro la somme des termes 
affectés de chacune des différences dx', dy, etc., on trouvera douze 
équations particulières, dont les neuf premières seront les mêmes 
que celles de l’article 20, en ajoutant respectivement à leurs pre-
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miers membres les quantités suivantes :

et dont les trois dernières seront

24. Comme il y a en tout douze équations, et qu’il y a six indé­
terminées, À, /z, y, tt, p, o- à éliminer, il ne restera pour les 
conditions de l’équilibre, que six équations finales, comme dans le 
cas de trois corps ; et on trouvera par une méthode semblable 
à celle de l’article 21, ces six équations analogues à celles de cet 
article,

X' + X" + Xm 4- X,v = o ,
Y' + Y" + Y'" + F" = o ,
Z' + Z* + Z"’ 4- Z" = o ,

xy— YY+xy-Y’Y+xy-r’xyxy^ y^^o, 
X'Y — Z'x 4- X'Y"
Y'Y — zy 4- YV—zy4- Y"'Y" — Z'y4- Y"z"—Z'y = O.

Au lieu des trois dernières, on pourra aussi substituer les trois 
suivantes, qu’on trouvera par la méthode de l’article 22, et qui, 
étant indépendantes des équations relatives au premier corps, ont 
l’avantage d’avoir toujours lieu, quel que soit l’état de ce corps, 

x(y-y) - y\y-y} 4- xyy-y) - y
4- x^y^—y) — Y,yyr— Y) = o,
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XV— «0 — Z\x — x'} + X'\z"— z') — Z’\x — x'} 
+ X1^— z} — Z”(x"— x ) = o,

Y\z"-y') 4- Y'^'-z'^Z^-y') 
+ Y^z" — z ) — Z1¥(y,T —y} = o.

a5. On voit maintenant comment il faudrait s’y prendre pour 
trouver les conditions de l’équilibre d’un nombre quelconque de 
corps attachés à une verge ou à un levier inflexible. En général 
il est visible que pour que la position respective des corps demeure 
la même, il suffit que les distances des trois premiers corps entre 
eux soient constantes, et que les distances de chacun des autres 
corps à ces trois-ci le soient aussi; puisque la position d’un point 
quelconque est toujours déterminée par les distances de ce point à 
trois points donnés. On fera donc pour chaque nouveau corps qu’on 
ajoutera au levier, les mêmes raisonnemens et les mêmes opérations 
qu’on a faites dans l’article a3, relativement au quatrième corps ; 
et chacun d’eux fournira trois nouvelles équations particulières, 
avec trois nouvelles indéterminées à éliminer ; ensorte que les équa­
tions finales seront toujours en même nombre que dans le cas de 
trois corps; et elles seront de la même forme que celles que nous 
venons de trouver dans l’article précédent.

Au reste, il est visible que ces équations rentrent dans celles que 
nous avons trouvées en général pour l’équilibre d’un système quel­
conque libre, dans les articles 3 et 9 de la section troisième. En 
effet, puisque, à cause de l’inflexibilité de la verge, les distances 
des corps entre eux sont inaltérables, il s’ensuit que l’équilibre doit 
avoir lieu si les mouvemens de translation et de rotation sont dé­
truits; on aurait donc pu, par cette seule considération, résoudre 
le problème précédent, d’après les formules des articles cités; mais 
nous avons cru qu’il n’était pas inutile d’en donner une solution di­
recte, et tirée des conditions particulières de la question.
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$ UE

De l’équilibre de trois ou plusieurs corps attachés à une verge 
à ressort.

26. Considérons de nouveau le cas de trois corps joints par une 
verge, et supposons de plus que la verge soit élastique dans le 
point où est le second corps, ensorte que les distances de celui-ci 
au premier et au dernier soient constantes, mais que l’angle formé 
par les lignes de ces distances soit variable, et que l’effet de l’élas­
ticité consiste à augmenter cet angle, et par conséquent à diminuer 
l’angle extérieur formé par un des côtés, et par le prolongement 
de l’autre.

Nommons la force de l’élasticité E, et e l’angle extérieur qu’elle 
tend à diminuer; le moment de cette force sera exprimé par Ede 
(sect. II, art. 9); de sorte que la somme des momens de toutes les 
forces du système sera

X'dx' 4- Y'dy 4- Z'dz 4- X" dx" 4- Y"dÿ 4- Z-dz” 4- X"dx”
4- Y"'dy" 4- Z“dz" 4- Ede.

Or les conditions du problème sont les mêmes ici que dans l’ar­
ticle 12, c’est-à-dire, ^=0 et dg—o. Donc on aura cette équa­
tion générale de l’équilibre,

X'dx' 4- Y'dy' 4- Z'dz 4- X"dx" 4- Y'dy 4- Z'dz" 4- X^lx”
4- E "dy" 4~ Zmdz " 4- Ede 4~ hdj 4" P*dg = o ;

et il ne s’agira que d’y substituer les valeurs de de, df, dg -, celles 
de. df et dg sont les mêmes que dans l’article cité.

Pour trouver la valeur de de, on remarquera qu’en nommant, 
comme dans l’article 20, h la distance rectiligne entre le premier 
corps et le troisième, dans le triangle dont les trois côtés sont f, 
g, h, l’angle opposé au côté h est 1800—c; ensorte que par le 

théorème connu, on aura—-cose=—; d’ou l’on tirera par 
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la différentiation la valeur de de\ et comme, par les conditions du 
problème, on a df~Q et dg—o, il suffira de faire varier e et A, 

ce qui donnera de——; cette valeur étant substituée dans jg-sine 7
l’équation précédente, il est facile de voir qu’elle deviendra de la 
meme forme que l’équation générale de l’équilibre dans le cas de

17 J
l’article 20, en supposant dans celle-ci v ; par conséquent

J S sin c
les équations particulières seront encore les mêmes dans les deux 
cas, avec cette seule différence, que dans celui de l’article cité, la 
quantité y est indéterminée et doit par conséquent être éliminée; au 
lieu que dans le cas présent, cette quantité est toute connue, et 
quilny a que les deux indéterminées X, g. à éliminer; ensorte qu’il 
doit rester une équation finale de plus que dans le cas cité, c’est- 
à-dire, sept équations finales au lieu de six. Or comme, soit que 
la quantité r soit connue ou non, rien n’empêche de l’éliminer avec 
les deux autres X, /z, il est clair qu’on aura aussi dans le cas pré­
sent les memes équations qu’on a trouvées dans les articles 21 et 22; 
et pour trouver la septième équation, il n’y aura qu’à éliminer X 
dans les trois premières, ou /z dans les trois dernières des neuf 
équations particulières de l’article 20, et substituer pour y sa va­
leur —-7^-

Jgsine

27. Au reste, si dans la valeur de de on n’avait pas voulu sup­
poser df et dg nuis, on aurait eu une expression de cette forme 

de~—~^~Bdg^ A étant des fonctions de f, g, 

h, sin e \ alors les trois termes Ede 4- ^df + gdg de l’équation 
générale, seraient devenus

ÿgsîlTë 4" X) #4~ (EB-\~g') dg ;

mais X et /z étant deux quantités indéterminées, il est visible qu’on 
peut mettre à leur place X—EA, n — EB, moyennant quoi la
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quantité dont il s’agit deviendra

dh + Xdf+ ?

comme si f et g n’eussent point varié dans l’expression de de:
Si plusieurs corps étaient joints ensemble par des verges élas­

tiques, on trouverait de la même manière les équations nécessaires 
pour l’équilibre de ces corps, et en général notre méthode donnera 
toujours, avec la même facilité, les conditions de l’équilibre d’un 
système de corps liés entre eux d’une manière quelconque, et animés 
de telles forces extérieures qu’on voudra. La marche du calcul est; 
comme l’on voit, toujours uniforme, ce qu’on doit regarder comme 
un des principaux avantages de cette méthode.

CHAPITRE III.

De réquilibre d'un fil dont tous les points sont tirés par des forces 
quelconques, et qui est supposé flexible, ou inflexible, ou élastique , 
et en meme temps extensible ou non.

28. C’est ici le lieu d’employer la méthode que nous avons exposée 
dans le § II de la section quatrième.

Nous supposerons toujours, pour plus de simplicité, que toutes 
les forces extérieures qui agissent sur chaque point du fil soient ré­
duites à trois, X, Y, Z, dirigées suivant les coordonnées rec­
tangles x, y, z de ce point. Ainsi en nommant c7m l’élément du 
fil, lequel est proportionnel à l’élément ds de la courbe, multiplié 

• par l’épaisseur du fil, on aura pour la somme des momens de toutes 
ces forces, relativement à la longueur totale du fil, cette formule 
intégrale (art. 12, section IV),

S^x + Y^y + Z^dm-,

et comme la quantité XdxYdyZdz n’est qu’une trans­
formée de Pdp^QdqRdr-^-çXc. (art. 1), si les forces P, 

Q,
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Q, R, etc. sont telles que cette quantité-soit intégrable., en nommant 
Il son intégrale, on aura, comme dans l’article a5 de la section IV^

X^x + Y^y + Z^z = cFn,

et la somme des momens sera exprimée par &Pndm.

§ I. ■

De l’équilibre d’un fil flexible et inextensible.

29. Considérons d’abord le cas d’un fil parfaitement flexible et 
inextensible; l’élément ds de la courbe de ce fil étant exprimée 
par \/dx* 4- dy* -4-dz*, il faudra, par la condition de l’inexten­
sibilité , que ds soit une quantité invariable, et qu’ainsi l’on ait, 
par rapport à chaque élément du fil, cette équation- de condition 
indéfinie chZs=o. Multipliant donc £ds par une quantité indétermi­
née A, et prenant l’intégrale totale, on aura S/^ds-, et si l’on n’a 
point d’autre équation de condition, on aura l’équation générale de 
l’équilibre, en égalant à zéro la somme des deux intégrales <SJTIcZm, 
et SK^ds.

Or ayant ds = x/dx* 4- dy* 4- dz*, on aura, en différentiant 
suivant cf,

n , dx^dx + dy^dy q- dzSdz 
à ds — ’ ;

donc

S^ds = S~ ^dx 4- S~ $dy 4- ^dz -,

changeant &d en dé', et intégrant par parties pour faire disparaître 
le d avant suivant les règles données dans l’article 15 de la sec­
tion quatrième, on aura ces transformées,

5 Pdx = JY— Jx — Sd.~x Jx, 
ds ds ds ds 7

sÿ =^1 y- y-ssA x Jy,
ds J ds J ds ds ‘

S~ fdz^^Jz'--^ fz—Sd.^- X ^Z. 
ds ds ds ds

Méc. anal. Tome I. 18
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Ainsi l’équation générale de l’équilibre deviendra

N ((Xjm- d^fx 4- (Ydm -d.^ ^y+(zd^d.^^

* ds ds ds' ds ds ds'

= Oi

5o. On égalera d’abord à zéro (art. 16, sect. citée), les coeffî- 
ciens de cfx, Jy, dz sous le signe S, et l’on aura ces trois équa­
tions particulières et indéfinies,

Xdm — d. — =o, ds 7

Ydm — d. = o,. ds '
ni i ^d.ZZ dm — d.-y^ = o,

d’où éliminant l’indéterminée X, il restera deux équations qui ser­
viront à déterminer la courbe du fil.

Cette élimination est très-facile, car on n’a qu’à intégrer les 
équations précédentes, ce qui donnera celles-ci :

^~^4-/XrZm, 

^=B+fYdm,

= C +/Zdm,

A-, B, C étant les constantes arbitraires; ensuite on aura, en 
chassant A, 

dy ___B + fYdm 
dx ’_A 4- JXdm 7
dz __ C -J- /Zdm 
dx___ A -f- fXdm. 5

équations qui s’accordent avec les formules connues de la chaînette. 
Si on veut parvenir directement à des équations purement diffé-
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rentielles et sans signe f, on mettra les équations trouvées sous 
cette forme,

Xdm — Xd.~ —• CZA = o.as ds *

ram — — d\ Q = o,
ds ds 7

Zdm. — *.d.~ — dXd-~t=zo, 
ds ds 7

d’où éliminant dx, on aura d’abord ces deux-ci:

Xdy—Ydx , /dy 7 dx dx 7 dy\ t/m — X ( / d. J -r- d . 4 ), ds------------------- \ds ds---- ds ds / ’
Xdz—Zdx /dz , dx dx , dz\~----- dm^Â\iïd-dT~dïd^

Ensuite si on multiplie les mêmes équations respectivement par
Z > Z > 0“ ™ra, à cause de £ + ^d. % + * d. % 

as as as ds ds ds ds 1 ds ds
--- 1 J + ty2 + dz\ p, 
— zd'\--------d^-------- ') ~ °’ 1 équation

\dx —J- Y dy —f— Zdz y -------<7111 = dX ;

et il n’y aura plus qu’à substituer [successivement dans cette der­
nière équation les .valeurs de à tirées des deux précédentes.

51. Comme la quantité >4ds peut représenter le moment d’une 
force A tendante à diminuer la longueur de l’élément ds ( sect. IV, 
art. 6), le terme S\^ds de l’équation générale de l’équilibre du fil 
(art. 29), représentera la somme des momens de toutes ces forces 
A qu’on peut supposer agir sur tous les élémens du fil; en effet, 
chaque élément résiste, par son inextensibilité, à l’action des 
forces extérieures, et on regarde communément cette résistance 
comme une force active qu’on nomme tension. Ainsi la quantité A 
exprimera la tension du fil.

Sa. A l’égard de la condition de l’inextensibilité du fil, représen-
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îée par l’invariabilité de chaque élément de la courbe ds, on ne ' 
peut pas l’introduire dans l’équation de la courbe, en remplace­
ment de l’indéterminée X, comme dans le cas où le fil forme un 
polygone, parce que, par la nature du calcul différentiel, la valeur 
absolue des élémens de la courbe, et en général de tous les élémens 
infiniment petits demeure indéterminée. Mais aussi, par la meme 
raison, il n’est pas nécessaire qu’il y ait autant d’équations que de 
variables , et il suffit d’une équation de moins pour déterminer une 
ligne, soit à simple ou à double courbure. Ainsi la solution que nous 
venons de trouver par notre méthode, es t complète à l’égard des équa­
tions différentielles, et ne demande plus que des intégrations qui dé­
pendent des expressions des forces X,. Y, Z.

33. Considérons maintenant les termes de l’équation générale de 
^article 29, qui sont hors du signe S-, et supposons premièrement 
que le fil soit entièrement libre. Dans ce cas les variations Sx, Sy, 
Sz et Sx", Sy", Sz" qui répondent aux deux points extrêmes du fil, 
seront toutes indéterminées et arbitraires; par conséquent il faudra 
que chaque terme affecté de ces variations soit nul de lui-meme. 
Donc il faudra que l’on ait X'=o etX*=o, c’est-à-dire que la 
valeur de X devra être nulle au commencement et à la fin du fit 
On remplira cette condition par le moyen des constantes. Ainsi, 
Comme les trois premières équations intégrales de l’article 3o donnent, 
pour le premier point du fil où les quantités affectées de/deviennent 
ïiulles,

. k'dy n -_  c

et pour le dernier point du fil où / se change en N,

^^B+SYdm, ïÿ^C+Zdm,

on aura dans le cas dont il s’agit, .7=0, B = o, C~o, et

SXAn^=o, = SZ7m=o,
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Ces trois équations répondent, comme l’on voitj à celles de l’ar­
ticle 12 de la section présente. s

54. Supposons en second lieu que le fil soit attaché par un de 
ses bouts, ou par tous les deux; et si c’est le premier bout qui 
est fixe, les variations Sx, S'y, Sx seront milles, et il suffira d’é­
galer à zéro les coefficiens de Sx, Sy", Sz", c’est-à-dire, de faire 
à" = o.

Par la même raison, lorsque le second bout sera fixe, il suffira 
de faire A' = o. Mais si les deux bouts étaient fixes à-la-fois, alors 
il n’y aurait aucune condition particulière à remplir, puisque les va­
riations Sx, Sz, Sx", Jy", Sx seraient toutes nulles.

55. Supposons en troisième lieu, que les extrémités du fil soient 
attachées à des lignes ou surfaces courbes, le long desquelles elles 
puissent glisser librement; et soient, par exemple, dz—adx-S-b'dy, 
dz dxdy les équations différentielles des surfaces auxquelles 
le premier et le dernier point du fil sont attachés. On aura pareil­
lement en changeant d en cf, Sz—^'Sx-S-b'Sy, ^'=ai'x'+b"Sy-' 
on substituera donc ces valeurs dans les termes dont il s’agit, et on - 
égalera ensuite à zéro les coefficiens de Sx, Sy, Sx’, Sy".

En général on traitera la partie qui est hors du signe dans l’équa­
tion générale de l’équilibre, comme si elle était seule, et qu’elle re­
présentât l’équation de l’équilibre de deux corps séparés et placés 
aux extrémités du fil.

56. Supposons, par exemple, que le fil soit attaché par scs deux 
bouts aux extrémités d’un levier mobile autour d’un point fixe. 
Soient a, b, c les trois coordonnées rectangles qui déterminent 
dans l’espace la position de ce point fixe, c’est-à-dire, du point d’ap­
pui du levier, et soient de plus /la distance entre ce point d’appui 
et l’extrémité du levier à laquelle est attache le premier bout du 
fil, g la distance entre le même point d’appui et l’autre extrémité du
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levier à laquelle est attaché le second bout du fd, h la distance entre 
les deux extrémités du levier, et par conséquent aussi entre les 
deux bouts du fil ; il est clair que ces six. quantités a, b, c, f, 
g, h sont données par la nature du problème, et il est visible en 
même temps que x', y, z étant les coordonnées pour le commen­
cement de la courbe du fil, et x", y", Z les coordonnées pour 
la fin de la meme courbe, on aura

f = — x'y h- (6 —y y 4- (c — z'y,

g = —x"y -f~ —yy + (c—^y i
h = y^—xy 4- (y—yy + y—zy.

Or ces quantités/, g, h étant invariables, on aura, en différentiant 
par d ces trois équations de condition déterminées,

— x^x 4- (6—y^dy 4- (c — z'^dz' — o, 
(a — x^dx" 4- (b—y)dy 4" (c — zÿz" = o, 
(.4— x'/JV—À7 4- {y—y^^y—^y} 4-y— z'ydz"—-dz) = o, 

lesquelles étant multipliées chacune par un coefficient indéterminé, 
devront être aussi ajoutées à l’équation générale de l’équilibre. 
Ainsi prenant a , /3, y pour les trois coefficiens dont il s’agit, et éga­
lant à zéro les coefficiens des six variations dx', dy, dz, dx", dy", dz", 
on aura autant d’équations particulières déterminées, qui seront

a (a — x) — y ( x') — = o,

a 0 —/) — ? (y—y'} — -ÿ- = ° >

a (c — z} — y (z'— z'} — = o,
X "A Y'"

/3(c-/)4-z(/-Z)4-^-==o,

et qui, par l’élimination de a, /3, y, sc réduiront à trois.
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Ces trois équations étant ensuite combinées avec les trois équa­

tions de condition ci-dessus, serviront à déterminer la position des 
deux extrémités du fil.

On voit par là comment il faudra s’y prendre dans d’autres cas 
semblables.

§7 . Enfin, si outre les forces qui animent chaque point du fil, 
il y en avait de particulières appliquées aux deux extrémités du 
fil, et représentées par X, Y', Z' pour le premier bout du fil, 
et par X", Y", Z" pour le dernier bout, ces forces donneraient 
les momens

X'Sx' -b Y'J'y 4- Z'Sz 4- X^Y 4- Y"Syg 4- Z"Sz\

et il faudrait ajouter encore 'cette quantité au premier membre de 
l’équation générale de l’équilibre, c’est-à-dire, à la partie qui est 
hors du signe, laquelle deviendrait alors

et sur laquelle on opérerait dans les différons cas, comme on vient 
de le voir dans les articles précédons.

38. Supposons maintenant que le fil animé dans tous ses points 
par les mêmes forces X, Y, Z, et tiré de plus dans ses deux ex­
trémités par les forces X', Y', Z', X", Y*, Z", doive être couché 
sur une surface courbe donnée, dont l’équation soit dz —pdx4- qdyy 
et que l’on demande la figure et la position de ce fil sur la même 
surface pour qu’il soit en équilibre.

Ce problème qui serait peut-être assez difficile à traiter par les 
principes ordinaires de la Mécanique, se résout très-facilement par 
notre méthode et par nos formules; en effet, par l’équation de la 
surface donnée, on a, en changeant d en S, Sz^pSx-S-qSy^ ainsi 
il n’y aura qu’à substituer cette valeur de Sz dans les termes sous
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le signe de l’équation générale de l’équilibre du fil (art. 29), et en­
suite égaler séparément à zéro les quantités affectées de Sx et de 
jy. On aura par ce moyen ces deux équations indéfinies,

Xdm — d.^+p (zdm —

Ydm. — d^- + q (zdm — d--^ = 0, 

lesquelles serviront à déterminer la courbe du fil, étant combinées 
avec l’équation dz = pdx A- qdy de la surface , et étant débar­
rassées, par l’élimination, de l’indéterminée A.

39. De plus, comme on suppose le fil appliqué dans toute sa 
longueur à la même surface, on aura aussi pour scs deux points 
extrêmes, Sz-=-p'Sx -\-qSy et Sz-=p’Sx" -\-q Sy”. On fera donc 
encore ces substitutions dans les termes hors du signe de l’équa­
tion générale, ou plutôt dans la formule donnée dans l’article 3y , 
dans laquelle on a eu égard aux forces X, Y', etc.; on égalera en­
suite séparément à zéro les quantités affectées de chacune des 
quatre variations restantes Sx, Sy, Sx, Sy ; l’on aura ces quatre 
.nouvelles équations déterminées.,

auxquelles il faudra satisfaire par le moyen des constantes.

4o. Mais au lieu de substituer, ainsi que nous venons de le faire, 
la valeur de Sz en JA et Sy tirée de l’équation Sz—pSx—qSy—o, 
on pourrait regarder cette même équation comme une nouvelle 
équation de condition indéterminée; il faudrait alors multiplier cette 

équation
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équation par un autre coefficient indéterminé , en prendre l’in­
tégrale totale, et l’ajouter à l’équation générale de l’équilibre (art. 29). 
De cette manière la partie sous le signe deviendrait

A — d. — pp 4- — d> — pq')

+ÇzAa-d.^+f.yQ,

et l’on aurait immédiatement ces,trois équations indéfinies ,

XcZm — d.^ — pp = o, 

Xdm — d.^ — pq = o, 

Zdm — d/-~ + p =0, 

lesquelles par l’élimination de p redonneront les memes équations 
déjà trouvées (art. 58). Mais ces dernières ont de plus l’avantage 
de faire connaître en même temps la pression que chaque élément 
du fil exerce sur la surface, d’après la théorie donnée dans l’article 5 
de la section quatrième.

En effet, il est facile de déduire de cette théorie que les termes 
pÇJ'z —pJx— ÿJy) provenons de l’équation de condition Jk—p^x 
— = o, peuvent représenter l’effet d’une force égale à
P \/(i + p* 4- q*), et appliquée à chaque élément ds du fil dans 
une direction perpendiculaire à la surface qui a pour équation 
dz —p£x — qfy = o, ou bien dz — pdx — qdy — o, c’est-à-dire 
à la surface même sur laquelle le fil est supposé couché. Cette 
surface, par sa résistance, produit la force p \/ i-yp^q1, laquelle 
sera par conséquent égale et directement contraire à la pression 
exercée par le fil sur la même surface (art. 7, sect. IV). De sorte

t «il • i m M fl “f"
que la pression de chaque point du ni sera = ---------g---------? ou 
bien en substituant les valeurs de p, pp, pq tirées des équations 
ci-dessus,

Méc. anal. Tome T.
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y/(Xc?m — d.-^ 4- ( Ydm — d. + (Zdm — d. ds ) 

ifs

On appliquera ensuite les mêmes raisonnemens à la partie de 
l’équation générale qui est hors du signe S, et l’on en tirera des 
conclusions analogues.

41. Si le fil couché sur la surface donnée n’était tendu que par 
des forces appliquées à ses extrémités, on aurait X=o, K=o, 
Z—o, et par conséquent dK — o (art. 3o) ; doncX= à une cons­
tante; ainsi la tension du fil serait partout la même (art. 5i), ce qui 
s’accorde avec ce qu’on sait d’ailleurs. Dans ce cas, la formule 
générale de l’équilibre du fil se réduirait à

^SS'ds + Sy^/z —p^x — q^y) = o,

dont le premier terme est la même chose que X<YSds ou XJs. 
Ainsi cette équation exprime que la longueur de la courbe formée 
par le fil sur la surface représentée par l’équation dz—pdx—qdyz=o 
doit être un maximum ou un minimum ; et la pression exercée 
par le fil sur chaque point de cette surface, sera alors

Or on sait que ^^y exprime l’angle
dsde contingence de la courbe, lequel est égal à — , en nommant p 

le rayon osculateur. Ainsi la pression sera =p et par consé­
quent en raison inverse du rayon osculateur.
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s'il.

De l’équilibre d’un fil, ou d’une surface flexible et en même temps 

extensible et contractible.

4a. Jusqu’ici nous avons supposé que le fil était inextensible; 
regardons-le maintenant comme un ressort capable d’extension et 
de contraction; et soit P la force avec laquelle chaque élément ds 
de la courbe du fil tend à se contracter, on aura, comme dans l’ar­
ticle 18 (en mettant ds à la place de f, et en changeant d en J), 
FSds pour le moment de cette force, et SF^ds pour la somme 
des momens de toutes les forces de contraction qui agissent sur 
toute la longueur du fil. On ajoutera donc cette intégrale SF^ds 
à l’intégrale S(^’+ YJf + ZJz)dm qui exprime la somme des 
momens de toutes les forces extérieures qui agissent sur le fil (art. 28), 
et égalant le tout à zéro, on aura l’équation générale de l’équilibre 
du fil à ressort.

Or il est visible que cette équation sera de la même forme que 
celle de l’article 29 pour le cas d’un fil inextensible, et qu’en y 
changeant F en À, les deux équations deviendront identiques. 
On aura donc, dans le cas présent, les mêmes équations particu­
lières pour l’équilibre du fil qu’on a trouvées dans l’article 3o, 
en mettant seulement dans celles-ci F à la place de X ; et si on 
élimine la quantité F, comme on a éliminé la quantité A, on aura 
pour la courbe formée par un fil extensible, deux équations qui 
seront identiquement les mêmes que celles qui ont lieu pour un fil 
inextensible.

43. A l’égard de la quantité F qui représente l’élasticité ou la 
force de contraction de chaque élément ds, il est naturel de l’ex­
primer par une fonction de l’extension que cet élément subit par 
l’action des forces X, Y, Z. Ainsi, en supposant que der soit la 
longueur primitive de ds, on pourra regarder J1 comme mie fonction
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donnée de ; mais comme par la nature du calcul différentiel la 

valeur absolue des élémens ds demeure indéterminée, la valeur de F 
sera aussi indéterminée, et ne pourra être connue que par le 
moyen d’une des trois équations de l’équilibre du fil. Ainsi quoique 
dans le cas présent notre analyse paraisse donner une équation de 
trop, elle ne donne néanmoins que les équations nécessaires pour 
déterminer la courbe du fil et la résistance de chacun de ses démens.

Puisque la quantité À de la solution de l’article 3o répond exac­
tement à la quantité F qui exprime la force réelle avec laquelle 
chaque élément du fil est tendu par l’action des forces antérieures, 
il s’ensuit qu’on peut aussi regarder cette quantité X comme repré­
sentant la tension du fil inextensible. C’est ce que nous avons déjà 
trouvé à priori dans l’article 31.

44. Appliquons les mêmes principes à la détermination de l’équi­
libre d’une surface dont tous les élémens dm soient extensibles et 
contractibles. L’élément d’une surface dont les coordonnées sont v , 
y, z, et où l’on regarde z comme fonction de x,y, est exprimé 
par la formule ________

dxdy \/'i 4- H- @ •

Ainsi' en appelant F la force d’élasticité avec laquelle cet élément 
tend à se contracter, la somme des momens de toutes ces forces 
sera exprimée par l’intégrale double,

SSF^. dxdy\/x 4- (Q + ,

qui, étant ajoutée à l’intégrale double
SSÇX^x 4- rJy + Z^dm,

où dm est Téiément de la surface, donnera la somme des momens 
de toutes les forces, laquelle doit être nulle dans l’équilibre.

En faisant, comme dans ^article 5i de la section IV,

= d^^^ Ct 4“ * a HS
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en aura dm = Udxdy, et

dU__ d_ dU _ z,.
dz' Ü’ dz~~U’

donc (art. 55, 54, sect. IV),

u = S + Ty & + Tl TE + Tfy) ’ 

J.U&dy = (JW üfë + ^)) Mfy.

Substituant ces valeurs dans l’intégrale double 8SFJ .Udxdy, et 
faisant disparaître par des intégrations par parties les différences 
partielles des variations marquées par <f, on aura

5 (rdy + Fdx + s(uJx + Ju^ Fdy

* -

, Fz' , Fz.d.— d.-j-
où U— -,----- 1----—, et Ju = Jz — z'Jx — z,Jy (art. cités).(ij^ ety

Les intégrales simples relatives à x et h y se rapportent aux 
limites et disparaissent d’elles-mêmes , dans le cas où l’on suppose 
que les bords de la surface sont fixes, parce qu’alors les variations 
JA, Jy, Jz sont nulles dans tous les points du contour de la 
surface.

Les termes sous le double signe 55 étant ajoutes à ceux de l’inté­
grale double 55 (XJA + Yjy + Zjz) Udxdy, on égalera séparé­
ment à zéro les coefficiens des variations Jx, Jy, Jz, et l’on aura 
les trois équations

VTr , FdU d. UF , r, , ^ + -ÎT-—+ =

ru + + rz, = o,dy dy 1
zu- r—o.

Les deux premières donneront la valeur de la force F qu’il faudra 
substituer dans l’expression de Y de la troisième, de sorte qu’on
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n’aura, en dernière analyse, qu’une seule équation à différences pats 
tielles pour déterminer la surface d’équilibre.

En effet, quoique la force F doive être supposée une fonction 
connue de l’élément An de la surface dans son état de contraction 
ou d’extension, elle n’en demeure pas moins indéterminée, parce 
que la grandeur absolue des élémens de la surface ne peut entrer 
dans le calcul ; de sorte que la valeur de F ne peut être détermi­
née que par les conditions mêmes de l’équilibre 5 c’est ici un cas 
semblable à celui de l’article 43.

45. Pour éliminer la quantité F, on substituera dans les deux 
premières équations la valeur de F tirée de la dernière, elles 
deviendront

A. v f 
dx

u(x+Zy) + ^
\ dy/ dy

d.UF
--------j— = Q. 

dy

Soit, comme dans l’article 28,
Xdx H- Ydy + Zdz = dH ;

on aura, puisque z est censée fonction de x ,y,

^—X-^Z-, y=Y+Z  ̂
dx ' dx> dy dy '

et les deux équations deviendront, en divisant par U, 

dn AF du _ AF
dx dx’ dy dy ’

lesquelles donnent simplement celle-ci, JH = dF, d’où n =F~Y a ; 
résultat conforme à celui de l’art. 36, sect. IV. Ensuite la troisième 
équation donnera, en regardant n comme fonction de x,y , z,

Fd , Fz,
i d.-y^ d-~^T^dU U U

Z7 —j — —z— j ■ —— O,dz dx dy

ce sera l’équation de la sur lace.
Si la surface différait très-peu d’un plan, cnsorle que l’ordon-. 
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née z fût très-petite ; alors en négligeant les quantités très-petites 
du second ordre, on aurait U^= i ; donc jF= n -f-a, a étant une 
constante, et l’équation de la surface serait

dn d.^a}^ d.^+a^ *

dz dx dy

En supposant qu’il n’y ait d’autres forces que la gravité g qui agisse 
suivant l’ordonnée z pour l’augmenter, on aura H=—gz-, par con­
séquent, en négligeant toujours les secondes dimensions de z,

/ daz . d^z \ a ^dx^dÿ) —8^

équation intégrable en général, mais avec des fonctions imaginaires 
qui rendent cette solution peu susceptible d’application.

ni.
De Véquilibre d’un fil ou lame élastique.

46. Reprenons le cas d’un fil inextensible, mais au lieu de le 
supposer en même temps parfaitement flexible, comme on l’a fait 
jusqu'ici, supposons-le élastique, ensorte qu’il y ait dans chaque 
point une force que j’appellerai E, qui s’oppose à l’inflexion du fil, 
et qui tende par conséquent à diminuer l’angle de contingence. 
Nommant cet angle e, on aura, comme dans farticle 26.(en chan­
geant seulement d en «T), EJe pour le moment de chaque force E', 
donc SE£e sera la somme des momens de toutes les forces d?élas- 
ticité qui agissent dans toute la longueur du fil, laquelle devra donc 
être ajoutée au premier membre de l’équation générale de l’équi­
libre dans le cas d’un fil inextensible et parfaitement flexible (art. 29).

Toute la difficulté consiste à ramener l’intégrale SE^e à la 
forme convenable ; pour cela il faut commencer par chercher
la valeur de e

cose —-

• or nous avons trouvé plus haut ( art. 26 ) 

; d’où l’on tire

W------------ >
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Pour appliquer celte formule au cas présent, il suffit de remar­
quer que les coordonnées x, y, z', x", y", z', x", y", z", par les­
quelles nous avons exprimé les quantités f, g, h (art. 12 et 20), 
deviennent ici x,y, z; x-±-dx, y-j-dy, z-t-dz-, x •+■ 2dxd*x, 
y -}- 2dy H- d^y, z 4- 2dz 4- d^z ; ensorte qu’on aura y^dx^y-dy* 
4-= ds3, g2 = {dx-\-d*x}* 4~ {dy 4- d^yY 4- {dz-^-d^z^ = dx* 
4- dy* 4~ dz* 4~ 2{dxd*x 4“ dyd*y 4~ dzd*z) 4“ 4" c/y* 4“ d*z*
= ds*-}-2dsd*s-\-d*x*y-d*y*-\-d*z*^ h*—{ydx-\-d*x)2-\-{2dy-\-d*y')* 
y {2dz-\-d*zd}* — ^ds*~\-^dsd*s d*x* -drd*y*-ir d*z*\ donc f*-\-g' 
— h*=—2ds*—2dsd*s\ et ^f*g*— —h*')*x=:^ds^-}-?>ds3d*s
4- 4tZ51(cZ1x’4-('Z(y14"cZaza) — yds*-\-dsd*s'}* = ^ds*(d*x*-\-d*y*-\~d*z* 
— d2^}. Donc enfin on aura, en négligeant les infiniment petits 
du troisième ordre,

. . d2^ 4 d2y2 -f-d2z2 — d2s*sin e’ =------T----------------
Comme cette valeur de sine’ est infiniment petite du second ordre., 
il s’ensuit que sine, et par conséquent aussi l’angle e sera infini­
ment petit du premier ordre; de sorte qu’on aura

_ y d2x2 4- dy 4- d*z2 — d2s2 e _ ______•

c’est l’expression de l’angle de contingence dans une courbe quel­
conque à double courbure et qui revient à celle de l’art. 41.

47. On differentiera maintenant suivant J', pour avoir la valeur 
de Je, et comme par la condition de l’inextensibilité du fil on a 
déjà Jds — o (art. 2g), et par conséquent aussi d£ds = ^d*s — o, 
•on pourra traiter dans la différentiation dont il s’agit, ds et d‘s 
-comme constantes, ainsi l’on aura

jx __ d*x£d*x 4 d2yïd'y 4 d^zM'z 
. ds dr x3 4 ^y*-j- d' z2 — d2 s2 ’

substituant dans SE^e, et faisant, pour abréger,

on
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on aura

SE^e = Sld'xïd'x H- SIdyJdy 4- Sld^d'z.

Ces expressions étant traitées suivant les règles données dans 
l’article 15 de la section quatrième, en y changeant d’abord éd 
en d£, et intégrant ensuite par parties pour faire disparaître le d 
avant on aura les transformées suivantes :

' SId*x$d*x — I" d^x” d&.x" — d. {I"d*x") / x" — l’d'x'dd'x'

4- d.^Ed^x'^x' 4~ Sd*. (Id^^x, 
sidyJdy— rayd^y—d. ^"dy"^—l'dy'd^y

4- d. çi'dy'yy + sd1. (idyyy,
Sld^d'z = rd^’dSz" — d.^d^z^z" — Td*z'd^z‘ 

y-d. (l'd'z') JY -f- Sd*. yd*z') d'z.

On ajoutera donc ces différens termes à ceux qui forment le pre­
mier membre de l’équation générale de l’équilibre de l’article 29, et 
l’on aura l’équation de l’équilibre d’un fil inextensible et élastique.

4 8. Égalant d’abord à zéro les coefficicns des variations Jv, Jy, 
dz qui se trouvent sous le signe , on aura ces trois équations 
indéfinies

' Xdm — d. 4“ dyid'x} = o,

Ydm — d. + d*yidy) = o ,

Z dm — d.~ 4- dyidy — o,

d’où il faudra éliminer l’indéterminée à, ce qui les réduira à deux, 
qui suffiront pour déterminer la courbe du fil.

Une première intégration donne

— d.^x) = y- JXdm,

_ d.{Idy} = B 4- f Ydm,

— d\id^ = c y-fzdm,

Mèc. anal. Tome B 2®
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A-, B, C étant des constantes arbitraires, et l’élimination de A 
donnera ’
dxd.^Idy) — dyd.(Id*x) = {A y~fXdm)dy — ^By-fYdm}dx, 
dxd.^Id’z) — dzd.(Id*x) = (A. y~fXdm)dz — {C y~fZ dmjdx, 
dyd\Idaz) — dzd.^Idy) = (B y-fYdm}dz — (C y-f Zdm)dy, 

dont la dernière est déjà contenue dans les deux autres.
Ces équations sont de nouveau intégrables, et l’on aura

iÇdxdy — dyd2x) = Fy~j\A + fXdw^dy —J\B 4~ fYdm)dx, 
iÇdxd^z — dzd*x) = G +f(A y-fXdm)dz —J\C +fZdm)dx, 
I(dyd*z — dzd'y) ~Iiy-f[B +/Ydv^dz —JlC+fZdmyiy,

F, G, H étant de nouvelles constantes.
Or nous avons supposé plus haut ( article 47 ),

E1= - le carré du dénominateur de cette

quantité est ds*(dax* y-dy* -P d^ — ds*d*s* = (dx* + dyay- dz*) 
{daxay- dy* H- d*za) — (dxda 4~ dydy 4~ dzdaz)a = {dxd*y—dyd*x)9 
4- yixd*z— dzdax'Yy~(dydaz — dzdy}a. Donc si on ajoute ensemble 
les carrés des trois équations précédentes, on aura celle-ci, sans 
différentielles,

E* = (F 4- J\A + fXdm)dy — J[B 4“ fYdm)dx)a, 
+ (G +/(A + fXdm)dz —J[C + fZdm)dx)a, 

4- {H 4- J{B y- fYdm)dz —/(C 4- fZdïn)dy)y

et si on divise ensemble deux des mêmes équations, on aura celle-ci 
où l’élasticité n’entre pas,

dxd-z — dzd^x__ G +fÇA y fXdm^dz—XC+fZdmyx 
dxdy—dyd^x + -f-fXdn^dy + fldm^'

Ces deux équations sont ce qu’il y a de plus simple pour déter­
miner la courbe élastique, en ayant égard à la double courbure.

4g. On suppose communément que la force élastique qui s’op-
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pose à l’inflexion est en raison inverse du rayon osculateur. Ainsi 

en nommant p ce rayon, on aura E , K étant un coefficient 
constant.

Mais on sait que p = ^ ; donc E = , ainsi la quantité I,

E Eque nous avons supposée = (art. 47), deviendra et par 

conséquent constante, en supposant, ce qui est permis, ds cons­
tante. Ainsi les trois premières équations (art. 48) seront

, Kd^x 
^~~d^~Xdm — d.

kdx 
ds O,

Yam-a.^+^ = o,

~ d' Kd'z 
ds3 = O.

Si on ajoute ensemble ces trois équations après avoir multiplié 

la première par , la seconde par , et la troisième par > on 

aura , à cause de
dx 
ds

, dx . dy , dy . dz , dz 1 , /dx* -I- dy* + dz*' o

l’équation
, rr^dm , dxd^x+dyd^ + dz^z__ 

(Xdx + Ydy + Zdz) + A ------------- —a

Soit T l’épaisseur du fil, on aura dm = rds, et l’équation pre- 
cédente étant intégrée, en supposant ds constant, donnera

À =/r (Xdx + Ydy H- Zdz) 
, (dxd^dyd^dzd^z 
"1“ & \ ds^ ^ds{ )'

Cette valeur de X exprime la tension de la lame élastique ; c’est- 
à-dire la résistance avec laquelle elle s’oppose à la force qui tend 
à l’alonger, comme dans l’article 31.

5o. Le cas le plus simple et le plus ordinaire est celui dans 
lequel les forces X, Y, Z, qu’on suppose agir sur tous les points



156 MÉCANIQUE ANALYTIQUE.
de la lame élastique, sont nulles, et que la courbure de la lame 
vient uniquement des forces appliquées à ses deux extrémités. Dans 
ce cas, les équations intégrales de l’article 48 donnent, en met­

tant pour I sa valeur ,

■Ki-^^^=F+Ay-Bx, 

dxd^z — dzd'x _ , „A-------= G + Bz — Cx,

mais l’intégration ultérieure de celles-ci est peut-être impossible 
en général.

Lorsque la courbure de la lame est toute dans un même plan, 
en prenant pour ce plan celui des x et y, et faisant <7y=<Asin<p, 
dx = ds cos <p, la première équation, qui est alors la seule néces-r 
saire, devient

dû /•= 2? + smqds — Bfws qds r

laquelle, étant différentiée, donne

d*Q j • -,==^sm<p — B cos q *

multipliant par d^ et intégrant derechef,

= ^cos <p + B sm<p 4- D, 
d’où l’on tire 

ds = d* •
2.D 4- 2^ cos <p + zB sin ® ’

et de la
dx = —

zD -J- sa/ cos o.B sin ?

et comme on a par la première équation F-y .4y ~ Bxz=z~, on
Cliaura

Bx — F i ,----------------------------------------
—Â--------^V^-i-^cos(p + 2Bôin(D.
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Ainsi tout se réduit à intégrer les valeurs de ds et dx-, mais .ces 
intégrations dépendent de la rectification des sections coniques. 
Jusqu’a présent il ne paraît pas qu’on ait été plus loin dans la so­
lution générale du problème de la courbe élastique.

5i. Considérons maintenant les termes de l’équation générale qui 
sont hors du signe S-, ces termes sont

Ç-ÿL _ d.^rd^^x' + i^dS^

H" (nZT------ + r^yd^y

4 - (-jy- —■d^rd^'^z" y- I" d* z" dSz'.

— ------- d.^Bd^x'^Sx' — l'd^x'dSx'

— (yÿ---- d.^I'dy'^y — ïdy’dSy

— — d.^'d^^Sz' — l'^dSz'^

et il faudra les faire disparaître indépendamment des valeurs de 
«Tx", Sy”, etc.

Donc, i°, si le fil est entièrement libre, il faudra que les coeffi- 
ciens des douze quantités A*, Jy", Sz“, dSx\ déy, d^z", Sx', Sy, 
Sz, déx, dSy, dSz' soient chacun nul en particulier.

Or d’après les premières équations intégrales de l’article 48, on 
voit qu’en faisant commencer les intégrations au premier point du 
fil, les coefficiens de JW, Sy, Sz sont égaux à A, B, C, et ceux 
de Sx", Sy", Sz . deviennent A-\- SXdm, By~ SYdm, C+SZdm. 
Ainsi il faudra que l’on ait, dans le cas dont il s’agit ^/=o, B^o, 
C==o, et 5tX<7m = o, SYdm = o, SZdm=o.

Ensuite il faudra que l’on ait aussi rd^x'^o, J"dy’z=o, 
TM=o, et rd^x'^o, I'dy'=o, r^'=:o, pour faire dispa­
raître les termes affectés de dé x, dSy", etc. ; et il est clair que 
les secondes équations intégrales du meme article donneront
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F==o, G — o, II — o; et S^fXdm.dy—fYdm.dx) = 0, 
S^fXdax.dz — f'Zdm..dx} = o, S^fYdm.dz— fZdm.dy) — o.

20. Si la première extrémité du fil est fixe, alors ^'=0, jy=o, 
jy=o; par conséquent A, B. Une seront pas nuis; mais la con­
dition que les coefficiens de Jx”, Jy", ^z" soient nuis, donnera 
A——SXdm, B——SYdm, C——SZdm-, et si la position de 
la tangente à cette extrémité était donnée aussi, on aurait de plus 
dJx'—o, dày—o, d^z'—o^ par conséquent F, G, II ne seraient 
pas nuis, mais la nullité des coefficiens de dS'x"^ dS'y", d^z" donne- 
roit F—S[^B-YfYdm}dx— {A-\-fXdm}dy\ G—S{{CA-fZdvX)dx 
— ( A ^/Xd^dz}, H—S^C+fZdm}dy — {B +fYdvX)dz\ 

On raisonnera de la même manière par rapport à l’état de la seconde 
extrémité du fil.

3°. Enfin, si outre les forces qui agissent sur tous les points du fil, 
il y en avait de particulières X', Y', Z', X*, Y", Z’,-appliquées à 
l’une et à l’autre extrémité, il n’y aurait qu’à ajouter aux termes 
ci-dessus les suivans :

X'&c’ + Y'^y + Z'JV 4- X^Y + Y^y" 4- Z”JY, 

et s’il y avait de plus d’autres conditions relatives à l’etat de ces 
extrémités , on opérerait toujours de la même façon et d’après les 
mêipes principes,

62. Si on voulait que le fil fût doublement élastique, tant à l’égard 
de l’extensibilité qu’à l’égard de la flexibilité, alors on aurait dans 
l’équation générale de l’équilibre, à la place du terme SXdJs, celui-ci 
SFdJs, c’est-à-dire, simplement Fa la place de A, en nommant F 
la force d’élasticité qui résiste à l’extension du fil (art. 42). Mais il 
faudrait, de plus, dans ce cas, regarder ds comme variable dans 
l’expression de Je ; pai’ conséquent if faudrait ajouter à la valeur 
de d'à de l’article 47, ces deux termes,

eYls . d^sSd^s
ds éds*
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On aurait donc à ajouter à la valeur de SE^e du même article les 
termes —- S~ cids — s'-^ Jdls. Le dernier se réduit d’abord à nç zj/7ca

EW 
e'W*

dJ'n"-f 444 d/s' 4- Sd .^^ds', 
dds* ' edi

donc il faudra ajouter à la valeur de SE^e les termes

e ds * eds* 1 \ eds* ds J

Le dernier terme de cette expression étant analogue au terme 
SE fis, sera susceptible de réductions semblables; à l’égard des 
deux autres, il n’y aura qu’à y substituer pour df sa valeur 
didJx-4-dyd^-yfdf,, marquant toutes les lettres d’un trait

ou de deux.
De là il est facile de conclure qu’on aura pour la solution du cas 

présentées memes formules que dans le cas où le fil élastique est 
supposé inextensible, en y mettant seulement Ff~d.^~— 77 à la 

place de A, et ajoutant aux termes hors du signe 5 les deux 

termes 7777^ “7^^-
Comme dans l’équation de la courbe la quantité X doit ctre éli­

minée , il s’ensuit que l’équation de la lame élastique sera la même, 
soit qu’on la suppose extensible ou non. Mais la tension du fil qui 
est exprimée par A ou par F, lorsque le fil n’est pas élastique (art. 43}, 
sera augmentée, par l’élasticité E, de la quantité' dd~^——, à cause 

de e = — (art. 4g).
' J IV.

De l’équilibre d’un fil roide et de figure donnée.

53. Venons enfin au cas d’un fil inextensible et inflexible; on aura 
ici pour la somme des momens des forces la même formule inté­
grale que dans le cas de l’art. 28, c’est-à-dire, VJy-f-zIcTsjcZm ;
ensuite la condition de l’inextensibiüté du fil donnera, comme dans le
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même article, Jds = o ; et celle de l’inflexibilité donnera Je = o J 
puisque l’angle de contingence doit être invariable ; mais ces deux 
conditions ne suffisent pas encore dans le cas où la courbe est à 
double courbure, comme on va le voir.

Pour traiter la question de la manière la plus simple et la plus di­
recte, je remarque que tout consiste à faire ensorte que les différons 
points de la courbe du fil conservent toujours entre eux les mêmes 
distances : or en considérant plusieurs points successifs, dont lés 
coordonnées soient x,y, z, x-j-dx, y+dy, z-^-dz, x-j-2dx-}-d'x, 
y-\-2dy-\-d'y, z-\-2dz+d'z, etc.; il est clair que les carrés des dis­
tances entre le premier de ces points et les suivans seront exprimés 
par les quantités dx' 4- dy'4- , (2^ + d^' + (2^ + d'y)*
4- ( 2dz 4- d'z )*, ( 3dx 4~ ^d'x 4~ d3x )a 4" ( %dy 47 Sd'y 4" d3y )* 
4- ( 3cfe4-5^4"^)*, etc.

Supposons, pour abréger,

dx' 4- dy' -H dz' = a, 
<Z°xa4“ d'y' 4~ d'z'x^ 
d3x*4“ d3y'-j- d3z'= y, 
etc.;

les quantités précédentes étant développées, deviendront

a,
4* 4" ^da 4- Æ >
ga 4“ 9^a 4“ 9/3 4“ ^{d'a, — 2/3) 4- ^d^ 4- ? » 
etc.

Il faudra donc que les variations de ces quantités soient nulles 
dans toute l’étendue de la courbe, ce qui donnera ces équations 
indéfinies,

Ja. = o,
4 Jet 4~ sJda 4“ J@ —
gda 4" 9^* 4“ ^J/3 4- 5 Jd'a 4- ^>Jd^ 4" fy = O, 
etc, ;

mais 
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mais Sa étant = o, on a aussi r/Ja—JVZa—o; donc Sfl~o-, de 
là on aura déplus d'Sa = Sd^a = o, dSfi — Sdfi — o-, donccT>=o; 
et ainsi de suite. De sorte que les équations de condition pour l’inex­
tensibilité et l’inflexibilité du fil seront Sa—o, S'^—o, ^=0, etc,, 
c’est-à-dire, en différentiant et changeant Sd en dS,

dxdSx -p dydSy -f- dzdSz = o, 
d^xd^Sx -p dyd'Sy -p d*zd* Sz = o , 
d?xd3Sx-S- d3yd3Sy -p d?xd3Sz — o, 
etc.

Il est clair qu’il suffit de trois de ces équations pour déterminer 
les trois variations Sx, Sy, Sz-, d’où l’on peut d’abord conclure que 
dès qu’on aura satisfait aux trois premières, toutes les autres qu’on 
pourrait trouver à l’infini, auront lieu d’elles-mêmes; c’est aussi de 
quoi on peut se convaincre par le calcul, même comme on le verra 
plus bas (art. 60).

54. On aura donc par notre méthode cette équation générale de 
l’équilibre,

o = SÇXSx -p YSy -p ZSz^dm -p SZ(dxdSx -P dydSy -p dzdSz) 
y-S/x(d*xdiSx-S-dyd\fy+dizd2SzyySv(d3xd3Sx-S-d3yd3Sy-yd3zd3Sz'), 

laquelle, parles transformations enseignées, se réduira à la forme 
suivante :

o = <S(_Xc?m—d.^dx) -p d'.^d^x) — d3.(yd3x})Sx 
-p SÇYdna—ddXdy^ -p d1. (pd’y) — d3 . Çyd^y^Sy 
-p S(Zdm—d.^dz} + d^.^d^z} — d? .(ycPz^Sz 
+ ^"dx" — d.^d^} -p d\(y'd3x")}Sxn 
H- {lYd^x" — d.^æx^Sx" -p vnd3x"d^Sx',.
4- (Xdy" -d^dy"} -P d^d^Sy'
-p — dSAFyWlSy' -p v"dy"d'Sy\
-P Ç^dz" —d.^’d^z") -p d1 .(v'd3z"y)Sz',
-P (jx'd*z"-~ d.(y’d3z^dSz y y WW/

Mèc. anal. 'Tome I.
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— ( X'dx —d.yd'x'j + d2 .(y'd'x'^Sx' 
— Çpdd2x'-—dlv'dPx'y^dSx' — v'd3x'd2Sx' 
— ( Ady —d.^dy'} + d2.{v'd3y'y)Sy
•—• (jZd*y—d. (yd?y'y)d£y — v'cFyd'Sy 

— ( ~Kdz —’d.{ixd2z} H- d2\v<Pzy)Szf 
—■ (j^'d^z —d.(d'd3z))dSz — dd3zd2Sz.

55. Egalant d’abord à zéro les coefficicns de Sx, Sy, Sz sous 
le signe S, on aura ces trois équations indéfinies,

XtZm — d.^dx} +■ d2.(y.d2x') — d3. (yd?x} = o,
Kc/m — d.(Kdy) 4- d2.{/xdy} — SP.^dy} = o,
Z dm. — d.(ydz) 4" di.(jxd2z) — d3.(yd?z) = o,

lesquelles renfermant trois variables indéterminées X, p, v, ne
serviront qu’à déterminer ces trois quantités ; ensorte qu’il n’y aura 
aucune équation indéfinie entre les différentes forces X, K, Z qu’on 
suppose appliquées à tous les points de la verge; et les conditions 
de l’équilibre dépendront uniquement des termes qui sont hors du 
signe S. Mais comme ces termes contiennent les inconnues v, 
il faudra commencer par déterminer ces inconnues.

Pour cela il faut intégrer les équations précédentes, ce qui est 
facile, et l’on aura ces trois-ci :

JXdm — \dx 4" d.(jzd2x} —• d2.(ycPx) — A,
fYdm — Xdy 4“ d^pAy) —• d2. (vd?y) — B T
fZdm — ddz -F d^/zd^ — d2.(yd3z} = C,

A, B, C étant trois constantes arbitraires.
Ces équations donnent, par l’élimination de A, ces troisautres-ci?

dyfXdm — dx/Ydrn. y- dyd.(jzd2x') — dxd.(ydy)
— dyd2. (vcPx) 4" dxd2. (vd?y} — Ady — Bdx , 

dzfXdm — dxfZdm 4- dzd. ^x} — dxd. Ç^z}
-— dzd2. (vd3x) 4~ dxd2. {yd3z) = Adz —• Cdxr
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dzfYdm — dyfZdm-y dzd. (jxd'y) — dyd. Ç^z)

— dzd1. (yd3y 4~ dyd1. (vd3z) = Bdz — Cdyy 

lesquelles sont aussi intégrables, et dont les intégrales sont

yfXdm — xfYdm —J\Xy — Yx^dm
H~ fAdyd'x — dxd"y) — dyd. (vdPx) 4" dxd. (vdy) 

vÇdy d3x — d’xdy) — Ay — Bx 4- F, 
zfXdm — x/Zdm — J\Xz, — Zx) dm

H- ^dzd1x — dxd^z) —• dzd. {yd?x^ 4~ dxd. (vd?z)
4- v{d*zd?x— d1xdzz} = Az — Cx 4” G , 

zfYdm —■ yfZdm —J\Yz — Zy)dm
4~ p-dzdy — dyd^z) —dzd.(vd3y')-{-dyd.^d^z')
4“ v^zd^y —>dydïz') — Bz — Cy 4~ H■>

F, G, H étant de nouvelles constantes arbitraires.
Ces trois dernières équations serviront à déterminer les trois 

quantités fx,v et dv ; et les trois premières équations intégrales don­
neront les valeurs de A, d/x, d1». Ainsi on aura toutes les incon­
nues qui entrent dans les termes qui sont hors du signe S -, il 
suffira pour cela de marquer dans les six équations qu’on vient 
de trouver, toutes les lettres d’un trait, ou de deux, à l’excep­
tion des constantes arbitraires, de supposer nulles dans le pre­
mier cas les quantités affectées du signe lesquelles sont censées 
commencer au premier point du fil, et de changer dans le second cas, 
f en S dans les mêmes quantités, pour les rapporter au dernier 
point du fil.

56. Cela posé, voyons maintenant les conditions qui peuvent ré­
sulter de l’anéantissement des termes hors du signe S dans l’équa­
tion générale de l’équilibre (art. 54).

Et d’abord si on suppose la verge entièrement libre, les varia­
tions JA', Sy, àz, d^x, d^y, d^z', d^x', d^y, d^z, et JV, J)', 
Jz”, dJA, etc., seront toutes indéterminées; par conséquent il fau­
dra égaler à zéro chacun de leurs coefficiens; et il est visible qu’il
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faudra pour cela que les quantités A', , v', dp.', dv', d*/, ainsi que
A", /x", p", dp", dv*, d^v" soient nulles.

Donc les trois premières équations intégrales de l’article précé­
dent, étant rapportées au premier et au dernier point du fil, don­
neront ces six conditions,

o — A, o=7?, o=C, SXdm=A, SYdm~B, SZdm—C.

Et les trois dernières intégrales donneront de meme les six suivantes :■

o = A y — Bx F, 
o = Az —• Cx + G, 
o = Bz — Cy + II, 

y*SXdm — x"SYdm — S^Xy — Yx^dm = A y — Bx" + F, 
z'SXdm — x"SZdm — S{Xz — Zx)dm = Az — Cx" + G, 
z'SYdm —ySZdm — S(Yz — Zy}dm = Bz — Cy + II.

Donc^ = o, B—o, C—o, F—o, G=o, IIzzzo-, et par con­
séquent

SXdm = o, SYdm — o , SZdm = o , 
S(Xy— Yx)dm = o , S^Xz—Zx^dm = o, S(Yz—Zy}dm = o.

Ces six conditions sont donc les seules qui soient nécessaires pour 
l’équilibre d’une verge inflexible lorsqu’il n’y a pas de point fixe ; 
c’est ce qui s’accorde avec ce que nous avons remarqué plus haut 
(art. a5), et c’est aussi ce qu’on aurait pu déduire immédiatement 
de la théorie donnée dans la section troisième, ainsi que nous l’avons 
observé dans l’article cité.

57. Supposons maintenant qu’il y ait dans la verge un point fixe 
et que ce point soit la première extrémité de la verge; dans ce cas 
on aura JV = 0, Jj/ = o, JW—o; ensorte que les termes aflectés 
de ces variations disparaîtront d’eux-memes; il suffira donc d’égaler 
à zéro les coefficiens de d/x, dJy, dSY, d^Jx, d^^y', d^z, ainsi 
que les coefficiens de Jx", Jy\ J'Y, dJ'Y, dJ'y, etc.
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Or il est aisé de voir que pour cela il suffira que l’on ait ^' = o, 

/ = o, <Z/=o, et ensuite à"=o, pJ=zo, /=o, d^’—o, dd-o, 
d*/—o, comme dans le cas précédent; et l’on trouvera les mêmes 
conditions que dans l’article précédent, à l’exception de ce que zZ, 
7?, C ne seront pas nulles.

On aura donc A—SXdm, B—SFdm, C—SZdm, ensuite 
F—Bx'—Ay', G—Cx—Az, II—Cy—Bz'-, et les trois autres- 
équations se réduiront à celles-ci :

— S(Xy —■ Yx^dm = Bx —Ay, 
— S(Xz — Z x} dm = Cx — Az, 
— S^Fz — Zy^dm — Cy — Bz-, 

c’est-à-dire, à

S(Xy —' Fx)c?m + x'SYdm —y'SXdm = o, 
S(Xz •— Zx)dm + x'SZdm — z'SXdm = o, 
S( Fz — Zy)dm + y'SZdm — z'SFdm = o ;

ou, ce qui est la même chose, à

S(X(y — y) — Y(x — x'^dm = o, 
S(X( z—z} — Z^x — x^dm == o , 
S(F( z — /) — Z (y—y^dm = o.

Ce sont les seules conditions nécessaires pour l’équilibre, et il est 
clair qu’elles répondent à celles que l’on a trouvées dans l’article 2A

58. Si la verge était fixement attachée par sa première extrémité, 
ensorte que non-seulement le premier point de la courbe fut fixe, 
mais aussi la tangente à ce premier point, alors on aurait non-seu­
lement JV:=io, et/—o, J'z'—o, mais aussi J'dx'—dJx' = o, 
JA/ = dJy = o , Sdz — d^z = o ; par conséquent tous les termes 
affectés de ces quantités disparaîtraient d’eux-mêmes, et il ne res­
terait qu’à faire évanouir les termes affectés de d^x, d^y^ d^z, 

et de ^x’j J'y", J'z", dj'x") dJ'y", etc.
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On n’aura donc dans ce cas que ces conditions :

j/ = o, X*=o, ^'=0, V — o, dp^—o, dv’—o, dx/=o.

Donc les constantes A, B, C auront encore les valeurs

A = SXdm , B = SFùm, C = SZdm ;

ensuite les trois dernières intégrales cle l’art. 55 étant appliquées au 
dernier point de la verge, donneront

F=S(Yx—Xy)dm, G—S(Zx—Xz}dm, H—S(Zy—Yz}dm..

Et si on applique ces mêmes équations au premier point, on aura
p'\dyddx —dxddy} — dv\dyd?x—Ax' d?y} = Ay—Bx-\-F, 
p!{dzddx—dxddz}— dv\dzd3x—dxd3z} = Az—Cx'-f-G, 
pAdzddy—dy ddz} — dv\dz d?ÿ—dy d?z} = Bz—Cy-\-II, 

d’où éliminant p' et dv, résulte l’équation
A^y dz—z dy'} + B{z dx — x'dz} + C[x dy—ydx} 

+ Fdz — Gdy + Hdx = o.
Cette équation est nécessaire pour empêcher que la verge ne tourne 

autour de sa première tangente, qui est supposée fixe, et il est facile 
de voir que son premier membre devient nul lorsque la verge est 
une ligne droite.

5g. On pourrait regarder comme un défaut de notre méthode la 
longueur de cette solution, qui est en effet plus longue que celle 
de l’équilibre d’un fil flexible, tandis que par les méthodes ordi­
naires, ce dernier problème est beaucoup plus difficile que celui de 
l’équilibre d'une verge roide tirée par des puissances quelconques , 
parce qu’il faut déterminer par la composition des forces la courbe 
que le fil doit prendre pour être en équilibre, au lieu que dans le cas 
de la verge cette courbe est donnée, et que l’équilibre ne demande 
que la destruction des momens des forces. Mais lorsqu’on veut suivre 
pour tous ces problèmes une marche uniforme, et passer de l’un à 
l’autre graduellement, à mesure qu’on y ajoute de nouvelles con­
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ditions, il est évident que le cas d’un fil inflexible est moins simple 
que celui d’un fil flexible, parce que l’inflexibilité exprimée analy­
tiquement, consiste dans l’invariabilité des distances mutuelles des 
points du fil. Et si dans ce cas, la courbe étant donnée, elle ne doit 
plus être un résultat du calcul, comme dans le cas d’un fil flexible, 
c’est une circonstance que l’analyse doit indiquer, et qu’elle indique 
en effet par les trois indéterminées X, /a, y qui restent dans les 
trois équations indéfinies entre x, y, z de l’article 55, et qui font 
que ces équations peuvent s’adapter à une courbe quelconque don­
née. Ainsi on ne doit pas regarder ces équations comme une su­
perfluité inutile; outre qu’elles servent à déterminer les trois incon­
nues X,/z, v, d’où dépendent les conditions de l’équilibre, et qui 
expriment en même temps les forces qui s’opposent à ce que les 
valeurs des trois fonctions a, fi, y varient par l’effet des forces qui 
agissent sur le fil.

Il est vrai que les trois indéterminées A, /x, r doivent être rem­
placées par les trois équations de condition qui consistent en ce que 
les fonctions différentielles a, /3, y doivent être censées données. 
Mais comme par la nature du calcul différentiel, la valeur absolue 
des différentielles reste indéterminée, et qu’il n’y a que leur rapport 
qui puisse être donné, ces trois conditions ne peuvent équivaloir quà 
deux, qui renferment les rapports des trois quantités a, 0, y; et 
ces deux rapports suffisent pour déterminer la courbe.

En effet, par ce qu’on a démontré plus haut (art. 46), on voit que 
l’angle de contingence formé par deux côtés successifs de la courbe 

se trouve exprimé par , en conservant les valeurs de

a, /3, y de l’article 53; de sorte que le rayon oscillateur sera ex­

primé par ray°n étant donc supposé donné, la courbe

sera donnée si elle est a simple courbure, et pour les courbes a 
double courbure, il ne sera pas difficile de prouver que la seconde 
courbure provenant de l’angle de contingence formé par les
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plans qui passent successivement par deux élémens contigus de 
la courbe, dépendra du rapport des trois quantités a, (3, y. 
Ainsi les trois conditions dont il s’agit, rapportées à la courbe, se 
réduisent à ce qu’elle soit donnée, comme le problème le suppose.

On pourrait étendre l’analyse de ce problème au cas d’une sur­
face ou d’un solide dont tous les points seraient tirés par des forces 
quelconques; mais nous allons faire voir comment on peut la sim­
plifier en partant des memes équations de condition, et en détermi­
nant d’avance par ces équations la forme des variations des coor­
données.

CHAPITRE IV.

De l'équilibre d’un corps solide de grandeur sensible et de figure 
quelconque, dont tous les points sont tirés par des forces quelconques.

60. Puisque la condition de la solidité du corps consiste en ce 
que tous ses points conservent constamment entre eux la même 
position et les mêmes distances, on aura entre les variations A-, 
jy, Jz, les mêmes équations de condition qu’on a trouvées dans 
l’article 53 ; car il est visible qu’en imaginant dans l’intérieur du 
corps une courbe quelconque, il suffira que tous ses points gardent 
les mêmes distances entre eux, quelque mouvement que le corps 
reçoive; ainsi on pourra, par leur moyen, déterminer immédiate­
ment les valeurs de ces variations.

Pour cela je remarque que comme en passant aux différences 
secondes, il est toujours permis de prendre une des différences pre­
mières pour constante, on peut supposer dx constante, et par con­
séquent tZ*x=o, d3x—o, etc.; moyennant quoi la seconde et la 
troisième équation de l’article cité, deviendront

d’y à’^y + d’zd’S'z = o, et d^y d3 Jy -}- cPzdf^z = o.

La première de ces équations donne d’abord d’Sy——et 
.diffçrentiant

cette
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oette valeur étant substituée dans la seconde équation, elle se trou­

vera toute divisible par d3z— 
r “J

<Z3cTz — (^Sz — o. d’où i’on dy ’ ’

, et on aura après la division 

en intégrant, daSz = SLdy,

SL étant une constante. Ayant d^Sz on trouvera d'Sy=z—SLd*z\
donc intégrant de nouveau, et ajoutant les constantes —SMdx y 
S'Ndx, on aura dSz — SLdy •— A Mdx, dSy= — Ldz -\-SNdxy 
et ces valeurs étant ensuite substituées dans la première équation 
de condition, savoir dxdSx^-dydSy 4-dzdSz = 0, il viendra
dSx = — SNdy 4- SMdz.

Enfin on aura par une troisième intégration, et par l’addition des 
nouvelles constantes J7, Sm, Sn,

Sx = Si — ySN 4- 
Sy = Sm + xSN — zSL , 

Sz z=z Sn — xSM 4- y S

Et il est facile de se convaincre que ces expressions ne satisfont 
pas seulement aux trois premières équations de condition de l’art. 55, 
aussi à toutes les autres qu’on pourrait trouver à l’infini, et qui 
sont toutes renfermées dans cette équation générale

dnxdnSx 4- d"yd"Sy 4“ dnzdnSz = o.

Telles sont donc les valeurs de Sx, Sy, Sz pour un système 
quelconque de points unis ensemble, de manière qu’ils conservent 
toujours entre eux les mêmes distances; ainsi ces valeurs serviront 
non-seulement pour le cas d’une courbe quelconque mobile et inva­
riable dans sa figure, mais aussi pour le cas d’un corps solide de 
figure quelconque.

Euler a trouvé le premier ces formules simples et élégantes pour 
exprimer les variations des coordonnées de tous les points d’un 
corps solide mobile dans l’espace. Il y est parvenu par des consi­
dérations tirées du Calcul différentiel, mais differentes de celles qui 
nous y ont conduit, et, ce me semble, moins rigoureuses. Voyez

Méc. anal. Tome Z. 22
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dans le volume de l’Académie de Berlin, pour 1760, le Mémoire 
intitulé Découverte d’un nouveau principe de Mécanique.

61. Puis donc que les valeurs précédentes de J\v, Sy, Sz satis­
font déjà aux équations de condition du problème, il est clair qu’il 
suffira de les substituer dans la formule SÇXSx-j-YSy-YZSz^dm, 
et faire ensorte qu’elle devienne nulle, indépendamment des quan­
tités Si, Sm. Sn, SL, SM, SN, qui sont les seules indétermi­
nées qui restent.

Or comme ces quantités sont les mêmes pour tous les points 
du corps, il faudra dans la substitution les faire sortir hors du signe A; 
et l’on aura conséquemment cette équation générale de l’équilibre 
d’un corps solide de figure quelconque,

SlSXdm + SmSYdm H- SnSZdm
H- SNSÇYx — Xy)dm + SMS(Xz—Zx)dm 

SLSÇZy — Yz^dm. = o,

d’où l’on tirera les équations particulières de l’équilibre, en ayant 
égard aux différentes circonstances du problème.

6a. Et d’abord si le corps est supposé entièrement libre, les six 
variations Si, Sm, Sn, SL, SM, S N seront toutes indétermi­
nées, et il faudra égaler séparément à zéro les quantités par lesquelles 
elles se trouvent multipliées ; ce qui donnera ces six équations 
déjà connues,

SXdm — o , SYdm = o, SZ dm = o ,
SÇYx — Xy)dm = o , S(Xz—Zx)dm = o, S(Zy — Yz^dm = o..

En second lieu, s’il y a dans le corps un point fixe autour du­
quel il ait simplement la liberté de pouvoir pirouetter en tous sens, 
et qu’on nomme a, b, c les valeurs des coordonnées x,y, r pour 
ce point -, il faudra que l’on ait <^« = 0, ^6=0, <fc = o; donc

S 1—bSN~\~cS, Sm-j-aSN—cSL^zzo, Sn—aSM~YbSLz^o,
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d’où l’on tire

= b^N —

— a J'N, 

d'n — Ml— bJ^L.

On substituera ces valeurs dans l’équation générale de l’article 
précédent, et mettant sous le signe A les quantités a, b, c qui 
sont constantes par rapport aux différens points du corps, on aura 
cette transformée,

JWS(Y(x—a) — X(y—b))dm 

+ ^IS(X(z—c) — Z^x—a^dm. 

+ <?LS(Z(y—bj — Y^z—c)Xm = o, 

laquelle ne fournira donc plus que trois équations, savoir, 

S(Y( x—a) — X{y—b^dm. = o, 
S(X( z— c) —- Z ( x—«))rZm = o , 
S(Z(y—b) — Y(z—c))dm = o.

En troisième lieu, s’il y a dans le corps deux points fixes, et que 
f, g, h soient les valeurs de x, y, z pour le second de ces points, 
on aura de plus

M = g^N — AM, 
^772= ML — fJ'N, 

h = gtL, 

donc, comparant ces valeurs de $1, dm, d'n avec les précédentes, 
on aura

(g—b^N — Çh—c^dAI = o , 
(f—a)dN — {h—c)dL = o, 

(g-WL = o.

Les deux premières de ces équations donnent

dL = JN, h — c ' « *—b
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et comme ces valeurs satisfont aussi à la troisième équation, iï 
s’ensuit que la variation d'N demeure indéterminée.

Faisant donc ces substitutions dans la transformée trouvée 
ci-dessus, on aura

dN[(b~cW^x—a) — XÇy—b^dm
4- (g—6)S(X( £—c) — ZÇx—a^dm
+ (/— b) — K(x—c))dm] = o;

ainsi les conditions de l’équilibre seront renfermées dans cette 
seule équation ,

{h—c}S(Y{x—a} — X^y-b^dai 

4- {g—b^X^z—c) — Z{x—a^dm 
+ {f-c^Z^-b} - U(£-c))An] = o.

65. Ces différentes équations répondent à celles que nous avons 
données dans la troisième section, pour l’équilibre d’un système 
de points isolés de forme invariable; et nous aurions pu appliquer 
immédiatement les conditions de cet équilibre à celui d’un corps so­
lide de figure quelconque , dont tous les points sont tirés par des 
forces données. Mais nous avons cru qu’il n’était pas inutile, pour 
montrer la fécondité de nos méthodes, de traiter cette dernière ques­
tion en particulier et sans rien emprunter des problèmes déjà 
résolus.

Au reste, si les deux points du corps <que nous venons de sup­
poser fixes, étaient mobiles sur des lignes ou des surfaces données, 
ou même joints entre eux d’une manière quelconque, on aurait alors 
une ou plusieurs équations différentielles entre les variations des 
coordonnées «, b, c, f, g, h qui répondent à ces points; et substi­
tuant à la place de ces variations leurs valeurs en dl, dm, d'n, 
dL, dM, dN, d’après les formules générales de l’article 58, on 
aurait autant d’équations entre ces dernières variations, au moyen 
desquelles on déterminerait quelques-unes de ces variations par les 
autres; on substiturait ensuite ces valeurs dans l’équation générale,
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et on égalerait à zéro chacun des coefficiens des variations restantes, 
ce qui fournirait toutes les équations nécessaires pour l’équilibre.

La marche du calcul est, comme l’on voit, toujours la même; et 
c’est ce qu’on doit regarder comme un des principaux avantages de 
cette méthode.

64. Les expressions trouvées plus haut (art. 58), pour les varia­
tions ^x, jy, Sz font voir que ces variations ne sont que les 
résultats des mouvemens de translation et de rotation, que nous 
avons considérés en particulier dans la section troisième.

En effet, il est visible que les termes «TA, Sp, Sv qui sont com­
muns à tous les points du corps, représentent les petits espaces 
parcourus par le corps, suivant les directions des coordonnées x, 
y, z, en vertu d’un mouvement quelconque de translation; et on. 
voit par les formules de l’article 8 de la même section, que les 
termes zSM—ySN, xSN—zSL, ySL—xSM représentent les 
petits espaces parcourus par chaque point du corps, suivant les 
mêmes directions, en vertu de trois mouvemens de rotation 
SM, cfN autour des trois axes des x, y, z-, ces quantités SL, SM, 
S N répondant aux quantités dx, de l’article cité. Ainsi on 
aurait pu déduire immédiatement les expressions dont il s’agit de 
la seule considération de ces mouvemens, ce qui aurait été plus 
simple, mais non pas si direct. L’analyse précédente conduit na­
turellement à ces expressions, et prouve par là d’une manière en­
core plus directe et plus générale que celle de l’article 10 de la 
section troisième, que lorsque les différens points d’un système con­
servent leur position respective, le système ne peut avoir à chaque 
instant que des mouvemens de translation dans l’espace, et de ro­
tation autour de trois axes perpendiculaires entre eux.



174 MÉCANIQUE ANALYTIQUE.

SIXIÈME SECTION.

Sur les principes de VHydrostatique.

Quoique nous ignorions la constitution intérieure des fluides, 
nous ne pouvons douter que les particules qui les composent ne 
soient matérielles, et que par cette raison les lois générales de 
l’équilibre ne leur conviennent comme aux corps solides. En effet, 
la propriété principale des fluides et la seule qui les distingue des 
corps solides, consiste en ce que toutes leurs parties cèdent à la 
moindre force, et peuvent se mouvoir entre elles avec toute la fa­
cilité possible, quelle que soit d’ailleurs la liaison et l’action mutuelle 
de ces parties. Or celte propriété pouvant aisément être traduite 
en calcul, il s’ensuit que les lois de l’équilibre des fluides ne de­
mandent pas une théorie particulière, mais qu’elles ne doivent être 
qu’un cas particulier de la théorie générale de la Statique. C’est sous 
ce point de vue que nous allons les considérer; mais nous croyons 
devoir commencer par exposer les différens principes qui ont été 
employés jusqu’ici dans cette partie de la Statique, qu’on nomme 
communément Hydrostatique > pour compléter l’analyse des prin­
cipes de la statique que nous avons donnée dans la première section.

i. C’est encore à Archimède que nous devons les premiers prin­
cipes de l’équilibre des fluides. Son Traité de Insidentibus humido, 
ne nous est pas parvenu en grec ; il y en avait seulement une tra­
duction latine assez défectueuse, donnée par Tartalea, lorsque 
Commendin entreprit de le restituer et de l’éclaircir par des notes; 
il parut par les soins de ce savant commentateur en 1565, sous 
le titre de iis quœ vehuntur in aquâ,
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Cet Ouvrage, qu’on peut regarder comme un des plus précieux 
restes de l’antiquité, est divisé en deux livres. Dans le premier, 
Archimède pose ces deux principes, qu’il regarde comme des prin­
cipes d’expérience, et sur lesquels il fonde toute sa théorie. i°. Que 
la nature des fluides est telle, que les parties moins pressées sont 
chassées par celles qui le sont davantage, et que chaque partie est 
toujours pressée par tout le poids de la colonne qui lui répond 
verticalement. 2°. Que tout ce qui est poussé en haut par un fluide, 
est toujours poussé suivant la perpendiculaire qui passe par son 
centre de gravité.

Du premier principe , Archimède conclut d’abord que la surface 
d’un fluide dont toutes les parties sont supposées peser vers le 
centre de la terre, doit être sphérique pour que le fluide soit en 
équilibre. Ensuite il démontre qu’un corps aussi pesant qu’un égal 
volume du fluide doit s’y • enfoncer tout-à-fait, parce qu’en con­
sidérant deux pyramides égales du fluide supposé en équilibre au­
tour du centre de la terre, celle où le corps ne serait plongé qu’en 
partie, exercerait une plus grande pression que l’autre, sur le centre 
de la terre, ou en général sur une surface sphérique quelconque 
qu’on imaginerait autour de ce centre. Il prouve de la même ma­
nière , que les corps plus légers qu’un égal volume du fluide ne 
peuvent s’y enfoncer que jusqu’à ce que la partie submergée oc­
cupe la place d’un volume de fluide aussi pesant que le corps en- 
tier; d’où il déduit ces deux théorèmes Hydrostatiques, que les 
corps plus légers que des volumes égaux d’un fluide y étant plon­
gés , en sont repoussés de bas en haut avec une force égale à l’excès 
du poids du fluide déplacé sur celui du corps plongé, et que les 
corps plus pesans y perdent une partie de leur poids égale à celui 
du fluide déplacé.

Archimède se sert ensuite de son second principe pour établir 
les lois de l’équilibre des corps qui flottent sur un fluide ; il dé­
montre que toute section de sphère plus légère qu’un volume égal du 
fluide, y étant plongée, doit nécessairement se disposer de manière
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que la base en soit horizontale ; et sa démonstration consiste à 
faire voir que si la base était inclinée, le poids total du corps con­
sidéré comme concentré dans son centre de gravité, et la poussée 
verticale du fluide considérée aussi comme concentrée dans le 
centre de gravité de la partie submergée, tendraient toujours à faire 
tourner le corps jusqu’à ce que sa base fut redevenue horizontale.

Tels sont les objets du premier livre. Dans le second, Archimède 
donne, d’après les mêmes principes, les lois de l’équilibre de dif­
férées solides formés par la révolution des sections coniques, et 
plongés dans des fluides plus pesans que ces corps; il examine 
les cas où ces conoïdes peuvent y demeurer inclinés, ceux où ils 
doivent s’y tenir debout, et ceux où ils doivent culbuter ou se 
redresser. Ce livre est un des plus beaux monumens du génie 
d’Archimède, et renferme une théorie de la stabilité des corps flot- 
tans, à laquelle les modernes ont peu ajouté.

2. Quoique d’après ce qu’Archimède avait démontré, il ne fût 
pas difficile de déterminer la pression d’un fluide sur le fond ou 
sur les parois du vase dans lequel il est renfermé, Stevin est néant 
moins le premier qui ait entrepris cette recherche, et qui ait dé­
couvert le paradoxe Hydrostatique, qu’un fluide peut exercer une 
pression beaucoup plus grande que son propre poids. C’est dans 
le tome troisième des Hypomnemata Mathematica, traduits de 
fhollandais par Snellius, et publiés à Leyde en 1608, que se trouve 
la théorie Hydrostatique de Stevin. Après avoir prouvé qu’un corps 
solide de figure quelconque, et de même gravité que l’eau, peut y 
rester dans une situation quelconque, par la raison qu’il occupe 
la même place, et pèse autant que si c’était de l’eau, Stevin ima­
gine un vase rectangulaire rempli d’eau, et il fait voir aisément 
que son fond doit supporter tout le poids de l’eau qui remplit le 
vase. Il suppose ensuite qu’on plonge dans ce vase un solide de 
figure quelconque, et de même gravité que l’eau; il est clair que la 
pression restera la même; de sorte que si on donne au solide plongé 

une
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fine figure telle qu’il ne reste plus qu’un canal de fluide d’une figure 
quelconque, la pression du canal sur la base sera encore la même, et 
par conséquent égale au poids d’une colonne verticale d’eau qui aurait 
cette même base. Or S Levin observe qu’en supposant ce solide 
fixement arrêté à sa place, il n’en peut résulter aucun changement 
dans l’action de l’eau sur le fond du vase ; donc la pression sur ce 
fond sera toujours égale au poids de la même colonne d’eau, quelle 
que soit la figure du vase.

Stevin passe de là à déterminer la pression de l’eau sur les parois 
verticales ou inclinées ; il divise leur surface en plusieurs petites 
parties par des lignes horizontales, et il fait voir que chaque partie 
est plus pressée que si elle était horizontale et à la hauteur de son 
bord supérieur, mais qu’en même temps elle est moins pressée 
que si elle était placée horizontalement à la hauteur de son bord 
inférieur. D’où en diminuant la largeur des parties, et augmentant 
leur nombre à l’infini, il prouve par la méthode des limites, que 
la pression sur une paroi plane inclinée, est égale au poids d’une 
colonne dont cette paroi serait la base, et dont la hauteur serait 
la moitié de la hauteur du vase.

Il détermine ensuite la pression sur une partie quelconque d’une 
paroi plane inclinée, et il la trouve égale au poids d’une colonne 
d’eau qui serait formée en appliquant perpendiculairement à chaque 
point de cette partie des droites égales à la profondeur de ce point 
sous l’eau. Ce théorème étant ainsi démontré pour des surfaces 
planes situées comme l’on voudra, il est facile de l’étendre à 
des surfaces courbes, et d’en conclure que la pression exercée par 
un fluide pesant contre une surface quelconque, a pour mesure 
le poids d’une colonne de ce même fluide, laquelle aurait pour base 
cette même surface, convertie en une surface plane, s’il est néces­
saire, et dont les hauteurs répondantes aux différons points de la 
base, seraient les mêmes que les distances des points correspon- 
dans de la surface à la ligne de niveau du fluide, ou, ce qui revient 
au même, cette pression sera mesurée par le poids d une colonne

Méc. anal. Tome I.
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qui aurait pour base la surface pressée, et pour hauteur la dis­
tance verticale du centre de gravité de cette même surface, à 
la surface supérieure du fluide.

5. Les théories précédentes de l’équilibre et de la pression des 
fluides sont, comme l’on voit, entièrement indépendantes des prin­
cipes généraux de la Statique, n’étant fondées que sur des principes 
d’expérience particuliers aux fluides ; et cette maniéré de démon­
trer les lois de l’Hydrostatique, en déduisant de la connaissance 
expérimentale de quelques-unes de ces lois, celle de toutes les 
autres, a été adoptée par la plupart des auteurs modernes, et a fait 
de l’Hydrostatique une science tout-à-fait différente et indépendante 
de la Statique.

Cependant il était naturel de chercher à lier ces deux sciences 
ensemble, et à les faire dépendre d’un seul et même principe. Or 
parmi les différens principes qui peuvent servir de base à la Sta­
tique, et dont nous avons donné une exposition succincte dans la 
première section, il est visible qu’il n’y a que celui des vitesses 
virtuelles qui s’applique naturellement à l’équilibre des fluides. Aussi 
Galilée, auteur de ce principe, s’en est servi également pour dé­
montrer les principaux théorèmes de Statique et d’Hydrostatique.

Dans son Discours intorno aile cose che stanno su l’acqua, o 
che in quella si muovono, il déduit immédiatement de ce principe 
l’équilibre de l’eau dans un syphon, en faisant voir que si on sup­
pose le fluide à la même hauteur dans les deux branches, il ne sau­
rait descendre dans l’une, et monter dans l’autre, sans que les 
momens ne soient égaux dans la partie du fluide qui descend, et 
dans celle qui monte. Galilée démontre d’une manière semblable 
l’équilibre des fluides- avec les solides qui y sont plongés ; il est vrai 
que ses démonstrations ne sont pas bien rigoureuses, et quoiqu’on 
ait cherché à y suppléer dans les notes ajoutées à l’édition de 
Florence de 1728 , on peut dire qu’elles laissent encore beaucoup à 
désirer. Descartes et Pascal ont également employé le principe des
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Vitesses virtuelles dans l’Hydrostatique ; ce dernier surtout en a fait 
un grand usage dans son Traité de l’équilibre des liqueurs, et s’en 
est servi pour démontrer la propriété principale des fluides, qu’une 
pression quelconque appliquée à un point de leur surface, se ré­
pand également dans tous les autres points.

4. Mais ces applications du principe des vitesses virtuelles étaient 
encore trop hypothétiques, et pour ainsi dire trop lâches pour pou­
voir servir à établir une théorie rigoureuse sur l’équilibre des 
fluides. Aussi ce principe a-t-il été abandonné depuis par la plu­
part des auteurs qui ont traité de l’Hydrostatique, et surtout par 
ceux qui ont entrepris de reculer les limites de cette science, en 
cherchant les lois de l’équilibre des fluides hétérogènes, dont toutes 
les parties sont animées par des forces quelconques ; recherche 
très-importante par le rapport qu’elle a avec la fameuse question 
de la figure de la terre.

Huyghens a pris dans cette recherche, pour principe d’équilibre, 
•la perpendicularité de la pesanteur à la surface. Newton est parti 
du principe de l’égalité des poids des colonnes centrales. Bouguer 
a remarqué ensuite que souvent ces deux principes ne donnaient 
pas le même résultat, et en a conclu que pour qu’il y eût équi­
libre dans une masse fluide, il fallait que les deux principes y eussent 
lieu à la fois, et s’accordassent à donner la même figure.à la sur­
face du fluide. Mais Clairaut a démontré de plus qu’il peut y avoir 
des cas où cet accord ait lieu, et où cependant il n’y aurait point 
d’équilibre. Maclaurin a généralisé le principe de Newton, en éta­
blissant que dans une masse fluide en équilibre, chaque particule 
doit être comprimée également par toutes les colonnes rectilignes 
du fluide, lesquelles appuient sur cette particule, et se terminent 
à la surface; et Clairaut l’a rendu plus général encore, en faisant 
voir que l’équilibre d’une masse fluide demande que les eflbrts de 
toutes les parties du fluide, renfermées dans un canal quelconque, 
aboutissant à la surface, ou rentrant en lui-même, se détruisent
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mutuellement. Enfin il a déduit le premier, de ce principe, les vraies 
lois fondamentales de l’équilibre d’une masse fluide dont toutes les 
parties sont animées par des forces quelconques, et il a trouvé les 
équations aux différences partielles, par lesquelles on peut exprimer 
ces lois; découverte qui a changé la face de l’Hydrostatique, et en 
a fait comme une science nouvelle.

5. Le principe de Clairaut n’est qu’une conséquence naturelle du 
principe de l’égalité de pression en tous sens, et on peut déduire 
immédiatement de celui-ci les mêmes équations qui résultent de 
l’équilibre des canaux. Car en considérant la pression comme une 
force qui agit sur chaque particule, et qui peut s’exprimer par une 
fonction des coordonnées qui. déterminent le lieu de la particule dans 
la masse fluide, la différence des pressions qu’elle souffre sur deux 
faces opposées et parallèles, donne la force qui tend à la mouvoir 
perpendiculairement a ces faces, et qui doit etre détruite pai les 
forces accélératrices dont cette particule est animée; de sorte qu’en 
rapportant toutes ces forces aux directions des trois coordonnées- 
rectangles, et supposant la masse fluide partagée en petits paral­
lélogrammes rectangles, ayant pour côtés les élémens de ces cooi- 
données, on a directement trois équations aux différences partielles 
entre la pression et les forces accélératrices données, lesquelles 
servent à déterminer la valeur même de la pression, et la relation 
qui doit avoir lieu entre ces forces. Ce moyen simple de trouver 
les lois générales de l’Hydrostatique est dû à Euler (Mém. de 
Berlin de 1755.), et il est maintenant adopté dans presque tous les 
Traités de cette science.

6. Le principe de l’égalité, de pression en tout sens est donc jus­
qu’ici le fondement de la théorie de l’équilibre des fluides, et il 
faut avouer que ce principe renferme en effet la propriété la plus 
simple et la plus générale que l’expérience ait fait découvrir dans 
les fluides en équilibre. Mais la connaissance de cette propriété est-
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elle indispensable dans la recherche des lois de l’équilibre des 
fluides? Et ne peut-on pas dériver ces lois directement de la na­
ture même des fluides considérés comme des amas de molécules 
très-déliées, indépendantes les unes des autres, et parfaitement 
mobiles en tout sens ? C’est ce que je vais tâcher de faire dans les 
sections suivantes, en n’employant que le principe général de l’équi­
libre dont j’ai fait usage jusqu’ici pour les corps solides; et cette 
partie de mon travail fournira non-seulement une des plus belles 
applications du principe dont il s’agit, mais servira aussi à simpli­
fier à quelques égards la théorie meme de l’Hydrostatique.

On sait que les fluides en général se divisent en deux espèces; 
en fluides incompressibles dont les parties peuvent changer de figure, 
mais sans changer de volume; et en fluides compressibles et élas­
tiques dont les parties peuvent changer à-la-fois de figure et de 
volume, et tendent toujours à se dilater avec une force connue 
qu’on suppose ordinairement proportionnelle à une fonction de la 
densité.

L’eau, le mercure, etc., appartiennent à la première espèce ; et 
l’air, la vapeur de l’eau bouillante, etc., appartiennent à la seconde.

Nous traiterons d’abord de l’équilibre des fluides incompressibles ; 
et ensuite de celui des fluides compressibles et élastiques.
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SEPTIÈME SECTION.

De l’équilibre des fluides incompressibles.

1. Soit une masse fluide m, dont tous les points soient animés 
par des pesanteurs ou forces quelconques P Q, R, etc., dirigées 
suivant les lignes p, q, r, etc., on aura, suivant les dénomina­
tions de l’article 12 de la section IV, pour la somme des momens 
de toutes ces forces, la formule intégrale,

Sf^Pé'p 4- Q^q + ÆJV + etc.^rn, 

laquelle devra être nulle en général, pour qu’il y ait équilibre dans 
le fluide.

§ I.

De l’équilibre d’un fluide dans un tuyau très-étroit.

a. Supposons d’abord le fluide renferme dans un canal ou tuyau 
infiniment étroit, et de figure donnée; et imaginons ce fluide divisé 
en tranches ou portions infiniment petites, dont la hauteur soit ds, 
et la largeur a>, on pourra prendre dm = a>ds, à cause que la 
largeur a du tuyau est supposée infiniment petite, ds étant l’élé­
ment de la courbe du tuyau. Or en imaginant que le fluide reçoive 
un petit mouvement, et change infiniment peu de place dans le 
tuyau, soit s le petit espace que la tranche ou particule dm par­
court dans le tuyau; il est clair que wés sera la quantité du fluide 
qui passera en même temps par chacune des sections « du canal. 
Donc à cause de l’incompressibilité du fluide, il faudra que cette 
quantité soit partout la même; de sorte que faisant a>fs^=a, la 
quantité a sera constante par rapport à la courbe du tuyau. On 
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• • ' « ■» i - iaura ainsi « = ? et par conséquent rfm = — ; de sorte que la 

formule qui exprime la somme des momens des forces, deviendra 
en faisant sortir hors du signe intégral A la quantité constante a, 

&S(PAp -J— QAq RS'r 4- etc.)

Maintenant il est visible que puisque Sp, Aç, Sr, etc. sont les 
variations des lignes p, q, r, etc., résultantes de la variation As, 
ces variations doivent avoir entre elles les mêmes rapports que 
les différentielles dp, dq, dr, etc., ds, à cause de la figure du canal 
donnée; ainsi on aura ^ == È» È = S’ ce qui

réduira la formule précédente à cette forme,

a-S^Pdp -f- Qdq 4“ Rdr 4~ etc.) ,

où les différentielles dp, dq, dr, etc., se rapportent à la courbe du 
canal, et le signe 5 indique une intégrale prise par toute l’étendue 
du canal.

Faisant donc cette quantité = o, on aura l’équation

S^Pdp 4“ Qdq 4- Rdr-}- etc.) = o , 

laquelle contient la loi générale de l’équilibre d’un fluide renferme 
dans un canal de figure quelconque.

5. Si outre les forces P, Q, R, etc., qui animent chaque point 
du fluide, il y avait de plus à l’une des extrémités du canal une 
force extérieure n' qui agît par le moyen d’un piston sur la surface 
du fluide, et perpendiculairement aux parois du canal; alors déno­
tant par As le petit espace parcouru par la tranche du fluide qu’ou 
suppose pressée par la force n', tandis que les autres tranches par­
courent les diffèrens espaces As, il faudra ajouter à la somme des 
momens des forces P, Q, R, etc., le moment de la force n', le­
quel sera représenté par ITA/. Or si on nomme u> la section du 
canal à l’endroit où agit la force n', on aura Ss pour la quantité
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de fluide qui passe par la section a', tandis que par une autre sec­
tion quelconque a, il passe la quantité de fluide coSs.

Mais l’incompressibilité du fluide demande que ces quantités soient 
partout les mêmes; donc ayant déjà supposé 0^3 = 0., on aura 

aussi co'Js' = a ; par conséquent S s' = 4- Donc la somme totale 

des momens des forces qui agissent sur le fluide, sera représentée 
par la formule

a -f- 5 (Pdp -p- Qdq 4- Rdr 4- etc.)^ ;

de sorte que l’équation de l’équilibre sera

5 4- S(Pdp 4- Qdq 4- Rdr 4- etc.)= o.

4. Il est évident que dans l’état d’équilibre, la force n' doit être 
contrebalancée par la pression du fluide sur le piston dont la lar­
geur est d’où il s’ensuit que cette pression sera égale à —n', 
et par conséquent,

= co S (P dp 4“ Qdq 4" Rdr 4~ etc.).
Donc en général la pression du fluide sur chaque point du piston,' 

sera exprimée par la formule intégrale
S (P dp 4- Qdq 4- Rdr 4- etc.) ,

en prenant cette intégrale par toute la longueur du canal. Et cette 
pression sera aussi la même, si au lieu d’un piston mobile on sup­
pose un fond immobile qui ferme le canal d’un côté.

5. Si à l’autre extrémité du canal il y avait une autre force n* 
agissante de même par le moyen d’un piston , on trouverait pareil­
lement, en nommant co* la section du canal dans cet endroit, 
l’équation

^4-^4- sÇPdp 4- Qdq 4- Rdr 4- etc.) = o, 

pour l’équilibre du fluide,
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6. Donc si le fluide n’est pressé que par les deux forces exté­

rieures n' et ü" appliquées aux surfaces a>' et il faudra, pour 

l’équilibre, que l’on ait -- 4~^ = o; d’ou l’on voit que les deux 

forces II' et n* doivent être de directions contraires, et en même 
temps réciproquement proportionnelles aux surfaces w', u sur les­
quelles ces forces agissent. Proposition qu’on regarde communé­
ment comme un principe d’expérience, ou du moins comme une 
suite du principe de l’égalité de pression en tout sens, dans lequel 
la plupart des auteurs d’Hydrostatique font consister la nature des 
fluides.

7. La connaissance des lois de l’équilibre d’un fluide renfermé 
dans un canal très-étroit et de figure .quelconque, peut conduire 
à celle des lois de l’équilibre d’une masse quelconque de fluide ren­
fermée dans un vase ou non.

Car il est évident que si une masse fluide est en équilibre, et 
qu’on imagine un canal quelconque qui la traverse, le fluide contenu 
dans ce canal sera aussi en équilibre de lui-même, c’est-à-dire, in­
dépendamment de tout le reste du fluide. On aura donc pour l’équi­
libre de ce canal, en faisant abstraction des forces extérieures (art. 2),

S (Pdp 4- Qdq 4- Rdr 4-etc.) = o.

Et comme la figure du canal doit être indéterminée, l’équation 
précédente devra être indépendante de cette figure ; d’où l’on pour­
rait conclure tout de suite, comme Clairaut l’a fait dans sa Théorie 
de la figure de la Terre, que la quantité Pdp^Qdq-pRdr 
doit être une différentielle exacte. Mais on peut arriver à cette con­
clusion par l’analyse même, et trouver en même temps les relations 
qui doivent avoir lieu entre les quantités P, Q, R, etc. Pour cela 
il n’y a qu’à faire varier l’intégrale S {P dp 4- Qdq 4~ Rdr 4- etc.), 
par la méthode des Variations , et supposer sa variation nulle

8. Dénotons en général par T la valeur de l’intégrale 
Siée. anal. Tome I. a4
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S {Pdp 4-(Lfy 4-7Wz-4-etc.) prise par toute la longueur du ca­
nal, il faudra que l’on ait J 'L = o.

Or on a, parla différentiation,

A*—A.S(Pdp+Qdq+RdP^^ — SA^Pdp^Qdq+Rdr-^tc}
^S{PAdp+QAdq-}-RAdr+e(.C.+APdp+AQdq-{-ARdr-}-cX.c\

Changeant Ad en dA, et faisant ensuite disparaître le double signe 
dA par des intégrations par parties, on aura

J-L _ Pjp + Q^q R£r + etc>

4- S (AP dp — dPAp 4- AQdq — dQAq 4- ARd?— dRAr 4- etc.),

où les termes qui sont hors du signe S se rapportent aux extré­
mités de l’intégrale représentée par ce signe, et répondent par 
conséquent aux bouts du canal ; de sorte qu’en supposant ces bouts 
fixes, les variations Ap, Aq, Ar, etc., qui y répondent, seront 
nulles, et les termes dont il s’agit s’évanouiront d’eux-mêmes.

Maintenant comme les quantités P, Q, R, etc., qui représentent 
les forces, sont ou peuvent toujours être supposées des fonctions 
de p,q, r, etc., il est clair que la partie de dŸ qui est affectée 
du signe S, n’est plus susceptible de réduction; donc pour que 
l’on ait en général J 'L=o, il faudra que cette partie soit nulle d’elle- 
mème, et que par conséquent on ait pour chaque point de la masse 
fluide, l’équation identique

A Pdp — dPAp + AQdq — dQAq 4- $Rdr — dRAr 4- etc. = o.

En regardant les expressions des forces P, Q, R, etc. comme des 
fonctions quelconques de p, q, r, etc., on aura, suivant la nota­
tion reçue,

*p" , dP . . dP , , .
dP — -r- dp 4- j- dq 4- -t- dr 4“ etc. ;dp dq 1 dr 1 ’

de même

et ainsi des autres différences ; substituant ces valeurs dans l’équa-
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lion précédente, et ordonnant les ternies, elle deviendra de cette 
forme :

° — dP^ )

+ ~^) ^rdP f~ dr^

etc.

et devra avoir lieu indépendamment des différences dp^dq, dr, etc.; 
<fp, Jq, ch-, etc.

Donc s’il n’y a aucune relation donnée entre les variables p, q, 
r, etc., il faudra faire séparément

dP dQ _
dq dp ° ’

dP dR _
dr dp

dQ dR
dr dq 1

etc. -

Ce sont les équations de condition connues pour l’intégrabilité 
de la formule P dp + Qdq + Rdr ■+■ etc.

9. Lorsque les lignes p , q , r, etc. se rapportent à un point 
dans l’espace, comme dans le cas présent, elles ne peuvent dé­
pendre que des trois coordonnées de ce point, et les forces P, Q, 
R, etc. peuvent toujours se réduire à trois, suivant ces coordon­
nées (sect. V, art. 7). Ainsi en prenant p, q, r pour ces coordon­
nées, soit rectangles ou non, et P, Q, R, etc. pour les forces qui 
agissent sur chaque particule du fluide, dans la direction des mêmes 
coordonnées, il faudra que les quantités P, Q, R, regardées comme 
des fonctions de p, q, r satisfassent à ces trois équations

— —dP dR__ dQ dR  
dq dp ° ’ dr dp ° ’ dr dq ~~
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Ce sont les conditions nécessaires pour que la masse fluide puisse 
être en équilibre, en vertu des forces P, Q, R , qui agissent sur 
tous ses points.

Au reste, on a fait abstraction jusqu’ici de la densité du fluide, 
ou plutôt on l’a regardée comme constante et égale à l’unité ; mais 
si on voulait la supposer variable, alors en nommant T la densite 
d’une particule quelconque chn, on aurait (art. 2) dm—l®dsj 
et les quantités P, Q, R, etc. se trouveraient toutes multipliées 
parT. Ainsi l’on aura pour l’équilibre des fluides de densité va­
riable , les mêmes lois que pour l’équilibre des fluides de densité 
uniforme, en multipliant seulement les différentes forces par la den­
sité du point, sur lequel elles agissent; c’est-à-dire, en écrivant 
simplement TP, TQ, TR, etc., à la place de P, Q, R, etc.

$ Hz

Où Von déduit les lois générales de l’équilibre des fluides incom­
pressibles} de la nature des particules qui les composent.

10. Nous allons maintenant chercher les lois de l’équilibre des 
fluides incompressibles, directement par notre formule générale, en 
regardant ces sortes de fluides comme formés d’un amas de par­
ticules mobiles en tout sens, et qui peuvent changer de figure, 
mais sans changer de volume.

Supposons, pour plus de simplicité, que toutes les forces qui 
agissent sur les particules du fluide soient réduites à trois, repré­
sentées par X, Y, Z, et dirigées suivant les coordonnées rectangles 
'x, y, z, c’est-à-dire, tendantes à diminuer ces coordonnées. Nous 
avons donné, dans le chapitre I de la section cinquième, les for­
mules générales de cette réduction.

Nommant tZm la masse d’une particule quelconque, on aura 
pour la somme des momens des forces X, X, Z, la formule 
intégrale
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S^x + Y^y 4- Z#z)dm -,

or le volume de la particule dm peut être représenté par dxdydz-, 
ainsi en exprimant par r la densité , il est clair qu’on aura 
dm = Tdxdydz ; et le signe d’intégration A appartiendra à la fois 
aux trois variables x, y, z.

Il faudra, de plus, avoir egard a l’equation de condition résul­
tante de 1 incompressibilité du fluide, laquelle étant supposée re­
présentée par L=o, donnera, en différentiant selon multipliant 
par un coefficient indéterminé à, et intégrant, la formuleà 
ajouter à la précédente.

S’il n’y a point de forces extérieures qui agissent sur la surface 
du fluide, ni de conditions particulières à cette surface, on aura 
simplement pour l’équation générale de l’équilibre (sect. IV, art. 13>,

S{X£x 4- YS'y 4- ZSz)dm 4- S^L = o,

dans laquelle il faudra prendre les intégrales relativement à toute 
la masse du fluide.

n. La condition de l’incompressibilité consiste en ce que le vo­
lume de chaque particule soit invariable; ainsi, ayant exprimé ce 
volume par dxdydz, on aura dxdydz = const. pour l’equationde 
condition; par conséquent L sera. dxdydz—const.; et
S. {dxdydz).

Pour avoir la variation S. {dxdydz), il semble qu’il n’y aurait 
qu’a diffèrentier simplement dxdydz selon ; mais il y a ici une 
considération particulière à faire, et sans laquelle le calcul ne se­
rait pas rigoureux. La quantité dxdydz n’exprime le volume d’une 
particule qu’autant qu’on suppose la figure de. cette particule un 
parallélépipède rectangulaire dont les côtés sont parallèles aux axes 
des x, y, z\ cette supposition est très-permise, puisqu’on peut 
imaginer le fluide partagé en élémens infiniment petits d’une figure 
quelconque. Or J\{dxdydz) doit exprimer la variation que souffre 
ce volume lorsque la particule change infiniment peu de situation^
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ses coordonnées x,y, z devenant x-Y-^x , y-\-fy, z-\-$z‘.> et il 
est clair que si dans ce changement la particule conservait la figure 
d’un parallélépipède rectangle, on aurait

J1, (dxdydz') = dydzS'dx -f- dxdz£dy + dxdy£dz.

Par les principes du calcul des variations, on peut changer les 
Jdx, Jdy, Jdz en d/x, dfy, d^z-, mais il est nécessaire de remar­
quer que les variations Jx, jy, <Pz pouvant être regardées comme 
des fonctions indéterminées et infiniment petites de x,y, z, pour 
que dfx représente la variation du côté dx de la particule rectan­
gulaire dxdydz, lequel est formé par l’accroissement dx que la coor­
donnée x reçoit, tandis que les deux autres y et z ne varient pas, 
il faut que dans la différentiation de J'x, la seule x soit censée 
variable; ainsi, suivant la notation des différences partielles, au lieu 
d’écrire simplement d£x, il faudra écrire ^^dx; <1° meme et par 

un raisonnement semblable, on écrira ~ dy et — dz au lieu de 

cUy, d^z. De cette manière, dans l’hypothèse que la particule 
dxdydz demeure rectangulaire après la variation, on aura

Il en serait encore de même si on supposait que la particule 
dxdydz devînt par la variation un parallélépipède dont les angles 
différassent infiniment peu de l’angle droit.Uar on sait, par la Géomé­
trie, que si a, 6, c sont les trois côtés d’un parallélépipède qui 
forment un angle solide, et a, (2, y les trois angles que ces côtés 
forment entre eux, la solidité, ou le contenu du parallélépipède est 
exprimée par la formule

abc V(i—' cose— cos/31 — cos^’-f- 2COsacos/3 cos^).

Or les côtés deviennent, par la variation,
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aG+Ç)-

et les cosinus de a, /3, y deviennent infiniment petits-, ainsi en 
substituant ces valeurs au lieu de «, b, c, et négligeant les infi­
niment petits des ordres supérieurs au premier, on aura, pour la 
variation de dxdydz, la même expression qu’on vient de trouver.

Mais quoique cette dernière hypothèse soit légitime, nous ne 
voulons pas l’adopter sans démonstration, pour ne rien laissera 
desirer sur l’exactitude de nos formules. Nous allons donc chercher 
d’une manière rigoureuse la variation de dxdydz, en ayant égard 
à-la-fois au changement de position et de longueur de chacun des 
côtés d’un parallélépipède' rectangulaire, ét en supposant seulement,- 
ce qui est exact dans l’ihfininiént petit, que ces côtés demeurent 
rectilignes.

. * \x»/ \ k.b/ ‘ \ kb / N

12. Pour simplifier cette recherche, npus côinmencerons par ne 
considérer qu’une des faces du parallélépipède dxdydz-, par exemple, 
la face dxdy, dont les quatre angle? répondent à ces quatre sys­
tèmes de coordonnées _ ......é.

(i) v,y, z, (2) x^dx,y, z, (5) x, y-Hèx, (4) v+d.r, y-f-ièy, z.

Supposons que les coordonnées x, y, z du premier système ‘dé-’ 
viennent .v-J-cEr, y+fy, z~\~^z, ét 'regardons les variations A, 
Jy, comme des fonctions infiniment petites de x, y, z-, en fai­
sant croître successivement les x, y, de leurs différentielles dx, 
dy, on trouvera ce que doivent devenir simultdnéfnent les coor­
données des trois autres systèmes. Ainsi .en marquant par les 
mêmes numéros les systèmes variés, on aurd

(1) s-pcFr,

(2) ydx.
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(3) z4-&4--^<ù'>
iga

Comme ces quatre systèmes de coordonnées répondent aux quatre 
angles du nouveau quadrilatère dans lequel s’est changé le rectangle
dxdy, il est clair qu’on aura les côtés de ce quadrilatère en prenant 
la racine carrée de la somme des carrés des différences des coordon­
nées pour les deux angles , adjacens à chaque côté. Ainsi en mar­
quant la droite qui joint ,dçux angles par la réunion des deux numé­
ros qui répondent à ces angles, on aura

d’où l’on voit que les côtés opposés (1,2), (5,4) sont égaux entre 
eux, ainsi que les côtés opposés (i,3), (2,4); et que par consé­
quent le quadrilatère est un parallélogramme dont les deux côtés 
contigus (1,2), (i,3) seront, en négligeant sous le signe les quan­
tités du second ordre vis-à-vis de celles du premier,

— dx (1 4- , (1,3) = dy (1 4-

15. A l’égard de l’angle compris par ces deux çôtés, on le trou­
vera par le moyen de la diagonale (2,3), laquelle, en prenant de 
même la racine carrée de la somme des carrés des différences des 
coordonnées respectives des systèmes (2) et (3), devient

(2,5)
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Or en nommant a l’angle dont il s’agit, le triangle forme par les 
trois côtés (1,2), (i,5), (2,5) donne

cos a = (i,2y+(i5P—
2(1,3) x (1,3)

Substituant dans cette expression les valeurs trouvées de (1,2), 
(i,5), (2,3), effaçant les termes qui se détruisent, et négligeant 
les infiniment petits du second ordre et des ordres supérieurs, 
on aura 

d^x , d^y COS a = -5----p dy ' dx ’

où l’on voit que l’angle a ne diffère d’un angle droit que par des 
quantités infiniment petites, puisque son cosinus est infiniment petit.

14. Si on applique la même analyse aux deux autres faces dxdz, 
dydz du rectangle dxdydz, on trouvera que ces faces se changent 
aussi en parallélogrammes; de sorte que les trois faces opposées 
seront aussi des parallélogrammes, comme on peut le démontrer 
facilement par la Géométrie. Par conséquent le nouveau solide sera 
un parallélépipède dont les côtés, qui forment un angle solide, 
seront

dxÇ\

et nommant a, fi, y les angles compris entre ces côtés, on aura

d^x . dS'y cos a = -,----b -yL , dy-------dx ’
„ dïx . d$~z

= -d- + ^, 

d^y . d^z= d?+dp

D’où l’on peut conclure que la variation du parallélépipède rectan- 
Méc. anal. Tome I.
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gulaire dxdydz est rigoureusement exprimée par la formule donnée 
plus haut (art. n).

15. On voit aussi parla que si les variations Sx, Sy, Sz n’étaient 
fonctions respectivement que de x,y, z, on aurait rigoureusement 
cos a = o, cos/3 = o, cos7/ = o; de sorte que le parallélépi­
pède rectangle dxdydz demeurerait rectangle après la variation. 
Or comme le changement de forme de ce parallélépipède n’est 
qu’infiniment petit et n’influe point dans la valeur de sa solidité, 
il s’ensuit que sans rien ôter à la généralité du résultat, on peut 
supposer que les variations Sx, Sy, Sz soient simplement fonctions 
de x, de y et de z, comme nous l’avons fait dans l’article 31 de 
la section IV.

16. Ayant ainsi la vraie valeur de S -{dxdydz}, on la prendra 
pour celle de SL, et l’on aura

. , 7 fd^x . diïy . dL\SL = dxdydz^- +

On substituera donc cette valeur dans l’équation générale de l’ar­
ticle 10, et mettant en même temps pour Jm sa valeur V dxdydz 
on aura l’équation

C T{XSx+YSy + ZSz}f
S <, ./ d^x , d^y . dfz\ > dxdydz = o,

À \~dx + IL M

et il ne s’agira plus que d’y faire disparaître les doubles signes dS 
par la méthode exposée dans le § Il de la quatrième section.

r ' *17. Considérons d’abord la quantité Sà — dxdydz, ou le signe Y 

dénote une triple intégrale relative à x,y, z-, il est clair que comme 
la différence de Sx n’est relative qu’à la variation de x, il ne fau­
dra aussi pour la faire disparaître qu’avoir égard à l’intégration
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relative à x-, c’est pourquoi on donnera d’abord à cette quantité la 

dê'xforme SdydzSK -^—dx-, ensuite on transformera l’intégrale simple 
oc dk

Sh-^-dx en X”Sx”— XSx— S-^Sxdx-, les quantités marquées 

d’un trait se rapportent au commencement de l’intégration, et celles 
qui en ont deux se rapportent aux points où elle finit, suivant la 
notation adoptée dans l’endroit cité. Ainsi la quantité dont il s’agit 
se trouvera changée en celle-ci,

Sdydz^k^x" — k Sx'} —SdydzS Sxdx,

ou, ce qui est la même chose,

SÇ^Sx*—X'Sx') dydz — S Sxdx dydz.

De la même manière et par un raisonnement semblable, on changera 

les quantités dxdydz, et dxdydz , en celles-ci,

— XSy}dxdz — Sy dxdydz ,

et
S^Sz' — XSz}dxdy — Szdxdydz.

Faisant ces substitutions, on aura donc pour l’équilibre de la masse 
fluide, cette équation générale :

« È)&+(rr-+(rz - s) O
+ S^Sx"— XSx}dydz -|- S^Sy" — kSy}dxdz

4- S^Sz"—kSz'}dxdy = o,

dans laquelle il n’y aura plus qu’à égaler séparément à zéro les 
coefficiens des variations indéterminées Sx, Sy, Sz (art. 16, sect. IV).

18. On aura donc d’abord ces trois équations

rx—^ = o, rr-ï^o, rz — ÿ = o,
dx i dy ’ dz '
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lesquelles doivent avoir lieu pour tous les points de la masse 
fluide.

Ensuite si le fluide est libre de tous côtés, les variations Jx', 
Jz, ^x", ^y", Jz qui se rapportent aux points de la surface 

du fluide seront aussi indéterminées, et par conséquent il faudra 
encore égaler séparément à zéro leurs coefficiens, ce qui donnera 
X' _ o, X' = o, c’est-à-dire, en général A=o pour tous les points 
de la surface du fluide ; et cette équation servira à déterminer la 
figure de cette surface.

Il en sera de même lorsque le fluide est renfermé dans un vase, 
pour la partie de la surface où le vase est ouvert ; mais à l’égard 
de la partie qui est appuyée contre les parois, les variations Jx', 
yy, Jz Jx', J'y", Jz' doivent avoir entre elles des rapports don­
nés par la figure de ces parois, puisque le fluide ne peut que couler 
le long des parois ; et nous démontrerons plus bas, que quelle 
que puisse être leur figure, les termes qui renferment les varia­
tions en question seront toujours nuis d’eux-mêmes; de sorte qu’il 
n’y aura aucune condition relativement à cette partie de la sur­
face du fluide.

19. Les trois équations qu’on vient de trouver pour les condi­
tions de l’équilibre du fluide, donnent

ÿ = rx, ÿ = ^ = rz;dx ’ dy 7 dz 7

donc puisque dX = dx + dy -f- dz, on aura 

dX = Y {Xdx 4- Ydy + Zdz} ;

par conséquent il faudra que la quantité

T {Xdx + Ydy + Zdz}

soit une différentielle complète en x,y, z-, et cette condition ren­
ferme seule les lois de l’équilibre des fluides.
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Si on élimine la quantité X des mêmes équations, on aura les 

suivantes :
d.rx__  d.vY 

dy_____ dx 5
d.VX __  d.VZ

, dz dx ’
d.VY__  d.VZ 

dz______dy ’

équations qui s’accordent avec celles de l’article g.
Ces conditions sont donc nécessaires pour que la masse fluide 

puisse être en équilibre, en vertu des forces X, Y, Z. Lorsqu’elles 
ont lieu par la nature de ces forces, on est assuré que l’équilibre ' 
est possible; et il ne reste plus qu’à trouver la figure que la masse 
fluide doit prendre pour être en équilibre, c’est-à-dire, l’équation 
de la surface extérieure du fluide.

Nous avons vu dans l’article précédent, qu’on doit avoir dans 
chaque point de cette surface X = o. Donc puisque dX = T(Xdx 
H- Ydy + Zdz) y on aura en intégrant,

X = fï(Xdx H- Ydy Zdz) 4- COUSt. ;

par conséquent l’équation de la surface extérieure sera

fY^Xdx 4- Ydy 4- Zdz) = K,

K étant une constante quelconque; et cette équation sera toujours 
en termes finis, puisque la quantité r(X<Zx4- Ydy Zdz) est 
supposée une différentielle exacte.

20. La quantité Xdx*}- Ydy 4- Zdz est toujours d’elle-même une 
différentielle exacte, lorsque les forces X, Y, Z sont le résultat 
d’une ou de plusieurs attractions proportionnelles à des fonctions 
quelconques des distances aux centres, puisqu’on a en général par 
l’article i de la section V,

Xdx 4- Ydy -\-Zdz =; P dp 4- CMy 4“ Rdr 4" etc..
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Nommant cette quantité </n, on aura alors dX— TWII; donc pour 
que dX soit une différentielle complète, il faudra que T soit une 
fonction de n. Par conséquent X=/T<Zn sera aussi nécessaire­
ment une fonction de n.

On aura donc dans ce cas, qui est celui de la nature, pour la 
figure de la surface l’équation, fonct. n = K ; savoir n = à une 
constante, de même que si la densité du fluide était uniforme. De 
plus, puisque n est constante à la surface, et que r est fonction 
de n, il s’ensuit que la densité T doit être la même dans tous les 
points de la surface extérieure d’une masse fluide en équilibre.

Dans l’intérieur du fluide la densité peut varier d'une manière 
quelconque, pourvu qu’elle soit toujours une fonction de n ; elle 
devra donc être constante partout où la valeur de n sera constante; 
de sorte que n= h sera en général l’équation des couches de même 
densité, h étant une constante. Donc differentiant, on auratffl=o, 
ou Xdx+Ydy -\-Zdzt=o pour l’équation générale de ces couches; 
et il est visible que cette équation est celle des surfaces auxquelles 
la résultante des forces X, Y, Z est perpendiculaire, et que Clairaut 
appelle surfaces de niveau. D’où il s’ensuit que la densité doit être 
uniforme dans chaque couche de niveau formée par deux surfaces 
de niveau infiniment voisines.

Cette loi doit donc avoir lieu dans la Terre et dans les Planètes, 
supposé que ces corps aient été originairement fluides, et qu’ils 
aient conservé, en se durcissant, la forme qu’ils avaient prise en 
vertu de l’attraction de leurs parties, combinée avec la force cen­
trifuge,

21. A l’égard de la quantité À dont nous venons de déterminer 
la valeur, il est bon de remarquer que le terme SAfL de l’équa­
tion générale de l’article 10 représente la somme des momens d’au­
tant de forces X qui tendent à diminuer la valeur de la fonction L 
(sect. IV, art. 7) ; de sorte que comme on a fait fL = f. dxdydz 
(art. 11), on peut dire que la force À tend à comprimer chaque par 
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ilcule dxdydz du fluide; par conséquent cette force n’est autre chose 
que la pression que cette particule du fluide souffre également de 
tous côtés, et à laquelle elle résiste par son incompressibilité.

On a donc en général pour la pression dans chaque point de la 
masse fluide, l’expression

6T (Pdx H- Qdy 4- Rdz) ;

et comme la quantité sous le signe doit toujours être intégrable pour 
que le fluide soit en équilibre, il s’ensuit que la pression pourra tou­
jours être exprimée par une fonction finie des coordonnées relatives 
à la particule qui éprouve cette pression ; proposition fondamentale 
de la théorie des fluides, donnée par Euler (scct. VI, art. 5).

22. Pour donner une application de l’équation n — à une constante, 
que nous avons trouvée pour représenter la surface d’une masse 
fluide en équilibre (art. 20), nous allons considérer l’équilibre de la 
mer, en supposant qu’elle recouvre la terre regardée comme un so­
lide de figure elliptique et peu différent de la sphère, et que chacune 
de ses particules soit attirée à la fois par toutes les particules de la 
terre et de la mer, et soit animée en même temps de la force cen­
trifuge provenant de la rotation uniforme de la terre autour de 
son axe.

C’est ici le lieu d’employer les formules que nous avons données 
dans l’article 10 de la section V. Nous avons désigné par S la va­
leur de la fonction n, lorsque les forces sont le résultat des attrac­
tions de toutes les particules d’un corps de figure donnée, et nous 
avons donné l’expression de S pour le cas où l’attraction est en 
raison inverse du carré des distances, et où le corps attirant est 
un sphéroïde elliptique peu différent de la sphère. En conservant 
les dénominations employées dans cet article, et en s’arrêtant aux 
termes qui contiennent les secondes dimensions des excentricités e 
et i, on a trouvé

S = — m /1 e51-}-? . e’y*4-?za\
\ r 2.54 2.54 / ’
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où x, y, z sont les coordonnées rectangles du point attiré, 
r = '/x* 4- j'’ + za est la distance de ce point au centre du sphé- 

roïde, et m est la masse du spheroïde= y ABC, A, B ,C étant les 
demi-axes du sphéroïde.

Si on dénote par T la densité du sphéroïde supposé homogène, 
il faudra multiplier cette expression de S par T ; et si on suppose 
que le sphéroïde ait un autre sphéroïde pour noyau, dont la den­
sité soit différente, il n’y aura qu’à y ajouter la valeur de S rela­
tive à ce nouveau sphéroïde, multipliée par la différence des densités. 
Ainsi en marquant par un trait les quantités relatives au sphé­
roïde intérieur, et supposant que sa densité soit F 4-T, on aura 
pour la valeur totale de S,

. Fm + T'm' , rm(ea4-^s) + r'm'(e'a-Hv‘)
■— r â3?

Fnie^+r'm'e'’ . K Fmi’+F'm'f2 
- 3 a .-5^— - 3 —5?— Z ’

a5. Supposons que le point attiré par le sphéroïde soit en même 
temps sollicité par trois forces représentées par fx, g y et hz diri­
gées suivant les coordonnées x,y et z, et tendantes à les augmenter, 
on aura —fxdx, —gydy et —hzdz pour leurs momens, et il en

, fr2 zy hz' ’ • x » irésultera les termes — ----------------— a ajouter a la quantité S

pour avoir la valeur de II, due à toutes les forces qui agissent sur 
le même point. Ainsi l’équation de l’équilibre sera

fx' 4- gf + hz' .2 —J----------= const.

24. Pour appliquer maintenant ces formules à la question dont 
il s’agit, on supposera que le sphéroïde extérieur est la mer, dont 
la densité est r, et que le noyau intérieur est la terre, ayant la 
densité r 4- U, et on placera le point attiré à la surface de la mer, 
en faisant coïncider les coordonnées x, y, z de ce point avec les 
coordonnées a, b, c de la surface du sphéroïde extérieur. On aura

alors



PREMIÈRE PARTIE, SECTION VII. 20I 
alors, pour que cette surface soit en équilibre, l’équation

rni + rW__ 
r___________ 2, Sr3 ' 2

■= à une constante.

Cette équation, dans laquelle r = V-r’+y* ■+■-£*, donne la figure 
de la surface ; mais nous avons supposé dans les formules de l’ar­
ticle io de la section V, que cette surface est représentée par 
l’équation

i V1 । z*
J? 1 ’

en prenant ici x,y, z au lieu de «, 6, c; donc il faudra que ces 
deux équations coïncident.

Tirons de celle-ci la valeur de r en y et z, et pour cela substi­
tuons dans r* — x*y*-j- z\ pour x* sa valeur

on aura, en mettant pour B' et C* les valeurs A' + e*, A* +? 
(article cité ),

r’ = A* +

d’où l’on tire, en rejetant les puissances de e et i supérieures à e’. 
et ?, auxquelles nous n’avons point égard ici,

i   i 
r A

On substituera donc cette valeur de ainsi que celle de x*, dans 

la première équation, et rejetant toujours les termes qui contien­
draient e\ i\ i\ etc., on aura

Mec. anal. Tome I. 26



MÉCANIQUE ANALYTIQUE.

2.5^
f_± 

2

4- (3

4-(3

rme^+rWe'2 g__ fA^__ (Fm+r'm')e*\ *
2. 5^5 ' 2 2^a 2-Zp /A

rm^+rmT2 h fA* (Fm+r'm')?\ t
2. 5^S 2 2C2 zA^ )z

— à une constante.

Cette équation devant être identique, il faudra que les coefficiens 
des quantités variables y2 et z* soient nuis, ce qui donnera les 
deux équations

Sr'm'e'2 _ ^rm+SF'm'je2 . g fAl__
USA3 ’ 2 • 2^ ° ’

3 Vm'i'2 (2rm4-5r/m9 z2 . h fA*  
z.SA* a.5 A5 2 2C2

qui serviront à déterminer les deux excentricités e et i de la sur­
face elliptique de la mer.

s5. On sait que la force centrifuge est proportionnelle à sa distance 
de l’axe de rotation et au carré de la vitesse angulaire de rotation. 
Donc si on prend l’axe 2^, qui est aussi l’axe des coordonnées x, 
pour l’axe de rotation, et que f soit la force centrifuge à la distance 

de l’axe, on aura pour la force centrifuge d’un point quelconque 

du sphéroïde, en faisant u = Vja + ; cette force étant dirigée 
suivant la ligne u et tendant à l’augmenter, donnera le moment 

indu , . v 1 fw2 • f( y2 + z2) j a.—- —7-, dont lïntegrale — —, savoir   .—- , devra etre A ’ 0 2 A1----------------------- A ’
ajoutée à la quantité S, pour avoir égard à l’effet de la force ccet 
trifuge. Ainsi on aura les conditions de l’équilibre de la mer, en 
vertu de l’attraction réciproque de toutes les particules de la mer 
et de la terre, et de la force centrifuge due à la rotation de la terre, 

en faisant dans les deux équations précédentes o, ,
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Puisque les deux constantes g et h sont égales, on voit par ces 

équations que si les excentricités é et i' de la terre sont égales, on 
aura aussi les deux excentricités e et i de la figure de la mer égales 
entre elles ; de sorte que si la terre est un sphéroïde de révolution, 
la mer en sera un aussi. Mais si la terre n’est pas un sphéroïde de 
révolution, la mer ne le sera pas non plus, et les deux équations 
dont il s’agit donneront les valeurs de ses deux excentricités e, if 
qui seront différentes des excentricités e et i' de la terre.

26. Au reste, cette solution n’est exacte qu’aux quantités e*, i*, 
e\ ï* près; et si on voulait avoir égard, dans les valeurs de S et 
de r, aux termes qui contiendraient des puissances supérieures de 
ces quantités, il ne serait plus possible de vérifier en général 
l’équation

---- —a—■ = a une constante, 2.A ’

pour la surface d’équilibre; d’où il faudrait conclure que cette sur­
face n’a point rigoureusement la figure d’un sphéroïde elliptique.

Je dis en général, parce que dans le cas où le sphéroïde est 
homogène et sans noyau intérieur d’une densité différente, on a 
trouvé que les attractions sur un point quelconque de la surface , 
suivant les trois ordonnées x, y, z, sont représentées exacte­
ment par les formules

mLx, mMy, mNz,

où L, M, N sont des fonctions de A, B, C données par des in­
tégrales définies; d’où l’on déduit pour S cette expression rigoureuse

S = ™ x {Lx* + My' + Nz'}.

Ainsi l’équation de l’équilibre S — — const. étant de la

même forme que l’équation du sphéroïde = 1 j on

peut, à cause de la constante arbitraire, les rendre identiques par
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ces deux conditions,

tdM—f__
~~^L~ r— o ’

lesquelles donnent B==C, parce que les quantités M et N sont 
des fonctions semblables de B, C et de C, B-, elles se réduisent ainsi 
à une seule qui sert à déterminer le rapport de A à B.

Ce cas est jusqu’à présent le seul pour lequel on ait trouvé une 
solution rigoureuse qu’on doit à Maclaurin; de sorte que le problème 
de la figure de la terre, envisagé physiquement, n’est résolu exacte­
ment qu’en supposant le sphéroïde fluide et homogène. Dans ce cas, 
les deux équations approchées, trouvées plus haut (art. a4), donnent, 
en faisant r=ï, r=o,^=À = ^et e=ï, celle-ci: —f=o.

Si on compare la force centrifuge à la gravité prise pour l’unité, 
laquelle est, aux quantités e* près , , il n’y aura qu’à faire

— — i et l’on aura ^=f=a -7-77-5 d’ou l’ontire-=t/i-p-.
1 Z) Ai oAi Ai V 2r

„ o 1 i a3i ' . 5 i rOr on a f = ; donc - == -5- a tres-peu près, comme on le300 Al 200 * *
sait depuis long-temps.

§ III.

' De l’équilibre d’une masse fluide libre avec un solide qu’elle recouvre.

^q. Les lois particulières de l’équilibre d’un fluide avec un solide 
qui y est plongé, ou dans lequel il est renfermé, lorsque tous les 
points du fluide et du solide sont sollicités par des forces quel­
conques, dépendent des termes de l’équation générale (art. 17) qui 
se rapportent aux limites, et qui ne contiennent que des intégrations 
doubles.

Ces termes donnent cette équation aux limites,

S'Aifx' dydz-\- ^y"dxdz + S'z'dxdy} 
— SAldxdydz -f- fydxdz -f- èzdxdy} = o,
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laquelle doit se vérifier dans tous les points où le fluide est contigu 
au solide.

28. Considérons d’abord le cas d’une masse fluide dont la surface 
extérieure est libre, et qui environne un noyau solide fixe de figure 
quelconque.

En prenant l’origine des coordonnées dans un point de l’intérieur 
du noyau, les quantités marquées d’un «trait se rapporteront à la 
surface du noyau, et les quantités marquées de deux traits se rap­
porteront à la surface extérieure du fluide. Ainsi on aura d’abord, 
pour tous les points de cette surface, l’équation à' = o, laquelle 
donne, comme on on l’a déjà vu plus haut (art. 19),

AF (Xdx 4- Ydy 4- Z&) = A, 

pour la figure de cette surface.
Il ne restera donc à vérifier que l’équation

dyâz 4~ ^ydxdz 4“ ^z'dxdy} = O, 
dont tous les termes se rapportent à la surface du noyau.

29. Comme l’intégration de ces termes est relative aux coordon­
nées dont les différentielles entrent dans l’expression des élémens 
superficiels dxdy, dxdz, dydz, il faut commencer par réduire ces 
élémens à une même forme; ce qu’on peut obtenir en les rappor­
tant à l’élément de la surface auquel ils répondent.

Désignons par ds* l’élément de la surface qui répond à l’élément 
dxdy du plan des x, y ; et nommons y' l’angle que le plan tangent 
fait avec le même plan des x, y ; on aura, par la propriété connue 
des plans, dxdy = ds* cos y', et l’intégrale SX SX dxdy deviendra 
SX cos y'J'zds', laquelle devra s’étendre à tous les points de la sur­
face du fluide.

De même si da* est l’élément de la surface qui répond à l’élément 
dxdz du plan des x, z, et qu’on nomme l’angle que le plan tangent 
fait avec ce même plan des x, z, on aura dxdz^dt* cos/3', et l’inté-
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grale SX'Sydxdz deviendra SX' cos fl'Sy'dz*, laquelle devra s’étendre 
également par toute la surface du fluide.

5o. Je remarque maintenant que quoique les deux élémens ds* 
et de1 de la surface puissent n’être pas égaux entre eux, néanmoins 
comme les deux intégrales qui renferment ces élémens se rapportent 
à la même surface, rien n’empêche d’employer le même élément dans 
ces deux intégrales, puisque, par la nature du calcul différentiel, la 
valeur absolue des élémens est arbitraire et n’influe point sur celle 
de l’intégrale. Ainsi on pourra changer l’intégrale SA'cos/3'Jy da’ en 
SX' COS ft'Sy'ds*.

Par le même raisonnement, l’intégraleSX'Sxdydz pourra se mettre 
sous la forme SX' cos a,'Sx'ds*, en nommant a.' l’angle que le plan 
tangent fait avec le plan des x, y.

D’ailleurs il est évident qu’on peut toujours prendre les élémens 
dx, dy, dz tels qu’ils satisfassent aux conditions

dxdy = cosy ds*, dxdz = COS fè'ds*, dydz — COS a!ds*, 

lesquelles donnent

d^^^y
Par ces transformations, l’équation aux limites deviendra enfin

SX'(cos a! Sx + cos (SSy 4- cos^'Js')^’ °,

l’intégration devant s’étendre sur toute la surface du fluide contigu 
au noyau.

3i. Supposons que la figure de cette surface soit représentée par 
l’équation différentielle

Adx 4- Bdy' + Cdz = o.

En nommant et', /3', / les angles que le plan tangent fait avec
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les plans des x, y, des x, z et des y, z, on a par la théorie 
des surfaces, 

cos a = —

COS £ = ------,

, cCOS T = —7====—. z l/(^a 4-#“ + <?)

Donc l’équation de l’article précédent, relative à la surface, deviendra

\ l/(A*+B*+C‘) /

Comme cette surface est donnée de figure et de position, les va­
riations A', J/, Jz des coordonnées des particules qui y sont con­
tiguës doivent avoir entre elles une relation dépendante de l’équation 
de la même surface; ainsi ayant supposé cette équation Adx'+Bdy'. 
~\-Cdz — <i, on aura aussi nécessairement AJA^B y-'+CJz'—o, 
ce qui satisfait à l’équation aux limites de l’article précédent, sans 
qu’il en résulte aucune nouvelle équation.

5a. Soit p une ligne perpendiculaire à la surface dans le point 
auquel répondent les variations JV, Jy, Jz, et terminée à un point 
fixe. Puisque a! est l’angle que le plan tangent fiât avec le plan des 
y,z, ce sera aussi l’angle que la perpendiculaire p' à ce plan fait 
avec l’axe des x, qui est perpendiculaire au même plan des y, z. 
De même /3' sera l’angle de cette perpendiculaire avec l’axe des y; 
et y sera l’angle de la même perpendiculaire avec l’axe des z. Donc 
quelles que soient les variations Jx, Jy, Jz, on aura en général 
par l’article 7 de la seconde section, en changeant d en

Jp = cosa'A/ -|- cos/S'eÇy 4- cosyW;

et l’équation de l’article 3o, relative à la surface du fluide, pourra 
se mettre sous la forme

SA Jpds* = o,



2o8 mécanique analytique.
où l’on voit que chaque élément A'ds'^p de cette intégrale représente 
le moment d’une force \'ds' appliquée à l’élément ds* de la sur­
face, et dirigée suivant la perpendiculaire p à cette surface. De sorte 
que l’intégrale SXJpds* représentera la somme des momens de toutes 
les forces A' appliquées à chaque point de la surface et agissant per­
pendiculairement à cette surface.

Cette force égale à A' est évidemment la pression exercée par le 
fluide sur la surface du noyau, et qui est détruite par la résistance 
du noyau. Mais on peut en général réduire à la forme SAJpds* tous 
les termes de l’équation aux limites qui se rapportent à la surface 
du fluide, soit que cette surface soit libre ou non; et il est évident 
que la pression A doit être nulle dans tous les points où la surface 
est libre ; ce que nous avons déjà trouvé d’une autre manière (art. 18).

55. Si le noyau recouvert parle fluide était mobile, alors il faudrait 
augmenter les variations Jx, jy, Jz des variations dépendantes du 
changement de position du noyau.

Pour distinguer ces différentes variations, nous désignerons par 
Jx, Jy, Jz les variations dues simplement au déplacement des par­
ticules du fluide, relativement au noyau regardé comme fixe, et 
nous dénoterons par J^, Jv, J^ les variations qui dépendent du 
déplacement du noyau. Celles-ci sont exprimées par les formules 
suivantes, que nous avons trouvées dans l’article 6p de la section V,

J^ = Jl d- zJM — yJN, 
J>\ = Jm— zJL + xjN, 
J^ Jn + y JL — xJM.

Ainsi dans l’équation générale de l’article 17, il faudra mettre 
yx_p.y£, jy-p-jy à la place de Jx, Jy, Jz-, et
ensuite égaler à zéro les termes affectés des variations J'x, Jy, Jz, 
ainsi que ceux qui se trouveront affectés des nouvelles variations 
Jl, Jm, Jn, JL, JM, JN, après les avoir fait sortir hors des 
signes S, puisque ces variations sont les mêmés pour toutes les 
particules du fluide, ...
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On voit d’abord que l’introduction des variations J^ J4, jr 

n’apporte aucun changement aux équations qui doivent avoir lieu 
pour tous les points du fluide, et qui résultent des termes affectés 
d’une triple intégration, parce qu’en égalant à zéro les coefficiens 
de cTx, J'y, J'z, dans ces termes, les variations J^, J», J^ dis­
paraissent en même temps. D’où il suit que les lois générales de 
l’équilibre contenues dans les formules de l’article 19, sont indépen­
dantes de l’état comme de la figure du noyau.

54. II n’y a donc à considérer que l’équation aux limites que 
nous avons réduite, dans l’article 5o, à la forme

57/(cos aAr' 4- cos /3jy 4- cosyJV) ds* ~ o.

En y substituant pour J'x, J'y', J'z' les valeurs Jx'-J-J^', 
J'z' + J'Z marquées d’un trait, pour les rapporter à la surface du 
fluide contiguë au noyau, elle devient

5//(cos aTx' 4-cos (JJ'y' 4- cos y J'z')ds*
4- SÀ'^osaJ^'-f-cos/Sjy 4* cosyj'^')ds1 = o.

La partie qui contient les variations J'x', J'y', J'z' est nulle d’elle- 
même, comme nous l’avons démontré dans l’article 5i. L’autre 
partie du premier membre de l’équation devra donc aussi être nulle. 
On y substituera les valeurs de J^', J'Z, J^', et on égalera ensuite 
séparément à zéro les quantités multipliées par Jl, J'm, Jh, 
J'L, J'M, J'N-, on aura ces six équations,

cos aùs’= o, SK'cos (3ds* = o, SK' cos y ds* = o,

^'(y'cos? — z cos= o, 
5à'( 4 COS a —.rCOS^ùs* = o, 
SK\ x cos /2 —y cos a)ds* = o ,

qui seront nécessaires pour l’équilibre complet du fluide et du 
solide.

Ces équations’'répondent à celles de l’article 62 de la section V, 
Méc. anal. Tome I. 37
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en substituante* pour dm, et A'cosa, A'cos/3, A'cosy pour X, 
Y, Z. En effet, X étant la force de pression qui agit perpen­
diculairement sur la surface du noyau solide, A'cosa, A'cos/3, 
A'cos7 seront les forces qui en résultent, suivant les directions 
des coordonnées x, y, Z, et il faudra que le solide soit en équi­
libre, chacun des points de sa surface étant sollicité par ces mêmes 
forces.

35. Mais lorsqu’un fluide est supporté par un solide de figure 
donnée, et que l’un et l’autre sont sollicités par des forces quel­
conques , il est plus simple de tirer directement la solution du pro­
blème de l’équation fondamentale de l’article 16, en y substituant 
immédiatement pour Sx, Sy, J^, leurs valeurs complètes <Px+Jç, 
J'y + <Ni, -f- J'C (art. 35).

Les variations J'x, J'y, Si étant indépendantes des autres va­
riations Si, Sm, etc., donneront une équation semblable à celle de 
l’article 17, et fourniront les mêmes résultats pour l’équilibre du 
fluide, que dans le cas où le solide est supposé fixe.

A l’égard des autres variations J'^, J% J'C, il est d’abord aisé 
de voir qu’elles ne donnent rien dans les valeurs des différences

T~’ ~dz’ puisque les variations Si, Sm, Sri, SL,

SM, JW sont censées indépendantes de x, y, z.

Ainsi il suffira de substituer J^, cT», J'Ç à la place de Sx, S'y, 

Sz dans la formule

S(XSx H- YSy + ZSz}Vdxdydz,

et d’égaler séparément à zéro les quantités multipliées par cha­
cune des six variations Si, Sm, Su, SL, Sm, Sn, après les 
avoir fait sortir hors du signe S. Il est visible qu’on aura de 
cette manière les mêmes équations qu’on a trouvées dans la sec­
tion cinquième (chap. IV), pour l’équilibre d’un corps solide dont
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chaque particule dm, qui est ici Tdxdydz est animée par des forces 
quelconques X, Y, Z-, de sorte que l’on a pour l’équilibre d’un 
fluide sur un noyau mobile, les memes équations que si le fluide 
devenait solide.

56. Il résulte de ces deux manières d’envisager les variations, 
que la pression du fluide sur la surface du noyau équivaut à 
l’action de toutes les forces qui sollicitent chaque particule du fluide, 
en supposant que le fluide soit considéré comme solide, et que le 
noyau soit augmenté de toute la masse du fluide devenu solide.

Comme ce théorème de Statique est important, nous croyons 
devoir montrer d’une manière plus directe comment il se déduit 
de nos formules.

Tout se réduit à démontrer que l’équation

5 4- Fch + Z^Vdxdydz = o,

donne les mêmes résultats que l’équation aux limites

S\'^^'dydz 4~ J'rfdxdz 4- J'Ç'dxdy) = o.

Par les conditions de l’équilibre du fluide on a (art. 19),

rx—^, ty~ rz = ^>dx 9 dy1 dz7

Et comme les valeurs de Jç, (art. 35) sont respective­
ment indépendantes de x, y, z, on aura aussi

TX% TZ^ = ^,
CLX V*-**

ainsi la première équation deviendra

s +y =

Le premier terme sous le signe est intégrable par rapport à x, 
le second par rapport à y, le troisième par rapport à z-, donc si on
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exécute ces intégrations partielles, comme on l’a fait dans l’article 17, 
il en résulte l’équation aux limites

SA"^^ dydz 4~ S'^dxdz 4- d'Cdxdy')

•—■ SA'{^dydz + ^rldxdz 4- S'fdxdy} — o.

Mais on a A* = o (art. 25) à cause que la surface extérieure du 
fluide est supposée libre; donc il ne restera que l’équation

SA'dydz 4" dxdz 4- d'fdxdy} = o.

Ainsi les deux équations reviennent exactement au même.

57. Puisque, relativement aux variations dépendantes du dépla­
cement du noyau, on peut regarder le fluide qui le recouvre, comme 
s’il ne faisait qu’une masse solide avec lui; lorsque tous les points 
du noyau seront aussi sollicités par des forces quelconques, il n’y 
aura qu’à tenir compte de ces forces, comme de celles qui solli­
citent les particules du fluide, et appliquer à l’équilibre de la masse 
composée du fluide et du solide, comme si elle ne formait qu’un 
solide continu, les solutions données dans le chapitre IV de la 
cinquième section;

$ IV.

De ^équilibre des fluides incompressibles contenus dans des vases.

58. L’équation générale aux limites de l’article 27 doit se vérifier 
pour tous les points des parois du vase dans lequel le fluide est 
renfermé.

Mettons celte équation sous la forme

Sf^x" A' £xfdydz

4- SÇA'Sy" —• A'J'y'jdxdz

4- S^A’^z" — A!$z}dxdy = o,

et considérons d’abord les termes SÇA^z' — A'^z^dxdy, dans les-
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quels Sz" et Sz sont les variations de l’ordonnée z, en tant qu’elle 
se rapporte aux deux points de la surface du fluide qui répondent 
aux mêmes coordonnées x et y.

Il est évident que les variations Sz" tendent à faire sortir les 
particules delà surface hors de la masse fluide, et que les varia­
tions Sz, en les supposant toutes deux positives, tendent à faire 
rentrer dans oette masse les particules de la surface opposée; de 
sorte qu’en donnant à celle-ci le signe négatif, les variations Sz" 
et —Sz tendront également à faire sortir hors de la masse fluide 
les particules de la surface; et la double intégrale

S(>SS z" -f- X'X— Sz^dxdy

représentera la somme de toutes les quantités xSzdxdy qui ré-- 
pondent à tous les points de la surface du fluide, et dans lesquelles 
les variations Sz seront censées avoir la même tendance du dedans 
de la masse fluide au dehors ; ainsi, avec celte condition nous pou­
vons donner à cette intégrale cette forme plus simple SKdzdxdy.

De la même manière et avec les mêmes conditions, on pourra 
ramener les deux autres intégrales doubles S^Sy”—.XSy}dxdz et 
S$Sx — ^Sx^dydz , à la forme SASydxdz, S^Sxdydz.

Ainsi l’équation aux limites dont il s’agit pourra se mettre sous 
cette forme

S^Szdxdy -f- S^Sydxdz H- SKSzdydx,

qu’on peut encore réduire, par l’analyse de l’article 35, à celle-ci :

SX(cosctSx cos/3Jy + cosySz^ds1 = o,

dans laquelle a, 0, y sont les angles que le plan tangent à la sur­
face, dans le point qui répond aux coordonnées x, y, z, fait avec 
les trois plans des y, z, des x, z et des x,y. L’intégration de 
cette équation devra s’étendre à toute la surface du fluide; et 
les variations Sx, Sy, & seront censées toutes dirigées du dedans 
de la masse fluide au dehors.
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3g. Dans les points où la surface est libre, les variations 

jy, demeurant indéterminées, on ne peut satisfaire à l’équation 
qu’en faisant A = o, ce qui donnera la figure de cette surface , 
comme nous l’avons vu dans 1 article 18.

Pour tous les autres points de la surface où le fluide est contigu 
aux parois du vase, si on marque d’un trait les quantités qui s’y 
rapportent, on aura, relativement à ces parois, la même équation 
qu’on a trouvée par rapport à la surface du noyau recouvert d’un 
fluide (art. 5o). Ainsi toutes les conclusions qu’on a tirées de cette 
équation, depuis l’article qu’on vient de citer jusqu’à la fin du para­
graphe précédentJ peuvent s’appliquer aux parois du vase dans le­
quel le fluide est renfermé, quelle que soit d’ailleurs sa figure, et 
soit qu’il demeure fixe, ou qu’il doive être en équilibre, par la pres­
sion du fluide et par l’action des forces étrangères qui le tirent dans 
des directions quelconques.
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HUITIÈME SECTION.

De l* équilibre des fluides compressibles et élastiques.

j. Soient, comme dans l’article 10 de la section précédente, 

X, Y, Z les forces qui agissent sur chaque point de la masse 
fluide, réduites aux directions des coordonnées x, y, z, et ten­
dantes à diminuer ces coordonnées; on aura d’abord SÇX^x-j-Yéy 
-^-ZJ^dm pour la somme de leurs momens.

Dans les fluides élastiques il y a de plus une force intérieure qu’on 
nomme élasticité ou ressort, et qui tend à les dilater, ou à aug­
menter leur volume. Soit donc e l’élasticité d’une particule quel­
conque c?m; eette force tendant à augmenter le volume dxdydz de 
la même particule , aura ou pourra être censée avoir pour moment 
la quantité —tS' .{dxdydz} par l’article g de la seconde section. Je 
donne ici le signe — au moment de cette force, parce que celle-ci 
tend à augmenter la variable dxdydz, tandis que les forces X, 
Y, Z tendent à diminuer les variables x, y, z. Ainsi la somme 
des momens provenans de l’élasticité de toute la masse fluide , sera 
exprimée par —S^(dxdydz}.

Donc la somme totale des momens des forces qui agissent sur le 
fluide, sera

S^X^x + Yéy H- Zéz) dm — Sd (dxdydz) ;

et comme il n’y a ici aucune condition particulière à remplir, on 
aura l’équation générale de l’équilibre, en égalant simplement cette 
somme à zéro.

2. On aura donc pour l’équilibre des fluides élastiques, une équa­
tion de la même forme que celle que l’on a trouvée dans la sec-
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tion précédente (art. 10) pour l’équilibre des fluides incompressibles, 
puisque dans celle-ci — ^{dxdydz} (art. n), ce qui rend le 
ternie NaAU provenant delà condition de l’incompressibilité, entiè­
rement semblable au ternie Si^dxdydz} dû aux momens des forces 
élastiques.

Il s’ensuit de là que les formules trouvées pour l’équilibre des 
fluides incompressibles, s’appliquent immédiatement et sans au­
cune restriction à l’équilibre des fluides élastiques, en y changeant 
simplement le coefficient A en —e, c’est-à-dire en supposant 
que la quantité A qui exprimait la pression dans les fluides incom­
pressibles , étant prise négativement, exprime la force d’élasticité de 
chaque élément d’un fluide élastique.

5. L’éslaticité s dépend de la densité et de la température de 
chaque particule du fluide, et on doit la regarder comme une fonc­
tion connue de ces deux quantités ; mais la densité de chaque par­
ticule est inconnue parce qu’elle dépend du rapport de la'masse dm 
de la particule à son volume dxdydz ; et le calcul différentiel ne 
peut déterminer ce rapport, qui dépend du nombre de particules 
élémentaires contenues dans l’élément différentiel dxdydz de la 
masse fluide.

On ne peut donc connaître la valeur de l’élasticité qu’d poste­
riori , par le moyen des forces qui tiennent le fluide en équilibre. 
Ainsi il faudra déterminer la valeur de « comme on a déterminé 
celle de A dans l’article 19 de la section précédente.

4. En changeant A en — e, on aura par cet article les équations 

g + rr=o, è + rz=o,

lesquelles donnent

dé + T{Xdx -H Ydy H- Zdz} — o,
et
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et par conséquent

e — const. — SV(XdxYdy ~\-Zdz),

Ainsi la quantité r(X<&+ Ydy -f- Zdz) doit être une différen­
tielle complète pour l’équilibre des fluides élastiques, comme pour 
celui des fluides incompressibles.

De là on conclura aussi, comme dans l’article 20 de la section 
précédente, que lorsque la quantité Xdx-{-Ydy+Zdz est elle-même 
une différentielle complète, la densité T devra être uniforme dans 
chaque surface de niveau.

5. En désignant par 0 la chaleur qui a lieu dans chaque endroit 
de la masse fluide, on suppose ordinairement pour l’air g propor­
tionnelle à T0, en faisant abstraction des autres causes, telles que les 
vapeurs, l’électricité, etc., qui peuvent influer sur son élasticité.

Substituons dans l’équation di^T(Xdx-\-Ydy-{-Zdz) pour E 

sa valeur elle deviendra jnu
d- , Xdx + Ydy + Zdz

+----- ù------- =

La chaleur étant produite par des causes locales, la quantité 9 
sera une fonction donnée de x, y, z ; et il faudra, pour que l’équa­
tion précédente puisse subsister, que la quantité

Xdx -f- Ydy -f- Zdz _ ~ —-

sbit une différentielle exacte.
■ •

6. Donc dans le cas de la nature où Xdx 4- Ydy-J- Zdz — dn 
(art. 20, sect. précéd.), il faudra que 0 soit une fonction de H; par 
conséquent on aura dO = o lorsque dH = o ; d’où il suit que la 
chaleur doit être constante dans chaque surface de niveau à laquelle 
la pesanteur est perpendiculaire ; autrement il sera impossible que 
l’atmosphère puisse être en équilibre. Ainsi il faudrait, pour que l’air

dHéczanal. Tome I. 28
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pût être en repos, que la température fût égale sur toute la surface de 
la terre, et qu’elle ne variât, en s’élevant dans l’atmosphère, que 
d’une couche de niveau à l’autre.

7. A l’égard de l’équation aux limites pour la surface du fluide, 
en employant la réduction de l’article 32 de la section précédente, 
elle devient Sefpds* = o, et sous cette forme elle est évidente par 
elle-même ; car à la surface il n’y a à considérer que la force d’élas­
ticité e qui agit suivant la ligne p perpendiculaire à la même sur­
face; et si le fluide est contenu dans un vase, les variations Jp 
sont nulles, et l’équation a lieu d’elle-même; mais si une partie 
de la surface était libre, il faudrait que l’élasticité ê y fût nulle; au­
trement le fluide n’étant pa's contenu se dissiperait.

8. L’élasticité e, dans l’atmosphère, est proportionnelle à la hau­
teur du baromètre, que nous désignerons par h. Soit Z la force 
de la pesanteur ; prenons l’ordonnée z perpendiculaire à la surface 
de la terre et dirigée de bas en haut; l’équation de l’article 5 de viendra

dit , Zdz

laquelle donne par l’intégration, en prenant H pour la hauteur du 
baromètre lorsque z = o,

, H C Zdz mI-k=J — ’

l’intégrale étant supposée commencer au point où z = o.
On voit par là que le logarithme du rapport des hauteurs du baro­

mètre ne donne rigoureusement qu’une quantité proportionnelle à la 
valeur’ de l’integrale / -y- comprise entre les hauteurs des deux 
stations; et que pour en déduire la différence de hauteur des stations, 
il faut supposer connue la loi de la chaleur ô en fonction de z.

9. On sait que la pesanteur décroît en raison inverse du carré 
de la distance au centre de la terre. Donc prenant r pour le rayon
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de la terre, et supposant que z soient les hauteurs verticales au- 

dessus de la surface de la terre, on a Z=-—g étant la

dzgravité à la surface de la terre 5 et de la Zdz = g ------ ;

en faisant x=-~; de sorte qu’on aura ml.j^ g et la 
1+7

difficulté se réduit à avoir G en fonction de x.

r mû10. En supposant 0 constante, et faisant, pour abréger,—=Æ, 
S

011 trouvera
x = — l-h},

et l’on aura la valeur de z par la formule z = —

Si on néglige le terme *, qui est toujours insensible pour les 
hauteurs z qui ne sont pas très-grandes, on a simplement 2 = a?, 
ce qui donne la règle ordinaire pour la mesure des hauteurs par le 
baromètre.

Le coefficient K doit être déterminé par l’observation. M. Deluc 
avait trouvé, pour la température uniforme de iG° | du thermo­
mètre de Réaumur, ce coefficient =10000, en prenant les loga­
rithmes des tables et les hauteurs en toises. Pour les autres tem­
pératures, il l’augmentait ou le diminuait de sa 2i5me partie, pour 
chaque degré au-dessus ou au-dessous de 16°^, et pour les tem­
pératures variables d’une station à l’autre, il se contentait de 
prendre la moyenne arithmétique entre les températures des deux 
stations. Depuis on a perfectionné celte règle par des données plus 
exactes, et par de nouvelles corrections appliquées au coefficient K.

11. Au reste, en prenant, pour la température uniforme, la moyenne 
arithmétique entre les températures extrêmes de la colonne d’air,
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on suppose que la chaleur diminue en progression arithmétique, 
Pour voir ce que cette hypothèse donne, on fera ô = 0(i —nz), 
ou plutôt 9=0(i — nx), pour simplifier les calculs, 0 étant la 
température lorsque x = o. Substituant cette valeur dans la for- 

dx , ,mule -y, intégrant, et remettant ensuite pour n sa valeur tiree 

de l’équation précédente, on aura

fdx l.®— 1.6 x (’ T-^-t , T + Tt 11 XJT=’x-^=r=l^—a-4--------8F----------- etcJ>

en faisant Q==k+T, G=Æ-H, et prenant k pour une tempé­
rature fixe, et T, t pour les degrés du thermomètre au-dessus de 
cette température.

La formule de l’article 9 donnera ainsi, en faisant — =Æ, et 
S

ne poussant l’approximation que jusqu’aux secondes dimensions 
de T et z,

\ ' 2K I2Ka / h

Les deux premiers termes répondent à la règle de Deluc, et le 
troisième sera presque toujours insensible.



SECONDE PARTIE, SECTION I. 22T

SECONDE PARTIE.

LA DYNAMIQUE.

PREMIÈRE SECTION.

Sur les differens principes de la Dynamique.

—. A

I j æ Dynamique est la science des forces accélératrices ou retar­
datrices, et des mouvemens variés qu’elles doivent produire. Cette 
science est due entièrement aux modernes, et Galilée est celui qui 
en a jeté les premiers fondemens. Avant lui on n’avait considéré 
les forces qui agissent sur les corps que dans l’état d’équilibre ; et 
quoiqu’on ne pût attribuer l’accélération des corps pesans, et le 
mouvement curviligne des projectiles qu’a 1 action constante de la 
gravité, personne n’avait encore réussi à déterminer les lois de ces 
phénomènes journaliers, d’après une cause si simple. Galilée a fait 
le premier ce pas important, et a ouvert par là une carrière nou­
velle et immense à l’avancement de la Mécanique. Cette découverte 
est exposée et développée dans l’ouvrage intitulé : Discorsi e dimos- 
trazioni matematiche intorno a due nuove scienze, lequel parut pour 
la première fois à Leyde, en 1638. Elle ne procura pas à Galilée, 
de son vivant v autant de célébrité que celles qu’il avait faites dans 
le ciel ; mais elle fait aujourd’hui la partie la plus solide et la plus 
réelle de la gloire de ce grand homme.

Les découvertes des satellites de Jupiter, des phases de Vénus ,
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des taches du Soleil, etc. ne demandaient que des télescopes et de 
l’assiduité; mais il fallait un génie extraordinaire pour démêler les 
lois de la nature dans des phénomènes que l’on avait toujours eus 
sous les yeux, mais dont l’explication avait néanmoins toujours 
échappé aux recherches des philosophes.

Huyghens, qui paraît avoir été destiné à perfectionner et com­
pléter la plupart des découvertes de Galilée, ajouta à la théorie de 
l’accélération des graves celles du mouvement des pendules et des 
forces centrifuges, et prépara ainsi la route à la grande découverte 
de la gravitation universelle. La Mécanique devint une science nou­
velle entre les mains de Newton, et ses Principes Mathématiques, 
qui parurent pour la première fois en 1687, furent l’époque de cette 
révolution.

Enfin l’invention du calcul infinitésimal mit les géomètres en état 
de réduire à des équations analytiques les lois du mouvement des 
corps; et la recherche des forces et des mouvemens qui en résultent, 
est devenue depuis le principal objet de leurs travaux.

Je me suis proposé ici de leur offrir un nouveau moyen de fa­
ciliter cette recherche ; mais auparavant il ne sera pas inutile d’ex­
poser les principes qui servent de fondement à la Dynamique, et 
de présenter la suite et la gradation des idées qui ont le plus con­
tribué à étendre et à perfectionner cette science.

1. La théorie des mouvemens variés et des forces accélératrices 
qui les produisent, est fondée sur ces lois générales: que tout mou­
vement imprimé à un corps, est par sa nature uniforme et recti­
ligne, et que difierens mouvemens imprimés à-la-fois ou successi­
vement à un même corps, se composent de manière que le corps 
se trouve à chaque instant dans le même point de l’espace où il 
devrait se trouver en effet par la combinaison de cçs mouvemens, 
s’ils existaient chacun réellement et séparément dans le corps. C’est 
dans ces deux lois que consistent les principes connus de la force 
d’inertie et du mouvement composé. Galilée a apperçu le premier
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ces deux principes, et en a déduit les lois du mouvement des 
projectiles, en composant le mouvement oblique, effet de l’impul­
sion communiquée au corps , avec sa chute perpendiculaire due à 
l’action de la gravité.

A l’égard des lois de l’accélération des graves, elles se déduisent 
naturellement de la considération de l’action constante et uniforme 
de la gravité, en vertu de laquelle les corps recevant dans des 
instans égaux des degrés égaux de vitesse suivant la même direc­
tion, la vitesse totale acquise au bout d’un temps quelconque, doit 
être proportionnelle à ce temps ; et il est clair que ce rapport 
constant des vitesses au temps, doit être lui-même proportionnel à 
l’intensité de la force que la gravité exerce pour mouvoir le corps ; 
de sorte que dans le mouvement sur des plans inclinés, ce rapport 
ne doit pas être proportionnel à la force absolue de la gravité, 
comme dans le mouvement vertical, mais à sa force relative, 
laquelle dépend de l’inclinaison du plan, et se détermine par les 
règles de la Statique $ ce qui fournit un moyen facile de comparer 
entre eux les mouvemens des corps qui descendent sur des plans 
différemment inclinés.

Cependant il ne parait pas que Galilée ait découvert de cette 
manière les lois de la chute des corps pesans. Il a commencé , 
au contraire, par supposer la notion d’un mouvement uniformément 
accéléré, dans lequel les vitesses croissent comme les temps ; il en 
a déduit géométriquement les principales propriétés de cette es­
pèce de mouvement, et surtout la loi de l’accroissement des espaces 
en raison des carrés des temps ; ensuite il s’est assuré par des 
expériences, que cette loi a lieu effectivement dans le-mouvement des 
corps qui tombent verticalement ou sur des plans quelconques incli­
nés. Mais pour pouvoir comparer entre eux les mouvemens sur diffé­
rons plans inclinés, il a été obligé d’abord d’admettre ce principe pré­
caire’, que les vitesses acquises en descendant de hauteurs verticales 
égales, sont aussi toujours égales ; et ce n’est que peu avant sa mort, et 
après la publication de scs Dialogues, qu’il a trouvé la démonstra»-
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tion de ce principe, par la considération de l’action relative de la 
gravité sur les plans inclinés, démonstration qui a été ensuite insé­
rée dans les autres éditions de cet Ouvrage.

2. Le rapport constant qui dans les mouvemens uniformément 
accélérés, doit subsister entre les vitesses et les temps, ou entre 
les espaces et les carrés des temps, peut donc être pris pour la 
mesure de la force accélératrice qui agit continuellement sur le mo­
bile; parce qu’en effet cette force ne peut être estimée que par 
l’effet qu’elle produit dans le corps, et qui consiste dans les vitesses 
engendrées, ou dans les espaces parcourus dans des temps donnés.

Ainsi il suffit, pour cetté estimation des forces, de considérer le 
mouvement produit dans un temps quelconque, fini ou infiniment 
petit, pourvu que la force soit regardée comme constante pendant 
ce temps ; par conséquent, quel que soit le mouvement du corps 
et la loi de son accélération, comme par la nature du calcul diffé­
rentiel, on peut regarder comme constante, pendant un temps 
infiniment petit, l’action de toute force accélératrice, on pourra tou­
jours déterminer la valeur- de la force qui agit sur le corps à chaque 
instant, en comparant la vitesse engendrée dans cet instant avec la 
durée du même instant, ou l’espace qu’elle fait parcourir pendant 
le même instant avec le carré de la durée de çet instant; et il n’est 
pas même nécessaire que cet espace ait été réellement parcouru par 
le corps, il suffit qu’il puisse être censé avoir été parcouru par un 
mouvement composé, puisque l’effet de la force est le même dans l’un 
et dans l’autre cas, par les principes du mouvement exposés plus haut.

C’est ainsi qu’Huyghens a trouvé que les forces centrifuges des 
corps mus dans des cercles avec des vitesses constantes, sont 
comme les carrés des vitesses divisés par les rayons des cercles, 
et qu’il a pu comparer ces forces avec la force de la pesanteur à la 
surface de la terre, comme on le voit par les démonstrations'qu’il 
a laissées de ses théorèmes sur la force centrifuge publiés eu 1675 
a la fin du Traité intulé Horologium oscillatorium.

Eu
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En combinant cette théorie des forces centrifuges avec celle des 

développées, dont Huyghens est aussi l’auteur, et qui réduit à des 
arcs de cercle chaque portion infiniment petite d’une courbe quel­
conque, il lui était facile de l’étendre à toutes les courbes. Mais il 
était réservé à Newton de faire ce nouveau pas et de compléter la 
science des mouvemens variés et des forces accélératrices qui peuvent 
les engendrer. Cette science ne consiste maintenant que dans quelques 
formules différentielles très-simples; mais Newton a constamment 
fait usage de la méthode géométrique simplifiée par la considération 
des premières et dernières raisons, et s’il s’est quelquefois servi du 
calcul analytique, c’est uniquement la méthode des séries qu’il 
a employée, laquelle doit être distinguée de la méthode différen­
tielle, quoiqu’il soit facile de les rapprocher et de les rappeler à un 
même principe.

Les géomètres qui ont traité, après Newton, la théorie des forces 
accélératrices, se sont presque tous contentés de généraliser ses 
théorèmes, et de les traduire en expressions différentielles. De là les 
différentes formules des forces centrales qu’on trouve dans plusieurs 
ouvrages de.Mécanique, mais dont on ne fait plus guère usage, 
parce qu’elles ne s’appliquent qu’aux courbes qu’on suppose dé­
crites en vertu d’une force unique tendante vers un centre, et qu’on 
a maintenant des formules générales pour déterminer les mouve­
mens produits par des forces quelconques,

3. Si on conçoit que le mouvement d’un corps et les forces qui 
le sollicitent soient décomposées suivant trois lignes droites perpen­
diculaires entre elles, on pourra considérer séparément les mouve­
mens et les forces relatives à chacune de ces trois directions. Car 
à cause de la perpendicularité des directions, il est visible que cha­
cun de ces mouvemens partiels peut être regardé comme indépen­
dant des deux autres, et qu’il ne peut recevoir d’altération que de 
la part de la force qui agit dans la direction de ce mouvement; 
d’où l’on peut conclure que ces trois mouvemens doivent suivre, 

Méc. anal. Tome I, ag
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chacun en particulier, les lois des mouvemens rectilignes accélérés 
ou retardés par des forces données. Or dans le mouvement recti­
ligne, l’effet de la force accélératrice ne consistant qu’à altérer la 
vitesse du corps, cette force doit être mesurée par le rapport entre 
l’accroissement ou le décroissement de la vitesse pendant un ins­
tant quelconque, et la durée de cet instant, c’est-à-dire, par la 
différentielle de la vitesse divisée par celle du temps ; et comme la 
vitesse elle-même est exprimée dans les mouvemens variés, par la 
différentielle de l’espace, divisée par celle du temps , il s’ensuit que 
la force dont il s’agit sera mesurée par la différentielle seconde de 
l’espace, divisée par le carré de la différentielle première du temps 
supposée constante. Donc aussi la différentielle seconde de l’espace 
que le corps parcourt ou est censé parcourir suivant chacune des 
trois directions perpendiculaires, divisée par le carré de la diffé­
rentielle constante du temps, exprimera la force accélératrice dont 
le corps doit être animé suivant cette même direction, et devra par 
conséquent être égalée à la force actuelle qui est supposée agir dans 
cette direction. C’est ce qui constitue le principe si connu des forces 
accélératrices.

Il n’est pas nécessaire que les trois directions auxquelles on rap­
porte le mouvement instantané du corps soient absolument fixes, 
il suffit qu’elles le soient pendant la durée d’un instant. Ainsi dans 
les mouvemens en ligne courbe, on peut prendre à chaque instant 
ces directions, l’une dans la tangente, et les deux autres dans les 
perpendiculaires à la courbe. Alors la force accélératrice qui agit 
suivant la tangente, et qu’on nomme force langentielle, sera toute 
employée à altérer la vitesse absolue du corps, et sera exprimée 
par l’élément de cette vitesse divisée par l’élément du temps.

Les forces normales, au contraire, ne feront que changer la di­
rection du corps, et dépendront de la courbure de la ligne qu’il dé­
crit. En réduisant les forces normales à une seule, cette force 
composée doit se trouver dans le plan de la courbure, et être ex­
primée par le carré de la vitesse divisé par le rayon oscillateur, 
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puisque à chaque instant le corps peut être regardé comme mu dans 
le cercle osculateur.

C’est ainsi qu’on a trouvé les formules connues des forces tan- 
gentielles et des forces normales, dont on s’est servi long-temps 
pour résoudre les problèmes sur le mouvement des corps animés 
par des forces données. La Mécanique d’Euler, qui a paru en 1756, 
et qu’on doit regarder comme le premier grand ouvrage où l’Analyse 
ait été appliquée à la science du mouvement, est encore toute fon­
dée sur ces formules; mais on les a presque abandonnées depuis, 
parce qu’on a trouvé une manière plus simple d’exprimer l’effet 
des forces accélératrices sur le mouvement des corps.

Elle consiste à rapporter le mouvement du corps, et les forces 
qui le sollicitent, à des directions fixes dans l’espace. Alors en em­
ployant pour déterminer le lieu du corps dans l’espace, trois coor­
données rectangles qui aient ces mêmes directions, les variations 
de ces coordonnées représenteront évidemment les espaces parcou­
rus par le corps suivant les directions de ces coordonnées; par 
conséquent leurs différentielles secondes, divisées par le carré de la 
différentielle constante du temps, exprimeront les forces accéléra­
trices qui doivent agir suivant ces mêmes coordonnées; ainsi en 
égalant ces expressions à celles des forces données par la nature du 
problème, on aura trois équations semblables qui serviront à dé­
terminer toutes les circonstances du mouvement. Cette manière 
d’établir les équations du mouvement d’un corps animé par des 
forces quelconques, en le réduisant à des mouvemens rectilignes, 
est, par sa simplicité, préférable à toutes les autres; elle aurait dû 
se présenter d’abord, mais il paraît que Maclaurin est le premier qui 
l’ait employée dans son Traité des Fluxions, qui a paru en anglais 
en 1742; elle est maintenant universellement adoptée.

4. Par les principes qui viennent d’être exposés, on peut donc 
déterminer les lois du mouvement d’un corps libre, sollicité par



228 MÉCANIQUE ANALYTIQUE.
des forces quelconques, pourvu que le corps soit regardé comme 
un point.

On peut aussi appliquer ces principes à la recherche du mouve­
ment de plusieurs corps qui exercent les uns sur les autres une 
attraction mutuelle, suivant une loi qui soit comme une fonction 
connue des distances; enfin il n’est pas difficile de les étendre aux 
mouvemens dans des milieux résistans, ainsi qu’à ceux qui se font 
sur des surfaces courbes données ; car la résistance du milieu n’est 
autre chose qu’une force qui agit dans une direction opposée à celle 
du mobile; et lorsqu’un corps est forcé de se mouvoir sur une 
surface donnée, il y a nécessairement une force perpendiculaire à 
la surface qui l’y retient, et dont la valeur inconnue peut se dé­
terminer d’après les conditions qui résultent de la nature de la 
même surface.

Mais si on cherche le mouvement de plusieurs corps qui agissent 
les uns sur les autres par impulsion ou par pression, soit immédia­
tement comme dans le choc ordinaire, ou par le moyen de fils ou 
de leviers inflexibles auxquels ils soient attachés, ou en général 
par quelqu’autre moyen que ce soit, alors la question est d’un 
ordre plus élevé, et les principes précédens sont insuffisans pour la 
résoudre. Car ici les forces qui agissent sur les corps sont incon­
nues , et il faut déduire ces forces de l’action que les corps doivent 
exercer entre eux, suivant leur disposition mutuelle. Il est donc 
nécessaire d’avoir recours à un nouveau principe qui serve à dé­
terminer la force des corps en mouvement, eu égard à leur masse 
et à leur vitesse.

5. Ce principe consiste en ce que, pour imprimer à une masse 
donnée une certaine vitesse suivant une direction quelconque, soit 
que cette masse soit en repos ou en mouvement, il faut une force 
dont la valeur soit proportionnelle au produit de la masse par la 
vitesse, et dont la direction Soit la même que celle de cette vitesse. 
Ce produit de la masse d’un corps multipliée par sa vitesse, s’ap­
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pelle communément la quantité de mouvement de ce corps, parce 
qu’en effet c’est la somme des mouvemens de toutes les parties ma­
térielles du corps. Ainsi les forces se mesurent par les quantités 
de mouvement qu’elles sont capables de produire, et réciproque­
ment la quantité de mouvement d’un corps est la mesure de la 
force que le corps est capable d’exercer contre un obstacle, et qui 
s’appelle la percussion. D’où il s’ensuit que si deux corps non élas­
tiques viennent à se choquer directement en sens contraire avec 
des quantités de mouvement égales, leurs forces doivent se contre­
balancer et se détruire, par conséquent les corps doivent s’arrêter 
et demeurer en repos. Mais si le choc se faisait pai’ le moyen d’un 
levier, il faudrait pour la destruction du mouvement des corps, 
que leurs forces suivissent la loi connue de l’équilibre du levier.

Il paraît que Descartes a apperçu le premier le principe que nous 
venons d’exposer, mais il s’est trompé dans son application au 
choc des corps, pour avoir cru que la même quantité de mouve­
ment absolu devait toujours se conserver.

Wallis est proprement le premier qui ait eu une idée nette de ce 
principe, et qui s’en soit servi avec succès pour découvrir les lois 
de la communication du mouvement dans1 le choc des corps durs 
ou élastiques, comme on le voit dans les Transactions Philosophiques 
de 1669, et dans la troisième partie de son Traité de Motu, im­
primé en 1671.

De même que le produit de la masse et de la vitesse exprime 
la force finie d’un corps en mouvement, ainsi le produit de la masse 
et de la force accélératrice que nous avons vu être représentée par 
l’élément de la vitesse divisé par l’élément du temps, exprimera la 
force élémentaire ou naissante5 et cette quantité, si on la considère 
comme la mesure de l’effort que le corps peut faire en vertu de 
la vitesse élémentaire qu’il a prise, ou qu’il tend à prendre, cons­
titue ce qu’on nomme pression; mais si on la regarde comme la 
mesure de la force ou puissance nécessaire pour imprimer cette 
même vitesse, elle est alors ce qu’on nomme force motrice. Ainsi 
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des pressions, ou des forces motrices, se détruiront ou se feront 
équilibre si elles sont égales et directement opposées, ou si étant 
appliquées à une machine quelconque, elles suivent les lois de l’é­
quilibre de cette machine.

o
6. Lorsque des corps sont joints ensemble, de manière qu’ils ne 

puissent obéir librement aux impulsions reçues, et aux forces ac­
célératrices dont ils sont animés, ces corps exercent nécessairement 
les uns sur les autres des pressions continuelles qui altèrent leurs 
mouvemens, et en rendent la détermination difficile.

Le premier problème et le plus simple de ce genre dont les 
géomètres se soient occupés, est celui du centre d’oscillation. Ce 
problème a été fameux au commencement du siècle dernier et 
même dès le milieu du précédent, par les efforts et les tentatives 
que les plus grands géomètres ont faits pour en venir à bout; et 
comme c’est principalement à ces tentatives qu’on doit les progrès 
immenses que la Dynamique a faits depuis, je crois devoir en don­
ner ici une histoire succincte, pour montrer par quels degrés cette 
science s’est élevée à la perfection où elle paraît être parvenue dans 
ces derniers temps.

Les Lettres de Descartes offrent les premières traces des re­
cherches sur le centre d’oscillation. On y voit que Mersenne avait 
proposé aux géomètres de déterminer la grandeur que doit avoir 
un corps de figure quelconque, pour qu’étant suspendu par un point, 
il fasse ses oscillations dans le même temps qu’un fil de longueur 
donnée , et chargé d’un seul poids à son extrémité. Descartes ob­
serve que cette question a quelque rapport avec celle du centre de 
gravité, et que de même que dans un corps pesant qui tombe libre­
ment, il y a un centre de gravité autour duquel les efforts de la 
pesanteur de toutes les parties du corps se font équilibre, ensorte 
que ce centre descend de la même manière que si le reste du corps 
était anéanti, ou qu’il fut concentré dans le même centre; ainsi 
dans les corps pesans qui tournent autour d’un axe fixe, il doit y 
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avoir un centre, qu’il appelle centre d’agitation, autour duquel les 
forces d’agitation de toutes les parties du corps se contrebalancent, 
de manière que ce centre étant libre de l’action de ces forces, 
puisse être mu comme il le serait si les autres parties du corps 
étaient anéanties, ou concentrées dans ce meme centre 5 que par 
conséquent tous les corps dans lesquels ce centre sera également 
éloigné de l’axe de rotation, feront leur vibration dans le même 
temps.

D’après cette notion du centre d’agitation, Descartes donne une 
méthode générale de le déterminer dans les corps de figure quel­
conque ; cette méthode consiste à chercher le centre de gravité des 
forces d’agitation de toutes les parties du corps, en estimant ces 
forces par les produits des masses multipliées par les vitesses qui 
sont ici proportionnelles aux distances de l’axe de rotation, et en 
supposant que les parties du corps soient projetées sur le plan qui 
passe par son centre de gravité et par l’axe de rotation, de maniéré 
qu’elles conservent leurs distances à cet axe.

Cette solution de Descartes devint un sujet de contestation entre 
lui et Robervah Celui-ci prétendait qu’elle n’était bonne que lorsque 
toutes les parties du corps sont réellement ou peuvent être censées 
placées dans un même plan passant par l’axe de rotation, que dans 
tous les autres cas il ne fallait considérer que les mouvemens per­
pendiculaires au plan passant par l’axe de rotation et par le centre 
de gravité du corps, et qu’on devait rapporter chaque particule 
au point où ce plan est rencontré par la direction du mouvement 
de cette particule, direction qui est toujours perpendiculaire au 
plan mené par cette particule et par l’axe de rotation. Mais il est 
facile de prouver que, par rapport à l’axe de rotation, les momens 
des forces estimées de cette manière sont toujours égaux à ceux 
des forces estimées suivant la méthode de Descartes.

Roberval prétendit, avec plus de fondement, que Descartes 
n’avajt cherché que le centre de percussion, autour duquel 
les chocs ou les momens de percussion sont égaux, et que 
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pour trouver le vrai centre d’oscillation d’un pendule pesant, il 
fallait aussi avoir égard à l’action de la gravité, en vertu de laquelle 
le pendule se meut. Mais cette recherche étant supérieure à la 
Mécanique de ces temps-là, les géomètres continuèrent à supposer 
tacitement que le centre de percussion était le même que celui 
d’oscillation, et Huyghens fut le premier qui envisagea ce dernier 
centre sous son vrai point de vue ; aussi crut-il devoir regarder ce 
problème comme entièrement neuf, et ne pouvant le résoudre par 
les lois connues du mouvement, il inventa un principe nouveau, 
mais indirect, lequel est devenu célèbre depuis, sous le nom de 
conservation des forces vives.

q. Un fil considéré comme une ligne inflexible, sans pesanteur 
et sans masse , étant attaché par un bout à un point fixe, et chargé 
à l’autre bout d’un petit poids qu’on puisse regarder comme ré­
duit à un point, forme ce qu’on appelle un pendule simple ; et la 
loi des vibrations de ce pendule dépend uniquement de sa longueur, 
c’est-à-dire, de la distance entre le poids et le point de suspension. 
Mais si à çe fil on attache encore un ou plusieurs poids à diffé­
rentes distances du point de suspension, on aura alors un pendule 
composé, dont le mouvement devra tenir une espèce de milieu 
entre ceux des différens pendules simples que l’on aurait, si cha­
cun de ces poids était suspendu seul au fil. Car la force de la gra­
vité tendant d’un côté à faire descendre tous les poids également 
dans le même temps, et de l’autre l’inflexibilité du fil les contrai­
gnant à décrire dans ce même temps des arcs inégaux et propor­
tionnels à leur distance du point de suspension, il doit se faire 
entre ces poids une espece de compensation et de répartition de 
leurs mouvemens, ensorte que les poids qui sont les plus proches 
du point de suspension, hâteront les vibrations des plus éloignés, 
et ceux-ci, au contraire, retarderont les vibrations des premiers. 
Ainsi il y aura dans le fil un point où un corps étant placé, son 
mpuvement ne serait ni accéléré, ni retardé par les autres poids, 

mais 
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mais serait le meme que s’il était seul suspendu au fil. Ce point sera 
donc le vrai centre d’oscillation du'pendule composé, et un tel 
centre doit se trouver aussi dans tout corps solide de quelque figure 
que ce soit, qui oscille autour d’un axe horizontal.

Huyghens vit qu’on ne pouvait déterminer ce centre d’une ma­
nière rigoureuse, sans connaître la loi suivant laquelle les difîcrens 
poids du pendule composé altèrent mutuellement les mouvemens 
que la gravité tend à leur imprimer à chaque instant ; mais au lieu 
de chercher à déduire cette loi des principes fondamentaux de la 
Mécanique, il se contenta d’y suppléer par un principe indirect, 
lequel consiste à supposer que si plusieurs poids attachés, comme 
l’on voudra, à un pendule, descendent par la seule action de la gra­
vité, et que dans un instant quelconque ils soient détachés et sé­
parés les uns des autres, chacun d’eux, en vertu de la vitesse 
acquise pendant sa chute, pourra remonter à une telle hauteur, 
que le centre commun de gravité se trouvera remonté à. la 
même hauteur d’où il était descendu. A la vérité Huyghens n’éta­
blit pas ce principe immédiatement, mais il le déduit de deux hy­
pothèses qu’il croit devoir être admises comme des demandes de 
Mécanique ; l’une, c’est que le centre de gravité d’un système de 
corps pesans ne peut jamais remonter à une hauteur plus grande 
que celle d’où il est tombé, quelque changement qu’on fasse à la 
disposition mutuelle des corps, parce qu’autrement le mouvement 
perpétuel ne serait plus impossible; l’autre, c’est qu’un pendule com­
posé peut toujours remonter de lui-même à la même hauteur d’où 
il est descendu librement. Au reste, Huyghens remarque que le 
même principe a lieu dans le mouvement des corps pesans liés 
ensemble d’une manière quelconque, comme aussi dans le mouve­
ment des fluides.

On ne saurait deviner ce qui a donné à cet auteur l’idée d’un 
tel principe ; mais on peut conjecturer qu’il y a été conduit par le 
théorème que Galilée avait démontré sur la chute des corps pesans, 
lesquels, soit qu’ils descendent verticalement ou sur des plans iu-

Méc. anal. Tome I. 3o
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clinés, acquièrent toujours des vitesses capables de les faire remonter 
aux mêmes hauteurs d’où ils étaient tombés. Ce théorème généralisé 
et appliqué au centre de gravité d’un système de corps pesans, donne 
le principe d’Huyghens.

Quoi qu’il en soit, ce principe fournit une équation entre la hau­
teur verticale, d’où le centre de gravité du système est descendu 
dans un temps quelconque, et les différentes hauteurs verticales 
auxquelles les corps qui composent le système pourraient remon­
ter avec leurs vitesses acquises, et qui par les théorèmes de Galilée 
sont comme les carrés de ces vitesses. Or dans un pendule qui os­
cille autour d’un axe horizontal, les vitesses des différens points 
sont proportionnelles à leurs distances de l’axe; ainsi on peut ré­
duire l’équation à deux seules inconnues, dont l'une soit la descente 
du centre de gravité du pendule dans un temps quelconque, et dont 
l’autre soit la hauteur à laquelle un point donné de ce pendule pour­
rait remonter par sa vitesse acquise. Mais la descente du centre de 
gravité détermine celle de tout autre point du pendule ; donc on 
aura une équation entre la hauteur d’où un point quelconque du 
pendule est descendu, et celle à laquelle il pourrait remonter par 
sa vitesse, due à cette chute. Dans le centre d’oscillation, ces 
deux hauteurs doivent être égales, parce que les corps libres peuvent 
toujours remonter à la même hauteur d’où ils sont tombés ; et l’équa­
tion fait voir que cette égalité ne peut avoir lieu que dans un point 
de la ligne perpendiculaire à l’axe de rotation, et passant par le 
centre de gravité du pendule, lequel soit éloigné de cet axe de la 
quantité qui provient en multipliant tous les poids qui composent le 
pendule, par lés carrés de leurs distances à l’axe, et divisant la 
somme de cés produits par la masse du pendule multipliée par la 
distance de son centre de gravité au même axe. Cette quantité ex­
primera donc la longueur d’un pendule simple, dont le mouvement 
serait égal à celui du pendule composé.

Cette théorie d’Huyghens est exposée dans VHorolbgium oscilla- 
torium, et elle y est accompagnée d’un grand nombre de savantes 
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applications. Elle n’aurait rien laissé à desirer, si elle n’avait pas été 
appuyée sur un principe précaire; et il restait toujours à démontrer 
ce principe pour la mettre hors de toute atteinte.

En 1681 parurent, dans le Journal des Savans de Paris, quelques 
mauvaises objections contre cette théorie, auxquelles ïluyghens ne 
répondit que d’une manière vague et peu satisfaisante. Mais cette 
contestation ayant excité l’attention de Jacques Bernoulli, lui donna 
occasion d’examiner à fond la théorie de Huyghens, et de chercher 
à la rappeler aux premiers principes de la Dynamique. Il ne consi­
dère d’abord que deux poids égaux attachés à une ligne inflexible 
et droite, et il remarque que la vitesse que le premier poids, 
celui qui est le plus près du point de suspension, acquiert en 
décrivant un arc quelconque, doit être moindre que celle qu’il aurait 
acquise en décrivant librement le même arc ; et qu’en même temps 
la vitesse acquise par l’autre poids, doit être plus grande que celle 
qu’il aurait acquise en parcourant le même arc librement. La vi­
tesse perdue par le premier poids s’est donc communiquée au 
second, et comme cette communication se fait par le moyen d’un 
levier mobile autour d’un point fixe, elle doit suivre la loi de l’équi­
libre des puissances appliquées à ce levier ; de manière que la perte 
de vitesse du premier poids soit au gain de vitesse du second , dans 
la raison réciproque des bras de levier, c’est-à-dire, des distances 
au point de suspension. De là et de ce que les vitesses réelles des 
deux poids doivent être elles-mêmes dans la raison directe de ces 
distances, on détermine facilement ces vitesses, et par conséquent 
le mouvement du pendule.

8. Tel est le premier pas qui ait été fait vers la solution directe 
de ce fameux problème. L’idée de rapporter au levier les forces 
résultantes des vitesses gagnées ou perdues par les poids, est très- 
fine, et donne la clef de la vraie théorie; mais Jacques Bernoulli 
s’est trompé, en considérant les vitesses acquises pendant un temps 
quelconque fini, au lieu qu’il n’aurait dû considérer que les vitesses 
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élémentaires acquises pendant un instant, et les comparer avec 
celles que la gravité tend à imprimer pendant le même ins­
tant. C’est ce que l’Hôpital a fait depuis, dans un Écrit inséré 
dans le Journal de Rotterdam, de 1690. Il suppose deux poids 
quelconques attachés au fdinflexible qui fait le pendule composé, et 
il établit l’équilibre entre les quantités de mouvement perdues et 
gagnées par ces poids dans un instant quelconque, c'est-à-dire, 
entre les différences des quantités de mouvement que les poids ac­
quièrent réellement dans cet instant, et celles que la gravité tend 
à leur imprimer. Il détermine par ce moyen le rapport de l’accé­
lération instantanée de chaque poids à celle que la gravité seule 
tend à lui donner, et il trouve le centre d’oscillation en cherchant 
lé point du pendule pour lequel ces deux accélérations seraient égales. 
Il étend ensuite sa théorie à un plus grand nombre de poids ; mais 
il regarde pour cela les premiers comme réunis successivement dans 
leur centre d’oscillation, ce qui n’est plus si direct, ni ne peut 
être admis sans démonstration.

Cette analyse fit revenir Jacques Bernoulli sur la sienne, et donna 
enfin lieu à la première solution directe et rigoureuse du problème 
des centres d’oscillation, solution qui mérite d’autant plus l’attention 
des géomètres, qu’elle contient le germe de ce principe de Dyna­
mique, qui est devenu si fécond entre les mains de d’Alembert.

L’auteur considère ensemble les mouvemens que la gravité imprime 
à chaque instant aux corps qui composent le pendule, et comme ces 
corps, à cause de leur liaison, ne peuvent les suivre, il conçoit les 
mouvemens qu’ils doivent prendre, comme composés des mouve­
mens imprimés et d’autres mouvemens ajoutés ou retranchés qui 
doivent sê contre-balancér, et en vertu desquels le pendule doit 
demeurer en équilibre. Le problème se trouve ainsi ramené aux 
principes de la Statique, et ne demande plus que le secours de 
l’analyse. Jacques Bernoulli trouva par ce moyen des formules gé­
nérales pour les centres d’oscillation des corps de figure quelconque, 
en fit voir l’accord avec le principe de Huyghens, et démontra l’iden­
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tité des centres d’oscillation et de percussion. Cette solution avait été 
ébauchée dès 1691, dans les Actes de Leipsic; mais elle n’a été donnée 
d’une manière complète qu’en 1705, dans les .Mémoires de l’Acadé­
mie des Sciences de Paris.

9. Pour ne rien laisser à desirer sur celle histoire du problème 
du centre d’oscillation, je devrais rendre compte de la solu­
tion que Jean Bernoulli en a donnée ensuite dans les mêmes Mé­
moires, et qui, ayant été donnée aussi à peu près en même temps 
par Tayloi, dans 1 ouvrage intitule : Methodus incrementorum, a 
été l’occasion d’une vive dispute entre ces deux géomètres ; mais 
quelque ingénieuse que soit l’idée sur laquelle est fondée cette 
nouvelle solution, et qui consiste à réduire tout d’un coup le pen­
dule composé en pendule simple, en substituant à ses diffërens 
poids, d’autres poids réunis dans un seul point, avec des masses 
et des pesanteuis fictives, telles qu’elles produisent les mêmes ac­
célérations angulaires et les mêmes momens, par rapport à l’axe de 
rotation, et que la pesanteur totale des poids réunis soit égale à 
leur pesanteur naturelle, on doit neanmoins avouer que cette idée 
nest ni si naturelle, ni si lumineuse que celle de l’équilibre entre 
les quantités de mouvement, acquises et perdues.

On trouve encore dans la Phoromonia d’Herman, publiée en 1716, 
une nouvelle manière de résoudre le même problème, et qui est 
fondée sur cet autre principe, que les forces motrices, dont les 
poids qui forment le pendule doivent être animés, pour pouvoir être 
mus conjointement, sont équivalentes à celles qui proviennent de 
1 action de la gravite; ensorte que les premières étant supposées 
dhigces en sens contraire, doivent faire équilibré a ces dernières.

Ce principe n’est, dans le fond, que celui de Jacques Bernoulli, 
présenté d’une manière moins simple, et il est facile de les rappeler 
l’un à l’autre, par les principes de la Statique. Euler l’a rendu en­
suite plus général, et s’en est servi pour déterminer les oscillations 
des corps flexibles, dans un Mémoire imprimé en r74o, dans le 
tome VII des anciens Commentaires de Pétersbourg.



258 MÉCANIQUE ANALYTIQUE.

Il serait trop long de parler des autres problèmes de Dynamique 
qui ont exercé la sagacité des géomètres, après celui du centre 
d’oscillation, et avant* que l’art de les résoudre fut réduit à des 
règles fixes. Ces problèmes que les Bernoulli, Clairaut, Euler se 
proposaient entre eux, se trouvent répandus dans les premiers 
volumes des Mémoires de Pétersbourg et de Berlin, dans les Mé­
moires de Paris (années 1736 et 1742), dans les Œuvres de 
Jean Bernoulli, et dans les Opuscules d’Euler. Ils consistent à dé­
terminer les mouvemens de plusieurs corps pesans ou non qui se 
poussent ou se tirent par des fils ou des leviers inflexibles où ils sont 
fixement attachés, ou le long desquels ils peuvent couler librement, 
et qui ayant reçu des impulsions quelconques, sont ensuite aban­
donnés à eux-mêmes, ou contraints de se mouvoir sur des courbes 
ou des surfaces données.

Le principe de Huyghens était presque toujours employé dans 
la solution de ces problèmes ; mais comme ce principe ne donne 
qu’une seule équation, on cherchait les autres par la considération 
des forces inconnues avec lesquelles on concevait que les corps 
dèvaient se pousser ou se tirer, et qu’on regardait comme des 
forces élastiques agissant également en sens contraire; l’emploi de 
ces forces dispensait d’avoir égard à la liaison des corps, et per­
mettait de faire usage des lois du mouvement des corps libres ; 
ensuite les conditions qui, par la nature du problème, devaient 
avoir lieu entre les mouvemens des différens corps, servaient à 
déterminer les forces inconnues qu’on avait introduites dans le cal­
cul. Mais il fallait toujours une adresse particulière pour démêler 
dans chaque problème toutes les forces auxquelles il était néces­
saire d’avoir égard, ce qui rendait ces problèmes piquans et propres 
à exciter .l’émulation.

10. Le Traité de Dynamique de d’Alembert, qui parut en 1743, 
mit fin à ces espèces de défis, en offrant une méthode directe et gé­
nérale pour résoudre, ou du moins pour mettre en équations tous



SECONDE PARTIE, SECTION I. sSg
les problèmes de Dynamique que l’on peut imaginer. Cette mé­
thode réduit toutes les lois du mouvement des corps à celles de 
leur équilibre, et ramène ainsi la Dynamique à la Statique. Nous 
avons déjà remarqué que le principe employé par Jacques Bernoulli 
dans la recherche du centre d’oscillation, avait l’avantage de faire 
dépendre cette recherche des conditions de l’équilibre du levier ; 
mais il était réservé à d’Alembert d’envisager ce principe d’une 
manière générale, et de lui donner toute la simplicité et la fé­
condité dont il pouvait être susceptible.

Si on imprime à plusieurs corps des mouvemens qu’ils soient 
forcés de changer à cause de leur action mutuelle, il est clair 
qu’on peut regarder ces mouvemens comme composés de ceux 
que les corps prendront réellement, et d’autres mouvemens qui 
sont détruits ; d’où il suit que ces derniers doivent être tels, que 
les corps animés de ces seuls mouvemens se fassent équilibre.

Tel est le principe que d’Alembert a donné dans son Traité de 
Dynamique, et dont il a fait un heureux usage dans plusieurs pro­
blèmes , et surtout dans celui de la précession des équinoxes. Ce 
principe ne fournit pas immédiatement les équations nécessaires 
pour la solution des problèmes de Dynamique, mais il apprend à 
les déduire des conditions de l’équilibre. Ainsi en combinant ce 
principe avec les principes ordinaires de l’équilibre du levier, ou de 
la composition des forces, on peut toujours trouver les équations 
de chaque problème ; mais la difficulté de déterminer les forces qui 
doivent être détruites, ainsi que les lois de l’équilibre entre ces 
forces, rend souvent l’application de ce principe embarrassante et 
pénible; et les solutions qui en résultent sont presque toujours 
plus compliquées que si elles étaient déduites de principes moins 
simples et moins directs, comme on peut s’en convaincre par la 
seconde partie du même Traité de Dynamique (*).

(*) Ce qui contribue encore à compliquer ces solutions, c’est que l'auteur 
veut éviter de faire les dt, ou élémens du temps, constans, comme il en aver­
tit lui-même (art. 94).
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11. Si on voulait éviter les décompositions de mouvemens que 

ce principe exige, il n’y aurait qu’à établir tout de suite l’équi­
libre entre les forces et les mouvemens engendrés, mais pris dans 
des directions contraires. Car si on imagine qu’on imprime à chaque 
corps, en sens contraire, le mouvement qu’il doit prendre, il est 
clair que le système sera réduit au repos ; par conséquent il faudra 
que ces mouvemens détruisent ceux que les corps avaient reçus et 
qu’ils auraient suivis sans leur action mutuelle; ainsi il doit y avoir 
équilibre entre tous ces mouvemens, ou entre les forces qui peuvent 
les produire.

Cette manière de rappeler les lois de la Dynamique à celles de 
la Statique, est à la vérité moins directe que celle qui résulte du 
principe de d’Alembert, mais elle offre plus de simplicité dans 
les applications ; elle revient à celle d’Herman et d’Euler qui l’a em­
ployée dans la solution de beaucoup de problèmes de Mécanique, et 
on la trouve dans quelques Traités de Mécanique, sous le nom 
de Principe de d’Alembert.

12. Dans la première partie de cet Ouvrage, nous avons réduit 
toute la Statique à une seule formule générale qui donne les lois 
de l’équilibre d’un système quelconque de corps tiré par tant de 
forces qu’on voudra. On pourra donc aussi réduire à une formule 
générale toute la Dynamique ; car pour appliquer au mouvement 
d’un système de corps la formule de son équilibre, il suffira d’y 
introduire les forces qui proviennent des variations du mouvement de 
chaque corps, et qui doivent être détruites. Le développement de cette 
formule, en ayant égard aux conditions dépendantes de la nature 
du système, donnera toutes les équations nécessaires pour la dé­
termination du mouvement de chaque corps ; et il n’y aura plus 
qu’à intégrer ces équations, ce qui est l’affaire de l’analyse.

15. Un des avantages de la [formule dont il s’agit, est d’offrir 
immédiatement les équations générales qui renferment les principes

ou
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ou théorèmes connus sous les noms de Conservation des forces 
vives, de Conservation du mouvement du centre de gravité , de 
Conservation des momens de rotation, ou Principe des aires, 
et de 1 rincipe de la moindre quantité d’action. Ces principes doivent 
être regardés plutôt comme des résultats généraux des lois de 
la Dynamique, que comme des principes primitifs de cette science; 
mais étant souvent employés comme tels dans la solution des 
pioblemes, nous croyons devoir en parler ici, en indiquant en 
quoi ils consistent, et à quels auteurs ils sont dus, pour ne rien 
laisser à desirer dans cette exposition préliminaire des principes 
de la Dynamique.

14. Le premier de ces quatre principes, celui de la conservation 
des forces vives, a été trouve par Huyghens, mais sous une forme 
un peu différente de celle qu’on lui donne présentement; et nous 
en avons déjà fait mention à l’occasion du problème des centres 
doscillation. Le principe, tel qu’il a été employé dans la solution 
de ce piobleme, consiste dans l’égalité entre la descente et la montée 
du centre de gravité de plusieurs corps pesans qui descendent con­
jointement, et qui remontent ensuite séparément, étant réfléchis 
en haut chacun avec la vitesse qu’il avait acquise. Or, par les pro­
priétés connues du centre de gravité, le chemin parcouru par ce 
centre, dans une direction quelconque, est exprimé par la somme 
des produits de la masse de chaque corps, par le chemin qu’il a 
parcouru suivant la même direction, divisée par la somme des 
masses. Dun autre cote, par les theoremes de Galilée, le chemin 
vertical parcouru par un corps grave est proportionnel au carré de 
la vitesse quil a acquise en descendant librement, et avec laquelle 
il pourrait remonter à la même hauteur. Ainsi le principe de Huyghens 
se réduit à ce que, dans le mouvement des corps pesans, la somme 
des prodmts des masses par les carrés des vitesses à chaque instant, 
est la même, soit que les corps se meuvent conjointement d’une 
manière quelconque, ou qu’ils parcourent librement les mêmes hau-

Méc. anal. Tome I, 31



342 MÉCANIQUE ANALYTIQUE.
leurs verticales. C’est aussi ce que Huyghens lui-même a remarqué 
en peu de mots, dans un petit Écrit relatif aux méthodes de Jacques 
Bernoulli et de l’Hôpital, pour les centres d’oscillation.

Jusques-Ià ce principe n’avait été regardé que comme un simple 
théorème de Mécanique ; mais lorsque Jean Bernoulli eut adopté 
la distinction établie par Leibnitz, entre les forces mortes ou pres­
sions qui agissent sans mouvement actuel, et les forces vives qui 
accompagnent ce mouvement, ainsi que la mesure de ces dernières 
par les produits des masses et des carrés des vitesses, il ne vit 
p’us dans le principe en question, qu’une conséquence de la théorie 

’des forces vives, et une loi générale de la nature, suivant laquelle 
la somme des forces vives de plusieurs corps se conserve la même 
pendant que ces .corps agissent les uns sur les autres par de simples 
pressions, et est constamment égale à la simple force vive qui ré­
sulte de l’action des forces actuelles qui meuvent les corps. Il 
donna ainsi à ce principe le nom de Conservation des forces vives, 
et il s’en servit avec succès pour résoudre quelques problèmes qui 
ne l’avaient pas encore été, et dont il paraissait difficile de venir à 
bout par des méthodes directes.

Daniel Bernoulli a donné ensuite plus d’extension à ce principe, 
et il en a déduit les lois du mouvement des fluides dans des vases, 
matière qui n’avait été traitée avant lui que d’une manière vague 
et arbitraire. Enfin il l’a rendu très-général, dans les Mémoires 
de Berlin pour l’année 1748^ en faisant voir comment on peut 
l’appliquer au mouvement des corps animés par des attractions mu­
tuelles quelconques, ou attirés vers des centres fixes par des forces 
proportionnelles à quelques fonctions des distances que ce soit.

Le grand avantage de ce principe est de fournir immédiatement 
une équation finie entre les vitesses des corps et les variables qui 
déterminent leur position dans l’espace; de sorte que lorsque parla 
nature du problème, toutes ces variables se réduisent à une seule, 
celte équation suffit pour le résoudre complètement, et c’est le cas 
de celui des centres d’oscillation. En général la conservation des 
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forces vives donne toujours une intégrale première des différentes 
équations différentielles de chaque problème, ce qui est d’une 
grande utilité dans plusieurs occasions.

15. Le second principe est dû à Newton, qui, au commencement 
de ses Principes Mathématiques, démontre que l’état de repos ou 
de mouvement du centre de gravité de plusieurs corps n’est point 
altéré par l’action réciproque de ces corps, quelle qu’elle soit;]de 
sorte que le centre de gravité des corps qui agissent les uns sur les 
autres d’une manière quelconque, soit par des fils ou des leviers , 
ou des lois d’attraction, etc., sans qu’il y ait aucune action ni aucun 
obstacle extérieur, est toujours en repos, ou se meut uniformément 
en ligne droite.

D’Alembert a donné depuis, à ce principe, une plus grande 
étendue, en faisant voir que si chaque corps est sollicité par une 
force accélératrice constante et qui agisse suivant des lignes paral­
lèles, ou qui soit dirigée vers un point fixe et agisse en raison de 
la distance, le centre de gravité doit décrire la même courbe que 
si les corps étaient libres; à quoi on peut ajouter que le mouve­
ment de ce centre est en général le meme que si toutes les forces 
des corps, quelles qu’elles soient, y étaient appliquées chacune sui­
vant sa propre direction.

Il est visible que ce principe sert à déterminer le mouvement 
du centre de gravité , indépendamment des mouvemens respectifs 
des corps, et qu’ainsi il peut toujours fournir trois équations finies 
entre les coordonnées des corps et le temps, lesquelles seront des 
intégrales des équations différentielles du problème.

16. Le troisième principe est beaucoup moins ancien que les 
deux précédons, et paraît avoir été découvert en même temps par 
Euler, Daniel Bernoulli et d’Arci, mais sous des formes différentes.

Selon les deux premiers, ce principe consiste en ce que dans le 
mouvement de plusieurs corps autour d’un centre fixe, la somme 
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des produits de la masse de chaque corps, par sa vitesse de circtP 
lation autour du centre, et par sa distance au même centre, est 
toujours indépendante de l’action mutuelle que les corps peuvent 
exercer les uns sur les autres, et se conserve la même tant qu’il 
n’y a aucune action ni aucun obstacle extérieur. Daniel Bernoulli a 
donné ce principe dans le premier volume des Mémoires de l’Aca­
démie de Berlin, quia paru en 1746, et Euler l’a donné la même 
année, dans le premier tome de ses Opuscules ; et c’est aussi le 
même problème qui les y a conduits, savoir, la recherche du mou­
vement de plusieurs corps mobiles dans un tube de figure donnée, 
et qui ne peut que tourner autour d’un point ou centre fixe.

Le principe de d’Arcy, tel qu’il l’a donné à l’Académie des Sciences, 
dans les Mémoires de 1747 , qui n’ont paru qu’en 1762, est que la 
somme des produits de la masse de chaque corps par l’aire que son 
rayon vecteur décrit autour d’un centre fixe, sur un même plan de 
projection, est toujours proportionnelle au temps. On voit que ceprin- 
cipe est une généralisation du beau théorème de Newton, sur les 
aires décrites en vertu de forces centripètes quelconques; et pour en 
appercevoir l’analogie, ou plutôt l’identité avec celui d’Euler et de 
Daniel Bernoulli, il n’y a qu’à considérer que la vitesse de circula­
tion est exprimée par l’élément de l’arc circulaire divisé par l’élé­
ment du temps, et que le premier de ces élémens multiplié par 
la distance au centre, donne l’élément de l’aire décrite autour de ce 
centre; d’où l’on voit que ce dernier principe n’est autre chose que 
l’expression différentielle de celui de d’Arcy.

Cet auteur a présenté ensuite son principe sous une autre forme 
qui le rapproche davantage du précédent, et qui consiste en ce 
que la somme des produits des masses, par les vitesses et par les 
perpendiculaires tirées du centre sur les directions du corps, est 
une quantité constante.

Sous ce point de vue, il en a fait même une espèce de principe 
métaphysique, qu’il appelle la conservation de l’action, pour l’op­
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poser, ou plutôt pour le substituer à celui de la moindre quantité 
d’action; comme si des dénominations vagues et arbitraires fai­
saient l’essence des lois de la nature, et pouvaient, par quelque 
vertu secrète, ériger en causes finales, de simples résultats des lois 
connues de la Mécanique.

Quoi qu’il en soit, le principe dont il s’agit a lieu généralement pour 
tous les systèmes de corps qui agissent les uns sur les autres d’une 
façon quelconque, soit par des fils, des lignes inflexibles, des lois 
d’attraction, etc., et qui sont de plus sollicités par des forces quel­
conques dirigées à un centre fixe, soit que le système soit d’ailleurs 
entièrement libre, ou qu’il soit assujéti à se mouvoir autour de ce 
même centre. La somme des produits des masses par les aires dé­
crites autour de ce centre, et projetées sur un plan quelconque, 
est toujours proportionnelle au temps; de sorte qu’en rapportant ces 
aires à trois plans perpendiculaires entre eux, on a trois équations 
différentielles du premier ordre entre le temps et les coordonnées 
des courbes décrites par les corps; et c’est proprement dans ces 
équations que consiste la nature du principe dont nous venons de 
parler.

17. Je viens enfin au quatrième principe, que j’appelle de la 
moindre action, par analogie avec celui que Maupertuis avait 
donné sous cette dénomination, et que les écrits de plusieurs auteurs 
illustres ont rendu ensuite si fameux. Ce principe, envisagé analy­
tiquement, consiste en ce que dans le mouvement des corps qui 
agissent les uns sur les autres, la somme des produits des masses 
par les vitesses et par les espaces parcourus, est un minimum. 
L’auteur en a déduit les lois de la réflexion et de la refraction de la 
lumière, ainsi que celles du choc des corps, dans deux Mémoires 
lus, l’un à l’Académie des Sciences de Paris, en 1744, et l’autre 
deux ans après, à celle de Berlin.

Mais ces applications sont trop particulières pour servir à établir 
la vérité d’un principe général; elles ont d’ailleurs quelque chose
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de vague et d’arbitraire, qui ne peut que rendre incertaines les con­
séquences qu’on en pourrait tirer pour l’exactitude meme du prin­
cipe. Aussi l’on aurait tort, ce me semble, de mettre ce principe 
présenté ainsi sur la même ligne que ceux que nous venons d’ex­
poser. Mais il y a une autre manière de l’envisager, plus générale 
«t plus rigoureuse, et qui mérite seule l’attention des géomètres. 
Euler en a donné la première idée à la fin de son Traité des Iso­
périmètres, imprimé à Lausanne en 1744, en y faisant voir que dans 
les trajectoires décrites par des forces centrales, l’intégrale de la 
vitesse multipliée par l’élément de la courbe, fait toujours unm»- 
mum ou un minimum.

Cette propriété qu’Euler avait trouvée dans le mouvement des 
corps isolés, et qui paraissait bornée à ces corps, je l’ai étendue, 
par le moyen de la conservation des forces vives, au mouvement 
de tout système de corps qui agissent les uns sur les autres d’une 
manière quelconque; et il en est résulté ce nouveau principe gé­
néral, que la somme des produits des masses par les intégrales des 
vitesses multipliées par les élémens des espaces parcourus, est 
constamment un maximum ou un minimum.

Tel est le principe auquel je donne ici, quoiqu’improprement, le 
nom de moindre action, et que je regarde non comme un prin­
cipe métaphysique, mais comme un résultat simple et général 
des lois de la Mécanique. On peut voir dans le tome II des Mémoires 
de Turin, l’usage que j’en ai fait pour résoudre plusieurs pro­
blèmes difficiles de Dynamique. Ce principe, combiné avec celui 
forces vives, et développé suivant les règles du calcul des va­
riations, donne directement toutes les équations nécessaires pour 
la solution de chaque problème ; et de la naît une méthode éga­
lement simple et générale pour traiter les questions qui concernent 
le mouvement des corps; mais cette méthode n’est elle-même qu’un 
corollaire de celle qui fait l’objet de la seconde partie de cet Ou­
vrage, et qui a en même temps l’avantage d’être tirée des premiers 
principes de la Mécanique.
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SECONDE SECTION.

Formule générale de la Dynamique, pour le mouvement 
d’un système de corps animés par des forces quelconques.

1. Lorsque les forces qui agissent sur un système de corps sont 

disposées conformément aux lois exposées dans la première partie 
de ce Traité, ces forces se détruisent mutuellement, et le système 
demeure en équilibre. Mais quand l’équilibre n’a pas lieu, les corps 
doivent nécessairement se mouvoir, en obéissant en tout ou en * 
partie à l’action des forces qui les sollicitent. La détermination des 
mouvemens produits par des forces données, est l’objet de cette 
seconde partie.

Nous y considérerons principalement les forces accélératrices 
et retardatrices, dont l’action est continue, comme celle de la gra­
vité, et qui tendent à imprimer à chaque instant une vitesse infi­
niment petite et égale à toutes les particules de matière.

Quand ces forces agissent librement et uniformément, elles pro­
duisent nécessairement des vitesses qui augmentent comme les temps; 
et on peut regarder les vitesses ainsi engendrées dans un temps 
donné, comme les effets les plus simples de ces sortes de forces, et 
par conséquent comme les plus propres à leur servir de mesure. Il 
faut, dans la Mécanique, prendre les effets simples des forces pour 
connus; et l’art de cette science consiste uniquement à en déduire 
les effets composés qui doivent résulter de l’action combinée et mo­
difiée des mêmes forces.

2. Nous supposerons donc que l’on connaisse pour chaque force 
accélératrice la vitesse qu’elle est capable d’imprimer à un mobile.
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en agissant toujours de la même manière, pendant un certain temps 
que nous prendrons pour l’unité des temps, et nous mesurerons la 
force accélératrice par cette même vitesse qui doit s’estimer par 
l’espace que le mobile parcourrait dans le même temps, si elle était 
continuée uniformément ; or on sait par les théorèmes de Galilée, 
que cet espace est toujours double de celui que le corps a parcouru 
réellement par l’action constante de la force accélératrice.

On peut d’ailleurs prendre une force accélératrice connue pour 
l’unité, et y rapporter toutes les autres. Alors il faudra prendre pour 
l’unité des espaces, le double de l’espace que la même force continuée 
également ferait parcourir dans le temps qu’on veut prendre pour 
l’unité des temps, et la vitesse acquise dans ce temps par l’action 
continue de la même force, sera l’unité des vitesses. De cette ma­
nière les forces , les espaces, les temps et les vitesses ne seront que 
des simples rapports , des quantités mathématiques ordinaires.

Par exemple , si on prend la gravité sous la latitude de Paris pour 
l’unité'des forces accélératrices, et qu’on compte le temps par se­
condes, on devra prendre alors 3o,ig6 pieds de Paris pour l’unité 
des espaces parcourus, parce que 16,098 pieds est la hauteur d’où 
un corps abandonné à lui-même tombe, dans une seconde, sous 
cette latitude ; et l’unité des vitesses sera celle qu’un corps pesant 
acquiert en tombant de cette hauteur,

5. Ces notions préliminaires supposées, considérons un système 
de corps disposés les uns par rapport aux autres, comme on vou­
dra, et animés par des forces accélératrices quelconques.

Soit m la masse de l’un quelconque de ces corps, regardé comme 
un point; rapportons, pour la plus grande simplicité, à trois coor­
données rectangles x, y, z la position absolue du même corps au 
bout d’un temps quelconque t. Ces coordonnées sont supposées tou­
jours parallèles à trois axes fixes dans l’espace, et qui se coupent 
perpendiculairement dans un point nommé l’origine des coordonnées ;

elles
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elles expriment par conséquent les distances rectilignes du corps, 
à trois plans passant par les mêmes axes.

Ainsi, à cause de la perpendicularité de ces plans, les coordonnées 
x,y,z représentent les espaces par lesquels le corps en mouvement 
s’éloigne des mêmes plans ; par conséquent ^-représen­

teront les vitesses que ce corps a dans un instant quelconque pour 
s’éloigner de chacun de ces plans là, et se mouvoir suivant le pro­
longement des coordonnées x,y, z-, et ces vitesses, si le corps 
était ensuite abandonné à lui-même, demeureraient constantes dans 
les instans suivans, par les principes fondamentaux de la théorie 
du mouvement.

Mais par la liaison des corps et par l’action des forces accélé­
ratrices qui les sollicitent, ces vitesses prennent, pendant l’instant dt, 

les accroissemens d.^, d.^, d.~, qu’il s’agit de déterminer. On 

peut regarder ces accroissemens comme de nouvelles vitesses im­
primées à chaque corps, et en les divisant par dt, on aura la mesure 
des forces accélératrices employées immédiatement à les produire ; 
car quelque variable que puisse être l’action d’une force, on peut tou­
jours, par la nature du calcul différentiel, la regarder comme constante 
pendant un temps infiniment petit, et la vitesse engendrée par cette 
force est alors proportionnelle à la force multipliée par le temps ; 
par conséquent la force elle-même sera exprimée par la vitesse di­
visée par le temps.

En prenant l’élément dt du temps pour constant, les forces ac­

célératrices dont il s’agit seront exprimées par et en

multipliant ces forces par la masse m du corps sur lequel elles 
. d^x d’y d2z , „ , ,agissent, on aura m^-, m^, m^— pour les forces employées 

immédiatement à mouvoir le corps m pendant le temps dt, parallè­
lement aux axes des coordonnées x, y, z. On regardera donc chaque 
corps m du système comme poussé par de pareilles forces -, par

Méç. anal. Tome I. 5 a
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conséquent toutes ces forces devront être équivalentes à celles dont on 
suppose que le système est sollicité, et dont l’action est modifiée par 
la nature meme du système; et il faudra que la somme de leurs 
momens soit toujours égale à la somme des momens de celles-ci, par 
le théorème donné dans l’article 15 de la seconde section de la pre­
mière Partie.

4, Nous employons dans la suite la caractéristique ordinaire d 
pour représenter les différentielles relatives au temps, et nous dé­
noterons les variations qui expriment les vitesses virtuelles par la 
caractéristique cT, comme nous l’avons déjà fait dans quelques pro­
blèmes de la première Partie.

Ainsi on aura m Jx, nÆ JV, nÆ Jz pour les momens des
Cil Cil Cil

forces m~, nÆ mÙ qui agissent suivant les coordonnées 
Cil Cil CIL

x, y, z, et tendent à les augmenter; la somme de leurs momens 
pourra donc être représentée par la formule

en supposant que le signe d’intégration & s’étende à tous les corps 
du système.

5. Soient maintenant P, Q, P, etc. les forces accélératrices données, 
qui sollicitent chaque corps m du système, vers les centres auxquels 
ces forces sont supposées tendre; et soient p, q, r, etc. les distances 
rectilignes de chacun de ces corps aux mêmes centres. Les diffé­
rentielles Jp, Jq, Jr, etc. représenteront les variations des lignes 
p, q, r, etc. provenantes des variations Jx, J'y, Jz des coordon­
nées x,y, z du corps m; mais comme les forces P,Q, R, etc. sont 
censées tendre à diminuer ces lignes, leurs vitesses virtuelles doivent 
être représentées par —jy, —Jq, — /r, etc. (art. 3, sect. II, part. I); 
donc les momens des forces mP, mQ, mP, etc. seront exprimés par
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— mPfy, —mQSq, —mÆJ'r, etc., et la somme des momens de 
toutes ces forces sera représentée par

— S(pJp -f- Q/q + RjP 4- etc.)m.

Egalant donc cette somme à celle de l’article précédent, on aura 

S ( ÿ m

= — S(PJp 4- 0^7 + 4- etc.) m,

et transposant le second membre,

s (a? S ê /z) m

4- 5 (P^p 4- <2^q 4- r 4- etc.) m = o.

C’est la formule générale de la Dynamique pour le mouvement 
d’un système quelconque de corps.

6. Il est visible que cette formule ne diffère de la formule géné­
rale de la Statique, donnée dans la seconde section de la première 

Partie, que par les termes dus aux forces , qui

produisent l’accélération du corps m suivant les prolongemens des 
trois coordonnées x, y, z. En effet, nous avons vu dans la section 
précédente (art. 11 ), que ces forces étant prises en sens contraire , 
c’est-à-dire, étant regardées comme tendantes à diminuer les lignes 
x,y, z, doivent faire équilibre aux forces actuelles P, Q, R, etc., 
qui sont supposées agir pour diminuer les lignes p, q, r, etc.; 
de sorte qu’il n’y a qu’à ajouter aux momens de ces dernières forces, 

ceux des forces m ~, m , m pour chacun des corps m, pour 

passer tout d’un coup, des conditions de l’équilibre aux propriétés du 
mouvement (art. 4, sect. II, part. I).

7- Les mêmes règles que nous avons données dans la seconde 
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section de la première Partie, pour le développement de la formule 
générale de la Statique, s’appliqueront donc aussi à la formule gé­
nérale de la Dynamique.

Il faudra seulement observer, 1°. que les différences que nous 
avions marquées par la caractéristique ordinaire d, pour représen­
ter les variations, seront toujours marquées dorénavant par la ca­
ractéristique

a*. Que la caractéristique d sera toujours relative au temps z, 
ainsi que la caractéristique correspondante f pour les intégrations, 
excepté dans les différences partielles, où il est indifférent quelle ca­
ractéristique on y emploie.

5°. Que pour représenter les élémens d’une courbe ou d’une sur­
face, ou en général d’un système composé d’une infinité de particules, 
on emploîra la caractéristique D, qui répond à la caractéristique 
intégrale S. Ainsi lorsqu’on voudra étendre au mouvement les for­
mules que nous avons données pour l’équilibre, dans les chapitres 
III et IV de la cinquième section de la première Partie, il faudra 
changer partout la caractéristique d en D y pour avoir l’expression 
de la somme des momens de toutes les forces.

8. Lorsque le mouvement se fait dans un milieu résistant, on peut 
regarder la résistance du milieu comme une force qui agit en sens 
contraire de la direction du corps, et qui peut par conséquent être 
supposée tendante à un point de la tangente.

Supposons que la résistance soit R -, pour avoir son moment — 
il n’y a qu’à considérer qu’on a en général

r —ly H- (y — my + (z— n^,

l, m, n étant les coordonnées du centre de la force R] donc

ïr - A + A- + —-î A. r r t

Prenons le centre de la force 72 dans la tangente de la courbe 
décrite par le corps et très-près de lui ; ou fera pour cela x—l—dx,
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y—772=^, s—/z=cZz, ce qui donnera, en prenant ds pour 

l’élément de la courbe, ~ et par
conséquent

cFr = cPx y-^^y^/z. 
ds ds J ' ds

Si le milieu résistant était en mouvement, il faudrait composer 
ce mouvement avec celui du corps, pour avoir la direction de la 
force de résistance. Nommons du, d^, dy les petits espaces que le 
milieu parcourt parallèlement aux axes des coordonnées x,y,z, 
pendant que le corps décrit l’espace ds, il n’y aura qu’à retrancher 
ces quantités de dx, dy, dz pour avoir les mouvemens relatifs ; et 
comme ds = ^{dx^-^dy^r^dz*}, si on fait

dff = — da)* + {dy — d^y H- {dz — dy^ ,

on aura dans ce cas,

d^ 1 da- d?

K l’égard de la résistance R, elle est ordinairement une fonc- 

tion de la vitesse mais dans le cas ou le milieu est en mou­

vement, elle sera fonction de la vitesse relative

De cette manière, on pourra appliquer nos formules générales 
aux mouvemens qui se font dans des milieux résistans, sans avoir 
besoin d’aucune considération particulière à ces sortes de mou­
vemens.

9. Il est important de remarquer que l’expression d*x<h^dy£y 
H- d*z£z, par laquelle la formule générale de la Dynamique diffère 
de celle de la Statique (art. 5), est indépendante de la position des 
axes des coordonnées x, y, z.

Car supposons qu’à la place de ces coordonnées, on substitue 
d’autres coordonnées rectangles x, y, z'qui aient la même origine, 
mais qui se rapportent à d’autres axes. Par les formules delà transfor-
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mation des coordonnées, données dans l’article 10 de la section III 
de la première Partie, on a

rv — ctx 4- @y 4- yz', 

y = ^x 4- P y + y' 
z =a."x' -j-^y y-y”z',

Différentions ces expressions de x, y, z, en y regardant tous les 
coefficiens a, /3, 7, a', etc. comme constans, et les nouvelles coor> 
données x, y, z comme seules variables, on aura

d*x = ad*x' + ^dy 4~ yd^z'^ 
dy = ct'd^x 4- P'dy' y- y'daz', 
d^z = cL d^x'y- ^"dy'y- yd^.

On aura de même,

yx = a^x' 4- P^y H" 
y y = yyx 4- ^^y 4- y'^y 
yz = 0." y x 4- 4- y^z-

Substituant ces valeurs et ayant égard aux équations de condition 
données dans l’article cité, entre les coefficiens à, /3, 7, a', etc., 
on aura

d*x$x 4- dyyy 4“ d^yz
= d*xryx 4- dy $y 4- d^z d z.

Si on fait les mêmes substitutions dans l’expression des distances 
rectilignes entre les différens corps du système, représentées par 
p, q, etc., il est facile de voir que les quantités a, 0, 7, a', etc. 
disparaîtront également, et que les transformées conserveront la 
même forme. En effet on a

p = \/{x~-x)1 4- (j—y)a 4-

x^y, z étant les coordonnées d’un corps m, et x, y, z celles 
d’un autre corps m rapportées aux mêmes axes. Par le change­
ment des axes, les premières deviennent x', y", z', et si on désigne
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par x', y', z' ce que les dernières deviennent, on aura aussi

X = ax' + fa' + yA 
y = a'x' + 4- /z',
Z =: a'x'4- /3"y'4- y*z'.

Substituant et ayant égard aux mêmes équations de condition, 
on aura

p — VCx—N)a + (y—y? 4- y— 

et ainsi des quantités analogues q, r, etc.

io. II s’ensuit de là que si le système n’est animé que par des 
forces intérieures P, Q, etc., proportionnelles à des fonctions quel­
conques des distances p, q, etc. entre les corps, et que les con­
ditions du système ne dépendent que de la disposition mutuelle des 
corps, de manière que les équations de condition ne soient qu’entre 
les différentes lignes p, q, etc., la formule générale de la Dyna­
mique (art. 5), sera la même pour les coordonnées transformées x', 
y z', que pour les coordonnées primitives x,y, z. Donc après avoir 
trouvé , par l’intégration des différentes équations, déduites de 
cette formule , les valeurs des coordonnées x, y, z de chaque 
corps m, exprimées en temps, si on prend ces valeurs pour x', 
y, z', on aura pour les coordonnées x, y, z, ces valeurs plus 
générales,

x = a.x' 4~ @y 4- yz i 
y = 4- Py 4- y'z,
z = o." x 4- y y 4- yz ■>

dans lesquelles les neuf coefficiens a, /3, -y, etc. renferment trois 
quantités indéterminées, puisqu’il n’y a entre elles que six équa­
tions de condition.

Si les valeurs de x, y, z renferment toutes les constantes ar­
bitraires nécessaires pour compléter les différentes intégrales, les 
trois indéterminées dont il s’agit se fondront dans ces mêmes
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constantes arbitraires ; mais elles pourront suppléer celles qui man­
queraient, et dont le défaut rendrait la solution incomplète. Ainsi 
au moyen de ces trois nouvelles arbitraires qu’on peut introduire 
à la fin du calcul, on sera libre de supposer nulles ou égales à des 
quantités déterminées, autant d’autres constantes arbitraires, ce 
qui servira souvent à faciliter et simplifier le calcul.

11. Quoiqu’on puisse toujours calculer les effets de l’impulsion 
et de la percussion comme ceux des forces accélératrices, cepen­
dant, lorsqu’on ne demande que la vitesse totale imprimée, on peut 
se dispenser de considérer ses accroissemens successifs ; et on peut 
tout de suite regarder les forces d’impulsion comme équivalentes 
aux mouvemens imprimés.

Soient donc P, Q, A, etc. les forces d’impulsion appliquées à 
un corps quelconque m du système, suivant les lignes p, q, r, etc.; 
supposons que la vitesse imprimée à ce corps soit décomposée en 

trois vitesses représentées par x, y, z, suivant les directions des axes 
des coordonnées x, y, z, on aura comme dans l’article 5, en chan­

geant les forces accélératrices yy dans les vitesses x,y,

z, l’équation générale

S (x<T x H- y S'y + zSz) m
+ S ( PSp -4- QS+ IlSr + etc.) = o.

Cette équation donnera autant d’équations particulières qu’il y res­
tera de variations indépendantes après avoir réduit toutes les va­
riations marquées par S au plus petit nombre possible, d’après les 
conditions du système.

TROISIÈME
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TROISIÈME SECTION.

Propriétés générales du mouvement, déduites de la formule 
précédente.

i . Considérons un système de corps disposés les uns par rapport 

aux autres et liés ensemble, comme l’on voudra, mais sans qu’jl 
y ait aucun point ou obstacle fixe qui gène leur mouvement ; il est 
évident que dans ce cas les conditions du système ne peuvent dé­
pendre que de la position respective des corps entre eux ; par con­
séquent les équations de condition ne pourront contenir d’autres 
fonctions des coordonnées que les expressions des distances mu­
tuelles des corps. Cette considération fournit pour Je mouvement 
d’un système des équations générales indépendantes de la nature 
du système et analogues à celles que nous avons trouvées pour 
l’équilibre, dans le $ I de là section troisième de la première Partie.

$ I.

Propriétés relatives au centre de gravité.

2 Soient x, y, z les coordonnées d’un corps quelconque dé­
terminé du système, tandis que x, y, z représentent en général 
les coordonnées d’un autre corps quelconque. Faisons, ce qui est 
toujours permis,

x = x'4-£, y=y' + ^, 2=/+ Ç;

il est visible que les quantités x, y', z' n’entreront point dans les 
Méc. anal. Tome I, 33
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expressions des distances mutuelles des corps, mais que ces dis­
tances ne dépendront que des différentes quantités », Ç, qui 
expriment proprement les coordonnées des differens corps, rappor­
tés à celui qui répond à x', y, z ; par conséquent les équations 
de condition du système seront entre les seules variables Ç, », Ç, 
et ne renfermeront point x', y, z'.

Donc si dans la formule générale de la Dynamique (art. 5, sec­
tion précéd.) on réduit toutes les variations à cAv, Jy, Js, et qu’on 
substitue pour Sx, Sy, Sz leurs valeurs A'4-J^, Sy' 4-A, 
Jz'4-^, les variations Sx, Sy, Sz seront indépendantes de toutes 
les autres, et arbitraires en elles-mêmes ; ainsi il faudra égaler sé­
parément à zéro la totalité des termes affectés de chacune de ces 
variationsj ce qui donnera trois équations générales et indépen­
dantes de la constitution particulière du système.

Les forces intérieures par lesquelles les corps pourraient agir 
les uns sur les autres, et que nous dénotons par P, Q, etc., comme 
dans l’art. 2 de la section III de la première Partie, n’entreront point 
dans ces équations, parce que les distances mutuelles p, q, etc. 
étant indépendantes de x', y', z, les variations Sp, Sq, etc., re­
latives à ces variations, seront nulles.

A l’égard des forces extérieures P, Q, R, etc., si on les réduit 
aux trois forces X, Y, Z, dirigées suivant les coordonnées x,y, z, 
et tendantes à les diminuer, d’après les formules données dans le 
chapitre I de la section V de la première Partie, on a PSp 4- QSq 
^RSr+^c.^XSx-^-YSy-^ZSz^ et la formule générale devient

5 (~ 4-x) mA + 4- Y) mjy4- 4- z) = o ,

laquelle, en n’ayant égard qu’aux variations Sx, Sy, Sz, qui sont 
indépendantes de toutes les autres, donnera

+ ÿm + fy'stê + r)m +A'S@+z)m = o, ' 

d’où l’on lire sur-le-champ ces trois équations,
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S($+X)m = o>

lesquelles auront toujours lieu dans le mouvement d’un système 
quelconque de corps, lorsque le système est entièrement libre.

3. Supposons maintenant que le corps auquel répondent les coor­
données x', y, z soit placé dans le centre de gravité de tout le 
système. On aura, par les propriétés connues de ce centre ( Parti, 
sect. III, § IV), les équations

A£m = o, Aum = o, A^m = o, 

lesquelles, en différentiant par rapport à f, donneront celles-ci :

d^cd d^ jdDonc on aura S m = S m = Sm, parce que x' ayant 

la même valeur pour tous les corps, est indépendante du signe S; 

on aura pareillement £ m = Am, et A m = ~ Am. Ainsi 

les trois équations de l’article précédent prendront cette forme 
plus simple,

Am + AXm = o,

7~- Am + AKm = o, ar '
d^z' ' , ,Am Ht AZm = o.

Ces équations serviront à déterminer le mouvement du centre 
de gravité de tous les corps, indépendamment du mouvement par­
ticulier de chacun d’eux 5 et comme les valeurs de AXm, AFm,
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ne renferment point les forces intérieures du système, le 

mouvement de ce centre ne dépendra point de l’action mutuelle 
que les corps peuvent exercer les uns sur les autres, mais seule- 
lement des forces accélératrices qui sollicitent chaque corps. C’est 
en quoi consiste le principe général de la Conservation du mouve­
ment du centre de gravité.

Ce principe subsiste aussi dans le cas où les corps, dans leurs 
mouvemens, viendraient à se choquer; car de quelque nature que 
soient les corps, on peut toujours imaginer que leur action dans 
le choc se fasse par le moyen d’un ressort interposé entre les corps, 
et qui, après la compression, tende à se rétablir, ou non, suivant 
que les corps seront élastiques ou non. De cette manière, l’effet 
du choc sera le produit de forces de la nature de celles que nous 
avons désignées par P , Q, etc., et qui disparaissent dans la for­
mule générale (art. 2).

4. On voit au reste que les équations du mouvement du centre 
de gravité sont les mêmes que celles du mouvement d’un seul corps 
qui serait animé à-la-fois par toutes les forces accélératrices qui 
agissent sur les différons corps du système. En effet, si on conçoit 
que tous ces corps soient réunis en un point qui réponde aux 
coordonnées x, y, z'-, on a alors dans la formule générale x = x', 
y—y'f z = z', et égalant à zéro la totalité des termes affectés de 
chacune des trois variations fx', Jy, J'z, on aura les mêmes équa­
tions que ci-dessus.

De là résulte ce théorème général ; que le mouvement du centre 
de gravité d’un système libre de corps disposés les uns par rap­
port aux autres, comme Von voudra, est toujours le même que si 
les corps étaient tous réunis dans un seul point, et qu’en même 
temps chacun d’eux fut animé des mêmes forces accélératrices que 
dans leur état naturel.

5. Ce théorème a encore lieu lorsque les corps qui composent 
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un système libre ne reçoivent que des impulsions quelconques. 
Car en substituant dans l’équation de l’article 11 de la section pré­
cédente, Sx'-j-Sç, Sy'-j-Sn, Sz'-i-S^ à la place de dx, dy, Sz, 
et réduisant les forces P, Q, R, etc. aux forces X, Y, Z, 
on prouvera, comme dans l’article 2, que les variations dx', dy', 
dz' doivent demeurer- arbitraires, ce qui donnera les trois équations

Æ(mx + X) = o , 5(10/ + Y) = o, SÇmz + Z) = o.

Or si on rapporte les coordonnées x', y, z' au centre de gravité 
du système, on a, par les propriétés de ce centre,

x'Sm = 5xm , y'Sm = 5fm, z'5m = 5zm.
Donc aussi, en différentiant relativement à z, et faisant dx=xdt, 

dyzxzydt, dz^zdt, dx'=xx'dt, dy^yât, dzz^zdl,

x 5m = 5xm, y '5m = 5/m, z'Sm = 5cm,
et par conséquent

x'Sm-}- SX = o, y'Sm +5K = o, z'Sm -J- SZ = o, 

ce qui fait voir que les vitesses x, y, z imprimées au centre de 
gravité, sont les mêmes que si tous les corps, étant réunis dans 
ce centre, recevaient à-la-fois les impulsions X, Y, Z.

6. La formule générale ( art. 2 ), après la substitution de 
dx'+d^, dy'-f-dn, dz'-f-d£ à la place de dx, dy , ^z, et l’éva­
nouissement des termes affectés de dx', Sy, Sz se réduira à

g + XS^ H- + ZSÿ m = o.

Substituant x'+ £, y'+n, pour x, y, z dans les diffé­
rentielles d'x, d*y, d'z, et faisant sortir hors du signe 5 les diffé­
rentielles d'x, d'y y d'z, les termes affectés de ces différentielles 
seront

™ SS^m 4- ÿ 5d»m 4- ^SS^m.
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Mais en rapportant au centre de gravité les coordonnées x, y, 
z, on a (art. 3),

= o, Aum = o, SÇm = o ;

donc aussi, en différentiant par J1, on aura

,SJ^m = o, &frim==o, A^ni = o, 

ce qui fait évanouir les termes dont il s’agit.
Ainsi la formule générale se réduira à

5 4- PM + m = o,

qui est tout-à-fait semblable à la première formule, les coordon­
nées x, y, z, dont l’origine est fixe dans l’espace, étant changées 
en §, «, Ç, dont l’origine est au centre de gravité.

On peut conclure de là en général, que dans un système libre, 
on aura par rapport au centre de gravité, les mêmes équations 
et les mêmes propriétés que par rapport à un point fixe hors du 
système.

$ II.

Propriétés relatives aux aires.

7. Considérons maintenant le mouvement du système autour d’un 
point fixe, et supposons qu’il soit entièrement libre de tourner en 
tout sens autour de ce point. En faisant abstraction des mouvemens 
respectifs des corps du système les uns à l’égard des autres, la ro­
tation autour de chacun des trois axes des x, y, z fournira, comme 
on l’a vu dans l’article 8 de la troisième section de la première 
Partie, les expressions suivantes des variations Jx, J'y, Jz,

J'x = zJm—yj^>, Jy — xJtp — zJ^., Jz z= yJ-^. — xJce, 

dans lesquelles Ja, JXf, sont les rotations élémentaires par 
rapport aux trois axes des z,y, x, et qui doivent demeurer arbi­
traires.
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Ces expressions sont générales pour les variations des coordon­

nées de tous les corps du système, et il ne s’agira que de les substi­
tuer dans la formule de l’article 5 de la section précédente, après 
avoir réduit toutes les variations à Jlv, J'y, J'z, et d’égaler ensuite 
à zéro séparément les quantités affectées des trois indéterminées 
jy, J1'», j'y.

On trouvera d’abord, comme dans l’article cité de la première Par­
tie, que la variation Jp devient nulle, et qu’ainsi les termes dus aux 
forces intérieures P du système ne renfermant point les variations 
J'<p, J'«, jy ne donneront rien dans les équations dont il s’agit. On 
trouve aussi, comme on l’a vu dans le même article, que la variation 
Jy est nulle lorsque la force P tend vers l’origine des coordonnées, 
et qu’ainsi cette force n’entrera point dans les mêmes équations.

En faisant donc simplement pour A, Jy > , les substitutions
indiquées, après avoir changé les forces P, Q, R, etc. en X, Yt 
Z, comme ci-dessus (art. 2), on aura, relativement aux variations

J'a>, J'y, l’équation

S <+(^5^ +-& — m = o;

et comme les variations J\p, J'y, J^ sont’les mêmes .pour tous 
les corps du système, elles n’entreront pas sous le signe d’inté­
gration 5 ; de sorte qu’on aura les trois équations relatives à cha­
cune de ces variations,

5 G' è + xY—yX) m = o,

o / d^x d’z \
5 V — x dF + zX ~ xZ) m = °’

m = O,
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Ces équations auront lieu à-Ia-fois lorsque le système aura la 

liberté de tourner autour de chacun des trois axes, c’est-à-dire, 
toutes les fois que le système sera disposé de manière à pouvoir 
pirouetter librement en tout sens autour du point fixe qui est l’ori­
gine des coordonnées.

Et il est bon de remarquer que ces équations ont toujours lieu 
indépendamment de l’action mutuelle des corps, de quelque manière 
que cette action puisse s’exercer, même par le choc mutuel des corps 
du système, comme dans l’article 3, et par la même raison; elles sont, 
de plus, indépendantes des forces qui tendraient vers le point fixe 
ou est l’origine des coordonnées.

8. Pour se former une idée plus nette de ces équations, on 
remarquera, i°. que les quantités xdy—yd'x, zd^x— xd*z, 
yd'z—zd*y sont les différentielles de celles-ci, xdy—-ydx, zdx—xdzy 
ydz—zdy, lesquelles représentent le double des secteurs élémen­
taires décrits par le corps m sur le plan des .r, y, des x, z et des 
y, z, c’est-à-dire, sur les plans perpendiculaires aux axes des z, 
des y et des x. En effet, si dans xdy—ydx on substitue pour xet 
y les valeurs pcos <p, p sin <p, on a pd$ double de l’aire comprise entre 
le rayon vecteur p et le rayon consécutif qui fait avec lui l’angle dq.

2°. Que les quantités X, F, Z représentent les forces qui solli­
citent chaque corps m, suivant les coordonnées x, y, z, et vers leur 
origine, et qui résultent de toutes les forces P, Q, P, etc. agissantes sur 
ce corps, suivant des directions quelconques (art. 5, sect. Il), et 
qu’ainsi les quantités yX—xY, xZ — zX, zY—yZ expriment 
les momens des forces qui tendent à faire tourner les corps autour 
de chacun des trois axes des coordonnées z, y, x, en prenant 
le mot moment dans le sens ordinaire, pour le produit de la force, 
et de la perpendiculaire menée sur sa direction.

g. Si le système n’était animé par aucune force extérieure, ou 
s’il l’était seulement par des forces tendantes au point que nous 

avons
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avons pris pour l’origine des coordonnées, les trois équations pré-: 
cédentes se réduiraient à celles-ci :

„ / xd2y—yd^x \ s\d^— )m = °>

/zd^x—xd2z\
---- 3?—= °»

_ / yd^x— zdQy \

lesquelles étant intégrées par rapport à la variable donneront, 
en prenant trois constantes arbitraires A, B, C,

\ at J

Ces dernières équations renferment évidemment le principe des 
aires, dont nous avons parlé dans la première section.

10. Il est à propos de remarquer que ces équations sont dans 
le cas de l’article 10 de la section précédente ; de sorte qu’on y peut 
introduire trois nouvelles constantes arbitraires, par le changement 
des axes des coordonnées.

Soient x, y, z les nouvelles coordonnées ; on aura également

„ f z'dx' — x'dz' \s\---- S---- )rn = 5,

les quantités A', B', C étant aussi des constantes arbitraires, mais 
différentes Ae A, B, C.

Substituons maintenant dans l’expression xdy—ydx les valeurs 
Mèc. anal. Tome I. 34
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de x, y, en x', y', z' données dans l’article cité de la même sec­
tion, on aura

xdy—ydx = Ça fi'—■ /3a') Çx' dy'—y dx)
4- Çya— ) Çzdx— xdz) 4“ (0/—y fi') (y'dz — zdy).

On trouvera de même,

zdx—xdz = (/Sa’—- a fi") (x'dy—y'dx')
4- — y a") Çzdx'— xdz' ) 4- Çyfi’—~ fiy ) (y dz'— zdy),

ydz — zdy = Ça'fi"— fi' a") Çx'dy’—ydx')
4- Çy'a"—a'y") Çzdx'—x'dz) 4- (y'fi"—fi'y") (y dz'-—z'dy).

Si on affecte tous les termes de ces équations du signe apres 
les avoir multipliées par m et divisées par dt, et qu’on y substitue 
à la place des intégrales affectées de S, leurs valeurs A, B, C, 
A', B', C, on aura

C = — fia')C' 4- (?«' — ay')B' 4- (/3/ — yfi')A',
B — Çfia — afi")C 4- W — ya)B' + (yfi" — fiy")A', 
A = Ça!fi"—fi'a")C 4- Çy'a"— ^y^B! 4- Çy'fi" — fi'y)A'.

On peut réduire ces formules à une expression plus simple, en ob­
servant que l’on a identiquement

Çafi'—fia')' + (fia"—afiy 4- Ça'fi"—fi'a")*

= (^+^+^)(/3*4-/3'*4-/3'a) - Ça^a'fi'+a"fiy, 

quantité qui se réduit à l’unité, en vertu des équations de condi­
tion de l’article 10 de la section troisième de la première Partie. 
On a de plus ces équations identiques,

a(a'/3' — fi'a") 4- a'(0a" — a fi") 4- a.’Ça fi' — fia') = o, 
fi^fi" — fi'a") 4- fi'Çfia" - afi") 4- fi’^fi' - fia') = o.

Si donc on compare ces équations avec les trois équations de 
condition

7 y’* — 1 ; cty~ya'y'-]-‘a*y, = o , fiy-\-fi'y'-}-fi"y’ = 0,
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il est facile de conclure de cette comparaison, qu’on aura 

= fi^—^ — y', afi'—fia'^y'.

Les quantités y, y', y" pourraient avoir également le signe —; 
mais comme, dans la coïncidence des axes des x, y, z avec ceux 
des x, y, zy on doit avoir a = i, /3 = o, y=o, a.'=Oy fi'=i, 
/=o, a'=o, /3'=o, / = i (art. 11, sect. ITI, part. I ), cette 
condition ne peut avoir lieu qu’en prenant ^'positivement, et par 
conséquent aussi y' et y.

On trouvera de la même manière
y'a." •—a,'y"—fi, a.yr — ya." — fi', y a! — aj/= j3' 
//3'—^7' = ®, yfi"— fiA^—cz', fiy'— yfi'^a"-, 

de sorte que l’on aura
A = *A' 4- fiB' 4- yC\
B = a!A' 4- fi'B' 4- y C'y 
C = o^A'-V fi'B'+ y"C'y 

d’où l’on tire, parles équations de condition de l’article 10 (sect. III, 
part. I),

A' = A* 4- Ba! 4- CA, 
B' = Afi + B fi' 4- Cfi'y 
C — Ay + By + Cy", 

et
A* 4- B* 4- C* = A'* 4- B'* 4- C'*.

Il résulte de cette dernière équation qu’on a en général

(^fxdy'—y'dx\ \* . /r./’z'dxr—x'dz'\ X» , f~/y'dz'—z'dy'\ \» aV A7 » HH—a—W HH * )m)• 

d’où l’on peut conclure que la fonction

a toujours une valeur indépendante du plan de projection et de 
la position des axes des coordonnées x,y, z dans l’espace, pourvu 
que ces coordonnées soient rectangulaires entre elles,
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n. Ces expressions de A, B, C, en A', B', C' qu’on vient, de 

trouver, sont semblables à celles de .-v, y, z en x',y z de l’ar­
ticle 9 de la section précédente; par conséquent si on prend 
x' — A', y = B1, z = C', on aura A — x, B—y, C—z, et 
réciproquement x~A, y—B, z—C donnera A'-=x, B'—y, 

c’est-à-dire que A, B, C et A', B', C' seront deux 
systèmes de coordonnées qui répondent à un même point, le pre­
mier étant relatif aux axes des x, y, z, et le second aux axes des

r f t x,y, z.
On voit tout de suite par là qu’on peut faire A'—o, B'—o, 

en faisant passer l’axe des C' ou z par le point auquel répondent 
les coordonnées A, B, C, et qu’alors la coordonnée C' aura sa 
plus grande valeur = V(^‘4- 2?* 4- C3'). On aura dans ce cas,'

A = yC, B = y'C', C = y'C',

et il est facile de voir que les coefficiens y, y', y* ne seront 
autre :cbose que les cosinus des angles que la ligne C fait avec 
les axes des A, B, C.

Ainsi la résolution des équations

=

„ / z'dA — x!dz \s\—à—> - °>

~.......... ■ < ' y / ' ■ ■ p

donnera celle des équations

„ / zdx— xdz \ ,)m = yC,

les quantités y, y', y’ étant trois constantes telles que y3-h y3 
i, et dont deux sont arbitraires.
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Le plan perpendiculaire à l’axe des C', lorsque C' devient un 
maximum, est celui que M. Laplace nomme plan invariable, et 
dont il a le premier démontré l’existence et la position.

Cette position est facile à déterminer par les équations

= yC, B = y'C, C = y"C',

car puisque les quantités y, y', y* sont les cosinus des angles 
que l’axe des C onal, qui est perpendiculaire au plan invariable, fait 
avec les axes des x, y, z du système, en nommant ces angles
l, m, n, on aura, à cause de C' = -F C3),

, ABCCOS v • COS 111    z—................ . * COS Tl 1 ■ . ■ " 1 —

12. Si le système est libre, c’est-à-dire qu’il n’y ait aucun des 
points du système qui doive être fixe, on peut prendre l’origine, 
supposée fixe, des coordonnées x,y, z partout où l’on voudra; 
par conséquent les propriétés des aires et des momens que nous 
venons de démontrer auront lieu par rapport à un point fixe quel­
conque pris à volonté dans l’espace.

Mais par ce que nous avons démontré dans l’article 6, ces 
mêmes propriétés auront lieu également par rapport au centre de 
gravité de tout le système, soit que ce centre soit fixe ou non. 
En effet, si dans les trois équations de l’article 7, on substitue 
pour x, y, z les quantités x -J-?, z +Ç, en rapportant, 
comme dans l’article 5, les coordonnées x, y, z au centre de gra­
vité du système, et qu’on ait égard aux trois équations de ce der­
nier article, on aura ces transformées,

+ m = o,

S(~^ + êx-?z)m = o, 

S(~^- H" & - Cr) m = o,
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qui sont, comme l’on voit, semblables à celles de l’article 7, et 
dont toute la différence consiste en ce qu’à la place des coordonnées 
x, y, z partant d’un point fixe, il y a les coordonnées g, z, Ç, 
dont l’origine est dans le centre de gravité du système.

Ainsi lorsque les forces accélératrices sont nulles, on aura les 
intégrales

sur lesquelles on pourra faire des remarques analogues à celles 
que nous avons faites sur les équations de l’article 9.

13. Quand un des corps du système est retenu fixement par un 
obstacle quelconque, en plaçant dans ce corps l’origine des coor­
données , on a le cas de l’article 7. Mais si deux corps du sys­
tème sont supposés fixes, on regardera la ligne qui passe par ces 
deux corps, comme un axe fixe autour duquel le système peut 
tourner librement, et prenant cet axe pour celui des coordonnées z, 
on aura simplement, par le meme article,

3x = —y^, ^y = x^q,

cTtp étant la rotation élémentaire autour de cet axe, laquelle doit 
demeurer indéterminée. On n’aura ainsi qu’une seule équation re­
lative à cette variation cT<p, laquelle sera

et lorsque le moment xY—yX des forces extérieures par rapport 
à l’axe de rotation est nul, on aura par l’intégration, comme dans 
l’article 9,
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équation qui donne le principe des aires par rapport au plan des 

y perpendiculaire à l’axe de rotation, et sur lequel les aires dé­
crites par les corps doivent être projetées.

Si trois corps du système étaient supposés fixes, alors la posi­
tion de chacun des autres corps dans l’espace serait déterminée 
par ses distances à ces trois corps, et il n’y aurait plus de va­
riations indépendantes de la nature du système et de la disposition 
respective des corps entre eux, d’où l’on pût déduire des équations 
générales pour le mouvement d’un système quelconque.

$ III.

Propriétés relatives aux rotations produites  par des forces d’impulsion.

14. Quand un système libre de tourner en tout sens autour d’un 
point fixe reçoit des impulsions quelconques, on peut aussi em­
ployer dans l’équation de l’article 11 de la section précédente les 
expressions de fx, J'y, Jz de l’article 7, après avoir réduit à X, 
Y, Z les forces d’impulsion P, Q, R, etc.; et en égalant sé­
parément à zéro les termes multipliés par les variations J<p} Jb. 
Ap ? on aura les trois équations

19 {m (xy —yx} 4- xY — yX] = o,
iS {m (yx — xz) -1- zX — xZ] = o,

—zy) yz — zY} = o,

pour le premier instant du mouvement produit par les impul­
sions X, Y, Z.

Dans les systèmes qui sont tout-à-fait libres, on peut prendre 
le point fixe partout où l’on veut dans l’espace, et les équations 
precedentes auront toujours lieu par rapport à ce point.

15. Dans ces systèmes, on peut aussi rapporter leurs rotations 
à trois axes qui passent par le centre de gravité. Car en fai-
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sant, comme dans l’article 5,

= S'x + , jy=«y + jv , cPz = ,

les variations «TV, Jy, JV donneront d’abord les trois équations 
relatives au mouvement du centre de gravité, trouvées dans ce 
même article.

Il restera ensuite l’équation

Suffis -F X)/^ + (my + + (mz -f- Z^^ = o.

Or en rapportant les rotations J'4, aux axes des coor­
données », Ç, et n’ayant égard qu’à ces rotations, on a, comme 
dans l’article 7,

Jç = — »cT(p, «F» = ^cF<p —- ÇcF4 > —

et les trois variations indéterminées ^4» «F*>, «F<p donneront les 
trois équations

N {m (£/ — — »X} = o,
N{m(^ - & + — ?Z} = o,

S{m(»z — Çy) 4? *Z — Çy] = o«

Mais x = ?+Ç, ÿ=y4-», z = z+b donc substituant ces 

valeurs, faisant sortir hors du signe S les quantités x', y', z, qui 
ne se rapportent qu’au centre de gravité, et observant que par 
les propriétés de ce centre on a

Sm^ = o, Nmn s= o, Sm^ =50,' 

les trois équations précédentes deviendront

S{m — »Ô + eu — »X} = o,

s{m(x - - en = o,
qui
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qui sont tout-à-fait semblables à celles de l’article précédent , et 
dans lesquelles les coordonnées £, », Ç ont leur origine au centre 
de gravité, et les vitesses £, », £ sont relatives à ce centre.

Ainsi les équations relatives à un point fixe, subsistent aussi 
lorsque le système est libre, par rapport à son centre de gravité.

16. Les équations que nous venons de trouver pour l’effet des 
impulsions dans le premier instant, ont lieu aussi dans les instans 
suivans, s’il n’y a point de forces accélératrices, en regardant 
comme constans les termes qui dépendent des impulsions X, F, Z. 

Car x, y, z étant les vitesses parallèlement aux axes des x, y, z, 

on a dx — xdt, dy^ydt, dz z=.zdtf et les équations de l’article 9 
deviennent

Nm (xy — yx) s= C,
Sïn (zx —■ xz) = B,

Sm (yz — zy) = A,

lesquelles, étant comparées à celles de l’article 14, donnent

C S(yX — xY),

B = S(xZ — zX), 

A~ S(zY--yZ).

Ainsi on a les valeurs des constantes A, B, C exprimées par 
les impulsions primitives données à chaque corps; et l’on voit 
que ces valeurs ne sont autre chose que les sommes des momens 
de ces impulsions, par rapport aux axes des x, des y et des z.

Il en sera de même des équations relatives au centre de gra­
vité, en comparant les équations de l’article 12 avec celles de 
l’article 15.

17. Si on ne considère que les mouvemens de rotation par rap­
port aux trois axes des coordonnées x, y, z, et qu’on désigne par

Méc. anal. Tome I. 35
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4, à, (p les vitesses de ces rotations, les variations <Lr, Jy, Jz 

seront proportionnelles aux vitesses x, y, z, et les variations J4, 
cTo, cT<p seront en meme temps proportionnelles aux vitesses 4, 
w, <p; les formules de l’article 7 donneront ainsi

x = za — yÇ , y “ x<? — ^4 > z “ A 4 *— xu>'

Ces valeurs de x, y, z ne sont que les parties qui dépendent des 
trois rotations; pour avoir les valeurs complètes des vraies vitesses 
x, y, z, il faut y ajouter les parties qui dépendent du changement 
de situation des corps du système entre eux, et qui sont indépen­
dantes des rotations.

Mais lorsque le système est invariable, ce qui a lieu dans tous 
les corps solides d’une figure quelconque, ces parties des vitesses 
sont milles, et les valeurs de x, y, z se réduisent simplement à 
celles que nous venons de donner. On pourra donc substituer ces 
valeurs dans les équations précédentes, et faisant sortir hors du 
signe S les quantités 4? <P, on aura pour un solide de figure
quelconque, en mettant l’élément Dm à la place de m (art. 7 , 
sect. précéd.), les équations

( x’-f-U) Dm — 4&-Dm — aSyzDm — C, 

â>S {x^z^Dm. — -\SxyDm — ^SyzDm = B, 

•^.^(y’+z’jDm — wSxyDm — tpSxzVm = A, 

par lesquelles on pourra déterminer les vitesses des rotations ini­
tiales 4? ? ? produites par les impulsions X, K, Z appliquées
à des points quelconques du corps, et dont les momens, par rap­
port aux axes des x, y, z, sont A, B, C.

Comme les vitesses de rotation sont proportionnelles aux angles 
infiniment petits, décrits en même temps par les rotations res­
pectives, il s’ensuit de ce qu’on a démontré dans la troisième sec-
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tion de la première Partie (art. n), que les trois vitesses 
ip se composent en une seule vitesse 9 telle que

6 =\/(4* + *>* + ça),

avec laquelle le corps tournera réellement autour d’un axe ins­
tantané, faisant avec les axes des x, y, z des angles X, /z, vt 
tels que

. 4- m acos X = - , COS /Z = -, cos V = -.
à â ô

Ainsi les trois équations précédentes donneront la position de 
l’axe autour duquel le corps tournera dans le premier instant, et 
la vitesse de rotation autour de cet axe. Ç’est celui qu’on appelle axe spontané de rotation.

18. Dans les instans suivans, le corps continuera à tourner par 
sa force d’inertie, et les trois équations qu’on vient de trouver au­
ront encore lieu, en regardant comme constans les termes qui con­
tiennent les forces d’impulsion X, Y, Z, comme on l’a vu dans 
l’article 16 ; mais les quantités S(x*4-j*)Z)m, SxyDm, etc. devien­
dront variables à raison de la variation des coordonnées x, p, z 
pendant la rotation.

Mais une conséquence remarquable qu’on tire de ces équations, 
c’est que dans un instant quelconque, le corps a le même mou­
vement de rotation qu’il recevrait dans cet instant par l’impulsion 
des mêmes forces qui l’ont mis d’abord en mouvement , si ces 
forces lui étaient appliquées de manière à produire les mêmes mo­
mens autour des axes des x, y, z.

Et comme ces équations ne sont que les équations générales de 
l’article 16, pour un système quelconque de corps, appliquées à 
un corps solide de figure quelconque, il s’ensuit que si le système 
qui a reçu des impulsions primitives, devient, par l’action mutuelle 
et successive des corps, un système invariable ou un solide quel-
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conque, les mêmes équations auront encore lieu ; de sorte que le 
solide aura à chaque instant le même mouvement de rotation qu’il 
recevrait par les mêmes impulsions primitives, si elles lui étaient ap­
pliquées immédiatement de manière à produire les mêmes momens.

Donc aussi une masse fluide agitée primitivement par des forces 
quelconques, abandonnée ensuite à elle-même et devenue solide 
par l’attraction mutuelle de ses parties, aura à chaque instant le 
même mouvement de rotation que les forces primitives lui impri­
meraient si elles agissaient de la même manière sur la masse solide.

19. Les trois équations de l’article 17 donneront les valeurs des 
momens A, B, C de toutes les forces primitives, en connaissant 
la position instantanée du corps et ses trois vitesses de rotation 
4, par rapport aux axes fixes des x, y, z, ou la vitesse 
composée 9 autour de l’axe instantané, avec les angles À, /a, v, 
de cet axe avec les axes fixes des x,y, z; et réciproquement ayant 
ces momens, on pourra en déduire les valeurs des vitesses de 
rotation.

On voit aussi par ces équations, que les momens seront nuis 
si les vitesses sont nulles ; mais les momens étant supposés 
nuis , il ne s’ensuit pas évidemment que les vitesses de rota­
tion doivent être nulles. Car en faisant ^ = 0, B=o, C=o, 

on a trois équations linéaires entre 4> P; et il faudrait prou­
ver que ces trois équations ne peuvent pas subsister ensemble , 
à moins de supposer 4 = 0, "=o, <p=o.

En éliminant deux de ces inconnues on a une équation qui donne 
la troisième inconnue nulle ou arbitraire, mais avec la condition

S(x* -f-y’)ZJm x S^+z^Dm X S^+z^Dm
= S(x* -^-y^Dm x (SxyDmy 4- A(va 4- za)Z)m x (SxzDmy 
4~ S(ja4-z^Dm x (SyzDmy 4- zSxyDm X SxzDm x SyzDm ;

et il faudrait prouver que cette condition est impossible à remplir,
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ce qui paraît très-difficile. Mais nous'démontrerons plus bas (art.5i) 
que lorsque les momens sont nuis, toute rotation s’évanouit aussi.

D’où nous pouvons d’abord conclure qu’il est impossible qu’un 
système de points isolés, ou une masse fluide quelconque, puisse 
former un corps solide qui ait un mouvement de rotation, à moins 
que les impulsions primitives n’aient été telles, qu’il en soit résulté 
un moment par rapport à l’axe de cette rotation.

20. Par les transformations exposées dans l’article 10, on peut 
changer les trois équations de l’article 17 en des équations semblables 
dans lesquelles les quantités x, y, z, A, B, C soient remplacées 
par les quantités analogues x', y, z', A', B', C.

Désignons par 4', <P'les vitesses de rotation par rapport aux
nouveaux axes des x,y> z, on aura aussi,

dx' = x'dt = (z'cd — y p}dt, 

dy' = y'dt = (xÿ — z'-p)dt, 
A * «

dd = zdt zzz (y'-p—~ XM^dt,

et les trois premières équations de l’article 10 deviendront par ces 
substitutions, en changeant m en Dm,

q>'S( x'^-^-y^Dm. — ’pSx'z'Dva — w'Syz'Dm = C, 

cdS[ — pSx'y'Dnt — pSyz'jDm — B',

■pSty'+z'^Dm — cdSx'y'Dm — ç'Sxz'Dm. = A\

dans lesquelles on aura par le même article

A' — Aa. H- Ba! 4- 
B' = A fi + Bp 4- CP, 
C = Ay 4- By' 4~ Cy"•

Ces équations ont l’avantage que la position des axes de rotation 
y est entièrement arbitraire, puisqu’elle ne dépend que des quantités
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a, /3, y, a.', etc.; et comme elles ne sont que du premier ordre, 
rien n’empêche de donner à ces axes une position differente d’un 
instant à l’autre, et de les prendre de manière qu’ils soient fixes 
dans l’intérieur du corps, et par conséquent mobiles avec lui dans 
l’espace. Alors les quantités Dm, Sx y Dm, etc. devien­
dront constantes, mais les quantités A', B', C seront variables, 
à cause de la variabilité des quantités a, /3, y, cl, etc. Nous don­
nerons dans la suite des moyens directs de parvenir à ces équations 
qui sont d’une grande utilité dans le problème de la rotation des 
corps.

21. On vu dans l’article 16, que les constantes A, B, C ex­
priment les sommes des momens des impulsions primitives don­
nées aux corps, relativement aux axes des x, y, z. Or il est fa­
cile de prouver que les quantités a, a!, a." représentent les cosinus 
des angles que l’axe des x' fait avec les axes des x, y, z; que les 
quantités /3, & représentent les cosinus des angles que l’axe
des y fait avec les mêmes axes des x,y, z, et que les quantités y, 
y', y' représentent les cosinus des angles que l’axe des z fait avec 
ces mêmes axes. Donc par ce qu’on a démontré dans la première 
partie sur la composition des momens ( sect. III, art. 16), les trois 
quantités A', B', C seront les momens des mêmes impulsions 
rapportés aux axes des x', y, z, c’est-à-dire aux axes de rotation 
fixes dans le corps et mobiles dans l’espace. Ainsi on pourra ap­
pliquer à ces axes les mêmes conclusions qu’on a trouvées dans 
l’article iq.

$ IV.

Propriétés des axes fixes de rotation d’un corps libre de fgure 
quelconque.

22. Nous réservons pour un chapitre particulici' la solution com­
plète du problème général de la rotation d’un corps solide de figure 
quelconque; nous allons seulement examiner ici le cas où l’axe 
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instantané de rotation demeure immobile dans l’espace, ou au moins 
toujours parallèle à lui-même lorsque le corps a un mouvement 
progressif, parce que ce cas se résout facilement par les formules 
du paragraphe précédent, et qu’il conduit aux belles propriétés des 
axes qu’on nomme principaux, ou axes naturels de rotation.

Reprenons les équations fondamentales de l’article 17 ; faisons, 
pour abréger,

l = Sx* Dm, m = Sy*Dm, n = Sz*Dm,
f= SyzDm, g = SxzDm, h = SxyDm,

• • • • 
et substituons pour a>, leurs valeurs QcosA, ôcos/i, Scosv, 
9 étant la vitesse de rotation autour de l’axe instantané qui fait 
les angles À, p, v avec les axes fixes des x, y, z\ ces équations 
deviendront ainsi, en les divisant par 9,

A
(m + n) cos A — Zzcos/4 — geos? ~ —, 

û
( l H- n) COS /4 — ZzcosA feosv = -r, 

ô 
c

( l cos v — g-cos A — feosp = j.

a3. Les six quantités l, m, n, f, g, h sont variables; en les 
différentiant, substituant pour dx, dy, dz les quantités xdt,ydt, 

zdtr et ensuite pour x, y, z leurs valeurs (art. cité), on aura

dl = q^cos/a — h cosv )9dt,

dm = 2(/zcosv —fcosX^dt,

dn = a^cosX — g cos p^dt,

df = ((m— n) cos A + g cos f —■ h cos p^dt, 

dg = Q n — Z) cosg. + AcosX — f cos v ^9dt, 

dh = (( Z — m} cos y 4- f cosp — g cos \^9dl.
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Ces six équations, jointes aux trois de l’article précédent, ren­

ferment la solution générale ; mais nous ne considérons ici que 
le cas où les angles X, /z-, v demeurent invariables; et il s’agit 
de voir sous quelles conditions ces quantités peuvent être constantes.

a4. Pour cela, il n’y a qu’à différentier les trois premières équa­
tions dans cette supposition, et y substituer les valeurs des différen­
tielles dl, dm, etc., on aura après avoir divisé par ^dt ces trois-ci ;

/(cosi'’—cos/41) —gcosXcos/u. 4-7z cosXcosy

4- (m —Tl) COS/4 COS P — — r X7,

/cosA cos^ 4- ^(cos X* — cos ya) — h coscos?

4- (« — Q cos A cos v = — — x ,

—/cos X cos v 4- g cos,« cos v + h — cos A*)

4- (Z — m) cos A cos/4 = — f X
03 dt

Si on ajoute ces trois équations ensemble, après avoir multi­
plié la première par cosX, la seconde par cos/4, la troisième par 
cos v, on a l’équation

o ___ __ y COS A 4- B COS /LZ 4- Ccos V

ô3

dd
dï>

laquelle donne d9 — o, ou bien

L^cosx 4- ^cos/a 4- Ccos> = où

Nous verrons plus bas (art. 58) que la quantité 

qui est la même chose que

(^cosA 4- H- CcosQ9,
exprime 
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exprime la force vive du corps, laquelle ne peut jamais être nulle 
tant que le corps est en mouvement.

Il faut donc supposer en général = o, et par conséquent 
la vitesse de rotation 0 constante. Alors les trois équations ci- 
dessus se réduisent à deux, qui donnent les rapports des cos A, 
cos/w,, cosv; et comme on a cosA* H- cos/*2 4- cosy* = 1, ces 
rapports suffiront pour déterminer les trois cosinus.

a5. Supposons
CO9ZZ COS V

S = ----- . U = ----- ,
COS À ’ COS À ’

les trois équations précédentes deviendront, à cause de cZ0 = o,

f(u* —-ss) —■ gs + hu + (m— 7i)su = o,
g( 1 —zzs) — hsu + fs + («--l)ll = o,
h ( s3 —~ 1) H- gsu — fu 4- ( l —m)s =; o,

La dernière donne
„   h(s* — ’) + C — rn)s 

- --------------- •

cette valeur étant substituée dans la première ou dans la seconde, 
ou plutôt dans la somme de ces deux, après avoir multiplié l’une 
par g et l’autre par f, pour en chasser l’w*, on a

(gh (m — n)+f {g3 — h3^

4- — m)(jn—n) + fâÇn—2l+m) H- g(g3 4- h3 — ^f^s*
4- ÇfV—n) + ghf 1—2771+1) +/(/*+ h3 — 2ga)^s 

+ fh{l-n)+g^f3-h3)^o.

Cette équation étant du troisième degré, aura nécessairement 
une racine réelle; ainsi 011 aura une valeur de s, et une valeur 
correspondante de u, par le moyen desquelles on pourra déter­
miner la position d’un axe invariable et de rotation uniforme. Mais 
comme cette détermination dépend des quantités l, n, f, g, ht

Méc. anal. Tome I. 36
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qui varient avec le temps f, il faut encore prouver que la varia­
bilité de ces quantités n’influe point sur la valeur des deux quan­
tités s et u.

26. Pour y parvenir, nommons P, Q, R les premiers membres 
des trois équations de l’article 22 ; les premiers membres des équa- 

lions de larticle 24 seront — ■,—■>—■> en y mettant pour dl, 
Mt èdt Ml

dm, etc. leurs valeurs. Or il est facile de voir qu’on a, par la 
substitution de ces mêmes valeurs,

dP = {R cos/a — Q cos ^Sdt, 

dQ = (P cos y — RcosÀ^dt, 

dît — (Q eos A —P cospÿ dt.

D’après ces équations, dans lesquelles A, p, v cl Q sont des 
quantités constantes, il est facile de voir que si les valeurs de 
dP dQ dR . „ ,-t-, -A, sont nullcs lorsque t — o, ou t = a une quantité

. 1 .. , dm d^Q dR , d3P d3Q d3Rquelconque donnée, celles de , de ?

et ainsi de suite à l’infini, seront aussi milles pour la même va­
leur de t.

Or on sait par le théorème de Taylor, que la valeur d’une fonc- 
dPlion de t, lorsque t devient t-^-t', devient en même temps

dt rdtT Mi3 1 2 .3^ + etc.

Donc si ^=0 lorsque t'—o, on aura toujours “= o, quel 
CL b CL b

que soit t'. Et la même chose aura lieu pour les valeurs de 
dQ t dR 
dt dt’

Il s’ensuit de là que si les équations de l’article afi, qui ne sont 

que les transformées des équations “ = o, ~ = o, = o, ont 
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lieu clans un instant quelconque, elles auront lieu, quel que soit 
le temps t, dans l’hypothèse des quantités s et u constantes. Par 
conséquent les valeurs de ces quantités seront indépendantes de 
la variabilité des quantités n, f, g, h, de sorte qu’il suffira 
de déterminer les valeurs de ces dernières quantités pour une po­
sition quelconque du corps à l’égard des axes fixes des x, y, z, 
pour avoir celles des quantités s et u qui déterminent la position 
de l’axe de rotation, lequel doit demeurer immobile dans l’espace, 
ou du moins toujours parallèle à lui-même, si le corps a un 
mouvement progressif.

Et comme cet axe, par sa nature, est fixe dans l’intérieur du 
corps pendant un instant, puisque le corps est censé tourner au­
tour de lui, il s’ensuit qu’il y doit toujours demeurer fixe; car il 
est évident que si, dans l’instant suivant, il changeait de place 
dans le corps, il changerait nécessairement de place dans l’espace; 
ce qui est contre l’Hypothèse.

27. Ayant trouvé la position de cet axe dans l’espace, rien 
n’empêche de supposer qu’il coïncide avec l’axe des x dont la po­
sition est arbitraire.

On pourra ainsi supposer A = o, et par conséquent cosA=i, 
ce qui donnera s=o et zz=o. De là on trouve, par les équa­
tions de l’article 25, g=o, h=o. Ainsi cet axe a la propriété, 
qu’en le prenant pour l’axe des x, les valeurs des deux intégrales 
SxyDm, SxzDm (art. 22) deviennent nulles.

Supposons maintenant dans nos formules ^=0, À=o, et dé­
signons par Z', f, m, n y ce que deviennent lés quantités /, Z, 
m, n dans ce cas. Cette supposition donne d’abord s=o et w=o, 
c’est le cas précédent ; ensuite elle donne aussi 5 et u infinis, et 
par conséquent cosX = o, A ^90°; cette valeur répond aux deux 
autres racines de l’équation en s du troisième degré, et par con­
séquent à la position des deux autres axes. Or la première des 
équations en s et « (art. a5) devient, lorsque g et h sont nuis,
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' sa) + —t/)sw = °3 et substituant pour s et u leurs

valeurs,
/'(cos ya —COS/z?) + (77/ — n} cos/z. cos y = o;

mais en faisant cosX = o dans cosA* 4- cos/z? 4- cos v* = 1, on 
a cosi'=\/(1—cos/z.1) = sin/z ; et l’équation précédente se ré­
duit à celle-ci :

tang 2^ = ,

laquelle donne pour l’angle /z. deux valeurs dont l’une surpasse 
l’autre de 90°.

Ainsi ayant pris l’axe des x dans le premier axe de rotation, 
les deux autres axes de rotation uniforme seront dans le plan des 
y et z, et feront avec l’axe des y les angles /z. et ^4-90’, de 
manière que les trois axes de rotation seront rectangulaires entre 
eux, comme ceux des coordonnées. On pourra donc prendre aussi 
ces deux derniers axes pour ceux des y et z; l’on aura alors ^=0, 
et par conséquent /'=o; de sorte que la valeur de l’intégrale 
SyzjDm sera aussi nulle.

28. Il existe donc pour chaque corps solide, quelle que soit sa 
figure et sa constitution, et par rapport à un point quelconque 
du corps, trois axes rectangulaires qui se coupent dans ce point, 
autour desquels le corps peut tourner librement et uniformément j 
et ces trois axes sont déterminés par les conditions suivantes:

SxyDm = o, SxzDm = o, SyzDm = o, 

en prenant ces axes pour ceux des coordonnées x, y, z.
Lorsque ces axes passen t par le centre de gravité, on les nomme 

axes principaux, d’après Euler, à qui on en doit la connaissance j 
on les nomme aussi axes naturels de rotation, ou en général, axes 
principaux, soit qu’ils passent par le centre de gravité ou non.

29. En faisant /=o, #=o, Æ;=o, ce qui a lieu par rapport
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aux trois axes principaux, on a aussi par les équations de l’ar­

ticle a5, ~ = o, ~ = o, ~ = o, ce qui fait voir que les quan­

tités l, m, n sont alors les plus grandes ou les plus petites. Pour 
pouvoir distinguer les maxima et les minima, il n’y aura qu’à 

chercher les valeurs de et l’on trouvera, à cause

de 0 constante, 
Jll *

j-zs a((n—Z)cos/z‘ — (Z—m)cosia)0*, lit

= 2RZ——(m—z^cosX^Ô1, CIL 
cl2n *~ —zz)cosA*— (n—^cos^G’.

Donc si m>n, la valeur de sera toujours négative; 

celle de ~ toujours positive,.et celle de ~ pourra être positive 

ou négative; par conséquent l sera toujours un maximum, n un 
minimum, et m ne sera ni l’un ni l’autre. On voit aussi que 
d^lA-d^m . , r . d^m-A-d^n—-t-— aura toujours une valeur négative, et —— aura tou- 

CIL Cil

jours une valeur positive; de sorte que la quantité l^-m sera 
toujours un maximum, et m 4- n un minimum.

Les quantités l + m, l + n, m + n, qui expriment les sommes 
des produits de chaque molécule du corps par le carré de sa dis­
tance aux trois axes des z, y, x, se nomment, d’après Euler, 
momens d’inertie du corps relativement à ces axes ; ils sont pour 
le mouvement de rotation ce que les simples masses sont pour 
le mouvement progressif, puisque c’est par ces momens qu’il faut 
diviser les momens des forces d’impulsion, pour avoir les vitesses 
de rotation autour des memes axes.

C’est par la considération des plus grands et des plus petits 
momens d’inertie, qu’Euler a trouvé les axes principaux; main­
tenant on les détermine ordinairement par les trois conditions

SxyDm o , SxzDm = o , SyzDm = o,
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3o. Puisqu’on est assuré par l’analyse de l’article 27, que l’équa­

tion en s (art. 25) a scs trois racines réelles, il sera toujours facile 
de les trouver, en comparant cette équation dégagée de son second 
terme, avec l’équation connue

x3 — ^x — 2r3 COS <p = o ,

dont les trois racines sont

ar cos £, O ' — 2r cos ^60* -f- 0, — srcos(6o°—5 X O

On aura ainsi les trois valeurs de 5 que nous désignerons par 
/, Z, et les valeurs correspondantes u, u, u. Et si on désigne 
de même par A, A', X* les angles que les trois axes principaux font 
avec l’axe des x, par , fx, /x" les angles qu’ils font avec l’axe 
des y, et par y, /, /, ceux que ces mêmes axes font avec l’axe 

et l’on aura des expressions semblables en marquant les lettres A, 
fx, v, s, u d’un trait, ou de deux. Ainsi la détermination des trois 
axes principaux pourra toujours s’effectuer par ces formules dans 
tout corps solide de figure quelconque, homogène ou non, pourvu 
qu’on connaisse les valeurs des quantités n pour
une position quelconque donnée du corps, relativement aux axes 
fixes des x^y, z.

En substituant ces valeurs de cosA, cos/4, cosv dans les trois 
équations de l’article 22, on aura les valeurs des momens A, B, 
C qui seront nécessaires pour faire tourner les corps avec une 

vitesse constante donnée 6, autour d’un axe fixe dans l’espace,
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dont la position sera donnée par les mêmes angles A, /z, r, et 
qui sera en mêmes temps un des trois axes principaux du corps, 
selon qu’on prendra pour 5 et u l’une des trois racines de l’équa­
tion en s.

51. Comme ces trois axes sont toujours perpendiculaires entre 
eux, on pourra les prendre pour les axes des x, y, z dans les 
formules de l’article 20. On aura ainsi par la nature de ces axes 
<SryZ)m = o, Sxz'Dm.~o, 5yz'Z)m = o; et si on fait

ï = gx^Dm, m' = S/Dm, n = Sz‘Dm, 

les trois équations de l’article cité prendront cette forme très- 
simple :

(m' 4- n') 4' =

( l 4~ rn ) cù = Br,

( l 4“ ri ) <p' = C' 5

par lesquelles on a tout de suite les vitesses de rotation 4 S 
autour des trois axes principaux.

C’est ici le lieu de démontrer la proposition que nous avons 
indiquée dans l’article 19. En effet, en faisant ^ = 0, ^ = 0, 
C=o, on aura aussi (art. 20) = ^' = 0, C' — o-, donc les
équations précédentes donneront y=o, à'=o, <p' = o; puisque 
les quantités l, m^n ne peuvent jamais être nulles pour un corps 
de trois dimensions. D’où l’on doit conclure qu’il ne peut y avoir 
de mouvement de rotation si les momens primitifs sont nuis.

Quand parmi les trois momens Â, B', C', deux sont nuis comme 
B' et Cf, ce qui a lieu lorsque l’impulsion se fait dans le plan des 
y, z, les deux vitesses de rotation u>, <p seront aussi nulles, et le 
corps tournera autour de l’axe principal des x' avec la vitesse -G 
Or, par les formules de l’article 20, on a

A* 4- B'* 4- C'2 ~A + B* + C*,
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à cause des équations de condition entre les quantités a, (3, y* 

a.', etc. : donc faisant 5'=o, C'=o, on aura ^'= V
et par conséquent constante j donc, par la première équation, la vi­
tesse 4' sera aussi constante.

32. A l’égard des valeurs de l', m, n, il sera facile de les dé­
duire de celles de l, m, n, f, g, h. Car les expressions de x,y, z 
en x,y, z\ en vertu des équations de condition (art. io, section III, 
part. I), donnent réciproquement

x' = arc -f- a!y -j- 
y = ^x + /3y + /3"z, 
z = yx-j- y y + y"z,

Or en prenant les axes des rr', y, z pour les axes principaux ; 
on voit par l’article 21, que les quantités a, a', a' sont identiques 
avec cos X, cos^t, cos y, et que pareillement /3, /3', y seront iden- 

' tiques avec cosX', cos//, cos/, et y, y', y" avec cos À*, cos/t, 
cos y". Ainsi, en substituant les valeurs de ces cosinus données ci- 
dessus (art. 3o), on aura

,__ x 4- sy + uzX /-------------  «
y 1 + + u*

/ _ + /y + u'z 

, x 4- s"y 4- u"* Z * " * 1 * " ■— - *

d’où l’on tirera, en carrant et intégrant, après avoir multiplié 
par Dm,

_ ___l 4- 4- 4- ash 4- aug 4- ssuf
1 4" s’ + 111 ’

, u'2n-f-2s'/i-l- au'z-Z-zs'u'f
m =-------------,+^+7* --------- - »

, _l-[- s"*m^u"2n-{-2s"h-{-2ii."g-{-2s'uf n__________________ , f

Qn trouve dans la plupart des traitée de Mécanique la détermi­
nation 
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nation des axes principaux dans différais corps; dans ceux dont 
la forme est symétrique, l’axe de figure est toujours un des axes 
principaux ; on peut trouver ensuite les deux autres par la formule 
de l’article 27.

$ V.

Propriétés relatives aux forces vives.

53. En général, de quelque manière que les différens corps qui 
composent un système soient disposés ou liés entre eux, pourvu 
que cette disposition soit indépendante du temps, c’est-à-dire, que 
les équations de condition entre les coordonnées des différens corps 
ne renferment point la variable t, il est clair qu’on pourra toujours, 
dans la formule générale de la Dynamique, supposer les variations 

égales aux différentielles dx, dy, dz, qui représentent 
les espaces effectifs parcourus par les corps dans l’instant dt, tandis 
que les variations dont nous parlons doivent représenter les espaces 
quelconques que les corps pourraient parcourir dans le même 
instant, eu égard à leur disposition mutuelle.

Cette supposition n’est que particulière, et ne peut fournir par 
conséquent qu’une seule équation; mais étant indépendante de la 
forme du système, elle a l’avantage de donner une équation gé­
nérale pour le mouvement de quelque système que ce. soit.

Substituant donc dans la formule de l’article 5 (sect. préc.), à 
la place des variations Sx, fy, J'z, les différentielles dx, dy, dz, 
et par conséquent aussi les différentielles dp, dq, dr, etc., au lieu 
des variations Sp, Sq, Sr, etc., qui dépendent de Sx, Sy, Sz, 
on aura cette équation générale pour quelque système de corps 
que ce soit,

-, /dxd2x dyd2y -J- dzd2z, \Ç -  4" P dp -f- Qdq -J- Rdr -J- etc.^ m = o.

34. Dans le cas où la quantité P dp + Qdq + Rdr H- etc. est 
intégrable, lequel a lieu lorsque les forces P, Q, R, etc. tendent 

Méc, aual. Tome I. Sq
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à des centres fixes ou à des corps du même système, et sont fonc­
tions des distances p, q, r, etc., en faisant

P dp + Qdq 4~ Rdr + etc. = t/fl, 

l’équation précédente devient
dxd*x -p dyd*y -p dzd^z 

dl* + (Zn)m = o,

dont l’intégrale est

dans laquelle H désigne nne constante arbitraire , égale à- la va­
leur du premier membre de l’équation dans un instant donné.

Cette dernière équation renferme le principe connu sous le nom 
de Conservation des forces vives. En effet, dx*-}- dy-f- dz* étant 
le carré de l’espace que le corps parcourt dans l’instant dt, 
dx* + dy*dz* . , j a, . dx* + dy* + dz*. Z _L— sera le carre de sa vitesse, et !—j;-—— m sa dt* 7-------------- dt*

(dx* I dv* ! dz*\
—- A T—j m sera la somme des forces 

vives de tous les corps, ou la force vive de tout le système ; et on 
voit par l’équation dont il s’agit, que cette force vive est égale à la 
quantité tiH — aOTm, laquelle dépend simplement des forces ac­
célératrices qui agissent sur les corps, et nullement de leur liaison 
mutuelle, de sorte que la force vive du système est à chaque ins­
tant la même que les corps auraient acquise si étant animés par 
les mêmes puissances, ils s’étaient mus librement chacun sur la 
ligne qu’il a décrite. C’est ce qui a fait donner le nom de Conserva­
tion des forces vives, à cette propriété du mouvement.

55. Ce principe a lieu aussi lorsqu’on rapporte les mouvemens 
des corps à leur centre de gravité. Car en nommant comme ci- 
dessus (art. 3), V, y, z les trois coordonnées du centre de gravi­
té, et faisant » = x'+^, y—y-V*, 2 = /+^, les coordonnées
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t auront leur origine dans le centre de gravité. On aura ainsi

dx* + dy* 4- d-.
\ sdt* 

dx' dp , nrs£m + 

ç <Zç24~ d»* -f-d?

dy' „dn

m.

dx^+dy^+dz^
ad? 

dz' ~d'

Sm.

Par la nature du centre de gravité, on a (art. cité), 

sfm = o, s|m = o, «fm = o.

Donc l’équation précédente étant différentiée et retranchée de celle 
de l’article 33 , on aura

dx'd*x' + dy'dy' + dz'd*z' „ n / d^E + dnd*n 4- Yd1? \---------------------------- Sm 4- ---------

4- S(Pdp-}~ Qdq + Rdr + etc.)m = o.

Mettons a la place de Pdp-}- Qdq 4~ Rdr etc., la quantité équi­
valente XcZx4- Ydy-YZdz, et substituons pour dx, dy, dz les 
valeurs dx'-YdÇ, dy-j-dy, dx-Yd^, la dernière équation se réduira, 
en vertu des équations différentielles de l’article 5, à celle - ci :

„ /d^d*^-}- dnd*n 4- dd\ \ , _ré? Ç---------- -------------J m 4~ S (Xdç -}- Ydy -f- Z dÇ ) m = o 

qui est analogue à celle de l’article 33, mais où la quantité Xdr 
4- Ydn 4- ^d^ ne sera intégrable qu’autant que les forces seront 
dirigées vers les corps mêmes du système, et proportionnelles 
à des fonctions des distances. Dans ce cas on aura 

équation qui renferme la Conservation des forces vives, par rapport 
au centre de gravité.

36. Au reste, il n’en est pas du principe tes forces vives, comme
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de ceux du centre de gravité et des aires, qui ont lieu quelle que 
soit l'action que les corps du système puissent exercer les uns 
sur les autres, même en se choquant, parce que toutes les forces 
intérieures disparaissent des équations qui renferment ces deux 
principes.

L’équation de la conservation des forces vives contient tous les 
termes dus aux forces tant extérieures qu’intérieures, et n’est in­
dépendante que de l’action des corps, provenant de leur liaison 
mutuelle. Aussi ce principe a-t-il lieu dans le mouvement des 
fluides non élastiques, tant qu’ils forment une masse continue, et 
qu’il n’y a point de choc entre leurs parties; et si la quantité de 
forces vives est la même avant et après le choc des corps élas­
tiques, c’est qu’on suppose que les corps se sont rétablis après 
le choc, dans le même état où ils étaient auparavant; de sorte 
que les termes /LVZp de l’expression n, qui proviennent des forces P 
dues au ressort des corps, et dont la valeur est la plus grande 
lorsque la compression, est à son terme, décroissent ensuite 
par degrés égaux pendant la restitution, et redeviennent nuis à 
la fin du choc. C’est uniquement dans cette hypothèse que la con­
servation des forces vives peut avoir lieu dans le choc des corps 
élastiques.

Dans tout autre cas, lorsqu’il y a des changemens brusques 
dans les vitesses de quelques corps du système, la force vive 
totale se trouve diminuée de la quantité des forces vives dues aux 
forces accélératrices qui ont pu produire ces changemens ; et cette 
quantité peut toujours s’estimer par la somme des masses multi­
pliées par les carrés des vitesses que ces masses ont perdues, ou 
sont censées avoir perdues dans les changemens brusques des vi­
tesses réelles des corps. C’est le théorème que M. Carnot avait 
trouvé dans le choc des corps durs.

3y. On peut aussi, dans l’équation de l’article 11 de la section 
précédente, supposer les variations Jx, Jf, Jz proportionnelles 
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aux vitesses x, ÿ, z que lés corps reçoivent par l’impulsion. On 
aura ainsi l’équation

t O l:— J. -j - ^"T' '•

+ Xx+ Yy + Xz} = o,

dans laquelle la partie représente la force vive
de tout le système.

Cette équation étant combinée avec les trois équations de l’ar­
ticle 14, donne lieu à une propriété de maximis d miniims rela­
tive à la ligne autour de laquelle le système tourne au premier 
instant, lorsqu’il a reçu une impulsion quelconque, ligne qu’on 
peut aussi nommer axe de rotation spontané..

Si on nomme a, /3, y les parties des vitesses xr'y-> zy qui 
dépendent du changement de position respective des corps du 
système, et qu’on les ajoute à celles qui résultent des rotations 
(art. 17), on aura les valeurs complètes de x, y, z, exprimées ainsi:

xzzzà—j' = xip—2^+^, z =y^ — xM^y.

Supposons maintenant qu’on différentie ces valeurs, en ne re­
gardant que o, tp comme variables, et qu’on dénote ces diffé­
rentielles par la caractéristique J', on aura

Jx — zJc»—yJ?, —zJ'f, fz=y^-^—’xfà.

Or les trois équations de l’article 14 étant multipliées respective­
ment par ?<p, Ja, et ajoutées ensemble, en faisant passer 
sous le signe S les différentielles Ap, fat, A],, qui sont les mêmes 
pour tous les corps, donnent, par la substitution des valeurs 
précédentes,

^{m^cEr -byJ'y H- zj'z') 4- XA 4- Y^y 4- ZJz} — o.
Mais l’équation de la force vive trouvée ci-dessus étant différen- 
tiée relativement à cT, donne

Æfam^Av~fyJy 4~ zfz) 4~ X^x 4" Y^y 4~ Zfz) = o.
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Donc on a, parla comparaison de ces deux équations,

é>m(xj\'v + ydy + z^z) = o ,
et par conséquent

ch . «Sm^1 -hJ'* + z^ ~ o ,

ce qui fait voir que la force vive que le système acquiert par l’im­
pulsion, est toujours un maximum ou un minimum, par rapport 
aux rotations relatives aux trois axes; et comme ces trois rotations 
se composent en une rotation unique autour de l’axe spontané, il 
s’ensuit que la position de cet axe est toujours telle, que la 
force vive de tout le système est la plus petite ou la plus grande, 
par rapport à ce même axe.

Euler avait démontré cette propriété de l’axe spontané de ro­
tation pour les corps solides d’une figure quelconque; on voit 
par l’analyse précédente, qu’elle est générale pour un système de 
corps unis entre eux d’une manière invariable ou non, lorsque 
ces corps reçoivent des impulsions quelconques. Js
—9 î • ojQ - DHbiVi ■ .

58. Lorsque le système est un corps solide qui peut tourner libre­
ment autour d’un point, et qui n’est animé par aucune force accéléra* 
trice., on peut tirer de la combinaison de l’équation des forces vives 
avec celle des aires, une relation digne d’être remarquée par sa 
simplicité, et qui ne l’avait pas encore été, que je sache, entre 
les vitesses de rotation 4, ", P, par rapport aux trois axes fixes 
des coordonnées x, y, z. Dans ce cas on a simplement (art. 17)

dx = xdt = ( za> —- y^dt,

dy — ydt = (x<p — z^)dt,

dz = zdt = (y4 — xw^dt.

Donc si on ajoute ensemble les trois dernières équations de l’article 9, 

après les avoir multipliées par à, 4, qu’on fasse passer ces quan­
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tités sous le signe S, et qu’on substitue y à la plate de 
leurs valeurs, on aura

o / dx' + dy' -f- dz' \ ■ J • •
= A^ + Bw + Q>i

mais l’équation de l’article 34 donne, lorsque n = o,

Donc on aura
4 4-+ Cp s; AI,

A-, B, C étant les momens des forces primitives d’impulsion, et 
H étant une constante arbitraire qui doit être nécessairement 
positive.

Si dans cette équation on substitue pour A, B, C les expres­
sions de l’article n, yC, y'C, y"C', ou C'cosl, C'cosm, C'cosn, 

et pour 4, a>, <p, celles de l’article 17, GcosX, Gcos/<, Gcosv, 
on aura

G(cosZcosX 4- COS m COS/4 4- COS n COS 4 — o
Dans cette formule, l, m, n sont les angles que l’axe perpendi­
culaire au plan invariable fait avec les axes fixes des x, y, z, et 
X, p, v sont les angles que l’axe instantané de la rotation com­

posée, dont G est la vitesse, fait avec les mêmes axes'; donc si 
on nomme a l’angle que l’axe instantané de rotation fait avec l’axe 
perpendiculaire au plan invariable, on aura, par uné formule connue, 

cos a = cos Z cos X 4- cps.m çoSjM. 4- coszzcosvj

et par conséquent G costr = où la quantité est une cons­

tante qui dépend de l’état initial5 ce qui donne un rapport indépen­
dant de la figure du corps, entre la vitesse réelle de rotation à 
chaque instant, et la position de l’axe de rotation relativement 
au plan invariable.
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Au reste, si on prend le plan des x, y de manière qu’il passe 

par le centre du corps et par la droite suivant laquelle se fait 
l’impulsion, les constantes A et JB deviendront nulles (art. 16), 
et l’équation générale trouvée ci-dessus se réduira à = AI, 
laquelle fait voir que la vitesse de rotation, par rapport à l’axe 
des z, c’est-à-dire parallèlement au plan de l’impulsion, demeure 
toujours la même.

$ VL

Propriétés relatives à la moindre action.

5g. Nous allons maintenant considérer le quatrième principe, 
celui de la moindre action. /

En nommant u la vitesse de chaque corps m du système, on a 
a __  dx* -f- dy* -I- dz1

U ~ ~ ' "t

et l’équation des forces vives (art. 34) devient

laquelle, étant dilférentiée par rapport à la caractéristique cf, 
donne

S{u^u 4- d'n) m = o.

Or n étant une fonction de p, q, r, etc., on a

d'n = P^p 4- Q/q 4- R^r 4- etc.
Donc

S(PS'p 4- Q^q 4“ R^r 4- étc.)m = — Smù£u .

Et cette équation aura toujours lieu , pourvu que P dp + Qdq 
4- Rdr+ etc. soit une quantité intégrable, et que la liaison des 
corps soit indépendante du temps ; elle cesserait d’être vraie si 
l’une de ces conditions n’avait pas lieu.

Qu’on substitue maintenant l’expression précédente dans la for­
mule 
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mule générale de la Dynamique (art. 5, sect. II), elle deviendra

Or d*xJ'x~{-d‘ycfy-}-d*zJ\z est d^dxS'x-3^-dyS'y-\-dzS'z)—"dxd^'x 
— dyd<^y~ dzd^z. Mais parce que les caractéristiques d et ^re­
présentent des différences ou variations tout-à-fait indépendantes 
les unes des autres, les quantités d^x, dfy, dJz doivent être la 
même chose que Jdx, £dy, Jdz. D’ailleurs il est visible que 
dxSdx-1-dyJ'dy-j-dzJ'dz J'.(dx*-(-dy*~(-dz*). Donc 011 aura

d*xJx -f- d*yJy -f- d*z^z = d. (dxS'x -f- dyJy 4~ dzJz)
— -j- A (dx* -f- dy* 4- dz*).

Soit 5 l’espace ou l’arc décrit par le corps m dans le temps t ; 

on aura ds=z \/dx*+ dy* 4- dz*, et dt — —. Donc

d*xJ'x 4~ d*yJy 4" d*z/z = d, (dxJ'x 4- dyfy 4- dz^z) — ds^ds ; 

et de là
d*X k , dy n . d^z R  d. (dxê'x + dyê'y-ydzêz) u^S'ds
dFàx~^di^ -T~dràz — dF^~ ~dT‘

Ainsi la formule générale dont il s’agit deviendra

S + x m = O)

ou, en multipliant tous les termes par l’élément constant dt^—, 
et remarquant que uS'ds 4- dsJ'u = A (uds),

d. (dx$x 4- dy^y -p dziïz) 
dt

Comme le signe intégral N n’a aucun rapport aux signes 
différentiels d et J\ on peut faire sortir ceux-ci hors de celui-là ; 
et l’équation précédente prendra cette forme,

d. S(dx^x -f- dy^y -J- dzJz,)m 
dt

JJfêc. anal. Tome T.

iï.SïQ.uds = o.

53
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Intégrons par rapport au signe différentiel d, et dénotons cette 

intégration par le signe intégral ordinaire /, nous aurons

— fS'.Sm.uds = const.dt J

Or le signe / dans l’expression f^.Smuds ne pouvant regarder 
que les variables u et s, et n’ayant aucune relation avec les signes 
S et d, il est clair que cette expression est la même chose que 
celle-ci, é'.Smfuds-, et si l’on suppose que dans les points où com­
mencent les intégrales fuds on ait Jr —o, jy = o, dz=o, il 
faudra que la constante arbitraire soit nulle, parce que le premier 
membre de l’équation devient nul dans ces points. Ainsi on aura 
dans ce cas

S'.Synfuds = S(dr^x 4- dy^y -f- dz^z) ni 
dt

Donc si on suppose de plus que les variations dx, dy, soient 
aussi nulles pour les points où les intégrales fuds finissent, on aura 
simplement .Smfuds=o-, c’est-à-dire, que la variation delà quantité 
Smfuds sera nulle; par conséquent cette quantité sera un maximum 
ou un minimum.

De la résulte donc ce théorème général, que dans le mouvement 
d’un système quelconque de corps animés par des forces mutuelles 
d’attraction, ou tendantes à des centres fixes, et proportionnelles à 
des fonctions quelconques des distances , les courbes décrites par les 
dijférens corps, et leurs vitesses , sont nécessairement telles, que la 
somme des produits de chaque masse par l’intégrale de la vitesse 
multipliée par l’élément de la courbe est un maximum ou un mi­
nimum, pourvu que l’on regarde les premiers et les derniers points 
de chaque courbe comme donnés, ensorte que les variations des 
coordonnées, répondantes à ces points soient nulles. C’est le théorème 
dont nous avons parlé à la fin de la première section, sous Je 
nom de Principe de la moindre action.
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4o. Mais ce théorème ne contient pas seulement une propriété très- 

remarquable du mouvement des corps, il peut encore servir à déter­
miner ce mouvement. En effet, puisque la formule Smfuds doit être 
un maximum ou un minimum, il n’y a qu’à chercher par la mé­
thode des variations, les conditions qui peuvent la rendre telle ; 
et en employant l’équation générale de la conservation des forces 
vives, on trouvera toujours toutes les équations nécessaires pour 
déterminer le mouvement de chaque corps. Car pour le maximum ou 
minimum, il faut que la variation soit nulle, et que par conséquent 
on ait <P. Smfuds = o ; et de là en pratiquant dans un ordre ré­
trograde les opérations exposées ci-dessus, on retrouvera la même 
formule générale d’où l’on était parti.

Pour rendre cette méthode plus sensible, nous allons l’exposer 
ici en peu de mots. La condition du maximum ou minimum donne 
en général ^.Smfuds = o, et faisant passer le signe différentiel J' 
sous les signes 5 et f (ce qui est évidemment permis par la nature 
de ces différons signes), on aura l’équation SafS^uds) = o, 
ou bien, en exécutant la différentiation par cP,

SmfflsS'u -f- uSds') = o.

Je considère d’abord la partie Smfds^u-, en mettant pour ds sa 
valeur udt, elle devient Smfu^udt, ou changeant l’ordre des signes 
5 et f qui sont absolument indépendans l’un de l’autre, fdtSmuJu. 
Or l’équation générale du principe des forces vives donne (art. 54) 
Su'm = 2H — zS. Dm, r/TI étant = P^H-Q^-FAùz-Fctc. ; donc 
différentiant suivant <f, on aura

Su Jum = —- &Pnm = — 5(PcPp -F Qf q R^r -F etc.)m, 
parce que II étant supposée une fonction algébrique de p, q, r, etc., 
la différentielle cPn est la même que la dn, en changeant seule­
ment d en cP. Ainsi la quantité Smfds^u se réduira à cette forme,

■—fdtS(Pfp QJq + RJr -F etc.)m.

Je considère ensuite l’autre partie Smfu^ds, et j’y substitue à
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la place de ds sa valeur exprimée par des coordonnées rectangles, 
ou par d’autres variables quelconques. En employant les coordon­
nées rectangles x, y, z, on a ds = s/dx*d^-^-dz1 ; donc dif-

, . . r r , dx^dx dy^dy 4- dzidz . .fércntiant suivant à , ^ds =------------- ----------------- , ou bien, en

transposant les signes d, J, et écrivant d/ au lieu de £d, ce qui 
est toujours permis à cause de l’indépendance de ces signes,

= on aura ainsi, en substituant cette
ds valeur, et mettant dt à la place de —,

_ p ^dxdêx-\-dySdy-\-dzdàz 
Juods —J .

Comme il se trouve ici sous le signe intégral f, des différen­
tielles des variations Jx, jy, ^z, il faut les faire disparaître par 
l’opération connue des intégrations par parties, suivant les prin­
cipes de la méthode des variations. On transformera donc la quan- 

_ 7 7 n
lité j en celle-ci, qui lui est équivalente,

et supposant que les deux termes de la courbe soient donnés, en- 
sorte que les coordonnées qui répondent au commencement et à 
la fin de l’intégrale , ne varient point , on aura simplement 
rdxd^x — fS'xd.^-. On trouvera de même Ç

J de J dt J dt J J dt >

et pareillement —fS'zd.^-, de sorte qu’on aura cette

transformée
fuSds = H- ‘^d^ 4- Kd. ^y

Donc la quantité Sm/u/ds deviendra, en transposant les signes S 
et f, et supposant dt constant,

-fdtS^xd  ̂+ ^d.^ + ^.g)m,
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L’équation du maximum ou minimum sera doue

PSp ÿ H- R^^' H- etc. i
fdts U ^d.^+fya. &+m ^ ° ’

laquelle devant avoir lieu en général pour toutes les variations 
possibles, il faudra que la quantité sous le signe/soit nulle à chaque 
instant ; on aura ainsi l’équation indéfinie

S^p + -F R^r + etc.

+ m = o,

équation qui est la meme chose que la formule générale de la 
Dynamique (art. 5, sect. II), et qui donnera par conséquent, 
comme celle-ci, toutes les équations nécessaires pour la solution 
du problème.

41. Au lieu des coordonnées x,y,z, on peut employer d’autres 
indéterminées quelconques, et tout se réduit à exprimer l’élément 
de l’arc ds en fonction de ces indéterminées. Qu’on prenne , par 
exemple, le rayon ou la distance rectiligne à l’origine des coordon­
nées, qu’on nommera p, avec deux angles, dont l’un 4 soit l’incli­
naison de ce rayon sur le plan des x et y, et l’autre <p soit l’angle 
de la projection du même rayon sur ce plan avec l’axe des x, on 
aura z = psin4 , y —P cos 4 sincp, x = p cos 4 cos ç, et de là on 
trouvera dsa=dx*-j-dp!‘-l- dz“— df a+p*(d^+cos-'pd<p1‘), expression 
qu’on pourrait aussi trouver directement par la Géométrie. Diffé­
rentiant donc par 4, et changeant Jd en d^, on aura dsJds 
= dpdfp + p(c?4a + cos 4*^*)^ + pa(rf4^4 — sm4cos4^3/'4 

4- cos 4*^^<p) ; d’où en divisant par dt = et en intégrant on 
aura

fuS'ds = f (^L*-4-cos4W‘)<fy

, p p- — sin 4 cos4d<p2<t4 + cos.tMpdctp) J - .
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On fera disparaître de dessous le signe / les doubles signes d£, 

par des intégrations par parties, et on rejettera d’abord les termes 
qui contiendraient des variations hors du signe f, parce qüe ces 
variations devant alors se rapporter aux extrémités de l’intégrale, 
deviennent nulles par la supposition que les premiers et derniers 
points des courbes décrites par les corps soient donnés et inva­
riables. On aura ainsi cette transformée 

par conséquent l’équation du maximum ou minimum sera

(. dp r?4-a + cos 
d-^~P--- dë----

p* sin -J, cos 4^a । i f ^4 \
dt*

m — o.
cos ^d<p j 

dP ■

Égalant à zéro la quantité qui est sous le signe /, on aura une 
équation indéfinie, analogue à celle de l’article précédent, mais 
qui, au lieu des variations cbv, Jy, ffz, contiendra les cPp, «Ap, J'4; 
et on en tirera les équations nécessaires pour la solution du pro­
blème, en réduisant d’abord toutes les variations au plus petit 
nombre possible, faisant ensuite des équations séparées des termes 
affectés de chacune des variations restantes.

En employant d’autres indéterminées, on aura des formules 
différentes, et on sera assuré d’avoir toujours dans chaque cas 
les formules les plus simples que la nature des indéterminées puisse 
comporter. Voyez le second volume des Mémoires de l’Académie 
de Turin, où l’on a employé cette méthode pour résoudre différens 
problèmes de Mécanique.

4a. Au reste, puisque ds=. udt, la formule Smfuds, qui est un 
maximum ou un minimum, peut aussi se mettre sous la forme
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Smfu^dt, ou fdtSmu^, dans laquelle Sim* exprime la force vive 
de tout le système dans un instant quelconque. Ainsi le principe 
dont il s’agit, se réduit proprement à ce que la somme des forces 
vives instantanées de tous les corps, depuis le moment où ils partent 
des points donnés, jusqu’à celui où ils arrivent à d’autres points 
donnés, soit un maximum ou un minimum. On pourrait donc 
l’appeler avec plus de fondement, le principe de la plus grande ou 
plus petite force vive ; et cette manière de l’envisager aurait l’avan­
tage d’être générale tant pour le mouvement que pour l’équilibre, 
puisque nous avons vu dans la troisième section de la première 
Partie (art. 22), que la force vive d’un système est toujours la 
plus grande ou la plus petite dans la situation d’équilibre.
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QUATRIÈME SECTION.

Équations différentielles pour la solution de tous les 
problèmes de Dynamique.

i. La formule à laquelle nous avons réduit, dans la seconde 
section, toute la théorie de la Dynamique, n’a besoin que d’être 
développée pour donner toutes les équations nécessaires à la so­
lution de quelque problème de cette science que ce soit; mais ce 
développement, qui n’est qu’une affaire de pur -calcul, peut encore 
être simplifié, à plusieurs égards, par les moyens que nous allons 
employer dans cette section.

Comme tout consiste à réduire les différentes variables qui entrent 
dans la formule dont il s’agit, au plus petit nombre possible, par 
le moyen des équations de condition données par la nature de 
chaque problème; une des principales opérations est de substituer 
à la place de ces variables des fonctions d’autres variables. Cet objet 
est toujours facile à remplir par les méthodes ordinaires; mais il 
y a une manière particuüère d’y satisfaire relativement à la for­
mule proposée, qui a l’avantage de conduire toujours directement 
à la transformée la plus simple.

2. Cette formule est composée de deux parties différentes qu’il 
faut considérer séparément.

La première contient les termes

qui
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qui proviennent uniquement des forces résultantes de l’inertie 
des corps.

La seconde est composée des termes

SlPép + Q/q 4- RS^r 4- etc.) m,

dus aux forces accélératrices P, Q, R, etc., qu’on suppose agir 
effectivement sur chaque corps, suivant les ligues p, q, r, etc., 
et qui tendent à diminuer ces lignes. La somme de ces deux 
quantités étant égalée à zéro, constitue la formule générale de la 
Dynamique (sect. II, art. 5).

5. Considérons d’abord la quantité d*xJx -h d*yJy d'zSz, il 
est clair que si on y ajoute celle-ci dxd^x -+- dydéy -f- dzdSz, la 
somme sera intégrable, et aura pour intégrale dxS'x-^-dy^y^-dz^z. 
D’où il suit que l’on a

d*x£x 4- d*yfy -f- d*z^z = d. (dxS'x 4- dy^'y 4- dz^z} 
— dxd£x — dydây — dzd^z.

Or le double signe d^étant équivalent à $d, par les principes connus, 
la quantité dxdà'x 4- dydJy 4- dzdS'z peut se réduire à la forme 
dxS dx^dy^'dydz^ dz, c’est-à-dire, à | £-(dx*dy*-\-dz*}. 
Ainsi on aura cette réduction

d*x^x -p d*yjy 4“ d*z£z = d. Çdxdx 4“ dy^y dzJz) 

— | J(dx* 4~ dy* 4~ dz*} ;

par laquelle on voit que pour calculer la quantité proposée d*x^x 
^-d*y^y-\-d*z^z^ il suffit de calculer ces deux-ci, qui ne con­
tiennent que des différences premières , dxbx 4- dyày 4- dzS'z, 
dx*4-dy*4-dz*, et de différentier ensuite l’une par rapportai, 
et l’autre par rapport à

4. Supposons donc qu’il s’agisse de substituer à la. place des va­
riables x, y, z, des fonctions données d’autres variables Ç, 

Méc. anal. Tome I. 3g
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<p, etc.; différentiant ces fonctions, on aura des expressions de la 
forme

dx = Ad? 4- Bd-^ 4- Cdp -f- etc., 
dy = A' d^ 4- B' d\ 4~ C dp 4~ etc., 
dz = A’d^ 4- B'd^ 4- Cdp 4- etc.,

dans lesquelles A, A', A", B, B', etc. seront des fonctions con­
nues des mêmes variables 4> P, etc.; et les valeurs de «Av, 
J'y, Jz seront exprimées aussi de la même manière, en changeant 
seulement d en <A.

Faisant ces substitutions dans la quantité dxJx 4- dy^y 4- dzJz, 
elle deviendra de cette forme,

Fc^ 4- G(d^ 4- d^) 4-
4- Z( d^Jp 4- dpJ^) 4~ etc.

où F, G, H, I, etc. seront des fonctions finies de £, 4, <p, etc.
Donc changeant J1 en d, on aura aussi la valeur de dx^dy^dz*, 

laquelle sera

Fd^ 4- zGdÇdJy 4- Hil^ 4- 2l^ 4- etc.

Qu’on différcntie par d la première de ces deux quantités, on 
aura la différentielle

d.(Fd%} X 4- Fd^d^ 4- d.^Gd^ X Ab
4- d. (Gd^) X 4^ 4- Gd^dJ^ 4“ Gd^dJ^

4- d\Hd^ 444- Hd^dJ^ 4- etc. ;

différentiant ensuite la seconde par 4, on aura celle-ci,

JFd^ + 2Fd^ + 2/Gd^ 4- 2Gd^d^

4- 2Gd^Jd-^ 4- JHd^ 4~ s/dd-JAd^ 4- etc.

Si donc on retranche la moitié de cette dernière différentielle de la 
première, et qu’on observe que 44 et Jd sont la même chose ,
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on aura

X — ^^Fd^ 4- d\Gd^ x J4
H- d.(Gdyj x — UGdçd^ 4- d\Hd^) X^4 
— ^Hd-ÿ 4- etc.,

pour la valeur transformée de la quantité d'x^x-\-dy^y-\-dlz^z.

Or il est visible que cette valeur peut se déduire immédiatement 
de la dernière différentielle, en divisant tous les termes par 2, en 
changeant les signes de ceux qui ne contiennent point la double 
caractéristique fd, et en effaçant dans les autres la d après la cf, 
pour l’appliquer aux quantités qui multiplient les doubles différences 
affectées de ^d. Ainsi le terme ^Fd^ donne —^^Fd^, le terme 
zFd^d^ donnera le terme z^Gd^dy donnera
—S'Gd^d^, le terme zGd^d^ donnera d.^Gd^ x , et ainsi 
des autres.

5. D’où il s’ensuit que si on désigne par $ la fonction de 4, 
<p,etc., et de d^, d-^, d<p, etc., dans laquelle se transforme la 
quantité | (dx14“ dy* 4- dz“) parla substitution des valeurs de x, 
y, z, en 4, > etc., on aura en général cette transformée

d*x£x 4~ d*ySy 4“ d*z^z

+ + etc.,

en dénotant, suivant l’usage, par le coefficient de dans la 
différence 4$, par ^le coefficient de ^d^ dans la même diffé­

rence; et ainsi des autres.

6. Ce qu’on vient de trouver d’une manière particulière, aurait 
pu l’être plus simplement et plus généralement par les principes 
de la méthode des variations.

Soit en, effet une fonction quelconque de x, y, z, etc., dx, dy,
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dz, d*x, dy, d^, etc., etc., laquelle devienne une fonction de £, 
4, <p, etc., d^, dy, d<p, etc., d*^, <?4, d^, etc., etc., par la 
substitution des valeurs de x, y, z, etc., exprimées en Ç, 4? 
<p, etc.; en différentiant par rapport à S', on. aura cette équation 
identique,

++

+ ^dy + ^dy 4- etc.

etc.

+ + 8^^ +
etc.

Qu’on y change les doubles signes Sd, S'd*, etc., en leurs équi­
valons d^, d2^, etc. ; qu’ensuite on intègre par rapport à d, et 
qu’on fasse disparaître, par des intégrations par parties, tous les 
doubles signes dj\ d2^, etc.' , sous le signe intégral f qui se rap­
porte au signe différentiel d-, on aura une équation de cette forme,

f^A^x H- B^y H- C^z 4- etc.) 4- Z
= f^A'^ + ^J44_ 4~ etc.) Z,

dans laquelle

A

B

C

etc

«To 7 ^(b
e'x ’ Mx

J* , A<&
jÿ- d-7dy

Jïï ~ a'ldz

<t<i>

Tdÿ

— etc..
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d.^ + d Ole.

£ 74 d‘^d4^~ d '^4 etc>

C ---  d 'Jd^ etC*

etc.

Z = (Æ ~~ + etc>) A + + etc'
+ ~ d-/^ + d^ +'ete;
+ (/i + 2^- Æ ^z + etc-
etc.

z "“ ($ “' etc-) -1- Wç ®îc:
+ (^ — d'^ + + ^4d^ + eJc-

(S "* d‘^ + etc-) d^ + etc*
etc.

Donc rediflerentiant et transposant, on aura l’équation

+ J3fy + C^z + etc. — A'^ — — C'y^ — etc.
= dZ' — dZ,

laquelle doit être identique et avoir lieu quelles que soient les 
variations ou différences marquées par la lettre J\

Ainsi puisque le second membre de cette équation est une dif­
férentielle exacte par rapport à la caractéristique d, il faudra que 
le premier membre en soit une aussi par rapport à la même ca­
ractéristique, et indépendamment de la caractéristique cfj or c’est 
ce qui ne se peut, parce que les termes de ce premier membre 
contiennent simplement les variations <Tv, Jy, /z, etc., cf£, 

etc., et nullement les différentielles de ces variations.
D’où il suit que pour que l’équation puisse subsister, il faudra



3xo MÉCANIQUE ANALYTIQUE.
nécessairement que les deux membres soient nuis chacun en par­
ticulier 5 ce qui donnera ces deux équations identiques,

ASx -f- BSy + CSz + etc. = A’ + B'S^ -f- C'Sç + etc. 
dZ = dZ', 

lesquelles peuvent être utiles dans différentes occasions.

Soit, par exemple, 0> = ±\dx* 4-dy* + dz^, on aura 5= o, 

dx ’ ctC-’ et ainsi aes autres quantités sem­
blables -, donc

A ~d*x, Bz= — dy, C~—d*Z) 

ensuite comme $ ne contient que des différences du premier ordre, 
on aura simplement 

~
TV _ j

C ~ d'id$> etc’

Donc on aura l’équation identique

— d^xSx —• d*ySy — ddzSz

“ Vj d'+ V4 “■ d,ê-d^)

+ d-

qui s’accorde avec celle de l’article 5.

7. Il résulte de là que pour avoir la valeur de la quantité

s($^+3^r+ÿ^m>
en fonction de cp, etc. il suffira de chercher la valeur de
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la quantité

o / dr1 + dy* + dz* \ --SSF------ )m>

en fonction de £, 4? et de leurs différentielles; car nom­
mant T cette fonction, on aura sur-le-champ la transformée

\d-^ ~s% ) + ^4) ^4
. / 7 ST ST \ .

+ y1-^ - +etc-

Et cette transformation aura lieu également, quand même parmi 
les nouvelles variables il se trouverait le temps Z, pourvu qu’on le 
regarde comme constant, c’est-à-dire, qu’on fasse ^£ = 0.

De plus, il est facile de voir qu’une pareille transformation aura 
lieu aussi dans le cas où les variations <f£, Ap, <f<p, etc. ne se­
raient pas des -différentielles exactes, pourvu qu’elles représentent 
des quantités indéterminées, et que la variation d'y soit de la 
forme

*T+ " +g + g. + ,
quels que soient d’ailleurs les coefficiens ST ST ^7’

’ ds^’FJ ’ etc'

8. Au reste, il est bon de remarquer que si l’expression de T 
renferme un terme dA, qui soit la différentielle complète d’une 
fonction A dans laquelle une des variables, comme £, n’entre que 
sous la forme finie, ce terme ne donnera rien dans la transformée 
précédente, relativement à cette variable. Car faisant

^d^^ + ^ + etc., 
on a

J'7’_d^ ST _ àd% „ . ^dj , 
Sd^ ~ df SÇ “ d% d% ^4 + etc.

d*A . d’A 7 . , dA
= -d^ + d^, ^4 + etc. = d.^.
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Donc — coefficient de , deviendra = dM 

OUQ OÇ
, dA

—' d. -js = o.
Il s’ensuit de là que si l’expression de T contenait un fermé 

de la forme BdA, A étant fonction de 4? etc., sans d^ y 
et B une fonction quelconque sans Ç, ce ternie donnerait sim- 

plement, relativement à la variation de £, le terme dB

Car donnant au terme BdA la forme d.^BA} —AdB, on voit 
d’abord que le terme d\BA) ne donnerait rien relativement à la 
variation de puisque AB contient § sans ensuite comme 
dB ne contient point £ ni d^, et que A contient £ sans dï, on

S'T' PT A
voit qu’en faisant T——AdB, on aura =o, et dB ;

x A
de sorte que le coefficient de se réduira à dB.

9. A l’égard de la quantité P^p -f- Q£q+R^r+etc., elle est tou­
jours facile à réduire en fonction de £, 4, P, etc., puisqu’il ne s’agit 
que d’y réduire séparément les expressions des distances/?, ç, r, etc., 
et des forces P, Q, R, etc. Mais cette opération devient encore 
plus facile, lorsque les forces sont telles, que la somme des momens, 
c’est-à-dire la quantité P dp -f- Qdq -f- Rdr+ etc., est intégrable, 
ce qui, comme nous l’avons déjà observé, est proprement le cas 
de la nature.

Car supposant, comme dans l’article 54 de la section III,

JH ;= P dp Qdq + Rdr -f- etc.,

on aura n exprimé par une fonction finie de p, q, r, etc.5 par 
conséquent on aura aussi

d'n = P^p + Q^q + R^r ■+* cto.

Multipliant par m et prenant la somme pour tous les corps du 
système, ou aura

S
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S(P^p 4- Q^q H- R^r + ctc.)m = Sd nui = cf. Snm, 

puisque le signe S est indépendant du signe
Il n’y aura ainsi qu’à chercher la valeur de la quantité MIm 

en fonction de £,4, P, etc-i ce Qui nc demande que la substi­
tution des valeurs de x,y, z en £, 4» P? etc., dans les expres­
sions de p, q, etc. (art. i, sect. II , part. I); et cette valeur de 
(STIm étant nommée P, on aura immédiatement

dP dP dP 
dtp

10. De cette manière, la formule générale de la Dynamique 
(art. 2) sera transformée en celle-ci :

H- 4^4 H- 4>cTcp -4- etc. =: o,

dans laquelle on aura
ST SP
Sd^ 7f +
ST ST , SP
Sd^ S^ ' S^
ST ST , SP
Sdq> 7? + S<p

etc.,
en supposant

_ „/ dx* + dy* 4- dz* \ r=snm,
et dH = P dp H- Qdq + Rdr 4- etc.

Si les corps m et m' du système, regardés comme des points, 
dont la distance mutuelle est p, s’attiraient avec une force accéléra­
trice représentée par P fonction de p, il est facile de voir que le 
moment de cette force serait exprimé par mm'Pdp, et il faudrait 
ajouter à la valeur de P la quantité mm/Pt/p; et ainsi s’il y 
avait dans le système d’autres forces d’attraction mutuelle.

En général, si le système renfermait des forces quelconques F,
Méc. anal. Tome I. 4q
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G, etc., tendantes à diminuer la valeur des quantités f, g, etc., on 
aurait F^f, G^g, etc., pour les momens de ces forces (art. 9, sect. II, 
part. I); et en regardant F comme fonction de /, G comme fonction 
de g, etc., il faudrait ajouter à la valeur de F autant de termes de 
la forme fFdf, fGdg, etc., qu’il y aurait de pareilles forces.

Or si dans le choix des nouvelles variables Ç, 4? , etc., on a eu 
égard aux équations de condition données par la nature du sys­
tème proposé, ensorte que ces variables soient maintenant tout- 
à-fait indépendantes les unes des autres, et que par conséquent 
leurs variations etc., demeurent absolument indé­
terminées, on aura sur-le-champ les équations particulières E=o, 
•p—o, $ = o, etc., lesquelles serviront à déterminer le mouve­
ment du système 5 puisque ces équations sont en même nombre 
que les variables £, 4, etc., d’où dépend la position du sys­
tème à chaque instant.

11. Mais quoiqu’on puisse toujours ramener la question à cet 
état, puisqu’il ne s’agit que d’éliminer, par les équations de condi­
tion, autant de variables qu’elles permettent de le faire, et de 
prendre ensuite pour £, 4 ? > ctc- ^es variables restantes ; il peut 
néanmoins y avoir des cas où cette voie soit trop pénible, et où 
il soit à propos, pour ne pas trop compliquer le calcul, de con­
server un plus grand nombre de variables. Alors les équations de 
condition auxquelles on n’aura pas encore satisfait, devront être 
employées à éliminer dans la formule générale, quelques-unes des 
variations cf4> etc.; mais aa beu de l’élimination actuelle, 
on pourra aussi faire usage de la méthode des multiplicateurs, ex­
posée dans la première Partie (sect. IV).

Soient L = o, N — o, etc. les équations dont il s’agit,
réduites en fonctions de £, 4, etc., ensorte que L, M, N, etc. 
soient des fonctions données de ces variables. On ajoutera au pre­
mier membre de la formule générale (art. précéd.) la quantité

+ , dans laquelle À. p, ctc. sont des
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coefficiens indéterminés; et on pourra regarder alors les varia­
tions , ^4 , > etc- comme indépendantes et arbitraires.

On aura ainsi l’équation générale

4. ^^4 4- + etc. -F -f- 4- 4- etc. = o,

laquelle devant être vérifiée indépendamment des variations , 
^4, J\p, etc., donnera ces équations particulières pour le mou­
vement du système,

- 4- A 4- y + etc- — o,

* + A p + etc- — °’

— -F etc. — o,

etc.,

d’où il faudra ensuite éliminer les inconnues X, /*, y, etc., ce qui 
diminuera d’autant le nombre des équations; mais en y ajoutant 
les équations de condition qui doivent nécessairement avoir lieu, 
on aura toujours autant d’équations que de variables.

12. Comme ces équations peuvent avoir différentes formes plus 
ou moins simples, et surtout plus ou moins propres pour l’in­
tégration, il n’est pas indifférent sous quelle forme elles se pré­
sentent d’abord; et c’est peut-être un des principaux avantages de 
notre méthode, de fournir toujours les équations de chaque pro­
blème, sous la forme la plus simple, relativement aux variables 
qu’on y emploie, et de mettre en état de juger d’avance quelles 
sont les variables dont l’emploi peut en faciliter le plus l’inté­
gration. Voici pour cet objet quelques principes généraux, dont 
on verra ensuite l’application dans la solution de différons pro­
blèmes.

Il est clair, par les formules que nous venons de donner, que les 
termes différentiels des équations pour le mouvement d’un système
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quelconque de corps, viennent uniquement de la quantité T qui ex- 

prime la somme de toutes les quantités —-- — m, relative­

ment aux différens corps ; chaque variable finie, comme £ , qui 

entrera dans l’expression de T donnant le terme — jp et chaque 

variable différentielle, comme donnant le terme d.^. D’où 

l’on voit d’abord que les termes dont il s’agit ne pourront con­
tenir d’autres fonctions des variables, que celles qui se trouveront 
dans l’expression même de T-, par conséquent si en employant des 
sinus et cosinus d’angles, ce qui se présente naturellement dans 
la solution de plusieurs problèmes, il arrive que les sinus et cosinus 
disparaissent de la fonction T, elle ne contiendra alors que les diffé­
rentielles de ces angles, et les termes en question ne contiendront 
aussi que ces mêmes différentielles. Ainsi il y aura toujours à gagner, 
pour la simplicité des équations du problème, à employer ces sortes 
de substitutions.

Par exemple, si à la place des deux coordonnées x, y, on em­
ploie le rayon vecteur r, mené du centre des mêmes coordonnées, 
et faisant avec l’axe des x l’angle <p, on aura x=rcos<p, y=rsin<p, 
et differentiant dx=cosqdr—dy = sin<p<7/—|- rcos<^Z<p ; 
donc dx' + dy' = dr' -J- r'dp', expression fort simple qui ne con­
tient ni sinus, ni cosinus de <p, mais seulement sa différentielle dp. 
De cette manière, la quantité dx'~^-dy*~^dz* se trouvera changée 
en r'dp'-p- dr' -f- dz'.

On pourrait encore substituer au lieu de r et z, un nouveau 
rayon vecteur p avec l’angle 4 fi116 cc rayon fait avec r qui en 
est la projection; ce qui donnerait r=pcos-4/, z = psin4, et par 
conséquent dr'-{-dz' = dp'p'd^'; de sorte que la quantité 
dx’-pdy'+dz' serait transformée en celle-ci :
Ici il est clair que p sera le rayon mené du centre des coordon­
nées au point de l’espace où est le corps m, 4 sera l’inclinaison 
de ce rayon sur le plan des x et y, et l’angle de la projee-



SECONDE PARTIE, SECTION IV. 3i7

lion de ce rayon sur le même plan, avec l’axe des x ; et Ion 
aura, comme dans l’article 4 de la section III,

x = p cos 4cos<p , y =pcos4 sin<p, z = psin4-

Enfin on pourra employer à volonté d’autres substitutions, et 
lorsque le système est composé de plusieurs corps, on pourra 
les rapporter immédiatement les uns aux autres par des coordon­
nées relatives; les circonstances de chaque problème indiqueront 
toujours celles qui seront le plus propres. On pourra même, après 
avoir trouvé, d’après une substitution, une ou quelques-unes des 
équations du problème, déduire les autres d’autres substitutions; 
ce qui fournira de nouveaux moyens de diversifier ces équations, 
et de trouver les plus simples et les plus faciles à intégrer.

13. Les autres termes des équations dont il s’agit dépendent des 
forces accélératrices qu’on suppose agir sur les corps, et des équa­
tions de condition qui doivent subsister entre les variables relatives 
à la position des corps dans l’espace.

Lorsque les forces R, Q, R, etc. tendent à des centres fixes ou 
à des corps du même système, et sont proportionnelles à des fonc­
tions quelconques des distances, comme cela a lieu dans la nature, 
la quantité A’ qui exprime la somme des quantités ^/{Pdp-^-Qdq 

Fetc.) pour tous les corps m du système, sera une fonc­
tion algébrique des distances, et fournira pour chaque variable Ç 

dont elle se trouvera composée, un ternie fini de la forme -j^.

De même les équations de condition A=o, AZ=o, etc. four­
niront pour la même variable £ les termes X ^|, etc., et 

ainsi des autres. De sorte qu’il n’y aura qu’à ajouter à la valeur 
de V les quantités AA, pM, etc., en regardant ensuite A, p, etc. 
comme constantes dans les différentiations en

Si donc quelques-unes des variables qui entrent dans la fonction 
T, n’entrent point dans 7', ni dans Lt J/, etc., les équations re-
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latives à ces variables ne contiendront que des ternies différentiels, 
et l’intégration n’en sera que plus facile, surtout si ces variables 
ne se trouvent dans T que sous la forme différentielle. C’est ce qui 
aura lieu lorsque les corps étant attirés vers des centres, on pren­
dra les distances à ces centres, et les angles décrits autour d’eux 
pour coordonnées.

14. Une intégration qui a toujours lieu lorsque les forces sont 
des fonctions de distances, et que les fonctions T, F, L, M, etc. 
ne contiennent point la variable finie t, est celle qui donne le 
principe de la conservation des forces vives. Quoique nous ayons 
déjà montré comment ce principe résulte de notre formule générale 
de la Dynamique (sect. III, art. 34), il ne sera pas inutile de faire 
voir que les équations particulières déduites de cette formule, four­
nissent toujours une équation intégrable, qui est celle de la con­
servation des forces vives.

Ces équations, considérées dans toute leur généralité, étant cha­
cune de la forme (art. 11)

si on les ajoute ensemble après les avoir multipliées par les diffé­
rentielles respectives d^, d^, etc., et qu’on fasse attention que les 
quantités P, L, M, etc. sont par l’hypothèse des fonctions algé­
briques des variables £, 4, sans est ffu’on aura 
l’équation

H- df+ ^dL, H- p.dM + etc. = o;

mais Z = o, JY=o, etc. étant les équations de condition, on 
aura généralement dL—o, etc. ; par conséquent l’équa­
tion précédente se réduira à
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Or on a

d^d ' “ d • d ’

et comme T est une fonction algébrique des variables £, 4, etc.
et de leurs différentielles d^, tZ4s etc. sans t, on aura

dr — Tf d % + d\ + d 4 -b etc- 

donc l’équation deviendra

m +ctc) - dT+

laquelle est évidemment intégrable, et dont l’intégrale est
A y7

d^ -f- ^4 + etc- — î1 + = à une constante.

„ rfa^+Jy’ + cZz? . . .Maintenant puisque T— S ----- ----------m, il est évident que

quelques variables qu’on substitue pour x,y, z, la fonction résul­
tante sera nécessairement homogène et de deux dimensions, rela­
tivement aux différences de ces variables ; donc, par le théorème 

connu, on aura ^4 + eLc- ~ zT- Donc l’intégrale

trouvéé séra simplement T+ V = cônst., laquelle contient le prin­
cipe de la conservation des forces vfveS (sect. III, art. 34).

Si la quantité K n’était pas une fonction algébrique, on n’aurait 

pas dK = d^ H- etc., et si les quantités L, M, etc. conte­

naient aussi la variable t, alors leurs différentielles dT,. dL, 

dM, etc. contiendraient aussi les térmés ~ dt, ~ dt, dt, etc. -, 

donc les réductions qui ont rendu l’équation intégrable n’auraient 
plus lieu, ni par conséquent le principe de la conservation des 
forces vives.

15. Quoique lé iïiéôfeme sur lès fonctions homogènes dont 
nous venons de parler, soit démontré dans différons ouvrages, et
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qu’on puisse par conséquent le supposer comme connu, la démons­
tration que voici est si simple, que je ne crois pas devoir la sup­
primer. Si F est une fonction homogène de différentes variables x, 
y, etc., et qu’elle soit de la dimension n, il est clair qu’en y mettant 
ax, ay, etc. à la place de x, y, etc., elle deviendra nécessai­
rement anF, quelle que soit la quantité A. Donc faisant o=i+a, 
et regardant a comme une quantité infiniment petite, l’accroisse­
ment infiniment petit de F dû aux accroissemens infiniment petits 
ax, ay, etc. de x,y, etc. sera naF. Mais en faisant varier x, 
y, etc., de ax, ay, on a en général pour la variation de F,

J~x
JF

Q' ay 4- etc. Donc égalant ces deux expressions de l’ac­

croissement de F, et divisant par a, on aura
JFJF

16. L’intégrale relative à la conservation des forces vives est 
d’une grande utilité dans la solution des problèmes de Mécanique, 
surtout lorsque la fonction T ne contient que la différentielle d’une 
variable qui ne se trouve point dans la fonction F-, car celte 
intégrale servira alors à déterminer cette même variable, et à l’éli­
miner des équations différentielles.

A l’égard des intégrales qui se rapportent à la conservation dit 
mouvement du centre de gravité, et au principe des aires, et que 
nous avons déjà trouvées d’une manière générale dans la section 
troisième, elles se présenteront d’elles-mêmes dans' la solution de 
chaque problème, pourvu qu’on ait soin, dans le choix des va­
riables , de séparer le mouvement absolu du système, des mouve­
mens relatifs des corps entre eux, ainsi que nous l’avons fait dans 
la section citée.

Les autres intégrales dépendront de la nature des équations 
différentielles de chaque problème.; et on ne saurait donner dp règle 
générale pour les trouver. Il y a cependant un cas très^tepdu, 

qui 
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qui est toujours susceptible d’une solution complète en termes 
finis; c’ost celui où le système ne fait que de très-petites oscil­
lations autour de sa situation d’équilibre. Nous destinons une 
section particulière à ce problème, à cause de son importance.

17. Lorsque le système dont on cherche le mouvement est com­
posé d’une infinité de particules pu élémens dont l’assemblage 
forme une masse finie de figure variable, il faut employer une 
analyse semblable à celle que nous avons exposée dans le § II de la 
section quatrième de la première Partie; mais à la place de la ca­
ractéristique d, que nous y avons employée (art. 11 et suiv.) pour 
désigner les différences des variables relatives aux différons clé- 
mens du système, il faudra substituer la caractéristique D, qui 
répond à la caractéristique intégrale S, relative à tout le système, 
afin de pouvoir conserver l’autre caractéristique d pour les diffé­
rences relatives au temps, auxquelles nous l’avons destinée dans 
la seconde section.

Ainsi en nommant m la masse entière, et Dm un de ses élé­
mens, il faudra mettre Dm au lieu de m dans les expressions de 
T et de V de l’article 10.

S’il y a pour chaque élément du corps des forces F, G, etc. 
qui tendent à diminuer les quantités f, g, etc. dont ces forces sont 
fonctions, il faudra ajouter à la valeur de K les expressions SfFdft 
SfGdg, etc.

Et s’il y a des équations de condition D—o, Jf=zo, etc. qui 
doivent avoir lieu à chaque point de la masse m, il faudra mettre 
SxJ'L, S/aJ'IH, etc. à la place de A^TA, p.S'M, etc. dans les for­
mules de l’article 11.

Les quantités f, g, etc., ainsi que D, M, etc., pouvant renfer­
mer des différences des variables relatives à la caractéristique D, 
il faudra alors faire disparaître les doubles signes SD, SD', etc. , 
par l’opération connue des intégrations par parties, de manière qu’il 

Mec. anal. Tome I.
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ne reste sous le signe 5 que les variations simples marquées par J; 
et les termes hors du signe 5 se rapporteront uniquement aux ex­
trémités des intégrales.

Il faudra enfin avoir égard aussi aux forces et aux équations de 
condition relatives à des points déterminés de la masse m, et en tenir 
compte dans la formule générale; mais elles ne donneront que des 
termes indépendans du signe S.

Les variations ' qui resteront sous le signe S donneront, en éga­
lant leurs coefficiens à zéro, autant d’équations indéfinies pour le 
mouvement de.chaque élément du système; et les variations hors 
du signe donneront des équations déterminées pour certains points 
du Système.

.mnàteva f ,’A :ùr . .. . . ’/Ti-j ■ r ' '

H
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CINQUIÈME SECTION.

Méthode générale d'approximation , pour les problèmes de 
Dynamique, fondée sur la variation des constantes 
arbitraires.

Les équations générales que nous avons données dans la section 

précédente étant du second ordre, demandent encore des intégra­
tions , qui surpassent souvent les forces de l’analyse connue ; on 
est oblige alors d’avoir recours aux approximations, et nos for­
mules fournissent aussi les moyens les plus propres à remplir 
cet objet.

i. Toute approximation suppose la solution exacte d’un cas de 
la question proposée, dans lequel on a négligé des élémens ou 
des quantités qu’on regarde comme très-petites. Cette solution forme 
le premier degré d’approximation, et on la corrige ensuite en te­
nant compte successivement des quantités négligées.

Dans les problèmes de Mécanique qu’on ne peut résoudre que 
par approximation, on trouve ordinairement la première solution 
en n’ayant égard qu’aux forces principales qui agissent sur les 
corps ; et pour étendre cette solution aux autres forces qu’on peut 
appeler perturbatrices, ce qu’il y a de plus simple, c’est de con­
server la forme de la première solution, mais en rendant variables 
les constantes arbitraires qu’elle renferme; car si les quantités 
qu’on avait négligées, et dont on veut tenir compte, sont très- 
petites, les nouvelles variables seront à peu près constantes, et on 
pourra y appliquer les méthodes ordinaires d’approximation. Ainsi 
la difficulté se réduit à trouver les équations entre ces variables.
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On connaît la méthode générale de faire varier les constantes 

arbitraires des intégrales des équations différentielles, pour que ces 
intégrales conviennent aussi aux mêmes équations augmentées de 
certains termes; mais la forme que nous avons donnée, dans la 
section précédente (art. 10), aux équations générales de la Dyna­
mique, a l’avantage de fournir une. relation entre les variations des 
constantes arbitraires que l’intégration doit y introduire, laquelle 
Simplifie singulièrement les formules de ces variations, dans les pro­
blèmes où elles expriment l’effet des forces perturbatrices. Nous 
allons d’abord démontrer cette relation; nous donnerons ensuite 
les équations les plus simples pour déterminer les variations des 
constantes arbitraires dans les problèmes dont il s’agit.

Où Von déduit des équations données dans la section précédente > 

une relation générale entre les variations des constantes arbitraires.

2. Soit un système quelconque de corps m, animés par des forces 
accélératrices P, Q, P, etc. qui tendent à des centres quel­
conques fixes ou non, et qui soient proportionnelles à des fonc­
tions quelconques de leurs distances p, q, r, etc. à ces centres.

Supposons qu’en ayant égard aux équations de condition du sys­
tème , on ait exprimé les coordonnées x, y, z de chacun des corps, 
en fonctions d’autres variables £, 4’ etc., qui soient tout-à-fait 
indépendantes entre elles, et qui suffisent pour déterminer la po­
sition du système a chaque instant.

On aura, pour le mouvement de tout le système, les équations 
de l’article 10 de la section précédente, et il est facile de voir que 
ces équations seront du second ordre, par rapport aux variables 

, 4, etc. ? de sorte que les valeurs complètes de ces variables, 
qu’on trouvera par l’intégration, et qui seront exprimées en fouc- 
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tions du temps t, contiendront deux fois autant de constantes 
arbitraires qu’il y a de variables. Comme ces constantes doivent 
demeurer arbitraires, on peut les faire varier à volonté; ainsi on 
pourra diffërentier les équations dont il s’agit relativement à ces 
constantes, qui sont supposées contenues dans les expressions des 
variables g, 4? etc.

3. Faisons, pour plus de simplicité, d£==%dt, d-\ — d/dt; 
dp = q>'dt, etc., la quantité T deviendra une fonction de Ç, ,
<p, etc. et de etc. ; et si les forces tendent à des centres
fixes, ou à des corps du même système, la quantité V sera une 
simple fonction de Ç, 4? ? ? etc. Dans ce cas, en faisant Z^T—V^ 
on aura

^~^^'dd K^Wdd ^'dd etc,>

où l’on pourra changer la caractéristique J' en d, puisqu’elle ne sert 
qu’à représenter des différences partielles.

Ainsi les équations différentielles du mouvement du système 
(art. 10, sect. précéd.) étant multipliées par dt, se réduiront à 
cette forme plus simple,

, dZ dZ ,,
d.-j^r — -r?- dt ;= 0 , d^ d^ 3

dZ dZ j
d‘d^' ~"d4dt — ° 3

,dZ dZ .
d'd<?' d<? dt ° ’

etc.

dz 
d’d% ’

, dz 
d‘d^3 etc. n’est relative qu’à la variable t qui représente

4. Différentions ces équations par rapport à la caractéris­
tique cf, que nous regarderons comme relative uniquement aux 
variations des constantes arbitraires qui sont censées conte­
nues dans les expressions des variables £, etc., dont Z est 
fonction; et comme la caractéristique d qui affecte les termes
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le temps, on pourra, par les principes du calcul des'variations,' 
changer la double caractéristique en c??; de sorte qu’on aura 
les équations

J JX dZ 7. __
d^' ---  O ’

— £~dt = O,

7j\ _  fx 6^/7 __do --j-,------odt — O ,dp dtp 7

5. Multiplions maintenant les premières équations respective­
ment par AÇ, A4, A<p, etc., et retranchons de leur somme celle 
des dernières équations multipliées respectivement par , ^4, 

etc., on aura

+ etc.

- J'ÇdA.ÿ. - J^A.g, - + etc.

~ + MAg + A^. | + etc. ) *

+ O4f + + etc.)Æ=o.

Or —mais <ZAÇ = AJf

etc.

De même 
mêmes consi 
aura

, si pour représenter des variations différentes des 
tantes arbitraires, on emploie la caractéristique A, on

_. dZ . dZ 7
® ‘ A ‘ ° ?
7. dz . dz

d^'d^' ^•d4dt—'°>

.. dz . dz ,d^'d<p' à,~dçdt—°’

etc.
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LVdt, à cause de cï^ = %dl (hyp.) ; donc

^.d^. = a. ai.

On aura pareillement

- s^.^.

et ainsi des autres formules semblables.
Par le moyen de ces transformations, l’équation précédente 

deviendra de cette forme

+ A-JA^ + 4??.^ + etc.

— ^A.-^r — _ &0.

+ 4^-^ + A^.f 4-dc.

+ A^-^ + A^A^ + A^. + etc.

AjA.^ + AJA.^ + ^A.^ + etc. 

++JVA y +

6. Or si on développe les expressions etc’
dZt d Zque les expressions semblables △. , etc. en regardant Z

comme fonction de 4, etc- et de 4/, îS etc-, il est fa­
cile de voir que les termes multipliés par dt dans l’équation pré­
cédente , se détruisent mutuellement. En effet, on a

AJ' + etc..

etc,
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A
dZ  d1 Z । d2 Z a t , -.x^ । d? Z . d^ Z * « t . 4

tc'^ 3^ +^4'^4 4-etc.

« dZ d^Z , d^Z a . d^Z . d^Z a ,, . ,^4 4-etc.
etc., 

ce qui donne, en ordonnant les termes par rapport aux diffé­
rences partielles de Z, ce développement

+ A4^-+ etc- 4- A^• 4- A4'A + etc.

-$ A W +
+ (A^'4- A^) + A^) + etc.

4- a^4) 4- (△4^4'+a4'^4) 4- etc.
4- d^ 2^A4V4/ 4“ etc.

etc.

En changeant les caractéristiques J\ A l’une dans l’autre, on 
aura le développement de l’expression semblable

+ ^A.g+etc. 4-^'4.^ + ^.^ + elc.

Mais on voit que ce changement n’en produit aucun dans le dé­
veloppement précédent ; d’où il suit que les deux expressions sont 
identiques; de sorte que, comme elles se trouvent dans l’équation 
ci-dessus avec des signes différons, elles doivent s’y détruire.

çt. Ainsi on aura simplement l’équation

( .« + etc. I _

H ^'d^ ~ — ^a —etc-1
dans laquelle on peut changer Z en T, puisque Z = T— Z7-, et 
que r ne doit point contenir les variables Ç', 4^ etc. (art. 5).

On
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On voit par cette équation, que la quantité

+ «c.
au dT a » . dJT a dT ,— — ^-dÿ — ~ etc-

est toujours nécessairement constante relativement au temps t, au­
quel se rapportent les différentielles marquées par la caractéris­
tique <7; que par conséquent si on y substitue les valeurs des 
variables £, etc. exprimées en fonctions de t et des cons­
tantes arbitraires, déduites des équations d’un problème quelconque 
de Mécanique, la variable t s’évanouira d’elle-même, quelles que 
soient les variations qu’on fera subir à ces constantes, dans les 
quantités affectées des caractéristiques S'et △ ; ce qui est une nou­
velle propriété très-remarquable de la fonction T, qui représente 
la force vive de tout le système, et ce qui peut fournir un critère 
général pour juger de l’exactitude d’une solution trouvée par quelque 
méthode que ce soit. Mais l’usage principal de ccttp formule est 
pour la variation des constantes arbitraires dans les questions de 
Mécanique, comme nous allons le montrer.

§ II,

Où Von donne les équations différentielles les plus simples pour 
déterminer les variations des coïts tantes arbitraires } dues à des 
forces perturbatrices.

8. Supposons maintenant qu’après avoir résolu le problème con­
tenu dans les équations différentielles de l’article 3, par l’intégration 
complète de ces équations, il s’agisse de résoudre le même pro­
blème, mais avec l’addition de nouvelles forces appliquées au même 
système, tendantes à des centres fixes ou mobiles d’une manière 
quelconque, et proportionnelles à des fonctions des distances aux 
centres. Ces nouvelles forces, qu’on peut regarder commedes-

filée. anal. Tonie I. 42
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forces perturbatrices du mouvement du système, étant d’une nature 
semblable aux forces P, Q, R, etc., d’où dépend la fonction 
ajouteront à cette fonction une fonction analogue que nous désigne­
rons par—£2. De sorte qu’il n’y a qu’à mettre F—£1 à la place 
de F, dans les équations de l’article 10 (sect. précéd.), et par con­
séquent Z — fi à la place de Z, dans les termes de celles de l’ar­
ticle 3, qui contiennent les différences partielles de Z relatives à

4? <P> etc., Pour avoir les équations du nouveau problème,
lesquelles seront , ainsi

, dz dz , dQ ,
d'd% -j^dt — d^ dt’

dZ dZ , dQ -
d’d^ - j . dt ~U.'xjs d^ dt’

, dZ dz , dQ .
-j-dt =d^ dtp

etc.

g. Si on suppose connues les expressions des variables 4? 
ç, etc. en t et en constantes arbitraires, dans le cas où les se­
conds membres de ccs équations sont nuis, on peut, en conser­
vant ces mêmes expressions, mais en rendant variables leurs 
constantes arbitraires, faire ensorte qu’elles satisfassent aussi à la 
totalité de ces équations; et l’objet de l’analyse que nous allons 
exposer est de donner les formules les plus simples pour la dé- 

( termination de ces constantes devenues variables.
Nous remarquerons d’abord que puisque ces constantes sont en 

nombre double de celui des variables £, 4 ? ? etc.> comme nous 
l’avons déjà observé (art. 2), et par conséquent en nombre double 
de celui des équations auxquelles il faut satisfaire , on pourra en­
core les assujétir à un nombre de conditions arbitraires égal à 
celui de ces variables.

Les conditions les plus simples et en même temps les plus ap­
propriées à la chose, sont que les valeurs de ^,etc.con-
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servent aussi la même forme que si les constantes n’y variaient 
point. De cette manière, non-seulement les espaces parcourus par 
les corps, mais encore leurs vitesses seront déterminées par des for­
mules semblables, soit que les constantes arbitraires demeurent 
invariables, comme lorsqu’il n’y a point de forces perturbatrices, 
soit qu’elles deviennent variables par l’effet de ces forces.

Ces conditions auront de plus l’avantage de réduire au premier 
ordre les équations différentielles entre les nouvelles variables, de 
sorte qu’on aura un nombre double d’équations, mais du premier 
ordre seulement.

10. En employant, comme dans l’article 4, la caractéristique 
pour désigner les différentielles dues uniquement à la variation des 
constantes arbitraires, tandis que la caractéristique cl ne se rap­
porte qu’aux différentielles relatives au temps t, les conditions dont 
nous venons de parler seront exprimées par les équations

= o, = o , = o, etc.,

dans lesquelles il faut remarquer que toutes les constantes arbi­
traires doivent devenir variables à la fois, de sorte que la carac­
téristique indiquera dans la suite la variation simultanée de 
toutes les constantes arbitraires, au lieu que dans les formules de 
l’article 4 et suivons, la même caractéristique dénotait en général 
les différentielles relatives à la variation de toutes les constantes, 
ou seulement de quelques-unes d’entre elles à volonté, ainsi que 
l’autre caractéristique △.

Donc en faisant tout varier, les différentielles de £, 4, <p etc. 
seront simplement d^, clip, etc., ou bien ^dt, tp'dt, etc., 
comme si le temps seul variait.

Ainsi dans les équations de l’article 8 la fonction Z sera la 
même, soit que les constantes arbitraires soient censées variables 
ou non ; mais en regardant ces constantes comme variables, les
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différences ’ etc' devront être augmentées

des termes , °‘d^’ ° "dÿ’ e c' ’ dus a vanallon des 
constantes.

D’un autre côté, comme par l’hypothèse les fonctions de t et 
des constantes qui représentent les valeurs de 4 5 etc. sa­
tisfont identiquement aux mêmes équations, sans leurs seconds 
membres, dans le cas où ces constantes ne varient pas, quelles 
que soient d’ailleurs leurs valeurs, il est clair que les termes

d’dl~~~^dt^ d'd^ d^dt^ d’d^' dçdt’ etC* 

se détruiront d'eux-mêmes, et pourront par conséquent être 
effacés.

On aura donc simplement/, pour la variation des constantes 
arbitraires, les équations

a dZ dû J. n dZ  dû ^dz___ dû ^’d^^d^1’____________d^dt’ ^‘d<p'~~d<p dt> etC'’

qu’il faudra combiner avec les équations données ci-dessus, cf£=o, 
J4=o, J4=o, etc.

Ces équations étant en nombre double de celui des variables 
, 4, <p, etc., et par conséquent en même nombre que les cons~ 

tantes arbitraires (art. 2), serviront à déterminer toutes ces cons­
tantes devenues variables.

11. Les équations qu’on vient de trouver étant multipliées res­
pectivement par Ag, A4 ? A® > etc., et ensuite ajoutées ensemble, 
donnent

+ etc-aç * aty
/dû , dû . , dû \ 7— ÇdJ^ + d^^ + etCJ dt'

Ici AÇ, A4? A<P? etc- indiquent, comme dans l’article 4, des dif-
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férentielles des fonctions 4, <P> etc-> prises en faisant varier 
seulement les constantes arbitraires d’une manière quelconque, 
soit qu’elles varient toutes en même temps, ou quelques-unes 
seulement à volonté.

Or en regardant 12 comme une fonction de £, 4 ? ? > etc., on 
aura, en différentiant par rapport à A,

. _ do . ~ . dQ . dû
△ .n A4 + + etc.

Donc on aura

WM» = + «te-
Retranchons du second membre de cette équation la quantité 

^△•df + + • d? + etCi ’

qui est nulle en vertu des équations de condition ^=o, ^=0, 
J4 = o, etc., on aura cette formule générale,

= À?^.^ + + etc-
- ~ - «fc-

= + etc.
dT A , A dT * . dT- ^-d^ ~ etc'

en changeant Z en 7', comme dans l’article 7.
On voit que le second membre de l’équation précédente est 

la même fonction que nous avons vu devoir être indépendante du 
temps t (art. 7). D’où il suit qu’après y avoir substitué les va­
leurs de Ç, 4, <p, etc. en fonctions de t et des constantes arbi­
traires , on pourra y faire t nul ou égal à une valeur quelconque.

12. Donc si on suppose, ce qui est toujours permis, que ces fonc­
tions, ainsi que celles qui représentent les valeurs de ^7,
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JTl r

etc., soient développées en séries de puissances ascendantes 

de t, de cette manière

£ = a, 4- o!t 4* a." t* -f- a"z3 4- etc.,
4 = /3 + /37 4- + etc.,
<p = y -f- y't 4- y’t* 4- y"Û 4- etc.,
etc.,

— A 4- A7 4- A’^ 4- AV 4- etc.,
cJT1

= p 4- p!t 4- + A4^3 + etc. >d'Us

~^r = r 4" + etc.,

etc.,

et qu’on substitue ces valeurs dans le second membre de l’équa­
tion de l’article précédent, on pourra y faire ^=o, ce qui les ré­
duira aux seuls premiers termes a, /3, y, etc.. A, /z., p, etc.

Cette équation se réduira ainsi à la forme

k.Çldt := AadA 4~ △/3J4 4- ^yJ'v 4" etc.
—- AXcTa — A/zd/S —• △('J'y — etc.

13. Les quantités a, /3, y, etc., A, r, etc. ne peuvent être 
que fonctions des constantes arbitraires que la double intégration 
introduit dans les expressions finies des variables Ç, 4, <p, etc., 
et l’on peut aussi les prendre pour ces mêmes constantes.

En effet, les constantes arbitraires qui donnent à la solution d’un 
problème de Mécanique toute l’étendue qu’elle peut avoir, sont les 
valeurs initiales des variables, ainsi que celles de leurs diffé­
rences premières; c’est-à-dire, les valeurs de 4, <p, etc. et 
de 37’ È’ etc'’ lorS(lue t=oj ces valeurs sont donc, dans
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les expressions de £, 4, <p, etc., que nous avons adoptées, a, 
fi, y, etc., a', fi', y', etc. Or T étant une fonction donnée de £, 
4, <P> etc. et de 4'=^, — etc., il est clair

qu’en faisant t — o dans les fonctions etc., ce quidç 1 d^ 7 dq> 7 '

les réduit à X, /z-, v, etc., ces constantes A, p, v, etc. seront 
les mêmes fonctions des constantes a, fi, y, etc., a', fi', y, etc.5 

dT dT dTque les fonctions ^,5 etc. le sont des variables £,4,

etc., 4', <p', etc. Par conséquent au lieu de prendre immé­
diatement cl’, fi', y', etc. poui' constantes arbitraires, on peut prendre 
celles-ci, A, p, v, etc., qui en dépendent. Ainsi on aura a, fi, 
y, etc., A, p, v, etc. pour les constantes arbitraires des ex­
pressions de £, 4, V, etc. 5 et l’on voit que le nombre de ces cons­
tantes sera précisément double de celui des variables 4? etc.

De cette manière, la différentielle A . fl, dans laquelle la ca­
ractéristique △ ne doit affecter que les constantes arbitraires con­
tenues dans fl, à raison des valeurs de 4? <P, etc. qui renferment 
ces constantes, deviendra

. dn . . do. n . dn+ 20 +etc-

. dQ . . . dQ. . , dû
+ AÀ + d^ + 3F + etc-

En la substituant dans le premier membre de l’équation de l’ar­
ticle précédent, et ordonnant les termes par rapport aux diffé­
rences marquées par A, on aura

(S cTà)a« dt— ^^fi +(^dt—^y+^^.

-J- dz H- ®^AA H- dt -j- «f fi^^-p Ç—^dt~}~J\y)Av -f-etc.=o.

Comme on peut donner aux différences A», A/3, etc., marquées 
par la caractéristique A, une valeur quelconque, il faudra que l’équa-
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tion soit vérifiée indépendamment de ces différences, ce qui don­
nera autant d’équations particulières, telles que

^dt = ^, ÿdt = ^, = etc.,

dSLdt = —^, ^dt — ~/!3, ~dt== — Jy, etc.

14. Les différences marquées par la caractéristique cT sont pro­
prement les différentielles des constantes arbitraires devenues va­
riables (art. 10) ; ainsi comme ces différentielles peuvent maintenant 
être rapportées également au temps i, il est permis et même con­
venable de changer le / en d, et l’on aura pour la détermination 
des nouvelles variables a, /3, y, etc., X, /a, v, etc., les équations

da.__ da d^ ______da dy__ ___ da
dt dh ’ dt dp,’ dt dv ’ ' J
dh__  da dp cto dv __  da 
dt~-^’ dt^dÜ’ dc—dy’

qui sont, comme l’on voit, sous une forme très-simple, et qui 
fournissent ainsi la solution la plus simple du problème de la va­
riation des constantes arbitraires,

15. Comme la fonction n renferme les quantités a, /3, y, etc., 
X, /a, v, etc., il faudra les regarder aussi comme variables dans 
les différences partielles de cette fonction; mais lorsque la valeur 
de H, qui dépend des forces perturbatrices, est supposée fort pe­
tite, il est clair que les variations de ces quantités seront aussi 
fort petites, et qu’on pourra, dans la première approximation, les 
regarder comme constantes dans les différences partielles de fl, 
et n’avoir égard à leur variabilité que dans- les approximations 
suivantes.

Dénotons par «, b, c, etc., I, m, n, etc. les parties constantes 
de a, /3 , y, etc., A, v, etc., et par a', /S', y', etc., A', /, /, etc., 
leurs parties variables, qui, étant de l’ordre de la quantité Cl, 

seront
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seront nécessairement très-petites, et soit O la valeur de CL, en y 
changeant a, /3, etc, X, /z, y, etc., en a, b, c, etc., I, zn, n, etc. 

On aura ainsi

a = a H- a, = 6 -f~ /3', y = c + y', etc.,
A = Z 4- A', /z = w-f- Xj v = n -{- /, etc.,

et on aura par le développement

dO do dO

dO dO dO

Les équations différentielles de l’article précédent donneront

d*'— — ^dt, d^'^ — ^dt, dy'^—^dt, etc.

... ^7

dK = -r- dt aa d^' = dt' db dy-j-dt, etc.;

car il est évident que les différences partielles relatives à a , /3, 
y, etc., X, /z, y, etc. peuvent être rapportées aux quantités ana­
logues a, b, c, etc., Z, m, n, etc.

Pour la première approximation, on aura Cl —0,0 étant une 
simple fonction de t ; donc on aura par l’intégration

En substituant ces valeurs dans l’expression de Cl, on aura 
pour la seconde approximation,

, do rdo do rdo 
dmj ~dbM ~~ db J dm

etc., 
et ainsi de suite.

Mèc. anal. Tome I. 45
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16. Il y a ici une remarque importante à faire. Si la fonction O 

ne contient le temps que sous les signes de sinus et cosinus, il 
est clair que la valeur de il ne contiendra, dans la première ap­
proximation, que les memes sinus et cosinus. Mais on pourrait 
douter si, dans l’approximation suivante, elle ne contiendrait pas 
des termes où le temps t serait hors des signes de sinus et de 
cosinus, et qui, croissant continuellement, augmenteraient à l’in­
fini la valeur de £2, et rendraient par conséquent l’approximation 
fautive.

Pour lever ce doute, nous remarquerons que de pareils termes 
ne pourraient venir que d’une partie constante de 12 , c’est-à-dire, 
dégagée de tout sinus ou cosinus renfermant le t.

Soit donc A cette partie qui sera fonction des constantes arbi­
traires a, /3, y, etc., À, /z-, p, etc. Ainsi O contiendra une pa­
reille fonction de a, L, c, etc, l, m, n, etc., que nous dénoterons 
encore par A.

En substituant A au lieu de O dans l’expression de £2 de l’ar­
ticle précédent, on aura la partie de £2, due à la constante A, 
dans la seconde approximation, et cette partie sera

. . . dA dA , dA dA .
A + -jtXa- { — A~X-JT 1 dl da da dl

. dA dA dA dA
' dm X db db dm

etc.,

où l’on voit que les termes affectés de fse détruisent mutuellement.
Ainsi on est assuré que la seconde approximation ne donne dans 

£2 aucun terme qui croisse avec le temps t ; mais il resterait à 
voir s’il en pourrait naître dans les approximations suivantes.

Au reste, le même terme constant A pourrait donner encore 
dans £2 des termes multipliés par t, étant combiné avec des termes 
non constans de la même fonction £2 ; mais alors le t qui se trou­
verait dégagé des sinus et cosinus, serait en même temps multi­
plié par des sinus ou cosinus d’angles proportionnels au temps. La 
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même chose aurait lieu si le coefficient de t sous les signes de 
sinus et cosinus était fonction des constantes arbitraires a, /3, y, etc., 
parce qu’alors les différentiations partielles de Cl relatives à ces cons­
tantes , feront sortir le t hors des sinus ou cosinus. Mais on peut re­
marquer en général que lorsque les approximations successives 
font paraître des termes de la forme dont il s’agit, dans lesquels 
des sinus ou cosinus se trouvent multipliés par l’angle qui est sous 
ces sinus ou cosinus, ces sortes de termes sont presque toujours 
le résultat du développement d’autres sinus ou cosinus, et on peut 
les éviter en intégrant directement les équations différentielles entre 
les constantes arbitraires devenues variables.

17. Quoique les constantes arbitraires que nous avons employées 
soient celles qui se présentent lé plus naturellement, et qui donnent 
les résultats les plus simples, il arrive souvent que les différentes 
intégrations introduisent à leur place d’autres constantes, mais qui 
ne peuvent être que des fonctions de celles-là.

Nous désignerons en général les constantes arbitraires qui sont 
censées entrer dans les expressions des variables g, 4, , etc., 
par a, b, c, f, g, etc., dont le nombre doit être également double 
de celui des variables; et pour avoir les relations entre ces nouvelles 
constantes et les premières, il suffira de supposer t=o dans les 

valeurs des fonctions 4> etc>> etc-> et d’éga­
ler les résultats aux quantités a, fi, y, etc., A, p, p, etc. De 
cette manière on aura autant d’équations entre ces différentes cons­
tantes , par lesquelles on pourra déterminer les valeurs de a, b, 
c,f, g, etc. en fonctions de a, fi, y, etc., X, p, p, etc.

Nous supposerons donc ces fonctions connues, et la différen­
tiation nous donnera tout de suite

da = g J® + ^dfi +^dy + etc.
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Donc substituant les valeurs trouvées ci-dessus (art. 14) de 

du, , etc., et divisant par dt, on aura
da da dO . da dO da dO
-di^-d^di+T^d^+d^^dy + etC' 

da dO da dO da dO
~^x^À~^xiÇi~^x7Z7 + etc'

Il en est de même des valeurs de etc., pour lesquelles 

il n’y aura qu’à changer dans l’équation précédente a en b, en c, etc.

18. Mais ces formules contiennent encore les différences par­
tielles de £1 relatives aux constantes a, fi, y, etc., et il s’agit de 
les changer en différences partielles relatives à a, b, c, etc., ce 
qui est facile par les opérations connues.

En effet comme £1 est censée maintenant fonction de a, b, c, etc., 
et que ces quantités sont elles-mêmes fonctions de a, ^>,y, etc., 
A, p, v, etc., on a tout de suite, par l’algorithme des différences 
partielles,

dO__ dO da . dO db , dO de t
dit da X da db X da de X da ® ?

dO dO da . dO db dO de
^' = ^X^ + ^X^ + ̂ X^ + etC’>
etc.,

et il n’y aura plus qu’à substituer ces valeurs dans celles de ~f 

etc. de l’article précédent.

En faisant ces substitutions et ordonnant les termes par rapport 
aux différences partielles de £1, on voit d’abord que le coefficient 

de est nul dans la valeur de que celui de est nul dans 

la valeur de etc.

Ensuite si, pour représenter la valeur de , on emploie la 
formule
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nu / 7\ । / \ cziz . / aildï — M^db + M><dc + ^’f^dj ^ elc-’

on aura
/ zx da db . da db , da dbM=y^+T^+j;><^ + elc- 

da db da db da db
da^ dk d/jX dp dy^ dv OlC.,

z x da de da de , da de ,
M = æxa + 5,xæ + *x^ +ctc- 

da de da de da de
d^T T^Tp dy^T etc-’

etc.

Et pour avoir la valeur de , il n’y aura qu’à changer dans ces 

formules a en b et b en a, en remarquant que l’on a Çb,^^__ Ça,^i 
on aura ainsi

db __  z j \ dCl . .j y dQ. . z j dQ .
- — (a,b) -d- 4- (M -d- 4- 4- etc.,

etc., 
,, x db de . db de db de ,
<M = + d-^S + *X2J + ctc'

db de db de db de
“ T* T ~~ T^d^ ~ d^dv ~ etC>’ 

etc.

En général si k représente une quelconque des constantes arbi­
traires a, b, c, f, etc., et qu’on observe que la valeur des sym­
boles représentés par deux crochets, devient nulle lorsque les deux 
lettres renfermées entre les crochets sont identiques, et qu’elle 
change simplement de signe lorsqu’on change l’ordre de ces lettres , 
on aura ces formules générales,

/ 7 \ | / 7 » \ (1^1 . y — . dCldi = M d^ + db + Te + etC' ’ 

( __ dk da dk da . dk da .(M = + Tv^Ty + etc-
dk da dk da dk da 
daTdh ~~ d^dp ~~ dÿ^T e^C' ’ 

etc.
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19. Le principal usage de ces formules est dans la théorie des 

planètes, pour calculer l’effet de leurs perturbations, en le rédui­
sant à la variation des constantes arbitraires qui sont les élémens 
du mouvement primitif. Elles sont surtout utiles pour déterminer 
les variations que les astronomes appellent séculaires, parce qu’elles 
ont des périodes très-longues et indépendantes de celles qui ont 
lieu dans les variables primitives.

Comme les équations de l’article 18 ne contiennent d’autres 
fonctions du temps, que les différences partielles de la fonction £1, 
si on cherche par la résolution en séries, ou autrement, la par­
tie A de la fonction £2, qui est indépendant® du temps i, et ne 
contient que les constantes arbitraires a, b, c, etc., il suffira 
de substituer, dans ces équations, A au lieu de H, et l’on aura 
directement les équations entre les quantités a, b, c, etc. deve­
nues variables, et le temps t, lesquelles serviront à déterminer 
leurs variations séculaires, parce qu’elles sont débarrassées de tout 
sinus ou cosinus.

$ III,

Où Von démontre une propriété importante de la quantité qui exprime 
la force vive dans un système troublé par des forces perturbatrices.

20. Les constantes arbitraires dont nous venons de donner les 
variations, dépendent de la nature de chaque problème, et ne 
peuvent être déterminées que dans les cas particuliers. Il y en a 
cependant une qui a lieu en général pour tous les problèmes où V 
n’est fonction que de £, 4, ", etc., c’est celle que l’intégration doit 
ajouter à t-, car comme les équations différentielles ne renferment 
alors que l’élément dt, il est clair que dans les expressions finies des 
variables en fonctions de t, on peut toujours mettre t plus une cons­
tante arbitraire à la place de t.

Désignons cette constante par K, et rapportons-y les différences 
marquées par la caractéristique A dans la formule générale del’ar-
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ticle 11. On aura ainsi

A.a = g«, M = A.+ = gA^, etc.

Mais puisque g, 4, <?? etc. sont fonctions de z-f-A, il est clair 

qu’on aura et de meme =4'> SR—etc.
Donc

A| = £'AA, A4 = 4'AA, A<p = <p'AA, etc.

Par la même raison on aura
, dZ dZ

dZ dZ K TT A dZ A
△ d? — ar^’ — ~dr ’ etc-

Mais les équations différentielles de l’article 5 donnent

. dZ
-K 

dt
dZ 
d^ ’

, dz

dt
dZ<?4 ’ etc'

Donc on aura
dZ dZ

A d? “ A dZA d^.' ^4 AA, etc.

Ainsi la formule générale de l’article 11 deviendra par ces substi- 
tutions, et apres la division par AA\

/J/ ... _p | î f (\ dZ 1 r\ dZ .3æ dt _ + 4 «r.— + 4 _ + etc.
dz dz h , dz .

- df - ïf ^4 -Ti^~ «te-

Or 011 a
gz dZ. , । z a dZ , n dZ . .

-~d^ + T ‘d^’ + ^-d? + etC'

— .P (Ü' dZ 1 t z dZ . , dZ . . \< + 4 4- 4- etc.)

d^ d^ ~ etc’’

et comme Z est censé fonction de 4? P? etc., et de Ç', 4S
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<p', etc., on aura

^z = § + Éf ^4 + ^<P + 4$

+ + ^^4' +sf + etc.

Donc l’équation précédente deviendra
d£l j _  n /■ y r dZ . * dZ . - -
dkdt — + 4 347 + $ + etc- — ZP

dont le second membre doit être une fonction des constantes ar­
bitraires, indépendante de t.

21. En effet, si on change Z en T— V et g', 4S etc. en 
J’ È’ etc’ (arL 3)’ 11 est facile de voir la T^ntité

dZ ., dZ . , dZ . . „
£ d^ + 4 d^' + d$ + etc- ” z 

sera la même chose que la quantité

g + 3^4 + g* + etc. - T + r, 

que nous avons vu être toujours égale à une constante et qui se 
réduit à T+ V (sect. précéd., art. 14), d’où résulte l’équation 

laquelle exprime la conservation des forces vives 
du système.

Ainsi en prenant II pour une des constantes arbitraires, on aura 
pour sa variation due aux forces perturbatrices contenues dans la 
fonction H, cette formule très-simple,

22. On pourrait aussi arriver à cette formule par un chemin 
plus court. En effet, si on reprend les équations de l’article 8, 
qu’on les ajoute ensemble après les avoir multipliées respective­
ment par d^, d^> d^y etc., et qu’on intègre en employant les 

mêmes
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memes réductions que nous avons pratiquées dans l’article 14 de 
la section précédente, on parviendra directement à l’équation

T+

dans laquelle la quantité qui est sous le signe intégral n’est pas 
intégrable en général, parce que la fonction O., à cause de la mobilité 
qu’on peut supposer aux centres des forces perturbatrices, est 
censée contenir, outre les variables £,4, etc., encore d’autres 
variables indépendantes de celles-là.

Dans le cas où il n’y a point de forces perturbatrices, on a 
simplement T-+- Or il est évident qu’on peut conserver
cette forme à l’intégrale qu’on vient de trouver, en rendant va­
riable la constante H, et en faisant 

mais il est visible que la quantité

n’est autre chose que la différentielle de il, en ne faisant varier 
que les quantités Ç, 4? qui dépendent des équations dif­
férentielles primitives, et qui sont supposées connues en fonctions 
de en nommant K, comme dans l’article 20, la constante
qui peut toujours s’ajouter à la variable t. Ainsi, comme les va­
riables Ç, 4? ?? etc. ne varient qu’avec le temps t, il est facile de 

voir que la quantité dont il s’agit sera la même chose que ~ dt -,

par conséquent on aura, comme plus haut, l’équation

a3. Cette équation peut donc aussi se mettre sous la forme 

~ , pourvu que dans la différence partielle de fl on ne

fasse varier le t qu’autant qu’il est contenu dans les expressions
Méc. anal. Tome I. 44
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des variables £, 4, <P> etc.; et résulte de cette formule; que si 
la fonction £1 ne contient le temps t que sous les signes de sinus 
et cosinus, comme cela a lieu dans la théorie des Planètes, l’ex- 
pressionde ^^nc pourra contenir que des termes périodiques, 

parce que tout terme constant de £1 s’en ira par la différentiation 
relative à t. Ainsi, dans la première approximation, où l’on regarde 
comme absolument constantes , les constantes arbitraires qui 
entrent dans la fonction £1, l’intégrale de (^^dt, c’est-à-dire la 

valeur de H, ne pourra pas contenir des termes tels que Nt qui 
croissent avec le temps /. Nous avons vu plus haut ( art. 16), 
que la seconde approximation ne peut donner à £i aucun terme 
qui ne soit périodique; donc la même conclusion relative à la va­
leur de II ; aura lieu encore dans la seconde approximation.

s4. La quantité T exprime la force vive du système, et elle est 
égale à II—F. Lorsque le système n’est troublé par aucune force 
perturbatrice, la quantité H est constante, et la force vive ne dé­
pend que des forces accélératrices contenues dans l’expression de U, 
comme on l’a vu dans l’article 34 de la troisième section. Cette 
quantité devient variable quand il y a des forces perturbatrices, 
par conséquent la force vive sera altérée par l’action de ces 
forces ; mais par ce que nous venons de démontrer, on voit que 
ses altérations ne pourront être que périodiques, si l’expression 
des forces perturbatrices est périodique, du moins dans les deux 
premières approximations. Ce résultat est d’une grande importance 
dans le calcul des perturbations.
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SIXIÈME SECTION.

Sur les oscillations très-petites d'un système quelconque 
de corps.

JL es équations différentielles du mouvement d’un système quel­
conque de corps, sont toujours intégrables dans le cas où les corps 
ne s’écartent que très-peu de leurs points d’équilibre; et l’on peut 
alors déterminer les lois des oscillations de tout le système. L’ana­
lyse générale de ce cas, qui est très-étendu, et la solution de 
quelques-uns des principaux problèmes qui s’y rapportent, sont 
l’objet de cette section.

$ I.

Solution générale du problème des oscillations très-petites d’un 
système de corps autour de leurs points d’équilibre.

1. Soient a, b, c les valeurs des coordonnées rectangles x, 
y, z de chaque corps m du système proposé dans le lieu de son 
équilibre. Comme on suppose que le système, dans son mouve­
ment, s’éloigne très-peu de sa situation d’équilibre, on, aura en 
général

» = a + a, y z= b fi , z = c + y,

les variables a, y étant toujours très-petites; il suffira par- 
conséquent d’avoir égard à la première dimension de ces quan­
tités dans les équations différentielles du mouvement. La même 
chose aura lieu pour les autres quantités analogues, qu’on distin­
guera par un, deux, etc. traits, relativement aux différons corps 
m', m’, etc. du même système.
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Considérons d’abord les équations de condition qui doivent avoir 

lieu par la nature du système, et qu’on peut représenter par Z—o, 
7/^=0, etc., L, M, etc. étant des fonctions algébriques données 
des coordonnées x, y, z, x', y', etc. Comme la position d’équi­
libre est une de celles que le système peut avoir, il s’ensuit que 
les mêmes équations Z —o, M— o, etc. devront subsister, en 
supposant que x, y, z, x, etc. deviennent a, b, c, d, etc., d’où 
il est facile de conclure que ces équations ne sauraient renfermer 
le temps t.

Soient A, B, etc. ce que deviennent L, M, etc. lorsque x, 
y, z, x', etc. deviennent a, b, c, a, etc.; il est clair qu’en 
substituant pour x, y, z, x, etc. leurs valeurs n-f-a, b + /3, 
c~{-y, «'4-a', etc., on aura, à cause de la petitesse de a, /3, 
jz, a.', etc.,

T , dA t dA n , dA dA,L = A + -d-cz H- 0 4- -d-y 4- ^a. 4- etc.,
„ . dB . dB a . dB dB , . .

M = B + ST “ + db V + de y + dÂ “ + etC- ’

et ainsi de suite.
Donc i°. on aura ^ = o, B-o, etc., relativement à l’équi­

libre; 2°. on aura les équations

dA . dA n , dA , dA , .
+ dA + S y + ,77“ +etc- = °>

dB , dB n dB dB , .
dâa + db & + y + dd * + etc- = °’

etc.,

lesquelles donneront la relation qui doit subsister entre les va­
riables a, /3, y, a.', etc.

En négligeant d’abord les quantités très-petites du second ordre 
et des ordres supérieurs, on aura des équations linéaires par les­
quelles on déterminera les valeurs de quelques-unes de ces variables 
par les ^jÿjtes ; ensuite par ces premières valeurs on en trouvera 
de plus exactes, en tenant compte des secondes puissances, et
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des puissances plus hautes, comme on voudra. On aura ainsi les 
valeurs de quelques-unes des variables a, /3, y, a.', etc., exprimées 
par des fonctions en série des autres variables ; et ces variables 
l’estantes seront alors absolument indépendantes entre elles.

On pourra aussi, dans la plupart des cas, en ayant égard aux 
conditions du problème, réduire les coordonnées, immédiatement 
par des substitutions, en fonctions rationnelles et entières d’autres 
variables indépendantes entre elles, et très-petites, dont la valeur 
soit nulle dans l’état d’équilibre.

Nous supposerons donc en général que l’on ait

x := a -f- aiÇ 4- «24 H- «3e? 4- etc. 4- «ù^4 -h etc.,
y — i 4- iiÇ + #$4 4- 4- etc. 4- 4- etc.,
z = c 4- ci^ 4“ c24 “F etc- -F c'i^a 4- etc.,

et ainsi des autres coordonnées x', y, etc., les quantités a, b, c, 
ai, ii, etc. sont constantes, et les quantités Ç, 4> <p, etc. sont 
variables, très-petites, et milles dans l’équilibre.

2. Il ne s’agira que de faire ces substitutions dans les valeurs 
de T et V de l’article 10 de la section IV ; et il suffira de tenir 
compte des secondes dimensions, pour avoir des équations diffé­
rentielles linéaires. Et d’abord il est clair que la valeur de T sera 
de cette forme :

_ (i^’+W^-KW+etc.
ü<Zta

. + (i + etc.4“ ■ ;

en supposant, pour abréger,

(i) = £(«1’ 4" èn* 4-
(2) = 4- b^ 4- c2“)m,
(3) = 5(«34 4- b^ 4" c34)m, 
etc.
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(1,2) = 5(aia2 4- bibz 4- cic2)m,
(1,3) = S(aia5 4- bibb 4- cic3)m,
(2,3) = S($2a5 4- 6263 4- C2c3)m, 
etc., ,

où le signe 5 dénote des intégrations ou sommations relatives’ à 
tous les dilïcrens corps m du système, et en même temps indé­
pendantes des variables 4, etc., ainsi que du temps t.

Ensuite si on dénote par F la fonction algébrique fl, en y met­
tant a, b, c, à la place de x, y, z, il est clair que la valeur 
générale de n sera représentée ainsi,

F 4- («i£ 4- «24 4* 4- etc.)

(6i£ 4 £24 4- 4- etc.)

4- y- (ciÇ 4- ca4 H- c3<p 4" etc.)
42 T?1

4- 2/4 ctc^*
cl2 F4- ^^db (a^?H“«244-a3?4~etc.) (^i^4~^244-'^3<?4-etc.)
xJ2 IJ

4" âdF
etc.

où il suffit d’avoir égard aux secondes dimensions de£, 4, <?', etc. 
Multipliant donc cette fonction par m, et intégrant avec le signe S, 

on aura en général
* F = II4- 4- 7/24 4- ir^ 4- etc.

I W£2 4 fa]4 4 E33<pa + etc.4- .------------- -----------------

4 [1,2]?4 4 4- [2,3]4<p, etc. 4- etc.,
etc.

H = ^m,
QfdF dF , dF \

111 = al + db 61 + d^ cl)m’

II-2

H3

= + dbb2 + ^c2;m’
çifdF „ . dF - dF „\= S(^a5 + db1^ + Tc c^)m^

etc.,
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d’F 7 d2F . d2F , X+ 2 d^db 2 dâdc alC1 + 2 dbdc hlC1) m ’

W = sw: «2 + i2 + c2 
d2 F d2F d‘F \

+ 2 ^db + 2 dadc + 2 dbdc h2C*) ™ ’

। d'F „-.r- . d2F „ r- . d2F 5\4“ 2 j-jt abbô + a j—p aàcd + 2 jj-y bàcd ) m ,dadb 1 dadc ' dbdc J '
etc.,

r -, a/d2F . d‘F . r , d2F[1,2] = S^a-La2 + ^b^A-^clc2

= S(^a.a5 + d^bxb5+^clc5

' d^ ÏÏ* dN
+ ^b^al^+a^^d^SalC^+a^C1^Vc^^ m >

etc.

3. Ayant ainsi les valeurs de Z et Z7- exprimées en fonctions des 
variables 4? etc- indépendantes entre elles, on n’aura plus 
aucune équation de condition à employer, et comme la quantité T 
ne contient que les différentielles des variables, on aura sur-le-champ, 
pour le mouvement du système, les équations suivantes:

7

, . dF
d‘/d^~^ SJ —

^T_ , __
~

etc.,
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dont le nombre sera, comme l’on voit, égal à celui des variables.

Ces équations doivent avoir lieu aussi dans l’état d’équilibre, 
puisque le système y étant une fois, y resterait toujours de lui- 
même 5 or dans* l’équilibre on a constamment x = a, y = b^ 
z-=.c, x~a, etc. par l’hypothèse; donc £=o, 4=0, <P=o, etc., 

ainsi que ^=0, ^-=o, etc., et ™ = o, etc. Donc les termes
S'T’ SV STd.-^, d.j^j-, etc. seront nuis, et les termes y-, etc. se

réduiront à ZZi, ZZ2, ZZ3, etc. Par conséquent on aura

ZZi = o, ZZ2 = o, = o, etc.;

ce sont les conditions nécessaires pour que a, b, c, a, etc. soient 
les valeurs de x, y, z, x', etc. pour l’état d’équilibre, comme 
on le suppose.

En effet, il est visible que

dr = S {Pdp 4- Qdq 4- Rdr + etc.) m

exprime la somme des momens de toutes les forces Pm, Qm, 
Pm, etc., appliquées à tous les corps m du système, et qui 
doivent se détruire mutuellement dans l’état d’équilibre ; donc par 
la formule générale donnée dans la seconde section de la première 
Partie, il faudra que l’on ait dr — v, par rapport à chacune des 
variables indépendantes; par conséquent

zv ^r w
= °> = °’ 7^ = °’ etc->

seront les conditions de l’équilibre, lequel étant supposé répondre 
à £=o, 4=0, <p=o, etc., on aura ZZi=o, 7/2=0, //3=o, etc. 
De sorte que les premières dimensions des variables £, 4, -<p, etc., 
dans l’expression de P, disparaîtront toujours.

Substituant donc dans les équations générales les valeurs de T 
et de P, et faisant ZZi, 7/2, Z/3, etc., nuis, on aura pour le 

mouvement
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mouvement du système,

o = « f + M gi + (i,5) g + etc

+ WÉ 4- 4- [i,5](p + etc.,

° — W W + C1’2) dr 4- M + etc.
4- [2]^ 4- [i,2^ 4- [2,5]<p 4- etc.,

Z^X dty , , -, d’d, .
° — W dr 4“ ^4) dr + C2’3) 4“ etc-

4- [3]<p 4- 4- O,3]4 4- etc.,
etc.,

équations qui, étant sous une forme linéaire avec des coefficiens 
constans, peuvent être intégrées rigoureusement et généralement 
par les méthodes connues.

4. On peut supposer d’abord que les variables, dans ces sortes 
d’équations, aient entre elles des rapports constans; c’est-à-dire, 
que l’on ait <p = g£, etc.; par ces substitutions, elles
deviendront
((i)4-(i4)/4-(i,5k4-etc.) g 4-([i] 4- M/4- [i,3^4-ctc.)?=o, 

{(2)/ 4“(i>2)4“(2,3)^4-etcQ ^4-(W/4- [i52]4- [2,3]g'4-etc.^=o, 

((3)^4-(i,5)4-(2,3)/4-etc.) ^4-(Pk 4- -b [2,3]/4-elc.)^o, 
etc.,

lesquelles donnent ^4-l^=o, en faisant

k_  DJ 4- D,a]f+ DÆ]g + etc, 
0) + (>»2)/+ (i,3)g 4- etc.

(1,2) -|- (2,3)g 4- etc.
— PJff+ El,5] +M/4- etc.

(3) g + (2,3) 4- (2,3)/4- etc.'
Le nombre de ces équations est, comme l’on voit, égal à celui 

des inconnues/, g, etc. Z;; par conséquent elles déterminent exacte-
Méc. anal. Tome I. 45
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ment ces inconnues; et comme, en retenant pour premier membre 
le terme k, et le multipliant respectivement par le dénominateur 
du second, on a des équations linéaires en/, g, etc., on pourra 
les éliminer par les méthodes connues, et il n’est pas difficile de 
voir par les formules générales d’élimination, que la résultante en k 
sera d’un degré égal à celui des équations, et par conséquent égal 
à celui des équations différentielles proposées; de sorte que l’on 
aura pour k un pareil nombre de différentes valeurs, dont cha­
cune étant substituée dans les expressions de f, g, etc., donnera 
les valeurs correspondantes de ces quantités.

M!
Maintenant l’équation 4- £? = o, donne par l’intégration

£ ~ E sin (t y/k -4- g),
E, e étant des constantes arbitraires; ainsi comme on a supposé 
4, <p=g%, etc., on aura aussi les valeurs de -4, <p, etc.

Cette solution n’est que particulière, mais elle est en même temps 
double, triple, etc., selon le nombre des valeurs de k-, par con­
séquent en les joignant ensemble, on aura la solution générale, 
puisque d’un côté la somme des valeurs particulières de g, -4, 
0, etc., satisfera également aux équations différentielles, à cause de 
leur forme linéaire, et que de l’autre cette somme contiendra deux 
fois autant de constantes arbitraires qu’il y a d’équations, et par con­
séquent autant que les intégrales complètes peuvent en admettre.

Dénotant par k', k*, k", etc. les différentes valeurs de k, c’est- 
à-dire les racines de l’équation en k, et par f', g, etc.,/', g", etc., 
fm, g”> etc., les valeurs correspondantes de f, g, etc.; et 
prenant un pareil nombre de coefficiens arbitraires E', E*, Em, etc., 
et d’angles aussi arbitraires e', e", e®, etc. ; on aura ces valeurs com­
plètes de £, 4, <P, etc.,

= Æ^in^sin^/'U-F .B*sin^|/U4-Ê,*)4—etc., 
4=/^'sin(*/U4<)4y^n(£/U^
q —gE'^\x\{tÿkn+^+gmE^(tx/kn^e"')4-ctc., 
etc.,
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dans lesquelles les arbitraires E', E”, E'", etc. e', e*, e”, etc. dé­
pendront des valeurs de 4, etc., et 57, ^7 , 77, etc., lors­

que t est = o, et par conséquent de l’état initial du système.
En effet, si dans les expressions trouvées de (p, etc., on 

fait t = o, et qu’on suppose données les valeurs de £, <P, etc.,
on aura des équations linéaires entre les inconnues Æ'sine', 
E" sin t, etc., par lesquelles on pourra déterminer chacune de ces 
inconnues. De même si on fait t — o dans les différentielles des 
mêmes expressions, et qu’on regarde aussi comme données les va­
leurs de , gp etc., on aura un second système d’équations 
linéaires entre E' cos Z, E" cose*, etc., lesquelles serviront à leur 
détermination. De là on tirera aisément les valeurs de E\ E", etc., 
ainsi que de tang/, tange’, etc., et enfin celles des angles mêmes 
/, e", etc.

Mais voici un moyen plus simple de déterminer ces inconnues 
directement et sans les embarras de l’élimination.

5. Je remarque qu’en ajoutant ensemble les équations différen­
tielles de l’article 3, après avoir multiplié la seconde par/, la 
troisième par g, et ainsi de suite; et faisant pour abréger,

P = (1) 4- (1,2)/4- (i,$k ■+■ etc.,
P = [1] H- [2,3k 4- etc.,
y = (2)/+ (b2) + (2,5k + etc., 
Q = W/+ [1,2] 4- [2,3^ 4- etc., 

z- = (3k 4- (i,3) 4- (2,3)/4- etc., 
Æ = [3k + [1,5] 4- (2,5]/ 4- etc., 
etc.,

on a l’équation 
d^ , <i24 . d’p .

O=Pd^ + ^dF + rdF~^ CtC‘

4- P^ 4- <24 + 4- etc.
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Mc-iis les équations de l’article 4 donnent

P = kp, Q = kq^ R = kr, etc.
Donc l’équation précédente deviendra de la forme

d3. (p? + + r<P + etc.) । / >* , !. - > , m° = -- + ç4 + 4- etc.)* 7

dont l’intégrale est
p% 4- q^ 4- r<p -f- etc. = Usin^/Â; 4- A), 

L et X étant deux constantes arbitraires.
Cette équation doit avoir lieu également pour toutes les diffe­

rentes valeurs de X- qui résultent des mêmes équations de condi­
tion , et que nous avons dénotées par U, X", etc. Ainsi désignant 
de même par y, p", etc., q, q, etc., 0tc. les valeurs correspon­
dantes de p, q, etc., et prenant différentes constantes arbitraires 
U, L", etc., A', A", etc., on aura les équations suivantes :

p^ 4“ î'4 4- 4“ etc. ^sin^t/k' 4- A'),
p ^ 4- ç/z4 4~ 4- etc. := 7>'sin(z/k* 4~ A*),

4-f/4 4-r"'<p 4- etc. = JLwsin(Z|/kw4- A'"),
etc.

Ces équations serviraient également à déterminer les valeurs de 
y 4-, cp, etc. et il est clair que ces valeurs devraient coïncider 
avec celles qu’on a trouvées ci-dessus (art. 6), puisqu’elles résultent, 
les unes et les autres des mêmes équations différentielles. Ainsi 
en substituant les valeurs de l’article cité dans les équations pré­
cédentes, elles devront devenir entièrement identiques.

D’où il est facile de conclure que pour la première équation, 
on aura

A'^/, L'+f'q + gr 

ensuite

P 4- fq 4- g’r 4- etc. = o, p +f*q 4- g"r 4- etc. = o, etc. ■ 

que l’on aura de même pour la seconde équation,

x’ = F, L" = (/+/¥ 4-// 4- etc.)2G



P' + Vf + r'g' + etc. > 
p"ç++ ’■"<? +etc. 
p"+ q"f"+ r"g" 
p"^ + ç'"4 + r"'<p + etc. 
A" + 9T'+'V+etc-’
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ensuite

/+//î’+//'+ctc. = o, p’ 4" fy 4~g"''4“ etc. = o, etc., 

et ainsi des autres.
Donc substituant dans les équations ci-dessus pour X', L', X, L', 
Lm, etc., les valeurs qu’on vient de trouver, on aura celles-ci:

E’ sin (z 4- g' ) =

L^sin^/E^6*) = 

Æwsin^/F + ^) = 
etc.,

6. La solution du problème est donc réduite uniquement à la dé­
termination des quantités I-, f, g, h, etc.; et nous avons vu dans 
l’article 4 que cette détermination dépend de la résolution des 
équations

pk — P = o, qk — Q = o , rk — R = o, etc.,

en conservant les expressions de p, q, r, etc., P, Q, R, etc. 
de l’article 5.

Or si on représente par y/ ce que devient la quantité T en y

qui sont les réciproques de celles de l’article 4.
Maintenant la détermination des arbitraires E', E', etc., e', e", n’a 

plus de difficulté; car i°. en supposant z = o, les premiers membres 
des équations précédentes deviennent JB'sine', jS'-sin/, etc., et les 
seconds sont tous connus, en supposant les valeurs de Ç, 4, <P, etc. 
données dans le premier instant. 2°. En différentiant les mêmes 
équations , et supposant ensuite Z=o, les premiers membres seront 
y/k'.E'cos|/k"..E',cosê'’, etc., et les seconds seront aussi tous 

connus, en regardant comme données les quantités etc.
lorsque z=o. Donc, etc.
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changeant etc. en e, J, g, etc., et par B ce que de-
CtC CIL CLt

vient la partie de la quantité F, où les variables <p, etc. 
forment ensemble deux dimensions, en changeant de même ces 
variables en e, f, g, etc. -, il est aisé de voir, et on pourrait même 
s’en convaincre à priori, que l’on aura

dA dA dA .
P----lê7 ~ df’ r ~~ Ig’ GtC' ’

en faisant ensuite e~ i.
Donc en général si on fait Al—B~K, les équations pour la

détermination des inconnues k,f, g, etc. seront 

dK __
de O,

dK
df ~ °’ = o, etc., 

dS

en supposant e = i. Ainsi comme la quantité K se forme immé­
diatement des quantités T et F, On pourra aussi trouver direc­
tement les équations dont il s’agit, sans avoir besoin de les déduire 
des équations différentielles du mouvement du système.

Je remarque maintenant que puisque K est une fonction homo­
gène de deux dimensions de e, /, g, etc., on aura par la propriété 
de ces sortes de fonctions, démontrée dans l’article 15 de la sec­
tion IV,

„ dK . „ dK . dK . t 
aA = ed;+fdf + s-^ +elc-

Donc on aura aussi K — o ; par conséquent les inconnues f, 
g, h, etc. doivent être telles, que non-seulement la quantité A" 
soit nulle, mais que chacune de ses différentielles relatives à ces 
inconnues le soit aussi ; d’où il s’ensuit que la quantité k regardée 
comme une fonction de ces inconnues, dépendante de l’équation 
A —o, devra être un maximum ou un minimum.

Si on fait d’abord e;=i? et qu’on remplace par A=o l’équa-
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lion = o, on aura, pour la détermination des inconnues f, g, 

h, etc., les équations

K = o, dK dK
-df = °> dg~°’ etc-

Si donc on tire d’abord la valeur de / de l’équation ~ = o, et 

qu’en la substituant dans A = o, on change cette équation en 
dK'A' = o, il n’y aura qu’à faire ensuite = o, et substituer de 
aS

meme la valeur de g tirée de cette dernière équation dans A'=o ■ 
alors nommant K" o l’équation résultante, on fera de nouveau 

~dh ° ’ et su*te. Par ce moyen on parviendra à une
équation finale qui ne contiendra plus les inconnues/, g, h, etc., 
mais seulement la quantité k, et qui sera l’équation cherchée 
en k, dont les racines ont été nommées k', k", k”, etc.

On peut même réduire cette équation en une formule générale, 
en considérant que puisque les quantités f, g, h, etc., ne forment 
ensemble dans la valeur de K que deux dimensions, la quantité 
zKd*K — dK* , „
■----- ---------sera nécessairement sans /, sa différentielle relative 

üKd3K , _
a J étant —, et par conséquent nulle. De sorte qu’on pourra

taire K = ------ ; et comme dans cette quantité K les in­

connues restantes, g, h, etc., ne montent aussi qu’à la seconde 

dimension, on pourra faire de même K* = et ainsi
dgJ' "

de suite. La dernière des quantités K, K\ K\ etc., étant égalée 
à zéro, sera l’équation cherchée en &. Il est vrai que cette équa­
tion pourra monter à un degré plus haut qu’il ne faut, à cause 
des facteurs étrangers introduits dans les équations A'=o, 
À"=o, etc.5 mais si en développant ces équations, on a soin 
de les débarrasser successivement de ces mêmes facteurs, et de
ne prendre ensuite pour les valeurs de A", >-w etc., que leurs
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premiers membres ainsi simplifiés, l’équation finale se trouvera ra­
baissée d’elle-même à la forme et au degré dont, elle doit être.

Quant aux valeurs de /, g, etc., on les déterminera ensuite par 

les équations = o, = o, etc., en commençant par la der­

nière, et remontant à la première par la substitution successive 
des valeurs trouvées.

7. Comme la solution précédente est fondée sur la supposition 
que les variables 4> V, etc. soient très-petites, il faut, pour 
qu’elle soit légitime, que cette supposition ait lieu en effet -, ce qui 
demande que les racines E, k\ etc. soient toutes réelles, positives 
et inégales, afin que le temps t, qui croît à l’infini, soit toujours 
renfermé sous les signes de sinus ou cosinus. Si quelques-unes de 
ces racines devenaient négatives ou imaginaires, elles introduiraient 
dans les sinus ou cosinus correspondons des exponentielles réelles, 
et si elles devenaient simplement égales, elles y introduiraient des 
puissances algébriques de l’arc ; c’est de quoi on peut s’assurer, 
par les méthodes connues, en mettant dans le premier cas, à 
la place des sinus ou cosinus, leurs expressions exponentielles ima­
ginaires, et en supposant dans le second, que les racines égales 
different entre elles de quantités infiniment petites indéterminées ; 
mais comme le développement de ces cas est inutile pour l’objet 
présent, nous ne nous y arrêterons point.

Si la condition de la réalité et de l’inégalité des coefficiens de t 
a lieu, il est visible que les plus grandes valeurs de Ç, de », etc. 
seront moindres que les sommes des quantités E', E', E'", etc., 
des quantités f'E', f’E\f"E"\ etc, , en prenant toutes ces quantités 
positivement 5 par conséquent si ces différentes sommes sont fort pe­
tites, on sera assuré que les valeurs des variables le seront tou­
jours aussi.

Mais comme les coefficiens E’, E”, E", etc. sont arbitraires et 
dépendent uniquement du déplacement initial du système, il est 

possible 
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possible que les variables £, 4 ? etc- restent fort petites, quand 
même parmi les quantités pT', /k', etc., il y en aurait d’imagi­
naires ou d’égales ; car il suffit pour cela que les quantités corres­
pondantes E\ E", etc. soient nulles, ce qui fera disparaître les 
termes qui croîtraient avec le temps t. Alors la solution, sans être 
exacte en général, le sera néanmoins dans le cas particulier où 
la condition précédente aura lieu.

8. On a des méthodes pour reconnaître si une équation donnée, 
de quelque degré qu’elle soit, a toutes ses racines réelles ou non, 
et pour juger, dans le cas de la réalité, de leur signe et de leur 
inégalité; mais l’application de ces méthodes étant toujours un peu 
pénible, voici quelques caractères simples et généraux qui serviront 
à juger de la forme des racines dont il s’agit, dans un grand 
nombre de cas.

En prenant l’équation K = o, ou Al — E = o ( article 6 ) , 
on a À; =^; or il est facile de se convaincre que la quantité A a tou­

jours nécessairement une valeur positive, tant que/, g, etc. sont des 
quantités réelles ; car la fonction T, d’où elle résulte, en changeant 

etc. en i,/, g, etc, (art. cité), est composée de la somme 

de plusieurs carrés multipliés par des coefficiens nécessairement po­
sitifs. Donc si la quantité B est aussi toujours positive, ce qui a lieu 
lorsque la partie de la fonction Z7, où les variables g, 4, <p, etc. 
forment ensemble deux dimensions, est réductible à la même forme 
que la fonction T, parce queda quantité B résulte aussi de cette 
partie de r, en changeant Ç,’4? <P, etc.cn 1,/, g, etc., on est 
assuré que les valeurs de k, c’est-à-dire, les racines de l’équation 
en Zc, seront toujours positives toutes les fois qu’elles seront 
réelles.

Au contraire, si la quantité B est toujours négative, ce qui ar­
rivera quand elle sera composée de plusieurs carrés multipliés parMèc. anal. Tome I. ^6
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des coefficiens négatifs, les valeurs réelles de k seront toutes né­
gatives. Dans ce dernier cas, la solution ne pourra pas être bonne, 
parce que les racines de l’équation en k ne pouvant être qu’ima­
ginaires ou réelles négatives, les expressions des variables £, 4, etc. 
contiendront nécessairement le temps t hors des signes de sinus 
et cosinus.

Dans le premier cas où B est positive, on voit seulement que 
si les racines sont réelles, elles sont nécessairement positives; et 
il serait peut-être difficile de démontrer directement qu’elles doivent 
être toutes réelles; mais on peut se convaincre, d’une autre ma­
nière , que cela doit être ainsi.

Car le principe de la conservation des forces vives, que. nous 
avons démontré dans le $ V de la section III, donne l’équation 
T+ J7—const. (art. 14, sect. précéd.), laquelle a toujours lieu 
puisque T et T sont fonctions sans t (art. 2). Or si on désigne 
par V la partie de F qui contient les termes de deux dimensions, 
érisorle que , à cause de 77i=o, ZZ2=o, 7Z3=o, etc.
(art. 5), on aura

T 4- H-W — const. = (Z) 4- H+ ,

en dénotant par {T} et (F7) les valeurs de T et F' au. premier 
instant; donc Z4-F'= (Z) 4~(F').

Donc, puisque T est par sa forme une quantité toujours posi­
tive, si F' l’est aussi on aura nécessairement F'>o et <(Z) 
4-(F'); de sorte que la valeur Me1 F', et conséquemment aussi 
celles des variables 4, etc. seront renfermées dans des li­
mites données et dépendantes uniquement de l’état initial. Ces 
variables ne pourront donc pas contenir le temps t hors dés signes 
de sinus et cosinus, parce qu’alors elles pourraient aller en crois­
sant à l’infini. Or lorsque la valeur de B est constamment positive, 
celle de F' l’est aussi, par conséquent les racines de l’équation 
en k seront nécessairement toutes réelles, positives et inégales 
(art. 7), et la solution sera toujours bonne.
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Dans ce cas, l’état d’équilibre d’où le système a été déplacé sera 

stable, puisque le système y reviendra, ou tendra toujours à y 
revenir par des oscillations très-petites; du moins il ne pourra 
jamais s’en écarter que très-peu.

9. C’est de cette manière que nous avons démontré, à la fin de 
la troisième section de la Statique (art. 25 et suiv.), que lorsque 
la fonction n est un minimum dans l’état d’équilibre, cet état est 
stable; car il est facile de voir que la fonction nommée fl dans 
l’article 21 de la section citée, est la même que nous représentons 
ici par Z7', puisque l’une et l’autre est l’intégrale de la totalité des 
momens des forces agissantes sur les difTérens corps du système, 
totalité qui doit être nulle dans l’équilibre. Or comme l’on a 
y—H-^ V', et que V' ne contient les variables £, 4, î, etc. 
qu’à la seconde dimension, il s’ensuit que y sera un minimum ou 
un maximum, selon que la valeur de y' sera positive ou négative 
en donnant à ces variables des valeurs quelconques. Donc l’équi­
libre sera nécessairement stable dans le cas du minimum de y 
(art. précéd.).

Au contraire, dans le cas du maximum de y, la quantité y 
étant toujours négative, la quantité B le sera aussi, puisqu’on fai­
sant etc., valeur de y devient ^B (art. 6);
et par ce que nous avons démontré dans l’article précédent, 
les expressions des variables contiendront nécessairement des termes 
où t sera hors des signes de sinus et cosinus ; l’équilibre ne pourra 
donc pas être stable, carie système en étant tant soit peu déplacé, 
s’en éloignera toujours davantage. Cette seconde partie du théorème 
énoncé dans l’endroit cité de là Statique, n’avait pu y être démon­
trée faute des principes nécessaires; nous en avions remis la démons­
tration à la Dynamique, et celle que nous venons de donner ne 
laisse plus rien à désirer.
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io. Au reste, entre ces deux états de stabilité et de non-Stabi­

lité absolue, dans lesquels l’équilibre étant tant soit peu dérangé 
d’une manière quelconque, tend à se rétablir de lui-même, ou à 
se déranger de plus en plus, il peut y avoir des états de stabilité 
conditionnelle et relative, dans lesquels le rétablissement de l’équi­
libre dépendra du déplacement initial du système. Car si quelques- 
unes des valeurs de ÿk sont imaginaires, les termes correspondons 
dans les valeurs des variables contiendront des arcs de cercle, et 
l’équilibre ne sera pas stable en général; mais si les coefficiens 
de ces termes deviennent nuis, ce qui dépend de l’état initial du 
système, les arcs de cercle disparaîtront, et l’équilibre pourra en­
core être regardé comme stable, du moins par rapport à cet état 
particulier.

11. Lorsque toutes les valeurs de y/k sont réelles et inégales, 
et que par conséquent l’équilibre est stable, les expressions de 
toutes les variables seront composées d’autant de termes de la 
forme

E ^(ty/k -F e)

qu’il y a de variables.
Or ce terme représente les oscillations très-petites et isochrones 

d’un pendule simple dont la longueur est en prenant g pour 

la force de la gravité. Donc les oscillations des différens corps 
du système pourront être regardées comme composées d’oscilla­
tions simples analogues à celles des pendules dont les longueurs 
seraient etc.

Mais les coefficiens E', E\ etc. étant arbitraires et dépendant 
uniquement de l’état initial du système, on peut toujours supposer 
cet état tel, que tous ces coefficiens, hors un quelconque, soient 
nuis; alors tous les corps du système feront des oscillations simples, 
analogues à celles d’un même pendule; et l’on voit qu’un même
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Système est susceptible d’autant de differentes oscillations simples, 
qu’il y a de corps mobiles. Donc en général les oscillations quel­
conques d’un système ne seront composées que de toutes les os­
cillations simples qui pourront y avoir lieu par la nature du système. 

Daniel Bernoulli avait remarqué cette composition d’oscillations 
simples et isochrones, dans le mouvement d’une corde vibrante 
chargée de plusieurs petits poids, et il l’avait regardée comme une 
loi générale de tous les petits mouvemens réciproques qui peuvent 
avoir lieu dans un système quelconque de corps. Un seul cas, 
comme celui des cordes vibrantes, ne suffisait pas pour établir une 
telle loi; mais l’analyse que nous venons de donner établit cette 
loi d’une manière certaine et générale, et fait voir que quelque irré­
gulières que puissent paraître les petites oscillations qui s’observent 
dans la nature, elles peuvent toujours se réduire à des oscillations 
simples, dont le nombre sera égal à celui des corps oscillons dans 
le même système.

C’est une suite de la nature des équations linéaires, auxquelles 
se réduisent les mouvemens des corps qui composent un système 
quelconque, lorsque ces mouvemens sont très-petits.

12. Si les valeurs des quantités \Æ', y F, etc. sont m7
commensurablcs, il est clair que les temps de ces oscillations 
seront aussi incommensurables, et que par conséquent le système 
ne pourra jamais reprendre sa première position.

Mais si ces quantités sont entre elles comme nombre à nombre, 
et que leur plus grande commune mesure soit p, on verra facile­
ment que le système reviendra toujours à la même position, au 

bout d’un temps 0 = ~, < étant l’angle de 180 degrés. Ainsi 0 

ecra le temps de l’oscillation composée de tout le système.

13. La solution que nous venons de donner demande que les 
coordonnées puissent être exprimées par des fonctions en série.de

s%25c3%25a9rie.de
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variables très-petites, et qui soient nulles dans l’état d’équilibre, 
ainsi que nous l’avons supposé dans l’article 3.

Or c’est ce qui est toujours possible, comme nous l’avons vu, 
lorsque les équations de condition réduites en série, contiennent 
les premières puissances des variables supposées très-petites , parce 
que ces termes donnent d’abord des équations résolubles ration­
nellement, et qu’ensuite on peut toujours, par la méthode des 
séries , avoir des solutions rationnelles de plus en plus exactes.

Il peut néanmoins arriver que les termes de la première di­
mension manquent dans une ou plusieurs des équations de con­
dition, ce qui aura lieu, par exemple, si dans l’équation L—o, 
les valeurs des coordonnées pour l’équilibré sont telles, qu’elles 
rendent non-seulement L nulle, mais aussi chacune de ces diffé-

' ' .. , dA dArences premières ; car on aura alors ^- = 0, ^ = o, etc., et 

l’équation L = o ne contiendra que les secondes puissances et les 
puissances ultérieures dé y, a', etc. (art. 1). Dans ce cas, 
si on réduit les coordonnées en fonctions de variables indépen­
dantes , ces fonctions ne pourront plus être rationnelles, et les 
équations différentielles ne seront ni linéaires, ni même rationnelles. 
Ainsi la supposition des mouvemens très-petits du système ne 
servira pas alors à simplifier la solution du problème, ou du 
moins ne la rendra pas susceptible de la méthode générale que 
nous avons exposée.

Pour résoudre ces sortes de questions de la manière la plus 
simple, on fera d’abord abstraction des équations de condition, 
où les premières dimensions des variables ne se trouveraient pas ; 
on parviendra ainsi à des expressions de T et de / de la forme 
de celles de l’article 2. Ensuite on ajoutera à cette valeur de V 
les premiers membres des équations de condition auxquelles on 
n’aura pas encore eu égard, multipliés chacun par un coefficient 
indéterminé, et qu’on supposera constant dans les différentiations 
par dj et il suffira dans ces termes dus aux équations de condition,
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de tenir compte des plus basses dimensions des variables très- 
petites. De là on trouvera les équations différentielles à l’ordinaire, 
et il s’agira d’en éliminer les coefficient indéterminés.

Si les équations de condition étaient du second degré, et que 
les coefficiens indéterminés pussent être supposés constans , la 
valeur de F serait encore de la même forme que dans la solution 
générale ; par conséquent on pourrait rappliquer aussi à ce cas ; 
on déterminerait ensuite les coefficiens, ensorte que les équations 
de condition fussent satisfaites. On pourra donc toujours com­
mencer par adopter cette supposition, on verra ensuite si les va­
leurs qui en résultent pour les variables, peuvent satisfaire aux 
équations de condition , auquel cas la supposition sera légitime, 
et la solution exacte, sinon il faudra chercher à intégrer les équa­
tions différentielles par des méthodes particulières.

Des oscillations d’un système linéaire de corps.

14. Lorsque les corps qui composent le système proposé sont 
disposés, les uns par rapport aux autres, d’une pianière uniforme 
et régulière, on peut simplifier le calcul et parvenir à des formules 
générales et symétriques , en employant la notation et l’algorithme 
des différences finies. Nous allons en donner un exemple, en exa­
minant le cas où un nombre quelconque de corps rangés sur une 
ligue droite ou courbe, oscillent, en vertu de forces quelconques 
combinées avec leur action réciproque.

Soient x, y, z les coordonnées rectangles d’un quelconque des 
corps du système, que nous dénoterons par Dm, en employant 
la lettre majuscule D pour dénoter les différences finie? (art 17, 
sect. IV). On aura d’abord

SiCll
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la caractéristique S représentant les sommes relatives à tout le 
système.

La fonction V doit contenir la somme 5nz>m provenant des 
'fonctions accélératrices P, Q, R, etc. qu’on suppose telles que 
l’on ait

Il = f{Pdp + Qdq + Rdr + etc.)

Cette fonction doit contenir aussi la somme' Sf^dDs, en sup­
posant que $ soit la force avec laquelle deux corps voisins qui 
sont à la distancé Ds l’un de l’autre, s’attirent, et que cette force 
soit une fonction de la même distance Ds, ensorte qpefèdDs soit une 
quantité intégrable dont la différentielle par «T soit Q^Ds. Cette 
force O, que nous supposons fonction dé Ds, pourra varier d’un 
corps à l’autre, et sera par conséquent aussi fonction du nombre 
ou de la quantité qui représente la place de chaque corps dans la 
série de tous les corps, et à laquelle se rapporte le signe som- 
matoire S. Si les corps, au lieu de s’attirer, se repoussaient, il fau­
drait prendre Œ négativement.

Qn aura ainsi .SWm + Sf QdDs, et par conséquent

+ SQÏDs.

Et il est bon de remarquer que cette expression de serait 
la même, si les corps étaient liés entre eux de manière que leurs 
distances mutuelles fussent invariables ; car on aurait dans ce cas 
l’équation de condition $Ds = o, laquelle donnerait dans l’ex­
pression de «f U le terme S^Ds (art. cité).

15. En exprimant l’élément Ds par les différences finies de x, 
y, z, il est Clair qu’on aura

D = \/ Dx* -f- ZJy’-f- Dz* ,

donc différentiant par ,
r _ DxSDx + Dy^Dy 4- DzàDz 

à Ds — .

Substituant



SECONDE PARTIE, SECTION VI. 369

Substituant celte valeur, et faisant, pour abréger, ~ = T fonction 
de Ds, on aura

cT r = 5<fnz>m + ST (Dx^Dx + DyïDy + Dz^Dz}.

Comme les caractéristiques D et J' sont indépendantes entre 
elles, on peut changer JD en DJ, et l’on aura

JF — S/nZ>m + ST (DxDJx+DyDJy + DzDjz).

On peut aussi faire disparaître le D avant le «T, par l’intégration 
par parties appliquée aux différences finies.

16. En effet, on a en général
D-xy— xDy 4“ yDx 4- DxDy

= (v 4~ Dx) Dy ~\~yDx = x, Dy J-yDx, 

en dénotant par x, le terme qui suit x dans la série des termes 
consécutifs x, x-J- Dx, etc. Donc, en passant des différences aux 
sommes, on aura

SyDx = xy — Sx, Dy.

On trouverait de la même manière

SyD'x = yDx — x, Dy 4~ Sx* D'y, 

et ainsi de suite, x, x,, xt, etc. étant les termes qui se suivent dans 
la même série.

Pour compléter ces sommations, il faudra rapporter les termes 
hors du signe S, au dernier point de l’intégrale finie SyDx, et en 
retrancher les mêmes termes rapportés au premier point. Ainsi, en 
marquant par un zéro et par un i placés au bas des lettres les termes 
qui se rapportent au premier et au dernier point, on aura ces 
sommations complètes.

SyDx — xy, — xoy„ — Sx, Dy,
SyD'x — y iD xt — xi+xDy,

— y0Dx0 4- x, Dy* 4- S*n Dy, 
etc.

Méc. anal. Tom. I. 4?



MÉCANIQUE ANALYTIQUE.*
Lorsque la caractéristique S indique des sommes totales d’un 

nombre de termes donné, il est clair qu’on peut, à la place des 
termes x,Dy, xuDy sous le signe S, prendre les termes précé­
dons, que nous dénoterons par xD^y, xDy, etc., en marquant 
d’un trait, de deux, etc., placés à gauche, les termes ty, ty qui 
précèdent y dans la série indéfinie etc., ty, y, y, y^y*, etc.

17. Cela posé, mettons dans les formules précédentes Jx à la 
place de x, et ^Dx à la place de y, on aura ces transformations

S^DxD^x = — pDxty,
— S^xD^Dx} ;

et de même
WDyDfy = (^Dy^ - ^Dy^y).

- S^yD^Dy) ,

SŸDzDfz = (^Dz^ — (ŸZWi;).
— S^zD^Dz),

et l’on fera ces substitutions dans l’expression de cTU.
Si le premier corps et le dernier sont supposés fixes, les varia­

tions Jxt, jy», Jz0, et ^y^ /z,, qui s’y rapportent, se­
ront nulles. Nous adopterons d’abord cette hypothèse qui simplifie 
les formules, et nous aurons en conséquence

£7 = NJWm — SSxD^Dx} 
— SfyD^Dy) — S^zD^Dz).

En général, comme il faut que les variations disparaissent tou­
jours, si le premier ou le dernier corps, ou tous les deux, n’étaient 
pas fixes, il faudrait supposer la valeur de 'F nulle au commen­

cement, ou à la fin. On aurait ainsi, à cause de T’s= lacondi-
Ds7

tion à remplir <I>. =0, ou «U = o , si le premier ou le dernier corps 
est supposé mobile, et si tous les deux étaient mobiles on aurait 
les deux conditions =0 et ^=0.
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18. La variation étant réduite à cette forme simple, les 
équations générales de la quatrième section (art. 10) étant rap­
portées aux variables x, y, z de chacun des corps du système, 
donneront pour ces variables les trois équations suivantes, dans 
lesquelles je remets $ au lieu de ^Ds,

d*x — . _ /4>Dx\
~dt* Dm 4- Dm D, (yjyy) — o,

Dm Dm — D, = o,cZia V \ Ds / ’

-7- Dm 4- r- Dm — D. (-77-) = °- dt* ' ^z ' \ Ds /

Ces équations sont rigoureuses, quel que soit le mouvement des 
corps; mais lorsque ces mouvemens sont très-petits, les équa­
tions se simplifient et deviennent linéaires, comme nous l’avons 
vu plus haut (§1).

19. Supposons que dans l’état d’équilibre du système, les coor­
données x,y, z deviennent a, b, c, et qu’elles soient dans le mou­
vement a 4* 6 4”^» c4~C> les quantités Ç, u, C étant très-
petites. La fonction FI deviendra + Ainsi

en regardant dorénavant n conAme une simple fonction de a, 5, 

c, les trois différences partielles 74., y" pourront s’expri­
mer ainsi:

Jn , /dm . dm . dm „x 
db+\düîb ? + + dbdc^)>

par les mêmes substitutions de 6 4-x, c+C> au lieu 
de x, y, z> les différences Dx, Dy, Dz deviendront 

Da^D^, Db + Dv, Dc+DÇ.

A l’égard de la quantité $, qui est supposée fonction de Ds,
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si on fait, pour abréger,

Df = ^Da' + A>6‘ + De', 

on aura d’abord

Ds = Df+ ~ D^ 4- ~ Da + ;

ensuite si on nomme F ce que devient la fonction $ lorsqu’on y 
, P dF F' 1 , rchangeas en Df, et qu’on lasse jTÿ'—pp on aura par le dé­

veloppement ,
_ _ . /Da DE Db D i De , DÇ\$ = F + F X -jjf + j^X jÿ + j^X ^),

et par conséquent ,

<î> __ F ( F'—F/Da^D% . Db , Du . Dc ^D''\
Ds — Df^ Df~ ^Df^ Df 4" Df* Df' Df* Df)'

20. On fera ces substitutions dans les trois équations trouvées 
ci-dessus, et comme dans l’état d’équilibre les variables £, », £ 
sont supposées nulles, il faudra que ces équations se vérifient dans 
cette hypothèse. Ainsi les termes constans devront se détruire , 
ce qui donnera d’abord les trois équations de condition

/ FDa\da D'\ Df) °’

dn ~ „ /FDb\db D‘\ Df) ” ° ’

dn _ ~ / FDc\- D,^) = o.

Ces équations donneront les valeurs que les coordonnées a, b, 
c doivent avoir dans la situation de l’équilibre; et il est facile de 
voir qu’elles représentent d’une manière générale celles que nous 
avons trouvées dans la section V de la première Partie , pour • 
l’équilibre de plusieurs corps liés par un fil extensible ou non.

ai. On aura ensuite, entre les variables », Ç et t, les trois
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équations suivantes, dans lesquelles je fais, pour abréger, 

G = F — If

, Da j, __  Db , __ IF
a ~~ Dp b ~ Df’ Df’

Ce sont ces équations qui serviront à déterminer les oscillations 
du système supposées très-petites; elles sont du genre de celles 
qu’on nomme à différences finies et infiniment petites , et comme 
elles sont à coefficicns constans, elles sont susceptibles de la mé­
thode générale exposée dans le paragraphe précédent.

22. Les équations de l’article 20 qui renferment les conditions- 
de l’équilibre donnent, eu passant des différences aux sommes,

FDa o(in n .-Wr = *5 -J- Dm 4- ,Dj da 7
F̂  = s^Dla + 13, 

^ = s^Dm + c,

, B, C étant trois constantes arbitraires ; d’où l’on tire tout de 
suite

F = \/(s Dm Dm 4- B) 4-^5 Dm 4- c) -
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Lorsque la quantité F est une fonction donnée de Df, ce qui 

a lieu quand on suppose que les corps s’attirent ou se repoussent 
par une force $ fonction de leurs distances Ds, la valeur précé­
dente de F donnera la valeur de Df qui doit avoir lieu dans l’état 
d’équilibre.

Mais lorsque les distances Ds sont supposées données et inva­
riables, alors la quantité 0 qui tient lieu du multiplicateur À (art. 14) 
est inconnue et doit se déterminer par la formule précédente ; mais 
dans ce cas on a Ds = Df, et par conséquent (art. 19)

ce qui simplifie les équations de l’article précédent.

23. L’esprit de la méthode de l’article 4 consiste à supposer que 
chaque variable soit exprimée par une même fonction de t, multi­
pliée par une quantité différente pour chaque variable.

Si on désigne par 9 cette fonction, on fera

g = 9X, n = 9F, Ç — GZ,

et après avoir substitué ces valeurs dans les équations de l’article 21, 
on verra aisément que pour vérifier ces équations, il est nécessaire 
que la variable 9 soit déterminée par une équation de la forme

car alors en mettant pour sa valeur — 1$, et divisant tous les 

termes par 9, on aura ces trois équations aux différences finies,

= (gï+â?:+&^ Dm
^fFDX „ fa'DX , b'DY , c'DZ\~] 

< Df
, / dm „ . dan . dmkYDm = Z) Dm

r~ FDY fa'DX . b'DY . c'DZ\~]
~D\jpf' ~dT)J ’
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r+ë z>m

s4. L’équation en 0 s’intégre facilement; elle donne

0 = J5sin(^t/ ’̂ + e) >

E et « étant deux constantes arbitraires.
A l’égard des équations en X, Y, Z, elles ne sont en général 

intégrables en termes finis, par les méthodes connues, que lors­
qu’elles sont à coefficiens constans; mais si on développe les diffé­
rences finies marquées par D, elles deviennent de la forme (art. 16)

AX, + BY, + CZ, + A'X 4- B'Y + CZ
4- A\X^r B\Y+ CZ = o;

les coefficiens A^B^ C, A', B', etc. sont constans ou variables, 
mais indépendans de t, et la quantité i n’entre que dans les va­
leurs de A', B', C', et seulement à la première dimension.

Si maintenant on désigne par Xo, X, X., X3, etc. les valeurs 
consécutives de X, en commençant par la première , qui répond au 
premier corps du système, et de même par F., Y,, Y„ Y,, etc., Z., 
Zt, ZZ5, etc. les valeurs consécutives correspondantes de Y et Z, 
et qu’on substitue successivement ces valeurs dans les trois équa­
tions réduites à la forme précédente, il est aisé de voir que les 
trois premières donneront les valeurs de X,, Yt, Z, en fonctions 
linéaires de Xo, X, Za, X., Y,, Z.; que les trois suivantes 
donneront X3, K3, Z3 en fonctions linéaires de X,, F„ Z,, X., 
F,, Z15 lesquelles, par la substitution des valeurs de X., F., 
Z., deviendront aussi des fonctions linéaires de Xo, Fo, Z., X, 
F,, Z,, et ainsi de suite.

Donc en général les valeurs de X.+r, Yn^, Z^t seront de 
la forme

AX. + BF. H- CZ. + A'X. + B'F, + C Z.,
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et il est facile de s’assurer, par le calcul, que les quantités A, 
B, C seront des fonctions rationnelles et entières de £ de la di­
mension n—2, et que les quantités A', B', C' sont de pareilles 
fonctions de la dimension n—<1.

Nous avons supposé (art. 17) que le premier et le dernier corps 
du système étaient fixes ; le premier corps appartient à l’indice o, 
et si on désigne par n le nombre des corps mobiles, le dernier 
corps, qui doit être fixe, appartiendra à l’indice n-f-i. Il faudra 
donc que l’on ait

Xo —— O , Fo —— O , Z a — O, A n+i    o , J „+l — O , Zn4_T —— O , 

ce qui donnera entre X, F,, Z, trois équations linéaires de la 
forme A'X. + B'X + C'Z, = o, dans lesquelles les coefficiens 
A', B', C' seront des fonctions rationnelles et entières de k de 
la dimension n.

En éliminant les quantités X,, F, Z,, on aura une équation 
en k du degré , nombre des inconnues X, Y, Z, et qui aura 
par conséquent 3n racines.

Les mêmes équations donneront les rapports entre les trois quan­
tités X, F., Z,; de sorte qu’on pourra prendre à volonté la va­
leur d’une de ces quantités. Comme ces rapports se trouvefont 
exprimés par des fonctions rationnelles de k, on pourra exprimer 
les valeurs des trois quantités X,, Y,, Z, par des fonctions ra­
tionnelles et entières de k, et par ce moyen les inconnues X, Y, 
Z seront aussi exprimées en général par des fonctions connues , 
rationnelles et entières de k.

26. Nous dénoterons par k', k", k", etc., k^ les différentes ra^ 
cines de l’équation en k, dont la résolution doit être supposée 
connue; et nous dénoterons pareillement par X', X’, X", etc., 
Y', Y", Y", etc., Z', Z’, Z", etc. les valeurs correspondantes 
des quantités X, F, Z, qui résultent de la substitution de ces 
différentes racines à la place de k.

Donc
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Donc puisqu’on a trouvé (art. 23, 24)
£ = XE sin \t\/k H- e), 
« = YE$m(tÿk + g), 
Ç = ZÆsin^/ÀH-g),

en substituant successivement les différentes valeurs de k et en 
prenant différentes constantes arbitraires E et g, on aura autant de 
valeurs particulières de £, », Ç, dont la somme donnera les valeurs 
complètes de ces variables, par la nature des équations linéaires.

Ces valeurs particulières de Ç, », £ sont analogues à celles qui 
représentent les petites oscillations d’un pendule dont la longueur 
serait (art. n), pourvu que k soit une quantité réelle et positive ;

et le mouvement de chaque corps sera composé d’autant de pareilles 
oscillations qu’il y aura de valeurs différentes de k -, de sorte que 
si toutes ces valeurs sont incommensurables entre elles, il sera im­
possible que le système reprenne jamais sa première position, à 
moins que les valeurs de §, n, Ç ne se réduisent aux valeurs 
particulières qui répondent à une seule des racines k. Dans ce 
cas, en faisant Z==o dans les formules précédentes, on aura Xfising, 
KEsing, ZEsine pour les valeurs de £, », Ç, et XEcose, 

KÆcosg, ZE cos e pour celles de Ainsi pour que ce 
cas puisse avoir lieu, il faudra que les déplacemens primitifs Ç , 
», C, ainsi que les vitesses initiales Q soient proportion­

nelles à X, F, Z; et il y aura autant de manières de satisfaire 
à ces conditions, qu’il y a de valeurs différentes de k.

26. Si on désigne, par des traits supérieurs, des constantes arbi­
traires différentes, on aura

e = X^in(£/ÆM-g3 ,
» = F^sintz/ÂM-^^-)^ ^^^(z/F-l-^+etc.,

sin(Z|/À-|-6 )-{-Z E sin^i/À-’-^^)-!--Z^-E’^sin^i/À’-Hc^-f-etc.,
Mie. aual. Tome I. Z 8
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pour les valeurs complètes des variables £,»,£, ffff représentent 
les oscillations de chacun des corps du système donné, quel que 
soit leur état initial.

On peut représenter ces valeurs d’une manière plus simple, en 
employant le signe S pour exprimer la somme de toutes les va­
leurs correspondantes aux différentes valeurs de k-, on aura ainsi

£ = S.(XEsin(/|/7r + g)), 
» — S .(YE sin {t\/k 4- g)), 
Ç = S .(ZE sin Çt\/k 4- g)),

et l’on aura les expressions particulières des variables r,, Çt, 
etc. Pour chacun des corps du système, en changeant, 

dans les précédentes, X, K, Z en X,, Y,, Z,, Xt, Yay Ziy etc., 
et prenant pour E et e différentes constantes arbitraires Ely 
E,, etc., €,, g», etc. qui dépendent de l’état initial du système.

27. Pour déterminer ces constantes de la manière la plus simple, 
je reprends les équations en ?, », Ç de l’article 21, et je les ajoute 
ensemble, après avoir multiplié la première par X, la seconde par Y 
et la troisième par Z; je prends ensuite la somme de toutes ces 
équations ainsi composées, relativement à tous les corps du système, 
et je dénote cette somme par la caractéristique S-, si on fait atten­
tion que cette caractéristique est indépendante de la caractéristique d 
des différentielles relatives à t, on aura l’équation

d\S(X% + n + ZÇ ) Dm 
dt?

■. dm . dm \
+ s\,X?x+iSbr+d^z) %Dia

. n / dm v , dm , dm „+ +dbdcz)

, o/ dm ~ , dm „ . dm „\ .. „+ 5 (.« X+ 3Ue ’ + » Z)
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-srD,^-eb^+^+^]

Dans cette équation, les ternies qui contiennent des différences 
marquées par D sous le signe sommatoire, S sont susceptibles de 
réductions analogues à celles des intégrations par parties, et dont 
nous avons donné le type dans l’article 16. Pour cela, consi­
dérons en général un terme quelconque de la forme SXD^D^^ 
nous aurons, par les réductions de l’article cité, en faisant atten­
tion que les quantités X et £ sont nulles au commencement et à 
la fin des intégrations marquées par D (art. s4),

SXD^D^ = — S^D^DX = S^D^DX}.

Or S^IXJ'DX') est la même chose que S'D^DX^ en prenant 
à la place du terme ^JXJ^DX) celui qui le précède.

Donc en général on aura

SXD^D^} = S^DX},

et il en sera de même des termes semblables. Ainsi l’équation pré­
cédente deviendra de la forme

d\S^+ Y» + Z^Dm 
dp

4-5((X)5 + (F> + (Z)Q = o,

dans laquelle les quantités désignées par (X), (F), (Z) contien­
dront les memes termes qui composent les seconds membres des 
équations de l’article 23, de manière que ces équations donneront

(X) = kXDm,
(F) = ÂFDm, 
(Z) = kZDm,
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d’où il suit que l’équation ci-dessus deviendra

d‘.S(xÇ + Y^Z^Dm.
dl1

4- kS^ + n 4- Zÿ Dm = O , 

laquelle donne tout de suite par l’intégration

S(X% 4- Yn +ZQDm = Z,sin(f/À4-A),

L et A étant deux constantes arbitraires.

28. U est facile de voir, par la nature du calcul, que si on 
substitue dans celte équation pour k une des racines de l’équation 
en k, que nous avons dénotées par k', k", k", etc. (art. a5), on 
devra avoir un résultat identique avec les expressions de Ç, », 
£ de l’article 26, de sorte qu’en substituant ces mêmes expres­
sions dans l’équation précédente , elle devra devenir absolument 
identique pour toutes les valeurs de k.

On aura donc ainsi l’équation identique

Ç X^XEsmÇt[/k + e) \
^?4- Y^YE^m^k-Y ty>Dm — Z,sin(^/Æ4-A), 

(4- Z1{ZE sm(tÿk 4- e) )

pour chacune des valeurs E, k', k1*, etc. de k-, et comme cette 
identité doit avoir lieu indépendamment de la valeur de t, il ne 
sera pas difficile de se convaincre que tous les termes qui con­
tiendront le même arc t\/k devront être identiques dans le pre­
mier, et dans le second membre de l’équation ; d’où il suit d’abord 
qu’on aura nécessairement A = e pour toutes les valeurs de A 
et de e.

Ensuite, si on fait attention à la valeur des signes sommatoires 
5 et S, dont le premier, S, représente la somme des quantités 
sous le signe qui appartiennent à tous les corps du système, et 
que nous avons dénotées par des nombres placés en forme d’in­
dices au bas des lettres (art. s4), et dont le second, S, représente 
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la somme des quantités semblables qui répondent à toutes les racines 
A', k", k", etc. k^, et que nous dénotons par des traits supérieurs 
(art. 25), on trouvera par la comparaison des termes affectés des 
mêmes sinus, l’équation

Donc on aura en général,
L sin -f- x)

et par conséquent, par l’article 27, 
p sin (n/k-4-^ — ^G^+^q-^Pm 

S^+Y^+Z^Dm ’

équation qui aura lieu pour toutes les valeurs de k.

29. Soient maintenant, lorsque f=o, £ = «, » =/3, C = ?, 
dp • dn h d' . ... , , ,et = a, = y 5 ces six quantités seront données par

l’état initial du système; si donc on les introduit dans l’équation 
précédente et dans sa différentielle relative à t, en y faisant Z=o3 
on aura les valeurs suivantes des constantes arbitraires

_ . S(X* q- YB + Zy)Dm Æ sm g — 5 + ya + /Jm

E cose = S(xâ q- yb q- z>)z>m 
y7<. S^+Y'+^Dm

Donc enfin, si on substitue ces valeurs dans les expressions de 
£, », Ç de l’article 26, on aura

? = S XS{Xa 4- YB q- Zy) Dm 
, 5(x»q- y^q- z^Dm

+ 2 (X& + YB + zÿypm X

» = + 7^ + Zy^Dm z,, \
” \ SÇX^+Y^ + Z^Dm

fYS(Xi + Fg 4- Z>) Dm • /7\
^‘\^li.S(.X^Y:‘^Z:^)DInSmi^/^),
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? — s + ^ + Zy}Drn /; \C — ÿ(P + P+2’)Dm COS/V ) 

(Z^+ yU . /, \ 
+ 2 k + ya + z“)Dm 81 1 ' /

Ces formules, remarquables par leur généralité autant que par 
leur simplicité, renferment la solution de plusieurs problèmes dont 
l’analyse serait fort difficile par d’autres méthodes. Nous allons en 
faire l’application à deux problèmes déjà résolus dans différens ou­
vrages , mais d’une manière plus ou moins incomplète.

§ III,

Où l’on applique les formules précédentes aux vibrations d’une 
corde tendue et chargée de plusieurs corps , et aux oscillations 
d’un fil inextensible, chargé d’un nombre quelconque de poids } 
et suspendu par ses deux bouts ou par un seulement.

5o. Les expressions des variables Ç, », C que nous venons de 
trouver, se simplifient beaucoup lorsque, dans les équations diffé­
rentielles de l’article 21, les variables dont il s’agit se trouvent 
séparées. Alors les variables X, K, Z se trouvent aussi séparées 
dans les équations aux différences finies de l’article 23; et chacune 
de ces équations donne, par le procédé de l’article 24, une équation 
particulière en k du degré m. Si on dénote par k, kx, kz les valeurs des 
k qui répondent aux quantités X, Y, Z données par ces trois 
équations, et qu’on conserve les dénominations de l’article précé­
dent, les expressions de £, », Ç se réduiront, dans le cas présent, 
à celles-ci ;

/XSAstPm , \ » k* / XSXaDm . \
£ = S ( cos t[/k ) 4- 2 ——T sin tt/k ),

_ /YSY^Dm /7 \ , v / YSY^Dm . /7 \» — S COS//Z-1J 4- S sm//Aij,

Ç = S (p^r,p- cos 4- S sin^/^Y
’ \ SZ Dm. Y / \SZ Dm.ykz Y /
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5i. Ce cas a lieu premièrement lorsque les corps sont supposés 

placés en ligne droite dans l’état d’équilibre ; car si on prend cette 
ligne pour l’axe des x, les ordonnées bel c deviennent nulles, ainsi 
que leurs différences Db, De, et les équations de condition de 
„ . , . „ .. dn dn , , n.1 article 20 exigent que Ion ait ^=0, ^ = 0, cest-a-dire, que

les forces perpendiculaires à l’axe soient nulles. On aura donc

etc., et les équations de l’article 21 de­

viendront, à cause de d = 1, Z/ = o, c=o, et de G-^F—F',

. dm dm
aussl dïM = °’ ddc=°’

d*» _Zhn — Dar
d^
d? 7)111

Par conséquent les équations de l’article 23 se réduiront à celles-ci :

kYDm + D, ( — - ) = o, 

kZDm + D, — o,

dans lesquelles on voit que les variables sont séparées, de ma­
nière qu’on peut les déterminer chacune en particulier.

La constante indéterminée k pourra donc être différente dans ces 
trois équations, et chacune d’elles donnera une équation du dn' degré 
pour la détermination de cette constante. On aura ainsi les for­
mules de l’article précédent.

32. Puisqu’on a dans le cas dont il s’agit Db=o, Dc—o, on 
aura Df=^Da (art. 19), et les équations de l’équilibre (art. 22) 
donneront F—S^ Dm + A-

da
Mais pour avoir la valeur de la quantité F' (art. 19), il faudra 
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connaître la valeur de F en fonction de Df ou Da ; et l’on en dé­
duira, par la différentiation, la valeur de F' en fonction de F.

Si, par exemple, on suppose <b—.K(Dsf, on aura F=X(Dfyn, 
et de là F'—mK{Dff — mF.

Dans le cas où l’on ferait abstraction de toute force étrangère, 
on aurait ^ = o, ce qui donne F— A , et par conséquent F 

constante pour tous les corps. Mais la valeur de F' pourra varier 
d’un corps à l’autre, à moins que l’intervalle Da entre les corps 
consécutifs ne soit aussi le même pour tous les corps. Dans ce 
dernier cas, les quantités F et F' seront deux constantes qu’on 
pourra déterminer à posteriori, sans connaître la loi de la fonc­
tion O.

Ce cas est celui d’un fil ou corde tendue, dont les deux extré­
mités sont fixes, et qui est chargée d’un nombre quelconque de 
corps placés à distances égales entre eux; la quantité F exprime 
alors la tension de la corde ou le poids qui peut la produire; mais 
pour la quantité F', on ne peut la déduire de F sans connaître 
la loi de l’élasticité de la corde.

Ce problème, qui est connu sous le nom de problème des cordes 
vibrantes, mérite un examen particulier, tant parce qu’il est sus­
ceptible d’une solution générale, que parce qu’il est intimement lié 
avec le fameux problème des vibrations des cordes sonores.

53. Nous supposerons que tous les corps Dm dont le fil est 
chargé, soient égaux entre eux et sans pesanteur, et que les inter­
valles Df ou Da qui les séparent dans l’état d’équilibre soient aussi 
tous égaux.

Comme n est le nombre des corps mobiles, si on désigne par M 
la masse entière ou la somme de toutes les masses Dm, en y 
comprenant la dernière, qui est supposée fixe, et par l la lon­
gueur de la corde dans l’état d’équilibre, il est clair qu’on 

aura
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aura Z>m=~., et Df —Ua = ; et les trois équations en 

X, Y, Z de l’article 3i deviendront

lesquelles étant semblables entre elles, il suffira de résoudre la 
première, et il n’y aura plus qu’à changer F' en F pour avoir aussi
la résolution des deux autres.

34. Soit r l’exposant ou l'indice du rang qu’un terme quelconque 
X tient dans la série des X; nous désignerons en général ce terme 
par Xr, et le terme précédent ZX sera Xr_t; ainsi la première 
équation sera

et ces valeurs étant substituées dans l’équation précédente, elle 
deviendra , après la division par X,,

IMk

Supposons, pour résoudre cette équation,

Xr = 2Z sin (r(p-p e),
H et e étant deux constantes arbitraires; on aura par les for­
mules connues de la multiplication des angles,

= X, —■ aXr 4- Xr_* — —• sin (ztp+e) X (sin ~ ,

laquelle donne
Yk = ^4-1) yÆ xsin

Or on a (art. a4) les deux conditions à remplir Xo = o, et 
X„4_t=0; la première donne e—o; la seconde donne sin(7z-f-i)^==o; 
d’où l’on tire {n-1-i)<p — p#, étant l’angle de 180°, et p un

Mèc. anal. Tome I. 49



386 MÉCANIQUE ANALYTIQUE.'

nombre quelconque entier. Donc on aura <p = ; par consép

quent en faisant, ce qui est permis, H = i, on aura en général

X = smr -L—-.»+i
Et l’on aura la même expression pour Yr et pour Zn qu’on substi­
tuera à la place de X, F, Z, clans les expressions de r, C 
de l’article 3o.

La même valeur de <p étant substituée dans l’expression de ÿk 
trouvée ci-dessus, donne

ê*=^+e x ,
où l’on peut mettre pour p tous les nombres entiers depuis o jus­
qu’à n inclusivement; car p = ?z+i donne X, F, Z nuis, et 
au-dessus de n+i, les sinus de -7-y-v reviennent les mêmes. 

. Ainsi on aura autant de valeurs différentes de k qu’il y a de corps, 
mobiles ; ce seront les racines de l’équation en k..

En changeant F' en F, on aura les valeurs des racines ki et ka 
des deux autres équations en k.

On fera donc ces substitutions dans les formules générales de 
l’article 3o, et l’on observera que la caractéristique sommatoire S 
doit se rapporter uniquement aux exposans ou indices de rang r, 
depuis r—i jusqu’à r=n, et que la caractéristique sonima- 
toire S doit se rapporter aux indices p des différentes racines 
depuis p = i jusqu’à p = n.

A l’égard de la valeur de SX3Z>m = Z)m5X’, on aura, à cause 

de <p — X} la sommation suivante ::

SX' = sin<p3 4* sin2<pa 4- sin3p’ 4- etc. 4- sinzzp*
= —i(cos2(p4'cos4<p4-cos6<p4-etc. 4-C0S2/Z)

, ] Zcossnç — cos^(n+ 1)9 __n-pi
. azz ’3\ —C0S21p) a

7». J— 1
On aura de meme SYa = SZ' =— । a.
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55. Comme les valeurs de k sont incommensurables entre elles, 

la corde ne pourra jamais reprendre sa première position, à moins 
que les expressions de », C ne se réduisent à un seul terme 
(art. 25). Dans ce cas, en mettant dans les formules de l’article 
cité, pour X, Y, Z et k, les valeurs qu’on vient de trouver, 
et faisant, pour abréger,

, /F' / F
h y k " y Hr

on aura ces expressions, dans lesquelles j’ai conservé l’angle ? à 
la place de sa valeur

= E sin r<px sin Çh't sin ,

» = E sinr<pxsin ht sin ~ H- ,

C — Esinrtpxsin ( ht sin ;

mais il faudra que les valeurs initiales a, /3, y, a, y, qui ré­
pondent à t=o, soient proportionnelles à sin?\p. C’est la solution 
connue, dans laquelle on suppose que les corps ne font que des 
oscillations simples et isochrones.

36. Pour avoir des expressions générales applicables à un état 
initial quelconque, il faut employer les formules de l’article 5o, • 
en y substituant les valeurs trouvées ci-dessus (art. 34). Nous ap­
pliquerons,-pour plus de clarté, aux variables Ç, », Ç l’exposant 
ou indice r place au bas de ces lettres, pour marquer le rang du corps 
auquel elles ce rapportent, et à l’égard des quantités a, /3, y, 

a,, y et X, Y, Z, qui sont sous le signe sommatoire S, nous 
emploierons l’exposant s au lieu de r, parce que cet exposant est 
uniquement relatif au signe S, lequel indique qu’il faut prendre la 
somme de tous les termes qui répondent aux valeurs de S, depuis o 
jusqu’à /z.
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On aura ainsi cette formule générale

S
A^sins^xcos (2 sin

. / , . M,, ■ <p \ Lsin (2(71 + i)/< fsin- 1 > ,
4- AajSinsÇX---------- —-----—■ K

2 («+ 1) h' sin J

et pour avoir les expressions de v, et Q, il n’y aura qu’à changer 

7/ en h et a, a en /3, /3 et en y, y.

Les variables £r représentent les excursions longitudinales des 
corps dans la ligne droite ou axe qui passe par les deux extrémi­
tés fixes de la corde, et les variables rr, représentent leurs ex­
cursions transversales ou latérales dans la direction perpendiculaire 
à l’axe, les seules qu’on ait considérées jusqu’ici, dans la solution 
du problème des cordes vibrantes.

A l’égard du signe S, on se souviendra qu’il exprime la somme 
de toutes les quantités, sous ce signe, qui répondent à p=b 2,
3, etc., n-, d’où l’on voit que les excursions de chaque corps, tant 
longitudinales que transversales, seront composées en général 
d’autant d’excursions particulières analogues à celles de différons

g
pendules dont les longueurs seraient-------------y—r-çi ? ou

4(«+ ; )
--------- S-------- - } qU’il y a de corps mobiles, g étant la force de 
40+1)“^ (sin0
la gravité.

Pour que les valeurs de h et F soient réelles, il faut que les 
quantités F et J^r aefent pocon/o» (art. donc suivant Ihypo— 
thèse de l’article 3a, il faudra que l’exposant m soit positif. Si les 
corps se repoussaient, F serait une quantité négative, et il faudrait 
alors que l’exposant m fut aussi négatif, et que, de plus, on eût

—o, /3 = o, ^ = 0, 7=0, pour rendre milles les excursions 
transversales » et C-
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57. Il y a une remarque importante à faire sur l’expression gé­

nérale de que nous venons de trouver. Quoique nous ayons 
supposé que le nombre n des corps mobiles est donné, et que la 
corde, dont la longueur est aussi donnée, est fixe par ses deux 
bouts, le calcul n’est pas arrêté par ces suppositions, et l’expres­
sion dont il s’agit donne la valeur de pour tout corps placé sur 
la meme ligne droite dont le rang serait exprimé par un nombre 
quelconque r entier positif, ou négatif.

En effet, puisque ce nombre r n’entre que dans le sin r<p, il est 
visible qu’on peut lui donner telle valeur que l’on veut, et on voit 
en même temps que, comme <p = ^E-, ce sinus ne changera pas 

de valeur si on y met 2à(/j+i) + r à la place de r, et deviendra 
simplement négatif si on y change t en —r, à étant un
nombre quelconque entier positif ou négatif. D’où il s’ensuit qu’en 
imaginant, suivant l’esprit du calcul, que la corde s’étende indé­
finiment de part et d’autre, et qu’elle soit chargée, dans toute sa 
longueur, de corps égaux et placés à distances égales entre eux, 
les mouvemens de ces corps seront tels, qu’on aura toujours

-f-1) dir ' ~

Or il est facile de voir que la formule 2À(n4-i)±r peut repré­
senter tous les nombres entiers positifs ou négatifs $ en supposant 
r compris entre o et 72—J-i 5 car ayant un nombre entier quel­
conque, si on le divise par 2^+1) jusqu’à ce que le reste, positif ou 
négatif, soit moindre que zz-4—1, ce qui est toujours possible, et 
qu’on prenne A pour le quotient et ±rpour le reste, ce nombre 
sera représenté par aXf/î-f-ijdzr. Ainsi la valeur de relative a 
un corps quelconque placé sur la même ligue, à telle distance 
qu’on voudra de l’origine de l’axe l, se réduira toujours à la valeur 
de g pour un des corps placés sur cet axe.

Comme la relation que nous venons de trouver entre les diffé­
rentes valeurs de g est générale, quel que soit le nombre r, si on
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y met Q-J-r à la place de r, et qu’on prenne les signes in­
ferieurs, elle devient

D’où il est facile de conclure que si l’on imagine toute la longueur 
indéfinie de la corde divisée en parties égales à l’axe l de la corde 
donnée, les valeurs de dans chacune de ces parties, seront les 
mêmes, à égale distance des points de division, mais de signes 
diffèrens dans les parties contiguës. Si donc on représente les va­
leurs de £ pour tous les corps placés sur l’axe l, par les ordonnées 
des angles d’un polygone décrit sur cet axe, il n’y aura qu’à transpor­
ter ce polygone alternativement et symétriquement au-dessous et au- 
dessus de l’axe prolongé des deux côtés à l’infini, de manière que les 
côtés qui aboutissent aux points de division soient les mêmes, mais 
placés en sens contraire et dans la même direction; on aura ainsi à 
chaque instant les valeurs de g pour tous les corps qu’on suppo­
sera distribués sur la même ligne droite prolongée à l’infini, par 
les ordonnées des angles de ce polygone composé d’une infinité de 
branches. Ces valeurs seront milles dans chaque point de division, 
de sorte que les corps placés dans ces points seront d’eux-mêmes 
immobiles; et c’est ainsi que le calcul satisfait à la condition, que 
les deux bouts de la corde donnée soient fixes.

Ce que nous venons de démontrer par rapport aux variables £, 

a lieu également pour les différentielles car en différentiant 
JP. ’ 

l’expression de par rapport à f, on a une expression de a 
laquelle on peut appliquer les mêmes raisonnemens.

Donc les valeurs de a et ae à, qui représentent celles de £ et de 

au premier instant, et qui sont arbitraires pour tous les corps 

placés sur l’axe Z, seront représentés par une pareille construction 
dans l’étendue de la corde de longueur indéfinie.

Comme les expressions des deux autres variables » et £ ne 
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diffèrent de celle de Ç que par les valeurs initiales /3, /3 et 7, 

y, qui sont à la place de a, a, les mêmes résultats auront lieu 
aussi par rapport à ces autres variables.

58. On .conclura donc en général, que si une corde tendue, 
d’une longueur quelconque, est chargée de corps égaux et placés 
à distances égales entre eux, et qu’ayant divisé cette corde en 
plusieurs parties égales, comprises chacune entre deux corps, 
tous les corps, à l’exception de ceux qui sont dans les points de 
division, soient ébranlés à-la-fois, de manière que l’ébranlement 
soit le même, mais dans un seps opposé, pour ceux qui sont à 
distances égales de part et d’autre de chaque point de division, 
les corps placés dans ces points de division demeureront immo­
biles d’eux -mêmes, etchaque partie de la corde aura le même 
mouvement que si elle était isolée, et que ses deux extrémités 
fussent absolument fixes.

Il résulte de là qu’une corde tendue, de la longueur Z, fixe 
par ses deux extrémités, et chargée d’un nombre n de corps, 
étant divisée en y parties égales, y étant un diviseur de n+i, 
si l’état initial est tel, que les corps placés dans les points de di­
vision n’aient reçu aucun ébranlement, et que ceux qui sont en- 
deçà et en-delà d’un point de division à distances égales, aient reçu 
des ébranlemens égaux, mais en sens contraire, la corde oscillera 
comme si les points de division étaient fixes et que la corde n’eût 

que la longueur 1

5g. La séparation des variables dans Ipg ocfuatîuiis en j w 5 
peut encore avoir lieu sans supposer que les corps soient disposés 
en ligne droite dans l’état d’équilibre, mais en supposant que leurs 
distances mutuelles fie varient pas dans le mouvement. Nous avons 
remarqué dans l’article 14, que ce cas dépend des mêmes formules 
générales, en y regardant la quantité $, et par conséquent aussi
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la quantité .F, comme indéterminées; et nous avons VU dans l’ar­
ticle 22, que l’on a alors l’équation de condition

1^)CL । T)l) । De t\V4- + -jjy DÇ — o,

laquelle fait disparaître, dans les équations générales de l’article 21, 
tous les termes multipliés par G.

En n’ayant égard qu’à la pesanteur des corps, et prenant l’axe 
des abscisses x et a, vertical et dirigé de bas en haut, on aura 
dVT égale à la force accélératrice de la gravité, que nous désigne­
rons par g, et de plus, ~=o, ^ = 0; et les équations de 

CLU UG
l’article cité deviendront

t Dm _ =O)

> = ».

où les variables sont séparées.
La valeur de F sera (art. 22)

F = V(g^Z)m 4- Ay 4- Æ2 4- C\

Les équations en X, Y, Z deviendront donc (art. 25)

kXDm 4- ) = o,

kYDm 4- = o,

kZDm 4- ) = o,

qui sont, comme l’on voit, tout-à-fait semblables entre elles; de 
sorte qu’on pourra supposer X=Y~Z, parce que les constantes 
arbitraires par lesquelles ces quantités peuvent différer, devant être 

déterminées
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déterminées par les mêmes conditions, deviendront aussi les mêmes. 
Ainsi les valeurs de £, », Ç données par les formules générales de 
l’article 3o, ne seront différentes que par les valeurs initiales a, 

/3 , y, a, /3, y, qui peuvent être quelconques.
Toute la difficulté se réduit donc à trouver l’expression générale 

de X ; mais c’est à quoi on ne saurait parvenir par- les méthodes 
connues.

Ce cas est celui d’un fil inextensible chargé de plusieurs poids 
et fixement arrêté dans ses deux extrémités.

4o. Lorsque le fil n’est arrêté que par une de ses extrémités, 
que nous prendrons pour l’extrémité supérieure, le corps le plus bas 
devant être libre, il faudra, par l’article 17, que la valeur de $ 
ou de F soit nulle à l’extrémité inférieure. Or en prenant cette 
extrémité pour l’origine des abscisses, que nous supposons dirigées 
de bas en haut, et y faisant commencer la somme SDm, la valeur 
de F y sera nulle, pourvu qu’on ait ^=0, /?=o, C=o. On 
aura ainsi F—gSDm.

Comme on a dans ce cas = g, = o, — = o, les équa-da db 1 de ’ 1

lions de l’article 22 donneront Da — Df, Db—o, Dc—o, c’est-à- 
dire que les ordonnées b, c seront constantes ; de sorte qu’on 
aura, pour l’état d’équilibre, une ligne droite parallèle à l’axe 
vertical des abscisses a. Ainsi on peut faire 6 = o, c = o, en 
prenant pour l’axe des a la verticale qui passe par le point de 
suspension du fil.

Ce cas, qui est celui des oscillations très-petites d’un fil suspendu 
a un point ûxc, et ohavgo <Pnn nombre cfudvuiique de poids, est 
aussi susceptible d’une solution générale lorsque les poids sont tous 
égaux entre eux, et placés à distances égales les uns des autres.

4i. Dans ce dernier cas, en nommant n le nombre des corps, 
M la somme de leurs masses Zhn, et l la longueur du fil, on a

Méc. anal. Tome I. 5&<
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M l

Dm = —, Df—Da — et si on nomme, de plus, r le nombre 

des corps, à commencer du plus bas jusqu’à celui auquel répondent 

les variables x, £, on aura SDm = (r—= ; et

de là on aura F = n
L’équation en X de l’article 3g étant multipliée par devien­

dra , en mettant X, au lieu de X, et observant que ,X devient Xt_t , 
et X, devient Xr+t,

^X,+D((r-i)DX^ = o,

savoir, en exécutant les différentiations indiquées par la caracté­
ristique D, suivant la formule de l’article 16,

rk
- X + (X-w - X) + (r - 1)(X-, - 2X H- XJ - o.

Cette équation, à cause du coefficient variable r, ne peut 
pas être traitée comme celles qui donnent les suites récurrentes 
ordinaires; mais on peut en déduire successivement les valeurs 
de X,, X3, etc.

Pour cela, il n’y a qu’à la mettre sous cette forme, où

De là, en faisant successivement r= i, 2, 3, etc., on aura

X. = (1—Æ)X



595SECONDE PARTIE, SECTION VI. 
et ainsi de suite ; de sorte qu’on aura en général,

X*, = fi - rh + h- - h> + elc.") X1.
x 4 4-9 /

L’extrémité supérieure du fil devant être fixe, on peut supposer 
qu’elle réponde au corps dont le rang serait n-}~ i -, ainsi il faudra 
que l’on ait Xn+I = o, ce qui donne l’équation suivante, en remet- 

lk tant pour h sa valeur —,

(n— (n— i) (rt —a) W
4" g2 4-9'l2ë3

+ etc. = o,

laquelle sera, par rapport à Æ, du degré n, et donnera par con­
séquent les n valeurs de k, que nous désignerons en général par k^.

4a. Il n’y aura donc qu’à substituer dans les formules de l’art. 3o, 
l’expression précédente de X, à la place de X, de Y et de Z, et 
celle de k^ à la place de Æ, et ensuite exécuter les sommations 
indiquées par les signes A et S. Mais il faut observer que dans le 
cas présent, où l’on suppose Db — o, Dc—o (art. 4o), l’équatiofi 
de condition de l’article 3g donne — et par conséquent 
? = à une constante pour tous les corps, mais qui peut être une 
fonction de t-, donc on aura pour le commencement du mouve­
ment, a et à égales à des constantes j or le premier corps étant 
supposé fixe, les valeurs initiales a et a sont nulles pour ce corps ; 
donc elles seront aussi nulles pour tous les autres. Par conséquent 
1 expression générale de la variable Ç deviendra nulle. Cela a lieu 
en négligeant, comme nous l’avons fait, les carrés et les puissances 
supérieures des variables Ç supposées très-petites. En effet, 
l’équation Ds—Df de l’article 19 donne, à cause de Ds'~Dx' 
+D^-\-Dz' et de Db—o,Dc=o , Da^Da+D^+D^+D^, 
d’où l’on tire

=---------
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de sorte que les variables Ç seront du second ordre par rapport 
à » et

Désignons maintenant par <br cette fonction de r,

(r—i)(r —a) (r—5) 
4-9

z^y 
X g« /4

(r—i)(r—a)

et mettons dans l’expression générale de la variable » de l’article 3o , 
à l’imitation de ce que nous avons fait dans l’article 36, au lieu 
de n, et au lieu de Y dans les termes qui sont hors du signe S-, 
mais dans ceux qui sont sous ce signe, nous changerons r en s, 

et nous mettrons /3,, (à, au lieu de /3 et /3. On aura ainsi, pour 
un corps quelconque dont le rang est r en montant,

2 SX a,) sin t |/k^ ),

où le signe S exprime la somme des termes qui répondent à 
s = i, 2, 3, etc., n, et le signe S représente la somme des termes 
qui répondent à p = l, 2, 3, etc., n, en supposant que k^, 

k^, etc., kw soient les racines de l’équation en k^, représentée 
par $(nH-i) = o.

On aura une expression tout-à-fait semblable pour la variable £, 

en changeant simplement /3f, en y,, y,.
Le problème des oscillations infiniment petites d’un fil charge 

d’un noi»hre quelconque de poids égaux, est donc complètement 
résolu ; il ne reste qu’à déterminer les racines de l’équation en k^\ 

ce qui ne paraît pas possible en général.

43. Au reste, quoiqu’on ne puisse pas déterminer ces racines, 
on peut néanmoins être assuré qu’elles doivent être toutes réelles,
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positives et inégales; autrement les valeurs de z, £ contien­
draient des termes qui iraient en augmentant avec le temps, ce 
qui ne peut être, puisqu’il est évident, par la nature du problème, 
que les oscillations du fil doivent toujours être de peu d’étendue, 
si les valeurs initiales de £, », £ sont très-petites.

Le contraire aurait lieu si on supposait la quantité g, qui ex­
prime la gravité, négative, c’est-à-dire, agissant en sens opposé; 
car ce serait le cas où le point de suspension du fil vertical étant 
placé à son extrémité inférieure, le fil culbuterait, pour peu qu’il 
fut déplacé de la situation verticale. En effet, en faisant g négative 
dans l’équation en k, tous ses termes deviennent positifs, de sorte 
qu’elle ne peut avoir que des racines imaginaires ou réelles négatives.

On peut aussi trouver ces résultats à priori, par les principes 
établis dans l’article 8, ce qui peut servir à montrer la justesse de 
ces principes. En effet, si on a égard à la condition de l’inexten­
sibilité du fil, laquelle donne (art. précéd.) , en prenant les sommes 
comptées du corps le plus bas,

s — g

la valeur de V sera simplement SFIDm, et l’on aura n=gv=g«+g^.
Mais puisque le corps le plus haut qui répond à n-|-1 est sup­

posé fixe, la valeur de £ y devra être nulle ; ainsi on aura

g _ D^+D^\
Çt ~~ V J ’

en supposant que la somme renfermée entre deux crochets soit la 
somme totale. Donc on aura

g _ +
* ----Wa ’

où le signe V dénote les sommes prises à rebours, à commencer 
par le corps le plus haut, et qui sont les différences de la somme 
totale, et des sommes partielles dénotées par S, lesquelles doivent 
commencer au corps le plus bas, où est l’origine des abscisses.
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On aura donc ainsi

r = g^Z>m + gAOmS' ,

où l’on voit que la partie de T qui contient les secondes dimen­
sions des variables » et qui sont maintenant indépendantes, 
est nécessairement toujours positive, et que par conséquent les 
racines de l’equation en k seront toutes réelles, positives et inégales. 
Ce serait le contraire si on donnait à g une valeur négative.

$ IV.

Sur les vibrations des cordes sonores, regardées comme des cordes 
tendues , chargées d’une infinité de petits poids infiniment proches 
l’un de l’autre ; et sur la discontinuité des fonctions arbitraires.

44. La solution générale que nous avons donnée du problème 
des cordes vibrantes a lieu quel que soit le nombre n des corps 
mobiles, et quel que soit aussi leur état initial; par conséquent elle 
doit s’appliquer aussi au cas où le nombre n deviendrait infiniment 
grand, et les intervalles entre les corps diminueraient à l’infini, de 
manière que la longueur de la corde restât la même ; alors le mou­
vement de chaque corps se trouvera représenté par une série 
infinie de termes dont la somme sera équivalente à une fonction finie, 
différente de celle de chacun de ses termes. Ce cas est celui d’une 
corde sonore uniformément épaisse; et on a coutume de le résoudre 
directement par le calcul différentiel; cependant il peut être inté­
ressant pour l’analyse de faire voir comment on peut le déduire de 
la solution surtout parce que de cette manière on sera
assuré d’avoir une solution applicable à quelque figure que la corde 
puisse avoir au commencement de son mouvement.

45. Nous remarquerons d’abord qu’en supposant n infini, la va­
leur de ÿk (art. 34) devient x/^XpTt, parce que la dernière
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limite de 2(72+1) sin est p^-, de sorte que les racines de l’é­

quation en k qui étaient toutes incommensurables entre elles, 
tant que le nombre n des corps mobiles était fini, deviennent 
toutes commensurablcs lorsque n est infini, ayant pour commune 

mesure < dans les excursions longitudinales £, et 

dans les excursions transversales u et Ç; d’où il suit que la corde 
reprendra toujours sa première figure par rapport à l’axe, au bout 

d’un temps = 2 quel que puisse être son état initial.

Il est vrai que le nombre p pouvant aussi devenir infini, il y 

auraitdes cas où l’on ne pourrait plus supposer 2(72+1 )sin~^-^=p7r; 

mais comme cela ne peut avoir lieu qu’après un nombre infini de 
termes dans les séries infinies marquées par S, il s’ensuit de la 
théorie connue de ces séries, que ces cas particuliers ne sont 
point une exception au résultat général.

On peut d’ailleurs s’en convaincre directement ; car dans le cas 
de n infini, les différences finies marquées par D deviennent in­
finiment petites; ainsi l’équation en X de l’article 55 devient, en 

changeant D en d, et mettant pour 22+ 1 sa valeur

Mk „ , d^X
IF' A + da* ~ ° ’

laquelle étant intégrée donne

A ,— ZZ sin Ça ^^7 +

Il faut que A suit nul loroqu© — v, ui lorsque a=l, parce que 
les deux extrémités de la corde sont fixes; la première condition 

donne e=o, et la seconde donne = pF, d’où l’on tire

{/k = p* \ comme plus haut, y/ liyl
On n’a donc pas besoin, dans ce cas, pour que la corde revienne
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toujours à son premier état, de supposer qu’elle ne fasse que des 
oscillations simples et semblables à celles d’un pendule, comme dans 
l’article 35; car quel que soit son état initial, on est assuré que ses 
vibrations seront toujours isochrones entre elles, et sinchrones à 

celles d’un pendule simple de longueur — | ; mais la loi de ces 

vibrations sera différente de celle des vibrations des pendules, et 
dépendra de l’état initial de la corde.

Pour connaître cette loi, il faut voir ce que deviennent les ex­
pressions générales de », £ dans le cas de n infini; c’est ce 
que nous allons examiner.

46. Faisons dans la formule générale de l’article 36 les substi­

tutions de à la place de <p et de ■ . à la place de sin en

supposant n infini; et au lieu des exposans ou indices r et s qui 
dénotent le rang des corps auxquels appartiennent les variables £ 
et a, employons, ce qui est plus simple, les parties memes de 
l’axe ou les abscisses qui répondent à ces corps, en dénotant par 

x l’abscisse relative à et par a l’abscisse relative a a et à a. 
Comme la longueur totale de la corde est supposée égale a Z, on 

aura = 7, 4- = 7, »+1 = ~ ; et la formule dont il s’agit 

donnera cette expression générale des excursions longitudinales ?,

>< .

en faisant
_ / . fva aDa\ !

P =

Le signe S dénote ici une suite infinie de termes qui répondent 
à p = 1, 2, 5, etc. à l’infini; et le signe S dénote d’autres suites 

infinies
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infinies de termes qui répondent à toutes les valeurs de a, Da, 
zDa, oDa, etc. à l’infini, à cause de Da infiniment petit.

On aura de pareilles expressions pour les excursions transver­

sales >1 et Ç, en changeant 7/ en h et a, a en /3, /3, et en 3/, y.

Aq. Daniel Bernoulli, en généralisant la solution du problème 
des cordes vibrantes, donnée par Taylor, était parvenu à une for­
mule semblable à la précédente, mais dans laquelle les coefficiens

étaient nuis, et les coefficiens A^ dénotaient simplement des 
constantes arbitraires dépendantes de la figure initiale de la corde 
(Mém. de Berlin, 1753); et il avait cru pouvoir expliquer, parles 
différens termes de sa formule, les sons harmoniques qu’une corde 
sonore fait entendre, avec le son principal. Notre formule dans 
laquelle ces coefficiens sont exprimés par les valeurs initiales a, 
à, nous met en état d’apprécier cette explication, qui a été adop­
tée par plusieurs autres auteurs après lui.

En effet, il est facile de voir que le son principal de la corde, 
sera donné par le premier ou les deux premiers termes de la sé­
rie qui répondent à p=i,et que les sons harmoniques successifs, 
c’est-à-dire, l’octave, la douzième, la double octave, la dix-sep­
tième, etc., seront données par les termes suivans qui répondent 
à p = 2, 5, 4, 5, etc. Donc pour que le son principal domine 
parmi tous les autres, et qu’il n’y ait que les premiers des harmo­
niques qui se fassent entendre en même temps, il faut supposer 

que les coefficiens A^, AM soient beaucoup plus grands que tous 
les autres pris ensemble, et que les coefficiens suivans :

A™, A™, A«\ etc., etc.,

forment des séries extrêmement convergentes. Mais par la manière 
dont ces coefficiens dépendent des valeurs initiales a et a, on voit 
que cette supposition est inadmissible, en regardant l’état initial delà

Mèc. anal. Tome I.
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corde comme arbitraire ; on voit même que dans la plupart des cas z 
ces coeificiens formeront des séries divergentes, ce qui n’empêchera 
pas que la corde ne fasse des vibrations isochrones ou d’égale 
durée, seule condition nécessaire pour la formation d’un ton.

48. Quoique les formules de l’article 46 donnent rigoureusement 
le mouvement de la corde au bout d’un temps quelconque /, les 
séries infinies qui entrent dans ces formules empêchent néanmoins 
qu’elles ne représentent ce mouvement d’une manière nette et sen­
sible; mais en envisageant sous un autre point de vue la formule 
générale de l’article 36, on peut en tirer une construction simple 
et uniforme pour déterminer l’état de la corde à chaque instant, 
quel que puisse être son état initial.

Reprenons cette formule, et mettons-la sous la forme suivante, 
ce qui est permis à cause de l’indépendance des signes somma- 
toires 5et S,

Ç, = Sa,S sinsp x cos sin

H- r^J^sinstp x
L—'1 “T" 1

sin sin ~

■ 9(zi-pij/z sin

Nous tirerons d’abord de cette formule une conséquence qui 
nous sera fort utile. Comme on a supposé que a est la valeur ini­
tiale de £ (art. 29), il faut qu’en faisant t = o dans l’expression pré­
cédente de elle se réduise à a,, et qu’on ait par conséquent 
cette équation identique,

~ „ 2 sin ra . _” = 77-j-T-Sin.90.

II est évident que le second membre de cette équation ne peut 
se réduire à à moins que l’on n’ait en général

S 2 sin r<p 
n -f-1 sinstp = O,
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tant que s est différent de r; et que, lorsque s—r, on ait 

asinra .S—r- Sin 7’0 = 1, 
1l-\- l 7

<p étant = ^—, et le signe S étant rapporté aux valeurs succes­

sives 1, 2, 3, etc. n de p; ce qui donne une série formée des 

produits de sinus d’angles multiples de , et , dont la 

somme devra être toujours nulle dans le premier cas, et égale à 1 
dans le second. C’est aussi ce qu’on peut démontrer directement 
par les formules connues, pour la sommation de ces sortes de 
suites.

Dans ces formules, r et 5 sont supposés des nombres quel­
conques entiers compris entre o et n +1 ; mais à cause de

P7T f ,
? = ^7, P étant aussi un nombre entier, si on met 2A(zz-l-i)=br 

à la place de r, A étant un nombre quelconque entier positif ou 
négatif, on aura sin (2A(/7-}-i) ± 7’)<p=±sin?-?>; par conséquent 
on aura en général

---- — sin^<pj =± 1 ou=o,

selon que s sera r ou non.
La formule 2X (zz-f-1) peut représenter tous les nombres 

entiers positifs ou négatifs, comme nous l’avons vu dans l’art. 3y; 
ainsi ayant un nombre quelconque entier V, on peut faire

2X^+1) ± r, ce qui donnera r = ±^N—2à(7z-|-i)), et 
l’on aura en général, quel que soit-V,

sinlVaXsins® . , 
----- = ±î ou=o.

selon que s sera =±Qv—2A(«4-i)} ou non, « étant un 
nombre entier entre o et zz-f-i.

4g. Cela posé, comme l’expression de est composée de deux
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parties, dont la première contient les valeurs initiales et de la va­

riable £, et dont la seconde contient les valeurs initales a des 

différentielles nous considérerons ces deux parties séparément, 

et nous désignerons la première par et la seconde par de 
manière que l’on ait 4- ^r.

En supposant n infini, l’angle devient infiniment pe­

tit, et sin ~ se réduit à (art. 46). Faisant cette substitution dans 

l’expression de on aura (art. 48)

= Sct.l sin r<p sin s<p cos («4- i)7z'/<p ;

«t développant le produit sinrtp x cos(zz4-i)^/^?

e; = sin^ )>

+ sin ).

Comme n est supposé un nombre infiniment grand, on pourra 
toujours regarder comme un nombre entier le nombre (zz4-i)4z4 
quel que puisse être le nombre exprimé par li t.

Ainsi en faisant dans la dernière formule de l’article précédent, 
N = r4- (n+i)h't, on aura

o /sinCr4-(7î4-i)7z7)® . X . . Ç- sin stp ) = ±

où s — dc,Çr-]-(ji-]rï^h't—2X(zz4"])}j

et faisant N = r—nlît, on aura pareillement

Set^ 1 gm5(p‘j —;. ia ,.
n 4-1 v * ' y

où «'=4= (7 — (zz-j-Q^—2à'(zz4-i))z

A et A' étant des nombres entiers quelconques, ou zéro.
Donc réunissant ces deux valeurs, on aura simplement
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& = f(=l=a,±a/),

où les signes ambigus de a, et de a? répondent à ceux des va­
leurs de s et de s.

5o. Mais à la place des exposans ou indices r et s qui dé* 
notent le rang des corps auxquels appartiennent les variables £ et 
a, il est plus commode d’employer les parties mêmes de la corde 
comprises entre la première extrémité fixe et ces mêmes corps.

Désignons, comme dans l’article 46, par x la partie de l’axe ou 
l’abscisse qui répond à £, et par a celle qui répond à a; la lon­
gueur de la corde étant l, on aura -4— = y, —= ? ; et de 

même -j- = ~ ce qui donne

_ __ («4-r __  (n-J-i)o'r — L , s----------, « — —j ■

et à la place de £'r, a,', on pourra écrire simplement
a«, «V-

Substituant ces valeurs de r, 5, s' dans les valeurs de $ et s' 
de l’article précédent, multipliant par l, et divisant n-\~i, on aura 

a ~ ± (x IKt — 2XI ) , 
a — ± (x — Ih't — zXÏ),
x — a" ( —y

les signes ambigus de aa et <xa' répondant à ceux de a et de a} 
et on déterminera ces signes, ainsi que les valeurs de a et de a, 
par la condition que ces valeurs soient positives et moindres que l*

5i- Représentons par A et A' les valeurs de et iay, en- 
sorte que l’on ali eu géu^al,

Donc ie. si x-Arllît est entre o et Z, on prendra 
et A — —j— ao.
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a’. Si x-\-lh't est entre l et 2Z, on prendra —{x-\-lh't—2Z)

et A = — <xa.
3*. Si x-\-lh't est entre aZ et 5Z, on prendra a—x-\-lh't—2Z 

et A = H- «a. Et ainsi de suite.
De même, i°. si x — Ih't est entre l et o, on prendra 

a — x — Ih't et A'=xa.

2°. Si x—Ih't est entre o et—Z, on prendra a'= — (x—Ih't) 
et A' ——a/.

3°. Si x—Ih't est entre —Z et —2Z, on prendra a—x—UlLA-A 
et A'— xj. Et ainsi de suite.

On voit que ces différens cas se réduisent à déterminer les abs­
cisses a ou a', en ajoutant ou en retranchant de l’abscisse x la 
ligne Ih't, de manière que lorsqu’elle passera l’une ou l’autre ex­
trémité de l’axe l, elle soit repliée en arrière et comme réfléchie 
par des obstacles placés à ces deux extrémités, et à prendre l’or­
donnée correspondante xa ou xj positive, si le nombre des ré­
flexions est pair, ou négative, si ce nombre est impair.

5a. Mais il est encore plus simple de continuer la courbe des a 
sur le même axe Z prolonge des deux cotés, de manière qu’on ait 
directement les ordonnées et x,j qui répondent aux abscisses 
x^lh't et x—Ih't.

Pour cela, ayant décrit sur l’axe Z le polygone d’une infinité de 
côtés, ou la courbe dont les coordonnées sont xx, pour une abs­
cisse quelconque x, et qui sera donnée par les valeurs initiales des 
excursions %x Jo tous ies points de la corde; il n’y aura qu’a trans­
porter cette même courbe alternativement au-dessous et au-dessus 
du même axe prolongé indéfiniment des deux côtés, de manière 
qu’il en résulte une courbe continue formée de branches égales s - 
tuées symétriquement autour de l’axe et se joignant par les mêmes 
extrémités, dans laquelle les ordonnées prises à distances égales
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de part et d’autre de chacune des deux extrémités de l’axe l, soient 
toujours égales entre elles et de signe contraire.

En prenant dans cette courbe les ordonnées qui répondent aux 
abscisses x~¥-lh't et x—lh'ty on aura les valeurs de A et de A , 
et la variable g', sera représentée, au bout d’un temps quelconque t, 
par la formule

x — a fax + îh't ' I ' &x — Ih't')*

On aurait pu déduire tout de suite cette continuation de la 
courbe qui représente les valeurs de a., de ce que nous avons 
démontré en général dans l’article 57, en supposant que la corde, 
au lieu d’être terminée aux deux points fixes, s’étende de part et 
d’autre à l’infini ; le polygone que nous avons imaginé dans cet 
article deviendra ici une courbe continue, laquelle étant appliquée 
au premier instant du mouvement, sera la courbe des valeurs de 
prolongée à l’infini.

53. Considérons maintenant la seconde partie de £r, que nous 
désignons par ^r, et qui est représentée par la formule (art. 46)

Il faut commencer par la délivrer du dénominateur sin $, pour 

la rendre semblable à celle de et susceptible des mêmes ré­
ductions.

Pour cela, je prends la différence D.çfa et comme l’exposant r 
n’entre que dans &inr<p, il oufflr» d’c<ffùvicr ce sinus de la carac­
téristique D.

Or, par les théorèmes connus, on a

D. sin r<p = sin (r+1 )<p — sin r<p = asin * cos (r +1
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Substituant donc cette valeur dans l’expression de D^,^ on aura

D.%*, = — ? v Sxs1 Fx— sinstp sin sin-YT
* L 0»+i) \ v ' 2/J

Faisant, pour le cas de n infini, sin^=^, et développant le 
produit cos(7’+j)(p x sin(zz+i)Æ'/<p, on aura

w, = 2 +<-+-)y<+Qjsinsy
(«+l)/z 714-1

_ si,s + '^+:> si„ s?.
(zi4-i)A n-|-i

Cette expression de D^”, est composée de deux parties semblables 
à celles de ?'r (art. 4g) ; on peut donc y appliquer les mêmes rai- 
sonnemens, et la ramener à une construction semblable.

Ayant donc tracé sur l’axe l le polygone d’une infinité de côtés', 
ou la courbe dont les ordonnées pour chaque abscisse x soient 

«T, et qui sera donnée par les vitesses initiales a, on là trans­
portera alternativement au-dessous et au-dessus du même axe pro­
longé indéfiniment des deux côtés, de manière que l’on ait une 
courbe continue semblable à celle de l’article précédent. Alors en 

mettant ~ ou — à la place de n + 1, et négligeant comme nul le

terme ■. r vis-à-vis de x, on trouvera 2C»4-i) ’
x •— Ç^x+li'i " Mi);

et passant des différences aux sommes,

§ x S {^x -+- Ih'i ' “ ^x — Ml ) Dx.

54. Ces sommes ou ces luiCgiaico i cpi Csentent, comme l’on 

voit, des aires de la courbe dont les ordonnées sont a; et il 
faut que ces aires ne commencent qu’aux points où x=o, et où 
les abscisses son t Ih't et mais il est plus commode de les
faire commencer a l’origine commune des abscisses, qui est l’ex­

trémité 
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trémité anterieure de l’axe l. Pour cela il faudra retrancher de l’aire 
qui commence à ce point, et qui répond à l’abscisse »+ iHt^ l’aire 
qui répond à l’abscisse Ih't, pour que l’aire restante ne commence 
qu’au point où x=o; et quant à l’aire qui répondra à l’abscisse 
x— lit t il faudra y ajouter l’aire relative à — Ih't, pour en rap­
porter le commencement au même point de l’origine des abscisses.

Dénotons en général par {faclx)x toute aire qui commence à 
cette origine et qui répond à une abscisse quelconque x-, d’après 
ce que nous venons de dire, on aura, dans l’expression de?\,

SO'x + ibtDx = (fâdx')x+th't — (fa-dx),^, 

Sàx_lh,Dx = {f^dx}x^lh't -4- ^fa.dx}^ik't.

On substituera donc ces valeurs, et on remarquera qu’on a 
en général

(fa-dx^, 4- (/ada^j^iso,

puisque par la nature de la courbe des à, les ordonnées qui ré­
pondent à des abscisses égales, mais de signe différent, sont aussi 
égales et de signe différent 5 de sorte qu’on a constamment 

alh't 4- li'l — O.
Donc on aura simplement (art. précéd.)

% x ~~ âlh' + ia'< a'Q.

55. Donc enfin réunissant les valeurs de %x et de ^*x, on aura 
cette expression générale de %x, au bout d’un temps quelconque t,

= - («x+IÀ', 4” ih't )

’d” ÇÇJ'a-dx^x+nl,t —• Çfx-dx^x

On aura des expressions semblables pour les variables h*, en
JHéc. anal. Tom. L 52
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changeant seulement 7Z en h et a, a en /3, /3 et y, y, et en 
supposant qu’on ait tracé de la même manière les courbes corres­

pondantes aux valeurs initiales /3, /3 et y, y.
Ayant ainsi les excursions longitudinales tx et les excursions la­

térales nx, 'Çx de chaque point de la corde qui répond à l’abscisse x 
prise dans l’axe, on connaîtra l’état de la corde au bout d’un temps 
quelconque t écoulé depuis le commencement du mouvement, et 

comme les valeurs initiales ce, /3, y, ainsi que a, /3, y, sont ab­
solument arbitraires, on voit que rien ne pourra limiter cette so­
lution, tant que les courbes formées d’après ces valeurs auront 
une courbure continue et ne formeront point d’angles finis, ce qui 
produirait des sauts dans les expressions des vitesses et des forces 
accélératrices.

/ p JFr ,
On a supposé (art. 55) A= 7/ = \J étant la lon­

gueur de la corde, et M la masse de tous les poids dont elle est 
chargée (art. 53) ; ainsi M sera la masse ou le poids de toute la 
corde qui est supposée uniformément épaisse ; de sorte que si 
on nomme P sa pesanteur spécifique qui dépend de la densité 
et de la grosseur, on aura M = IP ; par conséquent on aura

A l’égard des quantités F et F', nous avons vu que ce sont deux 
constantes, dont l’une, F, exprime la tension de la corde , et est 
par conséquent proportionnelle au poids qui la tend; mais F' dé­
pend de la loi de cette tension, relativement à l’extension de la 
corde (art. 3a)

56. Pour peu qu’on examine la nature des courbes qui repré­

sentent les valeurs de a et à, il est facile de voir que les or­
données éloignées entre elles de l’intervalle zl, seront toujours 
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égales et de même signe, et que les aires qui se termineront à ces 
ordonnées seront aussi égales entre elles, parce que toute aire 
qui répond à un intervalle il, pris dans un endroit quelconque de 
l’axe prolongé à l’infini, est toujours nulle, étant composée de deux 
parties égales entre elles, mais de signe contraire.

Il suit de là que la valeur de demeurera la même si on aug­

mente le temps t de la quantité p ou d’un multiple quelconque de 

celte quantité 5 donc les excursions longitudinales de la corde re­
viendront les mêmes au bout d’un intervalle de temps égal à 
a / p

, ou il \ f ’p' 5 c’est la durée des vibrations longitudinales.
Il en sera de même des valeurs de nx et de Çx, en changeant lî 

en h, c’est-à-dire F' en P; ainsi la durée des vibrations transver­

sales sera

Tous les Auteurs qui ont traité jusqu’à présent des vibrations 
des cordes sonores, n’ont considéré que les vibrations transver­
sales, et ils ont trouvé pour leur durée la même formule que nous 
venons de donner.

A l’égard des vibrations longitudinales, M. Chladni est le seul, 
que je sache, qui en ait fait mention dans son intéressant Traité 
d Acoustique ($ 43.) ; il donne le moyen de les produire sur une 
corde de violon, et il remarque que le ton qu’elles rendent n’est 
pas le meme que celui des oscillations transversales, d’où il suit 
que F' est différent de F-, par conséquent, dans l’hypothèse très- 
vraisemblable que la force élastique par laquelle chaque élément de 
la corde résiste à être alongée, ou tend à se raccourcir, soit pro­
portionnelle à la puissance m de cet élément, c’est-à-dire qu’on ait

= K(Ds)m (art. 14), il faudra que m soit différent de l’unité 
(art. 3a); et si, comme M. Chladni paraît l’insinuer, le ton longitu­
dinal est toujours plus élevé que le transversal, il faudra que 
F^F, et par conséquent m >1.
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67. Nous avons vu (art. 56) qu’une corde tendue, de la lon­

gueur l et chargée de n corps, peut se mouvoir comme si elle 
n’avait qu’une longueur £ , v étant un diviseur de n4-x. Lors­

que n est un nombre infini, v peut être un nombre entier quel­
conque -, ainsi une corde sonore de la longueur l pourra osciller 
comme une corde dont la longueur serait l-, c’est-à-dire , une 

partie aliquote de Z, et la durée de ses oscillations se réduira alors 

à ~ pour les oscillations longitudinales, et à 7 Pour ^cs 

oscillations transversales.
En effet, si les valeurs initiales et arbitraires a et a sont telles, 

que les courbes ou les lieux de ces valeurs sur l’axe Z, coupent 
cet axe en deux ou en y parties égales, et que les branches qui 
répondent à ces parties soient les mêmes, mais situées alternati­
vement au-dessus et au-dessous de l’axe, de manière qu’à distances 
égales de part et d’autre de chacun de ces points d’intersection, 
les ordonnées soient égales et de signe contraire 5 ces courbes étant 
ensuite prolongées à l’infini, suivant la construction de l’article 4g, 
auront la même forme que si elles provenaient d’une corde dont 
la longueur ne serait que et l’expression générale de (art. 62) 

fait voir que les valeurs de £ qui répondent aux points d’intersection 
sont toujours nulles, de sorte que la corde, dans ses oscillations 
longitudinales, se partagera d’elle-même en autant de parties égales, 
qui oscilleront comme si leurs extrémités étaient fixes.

II en sera de même par rapport aux oscillations transversales 
représemées par les variables » et

58. Comme le ton que donne une corde sonore ne dépend que 
de la durée de ses oscillations isochrones, laquelle, pour une même 
corde tendue, est proportionnelle à sa longueur, il s’ensuit qu’une 
corde, en se partageant ainsi d’elle-même en parties aliquotes,
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rendra des tons qui seront au ton principal, dans lequel l’oscillation 
est entière, comme les fractions qui expriment ces parties sont à 
l’unité. Ainsi, si la corde se partage en deux, trois, quatre, etc. 
parties égales, ces tons seront exprimés par les fractions -, f, 
f, etc,, et seront par conséquent à l’octave, à la douzième, à 
la double octave, à la dix-septième, etc. du ton fondamental.

On appelle ces 'tons qu’une même corde peut donner d’elle-même, 
tons harmoniques, et on sait qu’on peut les produire à volonté, 
en touchant légèrement la corde pendant sa vibration, dans un 
des points de division qu’on nomme nœuds de vibration, d’après 
Sauveur, qui a expliqué le premier, par ces nœuds, les sons har­
moniques de la trompette marine et des autres instrumens, dans 
les Mémoires de l’Académie des Sciences de 1701. Wallis les avait 
déjà observés dans les cordes qui sont à l’octave, à la douzième, 
à la double octave, etc., au-dessous d’une autre corde qu’on fait 
résonner, et qui frémissent en se divisant naturellement en deux, 
trois, quatre, etc. parties égales, dont chacune donnerait le même 
ton que la corde qu’on fait résonner. Voyez le chapitre 107 de 
son Algèbre.

59. La théorie et l’expérience sont bien d’accord sur la produc­
tion des sons harmoniques5 mais il n’est pas aussi facile de rendre 
raison de ce qu’on appelle, d’après Rameau qui en a fait la base 
de son système, la résonnance du corps sonore, et qui consiste 
dans la réunion des sons harmoniques avec le son principal de 
toute corde qu’on fait résonner d’une manière quelconque.

Si ces sons harmoniques sont en effet produits par la même corde, 
en même temps que le son principal, il faut supposer que la corde 
fait à-la-fois des vibrations entières et des vibrations partielles, et 
que ses vibrations effectives sont composées de ces différentes 
vibrations, comme tout mouvement peut être composé ou regardé 
comme composé de plusieurs autres mouvemens.

Nous ayons déjà vu plus haut (art. 47) qu’on ne peut expliquer
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d’une manière plausible la coexistence des sons harmoniques, par 
la formule de Daniel Bernoulli; on peut ajouter que les séries qui 
pourraient donner ces différens sons disparaissent de la formule, 
lorsqu’on suppose le nombre des corps infini, et qu’il en résulte 
pour chaque point de la corde, une loi d’isochronisme simple et 
uniforme, qui dépend immédiatement et simplement de l’état ini­
tial, comme nous venons de le démontrer.

Au reste, si on voulait à toute force expliquer la résonnance mul­
tiple des cordes par les vibrations composées, il faudrait regarder la 
figure initiale, par exemple, comme formée de différentes courbes 
superposées l’une à l’autre, de manière que l’une serve d’axe à la 
suivante, et dont la première ne forme qu’une branche dans toute 
l’étendue de la corde ; la seconde forme deux branches égales et 
placées symétriquement, qui divisent l’axe en deux parties égales; 
la troisième forme trois branches égales qui divisent l’axe en trois 
parties égales, et ainsi de suite.

Alors les vibrations de la corde pourront être regardées comme 
composées de vibrations entières dans toute la longueur de la corde, 
et de vibrations qui ne répondent qu’à la moitié de la corde, au tiers, 
au quart, etc. Mais cette composition de bourbes et de vibrations 
n’étant qu’hypothétique, les conséquences qu’on pourrait en dé ­
duire, relativement à la coexistence des sons harmoniques, seraient 
tout-à-fait précaires.

60. Revenons à la formule générale trouvée dans l’article 55. 
Comme les quantités et ar_IA-, sont les coordonnées d’une 
courbe donnée, qui répondent aux abscisses et
on peut les représenter par des fonctions de ces abscisses, de la 
même forme. Ainsi en désignant par la caractéristique F une fonc­
tion indéterminée, on aura

ax + M'i — F (x -j- llî, ^X — ll'l = F (x—IMfy
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Pareillement, en prenant une autre fonction désignée par la carac­
téristique f, on pourra faire

(A<Z^+h'( = f(»4-Z7/z), (/Adx)x^ih't = f(x—Vit}.

Ainsi l’expression de %x (art. 55) pourra se mettre sous cette 
forme

t   F(x + ZA7)4-F(æ —ZA7) 
““ 2

, f(x Z/ft) — f(x — ZA't) 
*“ 2.lh! ’

dans lesquelles les fonctions marquées par les caractéristiques F 
et f sont arbitraires, puisqu’elles dépendent de l’état initial de la 
corde.

On peut<même réduire cette expression à une forme plus simple, 
, Ftrr+77/1) . C) ,en observant que —- + 3 ne représenté proprement

qu’une fonction de x-\-lh't qu’on peut marquer par la caractéris- 

tique $ , et que - - a—----- - ~ ne représente aussi qu une

seule fonction de x — Vi t, mais différente de la précédente, et 
qu’on peut marquer par une autre caractéristique Ÿ.

De cette manière, l’expression générale de £ deviendra sim-: 
plement

§ = — lh't\

6i. On peut parvenir directement à cette expression par l’équa­
tion différentielle qui détermine la variable Ç (art. 3i). Cette équa- 

z/1 ILion, en faisant __ = o et F' constant, comme dans l’article 5a, 

et changeant la caractéristique D des différences finies dans la ca­
ractéristique d des différences infiniment petites, devient

5dm-Fd(|) = o.
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Si maintenant on fait df^dx,

, Mdx . ,, /F'fZm — , et h •—

cette équation devient

d^ 
dp dx* •” °

laquelle est aux différences partielles du second ordre, entre les 
trois variables x et t, et qui a pour intégrale complète

g = $ (x 4- Uît} 4- 'P (x—lh't),

les signes et Ÿ dénotant deux fonctions arbitraires comme ci- 
dessus.

Ces fonctions doivent être déterminées par l’état initial de la 
corde, et par les conditions que ses deux bouts soient fixes. Si 
on les décompose en deux autres fonctions marquées par les signes 
F et f, et telles que $=| 4- et ~ » de manière que

l’on ait
— + F(x—ZA't)

” 2

, f — f(r—Ih't)
H----------m —

comme nous l’avons déduit de notre construction; la première con- 

dition donnera, en faisant Z=;o, ^ = Fx —a et = fx = a ; 

d’où l’on tire fx = f^dx] ainsi on a tout de suite les valeurs des 
fonctions Fx et fx dans toute l’étendue l de la corde , par le 

moyen des valeurs initiales a et a.
Les conditions do l’immobilité Jp^ pvtrémitéc J® la corde donnent 

^ = o lorsque x=o et lorsque x=l, quelle que soit la valeur 
de t. En assujétissant séparément, ce qui est permis, à ces deux 
conditions, les deux fonctions F et f, on a pour la première

F(— Ih't) — ^Ih't), F(Z 4- Ih't) = — F(Z— Ih't),
et
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et pour la seconde

f (— Ih't) = f (747), f(Z + Ih'^ = f (Z — Z47), 

ce qui donne par la différentiation

— f (—747) = f(747), f(Z+747) = — f(Z— Z47),

où l’on voit que les conditions de la fonction f' sont les mêmes que 
celles de la fonction F.

Ces conditions déterminent les valeurs des fonctions Fx, fx pour 
les abscisses x négatives ou plus grandes que Z, d’après les valeurs 
de ces fonctions pour les abscisses comprises entre o et Z; et il 
est facile de voir qu’il en résulte les constructions données dans les 
articles 5a et 55.

Si au lieu des excursions longitudinales Ç, on considère les excur­
sions transversales >1 ou on a la même équation différentielle, 
et par conséquent aussi la même intégrale et les mêmes cons­
tructions, en changeant seulement 4' en 4, et à, a en /3, /3 ou 
en y, ÿ.

Ces constructions sont semblables à celle qu’Euler avait donnée 
pour déterminer la figure de la corde dans un instant quelconque, 
d’après sa figure initiale, en faisant abstraction des vitesses impri­
mées au commencement du mouvement. Mais il faut remarquer que 
comme elles ne sont fondées ici que sur les fonctions qui repré­
sentent les intégrales des équations aux différences partielles, elles 
ne peuvent avoir plus d’étendue que ne comporte la nature des 
fonctions, soit algébriques ou transcendantes. Or l’équation diffé­
rentielle étant la même pour tous les points de la corde et pour tous 
les instans de son mouvement, la relation quelle représente doit 
régner constamment et uniformément entre les variables, quelque 
étendue qu’on leur donne ; par conséquent, quoique les fonctions 
arbitraires soient en elles-mêmes d’une forme indéterminée, néan­
moins lorsque cette forme est donnée dans une certaine étendue 
par l’état initial de la corde, il est naturel d’en conclure qu’elle doit

JWéc. anal. Tome L 55
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demeurer la même dans toute l’étendue de la fonction, et qu’il n’est 
pas permis de la changer pour la plier aux conditions qui dépendent 
de l’immobilité supposée des extrémités de la corde.

Aussi d’Alcmbert, à qui on doit la découverte de cette inté­
grale en fonctions arbitraires, a toujours soutenu que la construc­
tion qui en résulte n’est légitime que lorsque la courbe initiale est 
telle, qu’elle ait par sa nature, des branches alternatives égales et 
semblables, toutes renfermées dans une même équation, pour que 
la même fonction puisse représenter cette courbe avec toutes ses 
branches à l’infini. Euler, au contraire, en adoptant la solution 
analytique de d’Alcmbert, a cru qu’il suffisait de transporter la 
courbe initiale alternativement au-dessus ou au-dessous de l’axe à 
l’infini, pour en former une courbe continue, sans s’embarrasser 
si ses différentes branches pouvaient être liées par une même équa­
tion , et assujéties à la loi de continuité des fonctions analytiques. 
Voyez les Mémoires de Berlin de 1747, 1748, et les tomes I et 
IV des Opuscules de d’Alembert.

62. Comme les formules qui donnent le mouvement d’une corde 
tendue et chargée d’un nombre indéfini de corps égaux, ne sont 
sujettes à aucune difficulté, parce que le mouvement de chaque 
corps est déterminé par une équation particulière, il est évident que 
si on peut appliquer ces mêmes formules au mouvement d’une corde 
uniformément épaisse, en supposant le nombre des corps infini, et 
leurs distances mutuelles infiniment petites, la loi qui en résultera pour 
les vibrations de la corde, sera entièrement indépendante de son 
état initial 5 et si cette loi se trouve la même que celle qui se dé­
duit de la considération des fonctions arbitraires, il sera prouvé 
que ces fonctions peuvent être d’une forme quelconque, continue 
ou discontinue, pourvu qu’elles représentent l’état initial de la 
corde. C’est ainsi que je démontrai, dans le premier volume des 
Mémoires de Turin, la construction d’Euler, qui n’était encore 
fondée que sur des preuves insuffisantes. L’analyse que j’y employai 
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est, à quelques simplifications près que j’y ai apportées depuis, 
la même que je viens de donner, et j’ai cru qu’elle ne serait pas 
déplacée dans ce Traité, parce qu’elle conduit directement à la 
solution rigoureuse d’une des questions les plus intéressantes de la 
Mécanique.

La généralité des fonctions arbitraires et leur indépendance de 
la loi de continuité, étant démontrées pour l’jntégrale dé l’équa­
tion relative aux vibrations des cordes sonores-, on est fondé à 
admettre ces fonctions, de la même manière, dans les intégrales 
des autres équations aux différences partielles; j’ai même fait voir, 
dans le second volume des Mémoires cités, comment on pouvait 
intégrer plusieurs de ces équations, sans la considération des fonc­
tions arbitraires, et parvenir aux mêmes solutions que fou trou­
verait par le moyen de ces fonctions, envisagées dans toute leur 
étendue.

Maintenant le principe de la discontinuité des fonctions est reçu 
généralement pour les intégrales de toutes les équations aux diffé­
rences partielles ; et les constructions que M. Monge a données 
d’un grand nombre de ces équations, jointes à sa théorie de la 
génération des surfaces par les fonctions arbitraires, ne laissent 
plus aucune incertitude sur l’emploi des fonctions discontinues dans 
les problèmes qui dépendent des équations de ce genre.

63. C’est une chose digne de remarque, que la même formule

£ = + 4- f —X/),

qui satisfait à l’équation en différences partielles, 
, d-?

satisfait aussi à la même équation en différences finies, qu’on peut 
représenter par

Dt* h Dx* " °»
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pourvu qu’on y suppose Dx = ££)£, et Dt constant. En effet on 
a, en ne faisant varier que ïx,

D^^^x-^-kt^ — ^Çx-^-Dx-}- kt) — 2.^bÇx kl') —Dx kt),

et en ne faisant varier que le t,

D^/b^x-j-kt) = bÇx-}-kt-l~kDt) — -f- ^Çx^-kt—kDt),

expressions qui deviennent égales en faisant Dxz=-kDt-, et on 
trouvera la même chose pour la fonction — kt).

Dans l’infiniment petit, la condition dx—kdt disparaît, et l’in­
tégrale a toujours lieu; la raison en est qu’alors l’expression 

qui paraît représenter la différence seconde de £, divisée par 

le carré de la différence de t, n’est plus qu’un symbole qui exprime 
une fonction simple de t dérivée de la fonction primitive Ç et diffé­
rente de cette fonction, laquelle est tout-à-fait indépendante de la 

valeur de dt. Il en est de même de l’expression par rapport 

à x-, c’est dans ce changement de fonctions que consiste réellement 
le passage du fini à l’infiniment petit et l’essence du calcul diffé­
rentiel.

64. J’ajouterai encore ici une remarque qui peut être utile dans 
plusieurs occasions; elle a pour objet une nouvelle méthode d’in­
terpolation qui résulte des formules de l’article 48.

Nous avons vu que la formule

devient égale à a, lorsque r — i, 2, 3, etc., 72. Donc si on a une 
suite de quantités a,, a., a3, etc., dont le nombre soit n, on 
pourra représenter par la formule précédente un terme quelconque 
intermédiaire dont le rang Serait marqué par un nombre quel­
conque r entier ou fractionnaire , puisqu’on faisant successi-
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Vement r = 1, 2 , 3 , etc., n, la formule donne a,, ,
a3, etc., aB.

Le signe S indique la somme de tous les termes qui répondent 
à s = 1, 2, 5, etc. n, et le signe S la somme de tous les termes 
qui répondent à p=i, 2, 3, etc., n, la quantité étant l’angle 
de deux droits.

Supposons qu’il n’y ait qu’un terme a, donné, on fera 72=1, 
« = 1, p = 1, et l’on aura pour l’expression générale de ar,

. Tr = ce, sm —. r 2

Soit 72 = 2, et les deux termes donnés a,, a,, on fera 5=1,2, 
p = 1, 2, et l’on aura

2 C . rr . - . 2rr\a, = ^J sniy + // sm -g-J , 

en supposant
W . x , . arA = a, sm -5- + a, sm 7-, O o

A = a, sm v + sm -s-*

Soit 72=3, et les termes donnés a,, a3, on fera 5 = 1,
3, 3, et p = i, 2, 3, on aura

ar = 7 ( A sm-r 4- AL sin -7- 4- A sin-7-4 \ 4 4 4 /

où les coefficiens A', A*, Am, sont déterminés par ces formules

. r . ar 3x
A = a, sm -7- 4- a> sin -7- + a3 sin -r , 4 4 4

. Ar . .A = a, sin - + «,sin 4 4- a3 sm -7-, 
4 4 4

jn • ’Sr , . 6r , . qxA = a,sm-7 + a.sm-y 4- a3sin 5-, 4 4 4
et ainsi de suite.

Dans la méthode ordinaire d’interpolation, on suppose qu’on
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fasse passer par les extrémités des ordonnées qui représentent 
les termes donnés, une courbe parabolique de la forme

y = a "4- 4- ex* 4~ ex3 4" etc.

Dans la méthode précédente, au lieu d’une courbe parabolique, 
on suppose une courbe de la forme

et il y a bien des cas où cette supposition peut être préférable, 
comme plus conforme à la nature de la question.

FIN PU TOME PREMIER.



ERRATA.

Page 71, lig. i5, au lieu de cinquième, lisez sixième.
------ 27, — 5, au lieu de S.Sïtdm = o, lisez S.Sndm + aS.Sdm — 0
■ ■■  102, — 4» à compter d'en bas, au lieu de AJ, lisez U
-----  14^, — io, au lieu de antérieures, lisez extérieures
------ 173, — 6, au lieu de art. 58, lisez art. 60
----- Ibid., — 10, au lieu de Sx, Sv , lisez SI, Sm, Su

■-----  368, 4, au lieu de fonctions, lisez forces
- " 4°3 , — 6, au lieu de 1, lisez ” 

a
----- 4o5, — 15, au lieu de dans les valeurs de s, s', lisez dans les formules
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		Nazwa reguły		Status		Opis



		Elementy listy		Zatwierdzono		LI musi być elementem potomnym L



		Lbl i LBody		Zatwierdzono		Lbl i LBody muszą być elementami potomnymi LI



		Nagłówki





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Właściwe zagnieżdżenie		Zatwierdzono		Właściwe zagnieżdżenie
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