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AVERTISSEMENT.

Ox a déja plusieurs Traités de Mécanique, maisle plan
de celui-ci est entiérement neuf. Je me suis proposé de
réduire la théorie de cette Science, et I'art de résoudre

les problémes qui 'y rapportent, & des formules géné-
" rales, dont le simple développement donne toutes les
équations nécessaires pour lasolution de chaque probléme.

Cet Ouvrage aura d’ailleurs une autre utilité ; il réunira
et présentera sous un méme point de vue, les différens
principes trouvés jusquici pour faciliter la solution des
questions de Mécanique, en montrera la liaison et la dé-
pendance mutuelle, et mettra & portée de juger de leur
justesse et de leur étendue.

Je le divise en deux Parties; la Statique ou la Théorie
de I'Equilibre, et la Dynamique ou la Théorie du Mou-
vement; et dans chacune de ces Parties, je traite sépa-
rément des Corps solides et des Fluides.

On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage.
Les méthodes que j’y expose ne demandent ni construc-
tions, ni raisonnemens géométriques ou mécaniques, mais
seulement des opérations algébriques, assujéties A une
marcheréguliére et uniforme. Ceux qui aiment1’Analyse,
verront avec plaisirla Mécanique en devenir une nouvelle
branche, et me sauront gré d’en avoir étendu ainsi le
'_domaine.

Tel est le plan que j'avais tiché de remplir dans la
Mée. anal. Tome 1, b
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premiére édition de ce Traité, publiée en 1788. Celle-ci
est & plusieurs égards un Ouvrage nouveau sur le méme
plan, mais plus ample. On a donné plus de développe-
ment aux principes et aux formules générales, et plus
d’étendue aux applications, dans lesquelles on trouvera
la solution des principaux problémes qui sont du ressort
de la Mécanique. '

On aconservé la notation ordinaire du Calcul différen-
tiel , parce qu’ellerépond au systéme des infiniment petits,
adopté dans ce Traité. Lorsqu’on a bien congu I'esprit de
cesystéme, et qu'ons’est convaincu de I'exactitude de ses
résultats par la méthode géométrique des premiéres et
derniéresraisons, ou par la méthode analytique des fonc-
tions dérivées, on peut employer les infiniment petits
comme un instrument str et commode pour abreger et
simplifier les démonstrations. C’est ainsi quon abrége
les démonstrations des Anciens, par la méthode des
indivisibles. '

Nousallonsindiquer les principales augmentations qui
distinguent cette édition de la précédente. La premiere
Section de la premicre Partie contient une analyse plus
compléte des trois principes de la Statique, avec des
remarques nouvelles sur la nature et la liaison de. ces
principes; elle est terminée par une démonstration
directe du principe des vitesses virtuelles, et tout-a-fait
indépendante des deux autres principes. Dans la seconde
Section, on démontre d’une maniére plus rigoureuse
que le principe des vitesses virtuelles pour un nombre
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quelconque de forces en équilibre, peut se déduire du
cas ou il n’y a que deux forces, ce qui raméne direc-
tement ce principe A celui du levier; on réduit & une
forme plus générale les équations qui résultent de ce
principe, et ’on donne les conditions nécessaires pour
qu'un systeme de forces soit équivalent & un autre sys-
téme de forces, et puisse le remplacer. Dans la troisi¢eme
Section, on établit d’'une maniére plus directe les for-
mules des mouvemens instantanés de rotation, et de la
composition de ces mouvemens, et on en déduit la
théorie des momens et de leur composition ; on y expose:
une propriété peu connue du centre de gravité, et on
donne une nouvelle démonstration des maxima et minima
qui ont lieu dans I'état d’équilibre. La quatriéme Sectiomn
contient des formules plus générales et plus simples pour
la solution des problémes qui dépendent de la méthode
des variations; et parla comparaison de cesformulesavec
celles de I'équilibre des corps de figure variable, on y
montre comment les questions relatives & leur équilibre
rentrent dans la classe de celles qui sont connues sous
le nom de probléme général des isopérimeétres , et se ré-
solvent de la méme maniére. La cinquiéme Section offre
quelques problémes nouveaux et des remarques impor-
tantes sur quelques-unes des solutions déja données dans
la premiere édition. Dans la sixiéme Séction, on a ajouté

quelques détails & 1’analyse historique des principes de
- PHydrostatique. On a donné , dans la septitme Section,
Plus de rigueur et de généralité au calcul des varia-
tions des molécules d’un fluide, et on a rendu beau=
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coup plus simple Panalyse des termes qui se rappor"cent
aux limites de la masse fluide; on a déduit de ces
termes la théorie de Taction des fluides sur les solides
qu’ils recouvrent, ou sur les parois des vases qui les
renferment, et on en a tiré une démonstration directe
de ce théoréme que, dans I'équilibre d’un solide avec
un fluide, les forces qui agissent sur le solide sont les
mémes que si le fluide ne formait qu’une seule masse
avec le solide. On a ajouté aussi, tant dans cette Section
que dans la suivante qui traite de P'équilibre des fluides
élastiques, quelques applications des formules générales
de T'équilibre des fluides.

La deuxi¢me Partie, qui contient la Dynamique ,
offre un plus grand nombre d’augmentations. Dans la
premiére Section on a rendu plus compléte et plus’
exacte dans quelques points 'analyse historique des prin-
cipes de la Dynamique. Il y a dans la seconde Section une
addition importante, ot ’on montre dans quels cas la for-
mule générale de la Dynamique, et par conséquent aussi
les équations qui en résultent pour le mouvement d'un
systtme de corps, sont indépendantes de la position
des axes des coordonnées dans espace , ce’ qui donne
le moyen de compléter une solution oti''on’ aurait sup-
posées nulles quelques constantes; par Pintroduction de
trois nouvelles constantes arbitraires. Dans la troisiéme
Section on a donné plus d’extension aux propriétés rela-
tives au mouvement du centre de gravité et aux aires
décrites par un systéme 'de corps; on y a ajouté la théorie
des axes principaux ou de rotation uniforme, déduite de
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la coneudérat]on des mouvemens instantanés de rotation,
par une analyse .différente . de celle qu'on y avait em=
ployee jusqu’ici; et on y'démontre quelques théorémes
nouveaux sur Ja rotation:d’un corps solide ou d’un sys-
téme de corps, lorsqu’elle dépend d’une impulsion pri-
mitive. La quatrléme Section est A peu_de chose pres
laméme que dans'la premiére édition ; mais la ci nquié¢me
Section est entierement nouvelle; elle renferme lathéorie
de la variation des constantes arblta aires, qui a fait 'objet
de trois Mémoires 1mpr1més parmi ceux de la premiére
Classe de I'Institut; pour lannée 1808, mais présentée
d’une maniére plus snnple et comme une méthode géné-
rale d’approximation pour tous les problemes de méca-
mque ouil ya des fmces perturbatrices peu con31de-
rables par 1app0rt aux forces principales.

Nous observerons ici, pour donner & cette théorie
toute I'étendue dont elle  est susceptible, que la fonc-
tion ¥, qui dépend des forces principales;ne peut étre
qu'une fonction exacte des seules variables indépen-
dantes¢, 4, 0, etc., et du temps ¢, mais qu’il n’est pas né-
cessaire que la fonction désignée par Q, et qui dépend
'des- forces perturbatrices, soit aussi de la méme nature.

Quelles que soient ces forees, si on les ‘décompose , pour
chaque corps m du systéme, en trois X, Y, Z | suivant
les coordonnées x, ¥, %, et tendantes & les augmenter, il
n’y aura qu’a réduire ces coordonnées en fonctions des
variables /indépendantes £, ¥, ¢, etc., et on pourra

substituer A la place des différences partielles '3;%, ﬁ%, efc.



vj AVERTISSEMENT.
les sommes respectives

Sm (Xd;—l- Ydy+Z ) Sm(Xd"’ +deL etc.
et par conséquent & la place de aA.Q, la quantité
Sm{(XAZ 4 Ybdy 4+ ZAx),

ou la caractéristique A se rapporte aux constantesarbi-

traires; de sorte qu'on pourra changer <~ 92 en
Sm (de -k Ydy —I-Zdz)

et ainsi des‘autres différences partielles’ ‘dé a. De cette
maniére , la méthode sera applicable 4 des forces per-
tarbatrices représentées par des variables quelconques.

Enfin la sixieme Section ,” qui est la" derniére’ de ce
volume, et qui‘ répond au paragraphe premler de la
cinqui¢me Section de l'édition précédente, est aug-
mentée 'de différentes remarques, et surtout de la so-
lution de quelques problémes sur les oscillations tréds-
petites des corps; elle est terminée par la ‘théoric des
cordes vibrantes, que j’avais donnée dans:le premier
volume des Mémoires de Turin, et qui est présentée
ici d’une maniére plus simple et & I’abri des objections
que d’Alembert avait faites contre cette théorle dans
le premier volume de ses Opuscules. '’

TABLE.
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PREMIERE PARTIE.
. LA STATIQUE.
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SECTION PREMIERE.
Sur les d.g’)j"-éréns Principes de la Statique,

LA Statique est la science de I'équilibre des forces. On entend
en géncral par force ou puissance la cause, quelle qu'elle soit, qui
imprime ou tend & imprimer du mouvement au corps auquel on
la ‘suppose appliquée; et cest aussi par la quantité du mouvement
Imprimé, ou prét & imprimer, que la force ou puissance doit s'es-
timer. Dans T'état d’équilibre la force na pas d’exercice actuel; elle
ne produit qu’une simple tendance au mouvement; mais on doit
toujours la mesurer par Peffet quelle produirait si elle n’était pas
arrétée. En prenant une force quelconque, ou son effet pour I'unité,
I'expression de touteautre force n’est plus qu’un rapport, une quantité
mathématique qui peut éire représentée par des nombres ou des

lignes; c’est sous ce point de vue que Pon doit considérer les forces
dans la Mécanique.

Mec. anal. Tome zs 3
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Léquilibre résulte de la destruction de plusieurs forces qui se
combattent et qui andantissent réciproquement Taction qu'elles
exercent les unes sur les autres; et le but de la Statique est de
donner les lois suivant lesquelles cette destruction s’opére. Ces lois
sont fondées sur des principes généraux qu'on peut réduire a trois;
celui du Zevier, celui de la composition des forces, et celui des vi-

tesses virtuelles,

1. Archiméde, le seul parmi les Anciens qui nous ait Jaissé une
théorie de I'équilibre, dans ses deux Livres de Aiquiponderan-
tibus, ou de Planorum equilibriis, est Pauteur du principe du le-
vier, lequel consiste, comme le savent tous les mécaniciens , en
ce que si un levier droit est chargé de deux poids quelconques placés
de part et d’autre du point d’appui,a des distances de ce pointré-
ciproquement proportionnelles aux mémes poids, ce levier sera en
équilibre, et son appui sera chargé de la somme des deux poids.
Archiméde prend ce principe, dans le cas des poids égaux placés
A des distances égales du point d’appui, pour un axiome de Méca-
nique évident de soi-méme, ou du moins pour un principe d’expé-
rience; et il raméne 4 ce cas simple et primitif celui des poids
inégaux, en -imaginant ces poids lorsqu’ils sont commensurables ,
divisés en plusieurs parties toutes égales entre elles, et ‘en suppo-
sant que les parties de chaque poids soient séparces et transportées
de part et d’autre sur le méme levier, & des distances égales, en-
sorte que le levier se trouve chargé de plusieurs petits poids ¢gaux
et placés a distances égales autour du point d’appui. Ensuite il dé-
montrelavérité du méme theoréme pour les poids incommensurables,
a laide de la méthode ‘d’exhaustion, en faisant voir quil ne saurait
y avoir équilibre entre ces poids, & moins qu’ils. ne soient en rai-
son inverse de leurs distances au point d’appui. :

- Quelques auteurs medernes, comme Stevin dans sa Statique , et
Galilée dans ses Dialogues sur le mouvement, ont rendula démons-
tration d’Archiméde plus simple, en supposant que les poids atta-
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chés au levier soient deux parallélépipédes horizontaux pendus par
leur milieu, et dont les largeurs et les hauteurs soient égales, mais
dont les longueurs soient doubles des bras de levier qui leur
répondent inversement. Car de celle manitre les deux paral-
1¢lépipedes sont en raison inverse de leurs bras de levier, et
en méme temps ils se trouvent placés hout-a-bout, ensorte qu’ils
w'en forment plus qu'un seul dont le point du milieu répond pré-
cisément au point d’appui du levier. Archiméde avait déja employé
une considération semblable pour déterminer le centre de gravité
d’une grandeur composée de deux surfaces paraboliques, dans la
premiére proposition du second Livre de PEquilibre des plans.

D’autres auteurs, au contraire, ont cru trouver des défauts dans
la’ démonstration d’Archiméde, et ils Pont tournée de différentes
fagons, pour la rendre plus rigoureuse; mais il faut convenir qu'en
altérant la simplicité de cette démonstration, ils n’y ont presque
rien ajouté du coté de lexactitude.

Cependant parmi ceux qui ont cherché & suppléer A la démons-
tration d’Archiméde, sur Péquilibre du levier, on doit distinguer
Huyghens, dont on a un petit éerit intitulé Démonstratio equili-
brii bilancis, et imprimé en 1693, dans le Recueil des anciens
Mémoires de Académie des Sciences.

Huyghens observe qu’Archiméde suppose tacitement que si plu-
sieurs poids égaux sont appliqués & un levier horizontal, a distances
égales les uns des autres, ils exercent la méme force pour incliner
le levier, soit qu'ils se trouvent tous du méme cdté du point d’appui,
soit qu'ils soient les uns d’un coté et les autres de Pautre coté du
point d’appui; et pour éviter cette supposition précaire, au lieu
de distribuer, comme Archiméde, les parties aliquotes des deux poids
commensurables sur le méme levier, de part et d’autre des points
ou les poids entiers sont censés appliqués , il les distribue de la méme
maniére, mais sur deux autres leviers horizontaux et placés per-
pendiculairement aux extrémités du levier principal, en forme
de T; de cette maniére,, on a un plan horizontal chargé de plu-



4 MECANIQUE ANALYTIQUE.
sieurs poids égaux, et qui est évidemment en équilibre sur la ligne
du premier levier, parce que les poids se trouvent distribués ¢ga-
lement et symétriquement des deux cotés de cette ligne; mais
Huyghens démontre que ce plan est aussi en équilibre sur une
droite inclinée a celle-la, et passant par le point qui divise le levier
primitif en parties réciproquement proportionnelles aux poids dont
il est supposé chargé, parce qu’il fait voir que les petits poids  se
trouvent aussi placés & distances égales de part et d’autre de la
méme droite : d’ou il conclut que le plan, et par conséquent le levier
proposé doit étre en équilibre sur le méme point.

Cette démonstration est ingénieuse, mais elle ne supplée pas en-
ticrement a ce qu'on peut en eflet desirer dans celle d’Archiméde.

2. L’équilibre d’un levier droit et horizental, dont les extrémités
sont chargées de poids égaux, et dontle point d’appui est au mi-
lieu du levier, est une vérité évidente par elle-méme, parce qu’il
wy a pas de raison pour que Pun des poids emporte sur lautre ,
tout étant égal de part et d’autre du point d’appui. Il n’en est pas
de méme de la supposition que la charge de Pappui soit égale a la
somme des deux poids. Il parait que tous les mécaniciens lont
prise comme un résultat de Pexpérience journaliére, qui apprend
que le poids d’un corps ne dépend que de sa masse lotale, et
nullement de sa figure (*). On peut néanmoins déduire cette vérité
de la premicre, en considérant, comme Huyghens, 'équilibre dun
plan sur une ligne.

Pour cela, il 0’y a qu’a imaginer un plan triangulaire chargé de
deux poids égaux aux deux extrémités de sa base, et d’'un poids

(*) D’Alembert est, je crois, le premier qui ait cherché a démontrer cette
proposition; mais ladémonstration qu'il en a donnée dans les Mémoires de I'Acadé-
mie des Sciences de 1769, n’est pas entiérement satisfaisante. Celle que M. Fourier a
donnée depuis dans le cinquitme cahier du Journal de I'Ecole Polytechnique ,
est rigourense et trés-ingénieuse; mais elle n’est pas tirée de la nature du levier)
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double & 'son sommet, Ce plan sera évidemment en équilibre,, ¢lant
appuy€¢ sur une ligne droite ou axe fixe, qui passe par le milieu
des deux cotés du triangle; car on peut regarder chacun de ces
colés comme un levier chargé dans ses deux extrémités de deux
poids égaux, et qui a son point:d’appui sur I'axe qui passe par son
milieu. Maintenant on peut enyisager cet équilibre d’'une aulre ma-
niére, en regardant la base méme: du triangle comme un levier
dont les extrémités sont chargées de deux poids ¢gaux; et en
imaginant un' levier transversal qui joigne le sommet du triangle
et le milieu de sa base en forme de T, et dont une des extrémités
soit chargde du poids double placé au sommel, et lautre serve de point
d’appui au levier qui forme la base. Il est évident que ce dernier
leyier sera en équilibre sur le levier transversal qui le soutient dans
son milieu, et que celui-ci sera par conséquent en équilibre sur
Yaxe sur lequel le plan est déja en équilibre. Or comme Paxe passe
par le milieu des deux cotés du triangle, il passera aussi nécessai-
rement par le milieu de la droite menée du sommet du triangle
au milieu de sa base; donc le levier transyersal aura son point.
d’appui dans le point de milieu, et devra par conséquent étre chargé
¢également aux deux bouts. Donc la charge -que supporte le point
d’appui du levier qui fait la base du triangle, et qui est chargé a
ses deux extrémités de poids égaux, sera égale au poids double du
sommet, et par conséquent égale & la somme des deux poids.

Si, au lieu d’un triangle, on considérait un trapéze chargé a
Ses quatre angles de quatre poids égaux, on trouverait de la méme
manicre, que les deux leviers de longueurs inégales, formant les
cotés paralleles du trapéze, exercent sur leurs points d’appui des
forces ¢gales.

3. Cette proposition une fois établie, il est clair qu'on peut , ainsi
quwArchiméde le fait, substituer & un poids en équilibre sur un
levier, deux poids égaux chacun a la moitié de ce poids, et placés
sur le ‘méme levier, a distances égales de part et dautre du point
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ou le poids est attaché. Car Taction de ce poids est la méme que
celle d’un levier suspendu par son milieu au méme point, et chargé
a ses deux bouts, de deux poids égaux chacun a la moitié du méme’
poids, et il est évident que rien wempéche dapprocher ce dernier
levier du premier, de maniére qu’il en fasse partie; ou bien, ce
qui est peut-étre plus rigoureux, il n'y a qu'a regarder ce dernier
levier comme étant tenu en équilibre par une force appliquée a
son point de milieu, dirigée de bas en haut et égale au poids dont
les deax moitiés sont censées appliquées a ses extrémités; alors en
appliquant ce levier en équilibre, surt le premier levier qui est sup-
posé en équilibre sur son point d’appui, Péquilibre total subsistera
toujours, et si I'application se fait de maniére que le milien du se-
cond levier coincide avec I'extrémité d’un des bras du premlcr levier, '
la force qui soutient le second levier pourra étre censée appliquée
au poids méme dont ce bras est chargé, et qui, étant soutenu, w'aura
plus d’action sur le levier, mais se trouvera ainsi remplacé par deux
poids égaux chacun i sa moitié et placé de part et d’autre de ce poids
sur le premier levier prolongé. Cette superposition d’équilibres est
en Mécanique un principe aussi fécond que Pest en Géométrie la
superposition des figures.

4. On peut donc regarder Péquilibre d’un levier droit et hori-
zontal chargé de deux poids en raison inverse de leurs distances au
point dappui du levier, comme une vérité rigoureusement démon-
trée; et par le principe de la superposition,- il est facile de 'étendre
a un levier angulaire quelconque, dont le point d’appui serait dans
Pangle, et dont les bras seraient tirés en sens contraire par des
forces perpendiculaires a leurs directions. En effet, il est évident
quun levier angulaire & bras égaux, et mobile autour du sommet
de Pangle, sera tenu en équilibre par deux forces égales appliquées
perpendiculaivement aux extrémites des deux bras, et tendantes a
les faire tourner en sens contraire. Si donc on a un levier droit
en ¢quilibre, dont 'un des bras soit égal a ceux du levier angulaire,
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ct soit chargé & son extrémit¢ d’un poids équivalent a chacune des
puissances appliquées au levier angulaire , 'autre bras étant chargé
du poids nécessaire pour I'équilibre; et qu'on superpose ces leviers
de maniére que le sommet de Pangle de I'un tombe sun le point
dappui de Pautre , et que les bras égaux de Pun et de Pautre coin-
cident et n’en forment plus qu’un: la puissance appliquée au bras
du levier angulaire soutiendra le poids suspendu au bras égal du
levier droit, de manicre gu'on powrra faire abstraction de Pun'et de
Pautre, et supposer le bras formé de la réunion de ces deux-cianéanti.
L’équilibre subsistera donc encore entre les deux autres bras for-
mant un levier angulaire tiré a ses extrémités par des forces per-
-pendiculaires ; et en raison inverse de la longueur des bras comme
dans le levier droit. 0 yasts ol Twe 3

Or une force peut étre censée apphquce a tel pomt que Ton veut
de sa direction. Donc deux forces , appliquées a des points quel-
conques d’'un plan vetenu par un point fixe, et dirigées comme on
voudra dans ce plan, sont en équilibre lorsquielles sont entre elles
en raison inverse des pespendiculaires abaissées de ce point sur
leurs: directions ; car on peut regarder ces perpendiculaires. comime
formant un levier angulaire dont le point d’appui est le point' fixe
du plan : cest ce quon appelle maintenant le principe: des momens ,
en, entendant par moment le produit d’une force et le "bras' du
levier par dequel elle-agiti - 110 s om0 es f 54

Ce principe général, suﬂit pour. resoudrc tous. Ies problémes
de la Statique. La considération du treuil Yavait fait apercevoir
dés les premiers pas que Pon a faits aprés Archiméde, dans la
théorie \des machines simples, comme on le voit par louvrage du
Guide Ubaldi , intitwlé Mecanicorum liber, qui a paru a Pesaro,
en 1577 ;5 mais cet_autéur n’a pas: su Vappliquer au plan incliné,
ni aux autres machines qui-en dépendent , comme le coin et la vis
dont il w’a donné qu’une théoric peu exacte.

5.Le rapport de la puissance au poids sur un plan incliné a été
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Jdong-temps un' probléme parmi les Mécaniciens modernes. Stevin
Ta résolu ' le premier ; mais sa solution est fondée sur une consi-
dération indirecte et indépendante de la théorie du levier.
Stevinrconsidére un triangle solide posé sur sa base horizontale,
ensorte que ses deux cotés forment deux plans inclinés ; et il imagine
quun chapelet formé de plusieurs poids égaux, enfilés a des dis-
tances égales; ou plutét une chaine d’égale grosseur soit placée sur
les deux cotés de ce triangle, de manicre que toute la partie supé-
rieure se trouve appliquée dux deux cotés du triangle, et que Ta
partic inférieure pende librement au-dessous de la base , comme si
elle était attachée aux deux extrémités de cette base.
+1Or Stevin remarque qu’en supposant que la chaine puisse glisser
librement sur le triangle, elle doit cependant demeurer en repos ;
car si élle commengait & glisser d’elle-méme dans un sens, elle
devrait continuer a-glisser toujours, puisque la méme cause de
mouvement subsisterail, la chalne se trouvant, & cause de 'uniformité
dél ses parties; placée toujours de la méme maniére sur le triangle,
d'ou’ résulterait un mouvement ‘perpétuel, ce qui est absurde.
Ilvy a donc nécessairement équilibre entre toutes les parties de
la chiaine; or on peut regarder la portion qui pend au-dessous de
la base, comme étant déja en équilibre d’ellemémeydone il faut que
Peffort de tous les poids appuyés sur I'un des cotés, contrebalance
Ueffort des poids appuyés sur lautre coté; mais la somme des uns
est a'la somme des autres; dans le méme rapport que les longtetrs
des cotés sur lesquels ils sont appuyés. Donc il faudra toujours la
méme puissance pour soutenir un ou plusieurs poids placés sur un
plan incliné, lorsque le poids total sera proportionnel a la longueur
du plan, en supposant la hauteur la méme ; mais quand le plan est
vertical, la puissance est égale au poids; donc , ‘dans  tout plan in-
cliné, la puissance ‘est au poids comme la- hauteur du plan & sa
longueur. _ R ot :
Jai rapporté cette démonstration de Stevin, parce qu'clle est
irésvingénieuse , et qu'elle est d’ailleurs peu connue. Au reste, Stevin
déduit
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déduit de cette théorie celle de Iéquilibre entre trois puissances qui
agissent sur un mé¢me point, et il trouve que cet équilibre a liew
lorsque les puissances sont paralléles et proportionnelles aux trois
cotés d'un triangle rectiligne quelconque. Voyez les Elémens de
Statique et les Additions a la Statique de cet auteur, dans les
Hypomnemata Mathematica , imprimés a Leyde, en 1605, et dans
les Ouvres de Stevin, traduites en frangais, et imprimées en 1634,
par les Elzevirs. Mais on doit observer que ce théoréme fondamental
de la Statique, quoiqu’il soit communément attribué a Stevin, n'a
cependant, été démontré par cet auteur, que dans le cas ou
les directions de deux des puissances font entre elles un angle
droit. '

Stevin remarque avec raison quun poids appuyé sur un plan
incliné et retenu par une puissance paralléle au plan, est dans le
méme cas que s’il était soutenu par deux fils, I'un perpendiculaire
et Tautre paralléle au plan; et par sa théorie du plan incliné, il
trouve que le rapport du poids a la puissance paralléle au plan ,
est comme hypoténuse a la base d’un triangle rectangle formé sur
le plan par'deux droites, P'une verticale et lautre perpendiculaire
au plan. Stevin se contente ensuite d’étendre cette proportion au
cas ou le fil qui retient le poids sur le plan incliné serait aussi
incliné a ce plan, en construisant un triangle analogue avec les
mémes lignes, Pune yerticale , Pautre perpendiculaire au plan, et en
prenant la base dans la direction du fil; mais il faudrait pour cela
quil etit démontré que la méme proportion a lieu dans Péquilibre
d’un poids soutenu sur un plan incliné par une puissance oblique
au plan, ce qui ne peut pas se déduire de la considération de la
chaine imaginée par Stevin,

6. Dans les Mécanigues de Galilée, publiées d’abord en francais
par le pére Mersenne en 1654 , Péquilibre sur un plan incliné est
véduit & celui d'un levier angulaire & deux bras égaux, dont I'un
st supposé perpendiculaire au plan, et chargé du poids appuyé

Mée. anal. Tome I, : 4
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sur le plan, et dont Pautre est horizontal et chargé d’'un poids équi-
valant & la puissance nécessaire pour retenir le poids sur le plan;
cet équilibre est ensuite réduit & celui d’un levier droit et horizon-
tal, en regardant le poids attaché au bras incliné, comme suspendu
a un bras horizontal formant un levier droit avec le bras horizontal
du levier angulaire. Ainsi le poids est a la puissance qui le soutient
sur le plan incliné, en raison inverse de ces deux bras du levier
droit, et il est facile de prouver que ces bras sont entre eux comme

la hauteur du plan a sa longueur.

On peut dire que c’est la la premiére démonstration directe quon
ait eue de Péquilibre sur un plan incliné. Galilée s’en est servi de-
puis pour démontrer rigoureusement égalité des vitesses acquises par
les corps pesans, en descendant d’une méme hauteur sur des plans
diversement inclinés, égalité qu’il s’était contenté de supposer dans
Ia premiére édition de ses Dialogues.

1l eit éé facile & Galilée de résoudre aussi le cas ot la* puis-
sance qui retient le poids a une direction oblique au plan; mais
ce nouveau pas n’a été fait que quelque temps aprés, par Roberval ,
dans un Traité de Mccanique imprimé en 1636, dans 'Harmonie
universelle de Mersenne.

7. Roberval regarde aussi le poids appuyé sur le plan incliné
comme attaché au bras d’un levier perpendiculaire au plan, et il
considére la puissance comme une force appliquée au méme bras,
suivant une direction donnée; il a ainsi un levier a un seul bras,
dont une extrémité est fixe, et dont Pautre exirémité est tirée par
deux forces, celle du poids et celle de la puissance qui le retient;
il substitue ensuite a ce levier un levier angulaire a deux bras per—
pendiculaires aux directions des deux forces et ayant le méme point
fixe pour point d’appui, et il suppose les deux forces appliquées aux
bras de ce levier suivant leurs propres directions, ce qui lui donne
pour Iéquilibre le rapport du poids a la puissance, en raison inverse
des deux bras du levier angulaire, clest-a-dire des perpendiculaires
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menées du point fixe sur les directions du poids et de la puissance.
De la Roberval déduit Iéquilibre d’un poids soutenu par deux
cordes qui font entre elles un angle quelconque, en substituant au
levier perpendiculaire au plan une corde attachée au point d’appui
du levier, et a la puissance une autre corde tirée par une force
dans la direction de cette puissance; et par différentes constructions
et analogies un peu compliquées, il parvient & cette conclusion, que
si de quelque point pris dans la verticale du poids, on méne une
paralléle & I'une des cordes, jusqu’a la rencontre de Yautre corde,
le triangle formé ainsi aura ses cotés proportionnels au poids et aux
puissances qui agissent dans la direction des mémes cétés, ce qui
est, comme Yon voit, le théoréme donné par Stevin.

Jai cru devoir faire mention de cette démonstration de Roberval,
non-seulement parce que c’est la premiére démonstration rigou-
reuse qu'on ait eue du théoréme de Stevin, mais encore parce qu'elle
est restée dans Poubli dans un Traité ’Harmonie assez rare aujour-
<’hui, ot personne ne s'avise de la chercher. Au reste, je ne suis
entré dans ce détail sur ce qui regarde la théorie du levier, que
pour faire plaisir & ceux qui aiment 4 suivre la marche de Pesprit
dans les sciences, et a connaitre les routes que les inventeurs ont
enues, et les routes plus directes qu'ils auraient pu tenir.

8. Les Traités de Statique qui ont paru aprés celui de Roberval,
jusqua Pépoque de la découverte de la composition des forces ,

wont rien ajouté a cette partie de la Mécanique; on n’y trouve que
les propriétés déja connues du levier et du plan incliné et leur ap-
pllcatmn aux autres machines simples ; encore y en a-t-il quelques-uns
qui renferment des théories peu exactes, comme celui de Lami sur
l’cqmllbre des solides, ou il donne une proportion fausse du poids
a la puissance qui le retient sur un plan incliné. Je ne parle pas
ici de Descartes, de Torricelli et de Wallis, parce qu ’ils ont adopté
pour P'équilibre un principe qui se rapporte a celui des vitesses vir-
tuelles, et dont ils n’avaient pas la démonstration.
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9. Le second principe fondamental de la Statique est celui de la
composition des forces. Il est fondé sur cette supposition, que si
deux forces agissent a la fois sur un corps suivant différentes di-
rections , ces forces équivalent alors a une force unique, capable
dimprimer au corps le méme mouvement que lui donmeraient les
deux forces agissant séparément. Or un corps quon fait mouvoir
uniformément suivant deux directions différentes a la fois, parcourt
nécessairement la diagonale du parallélogramme dont il etit parcouru
séparément les ctés en vertu de chacun des deux mouvemens. Dot
Pon conclut que deux puissances quelconques qui agissent ensemble
sur un méme corps, sont équivalentes & une seule représentée dans
sa quantité et sa direction, par la diagonale du parallélogramme
dont les cotés représentent en particulier les quantités et les direc-
tions des deux puissances données. C’est en quoi consiste le prin-
cipe qu’on nomme la composition des forces.

Ce principe suffit seul pour déterminer les lois de Péquilibre dans
tous les cas; car en composant ainsi successivement toutes les forces
deux a deux, on doit parvenir & une force unique qui sera équi-
valente & toutes ces forces, et qui par conséquent devra étre nulle
dans le cas déquilibre , 8’il ”’y a dans le systéme aucun point fixe;
mais s'il y en a un, il faudra que la direction de cette force unique
passe par le point fixe. C’est ce qu’on peut voir dans tous les livres
de Statique, et particuliérement dans la nouvelle Mécanique = de
Varignon ; ou la théerie des machines est déduite uniquement du
principe dont nous venons de parler,

Il est évident que le théoréme de Stevin sur I'équilibre de trois
forces paralléles et proportionnelles aux trois cotés d’un triangle
quelconque, est une conséquence immédiate et nécessaire du prin~
cipe de la composition des forces, ou plutét qu’il n’est que ce
méme principe présenté sous une autre forme. Mais celui-ci a
Pavantage d’étre fondé sur des notions simplés et maturelles, au
lien que le théoréme de Stevin ne I'est que sur des considérations
indirectes. |
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10. Les Anciens ont connu la composition des mouvemens, comme
on le voit par quelques passages d’Aristote, dans ses Questions mé-
caniques; les géométres surtout 'ont employée pour la description
des courbes, comme Archiméde pour le spirale , Nicoméde pour la
concoide, etc.; et parmi les modernes, Roberval en a déduit une
méthode ingénieuse de tirer les tangentes aux courbes qui peuyent
étre censées décrites par deux mouvemens dont la loi est donnée ;
mais Galilée est le premier qui ait employ¢ la. considération du
mouvement composé dans la Mécanique, pour déterminer la courbe
décrite par un corps pesant, en vertu de 'action de la gravité et de
la force de projection,

Dans la seconde proposition de la quatricme Journée de ses Dia-.
logues , Galilée démontre quun corps mu avec deux vitesses uni-
formes, 'une horizontale, Pautre, verticale, doit prendre une vitesse
représentée par Ihypoténuse du triangle dont les cotés représentent
ces deux vitesses; mais il parait en méme temps que Galilée n’a pas
connu toute Vimportance de ce théoréme dans la théorie de I'équi-
libre; ¢ar'dans le Dialogue troisiéme, ou il traite du mouyement des
corps pesans sur des plans inclinés , au lieu d’emiployer le Principe
de la composition du mouvement pour déterminer directement la
gravité relative d’'un corps sur un plan incliné, il déduit plutét cette
détermination de la théorie de I'équilibre sur les plans inclinés,
d’aprés ce quil avait établi auparavant dans son Trailé della Scienza
Mecanica, dans lequel il rappelle le plan incliné au levier.

On trouve ensuite la théorie des mouvemens composés dans
les écrits de Descartes, de Roberval, de Mersenne, de Wallis, ec. :
mais jusqua lannée 1687, dans laquelle ont paru les Principes .
mathématiques de Newlon , et le. Projet de la nouvelle Mécanique
de Varignon, on mavait point pensé a substituer dans la composi-
tion, des mouvemens , les forces aux mouyemens qu'elles peuvent
produire , et a déterminer la force composée résultante de deux
Jorces données, comme on détermine le mouvement composé de
deux mouvemens rectilignes: et unifoxmes donnés,
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Dans le second corollaire de la troisicme loi du mouvement,
Newton montre en peu de mots comment les lois. de I'équilibre se
déduisent facilement de la composition et décomposition des forces,
en prenant la diagonale d’un parallélogramme pour la force compo-
sée de deux forces représentées par ses cotés; mais cet objet est
traité plus en détail dans Pouvrage de Varignon; et la Nouvelle Méca-
nique qui a paru aprés sa mort, en 1725, renferme une théorie com-
pléte sur Péquilibre des forces dans les différentes machines, déduite de
la seule considération de la composition ou décomposition des forces.

11. Le principe de la composition des forces donne tout de suite
-les conditions de I'équilibre entre trois puissances qui agissent sur
un point, quon wavait pu déduire de I'équilibre du levier que par
une suite de raisonnemens. Mais d’un autre coté, lorsqu'on veut,
par ce principe, trouver les conditions de Iéquilibre entre deux
puissances paralléles appliquées aux extrémités d’'un levier droit, on
est obligé d’employer des considérations indirectes, en substituant
un levier angulaire au levier droit, comme Newton et d’Alembert
Pont fait, ou en ajoutant deux forces étrangéres qui se détruisent
mutuellement, mais qui étant composees avec les puissances don-
nées, rendent leurs directions concurrentes , ou enfin en imaginant
que les directions des puissances prolongées concourent a Pinfini,
et en prouvant que la puissance composée doit passer par le point
d’appui; c’est la maniére dont s’y est pris Varignon dans sa M¢-
canique, Ainsi, quoique a la rigueur les deux principes du levier
et de la composition des forces conduisent toujours aux mémes
résultats , il est remarquable que le cas le plus simple pour I'un de
ces principes , devient le plus compliqué pour autre.

13. Mais on peut établiv une liaison immédiate entre ces deux
principes , par le théoréme que Varignon a donné dans sa nouvelle
Mécanique ( section I, lemme XVI.), et qui consiste en ce que si,
d’un point quelconque pris ‘dans le plan d'un parall€logramme, on
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abaisse des perpendiculaires sur la diagonale et sur les deux ctés
qui con:prennent cetle diagonale, le produit de la diagonale par sa
perpendiculaire est égal & la somme des produits des deux cétés par
leurs perpendiculaires respectives, si le point tombe hors du paral-
Iélogramme, ou & leur différence, s'il tombe dans le parallélogramme.
Varignon fait voir, par une construction trés-simple, qu'en formant
des triangles qui aient la diagonale et les deux cotés pour bases, et
le point donné pour sommet commun, le triangle formé surla dia-
gonale est, dans le premier cas, égal a la somme, et dans le se-
cond cas, a ladifférence des deux triangles formés sur les cotés; ce
qui est en soi-méme un beau théoréme de Géométrie, indépendam-
ment de son application & la Mécanique.

Ce théoréme aurait lieu également et la démonstration serait la
méme, si sur le prolongement de la diagonale et des cotés on
prenait partout ou 'on voudrait des parties égales a ces lignes ; de
sorte que comme toute puissance peut étre supposée appliquée a
un point quelconque de sa direction, on peut conclure en général
que deux puissances représentées en quantité et en direction par
deux droites placées dans un plan , ont une composée ou résultante
représentée en quantité et en direction par une droite placée dans le
méme plan, qui étant prolongée passe par le point de concours des
deux droites et qui soit telle, quayant pris dans ce plan un point
quelconque, et abaissé de ce point des perpendiculaires sur ces
trois droites prolongées, s’il est nécessaire, le produit de la résul-
tante par sa perpendiculaire soit égal & la somme ou & la différence
des produits respectifs des deux puissances composantes par leurs
perpendiculaires, selon que le point d’ou partent les trois perpen-
diculaires, sera pris au dehors ou au dedans des droites qui repré-
sentent les puissances composantes.

Lorsque ce point est supposé tomber sur la direction de la ré-
sultante , cette puissance n'entre plus dans Péquation, et Ton a
Pégalité entre les deux produits des composantes par leurs perpen-
diculaire65 c’est le cas de tout levier droit et angulaire, dont le point
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d’appui est le méme que le point dont il s’agit, parce qu’alors I'action
de la résultante est détruite par la résistance de Iappui.

Ce théoréme, di a Varignon, est le fondement de presque toutes
les Statiques modernes, ou il constitue le principe général appelé
des momens. Son grand avantage consiste en ce que la composition
ct la résolution des forces y sont réduites a des additions et des
soustractions ; de sorte que, quel que soit le nombre des puissances a
composer, on trouve facilement la puissance résultante, laquelle doit
¢tre nulle dans le cas d’équilibre. ]

13. J’ai rapporté 'époque de la découverte de Varignon a celle de
la publication de son projet , quoique dans PAvertissement qui est
a la téte de la Nouvelle Mécanique, onait avancé qu'il avait donné
deux ans auparavant , dans ' Histoire de la République des Lettres ,
un Mémoire sur les poulies & moufles, dans lequel il se servait des
mouvemens composés pour déterminer tout ce qui regarde cette
machine ; mais je dois observer que cet article manque d’exactitudes
Le Mémoire dont il s’agit sur les poulies , ne se trouve que dans
les Nouvelles de la République des Lettres du mois de mai 1687,
sous le titre de Nowvelle Démonstration générale de Pusage des
Poulies @ moufle. Lauteur y considére 'équilibre d’un poids sou-
tenu par une corde qui passe sur une poulie, et dont les deux parties
ne sont pas paralléles. Il 0’y fait point usage ni méme mention du
principe de la composition des forces, mais il emploie les théorémes
déja connus sur les poids soutenus par des cordes, et il cite les
Statiques de Pardis et de Dechales. Dans une seconde démonstration
il réduit la question au leyier, en regardant la droite qui joint les
deux points ou la corde abandonne la poulic, comme un levier
chargé du poids appliqué a la poulie, et dont les extrémités sont tirées
par les deux portions de la corde qui soutient la poulie.

Pour ne rien omettre de ce qui regarde histoire de la découverte
de la composition des forces, je dois dire un mot d’un petit €crit
publi¢ par Lami en 1687 , sous le titre de Nowvelle maniére de dé-

z mnontrer
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montrer les principaux Théorémes des élémens des Mécaniques:
Lauteur observe que si un corps est poussé par deux forces suivant
deux directions différentes, il suivra nécessairement une direction
moyenne , de sorte que si le'’chemin suivant cette direction lui était
fermé , il demeurerait en repos, et les deux forces se feraient équi-
libre. Or il détermine la direction moyenne par la composition des
deux mouvemens que le corps prendrait dans le premier instant
en vertu de chacune des deux forces, si elles agissaient séparément ,
ce qui lui donne la diagonale du parallélogramme dont les deux
cOlés seraient les espaces parcourus en méme temps par Paction
des deux forces, et par conséquent proportionnels aux forces. De 12
il tire tout de suite le théoréme que les deux forces sont entre elles
en raison réciproque des sinus des angles que leurs directions font
avec la direction moyenne que le corps prendrait il n’était pas
arrété ; et il en fait Papplication au plan incliné, et au levier lorsque
ses extrémités sont tirées par des puissances dont les directions font
un angle; mais pour le cas ol ces directions sont paralléles, il em-
ploie un raisonnement vague et peu concluant.

La conformit¢ du principe employé par Lami avec celui de
Varignon , avait fait dire a Pauteur de I'Histoire des Ouvrages des
Savans (avril 1688 ) , quil y avait apparence que le premier devait
au dernier la découverte de son principe. Lami Sest justifié de
cette imputation, dans une Lettre publiée dans le Journal des Sa~
vans, du 13 septembre 1688, & laquelle le journaliste a répondu, au
mois -de décembre de la méme année; mais cetie contestation a
laquelle Varignon n’a point pris part, n’a pas éLé plus loin, et I'écrit
de Lami parait étre tombé dans Poubli.

Au reste , la simplicité du principe de la composition des forces,
et la facilité de Pappliquer a.tous les problémes sur Péquilibre, I'ont
fait adopter des mécaniciens aussitt aprés sa découverte, et on
peut dire qu’il sert de base & presque tous les Traités de Statique
qui ont paru depuis.

Méc. anal. Tome I,
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14. On ne peut cependant s'empécher de reconnaitre que e prin-
cipe du levier a seul Pavantage d’étre fondé sur la nature de I'équi-
libre considéré en lui-méme, et comme un état indépendant du
mouvement ; dailleurs il y a une différence essentielle dans la
manicre d’estimer les puissances qui se font équilibre dans ces deux
principes ; de sorte que si 'on n’était pas parvenu a les lier par les
résultats, on aurait pu douter avec raison s'il était permis de substi~
tuer au principe fondamental du levier, celui qui résulte de la
considération étrangére des mouvemens composes.

En effet, dans I'équilibre du levier, les puissances sont des poids
ou pouvent étre regardés comme tels, et une puissance n’est censée
double ou triple d’une autre, quautant qu’elle est formée par la réu-
nion de deux ou trois puissances ¢gales chacune a Pautre puis-
sance ; mais la tendance a se mouvoir est supposée la méme dans
chaque puissance, quelle que soit son intensité ; au lieu que dans
le principe de la composition des forces, on estime la valeur des
forces par le degré de vitesse qu'elles communiqueraient au corps
auquel elles sont appliquées, si chacune était libre d’agir séparément ;
et cest peut-étre cette différence dans la maniére de concevoir les
forces, qui a empéché long-temps les mécaniciens d’employer les
lois connues de la composition des mouvemens dans la théorie
de Péquilibre, dont le cas le plus simple est celui de Iéquilibre des
corps pesans.

15. On a cherché depuis a rendre le principe de la composition
des forces indépendant de la considération du mouvement, et a
Iétablir uniquement sur des vérités évidentes par elles-mémes.
Daniel Bernoulli a donné le premier, dans les Commentaires de
I'Awadémie de Pétershourg, tome I, une démonstration trés-ingé-
nieuse du parallélogramme des forces , mais longue et compliquée,
que d’Alembert a ensuite rendue un peu plus simple dans le pre-
mier volume de ses Opuscules.
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Cette démonstration est fondée sur ces deux principes :

1°. Que si deux forces agissent sur un méme point dans des
directions différentes , elles ont pour résultante une force unique
qui divise en deux également Pangle compris entre leurs directions
lorsque les deux forces sont égales, et qui est égale a leur somme
lorsque cet angle est nul, ou & leur différence, lorsque I'angle est de
deux droits ; 2° que des équi-multiples des mémes forces , ou des
forces quelconques qui leur soient proportionnelles ont une résultante
equi-multiple de leur résultante ou proportionnelle a cette résultante,
les angles demeurant les mémes.

Ce second principe est évident en regardant les forces comme
des quantités qui peuvent s’ajouter et se soustraire.

A I'égard du premier , on le démontre en considérant le mouve-
ment qu'un corps poussé par deux forces qui ne se font pas équi-
libre , doit prendre, et qui étant nécessairement unique, peut étre
attribué a une force unique agissant sur lui dans la direction de
son mouvement. Ainsi on peut dire que ce principe n’est pas tout
a fait exempt de la considération du mouvement.

Quant ala direction de larésultante dans le cas de I'égalité des deux
forces , il est clair qu'il n’y a pas plus de raison pour qu’elle soit plus
inclinée a Pune qu’a lautre de ces deux forces, et que par conséquent
elle doit couper Pangle de leurs directions en deux parties égales.

On a ensuite traduit en analyse le fond de cette démonstration,
et on lui a donné différentes formes plus ou moins simples , en con-
sidérant la résultante comme fonction des forces composantes et de
Vangle compris entre leurs directions. Zoyez le second tome des
M¢langes de la Société de Turin, les Mémoires de Académie des
Sciences de 1769, le sixitme volume des Opuscules de d’Alem-
bert, ete. Mais il faut avouer quen séparant ainsi le principe de la
composition des forces de celui de la composition des mouvemens,
on lui fait perdre ses principaux avantages , 'évidence et la simpli-

Cité, et on le réduit & wétre qu'un résultat de constructions géo-
meétriques ou d’analyse.
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16. Je viens enfin au troisiéme principe , celui des vitesses vir<

tuelles. On doit entendre par vitesse virtuelle , celle qwun corps en
équilibre est disposé a recevoir, en cas que Péquilibre vienne a étre
rompu, c’est-a-dire,la vitesse que ce corps prendrait réellement
dans le premier instant de son mouvement; et le principe dont il
s’agit consiste en ce que des puissances sont en équilibre quand,
elles sont en raison inverse de leurs vitesses virtuclles, estimées
suivant les directions de ces puissances.

Pour peu qu'on examine les conditions de 'équilibre dans le levjer
et dans les autres machines, il est facile de reconnaitre cette loi ,

que le poids et la puissance sont toujours en raison inverse des
espaces que I'un et 'autre peuvent parcourir en méme temps; ce-
pendant il ne parait pas que les Anciens en aient eu connaissance.
Guido Ubaldi est peut-étre le premier quil'ait apergue dans le levier
ct dans les poulies mobiles ou moutfles. Galilée Ya reconnue ensuite
dans les plans inclinés et dans les machines qui en dépendent, et il
Ya regardée comme une propriété générale de I'équilibre des ma-
chines. Voyez son Traité de Mécanique et le scholie de la seconde
Proposition du troisiéme Dialogue, dans I'édition de Boulogne de 1655.

Galilée entend par moment d’un poids ou d’une puissance appli-
quée a une machine , Peffort, Paction, I'énergie, Vimpetus de cette
puissance pour mouvoir la machine , de maniére qu’il y ait équilibre
entre deux puissances , lorsque leurs momens pour mouvoir la ma-
chine en sens contraires sont égaux; et il fait voir que le moment
est toujours proportionnel a la puissance multipliée par la vitesse
virtuelle, dépendante de la manicre dont la puissance agit.

Cette notion des momens a aussi été adoptée par Wallis, dans
sa Mccanique publiée en 1669. L’auteur y pose le principe de I'éga-
lit¢ des momens pour fondement de la Statique, et il en déduit au
long la théorie de Péquilibre dans les principales machines.

Aujourd’hui on n’entend plus communément par moment, que
le produit d’une puissance par la distance de sa direction a un
point, ou & une ligne, ou a un plan, c’est-a-dire par le bras de
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levier par lequel elle agit ; mais il me semble que la notion du 720-
ment donnée par Galilée et par Wallis, est bien plus naturelle et plus
générale, et je ne vois pas pourquoi on P'a abandonnée pour y en
substituer une autre qui exprime seulementla valeur du moment dans
certains cas, comme dans le levier, etc.

Descartes a réduit pareillement toute la Statique a un principe
unique qui revient, pour le fond, a celui de Galilée, mais qui est pré-
sent¢ d’une maniére moins générale. Ce principe est, qu’il ne faut ni
- plus ni moins de force pour élever un poids & une certaine hauteur
quil en faudrait pour élever un poids plus pesant a une hauteur
d’autant moindre, ou un poids moindre a une hauteur d’autant plus
grande. (Poyez la Lettre 73 du tome I, publié en 1657, etle Traité de
Mécanique imprimé dans les Ouvrages posthumes.) D’oti il résulte
quil y aura équilibre entre deux poids, lorsqu’ils seront disposés de
manicre que les chemins perpendiculaires qu’ils peuvent parcourir
-ensemble, soient en raison réciproque des poids. Mais dans Papplica-
tion de ce principe aux différentes machines, ilne faut considérer que
les espaces parcourus dans le premier instant du mouvement, et qui
sont proportionnels aux vitesses virtuelles; autrement on naurait pas
les véritables lois de Péquilibre.

Au reste, soit qu'on regarde le principe des vitesses wirtuelles
‘comme une propriété générale de Iéquilibre, ainsi que I'a fait Galilée;
soit qu’on veuille le prendre avec Descartes et Wallis pour la vraie
cause de I'équilibre, il faut avouer qu'il a toute la simplicité qu’on
peut desirer dans un principe fondamental ; et nous verrons plus bas
combien ce principe est encore recommandable par sa généra-
lité.

Torricelli, fameux disciple de Galilée, est Pauteur d’un autre prin-
cipe, qui dépend aussi de celui des vitesses virtuelles; c’est que,
lorsque deux poids sont liés ensemble et placés de maniére que leur
centre de gravité ne puisse pas descendre, ils sont en équilibre dans
cette situation. Torricelli ne Papplique qu’au plan incliné, mais il est
facile de se convaincre quil n’a pas moins lieu dans les autres ma-
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chines. Zoyez son Trait¢ de motu gravium naturaliter descendens
tium , qui a paru en 1644

Le principe de Torricelli en a fait naitre un autre, dont quelques
auteurs ont fait usage pour résoudre avec plus de facilité différentes
questions de Statique. C'est celui-ci: que dans un systéme de corps
pesans en équilibre, le centre de gravité est le plus bas qu'il est pos-
sible. En effet, on sait par la théorie de maximis et minimis , que le
centre de gravité est le plus bas lorsque la différentielle de sa des-
cente est nulle, ou, ce qui revient au méme, lorsque ce centre ne

monte ni ne descend, tandis que le systéme change infiniment peu
de place.

17. Le principe des vitesses virtuelles peut étre rendu trés-général,
de cette maniére : ¢ i

8i un systéme quelconque de tant de corps ou points que on veut,
tirés chacunpar des puissances quelconques , est en équilibre , et gu’on
donne d. ce systéme un petit mouvement quelconque , en vertu duquel
chagque point parcoure un espace infiniment petit qui exprimera sa
vitesse virtuelle, la somme des puissances multiplides chacune par
Pespace que le point ot elle est appliquée, parcourt suivant la direc-
tion, de celte méme puissance, sera toujours égale @ zéro, en regar-
dant. comme positifs les petits espaces parcourus dans le sens des
puissances , et comme négatifs les espaces parcourus dans un sens
opposé. '

Jean Bernoulli est le premier, que je sache, qui ait apergu cette
grande généralité du principe des vitesses virtuelles, et son utilité
pour résoudre les problemes de Statique. Cest'ce qu'on voit dans
une de ses Lettres a Varignon, datée de 1717, que ce dernier a
placée & la téte de la section neuviéme de sa nouvelle Mécanique,
section employée toute enti¢re & montrer par différentes applications
la vérité et Pusage du principe dont il sagit.

Ce méme principe a donné liew ensuite a celui que Maupertuis a
propos¢ dans les Mémoires de I'Académie des Sciences de Paris pour
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Pannée 1740, sous le nom de Loi de repos, et qUEuler a développé
davantage et rendu plus général dans les Mémoires de I'Académie de
Berlin pour Pannée 1751. Enfin c’est encore le méme principe qui
sert de base & celui que Courtivron a donné dans les Mémoires de
PAcadémie des Sciences de Paris pour 1748 et 174qg. )
Et en général je crois pouvoir avancer que tous les principes
généraux qu’on pourrait peut-étre encore découvrir dans la science
de P'équilibre , ne seront que le méme principe des vitesses virtuelles,

envisagé différemment, et dont ils ne différeront que dans Tex-
pression.

Mais ce principe est non-seulement en lui-méme trés-simple
-6l trés-général ; il a de plus Pavantage précieux et unique de pou-
voir se traduire en une formule générale qui renferme tous les pro-
blémes qu’on peut proposer sur Iéquilibre des corps. Nous exposerons
cette formule dans toute son étendue; nous tacherons méme de la
présenter d’une maniére encore plus générale qu'on ne 'a fait jus-
qu’a présent, et d’en donner des applications nouvelles.

18. Quant a la nature du principe des vitesses virtuelles, il faut
convenir qu'il n’est pas assez évident par lui-méme pour pouvoir
étre érigé en principe primitif; mais on peut le regarder comme I'ex-
pression générale des lois de P'équilibre, déduites des deux principes
que nous venons d’exposer. Aussi dans les démonstrations qu'on a

. données de ce principe, on Pa toujours fait dépendre de ceux-ci, par
des moyens plus ou moins directs. Mais il y a en Statique un autre
principe général et indépendant du levier et de la composition des
forces , quoique les mécaniciens I'y rapportent communément
lequel parait étre le fondement naturel du principe des vitesses vir-
tuelles; on peut lappeler le principe des poulies. '

Si plusieurs poulies sont jointes ensemble sur une méme chape,
on appelle cet assemblage polispaste, ou moufle, et la combinaison
de deux moufles, Pune fixe et Pautre mobile, embrassées par une
méme corde dont I'une des extrémités est fixement attachée, et
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lautre est tirée par une puissance, forme une machine dans laquelle
la puissance est au poids porté par la moufle mobile, comme 'unité
est aunombre des cordons qui aboutissent a cette moufle, en les sup=
posant tous paralléles et faisant abstraction du frottement et de la
roideur de la corde; car il est évident qu'a cause de la tension uni-
forme de la corde dans toute sa longueur, le poids est soutenu par
autant de puissances égales a celle qui tend la corde, quil y a de
cordons qui soutiennent la moufle mobile, puisque ces cordons sont
paralléles et qu’ils peuvent méme étre regardés comme n’en faisant
qu'un, en diminuant si Pon veut a linfini le diamétre des poulies.

En multipliant ainsi les moufles fixes et mobiles, et les faisant
toutes embrasser par la méme corde, au moyen-de différentes pou-.
lies fixes de renvoi, la méme puissance appliquée a son extrémité
mobile pourra soutenir autant de poids qu’il y a de moufles mobiles,
et dont chacun sera & cette puissance, comme le nombre des cordons
de la moufle qui le soutient est a l'unité.

Substituons, pour plus. de simplicité, un poids & la place de la
puissance , apres avoir fait passer sur une poulie fixe le dernier cor-
don qui soutient ce poids, que nous prendrons pour Punilé ; et ima-
ginons que les différentes moufles mobiles, au lieu de soutenir des
poids , soient attachées a des corps regardés comme des points et
disposés_entre eux ensorte qu’ils forment un systéme quelconque
donné. De cette maniére, le méme poids produira, par le moyen de la
corde qui embrasse toutes les moufles, différentes puissances qui agi-
ront sur les différens points du systéme, suivant la direction des
cordons qui aboutissent aux moufles attachées a ces points, et qui
seront au poids comme le nombre des cordons est a I'unité; ensorte
que ces puissances seront représentées elles-mémes par le nombre
des cordons qui concourent a les produire par leur tension.

Or il est évident que, pour que le systéme tiré par ces différentes
puissances demeure en équilibre, il faut que le poids ne puisse pas
descendre par un déplacement quelconque infiniment petit des points
du systeme; car le poids tendant toujours a descendre, 8'il y a un

déplacement
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déplacement du systéme qui lui permette de descendre, il descen-
dra nécessairement et produira ce déplacement dans le systéme.

Désignons par a, 3, 3, etc. les espaces infiniment petit‘s que (o
déplacement ferait parcourir aux différens points du systeme sui-
vant la direction des puissances qui les tirent, et par P, Q, R, elc.
le nombre des cordons des moufles appliquées a ces points, pour
produire ces mémes puissances j il est visible que les espaces «,
B, ¥, etc. seraient aussi ceux par lesquels les moufles mobiles se
rapprocheraient des moutfles fixes qui leur “Tépondent, et que ces
rapprochemens diminueraient la longueur de la corde qui les em~
brasse , des -quantités Pa, QB, Ry, etc; de sorte qua cause de
la: longueur invariable de la corde, le poids descendrait par 'espace
Pa - QB+ Ry ~ete. Donc il faudra, pour Péquilibre des puis-
sances représentées par les nombres P, Q, R, etc., que lon ait
Péquation

Pao -+ QB + Ry + elc. =o,
ce qui est Pexpression analytique du’ principe général des vitesses
virtuelles.

19. Si la quantité Pa - QB -~ Ry -+ ectc., au lieu d’étre nulle,
était négative, il semble que “cette condition suffirait pour éta-
blir Péquilibre, parce quil est impossible que le poids monte de
lui-méme ; mais il faut considérer que quelle que puisse étre la liai-
'son des points qui forment le systéme donné, les relations qui en
résultent entre les quantités infiniment petites «, 3, 5, elc., ne
peuvent étre exprimées que par des équations différentielles et par
conséquent linéaires entre ces quantités; de sorte quil y en aura né-
cessairement une ou plusieurs d’entre elles qui resteront indétermi-
nées et qui pourront étre prises en plus ou en moins ; par conse-
quent les valeurs de toutes ces quantités seront toujours telles,
quelles pourront changer de signe & la fois. D'ot il s’ensuit que si,
dans un certain déplacement du systéme, la valeur de la quantité
Pa + QB =~ Ry + ctc. est négative, elle deviendra positive en
prenant les quantités «, 3, 9, etc. avec des signes contraires; ainsi

Mée. anal. Tome I. 4
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le déplacement opposé étant également possible, ferait descendre Ie
poids et détruirait Féquilibre.

20. Réciproquement, on peut prouver que si P'équation
Po.+ QB + Ry +etc =0

a liou pour tous les déplacemens possibles infiniment petits du sys-
téme, il sera nécessairement en équilibre ; car le poids demeurant
immobile dans ces déplacemens, les puissances qui agissent sur le
systéme restent dans le méme état, et il n’y a pas plus de raison
pour qu’elles produisent Vun plutét que. Pautre des deux déplace-
mens dans lesquels les quantités @, B, 7, etc. ont des signes con-
traires. C'est le cas de la balance qui demeure en-équilibre, parce
quil n’y a pas plus de raison pour quelle s'incline d’un coté platdt
que de lautre. .

Le principe des vitesses virtuelles étant ainsi démontré pour des
puissances commensurables entre. elles; le sera aussi pour des jpuis-
sances quelconques incommensurables, puisqu’on sait quel toute:
proposition quwon démontre pour des quantités commensurables ,
peut se démontrer ¢galement, parlé réduction. @ Uabsurde, lorsque,

ces quantités sont incommensurables. . o ipol il
i Nih

sl Il:',niil"-' 0]
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SECONDE SECTION.

Formule générale de la Statique pour Péquilibre d'un

systéme quelconque de forces; avec la maniére de faire
usage de cette formule.

T Byer générale de Péquilibre dans les machines, est que les
forces ou puissances soient entre elles réciproquement comme les
vitesses des points ot elles sont appliquées , estimées suivant la di-
rection de ces puissances.

C'est dans cette loi que consiste ce quon appelle communément
le principe des vitesses virtuelles , principe reconnu depuis long-temps
pour le principe fondamental de Déquilibre, ainsi que nous avons
montré dans la section précédente, et qu’on peut par conséquent re-
garder comme une espéce d’axiome de Mécanique.

Pour réduire ce principe en formule, supposons que des puis~
sances P, Q, R, ete. dirigées suivant des lignes données, se fassent
¢quilibre. Concevons f{uc des points ou ces puissances sont appli-
quées, on méne des lignes droites égales a p, ¢, r, etc, et placées
dans les directions de ces puissances; et désignons en général , par
dp, dgq, dr, etc., les variations, ou différences de ces lignes, en tant
qu'elles peuvent résulter d’un changement quelconque infiniment pe-
tit dans 1a position des différens corps ou points du systéme.

I est clair que ces différences exprimeront les espaces parcourus
dans un méme instant par les puissances P, Q, R, elc., suivant
leurs propres directions, en supposant que ces puissances tendent a
augmenter les lignes respectives Py ¢, r, ete. Les différences dp,
dg, dr, ete. seront ainsi proportionnelles aux vitesses virtuelles des
puissances P, Q, R, etc., et pourront, pour plus de simplicité,
élre prises pour ces vitesses. :
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Cela posé, ne considérons d’abord que deux puissances P et @
en équilibre. Par la loi de Péquilibre entre deux puissances, il faudra
quc les quantités P et Q soient entre elles en I‘dISOD inverse des dif-
- férentielles dp, dg; mais il est aisé de concey oir’ qu il ne saurait y

P w2 ayoir équilibre entre deux puissances, a moins quelles ne soient

ulk f, ren (hsposees de manicre que quand P'une d’elles se meut suivant sa

propre direction, Pautre ne soit contrainte de se mouvoir dans un
sens contraire a la sienne’; d’ot il s'ensnit queles valeurs des diffé-
rences dp et dg doivent étre de signes contraires; donc les valeurs
des forces P et Q étant supposées toutes deux positives, on aura
pour Yéquilibre % = — j—g-, ou bien Pdp—+ Qdg==0; Cest la
formule générale de I'équilibre de deux puissances.

Considérons maintenant 'équilibre de trois puissances P, Q, R
dont les vitesses virtuelles soient représentées par les différentielles
dp, dg, dr. Faisons Q= Q - (', et supposons, ce qui est permiis,
que la partie Q' de la force Q soit telle qu’on ait Pdp—- Q'dg=o;elle
fera alors équilibrea la force P; etil faudra pour Iéquilibre entier que
Pautre partie Q" de la méme force Q, fasse seule équilibre a la troisicme:
force R; ce qui dommera P'équation Q"dg + Rdr=0, laquelle étant
jointe a Péquation précédente , on aura, a cause de Q'+4-Q"'=0Q,,

celle-ci :
Pdp 4 Qdg 4 Rdr = o.

Sil y a une quatriéme puissance § dont la vitesse virtuelle soit
représentée par la différentielle ds, on- fera Q= Q4 Q" ct
Pdp 4+ Q'dg =0, ensuite R= R+ R" et Q'dg—+ Rdr=o0;
alors la partie @ de la force Q fera seule equﬂxbre a la force P;la
partic R" de la force R fera de méme équilibre a lautre partie Q"
de la méme force Q, et pour V'équilibre total des quatre forces P,
Q, R, 8, il faudra que la partie restante R" de la force R fasse
équilibre a la dernicre force S, et que par conséquent on ait
R'dr—-8ds = 0, Ces trois équalions étant jointes enscmble,
donneront
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Pdp + Qdg 4 Rdr -~ Sds = o.

Ainsi de suLLe quel que. soit le nombre . des puissances en
equilibre.

2. On a donc en général pour I'équilibre d’un nombre quelconque
de puissances P, Q, R, etc., dirigées suivant les lignes p, ¢, 7, etc.
et appliquées a un systéme quelconque de corps ou points disposés
entre eux d’une maniére quelconque, une équation de cette forme:

P({p -~ Qdg =~ Rdr - ctc. = o.

Clest la formule générale de la Statxque pour Iéquilibre d’'un sys-,
téme quelconque de puissances.

Nous nommerons chaque terme de cette formule, tel que Pdp,
le moment de la force P, en prenant le mot de moment dans le sens
que Galilée luia donné, c’est-a-dire , pour le produit de la force par
sa vitesse yirtuelle. De sorte que la formule générale de la Statique
consistera dans I'égalité & zéro, de la somme des momens. de toutes
les forces.

Pour faire usagoe de cette formule, la difficulté se réduira a dé-
terminer, conformément a la nature du systeme donné, les valeurs
des différenticlles dp, dg, dr, ete.

On considérera done le systéme dans deux positions différentes- et
infiniment, voisines , et on cherchera les expressions les plus géné-
rales des dlﬂ"crences dont il s’agit, en introduisant dans ces expres-
sions autant de quantités llldLLCPHIJHLCb , quil y aura d’¢lémens
arbitraires dans la variation de position du systéme. On substituera
ensuite ces expressions de dp, dg, dr, etc., dans Péquation propo-
sée, et il faudra que cette équation ait lieu, indépendamment de
toutes les indéterminées, afin que équilibre du systéme subsiste en
général et dans tous les sens. On d¢galera donc séparément & zéro,
la somme des termes affectés de chacune des mémes indéterminées;
¢l l'on aura, par ce moyen, autant d’équations particulicres qu'il
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y aura de ces indétermindes ; or il n'est pas difficile de se convaincre
que leur nombre doit toujours étre égal & celui des quantités in-
connties’ dans la position du syStéme; donc ‘'on aura par cette mé-
thode, autant d’équations qu'il en faudra pour déterminer I'état
d’équilibre du systéme.

-'C‘est'ainsi'qu’éh ont usé tous les auteurs qui ont appliqué jus-
quiici le principe des vitesses virtuelles & la solution des problémes
de Stat'ique;'- mais ¢ette maniére d’employer cé principe exige sou-’
vent des constructions et des considérations géométriques qui
rendent les solutions aussi longues que si on les déduisait des prin-
cipes ordinaires de la Statique; c’est peut-étre la raison qui a
emipéehé quion ‘iait fait de” ce principe tout le cas et Pusage qu'il
semble qu’on en aurait du faire, vu sa simplicité et sa généralité,

3. L’objet de cet Ouyrage étant de réduire la Mécanique a des
opérations purement ‘analytiques, la~ formule ‘que nous venons de
trouver est trés-propre A 'le remplir. Tl ne Sagit que d’exprimer
- analytiquement, et de la’ maniére la plus générale, les valeurs des
lignes p, ¢, r, elc., prises dans les directions des forces P, Q,
R, etc., et Pon aura, par la simple différentiation, les vqleurs des
v;t\ésses virtuelles dp, dg, dr, ete.’

Il faudra  seulement faire attention que daus'lé calcul différen-
tiel, lorsque plusieurs quantités varient ensemble, on suppose qi’elles
augmentent toutes en méme temps de leurs différenticlles ; et si,
par la nature de la question, quelques-unes d'entre elles doivent
diminuer, tandis que les autres augmentent, on donne alors le
signie moins aux différenticlies de celles qui doivent diminuer,

Les différentielles dp), dg, dr,ete. qui représentent les vitesses
virtaelles des forces P, Q, R, etc., devront donc étre prises positi~
vement ou 1':égzttivemcnt, selon (ue ces forces tendront & augmenter
ou A diminter les fighes p, ¢, », etc. qui déterminent feur direc-
tion. Mais comme Ta formule générale de Péquilibre ne change pas
en changeant les signes de tous ses termes, il sera permis de re«
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garder indifféremment comme positives les différentielles des lignes
«qui augmentent” ou' diminuent ensemble, ¢t comme negatnvas les
différentielles de celles qui varient en sens contraive. Ainsi én régar-
dant les forces comme positives, leurs momens Pdp, Qdy, etc. se-
ront positifs ou négatifs, selon que les vitesses virtuelles dp, dg, etc.
seront positives et négatives; et lorsqu'on voudra faire agir les forces
censens contraire, il n’y aura qui donner le 'signe moins aux quan-
titds qui représentent ces forces, ou'changer’ les srgnes de’ leurs
momerns.
- I résulte de la’ cette” propriété générale de Téquilibre , qi’un
systéme quelconque de fmces en équilibre -y demeure encore si
chacune des forces vieiit A agii' en sens contraire, ‘pourvu que la
constitution dw systéme né souffré aucun’ changement par un chan—
gement de direction de toutes les forces.

4. Quelles qe soient les forces qui agissent sur un systcme donnel
de corps ou de points, oh peut toujours lés regarder conime tcna__
dantes vers des points' placés dans les lignes de'leur direction.

Nous nommerons ces points les centres des forces, ‘et’'on pourra
prendie pour les lignes p, ¢, r, etc. les distances respectives de ces
centres aux points' du systéme auquel les forces Py Q, R, elcl
sont” apphquees‘ Dans ‘ce cas, il est clair que ces forces tetidront & 'y
diminer' les Irgnes P> 45 7 ete.] il faudrait par conséquent (Toﬂnei‘
le signe’ moins & leurs différenticlles 3 mais  en’ cﬁangéaht tous 1és’
signes; la formule générale sera’ également '

Vol oz Prfp -+- ng —I-Ra’r + ele. = 0

0r 1es ‘centres. des: forces: peuventi ¢re hors dw systeme ou'bien
dans lei systéme et; en fairel pamc ce qm dml‘inguee Ies fbree‘é' en
extéricures et -intérieures. ) P

Dans le premier casy il est wsﬁale queJes diﬁérﬁnces (?p, 12
dryietcyyi expnmenmles. wvariations entiéres des Hgnes pil. »,) et’C*E
dues au changement de situdtion da systeme; elles St Jiar* onlsé="

i "I‘H G
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quent les différentielles complétes des quantités p, ¢, 7, etc., en
y regardant comme variables toutes les quantités relatives a la si-
tuation du systéme , et comme constantes celles qui se rapportent
a la position des différens centres des forces. -

Dans le second cas, quelques-uns des corps du systeme seront
eux-mémes les centres des forces qui agissent sur d’autres corps
du méme systéme, et a cause de I'égalité entre I'action et la réaction,
ces derniers corps seront en méme temps les centres des forces qui
agissent sur les premiers.

Considérons donc deux eorps qui agissent 'un ‘sur lautre avec
une force quelconque. P, soit que cette force vienne de l'attraction
ou de la _répulsion de ces corps, ou dun ressort placé entre eux,
ou d’une autre maniere, quelconque. Soit p la distance entre ces
deux corps, et dp’ la variation de cette distance, en ftant quelle
dépend du changement de situation de Pun des corps; il est clair
quon auraj relativement a. ce;corps, Pdp’ pour le moment vir-
tuel de la force 2; de méme si on désigne par, dp” la variation de,
la mem&: dlstance p, résultante du changement de situation de lautre
corps, on aura, relativement a ce second corps , le moment Pdp" de
la méme force P; donc le moment total di a cette force, sera repré-
senté par P(dp’ - dp'); mais,, il est, visible que dp’ - dp" est la,
différentielle compléte de Py que, nous désignerons par dp, puisque
la_distance p ne peut varier que par le déplacement des deux corps;,
donc le moment dont il s’agit sera: exprimé simplement par Pdp. On
peut étendre ce raisonnement a tant de corps quon voudra,

5. Tl suit_de li ¢ue potit avoir 1d 'somme dés momens de toutes
les. forces d’'un systeme donné, soit que ces forces soient extérieures
ou intérieures, il 'y aura qu'a considérer en particulier chacune
des forces qui agissent sur les différens corps ou points du systéme,
et prendre la, somme .des produits de ces différentes: forces multi-
pli¢es chacune par la différentielle, de' la distarice vespective entre
les deux . termes de chaque force, c'est-a-dire entre le point sur

lequel
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lequel agit celte force et celui on elle, tend,.en regardant , dans

ces différentielles, comme variables toutes les quantités qui dépendent-
de la situation du systéme, et comme constantes celles qui se rap-
portent aux points ou centres extérieurs, c’est-a-dire en considérant

ces points comme fixes, tandis quon fait. varier la situation du

systéme.

. Cette somme ¢tant egalee a 2éro donnera la formule generale da
la Statique. -

6. Pour donner’ & Pexpression analytique de cette formﬁIe touite
la généralité ainsi que la simplicité dont elle est susceptlble on rap-
portera la position dé tous les corps ou points ‘du systeme donné,
ainsi que celle des centres & des coordonnées rectangles et'paralléles
a trois axes fixes dans l'espace. -

Nous nommerons en général «, y, z, les coordonnees des pomts
auxquels les forces sont appliquées, et nous les distinguerons en-
suite par un ou p1u51eurs traits , relatwement aux différens pomts
du systeme. =

Nous désignerons de méme par a, b, ¢ les coordonnees pour
les centres des forces, : ]

Il estvisible que les distances p, ¢, r, etc. entre les points dapplicav
tion etles centres des forces, seront exprimées en général par laformule

Vig—a)+(y—8) + (=),

dans laquelle les quantités a, b, ¢ ‘seront constantes ou du moins
devront étre regardées comme telles, pendant que x, y, z varient,
dans le cas ou elles se rapportent a des points placés hors du sys-
téme, et ou les forces sont extérieures; mais dans le cas ou les
forces sont intérieures et partent de quelques-uns des corps du
systtme méme, ces quantités a, b, ¢ deviendront ™ <<, y* . 53 e
et seront par conséquent variables.

Ayant ainsi les expressions des quantités finies p, g, r, etc., en
fonctions connues des coordonnées des différens corps du systéme,
il 0’y aura plus qua- différentier & Yordinaire, en: regardant ces

Mée. anal. Tom, I, b
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_ coordonnées comme seules variables, pour avoir les valeurs cher-
chées des différences dp, dg, dr, ete., qu1 entrent dans la for
mule génerale (le I'eqd‘ Hbl‘e ! :

h. "Mais quoiqu’on puissé toujours regarder les forces P, Q, R, ele.
comme tendantes & des centres donnés; cependant comme la con-
sidération de ces ‘centres est étrangere  a la question, dans laquelle
on ne considére ordinairement comme donndes, que la quantité et
la direction de. chaque. force; yoici ;des. manicres  plus genéraic&
d’exprimer les différences dp, dg, dr; elc.

Et dabord en supposant, ce qui est toujours permls, que Ia
force P tende & un centre fixe, on a

ros, BEV I vma)lick Gy Tl +(z-—r-‘) ,

ot dc Ih en dxﬂ“erentnant sans que a, by ¢ varient, si la force P st
eht(,neu.re,

dp === dx +T= dy +

L=

d.li.".'

Or il est facile de voir que Z=2, ¥ “;b > z;C, sont les cosinus
des angles que la ligne p fait avec les lignes x—a, y—1b,
z—c. Donc en général si on nomme «, B, 5 les angles que la di-
rection de la force P fait ayec les axes des «, y, z, ou avec des pa-

ralleles a ces axes, on aur -—Ff._ COS e, -Y—Pé_.cos By —}-;—....cos ¥
par consoquent

dp = c08 adx = cos Bdy - cos ydzy

el ainsi des autres différences dgq, dr, etc. _

Mais si la méme force P étant intérieure agit sur les deux points
qui répondent aux coordonnées x, y, z et &', 3/, z pour les rap-
procher ou éloigner 'un de Pautre, on aura alors dans I'expression
de p, a =4, b=y, c==2/, et par conséquent

dp == €08 a(dix—=dx’) <= cos B(dy—dy') — c08 Y (dz-=ds’).
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On remarquera par rapport aux anrrles o, B, Y premlerement

que cosa’ —-cos B* -4 cos)® = 1, ce quiest €vident par les for-

mules précédentes; en second lieu, que si on nomme & angle que
la projection de la ligne p sur le plan des = et y fait avec laxe

@ iy :
des x, on aura :%} ==cos-e,' 'X;r-—- =sine, en supposant....

I_q:‘__.\/(x——-a) ~+ ( y—b) o donc metl;ant pour. x—a,. y—0b,
leurs valeurs pcosa, pcosf3, on aura aussi

7w =p y/(cos a* 4 cosﬁ’) =py(1 .——cosy‘) =p siny;

o ‘ :
donc *_p_a == siny Cose , yT == siny s.mea et par consequcnt,

COSet = smy cose, cosﬁ =3 smy sine,

8. Je considere ensuite que puisque dp représente le petit espace
que le corps ou point auquel est appliquée la force P, peut pafc.ourir
suivant la direction de cette force, si on fait dp =0, ce¢ point ne
pourra plus se mouvoir que dans des directions perpendiculaires &
celle de la méme force. Done dp= o sera Péquation différentielle
d’'une surface a laquelle Ja direction’ de Ja' force 7> sera perpendi-
culaire.

Cette surface sera une sphére si les quantités a, b, ¢ sont cons-

tantes ; mais elle pourra étre une surface quelconque en supposant
ces quanhtes variables,

Supposons maintenant en oemral que la force P agisse perpendi-
culairement a une surface représentée par I'équation.

Adx =~ Bdy = Cdz = o.
Pour faire coincider cette équation ayec I'équation
(s—a) ds + (7 =) &y +(x—c) de =0
qui résulte de la supposition dp==o0, il 0’ y a quii falre

x—a B _y—b

z=—c’ C7 z—c’

A-—-—u
Ll_—
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de q'm donne|
: x-—a-— (z—c),y—é:%(z——c)';

substifuant ces valeurs dans Fexpression de dp, en aura
Adx 4 Bdy 4 Cdz
s V(L4B+C) :

Ainsi ayant Péquation différentielle de Ja surface & Taquelle la force
P est perpendiculaire, on aura Pexpression de sa vitesse vir-
tuelle dp.

On peut supposcr'

jens pPoare

Ad'r: -+~ Br(y -i- Cdz = da,

dp;

z ¢tant une fonction de x, y, z; car on sait qu'une équation différen-
-tielle du premier ordre a trois variables ne peut représenter une sur-
face, a moins: quelle ne soit intégrable ou ne le devienne par un mul-
tiplicateur, On.aura ainsi par I'algorithme des différences partielles.

du du

relode
A=d_¢:' B'—d ’C'"_dz.

-et lexpression de' dp deviendra

vI(&E) +( )+( 2|

Donc le moment d’'une force P perpendiculaire a une surface do:_mée'
par l’équation du== o0 sera

WANCOCT ey

On déterminera de lTa méme maniére les valeurs des autres diffé-
rences dg, dr, etc., d’apres les équations différenticlles des surfaces
auxquelles les du‘ecuons des for(.cs Q, » etc., sont perpendi-
culaires, : g 8l

dp =

9. Mais sans considérer la surface a laquelle une force est perpen-
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diculaire, comme on peut représenter une quantité quelconque par
une ligne, on pourra regarder p comme une fonction quelconque
des coordonnées , et la force P comme tendante a faire varier la va-
leur de p. Alors Pdp sera également le moment virtuel de la force
P; et de méme Qdg, Rdr, etc. seront les momens des forces Q,
R, etc. en les regardant comme tendantes a faire varier les valeurs
des quantités ¢, », etc. supposées des fonctions quelconques des
mémes coordonnées. Cette maniére d’envisager les momens, donne
a la formule générale de 'équilibre une étendue beaucoup plus grande
et la rend susceptible d’un plus grand nombre d’applications.

10. Les valeurs des différences dp, dy, dr, etc. étant connues
en fonctions différentielles des coordonnées des différens corps du

systéme, il n’y aura qu’a les substituer dans la formule générale

Pdp + Qdg + Rdr+etc.=o0,

et vérifier ensuite cette équation d’une maniére mdcpendante des
différentielles qu’elle renfermera.

Done si le systéme est: entiérement libre , ensorte qu’il n'y ait
aucune relation donnée entre les coordonnées des differens corps,
‘ni par conséquent entre leurs différentielles, il faudra satisfaire &
Péquation’ précédente, indépendamment de ces différentielles , et
pour cet effet, égaler séparément a zéro la somme de tous les termes
qui se trouveront multipliés par chacune d’élles; ce qui donnera au-
tant d’équations qu’il y aura de coordonnées variables, et par con-
séquent autant qu'il en faudra pour déterminer toutes ces variables,
et connaitre par leur moyen la position de tout le systéme dans I'état
d’équilibre.

- Mais si lanature du systcme est telle, que les corps soient assujétis
dans leurs mouvemens a des conditions particulicres, il faudra com-
mencer par exprimer ces conditions par des équations analytiques
que nous nommerons équations de condition 3 ce qui est loujours
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facile. Par exemple, si quelques-uns des corps étaient assujélis & se
mouvoir sur des lignes ou des surfaces données , on aurait entre les
coordonnées de ces corps, les équations mémes des lignes ou des sur-
faces données ; si deux corps étaient tellement joints ensemble, qu'ils
dussent toujours se trouver & une méme distance % 'un de lautre,
on aurait évidemment I'équation

b= (@ —al P (Vg ) A (=20
et ainsi du reste.

Ayant trouvé les équations de condition, il faudra par leur
moyen ¢liminer autant de différentielles qu'on pourra, dans les
expressions de dp, dg, dr, etc, , ensorte que les différenticlles res-
tantes soient absolument indépendantes les unes des autres, et n’ex-
priment plus que ce qu’il y a darbitraire dans lechangement de
situation du systéme. Alors comme la formule génerale de la Sta-
tique doit avoir lien, quel que puisse étre ce changement, il faudra
y égaler séparément a zéro, la somme de tous les termes qui se
trouveront affectés de chacune des différentielles indéterminées;
dou il viendra autant d’équations particuliéres qu’il y aura de ces
mémes différentielles; et ces équations étant: jointes aux ¢quations
de condition données, renfermeront toutes les conditions nécessaires
par la détermination de Pétat d’équilibre du systéme; car il est aisé
de concevoir que toutes ces équations ensemble seront toujours en
méme nombre que les différentes variables qui servent de coordon-
nées a tous les corps du systéme, et suffiront par conséquent tou-
jours pour déterminer chacune de ces variables. -

11. Aureste si nous avons toujours déterminé les licux des corps
par des coordonnées rectangles, c’est que cette maniére a Payantage
de la simplicité et de la facilité du calcul ; mais ce n’est pas qu’on
ne puisse en employer d’autres dans Pusage de Ja méthode préce-
dente; car il est clair que rien n'oblige dans cette méthode a se
servir de coordonnées rectangles, plutot que d’autres lignes ou quan~



PREMIERE PARTIE, SECTION 1I. 59
tités, relatives aux lieux des corps. Ainsi au lieu des deux coor-
données «, y, on pourra employer, lorsque les circonstances pa-
raitront Pexiger, un rayon vecteur p= \/a*-5°, ¢t un angle @
dont la tangente soit % , Ce qui donmera x=—4p CosQ, y=psing,
en laissant subsister la troisiéme coordonnée z; ou bien on em-
ploiera un rayon vecteur "p = \/ﬁ -4}1—5" avec deux angles @
et , tels que tangp =" 25 tang = —————

~—=———, ¢¢ qui domnera
t/x +y

% ==p €08 COSP, y=rpcos+} sing, z=p sin, ; ou d’autres anrrles
ou lignes quelcongues.

Remarquons encore que comme il n'y a proprement que la con-
sidération des différences d, ‘dy, dz qui entre dans la méthode
dont il s'agit, il est permis de placer l'origine des coordonnées ou
on yvoudra; ce qui peut servir & simplifier lexpression de ces dif-
férences.

Ainsi, en substituant pcos @ et psing, au licu de x et ¥, on aura
en général

dv=dpcos@ — psin¢dp,  dy==dpSing—-p cosedp;

mais en faisant g==0, ce qui revient & placer lorigine de l'angle ¢

dans le rayon p, on aura plus simplement dr....dp, et dy=pd}.
Et ainsi des autres cas semblables.

12. En général, quel que soit le syst¢me de puissances dont on
cherche Péquilibre, et de quelque maniére que les points ot elles
sont appliquées soient liés entre eux, on peut toujours reduire les
variables qui déterminent la position de ces points dans I'espace, a
un petit nombre de variables indépendantes, en ¢liminant, au moyen
des équations de condition données par la nature du systéme, au-
tant de variables qu’il y a de conditions, c’est-a-dire cn exprimant
toutes les variables, qui sont aunombre de trois pour chaque point,
Par un petit nombre d’entre elles, ou par dautres yariables quel-
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conques, qui, n'étant plus: assujéties a aucune condition, seront
indépendantes et indéterminées. Il faudra alors que Péquilibre ait
lieu par rapport a chacune de ces variables indépendantes , parce
qu'elles donnent lieu a autant de changemens différens dans Ia
position du systéme,

13. En effet si on dénote par &, +, @, etc. ces variables indé-
pendantes, en regardant les valeurs de p, ¢, 7, etc, comme fanctions
de ces variables, on aura

dp =Lz + L Y + L dp+ etc,
dg_ﬁ df=-|—‘N @} + 5L o + e,

dr_ dE+d¢d\L—|-d¢dcp+etc
etc,

et Péquation de Péquilibre Pdp = Qdg =+ Rdr - etc. = o deviendra
d d r -
(PE+Qi+r %.-}- ete.) d
+(P -+ Q di-—[—R -l-etc)dq, B0

+(P +Q +Rd‘?+ctc>d:p
ete,

dans laquelle les valeurs de d%, d, dp, etc. devant demeurer in~
déterminges, il faudra que l'on ait séparément les équations

—l-Q v-I—RdE—[—etc.-.o
+Q +Rd¢+etc—-0
+Q —l—Rd‘P—l-etc-.—o,

dont



PREMIERE PARTIE , SECTION'IL. A
dont le nombre sera égal & celui des variables £, <, @, ete., et qui
serviront par conséquent a déterminer toutes ces variables. - | 151

Chacune de ces équations. représente; comme Lon, Voit; un, €qui-
libre particulier dans lequel les vitesses virtuelles ont entre elles des
rapports déterminés; et c’est de laréunion de tous ces equlhbres par-
tiels que se forme I'équilibre général du systune

~On ‘peut méme remarquer que ¢’est proprement i ces équilibres
partiels et déterminés que s'applique sans: exception le raisonnement
de Particle 1 de: cette section; et comme dans le cas de deux. puis-
sances on peut toujours réduire leur équilibre a celui d’un levier
droit dont les bras soient en raison des vitesses virtuelles, on peut

par ce moyen faire dépendre de p[‘l.[lClpe géneraj desl ﬂtesses Vir-
tuelles du seul principedu levier, .= o O

14. Lorsquc la_quantité Pdp —[— ng + Rd.r + elc. ne sera pas
nulle par rapport a toutes les variables indépendantes, les forces, P,
Q, R, ete. ne sk feront pas équilibre, et les corps sollicités par ces
forces, prendront des mouvemens dependans des mémbd foreés et
de leur action mutuelle.

‘Supposons que Lautres forces représentées p*u‘ P’ Q, R, elc. ct
dirigées suivant les lignes p', ¢', 7, etc: agissant sur les co1ps du
mt}mc systéme, leur menmeﬁt aussi'les mémes mouvemens ; ces
“forces seront éqmvalentes aux f)remleres et pourront dans tous les
‘pas &tre substituées  leur place pmsque leur eﬂ"et cst suppose exac-
tement le méme. Or si ces mémes forces P’, Q & il elc en conser-
vant leurs valeurs, changcalent 1curs directions et en prcnzuent de

directement opposées, il'est rlau qu "elles 1mpr1mera1cnt aussi aux

mémes corps des mauvemens Lgaux mais dn*ectcment comralrcs

“Par conséquent, si dans ce nouvel état elles arrlssalent sur les corps

duméme systeme en méme temps que | les forces P, Q, R, etc., ces

corps demeureraient en repos; Jes mouvemens imprimés dans un

@ens étant détruits par des mouvemens ¢gaux et coptraires. Il y auraif
Mée. anal. Tome I. 6
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done néeessairement équilibre entre toutes ces forces, ce qui donne—-
rait l’eq‘uaupn{art. BYebiriol BhitaresiBh & thsipdeiise 1
;Pcﬂd-—l—-‘ ng-'-P-Rdﬂ-{-etc. -—-P" dp — Q’ d'q’-—- R’ dr’-—id ole. == 0;

'd"dﬁ l’0n tire Sodbgakciss

Pdp MY, qu -I—- Rdr —]— etc = 'c{p’-—}- Qdg'~+ R'dr’ + eI‘,C ,
oo Cest la: condition nécessaire pour: que les: forces 7y Q' R'; et ,
agissant suivantles lignes p', ¢/, 'y elt;, soient; équivalentes aux!forces
P;Q R etely agissant suivant les lignes p;ig;7y ete:; €t comme deux
systémes 'de forces ne peuvent étre entiérement) équivalens - que
‘dune seule/ maniére , puisque le mouvement d’un corps est toujours
amique: et) déteriningé; il s’ensuit (qué si'deux 'sysiémes de forces 7,
Q, R, cte., P, Q, R,etc. sont tels, que Pon-ait généralennént et par
rapporta toutes les vanables mdupendantes Iéquation

Pr&)-—!ﬁ- qu ~f=- Rdr-{-ctc = P’djo -J— Q'df—i— R’rb + clc

cep ﬂcyx éysﬁemep E{Q,J.OIII( cquwglﬁnS, ,Ltppourront dans tous Ies cas
&tre substitués Pun,i YaULC: ) oo ; .

f 1 OULIL D JOTD

all ivtod o

15. Ilrésulte de la ce ﬂlwrcmg 1mportant, de Stauque que deux.
syst:,mes de forces sent cql_,uvalens et peuvent Ltre subshtucs Pun &
l’autrc d:ms un m«,ma”g, (fme g]_pl COrps, Img. emrc eux d’une ma-
:muc quelconque Iorsquc les sommes des momens des forccs sont

tou;ours egaleis dcrns les deux svs}uncs, et, rt.uproqggmpnt lorsque
la somme des momens des forces d’'un systune est toujours égale &
la somme des momens de,s forccs dun aulre systéme, ces deux
‘(,X?E‘EE‘FES de forces sont dayix f}(}i 68 pavent dire substituds, un
autre. Jans cmpme systcmc 1 99 R shamtsony #ob 2q100 £9n
Sx On f'.nt depcndre les Ilf"ﬂcs P I clc des Imics 5, by @y etr‘.
Ja formule Pdp ng + Rdr—-cte, se transforme comme. dans
lam(,l.c 13, en cellc -l Bdf - ¥dyl - <Ddcp+ cle. dans ],agudle

Ak
Lgoh 1o ZusaY aaome o ash 46q elin1i 15 e
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E = “’f’-;-Q +Rdz+-ctc
- P +Q +Rd\|,-+-etc‘

DL =iP ‘#’ -]- Q +_-R 375‘*'8“"

ele.

Qﬂﬂdﬁnc gwaéralemanh 1y ...:“‘-“, D 2 J\I}'l 3119 3 2939}
Pdp 4 Qay b REF Y- e\c L UM PR

Ainsi le systéme des forces P, Q, R, etc., dlrlgces suivant les
lignes p, ¢, 7, etc. A est eqmvalent au systeme des forces =, ¥

@, etc. agissaht stiivatit los ‘hgﬁes £, 4,9, etcs, et peut.J &re change
en celui-bt dahs ie ml%me éystemé de borps nfék”pa' des Pdrdes. _

j‘ "‘-.I -4
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oo S - 3 ;
o - p
x — W
19 = ‘_ = % - .\ 1 L .

TROISIEME) SECTION.

Propriéiés. générales de Péquilibre d'un:systéme de corps ,
Loy déduites.de la formule précédente. ..

fh Sty N

1. ,C@NSLi)ﬁ‘Rpﬂg un. systeme ou assembhgg quelconque de corps
ou points, qui étant tirés par des puissances quelconques, se fassent
mutu_gllcmem_ég,(lilibrg, Si dans un instant Taction de ces puissances
cessait d'étre détruite, le systéme commencerait a se mouvoir, €t
quel que pit étre son mouvement, on pourrait toujours le concevoir
comme composé, 1°. d’'un mouvement de translation commun a tous:
les corps; 2°. d’un mouvement de rotation auteur d’un point quel-
conque; 3°. des mouyemens relatifs des corps entre eux, par les-
quels ils changeraient leur position et leurs distances mutuelles.
1l faut donc pour Péquilibre, que les corps ne puissent prendre aucun:
de ces différens mouvemens. Or il est clair que les mouvemens re-
latifs dépendent de la maniére dont les corps sont disposés les uns
par rapport aux aulres; par conséquent les condilions nécessaires
pour empécher ces mouvemens, doivent étre particulicres a chaque
systéme. Mais les mouvemens de translation et de rotation peuvent
étre indépendans de la forme du systéme, et s'exécuter sans que la

disposition et la liaison mutuelle des corps en soit dérangée..
Ainsi la considération de ces deux espéces de mouvemens doit

fournir des conditions ou propriétés générales de I'équilibre, Cest
ce que nous allons examiner.

.
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6 I,

Propriétés de équilibre d'un systéme libre, relatives au mouvement
de translation.

2. Soient un nombre quelconque de corps regardés comme
des points, et disposés ou liés entre eux comme I'on voudra, les-
quels soient tirés par les puissances P, P’, P, etc., suivant les
directions des lignes p, p’, p', etc. On aura (Sect. précéd.) pour
Péquilibre de ces corps, la formule générale

Pdp - P'dp’ 4 P'dp* - etc. = o.
En rapportant & des coordonnées rectangles les différens points
tirés par les forces P, P’, etc., ainsi que les centres de ces forces,
comme dans Varticle 6 de la section précédente, on aura pour les
forces extérieures,

p=VE—a)y4(y—b)y+E—c),
P=VE—d)+ (=) + —),
elc.

Mais si les corps qui répondent, par exemple, aux coordonnées
%,y,z, et aux x, y, z, agissent un sur lautre par une force
mutuelle que nous désignerons par 7, en nommant p la distance
rectiligne de ces deux corps, on aurait

p=V(@— + (y=) + —3),

et il faudrait ajouter a la formule géncrale le terme Pdp, prove-

nant ' de la force intérieure 2, et ainsi de suite, si plusieurs forces
agissent sur les mémes corps.

5. Faisons, ce qui est permis,
a=x~ g, y=y-+n,

o h B, Y=y,
¢lc, '

=z~
=z ~+

z!
zﬂ'
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-E:x'f"‘g: J_’=y+71, ;=z+i‘;,
elc.

et supposons qu'on ait substhe ces valeurs dans la formule
précédente.

Puisque x, y, z sontles coordonnées absolues du corps tiré par
la force P, il est clair que &, #, ¢, &, , ¢, ete., ne seront autre
chose que lés coordornées relatives des autres corps par rapport
& celui-ci, pris pour leur originé commune; de sorte que la posi-
tion mutuelle des corps ne dépendra que de ces dernitres coor-
données, et nullement des premiéres. Donc si on suppose le systéme
enticrement libre, ¢’est-a-dire; les corps simplement liés entre eux
d’une maniére quelconque, mais sans gqu’ils soienl retenus ou ems
péchés par des appuis fixes , ou des obstacles extérieurs quelconques,
il est aisé de concevoir que les conditions résultantes de la nature
du systéme, ne pourront regarder que les quantités &, #, ¢, &,
o, ¢, etc., et nullement les quantités «, y, z, dont les différen~

- r - r - r . 4 -ﬁv
tlelles demeureront par conséquent indépendantes et indéterminees,

Ainsi aprés les substitutions dont il s'agit, il faudra égalerﬂséparé-

vkmem a zéro , chacun des membres aflectés de dw, dy, dz, ce qui

1% .‘31} o

{

CA ST

el f

Poodaens Aans A8 aangan Al ln

domnera ces trois équations (art. 2.)

Ag -,

ey

..;..p’? +P'd” 4 eto. +P +etc =0,
.»E’...-,-_p‘fil._l_;:'ifﬂ_..!.&tc, +P_E ~+elc.=o0,
dp dp ,d rl

+P L P £+etc +Pa§+etc-—-—°-

On 'Voit d'abord que les variables «, -, £ nentreront point dans

e, o R dp dp dp '
Vexpression de p; ainsi on aura - =o, e 0, =0, €lc,

ce qui fera disparaitre les termes qui contiendront les forces in-
térieures P P’ ete. r d
d r r i ('.? L
On voit -ensuite que les valeurs de i e S M

ke ,i,p\.,-.u.]..-.ilx;_,_ o chvelw ﬁu A e nia 1y, (s

Aa Mll..u‘.-j
b Gnaa ALV S AN 2 .:.- '.f efa vt
] i

Z5r dy o o dz? dy ?
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dprn " d dp dp" d %
> etc.; seront les mémes ' que celles de x,, 2y g,, 157 y”’
i,p,etc 7 ]

Or si on nomme «, 3, 5 les angles que la ligne p fait avec les
axes des x, 5, z, ou avec des paralltles a ces axes, o', @, 9/ les
angles que la ligne p fait avec les mémes axes, etc., on a, comme

on l’a vu plus haut (art. 7, sect. précéd.), :—f::cosa Z‘; = cos f3,

dp’ dp’ , dp’ ’
--==005y, et de méme, dp,_..COSu X 3 =088, 5 = cosy/; elg.
Donc les trois équations ci-dgssus deviendront
‘ P"r':ps'r:a"--}~ P’ cosa’ 4 P’ cosa’ + elc. ==
P cos B4 P’ cos B+ P’ cos B+ elc. =0,
P cos 9 = P’ cosy’ 4 P"cosy’ 4 etc. = o,

lesquelles devront nwcssau*ement avoir lieu dans I'équilibre d’un

sy%teme libre. Ce sont les cquallons nécessaires pour empécher
Te mouvement de ‘translation.

4. Biles puissances P, P', P, etc., étaient paralléles, on aurait
az=a'=a' etc., B=p=p" elc., y =) ==9"etc., el les trois
Lqu.iuons plcccdentcs se réduiraient a celle-ci,

O], S 9h

e P+P’+P’+etc__o,'

Iaquelle montre que la somme des forces paralldes doit étre nulle,
En rrenu:al il est facile de concevoir que P représentant ac-
_tion totale de la puissance P suivant sa propre direction, P cos.«
représentera son action relative, estimée suivant la direction de
Paxe des «, lequel fait Pangle e avec la direction de la force 23 de
méme Pcos.B et Pcos.y, seront les actions relatives de la méme
force, estimées suivant les directions des axes des y et z; et ainsi
des autres forces P, P’ ¢tc. : :
De Ia résulte ce théoréme de Statique, que la somme des puis-
sances estimées suivant la direction de trois axes perpendiculaires
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entre eux, doit étre nulle par rapport @ chacun de ces axes, dans
Uéquilibre d’un systéme libre.

§ I

- Propriétés de Uéquilibre, relatives au mouyement de rotation,

5. Prenons maintenant, ce qui est permis, a la place des coor-
données x, y, «,y, «" y", etc., x, y, etc. les rayons veeteurs.p,
Py ¢ efe., p, ete. avec les angles ¢, ¢/, @' etc., @, elc. que ces
rayons font avec I'axe des x5 on aura, comme l'on sait, x==p C0s. 9,
y=p sin. @, et de méme ' = p’ cos. ¢/, y'=p’ sin. tp etc. ¥==pCosQP,
y=psing, etc, :

Faisons ces substitutions dans la formule generale de l'article 2,
‘el supposons @ ‘=0, ¢"—0¢+7, etc., =0+ o , etc., ilest vi-
sible que 7, ¢/, etc., o, etc., seront les angles que les rayons ¢,

¢", ete. p, etc., forment avec le rayon p; par conséquent les distances

des corps, tant entre eux que par rapport au plan des x, y, et au
point qui est pris pour Lorigine des coordonnées, dépendront uniques
ment des quantités p, p, p7 etc., p, ‘etc,, ¢, o5 elc, 7, ete., z, &,
z", ete., z, etc,

Dongc si le systéme a la liberté de tourner autour de ce point pa-
rallclement au plan des x, y, clest-a-dire autour de l'axe des z,
qui est perpendiculaire & ce plan, Pangle ¢ sera indépendant des
conditions du systéme, et sa différence dp demeurera par consé-
quent arbitraire, D’ou il suit que les termes affectés de dp dans

Péquation générale de Péquilibre devront étre ensemble égaux 4 zéro.

Il est facile de voir que tous ces termes seront représentés pap

Nd9, en faisant

N:P -i—P”dp + elc. +Pd¢-!—etc, ;200

de sorte que _1’o_n aura pour I'équilibre Iéquation N==o,
' ' | En

Y
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En substituant les valeurs de «, y, «, 5/, etc., x, y, etc. dans

les expressions de p, p/, etc., p, etc. (art. 2),et faisant de plus
a=Rcos 4, b=RsinA, a'=R cos 4, '=R'sin B/, etc., on aura

p = VF—%R cs(0—2) + B + (e —c),

P= VpP—2f R cos(¢'—A') -+ R*+ (Z— <),
etc.

P =V p—agp cos (0 —9) +5* =+ (z—2)",

ete,
ou il faudra encore mettre ¢ 4~ ¢, @+ ¢’, etc., p--o, etc. ala

place de ¢’, ¢", ctc., @ ete.
Par ces dernic¢res substitutions on voit dabord que les quanti-

1és p, etc. ne contiendront plus langle ¢; ainsi on aura

E{:?__ 0, elc.; par conanuenl les forces intérieures P ete. dis-

paraitront de Péquation, et il n 'y restera que les forces exté-
rieures P, P’ etc.

Ensuite on aura

dp __pRsin(p—4) 'dp __ ¢'R'sin (¢'— A) etlc. 4
dp ™ P bin agh i ey

ct la quantité ¥V deviendra

N=Pﬂpsin(¢—x{)+ P’ "5111 (t.p —A) -+ ete.
P P
Comme on peut prendre les centres des forces 2, 7, elc. par-
tout ou I'on veut dans la direction de ces forces, on peut supposer
que ces forces soient représentées par les lignes mémes p, pf; elte.
qui sont les distances rectilignes de leurs points d’application aux
centres respectifs, De cette mani¢re on aura plus simplement

N = Rpsin (p—A) + R'sin (9~ A4') +-elc.

Dans cetle formule, les rayons R et p, qnii partent de Poriging
Méc. anal, Tome I, 7
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des coordonnces et qui renferment Tangle @ — 4, sont les cétés
d’un triangle qui a pour base la projection de la ligne p sur le plan
des x, y; par conséquent la quantité Rpsin,(p——.4 ) exprime le
double de l'aire de ce triangle, et ainsi des autres quantités sem-
blables.

Or ayant nommé ci-dessus (art. 3) 5, 9/, ctc. les dnglCS que les
divections des forces P, P, etc. font avec laxe des z ou avec des
paralicles a cet axe, il est clair que les complémens de ces angles
seront les inclinaisons des lignes p, p’ etc. au plan des , y?, Elon(.;
psiny, p'siny’, etc. seront les p[‘OJGCT,lOIlS de ces hgnes et si det
Forigine des coordonnées on abaisse sur ces projections des perpendi-
culaires que nous nommerons IT, IT, etc., on aura

Rpsin (p— 4)=Tpsiny, R sin(¢'—A4')=IMpsiny, elc.,
et la quantité N se réduira a la forme
N =P siny 4 [I'P'siny - II"P" sin )" ~- elc. ,

en remettant P, P, P", etc. a la place de p, p; p', ete.

6. L’équation N =0 donnera ainsi le théoré¢me suivant :

Dans Véquilibre d’un systéme qui a la liberté de tourner aulour
d’un axe, et qui est composé de corps qui agissent les uns sur les
autres d'une maniére quelconque et sont en méme. temps tirés par
des forces extérieures , la somme de ces forces, estimées paralléle-
ment & un plan perpendiculaire a Paxe, et multipliées chacune par
la perpendiculaire menée de Vaxe é la direction de la force projetée sur
le méme plan, doit étre nulle, en donnant'des signes contraires aux
Jorees: dont:les directions tendent @ faire tourner le systéme dans des
sens contraires.

On ¢énonce ordinairement ce théoréme d’une maniére plus simple,
en disant que les mamens des forces , par rapport @ un axe, doivent
se d’etruzrepour qu il y ait équilibre autour de cet axe. Car on en-
tend au;om‘d’hm en Mécanique, par moment d’une force ou puis-
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sance par rapport a une ligne, le produit de cette force estimée
parallelement a un plan perpendiculaire & cette ligne, et multipliée
par son bras de levier, qui est la perpendiculaire menée de cette
ligne sur la direction de la puissance rapportée au méme plan, En
effet, cest uniquement de ce moment que dépend Paction de la force
pour faire tourner le systéme autour de I'axe; puisque sion la décom-
pose en deux, I'une paralléle a 'axe, Pautre dans un plan perpendi-
culaire a I'axe, il n’y aura évidemment que cette dernicre qui puisse
produire une rotation. Nous donnerons en conséquence a ce moment
le nom particulicr de moment relatif @ un axe de rotation.

7. Le coefficient N du terme Ndg (art. 5) exprime, comme on le
voit, la somme des momens de toutes les forces du systéme, relati-
vement a 'axe de la rotation instantanée d; ainsi pour trouver la
somme de ces momens relatifs a un axe quelconque, il n’y aura
qu’a transformer la formule générale Pdp = P'dp —+ P'dp" - etc.,
qui exprime la somme des momens virtuels de, toutes les forces, en y
introduisant, pour une des variables indépendantes, P'angle de ro-
tation autour de laxe donné; le coefficient de la différentielle de
cet angle sera la somme de tous les momens relatifs a cet axe; ce
qui peut ¢tre utile dans plusieurs occasions.

8. Lorsque le systéme peut tourner en tout sens autour du point
que mous prenons pour l'origine des coordonndées, il faut considérer
a la fois les rotations instantanées autour des trois axes des x, y,
z; et Pon aura, par rapport  chacun de ces axes, une ¢équation
semblable a celle que nous yenons de trouver, et qui renferme la
propriété des momens; mais il ne sera pas inutile de. résoudre le
méme probléme par une analyse plus simple et plus générale.

Pour cela soit, comme dans Particle 5,

X2=pCOSP, y=psin@, & =p cose, 3 = sing,, etc.;

en faisant varier simplement les angles o, @', ete. de Ja méme dif-
férence dp, on aura
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dy =—yd@, dy=xd0, d¥==—y'dp, dy'=2x'd0, elc.
Ce sont les variations de =, y, «/, 3/, ¢tc. dues & Ja rotation élé~
mentaire dp du systéme autour de I'axe des z.
" On aura de méme les variations de y, z, 5/, z, elc. dues & une
rotation élémentaire @i} autour de Taxe des x, en changeant sim-
plement dans les formules précédentes x, y, &, 5/, etc. en y, z,
¥, 7, etc., et dp en di/, ce qui donnera
dy =—zdy, de=ydy, dy=—7dy, di=yd|, elc.
En changeant dans ces derniéres formules y, z,y/, 2, elc. res<
pectivement en z, x, 2/, o, elc., et dy endw, on aura les varia-
tions provenant de la rotation élémentaire do autowr de 'axe des y,
lesquelles seront

2 o= —xdw, dy=zdw, di=—'dw, da'=7zdw, elc.

Si donc on suppose que les trois rotations aient lieu a la fois, les

variations totales des coordonnées x, y, z, af, 3/, 2, etc. seront,

"aprés les principes du calcul différentiel, égales aux sommes des
variations partielles dues a chacune de ces rotations, de sorte quon
aura alors ces expressions completes ,

dx = zdw — yd@, dy = «d@—zdy}, dz = yd]— xdw;

dx' =zdw —y'dp, dy = x'dp—z'dy, di=y'd}—a'dw,

etc.

En substituant ces valeurs dans la formule générale de Véquilibre
(art. 2), on aura les termes dus seulement aux rotations d9, dw',
d- autour des trois axes des z,y, x, lesquels devront étre sépa-
rément égaux & 'zéro lorsque le systéme a la liberté de tourner em
tout sens autour du point qui fait Forigine des coordonnées.

Or on a, par la différentiation,

_ (r—a)dx + (y—=b)dy+ (z—c)dz

@ Freg P 3

/= (2'—a")dr 3 ( y’—;b')dv'—f-(z.’-—-—-—c’)dz' g
P

elc.
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dp = E=Ddr—d) 4 (y=y)(dy—dy) + —)(da—d)
P

etc.

On aura donc, par les substitutions dont il s'agit,

dp = (ay — bx)dp4- (bza— cy)d.l4- (cx —az)dw !

P _
dp = (aly'—b'a’)dp 4 (b{z'"—Pf-:'_y')d'\L 4 (¢'2'—a'z’ Ydw i
etc.

Et Pon trouvera dp =o, dp' =0, elc., en mettant pour dw ,
d;, dz , ete. les valeurs analogues zdw —yd®, xdp — zd ,
;de—;dw, etc.; d’ou 'on peut tout de suite conclure que les termes
Pdp , P'dp, etc. de Ta méme équation, qui résulteraient des forces
intérieures du systéme, disparaitront par ces substitutions.

- On aura aussi dp=o, si on fait a==0, b=o0, c=o0, cest-i-
dire, sile centre des forces P tombe dans Torigine des coordon-
nées; ce quifera aussi disparaitre cette force.

9. Faisant donc abstraction des forces intérieures, il y en a,
amsi que de toute force qui serait dirigée vers le centre des coor-
données, on aura en général pour toutes les forces P, P/, etc.,
dirigées suivant les lignes p, p, etc. , Péquation sym

; Ld\ = Mde ~ Ndp = o,
en faisant

L= PU’Z; 2 )_*_P’(b'z,;;-cbr’) - ete.,

e P(c;c;-az.) "'I—P-(CIP;_{”') -+ etc.,
N == P(a_y;-.fz;r)_!_}’(a_y’;-b x') —+ efc.,

et I'on aura, pour tout systeme libre de tourner en tout sens au-
tour de Torigine des coordonnées, les trois équations Z =o ,
M=o, N=o, lesquelles répondent & celle de Larlicle 5 , rap-
portée aux trois axes des coordonnées,

e momad il AV §
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Car en cniployant, a la place des coordonnées a, b, ¢, &, etc. des
centres de forces, les angles «, £, ¥, ¢, etc., que les directions de
ces forces font avec les trois axes des coordonnées ; et faisant par :
conséquent comme dans larticle 7 de la section précédente,,

a=ax—pcosa, b=y—pcosfd, c=z—pCoOSy,
et ainsi des autres quantités semblables, on a

L = P(ycosy — zcos B) -+ P/(y'cosy’ — z’ cos ') - elc.,
M = P(z cos & — xC0s8y) - P/(z’ cose’ — x'cos)’) -~ elc.,
N = P(xcos B —ycosa) + P(xcosf’ —y cosa’) 4 elc.,

Or Pcose, P cosf3, P cosy étant les valeurs de la force P, esti-
mée suivant les directions des trois axes des », y, z, on voit tout de
suite que xP cos 3— y P cos e sont les momens relatifs a Taxe desz,
le terme yP cosa ayant le signe négatifa cause que la force 22 cose
tend a faire tourner le systéme en sens contraire de la force Pcos 2.
De méme zP cosa—al cosy serontles momens relatifs a I'axe des
¥, el yPcosy —zP cosfB, les momens relatifs a Paxe des a; et
ainsi des autres expressions semblables. De sorte que les trois équa-
tions L = o0, M=o0, N=o expriment que la somme de ces mo-
mens est nulle par rapport a chacun des trois axes.

On voit aussi que les coefficiens Z, M, N des rotations instan-
tandes dv, dw, dp nesont autre chose que les momens relatifs aux
axes des rotations instantanées dv, dw, do (art. 7).

10. On pourrait douter si les rotalions autour des trois axes des
coordonnées suffisent pour représenter tous les petits mouvemens

qu'un systéme de points peut avoir autour d’'un point fixe, sans
que leur disposition mutuelle en soit altérée. Pour lever ce doute,
nous allons chercher tous ces mouvemens d’une maniére plus directe,

Par le point donné, qui sert d’origine aux coordonnées =, y, z,
et par un autre point du systéme, imaginons une ligne droite, et
par cette ligne et par un troisi¢me point du systéme, un plan; rap-



PREMIERF, PARTIE, SECTION III. 55
portons a cette ligne et a ce plan les autres points du systéme,
par de nouvelles coordonnées rectangles af, 3, z' ayant la méme
origine que les premiéres x, y, z; il est clair que ces nouvelles
. coordonnées ne dépendront que de la situation mutuelle des points
du systéme, et seront par conséquent constantes lorsque le sys-

2 ) ntL p q
tme change de place, tandis que les premicres varient seules
par ce changement.
La théorie connue de la transformation des coordonnées donne
d’abord ces relations entre les trois premiéres et les trois dernicres,

P e b
y.o== a'x’ - ﬁ:y’ -+ 3z,
z = a"x"4 By "

. Les neuf coefficiens a, 8, 9, &', etc. ne dépendent que de la position
respective des axes des deux systémes de coordonnées, et doivent étre
tels que les coordonnées x, y, z se rapportent aux mémes points
que les coordonnées ', 5/, z/, et que par conséquent les deux ex-
pressions x*—-y* ~= z* et a4y -z soient identiques, ce qui
donne ces six équations de condition
: 7

@hatdali=1, o=, 4y 4=,
“BrLBtuf=0, aytatay =0, By+By+E =0,
de sorle que parmi les neuf quantités «, @, 3, «, etc., il en res-
tera trois d’indéterminées.

Lorsque les axes des &', 3 2’ comcident avec ceux des x, y, z,
on a x=u, y=y', z=z/, et par consé‘cl[ucnt a=1, f=o0,
Y=o, =o0, =1, @":0,.3?:0, e@ ==0, % = 1.-Ainsi en
différentiant les formules précédentes, et y faisant ensuite ces substi-
tutions, on aura le résultat d’un déplacement quelconque infiniment
petit du systéme dans Pespace autour du point. donné.

On aura dabord, en différentiant les expressions de x, y, z
dans hypothése de ', ¥, = conslantes, et substituant, aprées la dif-
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férentiation, x, y, z ala place de ces quantités ,

dx = xda - ydf —+ zdy,
dy = xdd 4 ydf + zdy',
dz = xda'~+ ydf'+ zdy'.

Mais les six équations de condition étant différentiées donnent,
par la substitution des valeurs o =1, g=o0, p=o0, elc. trou-
vées ci-dessus, da=0, df'=o0, d)'=0, dfp4-de'=0, dy~de"=o0 4
dy +df' =o, don do'=—dp, dd' =—dy, df’'=—dy.

Ces valeurs étant substituées dans les expressions de dx, dy,
dz , on aura celles-ci: :

dy = - yda' -~ zdy, dy=xde’ —zdf’, dz= —xdy +ydp’

qui coincident avec celle de Particle 8, en faisant da’=d@ , dy=dw,
df'=d. '

Ces formules des variations de x, y, z ont donc toute la géné<
ralité que I'état de la question peut comporter ; et les trois équa-
tions =0, M=o, N=o, qui résultent de I'évanouissement
des termes affectés de dv, dw, dp dans Péquation générale de I'équi-
libre, sont par conséquent les seules nécessaires pour maintenir le
systeme en équilibre autour du point donné , abstraction faite de ce
qui dépend de la disposition mutuelle des points entre eux, De sorte .
que lorsque cette disl)ositioﬁ est invariable, Péquilibre du systéme
“ne dépendra que des trois équations dont il s'agit.

D’Alembert est le premier qui ait trouvé les lois de I'équilibre de
plusieurs forces appliquées a un systéme de points de forme inva-
viable, dans ses Recherches sur la Précession des équinoxes. Il y est
parvenu d’une maniére trés-compliquée par la composition et la
décomposition des forces. Depuis elles ont été démontrées plus sim-
plement par différens auteurs; mais nos formules ont lavantage
@’y conduire directement,

§ 111,
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§ TIL

De la composition des mouyemens de rotation auiour de différens
axes , et des momens relatifs a ces axes.

11. Si on prend dans le systéme un point pour lequel les coor=
données «, y, z soient proportionnelles a dv, dw, do, les diffc-
.rentielles correspondantes dx, dy, dz seront nulles, comme on le
voit par les formules de Varticle 8. Ce point, et tous ceux qui au-
ront la méme propriété, seront donc immobiles pendant Tinstant
que le systéme déerit les trois angles dn}, dw, d@, en tournant &
la fois autour des axes des x, y, z. Et il est facile de voir que tous
ces points seront dans une ligne droite passant par Porigine des coor= 2
données et faisant avec les axes des x, y, z des angles A, @, v,
Lels que

e 4 oo do e 27 ;
COSA=— V(({m’,’-i-dw’-’-dq}“)’ COSp=— ‘/(d\!,,’-}-dﬂ'“-‘—d@’)’ cosy— ‘/(d«P"!"d“n"l'd@’)

Cette droite sera Yawe instantané de la rotation composde.
En employant les angles A, w, », et faisant, pour abréger,

dd = y/(d* =+ dw® - do*),

0N aura

dl=dlcosh, dw=dlcosp, dp==dfcosr,

et les expressions générales de dw, dy, dz (art. 8) deviendront
dx = (zcosp —y cosy) df,
dy = (wcosy — z cosA) dfl ,
dz = (ycos A — x cosw) df.
Le carré du pelit espace parcouru par un point queléonque étant
dx® 4= dy® - dz*, il sera exprimé par
| ((z cosp — y'c089)* (v CO8y —2zCOS A)* - (y COS A — & COS )*) d6*
' = (x*=4y* 4 z* — (xCOSA =y cosu - z cos»)*) db,
21 cause de COSA* - COSu® == COS P = 1.

Mee. anal. Tome 1. 8
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Or il est facile de prouver que x COSA ==y COSjh~t=2 COSV =0
est Péquation d’un plan passant par Forigine des coordonnées et
i)erpend.iculaire a la droite qui fait les angles A, p, v avec les axes
des », v, z; donc le pc’ut espace décrit par un pomt quelconque -
de ce plan sera alow fliy, A, de foo e auds olcl A
BV oy +2),
et comme Paxe instantané de rotation est perpendiculaire a ce méme
plan, il sensuit que @8 sera langle de la rotation autour de cet
axe, composée des trois rotations partielles dv, dw, dp autour des
trois axes des coordonndes.

12. 11 suit de la que des rotations quelconques instantandes d+ ;
dw, dp autour de trois axes qui se coupent a angles droits dans
un méme point, se composent en une seule df = y/(d~*~dw*=-de*),
autour d’'un axe passant par le méme point d’intersection, et fai-
sant avec ceux-la des angles A, u, v, tels que

COS A= ij, cos;z-_.-g;, cos:*..—_g—:f;

et réciproquement, qu’une rotation quelconque @8 autour d’un axe
donné, peut se décomposer en trois rotations partielles exprimées
par cosAdl, cosudb, cosyd autour de trois axes qui se coupent
perpendiculairement dans un point de 'axe donné, et qui fassent avec
cet axe les angles A, u, v; ce qui fournit un moyen bien simple
de composer et de décomposer les mouvemens instantanées ou les
vitesses de rotation.
~ Ainsi, si_on prend trois autres axes rectangulaires entre eux,
qui fassent avec 'axe de la rotation dA les angles A’, A", A"; avec
Yaxe de la rotation dw les angles w', ', " et avecl'axe de laro-
tation dp les angles ',»", »"; la rotation d+ pourra se résoudre en
trois rotations cosA’dxl, cos A"dw) , cos A"d, autour de ces nouveaux
axes; la rotation dw se résoudra de méme en trois rotations cos u'd» ,
cosp'dw, cosp”dw , et la rotation dp en trois rotations cos/dp ,
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cosy'dp, cosy’dp aulour des mémes axes. De sorie qu’en ajoutant
ensemble les rotations autour d'un méme axe, si on nomme dv,
di', di” les rotations totales autour des lrois nouveaux axes, -
on aura

dff = cosA’ d\ = cosp’ dw =~ cosy'do ,

df’ == cosA" d <~ cosp’dw - cosy"do,

di" = cosA\” dl + cosp"dw - cosy”d@.

i

13. Les rotations dv, dw, dp sont donc réduites de cette maniére
& trois rotations df, af', db”, autour de trois autres axes rectangu-
laires, lesquelles doivent par conséquent donner, par la composition,
la méme rotation @8 qui résulte des rotations v, dw, d9; de sorte

quon aura (art. 11), _ ;
db* = dlf* 4 db" - db™ = d* 4 de* - do*;
el comme cette derniére équation doit étre identique, il s'ensuif
quon aura ces relations :
COS A = cos A" ~~ cos A" =
COSpU™ ~ COSU"™ =~ cospu™ = 1,
€0S ¥ ~= cos ¥ =}~ cos ™ =

€08 N'cosu' == cos A"cosp” -~ cos A"cosp” = o,
cos A'cos »’ -~ cos A"cos ' - cos A"cos )" = o,
COS w'Cos ¥ ~f- cosu’cos 3’ = cos u”"cos 1” == o,

* fu’on peut aussi trouver par la Géométrie.
Par ces relations on peut avoir tout de suite les valeurs de d.
dw de en dff, af’, d8”, en ajoutant ensemble les valeurs de df),
', d§”, multipliées successivement par cos A, cosA’, cOSA”, COS &’ >
COs ", etc., on trouvera de cette manitre :

d\ = cos Ndl' -}~ cosA"df’ 4 cos \"df”,
dw = cosp'dl’ - cosp'dd’ -~ cosp"db”,
dp = cos y'dl’ - cos y'db" - cos »"db”.

14 Si on nomme de plus @, @', 7" les angles que l'axe de la
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rotation composée @8 fait avec les axes des trois rotations partielles
d, db’, d8”, on aura, commie dans l'article 11,

dV = cosw'd, di = cosa'dl, db" = cos="dl,
et si dans les expressions données ci-dessus (art. 12) de db, dt’,
8", on met pour dy , dw, do leurs valeurs en df de Particle 11,
cos AdB, cosudd, cosydB, la comparaison de ces différentes expres-

sions de d¥, df', d4" donnera, en divisant par df, ces nouvelles re-
fations

08 ' = COSA COSA - COSK COSK = COSY COSY',
C0S " = COSA COS A" == COSp cosK’ == cosv €osy’y
€08 7" = COSA COSA” 4~ COSp COSp” = COSy COS ")

quon peut aussi vérifier par la Géométrie.

15. On voit par 13 que ces compositions et décompositions des
mouvemens de rotation sont entiérement analogues & celles des mou-
vemens rectilignes.

En effet, si sur les trois axes des rotatmns dv , dw, dp, on prend
depuis lcur point dintersection des lignes proportionnelles respecti-
vement & d-}, dw, dp, et qwon construise sur ces trois lignes un
parallélépipéde rectangle, il est facile de voir que la diagonale de ce
parallélépipéde sera Paxe de la rotation composée df, et sera en
méme temps proportionnelle a cette rotation ¢f. De la et de ce
que les rotations autour d’un méme axe s’ajoutent ou se retranchent
suivant qu'elles sont dans le méme sens ou dans des sens Opposés,
comme les mouvemens qui ont la méme direction ou des directions
opposées, on doit conclure en général que la composition et la dé-
composition des mouvemens de rotation se fait de la méme manicre et
suit les mémes lois que la composition ou décomposition des mou-
vemens rectilignes, en substituant, aux mouvemens de rotation, des
mouvemens rectilignes, suivant la direction des axes de rotation.

16, Maintenant si dans la formule de Iarticle g,
Ly, -+ Mdw ~+ Ndp,



PREMIERE PARTIE, SECTION IIL 61

laquelle contient les termes dus aux rotations  d, .dw, do dans la
formule générale Pdp + P'dp’ -+ P'dp' - etc., on substitue pour
dy, dw, dp, les expressions trouvées dans larticle 13, elle deyient

(L cosA - M cosp =+ N cosy' )b
o~ (L cosA" == M cosp’ - N cosy”)db’
- (L cOS A" + M cosp” + N cosy”)dd".
Done par Yarticle 7, les coefficiens des angles €lémentaires d,
db', db” exprimeront les sommes des momens relatifs aux axes des

rotations af, @b’, db”. Ainsi des momens égaux a L, M, N ¢t
relatifs & trois axes rectangulaires, donnent les momens

L cos N - Mcosp ~~ Ncosy,
L cos A" == Mcosp = Ncosy',
L cos A" == M cosp” - N cos”,
velatifs & trois autres axes rectangulaires qui font respectivement
avec ceux-la les angles &/, w; v'; A%, ', "5 A%, u% 4"

On trouve une démonstration géométrique de ce théoréme, dans
le tome VII des Nova acta de I'Académie de Pétershourg.

~_17. Si on suppose les rotations d+, dw, d¢ proportionnelles a L,
M, N, ¢t quon fasse

H = \L1* -+ M* + N*,
on aura par larticle 11,

L= HcosA, . M= Hcosps" N=Hcosy,

et les trois momens qu'on vient de trouver se réduiront, par les
relations de Particle 14, a cette forme simple,
H cosa’y ILcosw"y, Hcosw".

Or ', o, #” sont les angles que les axes des rotations a¥, ab,
¥ font avec Iaxe de Ja rotation composée f. Donc si on fait
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coincider Paxe de la rotation 44’ avec Vaxe de la rotation df, on a
' =o0, et a", 7" chacun égal & un angle droit; par conséquent le
moment autour de cet axe sera simplement #7, et les deux autres
momens autour des axes perpendiculaires a celui-ci deviendront
nuls.

Dot T'on conclut que des momens égaux a L, 2, N et rela-
tifs a trois axes rectangulaires ,l se composent en un moment unique £
égal & \/I* + JI* -+ N*, et relatif & un axe qui fait ceux-la les
angles A, w, », tels que

L
COSA = =,

COS K =%4, COS ¥ = g

Ce sont les théorémes connus sur la composition des momens; et
il est évident que cette composition suit aussi les mémes régles que
celle des mouvemens rectilignes. On aurait pu la déduire immédia-
tement de la composition des rotations instantanées, en substituant
les momens aux rotations qu'elles produisent , comme Varignon a

substitué les forces aux mouvemens rectilignes.

§i: oL ¥
. Propriétés de Véquilibre , relatives auw centre de gravité.

18. Si, dans les formules de Tarticle g, on suppose que toutes
les forces P, P', P', etc. agissent dans des directions parallcles
entre elles , on aura a=a'=a", etc., B=RF=f', elc., ye=/=)elG.;
par conséquent si on fait, pour abréger,

X = Px - P& - P'x" - elc.,
Y = Py -+ Py -+ P 4 etc.,
Z = Pz - P77 + PZ' + elc.,
les quantités L, M, N ‘deviendront '
L = Ycosy — Zcosf,
M= Z cosa — X COS8 %y,
N = Xcosff — Ycosa.
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Et les équations de I'équilibre seront L =o, M=o, N=o,
dont la troisiéme est ici une suite des deux premicres. Mais comme
on a dailleurs équation cos a*~-cos B*~}-cosy*==:1 (sect. I, art. 7),
on pourra déterminer par ces equanons les angles «, B, 3, etlon

frouvera
X
V& F 7§ 2
= 2
s B = T TRy

Co5 a0 =

Z
CO8 ) e e o
7 = VAP EZ)

" Donc la position des corps étant donnée par rapport a trois axes,
il faudra, pour que tout mouvement de rotation du systéme soit dé-
truit, que le systéme soit placé relativement a la direction des forces,
de manicre que cette direction fasse avec les mémes axes les angles

«, 3, » qu'on vient de déterminer.

19. Si les quantités X, ¥, Z étaient nulles, les angles «, £, ¥
demeureraient indéterminés, et la position du syst¢me, relativement
a la direction des forces, pourrait étre quelconque; d’out résulte
ce théoreme, que si la somme des produits des forces paralléles,
par leurs distances a trois plans perpendiculaires entre eux , est
nulle par rapport & chacun de ces trois plans, Ueffet des forces
pour faire tourner le systéme autour du point commun d’intersection
des mémes plans , se trouvera détruit.

On sait que la gravité agit verticalement et proportionnellement a
la masse; ainsi dans un systéme de corps pesans, si on cherche un
point tel , que la somme des masses multipliées par leurs distances a
un plan passant par ce point, soit nulle relativement a trois plans
perpendiculaires , ce point aura la propriété que la gravité ne pourra
‘imprimer au systéme aucun mouvement de rotation autour du
‘méme point. Cest ce point qu on appelle centre de frmmfé et qui
est d’un usage si étendu dans toute la Memmquc

Pour 1e detcrmmer, il n’y ‘a qua chercher sa distance & trois
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plans perpendiculaires donnés. Or, puisque la somme des produits
des masses par leurs distances & un plan passantpar le centre de gra-
Vité est nulle, la somme des produits des mémes masses par leurs dis-
tances a un autre plan paralléle & celui-ci, sera nécessairement égale
au produit de toutes les masses par la distance du centre de grayité
au méme plan; de sorte quon aura cetle distance en divisant la
somme des produits des masses et de leurs distances, par la somme
méme des masses; et de la résultent les formules connues pour les
centres de gravité des lignes , des surfaces et des solides,

20. Mais il y a une propriété du centre de gravité qui est moiuns
connue, et qui peut étre utile dans quelques occasions, parce qu’elle
est indépendante de la considération étrangére des plans auxquels
on rapporte les différens corps du systéme, et qu'elle sert & déter-
miner leur centre de gravité parla simple position respective des
corps. Voici en quoi elle consiste.

Soit 4 la somme des produits des masses prises deux a deux
et multipliées de plus par le carré de leur distance respective, cette
somme ¢lant en méme temps divisée par le carré de la somme des
masses. ' _

Soit B la somme des produits de chaque masse par le carré
de sa distance a un point quelconque donné, cette somme étant di-
visée par la somme des masses.

On aura VB — A pour la distance du centre de gravité de
toutes les masses au point donné. Ainsi comme la quantité Z est
indépendante de ce point, si on détermine les valeurs dé B par
rapport & trois points différens pris dans le systéme ou hors du
systéme, a volonté, on aura les distances du centre de gravité a ces
trois points, et par conséquent sa position par rapport a ces points.
Si les corps étaient tous-dans le méme plan, il suffirait de consi-
dérer deux points, et il n’en faudrait qwun seul si tous les corps
étaient dans une -‘ligne donnée. his
- En prenant les points donnés dans les corps mémes du systéme ,

Ia
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la position de son centre de: gravité sera donnee uniquement par
les masses el par leurs d;starices ruspcclm.b Clest en quoi consiste
le principal avantage de cette, ‘maniére de stéI‘mmeP le centre de
graviteé. ! ; 0" ¢

Pour la démontrer, je reprcnds Ies cwcpressxons de X, Y, Z
de Tarticle 18, ‘et prenant’de plus’ trois quantités arbitraires f,’ g,
/2, je forme ces trois €quations identrques faciles a verlﬁel N

; (X—-(P+P’+P'+etc 4 Bl o
cron & i i v Sty (s iy ¥ oA e B 2 &= Sl elc)
e PP’(J: —a' )" — P”(x —a") — P P "(a'— & ) —cte.

(PP P
= (P4-P'4-P'4-etc.) (P(y——g)+P'(y "—g)+P(y" —-gJ’-l-etc )
— PP(y—y') — PP'(y—y"y—PP(y'—y") —elc.;
(Z— (P~ P+ P’ 4 etc,) k)
= (P4-P'+P'+etc.) (P(z—h)*+P (£ —h)'+P'—(z"—h)*+-etc.)
— PP (z—z')* — PP (z=z")* — P'P!(z—z")* — etc. X

Les quantités P, P, P', etc. représentent les poidsiou les masses
des corps qu1 leur sont proportionnelles , et Jles quantités, @5y, 25

', ¥y 2/, a", etc. sont les coordonnées rectangles de ces corps. Or,
nous avons vu (art. 19) que lorsque lorigine des coordonnées est
dans le centre de glawte les trois quantlles X, ¥, Z sont nulles,
Si donc on fait dans les trois eqdatmns precedéntes x Lo ! I"_-o,
Z =0, quon les ajoute ensémble, et quon’ suppo’se, pmnz‘ abrégbr,

L e T
(e —f )+ (=8 +(z'-“7f)‘—(0)‘
(W—f) +(y— )+ (F—hr=0 )"\, b ol
@) (=) =R = (3) Bi102115
ete. _ — :
(x—a') 4+ (y—g/ ) =+ (e—2) = (01",
(x—-—-x DR L i (=2 = (0,2)*,
s L Ay y)+(z-z)’—(19)a
.'.ehc.
Méc anal. Tome I, )
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on aura , aprés avoir divisé par (P - P’-+—P" -} etc.)*,

L PY PO P (a) o+ ete,
1T PP 4P Aete.
__ PP(0,1)% + PP'(0,2)* -+ P'P"(1,2)* -} etc.
. _ (P + P + P" + ete,)? _
~ Si on prend maintenant les trois quantités f, g, % pour les coor-
données, rectangles d’un point donné, il est wvisible que » sera la
distance de ce point au cenire de gravité qui est supposé dans
Vorigine des coordpnn;es que. (0)y (1)5.(2), ete. seront Jes distances
des poids P, P, P', elc. & ce méme point, et _que (0,1), (0,2),
(1,2), etc. seront lcs distances entre les corps ou poids P et P/,
P et P, P et P, cle. Donc Péquation ci-dessus deviendra

r=RB— A d’ou l’on tive: 7= \/(B—4). -
0 1 § V b, g

Propriétés de Véquilibre, relatives aux maxima ef minima.

?‘

210 Nous /allons | considérer maintenant les maxima et minima
qui peuvent avoir lieu dans l’equthbre et pour cela nous repren-
drons la formule générale

Pd_p —[— Qd’g + Rdr + ele: ==0

dc l’ethhre cnlre les, forces P, Q, R, elc., dmgceq suivant les
]:gucs Py 4 Ty €LC., qui aboulissent, aux. centres. de; ces forces
(Sect. T, art. 4).

On peut supposer que ces forces soient exprimées de manicre
que la quanllte Pdp <+ ng ~ Rdr - etc. soit une différenticlle
exacte d’une fonetion de ; p, g y r, ete., Iaque!le soit représentée par IT,
ensorte que Pon ait — \ :

gl P{{p ~= Qdq = Rdr - cle.

Alors on aura pour Véquilibre cette équation dI= o, laquelle fait
voir que le systéme doit étre disposé de maniére que la fonction I
y soit, généralement parlant , un maximum ou un mirimum.
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Je dis généralement prirlant ; car. on &ait que I'égalité d’'une diffé-
rentielle & zéro' Windique pas towjours unmasimum o un | mini=
mum, ‘comme’ on leveit: par la: théorie des courbes. i f i
La supposition précédente a lieu en général lorsque les: forces
P, Q, R,ectc. tendent réellément ou & des points' fixes, ou a des
corps du méme systéme;, et sont proportionnelles: a des fonctions
quelconques des distances; ce quirest propremeiit e ¢as de la nature.
Ainsi dans cette hypothése de forces, le systéme sera en équilibre
lorsque la fonction IT sera un mawirmum ou un minimum ; c'est en
quoi consiste le principe q'ue Mauperluls avalt pr0pose sous le nom

de loi de repos. '

Dans un' systéme  dé corps pesans cn et[mlLbre Jes ' forces .
Q, R, ectc. provenant de la graﬂfé sont domme Ton “san‘., pro-
portionnelles aux masses des corps, ¢t par conséquent constantes,
et les distances p, ¢, #, etc. concourent au centre de la terre. On
aura donc dans ce ¢as' 1 == Pp + Q(f S Rr A etdlypar consequent
pulsque les hgnes Py ¢ r ete. s‘dht censées paralleles 121 quan’ate

exprimera Ia distance du centre de gravm- de. tout

P4 Q + R4 etc.
le systéme au centre de la: terre; laquelle sera done un minimum ou
un magimum , lorsque le systeme sera en équilibres elle seray par
exemple, un minirhum dans le cas dela; chainette, etun maximum
dans le: cas de plusieurs: globules qui se; ﬁ@luﬁndl’&lcl]t en forme de
volite, Ce principe est connu: depu,ts Iong—temps. 1 &130{0

2g. Si maintenant on consu'lue Ie munc byslunc en mouvemcnt
et que «, u', u", etc. soient les v;tesaca, et m, frzf", m? qtgmles
masses respectives des différens corps qui le composent le principe
si_connu de a conserpataon des forces vives, dont nous donneruns
une démonstration directe et genelale daus la seconde pm tie, four-

mla cetle cqmtmn, aidob 11 AoBancy al - o1a 2

m'u* - m"u” —I— m"’u""‘ + etc* = coust — 21'1
Donc, puisque dans Iétat: d'équilibre la qua.nme 1'1 ost un mini-
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aum oW I maxium il s'ensuit . que la: quantité m/u'* 4= m"u"™
e " 1/Tti#}= ol eays qui- exprime la force vive de tout le systeme; sera
en méme tempnsun maximum ou minimumy ce qui donne cet autre
principe  de Statique, que de foutes les situations que prend succes-
sivement)le “systéme ; celle ot il a'la plus grande ou la plus petite
force wive;ést: andsivelle oty il lé faudrait placer, d’abord pour qu’il
restdt enléguilibre. IVoyez les Memou'cs de l’Acadelme des Sciences
deuqéBct;wétg mNeys ol 899101 8h : )

il
' a3. On v1ent dc voir quc 1.1 fonctmx;l‘[ est un mimimum oUW
maximum , lorsque la position du systéme est celle de Péquilibre 5
nous, allons maintenant démontrer que si cette. foncllon est un, mi-
umaum,,, W Lthbre aura de la stabilité ; ensorte, que le systt,me étant
d’a.bord _supposé dans, Vétat, d’équilibre ;, et venant, ensuite a étre
tant soit, pen déplacé de cet. élat, il tendra, de lui-méme a 8’y re-
mettre, en faisant | des. 0§clllauons mﬁnunent pelites ; qulau con-
traire ,. ’dg,na le cas, qu la meéme I‘oncuou Sera_un maximum qulll-
libre v’ aura pas de stablhte et qu'étant une fois troublé, le systéme
pOLm‘a faire des osullatlons qui ne seront pas trés-petites , et qui
pourront: Pécarter de plus en plus :deson premier état.
1ePourrdémontrer icette proposition  dune ‘maniére. générale’; je
considére que ) quelle que puisses étre la formerdursystéme ;' sa po-~
sition; ‘Cest-a-dire celle des  différens corps qui le' composent, sera
toujours déterminéepar! uni‘certain' nombre de variables,- et quela
quantlte I sera une fonction donnée de ces mémes variables. Suppo-
sémb q]ue dans Icl SIlI.ld.LlOI] d’t,qulhbl e les varlables dont ils aglt soient
égales'd @, b,'c, ete., et qiue dans une mtuat;on trés-prochc de celle- -Cl,
eﬂé%“éo‘ieht a +.¥,Ir;r+y, 14_2’ etc , les qudnutcs %, ¥, z,etc. étant
lrcs-pctllcs, substituant ces dermeres valeurs dans la fonction IT,
et réduisant en série , suivant les dimensions des quantllts tru:-

petites «, Y %, elc., h fonction I deviendra de cette forme

1= A+m+Cy+Dz+etc
U Pt Gy b Hy? A Keg A Lye < Mz A el
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les quantités 4, B, C, etc. étant données en a, b, c, etc. Mais:

dans D'état’ d’équilibre la valeur de dIl doit étre nulle, de quelque
maniére quon fasse varier la position du systéme; donc il faudra

que la différentielle ‘de IT soit nulle en gt,nera] lorsque x, ¥, 2, etc ‘i

sont==o; donc B.==0,/C==0), D=0, €etes PyAgli g A

On aura donc pour une situation quelconque tres-proche de celle
de Péquilibre, cette express;on deTT, g desiriend-ols woliasd, I8

v :
B g Mo

= A4 - Fx* + Gxy - Hy* -+ Kxz - Lyz - Mz* - elc. ,

dans laquelle, tant que les variables =, y, z, etc. sont trés-petites, :

il suffira de tenir compte des secondes dimensions de ces variables.

24, Maintenant il est clair que poui‘ que la quantité IT soit toujours
un 7zinimum , lorsque x, y , z, etc. sont nulles, il faut que la fonction
Fx* + Gay = Hy" - Koz ++ Lyz -+ Mz* ~- elc.,

que je nommerai X, soit constamment positive, quelles que sojent
les valeurs des variables x, y, z, etc.

Or cette. fonction est réductible a la forme

X = f&* o= gn* o A{* 4 etc.,

enfaisant
N T A
£=x—l———+2f—l—etc,
(‘l
g"—:.H"'"'Z}“:
: GK
n,=_y+(L———) + etc.
J Kﬂ I?
k:M-—:{—f—Zg,
{ = z ~} etc.,

ete.

‘Donc, pour qu'elle soit: toujours positive, il faudra que les coeffi-
ciens f, g, A, etc. soient posilifs; et on voit en méme temps que
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si ces coefficiens sont positifs, la valeur de X scra nécessairement
positive, puisque les quantités Z , », ¢, etc. sont réelles lorsque les
variables x, ¥, z, etc. le sont.

Si au contraire la quantité IT devait étre toujours un maximuny
lorsque x, ¥, z, elc. sont nuls, il faudrait que la fonction X fiit
constamment négative, et par conséquent que les coefficiens f; g,
%, ete. fussent négatifs ; et réciproquement , si ces coefficiens sont
négatifs, il sensuivra que la valeur de X sera nécessairement
négative,

25. On aura donc, en ne tenant compte que des secondes dimen-
sions des quantités trés-petites x, y, z, etc.,

N = A + f&* + gn* 4 h{* +-etc.,
¢t Péquation de la conservation des forces vives (art. 22) deviendra
M= M0 " i -cle.=const.— a A—3f T —agn’—2h{*, etc.

Or dans Pétat déquilibre on a (hyp.) a=o0, y=o0, z=0, elc.;
donc aussi £ =o0, =0, {=o, etc. (art. 19); donc si on sup-
pose qu'on dérange le systéme de cet €tat, en imprimant aux corps
M, M, M", elc. les vitesses trés-petites ¥, 7', 7", etc., il
faudra que Von ait &'= V", «"=V", "= V", etc., lorsque =0,
n=o0,{=0,etc. On aura donc M'7"* 4 M"V" 4 M" ¥ " +-etc.
= const. — 2.4 ; ce qui servira a déterminer la constante arbitraire,

Ainsi équation précédente deviendra :
M=M= M -etc, = M' V"4 MN"V "4 M" 7"+ elc.
— of §* — agn* —2hL*, etc., L :
d'ou il est aisé de tirer ces deux conclusions:

1°. Que dans le cas du minimum de II, dans lequel les coeffi-
ciens f, g, &, ete. sont tous positifs, la quantité toujours positive
af £ + 2gn* + 2h* -} etc. devra nécessairement etre moindre, ou
du moins mne pourra pas étre plus grande que la quantité donnée
M5 P M P " - ete., quiest elle-méme trés-petite ;
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par conséquent si on nomme cette quantité 7, on aura pour cha-

cune des variables £, n, ¢, etc. ces limites == \/ 54 - —

- \/ 5+ elc., entre lesquelles elles seront nécessairement renfer-

20’

mées; d'ou il suit que dans ce cas le systéme ne pourra que s’écarter
trés-peu de son état d’équilibre, et ne pourra faire que des oscilla-
tions trés-petites et d’une étendue déterminde, 4 e A Lot

°. Que dans le cas du maximum de 11, dans lequel les cocﬂicicns
f, &> h, elc. sont tous négatifs , la quantité toujours positive
— 9fE* — 9gn* — oh*, elc. pourra croitre a linfini, et qu’ainsi
le systéme pourra sécarter de plus en plus de son état d*équilibre.? ¢
Du moins Péquation ci-dessus fait voir que dans ce cas rien n’em-
péche que les variables £, , ¢, ete. naillent loujours en augmen-
tant, mais il ne s'ensuit pas encore qu'elles doivent en effet aller
en augmentant ; nous démontrerons cette derniére proposition dans
la section cinqui¢me de la Dynamique.

Si tous les coefficiens £, g, %, etc. élaient nuls, on sait, par les
méthodes de maximis et minimis , quil faudrait, pour lexistence
d’un minimum ou d'un maximum, que les termes de trois dimen-
sions disparussent, et que ceux de quatre dimensions fussent cons-
tamment positifs ou négatifs ; et c’est aussi de cette maniére qulon
pourra juger de la stabilité de 'équilibre donné par Iévanouissement

des termes de la premiére dimension, lorsque ceux de deux dimen-
sions scvmoulqsent en méme temps.

26. Aureste, ces propriétés des maxima et minima., qui ont lieu
dans T'équilibre d’un systéme quelconque de forces, ne sont qu'une
conséquence immédiate de la démonstration que nous avons donnée
du principe des vitesses virtuelles a la fin de la premiére section.

En effet, soit p la distance entre les deux premiéres moufles ,
I'une fixe, Pautre mobile, jointes par P cordons qui produisent une
force proportlonnelle a P, et quon peuyt représenter simplement
par P, en prenant le poids qui tend la corde pour Punité; soit de



72 MECANIQUE ANALYTIQUE:

méme ¢ la distance entre les deux moufles qui produisent la force Q,
7 distance entre les moufles qui produisent la force 2, etc. Il est
évident que Pp sera la longueur de la portion de la corde qui em-
brasse les deux premiéres moufles; pareillement, Qg, Rr, etc. se~
ront les longueurs des portions de la corde qui embrasse les, autres
moufles ; de sorte que la longueur totale de la corde embrassée par
les moufles fixes et mobiles sera Pp - Qg -+ Rr - elc.

Ajoutons a cette longueur celle des différentes portions de Ia
corde qui se trouveront entredes poulies fixes pour faire les renvois
nécessaires au changement de direction, et que nous désignerons
par a; ajoutons-y encore la portion de la corde qui se trouvera
entre la derniére poulie de renvoi et le poids attaché a I'extrémité
de la corde, et que nous désignerons par .z; enfin soit Z la lon-
gueur totale de la corde, dont la premiére extrémité est fixement
attachée a un point immobile dans lespace, et dont Iautre exirémite
porte le poids; on aura évidemment I'équation

I == PpQq + Rr+ ¢tc. + a—+u,
dou lon tire
u=1-—=a—= Pp— Qq~— Rr— clc.

Or en supposant les forces P, Q, R, etc. constantes, cest-a-dire
indépendantes de p, ¢, 7, elc., ce qui est toujours permis dans
Péquilibre ou P'on ne considére que des déplacemens infiniment pe-
tits, il est visible que la quantité Pp -+ Qg - Rr - etc. sera la
méme que nous avons désignée par I1 dans larticle 21 ; ainsi on
aura en général u=1—a—1II, ou Z ¢t a sont des quantitcs
constantes.

27. Maintenant il est clair que comme le poids tend a descendre
le plus qu’il est possible, I'équilibre n’aura lieu en géncéral que lors-
que la valeur de w, qui exprime la descente du poids depuis la
poulie fixe, sera un maximum, et que par conséquent celle (de IT

sera
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sera un minimum; et Pon voit en méme temps que dans ce cas
Péquilibre sera stable, parce qu'un petit changement quelconque
dans la position du systéme ne pourra que faire remonter le poids,
lequel tendra a redescendre et a remettre le systéme dans I'état
d’équilibre. : '

. Mais nous ayons vu que pour I'équilibre il suffit que Ion ait
dll=o0, et par conséquent du==0; ce quia lieu aussi lorsque la
valeur de # est un minimum , auquel cas le poids, au lieu d’étre le
plus bas, sera au contraire le plus haut. Dans ce cas, il est visible
qu'un petit changement dans la position du systéme ne pourra que
faire descendre le poids, qui alors ne tendra plus a remonter,
mais & descendre davantage, et a éloigner de plus en plus le sys-
téme du premier état d’équilibre; d’ott il suit que cet équilibre n’aura
point de stabilité, et quétant une fois troublé, il ne tendra pas a
-se rétablir,

Mée. anal. Tome I. 10
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— S

QUATRIEME SECTION.

Manidre plus simple et plus générale de faire usage de le
Jormule de Péquilibre , donnée dans la seconde Section.

1. Crux qui jusqu'a présent ont écrit sur le principe des
vitesses virtuelles, se sont plutot attachés a prouver la vérité de
ce principe par la conformité de ses résultats avec ceux des prin<
cipes ordinaires de la Statique, qu'a montrer 'usage qu'on en peut
faire pour résoudre directement les problémes de cette Science. Nous
nous sommes proposés de remplir ce dernier objet avec toute la gé-
néralité dont il est susceptible, et de déduire du principe dont il
sagit, des formules analytiques qui renferment la solution de tous
les probl¢mes sur I'équilibre des corps, & peu prés de la méme ma-
nicre que les formules des soutangentes, des rayons osculateurs, etc.
renferment la détermination de ces lignes dans toutes les courbes.

La méthode exposée dans la seconde seclion, peut étre employée
dans tous les cas, et ne demande, comme on I'a vu, que des opé-
rations purement analytiques ; mais comme I'élimination immédiate
des variables ou de leurs différences, par le moyen des équations
de condition, peut conduire a des calculs trop compliqués, nous
allons présenter la méme méthode sous une forme plus simple, en
réduisant en quelque maniére tous les cas a celui d’un’systéme en-
ticrement libre.

§ I

Méthode des Multiplicateurs.

2. Soient L=o0, M=o0, N=o, ectc. les différentes équations
de condition données par la nature du sysi¢me, les quantités Z,
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M, N, etc. étant des fonctions finies des variables x, ¥, 2, o, ¥/,
g, etc.; en différentiant ces équations, on aura celles-ci, dZ =o,
dM =0, dN =o, elc., lesquelles donneront la relation qui doit
avoir lieu entre les différentielles des mémes variables. En général ,
nous représenterons par dL==o0, dM=0, dN=o, etc. les équa-
tions de condition entre ces différentielles, soit que ces équations
soient elles-mémes des différences exactes ou non, pourvu que les
différentielles n’y soient que linéaires.

Maintenant, comme ces équations ne doivent servir qu'a élimi-
ner un pareil nombre de différentielles dans la formule générale de
Péquilibre, aprés quoi les coefficiens des différentielles restantes
doivent étre égalés chacun & zéro, il west pas difficile de prouver
par la théorie de P’élimination des équations linéaires, qu’on aura
les mémes résultats si on ajoute simplement & la formule dont il
s'agit, les différentes équations de condition dZ =o, dM=o,
dN=o, etc., multipliées chacune par un coefficient indéterminé ;
quensuite on égale & zéro la somme de tous les termes qui se trouvent
multipliés par une méme différentielle, ce qui donnera antant d’équa-
tions particulicres quil y a de différentielles; quenfin on élimine
de ces dernitres équations les coefficiens indéterminés par lesquels
on a multipli¢ les équations de condition. |

3. De la résulte donc cette régle extrémement simple pour trou-
ver les conditions de I'équilibre d’un systéme quelconque proposé.

On prendra la somme des momens de toutes les puissances qui
doivent étre en ¢équilibre (sect. 11, art. 5), et on y ajoutera les diffé-
rentes fonctions différentielles qui doivent étre nulles parles condi-
tions du probléme, aprés avoir multiplié chacune de ces fonctions par
un coefficient indéterminé; on égalera le tout a zéro, et I'on aura
ainsi une équation différentielle quon traitera comme une équation
ordinaire de maximis et minimis , et d’ou I'on tirera autant d'équa-
tions particulicres finies quil y aura de variables; ces équations
€lant ensuite débarrassées, par I'élimination, des coefliciens indé-



6 MECANIQUE ANALYTIQUE!
terminés, donneront toutes les conditions nécessaires pour I'équi-
libre. :

L’équation différentielle dont il s’agit sera donc de cette forme,
Pdp ~+ Qdg —+ Rdr-}-etc. + AdL - ud M - vdN - ete. =o,
dans laquelle A, 4, v, etc. sont des quantités indéterminées; nous

la nommerons dans la suite, dguation générale de Iéquilibre.
Cette équation donnera, relativement & chaque coordonnée, telle
que x, de chacun des corps du systéme , une cquauon de la forme

sulvante
drL

-+-Q +Rdx-|—etc -t A + d.r +v g-&- etc.== 0y
ensorte que le nombre de ces équations sera égala celui de toutes
les coordonnées des corps. Nous les appellerons équations particu~
liéres de Péquilibre.

4. Toute la difficulté consistera donc a éliminer de ces derniéres
équations, les indéterminées A, p, v, etc.; or C’est ce quion pourra
toujours exéeuter par les moyens connus ; mais il conviendra dans
“chaque cas de choisir ceux qui pourront conduire aux résultatsles plus

simples. Les équations finales renfermeront toutes les conditions né-
cessaires pour Péquilibre proposé, et comme le nombre de ces équa-
tions sera égal a celui de toutes les coordonnées des corps du sys-
téme moins celui des indéterminées A, u, v, etc., quil a fallu
éliminer , que d’ailleurs ces mémes indéterminées sont en méme
nombre que les équations de condition finies L=o0, M==o0,
-N=o, elc., il sensuit que les équations dont il s’agit, jointes a
-ces dernidres; seront toujours en méme nombre que les coordon-
nées de tous les corps; par conséquent, elles suffiront pour déter-
_miner ces coordonnées, et faire connaitre la position que chaque
corps doit prendre pour étre en équilibre.

5. Je remarque maintenant que les termes AdL, pdM, ctc. de
-Péquation générale de Péquilibre, peuvent étre aussi regardés comme
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représentant les momens de différentes forces apphquees au méme
systéme.

En effet, supposant dL une fonction différenticlle des variables
', ¥y 2, &y 5", etc. qui servent de coordonnées a différens corps
du systéme, cette fonction sera composée de différentes parties que
je désignerai par dL, dL', etc., ensorte que dL=dL ~+ dL'+-etc.,
dl/ ne renfermant que les termes affectés de dx', dy/, ds’y dL/ ne
renfermant que ceux qui contiennent dx", dy', dz’, et ainsi de
suite.

De cette maniére, le terme AdL de Déquation générale sera
composé des termes AdL’, AdL", etc. Or si on donne au terme AL
la forme suivante :

?\\/ dLn d!..)+ dL’

) ar’ ;
dL’)ﬂ dL’\® dLNs?
VEY+G)+GE)
: dy’
il est clair, par ce qu'on a dit dans l'article 8 de la seconde sec-
tion, que cette quantité peut représenter le moment d’une force

({L dL' ! . ’ .
AT \/ )+( dL , appliquée au corps dont les coor-

données sont a', y/, 7z, et dmgee perpendiculairement a la surface
qui aura pour équation dI'=o, en n’y regardant que &, y’, z
comme variables. De meme le terme AdL' pourra représenter le

~ moment d’une force = \/ ( dg,:) ( 7 ) -+-( e ) , appliquée au

corps qui a pour coordonnées ', 3", z”, et dirigée perpendiculaire-
ment & la surface courbe, dont I'équation sera dL'=o, en n’y re-
gardant que a", " 2’ comme variables, et ainsi de suite.

Donc en général le terme AdZ sera équivalent a effet de diffé-

~rentes forces exprimées par A \/ ( da:') -+ ( ) i (dL)

AV<W) ) o (d ) , etc., et appliquées respectivement

- aux corps qui I‘LpOI]dCl’lt aux coordonnées xy ¥y 2y x5 Yy 2y €elc.,
suivant des directions perpendiculaires aux diflférentes surfact:s
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courbes représentées par I'équation dZ==o, en y faisant varier pre-
miérement «’, 5/, 2/, ensuite a’, y’, 2", et ainsi du reste,

6. En général, on pourra regarder le terme AdZ comme le mo-
ment d’une force A tendante a faire varier la valeur de la fonction Z,
et comme d —=dl/-+dL '+ elc., le terme AdZL exprimera les mo-
mens de plusieurs forces égales a A, et tendantes a faire varier la

fonction Z, en ayant égard séparément a la variabilité des diffé-
- rentes coordonnées #’, 3, 2, &, ", 2", etc. Il en sera de méme
des termes wdM, vdN, etc. (art. g, sect.II).

Comme dans P'équation générale de I'équilibre (art. 3) les forces
P, Q, R, etc. sont supposées dirigées vers des centres auxquels
aboutissent les lignes p, ¢, , etc., et par conséquent tendantes a
diminuer ces lignes, il faudra également regarder les forces A, i, etc.
comme tendantes a diminuer les valeurs des fonctions L, M7, etc.

7. 11 résulte de Ia que chaque équation de condition est ¢qui-
valente a une ou plusieurs forces appliquées au systéme, suivant
des directions données, ou en général tendantes a faire varier les
valeurs de fonctions données, ensorte que Pétat d’équilibre du sys-
téme serale méme, soit qu’on emploie la considération de ces forces,
ou qu'on ait égard aux équations de condition.

Réciproquement ces forces peuvent tenir lieu des équations de
condition résultantes de la nature du systéme donné; de manicre
quen employant ces forces, on pourra regarder les corps comme
entiérement libres et sans aucune liaison. Et de la on voit la raison
métaphysique, pourquoi Fintroduction des termes AdZL--pdM--elc.
- dans Péquation générale de I'équilibre, fait qu'on peut ensuite traiter
‘cette équation comme si tous les corps du systéme étaient enti¢-
rement libres; c’est en quoi consiste 'esprit de la méthode de cette
section.

A proprement parler, les forces en question tiennent lieu des
résistances que les corps deyraient éprouver en vertu de leur liai-
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son mutuelle, ou de la part des obstacles qui, par la nature du
systéme, pourraient s'opposer a leur mouvement; ou plutét ces
forces ne sont que les forces mémes de ces résistances, lesquelles
doivent étre égales et directement opposées aux pressions exercées
par les corps. Notre méthode donne, comme I'on voit, le moyen de
déterminer ces forces et ces résistances; ee qui nest pas un des
moindres avantages de cette méthode.

8. Dans les cas ou les forces P, Q, R, etc. ne sont pas en
€quilibre, et ou 'on demande de les réduire a des forces équivalentes
dont les directions soient données, il suffira d’ajouter a la somme

des momens des forces P, Q, R, etc. les momens résultans des
équations de condition Z=o0, M=o, elc., et Pon aura la somme

des momens des forces équivalentes aux forces P, Q, R, etc. eta
laction que les corps exercent les uns sur lLS autres, en yertu de
ces mémes équations de condition.

En employant ainsi toutes les équations de condition données par
la nature du systéme proposé, on pourra regarder comme indépen-
dantes les coordonnées de chaque corps du systéme, et 'on aura pour
chacune de ces coordonnées, telle que «, une quantité de la forme

+Q +R +ctc.
"f*?\z_,: +#§;+v ——+etc.

qui exprimera la force résultante suivant la direction de la ligne «,
laquelle devra étre nulle dans le cas d’équilibre, comme on I'a vu
dans l'articie 3.

§ I
Application de la méme méthode & la formule de Uéquilibre des

corps continus, dont tous les points sont tirés par des forces
quelconques.

9. Jusqu’ici nous avons considéré les corps comme des points 3
L nous avons yu comment on détermine Jes lois de I'équilibre de
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ces points, en quelque nombre quils soient, et quelques forces qui
agissent sur eux. Or un corps d’un volume et d’une figure quel-
conque, nétant que I'assemblage d’une infinité¢ de parties ou points
matériels , il s’ensuit qu’on peut déterminer aussi les lois de Péqui-
libre des corps de figure quelconque, par lapplication des principes
précédens.

En effet, la maniére ordinaire de résoudre les questions de Mé-

canique qui concernent les corps de masse finie, consiste a ne
considérer d’abord quun certain nombre de points placés a des
distances finies les uns des autres, et a chercher les lois de leur
équilibre ou de leur mouvement; a étendre ensuite cette recherche
a un nombre indéfini de points; enfin a suppeser que le nombre
des points devienne infini, et qu'en méme temps leurs distances
deviennent infiniment petites , et a faire aux formules trouvées pour
un nombre fini de points, les réductions et les modifications que
demande le passage du fini a linfini.
"~ Ce procé’dé est, comme l'on voit, analogue aux méthodes géo-
métriques et analytiques qui ont précédé le calcul infinitésimal ; et
si ce calcul a avantage de faciliter et de simplifier d’une maniére
surprenante, les solutions des questions qui ont rapport aux courbes,
il ne le doit qu’a ce quil considére ces lignes en elles-mémes, et
comme courbes, sans avoir besoin de les regarder, premiérement
comme polygones, €t ¢nsuite comme courbes. Il y aura donc a
peu prés le méme avantage a traiter Jes problémes de Mécanique
dont il est question par des voies directes, et en considérant immé-
diatement les corps de masses finies comme des assemblages d’une
infinité de points ou corpuscules, animés chacun par des forces don-
nées. Or rien n'est plus facile que de modifier et simplifier par cette
considération, la méthode générale que nous venons de donner,

10. Mais il est nécessaire de remarquer, avant tout, que dans
Tapplication de cette méthode aux corps d’'une masse finie, dont tous
les points sont animés par des forces quelconques, il se présente

naturellement
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naturellement deux sortes de différentielles qu'il faut bien distinguer.
Les unes se rapportent aux différens points qui composent le corps ;
les autres sont indépendantes de la position mutuelle de ces points,
¢t représentent sculement les espaces infiniment petits que chaque
point peut parcourir, en supposant que la situation du corps varie in-
finiment peu. Comme jusqu'ici nous n’ayons eu que des diffé-
rences de cette derniére espéce & considérer, nous les avons désignées
par la caractéristique ordinaire ¢; mais puisque nous devons main-
tenant avoir égard aux deux espéces de différences 4 la fois, et quil
est par conséquent nécessaire d’introduire une nouvelle caractéris-
tique, il nous paraitia propos d’employer I'ancienne caractéristique d
pour désigner les différences de la premiére espéce qui sont ana-
logues a celles que l'on considére communément en Géométrie, et
de dénoter les différences de la seconde espéce qui sont particuliéres
4 la matiére que nous traitons, par la caractéristique &', employée
dans le Calcul des variations , avec lequel celui dont il s’agit ici a
une liaison intime et nécessaire.

Nous nommerons méme, par cette raison, pariations les diffé-
rences affectées de d', et nous conserverons le nom de différentielles,
a celles qui sont affectées de d. Du reste les mémes formules qui
donnent les différentielles ordinaires , donneront aussi les variations,
én substituant 'a la place de d.

6 Je remarque ensuite qu'an lieu de considérer la masse don-
née comme un a_ssemblagé d’une infinité de points contigus, il fau-
dra, suivant Tesprit’du calcul infinitésimal, la~ considérer plutét
comme composée d’élémens infiniment petits, qui soient du méme
ordre de dimension que la masse entiére; qu’ainsi pour avoir les forces
qgui animent chacun de ces élémens, il faudra multiplier par ces
mémes élémens, les forces P, Q, R, etc., qulon suppose appliquées
a chaque point de ces ¢lémens , et qu'on regardera comme des
forces accélératrices , analogues a celles qui proviennent de Pac-
tion de la gravite.
Mée. anal. Tom. I. 1r
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Si donc on nomme m la masse totale, et dm un de ses élémens-
quelconque, on aura Pdm, Qdm, Rdm, etc. pour les forces qui
tirent Pélément dm, suivant les directions des lignes p, ¢, r, etc.
Donc multipliant respectivement ces forces par les variations Jp,
Jdg, Jr, etc., on aura leurs momens, dont la somme, pour chaque élé-
ment dm, serareprésentée par la formule (Pd p+-QJy=-RIr-t-etc.)dms;
et pour avoir la somme des momens de toutes les forces du systéme,
il n’y aura qua prendre lintégrale de cette formule par rapport a
toute la masse donnée.

Nous dénoterons ces intégrales totales, c’est-a-dire relatives &
Pétendue de toute la masse, par la caractéristique majuscule §, e
eonservant la caractéristique ordinaire / pour désigner les intégrales
partielles ou indéfinies.

‘12. On aura ainsi pour la somme des momens de toutes les forces
du systéme, la formule intégrale

S(Pdp + Qdq + Rdr -+ elc.)dm; e
et celfe quantité devra étre nulle en général dans Iétat d’équilibre
du systeme.

Comme par la nature du systéme il y a nécessairement des
rapports donnés entre les différentes variations dp, J'¢, d7, etc.,
relatives & chaque point de la masse, il faudra Ies réduire a un
certain nombre de variations indépendantes et indéterminées; et
les termes multipliés par ces dernitres variations, étant égalés a zéro,
donneront les équations particuliéres de Véquilibre. Mais ces réduc-
tions pouvant étre embarrassantes, il conviendra de les éviter par le
moyen de la méthode des multiplicateurs que nous venons de donner
dans le ' paragraphe précédent.

13. Pour appliquer cette méthode au cas dont il s’agit ici, nous
supposerons que I =o, J}M=o0, etc. soient les équations de con-
dition qui doivent avoir lieu par la nature du probléme, par rapport
a chaque point de la masse, et nous les nommerons équations de
condition indéterminées.
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Les quantités L, M, etc. seront ici des fonctions des coor-
données finies &, y, z qui répondent & chaque point de la masse
donnée, et de leurs différentielles d’un ordre quelconque.

Ces équations étant différentiées suivant &, on aura celle-ci :
dL =0, &M=o0, etc. On multiplicra les quantités J'L, J'H, etc.
par des quantités indéterminées A, x, etc.: on en prendra linte-
grale totale, qui sera par conséquent représentée par la formule
SO\~ pd M --etc.), et ajoutant cette intégrale a celle de I'article
précédent , on aura Péquation générale de T'équilibre.

On observera qu’il n’est pas nécessaire que d'L, d'17, etc. soient
les variations exactes de fonctions de x, y, z, dwv, dy, etc., mais
quil suffit que &'Z =0, J'M=o, etc. soient les équations de con-
dition indéterminéee entre les variations de x, y, z, dv, dy, elc.
(art. 3).

Mais il faut remarquer qu'outre les forces qui agissent en gé-
néral sur tous les points de la masse, il peut y en avoir qui n’agissent
que sur des points déterminés de cette masse, lesquels points sont
ordinairement ceux qui répondent aux extrémités de la masse don-
née, cest-A-dire, au commencement et & la fin de lintégrale dési-
gnée par S.

De méme il pourra y avoir des équations de condition particu-
licres & ces points, et que nous nommerons équations de condition
déterminées, pour les distinguer de celles qui ont lieu en général
dans toute Iétendue de la masse; nous les représenterons par
A=o0, B=o0, C=o, etc., ou plutdt par 4 =o0, JB=o0,
JC =0, elc,

Nous marquerons d’un trait, de deux, de trois, etc. toutes les
quantités qui se rapportenta des points détérminés de la masse, et
en particulier nous marquerons d’un seul trait celles qui se rapportent
au commencement de lintégrale désignée par §, de deux trails
celles qui se rapportent a la fin de cette intégrale, de trois ou davan-
tage, celles quise rapportenta des points intermédiaires quelconques.

Ainsi il faudra ajouter & lintégrale S(Pdp+-Qd'g—+-Rd'r—t-elc.)dm,
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la quantité P'dp'+4-Q'd'¢'+R' I’ +-ete. + P'dp'4-Q'dy"+R'r'-etc. ;
et a lintégrale S(Ad'L - ud M~ etc.), la quantité ad'.4 -+ 4B
~+5d'C+etc.

De sorte que Iéquation générale de I'équilibre sera de cette
forme :

S(PIp 4+ Qg 4 RIr +- ete.)dm =4~ S(AL'L ~+ pd M - etc.)
= Pp - Q¢+ R I+ ete. 4 P'dp"+Q'd¢"+R'Ir" +el.c.
~+ add + BIB -+ 9JC +ele. = o.

14. Comme les fonctions Z, MM, etc. peuvent contenir non-seu-
lement les variables finies x, y, z, mais encore leurs différentielles,
les variations 2., d'#7, elc. donneront des termes multipliés par
dx, dy, &z, ddx, d'dy, etc.; et Iéquation précédente, lorsqu’on y
aura substitué les valeurs de d&'p, dg; dr, etc., &L, &7, etc., en
dx, dy, dz, ddx, d'dy, ddz, etc., ainsi que celles de dp/, dp’, etc.,
dq's 3¢, etc., d'd, I'B, etc. en &', 4, ete., dY/, Iy, etc., J'da, ete.
déduites des circonstances particuliéres de chaque probléme, aura
toujours une forme analogue 2 celles que le Calcul des variations
fournit pour la détermination des maxima et minima des formules
intégrales indéfinies ; ainsi il 0’y aura qu’a y appliquer les régles con-
nues de ce calcul. :

On considérera donc que, comme les caractéristiques d et d
marquent deux espéces de différences entierement indépendantes
entre elles, quand ces caractéristiques se trouvent ensemble, il
doit étre indifférent dans quel ordre elles soient placées, parce qu’en
supposant qu’une quantité varie de deux manicéres différentes, on
a toujours le méme résultat, quel que soit Pordre dans lequel se
font ces variations. Ainsi Jdv serala méme chose que ddx, et
pareillement J'¢’x sera la méme chose que d*dx, et ainsi de suite.
On pourra donc toujours changer a volonté P'ordre des caractéris-
tiques, sans altérer la valeur des différences; et pour notre objet
il sera a propos de transporfer la caractéristique davant la d afin
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que P'équation proposée ne: contienne que les variations des coor-
données, et les différentielles de ces mémes variations.

Il en est de méme des signes d'intégration /ou §, par rapporL
a la caractéristique des variations d. Ainsi on pourra toujours chan-
ger les symboles dJ/ ou 'S en /J' ou SJ\.

C’est en quoi consiste le premler principe fondamental du Calcul
des variations. '

15. Or les différentielles dd'x, ddy, dd'z, d*dx, ete. qui se trouvent
sous le signe S, peuvent étre’ éliminées par Popération connue des
intégrations par parties. Car| en général /Qddx = Qdx— fJ‘de
ddx = Qdd'w— dﬂd‘x /S wd>Q, et ainsi des autres, ou il faut
observer que les qmntm,s hors du signe /" se rapportent naturel-
lement aux derniers points des intégrales, mais que pour rendre
ces intégrales complétes, il faut nécessairement en retrancher les
valeurs des mémes quantités hors du signe, lesquelles: répondent
aux premiers points- des intégrales, afin que tout s’évanouisse dans
ces points; ce qui est évident par la théorie des intégrations.

Ainsi en marquant par un trait les quantités qui se rapportent au
commencement des intégrales totales désignées par S, et par deux
traits celles qui se rapportent a la fin de ces intégrales, on aura
les réductions suivantes :

SQdfx = Q""" — Q' — SPxdQ,
SQdv= Q"dd's" — dQ'I" — Q'dd'x’
+ dQIx - 8P

elc.
lesquelles serviront a faire disparaitre toutes les différenticlles des
variations qui pourront se trouver sous le signe 8. Ces réductions
constituent le second principe fondamental du Calcul des variations.

16. De cette maniére done, 'équation générale de Péquilibre se

réduira a la forme suivante :

S(2dw + za‘y-f-__w‘z) + A=0;
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dans laquelle £, =, ¥ seront des fonctions de w, y, z, et de leurs
différenticlles; et A contieridra les termes affectés des variations
oIy, B2, a0 Ay ete.; et de leurs différentielles.

Done pour que celle équation ait lieu, indépendamment ‘des va-
riations des différentes coordonnées, il faudra que Pon ait, 1°. =,
=09, nuls dans toute Pétendue de Tintégralé §, c'est-a-dire, dans
chaque point de la masse; 2°. chaque terme de A aussi égal a zéro.

Les équations indéfinies £=o0, =0, ¥=o0, donneront en
général la’ relation qui'doit se trouver' entreles variables w, g, z3
mais il faudra pour cela en éliminer les variables indéterminées A,
w, ete., tesquelles sont en méme nombre que les équations de con-
dition indéterminées L=o, M=o, etc. (art. 13).

Or je rémarque que 'ces équations ne sauraient étre au-dela de
trois; car puisque ce sont des équationsindéfinies entre les trois va-
riables ¥, v, z, et leurs différenticlles, il est clair que s'il y en avait
plus de trois, on aurait plus @équations que de variables; ensorte
qu'il faudrait que la quatriéme fut une suite nécessaire des trois pre-
micéres, et ainsi des autres. Done il n'y aura jamais plus de trois
indéterminées A, w, v, a4 éliminer; eénsorte qu’on pourra toujours
trouver les valeurs de ces indéterminées en fonctions de «, y, z.
Mais les équations qui disparaitront par ces éliminations, seront rem-
placées par les équations mémes de condition, de sorte qu'on
pourra toujours connaitre les valeurs de x, y, z, qui doivent avoir
lieu dans D'état d’équilibre de tout le systéme.

Au reste, les équations de condition Z=o, M=o, elc. pour-
raient contenir encore d’autres variables #z, ¢, etc., avec leurs dif-
férentielles, qui devraient étre éliminées par le moyen dautres
équations telles que U=o, #’=o0, etc.; dans ce cas on pourrait
traiter ces nouvelles équations de condition comme celles qui sont
données par la nature du probléme, et prenant des coefficiens indéter-
minés ¢, v, ete.il 0’y aurait qu'a ajouter aux termes AdZ—-ud' H--etc.,
qui sont sous le signe d'intégration dans 'équation générale de lar-
ticle 13, les termes od U~ vd# == etc.; et aprés avoir fait dispa~
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raitre toutes les différentielles des variations ', dy, Iz, du; dv; ete.;
Péquation finale de larticle 16 contiendra sous le signe des !termes
affectés des variations dw, d%, etc:, qui devront par conséquent étre
égalés séparément & zéro. On aura ainsi autant de nouvelles équa-
tions ‘que d’indéterminées ¢’ ¢, etc.; pap lesquelles ‘il faudra les
¢liminer ; ensuite on éliminera les nouvelles variables z, v, etc. par
les équations données U==o, P=o0, ete. Cette méthode seraisur-
tout utile lorsque,’ dans les fonctions 7, 27, ete! il s¢ trouvera
des quantités intégrales ;' car en substituant i leur place de nouvelles
indéterminées, on pourra faire disparaitre tous lcs signes d’mtcgm-
tion, ce qm rendra le calcul plus facile. 05 &l Ip Sdsip

liearo) aau gsapoh s6q 199609 :

17. A l’egard des autres Lquations result‘mtes des dl.fferens tennea
de la quantité A qui est hors du signe, ce ne seront que des ¢quas
tions particuliéres quine devront avoir lieu que par rapport a des
points déterminés de la masse, et qui serviront principalement &
déterminer les constantes arbitraires q_ué les expressions de x,, ¥,
z, déduites 'des . équations précédentes, pourront. contenir. Pour
faire usage de ces équations, on y substituera donc les valeurs déja
trouvées de A, u, etc., ensuite on en éliminera les indéterminées
@, 5 etc., et on y joindra les équations de condilion A4 ==0,
B=o, etc., qui serviront a, 1emplace1 «celles que I'¢limination dont
il s’agit fera disparaitre.

18. Quoique les termes PJ};, Qd‘q, etc., dus aux forces accélé-
ratrices P, Q, etc:, ne demandeiit ‘aucune réduchion tant ‘que ces
forces agissent suwant les lignesi p, ¢ €te., parce que. les qual;ltltcb
P> ¢, elc. ne sont fonctions que des varmbles ﬁmes x, ¥, z; il n'en
sera pas de méme lorsqu on emp101era des ﬁ)rqes (]om; l’acuon con51s-
tera & faire varier une fonction donnée (art. g, sect. II), il faudra
alors, si cette. fonction contient des. dlﬂ’erentua(lles‘ employer pour
ces termes les mémes réductions que pour les termes ?\J‘L ete. ,
et on parviendra toujoursa une équation finale de la.oméme forme.
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Ce cas a lieu Jorsquon considére des corps élastiques, soit solides

ou fluides.» ol &
51420 JI9LPIBA0Y U '5 PId.,

‘Analogie des problémes de ce genre ayec ceux de maximis et minimis.
- 19.-Non-seulement le calcul des variations s'applique de la méme
maniére aux problémes surl’équilibre des corps continus et aux pro-
blémes de maximis: et minimis relatifs aux formules intégrales , mais
il fait naitre entre ces deux sortes de questions une analogtc remar-
quable que nous allons développer. '
Nous commencerons par donner une formule gcncrale pour la
variation' dune fonction: différentielle quelconque a ' plusieurs va-
riables. ' '
On sait que dans les fonctions de plusieurs variables et de leurs
différenticlles des ordres supérieurs au premier, on peut toujours
prendre une des différentielles premiéres pour constante, ce qui sim-
plifie Ta fonction sans rien dter 4 sa généralité; mais alors dans' les
différéntiations par d, il faut aussi regarder comme constante la va-
yiable dont la différentielle a été supposée constante; et si on veut
dttribuer des variations & toutes les variables, il faudra rétablir la
‘variabilité de la différentielle supposée constante,

20, Soit T une fonction de x, y, 3-’; i fl;,, etc., ou dx est sup-
,pose constant; si on fait, comme dans la Théorie des fonctlons )
-%m‘y’ _)f_:py %—:ﬂy’,'e[c wla quanute T deviendra fonction

de’ x, 7 7Y, _etc et la varjation &U sera, ‘en employant la
notatlon des dlfﬁ,renhelles paruelles de la forme

J‘U...‘EUJ‘ +‘wa“ +‘”"A‘y+d &y L e,

Mamtenant en faisant tout varier, on aura
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sy i aayspliyRgeie ldedl e

Pl e i - bt PY I
d.(+ -—ZJ‘J; .
— ( ydx -y du
5 f-_ "rl\
&y = ‘i&d.;y_-@ o}y
d*.(dy —y'dx o
,— 'ﬁ(zg‘;“z‘—)"l"y I,
v &Sy —y :
c’:-y — b ydxg__'_'—y 2) -+ "d,
ete.
Substituant ces valeurs et faisant, pour abréger,
dy —y'dw =Jdu,
et par conséquent dy = du -+ y'Jx, on aura

av_ v, G i
I =(F+%7 +d,' S+ +etc,)J‘x

dU rIJ‘u dU __ d*du
J‘u+ i +dy — -1 etc
Mais en diﬂ"erenuant par d Ia fonction T et substituant y’dx pour
dy , y"dx pour dy’, on a
9 rdUs, dlU =, dU o
aU = (o + G+ Gy ete. ) dvs

d’ou on tire

dU y’-l— y+etc..- x dU.
Donc enfin
dU dU rlJ'u.

d*du
+d S i;;—-l" elc.

Si la quantit¢ U contenait une autre varjable z avec ses diffé-

& d; dz
d; : :zl, etc., en faisant 5= = z, Go=2" {C., et opérant

Méc. anal, Tome I. 12

rentielles
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de la méme mani¢re, on trouverait les termes suivans :
dU dU _ ddv |, dU _ d'v

i daat SRR i it s e

dans lesquels

dy = d% — 2%

a ajouter a la valeur précédente de d'U, et ainsi de suite.

21. Donc si on a la fonction intégrale /Udx a rendre un maximum
ou un minimum , par les principes du calcul des variations , on fera

d.[Udx = [J(Udx) = f(&Udx —+ Uddx) = o.

Substituant la valeur de J't7, changeant ddx en ddw, et faisant dis-
paraitre, par des intégrations par parties, les différences de dx, du,
dv, il ne restera sous le signe que des termes de la forme

(Edx —+ Ydu - ¥dy)dx,

dans lesquels

17

= dU—dU:o,

ageue 33 dU v dU
T-—-E}‘—'&;ti.d—y—,—i—g?(z-@ﬁ etcr‘!_

U
S dU dU d’? Fo RSN

1 1
Yl ey
Ces termes doivent étre nuls, quelles que soient les variations
dx, dy, dz; or en remettant pour du et dv leurs valeurs dy—y/d,
dz—z'Jdx, les termes dont il sagit deviennent, a cause de Z=o,

(Yy ¥z — ( Ty 4 ¥z') Sx)dx,

d’out 'on ne tire que les deux équations T'==o, ¥=o0;la troisiéme,
dépendante de d, étant contenue dans ces deux-ci.

On voit par la qu’on peut se dispenser d’attribuér aussi une varia-
tion a la variable », dont 'élément est supposé constant dans la
fonction T, puisque les équations nécessaires a la solution du pro-
bléme résultent uniquement des yariations des autres yariables. C'est
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une remarque qui a ¢té faite dés la naissance du calcul des varia-
tions, et qui est une suite nécessaire de ce calcul.

Cependant il peut étre utile de considérer toutes les variations a
la fois, par rapport aux limites de intégrale, parce qu’il peut ré-
sulter de chacune d’elles des conditions particuliéres dans les points
qui répondent a ces limites, comme nous I'avons fait voir dans la
derniére legon sur le Calcul des fonctions.

22. La fonction intégrale dont on demande le maximum oule mi-
nimum, peut contenir aussi d’autres intégrales; mais quelle qu'elle
soit, on peut toujours la réduire a ne contenir que des variables
finies avec leurs différentielles, et a dépendre d’une ou de plusieurs
¢quations de condition entre ces mémes variables, auxquelles on
pourra toujours satisfaire par la méthode des multiplicateurs.

Supposons, par exemple, que U soit une fonction de x, y, z et
de leurs différentielles, et quen méme temps la variable z dépende
de Péquation de condition Z.==o0; celte équation étant différentide
par d' donnera 2, =o; il 0’y aura donc qua multiplier celle-ci par
un coefficient indéterminé A, ou par Adx, pour homogénéité, lors-
que L est une fonction finie, ajouter I'équation intégrale /AdLdx=—0
a Péquation du maximum ou minimum d./Udx = o, et considérer

cnsuite les variations Jw, dy, Jz comme indépendantes. Or on a, en
regardant Z, comme fonction de x, y, y/, 5", ete., z, 2, 2%, etc.,

J‘L—-d—l—lé‘-i- J\y-f—fdxy - etc.

=92 9o I 9o - 95 027 - et

Donc si on fait les mémes substitutions que ci-dessus pour dy,
dz', dy', etc., on aura aussi

IL = - dLdw +‘”‘J‘ +“’L At ete.

dL dL __ dov
o o= dv -k == - ete,

et les termes sous le signe provenant de I'‘équation f(d.Udx
~+ AdLdx) = o seront de la forme
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(Edx — Tdu +¥dv)dax,
dans lesquels on aura

E—"2d1,
dU dL

I G e (dy"""dy)

bl (d~+7‘ )-—etc ),
dL
*=(Z+2r7 (dz'{""dz)

""dxnd"(d”"“" -—-e'tc.)dx.

Or L=o étant I'équation de condition, on aura aussi dL=o,
¢e qui donnera E=o. Ainsi en égalant & zéro les coefficiens des
trois variations d, dy, dz, on n’aura que les deux équations T=o,
¥ = o0, dont l'une servira a ¢liminer l’mdetermmee A; de sorte
quil ne restera pour la solution du probléme qu’ une seuIe équation

én x,y, z, quil faudra combiner avec I'équation donnée Z =o.
25. Comme, en supposant dx constant, on a y" = %

: d ,__d: d® ‘ : A

L a— a—%—,, efc.; 'z _—_32';, i d—;, etc., on voit qu’il suffit de faire

varier dans les fonctions U, Z, etc. les variables y, z, etc. avec leurs
différentielles ; on aura ainsi, en employant, avec la caractéristique d,
la notation des diﬂ"érences partiellcs, :

Ill= J‘y+ dé‘y-}- 5 d, d’J‘y-}—-etc
ot “’ Iz 4 17 ddx o dz-etc.
et sion veut avoir eg_ard. en méme temps 4 la variation de x, il
p’y aura qua ajouter a Pexpression de JU le terme ﬁrZUJ‘x, et
changer dJy enld‘y—dd—i du, d% en cJ‘z-—j—i dx, etc.
De cette maniére, on aura d’abord, aprés les réductions,

8. [Udx = [(Ydy - ¥dz + etc.)dx
= T'dy ~+ V'ddy + ete. 4 ¥'dz 4 ¥'ddz - gte. ,
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en faisant
Al ‘fg ﬁd.g;g'+ d=.;;%-etc.,
2P — %—-d.% - etc., T":%—Cl&, etc. ,
=20l gl gl e
Y= %-—d.%-{-etc., ?':ai;—zrﬂi;—etc., etc. ,

et pour avoir égard ensuite a la variation de w, on ajoutera, dans

L] d A
tous les termes, —% dx a dy, et —Ezd*x a Jz.

24. Telle est la méthode générale pour les problémes de maximis
et minimis , relatifs aux formules intégrales indéfinies auxquels le
calcul des variations a été d’abord destiné; et 'on voit qu'en fai-
sant méme varier toutes les variables, elle ne donne cependant
quautant d’équations moins une, qu’il y a de variables; ce qui est
d’ailleurs conforme & la nature de la chose, puisque ce n’est pas la
valeur individuelle de chacune des variables quon cherche, comme
dans les questions ordinaires de mawimis et minimis, mais des re-
lations indéfinies entre ces variables, par lesquelles elles deviennent
fonctions les unes des autres, et peuvent étre représentées par des.
courbes a simple ou a double courbure.

25. Appliquons maintenant la méme méthode aux problémes de
la Mécanique, et supposons, pour plus de simplicité, que la for-
mule Pdp -+ Qdg -+ Rdr - etc. soit intégrable, et que son intégrale
soit IT, comme dans Tarticle 21 de la section III, onaura aussi

PJ}; 4= ch\g —+ RJr - etc. = d1,
¢t I'équation générale de Péquilibre (art. 13) deviendra
S(dMdm - AL - pd M + elc.)=o,
en faisant ici*abstraction des équations de condition relatives & des
points déterminés.
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Comme la masse de chaque particule dm du systéme ne doit pas |
varier pendant que la position du systeme varie, il faudra suppo-
ser ddm = o, et par conséquent 'L =dJdm.

Lorsque le systéme est linéaire, on a en général dm = Udx,
U/ étant une fonction comme dans larticle 20; on aura donc
&, = SUdx ~+ Uddw, et la formule SAJ'Z donnera sous le signe les
termes

(Edx ~+ Tdu 4 ¥dy)dx,
dans lesquels on aura (art. 22),

dU
7\—-—- d.\y,—l—dfd‘?\-? etc. ,

1 . 5 AU
2= AEZ—'—-—Ed.ARz—,-[—‘—i—x;d .?La'z*a'——' efc.

15

|

26. Donc sl n’y a point dautre condition, 'équation provenant
des termes sous le signe S sera

ddm ~+ (2d% 4 Tdu 4 ¥dy)dx = o,

quon devra vérifier séparément par rapport a chacune des varia-
tions dx, dy, d=.
Or I étant une fonction de x, y, z, on a

o = 90 gy +d“J‘ RRLLY Y

d N r - r L4
et comme du =dy — -{%3 Ix, Iy =z — E‘: dx, Péquation précé-
dente devient

—Edm—l—de-—-Tdy—-"sz)J‘x
+(5 czm+de)J‘y+ o m - ¥dx )z =o,

laquelle donne ces trois-ci:
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%dm - Edy —Tdy — ¥dz=o0,
d d
G dmtYdv=o, G dm-¥dr=o.

Ainsi on a ici autant d’équations que de variables, ce qui pa-
ralt mettre une différence entre les problémes de ce genre relatifs
a la Mécanique, et les problémes de mawimis et minimis.

a7. Mais jobserve d’abord qu‘h cause de lindéterminée 2, les
trois équations se réduisent & deux, par Pélimination de cette ind¢-
terminée; et quoiqu’en général les équations de condition remplacent
toujours celles qui disparaissent par I'élimination des indéterminées,
la condition introduite ici ddm==o0, c’esl-a-dire dm constant, ne
peut pas fournir une équation particuliére pour la solution du pro-
bléme , parce que , suivant Pesprit du calcul différentiel, il est toujours
permis de prendre un élément quelconque pour constant, puisqu’iln’y
a, & proprement parler, que les rapports des différenticlies entre
elles, et non les différenticlles elles-mémes, qui entrent dans le
calcul. Ainsi les trois équations seront réduites a deux, et ne ser-
viront qu’a déterminer la nature de la courbe, comme dans les pro-
blémes de maximis et minimis.

28. Jobserve ensuite quon peut aussi rappeler les problémes
de Statique dont il s’agit ici, a de simples problémes de maximis
et minimis.

Car si on ajoute ensemble les trois équations trouvées ci-dessus,
aprés avoir multiplié la premiére par dx, la seconde par dy et la
iroisieme par dz, on aura, a cause de

dn drn ©dII

Péquation dildm—+ Edx*==0; mais on a Eda=AdU—d . \U==-—Uld,
et comme dm = Udx, on aura, en divisant par dm, dll—dA=0;
d’ou Pon tire A==II-4a, a étant une constante arbitraire.
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Ainsi, a cause de ZL=ddm, le terme Ad'Z dans I'équation de
article 25, deviendra IIddm -} addm, et puisque JTdm—-I1Jdm
= d.Ildm, cette équation deviendra SJ.1ldm —+ aSddm=o ,
c'est-a-dire , :

d.8Mdm =~ ad'.Sdm = o0 ;
c’est équation nécessaire pour que la formule intégrale STIdm de-
vienne un maximum ou un minimum parmi toutes celles ou la for-
mule Sdm aura une méme valeur,

De cette maniére on pourra, comme dans les questions de mawi-
mis et minimis, regarder une des variables comme constante,
relativement aux variations par J', ce qui simplifie I'analyse; mais
la méthode générale a 'ayantage de donner la valeur du coefficient A,
qui, par la théorie exposée dans la section précédente, exprimera
la force avec laquelle I'élément dm résiste a laction des forces
P, Q, R, elc. qui agissent sur le syst¢me,

29. Nous avons supposé, pour plus de simplicité, quil n’y avait
point d’autre équation de condition, mais §'i] y avait de plus I'équa-
tion M=o, M étant une fonction de «, y, z, 3/, 5, etc. 2, 2, etc.,
il faudrait ajouter au terme Ad'Z sous le signe, dans Péquation de
Péquilibre, le terme udM, ou plutét, pour homogéncité, le terme
pudMdx, ce qui donnerait a ajouter aux valeurs de =, T, ¥ de
Varticle 25 les quantilés respectives

5=,
dm 1 dM 1 dM
ot ‘E.d-ﬂ-gf = d’-!&@,—«"'etcw

M ‘i,i:—— d]'Z d.#%‘:—{ -+ EE:" d‘.pg:—f-—etc.
Ainsi on aurait trois équations de la méme forme que celles de Par-
ticle 26, lesquelles, par I'élimination des deux indéterminées A et w
se réduiraient & une seule, mais en y joignant Péquation de condition
M =0, on aurait, comme auparayant, denx ¢quations entre les trois
yariables x, ¥, z.
' Ces
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Tes trois équations donnent, comme dans Varticle 28, T'équation

-dlldm - Eda*=o0. Ici lon a Edx==— UdA ~=wpd M ; mais Péqua-

tion M=o donne aussidA=0 ; donc on ‘aura simplement, comme

dans Tarticle cité, Edx==— UdA, et de.la on trouyera l¢ méme
‘résultat J. SMIdm = o.

30. Donc en général le probleme de I'équilibre d'un systéme
de dm particules animées des forces P, Q, R, etc. qui agissent
suivant les directions des lignes p, g, &y etc., et quon suppose
‘telles que Ton ait

Pdp —+ Qdg =~ Rdr ~ etc. = dil,

se réduit simplement & rendre la formule intégrale SIdm un maxi-
mum ou un minimum, en ayant {ailleurs -égard aux conditions
particuliéres ‘du systéme ; ee “qui, comme Ton voit, fait rentrer
tous les probleémes de Péquilibre dans'la classe des problémes de
maximis et minimis, connus sous-le nom de problémes des isopd-
rimeétres.

Dans le cas de la chainette, en prenant les ordonnées y verti-
cales, on a M==_gy, g étant la force constante de la gravité. Donc
il faut que la formule Sydm soit un maximuwn ou un minimwm parmi

‘toutes celles ou' la valeur de Sdm est la méme ; mais Sg;——«’ﬁ'f est la

«distance: du-centre de gravité a Fhorizontale; donc puisque la- masse
entiére est supposée donnée, il faudra que cette distance soit la
plus grande-onla plus. petite ; ce quion sait. d’ailleurs.

31. Jusqu’a présent nous n’avons considéré que des fonctions de
-variables regardées comme indépendantes ; mais si la variable z était
-censée fonction de «, y, et que I'on edt une fonction I qui contint

x, v,z avec les différences particlles de z relatives a x et y, on
pourrait demander la variation &'¥, en ayant égard.aux variations
simultanées de x, y, z.

Méc. anal, Tome T. i3
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Soit,, pour plus de simplicité,

dz‘.._—- x .iif;-—'—n dlz_ - iﬂ_ et d’z__’
3;—_2;., dy — “0 das =T 2o dxdy T R dys T “u
dgz___ L4 d’z L diz [

'-‘-_z:_':-.?--Z, IL%}”‘_:Z’? d-_;-&]—,=z,,, ¢tc.
la quantité U sera fonction de «x,y, z, £, z,, 2, 2,5 2, €lc., et
I'on aura 5
1 7 dU
_:J,\U_."-EJ‘ +adr

+ 905 +dUA‘ +d[f A‘z"-{—‘w I’ 4 etc.,

et la difficulté se réduira a trouver les valeurs des variations d%’,
dz,, d%, etc., en faisant varier & la fois les élémens ch:, dy, dans
les différences partielles,

Nous pouyons supposer , pour rendre le calcul plus simple , que
la variation Jdx est une fonction de a indépendante de y, et la
variation dy une fonction de y indépendante de x. Nous verrons

par la suite que cette supposition a toute la généralité que I'on peut
desirer.

32. Cela posé, on aura, en différentiant,

i J\ dz J‘dz dz ddx

T dw o) dx
oz dd'z d:r A A Ay
Il est clair que —===--, et &= == - » dinsi on aura
o ddz dJ‘.a: _d.(dz—2z'dx)
: Jz d.r Z = = —-—-——-———-dx + J‘x,
ou bien A 5 i
P z—2'dx— 2 JYy) dz,
d = S P2y,

On aura de méme

J\z} ct d.(dz—2'dx—
dy

dz
220) +dyJ\ "I"{gy dy,

a 4 : dé\.ﬂ_ xd;y-__
A cause de?;....o et Lo == O
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On ‘aura ensuite T}

dz déz’ da’ dlax
Pel == d i e =R X

Substituant la valeur de J%’, on aura

T i) (o“z—a‘.é\x—-zé"})
J\Z S dan +d AJ\ + C"\}f

On aura de méme_ o 3 B S . ;

e i il a;'-' dJ‘y
=0y Ty T H Ny

X X dz
Substituant aussi la valeur de J\ﬂ’, on aura, a cause de =

dz’

&
; d*.(dz — 2’ dx—2z,0y) .

% = Tl il da:d_y e da:d_y

On trouvera paren]lemcnt

3r, = LA TR e 2y,

et ainsi de suite. 1 b [ -

33. Donc si on fait, p'oﬁr'-abréger_,'
I o= J‘m J‘y =0,

et qu'on ohserve que - ,‘}?f_ dzl  di _ ds, d s R i dd

&y &y T A dni de? =) el i)
d'z’ izl diz dzf d*z! dz.
dxdy — i dxdy » dp w2 ©lc., onaura Plus simplement
r ok ddu
d2 = dx +dx: Ju + ‘J\ya
dJ‘u
dz, = —— —[—- d:; i J\‘y’
Do ' d J‘u

o ade +d.rJ\ + O[:V,
'3 'd,rdy-i-dx‘j\x"l‘dz Iv s

J‘zu i J‘u"l" J J\yz

>
ll

Il
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Faisant ces substitutions dans Pexpression de JU, metlant
J‘u-{— -dw + - a J‘_y a la place de dz, et ordonnant les termes par-
ap_port a dw, J‘_y, J‘u, on aura
- s AU AT dU _ dz;
JU'— d.t:+dz. dz+dzxdr+dz'><d.e
dU dU ;
+ 3 % d_r+dz, x T ete.) I

dU' du ..dz o dU
( +dz. +dz’xdy+dz><_y

. dU d’ Y dU
+ 55 x5 T R +etc.) Jy

d U dU dJ‘u dJ‘u
i dz z + dz. d_y
dU d‘ du d U d*du
o dz PR (?}ﬁ dax dy dy ~+-eto.-

Désignons par ) ( ) les différences partielles: de: 7, ro--

latives a x et y; en regardant Z comme fonctmn de ces deux va=
riables, il est clair qu’on aura

dU\ __dU dz.° AU o dal d0 Y di, .

E;) I < T 15"' o 3"+el°° 2
aU\__dU-, dU.  dz, dU dU

-t'i__y) +d’z. +dz >< +dz >< + £te.
Ainsi Ja- variation com'plé'te de U'se réduira a- cette forme simple;.

i .~-~) d o ("U) Jy 4+

ddu dJ‘u d’J‘u
re EZ‘ v = +2‘ + d Xdw

rTL ddu . dU rlé“u
+ dz/, da,dy +dz “ =+ eic.

54. Donc si Fon a une fonction intégrale double SSUdxdy i
rendre un maximum ow-un: minimum, on aura Iéquation

8. S8 Udndy = 858 Udivdy = o,



PREMIERE PARTIE, SECTION 1IV. Y03
Or en faisant tout varier, on a d\ Udxdy = dUdxdy 4~ Ud'. dxdy ;
ou il faut remarquer que dxdy représentant un rectangle qui est
Pélément du plan des », y, ce rectangle demeurera rectangle aprés
Ies variations dJ, dy des coordonnées w, y, dans la supposition
adoptée que dw ne dépende point de y, ni dy de x; de sorte que
la variation de dudy sera simplement dyd'dx =~ dxd'dy; donc, comme
ddx = ddx =% dx , ddy = ddy = %:%’ dy, puisque dw et dy sont
censées fonctions de « seul et de y seul, on aura

dl‘x

3. Vdwdy = (U+Ux G+ U x 22 2 dudy.

Substituant la valeur de d't7, et faisant disparaitre, par des inté-
grations partielles, les différentielles des variations dx, dy, dw, il
restera sous le double 8§ les termes

(Bdw 4 Yy 4 ¥du)dxdy,
== ()~ =,
) ( ) iy
S _____(dU’) (dU)_}_(d’U”)

e (jrléy)-i—( )+etc 59

en faisant, pour abréger,

dans lesquels

e AU St
U'=ap (g unllisgry

dU dU :
g, Ui ohelos:

o

U::

et supposant que les différentielles partielles renfermées entre deux-
crochets représentent les valeurs complétes de ces différences, en:
¥ regardant z comme fonction de w», y.

95, Ainsi a cause de du=d% --‘-é, dw — %J‘y, les termes sous
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le double signe donneront simplement I'équation

"I’(J\z—-j-—i&x-—---d\y =o0,

d'ou, en égalant séparément & zéro les coefficiens de Jz, dx » dy, on.
waura que I'équation ¥ =o, comme si on n'ayait fait yarier que la
seule variable z.

'On voit” donc que dans les questions de maximis et minimis ,
relatives a des intégrables doubles, dans lesquelles une des trois
variables est fonction des deux autres, il n’y a rigoureusement qu’une
seule équation qu'on peut trouver directement, en ne faisant varier
par d'que la seule variable qui est censée fonction des deux autres ;-
et cette équation est celle de la surface qui satisfait a la question.
Clest ainsi qu'on a trouvé 'équation aux différences partielles de la
moindre surface, en faisant U= \/(1+4(z")*~(z,)* ); et ce que nous
venons de démontrer prouve que celte équation remplit compléte-,
ment les conditions du probleme, quelques variations qu’on attribue
aux trois coordonnées de la surface.

56. On peut appliquer les formules des variations que nous ve-
nons de trouver, a l'équation d’'un systéme superficiel de particules dm
tirées par des forces quelconques.

En nayant égard qua la condition de linvariabilité de dm, on
aura d’abord, comme dans larticle 25, Péquation générale de I'é-
quilibre :
SS(dTIdm - Ad'dm) = o.

Ici la valeur de dm sera de la forme Udxdy , et T'on aura par
conséquent (art. 34) ,

ddx

ddm = (J‘U-}- AU —l-)uUdé\y)dxd

Substituant cette valeur, ainsi que celle de &' de l'article 33, dans
Ja formule intégrale SSAJ'dm, et faisant disparaitre, par des inté-
grations par parties, les différences des variations d'x, dy, d'u, il
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ne restera sous le double signe que les termes

(2% Ty + ¥du)dady
dans lesquels

== ( B2,
r=a(G)-EG) == U(@)
'"P"‘E“" d—[{)“‘ “**) )

(d.cdy) (d )+ ete.,

105

en conservant les valeurs de U7, U,, U", U/, etc. delarticle 34.
Ajoutons & ces termes ceux qui proviennent de 'intégrale S84 1dm,

‘savoir, en substituant les valeurs de J'TI et dm,

L g +dy dyspaes 82\ Ududy

¢t remettons pour d'z sa valewr d'z— % J‘x——-d—-; dy (art. 33,

Péquation générale de Péquilibre contiendra sous le double signe SS
Jes termes suivans, ordonnés par rapport aux variations d, dy, d%,

(E—G@)r—2)e
~+( -——(j—;))U-——"Pj—;)J‘y ddy ;
+(E U—{-—*I‘)J‘z

d’ou l'on tire les trois équations

- (B)r—v =,

:; d;))U—"I’ﬁ—j:o,

—z U—'—"I’:O.

La derni¢re donne ¥ == — U%g, et cette valeur ¢tant substituée
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dans les deux autres, on a, aprés avoir divisé par U7,

dr . d dz da

a:e edy AT
dI1 dz

c:fy +dﬂ dy dy)_o'

La premiére donne )L_l'l+f‘onct .v; la seconde donne A=IT-~fonct.x;
donc on aura A=1II+4-a, « étant une constante. Substituant celte
valeur dans Iéquation générale de Iéquilibre, elle deviendra
S8 (&' Tldm - addm) = o, savoir, |

 4.88Mdm 4~ ad'.88dm = o,

équation du maximum ou minimum de la formule intégrale SSTIdm,
‘parmi toutes celles dans lesquelles la valeur de la formule SSdm
est la méme.

Ainsi voila le probleme de Mécanique réduit a nne simple ques-
tion de maximis et minimis, dont la solution ne dépend que dela
variation de la seule coordonnée z, qui est supposée fonction
de », y (art. 35).

On pourra étendre cette théorie aux formules intégrales. triples,
et en déduire des conclusions semblables,

‘CINQUIEME
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= =

I

CINQUIEME SECTION.
Solution de différens Problémes de Statique.

Nowvs allons présentement montrer Pusage de nos méthodes
dans différens problemes sur I'équilibre des corps ; on verra par
Tuniformité et la rapidité des seolutions, combien ces méthodes
sont supérieures a celles que 'on avait employées jusquici dans
la Statique.

CHAPITRE PREMIER.

De Uéquilibre de plusieurs forces appliquées @& un méme point ;
de la composition , et de la décomposition des forces.

1. Soit proposé de trouver les lois de DIéquilibre dautant de
forces quon voudra, P, Q, R, etc., toutes appliquées a un méme
point, et dirigées vers des points donnés.

Nommant p, ¢, r, etc. les distances rectilignes entre le point

commun d’application de ces forces, et leurs points de tendance,
on aura la formule

Pdp -~ Qdg =~ Rdr =~ etc.

pour la somme des momens de toutes les forces, laquelle doit étre
nulle dans I'état d’équilibre.

Soient x, y, z les trois coordonnées rectangles du point au-
quel toutes les forces sont appliquées; et soient de méme a, &, ¢
les coordonnées rectangles du point auquel tend la force Pj; 7,
g, T, celles du point auquel tend la force Q; 7, m, n, celles
du point auquel tend la force R, et ainsi des autres; ces coor-

Mée. anal. Tome I. 14
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données étant toutes rapportées aux mémes axes fixes dans les=
pace. On aura ¢videmment

p=V(x—a) 4+ (y—b) + (z—c),
g=V(x—f)* + (y—g)* + (z—h),
?‘"—-"\/(x—f)’_-i- (y—m)* + (z—n)*

elc.

Et la quantit¢ Pdp -+ Qdg  Rdr - etc. se transformera en
celle-ci :
Xdx =+ Ydy = Zdz,

dans laquelle on aura

X=—=q

X =

I"='7————P+'1:5Q+lr—mﬂ+etc.,

Z—C z— h

Z = P -+

Q+1;-Eﬂ+etc.

Il n’est pas inutile de remarquer dans ces expressions que les

quantités T8, Y8 272 gont égales aux cosinus des angles
P P

P
que la ligne p, c’est-a-dire la direction de la force P, fait avec les
axes des x, y, z; que de méme = = f, L 7 g, z’;h sont les co-

sinus des angles que la direction de Ia force Q fait avee les mémes
axes; et ainsi de suite (sect. II, art. 7).

o

De Péquilibre d’un corps ou point tiré par plusieurs forces.

a. Cela posé, supposons en premier lieu que le corps ou point
auquel les forces P, Q, R, etc. sont appliquées, soit entiérement
libre;; il n'y aura aiors aucune équation de condition entre les coor-
données x, ¥, z; et la quantité Xdw -~ ¥Ydy ~ Zdz deyra étre
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nulle, indépendamment des valeurs de dx, dy, dz (sect. II, art. 10);
ce qui donnera sur-Je-champ ces trois équations particuliéres,

X 5= O Y 5F o0 VA

Ce sont les équations qui renferment les lois de P'équilibre de tant
de forces qu'on voudra, concourantes & un méme point.

3. 8i dans les expressions de X, ¥, Z, on fait P=p, Q=q,
R=r, etc., ce qui est permis, puisqu’il est indifférent a quels points
pris dans les directions des forces, elles soient supposées tendre,
on aura ces équations

X = a4 & — f- o — I+ etc.

=010
y—b4+y—g-4y—m- etc. = o0,
Z— ¢+ 2 —h-+t z—n- clc. =0;

o lon tire, en supposant que le nombre des forces 2, Q,
R, etc. soit w, .
a+f + 1 + etc.
= > -
b+ g -+ m -} etc.
7 7
¢ <4 h <= n - etc.
“ ’

y:

zZ =

et ces expressions de v, i, z font voir que le point auquel sont
appliquées les forces, est dans le centre de gravité des points aux-
quels ces forces tendent.

De la résulte le théoreme de Leibnitz, que si tant de puissances
quon voudra sont en équilibre sur un point, et qu'on tire de ce
point des droites qui représentent tant la quantité que la direction
de chaque puissance, le point dont il s’agit sera le centre de gra-
vité de tous les points auxquels ces lighes seront termindes.

Si donc il n’y a que quatre puissances, et quon imagine une
pyramide dont les quatre angles soient aux extrémités des droites



208 MICANIQUE ANALYTIQUL’

qui représentent les puissances; il y aura équilibre entre ces quatre
puissances,, lorsque. le, point, sur lequel elles agissent, sera dans le
centre de gravité de la pyramide; car on sait par la Géométrie,
que le centre de gravité de toute Ta pyramide est le méme que ce-
lui de quatre corps égaux qui seraient placés aux quatre coins de
la pyramide. Ce dernier théoréme est di a Roberyal.

4. Supposons en second lieu , que le corps ou point sur lequel
aglssent les forces P, Q, R, etc. ne soit pas tout-a-fait libre, mais
quil soit contraint de se mouvoir sur une surface, ou sur une
ligne donnée ; on aura alors entre les coordonnées «, y, z une ou
deux équations de condition, qui ne seront autre chose que les
¢équations mémes de la surface ou de la lighe dont il sagit.

Soit donc L =o Péquation de la surface sur laquelle le corps
ne peut que glisser, on ajoutera a la somme des momens des forces
Xdx =+ Ydy + Zdz le terme AdL (sect. 1V, art. 3), et 'on aura
pour Déquation générale de I'équilibre

Xdx ~+ Ydy 4+ Zdz ~-AdL =o,

A étant une quantité indéterminée.
Or Z étant une fonction connue de x, y, z, on aura, par la
différentiation,

dl

dL = 5= dx +d Y +j:

donc substituant et égalant ensuite séparément a zéro la somme
des termes multipliés par chacune des différences dw, dy, dz, on
aura ces trois équations particuliéres de Péquilibre,

dL
X+A@=Oj

dr,
Y+AE}=O,

dL
z+)\gz.—:—-0,
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d’ou chassant lindéterminée A, on aura ces deux-ci :

dL dL
Y—&HX@——O,

dL dL

= X =0,

lesquelles renferment par conséquent les conditions cherchées de
I'équilibre du corps sur la surface proposée.

5. Si on applique maintenant ici la théorie donnée dans l'article 5
de la section quatriéme, on en conclura que la surface doit oppo-
S€r au corps une résistance égale a

M (@) () + ()

et dirigée suivant la perpendiculaire a la surface qui aurait pour
équation dL=o, c'est-a-dire, perpendiculairement & la méme sur-
face sur laquelle le corps est posé; et comme on a

dL AL aL )

il sensuit que la pression du corps sur la surface (pression qui
doit étre égale et directement contraire a la résistance de la sur-
face) sera exprimée par V/(X* -+ ¥Y* -+ Z*), et agira perpendicu-
lairement & la méme surface; c’est uniquement a cette condition
que se¢ réduisent les deux équations trouvées ci-dessus pour Iéqui-
libre du corps, comme on peut s’en assurer par la méthode de la
composition. des forces.

6. Au reste, dans le cas d’un seul corps tiré par des puissances
données, on peut trouver encore plus simplement les conditions
de Téquilibre, en substituant immédiatement dans Iéquation
Xdx -+ Ydy -+ Zdz =0, a la place de la différentielle dz, sa va-

dL dL

dL
dz

leur — , tirée de T'équation différenticlle de la sur-
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face donnée sur laguelle le corps peut glisser, et égalant ensuite
séparément a zéro les coefficiens des différentielles dx et dy qui de-
meurent indéterminées, suivant la méthode générale de Particle 10
de la seconde section.

On aura ainsi sur-le-champ les deux équations

drl dL

5 5be 00
X"—Z“‘E“'—-—O, Y—Z"-dﬁ—-—-o,

= 7

qui reviennent & celles que T'on a trouvées plus haut.

Pareillement, si le corps était assujéti a se mouvoir sur une ligne
de figure donnée, et déterminée par les deux équations différen-
ticlles dy =pdx, dz=gdx, il 0’y aurait qu'a substituer ces valeurs
de dy et dz dans Xdx-+ ¥Ydy -+ Zdz==o0, et I'on aurait, en divi-
sant par dx,

X+ ¥Yp+Zqg=o,
pour la condition de Iéquilibre.

Mais dans tous les cas ou il y aura plusieurs corps en équilibre,
la méthode des coefficiens indéterminés, exposée dans la section
précédente, aura toujours I'avantage, tant du coté de la facilité que
de celui de la simplicité et de Puniformité du calcul.

§ IL
De la composition et décomposition des forces.
7. L’équation identique
Pdp + Qdg =+ Rdr - etc. = Xdx—+ Ydy - Zdz,

trouvée dans larticle 2, montre que le systéme des forces P, Q,
R, ete. dirigées suivant les lignes p, g, r, etc., est €quivalent
au systéme des trois forces X, ¥, Z dirigées suivant les lignes
x,y, z (sect. II, art. 15). Ainsi les quantités X, ¥, Z donnent
les valeurs des forces P, Q, R, etc., décomposées suivant les trois
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coordonndes rectangles x, y , z, et tendantes & diminuer ces coor-
données , comme les forces P, Q, R, etc. sont supposces tendre
a diminuer les lignes p, ¢, 7, ete.

8. En général si des forces quelconques P, Q, R, etc., dirigées
suivant les lignes p, ¢, r, etc., agissent sur un meéme point, on
peut toujours réduire toutes ces forces a trois autres dirigées sui-
vant les lignes £, +, @, pourvu que ces trois lignes ne soient pas
toutes dans le méme plan. Car comme trois lignes placées dans
différens plans suffisent pour déterminer la position d’un point quel-
conque dans l'espace, on pourra toujeurs exprimer les valeurs des
lignes p, ¢, r, etc. en fonctions des trois quantités £, 1, @, et
par le théoréme de larticle 15 de la seconde section, les forces 7,
Q, R, etc. seront équivalentes aux trois forces =, ¥, ® expri-
mcées par les formules

dg

o
=1
—

'+'Q +Rd5 -t elc.,
P“"'f‘Q '—"f"‘-R*— -+ etc.,
O=—np -I—Q -—{—-R +etc,

<4

|

et dirigées suivant les lignes £, <}, ¢, ou seulement suivant les
¢lémens d£ , d¥, dp, si quelques-unes de ces lignes étaient cir-
culaires.

Ces formules peuvent étre d'une grande utilité dans plusieurs
occasions, et surtout lorsqu’il s’agit de trouver les résultats d’une
infinité de forces qui agissent sur un méme point, comme lattrac-
tion d’un corps de figure quelconque.

9. Soit m la masse d’un corps dont chacun des élémens dm
soit regardé comme le centre d’une force P proportionnelle a
dm et 4 une fonction fp de la distance p; en faisant [fpdp=Fp,

L . ; _ d.F
Pélément #m donuera, dans Vexpression de =, le terme =% dm,
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dont Pintégrale relative & toutela massem sera le résultat de Pattrac-
tion de cette masse; et comme cette intégration est indépendante de
la différentiation relative & £, on pourra donner A lintégrale dont
. 2 d.SF :
il ’agit la forme —‘%@ , de sorte qu'en faisant
S.Fpdm = =,

on aura

Al ds £ ds - dz

— — B‘é’ '\Ir\ —_— (‘i_;l, ) ¢ — ;E y
et il ne gagira plus que de substituer au lieu de p, dans la fonc-
tion Fp, sa valeur exprimée en fonctions des coordonnées qui
déterminent la position de chaque particule dm dans T'espace, et
des coordonnées £, 4, @ du point attiré, et d’exécuter ensuite
séparément lintégration relative aux premicres, et les différentia-
tions relatives aux dernicres.

Dans le cas de la nature on a fp= }-j-;; donc Fp ...—..--%; et par

r LT
conséquent ==—§ o

Soient @, b, ¢ les coordonnées de chaque particule dm du corps,

on aura, en supposant la densité de cette particule exprimée par T

rdadbdc
o

Or «x,y, z étant les coordonnées du point attiré, ona (art. 1),

fonction de @, b, ¢, dm=Tdadbdc; donc = =—S8

= V(E—a) + (y =8+ E—0J
Tdadbde =
l/(x-— a)* +(y—-b)° + (—o)*

Donc

-
o —

10. Le cas le plus simple est celui ou le corps attirant est une
sphére. Dans ce cas, en faisant T=1, et supposant le centre de la
sphere dans lorigine des coordonnées x, y, z du point attiré, on a

m

Pl
‘/a.’ ~aye +z

m étant la solidité de la sphére, quon sait étre :=:‘%”.ac’, en pre~

nant
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nant e pour le rayon, et @' poar le rapport du diamétre a la cir-
conférence. -

Si la densité T ¢tait variable dans Tintérieur de la 'sphere, en
la’ supposant fonction de 2, on ferait' m= -4——SF d.a’.

On peut encore avoir la valeur de = lorsque- le corps attirant

¢st un sphéroide clllpthuc, dont la surface est représentée par
Péquation -+

a’ [ .
'g;"i_' F+?2?“‘1’

4, B, C étant les demi-axes des trois sections principales, et
a, 6 ¢ les coordonnées rcclangles de la surface, prises sur les trois
axes, et ayant leur origine dans lintersection commune des axes
qui est le centre du sphéroide. Mais lexpression générale de cette
valeur dépend d'une formule intégrale assez compliquée, et par
laquelle il est impossible d’avoir = en fonction de x, y, z.
Cependant si on suppose que le sphéroide soit ‘peu différent de
la sphére, ou que la distance du point attiré au centre du sphé-
roide soit fort grande par rapport & ses axes, on peut exprimer
la valenr générale de = par une série convergente délivrée de toute
intégration. M. Lap]z;ce a donné, dans sa 7Vdorie des attractions
des sphéroides, une. trés-helle, formule par laquelle on peut former
succe&swcmcnt tous les termes dc la série, et qui montre en meme

lemps que la valeur de- H, ‘m. étant la: sohdlte du sphercudc ne

dépend que des quantitds B*—4* e’ C*—42, qui sont les carrés
des exceutrlutes de,s deux sections qui passent par le meme demi-

axe A.

Jai trouvé qu’en partant de ce résultat et faisant usage du théo-
réme que j’ai donné dans les Mémoires de Berlin-de’ 1792-—3, on
pouvait construire tout d’un coupla su 1e dont il s’agit, par le seul
développement du radical

L. G -
vV a? —+ y* -z — 2by—=acz 4 b* 4-¢c* ;
Méc. anal. Tom. I. 15
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suivant les puissances de & et ¢, en ne conservant que les termes
qui contiennent des puissances paires de b el ¢, et transformant
chacun de ces termes, comme /Hb™c*", en :

(1.3.5...9m—1)(1.3.5. ..an—1) H(B‘-—-A")"‘(C’—A’)"
5.7.9....am~+9n+3

m étant la solidité du sphérdfde, qui est exprimée . par ‘%’ ABC.

Ainsi pour avoir tout de suite la série ordonnée suivant les
puissances de y et z, on-fera -I-
. - r=vV =yt 4 2*, :
'et on déyeloppera d’abord le radical (7°—2by~—2cz=4b*-=c*) *,
suivants les puissances: dc y, %z 3 en ne retenant que les puissances

_pa}res, on. aura
1 '3 byont 5.y BlyiBbieyracizt Sy

e e .
VERB L B gy gyt 08 (rbic)t

On développera ensuite les radicaux (=} b*~4=c*) *, ete., suivant les

‘puissances de 5%, ¢ et on transformera ces puissances en puis-

sances de B%—A4% C*—4* par la formule donnée ci-dessus. De
cetle manicre, si on fait, pour plus de simplicité ,
Belpr=e C=s=p

e ct i étant les excentricités des deux ellipses formées par les sec-

tions qui passent par les demi-axes 4; B et 4, C,on aura pom:

3 une expression en série- de cette forme : : mp hoogsh

—m (R - Ty 4 P S Xy o Py Sz ey

dans laquelle s o1y Je. :

S b R " i U ¢ S g 4

R-——q;"“"gsr, 8.5-7!‘5 ",-"etC.,

Bés get - e I

3,500 .

T Atk qif - 3eis?
I == X .__4_7&_. +ctc.,

S —

+ elc. ,
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Fet
X = = +-elg.,,
Ge??
Y = 3 5 t-ete.,
Z = “g,? -+ ele.,
elc. '

On n’a pouss¢ 'approximation que, jusquaux quatricmes dimensions
de e et de 75 mais il est facile de la porter aussi loin qu'on voudra.

Si le sphéngide Glait composé de couches elliptiques de-difiérentes
densités , alors en faisant varier dans Uexpression de = les quantités
A, B, C, et par conséquent aussi e et i, on aurait STd= pour la,
Valel;u;' de, = relative a,ce . sphéroide. St

Ayant ainsi.la valeur de = en fonolion des coordonnees 1cct‘mrrles
x,.% » % du point attiré, on aura 1mm_(,dmtement, par la différen-
ds ds. ds,
dz? dy’ dz
l’at[ractlon totale du sphéroide. '

Lt 'si au lieu des coordonnees x, y etz on prcnd le rayon r
avec deux anﬁles m et v, tels que Pon ait '

tiation, les forces ‘suivant ces coordonnces dues &

xE=rcosw, | y==rsinpsinyg . z==rsinpcosy,

on aura l'attraction dusphéroide décomposée, dans le sens du rayon »
qui ]omt le point attiré et le centre du sphermde perpendlcular-
rement & ce rayon dans le plan qui passe par le demi-axe 4, et
perpendiculairement au méme rayon dans un plan paralléle a celut
qui passe par les demi-axes B et C, par les'trois différentielles

partielles .
4B ds ds
dr? rdp? rsinpd)

Ces formules sont surtout utiles dans la théorie de la figure de
la terre,
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CHAPITRE 1L~

De Péquilibre de plusieurs forces appliquées @ un systéme de
corps , considérés comme des points , et lics entre eux par des
Jils ou par des verges.

; 11 Quelles que soient Tes fotces qui aglssent sur chaque’ oorps
nows 'dvors 't ¢iddessiis (m't. 7Y comfndnt on peut toujours 1cb ré-
duire & rrbu#” X, 1 02 dirigées suwaﬂt Jes trois ‘coordonmées rec-
tangles ®, y, z'du méme corps, ct tendantes a dJmmucr ces
¢oordonnées. " 11O ' . PRIl o3

Nous supposerons donc, pour plus de simphc1tc 101 et dans’ Ta
suite, qiie toutes les forces extérieures qui agissent 'sur' 'un ‘méme
point, soient Téduites % ¢os trdrs &Sl s z. Ainsi la' 'somme des
momens de ces  forces sera: expnmee en gencral par la, formule
Xdx -~ Ydy - Zdz; par consequent la somme totale des momens,
de toutes les forces du systéme, sera exprlmee par la somme d’au-
tant de formules semblablcs quil y aura de corps ou points mobiles,
en marquant par un, deux, trois, etc. traits, les quantités quise
rapportent aux différens corps que nous nommerons premier, se-
cond, troisicme, etc. s G

De cette maniére on aura, donc pour la somme des momens des
forces qui agissent sur trois ou sur un plus grand nombre de cdrps,:'
la quantité

X T e B A X A 20 o X
- Y "dy"” 4= Z"dz" -4~ etc:
Et il ne s’agira plus que de chercher les équations de condition
L =o0, M=o, N =0, ¢lc., résultantes de la nature du probléme.
Ayant 7, M, N, elc., ou seulement leurs différentielles en fonc-
tions de &, 3/, #/, a”, elc., et prenant des coefficiens indéterminés
A, m, v, elc., on ajoutera a la quantité précédente les termes
AQL - pdM - vdN - ete., et on €galera ensuite séparément &
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zéro les membres affectés de chacune des différences dv’, dy’, dz/,
da’, ete. (sect. précéd., art. b).

§ L

De Péquilibre de trois ow de plusieurs corps attachés a un fil
inextensible , ow extensible et susceptible de contraction.

12. Considérons premiérement trois corps attachés fixement &
un fil inextensible ; les conditions du probléme sont que les dis-
tances entre le premier et le second corps, et entre le second et
le troisiéme, soient invariables; ces distances élant les longueurs
des portions de fil interceptées entre les corps.

- Nommant # la premiére de ces distances, et g la seconde on
aura df'=o0, dg==o pour les équations de condition; donc dZ=df,
dM =dg, et Péquation générale de I'équilibre des trois corps sera

XA+ V'dy + Z'd A XA A Yy - 2T A X"ds"
-+ Ydy" 4= Z"dz" + Adf + pdg = o.
Or il est visible qﬁ’on aura
= V& =@ iy ),
g = V(=) + (") + =)

donc en différentiant

JF Y e e AR YA DR el SN )
f T i 7
l'ﬂ H)(dmlﬂ d\r") + (yw -_—-‘yﬂ')(d:yu!_ r{),ﬂ') + (z'm__‘ zﬂ') ((ngﬂ el dzﬂ}

g ?
ces valeurs ¢tant substituées, on aura les neuf ¢quations suivantes

pour les conditions de I'équilibre du fil,

a‘.g=

X,_AI?I 0?
Y.«__A_Y?_)’=0’ £
Z,m)tz—z 0,

|
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TR el
Zn__’__)'z”-——z'_ﬂz”-—-z-"__o

i g 4
Xm .r“—x"
X" =+ B W
Y"-{—;L-z-_—g"'az—:o,

z”-'l"‘}&—'“v—':O,

et il 0’y aura plus qua éliminer de ces équations les deux incon-
nues A et g; ce qui peut se faire de plusieurs manicres, lesquelles
fourniront aussi des équations différentes, ou présentées différem-
ment pour Téquilibre des trois corps attachés au fil ; nous choisirons
celle qui paraitra la plus simple.

On voit d’abord que si on ajoute respectivement les trois pre-
mi¢res ¢équations aux trois suivantes et aux trois derniéres, on
obtient ces trois-ci, délivrées des inconnues A et w. '

b QAL o e B

Y 4+ Y'+ ¥ = o,

Z 42+ 2=
lesquelles montrent que la somme de toutes les forces paralicles
4 chacun des trois axes des coordonnées doit étre nulle, et ne
sont qu’un cas particulier des équations générales trouvées dans la
troisiéme section ( § I).

11 ne reste donc plus qu’a trouver quatre autres equatlons pour
cela, faisant abstraction des trois premiéres, jajoute respectiverent
Jes trois du milieu aux trois derniéres, jai celles-ci ou w ne se
trouve plus ; :

XV X" —;—} (" —«) = o,
s (e
Z" 4= Z" +} (z'"—7z) = o0

|

0,
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el qui, par Pélimination de A, donnent les deux suivantes :

Y’ + Ym o ifr:y:

+ Xm) — O,

g — 2z

Z.ﬂ' + z-w Sl . (X.F + Xm) —

.‘I.‘"—-— T

Enfin considérant séparément les trois derniéres équations qui
contiennent x secul, et éliminant w, on aura ces deux autres-ci:

w N
R e
Y" — L=t X" =o,
w
w L —2 vl
Z% — o X' = 0.

H

Ces sept équations renferment les conditions nécessaires pour
Péquilibre des trois corps, et étant jointes aux équations de con-
dition f'et g égales & des quantités données, suffisent pour déter-
miner la position de chacun d’eux dans Pespace.

13. Sile fil, supposé toujours inextensible, était chargé de quatre
corps, tirés respectivement par les forces X/, ¥7, Z’, X', ¥”,
Z'", X", ete., suivant les divections des trois axes des coordonnées
rectangles, on trouverait par des procédés semblables, qu’il me pa-

rait inutile de répéter, les neuf équations suivantes pour Iéquilibre
“de ces quatre corps,

X o XUp X7

:O’
Y'Y 4+ Y 4+ P'=o,
2+ 72"+ 72"+ 7= o,

W+Y“%W—%2Hf+x%+rﬁ=%
2" gz TR e R e X o,
YM%ruik%@w+Xﬂ=o,

ZM+F“ZFi@r+Xﬂ~%
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JoET .Z:—.yw X' = o,

IO —lr
w
Wz
b s
Z Pt

- 1 est facile maintenant d’étendre cette solution a tel nombre de
corps qu'on voudra, et méme au cas de la funiculaire ou chalnette;
mais nous traiterons ce cas en particulier, par la méthode exposée
dans le § 1I de la scction précédente.

14. On aurait une solution plus simple, a quelques égards, si on
introduisait d’abord dans le calcul Pinvariabilité des distances
J> 8, etc.

Ainsi en se bornant au cas de trois corps, et nommant «, «’,
les angles que les lignes £, g font avec le plan des x, y, et @, ¢’
. les angles que les projections de ces lignes sur le méme plan,
font avec Paxe des x, on aura :

of — /= fcos P cos , " —y =fsinQ cos~}, z"—z =Fsin,

2" —a"= gcos @’cosl’, y"—y =gsin@’ cos’, z"— z’ == gsina}’.
Substituant les valeurs de a”, 3", 2", a”, »", 2" tirées de ces équa-
tions dans la formule générale de Péquilibre de trois corps,

dex: + I"dx'-—f— Z'dz’—f—X"dxﬂ—I— Y'dy" + Z.'dz#
- X da" = Y"dy" 4~ Z2"dz" = o,

en faisant varier simplement les quantités &/, 3’ z', @, ¢, <,
dont les variations démeurent indéterminées, et égalant séparément

& zéro les quantités multipliées par chacune de ces va.natmns , on
aura les sept equatlons : .

X’+X'+X"'=O,
i T Gl T el
AR A
(X" X") sing— (Y"+ ¥") costp_-o,
X”sin@ — ¥"cos¢'==o,
(X'
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(X’—}-X”).cosq)sin N (¥4 ¥")sin @ sin") — (Z2'4-Z")cos 4 =o,
X" €08 ¢’ sinl’ 4 ¥ "sin ¢’ sin+}/ — Z”cos’ =o,

dont les cing premitres coineident immédiatement avec celles qu’on
a trouvées dans larticle 12, par Iélimination des indéterminées A
el w, et dont les deux dernicres s’y réduisent facilement, en €li-
minant les ¥, ¥* par le moyen de la quatriéme et de la cinqui¢me.

Mais si de cette maniére on parvient plus directement aux équa-
tions finales, c’est qu'on a employé une transformation préliminaire
des variables, laquelle renferme les équations de condition; au lieu
qu’en employant immédiatement les équations avee des coefficiens
indéterminés, comme dans Tarticle 12, la solution du probléme
est réduite & un pur mécanisme de calcul. De plus on a, par ces
coefliciens, la valeur des forces que les verges f et g doivent sou-
tenir par leur résistance a s’alonger, comme on le verra ci-aprés.

15. Sion voulait que le premier corps fiit fixe, alors les diffé-
rences dx’, dy, dz’ seraient nulles, et les termes affectés de ces
différences disparaitraient d’eux-mémes dans Téquation générale
de I'équilibre. Ainsi les trois équations de, Yarticle 12, savoir,
X’ -—}(x”-—-—-x’) — ey A —-Ji:-. ('—y') =o, Z'-—-} (z"—z') =0,
nauraient point lieu; donc les équations X'~ X"~ X" etc.==o0,
Y+ Y'+ Y+ etc. =0, Z'+ Z'4 Z"+-etc. = o, n'auraient pas
fieu non plus, mais toutes les autres demeureraient les mémes.
Ce cas est, comme I'on voit, celui ou le fil serait attaché fixement
par une de ses extrémités.

Et si le fil était attaché par ses deux extrémités, alors on aurait
non-seulement dx’ = 0, dy’ =0, dz’==0, mais aussi da"t=—o :
dy" =0, dz" =o0; et les termes affectés de ces six différences
dans I'équation générale de I'équilibre, disparaitraient, et feraicnt
par conséquent disparaitre aussi les six équations particuliéres qui
en dépendent.

Méc, anal, Tome I. 16
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En général si les deux extrémités du fil n’étaient pas tout-a-fait
libres, mais qu’elles fussent attachées a des points mobiles suivant
une loi donnée; cette loi exprimée analytiquement, donnerait une ou
plusieurs équations entre les différences da’, dy’, dz’ qui se rap-
portent au premier corps, et les différences da", dy"c., dz".,
qui se rapportent au dernier; et il faudrait ajouter ces équations
multipliées chacune par un nouveau coefficient indéterminé, a
Péquation générale de I'équilibre trouvée plus haut; ou bien on substi-
tuerait dans cette équation générale, la valeur d’une ou de plu-
sieurs de ces différences, tirée des équations dont il sagit, et on
égalerait ensuite a zéro le coefficient de chacune de celles qui
restent, ainsi qu'on 'a fait ci-dessus (art. 14). Come cela n’a au-
cune difficulté , nous ne nous y arréterons pas.

16. Pour connaitre les forces qui proviennent de la réaction
du fil sur les différens corps, il n’y aura qu'a faire usage de
la méthode donnée pour cet objet dans la section précédente
(art. 5).

On considérera donc que I'on a dans Ie cas pr(,sent,

dL === da—dr) + <y”—y'}$4y”—dy’) + (&'—) (de'—dz)

9

=g N DO SO ) 4 e ),
etc. . G

Donc 1°, on aura, par rapport au premier corps dont les coor-
données sont &', 3, =,

dL __m"—i:: dL il_{:_ S 2z
T -, F=—2F

donc

\/( ) _,_( ) +( Ly = V(z”~x’)+cy}-—y')°+(z A

Ainsi le premier corps recevra par l'action des autres une force
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=, ¢t dont la direction sera perpendiculaire a la surface repré-
sentée par I'équation dZ ==df=o, en y faisant varier simplement
s ¢, 2’5 or il est visible que cette surface n’est autre chose qu’une
‘sphére dont le rayon est £, et dont le centre répond aux coordon-
nées af, 4", z"; par conséquent la force A sera dirigée suivant ce
méme rayon, c'est-a-dire le long du fil qui joint le premier etle -
second corps.

2°. On aura de méme, par rapport au second corps dont les
coordonnées sont «", 3", 2,

i{'__ Bl (l’.‘"—--.’l?" d' L b yu__y: _f?f_ri a5 zﬂ' —.‘Z.{ ;
d.,cﬂ-—_d}‘—-, @T_T_, dz'“—-_f_’

donc
VR R,

d’ou il s’ensuit que le second corps recevra aussi une force A di-
rigée perpendiculairement a la surface dont I'équation est dL=df=o,
en faisant varier af, 3", z’; cette surface est de nouveau une
sphere dont le rayon est £, mais dont le centre répondra aux
coordonnées ', 3/, z' du premier corps; par conséquent la force A
qui agit sur le second corps, sera aussi dirigée suivant le fil / qui
joint ce corps au premier.

5°. On aura encore, par rapport au second corps,

M _ a"—a am . y"—y" dm 2" —x!
Pl B: h ey s e e i e g
donc

V(@) + () + () =2

De sorte que le second corps sera poussé de plus par une
force ==p, dont la direction sera perpendiculaire a la surface re-
présentée par Péquation dg=o, en faisant varier x", 5", z’; cette
surface n’étant autre chose qu’une sphére dont le rayon est g, il
s'ensuit que la direction de la force u scra suivant ce rayon, cest-
a-dire, suivant le fil qui joint le second corps au troisi¢me.
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On fera le méme raisonnement par rapport aux autres COrps,
et on en tirera des conclusions semblablgas.

17. I est évident que la force A produite dans le premier corps;
suivant la direction du fil qui joint ce corps au suivant, et la force
égale A, mais directement contraire, qui agit sur le second corps,
suivant la direction du méme fil, ne peuvent étre que les forces
qui résultent de la réaction de ce fil sur les deux corps, cC'est-a-
dire, de la tension que souffre la portion du fil interceptée entre le
premier et le second corps; de sorte que le coefficient A exprimera
la quantité de cette tension. De méme le cocflicient . exprimera la
tension de la, portion du fil interceptée entre le second et le troi-
siéme corps, et ainsi de suite.

Au reste, ona supposé tacitement dans la solution du probleme
dont il s’agit, que chaque portion du fil était non-seulement inextern-
sible, mais aussi roide, ensorte qu'elle conservait toujours la méme
longueur ; par conséquent les forces 2, p, etc. nwexprimeront les
tensions quautant qu'elles seront positives et tendront a rapprocher
les corps ; mais si elles étaient négatives et tendaient & les ¢loigner
Pun de Pautre, alors elles exprimeraient plutét les résistances que
le fil doit opposer au corps par le moyen de sa roideur, ou im-
compressibilité.

8. Pour confirmer ce que nous venons de démontrer, et pour
donner en méme temps une nouvelle application de nos méthodes,
nous supposerons que le fil auquel les corps sont attachés soit
¢lastique dans le sens de sa longueur, et susceptible d’extension et
de contraction; et que F, G, etc. soient les forces de contraction
des portions du fil £, g, etc., interceptées entre le premijer et le
second corps, entre le second et le troisiéme, ete. g

11 est clair, par ce qu'on a dit dans Particle g de la section se-
conde, que les forces F, G, etc. donneront les momens Fdf4-Gdg, etc.

11 faudra donc ajouter ces momens a4 ceux qui viennent de l'ac-
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tion des forces étrangeres, et que nous ayvons vu plus haut (art. 11)
étre représentés par la formule X'dx' — Y'dy’ 4 Z'dz’ = X'dx"
o= Y'dy' == 2"d2" 4= X"dx" - Y "dy" == Z"d:" - elc. , pour avoir
la somme totale des momens du systéme; et comme il n’y a
dailleurs aucune condition partieuliére a remplir, relativement &
la disposition des corps, on aura I'équation générale de équilibre
en égalant simplement a zéro la somme dont il s’agit; cette équa-
tion sera donc :

X'do = Y'dy' + Z'de 4 X"da" 4 Y'dy" + Z"dz" + X"dx"
=+ ¥'dy” 4= 2"dz" 4~ ete. 4+ Fdf-+ Gdg =+ elc. = o.
Substituant les valeurs de df, dg, etc. trouvées ci-dessus (art. 12),

et égalant a zéro la somme des termes affectés de chacune des dif-

férences dx', dy/, etc., on aura les équations suivantes pour I'équi-
libre du £il, dans le cas dont il s’agit,

Al (z'—x)

=O,

Z' — F-—-—-—-(ZFZ’) =700
Xy Ba—al) . Gat—zty

y (3’;;‘ ) SOy _

l
o

Z' + F(z,"j-r—-z’) e o 0 i 0,

X" - -—-uc(x;i? =05
Y- __G(y;-—__-_y_") = 0,
Z" o G(z"—2z") REE:

g

lesquelles sont analogues & celles du méme article , pour le cas ol
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le fil est inextensible, et donnent par la comparaison, A== F,
p=G,etc. '

D'oti Fon voit que les quantités 7, G, ete. qui expriment ici les
forces des fils supposés élastiques, sont les mémes que celles que
nous avons trouvées ci-dessus (art. 16), pour exprimer les forces
des mémes fils , dans la supposition qu’ils soient inextensibles.

19. Reprenons encore le cas d’un fil inextensible chargé de trois
corps, mais supposons en méme temps que le corps du milieu
puisse couler le long du fil; dans ce cas la condition du probléme
sera que la somme des distances entre Ie premier et le second corps,
et entre le second et le troisiéme soit constante; ainsi nommant,
comme ci-dessus, f et g ces distances, on aura f--g==const.,
et par conséquent df-f-dg==o.

On multipliera donc la quantité différenticlle df--dg par un
coefficient indéterminé A, et on Pajoutera i la somme des momens
des différentes forces qu’on suppose agir sur les corps, ce qui
donnera cette équation générale de Péquilibre,

X'dy o Y'dy + 2'dd + X'dx’ 4= Yy’ + Z'dz" + X"dx"

= Y"dy" 4 Z"dz" 4= A (df 4= dg) = 0;
d’ou (en substituant les valeurs de df et dg, et égalant a zéro la
somme des termes affectés de chacune des différences da’, dy/, etc.)
on tirera les ¢quations suivantes pour I'équilibre du fil, '

a =z’

X ——7\7—.—-0,.
—A%:o,

z"—z
_Z’-—-)L = 0,

i
XJ+A(J-'—I—I’“ I;x )'=0,
2 dega (.)’#—:'J’__.yw;ﬁ) == 0,

Zw_’_;\(z—z. z';z”)zo’
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At
X" 4= 2 = Sl

Y" - AJITTJ,"::(),

-

zw+Az——£=0,

dans lesquelles il n’.y aura plus qu’a éliminer linconnue A.

On voit par 1h comment il faudrait 8’y prendre, il y avait un
plus grand nombre de corps dont les uns fussent attachés fixement
au fil, et dont les autres y pussent couler librement.

§ 1L
De Péquilibre de trois ou plusieurs corps attachés d une verge
inflexible et roide.

20. Supposons maintenant que les trois corps soient unis par une
verge inflexible, ensorte quiils soient obligés de garder toujours
entre eux les mémes distances; il faudra dans ce cas que 'on ait non-
seulement dfi=o et dg= o, mais que la diff¢rentielle de la distance
entre le premier et le troisitme corps, que nous de¢signerons par 7,
soit aussi nulle; par conséquent en prenant trois coefficiens inde-
terminés, A, w, v, on aura cette équation générale de Iéquilibre,

X'do' = Y'dy’ + Z'de 4 X"do" = Y'dy" - Z"dz" = X"dx"

o Y7dy" == Z"dz" = Adf =+ pdg - vdh=o0.

Les valeurs de dfet dg ont déja été données ci-dessus; a égard

de celle de dh, il est clair quon aura

h= V&= F (=) F E—7

et par conséquent

. b e =) (A —da )+ (" —y) (dy —dy ) (a2 ) (A2 —da)
= ¢ ;

Faisant ces substitutions, et égalant & zéro la somme des termes
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affectés de chacune des différences dx’, dy/, etc., on aura ces neuf
¢quations particulicres

a— ' a'—al

X — 2

{{a
g
b
I
‘.O

Y — A f—=

Il
\..O

& —, & ——,
Z — A —_— — == 0,

X" A

I
&
I
=}

Y efdon LT Y,

Z" - A

x—x" a'—zx

Xw"l-}lo z +ﬂ—k—'-
o p L Lt

I

ZN-‘__ z}

zﬂ
=y 7 = 9,

T —
g

d'ou il faudra éliminer les trois inconnues indélerminées A, u,
v, ensorte quil ne restera que six équations pour les conditions

de I'équilibre.

Z" 4+

21. D’abord il est clair, par la forme méme de ces équations,
qu’en ajoutant respectivement les trois premicres aux trois suivantes
et ensuite aux trois derniéres, on obtient sur-le-champ ces trois
¢quations délivrées de A, &, »,

X' X' o X" = o,
Y+ Y 4+ ¥Y" =o,
Z = Z" + 7" = o.

Rien n'est plus facile que de trouver encore trois autres équas
tions par Pélimination de A, w, »; mais pour y parvenir de la ma- ™
niére la plus simple et la plus générale, je commence par déduire

des
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des équations de Particle précédent , ces neuf transformées,
Xiyf_ TR .I,‘”—T':L"_}’ — 0,

I
2! — 2z i
Mo b e S

|

Y’z'—-Z:j/—'-lz-———y-—yz — y B )R —}:yz =

I

Xt}’l""" nxn_l_?\yx}-.x_y __sz.z.-—:::y

01 v 0 2" e 2! 2" — x'z
Xz -—Zx.{._;\___f__._.‘u,——-—::o,

Y gy DY B

Xn:yu_ mem_i_.#y".r"-:x’fzf_l_ PZ'J:‘”—-‘-’E:Z:’_.O’
()
i na @ it
szw_zwxg_{_#z:c ;J‘Z. + sz h be i) =O,
LAY S B S rzw
szm—zmyw..}.pﬁ—.gy_z.,'_ yiy h-x.__.,:-_(),

lesquelles étant, comme Pon voit, analogues aux équations primi-
tives, donneront de la méme maniére, par la simple addition, ces
trois-cj :

.Xiy!'_' Irfx! + Xl;yl‘ ik Yﬂxﬂ mem B, Y-‘lfxm —_ D,
X;z.r AL Zﬂ'xf + X#zﬂ Ehes :axﬂ + szlw s ZWxW — 0 Ve
Y2 — Zy 4= ¥ — 2"y 4= ¥"" —Z"y" =o.

Les trois équations trouvées ci-dessus montrent que la somme
des forces paralléles & chacun des trois axes des coordonnées, doit
étre nulle; les trois que nous venons de trouver renferment le prin-
cipe connu des momens ( en entendant par moment le produit de
la puissance par son bras de levier), par lequel il faut que la somme
des momens de toutes les forces, pour faire tourner le sy_stém,e au-
tour de chacun des trois axes, soit aussi nulle. Ainsi ces six équa-
Lions ne sont que des cas particuliers des équations générales donnces
dans la troisiéme section (§ I et II). :

Méc. anal. Tome I. st b
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22. Si le premier corps était fixe, alors les différences dv’, @y,
dz’ seraient nulles, et les trois premicres des neuf équations de lar-
ticle 20 n’existeraient pas; il n’y aurait donc alors que six équa-
tions, qui, par Pélimination des trois inconnues A, w, v, se ré-
duiraient a trois.

Pour arriver a ces trois équations, on peut s’y prendre d'une
manicre analogue a celle dont on s’est servi pour trouver les trois
dernicres équations de Varticle précédent, pourvu qu'on ait soin
de faire ensorte que les transformées ne renferment point les in-
déterminées A et » qui entrent dans les trois premiéres dont il
faut maintenant faire abstraction; or c’est ce que l'on obtiendra par
ces combinaisons ,

X'y =¥ (o' ) LI = PN

Xt (e ol g, E U= g By
¥'( ') =2y —y )= E2D = S ) et}
Xy Y T (el Yt (y"—y’)(x'—x");(af’—r’)(y’—y') sl
Xt )" (i) EDED = FNE)
o IS U Cod, cy"-:v”);cv”—-f) >

et sil'on ajoute maintenant les trois premiéres de ces transformées
aux trois derniéres , on aura sur-le-champ ces trois-ci,
_X”(‘y"—‘y’) — I,’-ﬂ'( x'_. xf)- + X'(‘yﬂ_yf) ST Yﬂ'( xﬁ_—xf) — O s
X'(2'—z) — 2" (a"—a) 4+ X"(&"—2) — 2" (a"—2) = o,
Y!( zﬂ_z!) by Zk (yﬂ__:y.r) + Ym'( zw__ z!) o, ZM‘ (ylw_yr) — 0 !
lesquelles auront toujours lieu, quel que soit Pétat du premier
corps, puisqu'elles sont indépendantes des équations relatives & ce
corps. Ces équations renferment, comme Pon voit, le méme prin-

eipe des momens, mais par rapport a des axes qui passeraient par
le premier corps.
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23. Supposons quil y ait un quatriéme corps attaché a la méme
verge inflexible, pour lequel les coordonnées rectangles soient «',
¥, 2", et les forces paralléles & ces coordonnées X', Y%, Z'"

1l faudra donc ajouter a la somme des momens des forces, la
quantité
X0dst" - Py Z1de;
ensuite, comme les distances entre tous les corps doivent demeurer
constantes, on aura par les conditions du probleme, non-seulement
df=o, dg=o0, dh=0, comme dans le cas précédent; mais aussi
dl=o0, dn=o0, dn==0, en nommant 7, m, n les distances du

quatriéme corps aux trois précédens. Ainsi I'équation gem,mle de
l’bqulhbre sera dans ce cas

X'dy'+ Y'dy + Z'dz’ 4 X"dx" = Y'dy" + Z"dZ" 4 X"dx"
= Y"dy" ++ Z"d" - XVdx" 4= Y Vdy" = 2V dz'"
~+ Adf = pdg -+ vdh - wdl -~ pdm - odn = o.

Les valeurs de df, dg, dA sont les mémes que ci-dessus; quant
a celles de di, dm, dn, il est visible quon aura

I = V@@= )+ ("= T+ E—=),
m = V(@@= + T+ =),
n = V&= F T TF E 2T
et par conséquent, ' -

g a2 ) (y ey Y (dyedy ) Y= )
= z :

T (@ —a") (" —dz") 4y '—y" ) (dy " —dy" )4-(=""—=") (dz""—dz")

m ’

.dn B (.I'“_ ")(ti.r”—dx")-]-(y';——y”)(dy‘“—-dj")—{—(z“’-—z")(dz"-—d;”).
n

Faisant ces substitutions , et égalant & zéro la: somme des termes
affectés de chacune des différences dx', dy/, etc., on trouvera douze
équations particuliéres , dont les neuf premiéres seront les mémes
que celles de Particle a0, en ajoutant respectivement & leurs pre-
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miers membres les quantités suivantes:

—_— 'T“J_I’, — yllvz_y’, e 2_2",
L i SR
LorotLer, s,

et dont les trois derniéres seront
X0 et B el BT BT o
Fan .)’“':.Y' 2l :n-.)'” i 03’“’:_?" e
Z|; -+ 7 z“'-—;—z’ o z";-z" s z“’-ﬂ—z"’ e

24. Comme il y a en tout douze équations, et qu’il y a six indé-
terminées, A, x, v, @, p, o a ¢éliminer, il ne restera pour les
conditions de I'équilibre, que six équations finales, comme dans le
cas de trois corps; et on trouvera par une méthode semblable
a celle de larticle 21, ces six équations analogues a celles de cet
article , ;

5, AR | et (A U ST 3

X R e e R Oy

Z 42" 42" 4= Z"=o0,
Xy == ¥V'a = X"y — V2" X"y — V3" Xy = V3" =0,
Xo —=Z'x 4 X" —Z"'" 4= X"2" — 273" 4= X"z —Z" "V =0,
Y'd —ZY A Ve — 2y + X — 2%+ Filatl = Z " == o,

Au lieu des trois derni¢res, on pourra aussi substituer les trois
suivantes, qu'on trouvera par la méthode de larticle 22, et qui,
étant indépendantes des équations relatives au premier corps, ont
Vavantage d’avoir toujours lieu, quel que soit I'état de ce corps,

Xn(yﬂ__y;) piiess Y"(x'—x') + Xw(‘yw_'yf i Y’(xﬂ'_xf)
Xty ) = Y =) =0,
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X"(z"__ Z’) = ZJ'-'(mn_ xr) + Xm(zrﬂ“ ...."'f) g Zrn(xw_ .‘,\C’)
+ X“(Z”""—‘Z’) SN Z“(x"——- x’) el
.Y’(zﬂ__ 5’) __Zn(yrr _‘}/) + I;m(zw_zr) P Zm(‘ym "'-J/)
__l__ Y‘lv(z:v___ Z{) hLas Z:v(yn _y’) — 0.

(51
3

25. On voit maintenant comment il faudrait s’y prendre pour
trouver les conditions de Péquilibre d’un nombre quelconque de
corps attachés a une verge ou & un levier inflexible. En. général
il est visible que pour que la position respective des corps demeure
la méme, il suffit que les distances des trois premiers corps entre
eux soient constantes, et que les distances de chacun des autres
corps a ces trois-ci le soient aussi; puisque la position d’un point
quelconque est toujours déterminée par les distances de ce point a
trois points donnés. On fera donc pour ehaque nouveau corps qu'on
ajoutera au levier, les mémes raisonnemens et les mémes opérations
quon a faites dans larticle 23, relativement au quatriéme corps ;
et chacun d’eux fournira trois nouvelles équations particuliéres ,
ayec trois nouvelles indéterminées a éliminer; ensorte que les équa-
tions finales seront toujours en méme nombre que dans le cas de
trois corps; et elles seront de la- méme forme que celles que ‘nous
venons de trouver dans Particle précédent.

Au reste, il est visible que ces équations rentrent dans celles que
nous avons trouvées en général pour Péquilibre d’un systéme quel-
conque libre, dans les articles 5 et g de la section troisi¢éme. En
effet, puisque, a cause de linflexibilité de la verge, les distances
des corps entre eux sont inaltérables, il s'ensuit que 'équilibre doit
avoir lieu si les mouvemens de translation et de rotation sont de-
truits; on aurait donc pu, par cette seule considération, résoudre
le probléme précédent, d’aprés les formules des articles cités; mais
nous avons cru quil n’était pas inutile d’en donner une solution di-
recte, et tirée des condjtions particuli¢res de la question.
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LI

De Péquilibre de trois ouw plusieurs corps attachds @ une verge
a ressort, '

. 26. Considérons de nouveau le cas de trois corps joints par-une
verge, et supposons de plus que la verge soit ¢lastique dans le
point ot est le second corps, ensorte que les distances de celui-ci
au premier et au dernier soient constantes, mais que l'angle formé
par les lignes de ces distances soit variable, et que leffet de I'¢las-
ticité consiste a augmenter cet angle, et par conséquent a diminuer
Vangle extérieur formé par un des cotés, et par le prolongement
de lautre.

Nommons la force de Vélasticité Z, et e l'angle extérieur qu’elle
tend & diminuer; le moment de cette force sera exprimé par Ede
(sect. II, art. 9); de sorte que la somme des momens de toutes les
forces du systéme sera

X'ded 4 V'dy - Z'de 4~ X"dx" 4 ¥dy" A= Z'd - X A"
- ¥"dy" A= Z"dz" - Ede.

Or les conditions du probléeme sont les mémes ici que dans I'ar-
ticle 12, Clest-a-dire, df=o0 et dg=o. Donc on aura cette équa~
tion générale de Péquilibre,

Xdod 4 Y'dy +Z'de' + X'ds" + ¥'dy’ +2"de" - X"da"

- Y7dy” + Z"dz" 4 Ede - Adf + pdg =03
et il ne Sagira que d’y substituer les valeurs de de, df, dg; celles
de df et dg sont les mémes que dans larticle cité. '

Pour trouver la valeur de de, on remarquera qu'en nommant ,
comme dans larticle 20, 4 la distance rectiligne entre le premier
corps et le troisiéme, dans le triangle dont les trois cotés sont f,
g, h, Vangle opposé au coté % est 180°—e; ensorte que par le

- : s e tllﬂ = 2 :
théoréme connu, on aura —cose=— —iff;——; d’ou Jon tirera par
a9
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la différentiation la valeur de de; et comme, par les conditions du
probléme, on a df=o et dg=o, il suffira de faire varier ¢ et 7,

ce qui donnera de==— j—-;g:i—e, cette valeur étant substituée dans

Péquation précédente, il est facile de voir qulelle deviendra de Ia
méme forme que Péquation générale de I'équilibre dans le cas de

: . Eh ’
Particle 20, en supposant dans celle-ci » =— Foaima) DAL conséquent

les équations particuliéres seront encore les mémes dans les deux
cas, avec cette seule différence, que dans celui de Particle cité, la
quantité » est indéterminée et doit par conséquent étre éliminée; an
lieu que dans le cas présent, cette quantité est toute connue, et
quiln’y a que les deux indéterminées A, u & ¢éliminer; ensorte qu’il
doit rester une équation finale de plus que dans le cas cité, cest-
a-dire, sept équations finales au lieu de six. Or comme, soit que
la quantité » soit connue ou non, rien n’empéche de éliminer avec
les deux autres A, g, il est clair quon aura aussi dans le cas pré-
sent les mémes équations qu'on a trouvées dans les articles 21 et 223
et pour trouver la septiéme équation, il 0’y aura qua éliminer A
dans les trois premicres, ou s dans les trois derniéres des neuf

équations particulitres de Tarticle 20, et substituer pour » sa ya-
Eh

27. Au reste, sidans la valeur de de on n'avait pas voulu sup-

poser df et dg nuls, on aurait eu une expression de cetie forme
}: r 2 -
de=— _'f;fine -+ Adf 4~ Bdg, A et B étant des fonctions de £, g,

Jo, sine; alors les trois termes Ede-Adf -+ pdg de Véquation
générale, seraient devenus

-—;g—f:l—e dh~(BEA +2) df +- (BB +p) dg ;

mais A et 4 étant deux quantités indéterminées, il est visible qu’on
peut mettre & leur place A—E4, p— EB; moyennant quoi la
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quantité dont il sagit deviendra

Lh
o Faiug S Adf e

comme si f et g n'eussent point varié dans l'expression de de!

. Si plusieurs corps étaient joints ensemble par des verges élas-
tiques, on trouverait de la méme manicre les ¢quations nécessaires
pour Péquilibre de ces corps, et en général notre méthode donnera
toujours, avec la méme facilité, les conditions de I'équilibre d’un
systéme de corps liés entre eux d’une maniére quelconque, et animés
de telles forces extérieures qu’on voudra. La marche du calcul est,
comme l'on voit, toujours uniforme, ce qu’on doit regarder comme
un des principaux avantages de cette méthode.

cHAPITRE III,

De Péquilibre d’un fil dont tous les points sont tirds par des forces
quelcongues , et qui est supposé flexible, ou inflexible, ou élastique s
et en méme temps extensible ou non.

28. Clest ici le lieu d’employer la méthode que nous ayons exposce
~ dans le § II de la section quatriéme.

Nous supposerons toujours, pour plus de simplicité, que toutes
les forces extérieures qui agissent sur chaque point du fil soient r¢é-
duites & trois, X, ¥, Z, dirigées suivant les coordonnées rec-
tangles x, y, z de ce point. Ainsi en nommant dm I’élément du
fil, lequel est proportionnel a 'élément ds de la courbe, multiplié
par I'épaisseur du fil, on aura pour la somme des momens de toutes -
ces forces, relativement a la longueur totale du fil, cette formule
intégrale (art. 12, section IV ),

S(Xdw - Yy + ZJx)dm;

et- comme la quantité Xdx -+ ¥Ydy -+ Zdz w'est quune -trans-
formée de Pdp-Qdg - Rdr--etc. (art. 1), si les forces P,
_ 0,
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Q, R, etc. sont telles que cette quantité soit intégrable, en nommant
11 son intégrale, on aura, comme dans larticle 25 de la section IV

Xdw + ¥y + Zdz = JI,

et la somme des momens sera exprimée par SJT1dm.
§ L
De Péquilibre d’un fil flexible et inextensible.

29. Considérons d’abord le cas d’'un fil parfaitement flexible ef
inextensible; I'élément ds de la courbe de ce fil étant exprimée
par \/dx* 4 dy* 4 dz*, il faudra, par la condition de linexten~
sibilité, que ds soit une quantité invariable, et quainsi Pon ait,
par rapport a chaque ¢€lément du fil, cette équation- de condition
indéfinie dds==o0. Multipliant donc J'ds par une quantité indétermi-
née A, et prenant lintégrale totale, on aura SAd'ds; et si 'on n’a
point d’autre équation de condition, on aura 'équation générale de
I'équilibre , en égalanta zéro la somme des deux 1ntegrales SJTldm,
et SAd'ds.

Or ayant ds ="/dx* - dy* + dz*, on aura, en différentiant
‘suivant d,

D dxddr - dﬁdy o+ dzddz .

.donc

adx rdz

SAIds = Y S + 8 Sy 825 g

changeant d'd en dd', et 1ntégrant par parties pour faire disparaitre
le davant &', suivant les régles données dan$ Particle 15 de la sec~
tion quatriéme, on aura ces transformées,
M S == P — A0 gt 5.2 x I,
Y ‘dy’
sz Sty =2 gy XY gy 50y > dy,
d d: :
’dz ddz =200 8 — 10 & — 8a. 27 X Iz
Meée. mml. Tome 1. 18
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Ainsi Péquation générale de I'équilibre deviendra

S((de—-—-d MY d - (Viam —d.22) dy o (Zam—a.22) )

%: vy Aty Nds' g Ndd o, Ndy n,  Vdd o,
da" == —= 57 7. J\ + ds” dz"'— s’ Jw _-—__J\ ds’ Jz’

—_ 0;

5o. On égalera d’abord & zéro (art. 16, sect. citée ), les coeffi-
ciens de d'v, dy, d'z sous le signe S, et on aura ces (rois équa-
tions particulicres et indéﬁnies,-

d:
de e—" ﬁ_._r =0y
Ydm -~ d. "J}' o Oy
rdz
de ey dc—d's_ —_ 0,'

dont ¢liminant Pindéterminée 2, il restera deux équations qui ser-
viront a déterminer la courbe du fil.

- Cette ¢limination est trés-facile, car on n’a qu'a mtegrcr les
¢quations precedentes, ce qui donnera celles-m.

ME o 4 o+ fXdm,
fﬁl
ds
2dz
ds

= B + [Ydm,
= C -+ [Zdm,

A, B, C ¢tant les constantes arbitraires; ensuil¢ on aura, en

chassant 2, ; _

dy _ B+ [Ydm.

dx ™ A4 [Xdm?

dz _ C+ [Zdm

dz ™ A4 [Xdm’

€quations qqui s'accordent avec les formules connues de Ia chainette.
Si on veut parvenir directement & des équations purement diffé-
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rentielles et sans signe /, on mettra les équations frouyvées sous
cette forme ,

dr__

Xdm — Ad. d,\ :::0,

! n’-y._
Ydm-—-?ud.gg-——-d?\g;_o,
3

dz dz
de—-—?\d.ag———-d)\gs—__o

d'ou éliminant dA, on aura d’abord ces deux-ci:

Xdy—Ydx AT (E’l d.d_r: dxd dy

ds ds “*ds
Xci’z;—Zdr S i ( dx_%c iy :%)
Ensuite si on multiplie les mémes équations respectivement paf
j—f—, g{, %, on aura, a cause de j‘rd. i -{—dyd n"y-{-—d;d e
= d. ‘ifi-'*'—ij.'f_d“g = 0, léquation
Xd"r+}zy+2dzdm=d.?&;

et il 0’y aura plus qua substituer [successivement dans cette der-~
ni¢re équation les ;valeurs de A tirdes des deux précédentes.

31. Comme la quantité Adds peut représenter le moment d’une
force A tendante a diminuer la longueur de élément ds (sect. IV,
art. 6), le terme SAd'ds de Véquation générale de Iéquilibre du fil
(art. 29), représentera la somme des momens de toutes ces forces
A quon peut supposer agir sur tous les €lémens du fil; en effet,
chaque élément résiste, par son inextensibilité, a Paction des
_ forces extéricures, et on regarde communément cette résistance
comme une force active quon nomme Zenzsion. Ainsi la quantité A
exprimera la tension du fil.

B2: A Pégard de la condition de Vinextensibilité du fil, représen-
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tée par Pinvariabilité de chaque ¢[ément de la courbe ds, on ne’
peut pas lintroduire dans Iéquation de la courbe, en remplace-
ment de Vindéterminée A, comme dans le cas ou le fil forme un
polygone , parce que, par la nature du calcul différentiel, Ia valeur
absolue des élémens de Ia courbe, et en général de tous les é€lémens
infiniment petits demeure indéterminée. Mais aussi, par la méme
raison, il nest pas nécessaire quil y ait autant d’équations que de
variables , et il suffit d’une équation de moins pour déterminer une
ligne, soit a simple ou a double courbure. Ainsi la solution que nous
venons de trouver par notreméthode, est compléte a Pégard des équa-
tions différentielles, et ne demande plus que des intégrations qui dé-
pendent des expressions des forces X, ¥, Z.

35. Considérons maintenant Jes termes de Péquation générale de
Farticle 29, qui sent hors du signe §; et shpposons premic¢rement
que le fil soit enti¢rement libre, Dans ce eas les variations d'%',
d= et I« Jy”, d2’ qui répondent aux deux points extrémes du fil,
seront toutes indétermindes et arbitraires; par conséquent il faudra
que chaque terme aflecté de ces variations soit nul de lui-méme.
Donc il faudra que Pon ait X'==o et A"==o0, cest-a-dire que la
valeur de A devra étre nulle au eommencement et a la fin dufik
On remplira cette condition par le mo}ren des constantes. Ainsi,
¢omme les frois premiéres ¢quations intégrales de article 50 donnent,
pour le premier point du fil oit les quantités affectées de /" deviennent
nulles

Adx’ Ndy' a'da
M e, X Hi=c,

el pour !¢ dernier point du fil ou £ se change en S,

20 A4-§Xdm, 2 = B+-S¥am, S5

= C-+Zdm,

on aura dans le cas dont il S'lg].t =0 B =0, (==0,-6l

SXdm=o, SYdm — o, SZdm =o,
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Ces trois équations répondent, comme Y'on voit; a celles de Tar-
ticle 12 de la section présente. 5
54. Supposons en second lieu que le fil soit attaché par un de
ses bouts, ou par tous les deux; et si c’est le premier bout qui
est fixe, les variations J'%', dY’, dx’ seront nulles, et il suffira d’é-
galer & zéro les coefliciens de d'%”, )", dz, clest-a-dire, de faire
D O
Paf la méme raison, lorsque le second bout sera fixe, il suffira
de faire N’ ==o. Mais si les deux bouts étaient fixes a-la-fois, alors
il 0’y aurait aucune condition particuliére a remplir, puisque les va-
viations d'a’, dy/, d%’, I, dy", d" seraient toutes nulles.

55. Supposons en troisieme lieu, que les extrémités du fil soient
altachées a des lignes ou ‘surfaces courbes, le long desquelles elles
puissent glisser librement; et soient, par exemple, dz'=ad dx’--0'dy’,
dz"=a"dx"-b"dy" les équations différentielles des surfaces aux quelles
le premier et le dernier point du fil sont attachés. On aura pareil~
lement en changeant d en d', &'z'=a'da'4-0'dy’, J="=a"dx"+b"dy";
on substituera donc ces valeurs daus les termes dont il s'agit, et ou
égalera ensuite & zéro les coefficiens de d'’, dy’, da', Jy".

En g(.m.ral on ftraitera la partie qui est hors du signe dans l’equaé
tion générale de P'équilibre, comme si elle élait seule, et qu'elle re-
présentdt Péquation de Péquilibre de deux corps séparés et placés:
aux extrémités du £l

56. Supposons, par exemple, que e fil soit attaché par ses deux
bouts aux extrémités d’un. levier mobile autour d'un point fixe.
Soient @, b, c les trois coordonnées rectangles qui déterminent
dans Pespace la position de ee point fixe, c'est-a-dire,-du point d’ap-
pul du levier, et soient de plus fla dlstance entre ce point d’appui
et lextremltc du levier a Iaqucllt. est attaché le premier bout du
fil, ¢ la distance entre le méme point diappui et Pautre extrémité du
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levier a laquelle est attaché le second bout du fil, % la distance entre
les deux extrémités du levier, et par conséquent aussi entre les
deux bouts du fil; il est clair que ces six.quantités a, b, c, f,
g, & sont données par la nature du probléme, et il est visible en
méme temps que &, 3/, z’ étant les coordonnées pour le commen-
cement de la courbe du fil, et af, 5", z" les coordonnées pour
la fin de la méme courbe, on aura |

f=V(e—a) + (b—y) + (c—=),

g = V@E=aF F o=y F F =27,
_ = VE'—a) + (=) + =2
Or ces quantités £, g, ~ €étant invariables, on aura,en différentiant
par J' ces trois ¢quations de condition déterminées,

(a — "Y' =+ (b .-—-*y')J:V' + (c—2)d2 = o,
(a — 2" 4+ (b—y")y" + (c—2")" = o,
() (= 0) - (= YAy ) - () Pttty = o

lesquelles étant multipliées chacune par un coefficient indéterminé,
devront étre aussi ajoutées a Iéquation générale de I'équilibre.
Ainsi prenant o, (2, 3 pour les trois coefficiens dontil s’agit, et éga-
Jant 4 zéro les:coefliciens des six variations d’, dy/, dz’, &, dYy”, J%’,
on aura autant d’équations particulicres déterminées , qui seront

o (a—a) —1y (x"—-x’)——%{-’- =tiof

7 E!
a(b—y)—y (y'—y) —27 =o,

4::.(rc—.a'.)-----‘)z(:4.’--—z)--—--a—“{z = o,

Bla=x") 4y (s"— )+ 55 =o,
A i . o Hd L :
Bb—y")+y (y'—y)+ =0,
f.fdz'!.'

Ble—z) 4 (£—2) + 27 =0,

et qui, par Pélimination de e, 8,+, se réduiront & trois,
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Ces trois équations étant ensuite combinées avec les trois équa-
tions de condition ci-dessus, seryiront a déterminer la position des
deux extrémités du fil,

On voit par Ia comment il faudra s’y prendre dans dautres cas
semblables.

57. Enfin; si outre les forces qui animent chaque point du fil,
il y en avait de particuliéres appliquées aux deux extrémités du
fil, et représentées par X', ¥”’, Z’ pour le premier bout du fi,
et par X', ¥', Z" pour le dernier bout, ces forces donneraient
les momens

X'On A= F' Sy = Z'8% = X I == ¥y - 242

et il faudrait ajouter encore ‘cette quantité au premier membre de
Péquation génerale de Péquilibre, c’est-a-dire, a la partie qui est
“hors du signe, laquelle deviendrait alors

(X"-i-’ da.); +(Y,+Ad) )J‘ -—I—-(Z" aé’z)d\z ;
;"l“(X’—?‘—‘f‘iTx)J\x'—{-(I’"—w——-)J\ +(z — "d")&'

ct sur laquelle on opérerait dansles différens cas, comme on vient
de le voir dans les articles précédens.

38. Supposons maintenant que le fil animé dans tous ses points
par les mémes forces X, Y, Z, et tiré de plus dans ses deux ex-
trémités par les forces X', ¥, Z/, X', ¥', Z", doive ¢tre couché
sur une surface courbe donnée, dont I'équation soit dz ==pdwx~- ¢gdy,
ct que on demande la figure et la position de ce fil sur la méme
surface pour qu'il soit en équilibre.

Ce probléme qui serait peut-étre assez difficile a traiter par les
principes ordinaires de la Mécanique , se résout trés-facilement par .
notre méthode et par nos formules; en effet, par I'équation de la
surface donnée, on a, en changeant d en ', d'’z==pd'x - ¢dy ; ainsi
il 0y aura qua substituer cetle valeur de Jz dans les termes sous

-
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Ie signe de Péquation générale de Téquilibre du fi (art. 29), €t en-
suite égaler séparément & zéro les quantités affectées de Jx et de
dy. On aura par ce moyen ces deux ¢quations indéfinies,

Xdm — d.25" + p (Zdm — d.%; LAl

Ydm d.—— + ¢ (Zdm — . —‘f") =o,

lesquelles serviront a déterminer la courbe du fil, étant combinées
avec Péquation dz= pdx+ gdy de la surface, et étant débar-
rassées, par Iélimination, de Iindéterminée A.

39. De plus, comme on suppose le fil appliqué dans toute sa
longueur a la méme surface, on aura aussi pour ses deux points
~ extrémes, ¥z’ = p'dv’ +¢'dy’ et Iz"=p'da"--¢"dy". On fera donc
~ encore ces substitutions dans les termes hors du signe de I'équa-
tion générale, ou plutot dans la formule donnée dans l'article 37,
dans laquelle on a-eu égard aux forces X', ¥, etc.; on égalera en-
suite séparément & zéro les quantités affectées de chacune des
quatre variations restantes &', %/, d'a” J‘y ; I'on aura ces quatre
nouvelles équations detcrmmaes,

X/ — :}-g?- -+ p’ (Z’ dz. =04
I,—r_._}‘?‘?’__i_gr (Zr dz)._.o,
- "d\l,” ﬂdzﬂ

X' 7 =0y

SRUROSRR, * . L. A (z* %,‘j-ﬁ:.-—_—o,-

auxquelles il fandra satisfaire par le moyen des constantes.

4o. Mais au lieu de substituer, ainsi que nous venons de le faire,
la valeur de 'z en & et Iy tirée de léquation I'z—pd'x—gdy=o,
on pourrait regarder cette méme équation comme une nouvelle
(quation de condition indéterminée; il faudrait alors multiplier cette

| £€quation
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€quation par un autre coefficient indéterminé x, en prendre lin-
tégrale totale , et I'ajouter a léquation générale de Péquilibre (art. 29).
De cette maniére la partie sous le signe deviendrait

' adx ad: |
S[(xdm —a.5F — up ) o o (Ftm — a5 — ) By
, Adz
- (de —d. = - p)d‘z] :
et lon aurait immédiatement ces trois équations indéfinies
de—-d.”j—i_‘-': — Up = 0,
Yam — a2 — pq

Zim—a.E - p =o,

I

lesquelles par I'élimination de x redonneront les mémes équations
déja trouyées (art. 58). Mais .ces derniéres ont de plus lavantage
de faire connaitre en méme temps la pression que chaque élément
du fil exerce sur la surface, d’aprés la théorie donnée dans Particle 5
de la section quatriéme.

En effet, il est facile de déduire de cette théorie que les termes
#(dz — pdwv— ¢dy) provenans de équation de condition dz —pd
—g¢dy=o0, peuvent représenter Veffet d’une force égale &
rVO+pH¢Y, et appliquée a chaque élément ds du fil dans
une direction perpendiculaire a la surface qui a pour équation
dz—pdw—qdy =0, ou bien dz—pdx— gdy =0, Cest-d-dire
a la surface ‘méme sur laquelle le fil est supposé couché. Cette
surface, par sa résistance, produit la force p \/1~p*+¢*, laquelle
sera par conséquent égale et directement contraire a la pression
exercée par le fil sur la méme surface (art. 7, sect. IV). De sorte

que la pression de chaque point du fil sera = *wgsu_ 2, ou

‘bien en substituant les valeurs de g, KD, fg tirées des €quations
ci-dessus,
Mée. anal. Tome . 9
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\/(Xd“;_d‘%r)s'*' (¥am—a. %2 ) + (Zdm —d. )
ds

On appliquera ensuite les mémes raisonnemens a la partie de
Péquation générale qui est hors du signe S, et I'on en tirera des
conclusions analogues.

41. Si le fil couché sur la surface donnée n’était tendu que par
des forces appliquées & ses extrémités, on aurait X=o, ¥'=o0,
Z=o0, et par conséquent dr = o (art. 30); donc A= a une cons-
tante; ainsi la tension du fil serait partout la méme (art. 51), ce qui
s’accorde avec ce quon sait d’ailleurs. Dans ce cas, la formule
générale de Iéquilibre du fil se réduirait a

ASdds == Su(dz — pdx — ¢dy) = o,
dont le premier terme est la méme chose que Ad.Sds ou Ads.
Ainsi cette équation exprime que la longueur de la courbe formée
par le fil sur la surface représentée par I'équation dz—pdx—gdy =0
doit étre un mavimwm ou un minimum ; et la pression exercée

par le fil sur chaque point de cette surface, sera alors

AR COE Y

ds

Or on sait que l_/(d .gf)n—i— (d .:—f)n-f- (d.j—: ; exprime l'angle
de contingence de la courbe, lequel est égal a -;5 , €n nemmant p

le rayon osculateur. Ainsi la pression sera =§', et par consé-
quent en raison inverse du rayon osculateur.
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§ 1L

De Véguilibre d'un Jil, ou dune surface flexible et en méme temps
extensible et contractible.

4a. Jusqu’ici nous avons supposé que le fil était inextensible;
regardons-le maintenant comme un ressort capable d’extension et
de contraction; et soit #la force avec laquelle chaque élément ds
de la courbe du fil tend & se contracter, on aura, comme dans l'ar-
ticle 18 (en mettant ds a la place de f, et en changeant d en d),
Fdds pour le moment de cette force, et SFJds pour la somme
des momens de toutes les forces de contraction qui agissent sur
toute la longueur du fil. On ajoutera donc cette intégrale SFJ'ds
A Pintégrale S(Xdv—- ¥y + Zdz)dm qui exprime la somme des
momens de toutes les forces extérieures qui agissent sur le fil (art. 28),
et égalant le tout a zéro, on aura équation géncrale de I'équilibre
du fil & ressort.

Or il est visible que cette équation sera de la méme forme que
celle de larticle 29 pour le cas d’'un fil inextensible, et qu'en y
changeant F en A, les deux équations deviendront identiques.
On aura donc, dans le cas présent, les mémes ¢quations particu-
licres pour I'équilibre du fil quon a trouvées dans l'article 3o,
en metltant seulement dans celles-ci # a la place de 2; et si on
¢limine la quantité 7, comme on a éliminé la quantité A, on aura
pour la courbe formée par un fil extensible, deux équations qui
seront identiquement les mémes que celles qui ont lieu pour un fil
inextensible.

43, A égard de la quantité F qui représente I'élasticité ou la
force de contraction de chaque €lément ds, il est naturel de I'ex-
primer par une fonction de Iextension que cet élément subit par
Paction des forces X, ¥, Z. Ainsi, en supposant que do soit la
longueur primitive de ds, on pourra regarder ' comme une fonction
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donnée dc - ; mais comme par Ja nature du calcul différentiel Ia

valeur absolue des élémens ds demeure indéterminée, la valeur de F
sera aussi indéterminée, et ne pourra étre connue que par le
moyen d’une des trois équations de I'équilibre du fil. Ainsi quoique
dans le cas présent notre analyse paraisse donner une équation de
trop, elle ne donne néanmoins que les équations nécessaires pour
déterminer la courbe du fil et la résistance de chacun de ses ¢lémens.

Pulsque la quantité A de la solution de Tarticle 30 répond exac-
tement A la quantité F' qui exprime la force réelle avec laquelle
chaque élément du fil est tendu par Paction des forces antérieures,
il s'ensuit qu’on peut aussi regarder cette quantité A comme repré-
sentant la tension du fil inextensible. C'est ce que nous ayons déja
trouvé @ priori dans l'article 31,

44. Appliquons les mémes principes a la détermination de P'équi-
libre d’une surface dont tous les élémens dm soient extensibles el
contractibles. L’élément d’une surface dont les coordonnées sont «;
7, z, ¢t ot lon regarde z comme fonction de x; y, est exprimé

par’ la formule

7% : dz\* dz\*

dxr?yl_/l +(&)+ G
‘Ainst en” appelant 7' la force d’élasticité avec laquelle cet élément
tend a se contracter, la somme des momens de toutes ces forces
sera exprimée par lintégrale double, '

SSFS. dxqyl” 1+ ( 2) +(

qui, étant ajoutée a Pintégrale double
SS(Xx — ¥y ~+ ZJ%)dm,
ot dm est Pélément de la surface, donnera la somme des momens
de toutes les forces, laquelle doit étre nulle dans P'équilibre,
En faisant, comme dans larticle 31 de la section IV,

d " dz e R TR T
d—i:z’, Ik el \/1--]—5’.—!-'2,:0,
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on aura dm = Udxdy, et

d_t_f__ 2! aU __ z,
dz =T U? dz, = U2

donc (art. 53, 34, sect. IV'),

e al dU 1 7, ddu dlu!
QU= g S+ Gy + 5 (25 + = %)

dJ‘x tie{‘y R S
d. Udsdy = (dU+ U(g ?3-)) dudy.
Substituant ces valeurs dans l’mtcgral_e double SSFJ.Udxdy, €t

faisant disparaitre par des intégrations par parties les différences
partielles des variations marquées par J', on aura

8 (Udy + 4du) Fav +8(0dx + 5 du) Py

+SS((FdU & FL)J + FdU ‘i?gg) J&—-'VJu) dxdy

Fz,
ag 4 A jie
sgyointt M = Jz — z'dx — z dy (art. cités).

Les intégrales simples relatives a x et a y se rapportent aux
limites et disparaissent d’elles-mémes , dans le cas ou I'on suppose
que les bords de la surface sont fixes, parce qu'alors les variations

dw, dy, dz sont nulles dans tous les points -du contour de la
surface.

Les termes sous le doublé sigrie SS étant ajoutés a ceux de Linté-
grale double SS (Xd'w + ¥dly + ZJ'z) Udxdy, on égalera séparé-
ment & zéro les coefficiens des variations Jx , dy, J'z, et l'on aura
les trois équations :

| o L 4L s

XU—I——;E-"-—&;:—--{-VZ-—O,
Yo ST SURG
ZU-—V—-O

Les deux premiéres donneront la valeur de la force 77 quiil faudra
substitier dans Dexpression de 7 de la troisiéme, de sorte quon
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n’aura , en derniére analyse, qu'une seule équation & différences pars
tielles pour déterminer la surface d’équilibre.

En effet, quoique la force F doive étre supposée une fonction
connue de élément dm de la surface dans son état de contraction
ou d’extension, elle n’en demeure pas moins indéterminée, parce
que la grandeur absolue des élémens de la surface ne peut entrer
dans le calcul ; de sorte que la valeur de 7" ne peut étre détermi-

née que par lcs conditions mémes de Déquilibre; c’est icl un cas
semblable a celui de Particle 43.

45. Pour éliminer 1;_1 quantité 7, on substituera dans les deux
premicres équations la valeur de 2 tirée de la dernicre , clles
deviendront

FdU _ d.UF
U(X-I—de o S =0,

U(X-{-Z@)-I-ij-d‘g

_Ql

Soit, comme dans l’article 28,
Kda 4~ YVdy 4 Zdz = dil';
on aura, puisque z est censée fonction de w ,;y' 5
M X Z 2, gE_-Y—P—Z
et les. deux équations deyiendront , en divisant par U,
dn __ dF) dr1 dR

Az - dp)  dy Tdy’
‘Tesquelles donnent simplement celle~ci, dl = d#, dou I =F+-a;
résultat conforme 2 celui de Vart. 36, sect, LV. Ensuite la troisicme
équation donnera, en regardant IT comme fonction de «, ¥ , z,

Iz’ Fz,
dr d"‘l?‘ d'TJ_

“ge sera 'équation de la surface. .
Si la surface différait trés-pen d’un plan; ensorte que Pordon-
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née z fiit trés-petite; alors en négligeant les quantités tres-petites
du second ordre , on aurait &==1; done F==Ii--a, a'élant ung
constante , et I'équation de la surface serait :

0.

dz dz

an d.(f+a) 5= s d.(@+ag

dz dx dy e
En supposant quil 0’y ait d’autres forces que la gravité g qui agisse
suivant Pordonnée z pour Yaugmenter, on aura D==-—gz; par cou:
séquent, en négligeant toujours les secondes dimensions de z,

d’z d'z
a(Fhz) =8

équation intégrable en général, mais avec des fonctions imaginaires
qui rendent cette solution peu susceptible d’application.

§. ML

De Véquilibre d'un fil ou lame élastique. a

46. Reprenons: le cas d’un fil inextensible, mais auw liew de le
supposer en méme temps parfaitement flexible, comme on Ta fait
jusqu’ici, supposons-le ¢lastique, ensorte quil y ait dans chaque
point une force que j’appellerai E, qui s'oppose & linflexion du fil,
et qui tende par conséquent a diminuer langle de contingence.
Nommant cet angle ¢, on aura, comme dans, Particle 26 (en chan-
geant seulement d en d'), Zde pour le moment de chaque force E;
donc SEJe sera la somme des momens de toutes les forees didlas-
ticité qui agissent dans toute la longueur du fil, laquelle deyra doic
étre ajoutée au premier membre de Péquation générale- de'l'dqui-
libre dans le cas d’un fil inextensible et parfaiternent flexible (art: 29).

Toute la difficulté consiste &' rameney Vintégrale SEdeiar la
forme conyenable ; pour cela il faut commencer par chercher
la valeur de e; or mous avons trouvé plus haut (art. 26),

— cose ==im +‘?n_h , d’ott Ton tire

cotmer e ALES cf}%'ag‘ =t o
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Pour appliquer cette formule au cas présent, il suffit de remar-
quer 'que les, coprdonnées o, 3/, 2/, &, ", 2, a", %, 2", par lec-
quelles nous avons exprimé les quantités f, g, %# (art. 12 et 20),
deviennent ici x, y, z; x~dx, y-+dy, z-dz; x4 2dx - d’x,
Y = 2dy &y, z--2dz-~d'z; ensorte quon aura f*=—dx*~dy*
dz*=ds’, g*= (dx~d'x)* =+ (dy + d)" -+ (dz+d’z)* = dx*
Y dy* 4 de* o o(duds = dydly - dzd’z) - da® - doy* - doz?
= ds*~-adsdis = x - Aoy d'z?, B .-(2dx—|—d’x)’+(2dy—l—d‘y)
-+ (2dz =d’z)* == 4ds* = bdsd’s ~+ d*x* d*y* 4 d*z*; donc f*--g*
— hi=—ads*—2dsd’s; et 4f*g*—(f*~g*— h*)*=4ds'4-8ds’d"s
- dds*(d*at-d’y *H-d*z*) — 4(ds*~dsd?s)* = 4ds*(d*x*=dPy —diz*
~— d*s*). Donc enfin on awra, en négligeant les infiniment  petits
du troisieme ordre, '

d2 + dn,,a +dﬂzﬁ ]
dys® g

sin ¢* =

Comme cette valeur de sine* est infiniment petite du second ordre,
il génsuit' que sine, et par conséquent aussi I'angle e sera infini-
ment petit du premier ordre; de sorte quon aura
2 Ve F d’{{ =2t —a’s”

&
‘Cest l’expressmn de Vangle de contmgencc dans une courbe quel-
‘conque & 4 ‘double courbure et qui revieut & celle de Tart. 41.
& 9P §
“4n. On différentiera maintenant suivant d', pour avoir la valeur
de ' de; et comme par la condition de linextensibilité du fil on a
-déjiv d'ds =o' (art. 29); et par conséquent-aussi dd'ds = d'd*s =o,
- -on' pourra traiter dans la différentiation dont, 11 sagit, ds cb d's
-domme ‘eonstantes , ainsi ‘Yon aura

Jo dxddx -!— d’ya‘ d*y < d*zdd’z
r e_

2. s Y d e b diat—dAst

subbtlluant dans SEJ‘e, et ﬂu&ant, pour abréger,
y I

ds |/d’ SFdy Rl —d

I"‘"-

on
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©on aura :
SEde = SId*xd\d*x - SIdyddy = SId*zd dz.

Ces expressions étant traitées suivant les régles données dans
Tarticle 15 de la section quatritme, en y changeant d’abord Jd
en dd', et intégrant ensuite par parties pour faire disparaitre le d
avant 4, on aura les transformées suivantes :

SId*add*x = I'd*x"ddx" — d.(I"d*x") S a" — I'd*s'dd'x"
o= d.(I'dx')dx = Sd* . (Id°x)dx,
SI@yddy= I'dy'dSy" —d.(I'd}y")dy" — I'dy' ddy"
o d.(I'd)dy + Sd.(Id)dy ,

SId*zddiz = I"d2"dd%" — d.(I"d’z")d%" — I'd*z'dd%"
d. (I' ) 4 S (Id*z)d 'z,

On ‘ajoutera donc ces différens termes & ceux qui forment le pre-
mier membre de I'équation générale de 'équilibre de Tarticle 29, et
Yon aura I'équation de I'équilibre d’un fil inextensible et ¢lastique.

48. Egalant d’abord & zéro les coefliciens des variations dw, dy,
&z qui se trouvent sous le signe §, on aura ces lrois équations
indéfinies

Xim — d.%2 4 . (Id'%) = o,

Yam — d.%¥ + &.(1dy) = o,
Zdm — 4.2 ++ @.(Idz) = o,

dou il faudra éliminer Pindéterminée A, ce qui les réduira a deus,
qui suffiront pour déterminer la courbe du fil.
Une premiére intégration donne
19— (1) = A + [Xdm,

My d.(Idy) = B + [¥dm,

_——
(f.f

d
_%‘. — d.(Idz) = C ~+ _(de,

. Meée. anél. Tome I. 20
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A, B, C étant des constantes arbitraires, et l’elumnatlon de A
donnera

dxd.(Id%) — dyd. (Id‘x) = (A4 +[Xdm)dy — (B [Ydm)dx,
dxd.([d'g) — dzd.(Id'%) = (A~ [Xdm)dz — (C [ Zdm)dz,
dyd.(Id’z) — dzd.(Id') = (B Y dm)dz — (C [ Zdm)dy,

dont la derniére est déja contenue dans les deux autres.
Ces équations sont de nouveau intégrables, et 'on aura
1(dxdy — dyd’w) = F = (A4 = [ Xdm)dy — [(B ~ /¥ dm)dx, g
I(dxd'z — dzdix) = G + [(A + [Xdm)dz — [(C + [ Zdm)dx,
I(dyd’z — dzd®y) ==H ~+ f{B ~+ [Ydm)dz — [(C =+ [ Zdm)dy,

F, G, I étant de nouvelles constantes.

Or nous avons supposé plus haut ( article 47),

E ; ’ . .

el S le carré du dénominateur: de: cetle
quantité est ds*(d*x® = d?y* == d*z*) — ds*d’s* = (rfr’-{—-r.fy ~}- dz*)
(@x* = diy* = d%2%) — (dwd® 4= dy d’y = dzd’z)* = (dwd'y—dy d*x)°
- (dxd’z = dzd*x)* =~ (dyd’z — dzd’y)*. Done si on ajoute ensemble
les carrés des trois équations précédentes, on aura cellc cx, sans -
diff¢rentielles ,

= (F + fI4 + [Xdm)dy — [(B + [Ydm)dx)',

+ (G + fi4 + [Xdm)dz — [(C =+ [Zdm)dx)*,

~+ (H ~+ (B + f¥dm)dz — [(C = [Zdm)dy)*,
et si on divise ensemble deux des mémes equatlons on aura celle-ci
ou I'élasticité n’entre pas,

dxd’z—dzd’x __ G+ [(A + [Xdm)dz—(CH4-[Zdm)dx
dxd'y —dyd'x = F+ (A + JXdm)dy — (B + [Tdm)dx'

Ces deux équations sont ce quil y a de plus simple pour déter-
miner la courbe élastique, en ayant égard a la double courbure.

49. On suppose communément que la force €lastique qui s'op-
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pose & Finflexion est en raison inverse du rayon osculateur. Ainsi

K / 3
cn nommant p ce rayon, on aura £ =2h K ¢tant un. coefficient
constant.

ds
Mais on sait que p= - donc E= ;: , ainsi la quantité 7,
K
(ue nous avons supposée =.m‘ (“?t' 47), deviendra 7, et par

conséquent constante, en supposant, ce qui est permis, ds COns=
tante. Ainsi les « trois premicres équations (art. 48) seront

§

Xdm = ?\dx_,_K‘;i.r =0,
i

Vi — a2 B = o,
1

Zdm — Adz'-—l— ]fgjz = o.

Si on ajoute ensemble ces trois équations. apres avoir multiplié
dx d dz
la premiére par o=, la seconde par " 5, ol la troisiéme par -, on

aura , a cause de
dx‘—-j-d_y -+ dz*

=0,

+d’yd dy+(?z %d
1’équation

(Xdw + Ydy ~+ Zde) T+ K =dA.

dm dadix 4= dyd'y 4 dzdiz
ds#

Soit T' Pépaisseur du fil, on aura dm = Tds, et Péquation pré-
. cédente étant intégrée, en supposant. ds constant, donnera

.__jT (Xdx =+ Ydy -+ Zdz)
g d:cd“.r—}—d_yd +-dzd'z d’ “+d;y:+d’z.')

Cette valeur de A exprime la tension de la lame ¢lastique; c'est-
h-dive la résistance avec laquelle elle s'oppose & la force qui tend
a T'alonger, comme dans larticle 31.

5o. Le cas le plus simple et le plus ordinaire est celui rdans
lequel les forces X, ¥, Z, quon suppose agir sur tous les poinls
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de la lame élastique, sont nulles, et que la courbure de Ia lame
vient uniquement des forces appliquées a ses deux extrémilés. Dans
ce cas, les équations intécral‘es de larticle 48 donnent, en met-

tant pour 7 sa valeur — dﬁ 5

K M_ = P~ Ay — Bx,

'K‘L”‘“if——L,‘*ﬂzoq-Bz—ar,

K d_)’d’z(; dzd’z o 1 B et C.Yi

mais l'intégration ultérieure de celles-ci est peut-étre impossible
en général.

Lorsque la courbure de [a lame est toute dans un méme plan,
en prenant pour ce plan celui des x et y, et faisant dy =dssin @,
dx =dscos @, la premifre équation, qm est alors la seule néces~

saire, devient

® = F+ Afsinpds — B [cos 9ds,
laquelle, étant différentiée, donne
j;—:f == A4 sing — B cos ?;

multipliant par dp et intégrant derechef,

do?
g!ds,_.Acosq:-—{--.253’5111(;:--{--4!),
d’ou I'on tire
ds = e G :
S V2D 4 adcosgtaBsing’
et de la '

cos@ do
VoD 4 adcosp + ab sin @ ¥

dx ==

¢l comme on a par la premicre équation F'—-_4y — Bx “--":"jf: on
aura

Br—F

Y — —-ﬁ\/zD;—]—_aAcosqo—i—zBsincp.
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‘Ainsi tout se réduit a intégrer les' valeurs de ds et da; mais ces
intégrations dépendent de la rectification des sections coniques.
Jusqua présent il ne parait pas qu'on ait é1é plus loin dans la so-
lution générale du probléme de la courbe élastique.

b51. Considérons maintenant les termes de I'équation générale qui
sont hors du signe .S; ces termes sont

AWdx"

A T &(I'(l’.ﬂ:’)')cﬁ' o+ I'd*x"dds"
?\‘”d i % = e
- =iy )My 1'dyddy’
Adz!

L2 d( Ll ))A‘z;*_ o+ I'@dde

2 dx' 5y ; St !
= (-Tf;_ — d.(I'd' ))J‘x R
F{;)’
s

. A'dal : il ’ ! 73, fis
— (A5 — a.(I'dx ))A‘z — I'dz'ddz’;

—_ d.(I’fE‘y’))d?y' — I’d’b}/’dcl\y'.

et il faudra les faire disparaitre indépendamment des valeurs de
da’, dy" ly, €te,

Donc, 1°, si le fil est entnrcment libre, il faudra que les coeffi~
ciens des douze quantités J‘x 4 J‘y : gt L dd'x", ddYy’, ddz', ‘Px , 9y
dz', ddw', ddy’, dd%’ soient chacun nul en particulier. ,

Or daprés les premicres équations intégrales de larticle 48, on
voit qu'en faisant commencer les intégrations au premier point du
fil, les coefficiens de d/, dy/, J%’ sont égaux a A4, B, C, et ceux
de dv", )", Jz" deyiennent 4= SXdm, B~ SYdm, C~-SZdm.
Ainsi il faudra que T'on alt dans le cas dont il s’agit Z=o0, B=0;
C_..o, et Sde._..o Sde.—..o SZ dm =o.

Ensuite 11 faudra qug l’on ait aussi I'd*a'==0, I”d 4 =0,
I'ds"=o, et I'da =0, ‘I’d’ /=0, J'd*2 =0, pour faire dispa- -
railre les termes affectés de dda’, ddy”, etc.; et il est clair que
les secondes équations- intégrales du méme article ~ donneront
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- F=o0, G=o0, H=0; et §(fXdn.dy — [¥Ydm.dx)=o,
S(fXdm .dz — fZdm.dv)==0, S/ ¥dm.dz—[Zdm.dy)=o. :
g°. ‘Si la premitre extrémité du fil est'fixe, alors dx'=o, Jy'=o,
d%'=o0; par censéquent 4, B, Cne-seront pas nuls; mais la con-
dition que les coefficiens de Jx", dy’, dz" soient nuls, donnera
A =—8Xdm, B=—8¥Vdm, C=—8Zdm; etsi la position de
la tangente & cette extrémité était donnée aussi, on aurait de plus
ddx'=o, ddy' =o, ddz=o, par conséquent F, G, H ne seraient
pas nuls, mais la nullité des coefficiens de dd's", ddy", dd'z" donne-
roit F==5((B-/Ydm)dx — (A~+-fXdm)dy), G=8((CH/Zdm)dx
— (A + [Xdm)dz), H=S((CH[Zdm)dy — (B = [ ¥dm)dz).
On raisonnera‘de la méme maniére par rapport a 'état de la seconde
extrémité du fil.
3°. Enfin, si outre les forces qui agissent sur tous les points du fil,
il y en avait de particuliéres X', ¥/, 2% X', Y, Z',-appliquées &
I'une et a lautre C\Lr(,mlte, il n’y aurait qua ajoutcr aux termes
ci-dessus les ‘snivans :

X' O e VO = 10 4= XN A= Py - 213",
et sil y avait de plus d’antres condxtlons relatives a Pétat de ces

~extrémités , on opérerait tquoqr§ (le la m(,me fagon et d’aprés les
mémes principes,

Ba. Si on voulait que le fil fit doublement élastique, tant a I'égard
de Textensibilité qua Tégard de la flexibilité, alors on aurait dans
" I'équation générale de 1’equ1hbre, ala placc du terme SAdd's, celui-ci
" SFEdd's, Cest-d-dire, s:mplement Fala [ﬂacc de A, en nommant 7.
“la force d’élasticité qui résiste a l’extensmn du fil (art. 42). Mais il
faudrait, de plus, dans ce cas, regarder ds comme variable- dans
‘ Pexpression: de d'e ; par consequent 11‘ faudralt aJouter a la valeur
de' ¢ de Tarticle 47, ces dc'ux ti:rmes, e ,f' 2

LSRR it
U PAVISEmN Y U
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On aurait donc @ ajouter i la valeuride SEde du méme article les
termes —S%E-e- J‘éls-—-S-Eid—if Js. Le dernier se réduit. d’abord a
i 3 n ! 7o : d

— B 0 E At o4 S ged

donc il faudra a]outer a la valeur' de SEJ‘e les + termes

E"d" r'dy Fds Ee\-
A e A S (g — ) s

Le dernicr terme de celte expression étant analogue au terme
Srdds, sera susceptible de réductions semblables; a l'égard des
deux aulres, il n’y aura qua y substituer pour dds sa valeur -
dxddx +dyddy 4 dzddz

ds
ou de deux: : : :

De 1a il est facile de conclure (u'on aura poum la solution du cas

présent, les mémes formules que dans le cas ol le fil clastique est

s fre
supposé inextensible, en y mettant seulement 7'-{-d. 2 ) i;—a la

, en marquant toutes les lettres d'un trait

place de 7\ et ajoutant aux termes hors du signe S les deux

i'

Vo) EJ b
termes ’i e Ty —T —dd's". iz

Comme dans I'équation de la courbe la quantltt, A doit étre €li-
minée , il Sensuit que I'équation de la lame élastique sera la méme,
s0it quon la supposc extensible ou non. Mais la tension-du fil qui

est exprimée par A ou par 77, lorsque le fil w’est pas élastique (art. 43),

5 L‘ ‘
sera augmcntuc, par Pélasticité E, de la quantité . Hif S L cause -

de e:f—?— (art. 49).
Y

De Zégzuhbm d’un fil roide et de figure donnée.

53. Venons enfin au cas d’un fil inextensible et inflexible; on aura
ici pour la somme des momens des forces la méme. formule inté-
grale que dans le cas de Vart. 28, cest-d-dire, S(Xd—-¥dy-+2Z dz)dm;
ensuite la condition de Iinextensibilité du fil donnera, comme dans le
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méme article, dds=o; et celle de linflexibilité donnera de=o,
puisque langle de contingence doit étre invariable; mais ces deux
conditions ne suffisent pas encore dans le cas on la courbe est a
double courbure, comme on vale voir.

Pour traiter la question de la manicére la plus simple et la plus di-
recle, je remarque que tout consiste a faire ensorte que les différens
points de la courbe du fil conservent toujours entre eux les mémes
distances: or en considérant plusieurs points successifs, dont lés
coordonnées soient x, y, z, ¥-dx, y+dy, z-dz, x-4-2dx+d'x,
y2dy—+dy, z=-2dz+d’z, ete.; il est clair que les carrés des dis-
tances entre le premier de ces points et les suivans seront exprimés
par les quantités dx*~- dy* = dz*, (2dx = d°x)* = (2dy -+ d’y)*
= (2dz=-dz)*, (5dx~3d'w == d’x )* == (B3dy == Sdty = dy )*
o (5dz = 5dz+ d’z), ete.

Supposons , pour abréger,

e g e )
'+ dy - dzr= B,
d3x1+ d:':y"'f" =] v,
elc.; |
les quantités précédentes étant développées, deviendront

i

ot = 2de == 3, .

9e - qda. 4 98 = 3(d*e. == 28) 4= 3dB -y ;
etc.

1l faudra donc que les variations de ces quantités soient nulles
dans toute P'étendue de la courbe, ce qui donmera ces ¢qualions
indéfinies, '

Ja=o ,
4da 4= 2d\da - IPB = o,
9d% = gdda. - 548 - 5d e - 3IdP + dy =0y,
ete. ; '
mais
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mais Je étant = o, on a aussi dde=Jda=o0; donc JB=o0; de
la on aura de plus d*de = dd*a=o0, dJB=Jdpf=0; donc &H—o0;
ct ainsi de suite. De sorte que les équations de condition pour l'inex-
tensibilité et Pinflexibilité du fil seront da=o0, d3=0, &% =0, elc.,
cest-a-dire,, en différentiant et changeant Jd en dd',

dxddx * 4= dyddy =~ dzddz = o,
d'xd'dw 4 dyd*dy - d*zd*dz = o,
dxd’dx - Pyddy 4 dad’dz= 0,
ete.

11 est clair quiil suffit de trois de ces équations pour déterminer
les trois variations d%, dYy, dz; d’ouTon peut d’abord conclure que
dés qu’on aura satisfait aux trois premiéres, toutes les autres quon
pourrait trouver a l'infini, auront lieu delles-mémes ; c'est aussi de
quoi on peut se convaincre par le calcul, méme comme onle verra
plus bas (art. 60).

54. On aura donc par notre méthode cette équation générale de
Téquilibre,

0 = §(Xdx ~ ¥y + ZJz)dm +- Sa(dadé‘a, —+ dyddy - dzddx)
H-Sp(dad dw—Adty Py Az 8% )+Sy (P d Sx—dy Ay -+d'zddxz)

laquelle, par les transformations enseignées, se réduira a la forme
sulvante : ;

= S(Xdm —d.(Adx) == d*. (p‘l’x) — & (vdx))dw
+ S(Ydm—d.(Ady) = &.(pdy) — &.(vdy))dy
- S(Zdm —d.(Adz) + d*.(pd’z) — &.(vdz))d=
o (N —d. (W) + ("))
s (Wds" — d.(V'dx"))dx" + VA"
+ (N — d.(Wdy') + @O Ey)dy
o (WY —d. ' aY")ddy" + Vdy ddy
- (Nde" —d. (") 4= & ()%’
o+ (W@ —d .(v'(P_z'))dJ\z = Vs

Mée. anal. Tome I. I 21
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— (Ndx' —d.(Wdx') + &*.(VdPx'))Ix
— (W —d.(&))ddx — V& I
— (Ndy’ —d.(Kay) + d*.(vVdy"))dy
— (K& —d.(V DY)y — V&Y Dy
— (NdZ —a.(Wd2) 4+ a@.(V&z))dZ
— (Kd'2 = d.(Vd’z))ddx" — v d'z'd*d7.

55. Egalant d’abord a zéro les cocfficiens de dv, dy, dz sous
Ie signe S, on aura ces trois équations indéfinies,

Xdm — d.(Adx) + & (udix) — &.(vd’x) = o,
Ydm — d.(Ady) 4+ & .(pd’y) — &.(1d) = o,
Zdm — d.(\dz) + & .(pd’z) — &.(vd’z) = 0,

lesquelles renfermant trois variables indéterminées A, wp, », ne
serviront qua déterminer ces trois quantités; ensorte quil n’y aura
aucune équation indéfinie entre les différentes forces X, ¥, Z quon
suppose appliquées a tous les points de la verge; et les conditions
de Péquilibre dépendront uniquement des termes qui sont hors du
signe §. Mais comme ces termes contiennent les inconnues A, ©, v,
il faudra commencer par déterminer ces inconnues.

Pour cela il faut intégrer les ‘équations précédentes, ce qui est
facile, et Ton aura ces trois-ci:

SXdm — Adx -+ d.(ud’x) — d*.(dx) = A,
SYdm — Xdy 4 d.(udy) — d&*.(vdy) = B,
SZdm — xdz - d.(pd*z) — d*.(vdz) = C,

A, B, C étant trois constantes arbitraires. -
Ces équations donnent, par Pélimination de A, ces rois aulres-ciz

dyf Xdm — dxf Ydm =~ dyd.(nd’x) — dxd.(wd’y)

— dyd* . (vd*x) + dxd* .(vdy) = Ady — Bdx,
d~f Xdm — dxfZdm - dzd.(ud’x) — dvd. (pd*z)

— dzd* . (vd*x) 4= dud® .(yd°z) = A dz — Cduy,
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dzfYdm — dyfZdm— dzd. (ud'y) —dyd.(ud’z)
— dzd*.(vd’y + dyd*.(vd’zs) = Bdz — Cdy,

Iesquelles sont aussi intégrables, et dont les intégrales sont

¥/ Xdm — af Ydm — [(Xy — Yx)dm
- p(dyd'x — dxdly) — dyd.(vd’x) +dxd. (v&y)
A Wy dx —d'xd’y) = Ay — Bx 4 F,
zf Xdm — xfZdm — ([ Xz — Zx)dm
+ p(dzdix — dxd’z) — dzd.(vd’x) -+ dxd. (vd’z)
~+ W(d*zdx— d*wd’z) = Az — Cx 4+ G,
zfYdm — yfZdm — ¥z — Zy)dm
+ pdzdly — dyd’z) — dzd.(vd’y )= dyd. (vd’z)
- W dzdy —dyd’z) = Bz—Cy -+ H, -

F, G, H étant de nouvelles constantes arbitraires.

Ces trois derniéres équations serviront a déterminer les trois
quantités w, v et dr; et les trois premicres ¢quations intégrales don-
neront les valeurs de A, du, d*. Ainsi on aura toutes les incon-
nues qui enfrent dans les termes qui sont hors du signe § ; il
suffira pour cela de marquer dans les six équations qu'on vient
de trouver, toutes les lettres d’'un trait, ou de deux, a Pexcep-
tion des constantes arbitraires, ‘de supposer nulles dans le pre-
mier cas les quantités affectées du signe /; lesquelles sont censées
commencer au premier pointdufil, et de changer dans le second cas,
[ en § dans les mémes quantités, pour les rapporter au dernier
point du fil. -

56. Cela posé, voyons maintenant les conditions qui peuvent ré-
sulter de landantissement des termes hors du ' signe § dans I'équa-
tion générale de I'équilibre (art. 54).

Et d’abord si on suppose la verge enticrement libre, les varia-
tions d¥%, dy!, d¥/, ddx'y ddy’, dd', d*daf, d*dy', D, et Ixy dy”,
2, ddx"; elc,, seront toutes indéterminées; par conséquent il fatu-
dra ¢galer & zéro chacun de leurs coefficiens; et il est visible qu’l
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faudra pour cdela que les quantités X', @', v, dw'y &', d*', aiusi que
2wy V' duly @y d" soient nulles.
Donc les trois premi¢res équations intégrales de Particle précé~
dent, étant rapportées au premier et au dernier point du fil, don-
neront ces six conditions ,

o=4d, o=R8, 0=C, SXdnh=A, SYdm=2R8, SZdn=C.
Et les trois derniéres intégrales donneront de méme les six suivantes :

0= Ay — Bx'~ Fy

0 =Az —Cx' + G,

o= Bz —Cy + H,
3"8Xdm — »"S¥dm — S(Xy — Va)dm = Ay" — B+ F,
2"SXdm —x"'SZdm — S(Xz — Zx)dm = Az" — Cx" 4 G,
Z'SYdm —y"SZdm — S(¥z— Zy)dm = Bz" — Cy’ =+ H.

Donec 4 =0, ' B=o, (o, F:o,\G_—-_o, IT=o0; et par con~
st¢quent :
SXdm =o, SYdm =o, SZdm =o,
S(Xy—Yx)dm=o0, SXz—Zx)dm=o0, S(¥z—Zy)dm==o.

. Ces six conditions sont done les seules qui soient nécessaires pour:

I'équilibre d’une' verge inflexible lorsqu’il n’y a pas de point  fixe;
c’est ce qui s’accerde avec ce (ue nous ayvons remarqué plus haut
(art. 25), et c’est aussi ce qu'on aurait pu déduire immédiatement
de la théorie donnée dans la section troisi¢me, ainsi que nous I'avons
observé dans larticle cité.
57. Supposons maintenant qu'il y- ait dans la verge un point fixe',
et que ce point soit la premiére extrémité de la verge; dans ce cas
on aura dv’' ==o, dy’==o0, d%'=0; ensorte que les termes affectés
de ces varjations disparaitront d’éux-mémes; il suffira donc d’égaler
a zéro les  coefficiens de dd'y ddy/, ddy d*dx’y d*dy’; @d%, ainsi-
que les coefliciens de: da”, dy’, d%', dda", ddy’, etc.
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Or il est ais¢ de voir que pour cela il suffira que T'on ait u’=o,
¥ =o0, d¥ =0, el ensuite A’=0, u'=0, 1'=0, du'=o0, di"=o,
a*/"=0, comme dans le cas précédent; et I'on trouvera les meémes
conditions que dans V'article précédent , a P'exception de ce que 4,
B, C ne seront pasnulles.
On aura  donc #Z=S8Xdm, B=8¥dm, C=S8Zdm, ensuite
F=Bx'— A4y, G=0x'—Az, H=Cy'—Bz'; et les trois autres
équations se réduiront a celles-ci :

— S§(Xy — Yu)dm = Bx' — Ay,

— 8(Xz — Zx)dm = Cx' — Az,

~— 8(¥Yz — Zy)dm = CQy’ — Bz’
c'est-a-dire, a

S(Xy — Yu)dm = &'SYdm — y'SXdm=o,
S(Xz ' Zx)dm - &'SZdm — z'SXdm =0,
S(¥Yz — Zy)dm ~-y'SZdm — z'SYdn =0 ;

ou, ce qui est la ‘méme chose, a

S(X(y—y) — ¥(a—2a'))dm=o,
S(X(z—2z')—Z(x—x))dm=o0;
S(¥(z—2)—Z(y—y))dm=o. *
Ce sont les seules conditions nécessaires pour I'équilibre, et il est
clair quelles répondent a celles que 'on a trouvces dans larticle 24.

58. Si la verge était fixement attachée par sa premiére extrémité,
ensorte que non-seulement le premier point de la- courbe fit fixe,
mais aussi la tangente & ce premier point, alors on aurait non-seu-
lement d'a’=o0, dy/'=o0, d¥'==0, mais aussi dd¥'=ddx'=o0,
ddy’ == ddy’ =0 , ddz'==dd%'= o; par conséquent tous les termes
affectés de ces quantités disparaitraient d’eux-mémes, et il ne res-
terait qua faire évanouir les termes affectés de @*ds’ @y, ardz’,
et de'd’, dy", &', dda’, ddy’, etc.
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On n’aura donc dans ce cas que ces conditions =
=0, A"=o0, w'=0,V"=o0, du"=o0, d"=o0, d*'=o.
Donc les constantes 4, B, C auront encore les valeurs
A=8Xdm,  B=S8Ydm, C=8Zdm;

ensuite les trois derniéres intégrales de lart. 55 étant appliquées au
dernier point de la verge, donneront
F=S(Y»—Xy)dm, G=8(Zx—Xz)dm, H=8(Zy—Yz)dm. '

Et si on applique ces mémes équations au premier point, on aura

K(dy' ddx/~dx'ddy’) — & (dy' d*n'—dx' &) = Ay'—Bx'+-F,

w (dz'ddx’ —dx'ddz" ) — d'(dz' d*x'—dx' d’z") = Az’ —Cx'4-G,

W (dz' ddy’ —dy'ddz') — dv'(dz' d&y'—dy’ d°z") = Bz'— Qy'+-H,
d'ou éliminant g’ et @y, résulte Péquation .

Ay de'—Zay') 4 B(z'dx'— & de’) 4 C(x'dy’ —y/dy’)
A Pl — Gdy' 4 Hd¥ = o.

Celte équation est nécessaire pour empécher quela verge ne tourne»

autour de sa premicre tangente, qui est supposée fixe, et il est facile

de voir que son premier membre devient nul lorsque la verge est
une ligne droite.

59. On pourrait regarder comme un défaut de notre méthode Ia
longueur de cette solution, qui est en effet plus longue que: celle:
de Péquilibre d'un fil flexible, tandis que par les méthodes ordi-
naires, ce dernier probleme est beaucoup plus. difficile que celui de
Péquilibre d'une verge roide tirée par des puissances guelconques ,
parce quiil faut déterminer par la composition des forces la courbe
que le fil doit prendre pour étre en équilibre, au lieu que dans le cas
de la verge cette courbe est donnée, et que I'équilibre ne demande,
que la destruction des momens: des forces. Mais lorsqu’on yeut suivre
pour tous ces problémes une marche uniforme, et passer de I'un a
Pautre graduellement, a mesure qu'on y ajoute de nouvelles con-
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ditions, il est ¢évident que le cas d’un fil inflexible est moins simple
que celui d’un fil flexible, parce que Pinflexibilit¢ exprimée analy-
tiquement, consiste dans linvariabilité des distances mutuelles des
points du fil. Ft si dans ce cas, la courbe étant donnée, elle ne doit
plus étre un résultat du caleul, comme dans le cas d’un fil flexible,
c’est une circonstance que I'analyse doit indiquer, et qu’elle indique
en effet par les trois indéterminées A, w, v qui restent dans les
trois équations indéfinies entre x, y, z de Particle 55, et’qui font
que ces équations peuvent s'adapler a une courbe quelconque don-
née. Ainsi on ne doit pas regarder ces équations comme une su-
perfluité inutile; outre qu’elles servent a déterminer les trois incon-
nues A, 4, v, d’ou dépendent les conditions de Iéquilibre, et qui
expriment en méme temps les forces qui s'opposent a ce que les
valeurs des trois fonctions «, 8, 5 varient par l'effct des forces qui
agissent sur le fil.

1l est vrai que les trois indéterminées A, u, » doivent étre rem-
placées par les trois ¢quations de condition qui consistent en ce que
les fonctions différentielles «, B, 5 doivent étre censées donndes.
Mais comme par la nature du calcul différentiel, la valeur absolue
des différenticlles reste indéterminée, et qu'il n’y a que leur rapport
qui puisse étre donné, ces trois conditions ne peuvent équivaloir qu'a
deux, qui renferment les rapports des trois quantités «, 8, y; et
ces deux rapports suffisent pour déterminer la courbe.

En effet, par ce qu'on a démontré plus haut (art. 46), on voit que
Pangle de contingence formé par deux cotés successifs de la courbe

V Gal—du®

se trouye exprimé par -—-————, en conservant les valeurs de

@, B, 3 de larticle 53; de sorte que le rayon osculateur sera ex-

primé par \/4ee.8V = . Ce rayon étant donc supposé domné, la courbe
—da®

sera donnée si elle est a simple courbure, et pour les courbes &
double courbure, il ne sera pas difficile de prouver que la seconde
courbure provenant de langle de contingence form¢ par les
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plans qui passent successivement par deux élémens contigus de
la courbe, dépendra du rapport des trois quantités «, £, 7.
Ainsi les trois conditions dont il s’agit, rapportées a la courbe, se
réduisent a ce quelle soit; donnée, comme le probléme le suppose.
On pourrait étendre Panalyse de ce probléme au cas d’une sur-
face ou d’un solide dont tous les points seraient tirés par des forces
quelconques; mais nous allons faire voir comment on peut la sim-
plifier en partant des mémes équations de condition, et en détermi-
nant d’avance par ces ¢quations la forme des variations des coor-

données..
CHEAPITRE 1V.

De I'équilibre d’un corps solide de grandeur sensible et de figure
quelconque, dont tous les points sont tirés par des forces quelconques.

Go. Puisque la condition de la solidité du corps consiste en ce
que tous ses points conservent constamment entre eux la méme
position et les mémes distances, on aura entre les variations dx,
dy, dz, les mémes équations de condition qu’on a trouvées dans
Yarticle 53 ; car il est visible quwen imaginant. dans Pintérieur du
corps une courbe quelconque, il suffira que tous ses points gardent
les mémes distances entre eux, quelque mouvement que le corps
regoive; ainsi on pourra, par leur moyen, déterminer immédiate-
ment les valeurs de ces variations.

Pour cela je remarque que comme en passant aux différences
secondes, il est toujours permis de prendre une des différences pre-
miéres pour constante, on peut supposer dx constante, et par con-
séquent d@*x=0, d’x=0, etc.; moyennant quoi la seconde et la
troisiéme équation de larticle cité, deviendront

dyd*dy + dzd*dz=o0, et @yd“d“y -+ &zd’d'z =o.

- La premiere de ces équations donne d’abord d*dy =— g—;yf d*dz, et
différentiant

Nl X e &z daady\ G, 4
dd‘yr————d?d*é‘z-—— ;t'—“_;_ d':y"! )(ZJ\‘.,

cetle
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cetle valeur étant substituée dans la seconde ¢quation, elle se trou-

. . . '3, 2
vera toute divisible par Pz I
dy ?

f dg - - - r
ddz — Eﬁ d*dz=o0; d'ou l'on tire, en intégrant, @*dz=dJLdy,

et on aura aprés la division

JL étant une constante. Ayant @*dz on trouvera d*dy=—dJLd’z;
donc intégrant de nouveau, et ajoutant les constantes — d'2/dx ,
JINdx, on aura ddz =JdLdy — & Mdx, ddy=—JLdz~+JINdx;
el ces valeurs étant ensuite substituées dans la premiére équation
de condition, savoir dxdd'x—-dyddy - dzddz=o0, il viendra
ddx=— J'Ndy - dz.

Enfin on aura par une troisi¢me intégration, et par addition des
nouvelles constantes &'l, dwmn, dn,

dx = &N — ydN + zdM,
dy = dm + adN — zdL ,
dz = I — xd M 4 ydL.

Tt il est facile de se convaincre que ces expressions ne satisfont
pas seulement aux trois premitres équations de condition de I'art. 53 5
aussi a toutes les aulres quion pourrait trouver a linfini, et qui
sont toutes renfermées dans cette équation géncrale

d'xd'dx - dyd'dy —+ d'zd'dz = o.

Telles sont donc les valeurs de Jx, Jy, J'z pour un systéme
quelconque de points unis ensemble, de manicre qu’ils conservent
toujours entre eux les mémes distances; ainsi ces valeurs serviront
non-seulement pour le cas d’une courbe quelconque mobile et inva-
riable dans sa figure, mais aussi pour le cas d’'un corps solide de
figure quelconque.

Euler a trouvé le premier ces formules simples et ¢légantes pour
exprimer les variations des coordonnées de tous les points d’un
corps solide mobile dans I'espace. Il y est parvenu par des consi-
dérations tirées du Caleul différentiel, mais différentes de celles qui
nous y ont conduit, et, ce me semble, moins rigoureuses. Yoyez

Méc. anal. Tome I, 22
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dans le volume de I’Académie de Berlin, pour 1760, le Mémoire
intitulé. Découyverte d’un nouveaw principe de Mécanique,

61. Puis donc que les valeurs précédentes de dx, dy, J'z satis-
font déja aux équations de condition du probléme, il est clair quil
suffira de les substituer dans la formule S(XJ'v—+4-Ydy~+Zdz)dm ,
et faire ensorte qu'elle devienne nulle ; indépendamment des quan~
tiés d'?, &m, d'n, &' L., M, &N, qui sont les seules indétermi-
nées qui restent.

Or comme ces quantités sont les mémes pour tous les pomts

du corps, il faudra dans la substitution les faire sortir hors du signe S;
et P'on aura conséquemment cette équation générale de I'équilibre
d’un corps solide de figure quelconque,

JISXdm - SmSYdm - SnSZdm
- SNS(Yx — Xy)dm - & MS(Xz— Zx)dmn
~+ JLS(Zy—Yz)dm=o,

d’ou I'on tirera les équations particuliéres de I'équilibre, en ayan!
¢gard aux différentes circonstances du probléme.

62. Et dabord si le corps est supposé entiérement libre, Ies six
variations d\Z, &'m, d&n, &L, &M, N seront toutes indétermi-
nées, et il faudra égaler séparément a zéro les quantités par lesquelles
elles se trouvent multipliées; ce qui donnera ces six ¢qualions
déja connues ,

SXdm=o0, SYdm = o, SZdm =0,
S(Yx—Xy)dm=o0, S§(Xz—Zx)dm =0, 8(Zy—¥z)dm=o.

En second lieu, sl y a dans le corps un point fixe autour du-
quel il ait simplement la liberté de pouvoir pirouetter en tous sens,
el quon momme a, b, ¢ les valeurs des coordonnées x, ¥, z pour
ce point; il faudra que l'on ait fa==o0, Jb=o0; Jec=o0; donc

Sl=bd N4-cd' =0, Im—+ad N—cd L=0, In—ad J+4bdL=0j;



&
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dou l'on tire
d' b&N — cd M,
dm = ¢d'l, — ad'N,
dn = ad M — b L.

I

On substituera ces valeurs dans I'équation générale de l'article
précédent, et mettant sous le signe S les quantités a, &, ¢ qui
sont constantes par rapport aux différens points du corps, on aura
cette transformée,

INS(¥Y( x—a) — X(y—>b))dm
~+ IMS(X( z—c) — Z(x—a))dm
+ ILS(Z(y—b) — Y(z—c))dm =0,
laquelle ne fournira donc plus que trois équations, savoir,

S(P{ v—a) — X(y—b))dm = o,
S(X(z—c) — Z(x—a))dm
S(Z(y—b) — ¥(z—-c))dm

0,

I

0.

En troisiéme lieu, 8'il y a dans le corps deux points fixes, et que
f> g, % soient les valeurs de «, y, z pour le second de ces points,

on aura de plus
dl = gd'N — hd'I,

dm= hdL — JIN,

dn= &M — gd'L;
donc, comparant ces valeurs de ‘2, /'m, d'n avec les précédentes,
on aura

(g=BN — (=)ol = o,
(f—a)dN — (h—c)d'Li = o,
(f—a)d M — (g—b)dL = o.

Les deux premiéres de ces équations donnent

=l —b
oL =T=29N, SM=E=1IN,

c
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et comme ces valeurs satisfont aussi A la troisiéme. équation, il
sensuit que la variation /' demeure indéterminée.

Faisant donc ces substitutions dans la- transformée trouvce
ci-dessus, on aura

IN [(h=ec)S(¥( xmma) == X(y=—0))dnx
- (g—b)S(X( g==c) = Z(x—a))dm
4 (f=a)S(Z( y—b) — Y (x—c))dm] = 0;
ainsi les conditions de Déquilibre seront renfermées dans cette
seule équation , : e
(h—c)S(Y( x—a) — X(y—0))dm
+ (g—0)S(X( z—¢) =— Z(x—a))dm.
+ (f—a)S(Z (y—b) — F(z—c))dm] = o.

65. Ces différentes équations répondent a celles que nous avons
données dans la troisi¢tme section, pour Péquilibre d’un systéme
de points isolés de forme invariable; et nous aurions pu appliquer
immédiatement les conditions de cet équilibre & celui d’un corps so-
lide de figure quelconque, dont tous  les points sont tirés par des
forces données. Mais nous avons cru qu’il n’était pas inutile, pour
montrer la fécondité de nos méthodes, de traiter cette derniére ques-
tion en particulier et sans rien emprunter des problémes dcji
résolus. _

Au reste, si les deux points du corps que nous venons de sup-
poser fixes, étaient mobiles sur des lignes ou des surfaces données,
ou méme joints entre eux d’une manicre quelconque, on aurait alors
une ou plusieurs équations différentielles entre les variations des
coordonnées a, b, ¢, f, g, » quirépondent & ces points; et substi-
tuant a la place de ces variations leurs valeurs en &\, d'm, dn,
O, &M, &N, dapres les formules générales de Tarticle 58, on
aurait autant d’équations entre ces dernicres variations, au moyen
desquelles on déterminerait quelques-unes de ces variations parllcs
autres; on substiturait ensuite ces valeurs dans Péquation générale,,
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¢t on égalerait a zéro chacun des coefficiens des variations restantes;
ce qui fournirait toutes les équations nécessaires pour I'équilibre.

Lamarche du calcul est, comme Pon voit, toujours la méme; et
cest ce quon doit regarder comme un des principaux avantages de
cetle méthode.

64. Les expressions trouvées plus haut (art. 58) , pour les varia-
tions dw, d'y, d'z font voir que ces variations ne sont que les
résultats des mouvemens de translation et de rotation, que nous
avons considérés en particulier dans la section troisicme.

En effet, il est visible que les termes J'\A, du, dv qui sont com-
muns a tous les points du corps, représentent les petits espaces
parcourus par le corps, suivant les directions des coordonnées x;
¥, z, en vertu d’'un mouvement quelconque de translation; et on
voit par les formules de larticle 8 de la méme section, que les
termes zd M —yd\N, xd\N—zd'L, yd' L —xd M représentent les
pelits espaces parcourus par chaque point du corps, suivant les
mémes directions, en vertu de trois mouvemens de rotation J'Z,
&M, SN autour des trois axes des x, y, z; ces quantités d'L, &M,
d'N répondant aux quantités d., dw, dp de larticle cit¢. Ainsion
aurait pu déduire immédiatement les expressions dont il s'agit de
la seule considération. de ces mouvemens, ce qui aurait été plus
simple, mais non pas si direct. L’analyse précédente conduit na-
turellement a ces expressions, et prouve par la d’une manicre en-
core plus  directe et plus générale que celle de larticle 10 de la
section troisieme, que lorsque les différens points d’un systéme con-
servent leur pesition respective, le systéme ne peut avoir a chaque
instant que des mouvemens de translation dans l'espace, et de ro=
tation autour de trois axes perpendiculaires entre eux.
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SIXIEME SECTION.

Sur les principes de UHydrostatique.

QUOIQUE nous ignorions la constitution intérieure des fluides,
nous ne pouvons douter que les particules quiles composent ne
soient matérielles, et que par celte raison les lois générales de
Péquilibre ne leur conviennent comme aux corps solides. En effet,
la propriété principale des fluides et la seule qui les distingue des
corps solides, consiste en ce que toutes leurs parties cédent a-la
- moindre force, et peuvent se mouvoir entre elles avec toute la fa-
cilité possible , quelle que soit d’ailleurs la liaison et Paction mutuelle
de ces parties. Or celte propriété pouvant aisément étre traduite
en calcul, il s’ensuit que les lois de I'équilibre des fluides ne de-
mandent pas une théorie particuli¢re , mais qu'elles ne doivent étre
qu'un cas particulier de la théorie générale de la Statique. C’est sous
ce point de vue que nous allons les considércr; mais nous croyons
devoir commencer par exposer les différens principes qui ont été
employ¢s jusqu'ici dans cette partie de la Statique, quon nomme
communément Hydrostatique, pour compléter analyse des prin-
cipes de la statique que nous avous donnée dans la premiéresection,

1. Clest encore a Archiméde que nous devons les premiers prin-
" cipes de I'équilibre des fluides. Son Traité de Insidentibus humido,
ne nous est pas parvenu en grec; il y en avait seulement une tra-
duction latine assez défectueuse, donnée par Tartalea, lorsque
Commendin entreprit de le restituer et de I'éclaircir par des notes;
il parut par les soins de ce sayant commentateur en 1565, sous
le titre de iis quee vehuntur in aqud,
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Cet Ouvyrage, qu'on peut regarder comme un des plus précieux
restes de lantiquité, est divisé en deux livres. Dans le premier,
Archiméde pose ces deux principes, qu'il regarde comme des prin-
cipes d’expérience, et sur lesquels il fonde toute sa théorie. 1°. Que
la nature des fluides est telle, que les parties moins pressées sont
chassées par celles qui le sont davantage, et que chaque partie est
toujours pressée par tout le poids de la colonne qui lui répond
verlicalement. 2°. Que tout ce qui est poussé en haut par un fluide,

-est toujours poussé suivant la perpendiculaire qui passe par son

centre de gravité.

Du premier principe , Archiméde conclut d’abord que la surface
d’un fluide dont toutes les parlies sont supposées peser vers le
centre de la terre, doit étre sphérique pour que le fluide soit en
¢équilibre. Ensuite il démontre qu’un corps aussi pesant qu’un ¢gal
volume du fluide doit s’y *enfoncer tout-a-fait, parce qu’en con-
sidérant deux pyramides égales du fluide supposé en équilibre au-
tour du centre de la terre, celle ou le corps ne serait plongé qu'en
partie, exercerait une plus grande pression que I'autre, sur le centre
de la terre, ou en général sur une surface sphérique quelconque
qu'on imaginerait autour de ce centre. Il prouve de la méme ma-
nicre, que les corps plus légers qu'un égal volume du fluide ne
peuvent 8’y enfoncer que jusqua ce que la partie submergée oc-
cupe la place d’un volume de fluide aussi pesant quele corps en-

~ tier; d'ou il déduit ces deux théorémes Hydrostatiques, que les

corps plus légers que des volumes égaux d’un fluide y étant plon-
gés, ensont repoussés de bas en haut avec une force égale a lexcés
du poids -du fluide déplacé sur celui du corps plongé, et que les
corps plus pesans y perdent une partie de leur poids égale a celui
du fluide déplacé.

Archiméde se sert ensuite de son second principe pour établir
les lois de Yéquilibre des corps qui flottent sur un fluide; il dé-
montre que toute section de sphére plus légére qu'un volume égal du
fluide, y étant plongée, doit nécessairement se disposer de manicre
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que la base en soit horizontale ; et sa démonstration consiste &
faire voir que si la base était inclinée, le poids total du corps con-
sidéré comme concentré dans son centre de gravité, et la poussée
verticale du fluide considérée aussi comme concentrée dans le
centre de gravité dé la partie submergée, tendraient toujours a faire
tourner le corps jusqua ce que sa base fit redevenue horizontale,
Tels sont les objets du premier livre. Dans le second, Archimede
donne, d’aprés les mémes principes, les lois de Péquilibre de dif-
férens solides formés par la révolution des sections coniques, et
plongés dans des fluides plus pesans que ces corps; il examine
les cas ou ces conoides peuvent y demeurer inclinés, ceux ou ils
doivent &’y tenir debout, et ceux ou ils doivent culbuter ou se
redresser. Ce liyre est un des plus beaux monumens du génie
d’Archiméde, et renferme une théorie de la stabilité des corps flot-
tans, & laquelle les modernes ont peu ajouté,

2. Quoique d’aprés ee qu’Archiméde avait démontré, il ne fit
pas difficile de déterminer la pression d’un fluide sur le fond ou
sur les parois du vase dans lequel il est renfermé, Stevin est ncans
moins le premier qui ait entrepris cette recherche, et qui ait dé-
couvert le paradoxe Hydrostatique, qu'un fluide peut exercer une
pression beaucoup plus grande que son propre poids. Cest dans
le tome troisiéme des FHypomnemata Mathematica , traduits de
I'bollandais par Snellius, et publiés a Leyde en 1608, que se trouve
la théorie Hydr;)statique de Stevin. Aprés avoir prouyé qu’un corps
solide de figure quelconque, et de méme gravité que l'eau, peut y
rester dans une situation quelconque, par la raison quil occupe
la méme place, et pése autant que si ¢’était de Peau, Stevin ima-
gine un vase rectangulaire rempli d’eau, et il fait yoir aisément
que son fond doit supporter tout le poids de Peau qui remplit le
vase. Il suppose ensuite quon plonge dans ce vase un solide de
figure quelconque, et de méme gravité que leau; il est clair que la
pression restera la méme; de sorte que si on donne ay solide plongé

une
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tme figure telle qu'il ne reste plus qu’un canal de fluide d’une figure
quelconque, la pression du canal sur la base sera encore la méme, et
par conséquent égale aupoids d’une colonne verticale d’eau qui aurait
cette méme base. Or Stevin observe quen supposant .ce solide
fixement arrété a sa place, il n’en peut résulter aucun changement
dans Paction de I'eau sur le fond du vase; donc la pression sur ce
fond sera toujours égale au poids de la méme colonne d’eau, quelle
que soit la figure du vase.

Stevin passe de la a déterminer la pression de 'eau sur les parots
verticales ou inclinées ; il divise leur surface en plusieurs petites:
parties par des lignes horizontales, et il fait voir que chaque partie
est plus pressée que si elle était horizontale et a la hauteur de son
bord supérieur, mais quen méme temps elle est moins pressée
que si elle était placée horizontalement & la hautenr de son bord
inférieur. D’ou en diminuant la largeur des parties, et augmentant.
leur nombre a linfini, il prouve par la méthode des limites, que
la pression sur une paroi plane inclinée, est égale au poids d’une.
colonne dont cette paroi serait la base, et dont la hauteur serait:
la’ moiti¢ de la hauteur du vase.

Il détermine ensuite la pression sur une partie quelconque d’'une’
paroi plane inclinée, et il la trouve égale au poids d’'une colonne
d’eau qui serait formée en appliquant perpendiculairement & chaque
point de cette partie des droites égales & la profondeur de ce point
sous leau. Ce théoréme élant ainsi démontré pour des surfaces
planes situées comme Pon voudra, il est facile de Tétendre a
des surfaces courbes, et d’en conclure que la pression exercée par
un fluide pesant contre une surface quelconque, a pour mesure
le poids d’une colonne de ce méme fluide, laquelle aurait pour base
cette méme surface , convertie en une surface plane, s'il est néces-
saire, et dont les hauteurs répondantes aux différens points de la.
base, seraient les mémes que les distances des points correspon-
dans de la surface a la ligne de niveau du fluide ; ou, ce qui revient
au méme, cette pression sera mesurée par le poids: d'une colonng

Méc. anal. Tome I, 23
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qui aurait pour base la surface pressée, et pour hauteur la dis<
tance verticale du centre de gravité de cette méme surface, a
la surface supérieure du fluide.

5. Les théories précédentes de Péquilibre et de la pression des
fluides sont, comme l'on voit , enticrement indépendantes des prin=
cipes généraux de la Statique, n’étant fondées que sur des principes
dexpérience particuliers aux fluides ; et cette maniére de démon-
trer les lois de PHydrostatique, én déduisant de la connaissance
expérimentale de quelques-unes de ces lois, celle de toutes les
autres, a ¢été adoptée par la plupart des auteurs modernes, et a fait
de 'Hydrostatique une science tout-a-fait différente et indépendante
de la Statique.

Cependant il était naturel de chercher a lier ces deux sciences
ensemble, et i les faire dépendre d’un seul et méme principe. Or
parmi les différens principes qui peuvent servir de base a la Sta-
tique, et dont nous avons donné une exposition succincte dans la
premiére section, il est visible quil n’y a que celui des vitesses
virtuelles qui ’applique naturellement a Iéquilibre des fluides. Aussi
Galilée, auteur de ce principe, s'en est servi également pour dé-
montrer les principaux théorémes de Statique et d’Hydrostatique.

Dans son Discours intorno alle cose che stanno su Vacqua, o
che in quella si muovono, il déduit immédiatement de ce principe
Iéquilibre de P'eau dans un syphon, en faisant voir que si on sup-
pose le fluide & la méme hauteur dans les deux branches, il ne sau-
rait descendre dans Pune, et monter dans lautre, sans que les
momens ne soient. égaux dans la partie du fluide qui descend, et
dans celle qui monte. Galilée démontre d’une maniére semblable
Péquilibre des fluides- avec les solides qui y sont plongés; il est yrai
que ses démonstrations ne sont pas bien rigoureuses, et quoiquon
ait cherché a y suppléer dans les notes ajoutées a Pédition de
Florence de 1728, on peut dire qu’elles laissent encore beaucoup a
desirer. Descartes et Pascal ont également employ¢ le principe des
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vitesses virtuelles dans 'Hydrostatique ; ce dernier surtout en a fait
un grand usage dans son 7raité de Péquilibre des liqueurs, et s’en
est servi pour démontrer la propriété principale des fluides, quune
pression quelconque appliquée & un point de leur surface, se ré-
pand ¢galement dans tous les autres points,

4. Mais ces applications du principe des vitesses virtuelles étaient
encore trop hypothétiques, et pour ainsi dire trop liches pour pou-
voir servir & établir une théorie rigoureuse sur Péquilibre des
fluides. Aussi ce principe a-t-il été abandonné depuis par la plu=
part des auteurs qui ont traité de 'Hydrostatique, et surtout par
ceux qui ont entrepris de reculer les limites de cette science, en
cherchant les lois de 'équilibre des fluides hétérogénes, dont toutes
les parties sont animées par des forces quelconques; recherche
trés-importante par le rapport quelle a avec la fameuse question
de la figure de la terre.

Huyghens a pris dans cette recherche, pour principe d’équilibre,
Ja perpendicularité de la pesanteur a la surface. Newton est parti
du principe de I'égalité des poids des colonnes centrales. Bouguer
a remarqué ensuile que souvent ces deux principes ne donnaient
pas le méme résultat, et en a conclu que pour quil y etit équi-
libre dans une masse fluide, il fallait que les deux principes y eussent
liew a la fois, et s’accordassent a donner la méme figure.  la sur-
face du fluide. Mais Clairaut a démontré de plus quil peut y avoir
des cas ou cet accord ait lieu, et ou cependant il n’y aurait point
d’équilibre. Maclaurin a généralisé le principe de Newton, en éta-
blissant que dans une masse fluide en équilibre, chaque particule
doit étre comprimée également par toutes les colonnes rectilignes
du fluide, lesquelles appuient sur cette particule, et se terminent
a la surface; et Clairaut I'a rendu plus général encore, en faisant
voir que Iéquilibre d’une masse fluide demande que les efforts de
toutes les parties du fluide, renfermées dans un canal quelconque,
aboutissant a la surface, ou rentrant en lui-méme, se détruisent
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mutuellement. Enfin il a déduit le premier, de ce principe, les vraies
16is fondamentales de Péquilibre d’une masse fluide dont toutes les
parties sont animées par des forces quelconques, et il a trouvé les
équations aux différences partielles,, par lesquelles on peut exprimer
ces lois; découverte qui a changé la face de I'Hydrostatique, et en
a fait comme une science nouvelle.

5. Le principe de Clairaut n'est qu'une conséquence naturelle du
principe de Pégalité de pression en tous sens, et on peut déduire
immédiatement de celui-ci les mémes équations qui résultent de
Péquilibre des canaux. Car en considérant la pression comme une
force qui agit sur chaque particule, et qui peut s'exprimer par une
fonction des coordonnées qui déterminent le lieu de la particule dans
la masse fluide, la différence des pressions quelle souffre sur deux
faces opposées et paralléles, donne la force qui tend a la mouvoir
perpendiculairement a ces faces, et qui doit étre détruite par les
forces accélératrices dont celte particule est animée; de sorte qu'en
rapportant toutes ces forces aux directions des trois coordonnées*
rectangles, et supposant la masse fluide partagée en pelits paral-
1élogrammes rectangles, ayant pour cotés les élémens de ces coor=
données, on a directement trois équations aux différences particlles
entre la pression et les forces accélératrices données, lesquelles
servent 4 déterminer la valeur méme de la pression, et la relation
qui doit avoir licu entre ces forces. Ce moyen simple de trouver
les lois générales de Hydrostatique est dd a Euler (Mém. de
Berlin de 1755.), et il est. maintenant adopté dans presque tous les
Traités de cette science. i

-

6. Le principe de DPégalité de pression en tout sens est donc jus-
quiici le fondement de la théorie de Déquilibre des fluides, et il
faut avouer que ce principe renferme en effet la propriété la plus
simple et la plus générale que lexpérience ait fait découyrir dans
Jes fluides en équilibre, Mais la connaissance de cette propriété est-
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elle indispensable dans la recherche des lois de Téquilibre des
fluides? Et ne peut-on pas dériver ces lois directement de-la na-
ture méme des fluides considérés comme des amas de molécules
trés-délides, indépendantes les unes des autres, et parfaitement
mobiles en tout sens? Clest ce que je vais tAcher de faire dans les
sections suivantes, en n’employant que le principe général de 'équi-
libre dont jai fait usage jusqu’ici pour les corps solides; et cette
partie de mon travail fournira non-seulement une des plus belles
applications du principe dont il s'agit, mais servira aussi a simpli-
fier & quelques égards la théorie méme de P'Hydrostatique.

On sait que les fluides en général se divisent en deux espéces;
en fluides incompressibles dont les parties peuvent changer de figure,
mais sans changer de volume; eten fluides compressibles ‘et €las-
tiques dont les parties peuvent changer a-la-fois de figure et de
volume, et tendent toujours a se dilater avec une force connue
quon suppose ordinairement proportionnelle & une fonction de Ia
densité.

L’eau, le mercure, etc., appartiennent a la premicre espéce ; et
Pair, la vapeur de l'eau bouillante, etc., appartiennent a la seconde.

Nous traiterons d’abord de Iéquilibre des fluides incompressibles ;
et ensuite de celui des fluides compressibles et €lastiques.
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SEPTIEME SECTION.

De Péquilibre des fluides incompressibles.

Yo SOIT une masse fluide m, dont tous les points soient animes
par des pesanteurs ou forces quelconques P, Q, R, elc., dirigées
suivant les lignes p, ¢, r, ete., on aura, suivant les dénomina-
tions de larticle 12 de la section IV, pour la somme des momens
de toutes ces forces, la formule intégrale,

-S'( P&p 4 Qdy -+ RIr -~ etc.)dm,

laquelle deyra étre nulle en général, pour quil y ait équilibre dans
le fluide.
§ L

De Péquilibre d’un fluide dans un tuyauw trés-étroit.

2. Supposons d’abord le fluide renfermé dans un canal ou tuyau
infiniment étroit, et de figure donnée; et imaginons ce fluide divisé
en tranches ou portions infiniment petites, dont la hauteur soit ds,
et la largeur », on pourra prendre din==wds, a cause que la
largeur @ du tuyau est supposée infiniment petite, ds étant lelé-
ment de la courbe du tuyau. Or en imaginant que le fluide regoive
un petit mouvement , et change infiniment peu de place dans le
tuyau, soit d's le petit espace que la tranche ou particule dm par-
court dans le tuyau; il est clair que d's sera la quantité du fluide
qui passera en méme temps par chacune des sections @ du canal.
Donc & cause de Pincompressibilité du fluide, il fandra que cette
quantité soit partout la méme; de sorte que faisant ods=ea, la
quantité « sera constante par rapport a la courbe du tuyau. On

L ]
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ads

. . -1 r
aura ainsi @ = 5=, et par conséquent dm= —~; de sorte que la

formule qui exprime la somme des momens des forces, deviendra
en faisant sortir hors du signe intégral S la quantité constante a,

S(PSp + Qg + Rr+etc) 2.

Maintenant il est visible que puisque dp, Jd'g, d'r, etc. sont les
variations des lignes p, ¢, r, etc., résultantes de la variation Js,
ces variations doivent avoir entre elles les mémes rapports que
les différentielles dp, dg, dr, etc., ds, & cause de la figure du canal

gh n v A 8p _dp J&q ___dq Jdr __ dr : .
donnée; ainsi on aura ===, =75 ;= 79 gtc., ce qui

réduira la formule précédente a, cette forme,

aS(Pdp + Qdg -+ Rdr - etc.),

ou les différentielles dp, dg, dr, etc., se Tapportent a la courbe du
canal , et le signe  indique une intégrale prise par toute I'étendue
du canal.

Faisant donc cette quantité =o, on aura I'équation

S(Pdp -+ Qdg + Rdr—- etCi) =0y

laquelle contient la loi générale de Péquilibre d’un fluide renfermé
dans un canal de figure quelconque.

3. Si outre les forces P, Q, R, etc., qui animent chaque point
du fluide, il y avait de plus a I'une des extrémités du canal une
force extérieure I’ qui agit par le moyen d’un piston sur la surface
du fluide, et perpendiculaivement aux parois du canal; alors déno-
tant par J's’ le petit espace parcouru par Ja tranche du fluide quon
suppose pressée par la foree IT, tandis que les autres tranches par-
courent les différens espaces d's, il faudra ajouter a la somme des
momens des forces P, Q, R, etc., le moment de la force IT, le-
quel sera feprésenté par I'dY. Or si on nomme o la section du
canal & Pendroit ou agit la force IV, on aura «'d's’ pour la quantité
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de fluide qui passe par la section @', tandis que par une autre sec-
tion quelconque w, il passe la quantité de fluide wd's.

Mais l’mcompresmblht(, du fluide demande que ces quantités soient
partout les mémes; donc ayant déja supposé wd's =a, on aura

aussi @'ds’== a; par conséquent dJ's’= ::—c Donc la somme totale

des momens des forces qui agissent sur le fluide, sera représentée

par la formule 4
a (5 : + 8 (Pdp =+ Qdg - Rdr - elc.));

de sorte que Péquation de P'équilibre sera
L+ 8(Pdp + Qdg + Rdr 4 ete.)=o.

4, 11 est évident que dans Pétat d’équilibre, la force IT’ doit étre
contrebalancée par la pression du fluide sur le piston dont la lar-
geur est »'; dou il Sensuit que cette pression sera égale a —1IT,
et par conséquent, :

= o'S(Pdp + Qdg + Rdr - elc.).

Donc en général la pression du fluide sur chaque point du piston;
sera exprimée par la formule intégrale '
S(Pdp + Qdg -+ Rdr + etc.),
en prenant cette intégrale par toute la longueur du canal. Et cette
. pression sera aussi la mérme, si au lieu d’un piston mobile on sup-

pose un fond immobile qui ferme le canal d’un cOLé.

5. Si 4 Paatre extrémité du canal il y avait une autre force II°
agissante de méme par le moyen d’un piston, on trouverait pareil-
lement, en nommant o' la section 'du canal dans cet endroit,

Y'équation
5 52 o S(Pdp+ Qg o Rdrhete) =o,

pour Péquilibre du fluide, ' - ige ' GI'
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“'6. Donc sile fluide nest pressé que par les deux forces exté-
rieures IT" et I1" appliquées aux surfaces o et " il faudra, pour
Péquilibre, que l'on ait i—f -+ al,:r:o; d'ou l'on voit que les deux
forces I" et IT" doivent étre de directions contraires, et en méme
temps réciproquement proportionnelles aux surfaces «’, «" sur les-
quelles ‘ces forces agissent. ' Proposition qu'on regarde communé-
ment comme un principe d’expérience, ou du moins comme une
suite du principe de Pégalité de pression en tout sens, dans lequel
la plupart des auteurs d’Hydrostahque font consister la nature des
ﬂmdcs

)

7. La connaissance des 1015 de Péquilibre d'un fluide renf'crmc
dans un canal trés-étroit et de figure quelconque, peut conduire
a celle des lois de I'équilibre d'une masse quelconque de fluide ren-
fermée dans un vase ou non. fisia

Car il est éyident que si une masse fluide est en équilibre; et
gu’on imagine un'canal quelconque ‘qui la traverse, le fluide contenu
dans ce canal sera aussi en équilibre de lui-méme, c'est-a-dire, in=
dépendamment de tout le reste du fluide. On aura donc pour Féqui-
libre de ce canal, ¢n faisant abstraction des forces extérieures (art. 2),

S(Pdp ~+ Qdg + Rdr-etc.) =o.

Et comme la figure du canal doit étre indéterminée, lequatlon
prccedeme devra étre urdcpendante de cette figure ; d'out 'on pour-
rait conclure tout de suite, comme Clairaut I'a fait dans sa Théorie
de la figure de la Terre, que la quantité¢ Pdp=-Qdg=t-Rdr -elc.
doit étre une différentielle exacte. Mais on peut arriver a cette con-
clusion par Panalyse méme , et trouyer en méme temps les relations
qui doivent avoir licu entre les quantités P, Q, R, etc. Pour cela
il n’y a qua faire varier Pintégrale §(Pdp + Qdg + Rdr 4-elc.),
par la méthode des variations , €t supposer sa variation nulle

8. Dénotons en général par ¥ la vyaleur de [lintégrale
Méc. anal. Tome 1. 24
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S (Pdp - Qdg -+ Rdr - etc.) prise par toule la Iongueur du cas

nal, il fandra que lon ail J¥=o.
~ Or on a, par la différentiation,

$¥—. S(Pdp-+Qdg---Rdrt-etc.) = 89 (Pdp--Qdg~Rir-otc.)
=8(PJdp~+-Qddg+RJ dr--etc.~d Pdp-+-J' Qdg—+J Rdr+-ctc.).

Changeant J'd en d4', et faisant enstite disparaitre le double signe;
dé par des intégrations par parties, ‘on aura: 09 [

- dY¥ = Pdp + Qd'q ~+ RIr - elc.
- S(@Pdp— dPJp —+ I Qdg — dQS g+ S RdAr— dRIr—cte.),
ou les termes qui sont hors du signe S se rapportent aux extré-
mités de Pintégrale représentée par ‘ce signe, et répondent par
conséquent aux bouts du canal; de sorte quen supposant ces bouts
ces, les variations Jp, d'¢, d'r, etc., qui y répondent, seront
nulles, et les termes dont il sagit s’évanouiront d’eux-mémes.
" ‘Maintenant comme les quantités Py Q, R, eto!, qui représentent
Iés forces, sont ‘ou peuvent toujours étre supposées’ des fonctions
de p, g, r, ete., il est clair que la partie de /¥ qui est affectée
du signe §, n'est plus susceptible de réduction; donc pour que
Von ait en général SM¥==o0, il faudra que cette partie soit nulle d’elle-
méme, et que par conséquent on ait pour chaque point de la masse
fluide, I'équation identique '
J\Pdp —dPJp +3Qdg — dQd'g +JRdr — dRJr—elc. =o.
En regardant les expressions des forces P, Q, R, etc. comme des

fonctions quelconques de Ps ¢, r,etc., on aura, suivant la nota-
lion regue , ‘_a )

- dP = p+dq dg—i- P dr - ete. s
de méme

el ainsi des autres di-fférences; substituant ces valeurs dans I'équa-

i
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tion précédente, et ordonnant les termes, elle deviendra de cette

forme :

dP d
2 — ap) (2dp — dpdyq)

d
- ‘:;f -—R) (drdp — drdp)

O—

d
-+ (42— R) (Prdg — drdg),
ete.

et devra avoir lieu indépendamment des différences dp, dg, dr, etc.;
dp, d'¢, d'r, etc.
Donc &l n’y a aucune relation donnée entre les variables p, g,
r, etc., il faudra faire séparément
P _ 4o
dg  dp T
g2 SR
T T dp =0y
o' am
dr dg
etc.

Ce sont les ¢quations de condition connues pour lintégrabilité
de la formule Pdp - Qdg + Rdr - elc.

9. Lorsque les lignes p, ¢, r, etc. se rapportent & un point
dans Pespace, comme dans le cas présent, clles ne peuvent dé-
pendre que des trois coordonnées de ce point, et les forces P, Q,
R, etc. peuvent toujours se réduire a trois, suivant ces coordon'__—
nées (sect. V, art.7). Ainsi en prenant p, ¢, » pour ces coordon-
nées, soit rectangles ou non, et P, Q, R, etc. pour les forces qui
agissent sur chaque particule du fluide,, dans la direction des mémes
coordonnées, il faudra que les quantités P, Q, R, regardées comme
des fonctions de p, ¢, r satisfassent a ces trois équations

P dQ dP  dR _ i dR
— "-""E_—o

¥-rime i Sl TR bRl 1l B
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Ce sont les conditions nécessaires pour que la masse fluide puisse
dtre en équilibre, en vertu des forces P, Q, R, qui agissent sur
tous ses points. S

Au reste, on a fait abstraction jusqu’ici de la densité du fluide,
ou plutét on I'a regardée comme constante et égale a Punité ; mais
si on voulait la supposer variable, alors en nommant T la densité
d’'une particule quelconque dm, on aurait (art. 2) dm = Tawds;
et Jes quantités P, Q, R, elc. se trouveraient toutes multipliées
par T . Ainsi Pon aura pour léquilibre des fluides de densité va-
riable, les mémes lois que pour Iéquilibre des fluides de densité
uniforme, en multipliant seulement les différentes forces par la den-
sité du point sur lequel elles agissent; c’est-a- dire, cn ecmfant
simplement T2, TQ, TR, etc., ala place de Py Qsulty elc.

§ 11,

Oi Von déduit les lois générales de Péquilibre des fluides incom-
pressibles , de la nature des particules qui les composent.

~ 10. Nous allons maintenant chercher les lois de I'équilibre des
fluides incompressibles, directement par notre formule générale, en -
regardant ces sortes de fluides comme formés d’'un amas de par-
ticules mobiles en tout sens, et qui peuvent chanﬁer de figure,
mais sans changer de volume.

Supposons, pour plus de simplicité, que toutes les forces qui
agissent sur les particules du fluide soient réduiles A trois, repré-
sentees par X, ¥, Z, et dirigées suivant les coordonnées rectangles

x, v, £, Cest-a-dire, tendantes & diminuer ces coordonnées. Nous
avons donné, daus le chapitre I de Ia section cinquiéme, les for-
mules générales de cette réduction. :

Nommant dm la masse d’une particule quelconque, on aura
pour la somme des momens des forces X, ¥, Z, la formule
intégrale e
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S(Xw oA Yy == ZJ'z)dm ;5
cor Je volume de la particule dm peut tre represe‘nt{, par d«uc@ a?,.,
ainsi en exprimant par T'lda densité; il ést clair qu'on - aura
dm =Tdxdydz; et le signe dintégration S appartiendra a la fois
aux trois variables x, y, z
1l faudra, de plus,  avoir  égard' & Péquation de condition résul-
tante de lincompressibilité du flaide,- laquelle: étant Supposée: re=
présentée par Z==0, donnera, en différentiant selon J), multipliant
par un coefficient mdetermlne A, et intégrant, la formule SAJ'Z a
ajouter a la précédente.
Sl n’y a point de forces exterxeures qui agissent sur la surface
du fluide, ni de conditions_ particuliéres & cette surface ;. on aura
simplement pour Péquation générale de Péquilibre (sect. TV, art. 1 5),

S(Xdw+ Yy + Z82) a4 AL = o

‘dans laquelle il faudra prendrc les mtwmlcs relativement a toule
la masse du ﬂuule

11. La condition de I'incompressibilité consiste en ce que le. vo=
lume de chaque particule soit invariable; ainsi, ayant exprimé ce
volume par dxdydz, on aura dxdydz = const. pour I'equationde
condition; par conséquent Z, sera .__dxdydz——const 3100 J‘L.....f
d. (dxdy(lz) . 2 :

Pour avoir la variation J‘ (dxdydz), il semble quiil 0’y aurait
qua différenticr simplement dudydz selon J'; mais il y a ici une
~considération particuli¢re a faire, et sans laquelle le calcul ne se-
rait pas rigoureux. La quantité dvdydz n’exprime le volume d’une
particule qu’autant qu’on: suppose la figure de. cette particule un
parallélépipede rectangulaire dont les cotés sont paralléles aux axes
des x, y, z; cette supposition est trés-permise, puisquon peut
imaginer le fluide partagé en ¢lémens infiniment petits d’une figure
quelconque. Or d\.(dxdydz) deit exprimer.la variation que souffre
ce volume lorsque la particule change infiniment peu de situation,,
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ses coordonnées a; iz devenant a-p-d¥, y--dy, z--dz; et il
est clair que si dans ce changement, la particule conservait la ﬁgum
d’un parallé¢lépipede rectangle,. on aurait -

& (dxdydz) = dydza‘dm -+ dxdzJ\ dy - dxdyddz.

' Par les ‘principes du calcul des variations, ‘on!peut changer les
ddx, ddy, &dz en ddx, ddy, ddz; mais il est nécessaire de remar-
quér que les variations d; dy, Pz pouvant étre regardées comme
des fonctions indétermindes ¢t infiniment petites de X, ¥, Z, pour
que dd'x représente la variation du coté dx de la particule rectan-
gulaire dxdydz, lequel est formé par Taccroissement da que la coor-
domnée x regoit, tandis queles deux autres y ¢t z ne varient pas,
il faut que dans la différentiation ‘de dJ, la seule x soit censée
variable; ainsi, suivant la notation des différences partielles, au lieu

et et . ; e O
d’¢crire s;mplemcnt dd', il faudra écrire —f-dx; de méme et par

un raisonnement semblable, on écrira d—); dy et d—"“’—Ea’;f: au lieu de

ddy, ddz. De celte manicre, dans I'hypothése que la particule
dxdydz demeure rectangulaire apres la variation, on aura

3. (dvdydz) = dxdydz :ff;': -]- -{— dz

1l en serait encore de méme si on supposait que la particule
dxdydz devint par la variation un parallélépipéde dont les angles
différassent infiniment peu de 'angle droit.,Car on sait, par la Géomé-
‘trie, que si @, b, ¢ sont les trois cotés dun parallélépipéde qui
forment un angle solide; et @, 3,7 les trois angles que ces colds
forment entre eux , la solidit¢, oule contenu’'du parallélépipéde est
exprimée par la formule

abe /(1 — cos2* — €08 B* — €087 =~ 2€08 2C0S3 C08) ),

Or les cotés deviennent, par la ‘variation,
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tfx(l +d‘h) dy ( -{-,_4-)1 ds(l-}r-g; Y R

et les cosinus de «, B, 3. dewennent mﬁmment petits 3+ ﬂmsk en
substituant ces valeurs au lieu de a,. byle, et négligeant | les infi-
niment petits des ordres supérieurs au prenuer on :Iur«ﬁ pQur la
variation de dwdydz, la méme expressmn q'u(m “vienty dq—u'olyver
Mais qu01que cette derniére hypothese Soit legltune, nous ne
voulons pas’ l’adoptet sanis dumoﬁstratlon 'pbtn” e rién laisser
desirer $ur Texactitdde” de nos formitles. Nots allons donic ‘cherchier
dune mdniére rigotireuse ' variation: dé dudyle, en en ayant égard
a-Ta~fois’ au changement e’ p&éiti’én leride ldngﬁeu‘r ¢ chacn’ des
¢otés d'un’ pé‘x‘allclcprédB"f*bthdgu{ﬁmé’ ’ ét 61 Suy pos:mt‘se’u!emeﬁt
¢e''qui est exact dans ‘I’ihﬁnmibﬁt ctit ”r{nc ‘e 'b'étés &émeurfcht
rectilignes. 0 0,8 IASLO0CST oQs

e ot \d )y 553 & £)

b, 1Y 1 albaony
12. Pour smphﬁer\ ccl“fefrech‘grd‘e Ln?ﬁa chmmeﬂcemn par ne
considérer quune des’ faces'du p’irallleleppede dre?_ycz., par éxemple,
la face dxdy, dont les quatrc augle? rgpgndent a ces. quatre sys-

temes de coordounecs

(1) %5, 9.25¢. (2) '“‘I"I'Z’::.,V: z) (5) -"';a .}"l'{"dy: 2y : \(4)"‘+.‘?T‘:I.y+d.}":

Supposoné ie7148 ‘coordonnées %] (5% “dn prermer ystéme deb
viennent x—-d'x, y—i—g:'y, z-l]-diz ‘et ‘régardoﬁs Ieé v"li’iartion‘s o,
dy, dz comme des fonetions infiniment petites de %y 5 iz el fai
sant croitre successwerpent lesx, y, de Teurs' dlﬂ’érentleﬂes d'x,
dy, on trouvera ce que doivent dcvcml “simultARétient es” o8t
données des 'trois jautres systemes Amsl el marquani, par les
mémes numdros les systemes variés, on aurd

) x+3‘r, y-{—J‘y,l ..-}-J‘z, ;e gopl _
: L £:‘ s ) 59 ) J 3 Y GG
(2) Mﬂw—i—d‘m—l—?—dm y+4“y+‘” da, ,z-{p&.-—.}- ;ﬁ dx, :

) '.-}.-_l_f_.
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() o Sack Tty ) y—t—dy—f»a‘y—;-g (eFdenh
(0 hasede -t J‘x—l-‘;?
({k),” Jf—l~d'y-“l-=“.}’-+-‘2z dx+—~’—' dy,

z—hd‘z-ﬁ-% dp -1—%‘3 dy:

o egen porilizal, djos o
Commeces jquatre, systemea dc coopdormees repondent aux quatre

angles du nouveau quadrilatére dans lequel sest changgé le rectangle.
dxdy, il est clair qu'on aura les cotés de ce quadrilatére en prenant
la racine ca'rrf.e de la spmme des carrés des différences des coordon-
nées pour les, deux, angles, adjacens a chaque coté. Ainsi, en mar-
quant la, droite qui joint deux angles par la réunion des deux nume-
ros (ui rbpondent a ces angles, on aura i

() =as /(s + 52 + () + (T
h.(}f’) =\ 0+ 5+ d&),’ i

(54) _—dx\/(l +c?J‘r (dr> TR, i d&‘z
(o) = dry/ (G). +C A5 +(

I' e ¥

deé
zab’

i +d:§\r

dou I'on voit. que les col:es opposés (1,2), (5, 4) sont egaux entre
eux, ainsi que les cotés opposcs (1,9), (2,44); et que par consé-
quent le quadrﬂatere est_un parallélogramme dont les deux cotés
contigus (1,2); (1,3) seront, en négligeant sous le signe les quan-
tités_ du second ordre VlS-d—VlS de celles du_premier,

Pk Y d"\:‘ - i : A - Y ¢ i
TASPEE® + =), By = & ( +Ej!).
15. A Pégard de langle compris par ces deux qotes, on Ie trou-
vera par le moyen de la diagonale (2, 3), laquelle eén prenant de
méme la racine carrée de la somme des, carrés des différences des
coordonnees respectives des systemes (2) et (3), devient

(2,3)
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(a3)=/ (4 + g — 5 ) Hr+ Gty — ) -Hma—%2ay)"

Or en nommant « langle dont il s’agit, le trxanglc formé par les
{rois cotés (1,2), (1 3), (2,5) donne

(1,2)"+ (1,3)*—(2,3)

€l —
1 a(1,3) < (1,3)

Substituant dans cette expression les valeurs trouvées de (1,2),
(1,3), (2,3), effagant les termes qui se détruisent, et négligeant
les infiniment petits du second ordre et des ordres supérieurs,
on aura '

ou T'on voit que Iangle e ne difftre d'un angle droit que par des
quantités infiniment petites, puisque son cosinus est infiniment petit.

14. Si on applique la méme analyse aux deux autres faces dxdz,
dys{z du rectangle dxdydz, on trouvera que ces faces se changent
aussi en parallélogrammes; de sorte que les trois faces Opposées
seront aussi des parallélogrammes, comme on peut le démontrer
facilement par la Géométrie. Par conséquent le nouveau solide sera
un parallélépipéde dont les cotés, qui forment un angle solide,
seront

d3 dd,
(), W(+B), w(+D),
¢t nommant «, 3, 3 les angles compris entre ces cotés, on aura

af.
cos & = — ”-{—ir,

déz
dz.?

sesd dé‘y_i_dé‘z

i)
cos B = g ~1:—{-

D'ou Pon peut conclure que la variation du parallélépipede rectan-
Méc. anal, Tome I, 25
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gulaire dxdydz est rigoureusement exprimée par la formule donnée
plus haut (art. 11).

15. On voit aussi par la que si les variations J, dy, dz n’étaient
fonctions respectivement que de x, y, z, on aurait rigoureusement
cose = 0, cosf8 = o, cosy = 0; de sorte que le parallélépi=
péde rectangle dxdydz demeurerait rectangle aprés la variation.
Or comme le changement de forme de ce parallélépipede n’est
qu'infiniment petit et winflue point dans la valeur de sa solidité,
il Sensuit que sans rien Oter a la généralité du résultat, on peut
supposer que les variations Jdx, dy, J'z soient simplement fonctions
de x, de y et de z, comme nous Iayons fait dans Jarticle 31 de

la section IV.

16. Ayant ainsi la vraie valeur de d'.(dxdydz), on la prendra
pour celle de JZ, et Fon aura

zis Codbx [ sy | de
IL = dadyds(Gr + Fr+ Ez_)'

On substituera donc cette valeur dans Péquation générale de Tl'ar-
ticle 10, et mettant en méme temps pour dm sa valeur T'dvdydz

on aura l'équation
; T (Xdx 4 Ydy + Zd%)
S

ddx | dd ddz dxdydz = o
A ("&:"‘2%"'3?)% ’

et il ne é’agira plus que d’y faire disparaitre les doubles signes dd
par la méthode exposée dans le § IT de la quatriéme section.

17. Considérons d’abord la quantité Sa % dudydz, ot le signe §

dénote une triple intégrale relative a «x, y, z; il est clair que comme
la différence de d'x n'est relative qu’a la variation de x, il ne fau-
dra aussi pour la faire disparaitre quavoir égard a Iintégration
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relative & a; c’est pourquoi on donnera dabord a cette quantité la
forme SdydzSA ‘%}" dx; ensuite on transformera lintégrale simple
SA %rﬁx en A"’ — NP’ — 8§ j—: dxdx; les quantités marquées

d’un trait se rapportent au commencement de lintégration, et celles
qui en ont deux se rapportent aux points ou elle finit, suivant la
notation adoptée dans Pendroit cité. Ainsi la quantité dont il s’agit
se trouvera changée en celle-ci,

Sdy dz(N'Ex" — N ') = SdydzS %}: dxdx
ou, ce qui est la méme chose,

SN Ix"—NPx’) dydz — S % dxdxdydz.

De la méme maniére et par un raisonnement semblable, on changera

les quantités SA%Y dxdydz, et SA % dxdydz , en celles-ci,

S LRIy b s s%‘ Sy dudydz ,
et

S(N'dz" — XNz )dxdy — 8 :—: d'zdxdydz.

Faisant ces substitutions, on aura donc pour P'équilibre de la masse
fluide, cette équation générale : '

da an dn
S I:(I‘X.— ) dx+ (ry— 3-)7) dy +(1Z2 —%) = | dwdyaz
- S(A" " — N )dy dz 4 S(A"dy" — NdYy')dndz
+ S(A"dz"—NJZ )dxdy = o,

dans laquelle il n’y aura plus qu’a égaler séparément a zéro les
coefliciens des variations indéterminées dx, dy, dz(art. 16, sect. IV).

18. On aura donc d'abord ces trois équations

da dn _ rf._h___
IX—@ =0, I¥—g=o, TZ—gz=o,
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lesquelles doivent avoir lieu pour tous les points de Ja masse
fluide. :

Ensuite si le fluide est libre de tous cotés, les variations d%,
s Iy I, Iy Jz" qui se rapportent aux points de la surface
du fluide seront aussi indéterminées, et par conséquent il faudra
encore égaler séparément & zéro leurs coefliciens, ce qui donnera
N =o0, M=o, Cest-i-dire, en général A=o pour tous les points
de la surface du fluide; et cetle équation servira a déterminer la
figure de cette surface. ,

1l en sera de méme lorsque le fluide est renfermé dans un vase,
pour la partie de la surface ou le vase est ouvert; mais a Pégard
de la partie qui est appuyée contre les parois, les variations J',
8y, 4z da, &y’, J=" doivent avoir entre elles des rapports don-
nés par la figure de ces parois, puisque le fluide ne peut que couler
le long des parois; et nous démontrerons plus bas, que quelle
que puisse dtre leur figure, les termes qui renferment les varia-
tions en question seront toujours nuls d’eux-mémes; de sorte quil
n’y aura aucune condition relativement a cette partiec de la sur-

face du fluide.

19. Les trois équations quon vient de trouver pour les condi-
tions de I'équilibre du fluide, donnent

=TV, %:‘I’Z;

da dr
E-"'_I'X’ -6

2 d d d '
donc puisque dA = ﬁ dx =+ 35 dy + d—; dz , on aura
d\ =T (Xdx + Yy + Zdz) ;
par conséquent il faudra que la quantité

T (Xdx =+ Ydy + Zdz)

soit une différentielle compléte en x, y, z; et cette condition ren-
forme seule les lois de Péquilibre des fluides,
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Si on élimine la quantité A des mémes ¢équations, on aura les
suivantes :

drx __ d.tY
W=
d.TX - d.TZ
dz — dx ?
d.TY __ d.TZ
— = —f?‘-}’_’

équations qui s’accordent avec celles de Tarticle g.

Ces conditions sont donc nécessaires pour que la masse fluide
puisse étre en équilibre, en vertu des forces X, ¥, Z. Lorsqu'elles
ont lieu par la nature de ces forces, on est assuré que I'équilibre -
‘est possible; et il nereste plus qu’a trouver la figure que la masse
fluide “doit ‘prendre pour étre en équilibre, c’est-a-dire, I'équation
de la surface extérieure du fluide.

Nous avons vu dans Particle précédent, qu’on doit avoir dans
chaque point de celte surface A==o. Donc puisque dA=T(Xdx
- Ydy + Zdz), on aura en intégrant,

A = [T(Xdx = Ydy <~ Zdz) = const. ;
par conséquent Péquation de la surface extérieure sera
ST (Xdx—+ Ydy 4 Zdz) = K, .

'K étant une constante quelconque; et cefte équation sera toujours:
en termes finis, puisque la quantité T (Xdx- ¥Ydy -+ Zdz) est
suppos¢e une diflérentielle exacte.

90, La quantité Xdx~- Ydy =+ Zdz est toujours d’elle-méme une
différentielle exacte, lorsque les forces X, ¥, Z sont le résultat
d’une ou de plusieurs attractions proportionnelles a des fonctions
quelconques des distances aux centres, puisquon a en général par
Tarticle 1 de la section V,

Xdy = Yey = Zdz = Pdp - Qdg =~ Rdr - elc.
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Nommant cefte quantité dIT, on aura alors dA= Tdll; donc pour
que dA soit une différenticlle compléte, il faudra que T soit une
fonction de II. Par conséquent A== /TdIl sera aussi nécessaire-
ment une fonction de II.

On aura donc dans ce cas, qui est celui de la nature, pour la
figure de la surface I'équation, fonct.Il = K'; savoir I[I= a une
constante, de méme que si la densité du fluide était uniforme. De
plus, puisque I est constante & la surface, et que T est fonction
de 11, il s’ensuit que la densité T doit étre la méme dans tous les
points de la surface extérieure d’'une masse fluide en équilibre.

Dans Iintérieur du fluide la densité peut varier d'une maniére
quelconque, pourva qu'elle soit toujours une fonction de IT; elle
devra donc étre constante partout ol la valeur de II sera constante;
de sorte que M=/ sera en général I'équation des couches de méme
densité , % étant une constante. Donc différentiant, on aura dil=o,
ou Xdx—+Ydy +Zdz=o0 pour I'équation générale de ces couches;
et il est visible que celte équation est celle des surfaces auxquelles
la résultante des forces X, ¥, Z est perpendiculaire, et que Clairaut
appelle surfaces de nivean. D'ot il s'ensuit que la densité doit étre
uniforme dans chaque couche de niveau formée par deux surfaces
de niveau infiniment voisines.

Cette loi doit donc avoir lieu dans la Terre et dans les Planétes,
supposé que ces corps aient été originairement fluides, et qu'ils
aient conservé, en se durcissant, la forme qu’ils avaient prise en
vertu de Pattraction de leurs parties, combinée avec la force cen-
trifuge,

21. A Pégard de Ia quanlité A dont nous venons de déterminer
la valeur, il est bon de remarquer que le terme SAJ'Z de Iéqua-
tion générale de Tarticle 10 représente la somme des momens d’au-
tant de forces A qui tendent a diminuer la valeur de la fonction Z,
(sect. 1V, art. 7); de sorte que comme on a fait J'Z =4J".dwdydz
(art. 11), on peut dire que la force A tend d comprimer chaque par
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ticule dudydz du fluide; par conséquent cette force n'est autre chose
que la pression que cette particule du fluide souffre également “de
tous cotés, et a laquelle elle résiste par son incompressibilité.

On a donc en général pour la pression dans chaque point de la
masse fluide, I'expression

| ST(Pdx = Qdy = Rds);

et comme la quantité sous le signe doit toujours étre intégrable pour
que le fluide soit en équilibre, il ensuit que la pression pourra tou-
jours étre exprimée par une fonction finie des coordonnées relatives
ala particule qui éprouve cette pression; proposition fondamentale
de la théorie des fluides, donnée par Euler (scct. VI, art. 6).

22. Pour donner une application de I'équation Hl == ¢ une constante,
que nous avons trouvée pour représenter la surface d’une masse
fluide en équilibre (art. 20), nous allons considérer Péquilibre de la
mer, en supposant qu’elle recouvre la terre regardée comme un so-
lide de figure clliptique et peu différent de la sphére, et que chacune
de ses particules soit attirée a la fois par toutes les particules de Ia
terre et de la mer, et soit animée en méme temps de la force cen-
trifuge provenant de la rotation uniforme de la terre autour de
son axe. _ |

Clest ici le lieu d’employer les formules que nous avons données
dans Tarticle 10 de la section V. Nous avons désigné par = la va-
leur de la fonction IT, lorsque les forces sont le résultat des attrac~
tions de toutes les particules d’un corps de figure donnée, et nous
avons donné l'expression de = pour le cas ou laltraction est en
raison inverse du carré des distances, et ou le corps attirant est
un sphéroide elliptique peu différent de la sphére. En conservant
les dénominations employées dans cet article, et en s'arrétant aux
termes qui contiennent les secondes dlmensmus des excentricités e
et Z, on a trouve

% B o e i .-ey+z’z.’
=m0 ),
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ou x, y, z sont les coordonnées rectangles du point attiré,
r = V/a*+y° +z* est la distance de ce point au centre du sphé-
roide, et m est la masse du sphéro'fde:%qf ABC, 4, B, C étant les
demi-axes du sphéroide.

Si on dénote par T la densité du sphéroide supposé homogéne,
il faudra multiplier cette expression de = par T'; et si on suppose
que le sphéroide ait un autre sphéroide pour noyau, dont la den-
sité soit différente, il n’y aura qu’a y ajouter la valeur de = rela-
tive 4 ce nouveau sphéroide, multipliée par la différence des densités,
Ainsi en marquant par un trait les quantités relatives au sphé-
roide intérieur, et supposant que sa densit¢ soit I ~-I", on aura
pour la valeur totale de =,

__Tm+ T'm’ +Tm(e‘-|—£°) =+ I'm’(e2+i")

P E 2.58
= Tme*4-1'm’e* | Tm#—4-T'm'7* |
S 5r° e 2.5r% A"

23. Supposons que le point attiré par le sphéroide soit en méme
temps sollicité par trois forces représentées par fx, gy et 4z diri-
gées suivant les coordonnées x, y et z, et tendantes a les augmenter,
on aura — fxdx, —gydy et — hzdz pour leurs momens, et il en

% 3 > h2® as s \ 0
résultera les termes — fj—-—- 5:— --.-i;-'— a ajouter a la quantité 2

pour avoir la valeur de IT, due a toutes les forces qui agissent sur
le méme point. Ainsi 'équation de I'équilibre sera

> -—-ﬁ:‘ +g2‘+ = == const,

24. Pour appliquer maintenant ces formules a la question dont
il sagit, on supposera que le sphéroide extérieur est la mer, dont
la densité est T, et que le noyau intérieur est la terre, ayant la
densité T 4T, et on placera le point attiré a la surface de la mer,
en faisant coincider les coordonnées x, ¥, z de ce point avec les

coordonnées a, b, ¢ de la surface du sphéroide extéricur. On aura
alors
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alors, pour que cette surface soit en équilibre, 'équation

I'm - I'm’ Tm(e® 4-2) 4- I'm’(e” 1) |, fa*
r albr? + _9—

Tme* 4+ U'nles ;
"k (5 a, o1 +§)vy

Imi® 4+ T'm% | kY
+ (5 = +3) =

a2

= & une constante.

Cette équation, dans laquelle r = V/a"~y*4z*, donne la figure
de la surface; mais nous avons supposé dans les formules de I'ar-
ticle 10 de la section V, que cette surface est représentée par
Véquation

il S R T AT
/P+Bn+ C&‘_“ ]’

en prenant ici x, y, z au lieu de a, &, ¢; donc il faudra que ces
deux équations coincident. ;
Tirons de celle-ci la valeur de » en y et z, et pour cela substi-

tuons dans r* == a*~-y*~- 2% pour »* sa valeur 4* — ﬁf:z' 2

oo
4

on aura, en mettant pour B* et C* les valeurs .7° ¢, 4* - i
(article cité), :
o ga L atelytigh o ] dat
IJ_A+A0 n+An+:;?
d'ou Y'on tire, en rejetant les puissances de e et i supérieures a ¢
et ¢*, auxquelles nous n’avons point égard ici, '

1 ey

— —

F oA a g%
On substituera donc cette valeur de %, ainsi que celle de 2*, dans

la  premicre équation, et rejetant toujours les termes qui contien-
draient ¢, #4, e, i, elc., on aura

Méc. anal. Tome I, 26
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T T'm’ __ Fm(e-i) 4 Tm'(e24i%) | 2
A 2.548 =t e

Tme’4-I'me” | g fd*  (Tm+4T'm')e?\
+(5 25115 PPy TR T ) )_}’
: Tmz® —I—-l'" g h  f4*  (Tm+4T'm’)
+(0 a.54°5 +E_2_C"H 2.A° )z‘

= a une constante.

Cette équation devant étre identique, il faudra que les coefficiens
des quantités variables y* et z* soient nuls, ce qui donnera les
deux équations

3I'm’e (eT'm~-51"m’)e? + g f
9.54° 2.54°

Br'm’i*  (eTm-4-5I'm’) 2 T s
2.54° a.54° +_ PYo et

=0,

qui serviront a déterminer les deux excentricités e et Z de la sur-
face elliptique de la mer. '

5. On sait que la force centrifuge est proportionnelle a sa distance
de l'axe de rotation et au carré de la vitesse angulaire de rotation.
Donc si on prend l'axe 2.4, qui est aussi Paxe des coordonnées x,
pour l'axe de rotatlon, et que fsoit la force centrifuge a la distance .4

de laxe, on aura 2 pour la force centrifuge dun point quelconque
A o q

du sphéroide, en faisant z = V/y*+z*; cette force étant dirigée
suivant la ligne » et tendanta Paugmenter, donnera le moment

.._.f‘i‘j” , dont I'intégrale — j_u'A, savoir _'%‘fﬁl , devra’ dtre

ajoutée a la quantité =, pour avoir €gard a leffet de la force cers:
trifuge. Ainsi on aura les conditions de Iéquilibre de la mer, en
vertu de TPattraction réciproque de toutes les particules de la“‘mer
et de la terre, et de la force centrifuge due a la rotation de la terre;,

en faisant dans les deux équations précédentes fe==o0, g== —-E,

f
?1_.3.
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Puisque les deux constantes g et z sont égales, on voit par ces
équations que si les exccnlncltes ¢ et i de la terre sont égales, on
aura aussi les deux excentricités ¢ et i de la figure de la mer égales
entre elles; de sorte que si la terre est un sphéroide de révolution,
la mer en sera un aussi. Mais si la terre n’est pas un sphéroide de
révolution, la mer nele sera pas non plus, et les deux équations
dont il agit donneront les valeurs de ses deux excentricités e, 4
qui seront différentes des excentricités ¢ et ' dela terre.

26. Au reste, cette solution n’est exacte quaux quantités e?, i,

¢, i® pres; et si on voulait avoir égard, dans les valeurs de = et
de 7, aux termes qui contiendraient des puissances supérieures de
ces quantités, il ne serait plus possible de vérifier en général
équation

Z — f(y 21_ %) = & une constante §

pour la surface d’équilibre; d’ou il faudrait conclure que cette sur-
face n’a point rigoureusement la figure d’un sphéroide elliptique.
Je dis en général , pzircc que dans le cas ou le sphéroide est
homogene et sans noyau intérieur d’'une densit¢ différente, on a
trouvé que les attractions sur un point quelconque de la surface,

suivant les trois ordonnées x, y, z, sont représentées exacte-
ment par les formules

mLx, wmMy, mNz,
ou L, M, N sont des fonctions de 4, B, C données par des in-
tégrales définies; d’ou I'on déduit pour = celte expression rigoureuse
3 =2 X (La*~+ My* + Nz*).
Ainsi 'équation de I'équilibre = — f_(l;%ﬁl = const. ¢tant de la
méme forme que équation du sphéroide %"}"%;"*- %: E=i1 . on

peut, a cause de la constante arbitraire, les rendre identiques par



-
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ces deux conditions,
m_j{:.._f_ﬁ mN—f_ 4
mbon 1 B? PR A e

lesquelles donnent B==C, parce que les quantités 77 et N sont
des fonetions semblables de B, C et de C, B; elles se réduisent ainsi
X une seule qui sert a déterminer le rapport de” 4 a B.

. Cecas est jusqua présent le seul pour lequel on ait trouvé une
solution rigoureuse qu’on doit a Maclaurin; de sorte que le probléme
de la figure de la terre, envisagé physiquement, west résolu exacte-
ment quen supposant le sphéroide fluide et homogéne. Dans ce cas,
les deux équations approchées, trouvées plus haut (art. 24), donnent,
en faisant T=1, I"'=0, g=F = % et e==1i, celle-ci: %T — f=o0.
Si on compare la force centrifuge a la gravité prise pour Funité,
laquelle est, aux quantités e* prés, =, il n’yaura qui faire

M ’ el B —A* 1 s 1 -,B___\/_—g?
=1 et l'on aura M,.._.f‘_z e ,doulontnez__ 1=,

Or on a f= —; donc Emgg—létrés eu prés, comme on |
e — a88? A 32%0 -peu pres, on ie
sait depuis long-temps.

6 IIL.

+ De l'équilibre d’une masse fluide libre avec un solide qu’elle recouyre.

27. Les lois particuliéres de Péquilibre d’un fluide avec un solide
qui y est plongé, ou dans lequel il est renfermé, lorsque tous les
points du fluide et du solide sont sollicités par des forces quel-
conques, dépendent des termes de I'équation générale (art. 17) qui
se rapportent aux limites, et qui ne contiennent que des intégrations
doubles.

Ces termes donnent cette équation aux limites ,

SA’(J\m'dydé+ dy'dxdz = dz"dxdy)
— SN(dx'dydz - J'ydxdz ~ d%'dxdy) = o,
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Taquelle doit se vérifier dans tous les points ou le fluide est contigu
au solide. :

" 98. Considérons d’abord le cas d’'une masse fluide dont la surface
extérieure est libre, et qui environne un noyau solide fixe de figure
quelconque.

En prenant lorigine des coordonnées dans un point de lintérieur
du noyau, les quantités marquées d’un «rait se rapporteront & la
surface du noyau, et les quantités marquées de deux traits se rap-
porteront a la surface extérieure du fluide. Ainsi. on aura d’abord,
pour tous les points de cette surface, I'équation A" = o, laquelle
donne, comme on on Fa déja vu plus haut (art. 1g),

ST (Xdx ~+ Ydy =+ Zdz) = K,
pour la figure de cette surface.

11 ne restera donc a vérifier que I'équation

SN (dw'dydz = dy'drdz 4 dz'dxdy) == o ;!
dont tous les termes se rapportent a la surface du noyau.

ag. Comme l'intégration de ces termes est relative aux coordorn-
nées dont les différentielles entrent dans l'expression des élémens
superficiels dxdy , dxdz, dydz, il faut commencer par réduire ces
¢lémens a une méme forme; ce qu’on peut obtenir en les rappor-
tant a Pélément de la surface auquel ils répondent.

Désignons par ds* I'élément de la surface qui répond & I'élément
dxdy du plan des «, y; et nommons ) Tangle que le plan tangent
fait avec le méme plan des x, y; on aura, par la propriété connue
des plans, dxdy = ds*cos3/, et l'intégrale SA'd’'dvdy deviendra
SN cos 9/dzds*, laquelle devra s’étendre a tous les points de la sur-
face du fluide.

De méme si do* est I'élément de la surface qui répond a I'élément
dxdz du plan des x, z, et quon nomme B Pangle que le plan tangent
fait avec ce m¢me plan des x, z, on aura dvdz==da* cos ', et Linté-
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grale SA’J‘y’dxdz deviendra 82’ cos B'd) y'da“, laquelle devra s’étendre
également par toute la surface du fluide.

‘30. Je remarque maintenant que quoique les deux élémens ds*
et do* de la surface puissent n’étre pas égaux entre eux , néanmoins
comme les deux intégrales qui renferment ces ¢€lémens se rapportent
A la méme surface, rien n’eqnpéche d’employer le méme élément dans
ces deux intégrales, puisque,, par la nature du calcul différentiel, Ta
valeur absolue des élémens est arbitraire et n’influe point sur celle
de lintégrale. Ainsi on pourra changer lintégrale SA"cos ﬁ’d‘y’da" en
SN cos B'dy ds*

Par le méme raisonnement, intégrale SA'dx’dydz pourra se mettre
sous la forme SN\ cosa’dx’ds*, en nommant o’ I'angle que le plan
tangent fait avec le plan des x, y. :

Drailleurs il est évident qu’on peut toujours prendre les €lémens
dx, dy , dz tels quils satisfassent aux conditions

dxdy =cos)'ds*,  dvdz ==c0s 8ds*, dydz==c0sd/ds*,

lesquelles donnent

ZcosB/c08y N cos'y \/ cose’ cos)/ cose co»ﬁ'
dx=ds ( cosd’ ) Gy==as ( cos ff ) dz'—ds\/( cosy’

Par ces transformations, Péquation aux limites deviendra enfin

S\ (cos &/ da’ 4= cos B'dy’ - cosy/dz)ds* = o,
Pintégration devant s'étendre sur toute la surface du fluide contigu
au noyau. : :

51. Supposons que la figure de cette surface soit représentée par
Péquation différentielle
Adx' = Bdy' = Cdz' = o.

Fio nommant &/, £, 7 les angles que le plan tangent fait avec
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les plans des w, y, des x, z et des y, z, on a par la: théorie
des surlaces, _
A
V& B+’
B
V&850’
C
V£ B+ CY
Donc I'équation de Particle précédent, relative a la surface, deviendra

s (A x AF DY HLE) g o
| V (L4B+C)

Comme cette surface -est donnée ‘de figure et de p051tmn Ies va-
viations d%, dy, d%’ des coordonnées'des particules quiy sont con-
tigués doivent avoir entre elles une relation dépendante de I'équation
de la méme surface; ainsi ayant suppos¢ cette équation Adx'+Bdy’
o} Cdz'=0, on‘aura aussi nccessairement Zd'x'4-B 1 +C'J%....~o
ce qui satisfait & Péquation aux limites de l’artlcle precedent sans
quil en résulte aucune: noufvelle equatlon.

cos o =

cos B =

€089/ ==

59. Soit p’ une ligne perpendiculaire a la surface dans le point
auquel répondent les variations dx’, dy’, J‘z"', et terminée 4 un poin‘t
fixe. Puisque & ‘est Pangle que le plan tangent’ fait avec le plan des
¥, z, Ce sera aussi Pangle que'la pérpendmulaire P A ceplan fait
avec l'axe des x, qui est -perpendiculaire au méme plan des Vs %
De méme £ sera Langle de cette perpendiculaire avec I'axe des y;
et 5/ sera Pangle de la méme perpendiculaire avec I'axe des z. Donc
quelles que soient les yariations dxy d'%,.d'z/y on aura en géngral
par larticle 7 de la seconde section, en changeant d en d',

Ip'= cose/'dx’ 4-'cos By’ - cos)'dx’;

et l’equatwn de Yarticle 30, relauve a la surface du fluide, pourra
s¢ metlre sous la forme aon
) 4 - - SA’ J\Pf (ZS. — 0’
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ou l'on voit que chaque élément X'ds*dp” de cette intégrale représente
le moment d’une force A'ds* appliquée a Délément ds* de la sur-
face, et dirigée suivant la perpendiculaire P’ acette surface. De sorte
que Pintégrale S\'d'pds* représentera la somme des momens de toutes
les forces A" appliquées a chaque point de la surface et agissant per-
pendiculairement a cette surfage. _
Cette force égale a X" est évidemment la pression exercée par le
fluide sur la surface du noyau, et qui est détruite par la résistance
du noyau. Mais on peut en général réduire a la forme SAdpds* tous
les termes de Iéquation aux limites qui se rapportent a la surface
du fluide, soit que cette surface soit libre ou non; et il est évident
que la pression A doit étre nulle dans tous les ‘points oui la surface
est libre;; ce que nous avons déja troivé d’une autre manicre (art. 18).

33. Silenoyau recouvert parle fluide était mobile, alors il faudrait
augmenter les variations Jx, &y, dc des variations dépendantes du
changement de position du noyau. o :

Pour distinguer ces différentes variations, nous des:gnerons par
4%, &'y, d'z les variations dues simplement au déplacement des par-
ticules du fluide, relativement au noyau regardé¢ comme fixe, et
nous ,dcnoterox}s par d%, dw, ¢ les variations qui dépendent du
déplacement du noyau. Celles-ci sont exprimées par les fOI‘mUI(,S
suivantes, que nous ayons trouvées, dans article 6o dela section V,

D% = 4l =+ z2dM — ydN,

& = dn~+ yd L =— xd M,
‘Ainsi dans Téquation >générale " de Tarticle ‘17, il faudra ‘mettre
Ix + Mg, Sy +dn, ¢ ala place de Jw, dy, Iz; et
ensuile égaler a zéro les termes affectés des variations d'x, J'y, d'z,
ainsi que ceux qui se trouyveront afﬁ.ctes des nouvelles variations
i, Sm, Sy 8L, I, SN, aprds les’ avoir fait. sortir hors des
signes §, puisque ces vanauons sont les mﬁmés pour toutes les

particules du fluide,
5 On
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On voit d’abord que Yintroduction des variations JA\E, My I
n'apporte aucun changement aux équations qui-doivent avoir lieu
pour tous les points du fluide, et qui résultent des termes affectés
d’une triple intégration, parce qu'en, égalant a zéro les coefliciens
de Jx, d'y, d'z, dans ces termes, les variations &%, d'n, ¢ dis-
paraissent en méme temps. Dot il suit que les lois générales de
I'équilibre contenues dans les formules de Particle 19, sont indépen~
dantes de I'état comme de la figure du noyau,

54. Il n'y a donc a considérer que Iéquation aux limites que
nous avons réduite, dans larticle. 50, a la forme

SA*-_[(':OS adx’ = cos By’ - cosydz ) ds* =o.

En y substituant pour ', dy’, &2 les valeurs Sx'4-J'¢’, Cp'yx -,
O 4 4¢ marquées dun trait, pour les rapporter a la surface du
fluide contigu¢ au noyau, elle devient

.SN(cosadx’ ~-cos By == cosyd'z)ds* |
+ SA(cosad g’ —-cos fdn" - cosyd()ds* = o.

La partic qui contient les variations J'x’, 4y, 4'z" est nulle d’elle-
méme, comme nous Pavons démontré daus Tarticle 51. Lautre
partie du premier membre de Péquation devra donc aussi étre nulle,
On y substituera les valeurs de JZ; &', 4, et on égalera ensuite
séparément A zéro les quantités multipliées par &, ‘dm, Jn,
M, &M, &N; on aura ces six équations, '
SN cosads* =0, SNcosfds* =o,  SAcosyds*==o,

SX( y/cosy.— z'cos B)ds* = 0

SN( z'cosae — &'cosy)ds* == o,

SX'( &’cos B —y cosa)ds® = o,

qui seront nécessaires pour | Péquilibre complet du fluide et da

solide. : - : ol S5
Ces équations’répondent A celles de Tarticle 62 deJa ‘section V,:

Méc. anal. Tome I. 52 27
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en substituant ds* pour dm, et'.x’cosm, Ncos 3, Ncosy pour X,
Y, Z. En effet; A étant\ la force' de pression qui agit perpen~
diculairement sur la surface du noyau solide’; A'cosa, A'cosfB,
X'cosy seront les forces qui en résultent, suivant les: directions
des coordonnées x, ¥, z, et il faudra que le solide soit en équi-
Tibre, chaeun des' points de sa surface étant sollicité par ces mémes
forces. -

55. Mais lorsqu’un fluide est supporté par un solide de figure
dotinée, e que Punr et lautre sont sollicités par des forces quel-
conques , il est plus simple de tirer directement la solution du pro-
bléeme de I'équation fondamentale de article 16, en y substituant
immédiatement pour %, dy, d%, leurs valeurs completes I'x4-d%,
Jy +d%, dz- Y (art. 33).

Les variations d'x, &'y, Jz étant indépendantes des autres va-
siations &I, &m, etc., donneront une équation semblable a celle de
Tarticle 17, et “fourniront les mémes résultats pour. Péquilibre du
fluide, que-dans le cas ol le solide est supposé fixe. .

A Dégard des aufres variations 4%, &, 4, il est d’abord aisé
de  voir qu'elles ne donnent rien dans les valeurs des différences

< dér ddy d° : P giis
partielles -&—ff, 75(1, —3—3, puisque les variations &'/, &'m, In, 4L,

S, SN sont censées indépendantes de x, y, z.
Ainsi il suffira de substituer &', &'1, &¢ & la place de dx, Jy,
J'z dans-la formule :
S(X &% - Yy - Z &) Tdudydzy
et dégaler séparément & zéro les quantités multipliées par cha-
cune des six variations d7, dm, I, &L, IM, SN, aprés les
avoir fait sortic hors du signe . 1l est visible quon aura de

cette maniére les mémes équations qu'on a trouvées dans la sec-
tion ‘cinquiéme (chap. IV); pour Péquilibre d’wn corps solide dont
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chaque particule dm, quiest ici I'dwdydz est animée par des forces
quelconques X, ¥, Z; de sorte que Pon a pour Iéquilibre : d’un
fluide sur un noyau.mobile, les mémes équations que si le fluide
devenait solide. '

%6. Il résulte de ces deux maniéres dlenvisager-les variations ,
que la pression ‘du fluide surila ‘surface du ‘noyau -équivaut a
Paction de toutes les forces qui sollicitent chaque particule du fluide,
en supposant que le fluide soit considéré comme solide, et que le
noyau soit augmenté de toute la masse du fluide devenu solide.

Comme - ce théoréeme  de Statique est.important, nous eroyons
ﬂev01r montrer d’'une maniére: plus directe comment il se déduit
de :nos formules. :

Tout se réduit a démontrer quc Iéquation
_ 8 (XJE + Y+ ZITdudydz = o,
donne Jes mémes, résultats, que équation jaux limites
SX(SE dyde A o' lndz 4 S dxdly) == 0.
Par les conditions de l’équilibre du fluide on a (art. 19),
rx=%2, I‘Y.._—, rz=%2,
Et comme les valeurs de J\;, J‘n, J‘Z (art 55) sont resPectne-
ment indépendantes de x, y,z, on aura aussi

: d.ad arp, b Ead¥ir wab 4. AJ‘ S
ainsi Ja premiére équation «deviendra :
s (L4 ";fi o L2 ey e = o

Le premier terme sous le signe est intégrable par rapport a «,
Je second par rapport & y, e troisiéme, par rapport & z;. dongc sion
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exécute ces intégrations partielles ; comme on I'a fait dans Particle 17,
il en résulte Péquation auX limites
SN (8" dydz 4 d'dxdz = L dxdy)

— SN (d'E'dydz == & dxdz ~+ 8 dxdy) = o
Mais on-a X" =o (art.23) a cause que la surface extérieure du
ﬂtude est supposée I:bre, donc il 'ne restera que 'équation

SN(J‘E’dyc{z - I'dxds + I dwdly) BUAS;

‘Ainsi les deux équations reviennent ,exacteme:nt au méme,

57, Puisque ; relativement” aux variations dépendarites “du dépla~

cement du noyau, on peut regarder le fluide qui le recouvre, comme
¢l ne faisait qu’une masse solide avec lui; lorsque tous les points
du noyau seront aussi sollicités par des forces quelconques, il n’y
aura qua tenir compte de ces forces, comme de celles qui solli-
citent les parficules du fluide, et appliquer a I’Lthbre de la masse
composée du fluide et du solide, comme si elle ne formait qu'un
solide continu, les solutions données dans le chapitre IV de la
cinqui¢me section, | % A

S 4%
De Péquilibre des fluides z';v_zcémpressiéles contenus dans des vases,

58. 1’équation générale aux limites de Tarticle 27 doit se vérifier
pour tous les-points des paroxs du yvase dans lequel le fluide est

renfermé,
Mettons cette ¢quation sous la'forme

S Pa" A N )dy s
wle SA'Ly" — A'dy)dxdz
o= S = N E )dwdy == 05

et considérons d'abord les termes S(N"dz" — X% )dwdy, dans Tes-
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quels 2" et 42 sont les variations de Pordonnée z, en tant qu'elle
se rapporte aux deux points de la surface du fluide qui répondent
aux mémes coordonnées « et y.

Il est évident que les variations J'z tcndent a faire sortir les
particules: de la surface hors de' la masse fluide, et que les varia-
tions 4z, én les supposant toutes  deux: positives, tendent a faire
rentrer danscoetfe masse les particules de la surface opposée; de
sorte quen donnant & celle-ci le: signe négatif, les variations Szt
et —d'z’ tendront également a faire sortir hm‘s de la masse fluide
les particules de la surface; et la double mtesrale

S + AX— dz )dxc{y

representera la somme de toutes les quantités Aeduedy ' qui ré-
pondent A tous les points de la surface du fluide, et dans lesquelles
les variations d'z seront censées avoir la- méme tendance du dedans
de la masse fluide au dehors; ainsi, avec cette condition nous pou-
vons donner a cette intégrale cette forme plus simple SAdzdxdy.

De la méme maniére et avec les mémes conditions, on pourra
ramener les deux autres intégrales doubles S(A"dy"—X'Jy)dxdz et
S — N da')dydz, a la forme SAydxdz , SASxdydz.

Ainsi Péquation aux limites dont il s’agit pourra se metire sous
cette forme

SA zdxdy ~~ SAydwdz -~ S zdydx,
qu'on peut encore réduire, par I'analyse de Tarticle 35, a celle-ci :
SA(cosad'x == cos dy == cosyd'z)ds® = o,

dans laquelle «, £, 9 sont les angles que le plan tangent a la sur-
face, dans le point quirépond aux coordonnées x, y, z, fait avec
les trois plans des y, z, des x, z et des x, y. L'intégration de
cette équation devra s'étendre & toute la surface du fluide; et
les variations J'x, dy, dz seront censées toutes dirigées du dedans
de la masse fluide au dehors.
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59. Dans les points ou la surface est libre, les variations 'z,
dy, dz demeurant indéterminées, on ne peut satisfaire a I'équation
quen faisant A==0, ce qui donnera la-figure de cette surface,
comme nous Yavons vu-dans larticle 18.

Pour tous les autres points de la surface ol le fluide est contigu
aux parois da vase, si on'marque d’un trait les quantités qui s’y
yapportent, on aura, relativementa ces parois ,laméme équation
qu'on ‘a 'trouvée par rapport a la surface du noyau recouvert d’un
fluide - (art. 30). Ainsi toutes les conclusions qu’on a tirées de cette
équation , depuis Yarticle quon vient de citer jusqu’a la fin du-para-
graphe précédent, peuvent s'appliquer aux parois du vase dans le-
quel le fluide est renfermé, quelle que soit d’ailleurs sa figure, et
soit quil . demeure fixe, ou quil doive étre en équilibre, -par la pres-
sion du fluide et par Paction des forces étrangéres «qui le tirent: dans
des directions quelconques.
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HUITIEME SECTION.

De Péquilibre des fluides compressibles et élastiques.

1. S’OIENT,. comme dans larticle 10 de la section précédente,
X, ¥, Z les forces qui agissent sur chaque point de la masse
fluide, réduites aux directions des coordonnées x, y, z, et ten-
dantes & diminuer ces coordonnées; on aura d’abord S(Xd'x--¥dy
- Zd'z)dm pour la somme de leurs momens.

Dans les fluides ¢lastiques il y a de plus une force intérieure qu’on
nomme ¢lasticité ou ressort, et qui tend a les dilater, ou a aug-
menter leur volume. Soit donc e I'¢lasticité d’une particule quel-
conque dm; cette force tendant & augmenter le volume drdydz de
la méme particule, aura ou pourra dtre censée avoir pour moment
Ja quantité —ed'.(dwvdydz) par Particle g de la seconde section. Je
donne ici le signe — au moment de cette force, parce que celle-ci
tend a augmenter la variable dxdydz, tandis que les forces X,
Y, Z tendent a diminuer les variables x, y, z. Ainsi la somme
des momens provenans de I'élasticité de toute la masse fluide , sera
exprimée’ par —Sed\(dxdydz).

Donc la somme totale des momens des forces qui agissent sur le
fluide, sera

S(Xd% = Yy =+ ZJ'z) dm ~ Sed' (dxdydz);

et comme il n’y a ici aucune condition particuliere a remplir, on
aura Péquation géncrale de I'équilibre, en égalant simplement cette
somme a zero.

2. On aura donc pour Iéquilibre des fluides élastiques , une équa-
tion de la méme forme que celle que Yon a trouvée dans la sec-
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tion précédente (art. 10) pour Péquilibre des fluides incompressibles,
puisque dans  celle-ci &L = J(dxdydz) (art. 11), ce qui rend-le
terme SAJ\Z provenant de la condition de Pincompressibilité, enti¢-
rement semblable au terme Szd\(dxdy dz) dit aux momens des forces
¢lastiques.

1l ensuit de Ta que les formules trouvées pour Péquilibre  des
fluides incompressibles, s’appliquent immédiatement et sans au-
cune restriction a équilibre des fluides ¢lastiques, en y changeant
simplement  le coefficient A en —¢g, cClest-a-dire en Supposant
que la quantité A qui exprimait la pression dans les fluides incom-
pressibles , étant prise négativement, exprime la force d’élasticité de
chaque élément d’un fluide élastique.

3. Léslaticité ¢ dépend de la densité et de la température de
chaque particule du fluide, et on doit Ja regarder comme une fonc-
“tion connue de ces deux quantités ; mais la densité de chaque par-
ticule est inconnue parce qu’elle dépend du rapport de la‘masse dm
de la particule & son yvolume dxdydz; et le calcul différenticl ne
peut déterminer ce rapport, qui dépend du nombre de particules
élémentaires contenues dans Iélément différentiel dxdydz de la
masse fluide, .

On ne peut donc connaitre la valeur de Pélasticité qu'd poste-
riori , par le moyen des forces qui tiennent le fluide en, équilibre,
Ainsi il faudra déterminer la valeur de ¢ comme on a déterminé
celle de A dans Particle 19 de la section précédente.

4. En changeant A en —¢, OB aura par cet article les équations
dz . ds d:
=+ TIX=o0, Ej—f—rY:O’ E—]—-I’Z;:.o,

lesquelles donnent

de - T (Xdx - Ydy ~+Zdz) =0,
ct
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et par conséquent :

e = const. — ST(Xdx -~ Ydy + Zdz),

Ainsi la quantité T'(Xdw =~ ¥dy - Zdz) doit étre une différen-
tielle compléte pour Iéquilibre des fluides élastiques, comme pour
celui des fluides incompressibles.

De 1A on conclura-aussi, comme dans larticle a0 de la section
précédente, que lorsque la quantité Xdw~¥dy—-Zdz est elle-méme
une différenticlle compléte, la densité T devra étre uniforme daxis
chaque surface de miveau.

5. En désignant par 8 la chaleur qui a lieu dans chaque endroit
de la masse fluide, on suppose ordinairement pour lair ¢ propor-
tionnelle & TO, en faisant abstraction des autres causes, telles que les
vapeurs, Délectricité, etc., qui peuvent influer sur son élasticité

Substituons dans V'équation de~T(Xdx == Ydy~~Zdz) pour T
sa valeur —, elle deviendra

e +x¢:+ Ydy 4 Zds __

La chaleur étant produite par des causes locales, la quantité 4
sera une fonction donnée de x, y, z; et il faudra, pour que 'équa~
tion précédente puisse subsister, que la quantité

Xdx + Ydy + Zdz
: :

sbit une différentielle exacte.
‘.

6. Donc dans le cas de la nature ou Xdx = YVdy =~ Zdz = dIl
(art. 20, sect. précéd.), il faudra que 0 soit une fonction de I1; par
conséquent on aura di==o lorsque dll=o; d'ou il suit que la
chaleur doit étre constanle dans chaque surface de niveau a laquelle
la pesanteur est perpendiculaire; autrement il sera impossible que
Patmosphére puisse étre en équilibre. Ainsi il faudrait, pour queYaie

Méc:anal. Tome I, 28
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pit étre en repos, que la température fit égale sur toute la surface de
la terre, et quelle ne varidt, en s’élevant dans Patmosphére, que
d’une couche de niveau a lautre. '

n. A Pégard de Péquation aux limites pour Ja surface du fluide,
en employant la réduction de l'article 52 de la section précédente,
clle devient Sed\pds* = o, et sous cette formg elle est évidente par
elle-méme; car a la surface il 0’y a a considérer que la force d’élas-
ticité ¢ qui agit suivant la ligne p perpendiculaire a la méme sur-
face; et si le fluide est contenu dans un vase, les variations dp
sont nulles, et I'équation a lieu d’elle-méme; mais si une partie
de la surface était libre, il faudrait que Iélasticité ¢ y fit nulle; au-
trement le fluide n’étant pas contenu se dissiperait.

8. L’élasticité ¢, dans Patmosphere, est proportionnelle a Ia hau-
teur du barométre, que nous désignerons par 4. Soit Z la force
de la pesanteur; prenons l'ordonnée z perpendiculaire a la surface
de la terre et dirigée de bas en haut; 'équation de Iarticle 5 de viendra

dh Zdz
ik S—e=0,
Jaquelle donne par lintégration, en prenant A pour la hauteur du
_barométre lorsque z=o,

sz_fziz
m -I.—-—- _B 5

Yintégrale étant supposée- commencer au point ou z==o.

On voit par la que le logarithme du rapport des hauteurs du baro~
meétre ne donne rigoureusement qu’une quantité proportionnelle i la
-
valeur de Vintégrale f _Zsﬁ comprise entre Jes hauteurs des deux
stations; et que pour en déduire la différence de hauteur des st.ations,

il faut supposer connue la loi de la chaleur § en fonction de z.

g. On sait que la pesanteur décroit en raison inverse du carré
de la distance au centre de la terre. Donc prenant » pour le rayon
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de la terre, et supposant que z soient les hauteurs verticales au-

dessus de la surface de la terre, ona Z= ( ),, g ¢étant la
gravité a la surface de la terre; et de la Zdz=g —F; ( ) —— =gdx,
L dx
en faisant ¥ — —— de sorte qu on aura ml. —).- =g f -, etla
1 +—'

difficulté se réduit a avoir 6 en fonction de x.

10. En supposant 0 ‘constante, et faisant, pour abréger,%& =K,
on trouvera '

H‘ .
x=Klp=K(.H—ILE),

et 'on aura la valeur de z par la formule z&=——,

Y —

-
Si on néglige le terme ‘;, qui est toujours insensible pour les

hauteurs z qu'i ne sont pas trés-grandes, on a simplement z=—=u,
ce qui donne la régle ordinaire pour la mesure des hauteurs par le
barometre.

Le coefficient X doit étre déterminé par T'observation. M. Delue
avait trouvé,- pour la température uniforme de 16°3 du thermo-
metre de Réaumur, ce coefficient ==10000, en prenant les loga-
rithmes des tables et les hauteurs en toises. Pour les autres tem-
pératures, il laugmentait ou le diminuait de sa 215" partie, pour
chaque degré au-dessus ou au-dessous de 16°%, et pour les tem-
pératures variables d'une station a lautre, il se contentait de
prendre la moyenne arithmétique entre les températures des deux
stations. Depuis on a perfectionné cette régle par des données plus
exactes, et par de nouvelles corrections appliquées au coefficient X,

11. Au reste, en prenant, pour la température yniforme,lamoyenne
arithmétique entre Jes températures extrémes de la colonne diair,
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-on suppose que la chaleur diminue en progression arithmétique;
Pour voir ce que cette hypothese donne, on fera 6 =0(1 — nz),
ou plutét § =©O(1 — nx), pour simplifier les calculs, © étant la
température lorsque x==o. Substituant cette valeur dans  la for-

d - r $ - - r
mule Tx, intégrant, et remettant ensuile pour n sa valeur tirce
de P'équation précédente, on aura

s z@_za T4t . TH+Tt+e
et k( Al -} -_—-etc.),

g5 3k®

en faisant ® = k-7, 8=~%k--¢, et prenant % pour une tempé-
rature fixe, et 7', ¢ pour les degrés du thermometre au-dessus de

cette température.
La formule de Particle g donnera ainsi, en faisant ™ 5 _..K et

ne poussant Fapproximation que jusquaux secondes dimensions
de. T et 2, s
T+t (T—0° H
x_..K(1+ — )z.-f;

T.es deux premiers termes répondent 4 la régle de Deluc, et le
troisiéme sera presque toujours insensible. :
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SECONDE PARTIE.

LA DYNAMIQUE.

3 PREMIERE SECTION.
Sur les différens principes de la Dynamigue.

|
LA.Dynamique est la science des forces accélératrices ou'retar-
datrices, et des mouvemens variés qu'elles doivent produire. Cette
science est due entiérement aux modernes, et Galilée est celui qui
en a jeté les premiers fondemens. Avant lui on navait considéré
Jes forces qui agissent sur les corps que dans T'état d’équilibre; et
quoiqwon ne pit attribuer Taccélération des corps: pesans, et le
mouvement curviligne des projectiles’ qu'a Taction constante de la
gravité, personne m'avait encore réussi & déterminer les lois de ces
phénomenes journaliers, ‘dapres une cause si simple. Galilée a fait
Je premier. ce pas important, et a ouvert par la une carri¢re nou-
velle et immense a Pavancement de la Mécanique. Cette découverte
est exposée et développée dans Pouvrage intitulé : Discorsi e dimos-
trazioni matematiche intorno-a due nuove scienze , lequel parut pour
la premiére fois a Leyde, en 1638. Elle ne procura pas a Galilée,
de son vivant, autant de célébrité que celles quil avait faites dans
le ciel ; mais elle fait aujourd’hui la partie la plus solide et la plus
réelle de la gloire de ce grand homme:.. '
Les découvertes des satellites de Jupiter, des phases de Vénus
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des taches du Soleil, etc. ne demandaient que des télescopes et de
Passiduité ; mais il fallait un génie extraordinaire pour déméler les
lois de la nature dans des phénoménes que I'on avait toujours eus
sous les yeux, mais dont lexplication avait néanmoins toujours
échappé aux recherches des philosophes.

Huyghens, qui parait avoir été destiné a per fectlonner et com-
pléter la plupart des découvertes de Galilée, ajouta a la théorie de
Paccélération des graves celles du mouvement des pendules et des
forces centrifuges, et prépara ainsi la route a la grande découverte
de la gravitation universelle. La Mécanique devint une science nou-
velle entre les mains de Newton , et ses Principes Mathématiques ,
qui parurent pour la premiére fois en 1687, furent 'époque de cette
revolution.

Enfin Vinvention du calull 1nﬁn1t(:51mal mit Ies géomélres en état
de réduire a des équations analytiques les lois du mouvement des
corps; et la recherche des forces et des mouvemens qui en résultent,
est devenue depuis le principal objet de leurs travaux.

. Je me suis proposé ici de leur offtir un nouveau moyen de fa-
ciliter cette recherche ; mais auparavant il ne sera pas inutile d’ex-
poser les principes qui servent de fondement a la Dynamique, et
de présenter la suite et la gradation des idées qui ont le plus con-
tribué & étendre et a perfectionner cefte science.

1. La théorie des mouvemens variés et des forces accélératrices
qui les produisent, est fondée sur ces lois générales: que tout mou-
vement imprimé a un corps, est par sa nature uniforme et recti-
ligne, et que différens mouvemens imprimés a-la-fois ou successi-
vement & un méme corps; se composent de maniére que le corps
se trouve a chaque instant dans le méme point de lespace ol il
devrait se trouver en effet par la combinaison de cgs mouvemens,
g'ils existaient chacun réellement et séparément dans le corps. Cest
dans ces deux lois que consistent les principes connus de la force
d'inertie et du mouvement composé. Galilée a appercu le premier
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ces deux principes, et en a déduit les lois du mouvement des
projectiles, en composant le mouvement oblique, effet de Pimpul-
sion communiquée au corps, avec sa chute perpendiculaire due &
’action de la gravité.

A Dégard des lois de Paccélération des graves, elles se déduisent
naturellement  de la: considération de Taction constante et uniforme
de la grawte, en vertu de laquelle les corps recevant dans des
instans égaux des degrés égaux de vitesse suivant la méme direc-
tion, la vitesse totale acquise au bout d’'un temps quelconque, doit
étre proportionnelle a ce temps; et il est clair que ce rapport
constant des vitesses au temps, doit étre lui-méme  proportionnel &
intensité de la force que la gravilé exepee pour mouvoir le corps;
de sorte que dans le mouvement sur des plans inclinés, ce rapport
ne doit pas étre proportionnel a la force absolue de la gravité,
comme dans le mouvement vertical, mais a sa force relative,
laquelle dépend de Pinclinaison du plan, et se détermine par les
régles de la Stalique; ce qui fournit un moyen facile de comparer
entre eux les mouvemens des corps qui descendent sur des plans
différemment inclinés.

Cependant il ne parait pas que Gahlee ait découvert de cette
maniére les lois de la chute des corps pesans. Il a commencé ,
au contraire, par supposer la notion d’un mouyvement uniformément
accéléré, dans lequel les vitesses croissent comme les temps; il en
a déduit géométriquement les principales propriéiés de cette es-
péce de mouvement, et surtout la loi de P'accroissement des espaces
en raison des carrés des lemps; ensuite il s'est assuré par des
expériences , que cetle loi alieu effectivement dans le:mouvement des
corps qui tombent verticalement ou sur des plans quelconques incli-
nés. Mais pour pouvoir comparer entre eux les mouvemens sur diffé-
vens plans inclinds, il a été obligé d’abord d'admetire ce principe pré-
caire’, que les vitesses acquises en descendant de hauteurs verticales
égales; sont aussi toujours égales; et ce n’est que peu avantsamort, et
aprés la publication de ses Dialogues, quil a trouvé la démonstra-
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tion de ce principe, par la considération de Taction relative de la
gravité sur les plans inclinés, démonstration qui a été ensuite insé-
rée dans les autres éditions de cet. Ouvrage.-

2. Le rapport constant qui dans les mouvemens uniformément
accélérés, doit subsister entre les vitesses et les temps; ou entre
les espaces et les carrés des temps, peut donc étre pris pour la
mesure de la force accélératrice qui agit continuellement sur le mo-
bile; parce qu'en effet cette force ne peut étre estimée que par
“Teffet quelle produit dans le corps, et qui consiste dans les vitesses
engendrées, ou dans les espaces parcourus dans des temps donnés.

‘Ainsi il suffit, pour cetté’estimation des forces, de considérer le
mouvement produit dans un temps “quelconque, fini ou infiniment
petit ; pourvu que la'force soit regardée comme constante pendant
ce temps; par conséquent, quel que soit le mouvement du corps
et la'loi de son accélération, comme par la nature du calcul diffé-
rentiel; on ' peut regarder ‘comme constante, pendant 'un temps
infiniment petit, Paction de toute force accélératrice, on pourra tou-
jours déterminer la valeur de la force qui agit sur le corps & chaque
* instant, en comparant la vitesse engendrée dans cet instant avec la
durée du ‘méme instant, ou Pespace quelle fait parcourir pendant
le mémeinstant avec le carré de la ‘durée de cet instant; et il n’est
pas méme nécessaire que cet espace ait été réellement parcouru par
le corps, il suffit qu'il puisse étre censé avoir été parcouru par un
mouvement composé, puisque Peffet de la force est le méme dans 'un
et dans Tautre cas, par les principes du mouvement exposés plus haut.

Cest ainsi qu'Huyghens a trouvé que les forces centrifuges des
corps mus dans des cercles avec des vitesses constantes, sont
comme les carrés des vitesses divisés par les rayons des cercles,
et qu’il a pu comparer ces forces avec la force de la pesanteur a la
surface de la terre, comme on le voit par les démonstrations’ qu’il
a laissées de ses théorémes sur la force centrifuge publiés en 1673
a la fin du Traité intulé Forologium oscillatorium,

En
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En combinant cette théorie des forces centrifuges avec celle des
développées, dont Huyghens est aussi Pauteur, et qui réduit & des
arcs de cercle chaque portion infiniment petite d’une courbe quel-
conque, il lui était facile de I'étendre & toutes les courbes. Mais il
était réservé a Newton de faire ce nouveau pas et de compléter la
science des mouyemens vari¢s et des forces accélératrices qui peuvent
les engendrer. Cette science ne consiste maintenant quedans quelques
formules différentielles treés-simples; mais Newton a constamment
fait usage de la méthode géométrique simplifiée par la considération
des premidres et derniéres raisons, et s’il s'est quelquefois servi du
calcul analytique, c’est uniquement la méthode des séries quiil
a employée, laquelle doit étre distinguée de la méthode différen-
tielle, quoiqu’il soit facile de les rapprocher et de les rappeler & un
méme principe. |

Les géométres qui ont traité, apres Newton, la théorie des forces
accélératrices, se sont presque tous contentés de généraliser ses
théorémes, et de les traduire en expressions différentielles. De la les
différentes formules des forces centrales qu’on trouve dans plusicurs
ouvrages de,Mécanique, mais dont on ne fait plus .guére usage,
parce quelles ne s’appliquent quaux courbes qu'on suppose dé-
crites en vertu d’'une force unique tendante vers un centre, et qu'on
a maintenant des formules générales pour déterminer les mouye-
mens produits par des forces quelconques, -

3. Si on congoit que le mouvement d’un corps et les forces qui
le sollicitent soient décomposées suivant trois lignes droites perpen-
diculaires entre elles, on pourra considérer séparément les mouve-
mens et les forces relatives &' chacune de ces trois directions. Car
a cause de la perpendicularité des directions, il est visible que cha-
cun de ces mouvemens partiels peut étre regardé comme indépen-
dant des deux autres, et quil ne peut recevoir d’altération que de
fa part de la force qui agit dans la direction de ce mouvement;
d'ou 'on peut conclure que ces trois mouvemens doivent suivre,

Méc. anal, Tome I, 29
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chacun en particulier, les lois des mouvemens rectilignes accélérés
ou retardés par des forces données. Or dans le mouvement recti~
ligne, l'effet de la force accélératrice ne consistant quwa altérer la
vitesse du corps, cette force doit étre mesurée par le rapport entre
accroissement ou le décroissement de la vitesse pendant un ins-
tant quelconque, et la durée de cet instant, c'est-a-dire, par la
différentielle de la vitesse divisée par celle du temps; et comme la
vitesse elle-méme est exprimée dans les mouvemens variés, par la
différentielle de Pespace, divisée par celle du temps, il s’ensuit que: -
la force dont il agit sera mesurée par la différentielle seconde de
Pespace, divisée par le carré de la différentielle premiére du temps
supposée constante, Donc aussi la différentielle seconde de l'espace
que le corps parcourt ou est censé pareourir suivant chacune des
trois directions perpendiculaires , divisée par le carré de la diffé-
rentielle constante du temps, exprimera la force accélératrice dont
le corps doit étre animé suivant cette méme direction, et devra par
conséquent étre €galée a la force actuelle qui est supposée agir dans
cette direction. C’est ce qui constitue le principe si connu des forces
accélératrices. ' &

1l w’est pas nécessaire que les trois directions auxquelles on rap-
porte le mouvement instantané du corps soient absolument fixes ,
il suffit quelles le soient pendant Ja durée d’un instant., Ainsi dans
les monvemens en ligne courbe, on peut prendre a chaque instant
ces directions, 'une dans la tangente, et les deux autres dans les
perpendiculaires a la courbe. Alors la force aceclératrice qui agit -
suivant la tangente, et qu'on nomme force tangentielle, sera toule
employée a altérer la vitesse absolue du corps, et sera exprimdée
par Pélément de cette vitesse divisée par I'élément du temps.

Les forces normales, au contraire, ne feront que changer la di-
rection du corps, et dépendront de la courbure de la ligne qu'il d¢-
crit. En réduisant les forces normales a une ceule, cette force
composée doit se trouver dans le plan de la courbure, et étre ex=
primge par le carré de la vitesse divisé par le rayon osculateur,
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puisque a chaque instant le corps peut etre regardé comme mu dans
le cercle osculateur.

Clest ainsi qu'on a trouvé les formules connues des forces tan-
gentielles et des forces normales, dont on sest servi long-temps
pour résoudre les problemes sur le mouvement des corps animés
par des forces données. La Mécanique d’Euler,. quia paru en 1736,
et quon doit regarder comme le premier grand ouvrage ouI'Analyse
ait été appliquée a la science du mouvement, est encore toute fon-
dée sur ces formules; mais on les a presque abandonnées depuis,
parce quon a trouvé une maniére plus simple d’exprimer Deffet
des forces accélératrices sur le mouvement des corps.

Elle consiste a rapporter le mouyement du corps, et les forces
qui le sollicitent, & des directions fixes dans I'espace. Alers en em-
ployant pour déterminer le lieu du corps dans Pespace, trois coor-
‘données rectangles qui aient ces mémes directions, les variations
.~ de ces coordonnées représenteront évidemment les espaces parcou-
rus par le corps suivant les directions de ces coordonnées; par
conséquent leurs différentielles secondes, divisées par le carré de la
différenticlle constante du temps, exprimeront les forces accéléra-
trices qui doivent agir suivant ces mémes coordonnées; ainsi en
égalant ces expressions a celles des forces données par la nature du
probléme, on aura trois équations semblables qui serviront a dé-
terminer toutes les circonstances du mouvement. Cette ‘maniére
d’établir les équations du mouvement d’'un corps animé par des
forces quelconques , en le réduisant & des mouvemens rectilignes,
est, par sa simplicité, préférable a toutes les autres; elle aurait di
se presenter d’abord, mais il parait que Maclaurin est le premier qui
Pait employée dans son Traité des Fluxions , qui a paru en anglais
en 1742 ; elle est maintenant universellement adoptée.

4. Par les principes qui viennent d’étre exposés, on peut donc
déterminer les lois du mouvement d’un corps libre, sollicité par
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des forces quelconques, pourvu que le corps soit regardé comme

un point.
On peut aussi appliquer ces principes a la recherche du mouve-

ment de plusieurs corps qui exercent les uns sur les autres une
attraction mutuelle, suivant une loi qui soit comme une fonction
connue des distances; enfin il n’est pas difficile de les étendre aux
mouvemens dans des milieux résistans , ainsi qua ceux qui se font
sur des surfaces courbes données ; car la résistance du milieu n’est
autre - chose qu’une force qui agit dans une direction opposée a celle
du mobile; et lorsqu’un corps est forcé de se mouvoir sur une
surface donnée, il y a nécessairement une force perpendiculaire a
la surface qui 'y retient, et dont la valeur inconnue peut se d¢-
terminer d’aprés les conditions qui résultent de la nature de la
méme surface. _

Mais si on cherche le mouvement de plusieurs corps qui agissent
les uns sur les autres par impulsion ou par pression, soit immédia-
tement comme dans le choc ordinaire, ou par le moyen de fils ou
de leviers inflexibles auxquels ils soient attachés, ou en général
-par quelquautre moyen que ce soit, alors la question est dun
ordre plus élevé, et les principes précédens sont insuffisans pour la
résoudre. Car ici les forces qui agissent sur les corps sont incon-
nues, et il faut déduire ces forces de I'action que les corps doivent.
exercer entre eux, suivant leur disposition mutuelle. Il est donc
nécessaire d’avoir recours a un nouveau principe qui serve a dé-
terminer la force des corps en mouvement, eu égard a leur masse
et a leur vitesse.

5. Ce principe consiste en ce que, pour imprimef & une masse
donnée une certaine vitesse suivant une direction quelconque, soit
que cette masse soit en repos ou en mouvement, il faut une force
dont la valeur soit proportionnelle au produit de la masse par la
vitesse, et dont la direction soit la méme que celle de cette vitesse.
Ce produit de la masse d'un corps multipliée par sa vitesse, s’ap-
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pelle communément la guantité de mouvement de ce corps, parce
qu'en effet c’est la somme des mouvemens de toutes les parties ma-
térielles du corps. Ainsi les forces se mesurent par les quantités
de mouvement qu’elles sont capables de produire, et réciproque-
ment la quantité de mouvement d’un corps est la mesure de la
force que le corps est capable d’exercer contre un obstacle, et qui
s'appelle la percussion. D'ou il s’ensuit que si deux corps non élas-
tiques viennent & se choquer directement en sens contraire avec
des quantités de mouvement égales, leurs forces doivent se contre-
balancer et se détruire, par conséquent les corps doivent s’arréter
et demeurer en repos. Mais si le choc se faisait par le moyen d’un
levier, il faudrait pour la destruction du mouvement des corps,
que leurs forces suivissent la loi connue de I'équilibre du levier.

1l parait que Descartes a appercu le premier le principe que nous
venons d’exposer, mais il s’est trompé dans son application au
choc des corps, pour avoir cru que la méme quantité de mouve-
ment absolu devait toujours se conserver.

Wallis est proprement le premier qui ait eu une idée nette de ¢e
principe, et qui s’en soit servi avec succés pour découvrir les lois
de la communication du mouvement dans' le choc des corps durs
ou ¢lastiques, comme on le voit dans les Transactions Philosophiques
de 1669 , et dans la troisitme partie de son Traité de ﬂ[otu im-
primé en 1671.

De méme que le produit de la masse et de la vitesse exprime
la force finie d’un corps en mouvement, ainsi le produit de la masse
etde la force accélératrice que nous avons vu étre représentée par
Pélément de la vitesse divisé par I'élément du temps, exprimera la
force élémentaire ou naissante; et celte quantité, si on la considére
comme la mesure de leffort que le corps peut faire en vertu de
la vitesse élémentaire qu’il a prise, ou qu’il tend a prendre, cons-
titue ce qu'on nomme pression; mais si on la regarde comme la
mesure de la force ou puissance nécessaire pour imprimer cette
méme vitesse, elle est alors ce quon nomme force motrice. Ainsi
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des pressions, ou des forces motrices, se détruiront ou se feront
équilibre si elles sont égales et directement opposées; ou si étant
appliquées a une machine quelconque, elles suivent les lois de 1'é-
qwhbre de cette machine.

6. Lorsque des” corps sont joints ensemble, de maniére qu’ils ne
puissent obéir librement aux impulsions reques, et aux forces ac-
célératrices dont ils sont animés, ces corps exercent nécessairement
les uns sur les autres des pressions continuelles qui altérent leurs
ouvemens, et en rendent la détermination difficile.

Le premier probléme et le plus simple de ce genre dont les
géometres se soient occupés, est celui du centre d’oscillation. Ce
probléme ‘a été fameux au commencement du siécle dernier et
méme dés le milieu du précédent, par les efforts et les tentatives
que les plus grands géomeétres ont faits pour en venir a bout; et
comme c’est principalement & ces tentatives qu'on doit les progrés
immenses que la Dynamique a faits depuis, je crois devoir en don-
ner ici une histoire succincte, pour monirer par quels degrés cette
science s’est ¢levée a la perfection ouelle parait étre parvenue dans
ces derniers temps.

Les Lettres de Descartes offrent les premiéres traces des re-
cherches sur le centre d'oscillation. On y voit que Mersenne avait
proposé aux géometres de déterminer la grandeur que doit avoir
un corps de figure quelconque, pour qu’étant suspendu par un point,
il fasse ses oscillations dans le méme temps qu’un fil de longueur
donnée , et chargé d’'un seul poids a son extrémité. Descartes ob-
-serve que cette question a quelque rapport avec celle du centre de
gravité, et que de méme que dans un corps pesant qui tombe libre-
ment, il y a un centre de gravité autour duquel les efforts de la
pesanteur de toutes les parties du corps se font équilibre, ensorte
que ce centre descend de la méme maniére que si le reste du corps
était anéanti, ou qu’il fiitt concentré dans le méme centre; ainsi
dans les corps pesans qui tournent autour d’'un axe fixe, il doit y
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avoir un centre ; quiil appelle centre d’agitation, autour duquel les
forces d’agitation de toutes les parties du corps se contrebalancent,
de maniére que ce centre €tant libre de laction de ces forces,
puisse étre mu comme il le serait si les autres parties du corps
étaient ancanties, ou concentrées dans ce méme centre ; que par
conséquent tous les corps dans' lesquels ce centre sera également
¢loigné de P'axe de rotation, feront leur vibration dans le méme
temps. i

D’aprés cette notion du centre d’agitation, Descartes donne une
méthode générale de le déterminer dans les corps de figure quel-
conque; cette méthode consiste a chercher le centre de gravité des
forces d’agitation de toutes les parties du corps, en estimant ces
forces par les produits des masses multipliées par les vitesses qui
sont ici proportionnelles aux distances de l'axe derotation, et en
supposant que les parties du corps soient projetées sur le plan qui
passe par son centre de gravité et par 'axe de rotation, de manicre
quelles conservent leurs distances a cet axe.

Cette solution de Descartes deyint un sujet de contestation entre
lui et Roberval. Celui-ci prétendait qu’elle n'était bonne que lorsque
toutes les parties du corps sont réellement ou peuvent étre censées
placées dans un méme plan passant par Vaxe de rotation, que dans
tous les autres cas il ne fallait considérer que les mouvemens per-
pendiculaires au plan passant par l'axe de rotation et par le centre
de gravité du corps, et qu'on devait rapporter chaque particule
au point ou ce plan est rencontré par la direction du mouvement
de cette particule, direction qui est toujours perpendiculaire au
plan men¢€ par: cette particule et' par I'axe de rotation. Mais il est
facile de! prouver que, par rapport a I'axe de rotation, les momens
des forces estimées de cette maniére sont toujours égaux a ceux
des forces:estimeées suivant la méthode de Descartes.

Roberyal’ prétendit, avec plus de fondement, que Descartes
n’avajt cherché quelei centre de ‘percussion, autour duquel
les ‘choes ‘o les momens: de percussion sont égaux, et que
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pour trouver le vrai centre d’escillation d’un pendule pesant, il
fallait aussi avoir égard a Iaction de la gravité, en vertu de laquelle
“le pendule se meut. Mais cette recherche étant supérieure a la
Mécanique de ces temps-la, les géométres continuérent a supposer
tacitement que le centre de percussion était le méme que celui
d’oscillation, et Huyghens fut le premier qui envisagea ce dernier
centre sous son vrai point de vue; aussi crut-il devoir regarder ce
probléme comme enticrement neuf, et ne pouvant le résoudre par
les lois connues du mouvement, il inventa un principe nouveau,
mais indirect, lequel est devenu celcbre depuis, sous le nom da
conservation des forces vives.

7. Un fil considéré comme une ligne inflexible, sans pesanteur
et sans.masse , étant attaché par un bout & un point fixe, et chargé
a laatre bout d’un petit poids quon puisse regarder comme ré-
duit & un point, forme ce qu'on appelle un pendule simple ; et la
loi des vibrations de ce pendule dépend uniquement de sa longueur,
cest-a-dire, de la distance entre le poids et le point de suspension.
Mais si a ce fil on attache encore un ou plusieurs poids & diffé-
rentes distances du point de suspension, on aura alors un pendule
‘composé, dont le mouvement devra tenir une espéce de milieu
entre ceux des différens pendules simples que I'on aurait, si' cha-
cun de ces poids était suspendu seul au fil. Car la force de la ‘gra-
vité tendant d’un coté a faire descendre tous les poids également
dans le méme temps, et de Fautre Pinflexibilité du fil les econtrai-
gnant a décrire dans ce méme temps des arcs inégaux et propor-
tionnels a leur distance du point de suspensian, il doit se faire
entre ces poids une espece de compensation et de répartition de
leurs mouvemens, ensorte que’ les poids qui sont les plus proches
du point de suspension, hateront les vibrations des plus éloignés ,
et ceux-ci, au contraire, retarderont les vibrations des premiers.
Ainsi il y aura dans le fil un point ou un corps étant placé, son
mouvement ne serait niaceéléré, ni retardé par les autres poids,

mais
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mais serait le méme que 'l était seul suspendu au fil., Ce point sera
done le vrai centre d'oscillation du® pendule composé, et un. tel
centre doit se trouver aussi dans tout corps solide de quelque ﬁcure
que ce soit, qui oscille autour d’'un axe horizontal, | _ i

IIuyghens vit qu'on ne pouvait déterminer ce centre d’une ma-
nicre rigoureuse, sans connaitre la loi suivant laquelle les difiérens
poids du pendule ‘composé  altérent mutuellement les mouyemens
que la gravité tend & leur imprimer a chaque instant; mais| au lieu
de chercher .a déduire cette loi des principes fondamentaux: de:la
Mécanique, il se contenta d’y suppléer: par un principe:indirect;
lequel consiste a supposer que si plusieurs poids attachés, i comme
Pon voudra, & un pendule, descendent par la seule action de la gras
vité, et que dans un instant quelconqueils soient délachés et sé-
parés les uns des autres, chacun deux, en vertu de la vitesse
acquise’ pendant sa chute, pourra remonter a une telle hauteur ,
que le , centre commun, de grayité. se trouvera remonté &, la
méme hauteur d'ou il était, descendu. A la vérité Huyghens ‘n’éta«
blit pas ce _'principé immédidtement,;xnais il le déduit de deux hy-
pothéses quil croit devoir étre admises comme des demandes de;
Mécanique ; Pune, cest que le -centre:de gravité d’un systéme; de
corps pesans ne peut jamais remonter a - une hauteur-plus grande.
que celle d’ou il est tomb¢, quelque changement quion fasse;a la
disposition mutuelle des corps, parce quautrement le mouvement
perpétuel neserait plus impossible; 'autre, c’est qu un pendule com-
posé peut toujours remonter de lui-méme a la méme hauteur- d'ou
il est descendu librement, Au reshe,. Huyghenq remarque que le.
méme principe a lieu: dans, le mou,vement desoorps pesails | liés.
ensemble d’une maniére quelconque ,. comme aussi dans le mouve-.
ment des fluides, | | :

On ne saurait deviner ce qui a, donné a cet auteur l’ldce d’un,
tel principe; mais on peut conjecwrcr quil y , a, été. conduit par le.
théoréme que Galilée 'avait démontré sur la chute des corps pesans,
Jesquels, soit qu'ils descendent verticalement ou sur des plans in-

Mec. anal. Tome 1. : J0
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clinés, acquiérent toujours des vitesses capables deles faire remonter
aux mémes hautears d’ou ils Staient tombés. Ce théoréme généralisé
et appliqué an centre de gravité d’un’systéme de corps pesans, donne
le principe d’Huyghens. '

Quoi quil en soit, ce principe fournit une équation entre la hau-
teur verticale, d’otu. le centre de gravité du systéme est descendu
dansi un ‘temps_quelconque; et les  différentes hauteurs verticales
auxquelles les' corps qui composent le systéme pourraient  Temon-
tér avec leurs vitesses acquises, et quipar les théorémes de Galilée
sont:domme les carrés de ces vitesses. Or dans un pendule qui os-
cille autour d’un axe horizontal, les vitesses des différens points
sont proportionnelles-a leurs distances de Taxe; ainsi .on peut ré-
duire Déquation & deux seules inconnues, dontl'une soit la descente
du-centre de gravité du pendule dans un temps quelconque, et dont
Pautre 86it'la hauteur & laquelle uni point donn¢ de ce pendule pour-
rait remonter par’ sa- vitesse acquise. Mais ' la’descente du centre de
gravité “détermine’ ‘¢colle dé tout autre point du pendule;' done on
aura une équation entre la hauteur d’oi un point quelconque du
pendule est descendu, et celle ‘a laquelle il pourrait remonter Par
sa' vitesse, due a cette chute. Dans le centre d'oscillation, ces
deux hautéurs' deivent étre égales, parce que les corps libres peuvent
toujours temotiter & la méme hauteur d’ot ils sont tombés; et Péqua-
tion fuit ‘voir ‘que ‘cette égalité ne peut avoir lieu que dans un point
de' la ligne' perpendiculaire ‘a Paxe 'de rotation), et passant par le
centre’ de/ gravité' du pendule, lequel soit éloigné de cet axe de la
quantité qui provient en multipliant tous les poids qui composent le
pendale;” parés’ carrés de lears' distances a Paxe, et divisant la
somme de €és produits par la masse du pendule multipliée par la
distance de son centre de gravité au méme axe. Cette quantité ex-
primera donc la longueur dun pendule simiple, dont le mouyement
serait égal %' celui’ du penditlé composé. '

Cette théorie d'Huyghens ‘est exposée dans I'Horologium oscilli-
torium , ¢t elle y est accompagnée d’un grand nombre de savantes
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applications. Elle n’aurait rien laissé a desirer, si elle wavait pas €té
appuyée sur un principe précaire; et il restait toujours a démontrer,
~ ce principe pour la mettre hors de toute attéinte. .

En 1681 parurent, dans le Journal des Savans de Paris, quelques-
mauvaises objections contre cette théorie, auxquelles Huyghens ne
répondit que d’une maniére vague et peu satisfaisante. Mais cette
contestation ayant excité l'attention de Jacques Bernoulli, lui donna
occasion d’examiner a fond la théorie de Huyghens, et de .chercher
a la rappeler aux premiers principes de Ja Dynamique. I1-ne consi-
dere d’abord que deux poids égaux attachés a une ligne, inflexible
et droite, et il remarque que la vitesse que le premier  poids,
celui qui est le plus prés du point de suspension, acquiert en
décrivant un arc quelconque, doit étre moindre que celle qu'il aurait
acquise en décrivant librement le méme arc; et qu'en méme temps
la vitesse acquise par l'autre poids, doit étre plus grande que celle
qu'il aurait acquise en parcourant le méme arc librement. La vi-
tesse perdue par le premier poids s’ést donc communiquée au
second, ct comme cette! communication se fait par le moyen d’un
levier mobile autour d’un point fixe, elle doit suivre la loi de I'équi-
libre des puissances appliquées a ce levier ; de mani¢re que la perte
de vitesse du premier poids soit au gain de vitesse du second, dans
la raison réciproque des bras de levier, c’est-a-dire, des distances
au point de suspension. De la et de ce que les vitesses réelles des
deux poids doivent étre elless-mémes dans la raison directe de ces
distances, on détermine facilement ces vitesses, et par cons¢quent
le mouvement du pendule.

- 8. Tel est le premier pas qui ait été fait vers la solution directe
de ce fameux probléme. L’idée de rapporter au levier les forces
résultantes des vitesses gagnées ou perdues par les poids, est trés-
fine, ¢t donne la clef de la vraie théorie; mais Jacques Bernoulli
s'est trompé, en considérant les vitesses acquises pendant un temps
quelconque fini, au lieu quil n’aurait dit considérer que les vitesses
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diémentaires acquises pendant un instant, et les comparer avec
cellés que la- gravité ‘tend & imprimer pendant le méme ins-
tant. Cest ce que THopital a fait depuis, dans un Ecrit inséré
dans!le Journal “de ‘Rotterdam , de 169o. Il suppose deux ' poids
quelconques attachés au fil inflexible qui fait le pendule composé, et
il établit Péquilibre entre les ‘quantités de mouvement perdues et
gagnées par ces poids dans' un ‘instant quelconque, c'est-a-dire,
antreles différences des quantités de mouvement que les poids ac-
quidrent réellenient dans cetinstant, et celles que la gravité tend
2/ Teur ! imprimer. 11 détermine par ce moyen le rapport de Paccé-
lération 'instantande 'de chaque poids a celle que la gravité seule
tendiA lai donnery, et il trouve le centre d’oscillation en cherchant
lespointdu péhd'ule' pour lequel ces deux accélérationsseraient égalds.
1l étend -ensuite sa théorie & un plus grand nombre de poids; mais
il regarde pour cela les premiers comme réunis successivement dans
leur centre d’oscillation, ce qui n’est plus si direct, ni ne peut
étre admis sans démonstration.

Cette analyse fit revenir Jacques Bernoulli sur la sienne , et donna
enfin lien ala premiére solution directe et rigoureuse du probleme
des centres d’oscillation , solution qui mérite d’autant plus Pattention
des géométres, quelle contient le germe de ce principe de Dyna-
mique, qui est devenu si fécond entre les mains de d’Alembert.

L’auteur considére ensemble les mouvemens que la gravitéimprime
Zchaque instant aux corps qui composent le pendule, et eomme ces
corps, a cause de leur liaison, ne peuvent les suivre, il congoit les
mouvemens qu’ils doivent prendre, comme comp'osés des mouve-
mens imprimés et d’autres mouvemens ajoutés ou retranchés qui
doivent s¢ contre-balancér, et en ‘vertu desquels le pendule doit
demeurer en équilibre. Le probléme se trouve ainsi ramené aux
principes de la Statique, et ne demande plus que le secours de
V'analyse. Jacques Bernoulli trouva par ce moyen des formules: gé-
nérales pour les centres doscillation dés corps de figure quelconque,
en fit voir accord avec le principe de Huyghens, et démontra liden-
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tité des centres doscillation et de percussion. Celte solution avait été
ébauchée des 1691, dans les Actes de Leipsic; mais elle n’a été donnée

@’une maniére compléte qu'en 1703, dans les Mémoires de I'Acadé-
mie des Sciences de Paris.

9. Pour ne rien laisser a desirer sur cette histoire du probléme
du centre d'oscillation, je devrais rendre compte de la solu-
tion que Jean Bernoulli en a donnée ensuite dans les mémes Mgé-
moires , et qui, ayant ¢té donnée aussi a peu prés en méme temps
par Taylor, dans Youvrage intitulé : Methodus incrementorum, a
¢té Toccasion d’une vive dispute entre ces deux géoméltres ; mais
quelque ingénicuse que soit lidée sur laquelle est fondde celte
nouvelle solution, et qui consiste a réduire tout d’un coup le pen-
dule composé en pendule simple, en substituant a ses différens
poids, - d’autres poids réunis dans un seul point, avec des masses
et des pesanteurs fictives, telles quelles produisent les mémes ac~
célérations angulaires®et les mémes momens, par rapport a l'axe de
rotation , et que la pesanteur totale des poids réunis soit égale a
leur pesanteur naturelle, on doit néanmoins avouer que cette idée
w'est ni si naturelle, ni si lumineuse que celle de Péquilibre entre
les quantit¢s de mouvement, acquises et perdues.

On trouve encore dans la Phoromonia &’ Herman, publiée en 1 716,
une nouvelle mani¢re de résoudre le méme probléme, et qui est
fondée sur cet autre principe, que les forces motrices, dont les.
poids qui forment le pendule doivent étre animés, pour pouvoir éire
mus conjointement, sont ¢quivalentes & eelles qui proviennent de
Vaction de la gravité; ensorte que les premiéres étant supposces
dirigées en sens contraire, doivent faire équilibre a ces dernicres,

Ce principe n’est, dans le fond, que celui de Jacques Bernoulli,
présenté d’une maniére moins simple, et il est facile de les rappeler
Yun & Fautre, par les principes de la Statique. Euler Fa rendu en-
suite plus général, et 'en est servi pour déterminer les oscillations
des corps flexibles, dans un Mémoire imprimé en 1740, dans le
tome VII des anciens Commentaires de Pétershourg.
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1l serait trop long de parler des autres problémes de Dynamique
qui ont exercé la sagacité des géométres, aprés celui du centre
doscillation, et avanteque Part de les résoudre fiit réduit a des
régles fixes. Ces problémes que les Bernoulli, Clairaut, Euler se
proposaient entre eux, se trouvent répandus dans les premiers
yolumes des Mémoires de Pétersbourg et de Berlin, dans les M¢-
moires de Paris (années 1736 et 1742), dans les OEuvres de
Jean Bernoulli, et dans les Opuscules d’Euler. Ils consistent a dé-
terminer les mouvemens de plusieurs corps pesans ou non. qui se
poussent ou se tirent par des fils ou des leviers inflexibles ou jls sont
fixement altachés, ou le long desquels ils peuvent couler librement,
et qui ayant regu des impulsions quelconques, sont ensuite aban-
donnés 4 eux-mémes, ou contraints de se mouvoir sur des courbes
ou des surfaces données,

Le principe de Huyghens était presque toujours employé dans
Ja solution de ces problémes; mais comme ce principe ne donne
qu'une seule équation, on cherchait les autres par la considération
des forces inconnues avec lesquelles on concevait que les corps
déevaient se pousser ou se tirer, et quon regardait comme des
forces élastiques agissant également en sens contraire; Pemploi de
ces forces dispensait d’avoir égard a la liaison des corps, et per-
mettait de faire usage des lois du mouvement des corps libres;
ensuite les conditions qui, par la natare du probléme , devaient
avoir lieu entre les mouvemens des différens corps, servaient a
déterminer les forces inconnues qu’on avait introduites dans le cal-
cul. Mais il fallait toujours une adresse particuliére pour déméler
dans chaque probléme toutes les forces auxquelles il était néces -
saire d’avoir ¢gard, ce qui rendait ces problémes piquans et propres
a exciter I'émulation.

10, Le Traité de Dynamique de d’Alembert, qui parut en 1743,
mit fin & ces espéces de défis, en offrant une méthode directe et gé-
pérale pour résoudre, ou du moins pour metire en équations tous

»
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les problemes de Dynamique que 'on peut imaginer. Cetle mé-
thode réduit toutes les lois du mouvement des corps & celles de
leur équilibre, et raméne ainsi la Dynamique & la Statique. Nous
avons d¢ja remarqué que le principe employé par Jacques Bernoulli
dans la recherche du centre d'oscillation, avait Pavantage de faire
dépendre cette recherche des conditions de I'équilibre du levier ;
mais il était réservé a d’Alembert d’envisager ce principe d’une
maniére générale, et de lui donner toute la simplicité et la fé-
condité dont il pouvait étre susceptible.

Si on imprime a plusieurs corps des mouvemens qu'ils soient
forcés de changer a cause de leur action mutuelle, il est clair
qu'on peut regarder ces mouvemens comme composés de ceux
que: les corps prendront réellement, et d’autres mouvemens qui
sont ‘détruits ; d'olt il suit que ces derniers doivent étre tels , que
les corps animés de ces seuls mouvemens se fassent équilibre,

Tel est le principe que d’Alembert a donné dans son Traité de
Dynamique, et dont il a fait un heureux usage dans plusieurs pro-
blémes , et surtout dans celui de la précession des équinoxes. Ce
principe ne fournit pas immédiatement les équations nécessaires
pour la solution des problémes de Dynamique, mais il apprend &
les déduire des conditions de I'équilibre. Ainsi en combinant ce
principe avec les principes ordinaires de équilibre du levier, ou de
la composition des forces, on peut toujours trouver les équations
de chaque probléme; mais la difficulté de déterminer les forces qui
doivent étre détruites, ainsi que les lois de Iéquilibre entre ces
forces, rend souvent lapplication de ce principe embarrassante et
pénible; et les solutions qui en résultent sont presque toujours
plus compliquées que si elles étaient déduites de principes moins
simples et moins directs, comme on peut s’en convaincre par la
seconde partie du méme Traité de Dynamique (*).

—

(*) Cequi contribue encore & compliquer ces solutions, c'est que l'auteur
veut éviter de faire les dt, ou ¢lémens du temps, constans, comme il en aver-
tit lui-méme (art. g4). :
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11. 8i on voulait éviter les décompositions de mouvemens que
ce principe exige, il n’y aurait qua établir tout de suite I'équi-
libre entre les forces et les mouvemens engendrés, mais pris dans
des directions contraires. Car si on imagine qu’on imprime & chaque
corps, en sens contraire, le mouvement qu’il doit prendre, il est
clair que le systéme sera réduit au repos; par conséquent il faudra
que ces mouvemens détruisent ceux que les corps avaient recus et
quils auraient suivis sans leur action mutuelle; ainsi il doit y avoir
équilibre entre tous ces mouvemens , ou entre les forces qui peuvent
les produire.

Cette manicre de rappeler les lois de la Dynamique a celles de
Ja Statique, est a la vérité moins directe que celle qui résulte du
principe de d’Alembert, mais elle offre plus' de simplicité dans
les applications ; élle revient a celle ¢’Herman et d’Euler quila em-
ployée dans la solution de beaucoup de problémes de Mécanique, et
on la trouve dans quelques Traités de Mécanique, sous le nom
de Principe de d’Alembert.

12. Dans la premicre partie de cet Ouvrage, nous avons réduit
toute la Statique a une seule formule générale qui donne les lois
de Péquilibre d’un systéme quelconque de corps tiré par tant de
forces qu’on voudra. On pourra donc aussi réduire a une formule
générale toute la Dynamique ; car pour appliquer au mouvement
d’'un systeme de corps la formule de son équilibre, il suffira d'y
introduire les forces qui proviennent des variations dumouvement de
chaque corps, et qui doivent étre détruites. Le développement de cette
formule, en ayant égard aux conditions dépendantes de la nature
du systéme, donnera toutes les équations nécessaires pour la dé-
termination du mouyement de chaque corps; et il n’y aura plus
qua intégrer ces ¢quations, ce qui est laffaire de lanalyse.

15. Un des avantages de la {formule dont il s’agit, est d’offrir
jmmédiatement les équations générales quirenferment les principes
] ou
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ou théorémes connus sous les noms de  Conservation des Jorces
. vives , de Conservation di mouvement duw ‘centre de gravité, de
Conservation  des' momens de rotation , 0w Principe' des aires,
et de Principe de la moindre guantité d’action. Ces principes doivent
étre regardés plutdt comme des résultats généraux des lois de
la Dynamique, que comme des principes primitifs de cette science;
mais  ¢tant . souvent employés comme tels dans:la solution des
problémes, nous croyons devoir en parler ici,. en ‘indiquant en
quoi ils consistent, et & quels auteurs ils sont dus, pour ne rien

laisser & desirer dans celte exposition préliminaire des principes
: L

de la Dynamique,

14. Le premier de ces quatre principes, celui de la conservation
des forces vives, a été trouvé par Huyghens, mais ‘sous une forme
un peu différente de celle qu'on lui ‘donne présentement; et nous
en avons déja fait mention & Poccasion du probléme des centres

d’oscillation. Le pringipe, tel quil a été employé dans la solution

de ce probléme, consiste dans Pégalité entre la deseente et la montée
du centre de gravité de plusieurs corps pesans qui descendent con-
jointement, et qui remontent ensuite séparément, étant réfléchis
en haut chacun avec la vitesse qu'il avait acquise. Or, par les pro-
pri¢tés connues du centre de’ gravité, le chemin parcouru par ce
centre, dans une direction quelconque, est exprimé par la somme
des produits de la masse de chaque corps, par le chemin quil a
parcouru suivant la méme direction, divisée par la somme des
masses. D’un autre coté, par les théorémes de Galilée, le chemin
vertical parcouru par urn corps grave est proportionnel au carré de
la vitesse qu'il a acquise en descendant librement, et avec laquelle
il pourrait remonter & la méme hauteur. Ainsile principe de Huyghens
se réduita ce que, dans le mouvement des corps pesans, la somme
des produits des masses par les carrés des vitesses a chaque instant,
est la méme, soit que les corps se meuvent conjointement d’une

maniere quelconque, ou qu’ils parcourent librement les mémes hau-
Méc. anal, Tome 1. 31

-
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teurs verticales. C’est aussi ce que Huyghens lui-méme a remarqué
en pen de-mots, dans un pelit Ecrit relatifaux méthodes de Jacques -
Bernoullii et-de PHdpital, pour les centres d’oscillation.

Jusques-la ce principe navait été regardé que comme un simple
théoréeme de Mécanique ;' mais. lorsque Jean Bernoulli eut adopté
la distinction établie par: Leibnitz, entre les forces mortes ou pres-
sioms ,qui. agissent sans: mouyement actuel, et les forees vives qui
accompagnent ce mouvement , ainsi que lamesure de ces derniéres
par- les produits-des masses et des' carrés des vitesses, il ne vit
plus dans le principe en question, qu'une conséquence de la théorie
*des forces vives, et une loi générale de la nature, suivantlaquelle
la somme des forces vives de plusieurs corps se conserve la méme
pendant, que, ces,corps agissent les uns sur les auires par de simples
pressions, et est constamment égale a la simple force vive qui ré-
sulte; de laction des forces actuelles qui meuvent les corps. Il
donna. ainsi, a ce principe; le. nom de Conservation des forces vives ,
etil slen servit avec sucees pour résoudre quelques problémes qui
ne lavaient pas encore ¢été, et dont il paraissait difficile de venir &
bout par' des méthodes. directes. '

Daniel Bernoulli a. donné ensuite plus: d’extension a ce principe,
et il en a déduit les, lois du mouvement des fluides dans des vases,
maticre qui n'avait été trailée avant lui que d’ane maniére vague
et arbitraire. Enfin il Pa rendu trés-général, dans les Mémoires
de Berlin, pour lannée 1748, en faisant voir comment on peut
Lappliquer au mouvement des: corps animés par des atiractions mu-
tuelles queleconques, ow atlirés vers des centres fixes par des forces
proportionnelles ai quelques fonclions: des distances que ce soit.

‘Le grand avantage de ce principe est de fournir immddiatement
une équation finie entre les vitesses des corps et les variables qui
déterminent leur position:dans P'espace; de sorte quelorsque par la
nature du: probléme, toutes ces variables se réduisent a une seule,
cette équation: suffit pour le résoudre complétement, et c’est le cas
de celui:des centres dloscillation. En général la conservation des:
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forces vives donne toujours une intégrale premicre des différentes
dquations’ différentielles de chaque probléme, ce qui’est dune
grande  utilité dans plusieurs occasions. '

15. Le second principe est ditd Newton, qui, at commencement
de ses Principes Mathématiques , démontre que Pétat -de repos ou
de mouvement du centre de gravité de plusicurs corps n’est ‘point
altéré par Paction réciproque de ces corps, quelle quelle soit;]de
sorte que le centre de gravité des corps qui agissent les uns sur les
autres d’une manic¢re quelconque; soit par des fils ou des leviers,
ou des lois d’attraction, etc., sans qu’il y ait aucune actionni aucun
obstacle extérieur, est tou;ours en repos, ou se meut umformement
en ligne droite. : :

D’Alembert a donné depuis, & ce principe, une plus grande
étendue, en faisant voir que si chaque corps est sollicité par une
force accélératrice constante €t qui agisse suivant des lignes paral-
leles, ou qui soit dirigée vers un point fixe et agisse en raison de
la distance, le centre de gravité doit décrire la méme courbe qﬁe
si les corps étaient libres; a quoi on peut ajoutér dque le -mouve~
ment de ce centre est en général le méme qué si toutes les forces
des corps, quelles qu'elles soient, y étaient apphquees chacune Stii-
vant sa propre direction. : : ofti

11 est visible que ce principe sert & déterminer le mouvemen-'t
du centre de gravité , indépendamment des mouyemens respectifi
des corps, et quiainsi il peut toujours fournir trois équations finics
entre les coordonnées des corps et le temps, lesquelles seront des
intégrales des équations différentielles du probléme.

16. Le troisitme principe est beaucoup moins ancien’que les
deux précédens, et parait avoir été découvert en ménme temps par
Euler, Daniel Bernoulli et &’Arci ;jmais sousdes formeés différentes.

‘Selon les. deux premiers, ce principe consiste én ce que dans fe
mouvement de plusieurs corps autour d’un centre fixe, la somme
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-des produits de la masse de chaque corps, par sa vitesse de circus
Jation ‘autour du centre, et par sa distanceé auméme centre, est
toujours indépendante de l'action mutuelle que les, corps peuvent
exercer les uns sur les antres, et se conserve la méme tant qu'il
n’y a aucune action ni aucun obstacle extérieur. Daniel Bernoulli a
‘donné ce principe dans le premier volume des Mémoires de P'Aca-
‘démie de Berlin, qui a pard en 1746, et Euler 'a' donné la méme
année; dans le premier tome de ses Opuscules; et c’est aussile
méme probléme qui les y a conduits, savoir, la recherche du mou-
vement de plusieurs corps mobiles dans un tube de figure donnée,
et qui ne peut que tourner autour d’'un point ou centre fixe.

Le principe de d’Arcy, tel quil 'a donné a I'Académie des Sciences,

dans les Mémoires de 1747, qui n’ont paru qu'en 1752, est que la
somme des produits de la masse de chaque corps par l'aire que son
rayon vecteur déerit autour d’un centre fixe, sur un méme plan de
projection, est toujours proportionnelle au temps. On voit que ce prin-
¢cipe est une généralisation du beau théoréme de Newton, sur les
aires décrites envertu de forces centripétes quelconques; et pour en
appercevoir 'analogie, ou plutét Pidentité avec celui d’Euler et de
Paniel Bernoulli, il n’y a qu’a considérer que la vitesse de circula-
tion est exprimée par Délément de Parc circulaire divisé par I'élé-
ment du temps, et que le premier de ces élémens multiplié par
la distance au centre, donne I'élément de Paire décrite autour de ce
«<centre; d’ou P'on voit que ce dernier principe n’est autre chose que
Pexpression différentielle de celui de d’Arcy:.
.| Cet auteur 'a présenté ensuite son principe sous une autre forme
qui_ le rapproche ‘davantage ‘du précédent, et qui consiste en ce
que la somme des produits des masses, par les vitesses et par les
pérpendiculaires tirées du centre sur les directions du corps, est
une quantité constante.

~Sous cepoint de vue;'il en afait méme une espéce de prmmpe
métaphysique, quil appelle- la: conservation'de Paction ; pour Fop-
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poser, ou plutét pour le substituer a celui de la moindre quantité
d’action ; comme si des dénominations vagues et arbitraires fai-
saient 'essence des lois de la nature, et pouvaient, par quelque
vertu secréte, ériger en causes finales, de simples résultats des lois
connues de la Mécanique.

Quoi qu’il en soit, le principe dont il s’agit a lieu généralement pour
tous les systémes de corps qui agissent les uns sur les autres d’une
fagon quelconque, soit par des fils, des lignes inflexibles, des lois
d’attraction, etc., et qui sont de plus sollicités par des forces quel-
conques dirigées a un centre fixe, soit que le systeme soit d’ailleurs
enticrement libre, ou qu’il soit assujéti 4 se mouvoir autour de ce
méme centre. La somme des produits des masses par les aires dé-
crites autour de ce cenire, et projetées sur un plan quelconque,
est toujours proportionnelle au temps; de sorte qu’en rapportant ces
aires a trois plans perpendiculaires entre eux, on a trois équations
différentielles du premier ordre entre le temps et les coordonnées
des courbes décrites par les corps; et c’est proprement dans ces

€équations que consiste la nature du principe dont nous venons de
parler.

17. Je viens enfin au quatriéme principe, que jappelle de 7a
moindre action, par analogie avec celui que Maupertuis avait
donné sous cette dénomination, et que les écrits de plusieurs auteurs
illustres ont rendu ensuite si fameux. Ce principe, envisagé analy-
tiquement, consiste en ce que dans le mouvement des corps qui
agissent les uns sur les autres, la somme des produits des masses
par les vitesses et par les espaces parcourus. est un mininum.
L’auteur en a déduit les lois de la réflexion et de la refraction de la
lumiére, ainsi que celles du choc des corps, dans deux Mémoires
lus, 'un a 'Académie des Sciences de Paris, en 1744, et Pautre
deux ans aprés, a celle de Berlin,

Mais ces applications sont trop particuliéres pour servir a établir
la vérité d'un principe général; elles ont dailleurs quelque chose
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de vague et d’arbitraire, qui ne peut-que rendre incertaines les con-
séquences qu’on en pourrait tirer pour Pexactitude méme du prin-
cipe. Aussi l'on aurait tort, ce me semble, de mettre ce principe
présenté ainsi sur la méme ligne que ceux que nous venons d’ex-
poser. Mais il y a une autre maniére de Penvisager, plus générale
et plus rigoureuse, et qui mérite seule Pattention des géométres.
Euler en a donné la premiére idée a la fin de son Traité des Zso-
périmétres, imprimé a Lausanne en 1744, en y faisant voir que dans
les trajectoires décrites par des forces centrales, Vintégrale de la
vitesse multipliée par I'élément de la courbe, fait toujours un maxi-
men OU UN ninimum.

Cette propri¢té qu’Euler avait trouvée dans le mouvement des
corps isolés, et qui paraissait bornée a ces corps, je lai étendue,
par le moyen de la conservation des forces vives, au mouvement
de tout systéme de corps qui agissent les uns sur les autres d’'une
manicre quelconque; et il en ‘est résulté ce nouveau principe gé-
néral, que la somme des produits des masses par les intégrales des
vitesses multipli¢es par les élémens des espaces parcourus, est
constamment un maximum O UN minimum.

Tel est le principe auquel je donne ici, quoiqu’improprement, le
nom de moindre action, et que je regarde non comme un prin-
cipe métaphysique, mais comme un résultat simple ‘et général
des lois de la Mcécanique. On peut voir dans le tome 11 des Mémoires
de' Turin, Tusage que jen ai fait pour résoudre plusicurs pro-
blémes difficiles de Dynamique. Ce principe, combiné avec celui
forces vives, et développé suivant les régles du calcul des va-
riations, donne directement toutes les équations nécessaires pour
la solution de chaque probléme; et dela mnait une méthode éga-
lement simple et générale pour traiter les questions qui concernent
le mouvement des corps; mais cette méthode n’est elle-méme qu’un
corollaire de celle qui fait Pobjet de la seconde partie de cet Ou-
vrage, et qui a en méme temps lavantage d’étre tirée des premiers
principes de la Mécanique. :
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II

‘l
1

SECONDE SECTION.

Formule générale de la Dynamique, pour le mouvement
d’'un systéme de corps animés par des forces quelconques.

1. LORSQUE les forces qui agissent sur un systéme de corps sont
disposées conformément aux lois exposées dans la premicre partie
de ce Traité, ces forces se détruisent mutuellement, et le systéme
demeure en équilibre. Mais quand I'équilibre n’a pas lieu, les corps
doivent nécessairement se mouvoir, en obéissant en tout ou en
partie a Paction des forces qui les sollicitent. La détermination des
mouvemens produits par des forces données, est I'objet de cette
seconde partie. -

Nous y considérerons principalement les forces accélératrices
et retardatrices, dont Paction est continue, comme celle de la gra-
vité, et qui tendent a imprimer a chaque instant une vitesse infi-
niment petite et égale a toutes les particules de maticre.

Quand ces forces agissent librement et uniformément, elles pro-
duisent nécessairement des vitesses quiaugmentent comme les temps;
et on peut regarder les vitesses ainsi engendrées dans un temps
donné, comme les effets les plus simples de ces sortes de forces, et
par cons¢quent comme les plus propres & leur servir de mesure. Ii
faut, dans la Mccanique, prendre-les effets simples des forces pour
connus; et Fart de cette science consiste uniquement a en déduire
les effets composés qui doivent résulter de P'action combinée et mo-
difice des mémes forces.

2. Nous supposerons donc que I'on connaisse pour chaque force
accélératrice la vitesse quielle est capable d’imprimer a un mobile,
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en agissant toujours de la méme manicre , pendant un certain temps
que nous prendrons pour l'unité des temps, et nous mesurerons la
force accélératrice par cette méme vitesse qui doit s’estimer par
Pespace que le mobile parcourrait dans le méme temps, si elle était
continuée uniformément; or on sait par les théorémes de Galilée,
que cet espace est toujours double de celui que le corps a parcouru
réellement par action constante de la force accélératrice.

On peut d’ailleurs .prendre une force accélératrice connue pour
I'unité, et y rapporter toutes les autres. Alors il faudra prendre pour
Tunité des espaces, le double del'espace que la méme force continuée
également ferait parcourir dans le temps qu'on veut prendre pour
Punité des temps, et la vitesse acquise dans ce temps par I'action
continue de la méme force, sera Vunité des vitesses. De cette ma-

* ni¢re les forces, les espaces, les temps et les vitesses ne seront que
des simples rapports, des quantités mathématiques ordinaires.

Par exemple, sion prend la gravité sous la latitude de Paris pour
Punité*des forces accélératrices, et qu'on compte le temps par se-
condes, on devra prendre alors 30,196 pieds de Paris pour I'unité
des espaces parcourus, parce que 15,098 pieds est la hauteur d’'olx
un corps abandonné a lui-méme tombe, dans une seconde, sous
cette latitude; et Punité des vitesses sera celle qu’un corps pesant
acquiert en tombant de cette hauteur,

3. Ces notions préliminaires supposées, considérons un systéme
de corps disposés les uns par rapport aux autres, comme on vou-
dra, et animés par des forces accélératrices quelconques.

Soit m la masse de I'un quelconque de ces corps, regardé comme
un point; rapportons, pour la plus grande simplicité, a trois coor-
données rectangles x, y, z la position absolue du méme corps au
bout d’un temps quelconque ¢. Ces coordonnées sont supposées tou-
jours paralléles & trois axes fixes dans Pespace, et qui se coupent
perpendiculairement dans un point nomme lorigine des coordonnées ;

> elles
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elles expriment par conséquent les distances recuhgnes du corps,
‘a trois plans passant par les mémes axes.

Ainsi, & cause de la perpendicularité de ces plans, les coordonnées
'®, y, z représentent les espaces par lesquels le corps en mouvement

3 f . A - ’ d‘r d d
s¢cloigne des mémes plans; par -conséquent a0 d{ ST repreésen-

teront les vitesses que ce corps a dans un instant quelconque pour
s’¢loigner de chacun de ces plans la, et se mouvoir suivant le pro-
longement des coordonnées x, y, z; et ces vitesses, si; le corps
Ctait ensuite abandonné a lui-méme, demeureraient constantes dans
les instans suivans, par les principes fondamentaux de la théorie
du mouvement.

Mais par la liaison des corps et par I'action des forces accélé-
ratrices quiles sollicitent, ces vitesscs prennent, pendant l'instant dt,

les accroissemens d.%—f, d. dy d 5, quiil s’agit de déterminer. On

peut regarder ces accroissemens comme de nouvelles vitesses im-
primées a chaque corps, et en les divisant par d¢, on aura la mesure
des forces accélératrices employées immédiatement & les produire;
car quelque variable que puisse étre I'action d’une force, on peut tou-
jours, par lanature du calcul différentiel, la regarder comme constante
pendant un temps infiniment petit, et la vitesse engendrée par cette
force est alors proportionnelle & la force multipliée par le temps;
par conséquent la force elle-méme sera exprimée par la vitesse di-
visée par le temps.

En prenant I'élément @¢ du temps pour constant, les forces ac-
eélératrices dont il s’agit seront exprimées par i:?, g;{-’ 5 %:f )
multipliant ces forces par la masse m du corps sur 1equel elles

d*x d’y d Jes |
aglssent on aura m —z, m =<, M-z pour les orces employées

et en

immédiatement 2 mouvoir le corps m pendant le temps dt, paralle-

lement aux axes des coordonnées x, y, z. On regardera donc chaque

corps m du systéme comme pouss¢ par de pareilles. forces; par
Méc. anal, Tome I, 52
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conséquent toutes ces forces devront étre équivalentes a celles dont on
suppose que le systéme est sollicité, etdont I'action est modifiée par
Ja_ nature méme du systéme; et il faudra que Ja somme de leurs
momens soit toujours égale a la somme des momens de celles-ci, par
le théoréme donné dans larticle 15 de la seconde section de la pre-
miére Partie.

4, Nous emploirons dans la- suite la caractéristique ordinaire d
pour représenter les différentielles relatives au temps, et nous dé-
noterons les variations qui expriment les vitesses virtuelles par la
caractéristique J', comme nous Pavons déja fait dans quelques pro-

blémes de la premaere Parne
Ainsi on aura m J‘x, ‘hﬂ J‘y,m d:’ >z pour les momens des

forces m jﬁ, g m%,x, m ;;3 qui agissent suivant les coordonnees

%, 5, %, ¢t tendent & les augmenter; la somme de leurs momens
pourra dong étre représentée par la formule

S(& dxt- T dy + G 2 )m,

en supposant que le signe d’intégration S s’étende & tous les corps
du systéme. :

5. Soient maintenant P, Q, R, etc. les forces accélératrices données,
qui sollicitent chaque corps m du systéme, vers les centres auxquels
ces forces sont supposées tendre; et soient p, ¢, r, etc. les distances
rectilignes de chacun de ces corps aux mémes centres. Les diffé-
rentielles &p, d'g, J'r, etc. représenteront les variations des lignes
P, ¢, 7, €tc. provenantes des variations d'x, d'y , d'z des coordon-
nées x, y, z du corps m; mais comme les forces P, Q, R, etc. sont
censées tendre & diminuer ces lignes, leurs vitesses virtuelles doivent
étre représentées par —d'p, —dg, — J'r, ete. (art. 3, sect. 11, part. I);
donc les momens des forces mP, mQ, mR, etc. seront exprimeés par
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—mPdp, ~mQdy, —mRJr, etc., etla somme des momens de
toutes ces forces sera représentée par

— S(Pcpp ~+ Qd'q -+ RJI'r + etc.)m.

Egalant donc cette somme & celle de Particle précédent, on aura

(dt’d\ +dc=‘;\ +dc=‘4\z &
=—8(Pdp + Qdg + RIr - etc.)m,

et transposant le second membre,

d’x (!
8 (g St Ty + g d=)m
= S(PJp + Qg 4 RIr - etc.)m=o.

Clest la_formule générale de la Dynamique pour le mouvement
d'un systeme quelconque de corps.

6. 1l est visible que cette formule ne différe de la formule géné~
rale de la Statique, donnée dans la seconde section de la premiére
md’z md'y mdz .
ap 0 dp 2 dp ) W
produisent Paccélération du corps m suivant les prolongemens des
trois coordonnées wx, y, z. En effet, nous ayvons yu dans la section
précédente (art. 11), que ces forces étant prises en sens contraire ,
c¢'est-d-dire, étant regardées comme tendantes a diminuer les lignes
%,¥, 2, doivent faire équilibre aux forces actuclles 2, Q, R, etc.,
qui sont supposées agir pour diminuer les lignes p, ¢, r, etc.;
de sorte quiln’y a qua ajouter aux momens de ces dernicres forces,

d*x d’y d*z
ceux des forces m—=, m— iz » M- pour chacun des corps m, pour

Partie, que par les termes dus aux forces

passer tout d’un coup , des conditions de I'équilibre auxpropriétés du
mouvement (art 4, sect. II, part. I).

7- Les mémes régles que nous avons données dans la seconde
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section de la premiére Partie, pour le développement de la formule
générale de la Statique, s’appliqueront donc aussia la formule gé-
nérale de la Dynamique.

1l faudra seulement observer, 1°. que les différences que nous
avions marquées par la caractéristique ordinaire d, pour représen-
ter les variations, seront toujours IIl'lI'quLeS dorénavant par la ca-

ractéristique J.

*. Que la caractéristique d sera toujours relative au temps ¢,
ainsi que la caractéristique correspondante /° pour les intégrations,
excepté dans les différences partielles, ou il est indifférent quelle ca-

ractéristique on y emploie.
3°. Que pour représenter les élémens dune courbe ou d’une sur-
face, ou en général d’un systéme composé d’une infinité de particules,

on emploira la caractéristique D, qui répond a la caractéristique
intégrale 8. Ainsi lorsqu’on voudra étendre au mouvement les for-

mules que nous avons données pour I'équilibre, dans les chapitres
111 et IV de la cinquiéme section de la premiére Partie, il faudra
changer partout la caractéristique d en D, pour ayoir I'expression
de la somme des momens de toutes les forces.

8. Lorsque le mouvement se fait dans un milieu résistant, on peut
regarder la ' résistance du milieu comme une force qui agit en sens
contraire de la’ direction du corps, et qui peut par conséquent éire
supposée tendante a un point de la tangente.

bupposons que larésistance soit R; pour ayoir son moment —Rd‘r,
ﬂ 'y a qu a considérer qu on'aen genéral "

r=V(@E—1) + (g —=m) 4 (c—n),
i, m, n ¢tant les coordonnées du centre de la force R; donc

J‘r::x—r_—-gJ‘x-l-l?—TJ‘y—l— ZTnJ‘z.

Prenons le centre de la force R dans la tangente de la courbe
décrite par le corps et trés-pres de lui; on fera pour cela v—/=dw,
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y~—m==dy, z—n=dz, 'ce qui donnera, enprenant dspour
— 1 de y—m o dy nz—m_ ds :

bl d." .t
Sy T A

Pélément de la courbe, =
conséquent
d:

7 = TF Jw quy+d dz.

Si le milicu résistant était en mouvement, il faudrait - composer
cel mouvement ave¢ Gelui du'.corps, pour avoir la direction’de la
force de résistance. Nommons' dee ) ‘df3, dy'les pelits espaces que le
milieu parcourt parallélement aux axes des coordonnées X, Vs Zy
pendant que le corps décrit I'espace ds, il 0’y aura qu'a retrancher
ces quantités de dx, dy, ’. dz pour avoir les.mouvemens relatifs; et
comme ds =V (da*~+-dy*~-dz?), si on fait

= V(dx — do)* + (dy — dB)* + (e — ),

on aura dans ce cas,

I dy—dB ;o)
b e ey,

A Tégard de la résistance R, elle est ordinairement une fonc-
*d . 1 s Frot : .
tion de la vitessez‘%; mais dans le cas -ou le milieu est en mou-

: 5 d
vement, elle sera fonction de la vitesse relative 5.

De cette maniére, on poﬁrra. appliquer nos, formules générales
aux mouvemens qui se font dans des milieux résistans, sans avoir
besoin d’aucune considération particuliére a ces sortes de mou-
yemens. :

9. Il est important de remarquer que Pexpression @*xdx~fd*ydy
w}- d*zdz, par laquelle la formule générale de’ la Dynamique différe
de celle de la Statique (art. 5), est mdependante de la position des
axes des coordonnées x, y, z.

Car supposons 'qua- la place:de ces coordonnées, on substitue”
d’autres; coordonnées rectangles x', 3, z’ qui aient la ' méme origine,
mais qui serapportentadautres axes. Parles formules de la transfor-



254 . MECANIQUE ANALYTIQUE.
mation des .coordonnées, donuees dans l’arucle 10-de la section JII
de la preml(,re Parue on a :

v = ax’ + By +7z
vy =da + By 7,
z= ﬂ'f+ﬁ!:’yl +?'zf,

69

lefercnuons ces expressmns de-x, ¥y .z, €0 ¥ regardant tous les
coefficiens @, 3,7, ¢, etc. comme constans , et les nouvelles coor-
données &5 3/, = comme seules variables, on aura

e iy 5,
Cdy = & d*x" 4 ﬁ’diy’.!_. V2, 890
d'z = HI10D

ot By =y d
On aura. de ‘méme, g - =
ads’ 4+ By -+ ¥d%,

I =
By = ddale By 4y d7,
Pz =" A By P

Substituant ‘ces ‘valeurs et ayant-ég’ard aux équations de condition
données_dans Larticle cité, .entre les coefficiens ; 8, 3, «/, ete.
on aura jvien; fleis .

L Pxdn = dydy + dizdz
= d*'dw = &Yy 4 &Iz

Si on fait les mémes substitutions dans I'expression des distances
rectilignes entre les différens corps du systéme, représentées par
P, q, etc., il est facile de voir que les quantités «, B, y, &, etc.
dlsparaxtmnb également, et que les transformees conaeweront la
méme forme, En effet on a, e

p'= VEZIY + =) + C—2,

%, ¥y, % £tant les coordonnées d'un corps mz, et X,y 2z celles
d’un autre. corps ‘m rapportées; aux -mémes axes. Par le change-
ment des axes, les premicres deviennent af, 3 ', et si-on désigne:
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par. X, ¥’ ' ce que les derniéres deviennent, on aura aussi

ax’ -+ By - 97,

X =
P y pIEs ar.’x'-i— Bryf + }fz.r,
7 =.¢'xf+ 6ﬂy3+ )’Z’.

Substituant et ayant égard aux mémes équations de condition ,
on. aura ' :

p'= Ve—=X)" ¥ (7 =y) + C=2T"

et ainsi des quantités analogues ¢, r, elc.

10. 11 Sensuit de la que si le systéme n’est animé que par des
forces intérieures P, Q, etc., proportionnelles a des fonctions quel-
conques des distances p, q, etc. entre les corps, et que les con-
ditions du systeme ne dépendent que de la disposition mutuelle des
corps, de maniére que les équations de condition ne soient qu'entre
les différentes lignes p, q, ete., la formule générale de la Dyna-
mique (art. 5), sera la méme pour les coordonnées transformées o,
', 2/, que pour les coordonnées primitives x, y, z. Donc aprés ayoir
trouvé , par Vintégration des différentes équations, déduites de
cette formule , les valeurs des coordonnées x, y, z de chaque
corps m, exprimées en temps, si on prend ces valeurs pour o,
¥, <, on aura pour les coordonnées x, y, z, ces valeurs plus
générales, 3
x = ax -+ By + 37,
y = &'+ By + y'7,
z = d'&'-= B+ 97,

dans lesquelles les neuf coefficiens «, 2, 7, elc. renferment trois
quantités indéterminées, puisquil n’y a entre elles que six équa-
tions de condition.

Si les valears de &', /, z’ renferment toutes les constantes ar-
bitraires nécessaires pour compléter les différentes intégrales, les
trois indéterminées dont il s’agit se fondront dans ces mémes
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constantes arbitraires; mais elles pourront” suppléer celles qui man-
queraient, et dont le. défaut rendrait la_solution incompléte. Ainsi
au moyen de ces trois nouvelles arbitraires qu'on peut introduire
a la fin du calcul, on sera libre de supposer nulles ou égales a des
quantités dcterminées, -autant d’autres constantes arbitraires, ce
qui servira souvent a faciliter et simplifier le calcul.

11. Quoiqu’on puisse toujours calculer les effets de I’meulsmn
et de la percussion comme ceux des forces accélératrices, cepent
dant, lorsqu'on ne demande que la vitesse totale imprimée, on peut
se dispenser de considérer ses accroissemens successifs ; et on peut
tout de suite regarder les forces d’impulsion comme équivalentes
aux mouyemens 1mp1 imés.

- Soient donc P, Q, R, etc. les forces d'impulsion apphqut.cs
un corps quelconque m du systéme, suivant les lignes p, g, 7, etc.;
supposons que la yitesse imprimée a ce corps soit décomposée en

trois vitesses représentées par x, y, z,suivantles directions des axes

des coordonnées x, ¥, z,on aura comme dans l'article 5, en chan-

p 2 rqr . d,‘ d’ d
eant les forces accélératrices f, 2’ 2 dans les vitesses
4 dir 0 db s

z, Péquation générale
S(Q:J‘x -} J'/J‘y - :::J‘z) m
—I—-S(PJ‘F - Qapg -+ RIr - efe.): =

Cette équation donnera autant d’équations particuli¢res qu’il y res-
tera de variations indépendantes aprés avoir réduit toutes les va-
riations marquées par J' au plus pent nombre possible, d’apres les
conditions du systéme.

TROISIEME
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TROISIEME SECTION.

Propriétés générales du mouvement, déduites de la_formule
précédente.

1. Consmiiroxs un systeme de corps disposés les uns par rapport
aux autres et lics ensemble, comme l'on' voudra, mais sans qu’jl
y ait aucun point ou obstacle fixe qui géne leur mouvement; il est
¢vident que dans. ce cas les’ conditions du systéme ne peuvent dé-
pendre que de la position respective des corps entre eux; par con-
séquent les équations de condition ne pourront contenir d’autres

fonctions des coordonnées que les expressions des distances mu-
tuelles des corps. Cette considération fournit pour le mouvement

d'un systéme des ¢quations générales indépendantes de la nature
du systeme et analogues a celles que mous ayons trouvées pour
Yéquilibre, dans le § I de la section troisiéme de la premiére Partie,

§ L

Propriétés relatives au centre de gravité.

2 Soient &', 5, 2’ les coordonnées d’un corps quelconque dé-
terminé du systéme, tandis que «, y, z représentent en général

les coordonnées d’'un autre corps quelconque. Faxsons, ce qui est
toujours permis ,

x=a &, y=y-4u, z=24

il est visible que les quantités «’, 3, z’ nentreront point dans les
Mée. anal. Tome I, 33
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expressions des distances mutuelles des corps, mais que ces dis<
tances ne dépendront que des différentes quantités £, », ¢, qui
expriment proprement les coordonnées des différens corps, rappor-
tés a celui qui répond a a’, »/, z’; par conséquent les équations
de condition du systéme seront entre les seules variables £, », ¢,
et ne renfermeront point o/, 3/, 2’

Donc si daps la formule générale de Ja Dynamique (art. 5, sce-
tion précéd.) on réduit toutes les variations a dv, dy, dz, et qu'on
substitue pour dJv, dy, dz leurs valeurs dw'~4-d%, Jy' ~dJY,
J% +4-dY, les variations &'z, dY’, &'z’ seront indépendantes de toutes
Jes autres, et arbitraires en elles-mémes ; ainsi il faudra ¢galer sé-
parément & zéro la totalité des termes affectés de chacune de ces
variations; ce qui donnera trois équations générales et indépen-
dantes de la constitution particulicre du systéme.

Les forces intérieures par lesquelles les corps pourraient agir
fes uns sur les autres, et que nous dénotons par P, Q, etc. , comme
dans Part. o de la section I1T de la premiére Partie, wentreront point
dans ces équations, parce que les distances mutuelles p, ¢, elc.
étant indépendantes de «', y/', 2, les variations J'p, d'q, etc., re=
latives & ces variations, seront nulles.

A Végard des forces extérieures P, Q, R, etc., si on les réduit
aux trois forces X, ¥, Z, dirigées suivant les coordonnées «, y, z,
et tendantes a les diminuer, d’aprés les formules données dans le
chapitre I de la section V de la premiére Partie, on a Pdp - Qdyg
+RJ‘r+eLc.==XJ‘x+YJ‘y+ZJk‘ et Ja formule générale devient

(GE-X)mdv+ S(F 4+ F)mdy+8(55+2) mdz=o,

laquelle, en n’ayant égard quiaux variations J'«’, dy’, d'z, qui sont
indépendantes de toutes les aufres, donnera

o X)m S5 + F)m + S (GF+Z)m=o,

d’ou Fon tire sur-le-champ ces trois équations ,
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S(GE+X)m = o,

(dt“ + ¥)m
( -!—Z)m:.:o,

I

lesquelles ' auront toujours lieu dans le mouvement d’an systéme
quelconque de corps, lorsque le systéme est entiérement libre.

3. Supposons maintenant que le corps auquel répondent les coor-
données a, 3/, z’ soit placé dans le centre de gravité de tout le
systcme. On aura, par les propriétés connues de ce centre ( Part. I,
sect. III, § IV), les équations

Stm=0," “Sm="0y~ < m'="0)

lesquelles, en différentiant par rapport a #, donneront cellesci :
C O de ag
S;&,—m=o, S;h:m._o, SZ-‘;.m=o.

d* d*x
Donc on aura So= SEm=SoT d'; m=— Sm,parce que &’ ayant

la méme valeur pour tous les corps est m&ependante du signe §;
on aura pareillement § 5 dgm_ Sm, et 82 = s 2 d‘, % gm. Ainsi

les trois équations de larticle précédent prendront cette forme
plus simple,
dix’

~x Sm == §Xm = o,
%Y Sm + S¥m = o,
-d‘% Sm-hSZm?-.:o.

Ces équations serviront a déterminer le mouvement du centre
de gravité de tous les corps, indépendamment du mouvement par-
ticulier de chacun d’'eux; et comme les valeurs de SXm, S¥m,
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SZm ne renferment point les forces intérieures du systéme, le
mouvement de ce centre ne dépendra point de laction mutuelle
que les corps peuvent exercer les uns sur les autres, mais seule-
lement des forces accélératrices qui sollicitent chaque corps. Clest
en quoi consiste le principe général de la Conservation du mouye-
ment du centre de gravité. \

Ce ‘principe $ubsiste aussi dans le cas ou les corps, dans leurs
mouvémens, viendraient a'se choquer; car de quelque nature que
soient les corps, on peut toujours imaginer que leur action dans
le choc se fasse par le moyen d’un ressort interposé entre les corps,
et qui, aprés: la compression, tende a se rétablir; ou. non, suivant
que les corps seront élastiques ou non. De celte manicre, Peffet
du choc sera le produit de forces de la mature de. celles que nous
avons désignées par P, Q, etc., et qui disparaissent dans la for-
mule générale (art. ).

4, On voit au reste que les équations du mouvement du centre
de gravité sont les mémes que celles du mouvement d’un seul corps
qui serait animé a-la-fois par toutes les forees accélératrices qui
agissent sur les différens corps du systéme. En effet, si on congoit
que tous; ces' €orps soient réunis en un point qui réponde aux
coordonnees o, /5 %3 on a alors dans la formule générale x =,

=gl g, let égalant & zéro la totalité des termes affectés de
chacune des trois variations J'a’, dy’, d'z’, on aurales mémes équa-
tions que ci-dessus.

De la résulte ce théoréme: général 4 que le mouvement du centre
de gravité d’un 3y3tém¢ kbre de corps disposés les uns par rap-
port aux aulres , comme T on voudra 3 est toujours le méme que sT
les corps élaient tous réunis dans un seul point, et qu'en méme
temps chacun d’eux fit animé des mémes forces accélératrices que
dans . leur état naturel. : ' :

5. Ce théoréme a_encore-lieu lorsque les corps qui composent
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un systeme libre ne regoivent que des impulsions quelconques.
Car en substituant dans I'équation de I'article 11 de la section pré-
cédente, dx’ 4 d%, dy'+ I, I+ J¢ a la place de Jx, dy, d%,
et réduisant les forces P, Q, R, etc. aux forces X, ¥, Z,
on prouvera, comme dans larticle 2, que les variations d%', Jy/,
dz’ doivent demeurer arbitraires, ce qui donnera les trois équations

Smx + X)=o0, Smy-¥)=o, - S(mz + Z) = o.
Or si on rapporte les coordonnées x’, 3, z' au centre de gravité
du systéme, on a, par les propriétés de ce centre,

&’Sm=S8xm, HSm=8m, zSm=Sm.
Donc aus'si;, en différentiant relativement & t, et fuisant dv=adt,

dy =J./dt, dz= ,:;dt, e :.;:'dt, dy’:\;.f'dt, ds' — é'dt,

2/Sm = Sxm, y'8m = Sym, zZ'Sm= S:m ;

et par conséquent
&’Sm—+4 SX =0, »'8Sm+S¥V=o0, zSm--8Z=o,

ce qui fait voir que les vitesses x, y, z imprimées au centre de
gravité, sont les mémes que si tous les corps, étant réunis dans
ce centre, recevaient a-la-fois les impulsions X, ¥, Z.

6. La formule générale (art. 2), aprés la substitution de
'+ E, dy'4-d, J'4-J¢ a la place de dx, Iy, Sz, et Péva-
nouissement des termes affectés de Jx’, dy’, dz’ se réduira a

: g o= diz
§(ZEEIIRHE R L xE Ydr+ZI{)m = o.
Substituant &'~ &, 3’4, z’<4-¢ pour x, y, z dans les diffé-
rentielles d*w, d, d°z, et faisant sortir hors du signe S les diff¢-
rentielles @'/, d%’, d’z, les termes affectés de ces différentielles
seront

d‘ﬂ So"g + 5 Sé‘nm—i— SA‘Zm.
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Mais en rapportant au centre de gravité les coordonnées o', »’,
z, on a (art.3),

Sfm=o0, Sm=o, m=o;
donc aussi, en différentiant par 4, on aura
Sf¥m=o0, S8Mm=o, Sm=o,

¢e qui fait évanouir les termes dont il s’agit.
Ainsi la formule générale se réduira a

§(LEETDE TR | X+ ¥ + 28 m=o,

qui est tout-a-fait semblable a la premiére formule, les coordon-
nées x, y, z, dont lorigine est fixe dans I'espace, étant changées
en £, #, {, dont lorigine est au centre de gravité.

On peut conclure de la en général, que dans un systéme libre,
on aura par rapport au centre de gravité, les mémes équations
et les mémes propriétés que par rapport a un point fixe hors du
systeme. -

§ IL

Propriétés relatives aux aires.

7. Considérons maintenant le mouvement du systéme autour d’un
point fixe, et supposons qu’il soit entiérement libre de tourner en
tout sens autour de ce point. En faisant abstraction des mouyemens
respectifs des corps du systéme les uns a 'égard des autres, laro-
tation autour de chacun des trois axes des x, y, z fournira, comme
on Pa vu dans Yarticle 8 de la troisitme section de la premicre
Partie, les expressions suivantes des variations J'w, dY, dz,

dx=zdw—ydo, y=adp—zd), o=y —xdw,

dans lesquelles '@, dw, I sont les rotations élémentaires par

rapport aux trois axes des z,y, x, et qui doivent demeurer arbi-
traires.
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Ces expressions sont générales pour les variations des coordon-
nées de tous les corps du systéme, et il ne s'agira que de les substi-
tuer dans la formule de larticle 5 de la section précédente, aprés
avoir réduit toutes les variations a dw, dy, d'z, et d’égaler ensuite
a zéro séparément les quantités aﬁectees des trois 111determxm,es
d9, dw, M. )

On trouvera d’abord, comme dans T'article cité de la premiére Par-
tie, que la variation d'p devient nulle, et qu’ainsi les termes dus aux

forces intérieures P du systéme ne renfermant point les variations
d'¢, d'w, d4 ne donneront rien dans les équations dont il s’agit. On
trouve aussi, comme on I'a yu dans le méme article, que la variation
dp est nulle lorsque la force P tend vers I'origine des coordonnées,
et quainsi cette force n’entrera point dans les mémes équations.

En faisant donc simplement pour dx, dy, dz, les substitutions
indiquées, aprés avoir changé les forces P, Q, R, etc. en X, ¥,
Z , comme ci-dessus (art. 2), on aura, relativement aux variations
49, dw, &, I'équation

(xd‘y ;;yd’.r iy ey o )d\@

S +‘d"’”x‘“‘+xz—zx)d‘w m = o;

+QE A zy — v )

et comme les variations d'¢p, &V, dw sont*les mémes pour tous
les corps du systéme, elles nentreront pas sous le signe d'inté-
gration §; de sorte qu'on aura les trois équations relatives a cha-
cune de ces variations,

S(x%—y%—i—xl’—y}()m:o,
S( G Iy dt* +zX-—xZ)m._.o,

S(y = —2-3‘;—!—_;/2—2]’)111::0.
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Ces équations auront lieu a-la-fois lorsque le systéme aura la
liberté de tourner autour de chacun des trois axes, c’est-a-dire,
toutes les fois que le systéme sera disposé de maniére a3 pouvoir
pirouetter librement en tout sens autour du point fixe qui est l'ori-
gine des coordonnées.

Et il est bon de remarquer que ces équations ont toujours lieu
indépendamment de I'action mutuelle des corps, de quelque maniére
que cette aclion puisse s’exercer, méme par le choc mutuel des corps
du systéme, comme dans l'article 3, et par la méme raison; elles sont,
de plus, indépendantes des forces qui tendraient vers le point fixe
ou est lorigine des coordonnées,

8. Pour se former une idée plus nette de ces équations, on
remarquera, 1° que les quantités ad'y—yd'x, zd'x —xd'z,
yd*z—zd'y sont les différentielles de celles-ci, ady—ydx, zdx—xdz,
ydz—zdy , lesquelles représentent le double des secteurs élémen-
taires décrits par le corps m sur le plan des x, y, des x, z et des
v, z, cest-a-dire, sur les plans perpendiculaires aux axes des z,
des y et des x. En effet, si dans ady — ydx on substitue pour x et
y les valeurs pcos @, psin@, on a p*d@ double de I'aire comprise entre
le rayon vecteur p et le rayon consécutif qui fait avec lui langle dp.

2°. Que les quantités X, ¥, Z représentent les forces qui solli-
citent chaque corps m, suivant les coordonnées x, y, z, et vers leur
origine, et qui résultent de toutes les forces P, Q, R, etc. agissantes sur
ce corps, ‘suivant des directions quelconques (art. 5, sect. II), et
quainsi les quantités yX—«¥, xZ — 2X, z¥ —yZ expriment
les momens des forces qui tendent a faire tourner les corps autour
de chacun des trois axes des coordonnées z, y, ¥, en prenant
le mot moment dans le sens ordinaire , pour le produit de la force,
et de la perpendiculaire menée sur sa direction.

9. Si le systéme n’était animé par aucune force extérieure, ou
sil Pétajt seulement par des forces tendantes au point que nous

avons
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avons pris pour lorigine des coordonnées, lés trois équations pré-
cédentes se réduiraient a celles-ci:

S(’fi@—_?f_“’) m
S(z,d“m;—-:rd z)
G

(yda:—-—zd’y) ks O,:

I

ll

lesquelles étant intégrées par rapport 4 la variable t, douneront,
en prenant trojs constantes arbitraires 4, B, C,

S(ﬂ;—:ﬂﬂf)m =C,
S("d_‘r;x_dz)m=.3, ' ’
S(I-dz—;—xiy—>m= AL

Ces derniéres ¢quations renferment évidemment le principe des
aires , dont nous avons parlé dans la premiére section.

10. Il est a propos de remarquer que ces équations sont dans
le cas de Particle 10 de la section précédente; de sorte quion y peut
introduire trois nouvelles consfantes. arbitraires, par le changement

des axes des coordonnees
Soient &', 3/, 2z’ Ies nouvelles coordonnées ; on aura egalemeut

S(= Y —
s ( z’dx’-.;;r’dz’ )m e B’,
S(FF L m =),

fes quantités 4’, B’, €’ élant aussi des constantes arbitraires, mais

différentes de 4, B, C.
Substituons maintenant dans l'eXpression ady —ydx les valeurs

Méc. anal. Tome I. 34
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de w; y, en &, 3/, z'' données dans larticle cité de la méme sec=
tion, on aura
xdy — ydx = (aff'— Ba’) ('dy'—y dx’)
+ (7‘_&:_ @?’) (z:dxt_x!dzf) + (ﬁ?f_ ?ﬁf) (y'dz’--' zldyf).
On trouvera de méme,
zdx—xdz = (Ba"— aff") (¥'dy'—y'dx")
+ (0'—2e) (fd—a'dd) + (o f'— By ) (y'dz—Z'dy'),
i — zdy = (o f'— ') (¢ dy/'—y )
+ (Va'—ay) (Fdx'—a'dz' )+ O/ B'—BY') (y'd'—2'dy’).
Si on affecte tous les termes de ces équations du signe S, apres

les avoir mulltipliées par m et divisées par dt, et qu'on y substitue
a la place des intégrales affectées de' §, leurs valeurs 4, B, C,

A, B, C’; on aura

C = (af’ — P&)C’" + (02’ — &) )B + (B) — yB) 4,

B = (Ba" — af)C + (2)' — ya")B + (8" — B4,

IA — (Oﬁfﬁﬂ—— ﬁ)dl)cf + (7’“”—“’9/’)‘8’ + (}"6‘ i ﬁ"}/')/j’o
On: peut réduire ces formules a une expression plus simple, en ob-
servant que l'on addentiquement

(aﬁr__ﬁ&f), + (‘Bﬂ-”—-'dﬁ’)’ + (a!ﬁl_ﬁrua)g
= (a2 o) (BB 1) — (af-+a By,

quantité qui se réduit a Punité, en vertu des équations de condi-
tion de larticle 10 de la section troisieme de la premicre Partie.
On a de plus ces équations identiques.,

a(afﬂ’ e ﬁ!uﬂ) + ﬁ'(ﬁ&’ '——.d.ﬁ') + a-’(d:ﬁ’ ) ﬁd,’) — 0,

ﬁ(afﬁﬂ' rei Ll ﬁ!“?) + ﬁf(lgdﬂ' i 3 “ﬁ') + ﬁl(“ﬁf KPS ﬂma‘) = 0.
Si donc on compare ces équations avec Jes trois équations de
condition =

Py ety ey o BBy B =o,
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il ‘est facile de conclure de cette comparaison, quon aura
o f—fa’ =y, Lo —af= ¥ af'—Ba'=1".

Les quantités 7, 9/, 5" pourraient avoir également le signe —;
mais comme, dans la coincidence des axes des ', 3/, " avec ceux
des x, y, z, on doit avoir 2 =1, =0, y=0, a'=o0, f=1,
a0, LT p TR e, BE T S ANt A sect HI, part. I), cette

condition ne peut avoir lieu qu'en prenant : } posmvement, et par
conséquent aussi 5" et 5. |

On trouvera de la méme manicre _
3./.'“"'_&’)/‘:‘6’ u}l.—-?a’#: ﬁlf’:-?d\fl_a){f'= ﬁ',
?’ﬁ'_"ﬁ’?/'za’ ?ﬁﬂﬁﬁyl=¢!’ ﬁ?f_?ﬁ!=ml’;

de sorle que l'on aura : '

A= ad + BB - C),

B = !A!+ ﬁ.rB;_{_?aCf

C f— " Ar + p B + ?”C'
doul'on tire, parles équations de condition de I'article 10 (sect. III,
part. I),

A = Ao + Ba + O,
B. = Af + Bf -+ C#',
C = Ay -+ By + €Y,

et
A* 4+ B* + C = A* 4+ B* + C

Il résulte de cette derniére équation quon a en général

i ot & )+(S(M) )
=M Hs (s 'd"”_""d“) m)+(8 (= m).
d’'ou Lon peut conclure que la fonction

(s (HF)m) +(s (EF=)m) (s C=F)m)

a toujours une valeur indépendante du plan de projection et de
la position des axes des coordonnées =, y, z dans I'espace, pourvit
que ces coordonnées soient rectangulaires entre elles,
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11, Ces expressions de .Z; B, C;.en A’y B, C' quon vient de
trouver; sont semblables a celles. de. wy g, z en &y, 2’ de lar-
tlcle 9 de la_ segtion. prccedente, par conscquent si_on prend
« .._A’ ¥ o= B’ Z = C, onawa 4=x, B=y, C=z, ct
rcc1proquement e ; _y.._.B z=C donnera A4’ =«  Ble=als
C —-z,,fceat-a-dxre que 4, B, C et A, B, C' seront deux
syst(.rr,nes de coordolnnees qui rcpondent aun méme point, le pre-
m1er étant relauf aux axes des x, y, z, et le second aux axes des

J J’ ’ Z

On voit tout de suite par la qu'on peut faire 4'=o, B’_. 0,
en ﬁusant passer l’axe des ok ou. z’ par le pomt auquel upondent
les coordonnées .4 B, C, et qualors la coordonnec C’ aura sa

plus grande valeur ...\/ (£’ + B+ C°). 011 aura dans ce cas,’
A-)C‘"--B—gx ¢ =,'C,

L

et il est facile de voir: que les “coefficiens 3, 5/, 7" ne seront

antre. Jchose qué les 'cosinus des' angles que la ligne' ' fait’ avee

les axes des 4, B, C. L]
Ainsi Ja résolution dés’ equanons

S(x’dy_ﬁi’)m =G,
»,g(Mi)m L
f o by

S(y’dz —2z Z)m ey

donnera ceile des equatious .
3 . —L-”y%r)m.ﬁ.y*d,
2dx—zdz e
(e i ok
. S(_ydz—zd_y>m o yC’

Ies quanutes ‘y, YN oo etant trois constantes telles que ek v
--9" =1, et.dont deux sont arbitraires.
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Le plan perpendiculaire & laxe des C’, lorsque C’ devient un

mawimum , est celui que M. Laplace nomme plan invariable, et
dont il a le premier démontré Pexistence et la position.

Celte position est facile & déterminer par les ¢quations
A = C, B = 7_’0’: C = ,'C,

car puisque les quantités 7, 7', 7 sont les cosinus des angles
que axe des C’ ou z’, qui est perpendiculaire au plan invariable, fait
avec les axes des x, y, z du systéme, en nommant ces angles
2, m, n, on aura, a cause de C' =V (&£ + B*~-C?),

A B ' C
cost = Vtm’ =V @TEEey T Vo)
13, Si le systéme est libre, cest-a-dire qu’il n’y ait aucun des
points du systéme qui doive étre fixe, on peut prcndre lorigine.,
supposee fixe, des coordonnées x, y, z partout ou I'on voudra ; ¢
par conséquent les propriétés des aires et des momens que nous
venons de démontrer auront lieu par rapport a un point fixe quel-
conque pris a volonté dans I'espace.

Mais par ce que nous avons démontré dans Particle 6, ces
mémes propriétés auront lieu également par rapport au centre de
gravité de tout le systéme, soit que ce centre soit fixe ou non.
En effet, si dans les trois équations de Yarticle 7, on substitue
pour x, y, z les quantités &'+4-%, y'--n, 2’4, en rapportant,
comme dans article 3, les coordonnées a’, 3', z* au centre de gra-
vité du syst¢me, et qu'on ait égard aux trois équations de ce der-
nier article, on aura ces transformées,

gd“;:,"dr’ - £Y -—-nX) mis=rtog

S (M’Ed_;f“ e £Z> s

nd? t—-td ]

I

0,

S

+ 1Z —¥)m =



270 MECANIQUE ANALYTIQUE.

qui sont, comme l'on voit, semblables a celles de l'article n, et
dont toute la différence consiste en ce qua la place des coordonnées
x, y, z partant d’'un point fixe, il y a les coordonnées &, #, ¢,
dont lorigine est dans le centre de gravité du systéme.

Ainsi lorsque les forces accélératrices sont nulles, on aura les

intégrales
S(M)m €3
(fdf idl)m=3’
S(nd-—-—-—di)m__A’

sur lesquelles on pourra faire des remarques analogues a celles
que nous avons faites sur les équations de larticle g.

I

13. Quand un des corps du systéme est retenu fixement par un
obstacle quelconque, en plagant dans ce corps l'origine des coor-
données, on a le cas de larticle 7. Mais si deux corps du sys-
téme sont supposés fixes, on regardera la ligne qui passe par ces
deux corps, comme un axe fixe autour duquel le systéme peut
tourner librement, et prenant cet axe pour celui des coordonnées z,
on aura simplement, par le méme article,

Sx=—ydp, dy=xd0,

J&'¢ étant la rotation élémentaire autour de cet axe, laquelle doit
demeuren indéterminée. On n’aura ainsi qu'une seule' équation re-
lative a cette variation d'¢, laquelle sera

S(:r:?m ydt,+xY——yX>m._o,

et lorsque le moment ¥ —yX des forces extérieures par rapport
a Paxe de rotation est nul, on aura par lintégration, comme dans

Jarticl
gt (.:cd —-—ydx)m Ca
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équation qui donne le principe des aires par rapport au plan des
x, y perpendiculaire a 'axe de rotation, et sur lequel les aires dé-
crites par les corps doivent étre projetées.

Si trois corps du systéme étaient supposés fixes, alors la posi-
tion de chacun des autres corps dans Iespace serait déterminée
par ses distances a ces trois corps, et il n’y aurait plus de va-
riations indépendantes de la nature du systéme et de la disposition
respective des corps entre eux, d’ou P'on pit déduire des équations
générales pour le mouvement d’un systéme quelconque.

§ IIL
Propriétés relatives aux rotations produites par des forces d’impulsion.

14. Quand un systéme libre de tourner en tout sens autour d’un
point fixe regoit des impulsions quelconques, on peut aussi em-
ployer dans I'équation de Particle 11 de la section précédente les
expressions de dx, dy, J'z de larticle 7, aprés avoir réduit & b, G
Y, Z les forces dimpulsion P, Q, R, etc.; et en égalant sé-
parément & zéro les termes mullipliés par les variations dp, dw ,
VN, on aura les trois équations

S{m (xy —yx) + «¥ — yX} = o,

S{m(z:;': -—:rz) - zX — xZ} = o,

S{m (y%——-zjf) W yZ — z¥} = o,
pour le premier instant du mouvement produit par les impul-
sions X, ¥, Z.

Dans les systemes qui sont tout-a-fait libres, on peut prendre
le point fixe partout oit Pon veut dans lespace, et les équations
précédentes auront toujours lieu par rapport a ce point.

15. Dans ces systemes, on peut aussi rapporter leurs rotations
a trois axes qui passent par le centre de gravité. Car en foi-
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sant, comme dans larticle 5,
Sx=dv 4%, dy=d)y 4%, Jz=J ¢,

les variations 4%, dy’, d%2’ donneront d’abord les trois équations
relatives au mouvement du centre de gravité, trouvées dans ce
méme article. ;

Il restera ensuite I'équation

S((ms + X)PE + (my =+ V) = (mz - 2)d¢) = o.
Or en rapportant les rotations M, d‘w,' Jdp aux axes des coor-
données £, 1, ¢, et ayant égard qu’a ces rotations, on a, comme
dans larticle 7,

J\&':CJ\"’—"”J\?’ In=E£l¢ =, I =ud —Edw,

et les trois variations indéterminées J, Jw, J'¢ donneront les
trois équations

S{m £y — nx) o E¥ — 21X} = o,
§{m (lx — £z) + (X — £Z} = o,
S{m(nz — &) + 1Z — (¥} = o.

Mais a=a'+£, y =y 1, z=2¢; donc substituant ces

valeurs, faisant sortir hors du signe & les quantités «/, 5/, 2/, qui
ne se rapportent qu'au centre de gravité, et observant que par
les propriétés de ce centre on a

Smf = o.. . Smns= 0, .Smf =04

les trois équations précédentes deviendront

S{m (£n — #§) = £V — #X} = o,
S{m ((f — E) + (X — £Z} = o,
S{m (1§ — {n) 4 1Z — (¥} = o,
qui
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qui sont tout-a-fait semblables a celles de larticle précédent, et
dans lesquelles les coordonnées £, #, ¢ ont leur origine au centre
de gravité, et les vitesses £, #, ¢ sont relatives 2 ce centre.

Ainsi les équations relatives & un point fixe, subsistent anssi
lorsque le systéme est libre, par rapport a son centre de gravité.

16. Les équations que nous venons de trouver pour leffet des
unpuls.ons dans le premler instant, ont heu aussi dans les instans

.....

comme constans les termes qui dependent des mpulsxons X, Y, Z
Car «x, y, z étantles vitesses parallélement aux axes des T, ¥, 2 ,'
ona dv==xdt, dy .....ydt, dz ==zd¢, et les equauons de l’arncle 9
deviennent

Sm (xy = yx) ='C',

St (zv — w3) = B,

Sm(yz——- zy) = A, .
I«esquelles, étant comparées a celles de larticle 14 donnent

C=S(yX — xY),
B= S(xZ =~ zX),
A= S(z¥ — yZ).

Ainsi on a les valeurs des constantes .4, B, C exprimées par
les impulsions primitives données a -chaque corps; et Ion voit
que ces valeurs ne sont.autre chose que les sommes des momens
de ces impulsions, par rapport aux axes des x, des y €t des z.

1l en sera de méme des équations relatives au centre de gra-
vité, en comparant les équations de larticle 12 avec celles de
Yarticle 15.

17. Si on ne considére que les mouvemens de rotation par rap-
port aux trois axes des coordonnées w, y, z, et quon désigne par
Mée. anal. Tome I, 59
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4,, w, (p les vitesses de ces rotations, les variations Jx, dy, dz
seront proportlonnelles alix vitesses x, 3, z, et les variations A\L,
Jw, 4% seront en méme temps prOpoernneIles aux vitesses -4,,
@, P; les formules de Particle 7 donneront ainsi

:;:=zc::--'y<§>, y—x@-—-z+, é:y\p—-xc}.

Ces valcurs de x5y, z 1€, sont que. les. parties qui dcpenden;g des.
trois rotations; pour:avoir les valeurs compleles des vraies vilgsses
¥, g, zy il faut!y ajouter les parties qui dépendent du changement
de situation des corps, du sysieme entre eux, et quisont indépen-
dantes des rotations. . 1

Mais lorsque le systéme est invariable, ce qui a liew dans tous
les corps solides d’une figure quelconque, ces parties des vitesses
sont nulles, et les valeurs de x, y, z se réduisent simplement &
celles que nous venons de donner. On pourra donc substituer ces
valeurs dans les équations précédentes, et faisant sortir hors du
signe S les quantités' ~.i',, .‘;’5 ¢, on aura pour un solide: de figure
quelconque, en mettant -Pélément Dm a la place de m (art. 7,
sect. précéd.), les équations

S (a*4v*)Dm — -insz — wSyzDm = C,
@8 (x*-z*)Pm — N SyyDm = pSyzDm = B,
NS(y*+2)Dm — wSxyDm — ¢SxzDm = A,

par .lesquelles on pourra déterminer les vitesses des rotations ini=
tiales 4/, w, ¢, produites parles impulsions X, ¥, Z appliquées
a ‘des points quelconques du corps, et dont les'momens, par rap-
port aux axes des x, y, z, sont 4, B, C.

Comme les vitesses de rotation sont proportionnelles aux angles
mfiniment petits, déerits en méme temps par les rotations . res-
pectives, il s'ensuit'de ce quon a démontr¢ dans la troisi¢me scc-
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tion de la premicre Partie (art. 11), que les trois vitesses <, o
p se composent en une seule vitesse § telle que

0=V + i+ ¢,
avec laquelle le corps tournera réellement autour d’un axe ins-

tantané, faisant avec les axes des x, y, z des angles A, u, 7,
tels que

GOB AT == i isi 110008 U= i3 oy 111008 M=
]

. ¥
(=-1% I'Qp

Ainsi les trois équations précédentes donneront la position ‘de
Vaxe autour duquel le corps tournera dans le premier:instant, et
la_vitesse de rotation autour de cet:axe. C’est celui.qu’on appelle
axe spontané de rotation.

18. Dans les instans suivans, le corps continuera a tourner par
sa force dinertie, et les trois équations qu’on vient de trouver au-
ront encore lieu, en regardant comme constans les termes qui con-
tiennent les forces d’impulsion X, ¥, Z, comme on 'a vu dans
Particle 16 ; mais les quantités S(x*+4-y*)Dm, SxyDm, etc. devien-
dront variables a raison de la variation des coordonnées x, y, z
pendant la rotation. :

Mais une conséquence remarquable qu’on tire de ces équations,
cest que dans un instant quelconque, le corps a le méme mou-
vement de rotation ‘quil recevrait dans cet instant par Pimpulsion
des mémes forces qui Pont mis ‘d’abord en mouvement; si ces
forces lui étaient appliquées de maniére - produire les mémes' mo-
mens autour des axes des wx, yy z 0

Et comme ces équations ne sont que les équations générales de
Particle 16, pour un systéme quelconque de corps, appliquées a
un corps solide de figure quelconque, il s’ensuit que si le systéme
qui a regu des impulsions primitives, devient, par P'action mutuelle
‘et successive des corps, un systéme invariable ou un solide quel-
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conque - les Témes: équdtions auront encove liews de sorte que le
solide auraa chaque instant le méme mouvement de rotation qu’il
recevrait par les mémes impulsions primitives, si elles lui étaient ap-
pliquées immédiatement de maniére & produire les mémes momens.
Donc aussi une masse fluide agltee primitivement par des forces
quelconques, abandonnée ensuite a elle-méme et devenue solide
par' Pattraction mutuelle ‘de ses parties, aura a chaque instant le
méme mouvement de rotation que les forces primitives lui impri-
meraient si elles agissaient de la méme maniére sur la: masse solide.

19 Les rois équations de Particle 17 donneront Ies valeurs des
momens 4, B, C de toutes les forces primitives, en connaissant
fa position mstantat_lee du corps et ses trois vilesses de rotation
; .:],, @, @, par rapport aux axes fixes des ¥, ¥, z, ou la vitesse
'composee H autour de Taxe mstamane ,-avec les angles A, w, vy
de cet axe avec les axes fixes des x, 9.5 23 61 r&.mproquemcnl: ayant
ces momens, On POUITa en dedmrc les valeurs des vitesses de
rotation.

On voit aussi par ces ¢quations, que fes momens seront nuls

si les vitesses sont nulles ; mais les momens étant supposés
nuls , il ne sensuit pas evndemment que les vitesses de rota-

tion dowent ¢tre nulles. Car en faisant A._.o, B=0, C=o0,
on a trois équations linéaires entre «L, w, @; et il faudrait prou-
ver que ces trois ¢quations ne peuvent pas subsister ensemble ,
a moins: de supposer =0, w=0, P=o0.

- En éliminant deux de ces iriconnues on a une équation qui donne
la troisicme inconnue nulle ou arbitraire, mais avec la condition

S 4y)Dm X S +29Dm % S(y*+ )Dm
= 8(»* =4y )Dm X (SxyDm)* = S(x*~+z*)Dm < (SxzDm)*
-{- S( y"'-l—z )Dm X (S_ysz)’ + 2Sxme><szDm><S‘}sz,

ot Al faudrait prouver que  cette ‘condition est impossible a remplir,
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ce qui paralt trés-difficile. Mais nous démontrerons plus bas (art.31)
que lorsque les momens sont nuls, toute rotation s’évanouit aussi.

D'ott nous pouvons d’abord conclure qu’il est impossible qu'un
systeme de points isolés, ou une masse fluide quelconque, puisse
former un corps solide qui ait un mouvement de rotation , a moins
que les impulsions primitives n’aient été telles, quil en soit résulté
un moment par rapport a Paxe de cette rotation.

20. Par les transformations exposées dans Tarticle 10, on peut
changer les trois équations de l'article 17 en des équations semblables

dans lesquelles les quantités », y, z, 4; B, C soient remplacées
par les quantités analogues ', 3/, =, 4, B, C".

Désignons par +, &', ¢’ les vitesses de rotation par rapport aux
nouveaux axes des &', y/, z, on aura aussi,
v = Zdt = (Zo’ — y'¢')dt,
& = ydt = (¥¢p’ — z'-:l;')dt,'
df = Zdt = (¥ — o' )dt,
et les trois premiéres équations de Varticle 10 deyiendront par ces
substitutions, en changeant m en Dm,
@'S(&~y*)Dm — ni’Sx'z’Dm' — &'§y/ZDm = (',
-,S( !;+yfa)Dm f2i '4' xy Dl’lf—*- ¢l‘Syfz!Dm p— Br
-\].S( ¥4z )Dm — o'Sx'y’Dm — ¢'Sx'z’Dm = A',
dans lesquelles on aura par le méme article
A = Ao -+ B -~ Ca,

B = AR 4 B + Cﬁ’a
C.= 4y + By + &,

Ces équations ont I'avantage que la position des axes de rotation
y est entiérement arbitraire, puisquelle ne dépend que des quantités
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a, B, ¥, &, elc.; et comme elles ne sont que du premier ordre,
rien wempéche de donner a ces axes une position différente d’un
instant a Pautre, et de les prendre de maniére qu’ils soient fixes
dans lintérieur du corps, et par conséquent mobiles ayec lui dans
espace. Alors les quantités S(x*+-"*) Dm, Sx’y’ Dm, elc. devien-
dront constantes , mais les quantités ', B, C" seront variables,
A cause de la variabilité des quantités «, 3, 3, o, etc. Nous don-
nerons dans la suite des moyens directs de parvenir a ces équations
qui sont d’'une grande utilit¢ dans le probléme de la rotation des
Corps.

21. On vu dans larticle 16, que les constantes .4, B, C ex-
priment les sommes des momens des impulsions primitives don-
nées aux corps, relativement aux axes des x, y, z. Or il est fa-
cile de prouver que les quantités a, &/, «" représentent les cosinus
des angles que P'axe des af fait avec les axes des a, y, z; que les
quantités B, (3, ' représentent les cosinus des angles que I'axe
des y fait avec les mémes axes des x,y, z, et que les quantités 5,
%', 9" représentent les cosinus des angles que P'axe des z’ fait ayec
ces meémes axes. Donc par ce quon a démoniré dans la premiére
partie sur la composition des momens ( sect. 111, art. 16), les trois
quantités £, B’, C' seront les momens des mémes impulsions
rapportés aux axes des «f, y/, 2, Cest-a~dire aux axes de rotation
fixes dans le corps et mobilgs dans P'espace. Ainsi on pourra ap-
pliquer a ces axes les mémes conclusions qu'on a trouyées dans
larticle 19.

§::1.Y,
Propriétés des axes fixes de rotation d’un corps libre de Jigure
quelconque.

22. Nous réservons pour un chapitre particulier la solution com-
pléte du probléme général de la rotation d’'un corps solide de figure
quelconque; nous allons seulement cxaminer ici le cas ou laxe
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instantané de rotation demeure immobile dans 'espace, ou au moins
toujours parall¢le a lui-méme lorsque le corps @ un mouvement
progressif, parce que ce cas se résout facilement par les formules
du paragraphe précédent, et qu’il conduit aux belles propri¢iés des
axes qu'on nomme principaux, ou axes naturels de rotation.

Reprenons les équations fondamentales de larticle 17 ; faisons,
pour abréger,
!/ = S¥*Dm, m = Sy*Dm, n = 8zDm,
f= SyzDm, g = SxzDm, A = SxyDm,

et substituons pour ., @, @ leurs yaleurs cosA, fcosu, fcosy,

0 étant la vitesse de rotation autour de laxe instantané qui fait
Jes angles A, w, v avec les axes fixes des x, y, z; ces €quations

deviendront ainsi, en les divisant par 0,

(m~=n)COSA == hCOSK = gCOSY 7=
(7~ n)cosp == ACOSA — fCOSy ==

(1 ==m)Ccosy == gCOSA == fCOSU =

a3. Les six quantités I, m, n, f, g, % sont variables; en les

di{féréntiant, substituant pour dr, dy, dz les quantités xdz, ydt,
zdt, et ensuite pour x, y, z leurs valeurs (art. cité), on aura

dl = 2(gcosp — hcos:a)éde,

dm = 2(hcosy — fcos?x)édt,

dn = 2(fCosA — gcos,u)ﬂ'dt,

df ((m—-n) COSA == gCOS p — ﬁcos,u)édt,

dg = ((n—- 1) cosp = /COSA =~ fcoa;r)Gdt,

dh == (( l~m)Cosy =~ fCosp —— gCos A)édt.

I
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Ces six équations, jointes aux trois de larticle précédent, ren-
ferment la solution générale ; mais nous ne considérons ici que
le cas ou les angles A, w, v demeurent invariables; et il s'agit
de voir sous quelles conditions ces quantit¢s peuyent étre constantes.

24, Pour cela, il n’y a qua différentier les trois premitres équa-
tions dans cette supposition, et y substituer les valeurs des différen~
tielles dZ, dm , etc., on aura aprés avoir divisé par 4dt ces trois-ci ;

Jf(cosy*—cosu*) — gCOSA COSp ~- /2 COSA COS ¥
A_db

- (m —1) CO8 L COS ¥ == == == X —
} g at

¢ JCOSA COSp = g(COS A* == COS ¥*) == /COS & COS»

: B d
+(n-—~£)coshcosv=-—é—3x§,

—fCOS A COS ¥ == g COSK COSY == /2 (COS u* == COS A*)

v} (I = m) COSA COSp == = Qe
&3 dt

Si on ajoute ces trois équations ensemble, aprés avoir multi-

plié la premiére par cosA, la seconde par cosu, la troisiéme par
cosy, ona l'équation

al A.cosA =B cos p. 4= Ccosy d&

0 == z X s

laquelle donne & = o , ou bien
A COSA == Bcosp == Ccosy == o)
Nous verrons plus bas (art. 38) que la quantité

AV =+ Bw =+ C9,
qui est la méme chose que

(AcosA =~ Beospu =~ Ccosv)é,
exprime



SECONDE PARTIE, SECTION III. 281
exprime la force vive du corps, laquelle ne peut jamais étre nulle
tant que le corps est en mouyement.

Il faut donc supposer en général dj = o, et par conséquent

la vitesse de rotation § constante. Alors les trois équations ci-
dessus se réduisent a deux, qui donnent les rapports des cos A,
Cosm, cosy; el comme On a COSA* 4 cospu® 4-cCosy*=1, CC§
rapports suffiront pour déterminer les trois cosinus,

3b. Supposons

Ies trois équations précédentes deviendront, & cause de df==o,

f(u*=—s") — gs =+ hu =+ (m—n)su = o,
g1 —w) — hsu+ fs 4 (n—1l)u = o,
h(s*—1) o= gsu— fu = (I—m)s = o,

La derni¢re donne

— k=) —m)s

= f—sgs ?

cette valeur étant substituée dans la premiére ou dans la seconde,
ou plutot dans la somme de ces deux, aprés ayoir multipli¢ I'une
par g et lautre par f, pour en chasser I'z*, on a

(gk (m—n) -+ f(g* --k"))s‘
- (g(l—- m)(m—n) =+ fi{n—2l=~m) == g(g* == 7* — 2f’))s‘
- (f(l-—m)(m—- n) =+ gh(n—am=-1) == f( f*~ 7* — ﬂg‘))s
o fh(l—n) 4 g(f*—h")=o.

Cette équation étant du troisiéme degré, aura nécessairement
une racine réelle; ainsi on aura une valeur de s, et une valeur
correspondante de z, par le moyen desquelles on pourra déter-
miner la position d’'un axe invariable et de rotation uniforme. Mais
comme cette détermination dépend des quantités Z, m, n, f, g, %,

Mée. anal, Tome I, 56

U
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qui varient avec le temps ¢, il faut encore prouver que la varias
bilité de ces quantités n’influe point sur la valeur des deux quan-
tités s et u.

26. Pour y parvenir, nommons P, Q, R les premiers membres
des trois équations de Tarticle 23; les premiers membres des équa-

tions de larticle 24 seront — dp a9 -f'—lﬁ- , en y mettant pour d/,
Odc Bd: bdt
dm , etc. leurs valeurs. Or il est facile de voir quon a, par la

substitution de ces mémes valeurs,
dP = (R cosp — Q cosy)idt,
= (P cos v — RcosA)ide,
= (Q cos A — P cosp)idt.
Dlaprés ces équations, dans lesquelles A, #, » et § sont des

quantités constantes, il est facile de voir que si les valeurs de

dP dQ dR
dary de? il
quelconque donnée, celles de

sont nulles lorsque ¢==0, ou #= a une quantité
o IP Q&R 4 PP IO IR
d:z ? di? 2 dpr? e ? d'£3 ? dt 7
et ainsi de suite a linfini, seront aussi nulles pour la méme va-
leur de ¢

Or on sait par le théoréme de Taylor, que la valeur d’une fone-

d
tion = de ¢, lorsque ¢ devient ¢--¢, devient en m¢me temps

AP R EPELL - dIP
Tt ae bk op tirt g £° - ele

el o Ak dp
Donc si — =o lorsque =0, on aura toujours —-= 0, quel

dt
que soit t’ Et la méme chose aura liecu pour les valeurs de
dQ
';ﬁ*‘ et ?“—.
1l s’ensuit de la que si les équations de Varticle 25, qui ne sont

dQ _ 4R

S5 ey ead
que les transformées des équations - =0, — == 0, 7 =0, ont
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lieu dans un instant quelconque, elles auront lieu, quel que soit
le temps ¢, dans Ihypothése des quantités s et z constantes. Par
conséquent les valeurs de ces quantités seront indépendantes de
la variabilité¢ des quantités Z, m, n, f, g, 2; de sorte quil suffira
de déterminer les valeurs de ces derniéres quantités pour une po-
sition quelconque du corps a I'égard des axes fixes des x, y, z,
pour avoir celles des quantilés s et z qui déterminent la position
de l'axe de rotation, lequel doit demeurer immobile dans I'espace,
ou du moins toujours paralléle a lui-méme, si le corps a un
mouvement progressif.

Et comme cet axe, par sa nature, est fixe dans Pintérieur du
corps pendant un instant, puisque le corps est censé tourner au-
tour de lui, il s‘ensuit qu’il y doit toujours demeurer fixe; car il
est évident que si, dans linstant suivant, il changeait de place
dans le corps, il changerait nécessairement de place dans I'espace;
ce qui est contre I'iypothese.

a7. Ayant trouvé la position de cet axe dans Pespace, rien
n’empéche de supposer qu’il coincide avec I'axe des x dont la po-
sition est arbitraire.

* On pourra ainsi supposer A==o0, et par conséquent cosa=1,
ce qui donnera s==o0 et z=o. De la on trouve, par les équa-
tions de larticle 25, g==o0, Z=o0. Ainsi cet axe a la propriété,
qu’en le prenant pour l'axe des x, les valeurs des deux intégrales
SyyDm, SxzDm (art. 22) deviennent nulles. ¥ 3G

Supposons maintenant dans nos formules g=o, Z=o, et dé-

signons par f', I, m', n, ce que deviennent les quantités f, 7,
m, n dans ce cas. Cette supposition donne d’abord s=o et u=o,
c’est le cas précédent; ensuite elle donne aussis et z infinis, et
par conséquent COSA==o0, A==go°; cette valeur répond aux deux
autres racines de I'équation en s du troisitme degré, et par con-
séquent a la position des deux autres axes. Or la premicre des
€quations en s et u (art. 25) devient, lorsque g et z sont nuls,



284 MECANIQUE ANALYTIQUE.
S/t = s*) = (m'—n')su==0, et substituant pour s et z leurs
valeurs,

f(cos v* ==cosp?) - (m —n') cosp cosy = o;

mais en faisant cosA =0 dans cosA*--cosp®—- cosy® =1, on
—— . v . Finir ’
a cosy = V/(1—cosp*) == sinp; et D'équation précédente se ré-
duit a celle-ci:
”,

L tica)
tang 2p = ———,

laquelle donne pour Pangle x deux valeurs dont l'une surpasse
Pautre de go°.

Ainsi ayant pris Paxe des x dans le premier axe de rofation,
les deux autres axes de rotation uniforme seront dans le plan des
¥ et z, et feront avec l'axe des y les angles w et w—-go®, de
manicre que les trois axes de rotation seront rectangulaires entre
eux, comme ceux des coordonnées. On pourra donc prendre aussi
ces deux derniers axes pour ceux des y et z; 'on aura alors p=o,
et par conséquent f'==o; de sorte que la valeur de l'intégrale
SyzDm sera aussi nulle.

28. 1l existe donc pour chaque corps solide, quelle que soit sa
figure et sa constitution, et par rapport a un point quelconque
du corps, trois axes rectangulaires qui se coupent dans ce point,
autour desquels le corps peut tourner librement et uniformément;
et ces trois axes sont déterminés par les conditions suivantes:

SyyDm=o0, SxzDm=o0, SyzDm=o,

en prenant ces axes pour ceux des coordonnées x, y, z.
Lorsque ces axes passent par le centre de gravité, onles nomme
axes principaux , d’apres Euler, a qui on en doit la connaissance ;
on les nomme aussi axes naturels de rotation, ou en général, axes
principaux , soit qwils passent par le centre de gravilé ou non.

29. En faisant f=o0, g=o0, A=0, ce qui a lieu par rapport
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aux trois axes principaux, on a aussi par les €quations de lar-
: dl d; d S :
ticle 23, »=o, —E:o, d——?:o, ce qui fait voir que les quan~

tités Z, m, n sont alors les plus grandes ou les plus petites. Pour

pouvoir distinguer les maxima et les minima, il Wy aura qua
&l d'mo @ i
chercher les valeurs de =, —=, ==, et Fon trouvera, a cause

de @ constante ,
d’l
di#
%? = 2((l—=m)cosy* —(m—n)cosr*)@,
d’n
di

= 2((n—1I)cospu* = (I—m)eos »’)é’,

\=_.2((m-—n)cos)t’—- (n— l)cos,u.’)é’. |

. - d’l : ri o
Donc si >m, m>n, la valeur de - sera toujours négative,
: d’n : s ve d’m ks g
celle de —= toujours positive,.et celle de - pourra étre positive

ou négative; par conséquent / sera toujours un maximum, n un
minimum, et m ne sera ni 'un ni Tautre. On voit aussi que

(] 2 A - . ds d”
dl';f = aura toujours une valeur négative, et —”—’gg—” aura tou-

jours une valeur positive; de sorte que la quantité Z-}-m sera
toujours un maximum, €t m=-n U0 minimumn.

Les quantités I~-m, I~n, m-n, qui expriment les sommes
des produits de chaque molécule du corps par le carré de sa dis-
tance aux trois axes des z, y, x, se nomment, d’aprés Euler,
momens d’inertie du corps relativement a ces axes ; ils sont pour
le mouvement de rotation ce que les simples masses sont pour
le mouvement progressif, puisque c’est par ces momens qu'il faut
diviser les momens des forces d'impulsion, pour ayoir les yitesses
de rotation autour des mémes axes.

C’est par la considération des plus grands et des plus petits
momens d’inertie, quEuler a trouvé les axes principaux ; main-
tenant on les détermine ordinairement par les trois conditions

SxyDm ==o0, SxzDm=o, 8yzDm=o,
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3o. Puisqu’on est assuré par Panalyse de l'article 27, que Iéqua-
tion en s (art. 25) a ses trois racines réelles, il sera toujours facile
de les trouver, en comparant cette ¢quation dégagée de son second
terme, avec I'équation connue

& e 372% == 27° COS @ =0,

dont les trois racines sont

? 4 1
arcosz, ——zrcos(Go +%), _grcos(eo.._%),

On aura ainsi les trois valeurs de s que nous désignerons par s,
s’y s", et les valeurs correspondantes z, «, «'. Et si on désigne
de méme par A, X', A" les angles que les trois axes principaux font
avec laxe des x, par p, u, p' les angles quils font avec laxe
des y, el par v, ¥, )", ceux que ces mémes axes font avec laxe
~des z, on aura par les articles 24"et 25,

1
Vits4uw’
rialdr B x
Vitstu'
142

Viteofa’

CO5 A =
CosS o =
COS ¥y =—

et on aura des expressions semblables en marquant les lettres A,
@, v, s, u dun trait, ou de deux. Ainsi la détermination des trois
axes principaux pourra toujours s'effectuer par ces formules dans
tout corps solide de figure quelconque, homogeéne ou non, pourvu
quon connaisse les valeurs des quantités f, g, %, 2, m, n pour
une position quelconque donnée du corps, relativement aux axes
fixes des x, v, z.

En substituant ces valeurs de cosA, cospx, cosy dans les trois -
équations de Tarticle 22, on aura les valeurs des momens 4, B,
C qui seront nécessaires pour faire tourner les corps avec une

yitesse constante donnée 8, autour d'un axe fixe dans Pespace, -
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dont la position sera donnée par les mémes angles A, u, », et
qui sera en memes temps un des trois axes principaux du corps,

selon’ quon prendra pour s et z lune des trois racines de I'équa:
tion en s.

31. Comme ces trois axes sont toujours perpendiculaires entre
eux, on pourra les prendre pour les axes des af, 3/, z dans les
formules de Tarticle 20. On aura ainsi par la nature de ces axes
Sx’y’Dm=o0, Sx'zDm=o, §y'Z7Dm=0; et si on fait

I =8%Dm, ' m'=8y*Dm, n'=8z*Dm,
les trois équations de: Larticle cité prendront cette forme trés-
simple : ' > ;
(m ) =4,
(I +m)e =B,
(7 4 n') é}' = O
par lesquelles on a tout de suite les vitesses de rotation +J’, o, ¢*
autour des trois axes principaux.

Ceest ici le lieu de démontrer la proposition que nous avons
indiquée dans larticle 19. En effet, en faisant #=o0, B=o,
C=o, on aura aussi (art. 20) 4'=o0, B =—o0, C'=o0; donc les
équations précédentes donneront +'= o, &’=o0, ¢'=o0; puisque
les quantités Z, /n, n ne peuvent jamais étre nulles pour un corps
de trois dimensions. D’'ou Pon: doit conclure quil ne peut y avoir
de mouvement de rotation si les momens primitifs sont nuls.

Quand parmi les trois momens ', B’, €, deux sont nuls comme
B et C, ce qui a lieu lorsque I'impulsion se fait dans le plan des
9/, 2, les deux vitesses de rotation @, @ seront aussi nulles, et le

corps tournera autour de Paxe principal des a” avec la vitesse .
Or, par les formules de larticle 20, on a

A+ B+ = A+ B+ C?,
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a cause des équations de condition entre les quantités e, B, ¥/
o, elc.: dong faisant B'=o0, C'=0, on aura A'=\/(A4-B+-C>),
et par conséquent constante; donc, par la premiére équation, la vi=

tesse -l’ sera aussi constante.

32. A l'égard des valeurs de 7, m’, n/, il sera facile de les dé-
duire de celles de 7, m, n, f, g, k. Car les expressions de x,y, z
en «, y/; 2/, en vertu des équations de condition (art. 10, section III,
part. 1), donnent réciproquement

& = ax =y~ a'z,
¥ = Pu+ By + B,
=yt yy+2%

Or en prenant les axes des «, 5/, 2/ pour les axes principaux
on voit par l'article 21, que les quantités «, &, a’ sont identiques
avec cos A, €OS 4, cos v, et que pareillement 2, 2, £ scront iden-
tiques avec cosA’, cosp’, cosy’, et , 9/, 9" avec cos A’, cos u,
cosy”. Ainsi, en substituant les valeurs de ces cosinus données cis
‘dessus (art. 30), on aura
X - sy - uz
|/1 -+ s* - u 4
§ = Z+sy+uz

Vitstu’
__ x4 sty 4 ut
= Viditu
d’ou lon tirera, en carrant et intégrant, apres avoir multiplié
par Dm,

't—
X —

7 14 s®m -+ v’n 4= ash - oug 4 nsuf

1 4= st ut
, l4-"ma-unos’h 4 au g-!—zs’u:f
B 152 -=u
Z-[- " m—A 1" n—=25"h4=au"g 4= 25’
73 1 +‘.”n + T

On trouve dans la plupart des traités de Mécanique la détermi-
nation
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nation des axes principaux dans différens corps; dans ceux dont
la forme est symétrique, Paxe de figure est toujours un des axes

principaux ; on peut trouver ensuite les deux autres par la formule
de Tarticle 27. '

§ V.

Propriétés relatives aux forces vives.

35. En général, de quelque maniére que les différens corps qui
composent un systéme soient disposés ou liés entre eux, pourvu
que cette disposition soit indépendante du temps, c'est-a-dire, que
les équations de condition entre les coordonnées des différens corps
ne renferment point la variable ¢, il est clair qu'on pourra toujours,
dans la formule générale de la Dynamique, supposer les variations
dw, dy, dz, égales aux différentielles dx, dy, dz, qui représentent
les espaces effectifs parcourus par les corps dans linstant d¢, tandis
que les variations dont nous parlons doivent représenter les esPaces
quelconques que les: corps pourraient parcourir dans le méme
instant, eu égard a Jeur disposition mutuelie.

Cette supposition n’est que particuliére,, et ne peut fournir par
conséquent qu’une seule équation; mais étant indépendante de Ia
forme du systéme, elle a I'avantage de donner une équation gé-
nérale pour le mouvement de quelque systéme que ce, soit.

Substituant donc dans la formule de Particle 5 (sect. préc. ), &
la place des variations d'v, &y, d'z, les différenticlles dx, dy, dz,
et par conséquent aussi les diffé rentielles dp, dg, dr, ete., au lieu
des variations d\p, Jg, d'r, ete., qui dépendent de dx, J‘y, dz,
on aura 'cette équation générale pour quelque systéme de corps
que ce soit, s |

s drd=x+d‘§:f’y+dzdz+1,dp+ng+Rdr+etc)m=0

%4, Dans le cas ou la quantlle Pdp-]—- ng—l—Rdr-{—etc est
intégrable, lequel a lieu forsque les forces P Q, R, etc. tendent
MMée. anal. Tome I, 37
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A des centres fixes ou & des corps du méme systéme, et sont fong-
tions des distances p, ¢, 7, €tc., en faisant

Pdp =+ Qdq ~ Rdr =+ etc. = dl,
Péquation précédente devient

dxd’ - 2
S( .rdx—[-?;i’_y-{-dzdz_'_m)m:o,

dont Pintégrale est

S(cfa: -l-:i’-}-dz -]-I'l)m.._.

dans laquelle Z désigne une constante arbitraire , égale a-la va<
leur du premier membre de I'équation dans un instant donné,
Cette derniére équation renferme le principe connu sous le nom
de Conservation des forces vives. En effet, du*—dy*--dz* €élant
le carré de lespace que le corps parcourt dans linstant d¢,

2 )3 dz? . 3 2 3
%’t—f— sera le carré de sa vitesse, et ixii'—f%;"’“—‘ﬁ'm sa

dt?

vives de tous les corps, ou la force vive de tout le systéme ; et on
voit par I'équation dont il s'agit, que cette force vive est égale a la
quantité 2/ —28Tm, laquelle dépend simplement des forces ac-
célératrices qui agissent sur les corps, et nullement de leur liaison
mutuelle, de sorte que la force vive du systéme est a chaque ins-
tant la méme que les corps auraient acquise si- étant animés par
les mémes puissances, ils s’étaient mus librement chacun sur la
ligne quil a décrite. Clest ce qui a fait donner le nom de Conserva-
tion des forces vives, a cette propriété du mouvement.

3 d_rs a d 5 }
force vive, Donc S(——m> m sera la somme des forces

35. Ce principe a lieu aussi lorsqu'on rapporte les mouvemens
des corps a leur centre de gravité. Car en nommant comme ci-
dessus (art. 3), a, /5 z’les trois coordonnées du centre de gravi-
6, et faisant x=a'+ £, y=y -+, z=z+{, les coordonnées
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£, #, ¢ auront leur origine dans le centre de gravité. On aura ainsi

dx® -~ dy* 4 dz* dx'® 4 dy" 4 d2*
3 ( T 00 Dadv e ) B adt* Sm

+ s YW Egdiy

dt
+ S ;a_!_dns +d"=..

adi® s

Par la nature du centre de gravité, on a (art. cité),

d d
SEm_o SR:-m'-._—..o, S—=m = o.

Donc I'équation précédente étant différentiée et retranchée de celle
de l'article 33 , on aura

di de
—+ S(Pdp—- Qdg + Rdr—- etc.)m = o.

Mettons a la place de Pdp-- Qdg - Rdr = etc., la quantité équi-
valente Xdx = Ydy -t Zdz, et substituons pour dx, dy, dz les
valeurs du'~-dg, dy'~-dn, dv'+-d¢, la derniére équation se réduira,
en vertu des équations différentielles de Tarticle 5, a celle - ci:

! Ja.d L I ! Ja,f 2 s, “ N
dz'd’y’ 4- dy'd’y’ 4 dz'd*% Sm o+ § dEdE-}-dndﬂ—l—d_dt)ln

(dfd’ e 298 Y m o S(XdE + Ydn+Zdl)ym = o, .
qui est analogue a celle de l'article 53, mais ou la quantité Xdf
- Ydn~ Zd{ ne sera intégrable qu’autant que les forces seront
dirigées vers les corps mémes du systéme, et proportionnelles
a des fonctions des distances. Dans ce cas on aura

g (e +dp =
T—’-H)m =H,

équation qui renferme la Conseryation des forces vives, par rapport
au centre de gravité.

36. Aureste, il n’en est pas du principe des forces vives, comme
) P 5
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de, ceux du centre de gravité et des aires, qui ont lieu quelle que
soit l'action que les corps du systéme puissent exercer les uns
sur les autres, méme en se choquant, parce que toutes les forces
intérieures disparaissent des ¢quations' 'qui renferment ces deux
principes. _

I’équation de la conservation des .forces vives confient tous les
termes dus aux forces tant extérieures qu'intérieures, et nest in--
dépendante que de laction des corps, provenant de leur liaison
mutuelle. Aussi ce pmncnpe a-t-il lien dans le mouvement des
fluides non’ élastiques, tant ‘quils forment une masse continue, et
quil n’y a point de choc entre leurs parties; et si la quartité de
forces vives est la méme avant et aprés le choc des corps élas-
tiques, Cest quon suppose que les corps se sont rétablis apres
le choc, dans le méme état ou ils étaient auparavant; de sorte
que les termes /'Pdp de I'expression II, qui proviennent des forces P
dues au ressort des corps, et dont la valeur est la plus grande
lorsque la compression,-est a son terme , décroissent ensuite’
par degrés égaux  pendant la restitution, et redeviennent nuls a
la fin du choc. Clest uniquement dans cette hypothése que la con-
servation des forces vives peut avoir lieu dans le choc des corps
¢lastiques.

~Dans tout autre cas, lorsquil y a des changemens brusques
dans les vitesses de quelques corps du systéme, la force vive
totale se trouve diminuée de la quantité des forces vives dues aux
forces accélératrices qui ont pu produire ces changemens; et cetle
quantité peut toujours s’estimer par la somme des masses multi-
pliées par les carrés des vitesses que ces masses ont perdues, ou
sont censées avoir perdues dans les changemens brusques des vi-
tesses réelles des corps. Clest le théoréme que M. Carnot avait
trouyé dans le choc des corps durs.

37. On peut aussi, dans Péquation de Particle 11 de la section
précédente, supposer les variations d'w, dy, dz proportionnelles



SECONDE PARTIE, SECTION III. 397

aux vitesses &, 3’z que lés corps regoivent par Pimpulsion.” On-
aura ainsi l’cquauon : -

S{m(x+y +z)+Xx+Yy+Xz}-—-0, 150 1

dans laquelle la paruc Sm(v‘—i-y + -=) représente la fu?'cc vive
de tout le systeme, : . 1 ol o siov Sk dup 8

Cetle équation Ltant combmce avec lcs trois cquauons de l’ar-
ticle 14, donne__lleu a un,clplopnlclg,.dc TRAXINIS . .c_tbrga,mwms 1’(,1;1—
tive . a la ligne  autour. de, laquelle, le syst¢me, tourne au premier,
mstant lorsqull a regu une. impulsion; quclconque, hgne quion
= Peut aUSSI npp}mer awe de rotation spontané.. . .. .1 v o106}

iy x.' 2UT0L

Si on nomme ¢, B, 5 les parties des . vitesses &, y, fz, qui
dcpendent du_changement de position, respective des . .corps, du
syslune et qu on Ies a)oule a celles - gqui I‘(.bl]ltent des ,Xotations

(art. 27), 0on aura les valeurs’ completes de, & _y, z, exprimées amsH

x-za&—ycp—i-x j—a@-—-z«l-—l—ﬁ,.z__y\[f—xw—]-y =
Supposons maintenant quon différentie ces valeurs , €N ne re-

gardant que -!,, , ¢ comme variables, et quon dénote ces diffé-
rentielles par, la CdI‘ﬂCtLl‘lSthue J‘ on aura

J‘x '—“zJ‘w -—_yJ‘tp, J‘y = xJ‘¢> — zJ‘\[/, y;N,v -ﬁ:xJ\c;
Or Ics trms equatlons de larticle 14 étant mult]phees respective-

ment par 4'¢, d', J\L_ et ajoutées ensemble, en faisant passer

sous.le signe § les différenticlles ‘8o, d'o, &, qui’sont les mémes
pour tous les corps, donnent, par_la - substitution des valeurs
précédentes ,

. S{m(xdx +‘yd“y e zJ‘z) + Xd% +. I’J‘y + Zdz} =o.

Mais 'équation de la force vive trouvée ci-dessus étant différen--
tiée relativement a d', donne Sows semiye

S(am(eda 5 dy 4 205) + Xdu F ¥ 2 =,
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Denc, on ja, par]a comparaison de ces deux équations,

Sm(xd\"'",“.?’d\y-l"zé\z) = o, ilenps]
el par conséquent - )
J‘.Sm(:é% gtk 2?) =0y

ce qui fait voir que la force yive que le systéme acqmert par 'im-
pulswn est” tou;ours un maximurn odtn’ minimum, par ' rapport
aux rotations’ rélatives aux trmé axes; et’‘comme ces Lrois rotations
s¢''composent en une rotation unique autour de Iaxe spontané , il
slensuit que 1la pOSlllOH de cet axe est toujours ‘telle, que la
force vive de tout le systéme est la plus petlte ou la plus grande,
par: rapport 4 ée'méme axe: - .
- 'Elﬁer ait” ’de‘montre cette propneté de Taxe 5pontane de ro-
tationt pour ‘les corps solideés d’une figure ‘quelconque; on voit
par: Lanalyse [précédente squeelle est générale ‘pour un systéme de
corps unis entre eux d’une manicre invariable ou non, lorsque
ces’ (‘or‘ps reg;owent des 1mpu131ons quelconques
=97 9 ] 1J9IBY. 850 191

38. ‘Lorsque le systéme est un corps solide qui peut tourner libre-
ment autour d’un point, et qui n’est ‘animé par aucune force accéléras
trice, on peut tirer .de la combinaison de I'équation des Jorces vives
avec celle des aires, une relation dl“l‘lC d’étre remarquée par sa
simplicité, et qui ne l'avait pas encore été, que je sache, entre

les vitesses de rotation <, », @, par rapport aux trois axes fixes
des coordonnées;w, y; z. Dans: ce cas on a simplement (art. 17)

dv = xdt = (zio — yO)dt,
dy = ydt = ('r<P — z\!:)dt,
dz = zdt = (y\[. — xw)dt,
Donc si on ajoute ensemble les trois derniéres équations de larticle g,

aprés les avoir multipliées par ¢, », 4, quon fasse passer ces quan-

. 'T‘I‘-

&
i
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d.
titds sous le sirrnc S et quon substrtuc il ﬁ{ y d? Ia phqe dc

leurs valeurs ~on aura , : ol . et
v A gy 1 i 1 I 1 ‘ |

S(Hﬁ“"" )m - Jﬂ, 4= Bw e qu,

mais, l’cquauon de Tarticle, 34 dom;ic ]mnge I‘I e t"_ -

S(‘_"ﬂgn‘f'dz:)m L gy OmSm ol-eaoiuol

Donc on aura :
AN+~ Bw 4 Co == 2/,

A, B, C étant les momens des f'orces przmmves d’lmpuluon et
H étant’ une constante arbitraire qlll (Tou; étrc necessalrement
positive.

Si dans cette équation on substitue pour A' B, C les expres-
sions de l’arllcle 11, »C",:9'C’;»"C’y ou Clcosl, C'cosm, C'cosn,

et pour -\L, @, P, celles de I’artlcle 17, Gcos?\ Bcos,u, Gcos v,
on aura iveh (£8..718) €9 s

ﬁ(coslcos?t ~}~ COSm COS g == COS 72°COS ») == “é{

Dans cette. formule, Z, m, n sont les angles' que I'axe perpendi-

culairé au plan invariable fait avec les axes fixes des No Vsl
A, m, v sont les angles que l'axe instantané de la rotation com-

posée, dont O est la yitesse, fait avec les mémes axes’; donc si
on nomme ¢ langle que I'axe instantané de rotation fait avec I'axe
perpendiculaire au plan invariable, on aura , par une formule connue 3

C0S 6 = COS/COSA -~ COS7m COSp = €S 72 €S 2
et par conséquent 6 GOSU‘='9?§, ou la quantité %ff st une cons-
tante qui dépend dé Tétat initial; ce qui'donne un rapport indépen-
dant de la figure ‘ducorps, entre la’ vitesse' réellé de rotation &
chaque instant, et la posmoxi de laxe ‘de rotation 1elal1vement
au plan mVarlable : ' 9]
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Au reste, sion. prend le plan des «, 5 demanicre qu'il passe
par le centre ‘du corps’ et par la droite suivant laquelle se fait
Iimpulsion, les constantes .4 et B dewendront nulles (art. 16),

\

et équation générale trouvée ci-dessus se réduira : a Co = 2H,
laquelle fait. voir que la vitesse de rotation, par appmt a laxe
des z, Clest-fi-dire parallélement au plan de’ l’unpulsmn demeure
toujours la méme, bree v f2Shivg

§" -
Proprie’tés rezazsoes @ la moindre - action.
39, Nous allons mamtenant consxderer le quatmme prmcxpc
celui de la moindre action. =
En nommant z la vitesse de. chaque corps m du systéme, on a

_Ldxt 4 dyt - dz?

a2
aE Lot A

et l’équation des forces vives (art. 34) devient
S (f ik rf) it E==0FT |

laquelle,, étant diﬁ'erentlee par rapport & la caractéristique d',
donne

S(ud'u 4 M) m = o.
Or IT étant une fonction de p, ¢, 'r, etc., on a Fivey

dll = Pdp 4 Qg + RIr - etc.
Donc g ; :

S(PIp 4+'Qdg + RIr =+ etc.)m = — Smud'u .

Et celte équation aura toujours liew, pourvu que ' Pdp ~- Qdg
~= Rdr - elc. soit une  quantité intégrable, et que la liaison des
corps soit indépendante du temps ; elle. cesserait, d’étre vraie: si
Pune de ces conditions n’avait pas lieu. )

Qu'on substitue maintenant l’cxpresanon preccdente dans Ja: for-

mule
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mule générale de Ja Dynamique (art. 5, sect. II), elle deviendra

S(dﬂd‘ +d dy +dc=°‘\z — udu)m = o,

Or @'xdx -y dy+d*zd'z est = d.(dxdw—+ dydy 4 dzd'z)—dxdd
—dyddy — dzdd'z. Mais parce que les caractéristiques d et d're-
présentent des différences ou variations tout-a-fait indépendantes
les unes des autres, les quantités ddw, ddy, ddz doivent étre la
méme chose que ddv, ddy, ddz. Dailleurs il est visible que
daddx ~-dyd'dy 4=dzddz = % J\.(dx*~+-dy*~dz*). Donc on aura

d*xdx + d*ydy == d*zdz = d.(dxdw 4 dydy ~+ dzdx)
— 2 d\ (da* 4 dy* - dz*).
Soit s Pespace ou l'arc décrit par le corps m dans le temps ¢;

on aura ds = Vdx*-+ dy*—+dz*, et di =f—b- Ponc

d*xdx = dydy - d*zd'z = d. (dxdx~+dydy - dzd‘z) — dsd\ds;
et de la

d (dxdx +dy3‘y+dz.Jz.) u®dds
dr‘ J\ + dt* + da:“ de ds °

Ainsi la formule générale dont il s’agit deviendra

S (a’. (dxdx +§g§y+d~¢!‘z) “J‘ds S ) sl

ou, en multipliant tous les termes par 'élément constant d¢ = d_:
et remarquant que zd'ds -~ dsd'v=4J\ (uds),

(Ll ity 3 i) 5 )

m == 0.

Comme le signe intégral § n'a aucun rapport aux signes
différentiels @ et &, on peut faire sortir ceux-ci hors de celui-la;
et I'équation précédente prendra cette forme,

d.S(drdz +dyly +drdz)m | nie s aoi !
di : e

Meéc. anal. Tome 1. 38
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Intégrons par vappert au signe' différentiel d, et dénotons cetie
intégration par le signe intégral ordinaire /, nous aurons

S(dxde -+ %«!‘y-—i— dzdz)m /2.8muds = const.
s t

or le signe / dans Pexpression /2. Smuds ne pouvant regarder
que les: variables « et s, et nayant aucune relation avec les signes
Set d', il est clair que eette expression est la méme chose que
celle-ci, d%Sm/uds; et si Pon suppose que-dans les points ou com-
mencent les intégrales fuds on ait dv=o0, dy==o0, Jz=o, il
faudra que la constante arbitraire soit nulle, parce que le premier
membre de Péquation devient nul dans ces points. Ainsi on aura
dans ce cas

J. S fuids == S(dxdx +d‘§iy —!_—dzJ\z)m‘

Donc si. on suppose de plus que les variations di, dy, dz soient
aussi nulles pour les points ou les intégrales fuds finissent, on aura
simplement d'. Sm/uds=o; ’est-a-dire, que la variation dela quantité
Sm/uds sera-nulle; par conséquent cetle quantité sera un mawimum
ou un minimum.

De la résulte donc ce théoréme général, que dans le mouvement
d’un systéme quelconque de corps.animés par des forces mutuelles
d’attraction, ou tendantes a des centres fixes , et proportionnelles a
des fonctions quelconques des. distunces , les courbes décrites par les
différens corps , et leurs vitesses , sont nécessairement telles, que la
somme des produits de chaque masse par Pintégrale de la vitesse
multipliée par -Félément: de la-courbe est un maximum) ow un Mi-
nimum, pourvw que lon regarde les premiers et les derniers points
de chaque courbe comme donnés, ensorte que les variations des
coordonnées répondantes @ ces points soient nulles. Cest le théoreme
dont nous avons parlé a la fin de la premiere section, sous le
nom de Principe de la moindre action.
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4o. Mais ce théoréme ne contient pas seulement une propriété trés-
remarquable du mouvement des corps, il peut encore servir i déter-
miner ce mouvement. En effet, puisque la formule Sm/uds doit éire
un maximum ou un. minimum, il n'y a qua chercher par la mé-
thode des yariations, les conditions qui peuvent la rendre telle ;
¢t en employant Iéquation générale de la conservation des forces
vives, on trouvera toujours toutes les équations nécessaires pour
déterminer le mouvement de chaque corps. Car pour te-maxinium ou
minimum,, il faut que la variation soit nulle, et que par conséquent
on ait d.Sm/uds=o; et de 1a en pratiquant dans un ordre ré-

trograde les opéralions exposées ci-dessus, on retrouvera laméme
formule générale d’out I'on était parti.

Pour rendre cette méthode plus sensible , nous allons Fexposer
ici en peu de mots. La condition du maximum ou minimum donne
en général &' Sm/uds =o, et faisant passer le signe différentiel &
sous les signes § et /(ce quiest évidemment permis par la nature
de ces différens signes), on aura Péquation Sm/J(uds) = o,
ou bien, en exécutant la différentiation par 4,

Sm/(dsdu =4 udds) = o.

Je considére d’abord la partie Sm/dsdw; en mettant pour ds sa
valeur udt, elle devient Smyfududt, ou changeant Pordre des signes
§ et / qui sont absolument indépendans 'un de lautre, fdiSmudi.
Or Péquation générale du principe des forces vives donne (art. 54)

Su'm =29 H —28.[Im, dII étant .—Pdp—l-ng—l-Rdr—}-etc donc
différentiant suivant J', on aura

Sudum = — SIm = — §(Pd'p + Q¢+ RJ'r 4~etc.)m,

parce que IT élant supposée une fonction algébrique de p, ¢, r, etc.,
la différentielle JII est la méme que la dIT, en changeant secule-
ment « en d. Ainsi la quantité Sm/dsdw se réduira & celte forme

— [dtS(PJp + QIg ~+ RIr -+ elc.)m.

Je considére ensuite Lautre partie Sm/wd\ds, ‘et 'y substitue a
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la place de ds sa valeur exprimée par des coordonnées rectangles,
ou par d'autres variables quelconques. En employant les coordon-

nées rectangles x; ¥, 2, ona ds=Vdx*=4 dy*—+4dz*; donc dif-

dxdd. dyddy 4 dzdd ;
férentiant’ suivant d', dds == P );sy K %, ou bien, en

transposant les signes d, J', et écrivant dd' au lieu de d'd, ce qui
est toujours permis a cause de lindépendance de ces signes,

: : dzd v s .
Jds = g::dJu +d3:g°°y 2 Jﬁ‘”‘;. on aura ainsi, en substituant cette

valeur, et mettant dza la place de %‘5,

dxddxJ-dydd: d
fuc’\ds.-—fi .r—}—y i zd&‘z
Comme il se trouve ici sous le signe intégral f, des: différen-
ticlles des variations dw, d'y, d'z, il faut les faire disparaitre par
Popération connue des intégrations par_ parties, suivant les prin-
cipes de la méthode des variations. On transformera donc la’ quan-~

$ité f ded]z o celle-ci, qui lui est équivalente,
J‘.x' fA‘xd. Jr

et supposant que les deux termes de la courbe soient donnés, en-
sorte que les coordonnées qui répondent au commencement et a
la fin de l’intéﬂrale , ne varient point, on aura simplement;

)
d‘rjfx fJ‘xd =~ On trouyera de méme f DYy fdj/d 2,
et parcﬂlcment f d"‘m — [d'zd .3?5 de sorte qu'on aura eclte

transformee

fua‘ds.__——f(é‘xd +dya. P +a‘zd

Donc la quantité Sm/ud'ds deviendra, en transposant les signes 8
et /[, et supposant d¢ constant,

e fdtS(J‘xd o dyd. a,-{-d‘zd g



SECONDE PARTIE, SECTION III. 301

L’équation du maximum ou minimum sera donc

PJ‘p-—{-QJ‘g -i-RJ"r-—l—- etc }
m=o,

dis
f {+J‘ ddtl—l—é‘yd di,—[—J‘zd s

laquelle devant avoir lieu en général pour toutes les variations
possibles, il faudra que la quantit¢ sous le signe /" soit nulle & chaque
instant ; on aura ainsi 'équation indéfinie

S(PJ‘p-}-QJ‘g—I—]{J‘r—}— etc
+J‘xdd2+cl\ d. drA+J‘zd‘ .gp) M=o,

¢équation qui est la méme chose que la formule générale de la
Dynamique (art. 5, sect. I1), et qui donnera par conséquent,
comme celle-ci, toutes les équations nécessaires pour la solution
du probleme.

41. Au lieu des coordonnées x, y, z, on peut employer d’autres
indéterminées quelconques, et tout se réduit a exprimer 1'élément
de Tarc ds en fonction de ces indéterminées. Qu'on prenne, par
‘exemple, le rayon ou la distance rectiligne & 'origine des  coordon-
nées, qu’on nommera p, avec deux angles, dont I'un < soit incli-
naison de ce rayon sur le plan des » et y, et Pautre ¢ soit Pangle
“de la projection du mé¢me rayon sur- ce plan avec laxe des x, on
‘aura z==psin~}, y==p cos~} sin@, x=pcos-) cosp, et de la on
trouvera ds*=dx*~+dy*+- dz*==d}*~*(d.*+-cos\*de*), expression
quon pourrait aussi trouver directement par la Géométrie. Diffé-
rentiant donc par d', et changeant J'? en dd), on aura dsd'ds

= dpddp + p(d}* + cos4*d*) Ip + (*(dd dd) — sin cosdgid)
- cos*dedd 9); d'ou en divisant par dt = %f—, et en intégrant on
aura

dpddp -} ¢ (d.1* 4 cos 1?do*) Jp
Judds = 0
P (dJ,de!, — sin W cos.Ldp*d\] 4 cos. '“{f:pr?d“ga)
i i
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On fera disparaitre de dessous le signe /" les doubles signes dd',
par des intégrations par parties, et on rejettera d’abord les termes

qui contiendraient des variations hors du signe /', parce que ces
variations devant alors se rapporter aux extrémités de I'intégrale,
deviennent nulles par la supposition que les premiers et derniers
points des courbes décrites par les corps soient donnés et inva-
riables. On aura ainsi cette transformée

Sudds =—fdud's = __f[(dg% s dd.a-«}-coa__pd@ )J\
(PRI | )y g

par conséquent 'équation du maximum OU minimum sera
PJ\p -+ Qd'g -+ RJ'r - ete.
d 2 - cos.l?dg*
Jats (d A - dar ) Ip —+ m = o.

sin .l cos 442¢ cos +*dp
(P df“ +d Pd‘n )J\++d d;a J}p

Egalant & zéro la quantité qui est sous le signe /, on aura une
équation ind¢finie , analogue a celle de Particle précédent, mais
qui, au lieu des variations dx, dy, d'z, contiendra les dp, Jp, I} ;
et on en tirera les équations nécessaires pour la solution du pro-
bléme , en réduisant d’abord toutes les variations au plus petit
nombre possible , faisant ensuite des équations séparces des termes
affectés de chacune des variations restantes.

En employant d’autres indéterminées, on aura des formules
différentes, et on sera assuré d’avoir toujours dans chaque cas

les formules les plus simples que la nature des indéterminées puisse
comporter. Voyez le second volume des Mémoires de I’Académie

de Turin, ou Pon a employé cette méthode pour résoudre différens
problémes de M¢canique. '

42, Au reste, puisque ds = udt, la formule Smfuds, qui est un
maximum OU UD minimum, peut aussi se mettre sous la forme
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Sm/furde, ou fdiSmu*, dans ]aquélle Smu* exprime la force vive
de tout le systtme dans un instant quelconque. Ainsi le principe
dont il s’agit, se réduit proprement a ce que la somme des forces
vives instantandes de tous les corps, depuis le moment ou ils partent
des points donnés, jusqua celui ou ils arrivent & d’autres points
donnés , soit un maximum OU UN minimum. On pourrait donc
Pappeler avec plus de fondement, le principe de la plus grande ou
plus petite force vive ; et cette maniére de Penvisager aurait 'avan-
tage d’étre générale tant pour le mouvement que pour équilibre ,
puisque nous ayons vu dans la troisi¢éme section de la premicre
Partie (art. 22), que la force vive d’'un systeme est toujours la
plus grande ou la plus petite dans la sjtuation d’équilibre.
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QUATRIEME SECTION.

Equations différentielles pour la solution de tous les
problémes de Dynamique.

‘

1. LA. formule & laquelle nous avons réduit, dans la seconde
section, toute la théorie de la Dynamique, n’a besoin que d’étre
déyeloppée pour donner toutes les équations nécessaires a la so-
lution de quelque probléme de cette science que ce soit; mais ce
développement, qui n’est qu'une affaire de pur .calcul, peut encore
dtre simplifié, a plusieurs égards, par les moyens que nous allons
employer dans cette section.

Comme tout consiste a réduire les différentes variables qui entrent
dans la formule dont il s’agit, au plus petit nombre possible, par
le moyen des équations de condition données par la nature de
chaque probléme; une des principales opérations est de substituer
a la place de ces variables des fonctions d’autres variables. Cet objet
est toujours facile & remplir par les méthodes ordinaires; mais il
y a une maniére particuliére &’y satisfuire relativement a la for-
mule proposée, qui a l'avantage de conduire toujours directement
A la transformée la plus simple.

9. Cette formule est compos¢e de deux parties différentes qu’il
faut considérer séparément.
La premiére contient les termes

S E‘—,J‘ +d;= J‘y-—l—d‘,é\z m,
qui
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‘qui proviennent uniquement des forces résultantes de Tinertie
des corps.
La seconde est composée des termes

S(PJp + Qg 4+ RIr -+ etc.)m,
dus aux forces accélératrices P, Q, R, etc., quon suppose agir
cffectivement  sur chaque corps, suivant les ligies p, ¢, », etec.,
et qui tendent a diminuer ces lignes. La 'somme de ces deux
quantités étant ¢galée a zéro, constitue la formule générale de la
Dynamique (sect. II, art. 5).

3. Considérons d’abord la quantité: d*xdx —~ @y dy = *zd'z, il
est clair que si on y ajoute celle-ci dxddx + dyddy =+ dzddz, la
somme sera intégrable, et aura pour mtcgrale dxdx—dydy—+dzd’z.
Dlou il suit que I'on a

d*ud% ~+ &y dy - d*zdz = d.(dudx == dy J)f -+ dzdY%) ©
— dxdd — dyddy — dzdd. :

Or le double signe d' étant équivalent & dd, par les principes connus,
la quantité dudd'x - dyddy -+ dzddz peut se réduire a la forme
dxd'dx-dyddy +-dzd\dz, Cest-a-dire, a + J\.(dw* = dy* 4-dz*).
Ainsi on aura cette réduction Bo¥ kot
d*xdw = d’ydy - d*zdz = d.(dxdx + dydy - dzdY)
— 3 d(d* + dy* +dz%);

par laquelle on voit que pour calculer la quantité proposée d*xd'x
- doydy —+d*zdz, il suflit de calculer ces deux-ci, qui ne con-
tiennent que des différences premiéres , dvdw 4 dydy'4-dzdy,)
dx*~+dy*~+dz*, et de différentier ensuite I'une par rapport a d,
et lautre par rapport a dJ\

4. Supposons donc quil s'agisse de substituer a la place ‘des va-
viables x, 5, z, des fonclions donnces d’autres’ variables £, J,
Méc. anal. Tome 1. 59
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@, etc.; différentiant ces ‘fonctions, on aura des expressions de la

forme
dy = Ad% = Bdy - Cdp +4 etc.,

dy = A'dg - B'd) + C'dp + ete.,
dz = A&+ B'ay+ Cdp+ ete.,

dans lesquelles 4, 4, A", B, B, etc. seront des ' fonctions’ con-
nues des mémes variables £, J, @, etc.; ‘et les valeurs de Jx,
dy, Jdz seront exprimdes aussi-de la méme maniére,; en changeant
seulement d en d.

Faisant ces substitutions dans la quantité dxdx - dydy - dzdz,
¢lle deviendra de cette forme,

FEs -+ G(dzd + aYdg) + Hald |
~+ I(dtdp + dpdg) - etc.
ou F, G, H; I, etc, seront des fonctions finies de £, ;. 0, elc.

Donc changeant d'en @, on aura aussila valeur de da*~dy ~+dz*,
laquelle sera

Fdz* = 2Gdsdy - Hd\* 4~ 2T5dD +- etc.
" Quon différentie par ¢ la premiére de ces deux quantités, on
aura la différentielle
d.(Fdz) X I + Fitdds + d.(GdE) % I
- d.(Gdy)x E + GdEdI + GaLdds
= d.(Hd\)X S+ HdydI - ete.;
diférentiant_ensuite la seconde par &' onaura celle-ci,
QFE* 4 sFdEdds -+ 20 Gdidy) + 2Gd)dds
o5 2Gd5d\dy -+ S HAN® - 2 HdLIdL + elc.

Si donc on retranche la moiti€ de cette derniére différentielle de la
premiere , et qu'on observe que dd' et &\d sont la méme chose ,



: SECONDE PARTIE, SECTION 1V. oy
on aura..

. (P ) X I = 3 PFaEs - A (GE ) X I

o d(Gdy) X &F — 3 IGdEdY —i—- di(Hd) < &)

— ' Hd? = etel, |
pour la valeur transformée de la quantité d‘xé‘x—]—-d{yéy-}-d‘z}z

Or il est vlsﬂale que cette valeur peut s¢ déduire immeédiatement

de la derniére dlfferentlelle en dlwsant tous les termes par 2, en
changeant ‘les signes 'de ceux-qui ne contiennent point la double
caractéristique d'd, et en-effagant dans les autres la d apres la d',
pour appliquer aux quantités qui multiplient les doubles différences
affectées de J'd. Ainsi le terme J'Fdz* donne — L MFIE*, e terme
oFdzdds donnera d.(Fdg)x J¢, le terme 2JGd£;'d~{/ donnera
—J\Gdsd, le terme 2Gdydd? donnera d. (Gd»L) X d'Z, et ainsi
des autres.

5. D'ou il s’ensuit que si on désigne par @ la fonction de £, ,
@, elc., et de dg, d, dp, etc., dans laquelle se. transforme la
quanute 1 (da* - dy*~-dz*) par la substitution des valeurs de w,
y; z, en £, «, ¢, etc., on aura én general cette transformée

d*axd'x - dydy + Pzdz
< aq, i d'@a')"‘f““ (g s dﬂ)‘p“‘
; “-+-'(-——-§5 +d.5 )J‘¢>+etc,
en dénotant, shivant 1’usage par E e coeflicient de d¢ dans la
différence J'®, par 5 dg > le coefficient de J\dg dans la méme diffe-

rence; et ainsi des autres,

6. Ce qu'on vient de trouver d’une manicre particulicre , aurait
pu Pétre plus simplement et plus gcncralement par les principes
de la méthode des variations. , . :

Soit en_effet ® une fonction quelconque de a:, ¥, &setc., dx,dy,
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dz, d*x, &'y, d°z, elc., etc., laquelle devienne une fonction de ,
N, @, etc, dE, db} do, eté.,; d', al; d, etc!, etc., par la
substitution - des valéurs -de 'x, y, z,elc.,. exprimées en £, 4,
@, etc.; en différentiant par rapport a d)on aura cette ‘équation

identique, . : _
,MJ.__ A‘ +M a‘dx—;-M I - etc.

s  + ¥ A‘_y + .--—-‘J\@/..—[-.&T-.J‘dﬁf - -etc. |
‘+J‘— s = e e i R |
etc.

J‘E—l—- J‘«L-—I—mcf‘@-{-etc
+ J‘df Jdg + a‘dq, ddl + M % Jdo ~+ etc.
a\ 3-5 . g 4 J‘ﬂ&z"\]'_l_ 5 i Q)ai}t"'cp-f-- etc.

etc.

e >3 G

Qu’on y change les doubles signes d'd, da*, etc., en leurs équi-
valens dd', &*8', etc.; qu'ensuile on intégre par rapport a d, et
- qu'on fasse dlsparaltre, par des intégrations par parties, tous les

doubles SIgnes dd, @J , etc., sous le signe intégral / qui se rap-
porte au signe différenticl d; on aura une equatlon de cette forme,

J(4dx + By = Cdz + elc.) + Z

L= (A’J“ ' B’Jk},—!— C'A‘qa + ete) + 2 |
dans’ laquelle ash Fh% ilo0: g Oh coustdilib
et Tey i o .'.‘ ' -‘_r . i

4o ;o , oD
ﬂ_d-m+d.T—etc,

I

dx
B = Ty de - d*. é‘d*y — etc.
| g 0 _
piEanCel i J‘d +d.ﬁf‘_‘et°"

“ete.
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L | Jd’ a Jo

= i d. -i—-d.m—-etc.
(__J\m d'b
B_N d.&d¢+d‘;dwmetc.

) ) A , 90

ete.

'Z::(JJE- J‘d‘ +etc)é\x+M, ddx - etc.
+(ady Ma +ctc)é‘_y+M‘ ddy = etc.

=k (5&2 75; 'J‘i: etc) J\z + M, ddz + ete.
ete.
’ Jﬁﬁ

)
+(M~I« Mf' elc )J‘\L-}-ded‘qz—!- etc.

- m J‘d=‘ +ctc)&p+ dJ\p-—}-etc
etc.

Donc redifférentiant et transposant, on aura Péquation

Adx + By -+ Cdz + etc. — A'dE — B'I — C'dp — ele.
= dZ' — dZ, b — V1 ey -

laquelle  doit “étre identique et avoir lieu quelles que soient les
variations ou dilférences marquéeé par la lettre d

Ainsi puisque le second membre de cette ¢quation est une dif-
férentielle exacte par rapport a la caractéristique d, il faudra que
le premier membre en soit une aussi par rapport a la méme ca-
ractéristique, et indépendamment de la caractéristique d'; or c'est
ce qui ne se beut parce que les termes de ce premier membre
contiennent s;mph.ment les  variations d', dy, d'z, etc., JE,
&, ete., et nullement les’ différenticlles de ces variations.

D'ou il suit que pour que I'équation puisse subsister, il faudra .
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nécessairement que les deux membres soient nuls chacun en par-
ticulier; ce qui donnera ces deux équations identiques,

Az~ Bly -+ CIz +-etc. = 4'PE =+ B'&| - C'd'p = etc.
dZ = dZ',
lesquelles peuvent étre utiles dans différentes occasions.
Soit, par exemple, ® = 3 (dx* - dy*—dz*), on aura j:—'p = o0,

LX) >0
Sin= d¥, 35z=0, etC., et ainsi des autres quantités sem-=

blables ; donc
A=—dz, B=-—dy, C==—d';

ensuite comme ® ne contient que des différences du premier ordre,
on aura simplement

ki) eadlir 2

O i,
P P

C"':'I‘a'_'d Tdp° etc.

Donc on aura l’équatiou identique

— dvdx — d* J‘y-nd‘zd\z s
4o
=.:‘—d'Mg)‘J\E+( 534,)“
+ (55 — d- i) 99 + ete.,
qui Saccorde a&e_c celle de Particle 5.
7, Il résulte de la que pour avoir la valeur de la quantité
( - dot g dr 2 oy + i J\”)m"

en fonction de £, ¥, @, etc. il suffira de chercher la’‘valeur de
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la _quan_tité

dx* 4- dy* 4 dz*
§ ( adt* ) )

- en fonction de £, 5 @, etc., et de leurs différentielles; car nom-
mant 7' cette fonction, on aura sur-le-champ la transformée

(25— % ) &+ (@35 —57) M
- (d.g—; — ;—;) d'o - etc.

Et cette transformation aura lieu également, quand méme parmi
les nouvelles variables il se trouverait le temps #, pourvu qu’on le
regarde comme constant, c’est\—é-dire, quon fasse Jz=o.

De plus, il est facile de voir qu’une pareille transformation aura
lieu aussi dans le cas ou les varialions J¢, M, 4o, etc. ne se-
raient pas des.différentielles exactes, pourvu qu’elles représentent
des quantités indéterminées, et que la variation 47" soit de la
forme |

& o
J\T_-:g;_‘ I% + I A9 +;-§J‘~L+$§ dd) + etc.,

quels que soient dailleurs les coefficiens %g, % ; ;—E, etc.

8. Au reste, il est bon de remarquer que si Iexpression de 77
renferme un terme d.4, qui soit la différenticlle compléte d’une
fonction 4 dans laquelle une des variables, comme £, n'entre que
sous la forme finie, ce terme ne donnera rien dans la transformée
précédente, relativement a cette variable. Car faisant

d d
T=dd =% & + 7] d} +etc,

on a
dA dA

|t 7 bl
IT vidA AT A
=30 7%= g M +eto

d* A d*4 dA
= ?E—; dE +.‘TEIL d'\lv + ele. =d.-cr-.
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Donc g '3 dg ‘ j?,', coefficient de J‘E , deviendra == B2 5

i sensmt de 1d que si Pexpression de /a contenmt un’ terme

de la forme BdA, A étant fonction de £, +, elc., sans df,

et B une fonction quelconque sans £, ce terme donnerait sim-

plement , relativement a la variation de £, le terme dB %Eé'

Car donnant au terme Bd.A la forme d.(BA)— AdB, on yoit
d’abord que le terme d.(BA) ne donnerait rien relativement a la
variation de £, puisque .48 conlient £ sans d&; ensuite comme

dB ne contient point & ni d%, et que 4 contient £ sans d%, on

: : ;T a7’ A
voit quen faisant 7'=—4d2Z , on aura JE=05'e et = dB;

de sorte que le coeflicient de d'% se réduira a %Ef dB.

9. A Dégard de la quantité Pdp +QJ'q~+ RJ'r—-etc., elle est tou-
jours facile a réduire en fonctionde £, 4, @, etc., puisqu’il ne s'agit
que d’y réduire séparément les expressions des distances p, ¢, r, etc.,
et des forces P, Q, R, etc. Mais cette opération devient encore
plus facile, lorsque les forces sont telles, que la somme des momens,
cest-a-dire la quantité Pdp -+ Qdg + Rdr—- ctc., est intégrable,
ce qui, comme nous 'avons déja observe, est proprement le cas

de la nature.
Car supposant, comme dans Particle 34 de la section 1II,

TIE B .Pdp -+ Qdg + Rdr —+ elc.,

on aura II exprim_é par une fonction finie de p, ¢, 7, €lC.; par
conséquent on aura aussi

S = Pdp -+ Qg =+ Rér =+ etc.

Multipliant par m et prenant la somme pour ftous les corps du

“sysleme, on aura
8
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S(Pdp 4+ Qdg -+ RIr + etc.)m = SJTIm = 4. STIm ,

puisque le signe § est indépendant du signe J\.

Il 0’y aura ainsi qu'a chercher la valeur de la quantité STIm
en fonction de £, ), @, etc.; ce qui ne demande que la substi-
tution des valeurs de «,y, z en &, «, @, etc., dans les expres-

sions de p, ¢, etc. (art. 1, sect. IL , part. I); et cette valeur de
§Mm étant nommée 77, on aura immédiatement

JVM%%+ F oY+ T 9o +ete.

10. De cette maniére, la f‘ormuic générale de la Dynamique
(art. 2) sera transformée en celle-ci :

EJE - ¥ + ®J'¢ - etc. = o,

dans laquelle on aura
ST iy STUL L ST

Bt E+E{
T

0 d.m*—m-{—E,

O — d.J\T

e e T
elc..,
en supposant

T=S(££’_-_t§d-%.—t§£)m, V:Sﬂm’

et dll = Pdp =~ Qdg -~ Rdr -}~ elc,

Si les corps m et m’ du systéme, regardés comme des points,
dont la distance mutuelle est p, s’attiraient avec une force accéléra-
trice représentée par P fonction de p, il est facile de voir que le
moment de cette force serait exprimé par mm'Pdp, et il faudrait
ajouter a la valeur de 7 la quantité mm//Pdp; et ainsi sl y
ayait dans le systéme d’autres forces dlattraction mutuelle.

En général, si le systéme renfermait des forces quelconques 7,

Mée. anal. Tome I, 40
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G, etc., tendantes a diminuer la valeur des quantités £, g, elc., on
aurait FJf, Gdyg, etc., pour les momens de ces forces (art. 9, sect. II,
part. I); et en regardant #"comme fonclion de f, G comme fonction
de g, etc., il faudrait ajouter a la valeur de 7" autant de termes de
la forme [Fdf, [Gdg, etc., qu’il y aurait de pareilles forces.

Or si dans le choix des nouvelles variables £, ., @, etc., on a eu
égard aux équations de condition données par la nature du sys-
téme proposé, ensorte que ces variables soient maintenant tout-
a-fait indépendantes les unes des autres, et que par conséquent
leurs variations d'¢, Jl, d'¢, etc., demeurent absolument indé-
terminées, on aura sur-le-champ les équations particuliéres E=o,
¥ =0, ®=o0, etc., lesquelles serviront & déterminer le mouve-
ment du systéme; puisque ces ¢quations sont en méme nombre
que les variables £, 4, @, etc., d’ou dépend la position du sys-
téme a chaque instant.

11. Mais quoiqu’on puisse loujours ramener la question & cet
état, puisqu’il ne s’agit que d’éliminer, par les équations de condi-
tion, autant de variables qu'elles permettent de le faire, et de
prendre ensuite pour £, «, @, etc. les variables restantes; il peut
néanmoins y avoir des eas ou cette voie soit trop pénible, et ou
il soit a propos, pour ne pas trop compliquer le calcul, de con-
server un plus grand nombre de variables. Alors les équations de
condition auxquelles on n’aura pas encore satisfait, devront étre
employées a ¢liminer dans la formule générale, quelques-unes. des
variations d'¢, d}, etc.; mais au lieu de Pélimination actuelle,
on. pourra aussi faire usage de la- méthode des multiplicateurs’, ex-
posée dans la premiére Partie (sect. IV). '

Soient L==o0, M=o0;, N==o0, etc. les équations dont il Sagit,
réduites en fonctions de &, ., @, etc., ensorte que Z , A, N, ete!
soicut des fonctions données de ces variables. On 'aj'outera'a'upre!
mier mémbre de la formule générale (art. précéd.) la  quantité’
ML + ud M- 8N = cte., dans laquelle A, 2, #, etc. sont des
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coefficiens indéterminés; et on pourra regarder alors les varia-
tions d'¢, I, Jo, etc. comme indépendantes et arbitraires.

On aura ainsi I'équation générale

EE - VP - B+ ete. -+ AL = pud M - 1N +-etc.=o,

laquelle devant étre vérifice indépendamment des variations d'%
M, d'¢, etc., donnera ces équations particuliéres pour le mou-
vement du systeme,

(o oL oM SNV
:+A§g+u¥+v§g+etc._o,

oL oM SN
"I'-{—Aﬁ-i-;&w—}-vﬁ-{-etc.:o,

oL oM SN
D +A$+;b%—+v J-E-}--etc...—-...o,
etc‘,

dotr il faudra ensuite éliminer les inconnues A, u, v, etc., ce qui
diminuera d’autant le nombre des équations; mais en y ajoutant
les équations de condition qui doivent nécessairement ayoir lieu,
on aura toujours autant d’équations que de variables.

12. Comme ces équations peuvent avoir différentes formes plus
ou moins simples, et surtout plus ou moins propres pour lin-
tégration , il n'est pas indifférent sous quelle forme elles se pré-
sentent d’abord; et c’est peut-étre un des principaux avantages de
notre méthode, de fournir toujours les équations de chaque pro-
bléme, sous la forme la plus simple, relativement aux variables
quon y emploie, et de mettre en ¢tat de juger davance quelles
sont les variables dont Iemploi peut en faciliter le plus linté-
gration. Voici pour cet ‘objet quelques principes généraux, dont
on verra ensuite lapplication dans la solution de différens pro-
blémes.

1l est clair, par les formules que nous venons de donner, que les
termes différentiels des équations pour le mouvement d’'un systéme
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quelconque de corps , viennent uniquement de la quantité 7' qui ex<
prime la somme de toutes les quantitcs ‘i“’_’.._l"'fm}"“_‘f‘_" m, relative-
ment aux différens corps; chaque variable finje, comme £, qui

" entrera dans Dlexpression de 7' donnant le terme — :%7, et chaque

- - r . J‘T .
variable différentielle, comme d%, donnant le terme d'EfE" Dou

Pon voit d’abord que les termes dont il s’agit ne pourront con-
tenir d’autres fonctions des variables, que celles qui se trouveront
dans Texpression méme, de 7'; par conséquent si en employant des
sinus et cosinus d’angles, ce ‘qui se présente naturellement dans
la solution de plusieurs problémes, il arrive que les sinus et cosinus
disparaissent de la fonction 77, elle ne contiendra alors que les diffé-
rentielles de ces angles, et les termes en question ne contiendront
aussi que ces mémes différenticlles. Ainsiil y aura toujours a gagner,
pour la simplicité des équations du probl¢me, a employer ces sortes
de substitutions.

Par exemple, si a la place des deux coordonnées «, y, on em-
ploie le rayon vecteur 7, mené du centre des mémes coordonnées,
et faisant avec axe des x Pangle ¢, on aura x=rcos@, y=rsine,
et différentiant dx=cos@dr—rsin@d@, dy =sin@dr--rcosedp ;
donc dx* 4=dy* = dr* 4 r*de*, expression fort simple qui ne con-
tient ni sinus, ni cosinus de @, mais seulement sa difi¢rentielle dp.
De cette maniére, la quantité dx®~-dy*--dz* se trouvera changée
en rdo* dr* —=dz*. :

On pourrait encore substituer au licu de » et z, un nouveau
rayon vecteur p avec langle « que ce rayon fait avec r qui en -
est la projection; ce qui donnerait r==p cos~, z==psin-, et par
conséquent dr* - dz*== dp*~- p’d*; de sorte que la quantité
dx*-dy*~-dz* serait transformde en celle-ci: p*(cos*dp>~-dal*)--dp*.
Ici il est clair que p sera le rayon mené¢ du centre des coordon-
nées au. point de Pespace ou est le corps m, « sera Finclinaison
. de ce yayon sur le plan des x et y, et ¢ langle de la projec~
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tion de ce rayon sur le méme plan, avec laxe des «; el I'on
aura, comme dans larticle 4 de la section III,

& ==/p.cos " CosQ, y==pcosasing, z==p sind.

Enfin on pourra c'mployér a volonté dlautres substitutions, et
Torsque le systéme est composé de plusieurs corps, on pourra
les rapporter immédiatement les uns aux autres par des coordon-
nées relatives; les circonstances de chaque probléme . indiqueront
toujours celles qui seront le plus propi'cs. On pourra 'méme, apres
avoir trouy¢, d’apreés une substitution, une ou quelques-unes des
équations du probléme, déduire les autres d’autres substitutions ;
ce qui fournira de nouveaux moyens de diversifier ces équations,
et de trouver les plus simples ct les plué faciles & intégrer.

13. Les autres termes des équations dont il s’agit dépendent des
forces accélératrices qu'on suppose agir sur les corps, et des équa-
tions: de condition qui doivent subsister entre les variables relatives
a la position des corps dans T'espace.

Lorsque les forces P, Q, R, etc. tendent A des centres fixes ou
4 des corps du méme systéme, et sont pmportlonneIk.S a des fonc-
tions quelconques des distances, comme cela a lieu dans la nature,
Ja quantité 7 qui exprime la somme des quantités m/(Pdp+-Qdy
~}- Rdr--etc.) pour tous les corps m du systéme, sera une fonc-
tion algébrique des distances, et fournira pour. chaque variable g

dont elle se trouvera composée, un terme fini de la forme 2 3 «f
De méme: les équations.-de condition Zi=o, M=o, etc. four-

O M
niront pour la méme variable £ les termes A TE M ”}, s.etc., et

ainsi des autres. De sorte qu'il n’y aura qu’a ajouter a la valeur
de ¥ les quantilés AL, ul, etc., en regardant ensuite A, x, etc.
comme constantes dans les différentiations en d".

Si donc quelques-unes des variables qu'i entrent dans Ja fonction
T, wentrent point dans 77, ni dans'Z, JM;ete. 4 les équations re-
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latives & ces variables ne contiendront que des termes différentiels,
et Dintégration wen sera que plus facile, surtout si ces variables
ne se trouvent -dans 7' que sous la-forme différentielle. Cest ce qui
aura lieu lorsque les corps étant attirés vers des centres, on pren-
dra les distances & ces centres, et les angles décrits autour d’eux
pour coordonnées.

14, Une‘_intégratiOn qui a toujours lieu lorsque les forces sont
des fonctions de distances, et que les fonctions 7', 7, L, I, etc.
ne contiennent point la variable finie ¢, est celle qui donne le
principe de la conservation des forces vives. Quoique nous ayons
déja montré comment ce principe résulte de notre formule générale
de la Dynamique (sect. IIT, art, 34), il ne sera pas inutile de faire
voir que les équations particulicres déduites de cette formwule, four-
nissent toujours une équation intégrable, qui est celle de la con-
servation des forces vives.

Ces équations, considérécs dans toute leur généralité, ¢tant cha-
cune de la forme (art. 11)

o1 oL M
dﬁé &E+JE+AJ\E+ ‘;E—I-th_#o’
si on les ajoute ensemble aprés les avoir multipliées par les diffé-
rentielles respectives dg, d, etc., et qu'on fasse attention que les
quantités 7, L, M, etc. sont par I'hypothése des fonctions algé-
briques des variables &, <, etc. sans ¢, il est clair quon aura
I'équation
T ;T ;
(d'ﬁf? a*g dg +(d e e ) dy = ete.
- AP = NdL == pd M - etc. = 0;

mais =0, M=o, etc. étant les équations de condition, on
aura généralement dZ=o, dM=o, elc.; par conséquent I'équa-
tion précédente se réduira a

(d 5aE LY dg - ete. ~+ dF =0,
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Or on & 00 : :
d;d'o“dz —, 8 ( dg) J\&Zd%,

¢t comme 7' est une foncuon algébrlque des varmblns E «L, elc.
et de leurs différentielles dz, _d«],, etc. sans ¢, on, aura

{

df’-—- 5dg+&a{£d.£+ d‘\,/""é\{i_\#&.'\lr-**etc,
done l’eqmuon devxendm (998 | biilidag, dqaumi

d, (J.dfd_,—-l-M\Ld\},—f-ctc)—dT—[-df =o,
Iaquelle est évidenmment intégrable; et dont Pintdégrale est -
ME dg - J‘N d\la + ot, — T-{LV.--a une constante.

dx*4-d dz* : e
Maintenant pu1sque T=S8 —%j:—z m, il est évident que

quelques variables qu’on substitue pour «x, y, z, la fonction résul-
tante sera nécessairement homlogénﬁ et de deux dimensions, rela-
tivement aux d:fFerences de ces. vauables; donc, par le théoréme

connu , On aura’ 45 Ly i ¥ ) Loa) - gte. == o Donc Fintégrale

frouvéé sera simplement 7= 7= const Iaquelle contient Te prm~
cipe de la conservation des forces v‘iv’cs (sect. ITI, art. 34). '
© 8i la quantité 7 nefaﬂ: pas' uh¢ foncnoﬁ algebrrque, on n'aurait

pas d7 = j\? d{;’—i— etc > et sn les quantltes T, L, M, ctc. conte-
paient | aussi, la- yariable’ #, dlors leurs dJ{fLrenuelles dTy  dlv;

i, ele. c*on’tlendrment aﬁsm Ies térmés d‘ t ":{; dt ,";ff dt, etc.s

done les reduchons qm ont rendu 1’equat10n mtcrrlable nauralcnt
plus licu, ni par consequent le principe de la conservation des
forces vives. .

oiipa sl 9b Ja ':-'-:":{]-’- :_;f - 1

15 Qumque Ié sl.'ﬁecarenm sur’ It.s forichons homogenes dont
ﬁous ‘venons de parler, $oit’ déntonteé dans différens ouvrages, ot
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qwon puisse par conséquent le supposer comme connu, la démons-
tration que voici' est si simple, que je ne crois pas devoir la sup-
primer. Si # est une fonction homogéne de différentes variables «,
y, etc., et quelle soit de la dimension 7, il est clair quen y mettant
ax, ay, etc. a la place de x, y, etc., elle deviendra nécessai-
rement a"F, quelle que soit la quantité @. Donc faisant a==1--z,
et regardant « comme une quantité infiniment petite, I'accroisse-
ment infiniment petit de 7 di aux accroissemens 'infiniment petits
, &y, etc. de x, y, etc. sera neF. Mais en faisant varier x,
, etc., de ‘ax, ey, on a en général pour la variation de F,
o
oz
croissement de 77, et divisant par «, on aura

ax - -‘g ay -+ ete. Donc égalant ces deux espressions de l'ac<

nF = §£x+§§y+etc.
( . ! ,

16. L’intégralel velative & la conservation des forces vives est
dune ‘ grande utilité dans la solution des problémes de Mécanique,
surtout lorsque la fonetion 7" ne contient que la différentielle d’une
variable qui ne se trouve ‘point dans la fonction 77; car celle
intégrale servira alors a, déterminer cette méme variable, et a I'¢li-
miner des équations d}ﬂ’(,renUelles. o

A Yégard des intégrales qui se rapport tent/a la conserpation: di
mouvement du centre de gravilé, el au principe des aires, €L que
nous avons déja trouvées d’une maniére générale dans la section
troisicme, elles'se présenteront d’elles-mémes dans'la solation de
chaque probléme, pourvu, quon ait soin, ;dans le choix des va-
riables , de séparer le momremen; absolu du systeme des mouve-
mens relatifs des corps eulre eux, ainsi que nous Pavons fait dans
la section cilée. ; i

Les autres intégrales dépendront de la nature deés équations
dlﬂ'{.renllelles del chaque probléme; et on ne saurait donner de régle
nt,m.ralc pour les lmuvel. 1l y a cependant un cas tus—glcndu

qul
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qui est toujours susceptible d’une solution compléte en, termes
finis; c’est celui ou le systéme ne. fait que de trés-petites .oscil-
lations autour de sa situation d’équilibre. Nous destinons une
section particuliére a ce probléme, a cause de son: importance.

17. Lorsque le systéme dont on cherche le mouvement est,com-,
posé d’une infinité de particules ou @lemcns dont Passemblage
forme une masse finie de :figure vaviable; il faut employer une
analyse semblable celle que nous avons exposée dans le,§ 11 de la
section quatriéme de la premiére Partie; mais a la place de la ca-
ractéristique ¢, que nous y avons employée (art. 11 et suiv.) pour,
désigner les différences des variables relatives aux différens, €lé<
mens du systéme, il fandra substituer la caractéristique D, qui
répond a la caractéristique intégrale S, relative a tout le systéme,
afin de pouvoir conserver l'autre caractéristique d pour les diffé-
rences relatives au temps, auxquelles nous I'avons destinée dans
la seconde section.

Ainsi en nommant m la masse enticre, et Dm un de ses élé-

mens, il faudra mettre Dm au lieu de m dans les expressions de
7 et de 7 de larticle 1o.

S’il y a pour chaque élément du corps des forces F, G, etc.
qui tendent a diminuer les quantités f, g, etc. dont ces forces sont
fonctions, il faudra ajouter a la valeur de 7 les expressions S/Fdf,
S/Gdg, etc.

Et s'il y a des équations de condition L=o0, M=o, etc. qui
doivent avoir lieu a chaque point de la masse m, il faudra mettre

SASL, Sud' DI, etc. a la place de AL, ud' M, etc. dans les for-
mules de larticle 11.

Les quantités f, g, etc., ainsi que L, M, etc., pouvant renfer-
mer des différences des variables relatives a la caractéristique D
il faudra alors faire disparaitre les doubles signes /D, &'D*, etc.,
par Popération connue des intégrations par parties, de maniére qu’il

Meec. anal. Tome 1. 41,
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ne reste sous e signe'S'que les variations simples marquées par d';
et les termes hors du signe S se rapporteront umquement aux ex-
trémités des intégrales. -

11 faudra enfin avoir ¢gard aussi aux forces et aux équations de
condition relatives a des points déterminés de la masse m, et en tenir
compte dans la formule générale; mais elles ne donneront que- des:
termes 1ndepcndans du signe S. Ee :

Les variations’ qul resteront sous'le signe S donneront, en ega—-‘
lant leurs coefficiens & zéro, autant d’équations indéfinies pour le
mouvement de.chaque élément du systéme; et les variations hors’
du’ sigie donneront des equauons determmees pour certains pomts
du’ "-ystem : j Dot { irx - -

—
H

'“.,:;i‘.\‘f i 3050 ; ll". & Y EL pi { G1EED
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CINQUIEME SECTION.

Meéthode générale d’approximation., pour les problémes de
Dynamique , fondée sur la variation des. constantes
arbitraires.

LES équations générales que nous: avons données dans la section
précédente étant du second ordre, demandent encore des mtbgra—
tions, qui surpassent souvent les forces de lanalyse connue; on
est obligé alors d’avoir recours aux approximations, et nos for-
mules fournissent aussi les moyeus les plus propres a remphr
cel objet.

1. Toute approximation suppose la solution exacte d’un cas de
la question proposée, dans lequel on a négligé des élémens ou
des quantités qu'on regarde comme trés-petites. Cette solution forme
le premier degré dapproximation, et on la corrige ensuite en te-
nant compte successivement des quantilés négligées.

Dans les problémes de Mécanique qu'on ne peut resoudre que
par approximation, on trouve ordinairement la premiére solution
en n'ayant €gard quaux forces principales qui agissent sur les
corps; et pour étendre cette solution aux autres forces qu’on peut
appeler perturbatrices, ce quil y a de ‘plus simple, c’est de con-
seryer la forme de la premiére solution, mais en rendant variables
les constantes arbitraires qu’elle renferme; car si'les quantités
quon avait négligées, et dont on veut tenir compte, sont’ trés-
petites, les nouvelles variables seront & peu prés constantes, et on
pourra y appliquer les mcthodes ordinaires d’appro;mnatmn Ainsi
la difficulté se réduit-a trouver les équations entre ces variahles.
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On connalt lJa méthode générale de faire varier les constantes
arbitraires des intégrales des équations différentielles, pour que ces
intégrales conviennent aussi aux mémes équations augmentées de
cerlains termes; mais la forme que nous avons donnée, dans la
section précédente (art. 10), aux équations générales de la Dyna-
nnque a lavantage de fournir une relation entre les variations des
conslantes arbitraires que Tintégration doit y introduire, laquelle
élmphﬁe singuliérenent les formules de ces variations , dans les pro-
blémes ou elles expriment leffet des forces perturbatrlces Nous
allons d’abord démontrer cette relation; nous donnerons ensuite
les | équations- les plus: simples pour déterminer les variations des
consiantes aritraires dans les problemes dont il s'agit.

'.'jt._; T 1 5 I,

0w Uon déduit des équations données dans la section précédente ;

une relation générale entre les variations des constantes arbitraires.

a. Soit un systéme quelconque de corps m, animes par des forces
accélératrices P, Q, R, etc. qui tendent & des centres quel-
‘conques fixes ou nen, et qui ‘soient propomonnelles a des fonc-
Lions quclconqucs de lcurs distances p, ¢, r, elc. a ces centres

i

Supposons qu’en ayant égard aux équations de condition du sys-
téme , on ait exprim¢ les coordonnées x, y, z de chacun des corps,
en fonctions d’autres yariables £, A, @, etc., qui soient tout-a-fait
_mdependantes entre elles et qui suiﬁsent pour. determmer la po-
_sition du. systuﬂe a chaque instant. :

On aura, pour le mouyement de tout le systéme, les equatmns
de Tarticle 10 de la section précédente, et il est facile de voir que
.ces. équations seront. du second ordre, par rapport aux variables

£5 4,9, ete. ; de sorte que les valeurs complétes de ces varlahles,
quwon trouvera par l’mtegrat,ton et qui seront exprimées en fonc-
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tions du temps '#, contiendront deux fois autant de constantes
arbitraires quil y a de variables. Comme ces constantes -doivent
demeurer arbitraires, on peut les faire varier a volonté; ainsi on
pourra différentier les équations dont il s’agit relativement a ces
constantes, qui sont supposées contenues dans les expressions des
variables £, 4, o, etc.

3. Faisons, pour plus de simplicité, df=%'dt, d} = 'de,
dp == ¢'dt, etc., la quantité 7* deviendra une fonction de £, 3,
@, etc. et de &, J/, ¢, etc.; et siles forces tendent a des centres
fixes, ou & des corps du méme systéme, la quantité 7 sera une
‘simple fonction de £, <, @, etc. Dans ce cas, en faisant Z=T—-7,
on aura

o &z 8T &Z T dZ

32 = TEd SAY T Myar M dpa G
ou I'on pourra changer la caractéristique J' en &, puisqu clle ne sert:
qu'a représenter des différences partielles.

Ainsi les équations différentielles du mouvement du systéme
(art. 10, sect. précéd.) étant multipliées par ¢, se réduiront a
cette forme plus simple,

-1 dZ dZ
T o 4
-, dZ

dZ dZ

dga,--—-ﬁdt= o,

4. Différentions ces équations par rapport a la caractéris-
tique d, que nous regarderons comme relative uniquement aux
variations des constantes arbitraires qui sont censées conte-
nues dans les: expressions des variables £, <, @, etc., dont Z est
fonction; et comme la caractéristique d qui affecte les termes

' d.j%,’, d.g—%—, , etc. west relative qua la variable ¢ qui représente
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le temps, on pourra, par les principes du'calcul des variations,
changer la double caractéristique d@ en dd'; de sorte quon aura
les équations :

dZ dZ
dA‘.dE —d\ = T Ar=="0%

dZ dZ
d;.a—, _J'E_Id't:O’

dzZ dz
d(."\%r —J‘.'a;p—dt= o,

etc.

De méme, si pour représenter des variations différentes des

mémes constantes arbitraires, on emploie la caractéristique A, on
aura

dZ dZ
dﬁ-@ — A.—E_f_dt — 0’
dZ dzZ
d&'d\p A. —-\rdf — 0,
dzZ dZ
dA.EpT _— A.'F@:- dive= o,
efc.

5. Multiplions maintenant les premiéres équations respective-
ment par A%, AJ, A@, etc., et retranchons de leur somme celle
des derniéres équations multipliées respectivement par J%, J,
Jd'¢, etc., on aura

AEdJ‘ i +A~Ld&‘ F -+ Ap a8 & d, - etc.
— J‘Ecm dg, — J\lda. W — J'@dA . d - == etc.
dz
= (AEJ‘ E SED N d«L Z + agd. d@ + ctc. ) dt
e (J‘EA % MA o Z 4 JoA. d¢ il etc.)dtzo.

dz
Or AZdd. f"—d (A?;‘J‘ 7) dAEJ‘ df’? mais dAfZ = Adz
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AZ'dt, a cause de dz =£'de (hyp.); donc

dZ

o 42
a7 ) — AE'd =5 dt.

dzZ
agdd. gy =d. (884 77

On aura pareillement
dz - ™ dZ . ’ dz
J\EdA'dE\r “d«(&A-R?‘ T J\EA.‘?? dt,

et ainsi des autres formules' semblables.

Par le moyen de ces transformations, I'équation précédente
deviendra de cette forme

i jl \.A‘ga".%?z,— -+ Aa}.J‘.j—_—‘z —+- A@J‘.% -+ etc.}

dZ’ (h A=t dZ
— J\gﬂ_.—? —_ A\-\LA."_EI; S C’\@A. (f_@? — ¢le.
AT AP P2 A VL et
d¢ dl dp
o dz dz dz e
h-i— AE’J\ od—f, - A'\It’é\-z\r‘ —1= ﬁ@'c.;p. d? -~ etc.

dZ : dzZ dzZ :
JEA. =5 - SAST 4 JeA. —— - ete.
: dz ¥ a4 o }dt = 0.

458 dz d dz
|+ dza. é oK J\[/A.d—i + Jo'A. 7 + ele.

dZ J,.iz

6. Or si on développe les expressions J‘.—dvg, dg» elc, ainsi

que les expressions semblables A"f_igé’ A .‘:;‘—?, etc. en regardant Z

comme fonction de £, <, ¢, etc. et de &, 4/, ¢/, etc., il est fa-
cile de voir que les termes multipliés par d¢ dans I'équation pré-
cédente , se détruisent mutuellement. En eflet, on a

dZ == dZ ., B2 P Y AN Y pes
d. @= iz J\E—l-m J\[:—{—etc.-—l—aﬁz,— g +‘W d\ - etc.

dz __ d'Z d:Z BZITT T s 7 ; :
‘J\'IL“:EWJ\E-F PR J‘++etc.+3@—§a‘£ +m, I’ - ete.
elc,
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dz
. %—_d‘% A‘£+d¢d€a‘¢+et0+ Ly +d§d¢ , I’ - etc.

dZ
d. d-\[,’_dfd\‘l, J5+d¢d¢ ;- etc. +d§'d«j, e d‘I‘u J\'\’» - etc.

etc. ,

ce qui donne, en ordonnant les termes par rapport aux diffé-
rences partielles de Z, ce développement

2\ i dZ ;
Azcl‘ +A+J‘ dﬂp-}-etc -+ AED. E,+A~LJ‘d¢,+Ielc.

zd\z + 75y (AEN + A+J§)+§§ AV - ete.
SRS dEJE, 7 (ME0E + BEIE) + 27 dfd 7 (AESY + AY/dE) + et
+ 5 W T (AIE A AT o+ 0 (AY + AN + ete.

+47. PEL gy +d§f¢g¢ (ﬁ‘f"f‘l’ +AYIE )+ mA+’J¢ +- ete.
ele.

En changeant les caractéristiques d', A Pune dans Lautre, on
aura le développcment de I'expression semblable

JZA. + J\[,A -+-etc AN 3z J\!/A ap -+ elc.

Mais on voit que ce changement n’en produit aucun dans le dé-
veloppement précédent ; d’otr il suit que les deux expressions sont
identiques; de sorte que, comme elles se trouvent dans I'équation
ci-dessus avec des signes différens, elles doivent s’y détruire.

% Ainsi on aura snmplement l’equatlon I
{ AEJ‘.j? e Aq,A‘ 7+ apd. 22 et
d. v

| dZ d.?' dzZ
oy J\Eﬂ-a‘? — cj\\l.rﬁ.-—, — cP(PA —_— —— elC.

= 0}
dy 'y '
dans laquelle on peut changer Z en 7, puisque Z = 7'—= 7, et
que 7 ne doit point contenir les variables £’, 4’, ¢, etc. (art. 3).
On
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On voit par cette équation, que la quantité

AEJ‘.‘E -+ A\ % -+ A¢>J‘.‘§-: -+ etc.

A“ga O — NAGT — Jen. T — elo
est toujours nécessairement constante relativement au temps 7, au-
quel se rapportent les différentielles marquées par la caractéris-
tique d; que par conséquent si on y substitue les valeurs des
variables &, <, @, etc. exprimées en fonctions de ¢ et des cons-
tantes arbitraires, déduites des équations d’un probléme quelconque
de Mécanique, la variable # s’évanouira d’elle-méme, quelles que
soient les variations qu'on fera subir & ces constantes, dans les
quantités affectées des caractéristiques d'et A; ce qui est une nou-
velle propriété tres-remarquable de la fonction 7', qui représente
la force vive de tout le systéme, et ce qui peut fournir un critére
général pour juger de I'exactitude d’une solution trouvée par quelque
méthode que ce soit. Mais P'usage principal de cettg formule est
pour la variation des constantes arbitraires dans les questions de
Mécanique, comme nous allons le montrer,

§II? .

Ozu Von donne les équations différentielles les plus simples pour
déterminer les variations des constantes arbitraires, dues a des
Jforces perturbatrices. ' .

8. Supposons maintenant qu’apres avoir résolu e probléme con-
tenu dans les équations différentielles de l'article 3, par Iintégration
compléte de ces équations, il s’agisse de résoudre le méme pro-
bleme, mais avec 'addition de nouvelles forces appliquées au méme
systéme, tendantes a des centres fixes ou mobiles d’une manicre
quelconque,, et proportionnelles a des fonctions des distances aux
centres. Ces mnouvelles forces, qu'on peut regardcr commedes

Méc. anal. Tome I. 42
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forces perturbatrices du mouvement du systéme, étant d’une nature
semblable aux forces P, Q, R, elc., dou dépend la fonction 7,
ajouteront a cette fonction une fonction analogue que nous désigne-~
rons par — . De sorte, qu'il n’y a qu'a mettre Z—Q ala place
de 77, dans les équations de larticle 10 (sect. précéd.), et par con-
séquent Z — Q a la place de Z, dans les termes de celles de Far-
ticle 5, qui contiennent les différences partielles de Z relatives &
Z, ", @, ele., pour avoir les équations du nouveau probleme,
lesquelles seront, ainsi :

dz dz do

dZ dz dQ
d-w—' —d'_\z:dt-—-zidﬂ,

dZ dz do
etc.

9. Si on suppose connues les expressions des variables £,
@, etc. en ¢ et en constantes arbitraires, dans le cas ou les. se-
conds membres de ces équations sont nuls, on peut, en conser-
vant ces mémes expressions, mais en rendant variables leurs
constantes arbilraires,;faire ensorte qu'elles satisfassent aussi a la
totalité de ces équations; et l'objet de Panalyse que nous allons
exposer est de donner les formules les plus simples pour la dé-
termination de ees constantes. devenues variables.

Nous remarquerons d’abord que puisque ces constantes sont en
nombre double de celui des variables £, +, ¢, etc., comme nous
Pavons déja observé. (art. 2), et par comséquent en nombre double
de celui des équations auxquelles il faut satisfaire, on pourra en-
core les assujétir a un nombre de conditions arbitraires égal a
celui de ces variables.

Les conditions les plus simples et en méme temps les plus ap-

- r b g : d\
proprices a l_a chose, sont que les valeurs de %, F:P - g—?,etc. con-
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servent aussi la méme forme que si les constantes n’y variaient
point. De cette manicre, non-seulement les espaces parcourus par
les corps, mais encore leurs vitesses seront déterminées par des for-
mules semblables, soit que les constantes arbitraires .demeurent
invariables, comme lorsquiil n’y a point de forces perturbatrices,
soit quelles deviennent variables par leffet de ces 'fo_r@es.

Ces conditions auront de plus 'avantage de réduire au ‘premier
ordre les  équations différentielles entre les nouvelles variables, de

sorte qu'on aura un nombre double d’'équations’, mais du premier
ordre seulement.

10. En employant, comme dans larticle 4, la caractéristique J
pour désigner les différentielles dues uniquement a la variation des
constantes arbitraires, tandis que Ia caracterlsl,lque d ne se rap-
porte quaux différentielles relatives au temps ¢, les conditions dont
nous venons de parler seront exprimées par les équalions

=0, MN=o, M=o, e,

dans lesquelles il faut remarquer que toutes les constantes arbi-
traires doivent devenir variables a la fois, de sorte que la carac-
téristique 4" indiquera dans la suite la variation simultanée de
toutes les constantes arbitraires, au lieu que dans les formules ‘de
Yarticle 4 et suivans, la méme caractéristique dénotait en général
les différentielles relatives a la variation de toutes les constantes
ou seulement de quelques-unes d'entre elles a volonté, ainsi que
Yautre caractcrlanue A.

Donc ¢n faisant tout varier, les dlﬁ"ucntlelles de £, <, 0, etc.

seront simplement d%, d¥, dg, elc., ou bien £'d¢, 'dt, ¢'dt, elc.,
comme si le temps seul variait.

Ainsi dans les équations de Tarticle 8 la f‘onctlon Z sera la
méme, soit que les constantes arbitraires soient censées variables

ou non; majs en regardant ces constantes comme variables, les
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différences .2 dg" d.g%, j;, etc. devront étre augmentées

dz dz d?
des termes d'.5% T7 d.r d T d.7=, elc., dus & la variation des

constantes.

D'un autre c6té, comme par Ihypothese les fonctions de ¢ et
des constantes qui représentent les valeurs de £, <, @, etc. sa-
tisfont identiquement aux mémes équations, sans leurs seconds
membres, dans le cas ou ces constantes ne varient pas, quelles
que soient dailleurs leurs valeurs, il est claic que les termes

dz dzZ dz dZ dzZ dz
d.;i—é,; —_ H?df, d.(z? —_ EE(IE, d.g(P‘; e E@_ df, elc.

se détruiront ~d’eux-mémes, et pourront par conséquent  élre
effacés.

On aura donc simplement, pour la variation des constantes
arbitraires, les équations
dz dz da (¢t 519
J‘.E?._gfde, ‘P'i\p d¢dt J‘.E,q?__.;fadc,
quil faudra combiner ayvec les équations données ci-dessus , &'5=o,
=0, dp=o0, elc.

Ces équations étant en nombre double de celui des wvariables
£, ~, @, etc.; et par conséquent en méme nombre que les cons
tantes arbitraires (art. 2), serviront a déterminer toutes ces cons-

tantes devenues variables.

elc.,

11. Les équations qu’on vient de trouver étant multipli¢es res-
pectivement  par AE, A, Ao, etc., et ensuite ajoutées ensemble,
donnent

EJ‘ 2+ AT + B0d. 5 + ete
— dg A2+d4ﬁ4 + A¢J+etc)dt

Ici A%, A, Ao, elc. indiquent, comme dans l'article 4, des dif-
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férentielles des fonctions £, <, @, elc., prises en faisant varier
seulement les constantes arbitraires d’une mani¢re quelconque,
soit qu'elles varient toutes en méme temps, ou quelques-unes
seulement a volonté.

Or en regardant @ comme une fonction de £, ., 9, elc., on
aura, en différentiant par rapport a A,

An__dfa‘gq—ﬂn\t—{- 2 Ap - elc.

Donc on aura
dZ dZ ; dzZ
Retranchons du second membre (]e._ cette ¢quation la quantité
A‘EA. 2 aas A\La -+ JpA .g—i -+ etc.,

qui est nulle en vertu des équations de condition d'%=o0, Il =0,
Jp=o0, etc., on aura cette formule générale A

NICL e T .‘i - Aq,d‘ d«lf -+ Apd. gf -+ ete.

£ J\fﬂ'dg A T — Jdea. d: — efe.

= AgJ‘ dg, - A\LJ‘.N ~+ Agd. ol + etc.

dT
e J\Z.ﬁ-a — cl\'\laﬁ d«]f — JQA"?? — etc.

en changeant Z en 7', comme dans larncle 7«

On voit que le second membre de I'équation précédente est
la méme fonction que nous avons vu devoir élre indépendante du
temps ¢ (art. 7). D’ou il suit quaprés y avoir substitué les va-
lIeurs de £, 4, @, etc. en fonctions de ¢ et des constantes arbi-
traires , on pourra y faire ¢ nul ou ¢gal a une valeur quelconque.

12. Donc si on suppose, ce qui est toujours permis, que ces forc-

; oD _ ; dT dT
tions, ainsi que celles qui représentent les valeurs de -z, ay
- 2
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d7T
do"?
de 7z, de cette maniére
£ = a+ ot 4 a't* - o =ity
A= B4 Bt~ f'v 4+ L'F 4+ etc.,
¢ =y =+ 9T 4 3t 4 PP 4 etc.,

etc., soient développées en séries de puissances ascendantes

e = A = AL AT = AT - ete.,
oy = K+ pt g A @8 A ele,
ko g g R iy g

etc.,

et qu'on substitue ces valeurs dans le second membre de Iéqua-

tion de l'article précédent, on pourra y faire t=o, ce qui les ré-

duira aux seuls premiers termes «, 3,5, elc., A, u, », elc.
Cette équation se réduira ainsi a la forme

A.Qdt = AadA =4 ABJuw = Aydy - etc.
— ANz — ApdB — Avdy — etc.

13. Les quantités «, B, y, etc., A, u, v, etc. ne peuvent étre
que fonctions des constantes arbitraires que la double intégration
introduit dans les expressions finies des variables £, -, @, etc.,
et on peut aussi les prendre pour ces mémes constantes.

En effet, les constantes arbitraires ¢ui donnent 4 la solution d’un
probléme de Mécanique toute 'étendue qu'elle peut ayoir, sont fles
valeurs initiales des variables, ainsi que celles de leurs diffé-
rences premiéres; c'est-a-dire, les valeurs de £, 4, @, etc. et

d
de jf, d;L » 75> Cetc., lorsque ¢=o; ces valeyrs sont donc, dans
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les expressions de £, ., @, etc., que nous avons adoptées, «,

R (o SRl (R etc Or 7' étant une fonction donnée de £,
3, @, etc. et de £’~— : «L’.__.-J, q:’.._-jf,
' ar dr dr
dg > dy ) dg'?
les réduit & A, , », etc., ces constantes A, u, v, etc. seront
les mémes fonctions des constantes «, £, y, etc., &, £, /, elc.;

: ddesnd iy redd
que les fonctions —= 7 AT Ty etc. le sont des variables £, ,

etc., il est clair

qu'en faisant =0 dans les fonctions etc., ce qui

9, ete., &, {1/, ¢, etc. Par conséquent au lieu de prendre immé-
diatement o/, 2/, 5/, etc. pour constantes arbitraires, on peut prendre
celles-ci, A, u, », efc., qui en dépendent. Ainsi on aura «, 3,
¥, etc., A, m, v, etc. pour les constantes arbilraires des ex-
pressions de £, «, @, etc.; et Pon voit que le nombre de ces cons-
tantes sera précisément double de celui des variables £, 4, o, etc.

De cette maniére, la différentielle A . Q, dans laquelle la ca-
ractéristique A ne doit affecter que les constantes arbitraires con-
tenues dans Q , a raison des valeurs de £, 4, @, etc. qui renferment
ces constantes , deviendra

A.Q=@Aa+§aﬁ+j~“m+etc.
+jhm+ A - G Ay o et

En la substituant dans le premier membre de I'équation de lar-
ticle précédent, et ordonnant les termes par rapport aux diffé«
rences marquées par A, on aura

(d dt — JA)A& +(d£ dt— A‘y.)AB + ‘ﬁdt—éw Ay—-cte.
-+ ( - dt - d'a )AA + dz -+ J;G)A;u -+- dt+d‘;f>m —~+-etc.=o.

Comme on peut donner aux différences Az, Af, etc., marquées
par la caractéristique A, une valeur quelconque, il faudra que I'équa-
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tion soit vérifiée indépendamment de ces différences, ce qui don-
nera autant d’équations particulicres, telles que

da do do
—dt=14J2, Ed&:é‘y, (—i;,fu—_.—-c!‘v, etc.,

Q'Q do dn
a——dt__—-*cl‘ot,_a;dt:—cfﬁ, 5 dt=—1Jdy, elc.

14. Les différences marquées par la caractéristique J' sont pro-
prement les différenticlles des constantes arbitraires devenues va-
riables (art. 10) ; ainsi comme ces différentielles peuvent maintenant
étre rapportées ¢galement au temps ¢, il est permis et méme con-
venable de changer le J' en d, et on aura pour la détermination
des nouvelles variables a, 3, ¥, etc., A, x, v, elc., les équations

da | o do dg . dQ dy dQ etc.

T LI Yt Tl TR B T T )
dr __do .d,; do dy __da .o
dt = da? =B’ dr — dy’ )

qui sont, comme lon voit, sous une forme tres-simple, et qui
fournissent ainsi la solution la plus simple du probléme de la va-
riation des constantes arbitraires,

15. Comme la fonction Q renferme les quantités «, 8, 7, etc.,
A, m, v, etc., il faudra les regarder aussi comme variables dans
les différences partielles de cette fonction; mais lorsque la valeur
de Q, qui dépend des forces perturbatrices, est supposce fort pe~
tite, il est clair que les variations de ces quantités seront aussi
fort petites, et qu'on pourra, dans la premn.re approximation, les
regarder comme. constantes dans les différences partielles de Q,
et navoir égard a leur variabilit¢ que dans. les approximations
suivantes.

Dénotons par a, b, c, etc., I, m, n, etc. les parties constantes
dea, B,y,etc., A, u,r, etc., et par &, £, )/, etc., X, &, ¥, etc.,
leurs parties variables, qui, étant de lordre de la quantité Q,

seront
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seront nécessairement trés-petites, et soit O la valeur de Q, en y

changeant «, 3,7, etc, A, x, v, ctc., en a, b, ¢, etc., I, m, n, efc.
On aura ainsi

o

a—{-u’, ﬁ=6+ﬁ') P4 c+?”: etc.,
A

.-, o= m— p, y = n== 1, etc.,

1

et on aura par le développement

J07 SESIAEINEOR 5%
Q:O-—!———u-{-——ﬁ-—}--&?y - etc.

do 10ty do
A G N+ Gk gt ele.

~- etc.,

Les équations différentielles de Tarticle précédent donneront

do

/ : dQ
de == — —rdt, df = — o dt, dy’:-—f-g—?df, ete. ,

=idn S ,__da
car il est évident que les différences partielles relatives a «, f3,

5, etc., A, 4, v, elc. peuvent €tre rapportées aux quantités ana-
logues «, b, c, etc., I, m, n, etc.

Pour la premiére approximation, on aura ﬂ 0, O étant une
simple fonction de #; done on aura par l’mtegratlon

i dO ¢ dO A dO
o = ?z—dt’ ﬁ:-—-ﬂf—dt, 7=—fmdt, etc.,'

/ do () :
A= “j;dts f"‘—df i ——f—‘?gdt, ete.
En substituant ces  valeurs dans Pexpression de £, on aura
pour la seconde approximation :

Q= o+d£ d f
dO 40
'+E‘EI dbd""'c_i?; am Y3

chl ’
¢t ainsi de suite.
»

Méc. anal, Tome I, ‘ 45
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16. 11 y a ici une remarque importante & faire. Si la fonction O
ne contient le temps que sous les signes de sinus et cosinus, il
est clair que la valeur de €2 ne contiendra, dans la premiére ap-
proximation, que les mémes sinus et cosinus. Mais on pourrait
douter si, dans Papproximation suivante, elle ne contiendrait pas
des termes ou le temps ¢ serait hors des signes de sinus et de
cosinus, et qui, croissant continuellement, augmenteraient a lin-
fini la valeur de Q, et rendraient par conséquent lapproximation

fautive.
Pour lever ce doute, nous remarquerons que de pareils termes

ne pourraient venir que d’une partie constante de Q , c’est-a-dire ,
dégagée de tout sinus ou cosinus renfermant le 7.

Soit donc Z cette partie qui sera fonction des constantes arbi-
traires «, B, y, etc., A, m, v, etc. Ainsi O contiendra une pa-
reille fonction de «, 2, ¢, etc, I, m, n, etc., que nous dénoterons

encore par 4. |
En substituant .4 au lieu de O dans I'expression de Q de lar-

ticle précédent, on aura la partie de Q, due a la constante 4,
dans la seconde approximation, et cette partie sera

: dd dA dAd dAd
Airt-gp Ko dimigmoing &
d4d  dA dAd dA4d
g Tl g
ete. ,

ou I'on voit que les termes affectés de #se détruisent mutuellement.
Ainsi on est assuré que Ja seconde approximation ne donne dans

Q aucun terme qui croisse avec le temps ¢; mais il resterait a
voir s’il en pourrait naitre dans les approximations suivantes, '

Au reste, le méme terme constant 4 pourrait donner encore
dans Q des termes multipliés par Z, étant combiné avec des termes
non constans de la méme fonction ©; mais alors le # qui se trous
verait dégagé des sinus et cosinus, serait en méme temps multi-
pli¢ par des sinus ou cosinus d’angles proportionnels au temps. La
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méme chose aurait lieu si le coefficient de # sous les signes de
sinus et cosinus ¢tait fonction des constantes arbitraires «, 8, 4, etc.,
parce qualors les différentiations partielles de Q relatives a ces cons-
tantes, feront sortir le # hors des sinus ou cosinus. Mais on peut re-
marquer en général que lorsque les approximations successives
font paraitre des termes de la forme dont il sagit, dans lesquels
des sinus ou cosinus se trouvent multipliés par Pangle qui est sous
ces sinus ou cosinus, ces sortes de termes sont presque toujours
le résultat du développement d’autres sinus ou cosinus, et on peut
les éviter en intégrant directement les équations différentielles entre
les constantes arbitraires devenues variables.

17. Quoique les constantes arbitraires que nous avons employées
soient celles qui se présentent le plus naturellement, et qui donnent
les résultats les plus simples, il arrive souvent que les différentes
intégrations introduisent a leur place d’autres constantes, mais qui
ne peuvent étre que des fonctions de celles-Ia.

Nous désignerons en général les constantes arbitraires qui sont
censées entrer dans les expressions des variables £, 1, ¢, etc.,
par a, b, c, f, g, etc., dont le nombre doit étre également double
de celui des variables; et pour avoir les relations entre ces nouvelles

constantes et les premiéres, il suffira de supposer =0 dans les

A1 d e dT?
etC., ﬂ?&( ] d'\lal’ d = ] Cl(‘ et d Cga-

valeurs des fonctions £, +, ¢,
ler les résultats aux quantités a«, B, 3, etc., A, u, », etc. De
cette manicre on aura autant d’équations entre ces différentes cons-
tantes , par lesquelles on pourra déterminer les valeurs de a, &
¢, f> g, etc. en fonctions de «, B, 9, etc., A, u, », etc.

Nous supposerons donc ces fonctions connues, et la différen-
tiation nous donnera tout de suite

da_j“d +d3d18+ dy - etc.

+dhdA+ d + dp -~ efc.

’
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Donc substituant les valeurs trouvées ci-dessus (art. 14) de
dz, df, etc., et divisant par d¢, on aura

da a’.a dQ do
T du+d,u dﬂ+dvxdy+etc'

d d.f) a d.(). drz d

A db d
Ilen est de méme des valeurs de =, 2;, etc., pour lesquelles

il 0’y auraqu’a changer dans I'équation précédente a en b, en c, elc.

18. Mais ces formules contiennent encore les différences par-
tielles de Q relatives aux constantes «, 8, 3, elc., et il s'agit de
les changer en différences partielles relatives a @, &, c, etc., ce
qui est facile par les opérations connues.

En effet comme Q est censée maintenant fonction de «, &, ¢, etc.,
et que ces quantités sont elles-mémes fonctions de 2, 2, 5, etc.,
A, t, v, elc., on a tout de suite, par l'algorithme des différences
partielles ,

do fm da, do b do de
F 7 2= T o X g+ X g et

dQ dn da dn db dﬂ dc

elc.,

¢t il n'y aura plus qua substituer ces valeurs dans celles de o d"

j_b, etc. de larticle précédent.

En faisant ces substitutions et ordonnant les termes par rapport
aux différences partielles de Q, on voit d’abord que le coeflicient

do da ; dQ
de 7 est nul dans la valeur de -, que celui de - est nul dans
la valeur de g, etc.

1 - - r J -
Ensuite si, pour représenter la valeur de d—f , on emploie Ia
formule



SECONDE PARTIE, SECTION- V. 54

d. do do da
= (@B)X I + (a,0) X - + (@ f )< g7+ ete.,

on aura

‘ da_db . de_ db ., da db
(a,b) =5X{E+E‘;XZB +$><;Tg*’ -} elc.

da_db _da_db da_db :
TR I T B Sy T #iCs )
da_dc da de da de : !
(a,c) = a)(g; -- @Xﬂ -+ ‘a)(a; -~ etc.
da  dc da _dc da  dc ¢
T el R T ARy 35 TS
ete. _
" db . -
Et pour avoir la valeur de =, il n’y aura qua changer dans ces

formules @ en b el b en a , en remarquant que l'on a (b,a) =—(a,b);
on aura ainsi

db do dQ da

e Yoo (a,0) T (b,c) g 5,f) af -+ ete.,

etc.,

db  de db  de db_ de
(b,c) o E;)(a; ~ E};X'&"@‘ — H’;Xa-; ~- etc.

de
— géx'dif: ——%xj—; “‘%XE% — elc.,
ele.

En général si & représente une quelconque des constantes arbi-
traires a, b, c, f, etc., et qu'on observe que la valeur des sym-
boles représentés par deux crochets, devient nulle lorsque les deux
lettres renfermées entre les crochets sont identiques, et quelle
change simplement de signe lorsqu'on change ordre de ces lettres
on aura ces formules générales,

dk dQ dQ d.
7 = (ka) T+ (h) 7+ (5,0) 2+ etc.,

dk_ da dk da v dk da :
(kya) = 3;><£+3;><3§+-3;><5 - etc,
dk_ da dk  da dk  da
2 “ﬁXa“@X@—@Xa?—etC.,
elc.
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19. Le principal usage de ces formules est dans la théorie des
planetes, pour ‘calculer Peffet de leurs perturbations, en le rédui-
sant a la variation des constantes arbitraires qui sont les élémens
du mouvement primitif. Elles sont surtout utiles pour déterminer
les variations que les astronomes appellent séculaires , parce qu'elles
ont des périodes tres-longues et indépendantes de celles qui ont
lieu dans les variables primitives.

Comme les équations de larticle 18 ne contiennent d’autres
fonctions du temps, que les différences partielles de la fonction .,
si on cherche par la résolution en séries, ou autrement, la par-
tie 4 de la fonction Q, qui est indépendante du temps ¢, et ne
contient que les constantes arbitraires a, b, ¢, etc., il suffira
de substituer, dans ces équations, . au lieu de £, et 'on aura
directement les équations entre les quantités a, b, c, etc. deve-
nues variables, et le temps #, lesquelles serviront a déterminer
leurs variations séculaires, parce qu'elles sont débarrassées de tout
sinus ou cosinus.

§ TTE,

Oie Pon démontre une propriété importante de la quantité qui exprime
la force vive dans un systéme troublé par des forces perturbatrices.

20. Les constantes arbitraires dont nous venons de donner les
variations, dépendent de la nature de chaque probléeme, et ne
peuvent étre déterminées que dans les cas particuliers. Il y en a
cependant une qui a lieu en général pour tous les problémes ou 7
n’est fonction que de £, 4, w, etc., c’est celle que lintégration doit
ajouter a ¢; car comme les équations diﬁ‘érentie_lles ne renferment
alors que I'élément dt, il est clair que dans les expressions finies des
variables en fonctions de #, on peut toujours mettre ¢ plus une cons-
tante arbitraire a la place de ¢

Désignons cette constante par K, et rapportons-y les différences
marquées par la caractéristique A dans la formule générale de l'ar-
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ticle 11. On aura ainsi

do a2 i)
A.szﬁﬂx, A'E=3RAK’ ﬁ-\[}zgj—{AK’ etc.

Mais puisque £, +}, ¢, etc. sont f'onctiom de 14K, il est clair

d)’
quon aura —=

dE d , do d ’
==p=£, el deméme —= ==a) _“_2;2:@ , etc.

N
Donc

Af = FAK, Ay = JAK, 09 = 0'AK, elc.

Par la méme raison on aura

d dZ d dz
dz d¥ dZ aw '
A df — d—~—- AK A d+, — AK ete.

Mais les équations différentielles de Particle 5 donnent

dzZ dz
2FE gz S hgniegy U
& T & T — 70 etc._
Donc on aura
d7Z __dz =7 < d 7
Mgz = el AJp=aj Ak, et

Ainsila formule générale de l'article 11 deviendra par ces substi-
tutions, et aprés la division par AKX,

;J\ dz ;J\ dZ

d!(dt‘—z +NL 7+ . ,+etc

EEJE—EEA\L ——-{EJ\‘P — elc.
Or on a

‘g 5@ -~ etc.

E’ dEr "I"‘ '\]”J\ d-\L + @
-—J‘(E JE, r+ «L' j’j + ¢ jf + etc.)

et comme Z est censé fonction de E, ;s @, etc., et de &, I/,
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@', elc., on aura

dz

PZ = = J‘E+d¢cj’¢+d@é‘rp+etc

+ ?J\;I dn.l..’d\’\!' +d@ J\(P + elcy
Donc P'équation precedente deviendra

d ,d

dont le second membre doit étre une fonction des constantes ar-
bitraires, indépendante de #

21. En effet, si on change Z en 7'— #" et &, 4/, ¢, etc. en

dl dp - - - :
jf : df’ df, ete. (art. 3), il est facile de voir que la quantité

zdg—w Lt o oo — %

sera la méme chose que la quantité
o7
Mfdf + s dd + ;i¢d¢ + etc. = T -+ 7,

que nous avons vu étre toujours égale a une constante et qui se
réduit a 7'+ ¥ (sect. préced., arty14), doiv résulte Péquation
T+ 7= H, laquelle exprime la conservalion des forces vives
du systéme. i

Ainsi en prenant Z7 pour une des constantes érbitraires on aura
pour sa variation due aux forces pcrturbatrlces contenues dans la
fonction Q, cette formule trés-simple,

A =g dt

22. On pourrait aussi arriver a cette formule par’ un chemin
plus court. En cﬁ“ct, si. on reprend les équations. de Tarticle 8,
quon les ajoute ensemble aprés les avoir multlphées respective-

ment par dZ, d¥, d9, eltc., et quon intégre en employant les
: mémes
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mémes réductions que nous avons pratiquées dans l'article 14 de
la secuon précédente, on paryiendra directement a I'équation

T._-+~7; H—l—fdfd;-{-d‘!,&]z-{— d@'—l-etc)

dans laquelle la quantité. qui est sous le signe intégral n’est pas
intégrable en général','parce que la fonction ©, a cause de la mobilité
quon peut supposer aux, centres des forces ; perturbatrices, est
censée contenir, outre les variables £, <L, ¢, elc., encore d’autres
variables indépendantes de celles-la.

“Dans le ‘cas ou il n’y a point de forces perturbatrices, on a
simplement 7'4- 7= 7Z. Or il est évident quon peut conserver
cette’ forme a - l’mtegrale qu'on vient de trouver, en rendant Va-
riable Ia constante 77, et en ﬁusant

L3

hEi— a,; d; + d«}. + £y d‘P - etc. ;
mais il est visible que la quantilé_
df dg ~- d¢d~.} + d<p ~- elc.

wlest autre chose que la différenticlle de , en ne faisant varier
que les quantités £, «}, @, etc., qui dépendent des équations dif-
férentielles primitives , et qui sont supposées connues en fonctions
de, t-4- K, en nommant X, comme dans Particle 20, la constante
qui peut toujours s’ajouter a la variable & Ainsi, comme les wva-
riables £, 4, @, etc. ne varient quavec le temps ¢, il est facile de

voir que la quantité dont il sagit'sera Ta méme chose que Ed% dt;
0 : e uonbato s Aol 2 A
par conséquent on aura, comme plus haut, I'équation = aK"

23. Cette ¢quation peut donc aussi se mettre sous la forme
dH
dt
fasse varier le ¢ quautant quil est contenu dans les expressions

Mée, anal, Tome I. 44.

- (dn , pourvu que dans la différence partielle de Q on ne
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des variables £, <, @, etc.; et il résulte de cette formule; que s

la fonction © me contient Je temps: ¢ que sous les signes de sinus
¢t cosinus, comme cela a lieu dans la théorie des Planétes , I'ex-

. / dﬂ 4 ) 3 L »
pressionde (—ﬂ)ne pourra coutenir que des termes périodiques,

parce que tout terme conslant de Q sen ira par la différentiation
relative &z Ainsi, dans la prémiére approximation, ou I'on regarde
comme absolument “constantes , les constantes arbifraires qui

entrent dans la fonction £, Pintégrale de (i—?)dt , C’est-a-dire la

valeur de 77, me pourra pas contenir des termes tels que Nz qui
croissent avec le temps . Nous avons vu plus haut (art. 16),
que la seconde approximation ne, peut donner & Q ‘aucun terme
qui ne soit périodique; donc la méme conclusion relative ala va-
leur de A 3 aura lieu encore dans la seconde approximation.

24, La quantité 7" exprime la force vive du systéme, et elle est
égale & H— 7. Lorsque le systéme n'est troublé par aucune force
perturbatrice,, la quantité 77 est constante, et la force vive ne dé-
pend que des forces accélératrices contenues dans T'expression de 77,
comme on I'a yu dans Varticle 34 de la troisiéme section. Cette
quantité devient variable quand il y a des forces perturbatrices,
par conséquent la force ‘vive sera altérée par Taction de ces
forces ; mais par ce que nous venons de démontrer, on voit que
ses altérations ne pourront étre que périodiques, si I'expression
des forces perturbatrices est périodique, du moins dans les deux
premiéres -approximations. Ce résultat est d’'une grande importance
dans le calcul des pe;turbatiqns.
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SIXTEME SECTION.

Sur les osczllatzons trés-petites d’un sy.steme quelconque
- “de corps.

LES équations différentielles du mouvement d’'un systéme quel-'
conque de corps , sont toujours intégrables dans le cas ou les corps
ne s’écartent que trés-peu de leurs points d’équilibre; et I'on peut’
alors déterminer les lois des oscillations de tout le %yétLrnc L’ana-
lyse g générale de ce cas, qui est trus—utendu, et la solution de'
quelques-uns des principaux problémes qui s’y rapportmt sont
Vobjet de cette section,

§ I

d 1 2 . i L

Solution générale du probléme des oscillations trés-petites; d’un,

systéme de corps autour de leurs points d’ “dquilibre,

1. Solent a, b, ¢ les valeurs des coordonnées rectangles x,
y, z'de clmque corps m du systcme propos¢: dans le héu de son
¢quilibre. Comme on suppose que le systéme, dans qon mouve-

ment, s’éloigne trés-peu de sa ‘situation .d’equ_-;hbre, ‘on aura en
général

X5 a4t %y Yi=30 By 2= GaTHod senllor

les variables «, @8, 5 dlant tou;om‘s trés-petites ;0 il suffira pal‘f
conséquent davmr ¢gard &' la” premiére dimension de?ées” quan-
tités dans les équations différentielles ' du mouvement. Fa méme
chose aura licu pour les autres quantités - analogues, qu'on ‘distin-
guera parun, deux, etc. traits; rel'itwemenl aux dlﬂﬁréns covps—
m’, m’; ete. du méme’ systéme; 00 10
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Considérons d’abord les équations de condition qui doivent avoir
lieu par la nature du systéme, et qu'on peut représenter par L=o,
M=o, etc., L, M, etc. élant des fonctions algébriques données
des coordonnées x, y, z, &, y/, etc. Comme la position d’équi-
libre est une de celles que le systéme peut avoir, il s'ensuit que
les mémes équations L =o, M==o0, etc. devront subsister,. en
supposant que x, y, z, &, etc. deviennent a, b, c, o, elc., dou
il est facile de conclurc que ces équations ne sauraient renfermer

le temps .
“Soient. 4, B, etc. ce que deviennent 7., 77, etc. Iorsque ar,

¥ %, &, etc. deviennent a, b, c, a, etc.; il est clair qulen
substltuant pour, x, y, z, a, etc. leurs valeurs a+a, b+ f3,
c-—l—y, a —[-ot. “etc., on aura, a cause de la petitesse de a, @,
?’:, o, etc.,

‘ ' d dA'
L=A+§;—I¢+g§ﬁ+ +g‘r¢+9t0

_ dB dB dB
.E,/I:.B-[-RE'C&"FESQ—‘— -+-' o;-l—-etc,
et ainsi de’ suite.
Donc 1° on aura 4 =o0, B=o0; etc., relativement a I'équi-
libre; 2°. on aura les équations

dd - dA dAd . ddl .
e T+ e =,
5 W e dB dB dB ‘
s, e Thugrpistipie S elol =0;
glce

lesquelles: donneront la relation qui dmt subsister entre les va-

riables ‘&, B} ¥, a, etc.
En négligeant d’abord les quantités trés-petites du second ordre

et des ordres supérieurs, on aura des équations linéaires par les-
quelles on ,diétermir_lera les valeurs de quelques-unes de ces variables
par les, aaties; ensuite par ces-premiéres valeurs on en trouvera
de plus exactes, en tenant compte des secondes  puissances, et



SECONDE PARTIE, SECTION VI 849

des puissances plus hautes, comme on voudra. On aura ainsi les
valeurs de quelques-unes des variables «, 8, ¥, ¢/, elc., exprimées
par des fonctions en 'série des autres variables; et ces variables
restantes seront alors absolument indépendantes entre elles.

On pourra aussi, dans la plupart des cas, en ayant égard aux
conditions du probléme, réduire les coordonnées, immédiatement
par des subétitulions, en fonctions rationnelles et entiéres d’autres
variables indépendantes entre elles, et trés-petites, dont la valeur
soit nulle dans Pétat d’équilibre.

Nous supposerons donc en géncral que l'on ait

I

x = a + a1f -+ aay —+ aBp -+ etec. 4~ a'1£* - étc.,
b + b1§ 4 b2 4 850 4 elc. 4~ 152 - etc.,

z = ¢ 4 c1f 4 c2l 4+ o + elc. 4 1E* - etc.,
et ainsi des autres coordonnées «’, y/, etc., les quantités a, &, ¢,
a1, b1, etc. sonl constantes, et les quantités £, 4, @, elc. sont
variables, trés-petites, et nulles ‘dans I'équilibre.

|

2. Il ne s’agira que de faire ces substitutions dans les valeurs
de 7' et 7 de larticle 10 de la section 1V ; et il suffira de tenir
compte des secondes dimensions, pour avoir des équations diffé-
rentielles linéaires. Et d’abord il est claic que la valeur de 7' sera
de cette forme : :

_ ()& 4 (2)d* 4 (3)de® + etc.
e adt*

(1,2)dZd-L 4 (1,5)dEde +- (2,3)d-Lde + ete.
M LTy ?

en supposant, pour abréger,
(1) = S(a1* 4 b1* -4 c1*)m,
(2) = S(a2’. 4+ b2* 4 c2°)m,
(3) = 8(a3* ~+ 03* - ¢3")m,
etc. e ;
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(1,2) = S(ara2 + bi1b2 - cic2)m,
(1,3) = S(a1ra3 == 51635 —+ c1c3)m,
(2,3). 5= S(a2ad + 5203 -}~ c2c3)m,
: etc.,
ou le signe S dénote des intégrations ou sommations relatives' A
tous les différens corps m du systéme, et en méme temps indé-
pendantes des variables £, <, @, etc., ainsi que du temps 7.
Ensuite si on dénote par F' la fonction algébrique IT, en y met-
tant @, b, ¢, a la place de x, y, z, il est claic que la valeur
générale de IT sera représentée ainsi,

F %{—: (a1% + a2 ) adp - etc.)
o+ 2 (61 4 Doy = B30 - etc)
95 (c1£ 4 2y -+ 39 + etc)

d*F ’
+ 28 (@1 ++ aad + aBp + eto)?
d*F o "
+ (@1g+4=aa +=adp=ete.) (b15+ b2+ b30-ele.)
d*F
~+ o (018 - ba2r| +- 530 +- etc.),
etc.
ou il suffit davoir égard aux secondes dimensions de £, +}, ¢, etc.
Multipliant donc cette fonction par m, et intégrant avec le signe S,
on aura en général

' V= H+ % - Ha + H30 + etc.
- [13* 4 [2]4* + [3Je* + etc.

~+[1,2]84 +[1,5)60 =+ [2,5]1 9, etc. - etc.,
ele.
Vi

IF dF dFr
Hi =8 ;Eal -+ 7 b1 - a—gcl)m,

I dF. -
¥ D) = S 7z 42 — ‘Ebs - %‘ca)m,

dr ' dF dF
H5 = 8(3; a5 + 305 + 5 3)m,
etc.,



SECONDE PARTIE, SECTION VI. 351
[’]"'S( da v +EI§=‘"’ +d= &
d*F d°F
=+ 2 35 dbalbl -} 2 dad a1c1+2 dbdcblcl) m,
2] = Sljl ’+db’ bat + GF ot
—- 2_‘% a2b2 -- 2 —J: a2c2 - 2 mbnaa)m, _
& "‘n a 32
[5]—'—Sdn 3+dbib5+dcn
+2dadb 360-—}-2 “55+2dbd bBco)m,
cleos
f1,2], =8 (ga—f'alaﬂ-}-%gblﬁﬂ -|- ‘:—::clcn
o > db(mba—}—azbl)—l—d 5 (alc2+a2c1)—|-— The (blcsz—i—bzcl ) m,
18] = (% ara5+ 5 by b3+da01c5
- m(alﬁ5+a5bl)+d—z~(alc5-+a5c1)+ E’EI_ (blc5+65cl)) m,
[25] - S(d -a 05+db= b2 b5-+-d‘c).c5
e EEE (a263+a562)+m (a205+a502)+m (6205-{—5302)) m,
elc.

3. Ayant ainsi les valeurs de 7' et 7 exprimées en fonctions des
variables £, , @, etc. indépendantes entre elles, on n’aura plus
aucune équation de condition a employer, et comme la quantité 7’
ne contient que les différentielles des variables , on aura sur-le-champ,’
pour le:mouyement du systéme, les' équalions suivantes:

T oV
A5z + 5z =
T arv
d.m"}- E“_L = 0,
.m + -}f?‘ — 0,
etc.,
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dont le nombre sera, comme lon voit, égal a celui des variables.
Ces équations doivent avoir lieu aussi dans I'état d’équilibre,

puisque le systéme 'y étant une fois, y resterait tovjours de lui-

méme; or dans I'équilibre on a constamment x=a, y=1b,
z=c, «'=d’, etc. par I'hypothése; donc £=o0, 1 =0, p=o, ctc.,

d d d .
ainsi que df =0, d}!'_ o, elc., ct d,'E.....o etc.” Donc les termes
. ;T S A‘I 4
d-jgé’ d. Mﬁ,’,etc. seront nuls, et les termes 0 N9 % etc.! se

réduiront a H1, H2, H3, etc. Par ‘conséquent on aura fad
Hi'== 0, H3 =0 H3 =0, etc;

ce sont les conditions nécessaires pour qué a, b, ¢, o, etc. soient
les valeurs de x, y, z, &, €tc, pour l’etat d’ethbrc comme.
on le suppose.

En effet, il est visible que
¥V = S(Pdp 4+ Qdgq =4~ Rdr < etc.)m

exprime la somme des momens de toutes les forces Pm; Qm,
Rm, etc., appliquées a tous les corps m du systéme, et qui
doivent se détruire mutuellement dans état d’équilibre ; donc par'
la formule générale donnée dans la seconde section de la premiére
Partie, il faudra que Pon ait d# =o, par rapporta chacunc des
varlables indépendantes; par conséquent

D cisceon 1o Mzl L :

]

seront les conditions de I'équilibre, lequel étant supposé répondre.
a g==0, =0, ¢=0, etc., on aura H1=o, H2=0, I3=o0, elc.
De sorte que les premicres dimensions des variables £, , 9, etc.,
dans P'expression de /7, disparaitront toujours.

Substituant donc dans les équations générales les valeurs de 7'
et de 7, et faisant A1, A2, H3, etc., nuls, on aura pour le
mouyement
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mouyement du systéme ;

Op= (1) dag -+ (1,2) d= + (1,9) %:? -~ etc.
+ [l s s

0= (2) o Y (1,9) daf -+ (2,3) dﬁ, ? - et
%3 [2]4' + (1,278 + [2,5]@ - etc.,

0= (8) 3 + (15) T° + (33) T + etc.
+ 510 + (L3 + 251 ~+ eto,

ete. ,

Al

¢quations qui, étant sous une forme linéaire avec des coefficiens

constans, peuvent étre intégrées rigourcusement et généralement
par les méthodes connues.

4. On peut supposer d’abord que les variables, dans ces sortes
d’équations, aient entre elles des rapports constans; clest-a-dire,

que lon ait ~ =f&, o= g&, elc.; par ces subsutuuous elles
deviendront

(()4(1,2) f-(1,3)g-ete.) T2 ([1] -+ [1,9] -+ [1,51g+etc.)§=o :
(@ H1,2)H2,)g-ete.) 52 -([2] -+ [1,2] 4 [2,5lg-+ete. Ji=o,
(B)g+H(13)H(=5)f-ete.) gt H([3g (1,3 4+ [2,3] f-eto. Yoo,

etc

lesquelles donnent 35 ~-#£ =0, en faisant
LA [1] 4 [1,2]f+4 [1,3]g 4+ etc.
T )+ (L) fF (1,3)g + etc.
[2]f—+ [1,2] + [2,3]g 4 etc.’
@) f+ (1,2) + (2,3)g + etc.
— [Blg+ [1,8] + [2,5]f + etc.
~ @g+ G+ IS T e
Le nombre de ces équations est, comme l'on voit, égal a celui

des inconnues f, g, etc. k; par conséquent elles déterminent exacte-
Mée. anal. Tome I. 45
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ment ces inconnues; et comme, en retenant pour premier membre
le terme %, et le multipliant respectivement par le dénominateur
du second, on a des équations lindaires en f, g, elc., on pourra
les éliminer par les méthodes connues, et il n’est pas difficile de
voir par les formules générales d’élimination, que la résultante en &
sera d’un degré ¢gal a celui des équations , el par conséquent égal
a celui des équations différentielles proposées; de sorte que l'on
aura pour & un pareil nombre de différentes valeurs, dont cha-
cune ¢tant substituée dans les expressions de f, g,-etc., donnera
les valeurs correspondantes de ces quantités.

44

Maintenant I'équation 2 - #% = o0, donne par lintégration

g = Esin(tyk ),

FE, ¢ étant des constantes arbitraires; ainsi comme on a supposé
N = fE, p=g&, etc., on aura aussi les valeurs de <, @, etc.

Cette solution n’est que particuliére, mais elle est en méme temps
double, triple, etc., selon le nombre des valeurs de #; par con-
séquent en les joignant ensemble, on aura la solution générale,
puisque d’un coLé la somme des valeurs parliculiéres de £, ),
o, etc., satisfera également aux équations différenticlles, a cause de
leur forme linéaire, et que de l'autre celte somme contiendra deux
fois autant de constantes arbitraires qu’il y a'd’équations, et par con-
séquent autant que les intégrales complétes peuvent en adigettre.

Dénotant par ¥, &%, 4, etc. les différentes valeurs de %, c’est-
a-dire les racines de I'équation en &, et par f”, g, ete., /', &', etc.,
I &' etc., etc., les valeurs correspondantes de f, g, etc.; et
prenant un pareil nombre de coefliciens arbitraires £/, £, E” elc.,
et d’angles aussi arbilraires ¢, €', ¢”, etc.; on aura ces valeurs com-

pletes de Z, 4, @, etc.,

£= ESsin(ty ¥4+ E'sin(ty/ ¥4 )4 E"sin(ty/#"+")+-elc.,
N=Ff"E'sin(ty/ k'+<)-f"E"sin(ty/ '+ )" E"sin(ty/ k"+€")+-cle.,
¢ =g E'sin(ty/ ¥ +¢)+g"E'sin(ty/ k'€ )+g" E"sin(ty/ K"+ €")+¢lc.,

et.c- ’
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dans lesquelles les arbitraires F, E', E”, ctc. €, €, €', etc. dé-

. g dg di do
pendront des valeurs de £, 4, ¢, ete., et HE’ 3 » ap °tc., lors~

que ¢ est = o, et par conséquent de l'état initial du systéme.
En effet, si dans les expressions trouvées de £, ), @, etc., on
fait £=o0, et qu'on suppose données les valeurs de £, -, @, etc.,
on aura des équations linéaires entre les inconnues Z’sin¢,
E"sin¢', etc., par lesquelles on pourra déterminer chacune de ces
inconnues. De méme si on fait £=o0 dans les différentielles des
mémes expressions, et qu'on regarde aussi comme données les va-
leurs de %, 4L 9 etc. on aura un second systeme d’équations
L i et %
linéaires enlre E’ cos¢, E"cose’, etc., lesquelles serviront a leur
détermination. De la on tirera aisément les valeurs de E', E', etc.,
ainsi que de tange’, tange’, etc., et enfin celles: des angles mémes
¢, €, etc.

Mais voici un moyen. plus simple de déterminer ces inconnucs
directement et sans les embarras de I’élimination.

b. Je remarque qu'en ajoutant ensemble les équations différen-
lielles de Tarticle 3, aprés avoir multiplié la seconde par f, la
troisitme par g, et ainsi de suite; et faisant pour abréger,

(1) -+ (1,2)f~+ (1,5)8 + etc.,
(1] = [1,2]f -+ [2,9]g -+ etc.,
@) f+ (1,2) -+ (2,3)g + ete.,
Q = [2]f+ [1,2] = [2,3]g + etc.,
= (3)g + (1,5) =+ (2,3)f + etc.,
R .= [5lg + [1,5] . (2,51f o ele.,

elc. ,

I Sy
P
455

|

on a I'équation

Sl ds§+ 7 ap + d’: i el

+ PE + QY + B9 + etc.
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Mais les équations® de Particle 4 donnent
P =rkp, Q=tkqg, R=rFkr, elc
Donc Péquation précédente deviendra de la forme
de. :
o= LPEkavFRbele) | r i g 70 clo ),

dont Tintégrale est
. pE + gl ~+ 1@ 4 elc. = Lsin(ty/k~+ A),
L et A étant deux constantes arbitraires.

“Cette équation doit avoir lieu également pour toutes les diffé-
rentes valeurs de £ qui résultent des mémes équations de condi-
tion, et que nous avons dénotées par k', &', etc. Ainsi désignant
de méme, par p, p'y etc., ¢, ¢, etc., ete. les valeurs  correspon-
dantes de p, ¢, etc., et prenant différentes constantes arbitraires
L, L, etc., A, X', etc., on aura les équations suivantes :

PE + ¢ = e + etc. = Lsin(tyk' -+ A'),
P+ ¢V 470 + elc. = L'sin(ty/k" 4 "),
p'é +¢"V 19 - etc. = L%in(ty/ K"+ A"},

ele.

Ces équations serviraient également a déterminer les valeurs de
£, 4, 0, etc. et il est clair que ces valeurs devraient coincider
avec celles quon a trouvées ci-dessus (art. 6), puisqu’elles résultent
les unes et les autres des mémes équations différentielles. Ainsi
en substituant les valeurs de Particle cité dans les équations pré-
cédentes, elles devront devenir entiérement identiuns

Dou il est f'acﬂe de concluré que pour la premlere ¢quation,
on aura '

G =(p =+ fq -i—g’r’—l—ctC)E’
ensuite

o -{—f’l_?’ aa g'r' ~+ etc. =o, p’ -]ff”g"-!—g'r' ~-etc, =0, etc.;
que Pon aura de méme pour la seconde équation

A=, = (p'+ ¢+ g Aetc)E,
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ensuite

Pr:+f +gr —+ elc. _0, P +f”9"+.:: —+~etc-——o elc.,

et ainsi des autres. : !
Donc substituant dans les équations ci-dessus pour 2, L/, A", L',
A", L”, etc., les valeurs quon vient de; trouver, on aura celles-ci::

ot v gy PEF g + Yo Hiete.
E sin(ty/F-~4-¢ ) = iy S
T n g oy PE+qL 41 et
L Sin(t‘/l +E ) —_— Pfr+qnf.-.r+ra T etc. )
" w w P E-!-—q"-‘l,—{-r"@-]—e;c
E"sin (ty/ k" ¢ '—P+q":fw+ T
etCiz;o - G o ;

qui sont les réciproques de celles de larticle 4.

Maintenant la détermination des arbitraires E', E', elc., ¢, ¢', n’a
plus de difficulté; car 1°. en supposant =0, les premiers membres
des 4quations précédentes deviennent £’ sine’, E"sine’; etc.jet les
seconds sont tous connus, en supposant les valeurs de £, <}, ¢, etc.
données dans, le premier instant. 2°. En différentiant; les mémes
équations , et supposant ensuile £==o, les premiers membres seront
vK.E cos¢, vK'.E"cos€, etc., et les seconds seront aussi tous

d¢ d\ do

connus, en regardant comme c'lonnees les' quantltes d: p ?1% } 3—, etes

lorsque #==o. Donc, etc.

6. La solution du probléme est donc réduite uniquement ala dé-
termination des quaumcs k, fy g, h,etc.; et nous avons vu dans
Particle : 4 que cette détermination o dépend “de la résolution des
¢quations - : '

pk—P=o, _Q,{'-—-,-Q_—_o; rk— R=o0, elc.,

en conservant les expressxons de Py'qs 7y ete., P, Q, R, ele:
de larticle 5. .
Or si. on représente par 4 ce que devient la quantit¢ 7 en y
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changeant d?’ df’ :f, ctc en c, J» g, etc., et par B ce que de-

vient la partle de la quanute 7, ou les variablés £, Y, ¢, etc.
forment ensemble deux dimensions, en changeant de méme: ces
variables en e, f; g, etc.; il est aisé de voir, et on: pourrait méme
sen- convaincre & priori, que 'on aura

dA4 d.A dA
P S ST IR Rty Rl G,
78 R dB di3
P:a:, Q.._-""" d_f’ R _—“—‘EE, etc.,

en faisant ensuite e=1.

Donc en ﬂcnual si on fait 4k —B=2K, les équations pour la

détermmatlon des inconnues %, f, g, etc. seront

%:0, %}fzo, . %gzo, etc.,
en supposant e ==1. Ainsi comme la ‘quantité X se forme immé-
diatement des 'quantités 7' ‘et /7, on pourra aussi trouver direc=
tement les équations dont il sagit, sans avoir besoin de les déduire
des équations différentielles du mouvement du systéme.

Je remarque maintenant que puisque X est une fonction homo-
géne de deux dimensions de e, f, g, elc., on aura par la propriété
de ces sortes de fonctions, démontrée dans lacticle 15 de la sec-
tion IV,

sk = +fdf+gcfg+etc.

Demc on aura aussi K == o; par conséquent les inconnies [
g, %, etc. doivent €tre telles, que non-seulement la quantité &

soit nulle, mais que chacune de ses différentielles relatives a ces
inconnues le ‘soit aussi; d'ou il s’ensuit que la quantité £ regardée
comme une fonction de ces inconnues, dépendante de I'équation
K=o, devra élre un maximum ou un minimum.

8ion fait d’'abord e==1, et qu'on remplace par X ==oTéqua-
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tion %I;{ =0, on aura, pour la détermination des inconnues f, g,
%, etc., les équations :
s Ty dK

o e ) - gg =0, elc.
Si donc on tire d'abord la valeur de f de I'équation %; =0, et

qu'en la substituant dans X ==o0, on change cette équation en
: o e dK . ;
K'=o0, il nyaura qua faire ensuite —~ ==o, et substituer de
4 8
méme la valeur de g tirce de cette derniére équation dans K'—o ;
alors nommant K'— o I'équation résultante, on fera de nouveau

‘%’%-:o, et ainsi de suite. Par ce moyen on parviendra & une

équation finale qui ne contiendra plus les inconnues £, g, 7, ete.,
mais seulement la quantité £, et qui sera léquation cherchée
en k, dont les racines ont ¢té nommées ', &', &7, etc.

On peut méme réduire cette équation en une formule générale,
en considérant que puisque les quantités f, g, %, etc., ne forment

ensemble dans la valeur de X que deux dimensions, la quantité
aKd*K — dK*

e sera nccessairement sans f, sa différentielle relative
' r aKd’K ’ 3
a [ étant ~gp > et par consequent nulle. De sorte quon pourra
. K&K —dK® PGS Gk,
fre K7 = o et comme dans celte quantité &’ les in=

connues restantes, g, 4, etc., ne montent aussi qua la seconde

. : 3 A NP K'—dK's
dimension , on pourra faire de méme X" '=3-——dg—;~;; el ainsi

de suite. La dernitre des quantités X, K, XK', elc., étant égalée
a zéro, sera Péquation cherchée en #. Il est vrai que cette équa-
tion pourra monter a un degré plus haut quil ne faut, & cause
des facteurs ¢trangers introduits dans les équations X"=o,
K" =0, elc.; mais si en développant ces équations, on a soin
de les débarrasser successivement de ces mémes facteurs, et de
ne prendre ensuite pour les valeurs de X', X" elc., que leurs
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premiers membres ainsi, simplifiés, I'équation finale se trouvera ra=
baissée d’elle-méme a la forme et au degré dont elle doit étre. .

Quant aux valeurs de f, g, etc., on les déterminera ensuite par
dK’

les ¢ at'onst—ii(——o —— = 05, etfc., en comn rla d
es equaty of e O =0k s ncncant par la der-
nicre, et remontant a la premiére par la substitution successiye
des valeurs trouvées.

7. Comme la solution précédente est fondée sur la Supposition
que les variables £, , @, etc. soient trés-petites, il faut, pour
qu’elle soit légitime, que cette supposition ait lieu en effet ; ce qui
demande que les racines &', ", elc. soient toutes réelles, positives
et inégales, afin que le temps ¢, qui croft a linfini, soit toujours
renfermé. sous les signes de sinus ou cosinus. Si quelques-unes de
ces racines devenaient négatives ou imaginaires, elles introduiraient
dans les sinus ou cosinus correspondans des exponentielles réelles’,
et si elles devenaient simplement égales, elles y introduiraient des
puissances algébriques de larc; c’est de quoi ~on peut s’assurer,
par les méthodes connues, en mettant dans le premier cas, &
la place des sinus ou cosinus , leurs expressions exponentielles ima-
ginaires, et en supposant dans le second, que les racines égales
different entre elles de quantités mﬁmment petites indéterminées ;
mais comme le développement de ces cas est inutile pour lobjet
présent, nous ne nous y arréterons point, '

Si la condition de la réalité et de I'inégalité des coefficiens de ¢
a lieu, il est visible que les plus grandes valeurs de £, de #, ete.
seront moindres que les sommes des quantités £, E', E", etc.,
des quautltts f'E', f'E", f"E", etc, , en prenant toutes ces quantités
positivement; par conséquent si ces différentes sommes sont fort pe-
tites, on sera assur¢ que les valeurs des variables le seront tou-
jours aussi.

Mais comme les coefliciens E', E', E”, etc. sont arbitraires et
dépendent uniquement du  déplacement jnitial du syst¢me, il est

possible
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possible que'les” variables £, «}, etc. restent fort petites, quand
méme: parmi les quantités /k’, /', etc., il y en aurait d'imagi-
naires ou d’égales; car il suffit pour cela que les quantités corres-
pondantes £, E', ctc. soient mulles, ce  qui fera disparaitre les
termes  qui croltraient avec le temps z Alors la solution, sans étre
exacle en géncral, le sera néanmoins dans le cas particulier ou
la: condition précédente aura lieu.

8. On a des méthodes pour réconnaitre si une équation donnée,
de quelquc degré ‘qu'elle soit, a toutes ses racines réelles ou non,
et pour juger, dans le cas de la réalité, de leur signe et de leur
negahtc mais I’apphcal;on de ces mt.l,hodes étant toujours un peu
pénible, voici quelques caractéres simples et généraux qui serviront
a juger de la forme des racines ‘dont il sagit, dans un grand
nombre de cas. |

~En prenant l’cquatlon K== 0, ou A'E: —B=o (arhcle 6),
3 ,
on a k==-; oril estfacile de se convaincre que la quantité¢ 4 a tou-

jours necessalrement une valeur posmve tant que f; g, etc. sont des
quantités reelles 5 car la foncuon T, d’on elle résulte, en chan rreant

ag ay. do

90 @ a ole-en, f; g, efe, (art. cité), est composée de la somme

de plusieurs carrés multipliés par des coefficiens nécessairement po-
sitifs. Douc sila quantité B est aussi toujours positive ; ce quia lie
lorsque la partie  de la fonction,,7; ou les variables £, <L, 9, etc.
forment ensemble deux dimensions, est réductible & la méme forme
que la fonction 7', parce que la quantité 2B résulte aussi de cette
partie de #7, en changeant £, , @, elc. en 1, f, g, etc., on ' est
assuré que les valeurs de k; cest-a-dire, les racines de I'équation
en k, seront toujours positives toules les fois quelles seront
réelles. :

Au contraire, si la quantité B est toujours négative, ce qui ar
rivera quand elle sera composée de plusieurs carrés multipliés par

Méc. anal, Tome I, 46
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des. coefficiens  négatifs, les valeurs réelles de % seront toutes né-
galives. Dans ce dernier cas, la solution ne pourra pas étre bonne,
parce que les racines-de Véquation; en A ne pouvant étre quima-
ginnires ou réelles négatives, les éxpressions des variables £, , etc.
contiendront nccessaxrement le temps’ ¢ hors des mgnes de. sinus
etocosinus.

Dans le premier cas ou B est posilive, on voit seulement que
si les racines sont réelles, elles sont nécessairement positives; et
il serait peut-¢tre difficile de démontrer directement qu'elles doivent
étre toutes réelles ;. mais on peut se ‘convaincre, d’une autre ma-
niére, - que cela doit étre ainsi. .

..Car le_principe de la conservation des forces yiyes, que.nous
ayons démontré dans le § V de la section III, donne l’Lquauon
T+ V = const. (art. 14, sect pr(.ccd), laquelle a  toujours lieu
puisque T et 7 sont fonctions sans (art. 2). Or si on deSIgnc
par ¥ la partie de 7 qui contient les termes de deus dlmensmns,
énsorte que V=H~-#", & causc de Hl.._o, Hz_..o I,[S..._o etc.

(ar*t 5),-on ‘aura /' - 11110 s 8 g

3 T+H+ f/’-const _(T)—F-H+(/7‘), Ao

I
£

Liks

en dénotant par (7') et (77) les valeurs de 7' et 7 au prelmer
instant ; donc T-I—VI'..._(T)-}-—(V’) i 0 AR N

=Iaanc puisque 77est par sa foime ‘une quantité toujours: posi-
tive,'si 77 Dest aussi ‘on'adra nécessairetent #7500t k(')
~-(7"); de sorte que’la valear \dé!9F} ‘et ‘donséquemment ‘aussi
celles des variables #, '\{/, @, etc. seront renfermées dans 'des li-
mites ‘données et -dépendarites ‘uniquement de Tétat initial. Ces
variables -ne pourront donc'pas’ ‘contenir le }temfps ¢'hors des sagnes
de ' sinus ‘et ‘cosinus, parce’qualors’elles pourraient aller'en ‘crois-
sant a linfini, Or lorsque la valeur de B est constamment positive;
celle de 77 Test aussi, par conséquent les racines de I'équation
en k seront nécessairement toutes ‘réelles; positives: et mcgales

(art. 7), ¢t la solution sera ‘toujours bonne.



SECONDE PARTIE , SECTION VI. %63

Dans ce cas, I'état d’équilibre d’ou le systéme a été déplacé sera-

stable, puisque le systéme y reviendra, ou tendra ‘toujours i y

revenir par: des oscillations trés-petites; du moins il ne pourra
jamais s’en’ écarter que trés-peu.

9. Clest de cefte maniére que nous avons démontré, i 1 fnae
la troisiéme section de la Statique (art. 23 et suiv.), que lorsque
la fonction I est un minimum dans Pétat d’équilibre, cet état est
stable; car il est facile de voir que la fonction nommée IT dans
Particle 21 de la section citée, est ‘la méme que nous représentons
ici. par V puisque P'une et T'autre est lintégrale de la totalité des
momens des forces agissantes sur les différens corps du systéme,
totalité qui doit étre nulle dans Véquilibre. Or comme Ton a
V= H- 7', et que 7’ ne contient les variables £, 1, ¢, etc.
qu’a la seconde dimension, il s’ensuit que 77 sera un minimum ou
un maximum , selon que la valeur de 7 sera positive ou négative

en donnant & ces variables des valeurs quelconques. Donc Péqui-
libre sera nécessairement stable dans le cas du minimum de 7
(art. précéd.).

Au contraire, dans le cas du maximum de 77, la quantité #”
étant toujours négative, la quantité B'le sera aussi, puisquien fai-
sant =f%, p==g£, elc., la valeur de 7*" deyient £*5 (art. 6);
et _par ce que nous ayons démontré dans larticle précédent,
leg, expressions des variables contiendrount nécessairement des termes
ou ¢ sera hors des signes de sinus et cosinus; I'équilibre ne pourra
donc pas étre stable, carle systéme en ¢tant tant soit peu déplacé,
g'en dloignera toujours davantage. Cette seconde partie du théoréme
énoncé dans Pendroit cité de la Statique, n'avait pu y étre démon-
trée faute des principes nécessaires; nous en avions remis la démons-
tration .2 la, Dynamique , et celle que nous yenons de donner ne
laisse, ,plus rien a desirer,
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" 70. Au reste, entre ces deux états de stabilité et de non-stabi-
Jité absolue, dans lesquels I'équilibre étant tant soit peu dérangé
d’diie maniére quelconque, tend a se rétablir de- lui-méme, ou a
se déranger de plus en plus, il peut y avoir des états de stabilité
conditionnelle et relative, dans lesquels le rétablissement de 'équi-
libre dépendra du déplacement initial du systéme. Car si quelques- -
wmes des valeurs de /4 sont imaginaires, les termes correspondans
dans les valeurs des variables contiendront des arcs de cercle, et
Iéquilibre ne sera pas stable en général; mais si les coefficiens
de ces termes deviennent nuls, ce qui dépend de I'dtat initial du
systéme, les arcs de cercle disparaitront, et I'équilibre pourra en-
core étre regardé comme stable, du moins par rapport a cel état

par ticulier,

11. Lorsque toutes: les valeurs de. /& sont réelles et inégales ,
et que par conséquent Déquilibre est stable, les expressions de
toutes les variables seront composées dautant de termes de la
forme

Esin(tyk -+¢)
qu’il y a de variables.
Or ce terme représente les oscillations tI‘LS—PthlCS et isochrones

d'un pendule simple dont la longueur est & 7, enprenant g pour

la force de la gravité. Donc les oscillations des différens corps
du systéme pourront étre regardées comme composées doscilla-
tions simples . analogues a celles des pendules dont les longueurs

seraient %, k—%-r, %5 ele.

Mais les coefficiens Z', B, etc. étant arbitraires et dépendant
uniquement de Pétat initial du systéme, on peut toujours supposer
cet dtat tel, que tous ces coefficicns, hors mrt'quelcorique, soient
nuls; alors tous les corps du systéme feront des oscillations simples,
analogues a celles d’un méme pendule; et Pon voit qu'un méme
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systéme est susceptible d’autant de différentes oscillations simples,
quil y a de corps mobiles. Donc en général les oscillations: quel-
conques d'un systeme ne seront composées que de, toutes les os-
cillations simples qui pourront y avoir lieu parla nature dusystéme:

Daniel Bernoulli ayait remarqué cette composition d’oscillations
simples et isochrones, dans le: mouyement d’une corde vibrante
chargée de plusieurs petits poids, et il Vavait regardée comme une
loi générale de tous les petits,, mouyemens réciproques, qui. peuveng
avoir lieu dans un systéme quelconque de corps. Un seul cas,
comme celui des cordes vibrantes, ne suﬁismt pas pour ¢tablir une
telle 101, mais I’analysc -que nous, vcuous de dpnner etabht cette
loi d’une manicre certame et generalc ot falb Yoir que que }F{ue 1rrc1-
gulu,res que pmssent paraltre les petltCS oscxllauons qui_s ?bservent
dans la nature, elles peuvent tou]ours se rcdulre a dcs oscillations
s1mplcs dont le nombre sela egal a cclul des’ corps ostillihs” ddns
le! méme systéme. 00 o 51h119i109 =\ golsups

Cest une suite de la .nature. dcs équations hnualres, \auxquelles
se réduisent les: mouvemens des corps qui'composent un’systéme
quelconque, lorsque ces mouvemens sont trés-petits.

12. Si les valeurs des quantités VE, VE, VI, étc. sont in-
commensurables , il st clan' que les temps de ces oscillations
seront aussi mcbmmensurables ¢t que par’ coﬂscq'lit‘:ntJ le qysteme
ne pourra jamais reprendre sa premiere position.

Mais si ces’ quantités sont entre elles comme nombre &' nombre,
et que leur plus grande commune mesure soit s/, ‘on verra ficiles
ment' que le systéme- rcviéridi‘a toujours-a Ta’' méme 'p'osi'tion-- au
bout dun temps 0= e = etant I’angle de’ 180 degres Amm 9
scra le temps de l’oscﬂlauon._ composée, de tout le systéme.

' [ ' sl  Dasgs ne 910009 ¢ {

13, La solution que nous venons de donner; demande que les
coordonnées puissent étre exprimées par des fonctions eén sétie de
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variables: trés-petites, et qui soient nulles dans Pétat déquilibre
ainsi: que ‘nous-lavons: 'Supposél dans' Tarticle 3.

-~ Op- st 'ce qui est toujours passible ;' comme nous Pavons vu,
lorsque “les éé;ﬂations ‘de'condition réduites en série, conticnnent
les premléres ‘pmssances dés variables supposées trés-petites , parce
que cds termes’ donneéfit ‘@abord’ des eqnauons résolubles ration=
nellement' ;- et qu’ ’énsuite ‘on  peut’ toulours, par la méthode des
seéries’, dvon' A6s solutions rationnelles de’ plus en plus exactes.

11 peut fiéaninoins afrwer quc les termes de la, premicre di-
mensmn manqueﬂt dans" une ou plusneurs des cquatlons de con-
dition, ceé qui aura heu, par exemple si dans Péquation Z=o,
les va’leurs "des” cdoi‘donnécs our l’cqu;hbre sont, telles, qu elles

‘rcndeﬁt ﬁOn-selﬁerﬁcnt 5 07 mﬂle mals aussi (,hacune de ces diffé-

enoisliivzo .--"u a1iphoT 92 ]
dA dA
renees. pnenmres, car ;on aura anrs Ta =92 75 =0, cle., et

I'équation Z = o ne contiendra que les secondes puissances ‘¢t les
piissances uliérieures délie; B, 9,5 ete. (art: 1)i Dans ¢e cas,
sicon-réduit les-coordonmées en fonctions:de wariables indépen-
dantes , ces fonctions me!pourront plus étre rationnelles, et' les
équations différentielles ne seront ni linéaires, ni méme rationnelles.
Ainsi, la sugpcmtlon ~des mouvemens lrés-petits du systéme ne
seryira. pas alors a slmphﬁer la_ salution du pvrc'blm.m,I ou, du
moins ne la rcndla pas susceptible  de la muthodc gf.neralc que
nous ayons exposee;. R,

Pour résoudre, ces sortes de queshons de la aniére Ja plus
simple, -on fera dahord abstraction des-¢quations  de condition ,
ou les, premiéres’ ‘dimensions des variables ne.se troaveraientpas;
on parwcndra ainsi a des expressions de 7" et de 7 de la forme
de celles de Tarticle . Ensuite on ajoutera a cette valear de 7
les premiers membres dees dquations ' de - condition ‘auxqueclles on
n’aura pas encore eu égard, multipliés chacun par un coeflicient
indéterminé et quion supposera constant dans lés | différentiations
par-4} et il suffira‘dans ‘cés termes dus aux équations de condition
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de tenir, compte des plus basses dimensions vdes variables tvés:
petites. De la on trouvera les équations différentielles a l’oxdin'egixe,
et il s’agira d,en éliminer, les coefliciens . indéterminés. - -

Si les 'équations ‘de ' condition’ étaient ‘du second degr(, et que
les coefficiens indéterminés pussent étre supposés constans , Id
valeur de 7 serait encore- de la mhéne forme que’ dans la solution
gencr"llc par consequeqt on pourralt lapphquer auss1 a ce cas ;
on déterminerait ensuite les coefficiens, ensorte, que, lcs cquatlons
de. condition fussent satisfaites, On powrra donc toujours com-
mencer par a\dopter cette supposmon on verra, ensmte Sl lcs va—
leurs qm en, résultent pour I(;s vaa:;qbles A peuvent sa,lxsf'alre aux
equauons de condmou, ququel eas Ia sup‘posnmn sera ngmme _
et la solutxon exacl.c, sinon il ﬁgudra cherchcr a mtcgrer les eqqa}-‘-
tions dlﬂ“erentlelles par des muhodes pmrticuherek

12 “dprathast Lo 4 g . I p aal 3§ 9 = 4
I 319l JOU9'1 98 .19 ’ 90 USL U . 2q700 891 1G & 27l0inm

o i
Des osczHatmns d’un systeme lme’azre de corps. A

)L ¢ ‘... . .__‘, \ ||i|.- 8% s )

14. Lorsque les corps «uicomposent le systéme proposé sont
chsposcs, les uns. par mpporl. aux aut}res d’une manurm umforme
et 1egulu,re QII peut s‘imphﬁer le calcul ‘et ‘Parvemr a dcs formules
gencrales et $ymem(1ues en qu)loyant la nqpauqn et I’algonthme.
des. dlﬂtrenccs finies. Nous allpns en donner un exemple en exa=
minant le cas ou un nom.bre quelconquc de COrps rangés sur une
ligne droite ou courbe, oscillent, en vertu de forces quelconques
combinées: avec leur' ‘action réclproque.. .

Soient x, y, z les coordonnées rectdngles @un quelconitie: des
corps du systéme, que nous dénoterons par .Dm, en employant
la lettre majuscule D pour dénoter les dﬁuences ﬁmes (art 1?;!,
sect. 1V). On aura d’abord it

1‘ 2 '-.'

S r‘idy +dz“

adt*

biii,‘
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la caractensthue h representant les somimes relatives a tout le
systéme. | - 0 0 e W2 SNk na '

Ta fonction’ 7 doit contenit la somme’ STIDm provenant des
fonctions accélératrices Py Q, R, etc qu on auppo::e tell¢s que

I'on ait
V= /(Pdp +Qdy H-fRdr rhste) s

Cette f‘onction ‘doit contenit ausm la’ sommc SfdeDs, en sup-
posant que tI: soit 18 force” éi'xfec Iaqueﬂe ‘deux corps vcusms qui
sont & la dlstance Ds Tun 'de l’autre sattirent et que cette force
sml une foncuon de la méme distance Ds, ensorto que [ddDs soit une
quanute mlwlablc dont 1a dlfferentlelle par d' soit (I)J‘Ds Cette
force o, que nous suppoSons fOIlCthIl de s, pourra vauer d’un
corps a l’aUtrc et séra’ par cmsequent ‘alissi fonctlon du nombre

ou de la quantité qui represente la place de chaque corps dans la
série de tous les corps, et a laquelle se rapporte le signe som-
matoire . Si les corps, au lieu'de Sattirer, se repoussaient, il fau-
drait prendre o negatwement 5

Ou aura ainsi 7 --SI'IDm-l-Sf <Dst et par conscqucnt
OGO SJ‘HDm-{-S(MDs

EI; 11 est bon (ie remarquer que cett@ expressmn de J V snra;t
la meme si les corps Eteuent liés entre eux de maniere quc lcurs
dxstances mutuelles fussent mvanables car on auralt dans cc ms
Péquation de condition J‘Ds =0, laquelle donneralt dans l’u.—
pression de 47 le terme SAA‘Ds (art. c1te) b1 Al

15. En expmnant élément | .Ds| par les | d.dferences ﬁmes de xy
¥, il est clair quian s8N A o sobanabions 25| $ e

-—\/Dx -+ Dy*~ Dz*;

donc dﬂ'fcrentlant par d, iy

UL RS ¥

JDs = D.f:J‘D.:‘ + D)I;iD_y + Pz&Dz

Substituant
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A0 : . @ .
Substituant cette valeur, et faisant, pour abréges, o; =¥ foncticn
de Ds, on aura

&V = S§IMDm +- §¥ (Dxd'Dx ~+ Dyd Dy — Dzd'Dr).

Comme Jes caractéristiques D et 4 sont indépendantes entre
elles, on peut changer 8D en DJ', et 'on aura

SV = SSNDm + S¥ (DxDIx~+DyDdy + DzDJx).

On peut aussi faire disparaitre le D avant le &', par lintégration
par parlies appliquée aux différences finies.

16. En effet, on a en général

D.xy = «Dy - yDx -~ DxDy
= (x =+ Dx) Dy +yDx =, Dy +yDx,
en dénotant par x, le terme qui suit » dans la série des termes
conséculifs x, x -~ Dx, elc. Donc, en passant des différences aux
sommes, on aura
Sy Dx = xy = Sx, Dy.
On trouverait de la méme manicre
SyD*x = yDx — x, Dy =~ Sx, D'y,

et ainsi de suite, x, x, x,, etc. ¢tant les termes qui se suivent dans
la méme série.

Pour compléter ces sommations, il faudra rapporter les termes
hors du signe S, au dernier point de lintégrale finie SyDwx, et en
retrancher les mémes termes rapportés au premier point. Ainsi, en
marquant par un z¢ro et par un i placés au bas des lettres les termes

qui se rapportent au premier et au dernier point, on aura ces
sommations complctes.

SyDx = x,y; — x,y, — Sx, Dy,
SyD*x = y;Dx; — x4 Dy,

~ Yo%, =+ x, Dy, = 8x, Dy,
etc. '

Mée. anal. Tom. I. 47
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- Lorsque. la caractéristique S indique des sommes fotales d’un
nombre de termes donné, il est clair qu'on peut, a la place des
termes «x,Dy, x,Dy sous le signe §, prendre les termes précé-
dens, que nous dénoterons par aD,y, xD,y, elc., en marquant
d’'un trait, de deux, etc., placés a gauche, les termes ,y, ,y qui
précédent y dans: la série indéfinie etc., ,¥s %> ¥ ¥is Va» €LC.

17. Cela posé, mettons dans. les formules précédentes d'v a la
place de x, et ¥.Dx ala place de y, on aura ces transformations

SYDxDJx = (Y Dxd'x), — (¥Dxdx),
~ S&xD (¥ Dy);
et de méme
S¥Dy Dy = (¥Dydy) — (¥Dydy).
— 8dyD(¥Dy),
S¥Dz DSz = (¥ Dzd'z), — (¥Dzdz),
e SJ\ZDI("PDZ),
et on fera ces substitutions dans I'expression de J&'7.

Si le premier corps et le dernier sont supposés fixes, les varia-
tions d'w,, dy., dz, et-dxi, Iy, dziy qui s’y rapportent, se-
ront nulles, Nous adopterons d’abord cette hypothése qui simplific
les formules, et nous aurons en conséquence

&V = S&IDm — SFxD (¥ Dx)
— 83y D(¥Dy) — S8zD,(¥Dz).

En général, comme il faut que les variations disparaissent tou-
jours, si le premier ou le dernier corps, ou tous les deux, n’étaient
pas fixes, il faudrait supposer la valeur de ¥ nulle au commen-

cement, ou a la fin. On aurait ainsi, a cause de ¥ = gl, la condi-
&

tion & remplir ®, ==o0, ou ®, =0, si le.premier ou:le dernier corps
est supposé mobile , el si tous les deux ¢taient mobiles on aurait
les deux conditions @, =o0 et ®;==o.
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18. La variation 47 étant réduite a cette forme simple, les
équations générales de la quatriéme section (art. 10) étant rap-
. porlées aux variables x, y, z de chacun des corps du systéme,
donneront pour ces variables les trois équations suivantes, dans
lesquelles je remets @ au licu de ¥.Ds,

d*x JT11 D2 :

70 Dm + E‘Dm — .D_{ T = o,
d’y ST1 oDy\ __
—r Dm - ~§§D111 — D, —55—> =04
d’z d'I1 oDz

ar Dm + s e Dm = D, Ds == 0,

Ces équations sont rigoureuses, quel que soit le mouvement des
corps; mais lorsque ces mouyemens sont treés-petits, les équa-
tions se simplifient et deviennent linéaires, comme nous Iavons
vu plus haut (§ I).

19. Supposons que dans I'état d’équilibre du systéme, les coor-
données x, y, z deviennent a, &, ¢, et qu'elles soient dans le mou~
vement a=-£, b4, c~¢, les quantités £, n, ¢ étant trés-

A f A dr1 drt dI1 A
petites. La fonction IT deviendra T+ =& < n~- €. Ainsi
en regardant dorénavant IT comime une simple fonction de a, &,

et ot ‘ JII M1 N ‘
¢, les trois dJ.iTgrences partielles =, 3y 3 Ppourront s'expri-

mer ainsi:
dI1 d°11

d°TT . a1
g&_+(da’ £+ dadb " e mc> )
Il d°1I1 d*T1 dert
A\ GH st mi):
dr1 dln dn d 11
g+ G £ gm o+ g l):
Par les mémes substitutions de a—=-%, b1, c+¢, au licu
de =, v, %, les différences Dx, Dy, Dz deviendront

Da~+ D§, Db=-Dn, Dc-H DC.
A légard dela quantité ®, qui est supposée fonction de Ds,
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si on fait, pour abréger,

Df = VDa* - Db* + Dc*,

-on aura d’abord
m”W+wm+WD+WM’

ensuite si ort nomme F ce que devient la fonction @ lorsqu'on y

. y . dr F .
change Ds en Df, et quon fasse I Dp = Dy Oon aura par le dé-
veloppement ,

Da  Df DZ
‘I’"F"‘F(Df Df+£)f uf+uf bf)

ct par conséquent \

UL Fl—F DE Db DY
orh Y AR Df f'+Uf L{f+f)j o)

20. On fera ces substitutions dans les trois ¢quations trouvées
ci-dessus , et comme dans P'état d’équilibre les variables £, #, ¢
sont supposées nulles, il faudra que ces équations se vérifient dans
cette hypothése. Ainsi les termes constans deyront se détruire ,
ce qui donnera d’abord les trois gquations de condition

drl FDa
z Pm — D,(37) = o,
rDb
m — .D, (U_f = 0,
drl FDc
Ces équations donneront les valeurs que les coordonnées a, 4,
¢ doivent avoir dans la situation de I'équilibre; et il est facile de
voir qu'elles représentent d’une manicre générale celles que mnous
avons trouvées dans Ja section V de la premiére Partie , pour
Péquilibre de plusieurs corps liés par un fil extensible ou non.

21. On aura ensuite, entre Jes variables £, #, ¢ et ¢, lés (rois
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dquations suivantes, dans lesquelles je fais, pour abréger,

G=F—"Fa
Da b,___Db il Dec
a—an, —-—b‘f-’ C Df’

ijm -+ (da E+ dadb "t dadcc) Dm
277} I:FDE___GQ( 'Df_!__!;?u_!_ Df)]__o,

dﬁ : Dm (daa’b £+db* +dbd Z) Dm
- [ty o+ G )=

jzt Diase (dadc £ + 3 dbdc dca =2 ) Dm
.D [I"Dt RDE‘I‘bg}""I— ;?;)]:0

Ce sont ces équations qui serviront a déterminer les oscillations
du systéme supposées trés-petites; elles sont du genre de celles
quon nomme:a' différences finies et infiniment petites , et comme
elles sont a 'coefliciens constans, elles sont susceptibles de la mé-
thode générale exposée dans le paragraphe précédent.

22. Les ¢quations de Particle 20 qui renferment les conditions-

de léquilibre donnent, en passant des différences aux sommes,
FDg
Df
FDb
Df 1o
FDc drt
_D_f— == SEE.D[]J—]— C,

A, B, Cétant trois constantes arbitraires ; d’oit I'on tire tout de

suite

F = \/(s T DA +(5 3 D+ B) (8 5 Dm+C ).

dr1
_S&EDm-FA,

dn
Sy Dm = B,
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Lorsque la quantité 7" est une fonction donnée de Df, ce qui
a lieu quand on suppose que les corps s’atlirent ou se repoussent
par une force ® fonction de leurs distances Ds, la valeur précé-
dente de 7 donnera la valeur de Dfqui doit aveir lieu dans I'état
d’équilibre. : :

Mais lorsque les distances Ds sont supposées données et inva-
riables, alors la quantité @ qui tient lieu du multiplicateur A (art. 14)
est inconnue et doit se déterminer par la formule précédente; mais
" dans ce cas on @ Ds==Df, et par conséquent (art.19)

Da Db Do e
EICDE +E}= Dy == DTDC——- o,
ce qui simplifie les équations de larticle. précédent.

23. Llesprit de la méthode de I'article 4 consiste a supposer que
chaque variable soit exprimée par une méme fonction de z, multi-
pli¢e par une quantité différente pour chaque variable.

Si on désigne par 8 cette fonction, on fera

i el A w0, wos sl
et aprés avoir substitué ces valeurs dans les équations de Particle 21,
on verra aisément que pour vérifier ces équations, il est nécessaire
que la variable 0 soit délerminée par une équation de la forme

d*0
-&—‘-; + ZLB == 0;

d‘ . -
car alors en mettant pour E; sa valeur — /8, et divisant tous les

termes par 8, on aura ces trois ¢équations aux différences finies,

EXDm — (‘j%’ X:—kéfgz ¥+ 'S z) pm

[T (R 5],

d°11 d*T1 d*11
k¥Dm = (- X+ 5= ¥+ - 2) Dm
— FDY DX FDY . cDZ )]
7

L SR P R
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H2Dm = (e X—l—dbdc Phecs Z)Dm
FDZ a.DX b’DY cDZ
a4, L2équation en” 8 s'integre facilement; elle donne
8 = Esin(tyk+¢),
[ et ¢ étant deux constantes arbitraires. -
A Pégard des équations en X, ¥, Z, elles ne sont en’ général
intégrables en termes finis, par les méthodes connues, que lors-

qu'elles sont a coeﬂmlcns constans; mais si on développe les diff¢-
vences finies marquees par D, eiles deviennent de la forme (art. 16)

AX; = BY, o CZit A X4 BY 4= C'Z
- A X BY+ CZ = o;

les coefficiens 4, B, C; A’y B', elc. sont constans ou variables,
mais: indépendans de ¢, et la quantité & n'entre que dans ‘les va-
leurs de 4, B, C’, et sculement a la premicre dimension.

Si- maintenant on désigne par X,, X, X,, X;, etc. les valeurs
consécutives de X, en commengant par la premieére , qui répond au
premier corps dussystéme, et de méme par ¥, ¥, ¥, ¥y, etc., Z.,
Z,, Z.y 4, ele. les valeurs consécutives correspondantes de' ¥ et ' Z,
et quon substitue successivement ces’ valeurs dans les trois équa-
tions réduites & la forme préeédente, il est aisé de voir que les
trois premicres donneront les valeurs de X,, ¥,, Z, en fonctions
linéaires “de X, ¥, Z5 X, V"2 'que les ' trois  suivantes
donneront X;, Y3, Z, en fonctions linéaires de X, 7,, Z,, X,,
Y., Ziy lesquellés; par la substitution des valeurs de X Je,
Z,, deviendront aussi: des: fonctions linéaires de X., ¥., Z., X,
Y., Z,, et ainsi de suite.

Doric: en rgénéral lds valeurs de
la forme

AX.+BY +cz + AX BV + Cz,,

.+., Visry Znye seront «dé
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et il est facile de s’assurer, par le calcul, que les quantités A,
B, C seront des fonctions rationnelles et entiéres de 4 de la di-
mension n—2, et que les quanlités A’, B’, C’ sont de pareilles
fonctions de la dimension z—1.

‘Nous avons suppos¢ (art. 17) que le premier et le dernier corps
du systeme étaient fixes ; le premier corps appartient a lindice o,
et si on désigne par = le nombre des corps mobiles, le dernier
corps, qui doit étre fixe, appartiendra a lindice 1. Il faudra
donc que l'on ait

X,=o0, Y,—=0, Z,=0, X4..—0, Y.,=0, Z, ,=0,

ce qui donnera entre X,, Y., Z, trois ¢quations linéaires de la
forme A’X, 4+ B'Y, 4 CZ, = o, dans lesquelles les coefficiens
A’, B, C seront des fonctions rationnelles et entiéres de % de
la dimension rn. :

En éliminant les quantités X, , ¥, Z,, on aura une équation
en £ du degré 5r, nombre des inconnues X, ¥, Z, et qui aura
par conséquent 3n racines.

Les mémes équations donneront les rapports entre les trois quan-
tités X,, ¥,, Z,; de sorte quon pourra prendre a volonté la va-
leur d'une de ces quantités. Comme ces rapports se trouvefont
exprimés par des fonctions rationnelles de ky on pourra exprimer
les valeurs des trois quantités X;, ¥, Z, par des fonctions ra-
tionnelles et entiéres de k, et par ce moyen les inconnues X, ¥,
Z seront aussi exprimées en général par des fonclions connues ,
rationnelles et enticres de A

a5. Nous dénoterons par &, A", k¥, etc., A les différentes ra-
“cines de I'équation en &, dont la résolution doit étre supposée
connue; et nous dénoterons pareillement par X’, X', X", etc.,
Y, XX % ete., Z5/Z" 27, eteiiles; yvalduts correspondantes
des quantités X, ¥, Z, qui résultent de la substitution de ces
différentes racines & la place de £,
: Donc
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 Donc puisqu’on a trouvé (art. 23, 24)

£ = XEsin(tyk+¢),

P YEgin(tv’fc - e_) .

{ = ZE Sil’l(t‘/;f—{-—.é) ;
en substituant successivement les différentes valeurs de % et en
prenant différentes constantes arbitraires £ el €, on aura autant de
valeurs particuli¢res de &, #, ¢, dont la somme donnera les valeurs
complétes de ces variables, -par la nature des équations linéaires.
Ces valeurs particulicres de &, », ¢ sont analogues a celles qui
représentent les petites oscillations d’un pendule dont la longueur

serait % (art. 11), pourvu que 4 soit une quantité réelle et positive ;

etle mouvement de chaque corps sera composé d’autant de pareilles
oscillations qu'il y aura de valeurs différentes de %; de sorte que
si toutes ces valeurs sont incommensurables entre elles, il sera im-
possible que le systéme reprenne jamais sa premiére position,- a
moins que les valeurs de £, », ¢ ne se réduisent aux valeurs
particuliéres qui répondent & une seule des racines % Dans ce
cas, en faisant =0 dans les formules précéderites, on aura XZsine,
YEsine, ZEsine pour les valeurs de £, », ¢, et XF cose,

df  dn dt 30
Y E cose, ZE cose pour celles de BTE? 7i> ap- Ansi pour que ce

cas puisse avoir lieu, il faudra que les déplacemens primitifs £,

. . . Al AN {IE dn dt . .
n, ¢, ainsi que les vitesses initiales 3> @i g; solent proportion-
nelles a X, ¥, Z; et il y aura autant de manicres de satisfiire
a ces conditions, quily a de valeurs différentes de #.

26. Si on désigne, par des traits supérieurs,, des constantes arbi-
traires différentes, on aura

E=X'E'sin(ty K+-¢) 4 X"B"sin(ty/ K'+-&") 4~ X" E"sin(ty/ K"+-:")+-etc.

=Y E'sin(ty/ K=4&) 4 V" E'sin(ty/ K'4-¢") + Y E"sin(ty/ K"+")+etc.,

{ = Z'E'sin(ty/ K+-d)-+Z"E" sin(ty K4¢) ++ Z°E"sin(ty/ K'~")+-eto.,
Mée. anal, Tome I. 48
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pour les valeurs complétes des variables £, #, {, qui représentent
les oscillations de chacun des corps du systeme donné, quel que
soit leur état initial. : -

On peut representer ces wleurs d’une maniére plus simple, en
employant le signe = pour exprimer la somme de toutes les va-

Jeurs correspondantes aux ' différentes valeurs de k; on aura ainsi

&2 (XE sin (1y/h +4))s
D= SU(VE S (y/E 4 )
= 2.(ZEsin (!;/k"’r‘f))r

et l'on aura les expressions particulicres des variables £, , ., ¢, £
#ay Cu, €te. pour chacun des. corps du systéme, en changeanl
dans les preccdentes, X Y "Z én X., BV i v o @IC. ,
et prenant pour E e ('llffcl‘cntcs constantes arbitraires #,,
E., - €lC:yi8) 6,5 et qur ‘dépendent de Pétat initial du systéme,

{

27. Pour délerminer ces constantes de la manicre la plus simple,
je reprends les équations.en %, n, ¢ de l'article 21, et je les ajoute
ensemble, aprés avoir multiplié la premidre par X, la seconde par ¥
et la troisicme par Z; ]e prends ensuite la somme de toutes ces
équations ainsi composées), relativement a tous les corps du qysl( me,
et je dénote celte somme par’la caractéristique S; si on fait atten-
tion que celte caractéristique estiindépendante de la caractéristique o
des différentielles relatives a ¢, on aura I'équation

.S (XEF Vi 4-Z¢) Dm0 L .

di?

»-}—S(d,X—}-dde—i—ddZ)E])m

d°T1
A 'S(d b X+db’ Y b a5 Z) nDm

-+ S(dach—!-dM—]’-l—d,Z){’Dm.
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— x [ pF = au T )

— SYD, [FD# Gb’( n};'+bD: A ;)]
S (‘;;wg; 2

Dans cette équation,, les termes qui- contiennent des différences
marquées par D sous le signe sommatoire S sont susceptibles de
réductions analogues a celles des intégrations par parties, et dont
nous avons donné le type dans Tarticle 16, Pour cela, consi-
dérons en général un terme quelconque de la, forme SXD,(VDz),
nous aurons, par les réductions de larticle cité, en faisant atten-
tion que les quantités X et £ sont nulles au commencement et &
la fin: des intégralions marquées par 2 (art. 24),

SXD,(VDE) = — SVD{DX = SZD(VDX).

Or 8Z,D(VDX) est la méme chose que S2D,(#.DX), en prenant
a la place du terme £ D(#DX) celui qui le précéde.
Donc en général on aura
SXD(VDg) = S;D(VDX),

et il en sera de méme des, termes semblables, Ainsi I'équation pré-
cédente deviendra de la forme

A S(XE A= Y4 ZE)Dm
- s :

A S(X)E + (D)1 (2))) =
dans laquelle’ les' quantités désignées par (X), (Y) (Z) contien-
dront les mémes termes qui composent les seconds membres des
équations de Particle 23, de manicre que ces equauons donneront
(X) = kXDm,
(Y) = kY Dm,
(Z) = kZDm,
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dou il suit que Iéquation eci-dessus deviendra

d*.S(XE 4 Vn + Z8Dm
' di®

+ kS(XE + Y1+ Z{) Dm = o,
laquelle donne tout de suite par Pintégration
S(XE = ¥+ Z{)Dm = Lsin(ty/k=+2),

Z et 2 étant deux constatites arbitraires.

28. 11 est facile de voir, par la nature du calcul, que si on
substitue dans celte équation’pour & une des racines de Péquation
en k, que nous avons dénotées par K, k', K", etc. (art. 25), on
devra avoir un résultat identique ‘avec les expressions de &, »,
¢ de larticle 26, de sorte ‘quen substituant ces mémes expres-
sions dans Péquation précédente , elle devra devenir absolument
identique pour toutes les valeurs de 4.

On aura donc ainsi 'équation identique

X3(XE sin (ty/ 'k -+ ¢)
8+ YS(VEsin(ty k + ¢ p Dm = Lsin(ty/k-+2),

~+ ZZ(ZEsin(ty'k -+ €
pour chacune des valeurs K, ) I”, etc. de k; et comme cette
identité doit avoir lieu indépendamment de la valeur de ¢, il ne
sera pas difficile de se convaincre que tous les termes qui con-
tiendront le méme arc ¢y/k devront étre identiques dans le pre-
mier , et dans le second membre de équation; d’ou il suit d’abord
quwon aura nécessairement A==¢ pour toules les valeurs de A

et de e

Ensuite, si on fait attention a la valeur des signes sommatoires
S et =, dont le premier, S, représente la somme des quantités
sous le signe qui appartiennent & tous les corps du systéme, et
que nous avons dénotées par des nombres placés en forme d’in-
dices au bas des lettres (art. 24), et dontle second, =, représente
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Ja somme des quantités semblables qui répondent a toutes les racines
K, K, k", etc. k7, et que nous dénotons par des traits supérieurs
(art. 25), on trouvera par la comparaison des termes affectés des
mémes sinus, 'équation
ES(X*+Y*~+ Z*)Dm = L.
Donc on aura en général,

: L sin k
Esin(tyi+¢ = g +(;,Y+‘;,;Lm,

et par conséquent, par Particle 27,

: SXE+Yv4-ZM)D
Esin(ty k¢ = s((xgi-y:ib))on?’

équation qui aura lieu pour toutes les valeurs de £.

29. Soient maintenant lorsque =0, £=a, 1=, (=1,

ot f ___;, S = ey Ot % =7 ces six quantités seront données par
Pétat initial du systéme; si donc on les introduit dans Péquation
précedente et dans sa différentielle relative a ¢, en y faisant t=o,
on aura les valeurs suivantes des constantes arbllmlres

§(Xa 4 Y8 4 Z9)Dm

S(X* + Vof-Z5Dm ?

S(Xe.+ Y8+ Z3)Dm
VEk.S(X+T*+ZDm’

E sine =

F cose =

Donc enfin, si on substitue ces valeurs dans les expressions de
£, n, ¢ de larticle 26, on aura

L XS (X2 4 Y8 + Zo) Dm
£ = 2(seoxrt zpm o0stvk )
< (XS(Xd+ Y8 4 75)Dm .
+ 2(Visee £ 7+ 290m S‘“”‘/‘r‘)’
. YS(Xa + Y8 + Z9/) Dm
" 2( S+ V725 Dm COS’W")

YS(Xé + Y8+ Z) Dm .
o E(Vk.S(Xﬁ.i. Y* 4 Z*) Dm SIﬂt‘/lr) 3
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ZS(X2 4+ Y8 4+ Z3)Dm
—S(X F 1*+2Z)0m__ °°° t‘/"‘)

Z§(Xa+ VB + Z3)Dm
e Vk.S(X* - Y* 4 Z%) Dm smz‘/k),

(=3

Ces formules , remarquables par leur généralité autant que par
Jeur simplicité, renferment la solution de plusicurs probl¢mes dont
Panalyse serait fort difficile par d’autres méthodes. Nous allons en
fuire lapplication & deux problémes déja résolus dans différens ou-
vrages, mais d’'une maniére plus ou moins incompléte.

e

Ou Pon applique les Jormules précédentes aux vibrations d'une
corde tendue et chargée de plusieurs corps , et aux oscillations
d’un fil inextensible , chargé d’un nombre quelcongue de poids ,
et suspendu par ses deux boutls ow par un seulement.

0. Les expressions des variables Z, #, { que nous venons de
trouver, sc simplifient beaucoup lorsque, dans les ¢quations diffé-
renticlles de larticle 21, les variables dont il s’agit se trouvent
séparées. Alors les variables X, ¥, Z se trouvent aussi séparées
dans les équations aux différences finies de larticle 25; et chacune
de ces équations donne, par le procédé de l'article 24, une équation
particuliére en & du degré . Si on dénote par &, &1, %2 les valeurs des
k qui répondent aux quantités X, ¥, Z données par ces trois
équations, et qu’on conserve les dénominations de larticle précé-
dent, les expressions de &, #, { se réduiront, dans le cas présent,
a celles-ci:

XSXaDm XSXaDm o
£ =2 (SA'U costVA) -+ = (wa R m/;f),

< (YSVEDm YSY8Dm
"obs % ( SYDm C"”‘/‘h) Secs (SY’Dm Via Sm"‘/’h)

78.77; Dm Zﬁ‘/yl)m

¢ =z (B2 zwm) + 2 (ks o siney/ka),
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%1. Ce cas a lieu premitrement lorsque les corps sont supposés
placés en ligne droite dans I'état d’équilibre ; car si on prend cette
ligne pour Paxe des x, les ordonnées b et ¢ deviennent nulles, ainsi

que leurs différences Db, De, et les équations de condition de
dI1

5 . 7 . 13 3 dn__ - gt 3
Particle 20 exigent que Ton ait 7= =o0, F===o0, cest-a-dire, que
les forces perpendiculaires & l'axe soient nulles. On aura donc
A L
AUSSL F7dh = ©* dade
viendront, & calise de o'=1, ¥'=0, ' ¢'=0, et de G=F—F")

=o0, elc., et les €quations de larticle 21 de-

d‘zf dar
T Dm - b —_ D (
i FDy
dt‘ T ( o)
d* a
dr Dm ( ) it
Par conséquent les équations de Tarticle 23 se réduiront a celles-ci:

F'DX ) o

(k-—‘fi?)xpm -l-D,(Tf—
kYDm - D, (””) =

 kZDm —+ D, (”V)__o,

dans lesquelles on voit que les variables sont séparées, de ma-
niére qu’on peut les déterminer chacune en particulier.

La constante indéterminée & pourra donc étre différente dans ces
trois €quations, et chacune d’elles donnera une équation du 7 degré
pour la détermination de cette constante. On aura ainsi les for-
mules de larticle précédent.

52. Puisqu'on a dans le cas dont il sagit Db==0, Dc=o0, on
aura Df=Da (art. 19), et les équations de Iéquilibre (art. 22)

N .
donneront A= 8 d—? Dm -+ A.
Mais pour avoir la valeur de la, quantité 7 (art. 19), il faudra
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connaitre la valeur de Fen fonction de Df ou Daj et Pon en dé-
duira, par la différentiation, la valeur de 7 en fonction de 7
Si, par exemple, on suppose ®==K(Ds)", on aura F=K(Df)",
et de la F’=mK(Df)" = mF.
Dans le cas ou lon ferait abstraction de toute force étrangére,
on aurait j—f::o, ce qui donne F'==_.4 , et par conséquent F'

constante pour tous les corps. Mais la valeur de #” pourra varier
d’un corps a Pautre, a moins que lintervalle Da entre les corps
consécutifs ne soit aussi le méme pour tous les corps. Dans ce
dernier cas, les quantités # et F” seront deux constantes qu’on
pourra déterminer d& posteriori, sans connaitre la loi de la fonc-
tion @,

Ce cas est celui d’un fil ou corde tendue, dont les deux extré-
mités sont fixes, el qui est chargée d’un nombre quelconque de
corps placés a distances égales entre eux; la quantité ' exprime
alors la tension de la corde ou le poids qui peut la produire; mais
pour la quantité F, on ne peut la déduire de # sans connaltre
Ja loi de Iélasticité de la corde,

Ce probléme, qui est connu sous le nom de probléme des cordes
pibrantes , mérite un examen particulier, tant parce qu’il est sus-
ceptible d’'une solution générale, que parce qu'il est intimement Jié
avec le fameux probléme des vibrations des cordes sonorcs.

33. Nous supposerons que fous les corps Dm dont le fil est
chargé , soient égaux entre eux et sans pesanteur, et que les inter-
valles Df ou Da qui les séparent dans I'état d’équilibre soient aussi
tous égaux. .

Comme 7 est le nombre des corps mobiles, si on désigne par 7
la masse enti¢re ou la somme de toutes les masses Dm, en y
comprenant la derniére, qui est supposée fixe, et par / la lon-
gueur de la corde dans Tétat d’équilibre, il est clair quon

aura
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M i) , T EE
aura Dm =i ot Df=Da= ; et les trois ¢quations en
X, ¥, Z de larticle 31 deviendront

IME
=R
ik
(rz-}-:)" F
Mk

(1) F
fesquelles étant semblables entre elles, il suffira de résoudre la
premiére, et il n’y aura plus qua changer #” en £ pour avoir aussi
la résolution des deux autres.

——X -~ D'X = o,
———Y == DY = o,
e C 7 o7 — Oy

34. Soit r Pexposant ou Vindice du rang qu’un terme quelconque
X tient dans la série des X; nous désignerons en général ce terme
par X;, et le terme précédent ;X sera X,..; ainsi la premicre
¢quation sera

M
: (u—f—l)’F’X A X":‘ )

Supposons;, pour résoudre cette équation,
X, = Hsin (rp 4 e),
I et ¢ étant deux constantes arbitraires; on aura par les for-
mules connues de Ja multiplication des angles,
DrX, = X == 09X, 4 X1y == —4H sin (rp--e) X (Sing).'

et ces valeurs élant substituées dans l'équation précédente, elle
deviendra, aprés la division par X,

lﬂfk . ¢ a
ey i iy

V= a(n-1) \/%;f  sin 2.

Or on a (art. 24) les deux conditions & remplir X,==o, et
Xﬂ+[#0 ; la premicre donne e=o; laseconde donne sin(r—4-1)¢=o0;
d’'ou Ton tire (n+4-1)p=px, @ €lant langle de 180°, et p un

Méc. anal, Tome I, 49

Jaquelle donuc
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nombre quelconque entier. Donc on aura @ =;P+1I; par consé#
quent en faisant, ce qui est permis, A== 1, on auraen général
X, = sin» ?z_-f-_-_l

Et I'on aura la méme expression pour ¥, et pour Z,, qu'on substi-
tuera a la place de X, ¥, Z, dans les expressions de £, 7, {
de Tarticle 3o.

Laméme valeur de ¢ étant substituée dans 1’expresuon de ¢/ k&
trouyée ci-dessus, donne

Vk=2n-1) !lesnn(f:+1)’

ou 'on peut mettre pour p tous les nombres entiers depuis o jus-
qua 7 inclusivement ; -car p=n+1 donne X, ¥y 4 nuls, et

— reviennent les mémes.
a(n + )

Ainsi on aura autant de valeurs différentes de & qu il y a de corps:
moblles ; ce seront les racines de I'équation en .

En changeant 7 en F', on aura les valeurs des. racines &1 et A2
des deux autres équations en k.

On fera donc ces substitutions dans les formules générales de
Particle 30, et Pon observera que la caractéristique sommatoire 5
doit se rapporter uniquement aux exposans ou indices de’ rang 7,
depuis »==1 jusqud r==n, et que la caractéristique somma-
toire = doit se rapporter aux indices p des différentes racines
depuis p=1 jusqua p==n.

A Tégard de la valeur de $X*Dm = DmSX?*, onaura, i cause

au-dessus de n-1, les sinus de

de pre==-' la sommation, suwhnte 81T

I } +2
SX* = sin@® - sinag* -}~ sin5@* + elc. -+— sm nq:’

= tn—3(c0S 20-C08 49 -4 €08 60 =~etc. =-cos 2n)
« Lyfeosgrg—mcosalna)e o N L anda
n.—s( Had

—
—

Bl

i ‘ i 2(;—c052rp) ¥ =
‘On aura de méme “S¥* =8Z* selilg (1t |

2
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55. Comme les valeurs de 4 sont incommensurables entre elles,
la corde ne pourra jamais reprendre sa premiére position, a moins
que les expressions de £, #, ¢ ne se réduisent a un seul terme
(art. 25). Dans ce cas, en mettant dans les formules de Yarticle

cilé, pour X, ¥, Z et k, les valeurs quon vient de trouver,
ct faisant, pour abréger,

k’:\/z—i%, 0 \/T;:I’
on aura ces expressions, dans lesquelles j'ai conserve l'angle ¢ a
la place de sa valeur -2 + 3
g = Esinrpxsin (lz’t sin E -+ e) ‘
y = E sinrgxsin ( At sin E -+ e) 5
¢ = Esinr@xsin ( At sin E e e) 3

mais il faudra que les valeurs initiales «, £, v,

] ﬂa ?’a qm I'C-
pondent a ¢

==0, soient proportionnelles a sinrp. Cest la solution

connue, dans laquelle on suppose que les corps ne font que des
oscillations simples et isochrones.

36. Pour avoir des expressions générales applicables 2 un état
initial quelconque, il faut employer les formules de Iarticle 3o, -
cn y substituant les valeurs trouvées ci-dessus (art. 34). Nous ap- -
pliquerons,. pour plus de clarté, aux variables £, n, { I'exposant
ou indice 7 placé aubas de ces lettres, pour marquer le rang du corps
auquel elles se rapportent, et A VPdgard Jdus quantités o, B ¥

%, B, ¥ et X, ¥, Z, qui sont sous le signe sommatoire S, nous
emploierons I'exposant s au lieu de r, parce que cet exposant est
uniquement relatif au signe S, lequel indique qu’il faut prendre la

somme de tous les termes quirépondent aux valeurs de S, depuis o
jusqu’a n.
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On aura ainsi cette formule générale
Sa,8in sP X 08 (2 (1) %'t sin g)

Z =z isil’lﬁx 2 sin(g(n-i—l)h’tsing) 5
= Se,sins@ <

ey
2(n4-1) 1 sin =

et pour avoir les expressions de » et ¢, il n’y aura qua changer
enh et a,acn B, fecten y,y

Les variables £, représentent les excursions longitudinales des
corps dans la ligne droite ou axe qui passe par les deux extrémi-
tés fixes de la corde, et les variables ,, ¢ représentent leurs ex-
cursions transversales ou latérales dans la direction perpendiculaire
a Paxe, les seules quon ait considérées jusqu’ici, dans la solution
du probleme des cordes vibrantes.

A Pégard du signe =, on se souviendra quil exprime la somme
de toutes les quantltes, sous ce signe, qui repondent a p._-l, 2
3, etc., n; d’ou Pon voit que les excursions de chaque corps, tant
longitudinales que transversales, seront composées en général
dautant d’excursions particuliéres analogues & celles de différens

pendules dont les longueurs seraient d 3y ol
; 4(n == 1)H> (sin g )
g -, quil y a de corps mobiles, g étant la force de
4(n~4-1)h* (sing)
2
la gravité,

Pour que les valeurs de % et % soient réelles, il {'aut que les
quarmt&s F el P soiont pacitives (art. 5R); donc suiyalll Phypo'

thése de Particle 32, il faudra que I'exposant sz soit positif, Si les
corps se repoussaient, f serait une quantité négative, et il faudrait
alors que Pexposant 7 fat aussi négatif, et que, de plus, on eut
P=o0, B=o0, y=0, »==0, pour rendre nulles les excursions

transversales 7 et ¢.



SECONDE PARTIE, SECTION VI. 589
7. Il y a une remarque importante a faire sur 'expression gé-
nérale de £, que nous yenons de trouver. Quoique nous ayons
suppos¢ que le nombre 7 des corps mobiles est donné, et que la
corde, dont la longueur est aussi donnce, est fixe par ses deux
bouts, le calcul nest pas arrété par ces suppositions, et I'expres~
sion dont il sagit donne la valeur de £, pour tout corps placé sur
la-méme ligne droite dont le rang serait exprimé par un nombre
quelconque 7 entier positif, ou négatif.

Fn cffet, puisque ce nombre 7 wentre que dans le sinr@, il est
wisible qu'on peut lui donner telle valeur que L'on veut, et on voit

en méme temps que, comme Q= }';f-;i-rT’ ce sinus ne changera pas

de valeur si on y met zh(u—}—-i)—i—r a 'la place de r, et deviendra
simplement négatif si on y change r en 2A(n—+1) —r, 2 élant un
nombre quelconque entier positif ou négatif. D’ou il s’ensuit quen
imaginant, suivant Pesprit du calcul, que la corde s'¢tende ind¢-
finiment de part et d’autre, et quelle soit chargée, dans toule sa
longueur, de corps égaux et placés a distances égales entre eux,
les mouvemens de ces corps seront tels, quon aura toujours

22?\(114—1):‘1‘_:‘ == El‘

Or il est facile de voir. que la formule 2A(n--1)==r peut repre-
senter tous les nombres entiers posilifs ou négatifs; en supposant
r compris entre o et n-1; car ayant un nombre entier quel-
conque, si on le divise par 2(n--1) jusqua ce que le reste, positifou
négatif, soit moindre que n--1, ce qui est toujours possible, et
qu'on prenne A pour le quotient et ==r pour le reste, ce nombre
sera reprécenté par oA(n--1)=Er. Ainsi la valeur de &, relative a
un corps quelconque placé sur la méme ligne, a telle distance
quon voudra de Porigine de Paxe 7, se réduira toujours a la valeur
de £ pour un des corps placés sur cet axe.

Comme la relation que nous venons de trouver entre les diflé-
rentes valeurs de £ est générale, quel que soit le nombre r, si on
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y met A(z=4-1)-7 a laplace de r, et qu'on prenne les signes in-
férieurs, elle devient

B b )T i EA ) el
Dot il est facile de conclure que si I'on imagine toute la longueur
indéfinie de la corde divisée en parties égales a I'axe / de la corde
donnée, les valeurs de £, dans chacune de ces partiés, seront les
mémes , a égale distance des points de division, mais de sighes
différens dans les parties contigués. Sidonc on représente les va-
leurs de £ pour tous les corps placés 'surlaxe 7, par les ordonnées
des angles d’un polygone décrit sur cet axe, il n’y aura qu’a transpor-
ter ce polygone alternativement et symctnquement au-dessous et au-
dessus de Paxe prolongé des deux cotés alinfini, de maniére que les
¢Otés qui aboutissent aux points de division soient }es mémes, mais
placés'en sens contraire et dans la méme direction; on aura ainsia
chaque instant les valeurs de £ pour tous les corps quon suppo-
sera distribués sur la méme ligne droite prolongée a linfini, par
1¢s ordonnées des angles de ce polygone composé d’une infinité de
branches. Ces valeurs ‘seront nulles dans chaque point de division,
de sorte que les corps placés dans ces points seront d’eux-mémes
immobiles ; et c’est ainsi que le calcul satisfait a la condition ) que
les deux bouts de la corde donnée soient fixes.

Ce que nous venons de démontrer par rapport aux variables Z,

a lieu cgalement pour les différentielles d—-f ; car en différentiant

Er

Pexpression de &, par rapporta ¢, on a une expresswn de
laquelle on peut appliquer les mémes raisonnemens.
Donc les valeurs de a et ac &, qurrepresentent celles de £ et de

0z

57 au premier instant, et qui sont arbilraires pour tous les corps
placés sur Paxe Z, seront représentés par une pareille construction
dans Pétenidue de la corde ‘de longueur indéfinie.

te]
Comme les” expressions des deux autres variables » et { ne
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difftrent de celle de £ que par:les valeurs initiales 2, Bt s,

5 qui sont & la place de «, &, les mémes résultats auront lieu
aussi par rapport a ces autres variables.

58. On conclura -donc_en général, que si;une corde) lendue )
1une Jongueur qudconque est chargée de;jcorps; €gaus et placés
a distances waleb entre eux, et quayant dmbb cetle corde-en
plusmur p‘]I‘thS Lgalcs, comprises ch'lcune entre deux corps,
tous les corps, & lexception de ceux qui sont dans les points de
division, ~ soient €branlés a-la-fois, "de maniére que Pébranlement
soit le méme , mais dans un seps _opposu, pour: ceux, quissont a
distances égales de part et d’autre de chaque point de division
les corps placés dans ces points de division demeureront immo-
biles d’eux - mémes, et chdque partie: de‘la corde aura le m¢me
mouvement que si elle élait 1b01ee, ct que ses deux extr ¢milés
fussent absolument: fixes: 7. o= '

Il résulte de la qu'une corde tendue, de la longueur Z, fixe
par ses deux extrémités, et chargéé d’'un nombre ~ de corps,
étant divisée en y parties égales, y étant un diviseur de n--1,
si Pétat initial est tel, que les corps placés dans les; points de di-
vision naient regu aucun ébranlement, et que ceux qui sont en-
dega et en-dela dun-point de division @ distances €gales, aient regu
des ¢branlemens égaux, mais en sens contraire, la corde oscillera
comme si les points de division élaient fixes et que la corde m'edt

l
que la longueur .

- 39..La séparation des V‘lI‘l&bILS Bris e oc[u.atl.UJ.lS enyd g, &5
peut encore avoir lieu sans supposer quesdes corps soient disposés
en ligne droite dans I'état d’équilibrc mais en supposant que leurs
distances muttelles ne varient' ‘pas dans le mouvement. Nous ayons
remarqué’ dans Varticle 14, que ce cas depend des mémes formulés
géndrales , en 'y regardant la quantité @, ‘et par conséquent aussi
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la quantité F, comme indéterminées; et nous ayons vu dans lar-
ticle 22, que 'on a alors I'équation de condition

£ Db De ) B JIOE

laquelle’ fait disparaitre, dans les ‘€équations gencralcs de P'article 21,
tous les termes multipliés par G.

En n'ayant égard qua la pesanteur des corps, et prenant l'axe
des abscisses x et a, vertical et dirigé de bas en haut, on aura

dn ’ ! 1 rqr o0 - r i L.
7. ¢gale a la force accélératrice de la gravité, que nous désigne-

. d 1 PTTR—
rons par:'g, et de plus, EEI-I £=0) f&%l =0; et les: équations de

Particle ' cité deviendront

o 2=
o Dm j— D, (FD") =
j:E D(l)f #01

ou les variables sont séparées.
La valeur de F sera (art. 22)

F =\ (gSDm + A)* 4 B* + C*.

Les équations en X, ¥, Z deviendront donc (art. 23)
kxDm + (72X ) = o,

IfI’Dm-!—D(FDY)'*-O,

kZDm +D(“”)= 0,

qui sont, comme Pon voit, tout-a-fait semblables entre elles; de
sorte qu'on pourra supposer X=— ¥ =Z, parce que les constantes
arbitraires par lesquelles ces quantités peuyent différer, devant étre

déterminées
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déterminées par les mémes conditions , deviendront aussi les mémes.
Ainsi les valeurs de £, #, ¢ données par les formules générales de
Iarticle 50 ne seront différentes que par les valeurs initiales z,

Byy,ay By 3y qui peuvent étre quelconques.

Toute la difficulté se réduit donc a trouver Pexpression générale
de X; mais c’est a quoi on ne saurait parvenir par les méthodes
connues.

Ce cas est celui d'un fil inextensible chargé de plusieurs poids
et fixement arrété dans ses deux extrémités.

4o. Lorsque le fil n’est arrété que par une de ses extrémités,
que nous prendrons pour Pextrémité supérieure, le corps le plus bas
devant étre libre, il faudra, par Yarticle 17, que la valeur de ®
ou de Z soit nulle & Vextrémité inférieure. Or en prenant cette
extrémité pour lorigine des abscisses, que nous supposons dirigées
de bas en haut, et y faisant commencer la somme SDm, la valeur
de Fy sera nulle, pourvu qu'on ait Z=o, B=o0, C=o0. On
aura ainsi F=gS8Dm.

Comme on a dans ce cas%: g, %:0, ‘fi—?=0: les équa- -
tions de I'article 22 donneront Da== Df, Db==0, Dc==o0, c'est-a-
- dire que les ordonnées 5, ¢ seront constantes; de sorte quon
aura, pour I'état d’équilibre, une ligne droite parallcle a laxe
vertical des abscisses a. Ainsi on peut faire b=o0, c=o0, en
prenant pour laxe des a la verticale ql.u passe par le point de
suspension du fil.

Ce cas, qui est celui des oscillations frés-petites d’un fil suspendu
a un point flac, ct chargd d’un nombro quelouugue de poids, est
aussi susceptible d’'une solution générale lorsque les poids sont tous
égaux entre eux, et placés a distances égales les uns des autres.

41. Dans ce dernier cas, en nommant » le nombre des corps,
M la somme de leurs masses Dm, et I la longueur du fil, on a
Méc. anal, Tome I, 50
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Dm = %, LI =D — é; et si on nomme, de plus, » le nombre

a j a celui auquel ré :
des corps, a commencer du plus bas jusqu’a celui auquel répondent

les variables £, #, ¢, on aura SDm == (r—1) sz(”—'.._;)M.s ot

de la on aura F=5§:-:LJ{

L’équation en X de Tarticle 39 étant multipliée Par z devien-

dra, en mettant X, au lieu de X, et observant que ,X devxent Ximis
et X devient X, .,

& X, +D((r—1)DX=) = o,

savoir, en exécutant les différentiations indiquées par la caracté-
ristique D, suivant la formule de Tarticle 16,

L X o (K me X0) b (1 1) (K 0K, X)) =0

Cette équation , a cause du coefficient variable », ne peut
pas étre traitée comme celles qui donnent les suites récurrentes
.ordinaires; mais on peut en dedmre successivement les valeurs
de X,, X;, etc.

“Pour cela, il n'y a qua la mettre sous cette forme, ou

k::ﬁi

gn’

ar—h—1 P—1 :
Xpp=m—- X - S sets

Tr ' g
De la, en faisant successivement »=1, 2, 3, etc., on aura

X.-. e (1 _k)X; ]
B—h

Xo= 2tk - X._(l-sh-f-%’)x,, |
X=27"%— 3 X=(—n+L-1x,

S e e
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et ainsi de suite; desorte qu'on aura en général,

X =(1 = rh + ’(’-—-;L‘l B i(LT-i—)—éf'—*‘) B ele) X..

L’extrémité supérieare du fil devant étre fixe, on peut supposer
quelle réponde au corps dont le rang serait n-~1; ainsi il faudra
que lon ait X, = 0, ¢c¢ qui donne I'équation suivante, en remet-

tant pour /% sa valeur L:d 3
gn
Ik ¥ (n—1)lk* (=) (n=a) PR
4ng® 4.gn°g?
laquelle sera, par rapport & %, du degré 7, et donnera par com-

~-etc. =o,

séquent les » valeurs de &, que nous désigneérons en général par K@,

42. 1l n’y aura donc qu’a substituer dans les formules de Iart. 30,
Pexpression précédente de X, & la place de X, de ¥ et de Z, et

celle de A% 3 Ia place de %, et ensuite exécuter les sommations
indiquées par les signes S et =. Mais il faut observer que dans le
cas présent, ou l'on suppose Db=o0, Dc=o (art. 4o), I'équation
de condition de larticle 39 donne DE=o0, €t par conséquent
£ = a une constante pour tous les corps, mais qui peut étre wne
fonction de #; donc on aura pour le commencement du mouve-

ment, « et « égales a des constantes; or le premier corps étant

Supposé fixe, les valeurs initiales « et « sontnulles pour cecorps;
donc elles seront aussi nulles pour tous les autres. Par conséquent
Fexpression générale de la variable & deviendra riulle. Cela - lieu
en négligeant, comme nous Pavons fait, les carrés et les puissances
supemeum& des variables ol s supposees- tres—pclltcs En eﬁét
Péquation Ds = Dy de larticle 19 donne, & cause de Ds*= Da*
=-Dy*+-Dz* et de Db=0, Dc=0, Da’=(Da~D§)*+Dn*+DC,

d’ou Von tire , oy
Dyt D>

'DE':""" 2D
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_de sorte que les variables £ seront du second ordre par rapport

an etq
Désignons maintenant par ®r cette fonction' de 73

(#) )
1—(r—1)>< k" +(r—1)(r~—2)><(k )

(¢)
og o) (r—a)(r-—-S) (L’g(:) -+ etc.;

et mettons dans 1’expressnon générale de la variable # de T'article 30,
2 Pimitation de ce que nous avons fait dans larticle 36, #, au lieu
de #, et @ au lieu de ¥ dans les termes qui sont hors du signe S;
mais dans ceux qui sont sous ce signe, nous changerons r en s,

et mous mettrons f3,, 3, au lieu de B et 3. On aura ainsi, powr
un corps quelconque dont le rang est » en montant,

br S(tb.s > dy) (p)
:1,.._£< Sy cost 'k )

or S(0. Y
% (G md()} ine yi®),

S(as)s. it
ou le signe § exprime la somme des termes qui répondent a
s=1, 2, 3, etc., n, et le signe = représente la somme des termes
qui répondent & p=1, 2, 3, etc., n, en supposant que &, &,

£, etc.; £ soient les racines de I'équation en 328 représentée

par ®(n—+4-1)=o. , .
On aura une expression tout-a-fait semblable pour Ja variable Z,,

en changeant simplement f3,, ﬂ, en ¥, Y
Le probléme des oscillations. infiniment petites d’un. fil chargé
dun nombre: quelconque de poids égaux, est donc complétement

résolu; il ne reste qua déterminer les racines de I'équation en 59,
ce qui ne parait pas possible en général.

43. Au reste, quoiquon ne puisse pas déterminer ces racines,
on peut néanmoins étre assuré qu’elles doivent étre toutes réelles,
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positives et incgales; autrement les valeurs de £, », ¢ contien-
draient des termes qui iraient en augmentant avec le temps, ce
qui ne peut étre, puisqu'il est évident, par la nature du probléme,
que les oscillations du fil doivent toujours étre de peu d’étendue,
si les valeurs initiales de £, #, { sont trés-petites.

Le contraire aurait lieu si on supposait la quantité g, qui ex-
prime la gravité, négative, c’est-a-dire, agissant en sens oppos€ ;
car ce serait le cas ou le point de suspension du fil vertical étant
placé & son extrémité inférieure, le fil culbuterait, pour peu qu’il
fut déplacé de la situation verticale. En effet, en faisant g négative
dans Péquation en k, tous ses termes deviennent positifs, de sorle
quelle ne peut avoir que des racines imaginaires ou réelles négatives.

- On peut aussi trouver ces résultats @ priori, par les principes
établis dans l'article 8, ce qui peut servir a montrer la justesse de
ces principes. En effet, si on a égard a la condition de Iinexten-
sibilité¢ du fil, laquelle donne (art. précéd.), en prenant les sommes
comptées du corps le plus bas,

o 2 e s Di* 4 Dg*

~ aDa ?

la valeur de 7" sera simplement STIDm, et on aura ll—=gx—ga--g5
Mais puisque le corps le plus haut qui répond a n--1 est sup-
posé fixe, la valeur de £ y devra éitre nulle; ainsi on aura
Dy® 4 D>
£ = (S T i )

en supposant que la somme renfermée entre deux crochets soit la
somme totale. Donc on aura

&— Dy? +“D:’ 3

ou le signe .§’ dénote les sommes prises a rebours, a commencer
par le corps le plus haut, et qui sont les différences de la somme
totale, et des sommes partielles dénotées par §, lesquelles doivent
commencer. au corps le plus bas, ou est lorigine des abscisses.
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On aura donc ainsi

7 = gSaDm + gSDms’ 2+ D¢

aDa 2

ou Pon voit que la partic de 7~ qui contient les secondes dimen-
sions des variables » et {, qui sont maintenant indépendantes,
est nécessairement toujours pesitive, et que par conséquent les
racines’de I'équation en £ seront toutes réelles, positives et inégales.
Ce serait le contraire si on donnait & g une valeur négative.

§ IV.

Sur les vibrations des cordes sonores , regardées comme des cordes
tendues , chargées d’une infinité de petits poids infiniment proches
Pun de Pautre ; et sur la discontinuité des fonctions arbitraires.

44. La solution générale que nous avons donnée du probléme
des cordes vibrantes a lieu quel que soit le nombré » des corps
mobiles, et quel que soit aussi leur état initial; par conséquent elle
doit sappliquer aussi au cas ou le nombre » deviendrait infiniment
grand, et les intervalles entre les corps diminueraient a l'infini, de
maniére que la longuenr de la corde restit la méme; alors le mou-
vement de chaque corps se trouvera représemté par une série
infinie de termes dont la somme sera équivalente a une fonction finic,
différente de celle de chacun de ses termes. Ce cas est celui d’une
corde sonore uniformément épaisse; et on a coutume de le résoudre
directement par le calcul différentiel; cependant il peut étre inté-
ressant pour l'analyse de faire voir comment on peat le déduire de

1a SOIution Et':néx-o]p_' surtout parce que de celte mnniarc on sera
assuré¢ d’avoir une solution applicable a quelque figure que la corde

puisse avoir au commencement de son mouvement.

45. Nous remarquerons d’abord quen supposant » infini, la va-

leur de /% (art. 34) devient \/ ;‘%xpw , parce que la dernicre
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IO Y . P'J' i 7 . ey
limite de 2(n~-1) sin Sty €St P de sorte que les racines de I'¢

quation en % qui étaient toutes incommensurables entre elles,
tant que le nombre » des corps mobiles était fini, deviennent
toutes commensurables lorsque 7 est infini, ayant pour commune

R 3 AT F
mesure @ { / = dans les excursions longitudinales £, etw ‘/ iz

dans les excursions transversales » et ¢; d’ou il suit que la corde
reprendra toujours sa premiére figure par rapport a I'axe, au bout

dun temps =2 \/ 17{_4 , quel que puisse élre son ¢tat initial.

Il est vrai que le nombre p pouvant aussi devenir infini, il y

ra
TS
mais comme cela ne peut avoir lien qu’aprés un nombre infini de
termes dans les séries infinies marquées par =, il s'ensuit de la
théorie connue de ces séries, que ces cas particuliers ne sont
point une exception au résultat général.

On peut d’ailleurs s’en convaincre directement ; car dans le cas
de 7 infini, les différences finies marquées par D deviennent in-
finiment petites; ainsi Péquation en X de Varticle 53 devient, en

auraitdes cas oul’onne pourrait plus supposer 2(n—-1)sin

1
changeant 2 en d, el mettant pour z--1 sa valeur Ta?

Mk d:X -
W.X""‘E —

?

laquelle étant intégrée donne
X = Hsin(a \/ﬂ—ﬁr-l-E)
7
Il faut que X suit nul loroque we—u, cLlorsque a=~1, parce que
les deux extrémités de la corde sont fixes ; la premiére condition
donne ¢é=o, et la seconde donne Z\/ g—f == pw, d’ou Pon tire
Vk == \/ ?%, comme plus haut.

On n’a donc pas hesoin, dans ce cas, pour que la corde reyienne
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toujours a son premier état, de supposer quelle ne fasse que des
oscillations simples et semblables a celles d’'un pendule, comme dans
Particle 35; car quel que soit son état initial, on est assuré que ses
vibrations seront toujours isochrones entre elles, et sinchrones a

celles d’'un pendule simple de longueur ..—_.% ; mais la loi de ces

vibrations sera différente de celle des vibrations des pendules, et

dépéndra de I’état initial de la corde.
Pour connaitre cette loi, il faut voir ce que deviennent les ex-

pressions générales de £, n, { dans le cas de » infini; C'est ce
que nous allons examiner,

46. Faisons dans la formule générale de Particle 36 les substi-

alaplacede sin Z, en

tutions de —+— a la place de ¢ et de e + 3

supposant 7 infini; et au lieu des exposans ou indices 7 et s qui
dénotent le rang des corps auxquels appartiennent les variables £
et @, employons, ce qui est plus simple, les parties mémes de
Faxe ou les abscisses qui répondent & ces corps, en dénotant par

x Pabscisse relative & £, et par @ labscisse relative & @ et a a.
Comme la longueur totale de la corde est supposée égale a Z, on

e X s a l ey
e e | Ut Mgy gt _—— acik
AU e =7, o T n+1_._Da,etlaformuledontlls g
donnera cette expression générale des excursions longitudinales Z,

£ = 2= sin WTI X (A'(F) cos(pmwh't) - A® ’-1-'3—%?—0

en faiseat

r.ﬂ\ » 1
A o (i, 2DEY, .

: ¢ma __ aDa
4P =5 ( sil—= X ——
Le signe = dénote ici une suite infinie de termes qui répondent

a p=1, 3, 3, etc. a linfini; et le signe S dénote d’autres suites
infinies
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infinies de termes qui répondent a toutes les valeurs de @, Da,
2Da, 3Da, etc. a linfini, & cause de Da infiniment petit.

On aura de pareilles expressions pour les excursions transver-

sales # et ¢, en changeant %' en % et @, ¢ en f3, 3, eteny, 7.

47. Daniel Bernoulli, en généralisant la solution du probléme
des cordes vibrantes, donnée par Taylor, était parvenu a une for-
mule semblable a la précédente, mais dans laquelle les coefficiens

14® ¢taient nuls, et les coefficiens A®  dénotaient simplement des
constantes arbitraires dépendantes de la figure initiale de la corde
(Mém. de Berlin, 1753); et il avait cru pouvoir expliquer, par les
différens termes de sa formule, les sons harmoniques qu’une corde
sonore  fait entendre, avec le son principal. Notre formule dans
laquelle ces coefficiens sont exprimés par les valeurs initiales «,
e, nous met en état d’apprécier cette explication, qui a été adop-
tée par plusieurs autres auteurs aprés lui.

En effet, il est facile de voir que le son principal de la corde,
sera donné par le premier ou les deux premiers termes de la sé-
rie qui répondent & p=1, et que les sons harmoniques successifs,
c’est-a-dire, loctave, la douzitme, la double octave, la dix-sep-
tiéme, eltc., seront données par les termes suivans qui répondent
ap=e, 3, 4, 5, etc. Donc pour que le son principal domine
parmi tous les autres, et quil n’y ait que les premiers des harmo-
niques qui se fassent entendre en méme temps, il faut supposer

que les coefficiens 4%, 4 soient beaucoup plus grands que tous
les autres pris ensemble, et que les coefficiens suivans:

AT AT ADITCHC, 5 A Dy A, 5D, ey

forment des séries extrémement convergentes. Mais par la maniere

dont ces coefficiens dépendent des valeurs initiales a et @, on Voit

que cette supposition est inadmissible, en regardant Iétat initial de la
Méc. anal. Tome I. 51
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corde comme arbitraire ; on voit méme que dans la plupart des cas,

ces coefficiens formeront des séries divergentes, ce qui n’empcchera
pas que la corde ne fasse des vibrations isochrones ou d’égale

durée , seule condition nécessaire pour la formation d’un ton.

48. Quoique les formules de larticle 46 donnent rigoureusement
le mouvement de la corde au bout d'un temps quelconque ¢, les
séries infinies qui entrent dans ces formules empéchent néanmoins
qu’elles ne représentent ce mouvement d’une maniére nette et sen-
sible; mais en envisageant sous un autre point de vue la formule
générale de larticle 36, on peut en tirer une construction simple
et uniforme pour déterminer I'état de la corde a chaque instant,
quel que puisse étre son état initial.

Reprenons cette formule, et mettons-la sous la forme suivante,
ce qui est permis- a cause de lindépendance des signes somma-

Loires Set =,

£ o= a3 [?:ii-:a‘ sins@ X COS( (n—4=1)%'tsin ‘P>]

sin (J(ﬁ'—!—l YA'tsin p)

o+ Sa,= 951_:@ sins@ X ]
(n1)l 81(1

Nous tirerons d’abord de cette formule une conséquence qui
nous sera fort utile. Comme on a supposé que « est la valeur ini-
tiale de # (art. 29), il faut qu’en faisant £ =o0 dans Pexpression pré-
cédente de £, elle se réduise a «,, et quon ait par conséquent

cette équation identique,

28!]’11’
= sin s0.

= Sa.2 -
11 est évident que le second membre de cette équation ne peut
se réduire a «,, a moins que 'on n’ait en général

9.8in ro

n—}-l

p3 sins¢ == o,
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tant que s est différent de r; et que, lorsque s=r, on ait

25inrp
z n-1

r bt g 8 . . - of 6o r -
¢ clant e et le signe = étant rapporté aux valeurs succes

sinzQ == 1,

sives 1, 2, 3, etc. nde p; ce qui donne une séric formée des

+,et£~;, dont Ia

somme devra étre toujours nulle dans le premier cas, et égale a 1
dans le second. Clest aussi ce qu’on peut démontrer directement
par les formules connues, pour la sommation de ces sortes de
suites.

Dans ces formules, r et s sont supposés des nombres quel-
conques enliers compris entre o et n-f~1; mais a cause de

produits de sinus d’angles multiples de

Q= Ei” p étant aussi un nombre entier, si on met 2A(n--1)=tr

ala place de r, A étant un nombre quelconque entier positif ou

négatif, on aura sin (aA(n+1) == 7)== sin r¢; par conséquent
on aura en général

asin(oa(nd-1) =) e
2( n—=1

sinsrp) m=al=n ou==0,

selon que s sera ==r ou non.

La formule 22 (n+1)=tr peut représenter tous les nombres
entiers positifs ou négatifs, comme nous I'avons vu dans Part. 375
ainsi ayant un nombre quelconque entier N, on peut faire
N=2A(n+1)= r, ce qui donnera r=:§:(N—2?t(n+'1))a et
Ton aura en général, quel que soit: N ’

sin N'g < sins@ /i Wi
> S = == ou =o,

selon que s sera =z=(N—oA(z-+1)) ou non, s etant un
nombre entier entre o et n—-1.

49. Cela posé, comme I'expression de £, est composée de deux
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parties, dont la premiére contient les valeurs initiales  de la va=

riable £, et dont la seconde contient les valeurs initales « des
différentielles j—f, nous considérerons ces deux parties séparément,
et nous désignerons la premiére par £, et la seconde par %', de
maniere que Pon ait £, =&, 4 £".
: t . g ; s 4 1
En supposant » infini, Pangle o=t devient infiniment pe
tit, et sing se réduit a E (art. 46). Faisant cette substitution dans
Iexpression de £’,, on aura (art. 48)

N ?f% sin 7@ sin s@ cos (n==1)%'1¢ ;.

et déyeloppant le produit sinz¢ x cos(n-1)%t0,

g = oz (R0 D02 ginsp ),

-+ S2,3 ( i (r_n(:_'!; DR gin @ )

Comme ~ est supposé¢ un nombre infiniment grand, on pourra
toujours regarder comme un nombre entier le nombre (n4-1)At,
quel que puisse étre le nombre exprimé par A’z

Ainsi en faisant dans la derni¢re formule de larticle précédent ,

= r~ (n-+1)A"t, on aura

Sa,S (sm (r+n(i-§;-1)k’t)¢ A s(P) AT {d,,
ou B g (r+(n+ 1)k’t-—-27\(n+1));

et faisant N =r—n/'t, on aura pareillement

810 (7= (v ] YWNe p— . -
Set, = i S s@ ) = = iayy
ou & et (r-——-(n—]-])k’t — o' (n~ 1)),
A et 2’ étant des nombres entiers quelconques, ou zéro.
Done réunissant ces deux valeurs, on aura simplement
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Sl (e el

ou les signes ambigus de «, et de a, répondent a ceux des va-
leurs de s et de &',

bo. Mais a la place des exposans ou indices » et s qui de-
notent le rang des corps auxquels appartiennent les variables £ et
a, il est plus commode d’employer les parties mémes de la corde
comprises entre la premiére extrémité fixe et ces mémes corps.

Désignons, comme dans Tarticle 46, par x la partie de P'axe ou
Yabscisse qui répond a £, et par a celle qui répond a «; la lon-
AR 5
a4-1 " L7 nd1

gueur de la corde étant Z, on aura =73 et de

g 4

méme —— =< . ce qui donne

5 -1 &1 ok q
_ (n+1)x __ (nd-1)a e (n4-1)a"
— l ) § — —‘_I_ & — "'—i_‘,

2
et a la place de £, «,, @/, on pourra écrire simplement £y
e,y oy
Substituant ces valeurs de r, s, s dans les valeurs de s et s
de Particle précédent , multipliant par Z, et divisant -1, on aura
a = == (x4 Iit—2anrl),
d =k (x—Ikt— 2Xl),
Ehe= (s shal)y
les signes ambigus de «, et a, répondant a ceux de a et de a';
et on déterminera ces signes, ainsi que les valeurs de a et de o,
par la condition que ces valeurs soient positives et moindres que Z

Il

5 ¢ 3
v1. Représentons par 4 et .4’ les valeurs de g=a, et =<a,, en-
sorte que o ait en géudial,

o ik
. =

]

Donc 1% si =%t est entre o et Z, on prendra a==x -k Ji'é
el 4=+ a, -
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2% Si x—~ %t est entre I et 2/, on prendra a=—(x--Ik't—2l)
et d—=—a,.

3°. Si a1/t est entre 2l et 57, on prendra a==x--Ik't—2l
et 4= - «,. Et ainsi de suite,

De méme, 1°% si x—74t est entre /' et o, on prendra
o =x—It et 4£'=ua,.

2°. 8i x— It est entre o et —Z, on prendra a'==—(x—14't)
et £ —=—a,.

3°. Si x—I7%'t est entre —I et —27, on prendra o' =x— I/t 2l
et 4'—=a,. Et ainsi de suite.

On voit que ces différens cas se réduisent a déterminer les abs-
cisses @ ou «/, en ajoutant ou en retranchant de labscisse x la
ligne /%'t, de mani¢re que lorsqu’elle passera 'une ou lautre ex-
trémité de Paxe 7, elle soit repliée en arriére et comme réfléchie
par des obstacles placés a ces deux extrémités, et a prendre or-
donnée correspondante ¢, ou a, positive, si le nombre des ré-
flexions est pair, ou négative, si ce nombre est impair.

52, Mais il est encore plus simple de continuer la courbe des «
sur le méme axe 7 prolongé des deux cotés, de maniére qu’oh ait
directement les ordonnées o, et ay qui répondent aux abscisses
x~ It et x—IH't.

Pour cela, ayant décrit sur I'axe 7 le polygone d’'une infinité de
edtés, ou la courbe dont les coordonndes sont ., pour une abs-
cisse quelconque «, et qui sera donnée par les valeurs initiales des

excursions £, de tous les points de la corde; il n'y aura quiv trans-
porter cette méme courbe alternativement au-dessous et au-dessus

du méme axe prolongé indéfiniment des deux cotés, de manicre
quil en résulte une courbe continue formée de branches égales s -
tuées symétriquement autour de 'axe et se joignant par les mémes
extrémités, dans laquelle les ordonnées prises a distances ¢égales
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de part et d’autre de chacune des deux extrémités de Iaxe 7, soient

toujours égales entre elles et de signe contraire.

En prenant dans cette courbe les ordonnées qui répondent aux
abscisses x4t et x—I#'t, on aura les valeurs de A et de 4
et la variable &', sera representee au bout d’un temps quelconque 7,

par la formule
E’x == z( 241Kt =t m:-m’:)

On aurait pu déduire tout de suite cette continuation de Ia
courbe qui représente les valeurs de a, de ce que nous avons
démontré en général dans larticle 37, en supposant que la corde,
“au lieu d’étre terminée aux deux points fixes, s'’étende de part et
d’autre & linfini; le polygone que nous avons imaginé dans cet
article deyiendra ici une courbe continue, laquelle étant appliquée
au premier instant du mouvement, sera la courbe des valeurs de &

prolongée a Pinfini.

53. Considérons maintenant la seconde partie de £,, que nous
désignons par £*,, et qui est représentée par la formule (art. 46)

sin < o(n-4-1)htsin g > :l

o(n-f1)h'sin E

Ch == Nd El:mﬂlgbm s@ X

11 faut commencer par la délivrer du dénominateur sin E, pour

Ja rendre semblable a celle de &', et susceptible des mémes ré«
ductions.

Pour cela, je prends Ia différence D.£",, et comme I'exposant »
n’entre que dans siurg,. il ouffiva dalbvwr ce sinus de la carac<

téristique D.
Or, par les théor¢mes connus, on a

D .sin 79 = sin(r=-1)¢ —sins@ == a2sin % cos (r 2 )¢
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Substituant donc cette valeur dans I'expression de DZ’,, on aura
acos(r- =)
D25 — (n+ GEOR Sa 2[ R ® sin s@ sin (2(;:—{—-1)1'5{51[1 )]

Faisant, pour le cas de z infini, sing —_—_—E , et développant le

produit cos (r-1)p X sin(n-1)%tp, on aura

” sin(r4 (n==1)ht-435)e .
Dy = 0_!_1)’,1 Sa,= e sin s@
sin(r—(n4+1)h't41 e
(n+ W Sa s et sin s@.

Cette expression de DZ’, est composée de deux parties semblables
a celles de #, (art. 49); on peut donc y appliquer les mémes rai-
sonnemens, et la ramener a une construction semblable.

Ayant donc tracé sur I'axe Z le polygone d’une infinité de cotés),
ou la courbe dont les ordonnées pour chaque abscisse x soient

&,, et qui sera donnée par les vitesses initiales «, on la trans-
portera alternativement au-dessous et au-dessus du méme axe pro-
longé indéfiniment des deux coOtés, de maniére que l'on ait une
courbe continue semblable a celle de larticle précédent. Alors en

a la place de n = 1, et négligeant comme nul le

) l
mettant EE ou 5‘1

terme ——— vis-a-vis de x, on (rouvera
a(n+ + 1) i

D . -
DC z — 3:1 (“:-{-ﬁ’l e v, .t--lh’l)i

et passant des différences aux sommes,

z'_’-‘ — E;F-S(&':q-m’s —r a:'a:—l'n'l) Dx.

54, Ces sommes ou ces lugiales icpidsentent, comme l'on

voit, des aires de la courbe dont les ordonnées sont «; et il
faut que ces aires ne commencent quaux points ol x==0, et oul
les abscisses sont &'t et — IA't; mais il est plus commode de les

fairc commencer a l'origine commune des abscisses, qui est Pex-
trémité
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trémité antérieure de 'axe Z. Pour cela il faudra retrancher de l'aire
qui commence a ce point, et qui répond a abscisse x -~ /%t I'aire
qui répond a labscisse %'¢, pour que laire restante ne commence
qu’au point ou w==o0; et quant a laire qui répondra a I'abscisse
x—IA't, il faudra y ajouter l'aire relative a — 74’t, pour en rap-
porter le commencement au méme point de origine des abscisses.

Dénotons en général par (fadx), toute aire qui commence a
cette origine et qui répond a une abscisse quelconque x; d’aprés
ce que nous venons de dire, on aura, dans I'expression deZ’,,

Séx-.. welDx = (f édx): =M = (f ‘idx)u’: y
S&-x_-m’s Dx = ([ &dx):-m’: = (f ot,dx)_ IKer

On substituera donc ces valeurs, et on remarquera qu'on a
en général

(fd.-dl‘)m’i + (fd:dx); ik'.! =0 3

puisque par la nature de la courbe des «, les ordonnées qui ré-
pondent a des abscisses égales, mais de signe différent, sont aussi
¢gales et de signe différent; de sorte qu'on a constamment

iy + a_yw, = o,
Donc on aura simplement (art. précéd.)

1 . .
£ = g ((fad)ewe — (fada)s_ws)-
55. Donc enfin réunissant les valeurs de £, et de £’., on aura
celle expression générale de £., au bout d’un temps quelconque 7,
1
EE —_— a (a'-i+ih’t -+ Of-;'.‘..m’;)
1 - , 3
-+ b7 ((f ddx):-;—m’x s (f “dx)::.m’c)-

On aura des expressions semblables pour les variables #;, &, en-
Méc. anal. Tom. I. 92
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changeant seulement % en % et @, « en 3, 3 et 3, 3, et en
supposant qu'on ait tracé de la méme maniére les courbes corres-

pondantes aux valeurs initiales 3, B et 3, 7.

Ayant ainsi les excursions longitudinales £, et les excursions la-
térales »., . de chaque point de la corde qui répond a 'abscisse x
prise dans I'axe, on connaitra Iétat de la corde au bout d’un temps
(quelconque # écoulé depuis le commencement du mouvement, et

comme les valeurs initiales ., B, 7, ainsi que a, ﬁ;, ~, sont ab-
solument arbitraires, on voit que rien ne pourra limiter cette so-
lation, tant que les courbes formées d’aprés ces valeurs auront
une courbure continue et ne formeront point d’angles finis, ce qui
produirait des sauts dans les expressions des vitesses et des forces
accélératrices.

. F F’ .

On a supposé (art. 35) A= \/HTI’ W= \/ 7 étant Ja Jon-
gueur de la corde, et A7 la masse de tous les poids dont elle est
chargée (art. 53); ainsi 7 sera la masse ou le poids de toute la
corde qui est supposée uniformément épaisse ; de sorte que si
on nomme P sa pesanteur spécifique qui dépend de la densité
et de Ja grosseur, on aura //= [P ; par conséquent on aura

5 B [ vosEad F'
h=iy/pr H=1

A Tégard des quantités 7" et 7, nous ayons vuque ce sont deux
constantes, dont I'une, 7', exprime la tension de la corde , et est
par conséquent proportionnelle au poids qui la tend; mais F dé-
pend de la loi de cette tension, relativement a Pextension de Ja
corde (ari. 3a) :

56. Pour peu qu'on examine la nature des courbes qui repré-

sentent les valeurs de « et «, il est facile de voir que les or-
données ¢loignées entre elles de Vintervalle 27/, seront toujours:
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¢gales et de méme signe, et que les aires qui se termineront a ces
ordonnées seront aussi €gales entre elles, parce que toute aire
qui répond a un intervalle 27, pris dans un endroit quelconque de
l'axe prolongé a Pinfini, est toujours nulle, étant composée de deux
parties égales entre elles, mais de signe contraire.

II suit de la que la valeur de £, demeurera la méme si on aug-
mente le temps ¢ de la quantité —;:!, ou d’un multiple quelconque de

celte quantité; donc les excursions longitudinales de la corde re-
viendront les mémes au bout d'un intervalle de temps égal &

2 ‘ . : :
%, ou 2/ \/ 775 c'est la durée des vibrations longitudinales.

Il en sera de méme des valeurs de #, et de £., en changeant 74’
en 7, cest-a-dire /¥ en F; ainsi la durée des vibrations transver-

sales sera al \/ %.

Tous les Auteurs qui ont traité jusqu’a présent des vibrations
des cordes sonores, n’ont considéré que les vibrations transyer-

sales, et ils ont trouvé pour leur durée la méme formule que nous
venons de donner.

A Tégard des vibrations longitudinales, M. Chladni est le seul,
que je sache, qui en ait fait mention dans son intéressant Traité
d’Acoustique (§ 43.); il donne le moyen de les produire sur une
corde de violon, et il remarque que le ton "quelles rendent nest
pas le méme que celui des oscillations transversales, d’ou il suit
que F est différent de F; par conséquent, dans hypothése trés-
‘vraisemblable que la force élastique par laquelle chaque élément de
la corde résiste a étre alongée, ou tend a se raccourcir, soit pro-
portionnelle & Ta puissance s dv cer élément, c'est-a-dire qu'on ait
® = K(Ds)" (art. 14), il faudra que m soit différent de lunité
(art. 32); et si, comme M. Chladni parait linsinuer, le ton longitu-
dinal est toujours plus élevé que le transyersal, il faudra que
F >F, et par conséquent m > 1.
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57. Nous avons vu (art. 356) quune corde tendue, de la lon-
gueur / et chargée de n corps, peut se mouvoir comme si eclle

& Z r - -
wayait qu'une longueur -, v ctant un diviseur de n-1. Lors-

que » est un nombre infini, » peut étre un nombre entier quel-
conque ; ainsi une corde sonore de la longueur 7 pourra osciller

il v 1s
comme une corde dont la longueur serait -, c’est-a-dire , une

partie aliquote de Z, et la durée de ses oscillations se réduira alors
3 21 ; P
YYVF

oscillations transversales.

sy Eran ik )
pour les oscillations longitudinales, et a %- \/ 7 pour les,

. En effet, si les valeurs initiales et arbitraires e et a sont telles,
que les courbes ou les lieux de ces valeurs sur l'axe /, coupent
cet axe en deux ou en » parties égales, et que les branches qui
répondent & ces parties soient les mémes, mais situées alternati-
vement au-dessus et au-dessous de laxe, de manicre qu’a distances
égales de part et d’autre de chacun de ces points d'intersection,
les ordonnées soient égales et de signe contraire; ces courbes ctant
ensuite prolongées a linfini, suivant la construction de l'article 4g,
auront la méme forme que si elles proyenaient d’une corde dont

5 I . Ty
la longueur ne serait que -, et Pexpression générale de Z. (art. 52)

fait voir que les valeurs de £ qui répondent aux points d’intersection
sont toujours nulles, de sorte que la corde, dans ses oscillations
longitudinales , se partagera d’elle-méme en autant de parties égales,
qui oscilleront comme si leurs extrémités étaient fixes.

Il en sera de méme par vapport aux oscillations transyersales
représentées par les variables # et .

58. Commie le ton que donne une corde sonore ne dépend que
de la durée de ses oscillations isochrones, laquelle, pour une méme
corde tendue , est proportionnelle a sa longueur, il sensuit qu'une
corde, en se partageant ainsi d’elle-méme en parties aliquotes,
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rendra des tons qui seront au ton principal , dans lequel 'oscillation
est entiére; comme les fractions qui expriment ces parties sont &
Tunité. Ainsi, si la corde se partage en deux, trois, quatre, etc.
parties ¢gales, ces tons seront exprimés par les fractions , 3, %,
¥, elc,, et seront par conséquent a Poctave, a la douziéme, a
la double octave, a la dix-septitme, etc. du ton fondamental.

On appelle ces Tons qu'une méme corde peut donner d’elle-méme,
tons harmonigues , et on sait qu'on peut les produire & volonté,
en touchant légérement la corde pendant sa vibration, dans un
des points de division quon nomme reeuds de vibration, d'aprés
Sauveur, qui a expliqué le premier, par ces noceuds, les sons har-
moniques de la trompette marine et des autres instrumens, dans
les Mémoires de P'Académie des Sciences de 1701, Wallis les avait
déja obseryés dans les cordes qui sont & loctave, a la douziéme,
a la double octave, etc., au-dessous d’une autre corde qu'on fait
résonner, et qui frémissent en se divisant naturellement en deux,
trois, quatre, elc. parties égales, dont chacune donnerait le méme
ton que la corde quon fait résonner. Voyez le chapitre 107 de
son Algcbre.

59. La théorie et I'expérience sont bien d’accord sur la produc-
tion des sons harmoniques; mais il n’est pas aussi facile de rendre
raison de ce qu'on appelle, d’aprés Rameau qui en a fait la base
de son systéme, la résonnance du corps sonore, et qui consiste
dans la réunion des sons harmoniques avec le son principal de
toute corde quon fait résonner d’'une maniére quelconque.

Si ces sons harmoniques sont en effet produits par laméme corde,
en méme temps que le son principal, il faut supposer que la corde
fait a-la-fois des vibrations enticres et des vibrations partielles, et
que ses vibrations effectives ' sont composées de ces différentes
vihrations , comme tout mouyement peut élre composé ou regardé
comme composé de plusieurs autres mouvemens.

Nous avons déja vu plus haut (art. 47) qu'on ne peut expliquer
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d’une maniére plausible la coexistence des sons harmoniques, par
la formule de Daniel Bernoulli; on peut ajouter que les séries qui
pourraient donner ces différens sons disparaissent de la formule,
lorsqu’on suppose le nombre des corps infini, et quil en résulte
pour chaque point de la corde, une loi d’isochronisme simple et
uniforme , qui dépend immédiatement et simplement de Pétat ini-
tial, comme nous venons de le démontrer.

Aureste, si on voulait & toute force expliquer la résonnance mul-
tiple des cordes par les vibrations composées, il faudrait regarder la
figure initiale , par exemple, comme formée de différentes courbes
superposées 'une a Pautre, de maniére que I'une serve d’axe a la
suivante, et dont la premiére ne forme qu’une branche dans toute
Pétendue de la corde; la seconde forme deux ‘branches égales ct
placces symétriquement , qui divisent Paxe en deux parties égales;
la troisiéme forme trois branches égales qui divisent Paxe en trois
parties égales, et ainsi de suite.

Alors les vibrations de la corde pourront étre regardées comme
composées de vibrations entiéres dans toute la longueur de la corde,
et de vibrations quine répondent qu’ala moitié de la corde, au tiers,
au quart, etc. Mais cette composition de courbes et de vibrations
n’étant quhypothétique, les conséquences quon pourrait en dé-
duire, relativement a la coexistence des sons harmomques seraient
tout-a-fait précaires,

6o. Revenons & la formule générale trouvée dans larticle 55,
Comme les quantités e,y et «,_,, sont les coordonnées d’une
courbe donnée, qui répondent aux abscisses w-lA't et ~—2A't,
on peut les représenter par des tonctions de ces abscisses, de la
méme forme. Ainsi en désignant par la caractéristique F' une fonc-

tion indéterminée, on aura

Wepiiy = F(x+4=101), ey == I (x~—IK1).
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Pareillement, en prenant une autre fonction désignée par Ja carac-
téristique f, on pourra faire

(fadx)s e = F(x—4-lh1), (fadx)e—w: = f(x=—IK2).

Ainsi Pexpression de Z. (art. 56) pourra se mettre sous cette

forme
Flx =+ ') 4 F(x —Ih't)

g = 2
fla4-10't) —f(x—Ih't)
ot alh' : ?

dans lesquelles les fonctions marquées par les caractéristiques F
et f sont arbitraires, puisquelles dépendent de Pétat initial dela
corde. -

On peutanéme réduire cette expression a une forme plus simple,

F(a4-Il"t) |, f(x4-Ih1)
P e alh’

qu’une fonction de x—-74¢t qu’on peut marquer par la caractéris-
F(x—=It)  f(z4-Ik'1)

2 alk’
seule fonction de x»— ZA't, mais différente de la précédente, et
quon peut marquer par une autre caractéristique ¥.

De celte manicre, l’expressmn gencrale de E devlendra sim=
plement '

en observant que ne représente proprement

ne représente aussi qu'une

tique @, et que

E = O(x - K1) 4 "P(‘c-—-lﬁt)

61. On peut parvenir directement & cette expression par Péqua-
tion différentielle qui détermine la yariable £ (art. 51). Cette équa-

? d 5
tion, en faisant ,—zf,l:-o- et F' constant. comme daus larticle 52,

et changeant la caractéristique 7 des différences finies dans la ca-
ractéristique @ des différences infiniment petites, deyient

‘j:‘?dm—-Fd( ) = o
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HO Bl 0 Mdx [iof Y
Si maintenant on fait dfs=dx, dm= —7 - A — \/Tﬁﬂ
cette équation devient
d? Sy ta O
dE I'h m&: — o,

laquelle est aux différences particlles du second ordre, entre les
trois variables £, x et £, et quia pour intégrale compléte

£ = O(xrpI2) + ¥(a—iis),

les signes @ et "¢ dénotant deux fonctions arbitraires comme. ci-

dessus.
' Ces fonctions doivent &tre déterminées par Détat initial de la
corde, et par les conditions que ses deux bouts soient fixes, Si

on' les décompose en deux autres fonctions marquées ‘par les signes

. R PR i
Fret et tellesque @s=; - = et ¥ = tk’ de maniére que

\

Pon'ait o ol

o F(olNe) F (eI
£ = .

£ ol t) = EGr—INE)
=)= alh’ ne!

comme nous Pavons déduit de notre construction; la premiére con-

o ; d .
dition donnera, en faisant t==o0, &= Fx=a et f:f’x: a;

d’ott Pon tire fx= fzdx; ainsi on a tout de suite les valeurs des

fonctions Fax et fx dans toute l’etendue ! de Ia corde , par'le

- |
moyen des valeurs initiales et a. ’

Les conditions ae Fimmobilité des extrémités dxlo vorde donnent
£==0 lorsque x==o et lorsque x==/, quelle que soit la valeur.
de 7. En assujétissant séparément, ce qui est permis, a ces deux
conditions, les deux fonctions F et f, on a pour la premiére

F(m IH0) = —F(H1); " Bl IK) = — F(I— II'2)
¢l
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et pour Ja seconde
f(—=in't) = T(n'e),  fQ-41h1) = f(l—IK1),
ce qui donne par la différentiation
— £(—t0) =FP(Uh't), FU+t) = —FI—1"),

ol I'on voit que les conditions de la fonction f sont les mémes que
celles de la fonction F. _ : galdeldm

Ces conditions déterminent les valeurs des fonctions Fa , f'x pour
les abscisses x négatives ou plus grandes que 7, d’aprés les valeurs
de ces fonctions pour les abscisses comprises entre. o et Z; et il
est facile de yoir qu'il en résulte les constructions données dans les
articles 52 et 53. - .

Si au lieu des excursions longitudinales £, on considére les excur-

sions transversales » ou ¢, on a la méme équation différentielle,
el par conséquent aussi la méme intégrale et les memes cons=

tructions, en changeant seulement %’ en %, et &, @ en ﬁ, B ou
en y, 7.

Ces constructions sont semblables & celle quEuler avait donnée
pour déterminer la-figure de la corde dans un instant quelconque,
d’aprés sa figure initiale, en faisant abstraction des vitesses impri-
mées au commencement du mouvement, Mais il faut remarquer que
comme elles ne sont fondées ici- que sur.les fonclions  qui repré-
sentent les intégrales des équations aux différences partielles, elles
ne peuvent avoir plus d’étendue que ne comporte la nature des
Tonctions, soit algébriques ou transcendantes, Or I'équation diffé-
renl;iclle étant la méme pour: tous les points‘ de la corde et pour tous

régner constamment et unll‘ormcment entre les vanables, quelque

étendue qu'on leur donne ; par. conséquent, quoique les fonctions

arbitraires soient en elles-mémes d’une forme indéterminée, néan-

moins lorsque cette forme est donnée dans une certaine étendue

par Pétat initial de la corde, il est naturel d’en conclure quelle doit
Miéc, anal. Tome T. 55
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demeurer la méme dans toute étendue de la fonction, et qu'il n’est
pas permis de la changer pour la plier aux conditions qui dépendent
de I'immobilité supposée des extrémités de la corde.

Aussi d’Alembert, & qui on doit la découverte de cette inté-
grale en fonctions arbitraires, a toujours soulenu que la construc-
tion qui en résulte n'est légitime que lorsque la courbe initiale est
telle, qu'elle ait par sa mnature, des branches alternatives égales et
semblables , toutes renfermées dans une méme ¢quation, pour que
la méme: fonctlon pmsse reprcscnter cette courbe avec toutes ses
branches 2 Pinfini. Euler, au contraire, en” adoptant la solution
analytique de d’Alembert, a cru quil suffisait de transporter la
¢ourbe initialé alternativement au-dessus on au-dessous de l'axe &
Tinfini, pour en former une courbe continue, sans s’embarrasser
si ses différeéntes branches pouvaient étre liées par une méme ¢qua-
tion, et assujéties & la loi de continuité des fonctions analytiques.
Voyez les Mémoires de Berlin de 1747, 1748, €t les tomes I et
IV des Opuscules de d’Alembert. !

/62.Comme 1és formules qui donnent le mouvement d’une corde
tendue et chargée d’un nombre indéfini de corps égaux, ne sont
sujettes & aucune difficulté, parce que le mouvement de chaque
corps est'déterminé parune équation particuliére , il est évident que
si on peut appliquer ces mémes formules au mouvement d’une corde
uniformément épaisse, en supposant le nombre des corps infini, et
leurs distances mutuelles infiniment petites, la loi qui enrésulterapour
~ les vibrations’ de la corde, sera erntiérement indépendante’ de son
état initial et si cette loi se trouve laméme que celle qui se dé-
duit de la conmderatlon dés “fonctions ' arbitraires, il sera prouvé
que ces fonctions peuvent étre dune forme quelconque, continue
ou discontinue, pourvu quelles représentent I'état initial de la
corde. Cest ainsi que'je démontrai, dans le premier volume des
Mémoires de Turin, la construction d’Eulér, qui métait encore

fondée que sur des preuves insufficantes. L'analyse que j’y employai
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est, a quelques simplifications prés que j’y ai apportées depuis,
la méme que’je viens de douner, et jlai cru quielle ne seraitpas
déplacée dans ce Traité, parce qu'elle conduit directement a la
solution rigoureuse d'une des questions les plus intéressantes de la
Mcécanique. ' :

La généralité des fonctions arbitraires et leur mdopendance de
la loi de continuité, étant démontrées pour Iintégrale de VPéqua-
tion relative aux vyibrations des cordes sonores, on est fondé¢ a
admettre ces fonctions, de la méme manitre, dans les intégrales
des autres équations aux différences partielles; j'ai méme fait voir,
dans le second volume des Mémoires cités, comment on, pouvait
intégrer plusieurs de ces équations, sans la considération des fonc-
lions arbitraires, et parvenir aux mémes solutions que Yon' trou-
verait par le moyen de ces fOIlCthl]b, envisagées dans toute leur
étendue.

Maintenant le principe de la discontinuité des fonctions est regu
géncralement pour les intégrales de toutes: les équations aux diffé-
rences partielles; et les constructions que M. Mongc.a données
d’'un grand nombre de ces équations, jointes a sa thcéorie de la
génération des surfaces par les fonctions arbitraires, ne laissent
plus aucune incertitude sur Yemploi des fonctions discontinues dans
les problémes qui dépendent des équations de ce genre,

63. C'est une chose digne de remarque, que la méme formule
£ = ®(x ki) o ¥(xv=—k0),
qui satisfait a Péquation en différences partielles,

L gy E

di T

satisfait aussi a la méme équation en dliferences ﬁmes quon peut
représenter par

DYg1oi, ‘DEEY 5

Dt X e
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pouryu qu'on y suppose Dx == kDt, et Dt constant. En effet on
a, en ne faisant varier que I'x

D? O(x-kt) = (Il(x —~+ Dx 4 kt) = 2®(x = kt) == O(x = D - kt)
et en ne faisant varier que le ¢,
D2 O+ bt) = @(x—l— kt—=kDt) — 2®(x - kt) = O(x ==kt — kDt),

expressions qui deviennent égales en faisant Dx = kDt; et on
trouvera la méme chose pour la fonction ¥(x— k7).

Dans linfiniment petit, la condition dv==kd¢ disparait, et I'in-
tégrale a' toujours lieu; la raison en est qualors lexpression

2

—35 , qui parait représenter la différence seconde d¢ #, divisce par

le carré de la différence de ¢, n'est plus qu’un symbole qui exprime
une fonction simple de ¢ dérivée de la fonetion primitive £ et diffé-
rente de cette fonction, laquelle est tout-a-fait indépendante de la

2

. gl
valeur de d¢ 11 en est de méme de I'expression -J-f;, par rapport

a a; cest dans ce changement de fonctions que consiste réellement
le passage du fini & linfiniment petit et lessence du calcul diffé-
rentiel.

64. Jajouterai encore ici une remarque qui peut étre utile dans
plusieurs occasions; elle a pour objet une nouvelle méthode d'in-
terpolation qui résulte des formules de Tarticle 48.

Nous avons vu que la formule

2 . rpw .
n-=1 E(sm(n_i_l)Ssm (u—{- )X ot)
devient égale a a, lorsque r=1, 2, 3, etc., n. Donc si on a une
suite de quantités a,, a,, ds, elc., a,, dont le nombre soit 7, on
pourra représenter par la formule précédente un terme quelconque

intermédiaire dont le rang serait marqué par un nombre quel-
conque » entier ou fractionnaire , puisquen faisant successi-
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vement r = 1, 2, 3, etc., 7, la formule donne «,, a,,
a3, €lC., ¢,

Le signe § indique la somme de tous les termes qui répondent
as=1, 2, 3, etc. n, et le signe = la somme de tous les termes
qui répondent a p=1, 2,.5, etc., », la quantité = étant I'angle
de deux droits. :

Supposons qu'il n’y ait qu'un terme e, donné, on fera n=1,
$=1, p=1, et I'on aura pour I'expression générale de 2,

v I
OL, _ d’l Sln Ty |
2

Soit n==2, et les deux termes donnés «,, «,, on fera s=1, 2,
p=1, 2, et l'on aura
u 2?‘
e (.d’sm-—--{-.d sin =~
en supposant
A = a,sin -1 4 e, sin 55.:
A" = a,sin = +a&51 é?:—r
Soit n==3, et les termes donnés «,, «,, #;, on fera s=1,
2, 5, et p=1, 9, 3, . on aura

Sra
7%

ou les coefficiens ', 4", 4", sont déterminés par ces formules

o, = 4<A sin = -{-—A"sm ””-—\L-A"SI

A'._._usm - a,sin o —i—assm%

A"._ocsm - a,sin <= +ac,sm4,

5 6
Aty sm—-—- -+ a.sm = assin 94

et ainsi de suite.
Dans la méthode ordinaire d'interpolation, on suppose quon
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fasse passer par les exirémités des ordonnées qui représentent
les termes donnés , une courbe parabolique de la forme

Y = a~ bx -+ cx* <} ca® - elc.

Dans la méthode précédente, au lieu d’'une courbe parabolique,
on suppose une courbe de la forme :

y=dA'sin (’—r“f) —+ A"sin (i’i‘) = 4% sin (@3{) -+ ete. ,

a

et il y a bien des cas o cette supposition peut étre préférable ,
comme plus conforme a la nature de la question.

FIN DU TOME PREMIER,
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Page 71, lig. 15, au lieu de cinquiéme, lisez sixiéme.
— 97, — 5, au lieu de ».8Ndm = o, lisez 8.811dm + ad.§dm —o
m—— 102, == 4, d compter d'en bas, au lieuw de AU, lisex U

—— 148, — 10, au lieu de antérieures, lisez extérieures
—— 173, — 6, au lieu de art, 58, lisez art. 6o
——TIbid., — 10, au lieu de dr, du, dv , lisez &I, dm, dn
—— 368, — 4, au lieu de fonctions, lisez forces

—— 403, — 6, au lieude 1, lisez njl

v 405, 15, au lieuw de dans les valeurs de s, s’, lisez dans Jes formules
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