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AVERTISSEMENT.
Tja publication de ce deuxième volume de la Mécanique 

analytique a éprouvé un retard dont nous allons exposer les 
principaux motifs. M. Lagrange en avait déjà fait imprimer 
les premières feuilles, lorsque la mort l’enleva aux sciences. 
M. Prony se chargea de suivre l’édition de ce volume, et 
fut aidé dans la révision des épreuves par M. Garnier, 
Professeur à l’Ecole Royale Militaire. Le manuscrit des VIIe 
et VIIIe Sections se trouva fort en ordre; mais étant arrivé 
à la IXe Section, on reconnut que cette partie était incom
plète, et que le premier paragraphe seul en était achevé. 
M. Binet ( J. ) fut invité à faire avec MM. Prony et Lacroix, 
les recherches nécessaires dans les papiers de M. Lagrange, 
pour compléter, s’il était possible, les matières qui devaient 
entrer dans cette Section. Leurs recherches fournirent la con
viction que notre illustre Auteur n’avait fait que préparer 
cette partie, et que rien d’entièrement achevé n’avait été 
égaré.

De nombreuses occupations ayant détourné M. Prony des 
soins de l’impression, qui dans la Section IX en particulier, 
exigeait une grande attention, pour coordonner les matières 
et les notations de l’ancienne édition, avec ce qui était im
primé de la nouvelle, M. Binet (.1.) a bien voulu se charger 
de ce travail, souvent pénible. On a profité de toutes les 
notes marginales rencontrées sur l’exemplaire deM.Lagrange,



AVEPtTISSEMENT.
et écrites de sa main. N’ayant pu renfermer dans le texte 
quelques matières relatives au mouvement de rotation, trop 
peu complètes pour former un paragraphe, on les a réunies 
dans une note à la fin du volume.

Une autre note a été formée d’une remarque également 
trouvée parmi les manuscrits ; elle se rapporte au problème 
de la détermination de l’orbite des Comètes, problème 
traité dans le paragraphe III de la section VII.
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MECANIQUE
ANALYTIQUE.

SECONDE PARTIE.

LA DYNAMIQUE.

SEPTIÈME SECTION.

Sur le mouvement d'un système de corps libres, regardés comme 
des points, et animés par des forces d'attraction.

On peut ranger en trois classes tons les systèmes de corps qui 
agissent les uns sur les autres, et dont on peut déterminer le 
mouvement par les lois de la Mécanique ; car leur action mutuelle 
ne peut s’exercer que de trois manières différentes qui nous soient 
connues, ou par des forces d’attraction, lorsque les corps sont 
isolés, ou par des liens qui les unissent, ou enfin par la collision 
immédiate. Notre système planétaire appartient à la première 
classe, et par cette raison les problèmes qui s’y rapportent doivent 
tenir le premier rang parmi tous les problèmes de la Dynamique. 
Nous allons en faire l’objet de cette Section.

Aléc. anal. Tom. II. i
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Quoique dans les systèmes de cette classe, où les corps sont 

supposés se mouvoir librement, il soit très-facile de trouver les 
équations de leur mouvement, puisqu’il ne s’agit que de réduire 
toutes les forces à trois directions perpendiculaires entre elles, 
et d’égaler, par le principe des forces accélératrices, la force suivant 
chacune de ces directions, à l’élément de la vitesse relative à la 
même direction, divisé par l’elemen t du temps ; neanmoins l’usage 
des formules données dans la quatrième Section est toujours pré
férable, parce qu’elles fournissent directement, et sans aucune 
décomposition préalable de forces, les équations différentielles les 
plus simples, quelles que soient les coordonnées qu’on emploie 
pour déterminer la position des corps, même lorsque les corps, 
au lieu d’être tout-à-fait libres, sont contraints de se mouvoir sur 
des surfaces ou des lignes données.

Nous commencerons par rappeler les formules dont nous ferons 
usage.

i. Soient m, m', m", etc. les masses des différens corps regar
dés comme des points, x, y, z les coordonnées rectangles du 
corps m, x', y', z' celles du corps m', et ainsi de suite ; ces coor
données étant toutes rapportées aux mêmes axes fixes dans l’espace. 
On fera

T= m + etc
adt* udl*

Et si à la place des coordonnées rectangles x,y, z on veut em
ployer d’autres coordonnées quelconques £, », £, il n’y aura qu’à 
substituer les valeurs de x, y, z en », C dans la formule 
dx* 4- dy* 4- dz*-, de même on substituera dans dx'* 4- dy'* 4- dz'* 
les valeurs de x', y', z' en g', £', si on veut transformer les
coordonnées rectangles x', y', z' en et ainsi de suite.
De cette manière la quantité T deviendra une fonction des variables 
g, », CS etc., et de leurs différences premières.
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Soient maintenant R, Q, P, etc. les forces avec lesquelles chaque 

point de la masse m tend vers des centres fixes ou non, dont 
les distances soient r, q, p, etc., lesquelles étant données en x, 
y, Z, deviendront aussi des fonctions de u, Ç; on fera

yn = pyr 4- Qyq 4— pyp 4- etc.,

soit que «Tn soit une différentielle complète ou non; et dénotant 
par les mêmes lettres marquées d’un trait, de deux traits, etc., 
les quantités analogues relatives aux corps m', m", etc.; on fera 
de plus

y^ = rncfn 4- m'JTT 4- mW' 4- etc.

Si, outre ces forces dirigées vers des centres donnés, il y avait 
des forces d’attraction mutuelle entre toutes les molécules des 
corps m et m', en nommant r la distance de ces corps regardés 
comme des points, et R la force d’attraction dépendante de la 
distance ou non, il faudrait ajouter à JV-^le terme mm'RJr, et 
ainsi pour tous les autres corps qui s’attireraient mutuellement.

Or les corps étant supposés libres, les coordonnées qui déter
minent leur position dans l’espace sont indépendantes, et chacune 
d’elles, comme £, donnera une équation de la forme

d' --- °*

2. Lorsque les quantités dH, d'n', etc. sont des différentielles 
complètes, ce qui a toujours lieu dans le cas où les forces sont 
proportionnelles à des fonctions quelconques de leurs distances 
aux centres d’attraction, lequel est celui de la nature, il sera plus 
simple de prendre d’abord les intégrales n, nz, etc., lesquelles 
seront

n = JRdr 4- fQdq + S P dp + etc., 
n' = pîW/4. f(ÿ'dq'+ S'P'dp'+ etc., 
etc.
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et la quantité V deviendra

= mû 4- m'n' + m"n" + etc.,

laquelle étant réduite en fonction des variables £, n, Ç, etc., 
il sera aise d’en déduire par la différentiation les différences par
tielles Z Zlieues , etc. Dans ce cas, si les fonctions T et K ne ren-

erment point le temps fini 2, on aura toujours l’intégrale

T+ H,

H étant une constante arbitraire, laquelle renferme le principe 
des forces vives.

CHAPITRE PREMIER.

Du mouvement d’un corps regarde comme un point et attiré, vers un 
centre fixe, par des forces proportionnelles à une fonction de la dis
tance,- et en particulier du mouvement des planètes et des comètes 
autour du soleil.

3. Lorsqu’on ne considère que le mouvement d’un corps isolé, 
on peut supposer sa masse m égale à l’unité, et l’on aura sim
plement

rp___  dx* + dy^+dz' ,7------- ES?— ’ —11,
et

= R^r + Qfq + P^p + etc.

Dans ce cas, quelles que soient les trois coordonnées qui déter
minent le lieu du corps dans l’espace, comme elles sont indépen
dantes, elles donneront trois équations différentielles delà forme

ÏT ÏT SV _
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auxquelles on pourra joindre l’équation du premier ordre

qui tiendra lieu de l’une d’entre elles.
Si le mouvement se faisait dans un milieu résistant, en désignant 

la résistance par R, il n’y aurait qu’à ajouter à la valeur de d'A7 
les termes (art. 8,'Sect. II).

\«s 1 as J 1 as J 1

mais l’équation T+ V = H n’aurait plus lieu.

4. Supposons que le corps m soit attiré vers un centre fixe par 
une force R fonction de la distance r du corps au centre, on aura 
simplement K = fRdr.

Prenons la distance r pour l’une des coordonnées du corps, et 
prenons, pour les deux autres, l’angle 4 que le rayon vecteur r fait 
avec le plan des x et y, et l’angle <p que la projection de r sur ce 
plan fait avec l’axe des x; en plaçant l’origine des coordonnées 
rectangles x, y, z dans le centre des rayons r, de manière 
que l’on ait r— \/x* 4-y' + z*, on trouve facilement

x = rcos 4 cos<p , y = rcos4sin<p, z=srsin4,

et de là
™__ r* (cos 4’dip1 d-p) 4- 
1 ~ P^/Rdr..

On aura donc ces trois équations différentielles relatives à r, 4? <P,

ÏT ÏT
^dr tr

JT }T
d'd t

ÏT
jdç + —
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lesquelles deviennent

d2r r (cos + ^4° ) n
2F 37-----------H<-O,

? r2d^ . r1 sin 4 cos 4 d1?2 _  
a'~dr H ’ dï2___________ ° ’

7 r2 cos 42 2®

et l’équation T+ l7' — H donnera tout de suite cette première 
intégrale,

dans laquelle H est une constante arbitraire.

5. La dernière des trois équations différentielles est intégrable 
d’elle-même; son intégrale est

r2 cos ÿ2d<p __  
dt ~ G’

C étant une constante arbitraire; et la seconde devient intégrable 
en v substituant pour ~ sa valeur -—C-k, tirée de celle-ci, et en 

la multipliant par l’intégrale est
F dV C2 _ 

dt2 "*” cos 4“ ’

E étant une nouvelle constante arbitraire.
Je remarque d’abord sur cette intégrale, que si on suppose 

que 4 et soient nuis à la fois dans un instant, ils seront tou

jours nécessairement nuis; car en faisant pour un instant 4 = 0 
et ^—o, la dernière équation donne C*=£*; et elle devient, 

par la substitution de C2 au lieu de E2,

+ C2 tang 4‘ = o ,
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laquelle ne peut avoir lieu qu’en faisant

= o et ~ = o.al

La supposition dont il s’agit revient à faire ensorte que le corps 
se meuve dans un instant dans le plan des x et y, ce qui est 
toujours possible, puisque la position de ce plan est arbitraire; 
alors le corps continuera de se mouvoir dans le même plan, et 
décrira nécessairement une orbite plane, c’est-à-dire une ligne à 
simple courbure. C’est ce qu’on peut aussi démontrer directement 
par l’intégration de la meme équation.

Car en y substituant pour dt sa valeur tirée de la première 
intégrale, elle devient

e -g.
COS 4' ~ COS 4“

Soit, lorsque 4 = 0, -^ = tang i, on aura

E* = C* 4- Ca tang z* = ,

et la dernière équation se changera en 

d’où l’on tire
d<? = ~

cos42 V tangi2 — tang4a 

équation séparée dont l’intégrale est

<p — h = angle ( sinus = ^—7 ),
T ° \ tangi

ou bien
tang 4 = tang z x sin (<p —7z), 

h étant la valeur de <p lorsque 4 = °«
Cette équation fait voir que 4— h et 4 sont les deux côtés
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d’un triangle sphérique rectangle dans lequel i est l’angle opposé 
au côté 4- Ainsi puisque l’arc p—h est pris sur le plan des x,y, 
et que l’arc 4 est toujours perpendiculaire à ce même plan, il 
s’ensuit que l’arc qui joint ces deux-ci, et qui forme l’hypoténuse du 
triangle, fera avec la base <p— A l’angle constant Z; par consé
quent cet arc passera par les extrémités de tous les arcs 4, et 
tous les rayons r se trouveront dans le plan du meme arc, lequel 
sera ainsi le plan de l’orbite du corps, dont l’inclinaison sur le plan 
des x et y sera l’angle constant i, et dont l’intersection avec ce 
même plan fera avec l’axe des x l’angle h.

Si, pour fixer les idées, on prend le plan des x et y pour l’éclip
tique, <p sera la longitude sur l’écliptique, 4 la latitude, h la lon
gitude du noeud de l’orbite, et i son inclinaison.

6. Prenons maintenant l’intégrale

d^ + dy: + ^Rdr = .

en y substituant pour 6?4 sa valeur en dtp trouvée ci-dessus, elle 
devient

laquelle doit être combinée avec l’autre intégrale

r2 „
di c'

Si on y substitue la valeur de dtp tirée de celle-ci, et qu’on fasse

C r—, = on aura l’equationeus i 7 x

^+~ + ^fRdr= zH,
d’où l’on tire

En
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En intégrant celte équation on aura l’expression de t en r, et 
réciproquement celle de r en t.

7. On aura ensuite <p par l’équation

7  D cos i dt . 
P r“ cos ’

or, comme le plan des angles est arbitraire, si on le fait coïn
cider avec le plan de l’orbite, en faisant Z=o, on aura aussi 
4=0 (art. 5), par conséquent dtp = ^, et dans ce cas, l’angle 

d<? sera celui que le rayon r décrit dans le plan de l’orbite. Donc 

si on désigne en général cet angle par <Al>, on aura d<5= ~, et 
substituant la valeur de dt en dr,

,T Ddrd® = ...... -..... ...................:,
r2 aH—afRdr— ~

équation dont l’intégrale donnera la valeur de $ en r, et récipro
quement celle de r en

Ensuite on aura ? en $ par l’équation

cos i ’

laquelle, en substituant pour cos 4 sa valeur tirée de l’équation 
tang 4 = tang i x sin (<? — h} trouvée plus haut, devient

__  d^
cos i fi + tang i* sin (<p—/()*] 

cos i d. tang (<? — h) 
cosi2-f-tang (<p — 7i)2 ’

d’où l’on tire par l’intégration

$ 4- = angl.(tang = ,

Mèc. anal. Tom. II. 3
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4 étant une constante arbitraire ; et de là

tang (<p — h) = cos i x tang (<D + k),

équation qui indique que <ï>4-Z; est l’hypoténuse du même triangle 
sphérique rectangle dont la base est <p— h, et l’angle adjacent i 
(art. 5), et dont le côté opposé à i est 4-

On voit par là que O + k est l’angle décrit par le rayon r dans 
le plan de l’orbite, et dont l’origine est à la ligne d’intersection de 
ce plan avec celui des x, y, que <p—h est l’angle décrit par la 
projection de ce rayon sur le même plan, et que i est l’inclinai
son du plan de l’orbite sur le plan fixe des x, y.

8. Le problème est donc résolu, puisqu’il ne dépend plus que 
de l’intégration des deux équations séparées entre t, $ et r ; les 
six constantes arbitraires nécessaires pour l’intégration complète 
des trois équations différentielles en r, <? et 4 seront i, h, D, H, 
et les deux que l’intégration introduira dans les valeurs de t et 
de $.

Dans la solution que nous venons de donner, nous avons pris 
pour coordonnées le rayon vecteur avec les deux angles de longi
tude et de latitude, pour nous conformei' à l’usage des astronomes ; 
aussi cette solution a-t-elle l’avantage d’offrir directement la plu
part des théorèmes que l’on ne trouve ordinairement que par la 
Trigonométrie sphérique. Mais en l’envisageant du côté analytique, 
elle est moins simple que si on avait conservé les coordonnées 
rectangles primitives; c’est ce qu’il est bon de faire voir, d’autant 
qu’il en résultera de nouvelles formules qui pourront être utiles 
par la suite.

9. En prenant x, y, z pour les trois variables indépendantes, 
les formules générales de l’article 3 donnent tout de suite les trois
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équations différentielles

ï I

d2x

d2y 
"dt*

X- = o, 
r

r = °>

Z- = O, r

et l’équation intégrale

-X1 + dz‘ + fRdr = H. 
zdt* J

En chassant R des trois équations différentielles, on a immé
diatement trois équations intégrables et dont les intégrales sont 

xdy — ydx __  
di__________ L’

zdx — xdz n
di —

ydz — zdy __  
dt ~~

C, B, A étant des constantes arbitraires dont la première est la 

même que celle de l’équation —= Cde l’article 5, parce qu’en 

effet celle-ci n’est qu’une transformée de l’équation Q
par la substitution des valeurs de x,y, z de l’article 4.

Ces trois intégrales répondent à celles que nous avons données 
pour un système de corps, dans l’article 9 de la Section III, d’où 
nous aurions pu les emprunter.

10. En ajoutant ensemble les carrés des trois dernières équa
tions , et employant cette réduction connue,

(xdy —ydx}* + (zdx — xdz}* + (ydz — zdy}*
~ (x* -j-y* 4- z») (dx‘-f-dy*-{-dz‘} — (xdx-hydy-]-zdz)‘,
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on a l’équation

r* (dx* + 4y3 4- dz^ — r^dr1 __ j j

laquelle, en-y substituant pour <7x“+ dy* 4- dz\ sa valeur tirée 
de la première intégrale, et faisant pour abréger,

4- B* + Ca = 
donne

= D-,

d’où l’on tire tout de suite
ai = -7=£==,

y/ 2(H-fRdr-) - y 

comme dans l’article 6.
Les mêmes équations étant ajoutées ensemble, après avoir 

multiplié la première par z, la seconde par .y et la troisième par x, 
donnent celle-ci :

Cz 4- By H- .4x = o,

laquelle est à un plan passant par l’origine des coordonnées, 
et fait voir que l’orbite décrite par le corps est une courbe plane 
décrite autour du centre des forces.

n. Nommons Ç, » les coordonnées rectangles de cette courbe, 
l’axe des § étant pris dans la ligne d’intersection du plan de la 
courbe avec celui des x, y, nommons de plus, comme-dans 
l’article 5, i l’angle formé par ces deux plans, et h l’angle que 
la même ligne d’intersection fait avec l’axe des x ; ces deux 
quantités i et h seront constantes j et par les formules connues 
de la transformation des coordonnées, on aura

x — % cos h — n cos i sin h,
y = £sinA 4- »coszcos/z, 
Z = >1 sin i.
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Ces valeurs étant substituées dans les mêmes équations, donne
ront celles-ci:

-——- cos i = C, dt ’
»dç — £dn .. j „-- ,t---- sin i cos h — B, ac--------------------- '

sin / sin h = ^4. dt

Ajoutant leurs carrés ensemble, et extrayant ensuite la racine, 
on a

+ +
= — = JJ (art. 6); 

COS l v J

de sorte que les valeurs des constantes , B, C seront

C = Dcosi, B = —< D sin i cos h, ^4 = D sin i sin h.

Or désignant par <5 + &, comme dans l’article 7, l’angle que le 
rayon r fait avec la ligne d’intersection du plan de l’orbite et du 
plan fixe des x, y, il est clair qu’on aura

§ = r cos -f- £), » = r sin (O + lè) ,

et la dernière des équations précédentes deviendra

= Ddty

laquelle donne le théorème connu des secteurs fr'd® proportion
nels aux temps t.

Substituant la valeur de dt, on aura 

comme dans l’article cité.
Ainsi le problème est de nouveau réduit à l’intégration des deux
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équations séparées en $ etr, que nous avions déjà trouvées 
ci-dessus (art. 6 et 7) ; mais cette intégration dépend de l’expres
sion de la force centrale R en fonction du rayon r.

12. On voit par ces équations, que ce rayon sera le plus grand 
ou le plus petit, soit relativement au temps t, soit relativement 
à l’angle O, lorsqu’il sera déterminé par l’équation

YH— zfRdr — ^ = o.

Supposons qu’en intégrant ces mêmes équations, on prenne les 
intégrales en r de leurs seconds membres, de manière qu’elles 
commencent au point où r est un minimum, et que l’angle $ 
commence aussi à ce point, l’angle k sera alors celui que le rayon 
qui passe par le même point fera avec la ligne d’intersection de 
l’orbite avec le plan fixe (art. 7); et cette constante k, jointe à 
celle que l’intégration peut ajouter à t, et aux constantes B, 
C, H, ou D, i, h, H, complétera le nombre des six cons
tantes arbitraires que l’intégration des trois équations différen
tielles en x, y, z et t doit donner.

15. Si maintenant on fait

X = r cos $, Y = r cos 0,

il est clair que X et Y seront les coordonnées rectangles de la 
courbe, placées dans son plan, et ayant la même origine que le 
rayon r, les abscisses X étant dirigées vers le point où r est 
un minimum; et si on substitue ces quantités dans les expres
sions de § et n de l’article 11, on aura

Ç = Xcosé— Usiné, n = Ucosé-f-Xsiné.

Substituons ces valeurs dans celles de x, y, z du même article,
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et faisons pour abréger,

a = cos k cos h — sin k sin h cos i , 
0 = — sin k cos h —• cos k sin h cos i,
a, = cos k sin h -h sin k cos h cos i, 
fit — — sin £ sin/z + cos k cos h cos i, 
a, = sin k sin i , 
fl,— cos k sin i, 

on aura

X = aX + fl Y = r (a cos $ -f- 0 sin , 
y = ^,Y= r(a1cosï» + /3,sinï>),
z = «JX+ fl.Y= rfa^cosï» H- /34sin<I>), 

expressions qui ont cet avantage, que les quantités dépendantes du 
mouvement dans l’orbite sont séparées des quantités qui dépendent 
uniquement de la position de l’orbite, relativement au plan fixe 
des x, y.

Ces expressions de x, y, z sont conformes à la théorie géné
rale exposée dans la seconde Section (art. 10), et on aurait pu 
les en déduire immédiatement.

En effet, en considérant tout de suite le mouvement dans l’or
bite, on a les coordonnées X, Y, la troisième Z étant nulle, 
lesquelles ne renfermant que trois constantes arbitraires, peuvent 
être regardées comme des valeurs particulières des coordonnées 
générales x, y, Z; ensuite on aura celles-ci, par le moyen des 
coefficiens a, /3, a,, etc., qui renferment les trois autres constantes.

14. Si, au lieu de considérer le mouvement dans l’orbite propre 
du corps, on rapportait ce mouvement à un plan quelconque, par
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les trois coordonnées X, Y, Z, lesquelles ne continssent aussi 
que trois constantes arbitraires, on aurait alors par la même théo
rie les expressions générales

x = aX + /3X + yz, 
y = /3,K+ y,Z,
z = «J+ ^Y+ y.z,

et comme on a trouvé dans l’article 10 de la troisième Section,

y = , yt — /3aa —a/3a, % ='a/3, —/3a,,

on aurait
y = sin h sin i, y, = — cos h sin i, y^ — COS i.

Ces valeurs de a, /3, y, a,, etc. renfermant les trois arbitraires 
k, h, i satisfont d’une manière générale aux six équations de con
dition données dans l’article 10 de la Section III de la première 
Partie,

+ 0*4-# 4-/3; = 1, ^4->:+7:=u
a/34-a1JS,4-«1/3, = o, ay-\-a.1yxy-a,^y%=o, fiy-\-(Zyi-Y

Après avoir donné les formules générales pour le mouvement 
d’un corps attiré vers un point fixe, il ne reste qu’à les appliquer 
au mouvement des planètes et des comètes ; c’est l’objet des pa
ragraphes suivans.

$ I.

Du mouvement des planètes et des comètes autour du soleil 
supposé fixe.

15. Dans le système du monde, la force attractive étant en raison 

inverse du carré des distances, on fera Rz= — , g étant la force 

attractive
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attractive d’une planète vers le soleil, à la distance =51, ce qui 

donnera fRdr— —> 7.

Substituant cette valeur dans l’équation entre $ et r (art. 11), 

on voit que la quantité sous le signe devient , la
quelle peut se mettre sous la forme

alors le second membre de l’équation exprimera la différentielle de 
l’angle ayant pour cosinus la quantité

g 
r D 

\/^+£’

de sorte qu’intégrant, ajoutant à <I> la constante arbitraire K, et 
passant des arcs à leurs cosinus, on aura

On voit que la plus petite valeur de r aura lieu lorsque l’angle 
$ +X est nul; de sorte que, comme nous avons supposé (art. 12) 
que l’angle $ commence au point qui répond au minimum de r, 
on aura K = o.

Donc, en faisant pour abréger,

on aura

i-t-ecoso’

équation polaire d’une section conique dont b est le paramètre ,e l’ex- 
centncite, c’est-à-dire, le rapport de la distance des foyers au grand 
axe, rie rayon vecteur partant d’un des foyers, et 0 l’angle qu’il 
fait avec la partie du grand axe qui répond au sommet le plus 
proche de ce foyer.

Méc. anal. Tom. II. 5
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La plus grande et la plus petite valeur de r étant ~7e et , 

leur demi-somme sera c’est la distance moyenne que nous 

désignerons par a-, de sorte qu’on aura

b = a(i— e1), 

et si on substitue ici pour b et e leurs valeurs en D et H, on 
aura

i   i — e1  aH _
a b g ’

d’où l’on voit que la constante H doit être négative pour que 
l’orbite soit elliptique; si elle était nulle, l’axe 2a serait infini, 
et l’orbite deviendrait parabolique; mais si elle était positive, l’axe 
2 a serait négatif et l’orbite serait hyperbolique. Dans le premier 
cas, la valeur de l’excentricité e sera moindre que l’unité; elle 
sera = 1 dans le second cas, et > 1 dans le troisième.

Il y a encore une autre hypothèse d’attraction qui donne aussi 
une orbite elliptique, c’est l’attraction en raison directe des dis
tances; mais comme elle n’est point applicable aux planètes, nous 
ne nous y arrêterons pas ici. On peut voir les Principes de Newton 
et les ouvrages où l’on a traduit ses théories en Analyse.

16. Revenons maintenant à l’équation qui donne t en r (art. 10), 
et substituons-y — | à la place de fRdr^ gZ> = ga(i — e’) à la 

place de D*, et — - à la place de 2//; elle deviendra

Faisons 1— ^ = ecosô, ce qui donne

r = a(i — e cos 0},
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on aura

dt = ^^-x(i— ecosô)(Zfl, 

et intégrant avec une constante arbitraire c,
/n3

t — c — y/— x (9 — e sin 9 ).

Cette équation donnera 9 en t, et comme on a r en 9, on aura 
parla substitution, r en t.

Si on fait la même substitution dans l’équation entre 4? et r de 
l’art, n, on aura celle-ci:

? dû \/1 —e1*

dont l’intégrale est

$ BV i—e’ sin= —------ - , i—e cos 0

Mais on peut avoir la valeur de ‘P en 9 sans une nouvelle inté
gration, par la simple comparaison des valeurs de r, laquelle 
donne l’équation

———- = a(i—ecos9), i + e cos O v J '

d’où l’on tire, à cause de à = tz(i — e“),
_ cosô— e cos<> = ----------à, i — e cos 0 '

et de là

. _ sin 0
sm^ = ---------------ji — e cos 0

On voit par ces formules, que lorsque l’angle 9 est augmenté de 
36o° le rayon r revient le même, et que l’angle est aussi aug
menté de 36o°. Ainsi la planète revient au même point, après 
avoir fait une révolution entière. Or l’angle 9 augmentant de 36o", 

/a3le temps t se trouve augmenté de x 36o°; c’est le temps 
w S

que la planète emploie pour revenir au même point de son or-
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bite, et qu’on nomme le temps périodique. Ainsi ce temps ne 
dépend que du grand axe 2a, et il est le même que si la planète 
décrivait un cercle ayant pour rayon la distance moyenne a. Dans 

ce cas on aurait e = o, t — c = G et 0 = C>; ainsi Je temps 

serait proportionnel aux angles parcourus. Et si on suppose 
g = 1, et qu’on prenne la distance moyenne a de la terre pour 
l’unité des distances, les temps seront représentés par les 
angles mêmes que la terre décrirait si elle se mouvait dans un 
cercle dont la distance moyenne serait le rayon, avec une vitesse 
égale à l’unité. Le mouvement, dans ce cercle, est celui que les 
astronomes appellent mouvement moyen de la terre ou du soleil, 
et auquel ils rapportent communément les mouvemems des autres 
planètes.

17. Lorsque l’orbite est hyperbolique, le grand axe a devient 
négatif, et l’angle 0 imaginaire. Pour appliquer les formules pré- 

eédentes à ce cas, faisons a ——A, et 9 = —on aura par 

les formules connues, i étant le nombre dont le logarithme hyper
bolique est 1,

.0
• û 1 --- 1sin9 = -----=

.0
cos 6 = —

—0 .—0

21/ —1

et les équations de l’article précédent deviendront

18. L’équation r(i + ecos 4») = b, trouvée dans l’article 15 ,
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donne, en substituant X pour rcosï» (art. 13),

v __ b — r__ a(i—ea) — r 
-A ——  ——------------------- .

e e

Substituant pour r sa valeur en 0, a(i—ecosô), on aura

X = a (cos 0 — e),

et comme Y—^r^— Xa, on trouvera

Y = a \/i — e* x sin 0, 

expressions fort simples qu’on pourra substituer dans les ex
pressions générales de x, v, 2 du même article.

Ainsi il ne s’agira plus que de substituer la valeur de ô en t, 
tirée de l’équation donnée dans l’article 16, pour avoir les trois 
coordonnées en fonctions du temps.

19. L’angle 0 que nous venons d’introduire à la place de t, est 
ce qu’on appelle en Astronomie anomalie excentrique, et qui 

répond à l’anomalie moyenne (t—e) y, et à Xanomalie 

vraie <D; mais les astronomes ont coutume décompter ces angles 
depuis le sommet de l’ellipse le plus éloigné du foyer où le soleil 
est supposé placé, et qu’on nomme aphélie ou apside supérieure, 
au lieu que dans les formules précédentes, ils sont supposés comptés 
depuis le sommet le plus proche du même foyer, qu’on nomme 
périhélie ou apside inférieure. Pour les rapporter à l’aphélie, il 
n’y aurait qu’a y ajouter l’angle de 180°, ou, ce qui revient au 
même, changer le signe de la quantité e ; mais en prenant l’ori
gine des anomalies au périhélie, on a l’avantage d’avoir des formules 
également applicables aux planètes, dont l’excentricité est assez 
petite, et aux comètes, dont l’excentricité est presqu’égale à l’unité, 
leur grand axe étant très-grand, tandis que le paramètre conserve 
une valeur finie.
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20. Il nous reste à déterminer 9 en t, c’est-à-dire l’anomalie 

excentrique par l’anomalie moyenne; c’est le problème connu sous 
le nom de problème de Képler, parce qu’il est le premier qui 
l’ait proposé et qui en ait cherché une solution. Comme l’équation 
entre t et 0 est transcendante, il est impossible d’avoir en géné
ral la valeur de G en t par une expression finie; mais en suppo
sant l’excentricité e fort petite, on peut l’avoir par une série plus 
ou moins convergente. Pour y parvenir de la manière la plus 
simple, nous ferons usage de la formule générale que nous avons 
démontrée ailleurs (),  pour la résolution en série d’une équation 
quelconque.

*

(*) Voyez les Mém. de Berlin, années 1768—9 ; la Théorie des Fonctions , 

chap. XVI, première Partie, et le Traité de Résolution des équations, note 11.

Soit une équation de la forme
u = 6 -/.G;

dénotant une fonction quelconque de G, on aura réciproquement

G = u 4- f. u 4- ddf-uy 
2 du

d^.Çf.up 
2.3dua

—etc.

En général, si on demande la valeur d’une fonction quelconque 
7 JP A

de G désignée par F-G, on fera F' , et l’on aura

F. G = F.u+f.uxF'.u + udu

"U a/Sdu?

2i. Pour appliquer cette formule à l’équation de l’article 16, on 
fera f.^—e sinG, et

u = (t c) y/;

on aura immédiatement
* . J.sinu2 . , cP.sin u3 , .
6 = u + esmu + ea 4- e 4- etc., 

où il n’y aura plus qu’à exécuter les différentiations indiquées ;
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mais pour avoir des expressions plus simples, il conviendra de 
développer auparavant les puissances des sinus en sinus et cosinus 
d’angles multiples de u.

On aura de même
• n • , , „ d.(sin u2 cosu")sin u = sin u + e sin u cos u H- e2 — ---;------- -

zdu
, , d2. (sin u3 cos u) . ._1_ i--------------- - —U nte

c 2.3du2

cosô = cosw — e sinzz* — e 

, , d*. sin+ -etc--
d.sin u3 

zdu

tang9 = tang!I + e^
- sin u3 d2. -, , cosii1 . .

+e œ +et'

, sin iz2 
d. ------ -
cos u.2
üdu

On aura ainsi, par les formules des

d*. sin ut
z.^du* ~~ etC*’

articles 16 et 17 , 
. , d. sin u3H-e3 —t—2au

an l~(i — e cos + ne2 sin u' (1 — e cos u)n~l
ne~d.sinu3( 1 — e cosu)"-1 , . ~1______________ S_______________ '____ 1 ofn

zdu
d.s'mu3 

ndiL
, d2. sin . “12.3du2 “ etCJ ’

d. (sinn’cosu) 
adu

3 d2. (sin u3 cos u)
2.3du2

, sinu2 , sinn3
d----------------d1.------------------------------

+ e2 -L± + es __l+£2^ + ctc.
üdlL — 2.3du /
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22. On pourrait tirer de là la valeur de l’angle $ par la série 

qui donne l’angle par la tangente; mais on aurait difficilement de 
cette manière une série dont on pût connaître la loi. Pour obtenir 
une telle série, il faudra tirer d’abord la valeur de l’angle $ de 
l’équation

ce qu’on peut faire d’une manière élégante, en employant les expo
nentielles imaginaires. On aura ainsi cette transformée, en pre
nant i pour le nombre dont le logarithme hyperbolique est 
l’unité,

laquelle se réduit à celle-ci :

/1 + e
+ i \J

d’où l’on tire, en faisant t /-ht? = e , 
' y i — e

—i__ *4-1— g

ou bien, en supposant E = ~ ~ j

a,/—i _ 
1 — l X---------

i — Ei v

Prenons maintenant les logarithmes des deux membres, on aura, 
en divisant par |/—i ,

réduisant
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réduisant les logarithmes du second membre en série, et substi
tuant, ensuite, à la place des exponentielles imaginaires, les sinus 
réels qui y répondent, on aura enfin la série (*)

(*) Voyez dans les Mémoires de l’Académie de Berlin, de 177G, plusieurs 
applications de cette méthode.

Méc. anal, l'ome II. 4

O = fl 4- ajS sin0 — sin 20 4- sin 30 4- etc.3 O

Il ne s’agira donc plus que de substituer poui' fl sa valeur en u. 
Si donc on fait, pour abréger,

U = COS&4- E cos 2M 4-E* cos5u 4- etc., 
on aura

$ = u 4- zE sinzz 4- — sin 2M 4- sin 5u 4- etc.2 O

+ seEUsin u+^E + + etc.
ndu 2.3aua

On peut réduire la valeur de U à une forme finie, et l’on trouve
jy- __ coszz—E __  C1 + l/' — ca) cos u—e

1—?-E costz 4- E*  ~~ 2(1—ecosu)

Ces formules ont l’avantage de donner la loi des séries, qui n’était 
pas connue auparavant.

23. Puisqu’on prenant le plan des #, y pour celui de l'écliptique 
supposée fixe, et supposant l’axe des x dirigé vers le premier 
point d^ries, l’angle <p est ce qu’on appelle la longitude de la 
planète, l’angle h est la longitude du nœud, l’angle est la latitude, 
il est clair que l’angle dont <p—h est la projection sur l’éclip
tique , sera la longitude dans l’orbite comptée du nœud, ou ce qu’on 
appelle V argument de la latitude, et l’équation (art. 7)

tang (<p— li) = cos i x tang ($ 4- k), 
qui donne l’angle <p par $, pourra, lorsque l’inclinaison est assez 
petite, se résoudre en série par la méthode des exponentielles ima-
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ginaires employée ci-dessus. Il n’y aura qu’à mettre, dans l’expres

sion de en ô, <p—h à la place de à la place de et

cos i à la place de e, ce qui donnera

et l’on aura
?—A=(S>4-Æ)—(jang 0 sin a(<I>4-/c)-4-|(tang 04sin4($4-Æ)

—g(tang0 sin$($+*) + etc.

L’équation qui donne 4/ en <p (art. 5), 
tang 4 = tangzxsin(<p — h), 

pourrait aussi se résoudre de la même manière; mais il en résul
terait une série moins élégante. On aurait d’abord l’équation en 
exponentielles imaginaires, i étant le nombre dont le logarithme 
hyperbolique est i,

. < U— i_j—1 «..f- O—&)—Vi

d’où l’on tirerait

i __
tang i ^—h') ÿ— i

a
—LL Ÿ—1_ —(p—U—1

2

= W*---------------- j------------— >

U—1

et prenant les logarithmes ,
— tana* 1 Cf—V\/—1 \
“ 2|/— i k ’

. tang P
+ ~ 1 “

u_ 1 •—(?—A)\/~ ) v
r5.3ip-iV 1 ) ’

etc.;
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enfin, en développant les puissances des exponentielles imaginaires 
et y substituant les sinus qui y répondent, on aurait

4 = tang i x sin (<p — Æ)

4- [sin —h) — 3sin ÿ—//)]

4- [sin 5(<p — h) — 5sin 5(<p — h) 4-10 sin (<p — h)],
1 u

etc.

Les séries que nous venons de donner ne sont convergentes 
qu’à raison de la petitesse de l’excentricité e ou de l’inclinaison i, 
et ne sont par conséquent applicables qu’aux orbites elliptiques 
peu différentes du cercle et peu inclinées, telles que celles des 
planètes eide leurs satellites ; il n’y aurait d’exception que pour Pallas, 
une des quatre nouvelles petites planètes, dont l’inclinaison sur 
l’écliptique est d’environ 34°, ce qui donne pour (tang une frac

tion encore assez petite ; de sorte que la série de la valeur de <? en $ 
sera très-convergente, mais la série de 4 en <? le sera beaucoup 
moins.

a4. Après le cas où l’excentricité e est très-petite, le problème 
de Képler est encore résoluble analytiquement, dans le cas où 
l’excentricité est peu différente de l’unité, et qui est celui des 
orbites presque paraboliques, comme celles des comètes. Dans ce 
cas, le demi-grand axe a devient très-grand, et l’équation de 
l’article 15,

1 1 — e*_ —— ,

dans laquelle b est le demi paramètre, donne
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L’équation entre t et ô (art. 16) étant mise sous la forme

(t—c) — A—esinS,

fait voir que lorsque a est très-grand, 6 devient très-petit, dé 
63 65sorte qu’on peut développer sin 0 en 9 — ^~5~^~a'3 4 5 — etc’

En faisant ces substitutions dans l’équation précédente, on aura

/x x /g S3 «5 . x
(Z C)ya3 —2.3 2.3.4.5 etC’

H- A A---- ÊL_|_ ctc.')--A (Ô — etc.) + etc.,

où l’on voit que la quantité 6 est de l’ordre de Si donc on fait 

Q = , et qu’on ne pousse l’approximation que jusqu’aux termes

de l’ordre -, on aura a 7

1 a \ 8 4.0 2.0.4.0 /

On trouvera par les mêmes réductions,

r = i (6 + 0-) + ± b@‘-^0*) + etc.,

tang - = 77Â ® — 7“ C® "AÀ , 0 2 y b 4“ \ 1 3o J7

Z=/6x0-^0’.

Soit T la valeur de O lorsque a = 00, ce qui est le cas de la 
parabolej on a pour déterminer T en t l’équation du troisième 
degré,

T3 — cJVÏ;
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laquelle donne 

3 ______ .
T — \/^t — c) y/g + c)ag +b3 

3 ______________________  
+ —c) y/g — V9G —c)’g + b* i

et si on fait
b'T , bT3 , T3

T'~ 4 + 5~ + M-5
■* y3 5

on aura 0 = TH- — + etc., et de là
r= lp+T‘Y+^

0_  T __  1 (Ty^ , T3 T'y 
a \/b a \ 4 ' 12V^ ’

x= '-(b-T^ + '-^ + ^-TT), 

y = T^b + - TVA).

Mais l’irrationnalité de l’expression de T empêchera toujours que 
ces formules ne soient d’un grand usage dans le calcul analytique 
des orbites paraboliques ou presque paraboliques.

a5. Il est bon de remarquer, relativement au mouvement para
bolique, qu’on peut déterminer le temps employé à parcourir un 
arc quelconque de la parabole, par une formule assez simple, qui 
ne renferme que la somme des rayons vecteurs qui répondent aux 
deux extrémités de l’arc, et la corde qui soutend cet arc.

En faisant a infini et 0 = r \/b, les formules précédentes donnent

6(£—c)y/g = b\/bÇ5r +r3}, r = tang*,

2r=Z>(1 4-T») ? aX = à(i —t“), Y — br.

Marquons par un trait les mêmes quantités rapportées à un autre 
point de la parabole; la différence t’—t, ou le temps employé à
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parcourir un arc de parabole contenu entre deux points donnés 
sera exprimé par la formule

6)^— ty/g = b {/b (34- t* 4- tt'4- t'Q (t'— r).

Or on a X=b— r, Y—\/2br— 6a, et si on nomme p la corde 
qui joint les deux extrémités des rayons r et 4, on aura

v' = (X'— X)* 4- (Y'— ry = (r' — r'y 
4r (\/zbr'— b* — \/2br — b*)*.

Soit, pour abréger,

U* — v* — {r1— fy, 
on aura ______ ____________

U = y/^br'— b* — y/^br— 6% 

équation d’où il s’agit de tirer la valeur de b.
Faisant disparaître les radicaux et ordonnant les termes par 

rapport à b, on a

b* 4- - bU^ (r'+r) 4- ^ = ° ’

d’où l’on tire

ou bien en multipliant le haut et le bas par r'4- — U*,

b _ 
2(/4"r — V — ÎP)

. \/sbr—b2 1
Maintenant on a r =----------- ; donc

T'~ r=£, et + = —

■donc
GÇt'— t) /g = ~~ [6b (r'4- r) — Z7a] ;
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substituant la valeur de b, cette quantité devient

[2(7-4- z-') 4- /[2(r'4- ?’) —.2^^—U"].

Donc enfin, en remettant pour U* sa valeur, et faisant r-^-r'—s,. 
on aura ___ ’ -___

, _  (25 + l/ô2 — v“) 1/(ai — 2 l/i* — )
---------------------êFï ’

expression qui peut se mettre sous la forme suivante, plus simple,

_ 2 __ (5—v)s
6^5

comme on peut s’en assurer en prenant les carrés.

26. Cette formule élégante a été donnée d’abord par Euler, dans 
le septième volume des Miscellanea Berolinensis. On pourrait 
la déduire du lemme X du troisième livre des Principes mathé
matiques en traduisant en analyse la construction par laquelle 
Newton détermine la vitesse qui ferait parcourir uniformément 
la corde d’un arc de parabole, dans le même temps que l’arc 
serait parcouru par une comète, et en observant que dans la 
parabole la demi-somme des rayons vecteurs qui aboutissent aux. 
extrémités d’un arc quelconque, est toujours égale au rayon vec
teur qui aboutit au sommet du diamètre mené par le milieu de 
la corde parallèlement à l’axe, plus à la partie de ce diamètre 
interceptée entre l’arc et la corde; d’où et du lemme IX on tire 
la valeur de ce dernier rayon, exprimée par la corde et par 
la somme des rayons vecteurs qui répondent à ses deux extré
mités.

On verra plus bas comment on peut étendre la même formule 
au mouvement elliptique ou hyperbolique.

27. Enfin l’équation entre ô et t est toujours résoluble par ap
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proximation, lorsqu’on suppose le temps t très-petit; on a alors 
pour 0, et par conséquent pour toutes les variables qui en dé
pendent, des séries ordonnées suivant les puissances de t, et 
qui seront d’autant plus convergentes que la valeur de t sera 
plus petite. Mais dans ce cas il est plus simple d’en tirer la solu
tion directement des équations différentielles en x, y, ' z et t de 

l’art. 9, en y faisant R = ^.

En regardant les variables x, y, z comme des fonctions de t, 
et supposant qu’elles deviennent x+x', y+y', lorsque t 
devient t+t', on a en général, par le théorème connu,

et il ne s’agira que d’y substituer les valeurs des différentielles de 
X,y, Z, déduites des trois équations

—n —— —J——o
dd r3 ’ dl^ ' r* ’ dd' r1 1

I ,
auxquelles on pourra joindre, pour simplifier le calcul, l’equation 
en r de l’article io, 

r 
aETr’-f-agr--------------D',

laquelle étant différentiée et divisée par zrdr, donne 

ajï+ê d. rdr—,— =o 
dt*

d’où, en différentiant de nouveau et faisant, pour abréger, 

■s = ^ , on a celle-ci :

dt^ 7

laquelle est tout-à-fait semblable aux précédentes.
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On aura ainsi, par des différentiations et des substitutions suc

cessives , 
d'x   gx 
dt* r3 ’
d'x __  3g* A sz 
dd ~ r5 * r* X dt ’

dix   /% SX É 5-5g< । g*\ v
dt* ~ \r5 X dt f )

, ! 3 ■ 3g5 dx 
' r5 * dt’

dbx __  / 3.3.5g sds 3.5.7gj3 3.5g*s\
' dt^ ~ \ X dt^ 7* ' ~7~Jx

, /3.3g ds 3.3.5gs* , ga\dx 
+ X dt f *"7Jdt’

et ainsi de suite.
On aura de pareilles expressions pour les différentielles de y 

et z, en changeant seulement x en y et z.

28. On fera donc ces substitutions, et comme les quantités x, 
y, z et leurs différentielles se rapportent, dans ces formules, au 
commencement du temps /, si on y change / en t, et qu’on dé
signe par x, y, z, r, s les valeurs de x, y, z, r, s qui répondent 
à Z = o, et qu’on suppose, pour abréger,

r3 2 r5 X2.3 ' \r5Xd£ r7 'r6/X2.3.4

+(■ 3.3.5gv^sds ( 3.5.7gs3 
r7 XJf râ

5-5gas\ *5
r» 7^2.3.4.5 etc.,

g t3 . 2.3gs t^
—? X ^3 “i5"- X Z3?4

/3-3g ds 3.3.5gsa
\ r5 ^dt r7

+ f6)X2.3.4.5 + €tC'7

on aura ces expressions:
♦

X^T+^^, y=yT+d̂ ^ ^T+d̂ .

Méc. anal. Tom. II. 5
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A l’égard des constantes s et que renferment ces expressions, 

il est bon de remarquer qu’elles se réduisent immédiatement aux 
constantes D et H, d’où dépendent les élémens a, b, c de l’or
bite elliptique, comme nous l’avons vu dans l’article 8. Car en 
rapportant au commencement du temps t les deux équations en r 
de l’article précédent, on a-

— agr = 2HV — 2H,

savoir :
s* = agr + 2TZra — Z?a, = aZT-f-J-,

et substituant pour H et D' leurs valeurs — et (art. 15), 
on aura

d’où l’on tire
i i . Js 7 r’ s*_ — _ _j—y b = ar - .
a r ' gat ’ a g

On voit par là que les quantités T et y ne dépendent que de la 
figure de l’orbite, et nullement de la position de son plan.

ag. Comme la quantité ou i est déterminée par une équa

tion différentielle semblable à celles qui déterminent x, on aura 
aussi pour cette quantité une expression semblable, en changeant 
seulement x et $ en s et On aura ainsi at at

at at

De là, en intégrant et ajoutant la constante r*,

r» = r* + 2s/T^+
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où les intégrales doivent être prises de manière qu’elles soient 
nulles lorsque i=o. On aura ainsi, en substituant les valeurs de 
T et if, et ordonnant les termes par rapport aux puissances de t,

etc.

Cette expression de r‘ doit être identique avec celle que don
neraient les valeurs de x, y, z; car puisque r" = x' +y*H-z*, 
on aura aussi

y = (x* + y 4-z-) T- + 2 ^+1^+^ rx
cZx’ 4- dy* -f- dz*

H--------- &-------*

Or x-+y + z-=r-, =9) et

£&£#!£ = 23 + ^ (art. 9)

= ^ + ^‘■“7) = ^ + !’

de sorte qu’on aura
t* = r‘T* + 2STF+ ( J+f)

valeur qui coïncide avec la précédente.

$ II.

Détermination des élérnens du mouvement elliptique, ou parabolique.

3o. Dans la théorie des planètes, on nomme élémens les six 
quantités constantes qui servent à déterminer la figure de l’orbite, 
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sa position par rapport à un plan fixe qu’on prend pour celui de 
l’écliptique, et l’époque ou le moment du passage par l’aphélie ou 
par le périhélie.

Soit, comme dans le paragraphe précédent, a le demi-grand axe 
ou la distance moyenne, et b le demi-paramètre; ces deux élé- 
mens déterminent la figure de l’orbite, et si on nomme e l’excen
tricité, ou plutôt le rapport de la distance des deux foyers au 
grand axe, on a b —a (y— e^, et par conséquent

Soit, de plus, c le temps qui répond au passage de la planète 
par le périhélie; cet élément, avec les deux précédens, servira à 
déterminer le mouvement elliptique, indépendamment de la posi
tion de l’orbite dans l’espace.

Pour déterminer cette position, soit k la longitude du périhélie 
comptée depuis la ligne des nœuds, c’est-à-dire, l’angle que la par
tie du grand axe qui répond au périhélie fait avec la ligne d’inter
section du plan de l’orbite, avec un plan fixe; cet élément déter
mine la position de l’ellipse sur le plan de l’orbite.

Soit enfin i l’inclinaison de ce plan sur le plan fixe auquel on le 
rapporte, et qu’en Astronomie on prend ordinairement pour l’éclip
tique ; nous le prenons dans nos formules pour celui des coordon
nées x, yy et soit h la longitude du nœud , c’est-à-dire, l’angle que 
l’intersection des deux plans fait avec une ligne fixe, que les astro
nomes supposent dirigée vers le premier point ü Arles, et que 
nous prenons pour l’axe des x.

Ces six quantités a, b, c, h, i, k sont les élémens qu’il s’agit 
de déterminer, d’après quelques circonstances du mouvement ellip
tique donné.

3i. Le cas le plus simple de ce problème est celui où on connaît 
la position du mobile, sa vitesse et sa direction dans un instant
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quelconque donné. Dans ce cas, les données sont les valeurs de 

x, y, z, ~ pour un instant donné, valeurs que nous dési

gnerons par les lettres romaines x, y, z, et il s’agira

d’exprimer par ces six quantités les six élémens a, b, c, h, h, i.

L’article 9 donne d’abord, en mettant —- à la place de fRdr, 
. , x dx dy dz du dy dzet changeant x, y, z, r, Tl, Tt en x, y, z, r,^,

et les articles 11 et 15 donnent

ad = Dsmisïnh, B = D sin i cos h, C — Dcosij

WM, h=-^

On aura ainsi immédiatement, par ces formules, les valeurs du 
demi-axe a, du demi-paramètre b, d’où l’on lire l’excentricité 

e = y 1 — p et les angles h et i-, et il ne restera qu’à connaître 

les quantités c et k.

3a. Il est bon de remarquer que la valeur de a et celle de b 
peuvent se réduire à une forme plus simple. En effet, il est clair 
que x^-f-y^-f-z'3 est le carré delà vitesse initiale, laquelle étant 
nommée u, on aura

I 2 U*
“ i. ■— “ —— ——
a r g ’

d’où l’on voit que le grand axe de la section conique, et par 
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conséquent aussi le temps périodique (art. 16) ne dépendent que 
de la distance primitive du corps au foyer attractif, et de la vi
tesse de projection.

A l’égard du paramètre zb, on a réduit, dans l’article n, la quan

tité D à la forme où d^ est l’angle décrit par le rayon r 

dans l’instant dt-, de sorte que rrf<h est le petit arc décrit par le 
même rayon, par conséquent est la vitesse perpendiculaire 

à ce rayon, et que le corps a pour tourner autour du foyer.
Si on désignait celte vitesse de rotation par v, on aurait 

r’cfo z t. —==rv=]/èb,
et par conséquent 

b = 
S

Ainsi le paramètre zb ne dépend que du rayon r et de la par
tie de la vitesse u, par laquelle le corps tend à tourner autour du 
foyer vers lequel il est attiré.

53. Pour trouver la valeur de l’élément c, qui détermine le 
temps du passage par le périhélie, on remarquera que cette cons
tante n’est entrée dans le calcul que par l’intégration qui a donné 
la valeur de r en t (art. 16).

Donc si on dénote par S la valeur de â qui répond à t — o , 
on aura par les formules de l’article cité, en y faisant ^=o, ce 
qui change r en r et 0 en 3,

/a?— c = y - x (3 — e sin.3 ), r = tt(i — ecosâ-).

Ainsi on aura par l’élimination de & la valeur de c en r, puisque 
d, et e sont déjà connues.

Enfin pour déterminer le dernier élément 7c, qui est aussi entré 
par l’intégration de l’équation entre r et $ (art. 15), on remar-
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quera d’abord que l’on a (art. 4), en changeant x, y en x, y, 
et rapportant l’angle <p au commencement de Z,

£ = tangp.

Ensuite l’article 7 donne

tang» =0 COS l

De sorte que h et i étant déjà connus, on aura par l’angle inter
médiaire <p, l’angle en x et y; et de là on aura k par l’équa
tion de l’article 15 rapportée à l’instant où i=o,

cos((p—1).

54. Si on connaissait deux lieux du mobile dans son orbite r 
avec le temps écoulé entre les instans où il a occupé ces deux 
lieux, on aurait aussi six données par les coordonnées qui ré
pondent aux deux points donnés de l’orbite, et les six élémens 
seraient aussi déterminés par les valeurs de ces coordonnées -, 
mais l’expression transcendante du temps empêcherait de donner 
une solution générale et algébrique du problème. On pourra seu
lement le résoudre par approximation, si l’intervalle de temps 
entre les deux lieux est assez petite, en faisant usage des formules 
de l’article 19.

Soient x, y, z les trois coordonnées du premier lieu dans l’or
bite, et x', y', z' celles du second lieu; en prenant r pour le temps 
écoulé entre les passages du mobile par ces deux lieux, on aura 
en général (art. 28)

x'=IT+^ y.= yT+ÿr, =

Supposons qu’on ne veuille porter la précision que jusqu’aux troi-
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sièmes puissances de t, on aura

3gs £3
~X6 ’

Comme l’expression de T renferme la constante s = 
xdx -4- ydy -4- zdz , . ,=-------, on commencera par la déterminer en ajoutant

ensemble les trois équations précédentes, après avoir multiplié 
la première par x, la seconde par y et la troisième par z : on 
aura ainsi l’équation

xx' 4- yy' 4- zz' = ra7’4- sZ^,

d’où l’on tirera la valeur de s qu’on substituera ensuite dans l’ex
pression de T.

Les valeurs de T et de Z^ étant connues, les mêmes équations 
donneront les valeurs des différentielles 4-; ainsi le pro-

dt 1 dt 1 dt' 1
blême sera réduit au cas précédent.

55. Enfin si on ne connaissait que trois rayons vecteurs r, 
r', r", avec les temps t et t' écoulés entre les passages par r 
et r' et par r et r" -, on pourrait encore déterminer l’orbite par 
les formules de l’article 29, en supposant les temps t et t' assez 
petits.

Car en faisant t = o pour la valeur de r, et ne poussant les 
séries pour les valeurs de r'* et r"a que jusqu’aux t3 et t'3, on
aura

équation d’où l’on tirera les valeurs r, s et Ces deux der

nières
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nières donnent tout de suite, par les formules de l’article 19,

1 1 , ds . r’ s*_ — b — 2X------------ ;
a r gdt ’ a g ’

ensuite on aura l’angle n compris le rayon r et celui du périhélie, 
par la formule (art. 15)

b — r 
cosn =-------- ,

re '

e étant

Si l’orbite était une parabole, on aurait a = 00, et par consé

quent — = — | ; alors il suffirait de connaître deux distances r 

et rjla première donnerait la valeur de r et la seconde la va
leur de s, par l’équation

36. Les élémens des planètes sont assez connus; c’est par des 
observations de longitudes et de latitudes qu’on les a détermi
nés; et la petitesse de leurs excentricités et de leurs inclinai
sons sur le plan de l’écliptique, a beaucoup contribué à faciliter 
ces déterminations.

En prenant ce plan pour celui des x et y, les angles <p et 4 
(art. 4) représentent, l’un la longitude du corps, et l’autre sa la
titude; et nous avons donné dans les articles 22 et 23, pour les 
valeurs de <p et 4 en des séries qui sont d’autant plus con
vergentes , que l’excentricité e et l’inclinaison i sont plus petites ; 
en prenant six observations, trois de longitude et trois de lati
tude correspondante, ou en général de longitude ou de latitude , 
à des instans donnés, on aura six équations par lesquelles on 
pourra déterminer les six élémens, du moins pour le soleil et la 
lune qui tournent immédiatement autour de la terre.

Méc. anal. Tom. II. 6
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Pour les autres planètes qui tournent autour du soleil, le cal

cul est un peu plus compliqué, parce que l’observation ne donne 
immédiatement que les longitudes et latitudes vues de la terre , 
qu’on nomme géocentriques ; mais en supposant le mouvement 
du soleil connu, on peut toujours déduire de chaque observa
tion une équation; de sorte que six observations suffiront, à la 
rigueur, pour la détermination des six élémens.

Ce problème est surtout important pour les comètes dont les 
élémens, lorsqu’elles paraissent, sont tout-à-fait inconnus; aussi 
depuis Newton, qui a le premier tenté de le résoudre, il y a peu 
de géomètres et d’astronomes qui ne s’en soient occupés. Ne pou
vant établir l’approximation sur la petitesse de l’excentricité et de 
l’inclinaison, comme pour les planètes, ils ont tous supposé que 
les intervalles de temps entre les observations sont très-petits, 
et ils ont donné des méthodes plus ou moins approchées pour 
déduire les élémens des comètes de trois longitudes et d’autant de 
latitudes observées. Comme celle que j’ai proposée dans les Mé
moires de Berlin, pour 1783, me paraît offrir la solution la plus 
directe et la plus générale du problème des comètes, je crois pou
voir la donner ici, mais un peu simplifiée et accompagnée de re
marques nouvelles; elle fournira une application importante des 
principales formules que nous avons développées dans le paragraphe 
précédent.

$ III.

Sur la détermination des orbites des Comètes.

Soit, dans un instant quelconque, R la distance de la co
mète à la terre, et l, m, n les cosinus des angles que la ligne 
ou le rayon visuel R fait avec trois axes perpendiculaires entr’eux 
et supposés fixes dans l’espace; on aura RI, Rm, Rn pour les 
trois coordonnées rectangles de la comète, parallèles à ces axes
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et ayant leur origine dans le centre de la terre. La quantité R sera 
l’inconnue, mais les trois quantités Z, m, n seront connues par 
l’observation de la comète, et devront être telles que l’on ait la 
condition

Z* 4- m' 4- n* = 1, 

parce que par l’hypothèse on doit avoir

R* = {RI Y 4- 4- {Rn)\

Soient de même p, A, p, v les quantités correspondantes rela
tivement au soleil, ensorte que pA, ppt, py soient les coordonnées 
rectangles du lieu du soleil par rapport à la terre, et parallèles 
aux mêmes axes; ces quantités doivent être censées connues par 
le calcul du lieu du soleil dans le même instant de l’observation 
de la comète, et l’on aura aussi la condition

A* 4- p-* 4- — i-

Enfin soient x, y, z les coordonnées rectangles du lieu de la 
comète par rapport au soleil, parallèles aux mêmes axes, et /-le 
rayon vecteur de son orbite autour du soleil ; il est visible qu’oh 
aura ces trois équations :

X — RI — pA, y = Rjh — pp.r z = Rn — fv ;

et comme r* = x* 4-y* 4- z*, 011 aura

r* — R2 4- p* —* %Rp {lA 4- w/4 4~ zzi1)..

Or on sait que l’expression ZA 4- 4- nv est celle de l’angle
formé entre les deux rayons R et p, partant du centre commun 
de la terre et dirigés, l’un à la comète, l’autre au soleil; de sorte 
que si on désigne cet angle par <r, on aura

r* = R1 — nRp cos a 4- p*.

Si donc on a trois observations de la même comète, faites à
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des intervalles de temps connus, on aura trois systèmes pareils 
d’équations qui contiendront chacun une nouvelle inconnue p, et 
les propriétés de la parabole donneront trois autres équations.

38. Ce qui se présente de plus simple pour cet objet, est d’em
ployer la formule donnée dans l’article a5, par laquelle on a le 
temps que la comète emploie à décrire un arc quelconque exprimé 
par la corde de l’arc, et par la somme des rayons vecteurs qui 
aboutissent à ses deux extrémités, et dégagée de tous les élémens 
de l’orbite ; car les trois intervalles de temps entre les trois obser
vations, prises deux à deux, donneront les trois équations de
mandées.

Nous marquerons par un trait les lettres qui désignent les quan
tités analogues dans la seconde observation ; nous aurons ainsi

= R1 — iRp' cos a' 4- p'a, et 5 = r 4- r'.

Pour la corde u de l’arc parcouru par la comète, dans l’intervalle 
des deux observations, il est clair qu’on aura

u' = (x'— x)* 4- 4- (y'—z/
~ r'* 4- ra —

En substituant pour X, y, z et pour x', y', z' leurs valeurs, on 
aura

xx’ H- yy' 4- zz' = RR (//'■+■ mm' 4- 7m'}
4- pp'(AA'+ pp! w') — Rp'(l^' P- mp>'+ nv') 
— R P {l'A 4- m'p -f- n'v}.

Or, par les théorèmes connus, l’expression II'mm'4- nu! doit 
représenter le cosinus de l’angle compris entre les deux rayons 
R et R partant du centre de la terre et dirigés aux deux lieux de 
la comète dans les deux observations, de même AA' 4- pp'4- vv' 
sera le cosinus de l’angle formé au centre de la terre par les deux
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rayons p, p' dirigés aux deux lieux du soleil, et ainsi des autres 
expressions semblables.

Donc si, pour plus de clarté, on imagine que les deux lieux 
apparens de la comète soient marqués sur la surface de la sphère 
par les lettres C, C', et de même les lieux apparens du soleil 
par les lettres S, S', et qu’on joigne par des arcs de grands cercles 
les quatre points C, C', S, S', il est évident que les arcs CS, 
CS1 représenteront les angles que nous avons dénotés par a et 
c' ; que les àrcs CC et NS1' représenteront les angles dont les 
cosinus sont //' 4- mm' + nn' et AX' 4- w', et qu’cnfin les
arcs CS' et C'A représenteront les angles dont les cosinus sont 
Zx' 4- nv et Z'A 4- m!p 4- n'v. Ainsi en considérant le qua
drilatère sphérique CC'SS' qui est censé donné par les deux ob
servations de la comète et par les deux lieux calculés du soleil, 
on aura

r* = R1 — aRpcos(CS) 4- p“, 
r'*— R'*— zR'p'cos(C'S') 4- p'*, 
u* = ra4~^—zRR'cosÇCC)—2pp'cos(AA')

— zRp'cos(CS')— zR'pcos (C'A);

donc, comme la différence t'—t des temps t et t' qui répondent 
aux deux observations, c’est-à-dire leur intervalle en temps, est 
censé donnée, on aura, par la formule de l’article cité, l’équation

. s a
£ __ (r + r+u)a-(r + /-u)» 

GVg ’

dans laquelle il n’y aura d’inconnues que les deux distances 
R et R'.

Si l’on a une troisième observation, pour laquelle les quantités 
analogues soient désignées par les mêmes lettres marquées de 
deux traits, on aura , par la comparaison de la première obser
vation avec celle-ci, une seconde équation tout-à-fait semblable,
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dans laquelle les lettres marquées d’un trait dans l’équation pré
cédente, le seront par deux traits, et qui ne contiendra que les 
deux inconnues 2? et R'.

On aura de même une troisième équation semblable, par la 
comparaison de la seconde observation avec la troisième, en ne 
faisant que marquer d’un trait, dans la première équation, toutes 
les lettres qui n’ont point de trait, et de deux traits toutes celles 
qui en ont un ; ainsi cette troisième équation ne contiendra que 
les mêmes inconnues R et R'-, de sorte que les trois équations 
ne contiendront que les trois inconnues R, R', R1, et suffiront 
pour les déterminer 5 mais quoique ces équations se présentent 
sous une forme assez simple, leur résolution offre des difficultés 
presqu’insurmontables, parce que les inconnues y sont mêlées 
entr’elles et renfermées dans diflerens radicaux.

5 g. Au reste, si on pouvait parvenir d’une manière quelconque 
à trouver les valeurs des rayons R, R, on aurait tout de suite 
le demi-paramètre b, qui, dans la parabole, est égal au double 
de la distance périhélie, par la formule (art. 26)

b = + rp .
2U + r' — |/ (r + r'P~ ’

et comme on a en général (art. io) l’équation Cz—^x—By—o, 

dans laquelle = sin A tangz, cos /z tangz (art. 11), on aura 
ces deux-ci :

z — (xsinA 4- y cos h} tang i = o, 
z' — (x'sin h + /cos 7z)tang z = o,

d’où l’on tirera facilement les valeurs de tangz et tang7z, ce qui 
doimèra la position du plan de la parabole, relativement au plan 
qu’on aura choisi pour les axes des x et y.

On peut même remarquer que par le moyen de ces équations,
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qui dépendent de ce que l’orbite de la comète est supposée dans 
un plan passant par le soleil, on peut d’abord réduire les trois 
inconnues à deux seulement.

En effet, si on fait, pour abréger,

L = tangzsin/z, Af = tangz cosÆ,

on aura, en substituant les valeurs de x, y, z, l’équation

Rn — pv = L (Kl — pA) -j- M {Rm — ppt), 
d’où l’on tire

„ __ v •—xL—p.M
? n—IL—mM’’

et l’on aura de même les expressions de R' et de R”, en mar
quant d’un trait et de deux traits les lettres, à l’exception de L 
et AZ, qui sont les mêmes pour toutes les observations.

De cette manière, les trois inconnues R, Rr, R" seront réduites 
aux deux L et AT, de sorte qu’il ne faudra employer que deux 
équations pour leur détermination, ce qui simplifie un peu la so
lution du problème.

4o. Pour la simplifier davantage, il ne paraît pas qu’il y ait 
d’autre moyen que de supposer les intervalles de temps entre les 
observations, assez petits pour qu’on puisse négliger plusieurs 
termes comme insensibles, ce qui ne donnera d’abord qu’une so
lution approchée, qu’on pourra rendre plus exacte ensuite, par 
de nouvelles corrections. C’est aussi ce qu’on a fait jusqu’ici dans 
toutes les solutions qu’on a données de ce problème.

En appliquant cette hypothèse à la solution précédente, la corde 
u deviendra très-petite, et en ne retenant que les deux premiers 
termes des radicaux qui entrent dans l’expression du temps t'—t, 
écoulé entre les deux premières observations, on aura
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ce qui donne

«‘(r+r') =

et il n’y aura plus d’autres radicaux dans cette équation, que ceux 
qui entrent dans les expressions de r et mais les équations 
entre les trois inconnues R, R', R”, ou entre les deux L, M, 
seront encore trop compliquées pour qu’on puisse les employer 
avec succès.

On peut conclure de là que ces inconnues ne sont pas celles 
dont l’emploi est le plus avantageux dans la question présente ; 
et lorsqu’on ne demande d’abord qu’une solution approchée, il 
est beaucoup plus simple de faire usage des formules que nous 
avons données dans l’article 28, pour le cas où l’on suppose le 
temps t très-petit.

4i. Pour appliquer ces formules à la détermination de l’orbite 
des comètes, il n’y aura qu’à y substituer à la place x,y,i les 
expressions données dans l’article 87, on aura ainsi en général

RI - =

Rm — pp = yT 4- J F, 

, dz Rn — pv = ïT + Tt V,

où les quantités x, y, z, J, répondent au commence

ment du temps t et sont regardées comme constantes, et où T 
et y sont des fonctions rationnelles de t, et des constantes r, 
dr d2r 
dt1 dt,2'

Comme le commencement du temps t est arbitraire, on peut le 
fixer au moment de la première observation; or, en faisant t=o, 
on a r=i et 0 = o; donc on aura pour la première observa

tion
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tion cc premier système d’équations

RI — pA — x,
Rm— pp. = y, 
Rn — pv = z.

Pour la seconde observation, distante, de la première, du temps t, 
on aura, en marquant d’un trait les lettres R, l, m, n, p, A, 
n, v, ce second système d’équations

RT — p'V = xP + J r,

Rm'— p'pc' = y T + $ R,
CLU

Rn' — p'v' — zR + ^R.

On aura des équations pareilles pour la troisième observation, 
distante, de la première, du temps f, en marquant de deux traits 
les lettres marquées d’un trait dans les dernières équations, et 
d’un trait les lettres T et R, pour indiquer que le t dont elles 
sont fonctions doit être changé en t on aura ainsi ce troisième 
système d’équations

RT — P"A" = xT+ J

R'm"— w — yr+d±

■RW - p'T = zT'+ ÿ R’. 
r ' at

On peut éliminer des premières équations de chacun des trois 

systèmes, les deux constantes x et et faisant, pour abréger,

tr _ py = r\ 
on aura

{RI— p^R" — {Rl'—pR)R' + {RT—p"R)R^o.
Mèc. anal. Tom. II. 7
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Éliminant de même les deux constantes y, des secondes équa
tions des mêmes systèmes, on aura

ÇRm-p^r" - + (lîT-p"A")^= o.

Et l’élimination des constantes z,^ des dernières équations de ces 

systèmes donnera pareillement

(Rn — — + (W —pV)X = o.

De ces trois équations on tire

„ pir' — + P"r"r
---  GA™ ,

Gy, ,

en supposant, pour abréger,

G = Im'ri' + mn'l' 4- nlW — ln!rd' — mh^—nm!t'^

et en dénotant par E, E', T" ce que devient G lorsqu’on y change 
n respectivement en A, pt, v, en à', pc', y' et en A", pc", y";

en dénotant de même par E,, r',r(, et par Ta, r', r" ce que 
G devient en faisant subir les mêmes changemens aux quantités 
f, m', n', ainsi qu’aux quantités analogues Z", m", n".

Maintenant les trois observations donnent aussi (art. 37, 38) 
les équations

R* — a7?p cos( GV) + p* = r*, 
R!' — sR’p'cosÇCS') 4- p'* = r'\ 
R"^ 2Æ"p"cos(C"£") + p"1 = r"\

Donc, si on y snbstitue les valeurs précédentes de R, R', R", on 
aura trois équations finales qui ne contiendront que des quantités 
connues, avec les quantités R", K', et r, r', r", qui sont
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ds données en fonctions du temps et des trois constantes r, s, ,

d’où dépendent les élémens de l’orbite (art. 28, 29); de sorte qu’on 
pourra déterminer ces trois constantes.

42. En ne poussant l’approximation que jusqu’aux quatrièmes 
puissances de t, on a

^=*-g^ + gs^+ 

et de même,

+ gs p+ete.;

et comme = TK'— KT', on trouvera

rr" - t' - t - g 4- - 0-W+/) , t --- l l g £^3 -f- b ^r5 ~T CIC.

En faisant ces substitutions dans les valeurs de R, R!, R"} et 
supposant Z' = mt, le coefficient m étant donné par le rapport 
des deux intervalles entre les trois observations, il est clair que 
la quatrième dimension de t disparaîtra par la division, et qu’ainsi 
il suffira d’avoir égard à la troisième dans les valeurs de r' et r".

Or on a en général, aux Z4 près,

ra = r* + asi + Z5 + etc.;

mais nous avons supposé que la première observation répond à 
t = o, et que les deux suivantes répondent aux temps t et t'—mt-, 
ainsi on aura

r» = r*, r'* = r* + 2s^ +

r"* = rs + 2/nst 4- m* ~ t* — m3 — t3.

On fera donc ces substitutions dans les trois dernières équations 
de l’article précédent, et rejetant les termes qui contiendraient
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des puissances de t supérieures à la troisième, on aura trois équar- 

lions entre les trois inconnues r, s et dont les deux dernières 

n’y paraîtront que sous la forme linéaire, de sorte qu’il sera très- 
facile de les éliminer et de réduire le problème à une seule équa
tion en r. C’est en quoi consiste le principal avantage de la mé
thode que nous proposons.

Si on voulait pousser l’approximation plus loin et avoir égard 
à un plus grand nombre de termes dans les valeurs de KV', 

ds 
7^", 7Jt, r"2, on aurait des équations où les inconnues s et ne 
seraient plus linéaires, mais monteraient successivement à des di
mensions plus hautes, ce qui rendrait leur élimination plus difficile 
et l’équation finale encore plus compliquée.

43. Pour donner là-dessus un essai de calcul, nous nous con
tenterons d’avoir égard, dans les valeurs de 7^, K'7^", aux 
troisièmes dimensions de t et de É, ce qui fera disparaître les termes 
affectés de l’inconnue s; nous ferons, pour plus de simplicité, 
g = i, en prenant la distance moyenne de la terre au soleil pour 
l’unité des distances, et représentant les temps par les mouvemens 
moyens du soleil (art. a3); et supposant t—mt, nous aurons

ts m mV
—6P> K —

Les valeurs de R, R!, R1 deviendront ainsi de la forme

___________ SPr? — Qt2___
Q6(m—i)r3—(m—ly’tQG ’

’ ___________6P^-
L6(m—i)r3—(m—i)VJG ’

V"— GPS-QS .
A (zn—i)V]G ’
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en supposant, pour abréger,

P = (m —i) pE — mpV 4- p'T",
Q = (m—i)3 pE — zn3pT' + p'T",

et dénotant par P,, Q, et P,, Qt ce que P et Q deviennent en 
y changeant E, E', r" en T,, r', T" et en r,, r', r".

Ces valeurs de R, B!, R', distances de la comète à la terre 
dans les trois observations, ne contiennent, comme l’on voit, 
que la seule inconnue r, rayon vecteur de la comète dans la pre
mière observation. Si donc on substitue la valeur de R dans l’équa
tion (art. 25)

jR’— zRp cos^CS) + p2 = r*,

on aura une équation finale en r, laquelle montera au huitième 
degré, et le problème sera réduit à la résolution de cette équation.

Ayant trouvé la valeur de r, on aura par les formules précé
dentes celles de Rr et R"-, de là on aura, par les formules de 
l’article 42, les valeurs des trois rayons vecteurs r, r', r", ainsi 
que celles des coordonnées x, y, z, et de leurs différentielles

^5 et on pourra déterminer l’orbite par les formules du 

$ II, ou si l’on aime mieux, par les formules trigonométriques 
connues, d’après les trois distances R, R', R' de la comete à 
la terre.

44. Les expressions des distances R, R', R" peuvent être sim
plifiées par la considération suivante. Comme la terre et la co
mète se meuvent autour du soleil, par la même force attractive 
de cet astre, si on nomme n, £ les coordonnées rectangles de 
la terre autour du soleil lorsque f=o, et qu’on désigne par 0, 
T ce que deviennent les fonctions T et P lorsqu’on y change 
les élémens de l’orbite de la comète en ceux de la terre, on aura,
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comme dans l’article 28, les trois équations

_fA = e@+Jr, 

- fM. = + * T,

-P’ +

parce qu’ayant dénoté (art. 24) par pA, p/z, pv les coordonnées 
rectangles du lieu du soleil par rapport à la terre, on aura—pA> 
— pp,, —pv pour celles de la terre par rapport au soleil.

Comme ces équations ne diffèrent de celles de l’article 28 que 
parce quex, y, z, T, sont changées en £, n, C, T et Que 
R y est nul, il est clair qu’on aura des résultats analogues, en 
faisant ces mêmes changemens dans ceux que nous venons de 
trouver dans l’article précédent. Ainsi, puisque les expressions de 
R, R', R', données à la fin de cet article, ne contiennent d’autre 
quantité dépendante des élémens de l’orbite que le rayon vecteur r, 
si on y change r en p, rayon vecteur de l’orbite de la terre, on 
aura R = o , R'= o, R' = o ; d’où l’on tire

GP = , GP. = , 6Pt =

Ces valeurs étant maintenant susbtituées dans les mêmes expres
sions de R, R', R", et négligeant, dans le dénominateur, le terme 
trop petit du second ordre (m — i)3Pa vis-à-vis du terme fini 
G(m — i)r3, on aura ces expressions plus simples :

R — __< A — A
1 — G(m— i)G\ p3 r3 / ’

DP_ Qf ( __£ \
6(m—1) G \ p3 r3 / ’

pu__  ( 1 _ 1 \
— 6(m— 1) G \ p3 r3 /

Si donc on substitue la valeur de R dans l’équation

R* — zRp cos (CA) + p’ — r’ = o,
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et qu’on fasse, pour abréger, 

quantité toute connue par les observations, en multipliant par p'r6, 
l’équation

X*(r3—p3)* — 2Kp4r3(r3—p3) cos(CN) + p6r6(p“ — rs) = o,

où l’inconnue r montera au huitième degré, mais qui, étant divi
sible par r — p, ne sera, après la division, que du septième degré.

Cet abaissement de l’équation en r est du à ce que nous avons 
représenté le mouvement de la terre, comme celui de la comète ? 
par des formules approchées où l’on a négligé les puissances de t 
supérieures à la troisième; il n’aurait pas lieu en employant la 
valeur de A de l’article précédent, dans laquelle les lieux du soleil 
sont supposés exacts, étant déterminés d’après les tables.

45. On peut ramener l’équation précédente à une construction 
assez simple. Ayant mené d’un point donné deux droites qui fassent 
entr’clles un angle égal à l’arc CS, distance apparente de la co
mète au soleil dans la première observation, et dont la première 

soit égale à , et la seconde égale à p; il s’agira de trouver dansF
la première un point tel, que la partie comprise entre ce point et 
l’extrémité de la même droite, soit à la droite entière comme le 
cube de la seconde droite est au cube de la droite qui joindra l’ex
trémité de celle-ci et le point cherché; alors cette dernière droite 
sera égale à r, et la partie de la première interceptée entre le 
point donné et le point cherché, sera égale à R. Car par cette 
construction on aura la proportion



Ù6 MÉCANIQUE ANALYTIQUE,
laquelle donne

et ensuite
i’ = vp1 — zpR cos (CN) + R*, 

d’où résulte l’équation ci-dessus en r.
Lambert est, je crois, le premier qui ait réduit le problème des 

comètes, envisage d’une manière approchée, mais exacte, à une 
équation unique à une seule inconnue. 11 y est parvenu par une 
considération ingénieuse, fondée sur ce que le lieu apparent de 
la comète, dans la seconde observation, s’écarte du grand cercle 
mené par les lieux apparens., dans la première et dans la troi
sième observation; et la détermination de cet écartement l’a con
duit directement à une construction analogue à celle que nous 
venons de donner, et qui se réduit à une équation en r du 
septième degrp. Voyez les Mémoires de l’Académie de Berlin pour 
l’année 177].

Connaissant ainsi les valeurs de r et R, on aura

R' = ^R, R"=^R,

et les deux équations (art. 4o et 4i)

R'2 — sR'p' cosÇC'S' ) + //* = r' = r‘ + ( 2/ — ^s + t' , 

’ÿy + m‘l‘ ,

donneront les valeurs des constantes s et et de là celles des at1
élémens a et b de l’orbite, par les formules (art. 22) de l’article 28, 
2a étant le grand axe, et 2b le paramètre.

46. Si on suppose l’orbite parabolique, on aura a infini, ce 

qui donne = — A Dans ce cas, les deux dernières équations
ne
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ne contiendront plus que l’inconnue s, laquelle étant éliminée, 
on aura une nouvelle équation en r qui devra avoir une racine 
commune avec celle qu’on a déjà trouvée, ce qui servira à faci
liter la recherche de cette racine.

En adoptant d’abord, pour les comètes,l’hypothèse de la para
bole , il sera préférable de faire dépendre la solution uniquement 
de cette dernière équation, parce qu’elle a l’avantage d’etre exempte 
de la quantité G, qui est très-petite du troisième ordre, lorsque les 
intervalles de temps t et t', ou sont très-petits du premier, 
comme on le verra plus bas, de sorte que les erreurs des obser
vations d’où celte quantité dépend, peuvent y avoir une influence 
très-grande.

En faisant, pour abréger,

(Çay _ -, mQ,p'coS(<7V) — (\P"cos(CT) _ N 
~ .---- IVL, y >

et négligeant les termes affectés de t3 dans les coefficiens de p, 
l’élimination de cette quantité donnera l’équation en R

MR' — NR —p"1 — (zn— i)r* = m(m—i) y = ° » 

qui, étant combinée avec l’équation

R* — zRp cos ( CS) -f- p* — r* = o, 

donnera, par l’élimination de R, une équation en r du sixième 
degré -, et si, dans la combinaison des deux équations, on néglige 

le carré du terme m^in, — i)~-, qui serait du quatrième ordre, 

l’équation finale ne montera plus qu’au cinquième degré. On pour
rait même, dans la première approximation, négliger ce terme, 
qui n’est que du second ordre; alors l’équation finale ne serait plus 
que du quatrième degré, et pourrait se résoudre directement par 
les méthodes connues.

Méc. anal. Tom. II. 8
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La valeur de r donnera celles de R, R', R”, et de là celles de s, 

par les formules de l’article précédent, et comme on suppose a 
infini, on aura

b = 2r — sa,

où le demi-paramètre b devient double de la distance périhélie 
de la comète.

47. Après avoir réduit le problème des comètes à des équations 
finales à une seule inconnue, il reste à examiner les quantités qui 
doivent être supposées connues; ces quantités sont:

i°. Les trois rayons p, p', p", qui représentent les distances du 
soleil à la terre dans les trois observations, et qui doivent être 
calculées par les tables du soleil.

2°. Les quantités G, T, F', T", T,, T', T", Ta, F', F", d’où dé
pendent les valeurs de P, Q, P,, Q,, P*, Qa (art. 4i et 43) ; celles-ci 
doivent être déterminées par les trois observations de la comète 
et par le calcul des lieux du soleil; mais on peut les ramener à 
des expressions plus simples, qui en rendront la détermination 
beaucoup plus facile.

Commençons par la quantité G, dont les autres ne sont que 
des dérivées; on a (art. 4i)

G = Iniri'4- nuit' 4- ni'ni' — liini' — ml'n" — nm'P ;

le carré de cette expression peut se mettre sous la forme

G' = (Z* 4- 4- na) (Z'a 4- ni' n'3) (1"“ + ni'* 4- «"*)
4- -\-mni-\-nn!\lV-\-mni'+nn!") (J! I"+ni ni' -}-riri')
— (i 4- ni 4- n3) {H' -p ni ni' 4- n'n")*
— (h4- ni'+n'") {II" 4- mm" 4- mi' )a
— (Z"a-f- zn"a4-n"a) ( U' 4- mni 4- nn' )a,

comme on peut s’en convaincre par le développement. Or par la
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nature des quantités Z, m, n, Z', zzz', 11, l', m!', n!' (art. 57),

Za 4- m* + zz* = 1, Z'a 4- zn'a 4- zz'a = 1, Z"‘ 4- m"* + = 1 •

Donc, faisant pour abréger,

L = II! 4- mm! 4- zzzz', 
L' = ZZ" 4- mm!' 4- zzzz", 
L"= Z7"4- m'm"+ n'n", 

on aura
G* = 1 4- *LL'IC — U— L* — L".

Or nous avons déjà remarque ( art. 38 ) que la quantité 
II! 4- mm' 4- zzzz' est égale au cosinus de l’angle compris entre les 
deux rayons R et R' dirigés vers la comète dans les deux pre
mières observations, angle que nous avons désigné par le côté CC' 
du triangle sphérique CC'C", supposé tracé sur la sphère en joi
gnant par des arcs de grands cercles les trois lieux apparens de 
la comète dans les trois observations. Ce triangle est entièrement 
donné par les observations de la comète, de quelque manière qu’elles 
aient été faites ; et nous pouvons regarder comme connus ses trois 
côtés CC, CC", CC, ainsi que les angles C, C, C, qui sont 
respectivement, opposés aux côtés C'C", CC" et CC.

On aura donc
L = cos (CC') , 

et de même

L’ — cos(CC"), L" = cos (C'C"),

et l’expression de la quantité G* deviendra

G* = 1 4- 2C0s(CC') x cos (CC") x cos(C'C") 
— cos(CC')a — cos (CC")a — cos (C'C").

Cette expression de Ga peut encore se réduire à une forme 
plus simple; car il est facile de se convaincre, par le dévelop-
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pement des termes, qu’elle est la meme chose que celle-ci :

cos (CC'+ CC") — cos (C'C") x cos (CC'—~CC*) — cos (C'C), 

laquelle, par les transformations connues, devient celle-ci :

x si„ (ÇÇ=^+cç^ x sin
formule très-commode pour le calcul logarithmique.

Si l’on veut employer les angles du même triangle, on peut 
avoir encore une expression plus simple de la quantité G-, car 
on a, par les formules connues,

cos (C'C") = cos(CC')xcos(CC") + sin(CC')xsin(CC")xcosC;

si on fait cette substitution dans la première expression de G*, 
on aura, après les réductions,

G* — sin (CC)* x sin (CC")1 x sin C1, 
et par conséquent, en tirant la racine carrée,

G = sin (CC') x sin (CC") x sin C.

On peut trouver de la même manière

G = sin (C'C") X sin ( C'C) x sin C 
= sin (C"C) x sin (C'C") x sin C".

Il est facile de prouver que la quantité G n’est autre chose que 
la solidité prise six fois de la pyramide triangulaire qui a le som
met au centre de la sphère dont le rayon est supposé égal à l’unité, 
et qui s’appuie sur le triangle sphérique CC'C", c’est-à-dire, qui a 
pour base le triangle rectiligne formé par les cordes des trois arcs 
CC', CC", C'C". Car si on considère une des faces triangulaires 
de celte pyramide, celle, par exemple, qui a pour base la corde de 
l’arc CC', on aura jsin(CC') pour l’aire de ce triangle isoscèle.
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Ensuite si on considère la face adjacente qui a pour base la corde 
de l’arc; CC", il est visible que l’inclinaison mutuelle de ces deux 
faces sera égale à l’angle C du triangle sphérique; par conséquent 
la perpendiculaire menée de l’angle C" sur la première face sera 
égale à sin(CC") x sin C. Cette perpendiculaire devient la hau
teur de la pyramide, en la supposant couchée sur la première 
face égale à ^sin(CC'); donc la solidité de la pyramide sera égale 

à j sin (CC') x sin(CC') x sm C, et par conséquent égale a •$.

48. Nous dénoterons en général par le symbole (CC'C") la fonc
tion des côtés et des angles de tout triangle sphérique CC'C", par 
laquelle nous avons exprimé la quantité G.

Ainsi ayant marqué sur un globe les trois lieux apparens de la 
comète C, C, C", donnés par les trois observations, et formé le: 
triangle sphérique CC'C", on aura tout de suite

G = {CÔ'C"}..

Si ensuite on place sur le même globe les trois lieux du soleil 
S, S', S", dans les trois observations, et qu’en joignant ces lieux 
et ceux de la comète par des arcs de grands cercles, on forme 
différens triangles sphériques SCC-, S'C'C", etc., il est facile de 
voir, par ce que nous avons dit dans l’article 4o, relativement 
aux quantités T, F', T", Tr, T,', F), Fa, F(, F(, que les trois pre
mières seront données par des fonctions semblables des triangles 
SCC", S'C'C", S"CC"-, que les trois autres seront données par de 
pareilles fonctions des triangles CSC", CS'C", CS"C", et que les trois 
dernières le seront par de semblables fonctions des triangles CCS, 
CCS', CCS". On aura donc ainsi, d’après la même notation,

r = {scc"}, 
r,= {esc1}, 
r.= {ccs},

F' = {S'C'C"}, 
r; = {cs'C"}, 
c^ccs'y,

r" = {s"CC"}, 
r; = {cs"C}, 
r; = {ccs"}.
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Ces quantités ne dépendent, comme l’on voit, que de la po

sition mutuelle des lieux apparens de la comète et du soleil, et 
comme elles sont les seules qui entrent dans les équations qui dé
terminent les élémens absolus de l’orbite, notre analyse a l’avan
tage de séparer la détermination de ces élémens de celle des autres 
élémens qu’on peut appeler relatifs, parce qu’ils se rapportent à 
la position de l’orbite dans l’espace.

4g. On peut remarquer encore que les expressions que nous 
venons de donner ont lieu quelle que soit la position des lieux ap
parens de la comète et du soleil; mais lorsque, comme nous 
l’avons supposé, les lieux de la comète sont peu distans entr’eux, 
les arcs CC, C'C" seront très-petits, et l’angle C compris entre 
ces arcs, sera peu différent de deux droits; il serait égal à deux 
droits si la terre et la comète décrivaient, dans l’intervalle de la 
première à la troisième observation, des lignes droites, parce 
qu’alors les trois lieux apparens de la comète seraient dans un 
même grand cercle. Les sinus de CC, C'C et de C seront donc 
très-petits, et la quantité G= sin (CC'xsin (C'C")xsinC' sera 
très-petite du troisième ordre; mais les quantités

T = sin (SC ) x sin (SC ) X sin A,
T' = sin (A7CQ x sin (S'C"') x smA', etc.

ne seront que du premier ; et comme d’ailleurs il n’entre dans la 
valeur de G que des quantités dépendantes des lieux apparens de 
la comète, au lieu que les quantités F, T', etc. dépendent en par
tie des lieux du soleil, qui, étant donnés par les tables, peuvent 
être regardés comme exacts; il s’ensuit que la valeur de la quantité 
G sera toujours beaucoup plus sujette à erreur, que celles des quan
tités r, r', etc., et qu’ainsi il conviendra, autant qu’il est possible, 
de l’éviter, comme nous l’avons montré dans l’article 46.

5o, Nous remarquerons enfin que comme l’observation d’une 
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comète donne ordinairement son ascension droite et sa déclinai
son, si on veut employer immédiatement ces données dans nos for
mules, il n’y aura qu’à supposer que les trois axes auxquels nous 
avons rapporté les rayons R, R', R'j dirigés vers la comète, et les 
rayons p, p', p", dirigés vers le soleil, soient dirigés, le premier vers 
l’équinoxe du printemps, le second à angles droits sur le plan de l’é
quateur et suivant l’ordre des signes, et le troisième vers le pôle bo
réal de l’équateur; alors nommant a l’ascension droite delà comète, 
d sa déclinaison dans la première observation, et de même a l’ascen
sion droite du soleil, J1 sa déclinaison au même instant, il est facile 
de voir qu’on aura

l = sin a cos tZ, m = sin a cos <7, n = sintf,
A — sin a cos cT, p, = sin a cos y = sin /.

De là on aura (art. cité)

cos (CA) = Za 4- 4- nv
= cos(a—a)coscZcoscP + sint?sincP, 

et pareillement

cos(C'A') = cos(aA—a^cos d'cos 4- sintZ'sin cf',
cos (C'A") = cos(a"—a")cos(Z'/coscP"4-sinJ"sincr'", 

en marquant, comme nous l’avons fait, par un trait et par deux 
traits les quantités analogues qui se rapportent à la seconde et 
à la troisième observation.

On aura de la même manière

cos( CC') = cos(a — a')cos d cos d'4- sin d sin d', 
cos(AA') = cos(a — az)cos cos tf’4" si11 sin cE, 
cos(CA') = cos(a—a')cos(Zcoscr'4-sinc?sinJ'', 

et ainsi des autres cosinus.
Si ensuite on substitue ces mêmes valeurs de Z, m, n, if, m'.
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n, t', 771!', n" dans l’expression de G, on aura

G = cos <7 cosd' sincT'sin Ça!—a) 
— cos d cos 4" s in d'sin (a'— a) 
4- cos d'cosd'smd sin (a"—a') 
= cos dcos d'cos g?1 [sin(a'—Gz)tangzZ" 
— sin Ça"— a) tangc?' + sin(a"— a') tango?],

et l’on en déduira les valeurs de F, F', r", en changeant a et d 
en a et <P, en a' et en a" et eU; celles de F,, F', F", en fai
sant les mêmes changemens sur a' et d', et celles U, F', Fa, en 
faisant ces mêmes changemens sur a!', d". On aura ainsi

F = cos /cos d'cosd" [sin Ça'— a!) tango?"
— sin Ça!'— a) tang d' + sin Ça!'—a') tang /], 

F,= cos d cos cT cos d" [sin (a— a) tang g?"
— sin Ça!'— a) tang <T+ sin (a"— a) tang c?], 

F» — cos d cos d'cos d" [sin Ça'— a} tang d'
— sin (a —■ a) tang d'+ sin (a— a'} tang S'],

et pour avoir les valeurs de T', F', F', et de F", r', Fa, il n’y 
aura qu’à marquer, dans les expressions de T, F,, Fa, les lettres 
a et cf d’un trait et de deux traits.

Il est inutile d’observer que si, au lieu des ascensions droites 
et des déclinaisons, on avait pour données les longitudes et les la
titudes, il n’y aurait qu’à substituer ces données à la place de celles-là 
dans les mêmes formules; l’orbite se trouverait alors rapportée à 
l’écliptique, au lieu de l’être à l’équateur.

5o. Après avoir calculé ces valeurs, on calculera celles des 
quantités Q, Qo par la formule de l’article 4a, et si on veut 
employer la méthode de l’article 44, comme la plus courte, on 
aura tout de suite l’équation finale en r, dont la résolution ne

sera



SECONDE PARTIE, SECTION VIL 65
sera pas difficile, en la réduisant pour la première approximation 
au quatrième degré.

Si les intervalles entre les observations étaient égaux, on aurait 
t' = 2 F, et par conséquent m—2, ce qui donnerait

Q = pF — 8pT' + p'T" 
— _ 6pT' + ù3.pr, 

en désignant par la caractéristique la différence seconde des 
quantités pF, pT', p'T", dans lesquelles il n’y a que les quantités 
relatives au soleil qui varient. Or comme on suppose les obser
vations peu distantes entr’elles, les différences de ces quantités 
seront très-petites, par conséquent la différence seconde A“.pF sera 
très-petite du second ordre et pourra être négligée vis-à-vis de la 
quantité finie —• 6pT', ce qui réduira la valeur de Q à cette seule 
quantité; et on pourra faire les memes réductions sur les quan
tités analogues Q,, de sorte qu’on aura simplement

Q = -6pT', 6pT;, Q4 = -6pTj,

ce qui abrégera encore le calcul de la première approximation.
A l’égard de la mesure dmtemps, comme ce temps doit être repré

senté par le mouvement moyen du soleil, si on veut l’exprimer 
en jours moyens, il suffira de multiplier le nombre des jours et 
des décimales de jours par l’angle du mouvement moyen du soleil 
dans un jour, réduit en parties du rayon. Cet angle est de 5g' 8",3, 
et donne en parties du rayon le nombre 0,0172021, par lequel il 
faudra donc multiplier les intervalles de temps t, réduits en jours 
moyens.

Méc. anal. Tom. II. 9
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CHAPITRE II.

Sur la variation des élémens des orbites elliptiques produite par 
une force d’impulsion, ou par des forces accélératrices.

5a. Un des premiers et des plus beaux résultats de la Théorie 
de Newton, sur le système du monde, consiste en ce que toutes 
les orbites des corps célestes sont de même nature, et ne diffèrent 
entr’elles qu’à raison de la force de projection que ces corps peuvent 
être supposés avoir reçue dans l’origine des choses. Il suit de 
là que si une planète ou une comète venait à recevoir une impul
sion étrangère quelconque, son orbite en serait dérangée; mais il 
n’y aurait que les élémens, qui sont les constantes arbitraires de 
l’équation, qui pourraient changer; c’est ainsi que l’orbite circu
laire ou elliptique d’une planète pourrait devenir parabolique ou 
même hyperbolique, ce qui transformerait la planète en comète.

Il en est de même de tous les problèmes de Mécanique. Comme 
les constantes arbitraires introduites par les intégrations dépendent 
de l’état initial du système, qui peut être placé dans un instant 
quelconque, si on suppose que les corps viennent à recevoir pen
dant leur mouvement des impulsions quelconques, les vitesses pro
duites par ces impulsions étant composées avec les vitesses déjà 
acquises par les corps, pourront être regardées comme des vitesses 
initiales, et ne feront que changer les valeurs des constantes.

Et si au lieu d’impulsions finies, qui n’agissent que dans un ins
tant, on suppose des impulsions infiniment petites, mais dont l’ac
tion soit continuelle, les mêmes constantes deviendront tout-à-fait 
variables, et serviront à déterminer l’effet de ces sortes de forces, 
qu’il faudra regarder comme des forces perturbatrices. On aura 
alors le problème dont nous avons donné une solution générale 
dans la cinquième Section, et que nous appliquerons ici aux or
bites des planètes.
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§ I.

67

Du changement produit dans les élémens de l’orbite d’une planète.
lorsqu’elle est supposée recevoir une impulsion quelconque.

55. Nous avons vu dans le paragraphe II du chapitre précédent, 
comment on peut exprimer tous les élémens du mouvement el
liptique d’une planète, par des fonctions des coordonnées x, y,

z, et de leurs différentielles qui expriment les vî-
(IL cil (Il

tesses suivant les directions de ces coordonnées. Si donc on sup
pose qu’une planète, pendant qu’elle se meut, reçoive dans un 
lieu quelconque de son orbite, une impulsion qui lui communique 
les vitesses x, y, z suivant les mêmes coordonnées et tendantes 
à les augmenter, il n’y aura qu’à mettre dans les mêmes fonc- 
lions * + * + i, à la place de J, fet l’on 

aura les élémens de la nouvelle orbite que la planète décrira après 
l’impulsion.

Si à la place des coordonnées rectangles x,y, z, on prend, 
comme dans l’article 5, le rayon vecteur r, avec les angles 4 
et p, dont le premier, 4, soit l’inclinaison de r sur le plan fixe 
des x,y, et dont l’autre, <p, soit l’angle de la projection de r 
sur ce plan avec l’axe fixe des x, les expressions de l’orbite de
viennent plus simples.

En effet, en substituant 7"cos4cos(p, 7'cos4sin<p et 7'sin4 à 
la place de x, y, z, on trouve pour les élémens a, b, h, 1,

s P (cos 4- +
r gA2

r* (cos + d^) 
^de ’
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7 sinackb — si cos J, cos Gt/tp
tang h =-------y?------ . .---t- ? 0 costpcty—sm^ cos 4/sin 7

tan" i = + sinC08
13 cos ^dip

Dans ces formules, les expressions différentielles —■ et 

représentent les vitesses dans la direction du rayon r, dans 

une direction perpendiculaire à ce rayon et parallèle au plan de 
projection, et dans une direction perpendiculaire à ce même plan.

54. Prenons, pour plus de simplicité, le plan de projection dans 
le plan même de l’orbite, et supposons que la vitesse reçue par 
l’impulsion soit décomposée en trois, l’une suivant le rayon r, 
l’autre perpendiculaire à ce rayon dans le plan de l’orbite, et la 
troisième perpendiculaire à ce plan. Si on désigne la première 

par r, la seconde par r<p et la troisième par 7'4 , on aura les 
élémens de la nouvelle orbite après l’impulsion, en mettant dans 
les expressions précédentes dr-^-rdt, dtp-^-ÿdt, d^ -\--\dt a la 
place de dr, dtp, d^ , et faisant 4 = °, ^4 = °j aI°rs la posi
tion de la nouvelle orbite se trouvera rapportée au plan de l’or
bite primitive.

Soient ^4, B, H, I ce que les élémens a, b, h, i deviennent 
pour la nouvelle orbite, on aura

1 __  2 d[(d<p 4- ipdty-^-^dQ 4- (dr 4- rdty
A r ^dt,^ ’

n d i(d<p + ^dty 4- WJ

~ . g^2

UngI=^L_, 
dtp 4- <pdt
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donc 7/=<p; en effet, il est clair que le nœud de la nouvelle 
orbite avec l’orbite primitive doit être dans le lieu où se fait 
l’impulsion.

Si on fait aussi 4 = 0 et ^==o dans les expressions des élé- 
mens primitifs a et b, on a

i _ 2 r*d<ÿ-\- dr1 , __  rWçi*
a' r ^dlü ’ * gdta ’

et de là on tire
dtp __  ^b dr __  A i b

\Zgdt r2 ’ gdt V r a t*'

En substituant ees valeurs, on aura les élémens de la nouvelle 
orbite exprimés par ceux de l’orbite primitive et par les vitesses 

r, rÿ, 7’4 produites par l’impulsion.

55. Supposons maintenant qu’on demande l’impulsion nécessaire 
pour changer les élémens primitifs a, b en A et B, et pour rendre 
la nouvelle orbite inclinée à la première avec l’angle I, il ne 

s’agira que d’avoir les expressions <p, 4? r en A, I et a, b, r;- 
Les formules que nous venons de trouver donnent

Soit u la vitesse imprimée par l’impulsion, et soient a, y les', 
angles que la direction de l’impulsion fait avec trois axes dont l’un 
soit le rayon r prolongé , l’autre perpendiculaire à ce rayon dans 
le plan de l’orbite primitive et dans le sens du mouvement de là 
planète, et le troisième perpendiculaire au même plan, on aura
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par le principe de la décomposition, zzcosa, zzcos/3, zzcosy pour 
les trois vitesses suivant ces axes, lesquelles sont aussi celles que 

nous avons désignées par r, /•<? et /Q- On aura donc

u cos a = r, u cos /3 = rq, u cos y — ?'4 ;

d’où l’on tire, à cause de cos a’ 4- cos /33 4- cos y2 = 1,

Donc, si on fait pour abréger,

on aura
u = \/g(-— y. — -— —cosl—a//), 

v °\r A a ra 17 /

cos a = ^^Vg, 

n 1/B cos I—cos/3 = X----- ——v—\/l,

\/B sin / /-
C0S? - —— Vg.

Mais si on voulait rapporter la direction de l’impulsion à deux 
autres axes placés dans le plan de l’orbite primitive, dont l’un 
serait perpendiculaire et l’autre tangent à cette orbite, alors en 
nommant t l’angle que la perpendiculaire à l’orbite fait avec le 

rayon vecteur r, et dont la tangente est exprimée par les 
vitesses imprimées suivant ces deux axes seront

r cos t — r<p sin g et r sin e 4- rp cos t, 

la vitesse suivant le troisième axe perpendiculaire au plan de l’or
bite demeurant la même. Si donc on désigne par a' et par /3' les
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angles que la direction de l’impulsion fait avec ces nouveaux axes r 
on aura

z/cosa' = z'cosê — résine, 
zzcos/3' = r sine z’^cosê; 

oi’ on a
, dr fr

d’où l’on tire, en substituant la valeur de f,

et de là on aura
a' — F[/b 

VVO GÇ ~ .......*

ur

COS r*Ff+ \/ Bb X COS T

ur2
a

où l’on remarquera que Vgx ^/- — \ est la vitesse dans l’or

bite primitive.
A l’égard des signes ambigus des radicaux qui entrent dans ces 

dr formules, on remarquera, 1’. que y étant la valeur de , ex

prime la vitesse suivant le rayon r, dans l’orbite primitive, et 
que F exprimera la vitesse suivant ce rayon dans la nouvelle 
orbite ; ainsi il faudra prendre ces quantités positivement ou néga
tivement, suivant que les vitesses qu’elles représentent tendront 
à augmenter ou à diminuer le rayon r, c’est-à-dire, à éloigner ou 
à rapprocher le corps du foyer.

2°. Que —- étant = représente la vitesse circulatoire au-
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tour du foyer dans l’orbite primitive, et que de même repré

sentera la vitesse circulatoire dans la nouvelle orbite, et cos JT 

sera cette vitesse circulatoire rapportée au plan de l’orbite pri
mitive. Ainsi en prenant \/è positivement, il faudra prendre l’autre 
radical \/B positivement ou négativement, suivant que la nouvelle 
orbite sera, par rapport au plan de l’orbite primitive, dans le même 
sens que dans cette orbite, ou en sens contraire, c’est-a-dire, 
suivant que le mouvement dans la nouvelle orbite sera direct ou 
rétrograde , relativement au mouvement dans l’orbite primitive.

56. Lorsqu’on voudra appliquer ces formules aux planètes et aux 
comètes, on fera g=i, en prenant la distance moyenne de la 
terre au soleil pour l’unité des distances, et la vitesse moyenne 
de la terre dans son orbite , pour l’unité des vitesses. Cette 
vitesse est à peu près de 7 lieues, de a5 au degré, par seconde. 
La vitesse d’un boulet de 24, au sortir du canon, est d’environ 
i4oo pieds, ou 233 toises par seconde, laquelle est aussi à peu près 
celle d’un point de l’équateur dans le mouvement diurne de la 
terre, celle-ci étant de 258 toises par seconde. Donc si, pour 
rendre nos estimations plus sensibles, nous prenons pour unité 
cette vitesse d’un boulet de 24, laquelle est à peu près d’un dixième 
de lieue, la vitesse de la terre dans son orbite sera exprimée par 
le nombre 70; par conséquent il faudra multiplier par 70 la va
leur il de la vitesse d’impulsion.

Voyons quelle peut être la plus grande valeur de il.
En nommant e l’excentricité de l’orbite primitive, et l’ano

malie vraie qui répond au rayon r, on a (art. 15)

__ b __  «(1 —e1) 
i-f-ecosip i-f-ecos<p’

donc
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donc

1 __ l — e*
a r(i 4- e cos<p)‘

Ainsi la plus petite valeur de f sera c, et de même la plus 

petite valeur de ~ sera —en nommant E l’excentricité de la 

nouvelle orbite. Donc la plus grande valeur des termes —A— 1 
sera —+ e. et cette expression aura lieu aussi pour les orbites 

hyperboliques où E et e surpasseraient l’unité.
Par les mêmes formules on a ^ = i + ecos<p, dont la plus 

grande valeur est 1-}-<?; la plus grande valeur de - sera de même

1+jE; donc la plus grande valeur de ~~ sera

mais il est facile de prouver que (1+ car

la différence de leurs carrés est ±(E—e)a; donc on aura toujours

a^lib a+E+e 
r* r '

Il faut encore chercher les plus grandes valeurs de f et F. Or 
les plus petites valeurs de et de — étant » la plus grande 

valeur de / sera et de même la plus grande valeur de F 
bÆ sera < /—;

V r
Donc, puisque dans les expressions de u, \/b, \/B, f et F peu

vent avoir les signes -4- ou —, en prenant positivement les termes 
qui contiennent ces radicaux, et donnant aussi à cos I sa plus grande 
valeur 1, on aura

Méc. anal. Tom. II.
r

1»
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/GCette limite se réduira à </-, lorsque l’orbite primitive sera 

circulaire ou presque circulaire comme celles des planètes, et que 
la nouvelle sera parabolique comme celles des comètes.

57. Les principales circonstances du mouvement des planètes 
autour du soleil, nous portent à croire qu’elles ont eu une origine 
connue; c’est le contraire pour les comètes; elles n’ont de com
mun entr’elles que le mouvement dans une parabole, ou, en général, 
dans une section conique; et elles paraissent avoir été jetées au 
hasard dans l’espace.

Ne peut-on pas supposer que la cause qui a produit nos pla
nètes en a produit en même temps un plus grand nombre d’autres 
placées au-delà de Saturne, et décrivant des orbites semblables, 
comme Uranus, mais dont plusieurs seront devenues ensuite co
mètes, en éclatant par une explosion interne; car une planète 
étant brisée en deux ou plusieurs morceaux, par la force de l’ex
plosion, chacun de ses morceaux recevra une impulsion qui lui 
fera décrire une orbite differente de celle de la planète; et pour 
que cette orbite soit parabolique, il suffira que la vitesse imprimée 
par l’explosion n’excède pas 70 y/| fois celle d’un boulet de canon. 

Pour Saturne on a r=9, et pour Uranus r=ig : en supposant 
r= , il suffira d’une vitesse moindre que 55 fois celle d’un bou
let qui n’est produite que par une poignée de poudre.

L’hypothèse d’une planète brisée par une explosion interne, a 
déjà été proposée par M. Olbers, pour expliquer la presqu’égalité 
des élémens des quatre nouvelles planètes, et ce qui pourrait la 
confirmer, ce sont les variations de lumière qu’on observe dans 
ces planètes, et qui, en indiquant un mouvement de rotation, in
diquent en même temps que leur figure n’est pas de révolution 
comme celles des autres planètes ; que par conséquent elles ne 
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pouvaient pas être fluides, mais qu’elles devaient être déjà durcies 
lorsqu’elles sont devenues planètes comme elles le sont dans l’état 
actuel.

Si on suppose l’orbite primitive circulaire, et l’orbite changée 
par l’explosion, elliptique mais peu différente d’un cercle, et peu 
inclinée au plan de l’orbite primitive, et qu’on n’ait égard qu’aux 
premières dimensions de l’excentricité E et du sinus de l’inclinai
son /, ou a

__  y jE^fsin <!>“ 4- | cos <!>“)+ sin I*—

E sin * „ ÆcosO sin ZCOS a = ----— cos — , cos y — ,
u/r ’ r u\/r

l’angle étant celui que le rayon r fait avec le rayon du 
périhélie.

Ainsi, puisque les excentricités et les inclinaisons des planètes 
ne gardent entr’elles aucune loi, et n’ont de commun que leur 
petitesse, on pourrait supposer que les orbites des planètes ont 
été circulaires dans leur formation, et qu’elles sont devenues en
suite elliptiques et inclinées par l’effet de petites explosions in
ternes. En effet, si un petit morceau m de la masse M d’une 
planète en avait été détaché et lancé avec une vitesse capable 
d’en faire une comète, la planète n’aurait reçu en sens contraire

a niqu’une petite vitesse qui aurait pu changer son orbite cir

culaire en elliptique et inclinée, comme celles de nos planètes, et 
la même impulsion aurait pu produire aussi quelque changement 
sur sa rotation, comme nous le verrons plus bas.
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$ IL

Variations des élémens des planètes produites par des forces 
perturbatrices.

58. Supposons maintenant que les impulsions qui changent les 
constantes arbitraires soient infiniment petites et continuelles : ces 
constantes deviendront variables, et on pourra, de cette manière, 
réduire l’effet des forces perturbatrices des planètes, aux varia
tions des élémens de leurs orbites.

Soient X, Y, Z les forces perturbatrices décomposées suivant 
les directions des coordonnées rectangles x, y, z, et tendantes à 
augmenter ces coordonnées; ces forces engendreront pendant 
l’instant dt les petites vitesses Xdf Ydt, Zdt, qu’il faudra ajouter 

aux vitesses ~, dans l’expression de chacun des élémens
Cil Cil Cil’

a, b, c, etc., comme dans l’article 5a. Mais comme ces vitesses 
additionnelles sont ici infiniment petites, elles ne produiront dans 
les élémens que des variations infiniment petites, qu’on pourra 
déterminer par le calcul différentiel.

Faisons, pour abréger,

— v' & — v' — — 2' • 
dt — x ’ dt V dt ’

chacun des élémens sera exprimé par une fonction donnée de x, 
y, z, x', y', z'. Soit a un quelconque de ces élémens, on aura 
sa variation dar en augmentant x', y', z' des quantités infiniment 
petites Xdt, Ydt} Zdt-, on aura ainsi

et l’on aura de pareilles équations pour les autres élémens de l’or
bite b, c, h, i, k.
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Pour faire usage de ces équations, il faudra substituer à la place 

des variables x, y, z, x', y', z', leurs valeurs en if et en a, b, 
c, etc. données par les formules trouvées dans le chapitre pre
mier; on aura ainsi autant d’équations du premier ordre entre le 
temps t et les élémens a, b, c, etc., devenus variables, qu’il y 
a de ces élémens, et il ne s’agira plus que de les intégrer.

Si on voulait introduire directement les forces perturbatrices 
dans les équations de l’orbite primitive, (art. 4), il n’y aurait qu’à 

ajouter respectivement les quantités X, Y, Z aux termes JR ~ r 
rdr i . ». .A 5ÿ’ Æs e ces eQuatl0ns- Ainsi on peut regarder les équations 
précédentes entre les nouvelles variables a, b, c, etc., comme 
des transformées des équations en x,y,. z; mais ces transforma
tions seraient peu utiles pour la solution générale du problème. 
Leur grande utilité est lorsque la solution rigoureuse est impos
sible, et que les forces perturbatrices sont très-petites; elles four
nissent alors un moyen d’approximation que nous avons exposé 
d’une manière générale dans la cinquième Section.

5g. Cette approximation, fondée sur la variation des élémens, 
est surtout applicable aux orbites elliptiques des planètes, autant 
qu’elles sont dérangées par l’action des autres planètes, et les 
géomètres l’ont souvent employée dans la théorie des planètes et 
des comètes; on peut dire que ce sont les observations elles- 
mêmes qui l’ont fait connaître, avant qu’on y eût été conduit par 
le calcul; elle a l’avantage de conserver la force elliptique des or
bites , et même de supposer l’ellipse invariable pendant un temps 
infiniment petit, de manière que non-seulement le lieu de la pla
nète, mais aussi sa vitesse et sa direction ne soient point affectées 
de la variation instantanée des élémens.

En effet, en regardant les coordonnées x,y, z comme des
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fonctions du temps et des élémens a, b, c, etc., devenues va
riables, on a par la différentiation

*=È *+È È *+
et il est facile de prouver que la partie qui contient les varia
tions da, db, etc. devient nulle par la substitution de la valeur 
de da donnée ci-dessus, et des valeurs semblables de db, de, etc. 
Car en faisant ces substitutions dans les termes da + ^dbA-etc.,

da db 1 7

et ordonnant par rapport aux quantités X, Y, Z, on aura

/ dx da dx db , dx de , \ .
\da^ dx' db^ dx' de dY C^CQ

, / dx da dx db , dx de , x \ ,+ + x + etc.) Ydt
, / dx da dx db , dx de \ „ ,+ ^TY^db^dd+dx ^^-Y^Zdty

Mais en regardant d’abord x,y, z, x', y', z! comme fonctions 
de a, b, c, h, i, k, et ensuite a, b, c, etc. comme fonctions 
de x, y, z, x', etc., on a

dh + etc,

d3 =Xada+Mdb+'didc+ J^+etc., 
etc. ;

da = dx + $ dy + £ dz + ~ dx'+etc., 

di dy+ld- d-'+^-> 

etc.

Substituant dans 1 expression de dx, dy, etc. ces valeurs de da, 
db) etc., on doit avoir des équations identiques; par conséquent il
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faudra que les termes affectés de dx', dy', dz', dans les expressions 
de dx, dy, dz, deviennent nuis, ce qui donnera, par rapport à dx, 
les équations identiques

dx da 
da dx'

, dx db , dx de , .1- X r? + t X + etc. = O,1 db dx de dx

dx da
da dy 

dx da
da X dd

, dx db . dx de . . „+ +etc. = o,

, dx db , dx de , . -
^3ïx^ + *xrf7 + etc- = o'

On aura donc simplement, dx=^ dt, et l’on trouvera de la même 

manière dy~it dt, dz = ^ dt, comme si les constantes a, b, c, 
dt 7 al 7

h, etc. ne variaient point.

60. Lorsque les forces perturbatrices viennent des attractions 
d’autres corps fixes ou mobiles, et que ces attractions sont pro
portionnelles à des fonctions des distances, alors si on désigne, 
comme dans l’article 8 de la Section V, par — £1 la somme des 
intégrales de chaque force multipliée pâr l’élément de sa distance 
au centre d’attraction, et qu’on regarde la quantité £1 comme fonc
tion de x, y, z les forces X, Y, Z sont de la forme 

je donne ici le signe 4- à la quantité Cl, parce que j’ai supposé que 
les forces X, Y, Z tendent à augmenter les distances x, y, z, au 
lieu que dans les fonctions — Cl les forces perturbatrices, diri
gées sur des centres , sont supposées tendre à diminuer les dis
tances des corps à ces centres.

Dans ce cas, qui est celui de la nature, les variations des élé- 
mcns a, b, c, peuvent s’exprimer d’une manière plus simple, en
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employant, au lieu des différences partielles de £1 relatives à x, 
y, z, ses différences partielles relatives à a, b, c, etc., après la 
substitution des valeurs de x,y, z en tel a, b, c, etc. ; c’est cette 
considération qui a fait naître la nouvelle théorie de la variation 
des constantes arbitraires.

Si on regarde x, y, z comme fonctions de a, b, c, etc., on 
aura 

da da da , da db . da
dx da X dx ' db dx de

da____ da da . da db , da
dy da dy ' db X dy de

da __  da da । da db . da
dz da dz ' db dz de

de .xa + etc.,

de .
Xç + etc.,

xÿ + etc.;

et ces valeurs étant substituées dans l’expression de da de l’ar
ticle 58, à la place de X, Y, Z, elle deviendra

, / da da . da da , da da\da y

. / da db da db . da db \ da ,
+ (î? x s+y x Ty+s x z) db dt

, / da de , da de . da de X da j+ {d^^r^Ty+dr  ̂

etc.

On peut faire disparaître de cette expression les termes multi

pliés par par la considération que £1 ne contenant point 

les variables x', y', z', on a

da 
dx

_ da
' da

da
X dx' ■

da
1 db

db
*dx'~

, da 
de

de
X dŸ 4- etc. = o,

da 
~dÿ

_ da 
da X

da 
dy'

da
1 db X

db 
dy'

da
' de

de 4- etc. = o,

da 
dx!

_ da 
da X

da 
dd

d^L
1 db X

db । 
dz' 1

da
1 de

de 4- etc. = o.
Donc
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Donc, si on soustrait de la valeur de da la quantité 

f da da . da da , da da\ ,, 
{s- x E + x % + d! x *)*,

qui est nulle, on aura

etc,

da~ J
da db , da db , da db A

| dx' X dx ' dy' dy ' dz' dz 1 da ,

1 da db da db da db [db

4“ 5

< dx dx' dy dy' dz dz' J
da de , da de da de A

1 dx' dx dy' X dy dz' dz ( da »,

1 da de da de da de ( de
< dx deç' dy dy' dz dz' J

Cette expression de da est en apparence plus compliquée que 
la formule primitive d’où nous sommes partis; mais elle a, d’un 
autre côté, le grand avantage que les coefficiens des différences 

partielles ~, etc. deviennent indépendans du temps t, après 

la substitution des valeurs de y, Z, x',y', z' en fet a, b, c, etc. 
données par le mouvement elliptique de la planète, comme on 
peut s’en assurer par la différentiation, en faisant varier le temps t 
dans les coefficiens.

61, En effet, puisque a est censé fonction de t, x, y, Z, x', 
et que x,y, z, x', yr, z' varient aussi avec t, de manière 

que ~ = x' = y' et — — — d- ilL1 dt ’ dt— Tt^" et dt ~ dx’ dt ~~ dy’ 
dz' dP

-par les équations différentielles du problème (art. 4), 
il s’ensuit qu’on aura, en différentiant par rapport à t,

j da / d^a . d^a , . d^a , d*a ,
’ dx \ dxdt dx* X dxdy dxdz Z

— d‘a sz dD— d'a dr dr"\d/
dxdx' dx dxdy' dy dxdz’ da)

Méc. anal. Tom. II. n
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Mais a étant une des constantes arbitraires introduites par l’in
tégration des mêmes équations, sa différentielle relative à t doit 

devenir identiquement nulle par les mêmes valeurs de ~ 
dz -ion aura donc

da . d(i » , da i । da »

dx X dx dy' dy dz'^dz ° ’

équation identique qui subsistera, par conséquent, en faisant va
rier séparément x, j, z, x', y', z'.

Faisons varier x ; on aura donc aussi

d^a I ' I d‘a ' | d'a !
dxdt'dx* $ ' dxdy J ' dxdz% 

d^a d7 d^a dV d^a dV
dxdx' dx dxdy dy dxdz' dz '

_ da d^ da d2L _da d'V —
dx' X dx1 dy' dxdy dz' dxdz

Donc la valeur de la différentielle de ~ se réduira à
dx

? da   da da
dx dx' dx" dy'

d-r
dxdy'

da d*7 
____XZ ------------ 
dz! ' dxdz

On trouve de la même manière
da__  da 
dy dx' 

da__  da 
dz dx'

dxdy

dxdz

da 
ty 
da 
dÿ

d>7 da d'7
dy1 dz' dydz 7

d^V da d!7
dxdz ' dz' dx1’

On aura ensuite

j da d'a 
dx dx dt

d^a
"^d^ >

d^a d^a
dxdx’ * “ dydx' J 

dJ7 _ d'a dV 
dx dx' dy' dy

d^a t 
dzdx'

d^a d_7.
dx'dz! dz! ’
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mais en faisant varier x' dans l’équation identique da = o, et ob
servant que la fonction est supposée ne pas contenir les va
riables x', y 

z'

\ z', on a
d'a । da । d"a xi . d’a f ! d^a 

dydx! dzdx' 'dx! dt dx dxdx'
d'a dr d'a dj^ d'a dy

X dx dx'dy' X ---- — -------------- V-------  
dy dx'dd dz = O

donc on aura simplement 

i da   da 
dx' dx ’

et l’on trouvera de la même manière

d. da __ da
d/ dy’
da __ dad.

On aura des expressions semblables pour les différentielles 
d‘fz’ d‘^^ d.^, en changeant seulement

a en b, et ainsi pour les autres quantités semblables.

Si maintenant on différentie le coefficient de dt dans l’ex- 

pression de da de l’article 60, et qu’on y substitue les valeurs 
qu’on vient de trouver pour les différentielles de ÿ, ÿ, 

, . dx1 dy’ dz'
da da da J
dx’’ dy’ d^’ on verra d abord que les termes qui contiendront 
les différentielles de ~ ~ se détruiront mu-

dx 1 dx ' dy ’ dy' ' dz ’ dz

tuellement, et que les termes qui contiendront les différentielles 
, da db , , ■
üc dx* dx’ etc- ctant ordonnes par rapport aux différences par
tielles de se détruiront aussi mutuellement dans chacun des 
coefficiens de ces différences partielles.
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D’où l’on peut conclure que le coefficient de dans l’exprcs- 

sion de da, sera constant à l’égard du temps Z, et ne pourra être 
qu’une fonction de a, b, c, etc., apres la substitution des valeurs 
de x, y, z, x', y\ z! en a, b, c, etc. et t-, de sorte que la va
riable t disparaîtra d’elle-même, et qu’il suffira d’y substituer les 
valeurs de x, y, Z, x', y\ z! qui répondent ou a t — o, ou à une 
valeur quelconque de t.

On prouvera de la même manière que le t disparaîtra des autres 
coefficiens des différences partielles de O, dans la même expres
sion de da. Ainsi la variation de a sera représentée par une 
formule qui ne contiendra que les différences partielles de £1 par 
rapport à b, c, etc. multipliées chacune par une fonction de a, b, 
c, etc. sans t. Et la même chose aura lieu à l’égard des variations 
des autres constantes arbitraires b, c, h, etc.

Ce résultat important, que nous venons de trouver à posteriori, 
n’est qu’un cas particulier de la théorie générale de la variation des 
constantes arbitraires, que nous avons exposée dans le paragraphe 
second de la Section cinquième ; et nous aurions pu le déduire 
immédiatement de cette théorie; mais nous avons cru qu’il n’était 
pas inutile de montrer comment on peut y arriver, en partant 
des formules qui donnent directement les variations des élémens 
dues aux forces perturbatrices, et surtout comment ces variations 
acquièrent une forme simple et élégante par la réduction des 
forces perturbatrices aux différences partielles d’une même fonc
tion , relatives à ces mêmes élémens regardés comme variables.

62 . Nous avons supposé, dans l’article 60, que les forces X, 
Y, Z pouvaient s’exprimer par les différences partielles d’une 
même fonction £ï, relatives à x, y, z. Cette hypothèse simplifie 
le calcul, mais n’est pas absolument nécessaire pour son exact!-
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tude, puisque les équations différentielles sont toujours indépen
dantes de la nature des forces accélératrices du mobile ; il s’agit 
seulement de savoir ce qu’on doit substituer a la place des diffé
rences partielles de n relatives aux constantes arbitraires a, b, 
c, etc. Or ces constantes n’entrent dans la fonction £1 que parce 
qu’elles entrent dans les expressions des Variables x,y,z, dont 
fl est supposé fonction ; ainsi on aura

da da dx 
da dx da

Jn dy .-7- X / + 
dy da

da
dz

dz
da ’

et remettant X, Y, Z à la place de , on aura

da dx . dy , dz
Ta - X Ta 1 Ta + Z Ta ’

quelles que soient les valeurs de X, Y, Z. Il en sera de même 

à l’égard de etc.*, en changeant a en b, c, etc.

En général, si on dénote par la caractéristique cf les variations 
de £1 relatives aux constantes arbitraires a, b, c, etc., on aura

cPq = xJx + rJy + z/z-,

et si on suppose que les forces perturbatrices soient R, Q, P, etc., 
tendantes à des centres dont les distances respectives soient r, 
q, p, etc., ce qui donne

— dû = RtZr -4- QcZq + PtZp + etc. -,

on aura aussi, relativement aux constantes arbitraires,

— JH = Rcfr + Qcfq H- PJ> + etc.

Je donne ici à d£l le signe —, parce que les forces R, Q, P, etc. 
sont supposées tendre à diminuer les distances r, q, p, etc-, au 
lieu que les forces X, Y, Z sont supposées tendre à augmenter
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les lignes x, y, z, comme nous l’avons déjà observé dans l’ar
ticle 60.

65. Pour appliquer les formules générales de l’article 18 de la 
Section citée, aux élémens d’une planète, il n’y a qu’à considérer 
que les coordonnées x,y, z étant indépendantes, doivent être prises 
pour les variables £, 4, <P; et comme il n'y a qu’un seul corps 
mobile dont la masse m peut être supposée égale à l’unité, on aura 
simplement, comme dans l’article 5,

T = —. 
donc

— x' dT _ , dT _ , 
dx' 1 dy' ~ ’ dz' *

Ainsi les constantes a, /3, y et À, /z, y, qui représentent les va
leurs de x, y, z et de x', y', z' lorsque t=o (art. 12, Sect. V), 
seront ici x, y, z, x', y', z' (art. 27), et les variations des élémens 
a, b, c, etc. deviendront de la forme

*> =( 5 + (a, c) + etc. ) dt,

db = (-(a, 6) g + (b, c)^ + etc. ) dt, 

etc.,

les coefficiens représentés par les symboles Ça, b), Ça, c), etc. 
étant exprimés ainsi :

etc.

da db , da db , da ’ db
Ça, ^dx'^ dx >-27 x dx

da dè , da db , da db
dx X dx' dy

x

dz dï' ’

da de , da de ,। da deÇa, c) = dx'>< dx + dÿ dz
da de da de . da de

dx' + ~dj x H^X dz' ’
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On voit que ces expressions de da, db, etc. coïncident avec 

celles que nous avons trouvées ci-dessus (art. 60), si ce n’est qu’à 
la place des lettres x, y, z il y a les lettres x, y, z, qui repré
sentent les valeurs de x, y, z lorsque test égal à zéro,.ou à une valeur 
quelconque, puisque le commencement du temps / est arbitraire, 
ce qui revient au même, parce que les coefficiens (a, à), (a, c), etc. 
devant êtreindépendans de i, les quantités a, b, c, etc. doivent 
être les mêmes fonctions de x, y, z, x',y', z' que de x, y,z, 
x', y', z'.

64. Comme les quantités x, y, z, x', y', z' sont aussi des cons
tantes arbitraires, on peut les prendre à la place des six cons
tantes a, b, c, h, i, k. Changeant donc a en x, b en x', c en y, 
h en y', etc., on aura

(x, x')= — 1, (y,/) = —1, (z, z,) = —1,

et tous les autres coefficiens (x, y), (x, z), (x', y), etc. devien
dront nuis5 de sorte que les variations de x, y, z, x', y', z' seront 
représentées par ces formules très-simples

dz = — ~dt,

dx! = ~ dt, dy' dt, dt! dt, ctx ay CtZ

lesquelles résultent aussi de celles auxquelles nous sommes par
venus directement dans l’article t4 de la cinquième Section ; ainsi 
il y aurait toujours de l’avantage à employer ces constantes à la 
place des autres constantes a, b, c , etc.

Mais quelles que soient les constantes a, b, c, etc., elles ne 
peuvent être que des fonctions des constantes x, y, z, x', etc. 5 
donc réciproquement on peut regarder celles-ci comme fonctions



88 MÉCANIQUE ANALYTIQUE.
de celles-là. On aura ainsi 

da __  da dx . da dy . da dz
da dx X da dy X da ' dz da

da dx' da dy' . da dz' .
' dx! X da *" dy' X da ‘ dz' da ’

donc substituant les valeurs de g, , etc. de l’article précè

dent, on aura
+%dy' + %di! 

da _ da ' da J da

dx — Jv — — dï. da C da d da

Or x, y, z, x', etc. étant fonctions de a, b, c, etc., on a 

dx=^da+^db+^dc + ^., 

M=-Sdda + ^db + ^dc + ctc'' 

etc.

Substituant ces valeurs et ordonnant les termes par rapport aux 
variations da, db, de, etc., on aura

d^dt=.[a, b]db + [a, c]dc H- [a, h]dh + etc., 

où les symboles [a, b], [a, c], etc, sont exprimés par ces for
mules :

ctc.

[a, 6] = dx 
da X

dx' 
~db

! dy
* da X

dv' 
db

dz 
‘ da

dz'
X ~db

— dx' 
da X

dx 
~db

dy’ 
da X

dy 
db

dz'
~~ da

dz
X ~db ’

[a, c]« dx 
da X

dx’ 
de da X de

dz 
da

dz'
*-dï

dx' dx dy' dz' dz

da X de da X de da X ~d^' ’

Oa
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On aura de même, à cause de [b, a] = — [<z,

— [a, b]da + \b,c\dc + [b, h]dh H- etc. , 
r, , dz dx dy dy' , dz dz'

C] — "db * dç db * de db X de

(*) Voyez les Mémoires de la première Classe de l’Institut pour 1808. 

Méc. Anal. Tom. II. 12

dx' dx dy' dy_ ___  dz' dz
db X de db de db de ’

et ainsi de suite, en changeant simplement les quantités a, b, c, 
h, i, k entr’elles, prises deux à deux, et en observant que l’on a 
en général [b, a] = — [a, b] ; de sorte que la valeur des sym
boles ne fait que changer de signe par la permutation des deux 
quantités qu’ils contiennent.

Si on compare les valeurs de ces symboles marqués par des 
crochets carrés, avec celles des symboles analogues marqués par 
des crochets ronds (art. 63), on y remarque une analogie singu
lière, qui consiste en ce qu’elles sont exprimées de la meme manière 
en différences partielles de a, b, c, etc., relatives à x, x', y, etc., 
ou de x, x', y, etc. relatives à a, b, c, etc.

65. Ces dernières formules sont celles que j’avais trouvées direc
tement, dans mon premier Mémoire sur la variation des constantes 
arbitraires (),  et elles résultent aussi immédiatement de la for
mule de l’article 12 de la Section V, laquelle, en faisant les substi
tutions indiquées ci-dessus (art. 61), se réduit à

*

&.£ldt = AxcFx' H- AyJy + ûzcfz' 
— △x'cfx — Ay'^y — △z'J'z.

Dans cette formule, les différences marquées par J' doivent se 
rapporter aux variations de toutes les constantes arbitraires a, b, 
c, etc. ; mais les différences marquées par △ peuvent se rapporter
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à la variation de chacune de ces différences en particulier (art. 10, 
Sect. citée). Ainsi on aura, en rapportant la caractéristique △ suc
cessivement à a, b, c, etc.,

et de même en changeant a en b, c, etc.
Mais on a

= ^da + db + % de + etc.,

cTx' = — da + db -f- ~ de -f- etc.,

et de même pour J*y, J'y', ffz, Jz'; en faisant ces substitutions
dO> do, , A r» 1 ' • 1on a pour -r-, -77, etc. les memes formules trouvées ci-dessus.

Mais une conséquence importante qui résulte de ces formules, 
c’est que la variation de la fonction £1, en tant qu’elle dépend de 
celle des élémens a, b, c, etc., est toujours nulle. En effet, si 
dans la différentielle

on substitue les valeurs de etc. en etc., on trouve
da1 db ’ at dt } 7

que tous les termes se détruisent, ce qui est un résultat très-re
marquable.

66. Comme la solution du problème principal dans lequel on 
n’a point égard aux forces perturbatrices, doit donner les valeurs 
des variables x, j, z en t, avec les constantes arbitraires a, b, 
c, etc., il n’y a qu’à faire d’abord t= o dans ces valeurs et dans 
celles de leurs différentielles relatives à t, et prendre ensuite leurs
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différences partielles relatives à a, b, c, etc. On a ainsi facilement 
les coefficiens des différences da, db, etc. dans les valeurs de 
^dt, ^dt, etc., et il ne s’agit plus que de chercher ces diffé^. 

ronces mêmes par des éliminations linéaires, comme je l’ai pra
tiqué dans le Mémoire cité, à l’égard des élémens des planètes.

A cet égard, les formules de l’article 62 paraissent avoir de 
l’avantage, en ce qu’elles donnent directement les mêmes diffé
rences; mais elles demandent d’abord qu’on ait les expressions 
des constantes arbitraires a, b, c, etc. par les variables x, y, Z 
et leurs différentielles , ce qui, dans plusieurs cas , ne peut s’ob
tenir que par des éliminations d’un genre supérieur aux linéaires; 
ensuite, après avoir pris leurs différences partielles relatives à x, 
y, z, x',y', z', il faut y remettre les valeurs de ces variables en 
û, 6, c, etc., puisqu’on dernière analyse les coefficiens (a, b) , 
Ça, c), etc. doivent devenir des fonctions de a, b, c, etc. sans t,. 
ce qui constitue l’essence et la force de cette analyse.

Quoi qu’il en soit, ayant donné, dans le paragraphe I, des ex*- 
pressions fort simples des coordonnées x, y, z en t et a, b, c, 
h, i, k, nous y appliquerons les formules du dernier article, pour 
en déduire les variations des élémens a, b, c, etc., comme nous 
l’avons pratiqué dans le Mémoire cité, parce que le calcul par 
ces formules acquiert une simplicité et une élégance qu’il n’aurait 
pas, à beaucoup près, par les autres formules.

67. Reprenons les expressions de x, y, z données dans l’ar
ticle 13,

# -— AT/3 Y, y -f-@1 Z, z atX@tZ t 

dans lesquelles (art. 17),

X=#(cos&—e), Y—ax/i— e’xsinô.
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l’angle ô étant déterminé par l’équation (art. 16)

b 3
t — c = t/- X (9 —esinô). 

V ë

Ces formules ont l’avantage que les trois élémens de 1 oibite, a, 
b, c ne se trouvent pas dans les quantités variables X, K, et sont 
par conséquent séparées des trois autres élémens h, i, k, qui 
dépendent de la position’ de l’orbite, et dont les coefficiens a, P, 
a', etc. sont fonctions (art. 13).

Considérons d’abord la formule

dx , dx' d.y dy' dz dz* 
^~db

dx' dx dy’ dy dd_
~da ~db ~dü ~db da db’

et substituons - y les valeurs de X, y, z données ci-dessus; en
faisant

dx
— dt ’

dY 
— dt ’

on aura pour x', y, z' les mêmes expressions, où les quantités 
X, K seront marquées d’un trait; et comme les constantes 
b n’entrent que dans X et K, on aura

dX' 
da

dx' 
da

dx _ dX . ^dY ,
da ~ da da *
dx dX 4- dY
db ~~ db db ’

dY' 
da ’

dx' __ dX' , n dY
-db ^^-db^P-db’

et changeant a, /3 en at, & et en a,, &, on aura les valeurs

dy etcda’ da ’ CtC’

Ces différentes valeurs étant substituées dans la formule précé
dente, et ayant égard aux équations de condition

a» 4- < 4- *’ = j , 4- # 4- = i, a/3 4- a.,S, 4- — °>
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qui ont lieu entre les coefficiens a, fl, a,, etc. (art. 14); cette 
formule se réduira à la forme

dx XX ^-dY- XXL—XX XX — XX^JX

où l’on voit que les quantités a, fl, a.', etc., qui dépendent de la 
position de l’orbite, ont disparu.

On aura un pareil résultat par rapport aux différences partielles 
relatives à c, et il n’y aura qu’à changer dans la formule précé
dente a et b en c.

Si donc on substitue dans X, Y, X', Y' leurs valeurs en t, 
qu’ensuite on fasse t égal à zéro ou à une quantité quelconque déter
minée , et qu’on désigne par X, Y, X', Y' ce que X, Y, X', Y' 
deviennent, on aura (art. 64)

r 7-1 dX.dY dY' dX dX dY dYL», £>J — d~ x db ~t~da x dù da db da db,

et l’on aura de même les valeurs de [a, c], [b, c], en changeant 
b en c et a en b dans les différences partielles.

68. Or on a

X = a(cos0 —<?), Y = a\/i — e* sinSj

donc puisque X' = y on aura

X' — — a sin 0 , Y' = a \/1 — e* X cos 0

Mais l’équation
(ï—c)\/f3 = 0—esinÔ

donne, par la différentiation,

dt 1—ecosô’
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donc on aura

v'__  < /I v sînfl V'__  « /gC1"Osz cosS,
V a i — ecosâ’ V a —ecosb’

Il faut maintenant différenticr ces formules en faisant varier les 
trois constantes a, e, c ; nous dénoterons par la caractéristique J' 
les variations relatives à ces constantes; ainsi on aura d’abord

(t — c)d. \/4-sinS^e — \/ ^dc
------------_--------—Y_^_.

i — e cos 8 7
ensuite

JX = — a sin 0J9 + cos ^da — d.(ae),

= a\/i — e1 cos ôcTâ+sin Qd.(a\/i—e’)j

JX' = — x cTÔva (i — ecosfi)2

_ ./5X •-^^de Üî® xi./-» 
V a (i — e cos fl)1 x — ecosô v a7

JT= - 
va v (i —e cosôy

। . Æ /---------- cos 9“ 7+ v/gx\/1-e-x(1_„0,t)-&
i—ecosô \V a v /

On peut faire ici t==o; mais il est plus simple de faire t~c^ 
ce qui donne aussi 6=o; ainsi on aura, en changeant X, Y 
en X, Y,

JX= (i — e)da—ade,

J'Y= a\/^^d9 = — de.V V « 1 --  Q '
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6g. Ici nous avons conservé la quantité e, qui est la demi-ex- 
centricite; mais si, à sa place, on veut employer le demi-para
mètre b=a(i— ea), on aura, par la différentiation,

de = ^~^da—db 
200 ’

et les expressions de <TX et de J'Y', qui contiennent de, de
viendront

De là nous aurons les différences partielles

dX  (i—e)’
da 2e ,

dX 
db ~

1 dX 
de “ ° ’

dY
da —°’

dY _
o.

— — t /s x
db de ~ V a* i—o ’

dX' _ dX' dX' g i
da db de Çi — e)‘ }

da V a sae ’
dY'__  
db

» dY'
2ae(i—e) i —e“ de

et 1 on trouvera, par la substitution de ces valeurs dans les ex-
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pressions des symboles [a, b], [a, c], [b, c] de l’article 67,

. [a, J] = o,
, c / 1 |/i — e’ \

E j C1 2a»e \ ^ — ey (1 _ e^ÿ/ 1-eV °

On aurait encore les mêmes résultats en changeant b en e, si 
on voulait conserver l’excentricité à la place du paramètre.

70. Considérons ensuite la formule

dx dx' dy dy' t dz_ d^_
da dh ”* da dh da dit
dx' dx dy' dy _ dz,' dz

~ ~dd Th ~ ~dd * ~dh ~ ~da dh'

Comme la quantité h ne se trouve que dans les coefficiens a, Æ., 
a,, etc. qui ne contiennent point a, on aura 

dx __ da y । dA „ 
dh — dh A Th 1 ’

dx' __  da , dâ yr,
Th — dh^ d/T ’

et changeant a, /3 en a,, et en aa, on aura les valeurs de

A l’égard des différences partielles relatives à a, 
dh dh dh dh °

elles seront les mêmes que dans l’article précédent.
En faisant ces substitutions, on remarquera qu’en vertu des 

mêmes équations de condition différen liées, on aura

ada, 4- 4- ct^da., — o , fidfi 4- ftidfit 4~ — 0 j

adQ 4- 4- ^»d^» — — 

de sorte qu’en faisant, pour abréger,

^da. 4~ ^ido., 4- ^%doLt = dx,

(j’emploie l’expression différentielle dx, quoique la valeur de dx 
ne 
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ne soit pas une différentielle complète), la formule 

dx dx' . dy dy' . dz dy
da X dh ' da dh ' da dh

se réduira à la forme 

et la formule 

__ y/ dx\ dx 
\ da_________da / dh ’

à cette forme semblable

Donc, en retranchant la seconde de ces quantités de la première, et 
observant que X'dY+YdX'=d .X'Y, et Y'dX+XdY'=d.XY', 
on aura pour la transformée de la formule dont il s’agit, conte
nant les différences partielles relatives à a et h,

da dh ’

et il en sera de même en changeant a en b et c, et h en i et k.

71. Il nous reste à considérer les formules où il n’y a que des 
différences partielles relatives à h, i, k-, de sorte que comme ces 
quantités n’entrent que dans les coefficiens a, a,, etc., il n’y 
aura aussi que ces coefficiens qui deviendront variables.

Les différentielles de ces coefficiens se réduisent à une forme 
très- simple, en employant les coefficiens analogues 7, y', y", et en 
ayant égard aux équations de condition entre ces différens coeffi
ciens (art. 14).

En effet, si on suppose

yda. 4- yldai + y^da* = dar,
yd/3 4- y^^, H- yad^t = da,

Méc. anal. Tom. II. i5
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les trois équations

ado. + etldal 4" = o,
fida. 4- {^da-, 4~ = dx,

. yda. 4- y^a^ ~j~ y^d^ = dar

étant ajoutées ensemble, après avoir multiplié la première par a, 
la seconde par /3, et la troisième par y, on a

dot. = ^dx 4- yd^y

et si on les multiplie par ar, /S,., yt et par a., /3a, yi} qu’on les 
ajoute ensuite, on a pareillement

dat = fl^x 4- ydar, 
d^ = ^acZx 4“ y^dn.

De même les trois équations

adfi 4- c^d^ 4“ — — dx7
£d£ 4“ ^id^>t + fi^d^ = o,
ydft 4- yid^ 4- yd^ = da

donneront
■ d^ = — adx 4- yda,

d^t— — *idx+ y,dat 
d^^= — ^dX'V y^da.

Enfin les trois équations

ady 4- a-^y^ 4- e^dy* = — dar,
^dy 4- &idyt + Pidyt = — da, 
ydy 4- ydiyi 4“ y^dyt c= o

donneront pareillement

dy = — a.d7r — ftda, 
dy, — — a^TT— fiida, 
dyt=z — a^ar— ^^da.
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72. Par le moyen de ces formules 6n aura

dx   „ du . „ d/3 
dh A dh 1 dh

= | +7^ +
et affectant les quantités a, fi, y d’un ou de deux traits, on aura 

les valeurs de pour avoir celles de il n’y aura

qu’à affecter d’un trait les quantités X et Y. 11 en sera de même 
des différences partielles relatives à i et k, en ne faisant que 
changer h en i et k.

En faisant ces substitutions et ayant toujours égard aux mêmes 
équations de condition, la formule

dh di dh di dh di

dx' dx dy' dy dz' dz
, ~~ ~dîï ~di ~ ~dïï ~dF ~~~ ~dïï ~di

se réduira à celle-ci :

-(^È+^)(xæ + r9

II en sera de même des formules semblables, en changeant h 
et i en k.

Comme les coefficiens a, fi, y, d, etc sont fonctions des trois 
élémens h, i, k (art. 13 et 14), les trois quantités dy,, dar, da, 
que nous avons introduites dans les formules précédentes, doivent 
être aussi fonctions des mêmes élémens 5 et si, dans les valeurs
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de ces trois quantités, on substitue les expressions de a, /3, etc., 
données dans les articles cités, on trouve, après quelques réduc
tions fort simples,

d% — dk 4- cos idh, 
dar — — cosksmidh + sinÀc?zy 
da = sin A: &midh + coskdi.

Mais ces quantités ne servent pas seulement à simplifier le cal
cul, elles représentent d’une manière fort simple les variations 
instantanées de la position de l’orbite. En effet, comme le plan 
des x et y, auquel nous avons rapporté l’inclinaison i et la lon
gitude h du nœud, est arbitraire, on peut le faire coïncider dans 
un instant avec celui de l’orbite, en faisant z = o; on aura alors

d% = dk -p dh, dar = sin^tZZ , da = cos kdi.

Dans ce cas, h + k sera l’angle que le grand axe de l’ellipse fait 
avec une ligne fixe; par conséquent dh-\-dk, ou </%, sera la ro
tation élémentaire du grand axe de l’orbite sur son plan.

L’angle élémentaire di sera l’inclinaison comprise entre deux po
sitions successives du plan de l’orbite devenue mobile, et l’angle 
h sera la longitude du nœud formé par ces deux positions, comptée 
sur le même plan; de sorte qu’en désignant par di' et h’ ces deux 
élémens, on aura

di' = x/d^r* da* et tangÆ' =

ainsi la variation instantanée de la position de l’orbite est déter
minée par les trois élémens dy^ dor, da, d’une manière indépen
dante de tout plan de projection.

73. Il est maintenant très-facile de trouver les valeurs des autres 
coefficiens représentés parles symboles [a, h], \b, h], etc.; il n’y
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Yj y y J y 

a qu’à substituer pour XY'— YX', c’est-à-dire pour —, 

sa valeur, qui est — D (art. n) = y/gà(art. là), et pour dx, 
dvr, da, leurs valeurs en h, i, k de l’article précédent; mais à la 
place de l’élément k nous retiendrons l’élément Xi qui exprime 
l’angle que le grand axe de l’orbite parcourt en tournant sur son 
plan mobile ; c’est proprement le mouvement de l’aphélie ou du 
périhélie sur le plan même de l’orbite. Nous aurons ainsi

X = k H- fcosidh-, donc, k = x — fco^idh^

ensuite

^=i
dz ’

d^r 7 • • d?r • 7-n- = — cos k sm i, -r— sm kdh 1 dt

dtr 
dh = sin Æ sin z atr J

dî =COSÂ:’

et toutes les 
donne

autres différences partielles seraient milles, ce qui

dit dr dv do-
dh* dî ~~ dî X dh~~~~ SUU-

De là on aura

[a, 7z] = o, 

[b, h] = o, 

[c, h] = o,

[a, i] = o, [a, x] = °, 

[à, i] = o, [&,%]= — - ,

[c, Z] = o, [c,

[7z, /] —\/^b X— sinz, [7z,%]=o, [i, %]=o.

74. Ces valeurs, jointes à celles que nous avons déjà trouvées 
(art. 67), donneront enfin
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26 dt— — i y/j dx,

~ dt— — --da, 
de za2

dt— — \/g^ X sinz’Æ,

~ dt = \/g^ X sin idh, 

dt— $ \/jdb -, 
«X V b

d’où résultent ces expressions très-simples des variations des élé- 
mens elliptiques,

, za2 dQ j, j za2 dS. j.da —----------x -j- dt, de — — x j- dt.g de 2 g da 1

r? al/6 d9. ; 21/6 dsi jd^ = --^><dSdt’

dh = -y,- I——x^dtf di = — . . ' ■ i yr.
\/gb X sin t dt, ’ V&b X sin i dh

rfi. On aurait des formules un peu moins simples, si à la place 
du demi-paramètre b on voulait conserver la demi-excentricité e. 
Alors, à cause de b—a(y—e*}, on aurait XJ7'—YX'—\/^a{i—e3), 
ce qui donnerait

zy a y i — e

et les valeurs de dt, ~ dt, ~ dt deviendraient Ctd CtC ^A-

d& 
da

dO. 
de

dCl 
dX.

dt da --e^ du ;
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d’où l’on tire, en substituant pour a sa valeur donnée ci-dessus,

* «Te dt’

de = - x ^Ldt,
\Zga Se dc

d^=y^x^dt’ 
y go

qu’on substituera à la place des valeurs de de, db, d% de l’ar
ticle précédent, les autres valeurs demeurant les mêmes.

Par ces formules on peut donc avoir l’effet des forces perturba
trices sur le mouvement d’une planète, en rendant variables les 
quantités qui, sans ces forces, seraient constantes; mais quoi
qu’on puisse de cette manière, déterminer toutes les inégalités 
ducs aux perturbations, c’est surtout pour les inégalités qu’on 
nomme séculaires,, que les formules que nous venons de donner 
sont utiles, parce que ces inégalités étant indépendantes des pé
riodes relatives aux mouvemens des planètes, affectent essentiel
lement leurs élémens et y produisent des variations ou croissantes 
avec le temps, ou périodiques, mais avec des périodes propres- 
et d’une longue durée.

76. Pour déterminer les variations séculaires, il n’y aura qu’a 
substituer pour il la partie non périodique de cette fonction, 
c’est-à-dire le premier terme du développement de fl en série du 
sinus et du cosinus d’angles dépendans des moyens mouvemens 
de la planète troublée et des planètes perturbatrices. Car fl n’étant 
fonction que des coordonnées elliptiques de ces planètes, lesquelles 
peuvent toujours, du moins tant que les excentricités et les in
clinaisons sont peu considérables, se réduire en séries du sinus- 
et cosinus d’angles proportionnels aux anomalies et aux longitudes 
moyennes ; on pourra aussi développer la fonction fl dans une
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série du même genre, et le premier terme sans sinus et cosinus, 
sera le seul qui puisse donner des équations séculaires.

Désignons par (£1) ce premier terme de Xi, lequel sera une 
simple fonction des élémens «, b, c, e, h, i de la planète trou
blée, et des élémens semblables des planètes perturbatrices; il est 
clair que l’élément c qui est joint au temps t ne s’y trouvera pas; 
ainsi en substituant h à la place de Xi, on aura, pour les varia
tions séculaires, les formules 

0(1 — e1)da = o, 

de — —

de = x ® dt + 
g da 6e

/1 — e!

Ugâ

de ’

X ede

dh —
s^ld^

di = — X sin idh ’

où b — a(i—ea).

77. L’équation da — o fait voir que le demi-grand axe, ou la 
distance moyenne a n’est sujette à aucune variation séculaire , 
ce qui n’est qu’un cas particulier du théorème général que nous 
avons démontré dans l’article a3 de la Section V ; car la quantité 
H de cet article est la même que la quantité H des articles 3 et 
suivans de la Section précédente, et on voit par l’article 15, que 

l’on a H — — Ainsi il faut appliquer à la distance moyenne 

des planètes les résultats que nous avons trouvés sur la valeur de 
la force vive d’un système quelconque ( Sect. V, $ III )•

La variation de produit une altération dans le mouvement 

moyen ; car u = (t—C) ~ étant l’anomalie moyenne, c’est-à-

dire , l’angle du mouvement moyen compté depuis le périhélie 
(art. 19), cette anomalie sera sujette à une variation exprimée

par
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par — ^~dc, à cause de da=o, et si on ajoute la variation 

du lieu du périhélie dans l’orbite, on aura dx— \/ ^de pour la 

variation séculaire de la longitude moyenne, que nous désigner 
rons par dx.

On aura ainsi
d* = d^ — {/^dc = —

Va3 V g da

, i 0! ~e* e _
t/ ga 1 + |/1 — e“ de ’

à cause de i — v/i — e2 =------ e> --ri 
i-E/i —e“

78. Lorsque l’excentricité e est fort petite, les valeurs de de 
et dx ont l’inconvénient d’avoir au dénominateur la quantité 
très-petite e. Mais il est facile d’y remédier en substituant à la 
place de e et % les transformées esin%, ecos%.

En effet, si on fait 

m = esin%, n = ecos%, 
on aura

dm = sin %de H- e cos %d%, du = cos %de — e sin %d% ;

donc substituant les valeurs de de et d%,

dm- “^(c05x^_sin%^)d<’

dn = - (s“ Z T + cos z 73?) dt

Or, en regardant (n) comme fonction de e et %, et comme fonc
tion de 7n, n, on a

JHéc. anal. Tom. II. 4
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équation identique qui, par la substitution des valeurs de dm cl 
dn, donne ces deux-ci :

—^ ecosx— esin%, 
dm dn

® = +®cosZ;

donc, faisant ces substitutions, on aura les équations
d(G) r. /1 — Jf

= il' dn “ ~V& *• ’
qu’on pourra employer à la place de celles qui donnent les va
leurs de de et d% (art. 76).

On peut faire des transformations analogues sur les dernières 
équations qui donnent les valeurs de dh et di:

Soit pour cela

p = sinZsinÆ, q = sin i cos h y

on trouvera par un procédé analogue,
, cosi J(Q) 7, T __ cos£ sz d(£î) j. di = -^^wdl-

qQ. Les forces perturbatrices que l’on considère dans la théorie 
des planètes, viennent de l’attraction des autres planètes, et nous 
donnerons plus bas la valeur de Cl qui résulte de cette attraction ; 
mais on pourrait aussi regarder comme force perturbatrice la ré
sistance qu’elles éprouveraient de la part d’un fluide très-subtil, 
dans lequel on les supposerait nager. Dans ce cas, en prenant R 
pour la résistance, on ferait, comme on l’a vu dans 1 article 8 de 
la seconde Section,

le fluide résistant étant supposé en repos.
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Il en résultera ainsi, dans la valeurs de d'H, les termes (art. 62)

__  __ _ R ( dxïx + dyty 4- dz^z \
*■ X ds )'

On suppose ordinairement la résistance proportionnelle au carré 

de la vitesse, laquelle est représentée par et à la densité du mi

lieu, que nous désignerons par T; ainsi les termes dus à la 
résistance, dans l’expression de JÏ2, seront

Tds Çdx^x + dyiy 4" dz^z") 
' dr ‘

Pour évaluer la quantité dxjx 4- dyJy 4- dzJz, il n’y a qu’à 
employer les formules des articles 67 et 70, en observant que la 
caractéristique d se rapporte au temps t, qui n’entre que dans les 
valeurs de X et Y, et que la caractéristique cf doit se rapporter 
aux constantes arbitraires a, b, etc., qui entrent dans X et Y 
et dans les cocfficiens a, /3, a,, etc.

On aura ainsi, en changeant d en J dans les expressions de 
da, dfl, etc.,

dx= adX-h fldY, dy = atdX~}-^rdY, dz= atdX + l^dY, 
Jx= ajx+ 0Jy+x(@Jx+ yJ^+YÇ— ayx-YyJ^

= «(jx—yj^+'^Jy+x^ YJa),
j'y = a.^x- YJ%) +X^x) + y^X^ , 
Jz = a^x — Y JY) + PJJY+ XJY) 4- y^vr^ YJa).

De là, en ayant égard aux équations de condition entre les coeffi- 
ciens a, fl, y, a,t, etc. (art. 14), on aura

dxJx 4- dyJy 4- dzjz
= dXJX 4- dYJY 4- (X? T— YJX)J^

et si on y substitue pour X et Y leurs valeurs rcos^, rsinÆ
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(art. 15), on aura

dX^X-Y dY^Y = drfr+ fdW,
XdY— YdX — Yd®,
ds = x/dx* + dŸ* = \/dY 4- Yd^.

Donc les termes à ajouter à d'Il, à raison de la résistance du mi
lieu , seront représentés par

r \/ df1 + r^d&ldrY 4- r^d®^ +— ?

où il n’y aura plus qu’à substituer pour r et $ leurs valeurs en t, 
données par les formules des articles 21, 22 , en faisant attention 
que la caractéristique d se rapporte à la variable t, et la cf aux 
constantes arbitraires.

CHAPITRE III.

Sur le mouvement d’un corps attiré vers deux centrés fixes par des 
forces réciproquement proportionnelles aux carrés des distances.

80. Quoique ce problème ne puisse avoir aucune application au 
système du monde, où tous les centres d’attraction sont en mou
vement , il est néanmoins assez intéressant du côté analytique, 
pour mériter d’être traité en particulier avec quelque détail.

Supposons qu’un corps isolé soit attiré à la fois vers deux centres 
fixes par des forces proportionnelles à des fonctions quelconques 
des distances.

Soit, comme dans l’article 4, l’un des centres à l’origine des 
coordonnées, et R la force attractive; et pour l’autre centre, sup
posons que sa position soit déterminée par les coordonnées a, 
b, c, parallèles aux x, y, z; soit, de plus, Q sa force attractive, 
et q la distance du corps à ce centre, il est clair qu’on aura

/[(x — + (z — c/L 
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c’est-à-dire, en substituant pour z leurs valeurs en r, 
4> <p (art. 4),

q — — 2r[(acos$ -4- b sin<p)cos44-csin4] 4- 

en faisant h = /(a* 4- b* 4- c1), distance des deux centres.
Il est clair que la valeur de T sera la même que dans le pro

blème du chapitre I -, mais la valeur de se trouvera augmentée 
du terme fQdq ; et comme Q est fonction de q, et q fonction de 
r, <p, 4, ce terme donnera, dans les différentielles
les termes suivans, savoir, Q^5 Q 

W
qu’il faudra par

conséquent ajouter respectivement aux premiers membres des 
équations différentielles de l’article cité.

On aura donc pour le mouvement du corps attiré vers deux 
centres par les forces R et Q, les trois équations suivantes:

r (cos 4W’' 4- ) dq
de de V dr — °

d.r*d^ ( r1 sin4 cos dq
de + de —o....

= o.................................. (3).

Et si le corps était attiré en même temps vers d’autres centres, 
il n’y aurait qu’à ajouter à ces équations des termes semblables 
pour chacun de ces centres.

L’équation T-\- y —H donnera celte quatrième équation, qui 
est une intégrale des précédentes,

+fRdr+ fQdi=
et il est visible, en effet, que les trois équations précédentes étant 
multipliées respectivement par 1/4, dy, dr, et ajoutées ensemble,,
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donnent une équation intégrable, et dont l’intégrale est celle que 
nous venons de présenter.

On tire de cette équation

----------- ---------= 4K — zfRdr — zfQdq — , 

valeur qui, étant substituée dans la première équation multipliée 
par r, la réduit à

4 - Rr + $ fRdr+ Qr^ + zfQdq = iH.

Or, puisque r“4-A*—2r[(acos<p + &sin<p)cos4'+csin4J,
on aura, en faisant varier r,

li='Macosp+isinî)cos4-csm+=r-£±^=

donc substituant cette valeur de $. on aura enfin
ar7

^ + Rr + zfRdr 4- Q r^~h' 4- zfQdq =

Cette équation a l’avantage de ne contenir que les deux va
riables r et q, et elle indique en même temps qu’il doit y avoir une 
pareille équation entre q et r, en changeant simplement r et q, 
ainsi que R et Q entr’elles ; car il est indifférent de rapporter le 
mouvement du corps à l’un ou à l’autre des deux centres fixes, et 
il est clair qu’en le rapportant au centre des deux forces Q, on 
trouverait, par une analyse semblable à la précédente,

Td? + ïfQdq 4- R 4- *fRdr =

ainsi on pourra, par ces deux équations, déterminer directement 
les deux rayons r et q.
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Je remarque maintenant qu’on peut, sans rien ôter à la géné

ralité , supposer les deux coordonnées a et b du centre des forces 
Q, nulles, ce qui revient à placer l’axe des coordonnées z dans 
la ligne qui joint les deux centres. Par cette supposition, on aura 
c = h, et la quantité q deviendra — aZirsin-^H-^), laquelle 
ne contenant plus <p, on aura donc ^=o. Par conséquent la troi

sième équation différentielle se réduira à ^-^p^ = o, dont l’in- 

tegrale est —— — B, B étant une constante arbitraire; dou 
l’on tire g = ; mais on a sin^ =-, donc

cos-4/ =------------------------ par conséquent en substituant

cette valeur, on aura
dtp__
dt 4^— (r“ -f- A2 — q^ ’

de sorte que connaissant r et q en Z, on aura aussi <p en Z.

Or, puisque siu-^ et sont déjà données en r et q, il est clair 

qu’on peut réduire la quatrième équation à ne contenir que r et 
q, et alors elle sera nécessairement, à raison de la constante ar
bitraire B, une intégrale complète des deux équations ci-dessus 
en r et q. En effet, on aura

r^7f a __ dr — zrqdq*

ajoutant dr\ et réduisant, il viendra

r'd-p ^.dr* — ^
H- le — q*Ÿ

De plus, on aura

r» cos ^dÿ  4B*
4h=e— (r»-f. — q-y
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Donc faisant ces substitutions dans la quatrième équation et ôtant 
le dénominateur, on aura cette intégrale

q2Pdr2 + j^dg2 — (p -P q2 — h^rqdrdq 
2 ---------------------------------------------- H

+ [47zVa—

Et il est facile de voir maintenant, d’après la forme de cette équa
tion , qu’elle résulte des deux équations en r et q, multipliées respec
tivement par ^q2d. r2—(r2-t-q2—h^d. q2, zr2d.q2—(U+ç2—h2)d. r2, 
ajoutées ensemble et intégiées ensuite; mais il aurait été assez diffi
cile de découvrir cette intégrale à priori.

81. Pour achever la solution, il faut avoir encore une autre 
intégrale des mêmes équations; mais on ne saurait y parvenir que 
pour des valeurs particulières de R et Q.

Si on suppose, ce qui est le cas de la nature,

R = ^, Q =

on trouve alors que ces équations, multipliées l’une par d.q2, et 
l’autre par d.r2, donnent une somme intégrable et dont l’inté
grale est

d.r2 X d.q2 __ + ~
zdt2 r q

= ^H(r2+q2)+ 2C..............(&),

C étant une nouvelle constante arbitraire.
Cette équation étant multipliée par r2+q2—7?, et ajoutée à l’in

tégrale (a) trouvée précédemment, donne, dans l’hypothèse pré
sente, une réduite de la forme

q^d.r'p-PrKd.gr _ ^r2 +

— 2/3ç^a + ^r2 — h2) = 2K(H + Ç4 + 6r2q* — h*)
H- 2Cir2 + q2—h2) — 2B2.................(c).

Et

PrKd.gr
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Et la même équation étant multipliée par an?, et ensuite ajou

tée à celle-ci, ou retranchée, donnera cette double équation,

— P [(? — r)] =^[^±5/—A4]

4- («4- 4- Cs2 — /za(a 4- £)s — H h* — Z/“J

ÿ(Hu>+ («—/3)u’+ Cu2— — /3)u— Hh — Æ»] •••’(/)’ 

ensuite,
j i.__  _ ________________________ sfds_______________ _______

4l/E^4 + (« + /3>3 + Cs2 — + fis — HM — B2^
___________ __________________ ^du__________________ ______ («X 

4|/C^“4 + (« —/3>34- Cu^—h^ + flu — HM — B^”

Les mêmes substitutions étant employées dans l’expression de 

trouvée ci-dessus, on aura

dtp __ _ / i i \,
dt (? — Çu2— h^) s1—ua \ s2 — h2 u2 — h2/}

et substituant la valeur de dt,

{s2 — h2') 4- (« -|- 4- Ci2 — -P /3)i — Hh^~ B'J

_______________ _____ _________ B h2 du fi'
(u2 — h2} \/ [_Hu z 4- u3 /z’ — /3) u — Hh *— B\] '

Mèc. anal. Tom. II. 15

+ C(r±ç)‘—B*.......................................... {dy

De sorte qu’en faisant r -f- ç = 5, r — q = u, on aura ces 
deux-ci :

{s2 — u^ds2 
16dt2

^—u^du1 
iGdt2

=H{s* —h^+Cs'—B*

(a—/3)u3+7i*(a—^u—H^—h^+Cu,2—B“
• •W;

d’où l’on tire d’abord cette équation, où les variables sont séparées, 
ds
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Si on pouvait intégrer chacune de ces différentielles, on aurait 

d’abord une équation entre s et u, ensuite on aurait t et <p en fonc
tions de s et u\ donc on aurait y, et de là t, et <p en fonctions 
de r, et comme 

on aurait aussi 4 en r- Mais ces différentielles se rapportant à la 
rectification des sections coniques, on ne saurait les intégrer que 
par approximation, et la meilleure méthode pour cela me paraît 
celle que j’ai donnée ailleurs (*)  pour l’intégration de toutes les 
différentielles qui renferment un radical carré où la variable monte- 
à la quatrième dimension sous le signe.-

(*) Voyez le quatrième yolume des anciens Mémoires de Turin.

82. Si, outre les deux forces 4 et 4 qui attirent le corps vers- 
9

les deux centres fixes, il y avait une troisième force proportion
nelle à la distance, qui l’attirât vers le point placé au milieu de: 
la ligne qui joint les deux centres, il est visible que cette force 
pourrait se décomposer en deux tendantes aux mêmes points, et 
proportionnelles aussi aux distances. Dans ce cas donc on aurait

ff ot
R = 4- 2>r, Q = - 4- vyqy

et l’on trouverait que l’intégrale (â) aurait aussi lieu dans ce cas; 
seulement il faudrait ajouter à son premier membre les termes

y 4- 4 (H + ç4) — 7? (ra -f- ça)] ;

ensuite il y aurait à ajouter au premier membre de l’équation (c) 
les termes

[r! 4- q' 4- ibr'q^r*  4-ç’) — + q*  4~ 6r*q*y],
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et par conséquent au premier membre de l’équation (d) les termes

T-

De sorte qu’il n’y aura qu’à augmenter les polynômes en 5 et u 
sous le signe radical, dans les équations (e), (/), (^), des termes 
respectifs

— 70* — ^4) et — 7 ’
4 4

ce qui ne rend guères la solution plus compliquée.

83. Quoiqu’il soit impossible d’intégrer en général l’équation 
trouvée (/) entre 5 et u, et d’avoir par conséquent une relation 
finie entre ces deux variables, on peut néanmoins en avoir deux 
intégrales particulières représentées par s = co7ist. et u = const.

En effet, si on représente en général cette équation par

ds __  du ■

il est clair qu’elle aura aussi lieu en faisant ds ou du nuis, pourvu 
que les dénominateurs y/S ou \/U soient aussi nuis en même 
temps, et du même ordre.

Pour déterminer les conditions nécessaires dans ce cas, on fera 
5 —f a, f étant une constante, et « une quantité infiniment 
petite, et désignant par F ce que devient A lorsqu’on change £ 

en le membre ~ deviendra

da 

il faudra donc, pour qu’il y aille même nombre de dimensions dc« 
en haut et en bas, que l’on ait F=o, et^=o; alors à cause de
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« infiniment petit, la différentielle dont il s’agit se réduira à

da 
JF F ’ 

" V
dont l’intégrale est

V
k étant une constante arbitraire. Si donc on faita=o, et qu’on 

prenne en même temps aussi Æ = o, la valeur de l. deviendra 

indéterminée, et l’équation pourra toujours subsister, quelque va
leur que puisse avoir l’autre membre J'Or on sait, et il est 

visible par soi-même que F= o et = o sont les conditions 

qui rendent f une racine double de l’équation 2^=0. D’où il 
suit en général que si le polynôme S a une ou plusieurs racines 
doubles, chacune de ces racines fournira une valeur particulière 
de 5 ; il en sera de même pour le polynôme U.

Maintenant il est clair que l’équation 5 =f ou r-^-q —f re
présente une ellipse dont les deux foyers sont aux deux centres 
des rayons r et ç, et dont le grand axe est égal à f De même 
l’équation u—g ou r—q—g représente une hyperbole dont les 
foyers sont aux mêmes centres, et dont le premier axe est g.

Ainsi les solutions particulières dont nous venons de parler , 
donnent des ellipses ou des hyperboles décrites autour des centres 
des forces 4, A pris pour foyers. Et comme les polynômes Yet 

contiennent les trois constantes arbitraires B, C dépendantes 
de la direction et de la vitesse initiales du corps, il est visible 
qu’on pourra toujours prendre ces élémens, tels que le corps dé
crive une ellipse ou une hyperbole donnée autour des foyers don
nés. Ainsi la même section conique qui peut être décrite en vertu
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d’une force tendante à l’un des foyers et agissant en raison inverse 
des carrés des distances, ou tendante au centre et agissant en raison 
directe des distances, peut l’être encore en vertu de trois forces 
pareilles tendantes aux deux foyers et au centre, ce qui est très- 
remarquable.

84. S’il n’y avait qu’un seul centre vers lequel le corps fût at

tiré par la force on aurait le cas de l’orbite elliptique que 

nous avons résolu dans le chapitre premier. Dans ce cas on au
rait /3 = o, y=o, et les deux polynômes A et U deviendraient 
semblables et ne passeraient pas le quatrième degré; les équations 
(/), (^), (Zi) de l’article 81 seraient alors intégrables par les mé
thodes connues, et le mouvement du corps serait déterminé par 
des formules en s et u, c’est-à-dire, par les distances aux deux 
centres, dont l’un, celui dont l’attraction est nulle, pourrait être 
placé où l’on voudrait; ces formules ne seraient donc que de pure 
curiosité ; mais il y a un cas où elles se simplifient et donnent un 
résultat remarquable, c’est celui où le centre d’attraction nulle 
est placé sur le périmètre de l’ellipse.

Pour obtenir ce cas , on déterminera les constantes B et C 
de manière que le rayon q étant nul, l’autre rayon r soit égal 
à h, distance entre les deux centres ; pai’ conséquent il faudra 
que les variables s = r^-q et u=r—q deviennent à la fois 
égales à h. Les équations (e) de l’article 81 sont très-propres à 
cette détermination.

Faisant 5 = u = h, la première de ces équations donne

B* = CÆ*;
ensuite, la différence de ces équations étant divisée par s — u, 
si on y fait j = = on a, à cause de 0 = o,

— 3a7r H- ah' = hHh3 4- 2Ch-,
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d’où l’on tire

C = — ah — %Hh*.

Par les substitutions de ces valeurs, le polynôme

Hs^ + “«s3 + Cf* — ah* s — Hh^ — B* 
devient

— 23* hf -^-h^ + a (s3 — s*h* — sh* 4- h*) , 

ce qui se réduit à la forme

H (s + h)* (s — h)* + a (s + h) (s — h)* ;

il en sera de même du polynôme en u.
Or, par l’article 15, on a, dans ce cas, a=g et II—— 

a étant le demi-grand axe de l’ellipse j donc les équations (/) et 
{g) deviendront

ds

du 
— ... ........................— ............... ........... ,

o—A) y g c«+A) — £ (« + h?

dt=--------
4(,—g(, + A) — £ G + A)* 

u*du — —,

40 — h)\J g(u 4- h) — (u 4- h)*

et si de cette dernière on retranche la première, multipliée par 
h*, et qu’ensuite on divise les numérateurs et les dénominateurs 
respectivement par 5—h, u — h, on aura

< Vë x y/, + A —

(u 4" h)du

«+ h~
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expression qui a l’avantage de ne contenir d’autre élément que 
le grand axe, sa.

85. Si on fait
f =/w,

J 2»
{/Z  
\ 2a

l’intégrale étant prise de manière qu’elle commence lorsque z a 
une valeur quelconque donnée, et qu’on remette pour 5 et u leurs 
valeurs p + q, p—q, on aura, en intégrant,

= f {h +p + q} — f{h +p —q) ,

où l’on voit que i=o lorsque ç = o, de quelque manière que 
l’intégrale soit prise.

, Or, puisque p est le rayon vecteur qui part du foyer, q est 
le rayon qui part de l’autre centre, qui est pris dans un point 
de l’ellipse, et dont la distance au foyer est h -, il est clair que h 
et p seront deux rayons vecteurs, et que q sera la corde de l’arc 
intercepté entre ces deux rayons 5 par conséquent l’expression 
précédente de t sera le temps employé par le mobile à décrire 
cet arc dans l’ellipse, lequel sera donné ainsi par la somme des 
rayons vecteurs h-}-p, par la corde q, et par le grand axe 2a.

L’intégrale que nous avons désignée par fonction fz dépend des 
arcs de cercle, ou des logarithmes, suivant que a est positif ou 
négatif ; mais lorsque l’axe 2a est très - grand, cette fonction se 
réduit à une série très-convergente -, on a alors

5 Z
fz = I z H- c------F 7---- Ti etc.J 3 5.2a 4-7 • 4a

Le premier terme donne l’expression du temps dans la para
bole, et l’on a

WS- = i (/+ p 4- qf — i (/+ p —
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laquelle coïncide avec celle que nous avons trouvée dans l’ar
ticle a5. Le reste de la série donne la différence des temps em
ployés à parcourir un arc de parabole, et un arc d’ellipse ou 
d’hyperbole ayant la même corde u et la même somme 5 des 
rayons vecteurs.

Cette belle propriété du mouvement dans les sections coniques, 
a été trouvée par Lambert, qui en a donné une démonstration 
ingénieuse dans son Traité intitulé : Insigniores orbitœ cometarum 
proprietates. Voyez aussi les Mémoires de l’Académie de Berlin 
pour l’année 1778.

Le problème que nous venons de résoudre l’a été d’abord par 
Euler, dans le cas où il n’y a que deux centres fixes qui attirent 
en raison inverse des carrés des distances, et où le corps se meut 
dans un plan passant par les deux centres ( Mémoires de Berlin 
de 1760.) ; sa solution est surtout remarquable par l’art avec le
quel il a su employer différentes substitutions, pour ramener au 
premier ordre et aux quadratures, des équations différentielles qui, 
par leur complication, se refusaient à toutes les méthodes connues.

En donnant une autre forme à ces équations, je suis parvenu 
directement aux mêmes résultats, et j’ai même pu les étendre au 
cas où la courbe n’est pas dans un même plan, et où il y a, de 
plus, une force proportionnelle à la distance et tendante à un centre 
fixe placé au milieu des deux autres centres. oyez le quatrième 
volume des anciens Mémoires de Turin, d’où l’analyse précé
dente est tirée, et dans lequel on trouvera aussi l’examen du cas 
où l’un des centres s’éloignant à l’infini, la force tendante à ce 
centre deviendrait uniforme et agirait suivant des lignes paral
lèles ; et il est remarquable que dans ce cas la solution ne se sim
plifie guères ; seulement les radicaux qui forment les dénominateurs 
des équations séparées, au lieu de contenir les quatrièmes puis
sances des variables, ne contiennent que les troisièmes, ce qui 

fait
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fait également dépendre leur intégration de la rectification des sec
tions coniques.

CHAPITRE IV.

Du mouvement de deux ou plusieurs coips libres qui s’attirent 
mutuellement, et en particulier du mouvement des planètes autour 
du soleil, et des variations séculaires de leurs élémens.

86. Lorsque plusieurs corps s’attirent réciproquement avec des 
forces proportionnelles aux masses et à des fonctions des dis
tances, on a, pour leurs mouvemens, les formules générales des 
articles i et 2, en prenant les corps mêmes pour les centres d’at
traction.

Soient m, m', m", etc. les masses des corps, x, y, z, x',y',z', 
x", y", z", etc. leurs coordonnées rectangles rapportées à des axes 
fixes dans l’espace; la quantité T sera, comme dans l’article 1,

y _ m q- dy + dz*

H- m'

4- m" 
etc.

Soient p', p", p"', etc. les distances des corps m', m", m"', etc. 
au corps m, et R', R", R'", etc. les fonctions de ces distances 
auxquelles les attractions entre ces corps sont proportionnelles.

Soient aussi p", p'", etc. les distances des corps m", m'", etc. au 
corps m', et R", R", les fonctions de ces distances proportion
nelles aux attractions.

Soient de même p", p"", etc. les distances des corps mw, m"", etc. 
au corps m", et R'^ etc. les fonctions, de ces distances, pro
portionnelles aux attractions.

2«t“

dx'2 -p dy'1 + dz'1 
RR ’

dy + dy"*+dz"* 
adt?

Méc. anal. Tom. II. 16
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Et ainsi de suite, on aura

/ = \Z[x'-xY^y'-yY^ t̂ f"= ^(.x"-xy+Cy"-yy+^-zy, etc.,

/;= /{x"—x'y+(.y"—y'y+^"—^)a> ^Ky'"—y,'r-W-z''r> etc->
stc.

et la quantité (art. 2) sera

= m (m\fR'dpr+inyTWp'' + 
m' dp" + + etc.)

m"(m'7Cc?P: 4-etc.), 
etc.

Or, quelles que soient les coordonnées indépendantes qu’on 
voudra adopter, on aura toujours, par rapport à chacune d’elles, 
comme §, une équation de la forme canonique

, s-t _

Et comme, dans le système que nous considérons, il n’y a au
cun point fixe, on pourra prendre l’origine des coordonnées par
tout où l’on voudra, et l’on aura toujours, comme on l’a vu dans 
la troisième Section, les trois intégrales finies relatives au centre 
de gravité, ainsi que les trois intégrales du premier ordre rela
tives aux aires, et enfin l’intégrale des forces vives

On aura de cette manière le mouvement absolu des corps dans 
l’espace ; mais comme la solution de ce problème n’est importante 
qu’à l’égard des planètes, et qu’il n’y a que leurs mouvemens re
latifs, par rapport au soleil regardé comme immobile, qui inté
ressent l’Astronomie, il nous reste à voir comment on peut 
transporter aux mouvemens relatifs l’équation générale des mou
vemens absolus des corps du système.
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liquations générales pour le mouvement relatif des corps qui 
s’attirent mutuellement.

87. Supposons qu’on demande les mouvemens relatifs des corps 
m', m", etc. par rapport au corps m; désignons par g', £' les 
coordonnées rectangles du corps m', rapporté au corps m, en 
prenant ce dernier corps pour l’origine des coordonnées; soient 
de même les coordonnées rectangles du corps m" par*
rapport au même corps m, et ainsi de suite; la question consis
tera à trouver une formule générale qui ne contienne que ces 
coordonnées.

Il est d’abord évident qu’on aura

x' = x 4- ç; y = y z' = z h-
= x + e", y" = y 4- z" = z 4- C",

etc. ; etc. ; etc. ;

? = +~ë> p" = VÏ'* 4- -b & etc.,

p: = Vœ"- 4- <c"- a*,
p? = 4-
etc.,

P; = + (»"'—«’')• + K'"-:’?,
etc.,

et la quantité T deviendra

T = (m 4- m'4- m"4- etc.) +

. dp

in adP m ------- ^dp----------r €tC'
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Comme les variables x,y, z, après ces substitutions, n’entrent 

plus dans la quantité et que ces variables n’entrent point dans 
T sous la forme finie, on aura, relativement à ces mêmes variables , 
les équations

, JT 
a'Mx o,

, èT
“'My — °J ^•7^ °’

ce qui donne

ST __  „ à'T __
— a’ Sdy ~ Nz

a, y étant des constantes arbitraires.
Ainsi on aura les trois équations

(m H- m'4- m"+ etc.) ~ 4- m' J H- m" H- etc. = a,

(m + m'4- m"-f- etc.) 4- m' 4- m" 4- etc. = ,
CIL CIL Cil'

(m 4- m'4- m"4- etc.) J 4- m'/ J 4- m" J+etc. = y, 

les quantités a, fi, y étant des constantes.
Si maintenant on substitue dans l’expression précédente de T 

les valeurs de tirées de ces équations, et qu’on fasse,
CIL CIL CIL 

pour abréger,

X = m^' 4- m"£" 4- mw£w H- etc.,
Y = m'*' 4- m"»" 4- m'"»'" 4- etc.,
Z = m't 4- m"Ç" 4- m'T" + etc.,
M = m 4- m' 4- m" 4- m'" 4- etc.,

on aura
„ _ 4- dx* + dY' 4- dz1
1 üM ^.Mdi^

, d^+d^ + d^ d^+d^J£_,
’ ra -------- -t-cu..
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88. Tes variables r', g", etc. étant indépendantes, et la

quantité T ne contenant point ces variables sous la forme finie,, 
on aura tout de suite, par rapport à chacune d’elles, les équations

m'(/d^Y 
\dë

d*X\ 
Mdt=)

.dF _ 
+ df — m"|\dt?

dix X 
Mdf)

. dF
1 dl" ““ ° ’ etc.,

m'(fd^' 
\dt*

d*Y \ 
Mdt*)

dF
1 dy

m"(\dt2
d^Y \ 
Mde)1 + ^- = °, etc.,

m'i(d^ 
^dl* Md?) -t- — o, m"(fd^" 

\d^
d^zy
Mdl^

c?7^_
> + dC “ ° ’ etc.

Si on ajoute ensemble les premières équations relatives aux va
riables £, £ , etc., on a

ni d*x dF ,dF
M X dt^ d^ d^' 

donne
d^X __ (dr 
dt* ni \ d^’ d%

ce qui

et l’on 
et par

trouvera de même, par l’addition des secondes équations 
celle des troisièmes,

d^Y __ 
dt* '

dl*

valeurs qu’on pourra substituer dans les équations précédentes.
On aura ainsi pour le mouvement du corps m' autour de m, 

les trois équations
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et l’on aura de pareilles équations pour le mouvement des corps 
m", m'", etc., autour du même corps m, en changeant seulement 
entr’elles les quantités affectées de deux traits, ou de trois, etc.

Il n’y aura donc qu’à substituer la valeur de et prendre ses 
différences partielles relatives aux différentes variables ; mais cette 
substitution peut se simplifier par la considération suivante.

89. Dénotons par U la somme de tous les termes de la quan
tité qui contiennent les distances p", p", etc., p", etc., et re
marquons que les expressions de ces distances sont telles qu’elles 
demeurent les mêmes en augmentant les coordonnées etc.
qui y entrent, d’une même quantité quelconque ; d’où il suit 
qu’en faisant varier ces mêmes coordonnées d’une même quantité 
infiniment petite, la variation de U sera nulle, ce qui donnera 
l’équation

du . du . du . .
y + S8 + «• +ctc- =

On trouvera de la même manière, parce que la même propriété 
a lieu par rapport aux coordonnées etc., et aux coor
données Ç", etc., 

du , du , du . .
ü + w + d.r + <AC- = o> 

d_U_,dU,dU ----  
d% dÇ dÇ" + CtC___ °* 

Donc, puisque
V = m(m/2t'c?p' 4- mlfR'df!' 4- etc.) 4- U, 

p' ne contenant que Ç' ; p" ne contenant que Ç", v", , et 
ainsi de suite, la première équation deviendra , par ces substi
tutions , en la divisant par m',

5 4- (m+m') Æ ÿ + m» S'J + etc.
, du4--™- =0.m ai
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Or, dans la quantité U il n’y a que les termes qui contiennent 

p", p7, etc., qui dépendent des variables n', C' (art. 86); ainsi on 
peut réduire la valeup de U à

U— m'+ ^"fR^, + etc.) ;

substituant la valeur de ~ dans l’équation précédente, elle de
viendra

g + (m + m') g ÿ + ÿ. + + etc.

+ m”»' J + ÿ + etc. = o,

et l’on aura de la même manière

+ (m 4- m'X g + J + afg + etc.

+ m'W' £ + m'"R" + etc. = o,
ay cl y '

g + (m + ÿ + m^) ÿ + m"7Ç ÿ + etc.

-4- + m"'R'" 4- etc. = o.etc,

90. On peut ramener ces équations à la forme générale, qui a 
l’avantage de s’appliquer également à des coordonnées quelconques.

Si on multiplie la première par «Nf, la seconde par <N, la troi
sième par S'C,', et qu’on les ajoute ensemble, on aura d’abord la 
partie différentielle

— re' l, — JV i
dt* J 5 H- d? d ” + d^ d(”

laquelle, en transformant les coordonnées en d’autres
coordonnées indépendantes Ç, 4, <p, donnera pour les termes mul-
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tipliés par la formule (art. 7, Sect. IV)

en faisant
T' — + +
1 üdf

A l’égard des termes qui contiennent les forces R', R!', etc., il 
est facile de voir qu’en changeant la caractéristique £ en d, tous 
ces termes sont intégrables par rapport aux variables x', Ç' ; 
l’intégrale contiendra d’abord les termes

(m + m')/W + 4- etc. ;
ensuite elle contiendra les termes

(vdR' % 4- mw7?w 4- etc.) g'

+(m'7rÿ4-m"7r^ etc.) »' 

4-fm"JR"ÿ4- ^"R"1̂ , + etc.)

Or on a

et comme

on aura

d^" * d»'" * d^ 2 ’

et de même

et ainsi des autres expressions semblables. Donc nommant R' l’in
tégrale totale, on aura

R' = (m 4- m')/W 4- mT^dp", 4- 4- etc.
^2 I Jr2 Jr2 J 2 I Jn2  Jn2

4- + xR"R" f +< ,~A, 4- etc.
2f Qf

Ainsi
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Ainsi après la transformation des coordonnées, les termes mul

tipliés par se réduiront à et comme on suppose les nou

velles coordonnées £, 4, <p indépendantes, chacune d’elles, 
comme £, donnera une équation de la forme

, ^7" JF' . JF' _ 
a,Jd% ” + °'

91. S’il n’y a que deux corps, m et m', l’expression de JF' devient

JF' = (m + m'yil'dp' -,

ainsi les valeurs de T et de JF' sont les mêmes que pour un 
corps attiré vers un centre fixe avec une force {m 4- m')R! pro
portionnelle à une fonction de la distance p' (art. 4). Donc le mou
vement relatif du corps m' autour du corps m, sera le même que 
si celui-ci était fixe, et que la masse attirante fût la somme des 
deux masses, ce qui est connu depuis Newton.

Lorsque la masse m du corps autour duquel les autres sont 
censés se mouvoir, est beaucoup plus grande que la somme des 
masses m', m", etc., ce qui est le cas du soleil par rapport aux 
planètes, on a à très-peu près

JF' — (m + m'^fR'dp1.

Le mouvement du corps m' autour du corps m sera donc, dans 
ce cas, à très peu près le même que si celui-ci était fixe, et que 
la somme des masses m-f-m' y fut réunie; et en regardant les 
autres forces m"^", , etc. comme des forces perturbatrices,
on pourra employer la théorie de la variation des constantes ar
bitraires pour déterminer l’effet de ces forces ; il ne s’agira que de 
prendre, conformément à l’article 9 de la Section V, —£2 égale à 
la somme de tous les autres termes de la valeur de JF' donnée 
ci-dessus. On fera ainsi, en accentuant la lettre £2 pour la rap-

Méc. anal. Tom. II. * 17
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porter à la planète m',

£T = — — xR/Rd?; — etc.
/a । //a Wa /a 1 .Wa___ .^2

— xRRf +\~p' — 4- etc.
2p 2f

et l’on aura, par les formules générales de l’article 14 de la même 
Section, les variations des élémens du mouvement du corps m' 
autour du corps m regardé comme fixe.

$ II.

Formules générales pour les variations séculaires des élémens des 
orbites des planètes autour du soleil.

92. Pour appliquer ces formules au mouvement des planètes 
autour du soleil, on prendra la masse m pour celle du soleil, la 
masse m' pour celle de la planète dont on cherche les perturba
tions, et les masses m", m'", etc. pour les masses des planètes per
turbatrices, et on fera

R = , R' — etc., R = R , etc.

On substituera ensuite dans la fonction £1', au lieu des coordon
nées g",- etc. de ces différons corps autour de m,
leurs valeurs exprimées en fonctions de t, conformément aux 
formules que nous avons données dans le chapitre I, pour les ex
pressions des coordonnées x, y, z, en y faisant g = m-f-m', 
ou simplement g', pour le rapporter au corps m', et l’on aura, 
par les articles 69 et suivans, les variations des six élémens de 
l’orbite de la planète autour du soleil.

Nous nous contenterons ici de chercher les variations séculaires 
de ces élémens qui sont les plus importantes, et qui ne dépendent 
que du premier terme tout constant du développement de £2.
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L’expression de £1' deviendra

4- etc.

g5. Commençons par développer la quantité

p: =
on y mettra d’abord pour £, v, Ç les expressions de x, y, z de 
l’article 13, en marquant par un trait, ou par deux, les quan
tités qui se rapportent aux masses m', m". On aura

p/ — p'a 4- p"1
— 2p'p"(a'cos + /3'sin<I>') («"cos <t>" + /3"sin$")
— 2pyXaicos^, 4- /S'.sin^fa^cos^" 4- /3"sin$")
— 2p'p"(a'cos <V 4- /3"sin $') («( cos O" 4- /3"sin O").

Si on fait les multiplications, qu’on développe les produits des 
sinus et cosinus, et qu’on fasse, pour abréger,

A = a'a" 4" «y, + >
B = a'/3" 4- 4“ ,
A,= a"/3'4- 4-
Ba = /3'/3"4- 4-

on aura
p"* =3 p'a 4- p"*

— (1/ 4- j^y^cos^'—O") — — ^OpV'cos^^^")
— B )p'p"sin ($'—$") — (^.4- B )p'p"sin ($'4~$")-

Les quantités a!, fi', a/, etc. sont fonctions des élémens h', i' k' 
de l’orbite de la planète m', données par les formules de l’article 13, 
en marquant toutes les lettres, d’un trait, et les quantités af, fi",
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aï, etc. sont fonctions semblables des élémens h", i", ku de l’or
bite -de la planète m", en marquant les lettres de deux traits; ainsi 
les quantités , B, B, sont fonctions de ces mêmes élé
mens ; mais par la considération suivante, on peut voir ce qu’elles 
expriment.

94. Les coordonnées primitives rapportées à un plan donné 
étant x, y, z, pour les transformer dans les coordonnées x', y’, z' 
rapportées au plan de l’orbite de m', on a, par les formules géné
rales de l’article 14,

x = a.'x' 4- y y' -4- yzr, 
y = d'y 4- /3,y 4- y y 
z = yy ■+■ ^y 4- yy,

où les coefficiens a', y, etc. dépendent des constantes h', i', k', qui 
déterminent la position des nouveaux axes par rapport aux pri
mitifs, i' étant l’inclinaison des deux plans.

De même, si on voulait transformer les mêmes coordonnées 
dans les coordonnées x", y", z!' rapportées au plan de l’orbite de 
m", on aurait

X = a"x" 4“ •
y = d'y 4- y y 4- yy, 
Z = yy 4- O' + yy,

où les coefficiens a", /S", etc. seraient des fonctions semblables 
des constantes h", i", qui déterminent la position de ce nou
veau plan par rapport au même plan primitif, et où i” serait l’in
clinaison de ces plans.

Si on compare maintenant ces expressions, on aura

yy 4- @y 4- y'z' = d"x" 4- y y" 4-
4- fty 4- yy = yy 4- yy y yy

<*' 4- Ky 4- yy = yy 4- w -y yy.
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Comme les coefficiens a', /3', y, a', etc. sont assujétis aux mêmes 

équations de condition que les coefficiens a, fi, y, a., etc. de 
l’article 14, si on ajoute ensemble les trois équations précédentes, 
après les avoir multipliées respectivement par a', y, a', par /3',
i®; , et Par » ?» ’ on aura> en vertu de ces équations,

x' = Ax" 4- ty" -F Cz",
. y' = Atx" 4- W-F C,z",

z' = A^'-F B,/'-F C.z",

en faisant, pour abréger,

A = dd' 4- y a" 1 *■1— CL CL -

B = a'/3" + 4-
C = dy" 4- yy 4- ,
A,= /8W' 4- 4- ,
B. = /3'/3" 4- fl^ 4- /3 ^,
C.= fl y" 4- fl.y'. 4- j
A.= y'a!' 4- y 4- ,
B. = y/3" 4- y [K 4- y/3:,
C. = y'y" 4- y^ 4- yiy'i-

Il est évident que par ces formules les coordonnées x', y'.
sont transformées dans les coordonnées x", y", z"-, ainsi les coeffi
ciens A, B, C, A,, B,, etc. seront exprimés d’une manière sem
blable aux coefficiens analogues a', /3', y', a', ^',etc., et prenant 
les constantes H, I, K, à la place des h', i', k', on aura, par les 
formules générales de l’article 13,

A = cos K cos H — sin K sin Zf cos Z,
B = — sinXcosZf — cos K sin H cos Z, 
C = sinIZsinZ;
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A.= cosKsinH + sin K cos LT cos T, 
B,= — sinKsinH + cos K cosLTcos/, 
C1= — cosHsinl-, 

Aa= sin K sin I, 
Ba — cos K sin I, 
CB= cos T.

La constante I représentera l’angle d’inclinaison des deux plans 
où sont placées les orbites des planètes m' et m" 5 et nous la dé
signerons par I", pour indiquer qu’elle se rapporte aux orbites 
de m' et m"; et si, dans l’expression de Ca en y', y", y^, etc., on 
substitue les valeurs de ces coefficiens en h', k', i', h", K', i" 
(art. 13), on a

cos i" = cos i' cos i" H- cos (h'— h"') sin i' sin i!'.

On voit que les quantités que nous venons de désigner par 
A, B, A,, B, sont les mêmes fonctions de a', a,", /3', etc. que celles 
que nous avons désignées par les mêmes lettres dans l’article g3 ; 
ainsi on aura dans les formules de cet article, en y substituant 
pour ces quantités les valeurs que nous venons de trouver,

^4-^= 2Cos(Æ+K) x (cos |
A — 2Cos(H—K) X (sin 

— B = asin (Æ-f- K) x (cos | ly, 
^+B = 2sin(LT— K) x (sin^<')‘.

g5. Donc faisant ces substitutions dans l’expression de p^ de 
l’article g3, on aura

P';- = p'» + p"»
— 2P'p"cos($'— H— K) X (cosi I",y 
— 2py'cos ($'+ — H+ K) x ( sin j /")*.
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Faisons, pour un moment,

△ = cos (O' H- V1— H+ K} — cos — H—Æ),

on aura

i_______________________ i_______________________ _________
p" l/p^+p"2— 2p'p"cos(0/—0"—H—— 2p'p"A (sinI ry ’

c’est la valeur qu’il faudra substituer dans l’expression de H de 
l’article 92 -, et l’on aura de la même manière

p/a + p"2 — p"1  p'cos (0'— 0"— H— K') p'A (sin | I"^
~ I .

En marquant de trois traits les lettres qui ne sont marquées que 
de deux, on aura les termes multipliés par m"' dans 12, et ainsi 
de suite.

Il faudra ensuite substituer pour p', p", etc. et pour C»', C»", etc. 
leurs valeurs exprimées par les anomalies moyennes u’, u", etc., 
suivant les formules des articles 21 et 22; et dans le développe
ment, nous nous contenterons d’avoir égard aux secondes dimen
sions des excentricités e’, e", etc., et des inclinaisons mutuelles/", 
T” des orbites de m", m'", etc. sur celle de m', en regardant ces quan
tités comme très-petites du même ordre, et en négligeant les termes 
où elles formeraient des produits de plus de deux dimensions.

On aura ainsi

1  _______ ________ 1______________
f" /p'» 4- f"4cos (0'— 0"— H— K)

__ pp'[cos(0'+0"—— cos(0'—0"—g—(gjn2 

Q'*+f"*_2py'cos(0'—0"—g—

96. On sait que les puissances d’une fonction de la forme 
p,a H- p'/a ap^'^os (p peuvent se développer en séries de cosinus
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d’angles multiples de <p ; ainsi on peut supposer

—2p'p"cOS(?)~ * = (p', p") + (p', p")tCOS<p 
■ + (p'> p")»cos 2<P + (p\ P"^ cos 3? H- etc.,

3 *
(p'a 4- p"4—ap'p" cos (?) - = 0z, p"] + [p', p"]. cos <p 

+[p', p"], cos2<p 4- Cp', p"]3 cos 3<p 4- etc.,

où (p', p"), (p\ p")., etc., [p', p"J, [p', p"],, etc. sont des fonctions 
de p', p" exprimées en séries ou par des intégrales définies, dans 
lesquelles les quantités p' et p" entrent de la même manière et forment 
des fonctions homogènes des dimensions — i ou — 3.

Ainsi en faisant
<p = d>'— O" — H— K, 

on aura
1 = (p', p") 4- (p', p"). cos <p 4-(p\ p")»cos 2(P + etc- 
f ' + p'p"(Cp% p"]+Ep\ p"]* cos ?+Ep'’ pU cos 2<p + etc-) 

x [cos(<p4-2^"4-2K) — costp] x (sin|i;)’,

où il faudra faire (art. 21, 22)
e'3 e'3p' = a'(i—e'cosu') 4“ ----- — C0S2W,
p"a e"3

p" = &"(i—e"cosu"') 4- y — — cos2Z?,
5e'» .

— u1 4- 2e'sinu' 4—rsmar,

L étant =11-}-K.

4
5e"“ ■ n$"= u" 4- 2e"sinu" 4- -^-sin 2U ,

et par conséquent

ç — u’ _ n!’ _L 4- üÇe' sin u'— e" sin u")
4- |(e'asin2u'—e"“sin21/'),

Comme
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Comme nous négligeons les quantités au-dessus du second ordre, 

/a
dans les termes multipliés par sin—, on pourra mettre tout de 

suite a! et A' au lieu de p', p"; u', au lieu de <J", et u'—u"—L 
au lieu de <p; et en développant les produits des cosinus, on verra 
facilement qu’il n’y aura de terme indépendant des angles u' et u" 
que celui-ci :

— ~a'a"[a', a"], x (sin|

Considérons maintenant les fonctions (p', p"), (p'7p'% etc-; en 
y faisant les substitutions précédentes à la place de p' et de p", et 
conservant les secondes dimensions de e' et de e", on aura

(p'> p") = «") + } (—a'e'cosu'+ cos au')

. d(a', a"') / „ „ , „ . a"e"* a"e"*H- ( — u e cos u"H---------------- cos au")
da\ 2 2 '

d\a, a"') a"e"* , .+ Aé*~x—<1+c0S2“)
+ i:W!- * [cos œs (V+O >

et il en sera de même des autres fonctions semblables. 
On aura pareillement

cos <p = cos (u'— u"— L)

{
 , . / . 5e'* • , Aae'sinzi+ -7-sm2u I

5i y

—2e"sinu"+ '-y- sinau" IT'
„ , , „ f e'“—e'*cos2u'+e"*—e"acos2u" )

11 —2e'e"[cos(u'—u")—cos(u'H-u")J J ’

on développera de la même manière les cosinus des angles muE
Hcc. Anal. Tom. II. 18
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tiples de <p, et on multipliera les expressions de ces cosinus pat 
celles des coefficiens (p1, p"), (p, p"^, etc.

Comme nous ne cherchons que les termes indépendans de toute 
période, il faudra rejeter tous ceux qui se trouveront multipliés 
par des cosinus d’angles multiples de u' et de u", qui sont les angles 
des mouvemens moyens de m' et de m".

Ainsi le terme (p', p"), de l’expression de 4 > ne donnera que 
ceux-ci :

«P Ça', a"") 
4da'3

/dÇa, a") 
l zda" a!'+ d^Ça^a^ n”* 

4dd'* a eu\

a'1 ) e'a

Le terme (p', p"), cos <p donnera ceux-ci :

((a' , a"\ , , dÇa', a"), „ , d“Ça', a*}, nrnn\ r„n„Mr
’ a 4------ ^dd~ a ------a + /jda'da" aa)ee C05^

Le terme (p', p"), cos 2<p, et les suivans, ne donneront que des 
termes où e1, e", i1, ü1 formeraient plus de deux dimensions, et que 
nous négligeons.

Il reste à développer la quantité

+1^10 (art. 95, 94).

On fera ici pour p', p" les mêmes substitutions que ci-dessus; on 
aura d’abord

~ —e'coszz') 4- 2<?"coszz"4-^- (i — C0S2«')

4- ( i + 5 cos 2 u"} -J- efe" [cos (u'— u") 4- cos {ur— n")], 

mais dans le terme qui contient sin et qui est déjà du second 

ordre, il suffira de mettre — à la place de , et comme
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A = cos ($'4- — 77+ K) — (O'— 4»"— H — K), il est clair que 
ce terme ne donnera aucune quantité constante. 

r

En multipliant l’expression précédente de par celle de cos <p 

de l’article précédent, et ne retenant que les termes constans où 
e' et e" ne passent pas la seconde dimension, on trouve aisément 
ceux-ci :

ÜL _ e'e" + + e'e"} cosL = o;

de sorte que, dans la quantité dont il s’agit, les termes constans 
se détruisent.

97. La somme de tous les termes que nous venons de trouver , 
étant multipliée par m", sera la partie constante de la fonction fl', 
due à l’action de la planète m", et l’on aura une expression sem
blable pour la partie due à l’action de la planète m"', en rappor
tant à celle-ci les quantités relatives à la planète m".

Nous avons désigné par (fl) cette partie non périodique de la 
fonction H5 si donc on fait, pour abréger,

d[a' a") 
ada'

a" )
~ ^da'- 11 ’

et par conséquent puisque a' et a!' entrent de la même manière 
dans la fonction (a', a"}, 

et de plus,

Ko', a”)] = (a', a"). + a! + 
d^a', a") 
^da'da!' ■' a'a",

on aura
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— (n') = «") 4- ((a',
4- [(«', «")] e'e" cosL
- ^a'a"[a’, x (sin|O} 
+ etc.

Cette valeur est exacte, aux quantités du troisième ordre près, 
en regardant les excentricités e' et e" des orbites de m' et de m", 
ainsi que leur inclinaison mutuelle I, comme de tres-petites quan
tités du premier ordre, quelles que soient d’ailleurs les inclinai
sons de ces orbites sur le plan fixe de projection.

98. On peut simplifier beaucoup les expressions des fonctions 
((a', «")) et [(«', a")], par les propriétés connues des coefficiens 
des séries en costp, cosaep, etc. En effet, si on différentie loga
rithmiquement par rapport à <p, et ensuite par rapport à a', lé- 
quation identique

Ça'1—aa^cos^H-a"3)-7 = + a")iC0S<P
4- (a', a").cos2(p -f-etc., 

et qu’après avoir multiplié en croix, on compare les termes mul
tipliés par les mêmes cosinus, on aura d’abord

5a'a"(a', a"\ a!') + a^'^o"4)^', a"). ;

ensuite les différentielles relatives à a' et à a!' donneront

a" ) _ 2a'Ça', c")—a"(a', a"),

d(a', a"), a a"Ça', a1") — a"\a , a), 
da' ’ a'Ça!'^—a'“)

d^Ça , a")  ^a'^Ça', a"') a" Ça"1— l3ar'1') Ça , a^i
da1 sa'ta"2 — ’

d'Ça, a") _ —2^+a"1) +aa'a"Ça', a"'), 
da'da" Ça!^ — a^1
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Substituant ces valeurs, on aura

a"')-a', Or
a )) — 8(a"»_a'y 1

, __ —
, « JJ   2 (a"3—a>y

Mais on peut avoir des expressions plus simples de ces fonctions, 
en employant les coefficiens de la série

(a'a — a'a" coscp + a"a) 1 = [a', a"] + [a’, a"], cos <p + etc. ;

car en différentiant logarithmiquement, et multipliant ensuite en 
croix, on trouve d’abord, comme ci-dessus,

a'a"[a', a!'\ — a(a'*+ «"*)[«', O], —Ga'a"[a', «"J ;

substituant cette valeur de [a', a!'\, et comparant la série multipliée 
par a'*—aa'OcosÇ' + O1 avec la série (a', a"j+(af,«")iCOS(p4-etc., 
avec laquelle elle doit devenir identique, il est facile de déduire 
ces relations :

(O a") = (a'*4-ar/a)ÊO a'1] — a'a”[a1, a"].,
(a', a"). = 4a', a" [a', a"] — (a'‘ + a"^[a', a"],, 

et par la substitution de ces valeurs, on aura celles-ci : 

^a!, a")) = ^a'a"[a', a')),
[(a', a")] = ia'a"[a', a"]a,

qu’on substituera dans l’expression de (H') de l’article précédent.
A l’égard de la valeur des coefficiens (a', a"}, (a', a"),, etc., 

[a', a"], [a', a"]t, etc., en fonctions de a', a", on peut les trou
ver parle développement des radicaux, en puissances de cos<p, 
et par le développement de ces puissances en cosinus d’angles 
multiples de <p, comme Euler l’a fait le premier, dans ses Recherches
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sur Jupiter et Saturne ; mais j’ai trouvé, depuis long-temps, qu’on 
pouvait les avoir d’une manière plus simple, en décomposant le 
binôme a'1 — ^a' a"cos<p -f-a"3 en ses deux facteurs imaginaires

(a'— a"e^ ) Ça' — }

et en développant par la formule du binôme les puissances —{, 
— 4 de chacun de ces facteurs.

Soit, pour abréger,

__  «(«+1) » __  n(n+ i) (n + e)5 _ --------- , 4 — ——g , VlC. ,

on aura en général

Ça' — a"e^~t)-n = a'~n+ sa'-n-'a"e^~1+sa'|-,^
-f- etc.,

et si on multiplie ensemble les deux séries qui répondent à t/—'i 
et à — j/—i, et qu’on repasse des exponentielles imaginaires aux 
cosinus des angles multiples, on aura

Ça'3 — 2a'a” cos <p + a"3)~n = A 4- B cos <p 4- C cos 2<p 4- etc.,

, en faisant

etc.

Ces séries sont toujours convergentes, lorsque a'>a"-, mais si 
l’on avait a" > i, il n’y aurait qu’à changer a' en a" et a" en a', 
puisque dans la fonction non développée, les quantités a' et a" 
entrent également.
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Une conséquence qui résulte de la forme de çes séries, est que 

tant que 5 est un nombre positif, tous les coefficiens C, etc. 
ont toujours des valeurs positives.

Si on fait a = l, ces coefficiens deviendront {a’, a"'), (a', 
(a!, a"\, etc., et si on fait a=$, ils deviendront [a', a"], \a'y «"]„ 
[a', a"]., etc.

99. Il nous reste encore à déterminer l’angle L. Comme nous 
négligeons les quantités du troisième ordre, et que dans l’expres
sion de A, cosL est déjà multiplié par e'e'1, on pourra, dans la 
détermination de l’angle L, faire abstraction des quantités très- 
petites du premier ordre, et par conséquent y supposer /'=0. 
Or I=H+K (art. 94), et faisant I", =0 dans les formules 
de l’article 92, on a

A = cos (Æ-f-K), A, s= — Z? = sin (ZT-J-A), Aa=o;

on a aussi, par les formules de cet article,

A = a.'a." + a'a" -f- = COsL.

Différentions cette valeur de cos Z, faisant varier les quantités 
a', a", <, etc., substituant à la place de leurs différentielles les 
expressions données dans l’article 67, en accentuant les quantités 
respectives, et remettons les quantités etc. à la place
de leurs valeurs en a', a", 0', etc., on trouvera facilement

— sinZdZ = A^x/ + + Bdx" H-
mais

A,=sinZ, ^/a=o, B = — sinZ, Ç=o;

donc en divisant par sinL, on aura

dL = d^' — d%'j
et intégrant
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où il n’est pas nécessaire d’ajouter des constantes, puisque l’ori
gine des angles y!, x!' est arbitraire. L’angle % est en général celui 
que l’orbite décrit en tournant dans son plan, et que nous ayons 
substitué à la place de la longitude k du périhélie (art. 68).

100. La fonction (£!') est maintenant réduite à la forme la plus 
simple et la plus propre pour le calcul des variations séculaires; il 
n’y aura qu’à la substituer dans les formules de l’article 71, en mar
quant d’un trait les lettres de ces formules, pour les rapporter à 
la planète m', dont on cherche les variations ; et en changeant 
simplement eutr’elles les lettres marquées d’un trait et de deux; 
on aura des formules semblables pour les variations de la planète 
m", et ainsi des autres.

On voit que cette fonction est composée de deux fonctions dis
tinctes entr’cllcs, dont l’une ne renferme que les excentricités et 
les lieux des aphélies dans les orbites, et dont l’autre ne renferme 
que les inclinaisons des orbites sur un plan fixe avec les lieux de 
leurs nœuds. Si on désigne la première par et la seconde 
par (il')., ensorte que l’on ait (il') = (il^x + (il')a, on aura

ZOO _ . f 8(^ O + [a', a"]> x(e'a 4- e"’) 1
.8 I. —2a'a!'[a', a"]ae'e"cos(%'—x") j

-, f 8(a', a'")+da!"\d, a'"], x 1
+ 8m ( —2a'a"'[a', a"'J,e'e'"cos(%'—%'") J
+ etc.,

(H')3 = — i m"a'a"[a', «"]. X (1 —cos/)) 
— | m'"a'ar"[a', a'"]l x (1 — cos /'') 
— etc.,

où cos J' = cos? cosi' + cos(/?—A" ) sin? sin i", 
cos I’" = cos ?cos i'" -f- cos(7?— h'"} sin i' sin i'", 
etc.,

les 
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ïes angles Z'', Z", etc. étant les inclinaisons de l’orbite de la pla
nète m' sur celles des planètes m", na'", etc.

On substituera ainsi (£!'), + (£!'),, au lieu de (£V), dans les 
équations des variations séculaires (art. 71), et on accentuera les 
lettres, pour les rapporter à la planète m' dont on cherche les 
variations; on aura, en négligeant les et mettant simplement 
a' au lieu de b dans les coefficiens des fonctions (£1), et (il),,
qui sont déjà du second ordre,

de' __ . __ 1
dt ^/g7»7 ’

di
dt

1
t/gV * ^ni'dh' ’

d% __ d(ci'\
dt r de

dh'   1 J(Qf)a
dt n1r/ sin t db

On aura de pareilles équations pour les variations des élémens 
de la planète m" dans son orbite autour de m; et il n’y aura pour 
cela qu’à marquer de deux traits les lettres qui ne sont marquées 
que d’un trait, et au contraire ne marquer que d’un trait les lettres 
qui le sont de deux.

Ainsi, en observant que les fonctions de a' et a", représentées 
par des parenthèses, ne changent pas en échangeant entr elles 
les quantités a', a", on aura

_ • b f +~ 8 m | cos j
mc 8(a", à!"^a!'d!"[cl!,,

+ etc.,
(£1") = — i m'a'a" [a', a"^ x (1 — cos Z,',) 

— i m'"a"a"'[a", a'"\ x (1 — cos ZD 
—'etc.,

où cos Z' = cos Z", et

cos Z™ = cos i" cos i'" 4- sin (h"—h"') sin Z"sin 1'",
Mèc. anal. Tom. II. *9
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«t les équations des variations seront

_ i dm dj _ ! d.^x
dt /T7? * e"dx" » dt X dde" >

d? _ _ i JÇo*). dh" _ I d.(n"\
dt ygNL sin i'dh" J dt ^/g^â" sin i"di" }

et ainsi de suite pour les variations des élémens des orbites de mw, 
m"", etc. autour de m.

101. Mais nous remarquerons qu’on peut réduire à une seule 
fonction les différentes fonctions (El'),, (El"),, etc., ainsi que les 
fonctions (El')„ (El")a, etc., ce qui mettra plus de simplicité et 
d’uniformité dans les formules des variations. En effet, si on fait

O a") + G*1 X (e'^)-2[a', a^de»cos (/- X")J

4~?—£8« JT+Ca', a'"], X (d^e^) - O.e'e’cos

^(a", a^+Ea", a^d'd’w tf-x^ï

-f- etc. ;

en faisant toutes les combinaisons, deux à deux, des masses m', 
m", m"', etc., et des fonctions qui y sont relatives, il est facile 
de voir que dans les différences partielles de (El'),, (El"),, etc., 
on pourra changer ces fonctions en , pourvu qu’on divise par 
m' les différences partielles relatives à e' et par m" les diffé
rences partielles relatives à e”, et ainsi de suite.

De sorte que les équations des variations des excentricités et

etc.

des aphélies deviendront
de' _ d<t> dx 1 J<I>

X ddd’dt / / ~~T / 
rn y gtf e'dx’ ’ dt ni' g'a'

de” _ 1 Jo dx _ i d<I>
X e’Je”

dt ---- m'VgV ddx’ ’ di ' m"j/g"a*
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Ce§ équations donnent

£,dX' + f,de’=O, ^,<W+hdd'=o, etc.;
«X de 7 d% de

donc comme <& est fonction des variables e', e", etc. sans t,
on aura d^=o, et par conséquent <I> égale à une constante. 
C’est une relation générale entre les excentricités et les lieux des 
aphélies des planètes, qui doit toujours subsister, quelques varia- 
riations que les excentricités et les lieux des aphélies subissent a 
la longue, pourvu qu’elles soient très-petites.

102. Mais la nature de la fonction donne encore naissance à 
d’autres relations générales entre ces mêmes élémens.

En effet, il est facile de voir qu’on a l’équation 

et si on substitue à la place de ces différences partielles leurs va
leurs m'\/g'a' x , m"Vg"a" X -^-5 etc., données par les 

équations de l’article précédent, on aura, en intégrant relative
ment à t, l’équation finie

x -1- x e"* + m'VgV X e'"*+etc. = K1,

K* étant une constante égale à la valeur du premier membre de 
cette équation dans un instant quelconque.

Cette équation fait voir que les excentricités e', d', e'", etc. ont 
nécessairement des limites qu’elles ne peuvent passer; car comme 
elles sont nécessairement réelles, tant que les orbites sont des 
sections coniques, chaque terme, comme m'y/g'a'xe'1 sera tou
jours positif, et son maximum sera la constante K*.

Il suit de là que si les excentricités des orbites qui appartiennent
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à des masses très-grandes sont une fois très-petites, elles le seront 
toujours, ce qui est le cas de Jupiter et Saturne; mais celles qui 
appartiennent à des masses fort petites pourront croître jusqu’à 
l’unité et au-delà, et on ne pourra déterminer leurs véritables li
mites que par l’intégration des équations différentielles, comme on 
le verra ci-après.

De plus, comme la quantité O, regardée comme fonction de e', 
ë', ë", etc., est une fonction homogène de deux dimensions, on 
aura, par la propriété connue de ces fonctions,

Substituant dans cette équation les valeurs des différences partielles 
de $ relatives à e', ë', e'", etc., tirées des mêmes équations de 
l’article précédent, on aura

mV g'n' x M~+m'Vg^/X^^^H-m"Vgw$wX^-^H-^^^ 
° al at al

F étant la valeur de «b dans un instant quelconque.

Dans cette équation, les quantités—-, -Jp etc. expriment les 

vitesses angulaires des mouvemens des aphélies, et par consé
quent elle donne une relation invariable entre ces vitesses, par 
laquelle on voit qu’elles ont aussi nécessairement des limites, tant 
qu’elles sont toutes de même signe.

io5. Si on emploie les transformations de l’article 73, en 
faisant

7n'=e'sinx', n^e'cosx', zn" = e"sin x", n"s=e"cos%", etc., 

on aura
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$ — <]aX (m'm"+n'n") )

a^. X a^X^n mv+n'n”)

U tn u m y \

—|— CtC. y

et les équations des variations seront

dm' 
dt

1

V' fa'
X

d®

dn ’
dn'
~dt “ ~

1
x

d<!>

dm' ’/ g'

dm" 1 d<I> dn" 1 d*

~dt /g'V
X

dt ““ |/gV
X dm? ’

etc.

Si, dans ces équations, on substitue la valeur de et qu’on 
exécute les différentiations partielles, on a des équations linéaires 
en m', n', m", zz", etc. faciles à- intégrer, et ces équations seront 
entièrement identiques avec celles que j’avais trouvées par une 
autre voie, dans les Mémoires de Berlin de 1781, page 262, 
comme il est facile de s’en assurer en comparant enlr’elles les 
dénominations differentes des mêmes quantités.

Dans les Mémoires de l’année 1782, j’ai appliqué ces équations 
aux six planètes principales, en adoptant pour leurs masses les 
valeurs les plus probables, et j’en ai tiré, par l’intégration, des 
formules générales pour les variations de leurs excentricités et 
des lieux de leurs aphélies, lesquelles donnent les valeurs de ces 
élémens, tant pour la terre que pour les autres planètes, au bout 
d’un temps quelconque indéfini, soit avant ou après l’époque de 1700; 
et comme, par ces formules, les excentricités demeurent toujours 
très-petites, ainsi qu’on l’a supposé dans le calcul, on est assuré 
de leur exactitude dans tous les temps passés et à venir. On trouve 
ensuite, dans le volume des mêmes Mémoires pour 1786 — 87,
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imprimé en 1792 , un supplément à cette théorie, relatif à la nou
velle planète d’Herschel, où l’on détermine de la même manière 
et par des formules aussi générales, les variations séculaires de 
l’excentricité et du lieu de l’aphélie de cette planète, produites par 
les actions de Jupiter et de Saturne; on a seulement négligé l’effet 
de l’action d’Herschel sur ces deux planètes, ainsi que sur les 
autres planètes inférieures, à cause de la petitesse de sa masse} 
et de sa grande distance.

io4. On peut réduire de la même manière, à une forme plus 
simple, les équations de la variation des nœuds et des inclinai
sons. Soit

| a"], x (1 — cos Z")
— | a"], x (1 — cosZ'Q
— | m"m"'a"a'"[a", a"'], x (1 —cos Z") 
— etc.,

en faisant aussi toutes les combinaisons deux à deux des masses 
m, m", m"', etc. etc., qui sont supposées agir les unes sur les 
autres, avec les fonctions correspondantes de a', a", a'", etc. et 
des inclinaisons Z", Z", 1", etc., qui sont déterminées en général 
par la formule

cos00 = coszw cos iw + cos (hM — sin sin iw,

on aura, en substituant —7^
m dt 1

'diT3 etc‘’

^7, etc. à la place de

etc.

di 1 dtr dh' 1
x d*

dt — m' l/ g'a'
X

sin l'dh' ’ dt ni' / gd sin i'di'3

di" _ 1 d* dh" 1
X

d*
dt m'VgV

X sini"dA" ’ dt sin
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Ces équations donnent aussi

~ dh! ^.di! = o, ~ dW -^.di" = o, 
dht 1 di ’ dh 1 di

et par conséquent, puisque Ÿ est une fonction de h', i', h", i", etc.
sans aucune autre variable, d^—o, et Ÿ = à une constante.

De plus, il est visible, par la formule de la fonction ÿ , que 
l’on a cette équation

Substituant, pour les différentielles de 4* relatives à 7/, h', h'", etc. 
leurs valeurs données par les équations précédentes, on aura une 
équation différentielle en i', i", i"', etc., dont l’intégrale sera

a'"'X.co&i"'+G,tc.—const.

et qu’on pourra mettre aussi sous la forme

m' x (sin | )*4- X (sin ) + etc. =

H‘ étant la valeur du premier membre dans un instant quel
conque. On peut tirer de cette équation, relativement aux limites 

des quantités sin-, sin -, etc., des conséquences analogues à 

celles que nous avons déduites d’une équation semblable en e', 
ë\ etc., dans l’article 101.

io5. Dans le cas où l’on ne considère que l’action de deux pla
nètes m' et m", l’expression de se réduit au seul terme multi
plié par m'm", et l’inclinaison mutuelle I", des deux orbites devient 
alors constante ; c’est à très-peu près le cas de Jupiter et Saturne.

Dans ce cas, nous remarquerons encore que si on suppose que
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le plan de la planète perturbatrice m" coïncide dans un instant avec 
le plan fixe, on aura z"=o, et par conséquent cos/" = cosf, 
ce qui donnera

ÿ = —|m"a'a"[a',av],x(i — cosZ'), t
et de là

dh'  m." cl , a"Jt<
4 V7 s'“ ’

c’est l’expression de la vitesse du mouvement rétrograde du nœud 
de l’orbite de m' sur le plan de l’orbite de m", tandis que leur in
clinaison mutuelle demeure constante 5 d’où l’on voit que l’action 
de la planète m" sur la planète m', pour faire varier la position de 
son orbite, se réduit à donner au nœud de son orbite, sur celle 
de la planète perturbatrice m", un mouvement rétrograde instan
tané exprimé par

n>W> «"1 J,

sans affecter l’inclinaison mutuelle des deux orbites.
De la même manière, l’action de la planète m' sur la planète m", 

pour changer la position de son orbite, fait rétrograder le nœud 
de cette planète sur le plan de l’orbite de m', d’un mouvement 
instantané

m'ad'^a, a"\ , 

4/7^ ’

et ainsi des autres planètes.
En combinant ainsi deux à deux toutes les planètes, on pourra 

trouver les variations de leurs nœuds et de leurs inclinaisons ré
ciproques, puisque par la nature du calcul différentiel, la somme 
des valeurs particulières d’une différentielle en forme la valeur 
complète. C’est ainsi qu’on avait trouvé les changemens annuels 
des nœuds et des inclinaisons des planètes, produits par leurs at

tractions 
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tractions mutuelles, avant qu’on eût une théorie directe et générale 
des variations séculaires.

106. Pour donner un exemple de cette méthode, considérons 
trois planètes m', m", m'", dont les orbites s’entrecoupent, Z", I” 
étant les inclinaisons de la seconde et de la troisième sur la pre
mière, et I'" étant l’inclinaison de la seconde sur la troisième; il 
est facile de voir qu’elles formeront sur la sphère un triangle sphé
rique dont les trois angles, en supposant les inclinaisons de m" et 
de m"'du même coté, seront Z", 1800—Z” et Z’, que nous dé
signerons, pour plus de simplicité, par a. fi, y.

La planète m' fera rétrograder sur son orbite le nœud de la 
planète m", de la quantité élémentaire

vdda"[d, a"J, -, 

4/^7 ’

et la même planète fera rétrograder en même temps sur son orbite 
le nœud de l’orbite de la planète m"', de la quantité élémentaire

mWfq', a* J, 

4/?^ dt y

tandis que les inclinaisons Z" et Z” demeureront constantes.
Ainsi dans le triangle formé par l’intersection des trois orbites, 

la portion de l’orbite de m'interceptée entre les orbites de m" et 
de m'", c’est-à-dire, le côté adjacent aux angles a et /3, croîtra 
de la quantité faisant, pour abréger,

___  m'/ a"], a’a'[a’, fl"], \
“ 4\ /’

les angles a et /3 demeurent constans.
Or dans un triangle sphérique dont les angles sont a, /3, et dont 

le côté adjacent à a et 0, et par conséquent opposé à y, est c,
Méc. anal, Tom. II. 20
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on a

cos y = sin a sin/3 cos c — cos a cos/3.

Donc faisant varier c de (i)dt, on aura

cLcosj/ = — sinasin/3sinc(iXt

Mais la même équation donne

cos y -+• cos« CO3/3 cos c = ----- ,8111 a Sin /3 7
d’où l’on tire

t/sin a2 sin fi7 — (cos y + cos « cos £)*
Sin C = --------------- :---- r—--------------sin a sin/3

j/। —cos«2 — cos^3— cosy3— gcos«cos/3 cosy 
sin a sin fi

Faisons, pour abréger,

zz = \/1—cosa*—cos/33—cosy’—acosacos/Scosy = sinasin/3sinc, 

on aura
d.cosy = — udt.

On trouvera de la même manière, en considérant la rétrograda
tion des orbites de m' et de m'/z sur celle de m", laquelle augmente 
le côté adjacent aux angles a, y, et par conséquent opposé à l’angle 

de la quantité élémentaire Bdt, en faisant

B ~ — OA
4 x t/ g'a' V^'d" '

tandis que les angles /3 et y demeurent constans,

J.cos/3 = — ^udt,

parce que la quantité u est une fonction symétrique des trois 
cosinus.

Enfin la rétrogradation des orbites de m' et m" sur celle de mw,
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donnera aussi

tZ.cosa = — Cudt, 
en faisant

c __ mw fdd"\d, d"], dd^a", a”J, \

Dans ces équations, les trois coefficiens (i), B, C sont 
constans, ainsi il n’y a de variable que la quantité u, qui est 
fonction des trois cosinus de a, (3, y, c’est-à-dire, des inclinai
sons respectives des orbites I”, I'", I'”- ainsi on pourra détermi
ner leurs valeurs en fonction de t.

Si on ajoute ensemble ces trois équations, après avoir multiplié 
la première par mW^'a"'] la seconde par — m'm'Vd" 
[a', a'"], la troisième par m'm"a'a"[a', a"], on a

nrni“'a"a"'^a", d"J,d. cosy—rdm"'dd’[_d, a"],d.cof/3-f-mm"da"[d, a"y d. cosu — 
— (m'm'W'ta", d^A — m'rd"dd"[d, d"^B + m'm"dd'[d, d'J^dt.

Or en substituant les valeurs de A, B, C, on voit que le second 
membre se réduit à zéro', par la destruction mutuelle de tous les 
termes, et le premier membre étant intégrable, on a, en remet
tant pour a, /3, y leurs valeurs Z", 180°—Zj", Z",

mWd'd'yd', a^o^+m'nfda"^, a^.cosT1;+m'mW, d^cosF^const., 

équation qui s’accorde, dans le cas de trois orbites, avec l’inté
grale — constante trouvée plus haut (art. io4).

Si on fait, pour plus de simplicité,

cosa = x, cos/3 = y, cosj/ = z, 

on a les trois équations

dx = — Cudt, dy = — Budt, dz = -— Audi-, 
u = \A — —y2 — z* — zxyz.

La première, combinée avec la seconde et avec la troisième,
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donne, par l’élimination de u,

dy^^dx, dz = ^dx-, 

et de là 
__ (a)x+a __ ÇQï+à 

y ~ ’ Z ~ (3) '

Substituant ces valeurs dans l’expression de u, la variable x 
montera au troisième degré sous le radical, et l’équation dx——Cudt 

donnera dt=— —, équation ouïes variables sont separees, mais 

dont le second membre ne sera intégrable que par la rectification 
des sections coniques.

Mais comme les inclinaisons mutuelles des orbites doivent être 
supposées très-petites, si on fait ^=1 — y=i-i-v, z=i—Ç, 
ce qui donne

? = » = wy, c =

les quantités n, £ devront être très-petites , et on pourra négli
ger, dans l’expression de u, leurs troisièmes dimensions vis-à-vis 
des secondes. On aura ainsi

u' = +
et

d^ = — Cudt, dn = — Budt, dit, = .Audi,.

Si on différentie cette valeur de u*, et qu’après la substitution des 
valeurs de d^, du, d?, on divise l’équation par udt, qu’ensuite on 
la redifierentie et qu’on y fasse encore les mêmes substitutions, 
on aura, dt étant constant,

~ = [^^C—^B—BC) — ^—B^C^u, 

équation intégrable par des exponentielles ou des sinus, suivant 
que le coefficient de u sera positif ou négatif5 mais comme 
u = sina sin/3 sine, il est évident que la valeur de u en t ne peut
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pas contenir d’exponentielles; désignant donc par —le coefli- 
cient de u dans l’équation précédente, on aura

u = K (cos pt + k},

K et k étant deux constantes arbitraires qu’il faudra déterminer 
par l’état initial, et comme sin a et sin /3 sont, par hypothèse, 
des quantités très-petites, K aura aussi une valeur très-petite.

De là on aura, par l’intégration, les valeurs de Ç, », ne 
contiendront t que dans sin(/zZ-f-Z;), et qui, étant une fois très- 
petites, le seront toujours nécessairement, de sorte que la solution 
sera toujours bonne.

On connaîtra donc ainsi les inclinaisons réciproques des orbites 
pour un temps quelconque, mais on ne connaîtra pas encore par là 
leurs positions absolues dans l’espace, lesquelles dépendent des an
gles h', h!’, etc., i', i”, etc. ; c’est pourquoi il est plus simple de chercher 
directement ces angles par l’intégration des formules de l’article io4.

107. Mais au lieu d’employer ces équations sous la forme où elles 
se présentent, il sera plus avantageux de les transformer par les 
substitutions de l’article 73, en faisant

p' = sin i' sin/?, p" — sin/"sin/?', etc.,
q' = sinz'cos/?, q" = sin?'cosA", etc.,

on aura ainsi, en accentuant les lettres p, q, pour les rapporter 
successivement aux planètes m', m", etc., et mettant la fonction 

— à la place de (£1) (art. io4),

dp'  l/i — p'*—q'* dv dq'  |/1—p'2 — q'* d*
ni' t? g'a' dq dt m'p/ g'a' dp' ’

dp" = P"—d* dq" _ \/T—p"-—q"- d*
dt ^dq"’ dt “ m'VgV ^dp"’

etc.
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La fonction Ÿ sera, comme dans l’article cité,

| m'm"a'a"[a', a"], x (i — cos Z' ) 
— | a'"], x (i —cos 27)
— etc.;

mais les valeurs cos Z,, cos Z'", cos Z'’, etc. deviendront, par les 
mêmes substitutions, 7

cosz; = x 7^+ p’p"+ q'q",
cos Z'" = \/i—p'3—q’3 x y/1—p"’3—q"l3+p'p'"-}-q'q"1, 
cos Z'" = \/i—p"*—ç"ax\A—p”'3—q"l3-\-p''p"'-\-tf'q"', 
etc.

Faisant ces substitutions et exécutant les différentiations relatives 
à p', q', p", q", etc.

J- = — Vi—P"3—?"3~ çVi—/*—5'*)

— H.?a g J- (q'\/x—p'"3—q"13—q'”\/1—p'3—q'3) 
4L s'«

— etc.,
* = (p-0-p»J- -^-^-q'-)
dt 4/gV w v 1

4- (p'—p'"^!—.^3—^3)
4/ g'a'

4- etc.,

dt 41/Fo" 7

4/g"a" V
— etc.,

ÿ — p'\/i—p"3—q"3 )

4- (p"\/l—p"'3—q"^

4- etc., 
etc.
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108. Ces équations ont lieu quelles que soient les valeurs des 

variables p', q', p", q", etc., parce que nos formules ne supposent 
point que les inclinaisons i', i", etc. des orbites sur le plan fixe 
soient très-petites, comme on l’a vu jusqu’ici dans toutes les for
mules que l’on a données pour le mouvement des noeuds et les 
variations des inclinaisons, mais elles supposent seulement la pe
titesse des inclinaisons mutuelles des orbites.

Quant à leur intégration, elle paraît très-difficile en général, et 
il n’y a peut-être que le cas de deux orbites où elle réussisse.

Faisons dans ce cas, pour abréger,

m"a'a"^a, a"], __  m'aa"[a', a"]r __  w

4Vg"«"
y/i—p'*—ç"» =x, Vj—p"*—— y,

on aura les équations

— Wy —sM, = m (p'y—,

%^ — N^'x—q'y), ^ = N(p"x—p'y).

Elles donnent d’abord

d’où l’on tire

Np' + Mp" = b, Nq' + Mq" = c, 

b et c étant des constantes.
Maintenant si on différentie l’équation = 1 — p'1 — q'*, et 

qu’on y substitue les valeurs de dp', dq', on a, après la division 
par xdt,

T, =-
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on trouve de même, 

g = -

et de là

+ = Nx + My=f,
f étant une constante.

Les intégrales que nous venons de trouver donnent

Mp" = b — Np', M(^' — c — Nq', My=f—Nx-,

ces valeurs étant substituées dans les trois équations

4- M{p'q"—q'p") — o,

on obtient les équations suivantes :

^4-A' —cx = o, /^'+^ = o,

+ cp'—bq1 = o,

qui, étant linéaires à coefficiens constans, sont toujours intégrables.
On aura de pareilles équations, en changeant p', q', x en p", 

q", y ; mais lorsqu’on connaîtra les trois premières de ces quan
tités, on aura les trois dernières par les trois intégrales précédentes.

Les expressions de p', q', x en t, contiendront trois constantes 
arbitraires, et comme les constantes b, c,/"sont aussi arbitraires, 
on aura en tout six constantes arbitraires, mais qui se réduiront 
à quatre, pour satisfaire aux équations supposéesp'^q^-i-x^i, 
p'^+q^'^y1 = i ; on aura ainsi les valeurs complètes des quatre 
variables p', q', p", q", qui donnent la position des deux orbites 
dans l’espace.

Mais notre analyse est fondée sur la supposition que l’inclinai
son 
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son mutuelle des deux orbites soit très-petite ; le cosinus de cette 
inclinaison est exprimé par la formule (art. 107)

xy + p'p" + îV'»

dont la différentielle devient égale à zéro, d’après les équations diffé
rentielles ci-dessus; cette quantité sera donc égale à une constante, 
comme nous l’avons déjà trouvée (art. io5), et il faudra que cette 
constante soit supposée fort petite, pour l’exactitude de la solution 
précédente.

Il serait difficile, peut-être même impossible de résoudre de la 
même manière le cas de trois ou d’un plus grand nombre d’or
bites ; mais nous observerons que comme la position du plan de 
projection est arbitraire , on peut toujours le prendre de manière 
que les inclinaisons des orbites sur ce plan soient très-petites, 
puisque leurs inclinaisons mutuelles doivent être très-petites; et 
si, les inclinaisons étant très-petites dans un instant quelconque, 
elles demeurent toujours très-petites, la solution fondée sur cette 
hypothèse sera légitime.

109. En supposant les inclinaisons i', i", etc. des orbites sur le 
plan fixe, très-petites, les variables p', q', p", q", etc. seront aussi 
très-petites, et on pourra, dans les équations de l’article 107,entre 
ces variables , mettre simplement 1 à la place des radicaux 
\/1 —p'*—q1*, \/1 —p"2—ç"4, etc., ce qui les réduira à la forme 
linéaire, dont l’intégration est facile.

On aura ainsi des équations tout-à-fait semblables à celles que 
j’avais trouvées, par une autre méthode, dans les Mémoires de 
l’Académie de Berlin pour 1782 , et dont j’ai fait aussi l’application 
aux six planètes principales, en donnant les expressions finies des 
variables pour un temps indéfini; et les Mémoires de 1787, de la 
même Académie, renferment, de plus, ce qui est relatif à l’orbite

Mèc. anal. Tom. II. 21
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d’Herschel. Il faut seulement remarquer que, dans les formules de 
ces Mémoires, les tangentes des inclinaisons tiennent lieu des sinus 
qui se trouvent dans les valeurs des variables ;

p' — sini sinh'3 p" = sin Z" sin A", etc.
q' = sinZ'cÔsZ^ q" = sin i”cos h", etc.

mais à cause de la petitesse des inclinaisons, cette différence n’est 
d’aucune considération.

Lorsqu’on connaît les valeurs de ces variables, on peut déter
miner tout de suite les inclinaisons mutuelles des orbites, par les 
formules de l’article 107 ; mais ces formules se simplifient dans le 
cas où les quantités p',. q', p", q", etc. sont très-petites. Dans ce 
cas on aura, en négligeant les troisièmes dimensions de ces 
quantités ,

cosz; =1 — 1 Çp'* + q'*-t-p"*+q"t') +pp'+q<ï>

et delà, à cause de 1 — cos/" = 2 (sin | /")*,

sin i I", = i \/{p' —p’'}- + ^q'-.^t

on aura de même
sin ir = 1

et ainsi des autres.

110. Il reste encore, pour compléter la théorie des variations 
séculaires, à considérer la variation du mouvement moyen que 
nous avons désigné par dA dans l’article 77, et qui, en négligeant 
le carré de l’excentricité e, qui est supposée fort petite vis-à-vis 
de l’unité, et accentuant les lettres pour les rapporter respective
ment aux planètes m', m", etc. , devient

<W = -a +V S «« g a ««
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pour la planète m' ; on aura de même, pour la planète m", la va
riation dA", en ajoutant un trait aux lettres qui n’en ont qu’un, et 
ainsi de suite.

On substituera donc dans cette formule, au lieu de la fonction 
la somme (£!'), -f- (n')B, suivant l’article 100, et comme la 

fonction” (XIne contient point les excentricités e', e", etc., on 
aura simplement

V g \ da. da y/ g'o'X de ’

et pour avoir une formule uniforme pour toutes les planètes m', 
m", etc., il n’y aura qu’à mettre, suivant les remarques des ar
ticles 101 et io4, -44-7, -44-7 à la place de et -44-,

7 mda 7 m de r da ’ de 1 mda

à la place de -^4, ce qui donnera

ju /a f d^ d-i- \ . / d<t>dA —   2 t / — ( —7-J-7 —]— —7-J-7 )—|--- ~7= X —7j“7 ,
V g \mda mda / \/c'a m »e ’

les fonctions $ et 'P étant données dans les mêmes articles, et étant 
les mêmes pour toutes les planètes.

Mais si, à la place de ces fonctions exprimées en e', p', i1, h', 
e", etc., on veut employer les expressions des articles io3, 107, 
en m', n',p', q', n^', etc., il faudra, suivant les formules de l’ar
ticle 73, changer ^44 en 7^ + On aura ainsi 

ae arrif (tu

et pour avoir dA”, dA"', etc., il n’y aura qu’à changer g', a' m', 
m', ri en g", a”, m", m", ri', etc.

Dans ces formules, les différentielles relatives à a! n’affectent 
que les coefficiens (a', a"), a'a"[a', a"]„ a'a!'[a', a"]., Ça', a"), etc.
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des fonctions <I> et 'F, à la place desquels il suffira de substituer

a"[a', a'^a'^a'a''^

pour avoir les valeurs de et par les formules de l’ar

ticle 98, on trouvera les valeurs des différences partielles 
d^, a"],

da' ’ da' -> elC*

Il faudra ensuite y substituer les valeurs de m', n', p', q', etc. 
en /, trouvées par l’intégration des équations différentielles des 
articles io3 et 109, et que nous avons données pour toutes les 
planètes, dans les Mémoires cités de l’Académie de Berlin; et comme 
ces valeurs sont exprimées par des suites de sinus et de cosinus, 
les variations Jà', Jà", etc. seront intégrables ; les termes cons- 
tans donneront dans à', A", etc. des termes proportionnels à t, 
qui se confondront avec les mouvemens moyens; et les termes 
en sinus et cosinus donneront de pareils termes, qui exprimeront 
les variations séculaires de ces mouvemens.

J’avais trouvé, par une autre méthode, dans les Mémoires cités 
de l’Académie de Berlin, des formules pour déterminer les varia
tions séculaires des moyens mouvemens des planètes, et elles 
m’avaient donné, pour Jupiter et Saturne, des résultats presqu’in- 
sensibles ; mais les formules précédentes sont peut-être plus rigou
reuses, et il sera bon d’en faire l’application aux planètes; c’est 
un objet dont je pourrai m’occuper ailleurs; ici je n’ai eu en vue 
que de montrer l’usage de la nouvelle théorie des variations des 
constantes arbitraires, dans la détermination des variations sécu
laires des élémens des orbites des planètes.
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§ III.

Sur les équations séculaires des élémens des planètes, produites 
par la résistance d’un milieu très-rare.

m. Pour ne rien laisser à desirer sur les variations séculaires 
des planètes, nous devons encore considérer l’effet d’un milieu peu 
résistant dans lequel il est possible qu’elles se meuvent, et où elles 
devraient nécessairement se mouvoir, si la lumière était due aux 
oscillations d’un fluide.

Nous avons déjà vu, dans l’article 78, que pour avoir égard à 
la résistance, il suffit d’ajouter à la valeur de d'il les termes

F dr' 4- r^d^ (dr^r -f- r’di^ + — — ,

P étant la densité du milieu, qui peut être une fonction de r, et 
qui doit être supposée très-petite, et d’y substituer pour r et $ 
leurs valeurs en t données par le mouvement elliptique de la pla
nète, en se souvenant que la caractéristique d se rapporte au 
temps t, et la' caractéristique S' aux élémens de la planète.

Comme nous ne cherchons ici que les variations séculaires, il 
faudra, ainsi que nous l’avons pratiqué plus haut, rejeter tous les 
termes périodiques et ne retenir que les termes constans.

112. En désignant, comme dans l’article 21, l’anomalie moyenne 
de la planète par

u = \/5 (i —c),

on a vu que r et O — u peuvent s’exprimer par des séries dont 
la première ne contient que des cosinus, et la seconde des sinus 
d’angles multiples de u-, donc dr ne contiendra que des sinus sans
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terme constant, et d® des cosinus de ces mêmes angles; par 
conséquent la quantité dr2 -f- t^d^2 ne contiendra que des cosinus, 
et il en sera de même de la série qui exprimera la valeur de 
\/dr^+r2d^\ Ainsi en faisant r=/r, la quantité T\/dr2 + r2d^2 
sera exprimée par une série de cosinus de multiples de u.

Maintenant pour avoir cfr et J\t», il faudra faire varier dans les 
séries de r et de <t> les coefficiens des cosinus et des sinus qui 
sont donnés en a et e, et de plus l’angle u, à raison des cons
tantes a et e qu’il renferme. Désignons par cP(z') et les par
ties de «fret de qui contiennent les variations des coefficiens, 

on aura = cP(r) 4-d'à, et de même 4-;
donc

dr^r -{- ^d^^ = + radW(<I>)

4- (dr2 -p r^2}

Or il est clair que cT(r) ne contiendra que des cosinus, et comme 
drue contient que des sinus, dr^Çr) ne contiendra aussi que des 
sinus sans terme constant ; de même cT(O>) ne contiendra que des 
sinus, et comme d<b ne contient que des cosinus, ne con
tiendra aussi que des sinus ; d’ailleurs r2 ne contient que des cosinus, 
par conséquent ne contiendra que des sinus. Donc la
quantité dr^r) 4- r'düA't®) ne contenant que des sinus d’angles 
multiples de u, sans aucun terme constant, devra être négligée.

ii3. Ainsi pour les équations séculaires on aura simplement

dr^r 4- r'dûcfà = (dr2 4-

Or du = dt ~ ; donc faisant ces substitutions, on aura pour 

les ternies à ajouter à d'H, à cause de la résistance du milieu,
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3

r(dr' -J- r2d4>“)* /a3
d^ y g 

r\/dr'J + r^d^X B 
à X,

où il faudra substituer pour r et <I> leurs valeurs en i ou u, et 
ne retenir dans les résultats que les termes indépendans des sinus 
et cosinus de u.

Pour les propriétés du mouvement elliptique, on a tout de suite

r*d$ = Ddt = dt^gaÇi — e*),
dr* 4- r'd& = )%dr -,

ainsi les termes dont il s’agit se réduiront à
3.

-gr(î-iyv^x<ru

~ gr t/; — X V^i—**)xcfx, 
v I IL

où ^zz = ——

n4. Tels sont les termes qu’il faudra substituera la place de 
d'n, dans les formules générales des variations des élémens des 
planètes (art. 74), et l’on aura

3
da = — aaT 0 — i) dt,

3.
de = 3ar 0 —. x (f—c) \/g dt,

et les variations des autres élémens x, h, i seront nulles; d’où
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l’on peut d’abord conclure que le grand axe ou la ligne des ap
sides , ainsi que le nœud et l’inclinaison, ne seront sujets à au
cune variation séculaire; par conséquent la résistance ne déplacera 
point l’orbite de la planète, mais en changera seulement à la longue 
le grand axe et l’excentricité, et produira en même temps une 
équation séculaire dans l’anomalie moyenne et dépendante de la 
variation de c.

Si l’on combine ensemble les deux premières équations , on a

dc ____ .
2a ’

donc
dt — de — = dt-,2a ’

divisant par \/a3, et intégrant, on trouve

• t— c  Ç dt

t/a3 J [/a3 7

et comme u— (t—c) \/^3, on aura

en supposant que l’intégrale commence au point où zz=o; 

ainsi tout dépend de la variation de la distance moyenne a.

Si, dans la première approximation, on néglige l’excentricité e 
3

, , ... /2 1 Y 1 . -supposée tres-petite, on a r=a^~ — et comme la

densité du milieu T ne peut être qu’une fonction de r, elle sera 
une fonction de a, et la première équation donnera

ar/ ga
Supposons
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Supposons T constantj on aura, en intégrant, 

iVg ’

A étant la valeur de a lorsque t = o ; donc 

a = zr/^)*,

et la valeur de u deviendra

Vg x J {1/A—tr^g)3

où le coefficient F doit être supposé très-petit.

n5. Pour avoir la variation séculaire de l’excentricité e, il fau

dra substituer dans les expressions irrationnelles et
3

0 — 1 ) de la valeur de de l’expression de r en u, et ne retenir 

dans le développement que les termes constans. Or, en ne con
servant que les secondes dimensions de e, on a, par l’article 21, 

c2 \1 — e cos u H----------- cos 2/z ), 

d’où l’on tire

- = - (1 + e coszz + e’ cos2«), 
r a'

J- — 1 — 4. e COS U — 7 + ? C0S2u) ,
v r a y/a \ 4 4 /

3

( 7 - ù ) = G + 3e cos u + J e'+ 7 cos 5

Mèc. anal. Toin. II. 22
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par conséquent, en rejetant les coszz et cosazz, on aura

rit
de — — r/g(i — e^e x

Si on substitue pour \/a sa valeur UA—tE|/g, et qu’on néglige 
d’abord les e3, on aura l’équation

de ( /g) + E /g edi,

dont l’intégrale donne

e =

E étant la valeur de e lorsque t = o.
Mais comme l’existence d’un milieu résistant, et à plus forte 

raison la loi de la densité de ce milieu, ne sont qu’hypothétiques, 
les résultats précédons ne doivent être regardés que comme une 
application de nos formules générales des variations séculaires.

$ IV.

Eu mouvement autour du centre commun de gravité de plusieurs 
corps qui s’attirent mutuellement.

116. Nous avons démontré dans l’article 6 de la troisième Sec
tion, que dans tout système libre, les équations du mouvement 
des corps du système sont les mêmes, soit qu’on les rapporte au 
centre de gravité du système, ou à un point quelconque fixe hors 
du système. Ainsi dans les formules de l’article 85, on pourra 
établir dans le centre de gravité de tous les corps m, m', m", etc. 
l’origine de leurs coordonnées x, y, z, x', y', etc., et par les pro
priétés du centre de gravité, on aura les trois équations

mx 4- m'x' 4- m"x" 4- mwxw 4~ etc. = o ,
my + m'y' 4- m"y" 4- m"^"' 4- etc. = o,
mz 4- m'z' 4- m"z" + 4- etc. = o,
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lesquelles donnent tout de suite les valeurs des coordonnées de m, 
par celles des autres corps ni', m", etc.

Considérons en particulier le mouvement du corps m' autour 
du centre commun de gravité. Comme ses coordonnées x', yr, z' 
sont indépendantes , on pourra, dans les formules de l’article cité , 
réduire les quantités T et A" aux termes multipliés par m', qui 
sont les seuls qui contiennent les variables x', y', z', et diviser 
ensuite ces quantités par m'; ainsi dans l’équation générale on 
pourra substituer T' et à la place de T et en faisant

__  dx'* + dy'* 4- dz'*
1 — zdt* ’

et
K' = mfR!dp' ^vd'fRylp", 4- 4- etc- ?

et l’on aura pour chacune des trois coordonnées de l’orbite de m' 
autour du centre commun de gravité, une équation de la forme

= o

£ étant une quelconque de ces coordonnées.

117. S’il n’y avait que deux corps m et m', la valeur de 
se réduirait au seul terme mf.R'dp', et l’on aurait d /^'==\xiR , 
R étant supposé fonction de p.

Pour avoir la valeur de J F' relative à il faut différentier 
la variable

p' = y^—+ (y—y* +
en ne faisant varier que x', y', z', et ensuite y substituer pour 
x,y, z leurs valeurs

o'j/ mV
m ’ y “m’ Z = — m
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Oxi aura ainsi

m -|- ni' 
ni

x'<h;'+y^y +- t
?

Or, par les mêmes substitutions, on a

f' = =±2- +
Donc faisant___________

r' = \Zx^ +ya H- z'%

rayon vecteur de l’orbite de m', on aura p' = r' > et Par 
conséquent

jy _ a/^+y^y + _ jrr.

donc aussi dp' — dr' ; de sorte que la valeur de A"' deviendra 

m[R!dr, B! étant maintenant une fonction de semblable 
à la fonction supposée de p'.

Dans le cas de la nature, on a R' = ; donc la force R di- 
f

rigée vers le centre commun de gravité, sera représentée par 
ni2 • .;—- ce qui est connu.(ni 4- m yr2 ' *

•118. Considérons maintenant le cas où le système est com
posé de plus de deux corps, et supposons, pour simplifier la 
question, que la masse m soit beaucoup plus grande que chacune 
des autres masses m', m", etc., ce qui est le cas des planètes a 
l’égard du soleil; les quantités x, y, z deviendront très-petites 
vis-à-vis des quantités x', y', z', x", etc., dans le rapport des 
masses m', m^, etc. à la masse m, en vertu des équations don
nées dans l’article précédent; et on pourra, dans le développe
ment, s’en tenir aux premières puissances de x, y, z, du moins 
tant qu’on ne voudra pas avoir égard aux carrés des masses.
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Comme R est suppose fonction de p', fRdp' sera aussi une fonc

tion de p' que nous dénoterons par Fp', et la quantité R sera ex
primée par F'p', suivant la notation des fonctions dérivées. Or on a

P' = \/(x'—x)“ + (y'—yŸ + {z'—z/,

et r' = + y'* -V z'1, donc 

Fp' = Fr'—
' H t:

d.Fr d.Fr
x~~ ~dy~y~~ ~dS~z’

et difFérentiant par J\ les quantités x, y, z demeurant cons
tantes ,

dry = dry— xJ^ —yf — Zep , 
' dx J dy dz 1

où il faudra mettre pour x, y, z leurs valeurs

__ m'a/ + m"x" + + etc. 
ni 7

__  __ m'y + my" + m'yw + etc.
y — m ’

__  m'/ + hW' + ni V* etc.
ni

ng. Supposons que la force d’attraction R' soit comme la puis-
7x4-1

sance p'^ de la distance p', on aura Fp'=^~, et la fonction Fp' 

sera une fonction homogène de x', y', z' du degré /u + 15 de 
sorte qu’on aura, par la propriété de ces fonctions,

, d.Vr , ,d.Fr , ,d.Fr , ,
x M- + y Tÿ + z TT = ’

donc difFérentiant par y, et observant que

d.Fr
d.Fr
d.Fr
d.Fr
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on aura

y's d-^-+ ~ = U^r1.
dx' J dy' dz

Donc si on fait, pour abréger,

ejc.,

on aura , après les substitutions,

,Fp' = J^R") + ^r'") 4- etc., 

et telle sera la valeur de S'.fRdp' dans la différence <FZ^' (art. 111)5 
de sorte qu’on aura pour le premier terme de Pr',

mfRtdp' = (m + 4m')Fr' + m^T?") + m'"^"') + etc.,

ou Fr' — —r—.

Dans le système du monde, l’attraction des planètes est en 
raison inverse des carrés des distances ; on a ainsi

= — 2, Fr' = — ^5 

et l’on trouve
Z„„x x'x" + y'y"+Z^’ _ +

J y3 û/3 *

(A / — p3 a/3 5
etc., 

en faisant

r" = a/x"4 + y"1 H- z"% t'" = + y'"u + etc-
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Donc si on fait ces substitutions dans la valeur de K' (art. ni), 

et qu’on y suppose aussi R'f — etc'-» on aura? dans

le cas de la nature, pour le mouvement du corps m' autour du 
centre commun de gravité,

Le premier terme de Z7"', s’il était seul, donnerait, comme on 
l’a vu daùs le chapitre premier, une orbite elliptique dans laquelle 
g = m—2m'; et comme les autres termes sont fort petits par 
rapport à celui-ci, étant multipliés par les masses m", m"', etc., 
supposées très-petites vis-à-vis de m, on peut les regarder 
comme dus à des forces perturbatrices dont l’effet est de faire 
varier les élémens de l’orbite elliptique. Ainsi en faisant, comme 
dans l’article 90,

on pourra déterminer, par les formules données dans l’article 70, 
les variations de ces élémens.

120. Si on compare cette valeur de Q' qu’on vient de trouver 
pour le mouvement du corps m' autour du centre de gravité du 
système, avec celle de la quantité £1' pour le mouvement du 
même corps autour du corps m, on voit qu’elles sont semblables ; 
les rayons vecteurs des orbites étant représentés dans celle-ci par 
p', p", etc., et dans la précédente par r', r”, etc., et les quantités 
p), p®, étant les mêmes dans l’une et dans l’autre, puisqu’elles re
présentent les distances rectilignes du corps m' aux autres corps
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ni", mw, etc. ; il n’y a de différence qu’en ce qu’en changeant p', 
p", etc. en r', r", etc., il faut échanger entr’elles les quantités r', 
r", ainsi que les quantités r', r'", et ainsi des autres. Or si on ne 
cherche que les variations séculaires des élémens, comme nous 
l’avons fait pour l’orbite de m' autour de m, il est facile de voir 
qu’on aura la même valeur de (il') pour les deux orbites, et par 
conséquent les mêmes formules pour ces variations, ce qui est 
assez remarquable.

Au reste, dans la valeur de O.' trouvée ci-dessus, on pourrait 
effacer les termes—m" — m"'^-—etc., parce qu’étant de 

la même forme que le premier terme — de la quantité

ils peuvent se joindre à ce terme, lequel deviendrait ainsi

m —am' — m" — m'"— etc., ? •

de sorte que le corps m' décrirait autour du centre de gravité 
une orbite, comme s’il y avait dans ce centre une masse égale 
à m — am' — m" — m"'— etc., et les forces perturbatrices de cette 
orbite seraient par conséquent, toutes choses d’ailleurs égales, 
moindres que celles de l’orbite du même corps m' autour du corps 
le plus gros m.

SECTION
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HUITIÈME SECTION.

Du mouvement des corps non libres, et qui agissent les 
uns sur les autres d’une manière quelconque.

i. Dans la Section précédente, nous avons supposé que les 
corps étaient libres, et qu’ils pouvaient, par conséquent, recevoir 
tous les mouvemens que les forces accélératrices tendaient à leur 
imprimer. Dans cette hypothèse, les coordonnées de chacun des 
corps peuvent être prises pour des variables indépendantes, et 
chacune d’elles donne une équation de la forme (art. i, Sect. VII)

rl JT _
d‘ Jd^ K J* ~~ °’

Lorsque les corps ne sont pas libres, soit qu’ils soient assu- 
jétis à se mouvoir sur des surfaces ou des lignes données, soit 
qu’ils soient liés par des fils ou par des verges, ou que leur mou
vement soit modifié d’une autre manière quelconque, ces condi
tions, exprimées analytiquement, peuvent toujours se réduire à 
des équations de condition entre les différentes coordonnées des 
mêmes corps, par lesquelles quelques-unes de ces coordonnées 
dépendront des autres, et pourront être exprimées par des fonc
tions de celles-ci. Il y aura donc alors un moindre nombre de 
variables indépendantes ; mais chacune de ces variables donnera 
encore la même équation, que si elle appartenait à un corps 
libre. Ainsi les mêmes formules que nous avons données dans les 
articles i et 2 de la Section précédente, serviront aussi de base 
dans celle-ci.

filée. anal. Tom. II.
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On aura aussi, quelle que soit la liaison des corps, l’équation 

des forces vives
T + V = H.

2. Si le mouvement se faisait dans un milieu résistant , nous 
avons vu, dans l’article 5 de la même Section, que la résistance 
R donnerait pour chaque corps m, les termes

P dx^x 4- dy^y 4- dz^z
li X s —,

à ajouter à ainsi il n’y aura qu’à réduire les différences 
dx, Jy, dz en différences relatives aux nouvelles variables indé
pendantes.

On peut donner à cette réduction une forme générale, par l’ana
lyse de l’article 4 de la Section IV; car en nommant Ç, 4? 
les nouvelles variables, on a vu que la quantité dxdx+dydy+dzdz 
se transforme en

Fd^ H- G(d^ + d^) +
H- 4--f- etc.,

où l’on voit que le coefficient de «P^ est

Fd^ 4- GcZ4 4- Idç.

Si on change le cP en d, alors la transformée de dx^dj*^- dz* 
devient

Fd^ 4- 2G</£<Z4 + Hd^ + zld^dq 4- etc., 

et si on désigne cette transformée par $, il est clair que l’on a

FdÇ, 4- Gd^ 4- Idq> =

Il suit de là qu’on aura en général
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La résistance des fluides étant en général proportionnelle au 

carré de la vitesse , ( $ étant l’espace parcouru par le corps ) 
ds^

si on désigne par r la densité du fluide , on aura 7Î = F et 
les termes à ajouter à «Poseront

, dxbr + dyty + dzte, 
Yds X d? ’

Donc, en retenant la signification de la lettre T de l’article 1 de 
la Section précédente, il n’y aura qu’à ajouter à les termes 

et changer ensuite m, m', m", etc. en Vds', T''ds", etc.; car 
la résistance n’étant pas proportionnelle à la masse, mais seule
ment à la surface, il n’y aura qu’à exprimer par T, F', F", etc. les 
résistances que les corps m, m', m", etc. éprouveraient en se mou
vant avec une vitesse égale à l’unité.

Ainsi l’équation de l’article 1, relative à £, deviendra

ÏT ST , ££ —
d'7dl TT M ~

Mais l’équation des forces vives n’aura plus lieu dans ce cas.

5. Au lieu de réduire d’abord toutes les variables du problème 
à un petit nombre de variables indépendantes, par le moyen des 
équations de condition données par la nature du problème, on 
peut traiter immédiatement toutes les variables comme indépen
dantes, et si L = o, A/=o, etc. sont les équations de condition 
entre ces variables, il suffira d’ajouter à l’équation relative à cha- 

cunc de ces variables, des termes de la forme A -|-cic.
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On aura ainsi, relativement à une variable quelconque £, l’équation

, ÏT JT . . JM .
— + + etc> ~ °’

les quantités A, /a, etc. étant des quantités indéterminées qu’il fau
dra éliminer, au moyen des équations de condition.

A l’égard de ces équations, nous avons déjà remarqué qu’il n’est 
pas nécessaire qu’elles soient sous une forme finie; il suffit qu’elles 
soient différentielles du premier ordre : alors en changeant la ca
ractéristique d en cT, on aura également les différences partielles 
relatives à chaque .variable Ç.

Enfin, si le système était composé d’une infinité de particules 
jointes ensemble d’une manière quelconque, on suivrait, à l’égard 
des termes dus aux équations de condition, les mêmes règles que 
nous avons données dans la Section VI de la première Partie 
(art. 10), puisque ces termes sont les mêmes dans la formule gé
nérale du mouvement que dans celle de l’équilibre.

4. Le problème étant réduit à un certain nombre de variables 
indépendantes, on aura, pour chacune de ces variables, une équa
tion différentielle du second ordre, dont l’intégration introduira 
deux constantes arbitraires ; de sorte que la solution complète 
contiendra deux fois autant de constantes arbitraires qu’il y aura 
de variables indépendantes, lesquelles devront être déterminées 
par l’état initial du système. Or si, pendant que le système se meut, 
il arrive qu’un ou plusieurs des corps qui le composent, reçoivent 
dans un instant donné des impulsions étrangères quelconques, ces 
impulsions n’agissant que dans un instant, ne changeront pas la 
forme des équations, mais seulement la valeur des constantes ar
bitraires; et si les impulsions devenaient infiniment petites et con
tinuelles , les constantes arbitraires cesseraient d’être constantes, 
et deviendraient variables elles-mêmes.
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Nous avons déjà donné, dans le second chapitre de la Section 

précédente, la théorie de ces variations des constantes arbitraires 
pour les corps libres, et nous en avons fait l’application auxélémens 
des orbites des planètes; nous commencerons cette Section par la 
généraliser et la rendre applicable à tout système de corps qui 
agissent les uns sur les autres.

CHAPITRE PREMIER.

Formules générales pour la variation des constantes arbitraires, 
dans le mouvement d'un système quelconque de corps, produite 
par des impulsions finies et instantanées, ou par des impulsions 
infiniment petites et continuelles.

5. En nommant £, 4 P > etc. les variables indépendantes aux
quelles on aura réduit toutes les coordonnées x, y, z des corps 
du système, 'par le moyen des équations de condition dépen
dantes de la liaison des corps, on pourra toujours exprimer 
chaque constante par une fonction donnée de £, 4> etc., et 

des différentielles —, etc. Or, les variables finies ç, 4 » 

<p, etc. ne dépendent que de la position instantanée des corps dans 
l’espace, et ne peuvent par conséquent subir aucun changement 
par les impulsions étrangères ; il n’y aura donc que les différen

tielles y, dont les valeurs pourront être changées par ces
Cil Cl b Cil

impulsions.
Supposons qu’elles deviennent 4- ? ? + 4 > 4" ’ etc* ’

les accroissemens £, 4, <p, etc. seront dus aux impulsions; ce 
seront les vitesses, suivant les coordonnées £,4>?> etc., que 
les impulsions produiraient dans le premier instant, et qu’il s’agit 
de déterminer.

Soient P, Q, R, etc. les forces d’impulsion appliquées à chaque
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corps m du système, suivant les directions des lignes p, q, r, etc., 
et tendantes à les diminuer, et soient x, j, z les vitesses initiales 
qui en résulteraient dans ce corps, suivant les directions de ses 
coordonnées rectangles x, y, z, et dans le sens où ces coordon
nées augmentent, si tout le système était en repos; on aura, par 
l’article n de la seconde Section, l’équation

+ z^z)m — ACPJ'p + QJ'qH-RcTr+ctc.) = o,

laquelle doit se vérifier indépendamment des variations
, etc. de chacune des variables indépendantes. Il n’y aura donc 

qu’à substituer dans cette équation les valeurs de x, y, z et de 
p, q, r, etc., en fonctions de £, 4? en remarquant que 
les vitesses x, y, z peuvent s’exprimer, comme toutes les vitesses, 

dx dy dzP31' di’ £ di'

Par ces substitutions on aura la transformée

S{x/x + y J'y + ZcTz)m

— p/4 + + etc- >
et si on fait, comme dans l’article 62 ( Sect. précéd.),

d'n = — PcPp + QcTq 4- R/r + etc.), 

on aura les équations

<5 — etc

lesquelles seront en même nombre que les variables £, 4, <P > etc.
Or il est facile de voir que les quantités H, P, ®, etc. seron t 

des fonctions de 4, <?, etc- et de leurs différentielles

etc., et que ces différentielles ne seront autre chose que les
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vitesses initiales que nous avons désignées ci-dessus par £, 4, 
etc., et qu’on pourra par conséquent déterminer par les équa

tions précédentes.
Comme les quantités x, y, z sont équivalentes à — , 

la quantité xjx + y J'y + zJz pourra aussi s’exprimer par 

dx^x + dy^y -f- dzS'z 
d? ’

et il suit de ce que nous avons démontré ci-dessus (art. 2), que 
si dans la formule 

on substitue pour x, y, z leurs valeurs en P, etc., et qu’on 
y change J en £, dt en 4, J en V > etc., on aura, par les dif

férences partielles relatives à 4? etc.,

~ J7’ _ dT _ dTZ =-r-, "P = —-, $ = — , etc.,
dè d^ dtp

et les équations pour déterminer 4? etc. seront

dT_ «ta rfr _ «ta dT —
4““^’ 4“^’ ’

où l’on remarquera que ces inconnues n’y seront qu’au premier 
degré, puisqu’elles ne peuvent être qu’au second degré dans la 
quantité T.

Ainsi l’effet des impulsions instantanées et finies P, Q, R, etc. 
consistera à augmenter les différentielles 4L 4L ~ , etc. , des

, dt7 dt7 dt 7 7

quantités Ç, 4? etc., dans les expressions des constantes ar
bitraires du problème.
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6. Pour appliquer cette théorie au cas des impulsions très-pe

tites et continuelles, on changera P, Q, R, etc. en Pdt, Qdt, 

Rdt, etc., ce qui changera cfQ endt/il, et les quantités £, 4, 
<p, etc. deviendront très-petites du premier ordre ; les constantes 
arbitraires deviendront continuellement variables, et les quantités 
£, 4 ? Q, etc- seront les variations de etc. dans les ex

pressions de ces constantes ; de sorte que a étant une des cons

tantes devenues variables, on aura, en faisant 
dp i 
dt—^’ etc- ’

da = + etc.,
d% h 1 dp ~ 1 dp T 1 ’

les variables finies £, 4, <p, etc. ne recevant aucun changement; 

et il n’y aura plus qu’à substituer pour £, 4 j Q, etc- leurs va
leurs tirées des équations données ci-dessus; mais dans le cas pré
sent , ces équations peuvent être mises sous une forme plus simple,, 
par la considération suivante.

En regardant les variables £, 4? etc., ainsi fiue les diffé
rentielles g', 4', <?', etc., comme fonctions des constantes arbi
traires a, b, c, etc. et du temps t, et désignant par J' leurs 
variations résultantes des variations de ces constantes, il est clair 
qu’on a

^ = 0, cAp = o, etc., ^'=^5 J'4'=4> J'?—?? etc.,

dT dTet comme les différences partielles —, —, etc. ne contiennent 
di W

que les premières dimensions de 4? P, etc., il est facile de 
voir qu’elles peuvent se réduire à etc., en regar

dant T comme fonction de 4'? <P'? etc. Ainsi les équations dont 
il
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il s’agit, deviendront

a AT . AT _ ^2 , a AT _ Jn t

et l’on aura

où il faudra substituer les valeurs de Ap,. etc., tirées de 
ces équations.

Si on change ensuite les différences partielles de II relatives à 
£, , <p, etc., en différences partielles relatives aux constantes
a y b, c, etc., on parviendra à des formules semblables à celles 
de l’article 6o de la Section précédente, dans lesquelles les coeffi- 

ciens de etc.' auront la propriété d’être indépendans du
temps t; mais la démonstration directe de cette propriété singu
lière devient très-difficile, comme on peut le voir dans le beau 
Mémoire de M. Poisson sur ce sujet, inséré dans le tome VIII 
du Journal de l’École Polytechnique, et on ne se serait peut-être 
jamais avisé de la chercher, si on n’avait été assuré d’avance de 
la vérité de ce théorème.

Comme j’ai déjà donné dans la Section cinquième, une théorie 
complète des variations des constantes arbitraires, je ne m’y ar
rêterai plus ici ; j’ajouterai seulement deux remarques sur les for
mules de cette théorie.

7. La première remarque est relative à la formule générale de 
l’article 11 de la Section citée, laquelle, en faisant, pour simplifier,

etc.,

se réduit à

A.fldt = ^T' 4- + ^^T'" 4- etc,
— — ^^T"' — etc.,

Méc. anal. Tom. II. 24
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où la caractéristique «T indique les variations dues à toutes les 
constantes a, b, c, etc. devenues variables, mais où la caracté
ristique A peut se rapporter indifféremment à chacune de ces 
constantes. En la rapportant d’abord à une quelconque de ces 
constantes, comme a, et développant les variations indiquées par 
«F, on a tout de suite la formule

dQ. 
da dt = [a, b~\db 4 ]dc -f- [a, k\dk -f- etc.,

dans laquelle

[a, = A 
da X db + da X

dT" 
db

, d<? dT"
+ x SS- 4- etc.

— dT_ 
da X A 

db
dT"
-da^

d^ 
db

ar» dL da X db — etc.,

[a, c] —— dt
da x dT' 

de da X
d^r 
de da de 4- etc.

dT dt _ dT" d^ — etc.,
da X de da X de da X de

etc.,

et où les valeurs des coefficiens [a, b], [a,c], etc. deviennent 
indépendantes de t, après la substitution des valeurs de > 
<p, etc. en a, b, c, etc. et t.

On a ainsi les formules auxquelles je suis parvenu d’abord 
dans le Mémoire sur la variation des constantes arbitraires dans 
les problèmes de Mécanique. M. Poisson a trouvé ensuite des for
mules plus directes, qui reviennent au même que celles que j’ai 
données dans l’article 18 de la Section V; mais quoique celles-ci 
paraissent plus simples, parce qu’elles donnent immédiatement les 
valeurs des variations da, db, etc., au lieu qu’il faut les déduire 
des autres par l’élimination, cet avantage n’est qu’apparent, comme 
nous l’avons déjà remarqué plus haut (art. 64); on peut même 
dire que dans plusieurs occasions l’avantage sera entièrement du 
côté des formules précédentes, parce qu’elles ne demandent aucune
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rédaction préalable et qu’elles peuvent s’appliquer immédiatement, 
toutes les fois qu’on a l’expression de chaque variable en temps, 
dans laquelle les constantes arbitraires entrent d’une manière quel
conque 5 c’est par cette raison que j’ai cru devoir les redonner ici.

8. La seconde remarque porte sur l’étendue qu’on peut donner à 
ces formules, relativement à la nature des forces perturbatrices. 
Nous avons toujours supposé que ces forces étaient telles, qu’é
tant multipliées par les élémens de leur direction , la somme deve
nait intégrable, et pouvait être exprimée par une fonction des 
variables indépendantes que nous avons désignées par —£2.

Mais nous avons déjà remarqué dans l’article 62 de la Section 
précédente, que quelles que soient les forces perturbatrices R, Q, 
P, etc., il suffit de faire

■— cf£2 = R4r 4— QcTq H- PcTp 4~ etc., 
en rapportant les différences partielles relatives à la caractéris
tique <T, aux seules variables r, q, p, etc.

En général il n’est pas nécessaire, pour l’exactitude des for
mules des variations, que les forces perturbatrices que nous avons 
représentées par les différences partielles etc. soient

en effet des différences partielles d’une même quantité. On peut 
supposer que ces forces soient exprimées par des quantités quel
conques, que nous désignerons par £2', £2", £2'", etc.; alors, au 
lieu de a.£2, dans les formules de l’article 11 de la Section V, 
on aura

£2’aÇ —f— £2 ’a^P —f— £2'"a<? —f- etc., 
et l’équation de l’article précédent deviendra

(£2'a£ 4- £2"a^ + £2"'a<P 4- etc.)^ 
= A^r 4- AxpT" 4- s^T"1 4- etc. 
-^a? — A^aT" — J^aT"' — etc.;



188 MÉCANIQUE ANALYTIQUE.
d’où, en rapportant la caractéristique a à la constante arbitraire 

on aura également

(^4.^4- n'" + etc.W
\ da da da /

[a, b]db + [a, c\dc 4- {a, k}dk 4- etc.,

en regardant les variables Ç, 4? P? etc. comme fonctions de a, 
b, c, k, etc.

La même chose aura lieu pour les formules des articles 14 et 
18 de la même Section V, en mettant partout

H d^ 4- Hdddf 4- Cl111 dtp 4- etc.

à la place de dû, et rapportant aux variables 4, <P> etc. les 
différences partielles de il relatives aux constantes a, /3, y, etc., 
A, p, v, etc., ou a, b, c, k, etc.

9. Enfin on peut faire abstraction des forces perturbatrices et 
ne considérer la fonction — il que comme une quantité qui, 
étant ajoutée à la fonction duc aux forces principales', produit 
les variations des constantes arbitraires dans les mouvemens qui 
résultent de ces forces. Et comme dans le calcul de ces variations 
il n’entre que les différences partielles de il relatives aux variables 
indépendantes g, 4? etc., il n’est pas nécessaire que la diffé
rentielle dû soit une différentielle exacte, il suffit que les différen
tielles qu’elle contient soient elles-mêmes des différentielles exactes 
dont on puisse avoir les différences partielles par rapport aux va
riables £, 4, <p, etc.

Cette extension de nos formules, que nous avions déjà annoncée 
dans l’Avertissement du tome premier, peut être utile dans plu
sieurs problèmes où les forces perturbatrices ne seraient pas seu
lement fonctions des variables indépendantes 4> etc., mais
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aussi de leurs différentielles yt, etc., et du temps t. Par
CIL CIL LU

exemple, si, après avoir résolu un problème de Mécanique dans le 
vide, on voulait avoir égard à la résistance d’un milieu, comme 
nous l’avons fait, à l’égard des planètes, dans la Section précédente.

Mais la même extension ne peut pas avoir lieu à l’égard des 
forces principales qui entrent dans les équations différentielles dont 
l’intégration introduit les constantes arbitraires. Ces forces, multi
pliées chacune par l’élément de sa direction, doivent toujours 
former une quantité intégrable que nous avons désignée par 
(art. g, Sect. IV), et qui doit être une fonction des variables indé
pendantes sans leurs différentielles; autrement la réduction de ces 
équations à la forme de l’article 2 de la Section V n’aurait pas lieu, 
et l’analyse du $ I de cette même Section cesserait d’être exacte. 
Rien n’empêche cependant que les expressions de ces forces ne 
contiennent le temps t-, car comme la quantité A" disparaît dans 
les différentielles partielles de Z — T—Z^, relatives à 4\ 
ç>', etc., le résultat final de l’article 7 aura toujours lieu, parce 
qu’il se trouve indépendant de V. Mais il cesserait d’avoir lieu si 
cette quantité était fonction de 4, etc., et de Ç', <p\ etc.

Nous allons maintenant résoudre quelques problèmes particuliers.

chapitre IL

Du mouvement d’un corps sur une surface ou ligne donnée.

10. Quand on ne considère qu’un corps isolé, on peut faire 
abstraction de sa masse, ou la supposer égale à 1; et l’on a, comme 
dans l’article 3 de la Section précédente,

L’équation de la surface donnera z en fonction de x et y, on
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aura ainsi 
7 dz j । dz -j dz=ydx + ^dy,

et les variables x et y étant regardées comme indépendantes, 
chacune d’elles donnera une équation de la forme

, st sr , zr__  
d‘Sdx~^ Sx + L;

dy^ d^x dx* •Le terme -y- de T donne sur-le-champ yy-, le terme qui est 

censé fonction de x, y et de dx, dy, donnera d’abord ces deux-ci:
' C dx ) Z. dz2 dz , « r Sz . S. dz*

~iê------------sa?':or Eest Ia meme chose i™ E’ el m 

est ou ; donc les deux termes dont il s’agit se rédui- 
d^z^zront à ; ainsi l’équation relative à x sera

d2x , d*z Sz . __
■ff sf x — ° ’

et l’on aura pareillement, pour rapport à y :

dy . d*z Sz . SV
3F+2FX^+= °’

Si le corps était contraint de se mouvoir sur une ligne donnée, 

alors y et z seraient fonction de x ; le terme de T donnerait 2 ndr
d/dy—^ . ,

les termes v- -----—, lesquels se réduiraient de la même
Ci b 2ul

manière à yy X 5 de même le terme donnerait ~ Xy; 

et l’on aurait, relativement à x, qui est la seule variable, l’équation

d*x । dy । । SV
dt2 dT^tc^dt2 x Zx Sx °'
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On voit par l’analyse précédente, que tout terme de la quan- 

7 £
tité T qui sera de la forme k-^^ z étant une fonction donnée de 

deux autres variables x et y, donnera

, JT  , d'z fz
‘ ^dx 2 dt* Sx ’

, ST ST , d*z , Szd,sdy~ sÿ — 2k dt* X ty’

réductions qui peuvent être utiles dans plusieurs occasions.

11. Si au lieu des coordonnées rectangles x,y, z, on voulait 
employer, pour la surface, un rayon r avec deux angles p et 4 > 
comme dans l’article 4 de la Section précédente, on aurait

__  t^dt* + cos ^dp*} y-dr*
* zdt* ’

où r serait donné en fonction de 4 et <p, par la nature de la 
surface, et l’on aurait, relativement à 4 et <p, deux équations de 
la forme

, st st . sr
d-7dÿ “ 74 +

dr2 . d^f ' tLe terme 7^ de T donnerait ^-Xjp relativement a 4? et ^Xj^, 

relativement à <p, et l’on aurait ces deux équations

7 r^d^ ( r* sin 4, cos^?4 . d*r Sr . SV_  
d'~dF^ dt*

j r* cos-J/*dtp . d*r Jy .<1—=°>

que les méthodes ordinaires ne donneraient qu’à l’aide de plusieurs 
réductions.

12. Il est bon de remarquer que l’équation ■> quia
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toujours lieu lorsque le corps n’est animé que par des forces pro
portionnelles à des fonctions de leurs distances aux centres, donne 
tout de suite la vitesse du corps dans un point quelconque de la 
courbe qu’il décrit. Car u étant la vitesse et s l’espace décrit, 

on a donc T = et par conséquent

u = \/^H— pÿ,

de sorte que V étant une fonction finie des coordonnées, la vi
tesse ne dépendra que de la position du corps dans l’espace.

Si le corps n’est animé par aucune force accélératrice, on a U=o, 
et la vitesse devient constante. Dans ce cas, comme nous avons 
démontré en général que la formule fuds est toujours un jnaximum 
ou un minimum dans des limites données (Sect. III, art. 3g), la 
quantité fds, ou s, c’est-à-dire, la longueur de la courbe décrite 
par le corps, sera elle-même un maximum ou un minimum; et 
il est évident qu’elle ne peut être qu’un minimum, parce que le 
maximum n’a point lieu. D’où résulte le théorème connu , qu’un 
corps projeté sur une surface quelconque, y décrit toujours la 
ligne la plus courte entre des points donnés.

13. Mais dans la solution de ces problèmes, il est souvent plus 
simple de regarder toutes les coordonnées comme des variables 
indépendantes, et d’employer les équations de la surface ou de la 
ligne donnée comme des équations de con ilion qui, étant repré
sentées par L=o, J/=o, donneront simplement pour chaque 
variable les termes XJL, pdM à ajouter a d Kles coefficiens 
A, p étant indéterminés et devant être éliminés.

Or, de ce que nous avons démontré dans l’article 5 de la qua
trième Section de la première Partie, il s’ensuit que chaque terme 

comme 
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comme peut représenter le moment d’une force égale à

et agissant perpendiculairement à la surface dont l’équation est 
dL = o-, par conséquent cette force ne pourra être que celle qui 
vient de la résistance que la surface oppose au corps, et qui est 
égale à la pression que le corps exerce sur la surface.

Ainsi le coefficient A servira à déterminer la pression du corps 
sur la surface donnée par l’équation L=o-, et si le corps est mu 
sur une ligne donnée, en la regardant comme produite par l’inter
section de deux surfaces représentées par les équations L = o, 

les deux coefficiens À et serviront à déterminer les pres
sions que le corps exerce sur cette ligne, perpendiculairement aux 
deux surfaces. ,

14. En général, on peut assimiler le terme XcPL au terme d 
et comme — + Q^q + etc., R, Q, etc. étant les forces
qui agissent suivant les lignes r, q, etc., et qui tendent à les 
raccourcir 5 si L est fonction des coordonnées Ç, 4? V, on aura

et les termes A — , A ~, A exprimeront les forces qui ré

sultent de la résistance de la surface dont l’équation L=o, sui
vant les directions des coordonnées £, 4 ? > et tendent a 
diminuer ces coordonnées.

Si l’équation de la surface était ^ — a, a étant une constante, 
ce qu’on peut toujours obtenir parle choix des coordonnées, on 
aurait L=£-—a,^=i, ^==o, ^=o, et l’équation relative

Méc. anal. Tome II. 25
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à g (art. 5) serait

, ST st ... sp__
+ Si ” °’

les équations relatives aux deux autres variables ne recevant 
aucun changement. Ainsi on aura tout de suite la pression A du 
corps sur la surface, en faisant, dans la valeur de A,

, sr , sr _ sv
A — ~ a'Sdi S’

% = a, et dt = o.
Comme l’application de nos formules générales n’est sujette à 

aucune difficulté, nous nous contenterons de donner un ou deux 
exemples.

$ I-

Des oscillations d’un pendule simple de longueur donnée.

15. Nous prendrons l’origine des coordonnées dans le point de 
suspension du pendule, et nous supposerons les ordonnées z ver
ticales et dirigées de haut en bas; mais à la place des coordon
nées rectangles x, y, z, nous prendrons un rayon r qui sera la 
longueur du pendule avec deux angles 4 et <P, dont Ie premier 
sera l’inclinaison du pendule à la verticale, et le second sera l’angle 
que le pendule décrit en tournant autour de la verticale. On 
aura ainsi

x = rsin4cos<p, y ~ rsin4sin<p, z = rcos4j

et la quantité T deviendra, à cause de r constant,

rp__  rB(sin ^dp + d^2) t
“' ndf

Il est bon d’observer que l’angle 4 Que nous employons ici
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est le complément à 900, de l’angle 4 que nous avons employé 
jusqu’ici, et qui représentait l’inclinaison du rayon r sur le plan 
horizontal, au lieu qu’ici il représente son inclinaison à la ver
ticale.

La force R tendante au centre des rayons r sera nulle; la force 
Q pourra être prise pour la gravité, que nous désignerons 
par g; et comme elle doit agir parallèlement à l’ordonnée z, et 
pour augmenter cette ordonnée, au lieu que la force Q est ccnsee 
agir pour diminuer la distance q-, il faudra faire dq —— dz 
=— <Z.7'sin4, en supposant le centre de cette force éloigné à 
l’infini; ainsi on aura simplement — g/.7'cos4 = g^sin4^4- 
Les équations relatives à 4 d ? deviendront donc, en les di
visant par r*,

sin cos ^d^ , g . ,   
dt2 dt2 r ~_____ '

dt2 °‘

La seconde de ces équations a pour intégrale 

sin ipofip __  
~d~ ~ ’

et la valeur de dç tirée de celle-ci étant substituée dans la pre
mière, elle devient

dont l’intégrale, après l’avoir multipliée par sd-^, est

C2 
dt2 sin ip cos4 = E,

C et E étant deux constantes qui dépendent de l’état initial.
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Celte dernière intégrale donne tout de suite 

j __ sin

(e + 2 ~ cos 4^ sin 'F — Ca

et comme on a par la première d® = on aura

j _  Cd4d4 —-------- . • ,
sin 4 y “V cos 8>n — &

équations séparées, mais dont les seconds membres ne sont in
tégrables que par la rectification des sections coniques.

L’équation en t et 4/ donnera le temps que le pendule emploie 
à parcourir verticalement l’angle 4; et l’équation en <p et 4 don
nera la courbe décrite par le corps qui forme le pendule, laquelle 
sera une espèce de spirale sphérique. Si on fait r sin 4 = P 5 on 
aura une équation qui sera celle de la projection de cette spirale sur 
le plan horizontal, entre le rayon vecteur p et l’angle (p décrit par 
ce rayon autour de la verticale.

16. Si on égale à zéro la quantité sous le signe, on a l’équation 

(E -F cos 4 ) sin4‘ — Ca = o,

laquelle donnera les plus grandes et les plus petites valeurs de 
l’angle d’inclinaison 4- Cette équation, à cause de sin43=i—cos4% 
est du troisième degré, relativement à l’inconnue sin 4 ; elle aura 
donc une racine réelle 5 mais il est facile de voir, par la nature 
du problème, qu’il ne peut y avoir un maximum de 4? sans 
qu’il y ait en même temps un minimum, et vice versa ; d’où il 
suit que les trois racines seront nécessairement réelles, dont deux 
donneront un maximum et la troisième un minimum.
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Désignons par a et /3 la plus grande et la plus petite valeur de 

4? on aura les deux équations

E + y cos a) sin a* — C* = o, 

( E y cos /3^ sin /32 — C* = o, 

lesquelles donnent
■p _  2g(cos a sin a* — cos/3 sin/32)

r(sin /32 — sin «2) ’
__  2g sina2 sin ^“(cos a— cos/3) 

r(sin p — sin «“) ’

expressions qui se réduisent à celles-ci, plus simples,

p _  2g(l— COS a®—COS^3—COSa COS/3)
r(cos a + cos/3) 7

__ 2g sin «2 sin /32 
r(cos»-f-cos/3)'

On substituera ces valeurs dans l’équation en cos4? laquelle, 
en changeant les signes, est de la forme

cos 43 H- E cos4‘ — cos4 4- C‘ — E = o,

et, par la nature des équations, son premier membre deviendra 

y (cos4—cosa)(cos4—cos/3) ^cos44-cosa4-cos/34- y) ,

cette quantité , prise avec le signe —, sera identique avec la 
quantité qui est sous le signe dans les deux dernières équations 
de l’article précédent.

Or on a, en réduisant,

. n . Er 1-P cos a COS/3 cos a H- cos S 4-----= - ■£•---- f :' ’ 2g COS«-f-COS/3 '
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donc la quantité dont il s’agit sera

— (cos4—cosa)(cos4—cos/3) (cos4 + )•

17. Supposons maintenant

cos 4 = cos a sin c* + cos /3 cos a*;

il est clair que la valeur /3 de 4? qui est supposée la plus petite, 
répondra à ^=0, 2-7T, 4tt, etc., et que la valeur a, qui est la 

plus grande, répondra à s=-, —, —, etc., étant l’angle de 
deux droits. On aura ainsi

cos 4 —cos a = (cos/3—cos a) cos a1,
cos 4 — cos/3 = (cos a — cos/3) sin a*,

_ 1 1 + COS a COS/3cos 4 H---- 1—i-----r........................................' COS «-p COS/3
__  1 + 2 COS a COS/3 -p cos a2 sin r2 -p COS/32 COS a-2

COS a-p COS/3 9
d’ailleurs -on a

sin4^4 = — <Lcos4 = a(cos /3 — cos a) sin a cos 7;

donc faisant ces substitutions dans l’équation différentielle en t et 
J de l’article précédent, elle deviendra

__  2chr \/COS u -p COS /3 
T
- (1 + 2COS*COS/3 4- COS«aâillra -f“cos/3aCOS^)

et faisant, pour abréger,
COS a -p COS /8 •--- ! -------- ------------- „

2 -P 4 C°S « COS/3 -p COS«2 -p COS/32

S = y/i 4- n (côs/3—' cos a) cos 27;

elle se réduira à
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Ensuite on aura

sin a sin fi , dt
-__ _— X ~-----

\/ cos a + cos £ sin y1

x^/s sin» sin/3 / dr ( dr
/coS«+'cô^ X G + cos^) s "r- (1 — cos<) 5 ) ’

où il faudra substituer pour cos4 sa valeur en cos2<r,

COS 4=1 (cos a 4- COS H- 1 (cos /3 — COS a’) COS 2C.

En intégrant ces équations depuis cr = o jusqu’à a = |,onaura 

le temps et l’angle de rotation compris entre le point le plus bas 
où l’inclinaison du pendule à la verticale est /3, et le point le plus 
haut où l’inclinaison est. a ; mais ces intégrations dépendent en gé
néral de la rectification des sections coniques. Si la valeur de ® 
comprise entre ces deux limites de 5 est commensurable avec 7r, 
la spirale décrite par le pendule reviendra sur elle-même après 
un certain nombre de spires ; mais si elle est incommensurable, 
la spirale fera une infinité de révolutions differentes.

18. Lorsque le pendule ne fera, en hauteur, que des excursions 
assez petites, de manière que les angles a et /3 diffèrent peu entr’eux, 
la différence cos/3—cosa sera, elle-même, assez petite pour que 
le radical 2 puisse se réduire en une série convergente.

Supposons

x(cos/3 - cosa) = sin 2? = ’

la fonction S deviendra

2 = cos y \/i 4- tang y -f- 2 tang}/ x cos 2$.

La fonction irrationnelle
1

(1 tang y 4- utang^ x cos 2^y »
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peut se réduire en une série de la forme

A 4-B cos2tr H- Ccos47 + D cos 6a 4- ctc., 

dans laquelle on aura, en faisant dans les dernières formules de 
l’article 98 de la Section précédente, <? = 2^, a'=i,a"=—tang^, 

1 z zz 1.3.5n = -, n — —7, n = —7-?, etc., 2 ’ 2.4 2.4-0

A = 1 4- n‘tang/ 4- n'‘tang/ 4- n"‘tang/ 4- etc.,
B = — a(tang^ 4- nn'tang/ 4- n'n"tang/ 4- etc.), 
C = 2(n'tangj/‘ 4- n/z"tang/ 4- n"7i"'tang/ 4- etc.), 
etc.

On aura donc en substituant

dt = \/~ x -^-{A 4- B cos 27 4-Ccos47 4-ctc.)&, 
V g cos 7 v

et en intégrant de manière que l’intégrale commence où 7=o,

t = v - x (AS+ { B sin 27 4- i Csin 47 4- etc.).V g cos 7 v

En faisant 7 = on aura le temps depuis le point le plus haut 

jusqu’au point le plus bas, lequel étant nommé T, on aura

V g cos 7

Si on dénote par T, T', etc. les valeurs de t qui répondent 
à 5=^, etc., on aura T' = 3T, T" = 5T, etc., d’où l’on 

voit que le pendule remontera toujours à la même hauteur au 
bout d’un temps égal à 2 T, qui sera par conséquent en temps la 
durée d’une oscillation.

19.
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ig. On peut avoir de la même manière l’angle correspondant; 

pour cela on fera
COS/3 — cos a

----H"------i------ â = 8111 W 72 + COS a 4" COS/3 ' 7
COS/3— COSa--------------------- — sin 3 y

2--- COS« — cos/3 7
et on aura

1 __ 2 __________
i4-cos 4 (2 4- cos« -f- cos/3) cos;«s(i 4-tang 4* 4-Etangs cos 2r) ’

1 __  _________ 2
1 — cos 4 (a — cosa— cos/3) cosV(i + tang — atang » cos 20)'

Si dans les mêmes formules de l’article 98 (Sect. VII) on fait 
n = 1, on a 7z'= 1, n"—i, etc. ; donc

( 1 4- tan g ^“4- 2 tang p cos 2a)-1 = (^/) +(5) cos 2$
4 - (C) cos-iff 4- (^) cos6tr 4- etc., 

où
(^) = 14- tang/iz2 4- tang/z4 4- tang/zG 4~ etc.

I
“1 — tang^2 ’

( 5) = — 2taug/x(i 4- tang/z2 4- tang/z4 4- etc.)
2 tang ^4

1 — tang ’

(C) = 2 tang/z2 (1 4- tang/z2 4- tang/z4 4* etc.)
2tang

i — tang ’
etc.

Ainsi on aura

(1 4-tang/z2 4- 2 tang /z cos 20-)— = t _ (1 — 2 tang/z cos 2<r

4- 2 tang/z“ cos 4a- — 2 tang/z3 cos 6v4- etc.).

Si on multiplie cette série par la suivante

4- B cos 2a 4- Ccos4(T 4“ etc., 
Méc. anal. Tom. II. 26
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le produit sera de nouveau de la forme

A' + B' cos 27 4- C'cos 4<t + etc., 
et l’on aura

__  A—Ætang^ + Ctang^1—D tang ++£+

On aura ainsi
1 __ 2_____________

(1 + COS (a + cosa + COS/3) COSCOS 7
X (-</'+5'cos27+C/cos 47 +etc.).

On trouvera de même
1 __ 2_____________

(1 — COSt^S (a--- COSa— COS/3) COS COS y............

x (+'+2?"cos aa+ C"cos47+ etc.) , 

où l’on aura, en changeant p, en —v.

A -t- B tang v 4- Ctang Z? tang >3 4~ etc.
i 4-tang r

Faisant ces substitutions dans la valeur de de de l’article 4, 
et intégrant de manière que <p soit =o lorsque 7=o, on aura

rpa sin «sin/3 
coset2 4"CPp3

■zA's 4- B' cosar 4+ cos4°~+ etc. 
(a -f- cos a -p cos /3) cosX' cos y

A"s 4- B" cos a»- 4-1 C" cos^ + etc. 
(a — cos a — cos |S) cos v2 cos y

En faisant 7 = , on aura l’angle compris entre les plans qui 

passent par la verticale et par les, points le plus bas et le plus 
haut de la courbe décrite par le pendule; et cet angle étant 
nommé <t>, on aura

$ __  vA'r^Q. sin « sin /3
\/cos « 4- cos X (a 4- cos « 4- cos ^cos «2 cos y

, . 5r^"r|/asin«sin/3
^/coset 4- cos p X (a — cos «— cos/3) cos>2cosy
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Comme tous les points les plus hauts, ou les sommets de la 

/ a 3 5jr ' 'courbe, répondent à 5 = |, —, ~, etc., si on dénote par <t>', 

etc. les valeurs de <p pour s—~, etc., on. aura = 3$, 

= etc. Ainsi l’angle compris entre deux sommets consé
cutifs, et répondant à une oscillation entière du pendule , sera 
égal à 2$.

20. En supposant les angles a et /3 très-petits du premier ordre, 
la quantité cos/3— cos a sera très-petite du second, par consé
quent l’angle 7 sera aussi très-petit du second ordre • donc en ne 
négligeant que les quantités très-petites du quatrième ordre, on 
aura ^=1, cos^ = i; donc

T = 27T \/~ X \/_________ cos* 4- cos/3_________
V g V 2 4-4 COS « COS ,3 4-cos cos/3a ’

et 2 T sera, aux quantités du quatrième ordre près, le temps de 
l’oscillation entière.

Si on. nég 

réduit à tt

lige les quantités du second ordre, celte expression se 
y/1 • c’est l’expression connue pour la durée des os

cillations très-petites d’un pendule dont la longueur est 74 et où 
l’on peut faire g=i; mais l’analyse précédente fait voir que cette 
durée est la même, quelles que soient les oscillations, soit qu’elles 
se fassent dans un plan vertical, soit que le pendule ait en même 
temps un mouvement de rotation autour de la verticale.

En conservan t les quantités du second ordre, on peut simpli
fier la formule précédente, en mettant pour cos a et cos/3 leurs 

valeurs approchées, au quatrième ordre près, 1 — 1 —et 

en négligeant toujours les termes du quatrième ordre, on aura 
pour la durée des oscillations très-petites, au quatrième ordre près,
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21. Lorsque l’angle /2, qui réponel au point le plus bas, est nul, 
le pendule reprend toujours la situation verticale, et les oscilla
tions se font dans le plan vertical; car en. faisant /3 —o, on voit, 
par la formule de l’article 5 , que l’angle est nul ; c’est le cas 
que l’on considère ordinairement, et qui a lieu toutes les fois 
qu’après avoir éloigné le pendule de la verticale par l’angle a, on le 
laisse retomber sans lui donner aucune impulsion ; mais pour peu 
que le pendule reçoive une impulsion dans une direction qui ne 
surpasse pas la verticale, il fera des oscillations en forme de mou
vement conique, et l’angle /3 ne sera pas nul.

Dans ce cas, si on suppose aussi que les angles a et /3 soient 
très-petits, et qu’on néglige dans une première approximation 
les quantités très-petites du second ordre, on aura r=f, j/ = o,

= i, ^ = o, C —o, etc., ^ = 0, sinav = \ ~~ f- , = 1 ,
« -f- /3

~---- : = cos t* ; donc1 tang ’

<5 =

et 2$ sera l’angle à la verticale compris entre deux sommets 
consécutifs de la courbe. Donc si le rapport de a/3 à est 
rationnel, l’angle 2<I> aura un rapport de nombre à nombre à l’angle 
yr de deux droits, et la courbe décrite par le pendule, ne sera 
formée que d’un certain nombre de spires qui reviendront les 
mêmes; dans le cas contraire, la courbe sera une espèce de spi
rale continue; mais ces conclusions ne sont qu’approchées, et pour 
avoir des résultats plus exacts, il faudra pousser l’approximation 
plus loin, au moyen des séries que nous avons données.

Ce problème a été résolu anciennement par Clairaut, dans les.
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Mémoires de l’Académie des Sciences, de l’année 1735, mais d’une 
manière moins complète, et les résultats approchés que nous ve
nons de trouver s’accordent avec les siens, en faisant /3 = o dans 
l’expression de T, et (3—a, dans celle de

22. Les formules précédentes ont lieu tant que l’angle a diffère 
de l’angle /3, parce que, quelque petite que soit leur différence, 
il y a toujours un maximum et un minimum dans les excur
sions verticales du pendule; mais si l’on a rigoureusement «= 
il n’y a plus de maximum ni de minimum, le pendule forme 
toujours le même angle a avec la verticale, et par conséquent il 
décrira, dans son mouvement, un cône à base circulaire.

Cette supposition est possible, parce qu’alors (articles 16 et 17) 
la quantité qui est sous le radical, dans la valeur de dt a deux 
facteurs égaux cos 4 — cos a ; de sorte que par la théorie exposée 
dans l’article 81 de la Section précédente, on pourra toujours faire 
cos 4 = cos a ; c’est le cas des oscillations coniques quTIuyghens 
a considérées le premier.

Dans ce cas, l’équation

= \/ — - dt (art. 4)
sin y V rcos« ' '

donnera

de sorte que le temps d’une révolution entière du pendule sera 
exprimé par 277 y/—,

Pour que ce cas ait lieu, il faut donc que le pendule reçoive une 
vitesse angulaire de rotation, autour de la verticale, exprimée par 
dtp / y
dt = v rcôsT’ la(IucIlc ne dépend que de la hauteur du cône 
qu’il décrit.
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a5. Si le pendule était mu dans un milieu résistant comme le 

carré de la vitesse, et dont la densité fût exprimée par r, il fau
drait, pour avoir les équations de son mouvement, à iK ajouter 
les termes (art. 2)

en retenant l’expression de T de l’article 11, dans laquelle r est 
constant.

Ainsi on aura à ajouter au premier membre de la première 

des équations différentielles de cet article, le terme , et au 

premier membre de la seconde, le terme

Par l’addition de ces termes, les équations qui étaient inté
grables cesseront de l’être ; mais lorsque la résistance est très- 
petite à l’egard de la force de la gravité, ce qui a lieu dans les 
mouvemens lents des corps dans l’air, on peut résoudre ces équa
tions par approximation , en substituant dans les termes dus à la 
résistance, les valeurs de 4 et ? en qui ont lieu dans le vide, 
et en cherchant les petites quantités que ces termes tout connus 
ajouteront à ces mêmes valeurs.

Les deux équations dont il s’agit seront

sin^ cos^d^ g . . rdsd^__
dë------------ -------------- H rS n 4 + — O,

d. (sin iprfp) , r sin-J/1 dsdip

i étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est 1.

-------- --------- —f— ----------------- o. 
dt? ' dtÀ

La seconde étant divisée par —: et ensuite intégrée, donne 

sin ^d<p __  x, •
~dt~~ ~ ’
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Ensuite, la première étant multipliée par W4 ct ajoutée à la 
seconde, multipliée par sidq , donne l’intégrale

d^2 4" sin^d^ 2g cos ar Cds* -, __ r,
__ — J — dS — E,

à cause de r* (dÿ + sin4 = ds\
Ainsi on aura les mêmes équations différentielles en t, (p et 4 

qu’on a trouvées dans l’article 11, en y substituant Ci—Xs à la 

place de C, et E— ~ I ~2ds a la place de E-, de sorte que l’effet 

de la résistance se réduira à faire varier ces constantes dans la 
solution générale donnée plus haut, art. 15, où nous n’avons 
point eu égard à la résistance, et où les relations entre les va
riables 4> P et t, doivent se déduire des équations

dt ’ dt2 sin y r T

Si donc on regarde la quantité C et E comme variables, on aura 

dC = TCds,
dE = — ^ = —^(E + cos^ ds,

et _____ ____
sin^t /(e-}~ — cos 4) 

ds = - r-------d^.
y Çe -p cos -p^sin ip— C*

Lorsque le pendule ne fait que des oscillations verticales, on a 
C = o, et par conséquent ds = 6/4; l’équation en E devient alors 

intégrable, étant multipliée par i , l’intégrale est

4 qT4
Ei^= cos4</4,
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(E) étant une constante arbitraire qui remplace la constante E, 
devenue variable. Or on trouvera, par des intégrations par 
parties,

, 214
214 i r" (sin 4----vC0Sl^)

/' r’ COS ~-------- ;

donc on aura
E — (E)i - — (sin 4 — ~ cos 4) ;

c’est la valeur qu’il faudra substituer à la place de E dans l’équa
tion différentielle qui donne la valeur de t en 4 ; et en supposant 
le coefficient T très-petit, on aura facilement l’altération produite 
dans la valeur du temps t par la résistance du milieu.

a4. Dans le cas du pendule, en prenant, comme nous venons 
de le faire, r, <p, 4 pour les trois coordonnées, on a l’équation 
r—a, a étant la longueur donnée du pendule; donc, par l’ar
ticle 14, en changeant £ en r, on aura tout de suite la valeur de 
A qui exprimera la force avec laquelle le fil qui retient le corps 
sur la surface sphérique est tendu.

Cette force sera donc exprimée par

st i
77 Mr Sr ’

en substituant pour T et U leurs valeurs complètes

T — = — sr cos 4 ,

et faisant ensuite r constant. On aura ainsi
ST ST + SV . .= 7- =-------------------, ^_-cos4,

et par conséquent

A = ....+ g COS 4 = ?,
OÙ
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où l’on remarquera que 2T= u* (art. 12); de sorte que la tension 

du fil qui forme le pendule, sera exprimée par y +g cos^.-

Quand le pendule se meut dans le vide, on a, par le meme 
article , c étant la vitesse lorsque 4=0?

u' = 2(Zf — V} = c* — agr(i — cos 4);

et la tension, désignée par À aura pour valeur

A = S— g(a — 5cos4).

25. Nous avons supposé jusqu’ici la longueur du pendule inva
riable ; mais si cette longueur variait d’un moment à l’autre, sui
vant une loi connue, ensorte que r fût une fonction donnée de t, 
il faudrait alors supposer r variable dans les équations différen
tielles; mais on aurait également cT/-=o, comme dans le cas de r 
constant; ainsi on poserait les équations

m r’(sin 4. dy) 4- dr* ,
T =-------------------------- ’ - grcos^,

l’équation relative à r n’aurait pas lieu, mais les deux autres de
viendraient

d. r^dÿ r1 sin if cos yy , . ,-------- Ù?---- - + g^sm4 = o, 
j r* sin y dtp d-

Enfin si le fil qui soutient le corps était élastique et extensible, 
en nommant .Fia force avec laquelle le fil tend à se raccourcir, 
et qui ne peut être qu’une fonction de r, il n’y aurait qu’à ajouter 

a d y, et l’on aurait, pour l’équation relative à r,
d^r r (sin y dtp* rAp) t n t

------------ g cos4 = O ,

les deux autres demeurant les mêmes ; et dans ce cas on aurait 
toujours l’intégrale T+ où y~[Fdr — grcos^.

Méc. anal. Tom. II. 27
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$ IL

Du mouvement d’un corps pesant sur une surface quelconque 
de révolution.

26. L’axe de révolution étant pris dans l’axe des z, si on fait 
x — pcos<p, y = p sin p, z sera l’abscisse et p l’ordonnée de la 
courbe, qui, par sa révolution autour de l’axe des abscisses, 
forme le solide proposé. Ainsi on aura une équation entre z et p, 
par laquelle z sera une fonction donnée de p.

Si maintenant on suppose l’axe des z vertical, et les ordonnées 
z dirigées de haut en bas, on aura

rn  P W + __
1 — K — ëz’

et prenant p et <p pour les deux variables indépendantes, on aura 
tout de suite (art. 11), les deux équations relatives à ces variables

। __ „\ n 
dt2 dt* ' \ dt?__________________ ’

d- w=°-

Si l’axe des z n’était pas vertical, mais incliné à la verticale de 
l’angle a, la valeur de T demeurerait la même, mais celle de K 
deviendrait —g (z cos a—xsina); de sorte qu’il n’y aurait qu’à 
changer dans la première équation g en g cos a, et ajouter à son 
premier membre le terme g sina cos tp, et ajouter aussi au pre
mier membre de la seconde le terme gsinasin<p.

En général, quelque changement qu’on fasse à la position de la 
surface ou de la ligne sur laquelle le corps se meut, la ’ valeur 
de T d’où naissent les termes différentiels de l’équation ne change 
pas; il n’y a que celle de K qui dépend de la position de la sur
face ou de la ligne.
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NEUVIÈME SECTION.

Sur le mouvement de rotation.

L’importance et la difficulté de cette question m’engagent à y 
destiner une Section à part, et à la traiter à fond. Je donnerai 
d’abord les formules les plus générales, et en même temps les 
plus simples pour représenter le mouvement de rotation d’un corps 
ou d’un système de corps autour d’un point. Je déduirai ensuite 
de ces formules, par les méthodes de la Section quatrième, les 
équations nécessaires pour déterminer le mouvement de rotation 
d’un système de corps animés par des forces quelconques. Enfin 
je donnerai différentes applications de ces équations.

Quoique ce sujet ait déjà été traité par plusieurs géomètres, la 
théorie que nous allons en donner, n’en sera pas moins utile. 
D’un côté elle fournira de nouveaux moyens de résoudre le pro
blème célèbre de la rotation des corps de figure quelconque ; de 
l’autre elle servira à rapprocher et réunir sous un même point de 
vue, les solutions qu’on a déjà données de ce problème, et qui 
sont toutes fondées sur des principes différens, et présentées sous 
diverses formes. Ces sortes de rapprochemens sont toujours ins
tructifs, et ne peuvent qu’être très-utiles aux progrès de l’analyse5 
on peut même dire qu’ils lui sont nécessaires dans l’état où elle est 
aujourd’hui; car à mesure que cette science s’étend et s’enrichit 
de nouvelles méthodes, elle devient aussi plus compliquée ; et 
on ne saurait la simplifier qu’en généralisant et réduisant, tout-à- 
la-fois, les méthodes qui peuvent être susceptibles de ces avantages.
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CHAPITRE PREMIER.

Sur la rotation d’un système quelconque de corps.

$ I.

Formules générales relatives au mouvement de rotation.

Les formules différentielles trouvées dans la première Partie, 
pour exprimer les variations que peuvent recevoir les coordonnées 
d’un système quelconque de points, dont les distances sont sup
posées invariables, s’appliquent naturellement à la recherche dont 
il s’agit ici. Car cette supposition ne fait qu’anéantir les termes 
qui résulteraient des variations des distances entre les différons 
points; ensorte que les termes restans expriment ce que dans le 
mouvement du système, il y a de général et de commun à tous 
les points, abstraction faite de leurs mouvemeus relatifs ; or c’est 
précisément ce mouvement commun et absolu que nous nous pro
posons ici d’examiner.

i. Reprenons les formules de l’article 55 de la cinquième Sec
tion, que nous avons trouvées par une analyse directe fondée 
uniquement sur la supposition que les points du système con
servent entr’eux les mêmes distances. En y changeant la caracté
ristique cf en d, on aura pour le mouvement absolu du système, 
ces trois équations

dx = dx + zdM — ydN, 
dy = dp + xdN — zdL, 
dz = dv -+- ydL — xdM1

dans lesquelles x,y,z représentent,à l’ordinaire,les coordonnées 
de chaque point du système par rapport à trois axes fixes et per-



SECONDE PARTIE, SECTION IX. 2x3
pendiculaires entr’eux, et où dx, dp, dv, dL, dM, dN sont 
des quantités indéterminées, les mêmes pour tous les points, et 
qui ne dépendent que du mouvement du système en général.

Soient maintenant x', y', z', les coordonnées pour un point dé
terminé du système, on aura donc aussi

dx' = dK + z'dM — y'dN, 
dy' = dp + x'dN — z^dL, 
dz' = dv -J- y'dL — x'dM ;

par conséquent si on retranche ces formules des précédentes, 
et qu’on fasse, pour plus de simplicité,

X = x' + £, y=y'-Yv, Z = + G

on aura ces équations différentielles

d^^dM—M, dA^dN — ^L, d^AdL — ^dM, 

dans lesquelles les variables Ç, a, £, représenteront les coordon
nées des différons points du système, prises depuis un point dé
terminé du même système, point que nous nommerons doréna
vant le centre du système.

Ces équations étant linéaires et du premier ordre seulement, 
il suit de la théorie connue de ces sortes d’équations , que si 
on désigne par g', g", trois valeurs particulières de £, et par 
a', a", a'", et Ies valeurs correspondantes de >1 et Ç, on
aura les intégrales complètes

£ = a? + b^" + c%", 
= oa' ■+■ b a" + CA1", 

+ bC +

a, b, c étant trois constantes arbitraires.
11 est Clair que ne sont autre chose que les coordon

nées d’un point quelconque donné du système, et que de même
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£" et n"1, Q" sont les coordonnées des deux autres 

points du système aussi donnés à volonté, ces coordonnées ayant 
leur origine commune dans le centre du système.

Ainsi, en connaissant les ordonnées pour trois points donnés 
on aura, par les formules précédentes, les valeurs des coordon
nées pour tout autre point dépendant des constantes a, b, c-, mais 
il faut chercher les valeurs de ces constantes.

2. Si on suppose, ce qui est permis, que dans l’état initial les 
trois points donnés se trouvent placés dans les trois axes des 
coordonnées, et à la distance =1 de l’origine, il est clair qu’on 
aura alors §'= i, n' = o, Ç'=o; g"=o, »"=i, Ç"=oj Ç"—o, 
»"'=o, £"'=i ; ce qui donnera %=a, v = b, Ç=c.

Ainsi les quantités a, b, c ne seront autre chose que les coor
données d’un point quelconque du système rapportées aux mêmes 
axes. Mais par le mouvement du système, les axes de ces coor
données changent de place dans l’espace, en demeurant fixes dans 
le système, puisque ces coordonnées sont constantes pour un 
même point, et ne varient que d’un point à l’autre. La position 
de leurs axes dans un instant quelconque, par rapport aux axes 
immobiles des n, Z, ne dépendra que des coefficiens

n', etc. En effet, si on fait b=o, c=o, ce qui donne 
%=a%', n = a»', Ç=aÇ', et par conséquent a=i/(£’+>ie+f); il 
est facile de voir que les coefificiens g', sont les cosinus des 
angles que l’axe des a fait avec les axes des £, n, C- voit de 
même, en supposant a et c nuis à-la-fois, ensuite a et b nuis en
semble , que les cocfficiens n”, sont les cosinus des angles 
de l’axe des b, et les cocfficiens n'", C sont les cosinus des 
angles de l’axe des c avec les mêmes axes des Ç, Ç.

3. Comme ces cocfficiens représentent en général les coordon
nées de trois points donnés du système qu’on a supposés distans
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de l’origine, d’une quantité = 1, et placés au commencement sur 
les axes des coordonnées rectangles a, b, c, on aura premièrement 
ces trois équations :

Ç"’+i, ^+^+^=1.

Ensuite à cause que les distances mutuelles de ces points sont 
les hypoténuses de triangles rectangles dont les côtés sont = i, 
on aura

œ- ^y + ^y + ce'- n = 2, 
^'-ry + ^'-^"y + ^'—^"y = 2, 
w-^y + ^'-yy + ^-^y = 2;

d’où l’on tire ces trois équations :

o, o.

Ainsi l’on a entre les neuf coefficiens Ç', »', etc., six
équations de condition par lesquelles ils se réduisent à trois indé
terminées.

4. Au moyen de ces équations, les expressions générales des 
coordonnées £, », £ de l’article i satisfont à la condition primi
tive que la distance entre deux points quelconques du système 
demeure invariable. En effet, si », £ sont les coordonnées d’un 
de ces points, et Çi, »i, £1 les coordonnées d’un autre point, le 
carré de leur distance sera exprimé par (£—^i)0-]-^—»i)’+(£_ £1)*; 
et si on désigne par ai, b\, ci les coordonnées relatives aux axes 
des a, b, c pour le second point, on aura les valeurs de Çi, 
»i, , en changeant a, b ) c en ai, bi, ci dans celles de £, » , £.

I aisant ces substitutions dans l’expression précédente, et ayant 
egard aux six équations de condition, elle se réduira à (a—ai)’ 
+ /’])“ + (c — ci)’, et sera par conséquent constante pendant
le mouvement. D’où l’on peut conclure que ces six équations de 
condition sont les seules nécessaires pour faire ensorte que la po-
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sition respective des différens points du système ne dépende que 
des constantes a, b, c, et nullement des variables g', »', CS etc-

Au reste, il est clair que les coordonnées £, ü , Ç ne sont que 
les transformées des coordonnées a, b, c, et que les six équations 
de .condition sont le résultat de la condition générale
= a? 4- b' 4- c1 ; c’est ce qu’on voit par la comparaison de ces for
mules avec celles de l’article 15 de la Section III de la première 
Partie, dans lesquelles les coordonnées x,y, z, x',y', z' ré
pondent à £, », C, a, b, c, et les coefficiens a, /3, a',
ce", /3", y" répondent à g', g", CS C'S C"'-

5. Si on ajoute ensemble les expressions de Ç, », C de l’ar
ticle 1, après les avoir multipliées respectivement par £S «S CS 
ensuite par g", »", C'S et enfin par g"', »"', C"S on aura tout de 
suite, par les équations de condition de l’article 5, ces formules 
inverses

a = 4- ri 4- CCS
b = + cc's
c = e?w4- CC"S

et ces valeurs de a, b, c étant substituées dans l’équation 
^»4-»a4-C* = a' 4- b14- c’, qui doit avoir lieu quelles que soient 
les valeurs deÇ, », Ç, donneront par la comparaison des termes, 
ces nouvelles équations de condition

^^4- 4- = !, ^4. + 1, C'14- C"“ 4- CWa = 1,
£'»'4-£"»"4-£"'»"'=o, ^C'+eTH-^T"=o, »'C'+>/'C''+«'T'=o,

lesquelles sont nécessairement une suite de celles de l’article 5, 
puisque les unes et les autres résultent également de la condi
tion générale 4- »a 4- = a* 4- b' 4“ C*.

6. Mais si on cherche directement les valeurs de a, b, c par 
la résolution des équations de l’article 1, on aura, d’après les 

formules
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formules connues,

wr— m 4-m + ftsv—?v) a = --------------------------x--------- ---------------- »

1 —--------------------- -- -------------------- , ,
4- M'I"- œ + W - SV) c —--------------------------- ,

en supposant
k = ^’V"+W"-

Ces expressions doivent donc être identiques avec celles de 
l’article précédent; ainsi en comparant les coefficicns des quantités 
£,»,£, on aura les équations suivantes:

k^, M, ty— £"'»"= kl',
W _ = = k^ k^
^l" - »T = W", l'^" -l"? = W, W - = W".

Or si on ajoute ensemble les carrés des trois premières, on a

^"l"1— ^"i"y+ (£'%"— WY+ = *T+W‘) ;

le premier membre peut se mettre sous cette forme

l"*) (%""+ »Wi+ l'"^ — ( W+ 5

donc par les équations de condition de l’article 5, cette équa
tion se réduit à 1=^“, d’où/£ = ±i.

Pour savoir lequel des deux signes on doit prendre, il n’y a 
qu’à considérer la valeur de k dans un cas particulier; or le cas le 
plus simple est celui où les trois axes des coordonnées a, b, c coïn
cideraient avec les trois axes des coordonnées ?, », auquel cas 
on aurait %—a, ^=.b, l=c, et par conséquent par les formules 
de l’article 1, ^=1, »"=x, C"'=b et toutes les autres quan
tités etc. nulles. En faisant ces substitutions dans l’expres
sion générale de k, elle devient =1. Donc on aura toujours /î=i.

Mèc. anal. Tom. II. 28
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7. Comme entre les neuf indéterminées g', g", g"', »', »",

C7, il y a essentiellement six équations de condition, on 
peut réduire toutes ces indéterminées à trois; et il suffirait d’y 
réduire les six g', g", »', »", g, Ç", par le moyen des trois équa
tions de condition

= 1, o,

puisque les trois autres Q" sont déjà connues en fonctions 
de celles-là par les formules précédentes.

Mais cette réduction se simplifie beaucoup en employant les si
nus et cosinus d’angles ; on peut même y parvenir directement 
par les transformations connues des coordonnées.

En effet, puisque £, », £ sont les coordonnées rectangles d’un 
point quelconque du corps, par rapport à trois axes menés par 
son centre parallèlement aux axes fixes des coordonnées x, y, z, 
et que a, b, c sont les coordonnées rectangles du même point 
par rapport à trois autres axes passant par le même centre, mais 
fixes au-dedans du corps, et par conséquent de positions variables 
à l’égard des axes des g, », Ç; il-s’ensuit que pour avoir les ex
pressions de £, », £ en a, b, c, il n’y aura qu’à transformer de la 
manière la plus générale, ces coordonnées, dans les autres.

Pour cela nous nommerons » l’angle que le plan des coordon
nées a, b fait avec celui des coordonnées £, »; et 4/ l’angle que 
l’intersection de ces deux plans fait avec l’axe des £ ; enfin nous 
désignerons par <p l’angle que l’axe des a fait avec la même ligne 
d’intersection; ces trois quantités », 4? <P serviront, comme l’on 
voit, à déterminer la position des axes des coordonnées a, b, c, 
relativement aux axes des coordonnées £, », C; et par conséquent 
on pourra, par leur moyen, exprimer ces dernières en fonction des 
autres.

Si, pour fixer les idées, on imagine que le corps proposé soit 
la terre, que le plan des a, b soit celui de l’équateur, et que
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l’axe des a passe par un méridien donné ; que de plus le plan 
des Ç, » soit celui de l’écliptique, et que l’axe des £ soit dirigé 
vers le premier point. d’Aries, il est clair que l’angle « deviendra 
l’obliquité de l’écliptique; que l’angle 4 sera la longitude de l’équi
noxe d’automne, ou du noeud ascendant de l’équateur sur l’éclip
tique, et que <p sera la distance du méridien donné à cet équinoxe. 

En général <p sera l’angle que le corps décrit en tournant au
tour de l’axe des coordonnées c, axe qu’on pourra, à cause do 
cela , appeler simplement l’axe du corps ; 90’—a sera l’angle d’in
clinaison de cet axe sur le plan fixe des coordonnées £, » ; et 
4 — 90° sera l’angle que la projection de ce même axe fait avec 
l’axe des coordonnées Ç.

Cela posé, supposons d’abord que l’on change les deux coor
données a, b en deux autres a', b', placées dans le même plan, 
de telle manière que l’axe des a' soit dans l’intersection des deux 
plans, et que celui des b' soit perpendiculaire à cette intersection; 
on aura

a' = acos<p—Z>sin<p, Jcos<p + asin<p.

Supposons ensuite que les deux coordonnées b', c soient chan
gées en deux autres b”, c', dont l’üne b" soit toujours perpendicu
laire à l’intersection des plans, mais soit placée dans le plan des 
Ç, et dont l’autre c' soit perpendiculaire à ce dernier plan; on 
trouvera pareillement

b"—b'coscD — csina, c'=ccos»-J-//sin«.
Enfin supposons encore que l’on change les coordonnées a', b", 

qui sont déjà dans le plan des Ç, », en deux autres a”, b'", placées 
dans ce même plan, mais telles que l’axe des a” coïncide avec 
l’axe des £ ; on trouvera de la même manière

a"=a’ cos 4 — b"sin 4, b'"=b"cos 4 4-a'sin4-
Et il est visible que les trois coordonnées a", b"’, c' seront la
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même chose que les coordonnées £, », Ç, puisqu’elles sont rap
portées aux mêmes axes; de sorte qu’en substituant successive
ment les valeurs de a', b", b', on aura les expressions de », 
Ç en a, b, c, lesquelles se trouveront de la même forme que celles 
de l’article i, en supposant

= cos ? cos 4.— sin p sin 4 cos « ,
g" = — sin <p cos 4 — cos <p sin 4 cos » > 

sin 4 sin cy,
y' = cos <p sin4 + sin? cos4 cos cy,

= — sin<p sin 4 -+- cos <p cos 4 cos eu, 
rw= — cos 4 sin w, 
Q = sin <p sin «,

= cos <p sin co, 
£"'= COS cy.

Ces valeurs satisfont aussi aux six équations de condition de 
l’article 3, ainsi qu’à celles de l’article 5, et résolvent ces équa
tions dans toute leûr étendue, puisqu’elles renferment trois va
riables indéterminées <p, 4 >

En substituant ces valeurs, les expressions des coordonnées 
£, », £ deviennent plus simples; mais il est utile d’y conserver 
les coefficiens »', etc., pour maintenir la symétrie dans 
les formules et en faciliter les réductions.

8. Comme les quantités Ç', »', sont des valeurs particulières 
de Ç, », Ç, elles doivent satisfaire aussi aux équations différentielles 
de l’article 1 entre ces dernières variables; ainsi on aura

d^ = ^dM—»'dN, dd = %dN— ÇdL, d^^ ML — dM, 

et l’on aura de même

= ^"dM— WN, dd'^'dN— ^dL, d^— ML— ^dM, 
d%"~ ^"dM— ^"'dN, dM= %"dN— ^‘dL, dÇ"~ d"dL—%"dM.
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De là on peut tirer facilement les valeurs des quantités dL, 

dM, dN, en fonctions de Ç', g", etc. En effet, si on ajoute 
ensemble les valeurs de dQ, dï", d^"1, après les avoir multipliées 
par »w, on aura, en vertu des équations de condition,

dL = Vd^ 4- d'd^' + ^"dC".

On trouvera de même, en multipliant d^', d^", d^"1 par Ç', 
et dv', dt", d^" par f, g",

dM = ^d^ 4- ^d^ 4- ^d^\

dN = ^d^ 4- 4-

Ayant ainsi les valeurs de dL, dM, dN en fonctions de t", 
’C, etc., si on y substitue les valeurs de ces dernières quantités 
en fonctions des angles <p, 4? (art. 7), on aura, après les ré
ductions , ces expressions assez simples,

dL — sin 4 sin aide? 4- cos 4^, 
dM— — cos 4 sin Wp 4- sin4^, 
dN = cosWp 4- d^.

9. L’axe autour duquel le système peut tourner en décrivant 
l’angle <p, et dont la position dépend des deux angles 4 et ®, est 
suppose fixe dans le système, et mobile dans l’espace; mais nous 
avons vu dans la Section III de la première Partie (art. 11, 12), 
qu il y a toujours un axe autour duquel le système tourne réel
lement dans chaque instant, et que nous avons nommé axe ins
tantané de rotation. On peut déterminer aussi la position instan
tanée de cet axe, ainsi que l’angle élémentaire de la rotation, par 
des angles analogues aux angles 4, <P, et que nous désignerons

pat 4, a, <P ; car les expressions de dL, dM, dN étant générales 
pour telle position qu’on veut de l’axe de rotation^, elles auront lieu 
aussi pour l’axe instantané de rotation en y changeant 4? ? en
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4, <P; mais comme la propriété de ce dernier axe est d’être

immobile pendant un instant, il faudra que les différentielles c?4, 

du, dues au changement de position de cet axe, soient nulles; 
De sorte qu’on aura pour l’axe dont il s’agit

sin 4 sin wdq> = dL, 
cos^sinadç = —- dM, 

—— /
cos ad® = dN-, 

d’où l’on tire
dÿ = ^/{dL' H- dM' 4- dN*} ;

c’est l’angle de la rotation instantanée que nous avons dénote 
par d^ dans l’endroit cité de la première Partie.

On aura ensuite la position de cet axe par les deux angles eu 

et 4; mais pour le rapporter aux axes fixes des £,»,£, il suffit 
de considérer qu’ayant pris l’axe des c pour l’axe de rotation, on 
a pour tous les points de cet axe a=o, b — o-, donc si on dé
signe par Ç, », £ les coordonnées qui répondent au point où 
c — i, et qui sont en même temps les cosinus des angles que 
l’axe de rotation fait avec les trois axes des Ç, », C? on a par 
les formules des articles i et 7,

Z dL ~ dM ~ dN
? = V’ ” — "r’ ~ dr'

dtp dtp dtp

En effet, ces valeurs de |, », Ç rendent nulles celles de leurs 
différentielles, comme on le voit par les formules de l’article 1, 
ce qui est la propriété de tous les points de l’axe instantané de 
rotation, et par laquelle nous avons déterminé cet axe dans la 
troisième Section de la première Partie.

On voit par là que les quantités dL, dM, dN répondent exac
tement aux angles de rotation que nous avons dénotes par d\>,
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de», dtp, dans la Section que nous venons de citer, et que nous 
avons conservés dans la troisième Section ci-dessus.

10. Si maintenant on substitue ces mêmes valeurs de £, », £ 
dans les expressions générales de a, b, c de l’article 5, à la 
place de £,»,£, on aura les valeurs des coordonnées a, b, c qui 
répondent à l’axe instantané de rotation, et que nous désignerons 

par a, b, c. Ainsi en faisant, pour abréger,

dP = ^dL + ddM 4- ÇdN, 
dQ = ^'dL 4- rl'dM + {"dN, 
dR = %'"dL + d"dM+ ^'"dN,

ce qui donne, par les équations de condition de l’article 5, 

dP^'dQ^-pdR^dlP + dJdP + dN% = dr-, 

on aura
- dP y dQ - dR 

dtp dtp dtp

expressions entièrement semblables à celles des Ç, », £, dans 
lesquelles on voit que les quantités dP, dQ, dR répondent aux 
quantités dL, dM, dN. Et ces valeurs de a, b, c seront pareil
lement les cosinus des angles que l’axe de rotation fait avec les 
axes des coordonnées a, b, c.

n. Pour avoir les valeurs de dP, dQ, dR exprimées par les 
variables g', d, etc., il ne s’agira que de substituer à la 
place de dL, dM, dN les valeurs données dans l’article 8. Mais 
pour obtenir les formules les plus simples, il conviendra de mettre 
ces dernières valeurs sous la forme suivante, qui est équivalente 
à celle de l’article cité en vertu des équations de condition don
nées article 5,
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^dL =
M=
zdN = %d^W'-p ^"d^—dd^- ^d^'— d"d^.

On aura ainsi, en substituant et ordonnant, les termes

^dP =
+ WW

ce qui se réduit, par les formules de l’article 6, à

■zdP = ^"'d^'— tW— »W"4- ^"'d^'— ^d^",

et enfin par les trois équations de condition de l’article 5, diffé- 

rentiées, à cette expression simple,

dp = ^d^ + + r#";

et l’on trouvera de la même manière,

dq =
dR = ^d^ + 4- ydc?.

Et si on substitue pour £', g", etc. leurs valeurs en 4,
<p de l’article 7, on a, après quelques réductions,

dP = sincp sinœc?4 4- cospJw, 
dQ = coscp sin w44 — sin <pda), 
dR = d<^ 4- cos «6/4.

12. Il est facile de se convaincre que ces valeurs de a, b, c 
rendent également nulles les différentielles des coordonnées , 
r, Ç; car en différentiant et faisant d^ = o, dn = o, d( = o 
dans les formules de l’article 15 changeant ensuite a, b, c en
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a, b, c, pour les rapporter à l’axe instantané de rotation, on 
a les trois équations

ad% 4- Id^' + = o,

add 4- bdd' + cdd" — o , 
ad? 4- bd^' 4- cd^'" = o.

En les ajoutant ensemble après les avoir multipliées successi
vement par Ç', par g", Ç", et par g'", Çw, et ayant
égard aux équations de condition de l’article 2, on a

’b^'d^ + ddd'+^d^ 4- l^'d%"+ddd"+Çd^ = o, 

h^'d^+d'dd+^'d^ 4- c(^'"+^dd'^ = o,

h^d^^dd-V^'d^} 4- b^'d^^d^+^'d^ = o.

En ayant ensuite égard aux trois autres équations de condition 
de l’article 5, et supposant les valeurs de dP, dQ, dR données 
ci-dessus, ces trois équations deviennent

cdQ — bdR =; o, adR — cdP = o, bdP — adQ = o, 

auxquelles satisfont évidemment les valeurs de a, b, c données 
ci-dessus.

13. De même que les quantités dL, dM, dN servent à expri
mer d’une manière uniforme les différentielles des quantités 
g", £% etc., comme on l’a vu dans l’article 8, on peut aussi ex
primer ces différentielles par les quantités dP, dQ, dR.

En effet, si on prend les trois équations

^d^ 4- ddd 4- W' = o,
^dÇ 4- d'dd + Ç"#' = dR, 

d"dd + Ç"dÇ~ — dQ, 

et qu’on les ajoute ensemble après les avoir multipliées successi-
Méc. anal. Tom. II. 29
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vement par §w, par et par Ç', Ç", Ç"', on aura
tout de suite, par les équations de condition de l’article 5,

d? = Ç'dR — ^'dQ, 
dd = v"dR — d"dQ, 
d^ = ÇdR — ï^dQ.

De même les trois équations

%d%' + »W + pdf = — dR, 
Ç'dg' 4- vW + ^d^' = o, 
%"d%'+ d"dP + Ç"dÇ'= dP, 

étant multipliées successivement par g", par »", »w, et 
par Ç', et ensuite ajoutées ensemble, donneront, par les 
mêmes équations de condition,

d^' = %"dP — Ç'dR, 
dp — d"dP — "ddR, 
dÇ' = ^'"dP — ÇdR.

Enfin les équations

%d%" + W + = dQ,
^d^"+ /W + ^d^"s= — dP, 
^"d^"'^- d"dd"-{- o, 

donneront de la même manière,

d^' = ^dQ — ^"dP, 
dd" = ddQ — ^'dP, 
d^‘ = ^'dQ — ^"dP.

14. Par le moyen de ces formules, on peut représenter d’une 
manière fort simple les variations des coordonnées », Ç, lors
qu’on veut considérer à-la-fois le changement de situation du sys
tème autour de son centre, et le changement des distances mu-
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tuelles des points du système. Pour cela, il est clair qu’il faut 
différentier les expressions de », Ç, en regardant en même 
temps comme variables toutes les quantités Ç', v", etc., 
ainsi que a, b, c, ce qui donne

d% = ad% + bd^' + cd^"' + Çda 4- ^"db 4- ^"dc,
dt — adn' 4- bdv" + cd»'" 4- v'da 4- vl'db 4- ^'dc,
dÇ = ad? 4- bd?' 4- cd?" 4- ?da 4- ?'db 4- ?"dc ;

substituant les expressions de d? dn', d%, d?', etc. qu’on vient 
de trouver, et faisant pour abréger,

da' — da 4- cdQ — bdR, 
db' = db 4- adR — cdP, 
de' = de 4- bdP —• adQ, 

on aura ces formules différentielles très-simples, 
d^ = ?da' + ^'db' 4- ^dc', 
du = vida' 4- ^'db' 4- t"'dc', 
d^ = ?da' 4- ?'db' 4- ?"dd.

Et si on difîerentie ces expressions, qu’on y substitue de nou
veau pour d?, dd, d?, d?', etc. les valeurs trouvées ci-dessus, 
et qu’on fasse encore, pour abréger,

d'a!' = d^a' 4- dc'dQ — db'dR, 
d^b" = d^b' 4- da'dR — dc'dP, 
d^c" = d*c' 4~ db'dP — da'dQt 

on aura les différentielles secondes

d^ = %d‘a!' + ^"d^b" 4- 
d^ = n’d^a!' 4- n"d*b" 4- ^'"d^d'y 
dX = ^'d^' 4- Cdd" + Cdac".

On voit que ces différentielles premières et secondes sont sem-



228 MÉCANIQUE ANALYTIQUE.
blables aux expressions finies de £, », Ç (art. i), et que les quan
tités »', Ç', etc. y entrent de la même manière ; il en serait 
de même des différentielles de tous les autres ordres, ce qui rend 
l’emploi des quantités dP, dQ, dR très-avantageux dans les cal
culs relatifs à la rotation.

15. Mais il y a une remarque importante à faire sur l’emploi 
de ces quantités ; c’est que quoiqu’elles se présentent sous la forme 
différentielle, on se tromperait en les traitant comme telles dans 
les différentiations relatives à la caractéristique d- Ainsi il n’est 
pas permis de changer simplement ddP en ddP , etc. dans la 
valeur de dP-

Nous observerons d’abord que rien n’empêche de changer dans 
les formules différentielles de l’article 13, la caractéristique d en 
ce qui introduira dans les valeurs des variations d^, du', d£', 
d%", etc. les trois indéterminées dP, dQ, dR, qui serviront à 
réduire toutes ces variations à trois arbitraires.

Ainsi ayant trouvé (art. 13)

dP = %"d%‘ + »W +

on aura de même, en changeant d en d,

dp = ^’d^" + tw + rw;

et ainsi des quantités dQ, dR, qui deviendront dQ et dR. 
Maintenant on aura, en differentiant dP suivant

ddP = ^'dd^' + + ^dd^
4- + dd''dd' H- d^d^,

et en differentiant dp par d,

ddP = ^’dd^ + -dW 4- ^dd^
4- d^’d^ 4- d^dd’ 4- d^d^.
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Mais Mlf sont la même chose que d^", dM", dW,

parce que les quantités Ç" sont des variables finies; donc 
on aura

MP — d^P = ^"d^" 4- WW + WW 
— — d^'W — WW-

Substituons pour d^", df, dif et d%", df, df leurs valeurs en 
dP, dQ, dP (art. 21), et pour /f, M, W' ^es
valeurs analogues qui viennent du changement de la caractéris
tique d en cT, on aura, par les équations de condition de l’ar
ticle 2,

MfW + WW 4- WW = — SQdR, 
d^'W 4- d^'M' 4- WW = — dQW 

donc
MP = dM 4- dQ^R — dRÏQ.

Et par un calcul semblable, on trouvera

MQ = 4- dR^P — dPMf
MR = d^R 4- dP/Q — dQÏP.

Ici se termine ce que l’on a pu trouver d'entièrement achevé sur le mouvement 

de rotation, dans les manuscrits de M. Lagrange. Nous nous proposons 

de continuer ce chapitre avec les paragraphes de l’ancienne édition, en profi

tant de plusieurs changement indiqués dans l’exemplaire deM. Lagrange. Nous 
renfermerons dans une note placée à la fin du volume, quelques fragment relatifs 

à ce sujet, qui devaient servir de matériaux à un paragraphe sur les équations 
générales du mouvement de rotation d'un système quelconque de corps; ils sont 

dans un état trop incomplet pour entrer dans le texte, et cependant les géomètres 

regretteraient de ne les pas connaître.
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§ n.
Equations pour le mouvement de rotation d’un corps solide, animé 

par des forces quelconques.

16. Nous venons de voir, dans le paragraphe précédent, que 
quelque mouvement que puisse avoir un corps solide, cc mouve
ment ne peut dépendre que de six variables, dont trois se rapportent 
au mouvement d’un point unique du corps, que nous avons appelé 
le centre du système, et dont les trois autres servent à déterminer 
le mouvement de rotation du corps autour de ce centre. D’où il 
suit que les équations qu’il s’agit de trouver ne peuvent être qu’au 
nombre de six au plus ; et il est clair que ces équations peuvent 
par conséquent se déduire de celles que nous avons déjà données 
dans la Section troisième, §§ I et II, lesquelles sont générales 
pour tout système de corps. Mais pour cela il faut distinguer deux 
cas , l’un quand le corps est tout-à-fait libre , l’autre quand il est 
assujéti à se mouvoir autour d’un point fixe.

17. Considérons d’abord un corps solide absolument libre; pre
nons le centre du corps dans son centre même de gravité, et nom
mant x', y, z' les trois coordonnées rectangles de ce centre; z/zla 
masse entière du corps, Dm chacun de ses élémens , et X, Y, 
Z les forces accélératrices qui agissent sur chaque point de cet élé
ment, suivant les directions des mêmes coordonnées; nous aurons 
en premier lieu ces trois équations ( Sect. III, art. 3).

m + SXDm = o,

m + SXDm = o ,

m + SZDm = o,



SECONDE PARTIE, SECTION IX.
dans lesquelles la caractéristique 5 dénote des intégrales totales 
relatives à toute la niasse du corps ; et ces équations serviront, 
comme l’on voit, à déterminer le mouvement du centre de gravité.

En second lieu, si on désigne par £, m, £ les coordonnées 
rectangles de chaque élément Dm, prises depuis le centre de gra
vité , et parallèles aux mêmes axes des coordonnées x', y, z' de 
ce centre, on aura ces trois autres équations (Sect. citée, art. 12).

® & - " 2 + Dm = 0 >

S(^ÿ-^+ «Z - O) Dm = o.

Or nous avons prouvé dans le paragraphe précédent, que les 
valeurs des quantités £, m, Ç sont toujours de cette forme,

? = < + w + c, 
» = a/ 4- &m" + cm", 
C = < + b£' + cC-,

et nous y avons vu que pour les corps solides, les quantités 
a, b, c sont nécessairement constantes par rapport au temps, 
et variables uniquement par rapport aux différens élémens dm, 
puisque ces quantités représentent les coordonnées rectangles 
de chacun de ces élémens, rapportées à trois axes qui se croisent 
dans le centre du corps, et qui sont fixes dans son intérieur; 
qu’au contraire, les quantités g', etc. sont variables par rap
port au temps, et constantes pour tous les élémens du corps, 
ces quantités étant toutes des fonctions de trois angles <p, 4, 
qui déterminent les différons mouvemens de rotation que le corps 
avait autour de son centre. Si donc on fait, dans les équations 
précédentes, ces différentes substitutions, en ayant soin de faire
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sortir hors des signes Y les variables <p, 4? ® et leurs différences, 
on aura trois équations différentielles du second ordre entre ces 
mêmes variables et le temps t, lesquelles serviront à les déter
miner toutes trois en fonctions de t.

Ces équations seront semblables à celles que M. d’Alembert a 
trouvées le premier, pour le mouvement de rotation d’un corps 
de figure quelconque, et dont il a fait un usage si utile dans ses 
recherches sur la précession des équinoxes.

Par cette raison, et parce que d’ailleurs la forme de ces équa
tions n’a pas toute la simplicité dont elles sont susceptibles , nous 
ne nous arrêterons pas ici à les détailler ; mais nous allons plutôt 
résoudre directement le problème, par la méthode générale delà 
Section quatrième, laquelle donnera immédiatement les équations 
les plus simples et les plus commodes pour le calcul.

18. Pour employer ici cette méthode de la manière la plus géné
rale et la plus simple, on supposera, ce qui est le cas de la na
ture , que chaque particule Dm du corps soit attirée par des forces 
P, Q, K etc., proportionnelles à des fonctions quelconques des 
distances p, q, r, etc., de la même particule aux centres de 
ces forces, et on formera de là la quantité algébrique,

n = f{Pdp H- Qdq -f- Rdr + etc.).

On considérera ensuite les deux quantités

T-S Dm, F = SnDm ,

en rapportant la caractéristique intégrale S uniquement aux élé- 
mens Dm du corps, et aux quantités relatives à la position de 
ces élémens dans le corps.

On réduira ces deux quantités en fonctions de variables quel
conques ,
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conques, £, 4? <P, etc., relatives aux divers mouvemens du corps, 
et on en formera la formule générale suivante (Sect. quatrième, 
art. 10),

+ vw ~ +
+
H- etc.

Si les variables £, 4> P? etc. sont, Par nature du pro
blème , indépendantes entr’elles ( et on peut toujours les prendre 
telles qu’elles le soient), on égalera séparément à zéro les quan
tités multipliées par chacune des variations indéterminées , 
Ap, etc., et l’on aura ainsi autant d’équations entre les va
riables Ç, 4, <p, etc., qu’il y aura de ces variables.

Si les variables dont il s’agit ne sont pas tout-à-fait indépen
dantes , mais qu’il y ait entr’elles une ou plusieurs équations de 
condition, on aura, par la différentiation de ces équations, autant 
d’équations de condition entre les variations cT£, <P4, etc., 
par le moyen desquelles on pourra réduire ces variations à un plus 
petit nombre.

Ayant fait cette réduction dans la formule générale, on y éga
lera pareillement à zéro chacun des coefficiens des variations res- 
tantes; et les équations qui en proviendront, jointes à celles de 
condition données, suffiront pour résoudre le problème.

Dans celui dont il s’agit ici, il n’y aura qu’à faire usage des 
transformations enseignées dans le paragraphe précédent. Ainsi 
on substituera d’abord X' z'+Ç, au lieu de x, y, z;
ensuite a% 4- 4- c^m, at\ 4- W 4- en®, 4- b^" 4- c^®, au
lieu de £, n, £ (art. 1)5 enfin mettant pour etc. leurs va
leurs en <p, 4, w de l’article 7, on aura les quantités 71, A^cx-

Idée. anal. Tom. II. 3o
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primées en fonctions des six variables indépendantes x', y', z', 
<p, •'f'? à la place desquelles on pourra encore, si on Je juge 
à propos, en introduire d’autres équivalentes ; et chacune d’elles 
fournira, pour la détermination du mouvement du corps, une équa
tion de cette forme,

ST , sr

a étant une de ces variables.

19. Commençons donc par mettre dans l’expression de T, à la 
place de x, y, z, ces nouvelles variables x'+£, y'+», z'+G 
et faisant sortir hors du signe 6* les x', y', z', qui sont les mêmes 
pour tous points du corps, puisque ce sont les coordonnées du 
centre du corps, la fonction T deviendra

+ dy/2-i- dz'2 
adt2

dx'Sd^Dm + dy'SdijDm + dz Sd^Dm 
de

Cette expression est composée, comme l’on voit, de trois par
ties, dont la première ne contient que les‘seules variables x', 
y', z', et exprime la valeur de 71 dans le cas où le corps serait 
regardé comme un point. Si donc ces variables sont indépen
dantes des autres variables £, », G ce qui a lieu lorsque le corps 
est libre de tourner en tout sens autour de son centre, la formule 
dont il s’agit devra être traitée séparément, et fournira pour le 
mouvement de ce centre les mêmes équations que si le corps y 
était concentré; ainsi cette partie du problème rentre dans celui 
que nous avons résolu dans les Sections précédentes, et auquel nous 
renvoyons.

La troisième partie de l’expression précédente, celle qui con
tient les différences dx\ dy'dz', multipliées par les différences
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d^, d^, dÇ, disparait d’elle-même dans deux cas; lorsque le centre 
du corps est fixe, ce qui est évident, parce qu’alors les différences 
dx', dy', dz' des coordonnées de ce centre sont nulles; et lorsque 
ce centre est supposé placé dans le centre même de gravité du 
corps, car alors les intégrales Sd^Dm, SdnDm, Sd^Dm deviennent 
nulles d’clles-mêmes. En effet, en y substituant pour d^, c?», fleurs 
valeurs ad^'-^-bd^'-^-cd^'", ad^-^-bd^'+cd^", adÇ-\-bdÇ'-y-cd^" 
(art. précédent), et faisant sortir hors du signe S les quantités 
d^', d^", etc. qui sont indépendantes de la position des particules 
dm dans le corps, chaque terme de ces intégrales se trouvera 
multiplié par une de ces trois quantités, SaDm, SbDm, ScDm-, or 
ces quantités ne sont autre chose que les sommes des produits 
de chaque élément dm, multiplié par sa distance à trois plans 
passant par le centre du corps, et perpendiculaires aux axes des 
coordonnées a, b, c-, elles sont donc nulles, quand ce centre coïn
cide avec celui de gravité de tous les corps, par les propriétés 
connues de ce dernier centre. Donc aussi les trois intégrales 
Sd^Dm, Sdv\Dm, Sd^Dm seront nulles dans ce cas.

Dans l’un et dans l’autre cas, il ne restera donc à considérer 

dans l’expression T, que la formule A f----- ^~—^-}Dm, qui est 

uniquement relative au mouvement de rotation que le système 
peut avoir autour de son centre, et qui servira par conséquent 
à déterminer les lois de ce mouvement, indépendamment de ce
lui que le centre peut avoir dans l’espace.

20. Pour rendre la solution la plus simple qu’il est possible, il est à 
propos de faire usage des expressions de d%, dy, dÇ de l’article 14, 
lesquelles donnent, en faisant da = o, db— o, dc—o,

d^ -b d^ + dC —
(cdQ—bdll)a-{-ÇadR—cdP^+^bdP — adQ}* 
= {bl+c^dP1-{-{ai+c^dQ!l + (a'+b^dR* 
— zbcdQdR — zacdPdR — zabdPdQ-



a56 MÉCANIQUE ANALYTIQUE.
Or les quantités a, b, c étant ici les seules variables, relative

ment à la position des particules Dm dans le corps; il s’ensuit 
que pour avoir la valeur de 4- d^ 4- d^Dm., il n’y aura
qu’à multiplier chaque terme de la quantité précédente par Dm, 
et intégrer ensuite relativement à la caractéristique S, en faisant 
sortir hors de ce signe les quantités dP, dQ, dR qui en sont in
dépendantes. Ainsi la quantité A ^^—^Dm deviendra

MP*+ BdQ*+ CdR* FdQdR+GdPdR+HdPd Q
sdP dp ’

en faisant pour abréger,
— S{b*-\-c")Dm, B —S^a'-^-c'^Dm^ C—S^-^-b^Dm, 

F = SbcDm, G = SacDm, H = SabDm.
Ces intégrations sont relatives à toute la masse du corps, en- 

sorte que A, B, C, F, G, H doivent être désormais regardées 
et traitées comme des constantes données pai' la figure du corps.

21. Si on fait, pour plus de simplicité, — p, = q, 
dR = r, on aura, en ne considérant dans la fonction T que les 

termes relatifs au mouvement de rotation,

T = (Ap* -f- Bq2 4- CA) — Fqr— Gpr—Hpq ;

ainsi T n’étant fonction que de p, q, r, on aura, en différen- 
liant selon J1,

= ^^p 4- Ç Jr.
dp 1 dq 1 dr

Or, par les formules de l’article n, on a
sin <p sin ad-fy 4- cos ^da

P — dt------------- ’

__  cos <p sin ad-^ — sin <pda q _ ______________ }

__  dq -f- cosarZ4
r ~ dt ’
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donc {dt étant toujours constant)

2^7

dr \ . dT-^1’)^ + ^
«Mp 

dt

/ dT . . , dT . . dT \M^4- Ç -- sin<p sin «4-7- cos <p sin " + ^7 cos a J -^-

/ dT . , dT dT . \d^M4- (^—-sin<pcos&>4"7/- cos <p cos w — sin a J -~- 

, /dT dT . \ Mu+ (*cos’,-^-sin4
d’où l’on aura sur-le-champ, pour le mouvement de rotation du 
corps, ces trois équations du second ordre,

dT
dr dT . dT , _

"dt dp^dq^^^ ’

/ dT . . , dT . . dT
• ( "J" sln sin a + -^7 cos tp sin a j . co \ dp r ' dq r ' dr

dt 
dT . 

cos <p — -j- sin <p 

dt
/ dT dT dT .— Ç — sincp cosco + coscp cosa> — sm«

O,

— O.

A l’égard de la quantité comme elle dépend des forces qui 
sollicitent le corps, elle sera nulle si le corps n’est animé par

. , W èV W 
aucune force• ainsi dans ce cas les trois quantités y-, 

seront milles aussi, et la seconde des trois équations précédentes 
sera intégrable d’elle-même; mais l’intégration générale de toutes 
ces équations restera encore fort difficile.

En général, puisque y-=SWDmt et que II est une fonction 

algébrique des distances p, q, etc. (art. 18), dont chacune est 
exprimée par \/[{x—+{yen désignant 
par g, h les coordonnées du centre fixe des forces, il n’y aura
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qu’à faire dans la fonction n les mêmes substitutions que ci-dessus, 
et après avoir intégré relativement à toute la masse du corps, 
on aura l’expression de Z^ en p, 4? d’où l’on tirera par la

SV SV svdifférentiation ordinaire les valeurs de j-, , j-, qui sont les
. „ . dP dP dV „ . , • x i tpmemes que celles de -y-, jr , Comme ceci na point deuil-* dç 1 7 da 1

ficulté, nous ne nous y arrêterons point ; nous remarquerons seu
lement que les équations précédentes reviennent à celles que j’ai 
employées dans mes premières recherches sur la libration de 
la lune.

22. Quoique l’emploi des angles <p, ^5 ® paraisse être ce qu’il 
y a de plus simple pour trouver par notre méthode les équations 
de la rotation du corps, on peut néanmoins parvenir encore plus 
directement au but, et obtenir même des formules plus élégantes 
et plus commodes pour le calcul dans plusieurs cas, en considé-i 
rant immédiatement les variations des quantités dP, JQ, Adonnées 
par les formules de l’article 15; savoir,

MP = dJP 4- — dR^Q,
MQ = d/Q + dRdP — dPSR, 
MR = dJR -b dPÏQ — dQ^P ;

d.P 
substituant ces valeurs dans dT et mettant p,q,r pour 
dQ dR
~dV dt’ onaura

Quant aux termes relatifs à la variation de Z^, puisque Z^' de
vient une fonction algébrique de Ç', etc., après la substi-
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tution de y'+an'+M'+cn"', z'+a^'-^-bC+cC,
au lieu de x, y, z, le signe intégral S n’ayant rapport qu’aux quan- 
tite's a, b, c, il n’y aura qu’à différentier par et mettre ensuite 
pour cT^', cT£", etc., leurs valeurs en JP, JQ, JR; ainsi puisque

.
~ d%’ Sÿ ~ dp ’ etc' ’ on aura dans la ^«ine équation les 

termes suivans provenant de :

dV
+ ~ + etc.

Donc enfin rassemblant tous les termes multipliés par chacune 
des trois quantités S'P, JQ, JR, on aura une équation générale 
de cette forme :

o = {pyp 4- (qxq + çpyp, 

dans laquelle

œ)
, dT. ■

d. -t—
— -U n dT r dT
“ dt +(l~d7—r-d^

(Q)

i ^jndP ■ ,i,dP -p^dP K» dP Yu dP yu dP
% dè" 1 di" ' di;" dkm d»'" JC"’

dT

dt dp i dr

dX.^d2L ^,dP r^P
d^' 1 d„'" 1 JC" h d^ J,' ■ JC' ’

d dT
__ dr , dT dT
------ JT P

, djy dp dp y, dP , dp __ dp
ç d^ + ' 1 C dç b dy JC"'

Et comme les trois quantités JP, JQ, JT? sont indépendantes 
entr’elles, et en même temps arbitraires, on aura donc ces trois
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équations particulières (P) = o, (Q) = o, (P)=o, lesquelles 
étant combinées avec les six équations de condition entre les 
neuf variables g', g", etc. (art. 5), serviront à déterminer cha
cune de ces variables.

On peut mettre, si l’on veut, sous une forme plus simple les 
termes de ces équations dépendans de la quantité Car puisque 
K— SUD ni, on aura (à cause que le signe 61 ne regarde point 
les variables etc.),

= etc.;

et comme n est une fonction algébrique de a%' -f- + c^"',
+ W'4-c»w, + b^r,+ c^", il est aisé de voir qu’en faisant

varier séparément a, b, c, on aura
pmdn , , y^dn __  ? dn dn , ,t dn ( dn __ dn
£ d^^ dS'+^ d? ~ de ’ § d^ dn"'^ dC ~ Cdb ’

et ainsi de suite ; de sorte qu’on aura de cette manière, 
çw dy w dy dy dy „ dy dy
? < * dn" dÇ ? d^" * dn" dt?

_ /, dn dn\ „= Y ( b -j----c jt ) Dm,\ de db J 1

s' dr y dr j. y dv ÿ">dV dr —
o / dn dn\ „= S (c ------- a -y- ] Dm ,

\ da de / 7

à dr , dy ,u dy dy ^_y_ dy 
dk' + ” ~dT + Q ~ W dn" Ç d^ 

(dn 7 dn \ y-, 
a jr — b t- ) Dm.

db da /

Mais si cette transformation simplifie les formules, elle ne sim
plifié pas le calcul, parce qu’au lieu de l’intégration unique con
tenue dans y, on en aura trois à exécuter.

a3. Lorsque les distances des centres des forces au centre du 
corps 
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corps sont très-grandes vis-à-vis des dimensions de ce corps, on 
peut alors, réduire la quantité n en une série fort convergente 
de termes proportionnels aux puissances et aux produits de a, 
b, c, de sorte que l’intégration SïlDm n’aura aucune difficulté: 
c’est le cas des planètes en tant qu’elles s’attirent mutuellement.

Si la force attractive P est simplement proportionnelle à la dis

tance p, ensorte que P = kp, k étant un coefficient constant, 

le terme fPdp de la fonction n (art. 18) devient = ^-, et comme 

p est exprimé en général par /[(x—/)*+ (y—£)’ + (z—h)*], en 
désignantg, h les coordonnées du centre des forces ; le terme 
dont il s’agit donnera ceux-ci : | [(x——SŸ + tz— A)*]- 

Donc substituant pourx, y, z leurs valeurs x'-i-Ç, y'-b^,z'-b^, 
multipliant par Dm, et intégrant selon S1, on aura dans la va
leur de V ~ SPJDm les termes suivans :

; IW)4rO’—W-hnsDm

H- k(x'—f^S^Dm + k(y'—^S^Djn+k(z'—tySÇDm,

Or ^—a^'+bvl'+cvi'",
donc, S%Dm~%SaDm+%'SbDiny-%uScDm, et ainsi des autres; 
et + = 6*(a1-}-b' + c^Dm (art. 5), = à une
constante que nous désignerons par E.

Mais si on prend pour le centre arbitraire du corps, son centre 
même de gravite, on a alors

SaDm = o, SbDm = o, ScDm = o, 

comme nous l’avons déjà vu ci-dessus (art. 19). Ainsi dans ce cas 
yiéc. anal. Tom. II. 31
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la quantité Z^ne contiendra, relativement à la force dont il s’agit, 
que les termes

J [(x—/)* + ( y'—g}' + ÿ— + \Ei

de sorte que toutes les différences partielles , etc. seront
nulles.

D’où il s’ensuit que l’effet de cette force sera nul par rapport 
au mouvement de rotation autour du centre de gravité.

f 4- 4 "-EEt commme l’expression précédente ZS au terme constant — 

près, est la même chose que si tout le corps était concentré dans 
son centre, auquel cas x — x', y —y', z = z', on aura pour le 
mouvement progressif de ce centre, les mêmes équations que si 
le corps était réduit à un point; car les différences partielles de Z^, 
relativement aux variables x', y'■> z', seront les memes que dans 
cette hypothèse.

Si on veut considérer le corps comme pesant, en prenant la 
force accélératrice de la gravité pour l’unité, et l’axe des coordon

nées z dirigé verticalement de haut en bas, on aura P = i et 

p — h— z; donc fPdp — h—z = h— z'—a^'—bÇ"—cÇw ; de 
sorte que la quantité Vcontiendra, à raison de la pesanteur du 
corps, les termes

{h — z'jSDm — ^SaDm — Ç'SbDm — tyScDm.

Ainsi si le centre du corps est pris dans son centre de gravité, 
les termes qui contiennent les variables Ç7, C"? disparaîtront, 
et par conséquent l’effet de la gravité sur la rotation sera nul, 
comme dans le cas précédent. La valeur de ZC, en tant qu’elle est 
due à la gravité, se réduira alors à (h — z')SDin, c’est-à-dire, à 
ce qu’elle serait si le corps était réduit à un point, en conservant
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sa masse SDm ; donc aussi le mouvement de translation du corps 
sera le même que dans ce cas.

§ III.

Détermination du mouvement d’un corps grave défiguré quelconque.

a4. Ce problème, .'quelque difficile qu’il soit, est néanmoins 
un des plus simples que présente la Mécanique, quand on con
sidère les choses dans l’état naturel et sans abstraction ; car tous 
les corps étant essentiellement pesans et étendus, on ne peut les 
dépouiller de l’une ou de l’autre de ces propriétés sans les dé
naturer, et les questions dans lesquelles on ne tiendrait pas 
compte de toutes les deux à-la-fois, ne seraient par conséquent 
que de pure curiosité.

Nous commencerons par examiner le mouvement des corps 
libres, comme le sont les projectiles; nous examinerons ensuite 
celui des corps retenus par un point fixe, comme le sont les 
pendules.

Dans le premier cas on prendra le centre du corps dans son 
centre de gravité, et comme alors l’effet de la gravité est nul sur 
la rotation, ainsi qu’on vient de le voir, on déterminera les lois 
de cette rotation par les trois équations suivantes (art. 22) :

dT
a- dp , dT dT

, dT
dq , dT , dT

dT
d' dL I dT dT —

dt dq % dp '
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en supposant (art. 21)

dP dQ dR
P = dt ’ % — ~dt> r ~ dt’

et
T — i (^ + Bq* -f- Cr^ — Fqr — Gpr — Hpq.

A l’égard du centre même du corps, il suivra les lois connues 
du mouvement des projectiles considérés comme des points; ainsi 
la détermination de son mouvement n’a aucune difficulté, et nous 
ne nous y arrêterons point.

Dans le second cas, on prendra le point fixe de suspension 
pour le centre du corps, et supposant les coordonnées z verticales 
et dirigées de haut en bas, on aura (art. 23)

= (h — z')SDm — ^SaDm—Ç'SbDm—V'ScDm ; 
d’où l’on tire

-/r~ — SaDm^ =—SbDm, — ScDm,

et toutes les autres différences partielles de seront milles; de 
sorte que les équations pour le mouvement de rotation seront 
(art. 22), 

, dT 
d.-----

+ - V'SbDm 4- Ç'ScDm = o j

-Sr + ^—P^ ~ K'ScDm + ^"SaDm = o l......... (5), 

d dT 1+ ^bDm =0 '

les quantités SaDjn, SbDm, ScDm devant être regardées comme 
des constantes données par la figure du corps, et parle lieu du 
point de suspension.
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s5. La solution du premier cas, où le corps est supposé entière

ment libre, et où l’on ne considère que la rotation autour du centre 
de gravité, dépend uniquement de l’intégration des trois équa
tions

Or il est d’abord facile de trouver deux intégrales de ces équa- 
d'11 ri T1 dT lions ; car i°. si on les multiplie respectivement par

et qu’ensuite on les ajoute ensemble, on a évidemment une équa
tion intégrable, et dont l’intégrale sera 

y

f* étant une constante arbitraire.
2°. Si on multiplie les memes équations par p, q, r, et qu’on 

les ajoute ensemble, on aura celle-ci :

laquelle, à cause que Test une fonction de p, q, r uniquement, 
dTet que par conséquent dT— 

intégrable, son intégrale étant
dT , dT ,

7 I J 1 t .
"37 eSt aussi

dT 
dr

h* étant une nouvelle constante arbitraire.
En mettant dans ces équations, au lieu de T, , —, —, 

’ dp ' dq ‘ dr ' 

leurs valeurs, on aura deux équations du second degré entre p, 
7, r, par lesquelles on pourra déterminer les valeurs de deux de ces 
variables en fonctions de la troisième ; et ces valeurs étant ensuite 
substituées dans une quelconque des trois équations on aura 
une équation du premier ordre entre t et la variable dont il s’agit; 
ainsi on pourra connaître par ce moyen les valeurs de p, q, r 
en t. C’est ce que nous allons développer.
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Je remarque d’abord qu’on peut réduire la seconde des deux 

intégrales trouvées, à une forme plus simple, en faisant atten
tion que puisque T est une fonction homogène de deux dimensions 
de p, q, r, on a par la propriété connue de ces sortes de fonctions, 

dT , dT , dT

ee qui réduit l’équation intégrale dont il s’agit à T—h', laquelle 
exprime la conservation des forces vives du mouvement de 
rotation.

Je remarque ensuite que comme la quantité
/ dT dTy, / dT dT , / dT dT \*

est équivalente à celle-ci :
. , , . ■ .x . ddT\* . / dT , dT . dT\‘(P'+i'+f) x +(w) +(•*) J-Q> w + i w 4-r w).

laquelle devient f^p1-^- q2+ r1) — 4Æ4 -, en vertu des deux inté
grales précédentes, on aura une équation différentielle plus simple, 
en ajoutant ensemble les carrés des valeurs de d.~ , d.^ , d.^ 

dans les trois équations différentielles équation qu’on pourra 
ainsi employer à la place d’une quelconque de celles-ci.

De cette manière la détermination des quantités p, q, r en t, 
dépendra simplement de ces trois équations :

dans lesquelles

T= - Ç^dp^+Bq^ CT) — Fqv—Gpr—Hpq.2
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26. Cette détermination est assez facile, lorsque les trois cons

tantes F, G, H sont nulles 5 car on a alors simplement

r = (Ap' 4- Bq* 4- CF) -, 
donc

dT . dT n dT
dp ~ dq —B<b dr — Cr>

de sorte que les trois équations à résoudre seront de la forme 
suivante :

Ap* + Bq* + CF — sh*,
A*p*F~ B^F- C*F=f*,

—— ■ -- ------ = /a (p* 4- ?* 4- r*) — MF

Si donc on fait p* 4- q* 4- r* = u, et qu’on tire l.cs valeurs de 
p, q, r, de ces trois équations :

Z4- 4- r* ~u,
Ap* 4- Bq* 4- CF = ah*,
A*p*+ B*q*+ CaF=f*, 

on aura
_ BCU— ^{BFC} F F

B (A—BFA—C) ’

_ ACu-^hFAFQFF
i ^B — A}{B — C) 1

_ ^Bu—ahFAFB)FF 
{C-AFC-B} 4

ces valeurs étant substituées dans l’équation différentielle ci- 
dessus, le premier membre de cette équation deviendra, après 
les réductions,
___________________ A^B^C^h*—f*u)diâ
^BCu—zh^BF^Ff*  ̂[.ACu—ah^A+^Ff^ ^Bu—sh^FB^FfC  ̂’

et le second membre deviendra de sorte qu’en divisant
toute l’équation par J^u, — 4/z4, et tirant la racine carrée, on
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aura enfin

ABCdu

2/—[ÆCu—aFcS-t-Q+pj ^ACu—ah^A+Cÿpf^ ’

d’où l’on tirera par l’intégration t en u, et réciproquement.

27. Supposons maintenant que les constantes F, G, H ne soient 
pas milles, et voyons comment on peut ramener ce cas au précé
dent, au moyen de quelques substitutions.

Pour cela je substitue à la place des variables p, g, r, des fonc
tions d’autres variables x, y, z, qu’il ne faudra pas confondre 
avec celles que nous avons employées jusqu’ici pour représenter 
les coordonnées des différens points du corps; et je suppose d’abord 
ces fonctions telles, que l’on ait q*+ P — x'+y'-p z*- Il est
évident que pour satisfaire à cette condition, elles ne peuvent être 
que linéaires, et par conséquent de cette forme :

p=p'x-pp"y-p-p'"z, q — q,x-pq"y + q"'z, r=r'x + r"y+iJ''z.

Les quantités p', p", p"', q', etc. seront des constantes arbitraires 
entre lesquelles, en vertu de l’équation p'-p-q'-pr* — x’+y’+z*, 
il faudra qu’il y ait les six équations de condition que voici ;

p,a4- p» =1 5 p"* 4- q"» 4- p'» szzi ? p'"*-}- q'"*+ r",a=i, 
p'^q'^+^F—o, py'+qY+r'r"1^, p"p,"+q"q,,l+7J'r"'=o ; 

de sorte que comme les quantités dont il s’agit sont au nombre 
de neuf, après avoir satisfait à ces six équations, il en restera 
encore trois d’arbitraires.

Je substituerai maintenant ces expressions de p, q, r dans la 
valeur de T, et je ferai ensorte, au moyen des trois arbitraires 
dont je viens de parler, que les trois termes qui contiendraient 
les produits xy, xz, yz disparaissent de la valeur de T, ensorte 

que cette quantité se réduise a cette forme '■ - ■ 4——.
Mais
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Mais pour rendre le calcul plus simple, je substituerai immédia

tement dans cette formule les valeurs de x,y, z en p, q, r, et 
comparant ensuite le résultat avec l’expression de T, je détermine
rai non-seulement les arbitraires dont il s’agit, mais aussi les in
connues a, /3, y. Or les valeurs ci-dessus de p, q, r étant mul
tipliées respectivement par p', q', r', par p", q", r", et par p'", 
q'", r"', ensuite ajoutées ensemble, donnent sur-le-champ, en 
vertu des équations de condition entre les coeflicicns p', p", etc., 

x = p'p+q'q+r'r, y = p”p-\-^q-y.p’r^ z—p^p+q^q-^"^

la substitution de ces valeurs dans la quantité et la

comparaison avec la valeur de T de l’article 25, donnera ainsi 
les six équations suivantes :

ap'1 + /3/>"a H- yp'"2 =
a,q'2 q- (Zq"2 4- yq'"2 = B,
ar'2 ^r"2 4~ yr"'2 = C, 
aq'r' 4- @q"r"4-yq'"r'"— — 
ap'r' 4- ^>p''r" 4~/p"'^"— — G, 
ap'q'+ fip"q" -]~yp'"q"'— — H, 

qui serviront à la détermination des six inconnues dont il s’agit.
Et cette détermination n’a même aucune difficulté; car si on 

ajoute ensemble la première équation multipliée par p', la sixième 
multipliée par q', et la cinquième multipliée par r', on a, en 
vertu des équations de condition déjà citées,

ap'~.4p'— Hq'—GiJ -, 
en ajoutant la seconde, la quatrième et la sixième, multipliées 
respectivement par q', r', p', on aura pareillement

*q' = Bq' — Fr' — Hp' -,
Méc. Anal. Tom. II. 32
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ajoutant enfin la troisième, la cinquième et la quatrième, multipliées 
respectivement par r', p', q', on aura

ar' = CP— Gp' — Fq' -, 

et ces trois équations étant combinées avec l’équation de condition
P'1 + Ç'1 + P1 = i, 

serviront à déterminer les quatre inconnues a, p', q1, p.
Les deux premières équations donnent

* ~ FH + G (B-^P’ r “ FH+GW-P) P ’ 

substituant ces valeurs dans la troisième, on aura, après avoir 
divisé par p', cette équation en a,

(a—.4) (a—B) (a—C)
—■F'^ — ^—G1 —H\^—C) + 2FGH = o,
laquelle étant du troisième degré, aura nécessairement une racine 
réelle.

Les mêmes valeurs étant substituées dans la quatrième équa
tion, on en tirera celles de p', q', r' en a, lesquelles, en faisant 
pour abréger,

(a) = (y/—(B—«) — 1F -p HG F-p PH -p (pB — «) J >
seront exprimées ainsi :

, FH+G(B — «) , HG + FlA-t} ,
w------ • ’=---------w----------r------------w---------

Si on fait de nouveau les mêmes combinaisons des équations 
ci-dessus, mais en prenant pour multiplicateurs les quantités p", 
q", P1, à la place de p', q', P, on en tirera ces équations-ci :

/3p" = ^p" — Hq" — GP',
= B^' — FP' — Hp",

^P‘ = CP' —. Gp" — F^',
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qui, étant jointes à l’équation de condition p"*+ q"^ r"1 = i, 
serviront à déterminer les quatre inconnues /3, p", q", r"- et 
comme ces équations ne diffèrent des précédentes qu’en ce que 
ces inconnues y sont à la place des premières inconnues a, p', 
q', r', on en conclura sur-le-champ que l’équation en /3, ainsi 
que les expressions de p", q", r" en /3, seront les mêmes que celles 
que nous venons de trouver en a.

Enfin si on réitère les mêmes opérations, mais en prenant p'", 
q'", r"' pour multiplicateurs, on trouvera de même les trois 
équations

yp'" = Ap"’ — Hq"' — Gr'", 
yq'" = Bq'" — Fr'" — Hp'", 
yr'" = Cr'" — Gp'" — Fq'",

auxquelles on joindra l’équation pWa4- q"'*-\- r"'* = i ; et comme ces 
équations sont en tout semblables aux précédentes, on en tirera 
des conclusions analogues.

On conclura donc, en général, que l’équation en a trouvée ci- 
dessus, aura pour racines les valeurs des trois quantités a, /3, y, 
et que ces trois racines étant substituées successivement dans les 
expressions de p', q', r1 ena, on aura tout de suite les valeurs 
de p', q', r', de p", q", r", et de p'", q'", r'"-, de sorte que tout 
sera connu moyennant la résolution de l’équation dont il s’agit.

Au reste, comme cette équation est du troisième degré, elle 
aura toujours une racine réelle, qui étant prise pour a, rendra 
aussi réelles les trois quantités p', q', r'. A l’égard des deux autres 
racines /3 et y, si elles étaient imaginaires, elles seraient, comme 
l’on sait, de la forme b-\-cÿ'—u et b—c\/—i; de sorte que les 
quantités p", q", r" qui sont des fonctions rationnelles de /3, se
raient aussi de ces formes, zn+n/—i, zn'+zf j/—i, i;
et les quantités p"1, q"1, p", qui sont de semblables fonctions de y, se-
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raient des formes réciproques m—n \/—i, m'—ri \/—i, zn"—n" |/—i 
donc l’équation de condition p^p"'-^ q''q'" = o, deviendrait
Dp 4- /i» 4- m'* + n'* 4- zn"’+zz"a = o, et par conséquent impos
sible tant que m, n, m', n', m", zz" seraient réelles ■ d’où il s’en
suit que /3 et y ne peuvent être imaginaires.

Pour se convaincre directement de cette vérité, d’après l’équa
tion même dont il s’agit, je mets cette équation sous la forme

— A) + Ga(« — B} — zFGH 
a — C — — ’

j’y substitue successivement, au lieu de a, les deux autres racines 
/3 et y, et je retranche les deux équations résultantes l’une de 
l’autre • j’aurai, après les réductions et la division par /3—y, cette 
transformée

[(/3 (/3 - B) - [(? Çy—B) - H*]
4- 4.g@y — + BG*-±- zFGH} 4-?)
+ (F'+G^H'+aFF' + B'G'+zFGH^+B} =o, 

laquelle est réductible à cette forme

[(/3 - J%3-5) - [{y-At^y-B} - K*]
4- GH }[_F {y —
4- [G (fi — B) — HF ] L G ( — B) — HF] = o,

qu’on voit être la même chose que l’équation p''p"'^q"q"'-[-r'lT"'—o3 
et qui fournit par conséquent des conclusions semblables.

Donc les trois racines a, y seront nécessairement toutes 
réelles, et les neuf coefficiens p'y q', r', p", etc., qui sont des 
fonctions rationnelles de ces racines, seront réels aussi.

28. Nous venons de déterminer les valeurs de ces coeffi
ciens , ensorte que l’on ait p* 4- ~t~ F = X* 4“ J* +

T= j or en faisant varier successivementp, q, r,
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on aura, à cause que x,y, z sont fonctions de ces variables,

dr-T- = ax ap
, dz

dT dx . n dy , dz
-j- — ^x dq

dT
—j- = ax 
dr

, dz

mais x~p'p-y-q'qy-7''p y =p"p-\-q"q+r"r, z~—p'"p+q"'q-{-r"lr, 

comme on l’a déjà vu plus haut ; donc ~ = p', = q', = r',
^=P"> ^~q", etc4 substituant ces valeurs, on aura donc

= p'a,x +pl'fy +p'"yz,

= q'^x + q"^ + q"'yz ,

~ = fax 4- r'^y 4- r'"yz.

De sorte qu’en vertu des équations de condition entre les 
coefficiens p', q', 7J, p", etc., on aura

(?• Ç )* = a^‘ + + Ÿdz'-

Par conséquent les trois équations finales de l’article 24 se ré
duiront à celles- ci :

axa 4- ^y* 4- yz* = zh*, 
a*X“4- /3y*4- y*z* — f\ 
tPdx* -4- ^-dv^ -4- v^dz^---- ^y +Vd.

lesquelles sont, comme l’on voit, tout-à-fait semblables à celles 
de l’article 25, les quantités x, y, z, a., fi, y répondant aux quan
tités p, q, r, B, C.
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D’où il suit que si on fait, comme dans l’article cité,

u = p' + q' + r2 = x2 J- y2 + z*, 

on aura entre les variables x, y y z, u, t, les mêmes formules 
que l’on avait trouvées entre p, q, r, u, t, en changeant seule
ment B, C en a, /3, y.

Ayant ainsi les valeurs de x, y, z en u ou t, on aura les va
leurs complètes de p, q, r par les formules de l’article 27.

29. Les quantités p, q, r ne suffisent pas pour déterminer toutes 
les circonstances du mouvement de rotation du corps, elles ne servent 
qu’à faire connaître sa rotation instantanée. En effet, puisque 

P = jp > ? = 5 r ? ù s’ensuit de ce qu’on a vu dans l’ar

ticle 10, que l’axe spontané de rotation, autour duquel le corps 
tourne à chaque instant, fera avec les axes des coordonnées a, 
b, c, des angles dont les cosinus seront respectivement.......... ; 

\/(p2 + q2 + r“) ’ ÿÇp2 + q‘ q- r2} ’ VIteSSeaI1T
gulaire autour de cet axe sera représentée par

Pour la connaissance complète de la rotation du corps, il faut 
encore déterminer les valeurs des neuf quantités V, etc., 
d’où dépendent celles des coordonnées £, », £, lesquelles donnent 
la position absolue de chaque point du corps dans l’espace, rela
tivement au centre de gravité regardé comme immobile (art 17)5 
c’est ce qui demande encore trois intégrations nouvelles.

Pour cet effet, je reprends les formules différentielles de l’ar
ticle 13, et mettant pdt, qdt, rdt, au heu de dP, dQ, dR, 
j’ai ces équations :

+ (ç§w— r^' ) dl = o j
dS" + (^' - rD = o [..........(C),

+ (p^~ q?j dt = o\
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et autant d’équations semblables en et en Ç", en
changeant seulement £ en » et en

Ces équations étant comparées avec les équations différentielles

de l’article a4, entre les quantités il est visible

qu’elles sont entièrement semblables, de sorte que ces quantités 
répondent aux.quantités comme aussi aux quantités
/, »w, et aux quantités Çm.

D’où je conclus que ces dernières variables peuvent être re- 
r dT dTgardées comme des valeurs particulières des variables -7-, —, 

dT P
et qu’ainsi, puisque les équations entre ces variables sont 

simplement linéaires, on aura, en prenant trois constantes quel
conques l, m, n, ces trois équations intégrales complètes :

= 1% 4- mil 4- nÇ 1

^ = Zf+W+ nr

— = 7^" + n$" I

or en combinant ces trois équations avec les six équations de 
condition entre les mêmes variables g', etc., il semble qu’on 
pourrait déterminer ces variables, qui sont en tout au nombre de 
neuf; mais en considérant de plus près les équations précédentes, 
il est facile de se convaincre qu’elles ne peuvent réellement tenir 
lieu que de deux équations; car en ajoutant ensemble leurs carrés, 
il arrive que toutes les inconnues Ç', etc. disparaissent à- 
la-fois, en vertu des mêmes équations de condition (art. 5); de 
sorte que l’on aura simplement l’équation
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laquelle revient, comme l’on voit, à la première des deux inté
grales trouvées plus haut (art. 25); et la comparaison de ces équa
tions donne f* = Z* -4- zna + na, ensorte que parmi les quatre 
constantes Z, m, n il n’y en a que trois d’arbitraires.

D’où l’on doit conclure que la solution complète demande en
core une nouvelle intégration, à laquelle il faudra employer une 
quelconque des équations différentielles ci-dessus, ou une combi
naison quelconque de ces mêmes équations.

5o. Mais on peut rendre le calcul beaucoup plus général et plus 
simple, en cherchant directement les valeurs des coordonnées 
mêmes £, », Ç, qui déterminent immédiatement la position abso
lue d’un point quelconque du corps, pour lequel les coordonnées 
relatives aux axes du corps sont a, ù, c.

Pour cela, j’ajoute ensemble les trois équations intégrales (7?) 
trouvées ci-dessus, après avoir multiplié la première par’ a, la 
seconde par b, la troisième par c, ce qui donne (art. i ) cette 
équation

। । y dT 7 dT dT% + m^ + ^=a^ + b w + c-^.

Or on a déjà, par la nature des quantités », C (arb $)>

+ C = b* H- c\

Enfin on a aussi (art. 14), en mettant pdt, qdt, rdt au lieu 
de dP, dQ, dR, et faisant a, b, c constans,

~“ br^ + (Ær— CP^ + (^P “«?)*«

Ainsi voilà trois équations d’où l’on pourra tirer les valeurs de 
», Ç, moyennant une seule intégration.

Ensuite, si on voulait connaître séparément les valeurs de
A
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Çz, g", etc., il n’y aurait qu’à supposer dans les expressions 

générales de les constantes a=i, Z>=o, c=o, ou a = o, 
b=i, c=o, ou a = o, b=o, c=i.

Supposons, pour abréger, 
r dT . -, dT . dT L = a-dp+b ^+c^’

M — a* + b* + c*,
N = (cq — br^ H- (ar— cp'p + (bp —aq^-, 

on aura donc à résoudre ces trois équations,

1% + m* + n? — £ ?
+ e = m, 

d? + de + w

dans lesquelles M est une constante donnée, Z, TV sont suppo
sées connues en fonctions de t, et I, m, n sont des constantes 
arbitraires.

J’observe d’abord que si Z et m étaient nulles à-la-fois, la pre

mière équation donnerait Ç — ; et cette valeur étant substituée

dans les deux autres, on aurait
d^ 4- de   dLe_

de n^de ’

équations très-faciles à intégrer, en faisant £ =p cosû, » =p sin0, 
ce qui les change en ces deux-ci :

fd^+dp  __  die
de ' n^de ’

dont la première donnera la valeur de p, et la seconde donnera 
l’angle 0 par l’intégration de cette formule

Méc, anal. Tom. IL 55
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Supposons maintenant que l et m ne soient pas nnlles, èt 

voyons comment on peut réduire ce cas au précédent. Il est clair 
que si l’on fait Z^ 4- m» = x vY‘4- m1, ra^—h—y\!^ + m*> 
on aura également 4- n* = x* 4- y* et dÇ? + dv? ~ dx* + dy* 
ainsi les équations proposées se réduiront d’abord à cette forme,

x 4- m* + n^ — L, 
x* 4- y1 + = az, 
dx* + dy* yd^__  

dt* ~
Si on fait ensuite

x \V 4- 4- = Z VW m* 4- V,
nx— Ç x/l* 4- m‘ = u Vl* 4- zn* 4- n*, 

on aura encore x’4-^* = z’4-z^ et dx*4- d^* = dz* 4- doua 
on aura ces transformées ,

z -y- m' + 7i* — L, 
u* +y* + z* = M, 

du* -p dy- H- dz- __ _ 
-- dt* ~~ ’

qui sont, comme l’on voit, entièrement semblables a celles que 
nous venons de résoudre ci-dessus; ensorte qu’on aura pour u, 
y, z les mêmes expressions que nous avons trouvées pour Ç, >i, 
Ç, en y changeant seulement n en V/*4- n^ + n*.

Ces valeurs étant connues, on aura les valeurs générales de Ç, 
u, £ par les formules

_ ix ^my _ mx — ly ? __ nz-u\/l*-ym* 
+11 |/A-f-ma ’ Ÿy + m- y-n-

51. Telle est, si je ne me trompe, la solution la plus générale, 
et en même temps la plus simple qu’on puisse donner du fameux 
problème du mouvement de rotation des corps libres; elle est ana
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logue à celle que j’ai donnée dans les Mémoires de l'Académie de 
Berlin pour 1773 , mais elle est en même temps plus directe et plus 
simple à quelques égards. Dans celle-là je suis parti de tro.s équations 
intégrales qui répondent aux équations (Z?) de l’article 29 ci-dessus, 
équations qui m’avaientété fournies directement par le principe connu 
des aires et des momens, et auxquelles j’avais joint l’équat ion des 
forces vives T~h* (art. 24). Ici j’ai déduit toute la solution des trois 
équations différentielles primitives, et je crois avoir mis dans cette 
solution, toute la clarté, et (si j’ose le dire) toute l’élégance dont elle 
est susceptible; par cette raison je me flatte qu’on ne me désapprou
vera pas d’avoir traité de nouveau ce problème, quoiqu’il ne soit 
guère que de pure curiosité, surtout si, comme je n’en doute pas, 
il peut être de quelqu’utilité à l’avancement de l’Analyse.

Ce qu’il y a, ce me semble, de plus remarquable dans la so
lution précédente, c’est l’emploi qu’on y fait des quantités g', v!, 
Ç', etc., sans connaître leurs valeurs, mais seulement les équa
tions de condition auxquelles elles sont soumises, quantités qui dis
paraissent à la fin tout-à-fait du calcul; je ne doute pas que ce genre 
d’analyse ne puisse aussi être utile dans d’autres occasions.

Au reste, si cette solution est un peu longue, on ne doit l’im
puter qu’à la grande généralité qu’on y a voulu conserver ; et l’on 
a pu remarquer deux moyens de la simplifier, l’un en supposant 
les constantes F, G, H nulles (art. 25), et l’autre en faisant nulles 
les constantes Z et m (art. 5o).

La première de ces deux suppositions avait toujours été regar
dée comme indispensable pour parvenir à une solution complète 
du problème, jusqu’à ce que je donnai, dans mon Mémoire de 
1773, la manière de s’en passer; cette supposition consiste, en. 
effet, à prendre pour les axes des coordonnées a, b, c, des droites 
telles que les sommes SabDm, SacDm, SbcDm soient nulles 
(art. 19); et Euler a démontré le premier que cela est toujours pos-?
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fible, quelle que soit la figure du corps, et que les axes ainsi 
déterminés, sont des axes de rotation naturels, c’est-à-dire, tels 
que le corps peut tourner librement autour de chacun d’eux. Mais 
quoiqu’on puisse toujours trouver des axes qui aient la propriété 
dont il s’agit, et que d’ailleurs la position des axes du corps soit 
arbitraire, il n’est pas indifférent d’avoir une solution tout-à-fait 
directe et indépendante de ces considérations particulières.

La seconde des deux suppositions dont il s agit dépend de la 
position des axes des coordonnées £, n, Ci ^ans l’espace, position 
qui, étant pareillement arbitraire, peut toujours etre supposée 
telle que les constantes l et m deviennent nulles, comme on peut 
s’en convaincre directement, d’après les expressions générales de 
£, », C que nous avons trouvées.

3a. En supposant F, G, H nulles, on a, comme on l’a vu dans, 
l’article 4a,

dT . dT _ „ dT _ r

et ces valeurs étant substituées dans les trois équations différen
tielles (^/), il vient celles-ci:
dp 4- qrdt = o, dq + ±^prdt— o, dr-}- ^pqdt^o, 

lesquelles s’accordent avec celles qu’Euler a employées dans la 
solution qu’il a donnée le premier de ce problème (voyez les Mé
moires de l’Académie de Berlin pour 1768) ; pour s’en convaincre, 
il suffira d’observer que les constantes , B, C (art. 19) ne sont 
autre chose que ce qu’Euler nomme les moment d’inertie du 
corps autour des axes des coordonnées a, b, c, et que les va
riables p,q, r dépendent du mouvement instantané et spontané 
de rotation, de manière que si on nomme a, fi, y les angles 
que l’axe autour duquel le corps tourne spontanément à chaque 
instant, fait avec les axes des a, b, c, et p la vitesse angulaire de
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Votation autour de cet axe, on a (art. 29),

p = p cos a, q = p cos /3, r = p cos y.
A l’égard des autres équations d’Euler, lesquelles servent à dé

terminer la position des axes du corps dans l’espace , elles se rap
portent à nos équations (C) de l’article 29. En effet, comme les 
neuf quantités vf, etc. ne sont autre chose que les coor
données rectangles des trois points du corps, pris dans ses trois 
axes, à la distance 1 du centre (ce qui suit évidemment de ce 
que ces quantités résultent des trois Ç, r, C, en y faisant succes
sivement (2=r, 6 = 0, c=o, ensuite « = 0, à=i, c = o, et 
enfin a—o, b — o, c= 1), il est clair que si on désigne, avec 
Euler, par Z, m, n les cpmplémens des angles d’inclinaison de 
ces axes sur le plan fixe des.Ç et >1, et par A, //., r les angles que 
les projections des mêmes axes font avec l’axe fixe des £, on aura 
ces trois expressions, 

= cos Z, 
£" = cos/n, 
£"'= COS7Z,

u' = sin Z sinA, 
»" = sin m sinp, 

sin 11 sin y,

= sin Z cos A, 
£" = sin m cosac, 

sin n cos?;
et par le moyen de ces substitutions, on trouvera aisément les 
équations auxquelles Euler est parvenu par des considérations 
géométriques et trigonométriques.

33. Au reste, en adoptant à-la-fois les deux suppositions de F, 
G, H milles, et de Z, m nulles aussi, on aura la solution la plus 
simple par les trois équations (D) de l’article 29 , en y substituant 
les valeurs de Ç', t'" et dep, q, r en <p, «o ( art. 7, 20 ) ; car
ou aura de cette manière ces trois équations du premier ordre,

sinysin^+cos^ _

■n cos 0 sin uM, — sin (bela ------ -— = zzcospsina»,
-|-cos «rAf

— ,,----- — = 7ZCOSW;
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lesquelles se réduisent évidemment à celles-ci :

ndt — Bd-^ = —

A du 
tang^ sin» * 
B tang ç>du 

sin» 5

ndt — Add^ —

ndt — Cdd. = ——. r COSO»

Or si on élimine dt et » en ai0UIant ensemble ces trois 
équations, après les avoir multipliées respectivement par C—B, 
A—C, B — A, on aura l’équation

^C-B) ------ B^-C) ???- + C(B-^) =o,' tangç>sm« ' sin a cos «

laquelle se réduit à cette forme,

CCOS adu 
sin u B^A—C) tang ç —

A^C—B} ’
tang<p

où les variables sont séparées.
Le second membre de cette équation se change en

C(B—A} sin ç> cos <pdç
B^A—C} sin <p“ — A^C—B} cos ’

ou encore en
C (B—A) sin .

2AB — C^A B} C{B — A'} cos 2? ’ 

donc , en intégrant logarithmiquement, et passant ensuite des lo
garithmes aux nombres, on aura

2 AB —• C(^Z + B} + C{B — A} cos2tp = j— ,

r / / 1 --- COS 9$ \
K étant une constante arbitraire; or tangtp— v/ ■ c03 2ç> 7’ 
donc substituant la valeur précédente, on aura

tang <p // B — C) sin a1 — K\ 
V aZ/CC^^sin^Æ ) 
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et mettant cette valeur de tang(p dans les deux premières équa
tions différentielles, on aura

ndt-^ =T sin a y \&A(B—C)sin«wa—A/

n il - Bdd, = - ÿ- . /( ) ,
T sin a y \aB{C — A) sm <S -\-K J

équations où les indéterminées sont séparées et qui, étant inté
grées , donneront t et 4 en fonctions de œ.

Celte solution revient à celle que d’Alembert a donnée dans le 
tome quatrième de ses Opuscules.

34. Venons au second cas, où l’on suppose le corps grave sus
pendu par un point fixe, autour duquel il peut tourner en tout 
sens. En prenant ce point pour le centre du corps, c’est-à-dire 
pour l’origine commune des coordonnées £, », Ç et a, b, c, et suppo
sant les ordonnées £ verticales et dirigées de haut en bas, on aura 
pour le mouvement de rotation du corps, les équations (J?) de l’ar
ticle 25. Ces équations sont plus compliquées que celles du cas 
précédent, à raison des termes multipliés par les quantités SaDm, 
SbDm, ScDm, lesquelles ne sont plus nulies lorsque lê centre du 
corps, dont la position est ici donnée, tombe hors de son centre 
de gravité; on peut néanmoins encore faire évanouir deux de 
ces quantités, en faisant passer par le centre de gravité l’un des 
axes des coordonnées a, b, c, dont la position dans le corps est 
arbitraire, ce qui simplifiera un peu les équations dont il s’agit.

Supposons donc que l’axe des coordonnées c passe par le centre 
de gravité du corps ; on aura alors, par les propriétés de ce centre, 
SaDm^o^ SbDm — o, et si on nomme k la distance entre le 
centre du corps, qui est le point de suspension, et son centre de 
gravité, il est visible qu’on aura aussi V(c—k)Dm = o-, doue 
ScDm — SkDm = kSDm = km, en nommant m la niasse du 
corps.
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Faisant ces substitutions et mettant K pour km, on aura les 

trois équations suivantes :

dans lesquelles

T = (^dp* 4- Bq* 4- Cr*) — Fqr — Gpr — Hpq.

55. On peut d’abord trouver deux intégrales de ces équations, 
en les ajoutant ensemble, après les avoir multipliées respectivement 
par p, q, r ou par Ç', car à cause det/£'=(C"r—^'^dt, 
d^'={K'"p — —^'p^dt (art. 27), on aura ainsi
les deux équations

dont les intégrales sont
dT . dT . dT rp __ r

P + + T 1F ~
y —P. । y'1 dT । ym dT — ? 

dp dq dr ’

y et A étant deux constantes arbitraires,
Il paraît difficile de trouver d’autres intégrales, et par consé

quent de résoudre le problème en général. Mais on y peut parve
nir 
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nîr en supposant que la figure du corps soit assujétie à des conditions 
particulières.

Ainsi en supposant F=o, G — o, H—o, et de plus = B,

on aura -t-
dT dT-j- — ^tp , = Aq , et la troisième des équations (E)

dT dTdeviendra d.-^ — o, dont l’intégrale est =± const.

Ce cas est celui où l’axe des ordonnées c, c’est-à-dire la droite 
qui passe par le point de suspension et par le centre de gravité, 
est un axe naturel de rotation, et où les momens d’inertie au
tour des deux autres axes sont égaux (art. 5a), ce qui a lieu en 
général dans tous les solides de révolution, lorsque le point fixe 
est pris dans l’axe de révolution. La solution de ce cas est facile, 
d’après les trois intégrales qu’on vient de trouver.

En effet, puisque T = ■■ ? n est visible que ces 

trois intégrales se réduiront à cette forme :

4- ç*) + Cr* — = 2/,

r = n,

f, h, n étant des constantes arbitraires.
Donc si on substitue pour Ç', Ç", Çw, et pour p, q, r leurs 

valeurs en fonctions de <p, 4? « (art. 7, 20), on aura ces trois 
équations,

. sin a^d^ + da1 , „ . „ rA - ---- -----------h C/P — aXcos a = zf,
, sin iSdA/ , „ 7

si —4- Cncoso» = h, 

d<p -J- cos acAL 
----- £-- = «> .

lesquelles ont, comme l’on voit, l’avantage que les angles finis 4 
et <p ne s’y trouvent pas.

Méc. anal. Tom. II. 34
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La seconde donne d’abord

d^__  h — Cn cos « 
dt_________ sin ®a ’

et cette valeur étant substituée dans la première, on aura

A sin uda________ _____ ______ .
^[Asm^sf—Cn1 + aÆcos®) — (h—Cn cos®)2] ’ 

ensuite la seconde et la troisième donneront

(71— Cn COS d)da__
— iïaay[AsinS(?f— CV ± zK cos d)—(h —Cn cos^T 

, __  __________ (An— 7i cos® + (C — A}n cos a^du__________
”” sin ® sin®2 (a^—Cn2-(-aÆcos»)— (h—Cncos®)2]

équations où les indéterminées sont séparées, mais dont 1 intégra
tion dépend en général de la rectification des sections coniques.

56. Reprenons les équations (E) et substituons-y les valeurs de 

? en P’ r’ eUes deviendront

^GdpHdq + ^C-B}qr^-F^-q^ — Gpq + Hpr-{-K^=O, 

+ ^—C}pr+ G(p'— r^—Hqr+Fpq — X£'=o7 

çdr-Fdq-Gdp + (B_^pq+H^__p^_Fpr

Dans l’état de repos du corps, les trois quantités p, q, r sont 
nulles, puisque \/(p*-1rq’l-\- est la vitesse instantanée de ro
tation (art. 29); donc on aura alors £z = o et Ç"=o; ensorte qu’à 
cause de 1, et par conséquent de Çw=i, l’axe
des coordonnées £ coïncidera avec celui des ordonnées c; c’est- 
à-dire que ce dernier axe qui passe par le centre de gravité du 
corps , et que nous nommerons dorénavant l’axe du corps, sera 
vertical, ce qui est l’état d’équilibre du corps5 et cela se voit en
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core mieux par les formules de l’article 7, lesquelles donnent 
srmp sin&> = o, cos <psina =0, et par conséquent w = o, a> étant 
l’angle des deux axes des coordonnées c et Ç.

Si donc en supposant le corps en mouvement, on suppose en 
même temps que son axe s’éloigne très-peu de la verticale, ensorte 
que l’angle de déviation m demeure toujours très-petit, alors les 
quantités Ç7, Ç" seront très-petites, et l’on aura le cas où le corps 
ne fait que de très-petites oscillations autour de la verticale, en 
ayant en même temps un mouvement quelconque de rotation au
tour de son axe.

Ce cas, qui n’a pas encore été résolu, peut l’être facilement et 
complètement par nos formules; car en regardant Ç" et comme 
très-petites du premier ordre, et négligeant les quantités très-pe
tites du second ordre et des ordres suivans, on trouve, par les 
équations de condition de l’article 5 , Çw= 1,

et = ^+^=1,
donc ^=sin7r, £"=cos7r, »'=sin9, nF'=cosâ et cos(7r—0) = o; 
d’où çT = go°-|-ô, et par conséquent ^'=cosô, — sin 9. 
Substituant ces valeurs dans les expressions de dP, dQ, dR 
de l’article 11, on aura dP = Ç't/Ô H- dÇ", dQ = ^'d^ — d^ 
dR= dû, en négligeant toujours les quantités du second ordre.

Ainsi donc on aura
n _ _ ^^dp
r — dt ~ dt ‘

_ dQ_ _ ^"dt — dÇ 
dt dt ’

_ dît   dé 
dt dt9

valeurs qui, étant substituées dans les équations différentielles 
ci-dessus, donneront, en négligeant les puissances et les pro
duits de et Ç", des équations linéaires pour la détermination de 
ces variables.
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Mais avant de faire ces substitutions, on remarquera qu’en 

supposant et nuis, les équations dont il s’agit donneront

dt? * dt2
d’6 — G d°6
dr~~Gdt* — °’ h dt? o.

Donc puisque C ne saurait devenir nul, à moins que le corps 
ne se réduise à une ligne physique, C étant = S(a? + il 
s’ensuit qu’on ne peut satisfaire à ces équations qu’en faisant 
d2ê • dô n . S'ï^ = 0, et ensuite, ou ^=0, ou F~o et G=o.

De là il est facile de conclure que lorsque Ç' et Ç" ne sont pas 
nuis, mais seulement très-petits, il faudra que les valeurs de 

— , ou de ^et G soient aussi très-petites, ce qui fait deux cas 

qui demandent à être examinés séparément.

Civ ♦ • r 537. Supposons premièrement que soit une quantité tres-pe- 

tite du même ordre que Ç' et Ç", on aura, aux quantités du se- 

cond ordre près, p=-^, <! — —%•

Par ces substitutions, en négligeant toujours les quantités du 
second ordre et changeant, pour plus de simplicité, les lettres 
Ç', Ç" en 5, u, les équations différentielles de l’article précédent de
viendront

Ad^u — Gd^i + Hd^s 
dp

Ku = o,

— Bd* s — Fd*6 — Hd^u 
dt?

— Ks = o,
Cd*6 4- Fd?s — Gd^u 
"" dt?

La dernière donne i et cette valeùr étant subs-
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tituée dans les deux premières, on aura ces deux-ci :

{AC — G^u + {CH + GF^s J CKu _ o , 

{BC — F^s -P {CH+ GF)d'u 
---------------------- "de h — °’

dont l’intégration est facile par les méthodes connues. 
Qu’on suppose pour cela

5 = asin(p£4-/3), u = > sin 4-/3), 

a, /3, y, p étant des constantes indéterminées; on aura, après 
ces substitutions, ces deux équations de condition,

(^C — G^yp1-]- (CET4- GF^ctp' — CKy = o,
{BC —^4^4- {CH+ GF)yp% —CKa. = o,, 

lesquelles donnent
y__ (CH + GF)? _CK—{BC—Fi)f\

CK — {AC — G* y ~~ {CH + GF)? ’ 

d’où résulte cette équation en p,

^—[BC — F^-h^C—G1]

4- ( BC —F'} ( ^C— G1) — (CÆ4- GF? —0, 

laquelle aura, comme l’on voit, quatre racines égales deux à deux, 
et de signe contraire.

Si donc on désigne en général par p et p' les racines inégales 
de cette équation, abstraction faite de leur signe, et qu’on prenne 
quatre constantes arbitraires a, a', /3, /3', on aura en général

5 = a sin 4- Æ) 4- «'sin (p'f 4- P ), 
et par conséquent

_ {CH 4- GF) ?» sin {? + /3) {CH 4- GF) p'V sin «<4-/1.
w “ CK — {AC—G^)?-------- 1 CK—iAC—G^f^
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Enfin on aura, en intégrant la valeur de

8=/+^+^—^.

De sorte que l’on connaîtra ainsi toutes les variables en fonc
tions de i, et le problème sera résolu.

Au reste, comme cette solution est fondée sur l’hypothèse que 

s, u et soient de très-petites quantités, il faudra, pour qu’elle 

soit légitime, 1°. que les constantes a, a! et h soient aussi très- 
petites; a0, que les racines p, p' soient réelles et inégales, afin 
que l’angle t soit toujours sous le signe des sinus. Or cette se
conde condition exige ces deux-ci,

BC—F'+AC—G1 >o,
[BC—F1 C— G1 ]’ > 4 [(B C — Fa ^C— G^—( CH+ GF)* ] ;

lesquelles dépendent uniquement de la figure du corps, et de la 
situation du point de suspension.

38. Supposons, en second lieu, que les constantes F et G soient 
aussi très-petites du même ordre que Ç' et Ç"; alors négligeant 
les quantités du second ordre, et mettant s, u à la place de Ç', 
C", les équations différentielles de l’article 36 deviendront

A (d.sdt d*u) Gd*t H(d.udt — d*s) 
dt* dt* dt*

ÇC—B^Çudt— ds^dt , Fdt* H (sdû + du)dt
dt* “ dt* “ dt*

B(d.udb—d*s) Fd*6 H(d.sdt+d*ù)
dt* dt* dt*

(.A — C)(sdt -g du) dt Gdt* HÇudt — ds) dt
dt* dt*

Cd*6
~dF = °-

dt*
— Æs=o
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^2^ f (lô r

Ta dernière donne ^ = 0, et intégrant, = n étant une 

constante arbitraire de grandeur quelconque.

Substituant cette valeur de dans les deux équations, on aura 
celles-ci :

4- (C — B) n*u Fn2 + Hn2s + Ku = 0,
b^ + h^-^+b-cF£

-p {C—‘^n*s -j- Gn2 4~ Hn2u 4- X5 ;= o, 

dont l’intégration n’a aucune difficulté.
Qu’on les divise par n2, et qu’on y remette, pour plus de sim

plicité, db à la place de ndt, en se souvenant que db est désor
mais constant, on aura, en ordonnant les termes et faisant

(^4+  ̂+B^ + (C-^-B} $ + n(u+ ■

{C-B+L)u+^-J + HÇ+^) + F = o.

Pour intégrer ces équations, je commence par faire disparaître 
les termes tout constans, en supposant s — -^4tA u— y + h-, et 
déterminant les constantes f, h, ensorte que les termes F et G 
disparaissent5 ce qui donnera ces deux équations de condition,

(C-^4-L) f^Hh 4- G=o, (C—B-FL^i F^ o }

d’où l’on tirera
r__ FH-G@— 5 +A)

7 ~ (C — B + L} (C — A + L} — H2>

j, _ GH—F(C — Al + L}
7 — (C— — A + L) — H2’
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et l’on aura en x, y, 0 les mêmes équations qu’en s, u, 9, avec 
cette seule différence que les termes constans G, F n’y seront plus.

Je suppose maintenant x= oie1’9, y = /3e19, fl et Z étant des 
constantes indéterminées, et e le nombre dont le logarithme hy
perbolique est i. Comme tous les termes des équations à intégrer 
contiennent x et y à la première dimension, il s ensuit qu ils seront, 
après les substitutions, tous divisibles par et il restera ces deux 
équations de condition,

[C — A 4- L H- BF] a. 4- [(C — A — B}i 4- 7T(i -4- i*)]/3 = o, 
[C— B 4- L 4- Ai^fl — L(C — A — B}i — 4- •

lesquelles donnent
C — A + L + Bi* _ — — +

* — ~ (C — A—B)i + H(i + i*)'~~ C — B + L + A^

de sorte qu’on aura, en multipliant en croix, cette équation en i, 

[C—B+L+At^C— A+IA-BF\+(C—. A—B^è—H*(i4-^)’=°> 

laquelle, en faisant i4-i*=pj se réduit à cette forme,

{AB—{{A+B^L-C^+C^ {A+B—C^ —o.

Ayant déterminé p par cette équation, on aura

„ _ « UG— 0 v _ a (A+B-CW(f-^+Fp JU(f“> ) 
x — ae , y — a ^u—C—L—Af

et la constante a demeurera indéterminée. Or comme l’équation en p 
a deux racines, et que le radical /(p — i) peut être pris égale
ment en plus et en moins, on aura ainsi quatre valeurs diffé
rentes de x,y, lesquelles étant réunies satisferont également aux 
équations proposées, puisque les variables x, y ny sont que 
sous la forme linéaire. Prenant donc quatre constantes differentes 
pour et, on aura de cette manière les valeurs complètes de x et 
y, puisque ces valeurs ne dépendant que de deux équations diffé

rentielles
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rentielles du second ordre, ne sauraient renfermer au-delà de 
quatre constantes arbitraires.

3g. Pour que les expressions de x et ne contiennent point 
d’arcs de cercle, il faut que \/(p—-i) soit imaginaire, et qu’ainsi 
p soit une quantité réelle et moindre que l’unité.

Dénotons par p et a les deux racines de l’équation en p, sup
posées réelles et moindres que l’unité, et donnons aux quatre 
constantes arbitraires cette forme imaginaire,

‘r «e 1 ye8'/ 1 ye ix/—'1
2^—i ’ —i ’ ay—1 ’ 2l/—1 ’

on aura, en faisant ces substitutions et passant des exponentielles 
aux sinus et cosinus, ces expressions complètes et réelles de 
x et y,

X = a. sin — p) + /3] +7 sin [9 |/(i — ff) + e],

~~ B— C+A(i — p) — L cos C1

+ ™ - P) + 0]

+ cos[9l/(l +‘]

+a _ sin g/a—+ n,

où a, /3, y, & sont des constantes arbitraires dépendantes de 
l’état initial du corps.

Ayant ainsi x et y, on aura 

e __ v „
~ A “T" {A—C — L)(B — C— L) -IP’

U = y + .....J “ {A— C — L^B— C— L) —

auDonc prenant pour 6 un angle quelconque proportionnel
Méc. anal. Tom. II. 35



274 MÉCANIQUE ANALYTIQUE.
temps, on aura (art. 36) ces valeurs des neuf variables g', >/, 
r, r, < etc.,

% — cosô, 
g" = — sin ô,

— .î cos ô 4-w sin 9,

»' = sinÔ, r = ^5
«" = cosô, ^'—u,
» w= — 5 sin ô — u cos 9, Çw= i ;

ensorte qu’on connaîtra les coordonnées », Ç de chaque point 
du corps pour un instant quelconque ( art. i ).

Si on compare les expressions précédentes de Ç', etc., avec 
celles de l’article 7, on en déduira facilement les valeurs des 
angles de rotation tp, 4, w; et l’on trouvera <p+4=9, sin^sina—^, 
costp sin zw = zz; d’où l’on tire,

tangà> = i/^+zz3), tang<p = '?, 4 — ^— <P;
U *

Et il est facile de voir, d’après les définitions de l’article 7, 
que a> sera l’inclinaison supposée très-petite de l’axe du corps 
avec la verticale; que 4 sera l’angle que cet axe décrit en 
tournant autour de la verticale, et que <p sera l’angle que le corps 
même décrit en tournant autour du même axe, ces deux derniers 
angles pouvant être de grandeur quelconque.

4o. Mais il faut, pour l’exactitude de cette solution, que les va
riables 5 et a demeurent toujours très-petites. Ainsi, non-seule
ment les constantes a et y, qui dépendent de l’état initial du corps, 
devront être très-petites ; mais il faudra que les valeurs des cons 
tantes F et G, données par la figure du corps, soient aussi très- 
petites, et que de plus les racines p et o- soient réelles et posi
tives , afin que l’angle 9 soit toujours renferme dans des sinus ou 
cosinus.

Si on suppose jr—o, G=o, savoir, SbcDm—o, SacDm—o, 
on aura les conditions nécessaires pour que les momens des forces
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centrifuges autour de l’axe du corps, qui est en même temps 
celui des coordonnées c, se détruisent, ensorte que le corps puisse 
tourner uniformément et librement autour de cet axe. Or on sait 
qui! y a dans chaque corps trois axes perpendiculaires entr’eux, 
et passant par le centre de gravité, lesquels ont celte propriété, 
et qu’on nomme communément, d’après Euler, les axes princi
paux du corps. Donc, puisque nous avons supposé que l’axe du 
corps passe en même temps par le centre de gravité et par le 
point.de suspension, il s’ensuit que les quantités F et G seront 
nulles, lorsque le corps sera suspendu par un point quelconque 
pris dans un de ses axes principaux.

Donc, pour que ces quantités, sans être absolument nulles, 
soient du moins très-petites, il faudra que le point de suspension 
du corps soit très-près d’un de ses axes principaux5 c’est la pre
mière condition nécessaire pour que l’axe du corps ne fasse que 
de très-petites oscillations autour de la verticale, le corps lui- 
même ayant d’ailleurs un mouvement quelconque de rotation au
tour de cet axe.

L’autre condition nécessaire pour que ces oscillations soient 
toujours très - petites, dépend de l’équation en p et se réduit à 
celles-ci :

>4 ^B—IF) [II—2L^+B— C)], 
— H^+ÇA + B) (L—Cï + C* 

AB —IB ~>°>

{A—C — L) (B — C — F—IB
AB—IB ~ >0’

lesquelles dépendent à-la-fois de la situation du point de suspen
sion et de la figure du corps.

4i. La solution que nous venons de donner embrasse la théo
rie des petites oscillations des pendules, dans toute la généralité

point.de
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dont elle est susceptible. On sait que Huyghens a donne le pre-' 
mier la théorie des oscillations circulaires; Clairaut y a ajouté 
ensuite celle des oscillations coniques, qui ont lieu lorsque le pen
dule étant tiré de sa ligne de repos, reçoit une impulsion dont la 
direction ne passe pas par cette ligne. Mais si le pendule reçoit 
en même temps un mouvement de rotation autour de son axe, 
la force centrifuge produite par ce mouvement pourra déranger 
beaucoup les oscillations, soit circulaires, soit coniques, et la dé
termination de ces nouvelles oscillations est un problème qui n’avait 
pas encore été résolu complètement, et pour des pendules de 
figure quelconque. C’est la raison qui m’a déterminé à m’en 
occuper ici.
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DIXIÈME SECTION.

Sur les Principes de l’Hydrodynamique.

La détermination du mouvement des fluides est l’objet de l’Hy^ 
drodynamique ; celui de l’Hydraulique ordinaire se réduit à l’art 
de conduire les eaux, et de les faire servir au mouvement des ma
chines. Cet art a dû être cultivé de tout temps, pour le besoin 
qu’on en a toujours eu, et les anciens y ont peut-être autant ex
cellé que nous, à en juger par ce qu’ils nous ont laissé dans 
ce genre.

Mais l’Hydrodynamique est une science née dans le siècle der
nier. Newton a tente le premier de calculer, par les principes de 
la Mécanique, le mouvement des fluides, et d’Alembert est le 
premier qui ait réduit les vrais lois de leur mouvement à des équa
tions analytiques. Archimède et Galilée (car l’intervalle qui a sé
paré ces deux grands génies disparaît dans l’histoire de la Mécanique) 
ne s’étaient occupés que de l’équilibre des fluides.

Torricelli commença à examiner le mouvement de l’eau qui sort 
d’un vase par une ouverture fort petite, et à y chercher une loi. 
Il trouva qu’en donnant au jet une direction verticale, il atteint 
toujours à très-peu-près le niveau de l’eau dans le vase; et comme 
il est à présumer qu’il l’atteindrait exactement sans la résistance 
de l’air et les frottemens, Torricelli en conclut que la vitesse de 
l’eau qui s’écoule est la même que celle qu’elle aurait acquise où tom
bant librement de la hauteur du niveau, et que cette vitesse est par 
conséquent proportionnelle à la racine quarrée de la même hauteur.
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Ne pouvant cependant parvenir à une démonstration rigou

reuse de cette proposition, il se contenta de la donner comme un 
principe d’expérience, à la fin de son Traité de Motu naturaliter 
accelerato, imprimé en 1643. Newton entreprit de la démontrer 
dans le second livre des Principes mathématiques, qui parurent 
en 1687 ; mais il faut avouer que c’est l’endroit le moins satis
faisant de ce grand ouvrage.

Si on considère une colonne d’eau qui tombe librement dans 
le vide , il est aisé de se convaincre qu’elle doit prendre la figure 
d’un conoïde formé par la révolution d’une hyperbole du quatrième 
ordre autour de l’axe vertical 5 car la vitesse de chaque tranche 
horizontale est, d’un côté, comme la racine quarrée de la hauteur 
d’où elle est descendue, et de l’autre elle doit être, par la conti
nuité de l’eau, en raison inverse de la largeur de cette tranche, 
et par conséquent en raison inverse du quarré de son rayon -, d’où 
il résulte que la portion de l’axe, ou l’abscisse qui représente la 
hauteur, est en raison inverse de la quatrième puissance de l’or
donnée de l’hyperbole génératrice. Si donc on se représente un 
vase qui ait la figure de ce conoïde, et qui soit entretenu toujours 
plein d’eau, et qu’on suppose le mouvement de l’eau parvenu à un 
état permanent, il est clair que chaque particule d’eau y descen
dra comme si elle était libre, et qu’elle aura par conséquent, au 
sortir de l’orifice, la vitesse due à la hauteur du vase de laquelle 
elle est tombée.

Or Newton imagine que l’eau qui remplit un vase cylindrique 
vertical, percé à son fond d’une ouverture par laquelle elle s’échappe, 
se partage naturellement en deux parties, dont l’une est seule 
en mouvement et a la figure du conoïde dont nous venons de 
parler, c’est ce qu’il nomme la cataracte; l’autre est en repos, 
comme si elle était glacée. De cette manière, il est clair que l’eau 
doit s’échapper avec une vitesse égale à celle qu’elle aurait acquise
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en tombant dô la hauteur du vase, comme Torricellil’avait trouvée 
par l’expérience. Cependant Newton ayant mesuré la quantité d’eau 
sortie dans un temps donné, et l’ayant comparée à la grandeur de 
l’orifice, en avait conclu, dans la première édition de ses Principes, 
que la vitesse, au sortir du vase, n’était due qu’à la moitié de la 
hauteur de l’eau dans le vase. Cette erreur venait de ce qu’il n’avait 
pas d’abord fait attention à la contraction de la veine; il y eut 
égard dans la seconde édition, qui parut en 1714, et il reconnut 
que la section la plus petite de la veine était, à l’ouverture du 
vase, à peu près comme 1 à 1/2; de sorte qu’en prenant cette 
section pour le vrai orifice, la vitesse doit être augmentée dans 
la même raison de 1 à 1/2, et répondre par conséquent à la 
hauteur entière de l’eau. De cette manière, sa théorie se trouva 
rapprochée de l’expérience, mais elle n’en devint pas pour cela 
plus exacte; car la formation de la cataracte ou vase fictif dans 
lequel l’eau est supposée se mouvoir, tandis que l’eau latérale de
meure en repos, est évidemment contraire aux lois connues de 
l’équilibre des fluides, puisque l’eau qui tomberait dans cette ca
taracte, avec toute la force de sa pesanteur, n’exerçant aucune 
pression latérale, ne saurait résister à celle du fluide stagnant 
qui l’environne.

Vingt ans auparavant, Varignon avait donné à l’Académie des 
Sciences de Paris une explication plus naturelle et plus plausible 
du phénomène dont il s’agit. Ayant remarqué que quand l’eau 
s’écoule d’un vase cylindrique par une petite ouverture faite au 
fond, elle n’a dans le vase qu’un mouvement très-petit et sensi
blement uniforme pour toutes les particules, il en conclut qu’il 
ne s’y faisait aucune accélération, et que la partie du fluide qui 
s’échappe à chaque instant, recevait tout son mouvement de la 
pression produite par le poids de la colonne de fluide dont elle est 
la base. Ainsi ce poids, qui est comme la largeur de l’orifice mul-
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tipliée par la hauteur de l’eau dans le vase, doit être proportion-- 
nel à la quantité de mouvement engendrée dans la particule qui 
sort à chaque instant par le même orifice. Or cette quantité de 
mouvement est, comme l’on sait, proportionnelle à la vitesse et 
à la masse, et la masse est ici comme le produit de la largeur 
de l’orifice par le petit espace que la particule parcourt dans l’ins
tant donné, espace qui est évidemment proportionnel à la vitesse 
même de cette particule; par conséquent la quantité du mouve
ment dont il s’agit est en raison de la largeur de l’orifice multi
pliée par le quarré de la vitesse. Donc enfin la hauteur de l’eau 
dans le vase est proportionnelle au quarré de la vitesse avec la
quelle elle s’échappe, ce qui est le théorème de Torricelli.

Ce raisonnement a néanmoins encore quelque chose de vague, 
car on y suppose tacitement que la petite masse qui s’échappe à 
chaque instant du vase, acquiert brusquement toute sa vitesse par 
la pression de la colonne qui répond à l’orifice. Or on sait qu’une 
pression ne peut pas produire tout-à-coup une vitesse finie. Mais 
en supposant, ce qui est naturel, que le poids de la colonne agisse 
sur la particule pendant tout le temps qu’elle met à sortir du 
vase, il est clair que cette particule recevra un mouvement accé
léré, dont la quantité, au bout d’un temps quelconque, sera pro
portionnelle à la pression multipliée par le temps. Donc lé produit 
du poids de la colonne, par le temps de la sortie de la particule, 
sera égal au produit delà masse de cette particule, par la vitesse 
qu’elle aura acquise; et comme la masse est le produit delà largeur 
de l’orifice par le petit espace que la particule décrit en sortant 
du vase, espace qui, par la nature desmouvemens uniformément 
accélérés, est comme le produit de la vitesse pai le temps ; il s en
suit qa« la hauteur de la colonne, sera de nouveau comme le quarré 
de la vitesse acquise. Cette conclusion est donc rigoureuse, pourvu 
qu’on accorde que chaque particule, en sortant du vase, est pressée 

par 
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par le poids entier de toute la colonne du fluide qui a celte 
particule pour base; c’est ce qui aurait lieu en effet, si le fluide 
contenu dans le vase y était stagnant; car alors sa pression sur la 
partie du fond où est l’ouverture, serait égale au poids de la co
lonne dont elle est la base; mais cette pression doit être differente 
lorsque le fluide est en mouvement. Cependant il est clair que 
plus il approchera de l’état de repos, plus aussi sa pression sur le 
fond approchera du poids total de la colonne verticale; d’ailleurs 
l’expérience fait voir que le mouvement du fluide dans le vase est 
d’autant moindre que l’ouverture est plus petite. Ainsi la théorie 
précédente approchera d’autant plus de la vérité, que les dimen
sions du vase seront plus grandes relativement à l’ouverture par 
laquelle le fluide s’écoule, et c’est ce que l’expérience confirme.

Par une raison contraire, la même théorie devient insuffisante 
pour déterminer le mouvement des fluides qui coulent dans des 
tuyaux dont la largeur est assez petite, et varie peu. Il faut alors 
considérer à-la-fois tous les mouvemens des particules du fluide, 
et examiner comment ils doivent être changés et altérés par la 
figure du canal. Or l’expérience apprend que quand le tuyau a une 
direction peu différente de la verticale, les differentes tranches ho
rizontales du fluide conservent à très-peu près leur parallélisme, 
ensortc qu’une tranche prend toujours la place de celle qui la 
précède; d’où il suit, à cause de l’incompressibilité du fluide, que 
la vitesse de chaque tranche horizontale, estimée suivant le sens 
vertical, doit être en raison inverse de la largeur de cette tranche, 
largeur qui est donnée par la figure du vase.

II suffit donc de déterminer le mouvement d’une seule traziche, 
et le problème est en quelque manière analogue à celui du mou
vement d’un pendule composé. Ainsi, comme selon la théorie de 
Jacques Bernoulli, les mouvemens acquis et perdus à chaque ins
tant par les différens poids qui forment le pendule, se font mutuel-.

Méc. anal. Tom. II. 36
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lement équilibre dans le levier, il doit y avoir équilibre dans le 
tuyau entre les différentes tranches du fluide animées chacune de 
la vitesse acquise ou perdue à chaque instant ; et de là par l’ap
plication des principes déjà connus de l’équilibre des fluides, on 
aurait pu d’abord déterminer le mouvement d’un fluide dans un 
tuyau, comme on avait déterminé celui d’un pendule composé- 
Mais ce n’est jamais par les routeslesplus simples et les plus directes, 
que l’esprit humain parvient aux vérités, de quelque genre quelles 
soient, et la matière que nous traitons en fournit un exemple 
frappant.

Nous avons exposé dans la première Section les differens pas 
qu’on avait faits pour arriver à la solution du problème du centre 
d’oscillation; et nous y avons vu que la véritable théorie de ce 
problème n’avait été découverte par Jacques Bernoulli que long
temps après que Huyghens l’eut résolu par le principe indirect 
de la conservation des forces vives. Il en a été de même du problème 
du mouvement des fluides dans des vases ; et il est surprenant 
qu’on n’ait pas su d’abord profiter pour celui-ci des lumières que 
l’on avait déjà acquises par l’autre.

Le même principe de la conservation des forces vives fournit 
encore la première solution de ce dernier problème, et servit de 
base à l’Hydrodynamique de Daniel Bernoulli, imprimée en 1738, 
ouvrage qui brille d’ailleurs par une Analyse aussi élégante dans 
sa marche que simple dans ses résultats. Mais l’inexactitude de ce 
principe, qui n’avait pas encore été démontré d’une manière gé
nérale, devait en jeter aussi sur les propositions qui en résultent, 
et faisait desirer une théorie plus sûre et appuyée uniquement sur 
les lois fondamentales de la Mécanique. Maclaurin et Jean Bernoulli 
entreprirent de remplir cet objet, l’un dans son Traité des Fluxions, 
et l’autre dans sa nouvelle Hydraulique, imprimée à la suite de 
ses Œuvres. Leurs méthodes, quoique très-différentes, conduisent
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aux mêmes résultats que le principe de la conservation des forces 
vives ; mais il faut avouer que celle de Maclaurin n’est pas assez 
rigoureuse et paraît arrangée d’avance, conformément aux résul
tats qu’il voulait obtenir; et quant à la méthode de Jean Bernoulli, 
sans adopter en entier les difficultés que d’Alembert lui a oppo
sées, on doit convenir qu’elle laisse encore à desirer du côté de 
la clarté et de la précision.

On a vu, dans la première Section, comment d’Alembert, en 
généralisant la théorie de Jacques Bernoulli sur les pendules, était 
parvenu à un principe de Dynamique simple et général, qui réduit 
les lois du mouvement des corps à celles de leur équilibre. L’appli
cation de ce principe au mouvement des fluides se présentait d’elle- 
même , et l’auteur en donna d’abord un essai à la fin de sa Dy
namique, imprimée en 1745; il l’a développée ensuite avec tout 
le détail convenable, dans son Traité des Fluides, qui parut l’an
née suivante, et qui renferme des solutions aussi directes qu’élé
gantes des principales questions qu’on peut proposer sur les fluides 
qui se meuvent dans des vases.

Mais ces solutions, comme celles de Daniel Bernoulli, étaient 
appuyées sur deux suppositions qui ne sont pas vraies en général. 
i°. Que les différentes tranches du fluide conservent exactement 
leur parallélisme, ensorte qu’une tranche prend toujours la place 
de celle qui la précède. 20. Que la vitesse de chaque tranche ne 
varie point en direction, c’est-à-dire que tous les points d’une même 
tranche sont supposés avoir une vitesse égale et parallèle. Lorsque 
le fluide coule dans des vases ou tuyaux fort étroits, les suppo
sitions dont il s’agit sont très-plausibles et paraissent confirmées 
par l’expérience; mais hors de ce cas elles s’éloignent delà vé
rité , et il n’y a plus alors d’autre moyen pour déterminer le mou
vement du fluide, que d’examiner celui que chaque particule doit 
avoir.
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Clairaut avait donné dans sa Théorie de la figure de la Terre, 

imprimée en 1743, les lois générales de l’équilibre des fluides, 
dont toutes les particules sont animées par des forces quelconques5 
il ne s’agissait que de passer de ces lois à celles de leur mouve
ment, par le moyen du principe auquel d’Alembert avait réduit, 
à cette même époque, toute la dynamique. Ce dernier fit, quelques 
années après, ce pas important, à l’occasion du prix que l’Aca
démie de Berlin proposa en 1760, sur la théorie de la résistance 
des fluides, et il donna le premier, en 1752, dans son Essai d’une 
nouvelle Théorie sur la résistance des Fluides, les équations ri
goureuses du mouvement des fluides, soit incompressibles, soit 
compressibles et élastiques, équations qui appartiennent à la classe 
de celles qu’on nomme à différences partielles, parce qu’elles 
sont entre les différentes parties des différences relatives à plusieurs 
variables. Mais ces équations n’avaient pas encore toute la géné
ralité et la simplicité dont elles étaient susceptibles. C’est à Euler 
qu’on doit les premières formules générales pour le mouvement 
des fluides, fondées sur les lois de leur équilibre, et présentées 
avec la notation simple et lumineuse des différences partielles. 
Voyez le volume de l’Académie de Berlin, pour l’année 1755. Par 
cette découverte, toute la Mécanique des fluides fut réduite à un 
seul point d’analyse; et si les équations qui la renferment étaient 
intégrables, on pourrait, dans tous les cas, déterminer complète
ment les circonstances du mouvement et de l’action d’un fluide 
mu par des forces quelconques; malheureusement elles sont si re
belles, qu’on n’a pu jusqu’à présent en venir à bout que dans des 
cas très-limités.

C’est donc dans ces équations et dans leur intégration que con
siste toute la théorie de l’Hydrodynamique. D’Alembert employa 
d’abord pour les trouver, une méthode un peu compliquée; il en 
donna ensuite une plus simple ; mais cette méthode étant fondée
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sur les lois de l’équilibre particulières aux fluides, fait de l’Hydro
dynamique une science séparée de la Dynamique des corps solides. 
La réunion que nous avons faite, dans la première partie de cet 
ouvrage, de toutes les lois de l’équilibre des corps, tant solides 
que fluides dans une même formule, et l’application que nous ve
nons de faire de cette formule aux lois du mouvement, nous con
duisent naturellement à réunir de même la Dynamique et l’Hydro
dynamique comme des branches d’un principe unique, et comme 
des résultats d’une seule formule générale.

C’est l’objet qui reste à remplir pour compléter notre travail 
sur la Mécanique, et acquitter l’engagement pris dans le titre 
de cet ouvrage.
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ONZIÈME SECTION.

Du mouvement des Fluides incompressibles.

i. On pourrait déduire immédiatement les lois du mouvement 
de ces fluides, de celles de leur équilibre, que nous avons trouvées 
dans la Section septième de la première partie ; car par le principe 
général exposé dans la seconde Section, il ne faut qu’ajouter aux 
forces accélératrices actuelles, les nouvelles forces accélératrices 

dirigées suivant les coordonnées rectangles x, y, Z. 
dt* dt* ' dt* °

Ainsi, comme dans les formules" de l’article 10 et suiv. de la 
Section septième citée, on a supposé toutes les forces accéléra
trices du fluide déjà réduites à trois, X, Y, Z, dans la direction 
des coordonnées x, y,Z, il n’y aura, pour appliquer ces formules au 

dJ y । dz 
mouvement des fluides, qu’à y substituer X+ -jÿ, Y+> Y + 

au lieu de X, Y, Z. Mais nous croyons qu’il est plus conforme 
à l’objet de cet ouvrage, d’appliquer directement aux fluides les 
équations générales données dans la Section quatrième, pour le 
mouvement d’un système quelconque de corps.

$ I.

liquations générales pour le mouvement des Fluides incompressibles.

2. On peut considérer un fluide incompressible comme composé 
d’une infinité de particules qui se meuvent librement entr’elles , 
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sans changer de volume; ainsi la question rentre dans le cas de 
l’article 17 de la Section citée ci-dessus.

Soit donc Dm la masse d’une particule ou élément quelconque 
du fluide, X, Y, Z les forces accélératrices qui agissent sur cet 
élément, réduites, pour plus de simplicité, aux directions des 
coordonnées rectangles x, y, z, et tendantes à diminuer ces coor
données, L = o l’équation de condition résultante de l’incompres
sibilité ou de l’invariabilité du volume Dm, A une quantité indé
terminée , et S une caractéristique intégrale correspondante à la 
caractéristique différentielle D et relative à toute la masse du fluide; 
on aura pour le mouvement du fluide cette équation générale 
( Sect. IV),

+x)*+@+r) Ht +z) ^>«+^=0-

Il faut maintenant substituer dans cette équation les valeurs de 
Dm et de SL, et après avoir fait disparaître les différences des 
variations, s’il y en a, égaler séparément à zéro les coefficiens 
des variations indéterminées Sx, S'y, Sz.

Retenons la caractéristique D pour représenter les différences 
relatives à la situation instantanée des particules contiguës, tandis 
que la caractéristique d se rapportera uniquement au changement 
de position de la même particule dans l’espace ; il est clair qu’on 
peut représenter le volume de la particule Dm par le parallé- 
lipipède DxDyDz-, ainsi en nommant A la densité de cette parti
cule , on aura Dm = ixDxDyDz.

De plus, il est visible que la condition de l’incompressibilité 
sera contenue dans l’équation DxDyDz — const. ; de sorte qu’on 
aura L—DxDyDz—const., et par conséquent SL—S. {DxDyDz^ 
Pour déterminer cette différentielle, il faut employer les mêmes
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considérations que dans l’article n de la Section septième de la 
première partie; ainsi en changeant seulement cl en D dans les 
formules de cet endroit, on aura

^DxDyDz) = DxDyUz (^ + ^ +

Cette quantité étant multipliée par X, et intégrée relativement 
à toute la masse du fluide, on aura la valeur de SXJL, dans la
quelle il faudra faire disparaître les doubles signes DJ' par les 
mêmes procédés déjà employés dans l’article 17 de la Section ci-, 
tée. On aura ainsi,

SX SL = - S Sx + Sy + £ ) DxDyDz

4-S{/''.jx'—i'Sx )DyDz+S(X'W'—Wy,')I>xI>z 
+ A( ^'Jz"—KM ) DxDy.

Faisant donc ces substitutions dans le premier membre de 
l’équation générale, elle contiendra premièrement cette formule 
intégrale totale,

+ (aS- + - 50 JzJ DxDyDz.... .(a),

dans laquelle il faudra faire séparément égaux à zéro les coefîl- 
ciens des variations Jbc, J'y, J'z, ce qui donnera ces trois équa
tions indéfinies pour tous les points de la masse fluide,

II
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Il restera ensuite à faire disparaître les intégrales partielles.,

S (A"/x" —■ A'JA') DyDz 
4- S — Wy'} DxDz
+ — XM}DxDy,

lesquelles ne se rapportent qu’à la surface extérieure du fluide; et 
l’on en conclura, comme dans l’article 18 de la Section septième 
citée, que la valeur de A devra être nulle pour tous les points 
de la surface où le fluide est libre; on prouvera de plus, comme 
dans l’article 31 de la même Section, que, relativement aux en
droits où le fluide sera contenu par des parois fixes, les termes 
des intégrales précédentes se détruiront mutuellement, ensortc 
qu’il n’en résultera aucune équation; et en général on démontrera, 
par un raisonnement semblable à celui des articles 3a, 38 , 3g, que 
la quantité X rapportée à la surface du fluide, y exprimera la pres
sion que le fluide y exerce, et qui, lorsqu’elle n’est pas nulle, doit 
être contrebalancée par la résistance ou l’action des parois.

3. Les équations qu’on vient de trouver renferment donc les lois 
générales du mouvement des fluides incompressibles; mais il y faut 
joindre encore l’équation même qui résulte de la condition de lin- 
compressibilité du volume DxDyDz, pendant que le fluide se meut; 
cette équation sera donc représentée par d.{DxDyDz} = 0, de 
sorte qu’en changeant en d dans l’expression de J1. {DxDyDz} 
trouvée ci-dessus, et égalant à zéro, on aura

ZJJjc . Ddy . Ddz_  
~Dx TyT Dz °

Cette équation, combinée avec les trois équations {M} de l’ar
ticle précédent, servira donc à déterminer les quatre inconnues
x, y, z et a.

4. Pour avoir une idée nette de la nature de ces équations, il
Méc. anal. Tom. II. 37.
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faut considérer que les variables x, y, z qui déterminent la po
sition d’une particule dans un instant quelconque, doivent appar
tenir à-la-fois à toutes les particules dont la masse fluide est com
posée; elles doivent donc être des fonctions du temps t, et des 
valeurs que ces mêmes variables ont eues au commencement du 
mouvement, ou dans un autre instant donné. Nommant donc a, 
b, c les valeurs de x, y, z, lorsque £=o, il faudra que les valeurs 
complètes de x, y, z soient des fonctions de a, b, c, t. De cette 
manière, les différences marquées par la caractéristique D, se rap
porteront uniquement à la variabilité de a, b, c; et les différences 
marquées par l’autre caractéristique d se rapporteront simplement 
à la variabilité de t. Mais comme dans les équations trouvées il y 
a des différences relatives aux variables mêmes x, y, z, il faudra 
réduire celles-ci aux différences relatives à a, b, c, ce qui est tou
jours possible; car on n’a qu’à concevoir qu’on ait substitué dans 
les fonctions, avant la différentiation, les valeurs mêmes de x, y, z 
en a, à, c.

5. En regardant donc les variables x,y, z comme des fonctions 
de a, b, c, t, et représentant les différentielles selon la notation 
ordinaire des différences partielles, on aura 

et regardant en même temps la fonction A comme une fonction 
de x, y, z, et comme une fonction de a, b, c, on aura

. é/A JJ dX J

-Ta da+ Tb db+ Tdci
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ees deux expressions de DA devant être identiques, si on subs
titue dans la première les valeurs de Dx, Dy, Dz en da, db, de, 
il faudra que les coefficiens de da, db, de soient les mêmes de 
part et d’autre, ce qui fournira trois équations qui serviront à dé
terminer les valeurs de — en ce sera la mêmeDx Dy Dz, da db de ’
chose si on substitue dans la seconde expression de Da les va
leurs de da, db, de en Dx, Dy, Dz tirées des expressions de 
ces dernières quantités; alors la comparaison des termes affectés 
de Dx, Dy, Dz donnera immédiatement les valeurs de

Or, par les règles ordinaires de l’élimination, on a

a>T)x -4“ &dy *4” ot>nDz

_  pDx -4" tfDy + PnDz

_  yDx -p- yDy -4" y'Dz

en supposant

et = dy dz dy dz 
db* dc~~dc>< db’ Tz = da

dz 
db~ db X — ■X da’

a' =
f

dx dz dx dz
cfc*db db X de’

, dx
ï=db*

dz 
da

dx 
da

dz
*db’

et ——
dx dy dx dy
db*Tc de* db’ y — da db

dx 
db

X^, 
da ’

/3 =
dy dz dy dz 
~dc* da~~dxt^''dc’

A dx
db*

dz 
de

dx dv dz 
~~db *Ta^Tv

/3'= dx dz dx dz
da X de de da ’

. ^SZ 
db x

^x 
de*

dz 
da

dx , dy dz 
“ dc*db X da

/3"= —sz 
de da da de ’

, dx
+ 7rX1 de

d/x 

da

dz 
db'~"da X de* db'

Faisant donc ces substitutions dans l’expression

da -f- db + ~r de, da 1 db 1 de ’
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et comparant ensuite avec l’expression identique

^ + -D-yDy+D̂Dx,

on aura
Dx _ a dx £ dx ■ 7 dx ।
Dx 7 da 4- 0 X db T x Te’

Dx / et dx £ dx r
1 y dx .

oy~ 7 X da
—I—

« X db + 7 x de *

Dx a," dx £ dx 11
. y dx

d^ 7 X da 4- 6 X db + 7 X de

Ainsi substituant ces valeurs dans les trois équations de 
l’article 2, elles deviendront de cette forme, après avoir mul
tiplié par 0,

où il n’y a, comme l’on voit, que des différences partielles rela
tives à a, b, c, t.

Dans ces équations, la quantité A, qui exprime la densité, est 
une fonction donnée de a, b, c sans t, puisqu’elle doit demeurer 
invariable pour chaque particule -, et si le fluide est homogène, 
△ sera alors une constante indépendante de a, b, c, t. Quant aux 
quantités X, Y, Z qui représentent les forces accélératrices, elles 
seront le plus souvent données en fonctions de x, y, z, t.

6. Mais on peut réduire les équations précédentes à une forme 
plus simple, en ajoutant ensemble, après les avoir multipliées

dx dy dz dx dy .respectivement et successivement par par
~ et par ^5 car d’après les expressions de 0, a, fi, 7,
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fl, etc. données ci-dessus, il est aisé de voir qu’on aura

n dx . ,cZy „ dz ndx , n, dy . a„ dz dx Jy 
o = a □—p ad y- -4- a ' = S jy + p ~ + p jï —> j~ + > -Ada 1 da * da “ db ” db 1 db ' de z de

+ y" ensuite, & H- /3' + /3" $ = o, y +/
'de 7 7 1 da ‘ da 1 da 7 ' da ' da

~+- y'1 ~ = o, a. ~ + ad yL -f- a" ~=o, et ainsi de suite. De sorte ' da 7 db db 1 db 7
que, par ces opérations et ces réductions, on aura les transformées

On aurait pu parvenir directement à ces dernières équations, 
en introduisant dans les formules de l’article 2, au lieu des va
riations Jx, Jy, Jz, celles des coordonnées de l’état initial J a, 
Jb, Je-, car en regardant x, y, z comme fonctions de a, b, c,, 
on aura

Jx - Ja + Jb + ~ Je, da db 'de 7
Sb + Q Je, 

7 da 1 db 1 de 7 
Jz= ~ fa+ % Jb + ÿ cfc. 

da db 1 de

On fera ces substitutions dans la formule ( a ) de l’article 2, et 
on égalera à zéro les quantités multipliées par J a , Jb, Je, en 
observant que X étant fonction de x, y, z, on a, par rapport 
à a, b, c,

dx Dx dx Dx . dv , Dx dz
da Dx X Ta +

Dy x da + Dz X da ’
dx Dx dx . Dx dy 

db
Dx dz

db ~~ ~Dx X Tb + Dy X Dz X db f
dx__  Dx
de Dx X

dx . 
T

Dx
Dy X de

Dx
"i Dz x

dz 
de
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On aura tout de suite les équations dont il s’agit, lesquelles, dans
le cas où Xdx + Ydy + Zdz est une différentielle complète re
présentée par dV, peuvent se mettre sous cette forme plus simple ,

7. On transformera, d’une manière semblable, l’équation (B} de 
l'article 5; et pour cela, comme, d’après la remarque de l’article 4, 
les différentielles dx, dy, dz ne sont relatives qu’à la variable t ; 
on les réduira d’abord aux différences partielles ~ dt, dt, 
dz r r~ dt-, ensorte que l’équation dont il s’agit étant divisée par dt, 
sera de la forme

D.^ d.Q D.^
dt ( dt , dt _ 

~D^ ~D^~+ ~Ï)Y °*

Or , par les formes trouvées ci - dessus pour les valeurs de 
Dx 
Dx' 

la place de à, 
„ dx , dx . dx 1 d
D.—r d.-;- d.-r- d.-

dt __  a dt ! fi dt , y a
Dx 6 X da ‘ il db ' 6 de

, etc., on aura pareillement, en substituant , etc. à

et comme dans le second membre de cette équation, la quantité# 
est regardée comme une fonction de a, b, c, t, on aura........
j dx ‘
a. ~dt d*
—yy-~-yyyii et ainsi des autres différences partielles de x-, de 

sorte qu’on aura simplement

D. —
dt __  a d2x /3 d*x . y d*x

Dx 6 dadt 6 dbdt ' ô dedt '
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On trouvera des expressions semblables pour les valeurs de

p.^ D.^
et , et il n’y aura pour cela qu’à changer, dans la for

mule précédente, x en y et z.
Faisant donc ces substitutions dans l’équation ci-dessus, elle

deviendra, après y avoir effacé le dénominateur commun 9, 
d^x । a 1 ** + dbdty dcdt

■ aj _j_ Q' y'
dadt dbdt

d*y 
dcdt

I // I Æ" I y" —
dadt dbdt ' dcdt

O.

Le premier membre de cette équation n’est autre chose que 
la valeur de comme on peut s’en assurer par la différentia
tion actuelle de l’expression de 0 (art. 5).

Ainsi l’équation devient^=o, dont l’intégrale est 0—fonct. Ça, b,cj. 

Supposons dans cette équation, t=o, et soit AT ce que devient 
alors la quantité 0, on aura K = fonct. Ça, b, c); par conséquent 
l’équation sera 0=K.

Or nous avons supposé que lorsque t—o, on a x~a, y— b, 
, . , dx dx dx dy__z=c; donc on aura aussi alors ^ = 1, ^=0, ^=0, —o,

è = i, ^=0, ^ = 0, ^ = 0, ^=1. Ces valeurs étant subs- 
db ’ de ’ da ’ db ’ de
tituées dans l’expression de 0 (art. 5), on a 0= 1 ; donc K=i- 

Donc remettant pour 0 sa valeur dans l’équation dont il s’agit, 
elle sera de la forme

da db de db da de db de ' da
dx dy dz . dx dy dz dx dy dz Tc^db^d^^ Tc*da*db~Ta*^

Cette équation, combinée avec les trois équations ÇC) ou ÇD)
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des articles 5, 6, servira donc à déterminer les valeurs de A, x, 
y, z en fonctions de a, b, c, t.

Cette équation peut aussi se trouver d’une manière plus simple, 
sans passer par l’équation différentielle (5) de l’article 3. En effet, 
l’équation ( B ) exprime seulement que la variation du volume 
DxDyDz de la particule Dm est nulle, tandis que le temps t 
varie; de sorte que la valeur de DxDyDz doit être constante et 
égale à la valeur primitive dadbdc. Or nous avons donné dans 
l’article 5 les expressions de Dx, Dy, Dz en da, db, de-, mais il 
faut remarquer que dans la formule DxDyDz, la différence Dz 
doit etre prise en y regardant x et y comme constantes; que de 
même la différence Dy doit être prise en regardant x et z comme 
constantes; et qu’enfin la différence Dx suppose y et z constantes, 
ce qui est évident en considérant le parallélipipède rectangle repré
senté par DxDyDz.

Supposons donc d’abord x et y constantes, et par conséquent 
Dx et Dy nuis; on aura les deux équations

t* + ^ +1 * = °>
d’où l’on tire

dx
J dbda = -r—

dx

da

x & —
X de

* db

dx 
de 
dy 
da

s,
db ,

clb
dx x/ dy dx dy

db — — da da de 7
------ 7- de :

dx 
da X

dy 
da

dx ’ 
x db

ces valeurs, substituées dans l’expression de Dz, donneront

Dz= cla\db de de db) db\<
'dx dy dy dx' 
da ^db da^ db

dy _dy dx
da db da db

de.

Pour
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Pour avoir de même la valeur de Dy on supposera Dx — o et

Dz =0, ce qui donne de = o et da + db = o'; d’où l’on tire 
dx

da = — ^db, et cette valeur, ainsi que celle de de = 0, étant 
da

substituées dans l’expression de Dy, donneront

dx dy dx dy
„ da^ db db da j, 
Dy =--------- æ--------- db.

da

Enfin pour avoir la valeur de Dx on fera Dy = o, Dz = o, 
dx ce qui donne db — o, de = o, et par conséquent Dx = da.

Multipliant ensemble ces valeurs de Dx, Dy, Dz, on aura

„ „ „ c dz / dx dy dx dy \XxDyDz = {ï^Tb^i-Tc^tb)

। Jz/dx •y4. É Æ x &—à: x —MUHc.
' db\dc da da de) de \da db da db))

Faisant donc DxDyDz — dadbdc, on aura tout de suite l’équa
tion (Ej.

II est bon de remarquer que cette valeur de DxDyDz est celle 
qu’on doit employer dans les intégrales triples relatives à x, y , 
z, lorsqu’on y veut substituer, à la place des variables X,y, z, 
des fonctions données d’autres variables a, b, c.

8. Comme les équations dont il s’agit sont à différences partielles, 
l’intégration y introduira nécessairement différentes fonctions ar
bitraires; et la détermination de ces fonctions devra se déduire 
en partie de l’état initial du fluide , lequel doit être supposé donné, 
et en partie de la considération de la surface extérieure du fluide, 
qui est aussi donnée si le fluide est renfermé dans un vase, et qui

Méc. anal. Tom. II. 38 
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doit être représentée par l’équation A = o, lorsque le fluide est 
libre (art. 2)..

En effet, dans le premier cas si on représente par A —a l’équa
tion des parois du vase, A étant une fonction donnée des coor
données x, y, z de ces parois, et du temps t si les parois sont 
mobiles, ou d’une forme variable, en y mettant pour ces variables 
leurs valeurs en a, b, c, t, on aura une équation entre les coor
données initiales a,b,c et le temps f, laquelle représentera par 
conséquent la surface que formaient dans l’état initial les mêmes 
particules qui, après le temps ^, forment la surface représentée 
par l’équation donnée ^=0. Si donc on veut que les mêmes par
ticules qui sont une fois à la surface y demeurent toujours et ne 
se meuvent que le long de cette surface, condition qui paraît né
cessaire pour que le fluide ne se divise pas, et qui est reçue géné
ralement dans la théorie des fluides, il faudra que l’équation dont 
il s’agit ne contienne point le temps t-, par conséquent la fonc
tion A de x, y, z devra être telle que t y disparaisse après la 
substitution des valeurs de x,y, z en a, b, c, t.

Par la même raison l’équation A=o de la surface libre ne devra 
point contenir t-, ainsi la valeur de À devra être une simple fonc
tion de a, b, c sans t.

Au reste, il y a des cas dans le mouvement d’un fluide qui 
s’écoule d’un vase où la condition dont il s’agit ne doit pas avoir 
lieu; alors les déterminations qui résultent de celte condition ne 
sont plus nécessaires.

9. Telles sont les équations par lesquelles on peut déterminer 
directement le mouvement d’un fluide quelconque incompressible. 
Mais ces équations sont sous une forme un peu compliquée, et 
il est possible de les réduire à une plus simple, en prenant pour 
inconnues, à la place des coordonnées x, y, z, les vitesses
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dans la direction des coordonnées, et en regardant ces 

vitesses comme des fonctions de x, y, z, t.
En effet, d’un côté il est clair que puisque X,yf Z sont fonc

tions de a, b, c, i, les quantités — seront aussi fonctions
(IL CIL CIL

des mêmes variables a, b, c, t-, donc si on conçoit qu’on subs
titue dans ces fonctions les valeurs de a, b, c en x, y, Z tirées de 

celles de x,y, z en a, b, c-, on aura ~exprimées en 
fonctions de x, y, z et t.

D’un autre côté, il est clair que pour la connaissance actuelle 
du mouvement du fluide, il suffit de connaître à chaque instant le 
mouvement d’une particule quelconque qui occupe un lieu donné 
dans l’espace, sans qu’il soit nécessaire de savoir les états pré- 
cédens de cette particule; par conséquent il suffit d’avoir les va

leurs des vitesses en fonctions de x, y, z, t.ai ai dt t j 7 7

D’ailleurs ces valeurs étant connues, si on les nomme p, ç, r, 
on aura les équations dx=pdt, dy = qdt, dz~rdt, entre x,y, 
Z, t, lesquelles étant ensuite intégrées, de manière que x, y, z 
deviennent a, b, c, lorsque £=o, donneront les valeurs mêmes 
de x,y, z en a, b, c, t.

Au reste, si on chasse dt de ces équations différentielles, on 
aura ces deux-ci pdy — qdx, pdz = rdx, lesquelles expriment la 
nature des différentes courbes dans lesquelles tout h fluide se meut 
à chaque instant, courbes qui changent de place et de forme d’un 
instant à l’autre.

10. Reprenons donc les équations fondamentales (^/) et (S) des 
articles 2 et 3, et introduisons-y les variables p — ^, q=yy 

dz ,r—^-, regardées comme des fonctions de x, y, z, t-



5oo MÉCANIQUE ANALYTIQUE.
d^‘ e d9 v d^z a •

Il est clair que les quantités dt* Peuvent ctre mises
■> dx . dy , dz

, „ '~dt ' dt dt ■ , dx dy dz .sous la forme -yy, —yp-^ ~yp 1 ou ^es <ïuantltes -yy>^> ^sont 

censées des fonctions de a, b, c, t.
En les regardant donc comme telles, on aura pour la différence

t dxAeS’

7 dx , dx , dx j dx
a. -j- d. — d. -j; 17

^Ldt-^-fida+—^dby-—y~dc, et ainsi des
dt 1 da ' db 'de

autres; mais en les regardant comme fonctions de x, y, z, t, et 
les désignant par p, q, r, leurs différences complètes seront 
~ dt-t-^r- dx -t- dy 4- dz , et ainsi des autres différences : 
dt dx dy ■' dz ’ ’

donc si dans e s dernières expressions on met pour dx, dy, dz 
leurs valeurs en a, b, c, t, il faudra qu’elles deviennent iden
tiques avec les premières; mais x étant regardé comme fonction 
de a, b, c, t, on a dx — ~x dty~~ da 4- -77; db 4~ de, où est7 7 7 7 dt da db de dt

évidemment — p, en supposant qu’on mette dans p les valeurs 
de x, y, z en a, b, c, t.

Ainsi on aura dx=pdt-y-^ da-f-etc.; et de même

dy = qdt -f- da 4- etc., dz = rdt 4- ~ da 4- etc.

Substituant ces valeurs dans l’expression de la différence 

complète de ~ , les termes affectés de dt seront.....................

p q 4- È. r^dt, lesquels devant être identiques ayecle

, dx
. . dax j

terme correspondant -^-dt, ou bien -ypdt, on aura

, ^dp , „ dp t ^dp .
dt* dt ' 1 dx dy dz7
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et l’on trouvera de la même manière

dp clt ' dx 1 dy dz ’

d^z dr . dr dr . , dr
dt* dt 'P dx ' dy "i dz'

On fera donc ces substitutions dans les équations (.//); et
, * , • , Dx Dx Dxcomme dans ces memes équations les termes > pâ le~

présentent des différences partielles de A, relativement à x, y, z, 
en supposant t constant, on y pourra changer la caractéristique 
D en d.

On aura ainsi les transformées

A l’égard de l’équation (B) de l’article 3, dans laquelle les diffé
rences marquées par d sont relatives à t, et celles qui sont mar
quées pat D sont relatives à x, y, z, il n’y aura qu’à y mettre a 
la place de dx, dy, dz, leurs valeurs pdt, qdt, rdt, et changeant 
la caractéristique D en d, puisque la caractéristique est indiffé
rente dans les différences partielles, on aura sur-le-champ, à cause 
de dt constant,

&+j + * = 0.......... (G).
dx dy ' dz '

On voit que ces équations sont beaucoup plus simples que les 
équations (C) ou {D} et (E) auxquelles elles répondent, ainsi il 
convient de les employer de préférence dans la théorie des fluides.

Ces quatre équations (E) et (G) donneront p,q, r et A en fonc
tions de X, y, z et de t, regardé comme constante dans leur inte-
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gration. Et si on voulait ensuite avoir les valeurs de x,y, Z en 
fonctions de t et des coordonnées primitives a, b, c, comme dans 
la première solution, il n’y aurait qu’à intégrer les équations

dx—pdt, dy — qdt, dz — rdt,

en y introduisant comme constantes arbitraires les valeurs initiales
a, b, c de x, y, z.

11. Dans les fluides homogènes et de densité uniforme, la quan
tité A qui exprime la densité, est tout-à-fait constante; c’est le cas 
le plus ordinaire, et le seul que nous examinerons dans la suite.

Mais dans les fluides hétérogènes, cette quantité doit être une 
fonction constante relativement au temps t pour la même particule, 
mais variable d’une particule à l’autre, selon une loi donnée. Ainsi 
en considérant le fluide dans l’état initial, où les coordonnées x, 
y, z sont a, b, c, la quantité A sera une fonction donnée et con
nue de a, b, c; donc si on regarde A comme fonction de x, y, 
Z et t, il faudra qu’en y substituant les valeurs de x, y, Z en fonc
tions de a, b, c et t, la variable t disparaisse, et par conséquent 
que la différentielle de A par rapport à isoit nulle. On aura donc, 
à cause de x, y, z fonctions de t, l’équation

dX . dX dv , dX v . dy d^ dz __

où il faudra mettre pour ~ leurs valeurs p, q, r.
CIL CIL CIL

Ainsi on aura l’équation

d± 4- 4. a 4- r — = o....
dt ' " dx' * dy ' ai

qui servira à déterminer l’inconnue A dans les équations (F) , 
parce que dans ces équations on doit traiter A comme une fonc
tion de x, y, & .
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A cet égard, elles sont moins avantageuses que les équations 

(C) ou {D}, dans lesquelles on peut regarder A comme une fonc
tion connue de a, b, c.

12. Ce que nous venons de dire relativement à la fonction A, 
il faudra l’appliquer aussi à la fonction en tant que —o 
est l’équation des parois du vase, et qu’on suppose que le fluide 
contigu aux parois ne peut se mouvoir qu’en coulant le long de 
ces parois , de manière que les mêmes particules restent toujours 
à la surface. Car cette condition demande, comme on l’a vu dans 
l’article 8, que A devienne une fonction de a, b, c sans t-, de 
sorte qu’en regardant cette quantité comme une fonction de x, y, 
z, t, on aura aussi l’équation

dA , dA , dA , dA _
-3r+Ps+i-^+rs = °........ W-

Pour les parties de la surface où le fluide sera libre, on aura 
l’équation X = o (art. 2); il faudra, par conséquent, pour satisfaire 
à la même condition , relativement à cette surface, que l’on 
ait aussi

+ + =0............ (X).
dt 1 dx 1 1 dy dz ' J

13. Voilà les formules les plus générales et les plus simples 
pour la détermination rigoureuse du mouvement des fluides. La 
difficulté ne consiste plus que dans leur intégration; mais elle est 
si grande que jusqu’à présent 011 a été obligé de se contenter, 
même dans les problèmes les plus simples, de méthodes particu
lières et fondées sur des hypothèses plus ou moins limitées. Pour 
diminuer autant qu’il est possible cette difficulté, nous allons exa
miner comment et dans quels cas ces formules peuvent encore 
être simplifiées; nous en ferons ensuite l’application à quelques
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questions sur le mouvement des fluides dans des vases ou des 
canaux.

14. Rien n’est d’abord plus facile que de satisfaire à l’équation (G)
7 J n

de l’article 10; car en faisant p = , q = —, elle devient 
d’a | d^ . dr 

dxdz ' dydz ' dz

et donne r— da 
dx

o, laquelle est intégrable relativement à z, 

q n’est point nécessaire d’ajouter ici une

fonction arbitraire, à cause des quantités indéterminées a et /3.
Ainsi l’équation dont il s’agit sera satisfaite par ces valeurs

__  dit __ d/3____ _ da d/3
P dz’ dz’ J dx dy ’

lesquelles étant ensuite substituées dans les trois équations (F) 
du même article, il n’y aura plus que trois inconnues, a, /3 etX; 
et même il sera très-facile d’éliminer X par des différentiations par
tielles. De sorte que de cette manière, si la densité A est cons
tante, le problème se trouvera réduit à deux équations uniques 
entre les inconnues a et /3, et si la densité A est variable, il y 
faudra joindre l’équation (TL) de l’article 11. Mais l’intégration de 
ces équations surpasse les forces de l’analyse connue.

15. Voyons donc si les équations ÇF), considérées en. elles- 
mêmes, ne sont pas susceptibles de quelque simplification.

En ne considérant dans la fonction X que la variabilité de X, 

y, z, on a d\ = dx + dydz.

Donc substituant pour 3 leurs valeurs tirées de ces
équations, on aura
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dx~ (s+J’È+S^ + rÉ+x)^‘*( 
+ (^+^+^+^+0^

, / dr . dr , dr , dr , ,
+ ( j7+Pr+<lT+rT + z) Rdz.* \ dt 1 dx * dy ' dz ' /

Le premier membre de cette équation étant une différentielle 
complète, il faudra que le second en soit une aussi, relativement 
à x, y, z-, et la valeur de X qu’on en tirera satisfera à la fois aux 
équations (F).

Supposons maintenant que le fluide soit homogène, ensorte que 
la densité △ soit constante; et faisons-la, pour plus de simplicité, 
égale à l’unité.

Supposons, de plus, que les forces accélératrices X, Y, Z soient 
telles que la quantité Xdx H- Ydy + Zdz soit une différentielle 
complète. Celte condition est celle qui est nécessaire pour que le 
fluide puisse être en équilibre par ces mêmes forces, comme on 
l’a vu dans l’article ig de la Section septième de la première par
tie. Elle a d’ailleurs toujours lieu, lorsque ces forces viennent d’una 
ou de plusieurs attractions proportionnelles à des fonctions quel
conques des distances aux centres, ce qui est le cas de la nature, 
puisqu’on nommant les attractions P, Q, P, etc;, et les distances 
p, q, r, etc., on a en général

Xdx -4- Ydy y- Zdz —P dp-P Qdq + Rdr + etc.,

(Part. I, Scct. V, art 7). Faisant donc A = 1, et

Xdx + Ydy + Zdz = P dp + Qdq -f- Rdr-\- etc. = dr,

l’équation précédente deviendra
Mèc. anal. Tom, IL 3g



5o6 MÉCANIQUE ANALYTIQUE.

et il faudra que le second membre de cette équation soit une 
différentielle complète, puisque le premier en est une. Cette équa
tion équivaudra aussi aux équations (F) de l’article 10.

Or en considérant la différentielle de , prise relative
ment à x, j, z, il n’est pas difficile de voir qu’on peut donner 
au second membre de l’équation dont il s’agit, cette forme :

+ (2—
et on voit d’abord que cette quantité sera une différentielle com
plète , toutes les fois que pdx 4- qdy 4- rdz le sera elle-même ; car 
alors sa différentielle par rapport à f, savoir, '^dx-j- ^-dy~F~ dz 

le sera aussi, et de plus, les conditions connues de l’intégrabilité 
donneront =

dy dx 7 dz dx 7 dz dy

D’où il s’ensuit qu’on pourra satisfaire à l’équation (Z) par la 
simple supposition que pdx + qdy 4- rdz soit une différentielle 
complète ; et le calcul du mouvement du fluide sera par là beau
coup simplifié. Mais comme ce n’eàt qu’une supposition particu
lière, il importe d’examiner, avant tout, dans quels cas elle peut 
et doit avoir lieu.
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16. Soit, pour abréger,

dy dx} P dz dx ’ ' dz dy’ 

il ne s’agira que de rendre une différentielle exacte la quantité

+ a (qdx — pdy) 4- /3 (rdx — pdz) 4- y (rdy — qdz).

En regardant p, q, r comme des fonctions de t, on peut supposer

P = p' 4- p"t + p"'? 4- y/V3 + etc.,
q — q' -h q"t + q"'? + q'U3 + etc.,
r = r' 4- r"t ~p r'"^ 4- r'V3 4- etc.,

les quantités p', p", p'", etc.; q', q", q'", etc.; r', r", r"', etc. étant 
des fonctions de x,y, z sans t.

Ces valeurs étant substituées dans les trois quantités a, /3,^, 
elles deviendront

a = a' + a'7 4- a"7* 4- a’V3 4- etc., 
/3 = /3' 4- ^'7 4- /3"7a 4- ^'"t3 4- etc.,
y = y' 4- y"t -j- y"'^ 4- y'^t3 4- etc.,

en supposant

^(rdx—pdz) 4- y (rdy— qdz) deviendra, après ces differentes 
substitutions, et en ordonnant les termes par rapport aux puis-

, dp'
a' = -f- — 

dy
dq' 
dx ’ dy

dq" 
dx ’ etc.,

dz

dr'
dx ’

p,, — dp"__
““ dz

dr"
dx ’ etc.,

dz

dd 
dy ’ r dz

dr" 
dy ’

etc.

Ainsi la quantité
dt dt J dt dz 4-- a ( qdx — pdy ) 4-
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sances de t,

p"dx 4- tf'dy H- d'dz
•y-ad^dx — p'dy) + ^'(/dx — p'dz) 4- y'(ddy —q'dz) 

4-1 [2 (p"'dx 4- q"'dy 4- r"'dz)
■y-a.'((^'dx — p"dy) 4- @(r"dx — p"dz) 4- y'(d'dy —q"dz)
+cd\q'dx — p'dy) 4~ ^"{ddx — p'dz ) 4- y\r'dy — q'dzy] 

4-iaL5(p1T^4- q'ydy 4- r'ydz)
4- a\q"'dx —p"'dy) 4- W'dx —p"'dz) 4- y’^'dy — q^dz)
4- a,"Çq"dx — p"dy) 4- ^'(d'dx — p"dz) 4- y'^d'dy — q"dz) 
+a."\q'dx — pdy) 4- (y^dx — p'dz) 4- y'^ddy — q'dz)] 
4- etc.;

et comme cette quantité doit être une différentielle exacte, indé
pendamment de la valeur de t, il faudra que les quantités qui 
multiplient chaque puissance de t, soient chacune en particulier 
une différentielle exacte.

Cela posé, supposons que p'dx-P q'dy r'dz soit une différen
tielle exacte, on aura, par les théorèmes connus, 

dp ■ dq' dp' __  dd dq' __  dr
dy dx ’ dz dx ’ dz dy *

donc, a'= o,. /S'=o, y'-o-, donc la première quantité, qui doit 
être une différentielle exacte, se réduira à p"dx-y-q"dy-{-r"dz-, et 
l’on aura par conséquent ces équations de condition a" = o, 
/3" = o, >"=o.

Alors la seconde quantité, qui doit être une différentielle exacte, 
deviendra %(p"'dx 4- q"'dy 4- r"'dz) ; et il résultera de là les nou
velles équations a'"=o, /3'"=o, y"'=o. De sorte que la troisième 
quantité, qui doit être une différentielle exacte, sera...........  
^Çp"dx-\-q"dy -y-r"dz)-, d’où l’on tirera pareillement les équa
tions alv = o, /3,t=o, y = o, et ainsi de suite. Donc si 
p'dx-\-q'dy-y-Pdz est une différentielle exacte, il faudra que
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p',dX‘\-q''dy+r"dz, p"'dx+q"'dy-{-r"1dz, p'^dx+q^dy-^-r^dz, etc. 
soient aussi chacune en particulier des différentielles exactes. Par 
conséquent la quantité entière pdx + qdy -y-rdz sera dans ce cas 
une différentielle exacte, le temps t étant supposé fort petit.

17. II s’ensuit, de là que si la quantité pdx + qdy + rdz est 
une différentielle exacte lorsque Z = o, elle devra l’être aussi 
lorsque t aura une valeur quelconque; donc en général, comme 
l’origine des t est arbitraire, et qu’on peut prendre également t 
positif ou négatif, il s’ensuit que si la quantité pdx-{-qdy -\-rdz 
est une différentielle exacte dans un instant quelconque, elle de
vra l’être pour tous les autres instans. Par conséquent, s’il y a un 
seul instant dans lequel elle ne soit pas une différentielle exacte, 
elle ne pourra jamais l’être pendant tout le mouvement; car si 
elle l’était dans un autre instant quelconque, elle devrait l’être 
aussi dans le premier.

18. Lorsque le mouvement commence du repos, on a alors 
j9—0, 7 = 0, r=o, lorsque t=o; donc pdx-\-qdy-]-rdz sera 
intégrable pour ce moment, et par conséquent devra l’être tou
jours pendant toute la durée du mouvement.

Mais s’il y a des vitesses imprimées au fluide , au commencement, 
tout dépend de la nature de ces vitesses, selon qu’elles seront 
telles que pdx + qdy 4- rdz soit une quantité intégrable ou non; 
dans le premier cas, la quantitépdx 4-qdy + rdz sera, toujours 
intégrable; dans le second, elle ne le sera jamais.

Lorsque les vitesses initiales sont produites par une impulsion 
quelconque sur la surface du fluide, comme par l’action d’un pis
ton, on peut démontrer que pdx 4- qdy -f- rdz doit être intégrable 
dans le premier instant. Car il faut que les vitesses p, q, r, que 
chaque point du fluide reçoit, en vertu de l’impulsion donnée à la 
surface, soient telles, que si on détruisait ces vitesses, en imprt-
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mant en même temps à chaque point du fluide des vitesses égales 
et en sens contraire, toute la masse du fluide demeurât en repos 
ou en équilibre. Donc il faudra qu’il y ait équilibre dans cette 
masse, en vertu de l’impulsion appliquée à la surface, et des vi
tesses ou forces —p, —q, —r, appliquées à chacun des points 
de son intérieur; par conséquent, d’après la loi générale de l’équi
libre des fluides (Partie première, Section septième, article ig), 
les quantités p, q, r devront être telles que pdx-^-qdy-^rdz soit 
une différentielle exacte. Ainsi dans ce cas la même quantité de
vra toujours être une différentielle exacte dans chaque instant du 
mouvement.

ig. On pourrait peut-être douter s’il y a des mouvemens pos
sibles dans un fluide, pour lesquels pdx H- qdy 4- rdz ne soit pas 
une différentielle exacte.

Pour lever ce doute par un exemple très-simple, il n’y a qu’à 
considérer le cas où l’on aurait p~gy, q = — gx, r=o,g étant 
une constante quelconque. On voit d’abord que dans ce cas 
pdx-{-qdy -\-rdz ne sera pas une différentielle complète, puis
qu’elle devient g(ydx— xdy), qui n’est pas intégrable; cependant 
l’équation (L) de l’article 15 sera intégrable d’elle-même; car on 

aura g, ——g, et toutes les autres différences partielles

de p et q seront nulles; de sorte que l’équation dont il s’agit 
dx — dp"— — g' (xdx 4- ydy) , 

dont l’intégrale donne

X—K — (xa -f- fonct. t,

valeur cpii satisfera donc aux trois équations (F) de l’article 10.
A l’égard de l’équation (G) du même article, elle aura lieu aussi, 

puisque les valeurs supposées donnent ^- = o, ^ = o, ^- = o.
ux dy (tz
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Au reste, il est visible que ces valeurs de/;, ç, r représentent 

le mouvement d’un fluide qui tourne autour de l’axe fixe des coor
données z, avec une vitesse angulaire constante et égale à et 
l’on sait qu’un pareil mouvement peut toujours avoir lieu dans 
un fluide.

On peut conclure de là que dans le calcul des oscillations de la 
mer, en vertu de l’attraction du soleil et de la lune, on ne peut 
pas supposer que la quantité pdx-}-qdy A-rdz soit intégrable, 
puisqu’elle ne l’est pas lorsque le fluide est en repos par rapport 
à la terre, et qu’il n’a que le mouvement de rotation qui lui est 
commun avec elle.

20. Après avoir déterminé les cas dans lesquels on est assuré 
que la quantité pdx y-qdy-p rdz doit être une différentielle com
plète, voyons comment d’après cette condition, on peut résoudre 
les équations du mouvement des fluides.

Soit donc
pdx + qdy + rdz = d$,

q> étant une fonction quelconque de x, y, z et de la variable t, 
laquelle est regardée comme constante dans la différentielle on 
aura donc p , q=z^f 7'=^; et substituant ces valeurs 

dans l’équation (A) de l’article a. 5, elle deviendra

dX — dy dtp dy t dp dy ' 
dx* ~ dy ‘ dxdy ' dz ' dxdz,

dy dp d'y dtp 
dtdy ' dx ‘ dxdy ‘ dy ’ dy* dz'dydz)J

dy . d<p dy d<p dy t dp dy \ , 
didz ' dx ' dxdz ‘ dy ‘ dydz ' dz ' dz* / ~

dont l’intégrale, relativement à x, y, z, est évidemment
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On pourrait y ajouter une fonction arbitraire de t, puisque celle 

variable est regardée dans l’intégration comme constante; mais 
j’observe que cette fonction peut être censée renfermée dans la 
valeur de <p; car en augmentant d’une fonction quelconque T 
de t, les valeurs de p, q, r demeurent les mêmes qu’auparavant, 
et le second membre de l’équation précédente se trouvera aug

menté de la fonction ~, qui est arbitraire. On peut donc, sans 

déroger à la généralité de cette équation, se dispenser d’y ajou
ter aucune fonction arbitraire de t.

On aura donc par cette équation,

__ „ dp 1 /'dtp V l /^ffY i 1 /M1 
' dt 2 \dx) ' 2 wy/ 2 \dz) ’

valeur qui satisfera à la fois aux trois équations (#) de l’article 10; 
et la détermination de <p dépendra de l’équation (G) du même article, 

da dp dtp 
laquelle, en substituant pour p, q, r leurs valeurs 
devient

d'a , d2a . d’a
Â? + ay- + s?=°-

Ainsi toute la difficulté ne consistera plus que dans l’intégra
tion de cette dernière équation.

ai. Il y a encore un cas très-étendu, dans lequel la quantité 
pdx -J- qdy + rdz doit être une différentielle exacte; c’est celui 
où l’on suppose que les vitesses p, q, r soient très-petites, et 
qu’on néglige les quantités très-petites du second ordre et des ordres 
suivans. Car il est visible que dans cette hypothèse, la même équa
tion {L} se réduira à

où l’on voit que dx +• dy H- dz devant être intégrable re
lativement 
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lativement à x ,y, z, la quantité pdx-\- qdy + rdz devra l’être 
aussi. On aura ainsi les mêmes formules que dans l’article précé
dent, en supposant <p une fonction très-petite et négligeant les se
condes dimensions de <p et de ses différentielles..

On pourra de plus, dans ce cas, déterminer les valeurs mêmes 
de x, y, z pour un temps quelconque. Car il n’y aura pour cela 
qu’à intégrer les équations dx=pdt, dy~qdt, dz=rdt(art. g), dans 
lesquelles, puisquep, q, r sont très-petites, et que par conséquent 
dx, dy, dz sont aussi très-petites du même ordre vis-à-vis de dt, 
on pourra regarder x, y, z comme constantes par rapport à t. De 
sorte qu’en traitant t seul comme variable dans les fonctions p, 
q, r, et ajoutant les constantes a, b, c, on aura sur-le-champ 
X — a -\-fpdt, y = bf qdt, z==c + f rdt. Donc faisant, pour 
abréger, <b—fq>dt, et changeant dans $ les variables x, y, z en 
a, b, c, on aura simplement

, d'h 7 , d'h , d'h
x=a+dd>

où la fonction & devra être prise de manière qu’elle soit nulle 
lorsque t = o, afin que a, b, c soient les valeurs initiales de 
x, y, z.

Ce cas a lieu dans la théorie des ondes et dans toutes les pe
tites oscillations.

22. En général, lorsque la masse du fluide est telle que l’une 
de ses dimensions soit considérablement plus petite que chacune 
des deux autres, ensorte qu’on puisse regarder, par exemple, les 
coordonnées z comme très-petites vis-à-vis de x ety ; cette circons
tance servira dans tous les cas à faciliter la résolution des équa
tions générales.

Car il est clair qu’on pourrait donner alors aux inconnues p, 
Mèc. anal. Tom. 11. 4°
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q. r, & la forme suivante :

p = p' 4- p"z H- pmz' 4- etc.,
q = q' 4- cfz 4- q'"z* 4- etc.,
r = r' 4 fz 4- fz' 4~ etc.,
△ — Ar4- A"z4- △"'z* 4- etc.,

dans lesquelles p', p", etc. ; qf, q", etc. ; r', r", etc. ; A", etc.
seraient des fonctions de x, y, t sans z; de sorte qu’en faisant 
ces substitutions, on aurait des équations en séries, lesquelles ne 
contiendraient que des différences partielles relatives à x, y, t.

Pour donner là-dessus un essai de calcul, supposons de nou
veau qu’il ne s’agisse que d’un fluide homogène , où A = i ; et 
commençons par substituer les valeurs précédentes dans l’équa
tion (G) de l’article 10, et ordonnant les termes par rapport à z, 
on aura

4- etc.

De sorte que, comme p’,p", etc.; qr, q”, etc. ne doivent point 
contenir z, on aura ces équations particulières,

dp' dq'

dp" 
dx
dp

dq" 
dy 

dq"
7

=
etc.,

par lesquelles on déterminera d’abord les quantités r", r", etc.,
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et les autres quantités r', p', p", etc. ; ç', ç", etc. demeureront 
encore indéterminées.

On fera les mêmes substitutions dans l’équation (L) de l’article 15, 
laquelle équivaut aux trois équations (F) de l’article 10, et il est 
aisé de voir qu’elle se réduira à la forme suivante :

dA — dK — adx 4- ^dy 4- ydz + z {Pdx 4- ^'dy 4- y'dz)
4- z*{a!'dx 4- &'dy+y"dz') 4- etc., 

en faisant, pour abréger,

= + + 

dd . dr , , dr’ .
> = j+r'i; + ^ +

__L, 7/ épi -L. n" ép. _L a' épi _1_ a" I ^r'n'" . I r"n" * ~ dt + P dx P dx dÿ dÿ^2rP +rP^ 
/3'= — 4- n' ~ 4- p" -- 4- û' — 4- 0" ^a"' -4- r"a"P dt P dx P dx y dy dy^21 7 î ’

y = 4- n' épi +P" ÿi + ç' édl + y 4- 24rw4- rV,

et ainsi de suite.
Donc pour que le second membre de cette équation soit inté

grable, il faudra que les quantités

adx 4- ,
ydz 4- z ( a.'dx 4- ^dy} , 

y'zdz 4- z* (a"dx + P'dy), 
etc.,

soient chacune intégrable en particulier.
Si donc on dénote par » une fonction de x, y, t sans z, on



5x6 MÉCANIQUE ANALYTIQUE,
aura ces conditions :

da n da t dy ni __  dy
a — di’ & ^Ty’ a -3?

/3" = ^, etc.
üdx ' ady '

Alors l’équation intégrée donnera

X — y 4“ + yz H- - y'z* H- etc. ,

et il ne s’agira que de satisfaire aux conditions précédentes, par 
le moyen des fonctions indéterminées a, r', p', p", etc. ; q', q", etc.

Le calcul deviendrait plus facile encore, si les deux variables 
y et z étaient très-petites en même temps, vis-à-vis de x; car 
on pourrait supposer alors

p = p' -f- p"y 4- p^'z 4- P"y' + pyz + etc- y 
q = q' 4~ çV + + pyz + etc’ ?
r = 4 4- r"y 4- 4- r^y* 4- ryz +

les quantités p', p", etc.; q', q'r, etc.; r', r", etc. étant de simples 
fonctions de x.

Faisant ces substitutions dans l’équation (G), et égalant sépa
rément à zéro les termes affectés de y, z et de leurs produits, 
on aurait

dx + ?" + r"' = °’

+ r = O,

etc.

Ensuite l’équation (Z,) deviendrait de la forme

Jx — dy ■=■ adx -1- ^>dy 4- ydz ■y-yta-'dx 4- fi'dy 4- y'dz}
-Jrz{a!'dx +^"dy+y"dz) + etc.
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en supposant

* = t + p' £ + if" + ^p’"’ ■ 
ï + p' s +1'1" + r'«"

> = + p' æ + i'r" +
»' = i+p' & + Z e + ^P”+î'Z+r'p' + 

etc.,

et l’on aurait pour l’intégrabilité de cette équation les conditions 
a' = ^, = etc>’ moyennant quoi elle donnerait

+ fudx + ^7 + 4- etc.

Enfin on pourra aussi quelquefois simplifier le calcul par le 
moyen des substitutions, en introduisant à la place des coordon
nées x, j, z d’autres variables £, », Ç, lesquelles soient des 
fonctions données de celles-là; et si, par la nature de la ques
tion, la variable par exemple, ou les deux variables » et C 
sont très-petites vis-à-vis de £, on pourra employer des réduc
tions analogues à celles que nous venons d’exposer.

$ IL

Du mouvement des fluides pesans et homogènes dans des vases 
ou canaux de figure quelconque.

23. Pour montrer l’usage des principes et des formules que nous 
venons de donner, nous allons les appliquer aux fluides qui se‘ 
meuvent dans des vases ou des canaux de figure donnée.

Nous supposerons que le fluide soit homogène et pesant, et qu’il 
parte du repos, ou qu’il soit mis en mouvement par l’impulsion
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d’un piston appliqué à sa surface; ainsi les vitesses p, q, r de 
chaque particule, devront être telles que la quantité pdx-^-qdy+rdz 
soit intégrable (art. 18) ; par conséquent on pourra employer les 
formules de l’article 20.

Soit donc une fonction de x, y, z et t, déterminée par 
l’équation "

। .d^___ _ 
dY + d^ +

on aura d’abord pour les vitesses de chaque particule, suivant 
les directions des coordonnées x, y, z, ces expressions,

__  dp __  dp __  dp
P dx ’ dy ’ ' dz

Ensuite on aura
> — ZZ-I ! 1 _L. 1 Ldt ‘ 2 \dx) '* 2 Vy/ ‘ 2 \dz/ ’

quantité qui devra être nulle à la surface extérieure libre du 
fluide (art. 2).

Quant à la valeur de A" qui dépend des forces accélératrices 
du fluide (art. 15), si on exprime par la force accélératrice de 
la gravité, et qu’on nomme », ^ les angles que les axes des 
coordonnées x, y, z font avec la verticale menée du point d’in
tersection de ces axes, et dirigée de haut en bas, on aura........  
X~— £cos£, Y——^cos», Z —— ^cosÇ; je donne le signe 
— aux valeurs des forces X, Y, Z, parce que ces forces sont sup
posées tendre à diminuer les coordonnées x,y, z. Donc puisque

= Xdx + Ydy + Zdz, on aura en intégrant,

K = — gx cos£ —gy cos» —gz cqs>Ç.

Soit maintenant z = a, ou z — a = 0, l’équation d’une des 
parois du canal, « étant une fonction donnée de x, y sans z ni t. 
Pour que les mêmes particules du fluide soient toujours contiguës 
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à cette paroi, il faudra remplir l’équation (I) de l’article 12, en y 
supposant —a. On aura donc

dtp dp da dp da  
dz dx dx dy X dy ’

équation à laquelle devra satisfaire la valeur z = a. Chaque paroi 
fournira aussi une équation semblable.

De même puisque À = o est l’équation de la surface extérieure 
du fluide, pour que les mêmes particules soient constamment dans 
cette surface, on aura l’équation

dx . dp dx , dp dx , dp dxf ' + T X y + r X r + y X y = O ,dt ' dx dx dy dy dz dz '

laquelle devra avoir lieu et donner par conséquent une même va
leur de z que l’équation À = o. Mais cette équation ne sera plus 
nécessaire dès que la condition dont il s’agit cessera d’avoir lieu.

25. Cela posé, il faut commencer par déterminer la fonction <p. 
Or l’équation d’où elle dépend n’étant intégrable en général par 
aucune méthode connue, nous supposerons que l’une des dimen
sions de la masse fluide soit fort petite vis-à-vis des deux autres, 
ensorte que les coordonnées z, par exemple, soient très-petites 
relativement à x et y. Par le moyen de cette supposition, on pourra 
représenter la valeur de par une série de cette forme :

cp = 4- z?” -J- zV" + H- etc. ,
où etc., seront des fonctions de x, y, t sans z.

Faisant donc cette substitution dans l’équation précédente > elle 
deviendra

*p">
dx* dy‘
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De sorte qu’en égalant séparément à zéro les termes affectés 

des différentes puissances de z, on aura

m     d^'   d^_ 
™ adx^ 2 c/y2 ’

d^ dY
a.Sdx* 2.3</y’
d^ d*?'"

“ 3.4^ 3.4<y
d^' ! d^____ u dty

— 2.3.4^+ 5.4dx^ "T" 2.3.4^ ’

etc.

Ainsi l’expression de <p deviendra
. , „ z3 /d^' . d^'\ z3 /d^" ■ d^“\

<P = <P + 7 {dx* + dyy 2.3 W“ ’r dy^J

,___ *L I 4- \ + etc.,2.3.4 dx^ly’1 dy^ )

dans laquelle les fonctions et ?" sont indéterminées , ce qui 
fait voir que cette expression est l’intégrale complété de 1 équa
tion proposée.

Ayant trouvé l’expression de ?, on aura par la différentiation 
celles de p, q, r, comme il suit:
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Et substituant ces valeurs dans l’expression de A de l’article 25, 

elle deviendra de cette forme :

A A7 —f- z"^' H- z'Ü" -f- z3A1T —}- etc.,

et ainsi de suite.

26. Maintenant si z = a est l’équation des parois, a étant 
une fonction fort petite de x et y sans z, l’équation de condition 
pour que les mêmes particules soient toujours contiguës à ces pa
rois (art. 24) deviendra, par les substitutions précédentes,

„ du dtp' „ du
o = — -T- Xj------ X j"r dx dx dy dy

r- d^' d^' d<?" du d<p“ <7* ~1
“ z L + dÿ + dx dy rfy J

1 « r_u- t- __r —' । ——n2 Z W ' dxdyy dx \d^dy dy ' / dyj

— |— ctc. 7
41Méc, anal. Tom. II.
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laquelle devant avoir lieu, lorsqu’on fait z = a, se réduira à cette 
forme plus simple,

?"

—f- etc. — O 7
et il faudra que cette équation soit vraie dans toute l’étendue des- 
parois données.

27. Enfin l’équation de la surface extérieure et libre du fluide 
étant A = o, sera de la forme

à' 4- zà" 4- z^" 4- z3À'7 + etc. = o ;
et l’équation de condition, pour que les mêmes particules demeurent 
à la surface (art. 24), sera

4- etc. = o.
Chassant z de ces deux équations, on en aura une qui devra 

subsister d’elle-même, pour tous les points de la surface extérieure.
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Application de ces formules au mouvement d’un fluide qui 

coule dans un vase étroit et presque vertical.

28. Imaginons maintenant que le fluide coule dans un vase 
étroit et à peu près vertical, et supposons, pour plus de simpli
cité, que les abscisses x soient verticales et dirigées de haut en 
bas , on aura (art. 25), Ç = o, >1 = 90°, £=:goo; donc cos£=i, 
cos» = o, cos£=o.

Supposons de plus, pour simplifier la question autant qu’il est 
possible, que le vase soit plan, ensorte que des deux ordonnées 
j et z, les premières y soient nulles, et les secondes z soient 
fort petites.

Enfin, soient z — a, et z = ^ les équations des deux parois du 
vase, a et étant des fonctions de x connues et fort petites. 
On aura, relativement à ces parois, les deux équations (art. 26) ,

d.//
dx dx

dx

dx

zdx >

, Ad d-F-f- ax 
sdx

lesquelles serviront à déterminer les fonctions <?' et <p".
Nous regarderons les quantités z, a, /3 comme très-petites du 

premier ordre, et nous négligerons, du moins dans la première 
approximation, les quantités du second ordre et des ordres sui- 
vans. Ainsi les deux équations précédentes se réduiront à celles-ci:

<P"
, dd , . ddd.t&~— d./3 -z—

dx fi dx
-zr = °’

lesquelles, étant retranchées l’une de l’autre, donnent..
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, d ' ,
■ y-—— = o, équation dont l’intégrale est (a—/3) ~ =0, 0 étant 

une fonetion arbitraire de t, laquelle doit être très-petite du pre
mier ordre.

Or if visible que a—/3 est la largeur horizontale du vase, que 

nous représenterons par y. Ainsi on aura , et intégrant 

de nouveau, par rapport à x, <p'=9 J —-f-S-, en désignant par 9- 
une nouvelle fonction arbitraire de t.

Si on ajoute ensemble les mêmes équations, et qu’on fasse 
dç'

t^ — u, On en tirera fl7 = - -/ - , ou en substituant la valeura ' ’ dx 7
d.^

,de — , fl7 = 0 -7-. D’où l’on voit que puisque y, pc, 0 sont des CIJJ CL-Xr
quantités très-petites du premier ordre, <p" sera aussi très-petite 
du même ordre.

Donc en négligeant toujours les quantités da second ordre, on 
aura, par les formules de l’article a5 , la vitesse verticale 

p — la vitesse horizontale 
J dx 7

Ensuite, à cause de cos £ = o la quantité à" sera aussi très- 
petite du premier ordre. Par conséquent, la valeur de Z se réduira 
(art. a5) à

,, , do rdx .d^ pX=-gx+7lJ _ + ar + -.

Cette valeur, égalée à zéro, donnera la figure de la surface 
du fluide ; et comme elle ne renferme point l’ordonnée z, mais
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seulement l’abscisse x et le temps t, il s’ensuit que la surface du 
fluide devra être à chaque instant plane et horizontale.

Enfin l’équation de condition, pour que les mêmes particules 
soient toujours à la surface, se réduira, par la même raison, à 

celle-ci ~ x (art. 27), savoir + - x 3= 0, laquelle dt dx dx K i j 1 dt y dx x

ne contient pas non plus z, mais seulement x et t.

2g. Pour distinguer les quantités qui se rapportent à la surface 
supérieure du fluide, de celles qui se rapportent à la surface in
férieure , nous marquerons les premières par un trait et les secondes 
par deux traits. Ainsi xr, y', etc. seront l’abscisse, la largeur du 
vase, etc. pour la surface supérieure ; x", y", etc. seront de même 
l’abscisse, la largeur du vase, etc. à la surface intérieure.

Donc aussi X', Àf/ dénoteront dans la suite les valeurs de X pour 
les deux surfaces ; de sorte que l’on aura, pour la surface supé
rieure , l’équation

et pour la surface inférieure, l’équation semblable,

Enfin, ~ 4- 4 X — 0 sera l’équation de condition pour que 

les memes particules qui sont une fois à la surface supérieure y 
dz" . 0 dz" „. ,. jrestent toujours; et X = o sera l’equation de con

dition pour que la surface inférieure contienne toujours les mêmes 
particules du fluide.

Cela posé, il faut distinguer quatre cas dans la manière dont 
un fluide peut couler dans un vase ; et chacun de ces cas demande' 
une solution particulière.
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3o. Le premier cas est celui où une quantité donnée de fluide 

coule dans un vase indéfini. Dans ce cas, il est visible que l’une 
et l’autre surface doit toujours contenir les mêmes particules, et 
qu’ainsi on aura pour ces deux surfaces les équations A' = o, 
A" = o, 'et de plus, 

dx' , 6 dx'
~T~ “H —f • —f —— O ,dt y dx
dX' , 6 dx" _
~dt ' y" ' dx" ° ’

quatre équations qui serviront à déterminer les variables x', x", 
0,3 en t.

dx' H- dt=.% dt 'L’équation A'= o étant différentiée, donne dd 
dx'

donc ^- = — X -t; ; substituant cette valeur dans l’équation 
dt dx dt ’ 1

dx' . t dx' L T ■ . dx' dx' 6
T, + 7 x S = 0 ’ et dmsant Par Xë ’ on aura T = ?■

On trouvera de même, en combinant l’équation A" = o avec 
dx"dx" „ . dx" 91 équation X , celle-ci : w

Donc on aura Üdt= y'dx' = y"dx", équations séparées -, par 
conséquent on aura en intégrant

/y''dx" — f y'dx' = m ,

m étant une constante, laquelle exprime évidemment la quantité 
donnée du fluide qui coule dans le vase. Cette équation donnera 
ainsi la valeur de x" en x'.

Maintenant si on substitue dans l’équation A' = o, pour dt sa 
valeur , elle devient —gx' + -44^ H—= o,6 ' O I J y I y'^ Qy’*
laquelle étant multipliée par —y'dx', donne celle-ci.................  

gy'x'dx' — ^dG ---- ®d&— —°, qu’on voit être intégrable,



SECONDE PARTIE, SECTION XI. 5 27
et dont l’intégrale sera

gfy'x'dx'— ~ ---- füd& = const.

On trouvera de la même manière, en substituant —— à la P
place de dt dans l’équation X" = o, et multipliant par —y"dx", 
une nouvelle équation intégrable, et dont l’intégrale sera

gf y"dx" — —f^d^r = const.

Retranchant ces deux équations l’une de l’autre, pour en éli
miner le terme , on aura celle-ci :

^(fyVdx"-fy'x'dx’)= L,

dans laquelle les quantités fy'‘x'd- —fy'x'dx' cl Ç‘g — 

expriment les intégrales de yxdx et de prises depuis x = x' 

jusqu’à x=x", et où L est une constante.
Cette équation donnera donc 0 en x', puisque x" est déjà connue 

en x', par l’équation trouvée plus haut. Ayant ainsi 0 en x', on 

trouvera aussi t en x', par l’équation dt^ , dont l’intégrale 

est t=f7-— H- H, H étant une constante arbitraire.

A l’égard des deux constantes L et H, on les déterminera par 
l’état initial du fluide. Car lorsque t = o, la valeur de x' sera 
donnée par la position initiale du fluide dans le vase ; et si on sup
pose que les vitesses initiales du fluide soient nulles, il faudra 
que l’on ait 0 = o, lorsque t—o, pour que les expressionsp, q, 
r (art. 28) deviennent nulles. Mais si le fluide avait été mis d’abord 
en mouvement par des impulsions quelconques, alors les valeurs 
de à' et à" seraient données lorsque l = o, puisque la quantité À
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rapportée à la surface du fluide exprime la pression que le fluide 
y exerce, et qui doit êlre contre-balancée par la pression exté
rieure (art. 2). Or on a (art. 2g)

donc en faisant t = o, on aura une équation qui servira à dé
terminer la valeur initiale de 9.

Ainsi le problème est résolu, et le mouvement du fluide est 
entièrement déterminé.

51. Le second cas a lieu lorsque le vase est d’une longueur 
déterminée, et que le fluide s’écoule par le fond du vase. Dans 
ce cas on aura, comme dans le cas précédent, pour la surface su- 

peneure, les deux équations À =o et 77 + y X 77 mais 

pour la surface inférieure, on aura simplement l’équation à" = o, 
puisqu’il cause de l’écoulement du fluide, il doit y avoir à chaque 
instant de nouvelles particules à cette surface. Mais d’un autre côté, 
l’abscisse x" pour celte même surface, sera donnée et constante ; 
de sorte qu’il n’y aura que trois inconnues à déterminer, savoir, 
x', 9 et^.

Les deux premières équations donnent d’abord, comme dans le 

cas précédent, celle-ci : dt =z'~L } et

gy'x'dx' — G<79jr~~\----QdS- — = o -,

ensuite l’équation A" = o donnera

où l’on remarquera que x", y" et f ~, sont des constantes que 

nous dénoterons, pour plus de simplicité, par f, h, n. Ainsi en 
substituant
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substituant à dt sa valeur -y-, multipliant ensuite par — ydx\ 
d d

on aura l’équation gfy'dx'— — Qd&-----= o.

Donc retranchant de celle-ci l’équation precedente, pour en éli
miner les termes Üd&, on aura

gif— x' )y'dx' — (n —f Mû — — ^x' = °>

équation qui ne contient que les deux variables x' et G, et par 
laquelle on pourra donc déterminer une de ces variables en fonc
tion de l’autre.

Ensuite on aura Z exprimé par la même variable, en intégrant 

l’équation dt=~~ , et l’on déterminera les constantes par l’état 

initial du fluide, comme dans le problème précédent.

5a. Le troisième cas a lieu lorsqu’un fluide coule dans un vase 
indéfini, mais qui est entretenu toujours plein à la même hau
teur, par de nouveau fluide qu’on y verse continuellement. Ce cas 
est l’inverse du précédent ; car on aura ici pour la surlace infé-

Q dd’rieure les deux équations X" = o et “’O’ et poui la
surface supérieure , on aura simplement l’équation X' —o, a cause 
du changement continuel des particules de cette surface. Ainsi il 
n’y aura qu’à changer dans les équations de l’article précédent les 
quantités x', y' en x", y", et prendre pour/, h, n les yaleurs 

données de x', y',

Au reste, nous supposons que l’addition du nouveau fluide se 
fait de manière que chaque couche prend d’abord la vitesse de celle 
qui la suit immédiatement, et qu’ainsi l’augmentation ou la dimi
nution de vitesse de cette couche, pendant le premier instant, est

Méc. anal. Tom. II. 4a
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la même que si le vase n’était pas entretenu plein à la même hau
teur durant cet instant.

55. Enfin le dernier cas est celui où le fluide sort d’un vase 
de longueur déterminée, et qui est entretenu toujours plein à la 
même hauteur. Ici les particules des surfaces supérieure et infé
rieure se renouvellent entièrement ; par conse'quent on aura sim
plement pour ces deux surfaces les équations X' = o, A"=o; 
mais en même temps les deux abscisses x' et x" seront données 
et constantes, ensorte qu’il n’y aura que les deux inconnues 0 et a 
à déterminer en t.

-i f p
Soit donc x’^f, y’— h, j x”=F, y—H- J

les deux équations A' = o, A" = o deviendront

d’ou chassant , on aura

g (F-H - (^- V£ - (i-i) 9‘ = 0 ’
d’où l’on tire

7. (A7 —_________dt —-------------- — . i

équation séparée, et qui est intégrable par des arcs de cercle ou 
des logarithmes.

54. Les solutions précédentes sont conformes à celles que les 
premiers auteurs auxquels on doit des théories du mouvement des 
fluides ont trouvées, d’après la supposition que les differentes tranches 
du fluide conservent exactement leur parallélisme, en descendant 
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dans le vase. ( Ployez l’Hydrodynamique de Daniel Bernoulli, l’Hy
draulique de Jean Bernoulli, et le Traité des Fluides de d’Alembert.) 
Notre analyse fait voir que cette supposition n’est exacte que 
lorsque la largeur du vase est infiniment petite, mais qu’elle peut? 
dans tous les cas, être employée pour une première approxima
tion, et que les solutions qui en résultent sont’ exactes, aux quan
tités du second ordre près, en regardant les largeurs du vase comme 
des quantités du premier ordre.

Mais le grand avantage de cette analyse, est qu’on peut par son 
moyen approcher de plus en plus du vrai mouvement des fluides, 
dans des vases de figure quelconque; car ayant trouvé, ainsi que 
nous venons de le faire, les premières valeurs des inconnues, en 
négligeant les secondes dimensions des largeurs du vase, il sera 
facile de pousser l’approximation plus loin, en ayant égard succes
sivement aux termes négligés. Ce détail n’a de difficulté que la lon
gueur du calcul, et nous n’y entrerons point quant à présent.

Applications des mêmes formules au mouvement d'un fluide contenu 
dans un canal peu profond et presque horizontal, et en parti
culier au mouvement des ondes.

35. Puisqu’on suppose la hauteur du fluide fort petite, il faudra 
prendre les coordonnées z verticales et dirigées de haut en bas r 
les abscisses x et les autres ordonnées y deviendront horizontales, 
et l’on aura (art. a3) cos £ = o, cos m = o, cos £ = i. En prenant 
les axes des x et y dans le plan horizontal formé par la surface 
supérieure du fluide, dans l’état d’équilibre, soit z = a l’équation 
du fond du canal, a étant une fonction de x et y.

Nous regarderons les quantités z et a comme très-petites du 
premier ordre, et nous négligerons les quantités du second ordre
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et des suivons, c’est-à-dire celles qui contiendront les carrés et 
les produits de z et a.

L’équation de condition relative au fond du canal donnera

<P"=

dtp' , d<p’ 
a.a -5— a.et -r- 
,dy

dy ’dx

d’où l’on voit que est une quantité du premier ordre.

Ensuite la valeur de la quantité A se réduira à A'-f-^'z (art. 25); 
et il faudra négliger dans l’expression de A' les quantités du second 
ordre, et dans celle de A" les quantités du premier. Ainsi, à cause 
de cos £ = 0, cos » = o, cos £ = 1, on aura, par les formules 
du même article,

dt
A" =

On aura donc (art. 27), pour la surface supérieure du fluide, 
l’équation à'—gz — o, et ensuite l’équation de condition

— 4- X — -4- X — — 4- gZdt ' dx dx'dy dy ° b 0,

L’équation X'—gz = 0, donne sur-le-champ2 = “ Pour fa fi

gure delà surface supérieure du fluide à chaque instant, et comme 
l’équation de condition doit avoir lieu aussi relativement à la même 
surface, il faudra qu’elle soit vraie, en y substituant à z cette 

meme valeur Cette équation deviendra donc par là de cette 
forme :

d^+d± + _ gÿ' _ o,
dt ~ dx dy ’
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et substituant encore pour <p" sa valeur trouvée ci-dessus, elle se 
réduira à celle-ci :

dt ' dx dy ° ’

dans laquelle il n’y aura plus qu’à mettre à la place de A' sa va

leur , ~ H- | 4- i • et l’on aura une équation aux diffé

rences partielles du second ordre, qui servira à déterminer <?' en 
fonction de x, y, t.

Après quoi on connaîtra la figure de la surface supérieure du 
fluide, par l’équation

gdt 2g \dxd 2g \dy / ’

et si on voulait connaître aussi les vitesses horizontales p, q 
de chaque particule du fluide, on les aurait par les formules 
P = ê> 2 = sy(“rt a5>

36. Le calcul intégral des équations aux différences'partielles 
est encore bien éloigné de la perfection nécessaire pour l’intégra
tion d’équations aussi compliquées que celle dont il s’agit, et il 
ne reste d’autre ressource que de simplifier cette équation par 
quelque limitation.

Nous supposerons pour cela, que le fluide dans son mou
vement, ne s’élève ni ne s’abaisse au-dessus ou au-dessous du 
niveau, qu’infiniment peu , ensorte que les ordonnées Z de la sur
face supérieure soient toujours très-petites, et qu’outre cela les 
vitesses horizontales p et q soient aussi infiniment petites. Il fau

dra donc que les quantités -f-, -f- soient infiniment petites,
dt 7 dx 1 dy r

et qu’ainsi la quantité ip' soit elle-même infiniment petite.
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Ainsi négligeant dans l’équation proposée les quantités infini

ment petites du second ordre et des ordres ultérieurs, elle se 
réduira à cette forme linéaire

, dp' dp', . a. a,—— d.a,—^dx dy—L- — O' ______ __  or------- Z. — o .
dt* ° dx b dy ’

et l’on aura 
dp' dtp' dp'"

Z ~ P ~~ dx , ~ "ty

Cette équation contient donc la théorie générale des petites 
agitations d’un fluide peu profond, et par conséquent la vraie 
théorie des ondes formées par les élévations et les abaissemens 
successifs et infiniment petits d’une eau stagnante et contenue 
dans un canal ou bassin peu profond. La théorie des ondes que 
Newton a donnée dans la proposition quarante-sixième du second 
Livre, étant fondée sur la supposition précaire et peu naturelle, 
que les oscillations verticales des ondes soient analogues à celles 
de l’eau dans un tuyau recourbé, doit être regardée comme ab
solument insuffisante pour expliquer ce problème.

37. Si on suppose que le canal ou bassin ait un fond horizon
tal , alors la quantité a sera constante et égale à la profondeur 
de l’eau, et l’équation pour le mouvement des ondes deviendra

d*p‘ / dap' . d^p' X
TF = ^\.TF- + ^)-

Cette équation est entièrement semblable à celle qui détermine 
les petites agitations de l’air, dans la formation du son, en n’ayant 
égard qu’au mouvement des particules, parallèlement à l’horizon, 
comme on le verra dans l’article 9 de la Section suivante. Les 
élévations z, au-dessus du niveau de l’eau, répondent aux con
densations de l’air, et la profondeur a de l’eau dans le canal,
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répond à la hauteur de' l’atmosphère supposée homogène , ce qui 
établit une parfaite analogie entre les ondes formées à la surface 
d’une eau tranquille, par les élévations et les abaissemens succes
sifs de l’eau, et les ondes formées dans l’air, par les condensations 
et raréfactions successives de l’air, analogie que plusieurs auteurs 
avaient déjà supposée, mais que personne jusqu’ici n’avait encore 
rigoureusement démontrée.

Ainsi comme la vitesse de la propagation du son se trouve égale 
à celle qu’un corps grave acquerrait en tombant de la moitié de 
la hauteur de l’atmosphère supposée homogène, la vitesse de la 
propagation des ondes sera la même que celle qu’un corps grave 
acquerrait en descendant d’une hauteur égale à la moitié de la 
profondeur de l’eau dans le canal. Par conséquent, si cette pro
fondeur est d’un pied, la vitesse des ondes sera de 5,4g5 pieds 
par seconde; et si la profondeur de l’eau est plus ou moins 
grande, la vitesse des ondes variera en raison soudoublée des 
profondeurs, pourvu qu’elles ne soient pas trop considérables.

Au reste, quelle que puisse être la profondeur dé l’eau, et la 
figure de son fond, on pourra toujours employer la théorie pré
cédente , si on suppose que dans la formation des ondes l’eau 
n’est ébranlée et remuée qu’à une profondeur très-petite, suppo
sition qui est très-plausible en elle-même, à cause de la ténacité 
et de l’adhérence mutuelle des particules de l’eau, et que je trouve 
d’ailleurs confirmée par l’expérience, même à l’égard des grandes 
ondes de la mer. De cette manière donc, la vitesse des ondes 
déterminera elle-même la profondeur a à laquelle l’eau est agitée 
dans leur formation; car si cette vitesse est de n pieds par se- 

condc, on aura a = ----- - pieds.
7 00,196 1

On trouve, daiïs le tome X des anciens Mémoires de l’Acade-
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mie des Sciences de Paris, des expériences sur la vitesse des 
ondes, faites par M. de la Hire, et qui ont donné un pied et demi 
par seconde pour cette vitesse, ou plus exactement 1,412 pieds 
par seconde. Faisant donc n~ 1,412, on aura la profondeur a 

p p 8
de de pie{], savoir de — de pouce, ou 10 lignes à peu près.

DOUZIÈME
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DOUZIÈME SECTION.

Du mouvement des Fluides compressibles et élastiques.

1. Po u R appliquer à celte sorte de fluides l’équation générale 
de l’article 2 de la Section précédente, on observera que le ternie 
NàTZ doit y être effacé, puisque la condition de l’incompressi
bilité à laquelle ce terme est dù n’existe plus dans l’hypothèse 
présente; mais d’un autre côté, il y faudra tenir compte de l’ac
tion de l’élasticité, qui s’oppose à la compression et qui tend à 
dilater le fluide.

Soit donc e l’élasticité d’une particule quelconque Dm du fluide; 
comme son effet consiste à augmenter le volume DxDyDz de 
cette particule, et par conséquent à diminuer la quantité —DxDyDz, 
il en résultera pour cette particule le moment —e^. {DxDyDz) à 
ajouter au premier membre de la même équation. De sorte qu’on 
aura pour toutes les particules le terme intégral—SiF {DxDyDz) 
à substituer à la place du.terme SàJ'L. Or, JL étant égal à 
J. {DxDyDz), il est clair que l’équation générale demeurera 
de la même forme, en y changeant simplement A en — e. On par
viendra donc aussi, par les mêmes procédés, à trois équations 
finales semblables aux équations {A ), savoir,

Méc. anal. Tom. II. 45
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Et il faudra de même que la valeur de & soit nulle à la sur

face du fluide, si le fluide y est libre; mais s’il est contenu par 
des parois, la valeur de e sera égale à la résistance que les parois 
exercent pour contenir le fluide, ce qui est évident, puisque e 
exprime la force d’élasticité de ses particules.

2. Dans les fluides compressibles, la densité △ est toujours 
donnée par une fonction connue de e, x, y, z, t, dépendante de 
la loi de l’élasticité du fluide, et de celle de la chaleur, qui est 
supposée régner à chaque instant dans tous les points de l’espace. 
Il y a donc quatre inconnues, e, x, y, Z à déterminer en t, et 
par conséquent il faut encore une quatrième équation pour la 
solution complète du problème. Pour les fluides incompressibles, 
la condition de l’invariabilité du volume a donné l’équation (B) de 
l’article 3, et celle de l’invariabilité de la densité d’un instant à 
l’autre a donné l’équation (//) de l’article n. Dans les fluides com
pressibles, aucune de ces deux conditions n’a lieu en particulier, 
parce que le volume et la densité varient à-la-fois; mais la masse 
qui est le produit de ces deux élémens doit demeurer invariable. 
Ainsi on aura d.Dm = o, ou bien d.{^DxDyDz) = o. Donc, en

, ... . d& , d.(DxDyDz) . ,
diuerentiant logarithmiquement — -1—L>yf)yi5z ° ’ et subs
tituant la valeur de d.^DxDyDz}, (cette valeur est la même que 
celle de $.(DxDyDz) de l’article 2 delà Section précédente, en 
y changeant d en , on aura l’équation

_i_ + + = o............(à),A ' Dx ' Dy ' Dz ‘ \UJ>

laquelle répond à l’équation (B) de l’article 3 de la Section citée, 
celle-là étant relative à l’Invariabilité du volume, et celle-ci à 
l’invariabilité de la masse.

5. Si on regarde les coordonnées x, y, z comme des fonctions
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des coordonnées primitives a, b, c et du temps t écoulé depuis 
le commencement du mouvement, les équations (a) deviendront, 
par des procédés semblables à ceux de l’article 5 de la Section 
précédente, de cette forme :

+z)+«l+Fè+>"è=°)
ou de celle-ci, plus simple,

ces transformées étant analogues aux transformées (C) et (Z?)
de l’endroit cité.

A l’égard de l’équation (b), en y appliquant les transformations 
de l’article 5 de la Section précédente, elle se réduira a cette 
Cnrmp ^-+-^ = o, les différentielles ZA et dû étant relatives uni- 

quement à la variable t. De sorte qu’en intégrant on aura 
△9 = fonct. (a, b, c). Lorsque t=o, nous avons vu dans 1 ar
ticle cité que 0 devient = 1 ; donc si on suppose que H soit alors 
la valeur de △ , on aura H = fonct4> b, c), et l’équation de

viendra A0=H, ou bien 0 
pour G sa valeur,

c’est-à-dire, en substituant
A 7

dx dy dz dx dy dz dx dy dz

dx .tb'.-dz , Ær rfy dz ~.......... fe) 
dc^db^da^ dc^da^db da*de db fi

transformée analogue à la transformée (E) de l’article cité.
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Enfin il faudra appliquer aussi à ces équations ce qu’on a dit 

dans l’article 8 de la même Section, relativement à la surface du 
fluide.

4. Mais si l’on veut, ce qui est beaucoup plus simple, avoir des 
équations entre les vitesses p, q, r des particules, suivant les 
directions des coordonnées x, y, z, en regardant ces vitesses, ainsi 
que les quantités A et e, comme des fonctions de x,y, z, t, on 
emploiera les transformations de l’article 10 delà Section prece
dente, et les équations (a) donneront sur-le-champ ces transfor
mées , analogues aux transformées (F) de ce dernier ai ticle,

/dr . dr . dt' . dr . r?\ j n i

Dans l’équation (6), outre la substitution de pdt, qdt, rdt, au 
lieu de dx, dy, dz, et le changement de D en d, il faudra en
core mettre pour dà sa valeur complété,

/ dS . dû i dà . dA \ j.
^+dip+^t+dir)dt’

et l’on aura, en divisant par dt, cette transformée,

dy dy_r,± ,dq + — Oj
Adt ùdxP'^ àdy ùdz dx dy dz

laquelle, étant multipliée par A, se réduit à cette forme plus 

simple,
d^ I dy^ . d. (Ag) ■ d. (Ar) __ Q............. z v
dt dx dy dz

A l’égard de la condition relative au mouvement des particules 
à la surface, elle sera représentée également par l’équation (1)
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de l’article 12 de la Section précédente, savoir, 

dA , dA . dA dA __  / -\+ ... w>
en supposant que ^/==o soit l’équation de la surface.

5. Il est aisé de satisfaire à l’équation (^), en supposant 

. da . dp . __  dy
*P = dï’ ^^dt’ ^-dt’

a, y étant des fonctions de x, y, z, t. Par ces substitutions, 
l’équation dont il s’agit deviendra

dà , d’a | d'p d,fy   
dt dtdx dtdy dtdz____ ° ’

laquelle est intégrable relativement à t, et dont l’intégrale donnera 

__ „ da dp dy 
dx dy dz ’

F étant une fonction de x, y, z sans J, dépendante de la loi de 
la densité initiale du fluide.

Ou aura ainsi, 
da

__ ________ dt
P da dp dy ’

dx dy dz 
dp 

__  dt
da dp dy 1
dx dy dz

dy 
dt  

~~ p, da dp___ dy
dx dy dz

Donc substituant ces valeurs dans les équations (/), et met
tant de plus pour £ sa valeur en fonction de △, x, y, z, t (art.2),
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on aura trois équations aux différences partielles entre les incon
nues a, 0, 7 et les quatre variables x, y, z, t, et la solution 
du problème ne dépendra plus que de l’intégration de ces équa
tions ; mais cette intégration surpasse les forces de l’analyse 
connue.

6. En faisant abstraction de la chaleur et des autres circons
tances qui peuvent faire varier l’élasticité indépendamment de la 
densité, la valeur de l’élasticité é sera donnée par une fonction 

de la densité △ , de sorte que y sera une différentielle à une seule 

variable, et par conséquent intégrable, dont nous supposerons l’in
tégrale exprimée par E.

Soit, de plus , la quantité Xdx -f- Ydy Zdz une différentielle 
complète, dont l’intégrale soit comme dans l’article 15 de la 
Section précédente.

Les équations (/’) de l’article 4 étant multipliées respective
ment par dx, dy, dz, et ensuite ajoutées ensemble, donneront, 
apres la division par △, une équation de la forme

dont le premier membre étant intégrable, il faudra que le second 
le soit aussi. Ainsi ou aura de nouveau le cas de l’équation ÇL) 
de l’article 15 de la Section précédente, et on parviendra par con
séquent à des résultats semblables.

7- Donc en général, si la quantité pdx + qdy 4- rdz se trouve 
dans un instant quelconque une différentielle complète, ce qui a
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toujours lieu au commencement du mouvement, lorsque le fluide 
part du repos, ou qu’il est mis en mouvement par une impulsion 
appliquée à la surface, alors la même quantité devra être toujours 
une différentielle complète (art. 17, 18, Sect. préc.).

Dans cette hypothèse on fera, comme dans l’article 20 de la 
Section précédente, pdx 4- qdy rdz —dq>, ce qui donne

et l’équation (Z) étant intégrée, après ces substitutions, donnera

„ _
P dx ’ * dy 1 dz^

Valeur qui satisfera en même temps aux trois équations (f) de 
l’article 4*

Or E étant — sera une fonction de A, puisque e est une 

fonction connue de A ; donc A sera une fonction de E. Substi
tuant donc la valeur de A tirée de l’équation précédente, ainsi 
que celles de p, q, r, dans l’équation (^) de l’article 4, on aura 
une équation en différences partielles de <p, laquelle ne contenant 
que cette inconnue suffira pour la déterminer. De sorte que toute 
la difficulté sera réduite à cette unique intégration.

8. Dans les fluides élastiques connus, l’élasticité est toujours 
proportionnelle à la densité ; de sorte qu’on a pour ces • fluides 
« = z'A, i étant un coefficient constant qu’on déterminera en con
naissant la valeur de l’élasticité pour une densité donnée.

Ainsi pour l’air, l’élasticité est égale au poids de la colonne de 
mercure dans le baromètre ; donc si on nomme H la hauteur du 
baromètre pour une certaine densité de l’air qu’on prendra pour 
l’unité, n la densité du mercure, c’est-à-dire le rapport numérique 
de la densité du mercure à celle de l’air, rapport qui est le même
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que celui des gravités spécifiques, et g la force accélératrice delà 
gravité, on aura, lorsque △ = !, t—gnH\ par conséquent 
i ~gnH, où l’on remarque que nH est la hauteur de l’atmosphère 
supposée homogène. De sorte qu’en désignant cette hauteur par h, 
on aura plus simplement i=gh, et de là iz=gh^.

Donc puisque E — Ç , on aura E — gh.lA. Or l’équation (g)

de l’article 4 peut se mettre sous la forme

d.l& d .là d.là d.là . dp ! dq , dr o.

Donc substituant à la place de /△, p, q, r, etgh dx dy dz » 1 2 r *

multipliant par gh, elle deviendra

dE dtp | dE dtp , dE dtp ___
dx *** dx dy dy *" dz dz

Il n’y aura donc plus qu’à substituer pour E sa valeur trouvée 
ci-dessus; et cette substitution donnera l’équation finale en <p ,

..........(«b

o — ah ( É* -1 1
d^p\_ d^p

ô \dx* dzX de
dr dp dr dp dr dp 1

dx dx — J- X dy dy "7— dz dz I

„d<? . d’p d<? d2p 1
dx dxdt — 2 Y x 

dy dydt J 7dz dzdt /
d2p fd<?X sz d^p i

\dx) * dx* W x dy" . \dz) d^ |
dp dp d'p dp dp d~p dp dp di^ ]
dx dy dxdy dx dz dxdz ~ dy dz dydz 1

laquelle contient seule la théorie du mouvement des fluides élas
tiques dans l’hypothèse dont il s’agit.

9-
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g. Lorsque le mouvement du fluide est très-petit, et qu’on n’a 

égard qu’aux quantités très-petites du premier ordre, nous avons 
vu dans l’article 21 de la Section précédente, que la quantité 
pdx + qdy + rdz est aussi nécessairement une différentielle com
plète. Dans ce cas donc, les formules précédentes auront toujours 
lieu, de quelque manière que le mouvement du fluide ait été en
gendré, pourvu qu’il soit toujours très-petit, et que par conséquent 
la fonction <p soit elle-même très-petite.

Dans la théorie du son, on suppose que le mouvement des par
ticules de l’air est très-petit; ainsi, regardant dans l’équation {n) 
la quantité <p comme très-petite, et négligeant les termes où elle 
monte au-delà de la première dimension, on aura pour cette 
théorie l’équation générale

7 / d2<p . d2q> . da<p \ d’<p

dP d<p dV dr _
dx *** dx dy dy dz dz

Or en négligeant de même les secondes dimensions de <p dans 
la valeur de E de l’article 7, on aura simplement

E = — Z^ — — §h.là (art. 8).

On peut supposer que la fonction <p soit nulle dans l’état de

repos ou d’équilibre. On aura donc aussi dans cet état ~ = o, et 
-r

par conséquent gh.là. = —Z^, et A=.eÿh.
Lorsque l’air est en vibration, soit sa densité naturelle aug

mentée en raison de i-f-s à 1, s étant une quantité fort petite, 
—r

on aura donc en général △ =es'1 (1 4-5) , et de là, en négligeant
r V d(Dles carrés de 5, on aura /△ =— — s-, donc s =

Méc, anal, Tom. II. 44
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A l’égard de la valeur de V qui dépend des forces accéléra

trices, en supposant le fluide pesant, et prenant, pour plus de 
simplicité, les ordonnées z verticales et dirigées de haut en bas, 
on aura par la formule de l’article 23 ( Section précédente ), 
V=—gz, g étant la force accélératrice de la gravité. Donc 
l’équation du son sera

„h ( i -l. _i_ « X? — éX1 \ dx* dy* dz*)' dz de

Ayant déterminé <p par cette équation, on aura les vitesses 
p, q, r de l’air, ainsi que sa condensation 5 par les formules

dtp dtp dtp dtp
P ~ dV % ~ dÿ’ r — g S ~~ ghdf

10. Si on ne veut avoir égard qu’au mouvement horizontal de 
l’air, on supposera que la fonction ne contienne point z, mais 
seulement x, y, t. Alors l’équation en <p deviendra

\dx* dy* J ~ de'

Mais avec cette simplification même, elle est encore trop com
pliquée pour pouvoir s’intégrer rigoureusement.

Au reste, cette équation est entièrement semblable à celle du 
mouvement des ondes dans un canal horizontal et peu profond. 
Voyez la Section précédente, article 57.

Jusqu’à présent on n’a pu résoudre complètement que le cas où 
l’on ne considère dans la masse de l’air qu’une seule dimension, 
c’est-à-dire celui d’une ligne sonore, dont les particules ne font 
que des excursions longitudinales.

Dans ce cas, en prenant cette même ligne pour l’axe x, la 
fonction <p ne contiendra point y, et l’équation ci-dessus se 
réduira à

dx* ~~ de •
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laquelle est semblable à celle des cordes vibrantes et a pour inté
grale complète

? = F(x + t\Zgh) ,

en dénotant par les caractéristiques ou signes F et f, deux fonc
tions arbitraires.

Cette formule renferme deux théories importantes, celle du son 
des flûtes ou tuyaux d’orgue, et celle de la propagation du son 
dans l’air libre. Il ne s’agit que de déterminer convenablement les 
deux fonctions arbitraires : et voici les principes qui doivent gui
der dans cette détermination.

11. Pour les flûtes, on ne considère que la ligne sonore qui y 
est contenue j on suppose que l’état initial de cette ligne soit donné, 
cet état dépendant des ébranlemens imprimés aux particules, et on 
demande la loi des oscillations.

Faisons commencer les abscisses x à l’une des extrémités de 
cette ligne, et soit sa longueur, c’est-à-dire celle de la flûte, égale 
à a. Les condensations s et les vitesses longitudinales p, seront 
donc données, lorsque t—o, depuis x = o jusqu’à x = a-, nous 
les nommerons S et P.

Maintenant, puisque 5 = - , et p — , si on différentieP llCLb ClJo
l’expression générale de de l’article précédent, et qu’on désigne 
par F' et f les différentielles des fonctions marquées par F et f, 

dFx ri dfxensorte que F x = -r—, / x = -4-, on aura1 dx J dx '

p~ F' (x + ti/gh) +f\x — t^gh), 
s^gh = F'{x + — t^ghy

Faisant t—o et changeant p en P et 5 en N, on aura

P — F'x +f 'x, S\/gh — F'x —f'x.
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Ainsi comme P et S sont données pour toutes les abscisses X 

depuis x — o jusqu’à x=a, on aura aussi dans cette étendue 
les valeurs de F'x et de f'x-, par conséquent, on aura les valeurs 
de p et s pour une abscisse et un temps quelconques, tant que 
x ± t\/gh seront renfermées dans les limites o et a.

Mais le temps t croissant toujours, les quantités x+tfgh et 
X— tfgh sortiront bientôt de ces limites, et la détermination 
des fonctions F\x-}-t\/ghff'f—tfghf dépendra alors des 
conditions qui doivent avoir lieu aux extrémités de la ligne sonore, 
selon que la flûte sera ouverte ou fermée.

12. Supposons d’abord la flûte ouverte par ses deux bouts, 
ensorte que la ligne sonore y communique immédiatement avec 
l’air extérieur; il est clair que son élasticité, dans ces deuxp oints, 
ne pouvant être contrebalancée que par la pression constante de 
l’atmosphère, la condensation s y devra toujours être nulle. Il 
faudra donc que l’on ait, dans ce cas, 5 = 0, lorsque x = o et 
lorsque x — a, quelle que soit la valeur de t, ce qui donne les 
deux conditions à remplir,

F\a + tfgh) — f'(a—t^gh) = o, 

lesquelles devront subsister toujours, t ayant une valeur positive 
quelconque.

Donc en général, en prenant pour z une quantité quelconque 
positive, on aura

F'{a + z} = f\a — z) et ff-f = F'z.

Donc, i°. tant que z est <<2, on connaîtra les valeurs de 
F\a + z} et de —z), puisqu’elles se réduisent à celles dé 
f\a — z) et de F'z, qui sont données.



SECONDÉ PARTIE, SECTION XII. 54$ 
Mettons dans ces formules a + z au lieu de z, elles donneront

F\ ^a + z} = — z) = F'z,
fX-a-z) = F(a+z) ^fXa—ï).

Donc, 20. tant que z sera <Za, on connaîtra aussi les valeurs 
de F'^a + z) et de/^— a — z), puisqu’elles se réduisent à celles 
de F'z et de f(a— z), qui sont données.

Mettons de nouveau dans les dernières formules a-\~z pour z, 
et les combinant avec les premières, puisque z peut être quel
conque, on aura

F\ 5aA-z ) = F'(a + z) = /'(a-z), 
f\—^a — z}^fX~z}~ F'z.

Donc, 5°. tant que z sera < a, on connaîtra encore les va
leurs de F'( 5a + z) et de /y— 2a— z), puisqu’elles se réduisent 
aux valeurs données de F'z et def(a— z).

On trouvera de même, en mettant derechef Æ-f-z pour z,

F\ ka + z ) — fX — z ) = F’z, 
fX—5a — z) =F'(a+z) =f(a — z}.

D’où l’on connaîtra les valeurs de F{ ia-f-z ) et de fÇ—5a_ Z), 
tant que z sera <a, et ainsi de suite.

On aura donc de cette manière les valeurs des fonctions 
F’^x+ty/gh}, et de f\x— ty/gh), quel que soit le temps t 
écoulé depuis le commencement du mouvement de la ligne so
nore ; ainsi on connaîtra pour chaque instant l’état de cette ligne, 
c’est-à-dire les vitesses p et les condensations 5 de chacune de 
ses particules.

Il est visible, par les formules précédentes, que les valeurs de 
ces fonctions demeureront les mêmes, en augmentant la quantité 
t\/gh de 2a, ou de ^a, 6a, etc. De sorte que la ligne sonore
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reviendra exactement au même état, après chaque intervalle de 

temps déterminé par l’équation t^gh — ^a., 
cet intervalle.

Ainsi la durée des oscillations de la ligne sonore est indépen
dante des ébranlemens primitifs, et dépend seulement de la lon
gueur a de cette ligne et de la hauteur h de l’atmosphère.

En supposant la force accélératrice de la gravité g égale à l’unité, 
il faut prendre pour l’unité des espaces le double de celui qu’un 
corps pesant parcourt librement dans le temps qu’on prend pour 
l’unité (Section II, art. 2). Donc si on prend, ce qui est permis, 
h pour l’unité des espaces, l’uuité des temps sera celui qu’un 
corps pesant met à descendre de la hauteur | ; et le temps d’une 

oscillation de la ligne sonore sera exprimé par sa, ou, ce qui 
revient au même, le temps d’une oscillation sera à celui de la 
chute d’un corps par la hauteur | comme 2a à Z».

13. Si la flûte était fermée par scs deux bouts, alors les con
densations j pourraient y être quelconques, puisque l’élasticité 
des particules y serait soutenue par la résistance des cloisons ; 
mais par la même raison , les vitesses p y devraient être nulles, 
ce qui donnerait de nouveau les conditions

F' { t^gh ) 4- — t\/gh ) = o,
F\a 4- tygh) 4- f\a — t^gh} = o.

Ces formules reviennent à celles que nous avons examinées ci- 
dessus, en y supposant seulement la fonction marquée par f né
gative. Ainsi, il en résultera des conclusions semblables , et on 
aura encore la même expression pour la durée des oscillations 
de la fibre sonore.
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11 n’en serait pas de même, si la flûte était ouverte par un bout 

et fermée par l’autre.
Il faudrait alors que $ fût toujours nulle dans le bout ouvert, 

et que p le fût dans le bout fermé.
Ainsi en supposant la flûte ouverte, où x — o, et fermée , où 

x==a, on aurait les conditions

F' C Wg^ ) —f\ — Wg^ ) = ° , 
F^a+t^/gh} +f'(a— ty/gh} = o.

D’où, par une analyse semblable à celle de l’article 12, on tirera 
les formules suivantes :

F'( a + z) = - f^a - z), f\- z) = F'z,
F'^a + z) = — F'z, f'Ç— a — z) = — f'(a—z), 
F'(5a + z) = /'(a — z), f(—2a— z) = —F'z,
Fr^a + z)= F'z, /'(—Sa—z) — f\a — z), 

et ainsi de suite.
Or tant que z est < a, les fonctions F'z et f'[a — z) sont 

données par l’état primitif de la fibre sonore ; donc on connaîtra 
aussi par leur moyen les valeurs des autres fonctions

F'(a+z), F'(2a-pz), etc.; f\— z) ,f(—a — z), etc., 

et par conséquent, on aura l’état de la fibre, après un temps 
quelconque t.

Mais on voit par les formules précédentes, que cet état ne re
viendra le même qu’après un intervalle de temps déterminé par 
l’équation t\/gh = ka -, d’où il s’ensuit que la durée des vibrations 
sera une fois plus longue que dans les flûtes ouvertes ou fermées 
par les deux bouts, et c’est ce que l’expérience confirme à l’égard 
des jeux d’orgue qu’on nomme bourdons, et qui, étant bouchés 
par leur extrémité supérieure opposée à la bouche, donnent un 
ton d’une octave plus bas que s’ils étaient ouverts.
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Voyez au reste, sur la théorie des flûtes, les deux premiers 

volumes de Turin, les Mémoires de Paris pour 1762, etlesAThPi 
Commentant de Pétersbourg, tome XVI.

14. Considérons maintenant une ligne sonore d’une longueur 
indéfinie, qui ne soit ébranlée au commencement que dans une 
très-petite étendue, on aura le cas des agitations de l’air produites 
par les corps sonores.

Supposons donc que les agitations initiales ne s’étendent que 
depuis a? = o jusqu’à x — a, <2 étant une quantité très-petite. Les 
vitesses et les condensations initiales P, S seront donc données 
pour toutes les abscisses x, tant positives que négatives j mais 
elles n’auront de valeurs réelles que depuis x =0 jusqu’à x=a', 
hors de ces limites, elles seront tout-à-fait nulles. U en sera donc 
aussi de même des fonctions F'x et f'x, puisqu’on faisant £=o, 
on a P — F'x-\-f'x, S\/gh — F'x—f'x, et par conséquent

_ P + S\/gh f,v _ P -S^h
JL A —— 1 11 - ■ ~ . / A • T •

D’où il s’ensuit qu’en prenant pour z une quantité positive , 
moindre que a, les fonctions F'{x + t^/glï) et f\x— tx/gh), 
n’auront de valeurs réelles que tant qu’on aura xriztÿgh = Z. 
Par conséquent, après un temps quelconque t, les vitesses p et 
les condensations s seront nulles pour tous les points de la ligne 
sonore, excepté pour ceux qui répondront aux abscisses,.. 
x = z =p ty/gh.

On explique par là comment le son se propage et comment 
il se forme successivement de part et d’autre du corps sonore, 
et dans des temps égaux, des libres sonores, égales en longueur à la 
fibre initiale a.

.La vitesse de la propagation de ces fibres sera exprimée par le 
coefficient ^gh] elle sera par conséquent constante et indépen

dante 
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dante du mouvement primitif, ce que l’expérience confirme, 
puisque tous les sons forts ou faibles paraissent se propager avec 
une vitesse sensiblement égale.

Quant à la valeur absolue de cette vitesse, en faisant, comme 
dans l’article 12, ^=1 et 7z=i, elle deviendra-aussi = 1. Or 
l’unité des vitesses est ici celle qu’un corps pesant doit acquérir 
en tombant de la moitié de l’espace h, qui est pris pour l’unité 

( Section II, art. 2). Donc la vitesse du son sera due à la hauteur

15. En supposant, avec la plupart des physiciens, l’air 85o fois 
plus léger que l’eau, et l’eau 14 fois plus légère que le mercure, on a 
1 à 11900 pour le rapport du poids spécifique de l’air à celui du 
mercure. Or prenant la hauteur moyenne du baromètre de 28 pouces 
de France, il vient 3532oo pouces, ou 277661 pieds pour la hau
teur h d’une colonne d’air uniformément dense et faisant équilibre 
à la colonne de mercure dans le baromètre. Donc la vitesse du 
son sera due à une hauteur de 13883 | pieds, et sera par consé
quent de 915 par seconde.

L’expérience donne environ 1088, ce qui fait une différence de' 
près d’un sixième ; mais cette différence ne peut être attribuée qu’à 
l’incertitude des résultats fournis par l’expérience. Sur quoi voyez 
surtout un Mémoire de feu M. Lambert, parmi ceux de l’Acadé
mie de Berlin, pour 1768.

16. Si la ligne sonore était terminée d’un côté par un obstacle 
immobile, alors la particule d’air contiguë à cet obstacle n’aurait 
aucun mouvement; par conséquent, si a est la valeur de l’abs
cisse x qui y répond, il faudra que la vitessep soit nulle, lorsque 
x — a, quel que soit t, ce qui donnera la condition

F'{a + — t^gh) — o.

Or on a vu que la fonction f\a — t^gh} a une valeur réelle 
Méc. anal. Tom. II. 45
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tant que a — t\/gh~z (art. 14); donc puisque

F\a 4-1^gK) = — f\a — ti/gh},

la fonction F\a + t\/gli^ aura aussi des valeurs réelles, lorsque 
a— ^gh—z, c’est-à-dire lorsque ty/gh — a.— z. Par consé
quent la fonction F'(x tÿgh) sera non-seulement réelle lorsque 
x-^tÿ'gh — z, mais encore lorsque x 4- ty/gh — sa—z; d’où 
il suit que dans ce cas les vitesses p et les condensations 5 seront 
aussi réelles pour les abscisses x=za— z—ty/gh.

Ainsi la libre sonore, après avoir parcouru l’espace a sera 
comme réfléchie par l’obstacle qu’elle rencontre, et rebroussera 
avec la vitesse, ce qui donne l’explication bien naturelle des échos 
ordinaires.

On expliquera de la même manière les échos composés, en 
supposant que la ligne sonore soit terminée des deux côtés par 
des obstacles immobiles qui réfléchiront successivement les fibres 
sonores et leur feront faire des espèces d’oscillations continuelles. 
Sur quoi on peut voir les ouvrages cités plus haut (art. 13), ainsi 
que les Mémoires de l’Académie de Berlin pour 1769 et 1766,

FIN.
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NOTE I.
Sur la déterminatio7i des orbites des Comètes.

O oit R la distance de la comète à la terre, RI, Rm, Rn les 
trois coordonnées de la comète rapportées à la terre , où 
l* «p. _p. je — i • z les trois coordonnées de l’orbite de
la comète autour du soleil, et r son rayon vecteur ; £, », Ç les trois 
coordonnées de l’orbite de la terre, et p son rayon vecteur ; on aura

x ~ tR, y = » H- mR y z =3 Ç + nR. 
Ensuite

d^x . x d^y . y __ d*z , z__■^ + ^3 — 0, + - — ^ + ^—0,

dR, , I _d^ ^_ d^ .
yy ù- p —o, T pS - -t- p3 — u,

donc substituant, on aura

savoir :

d* .IR ? , 1 + IR _
de p3 d

d*. mR 1। »4-7nR ___
de PJ 1

d*. nR Ç . ^nR o-
de p3

m
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Multipliant la première par mdn — ndm, la seconde par.., 
— (Idn— ndl), la troisième par Idm—mdl, elles ajoutant en
semble , on aura, à cause de

l(mdn— ndm)) — m (Idn — ndl) 4- n(ldm— mdl) = O,

R (mdn —ndm) d'd — (Idn — ndl) d^rn -p (Idm — mdl) d'n 
de

4- (7 — 7) (mdn—ndm) —» (Idn—ndl)-\-'C (Idm—mdl)} — o.

Ainsi on aura
— (?■“?)’

mais
r2 = p2 4- 2(1% ±m)i+ nÇ) R + R* -, 

donc
r2 = p24-2(/^ + 72Z»-l-^)^^ — p) 4-^(7j 

savoir :

(r2—p2) p6rG 4- 2/4 (Z? 4- m* 4- «0 </3 — P3) (^3 — P3? = ° i

équation du huitième degré t mais qui est évidemment divisible par 
r — p, ce qui la rabaisse au septième.
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NOTE II,
Sur le mouvement de rotation ( Voyez page â3p ).

Faisons, comme dans l’article 1,

x = x'4-£, y =^y' + n, z = z'+ Ç, 
et

e = a% 4- 4-
n = an' 4- bn" 4- en'", 
K = ad 4- bd' 4- cd".

Ces formules représentent naturellement les trois espèces de 
mouvement dont un système est susceptible. Les variables x',y', 
z' sont les coordonnées d’un point du système qu’on peut regarder 
comme son centre, et elles déterminent le mouvement commun 
de tout le système. Les neuf variables n', etc., entre
lesquelles il y a six équations de condition (art. 2), déterminent 
le mouvement de rotation de tout le système autour de son centre. 
Enfin les quantités a, b, c ne dépendent que des distances mu
tuelles des corps, et servent à déterminer leurs mouvemens réci
proques.

En prenant le centre du système dans un point fixe, lors
qu’il y en a un dans le système, ou dans son centre de gravité, 
lorsque le système est libre, on a la formule generale (art. 6, 
Sect. III ),

«y ^a^ + ^4-W 4- 4- ) m = o,

à laquelle il faudra ajouter les termes àcTL4-/^-^4-j4^
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dus aux équations de condition L = o, M=o, 2V=o, etc., 
pour avoir l’équation générale du mouvement du système (Sect. IV, 
art. 11).

Il faut maintenant substituer à la place des variables £, h , £, 
leurs valeurs en a, b, c, g", etc. de l’article précédent. Or 
si, dans les expressions de d^, d*, dÇ de l’article 14, on change, 
ce qui est permis, la caractéristique d en cf, on a

SÇ = ^Sa! + ^SV + £'W, 
S» = dSa' -f- vSSb' 4- ^'"Sd, 
S^ = ÇSa' + d'M H- ?"Sd, 

les valeurs de Sa', Sb', Sc étant

Sa' = Sa + c^Q — bSR, 
Sb' — Sb + aSR — cSP, 
Sd — Sc + bSP — aSQ-,

et si l’on fait ces substitutions conjointement à celles de d^, d'n, 
dX de l’article cité, dans l’expression d^S^-S-d1^ 4- dX^Ki elle 
devient, en vertu des équations de condition de l’article 6, 

d'al'M 4- Mb' 4- Md.

De même la quantité X^4- YS»+Z^ se change en celle-ci:

4- XW 4- Z'Sd,

en faisant, pour abréger,

X' = %X 4- dY 4- dZ,
Y' = fX4- *"Y + d'Z, 
Z' = gwX4- *"'K4-

En supposant le système libre de tourner en tout sens autour 
de son centre, il est facile de voir que les équations de condition 
L = o, JL=o, Æ=o, etc., données par la nature du système, 
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ne pourront contenir que les coordonnées a, b, c, qui déterminent 
la disposition des corps entr’eux. Ainsi les quantités L, M, N, etc. 
ne pourront être fonctions que des a, b, c, relatives auxdifférens 
corps.

Ainsi en égalant séparément à zéro les termes de l’équation 
générale qui se trouveront multiplies par les variations SP •, SQ, 
JR, qui sont communes à tous les corps du système , et ceux qui 
seront multipliés par les variations Sa, Sb, Sc relatives à cha
cun de ces corps, on aura d’abord, pour tout le système en gé
néral, les trois équations

a^' — 1U = °’
4- cX’ — a^') m = o,

4- bZ' — cX') m = o;

ensuite on aura pour chacun des corps du système, les équations

dN 
da 4- etc. = O,

4- etc. = Oj

dN 
"de etc. = o.

Et si le système est un corps solide composé d’élémens Dm pour 
lesquels les coordonnées a, b, c sont constantes relativement au 
temps t, on a da = 0, db — o, dc—o-, donc

da’=cdQ — bdR, db'—adR — cdP, dc'—bdP — adQ, 

et de là
d'd' = cd'Q — bd'R 4- bdPdQ + cdPdR — a (dQ* 4- dR^, 
d'b" — ad'R — cd'P 4- adPdQ 4- cd^dR — b (dP*+dR'), 
d'c" s= bd'P — ad'Q 4- adPdQ 4- bdQdR — c {dP'-P dQ' ).
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Si on substitue ces valeurs dans les équations précédentes, qu’on 
prenne pour axes des coordonnées a , 6 , c les trois axes prin
cipaux du corps , ce qui donnera SabDm. = o , SacDm = o , 
SbcDm — o (art. 28, Sect. III), et qu’on fasse Sa^Dm = l, 
Sb^Dm = m , Sc^Dtn = n: on aura, en supposant nulles les forces 
accélératrices ,

, j . x dlR , 7 . dPdQ

r i \ x , / 7 \ dPdR

, x d^P , x dQdR

Ces équations s’accordent avec celles que nous avons trouvées 
d’une manière differente dans la Section troisième , puisque les 

quantités ~ sont les vitesses de rotation autour des trois

axes principaux du corps, qui étaient désignées par 4 j " ? 

dans les équations de l’article cité. Elles prouvent en même 
temps la justesse de celles - ci sur laquelle on pouvait avoir 
quelques doutes à cause du passage des axes fixes aux axes 
mobiles 5 mais l’analyse précédente , en rendant la formule 
générale indépendante de la position des axes de rotation, rend 
ce passage légitime.

Dans le même cas d’un corps solide qui n’est animé par aucune 
force accélératrice, nous avons vu que les équations des aires 
sont intégrables (art. g, Sect. III). Si donc on fait les substi
tutions précédentes dans les équations intégrales, on aura des 
équations qui seront les intégrales de celles de l’article précédent.

Substituons d’abord les valeurs de g, » , d^ , d'A dans l’expres
sion %dv\ — vdÇ, on aura

%dv — ( bdd — cdb' ) ( g V' — )
+ (eda!—add) (adb'-bda') (£'»"— savoir,
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savoir, par les formules de l’article 6,

= (bdd—cdb'} e + ^da'—add} + ( adb' — bda'^

On trouvera de la même manière ,

— %dÇ=(bdd—cdb' ) »' 4- ( cda!—add ) *" 4~ ( adb'—bda' ) d", 
= (bdc'-cdb') % + ( cda!—add ) %' 4- (adb'—bda' ) gw.

Si on multiplie ces expressions par qu’on les affecte du 

signe S, et qu’après avoir substitué les valeurs de da', db', dd, 
on fasse da — o ,db = o, dc~o, SabDm — o , SacDm. = o , 
àbcDm = o, ôtz^m = l, Sa'Dva — m, SdDm = n, qu’ensuite 
on les égale aux constantes C, B, A, on aura

+(/+") +a+^ o"'=b,

. (™+")^'+Ù+ÙÇe"+(4^ r=^i
d’où l’on tire tout de suite, par les équations de condition de 
l’art. 3 ,

(zn + n) + Bd + CC ,

{i ++ Bd' + ce',

Bd" + ce".

Ces équations s’accordent avec celles de l’art. 3i de la troisième 
Section, dans lesquelles 4S sont Ia même chose que

, et où les coefficiens a, fi , y, a.', /3', y', etc. ré

pondent à d', etc.
Méc. anal. Tom. II. 4^
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Si on ajoute ensemble les carrés des trois équations précé

dentes , on a tout de suite une équation entre dP, dQ, dR et 
dt, en vertu des équations de condition de l’article 5 ; 'cette 
équation est

+ t l+nf ÿ + (Z-W g = B*+ C-,

• Il dp par laquelle on peut déterminer une des trois variables , 

par les deux autres.
On peut dans le même cas d’un corps solide qui n’est anime 

par aucune force accélératrice , avoir une seconde équation entre 
ces variables, par l’équation des forces vives 5 car en ajoutant 

ensemble les carrés des quantités on a (art. 15), à

cause des équations de condition,

d? 4. de + d? __  da'' + db'* + de’* . 
de___________ de ’

donc en affectant tous les termes du signe S, après les avoir 
multipliés par Dm, on aura en général pour un système quel
conque , lorsqu’il n’y a point de forces accélératrices ( art. 55 , 
Sect. III),

\ ar /

Dans le cas d’un corps solide, on a da = o , db = o , de = o, 
donc

da'* = c*dQ* — zbcdQdR + b*dR*, 
db'* = a*dR* — zapdPdR + c*dP*, 
de'* = b*dP* — zabdPdQ + a*dQ*-

Donc supposant comme ci-dessus SabDm — o , SacDm = o , 
SbcDm = o, et Sa* Dm = l, ôb*Dm = m , Se*Dm = n, on



DE ROTATION. 565
aura

On a ainsi deux des trois variables exprimées par la

troisième, mais on ne peut avoir la valeur de celle-ci que par 
l’intégration d’une des trois équations différentielles précédentes. 
Ensuite pour avoir la valeur finie des coordonnées £, r, £ d’un 
point quelconque du corps, il fondra encore connaître les valeurs 
des quantités g", etc. ; et l’on y parviendra en combinant 
les six équations de condition entre ces neuf quantités , comme 
il a été dit art. 29, sect. IX.
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Fragment sur les équations générales du mouvement de rotation 
d'un système quelconque.

Les expressions que nous avons trouvées, page 227, sont très- 
propres à représenter les valeurs des sommes S ( ) m >
S ( ÇA — v.d? ) m , etc. relatives à tous les corps m d’un système 
quelconque ; car il est clair que les signes sommatoires ne 
doivent affecter que les coordonnées a, b, c, et nullement les 
quantités g', etc. Ainsi on aura , après le développement,

S
— dP^S m + dQ^ (a1^) m + dR^ (a'+b2) m
— zdPdQSabm — zdPdR Sncm — zdQdR Sbcm
4- %dP S (bdc—cdb)m -y-^dQ S(cda—ade) m-^-^dR S (adb bda)m 
4- S ( da2 -f- db2 4- de2) m ;

s (^a — m = ^dv 4-
S— ÇA ) m = v'dr 4- 4- «"'^A ,
S — ÇA ) m = Ç'A 4- ^"dx 4- ^"dX-,

en faisant pour abréger ,

dT = dP S(b2+c2) m — dQ Sabm — dR Sacm 4- S (bdc—cdb) m, 
dx = dQ S^+c2) m — dP Sabm — dR Sbcm 4- S (eda—ade) m, 
dX = dR S(a2+b2) m — dP Sacm — d QSbcm 4- S (adb—bda) m ; 
et il est bon de remarquer que les valeurs des quantités dr, dx , dX 
sont les différences partielles de la valeur de | S^d^-pd^-^-dti,2) m, 
relatives aux variables dP, dQ, dR.

Si on différentie les trois dernières équations, on aura les valeurs 
des formules

S «A» — »A^)m, S W m, S ( — ÇA») m,
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qui entrent dans les équations générales pour le mouvement d’un 
système quelconque de corps, autour de son centre de gravité 
ou d’un centre fixe, que nous avons données dans l’article 7 de la 
troisième section.

Cés équations deviendront ainsi, en substituant pour les différen
tielles de Ç', g", etc., les valeurs de l’article 13,

f (d.dY—dAdR+dAdQ)
H- Ç" (J.t/A—dAdP-\-dYdR )
H- {d. dA—dVdQ+dAdP} + S ( £ Y— vX) m = o,

Çd.dY—dAdR-\-dAdQ}
H- d1 (d.dà—dXdP-YdVdR )
4- d" Çd.dA—dVdQ+dAdP} + S m = o,

\d.dY—dAdR+dAdQ)

4- Ç'^d.dX-dAdP+drdR)
+ (d.dA—drdQ+d&dP) + S ^Z—CT)m = 0.

Si on ajoute celles-ci ensemble , après les avoir multipliées res
pectivement par g'; par C", >1", ?" et par «w, et qu’on 
fasse pour abréger,

X' = rx + dY + ^Z,
Y' = %'X 4- d'Y 4- TX ,
Z' = ^"X 4- d"Y 4- ^"Z,

on aura, en vertu des formules des articles 2 et 5, les trois 
équations suivantes,

d.dY — dXdR 4- dKdQ = S (cT — bZ') m ,
d.dA — dAdP 4- dVdR = S (aZ' — cX') m ,
d.dA — dYdQ 4- dùdP = S (bX' — aY') m,

qui ont toute la généralité et la simplicité। dont la question est
susceptible.
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Autre fragment sur la rotation d’un système quelconque.

Ainsi on a en général,

d£-\- d^-}- d^ = (cdQ — bdR 4- daf 4- (adR—cdP 4- db}* 
4- (bdP — adQ+dc^ (pag. 227).

Si les forces accélératrices ne dépendent que de la situation res
pective des corps, elles ne seront fonctions que de a, b, c. 
Faisant

T= i S (6-+C-) m + æ S ( a- + c’ ) m + ~ S (a* + />' ) m] 

££x8aem_££xS^ 

+ f 8 (“)' “ + S8 (“) “ + f 8 (“> 

e dcf-i-dlrydc?+8 “•
On aura, relativement aux variables dP, dQ, dR,

savoir (art. 15, p. 229) r

±^ÇdJ'P+dQ^R—dRJ'Q)+~^) ^Q+dRJ'P-dP/R)

4- {d^R+dP^Q-dQ^P) =âo; 

d’où l’on tire les équations

, pt 
mp dR +

j d’Ng) SâdR = °’
, ÏT
d,JdK ~~
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savoir, en changeant dP,dQ, dR en pdt, qdt, rdt, on aura

j dT , / dT dT\+ V A7 ~ r~dj)dt~o’
, dT . / dT dT\ ~

d-^+v^- p^)dt = °'.... w
d-Â + \P^~ v-3pdt = °’

comme clans les équations ( A ) dans la page a43 ; mais ces 
formules-ci sont générales, quelle que soit la variabilité de 
a, b, c.

Ainsi on aura tout de suite l’intégrale

(^+(^)+(©•=/•■
Ensuite on aura aussi

, dT , J dT . , dT
Pd'T^ + td-^ +rd'TP = °>

mais qui ne sera pas une différentielle complète à cause de la 
variabilité de a, b, c ; mais on aura toujours, par le principe 
des forces vives, l’intégrale T-p K = const., J7 étant = 6TIm, 
n dénotant la fonction provenant des forces attractives (art. 54, 
Sect. III).

Enfin, en multipliant ces équations respectivement par d%,d£\d%", 
on aura en les ajoutant,

+ ( A" + &-Pi" W = ° >

savoir, à cause de d'^' = ( etc- ( PaS-226) >
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+ ?" Ç + ?'”ï = const- = !’
et de même, »'?^ + < + «” Ç = '"••••W-

| Z" I d" — Tl. + ~d^ + dr

On peut remarquer que ces équations sont celles de la conser
vation des aires; car on a (pag. 227)

= ^da! + %'db' + ^"dd , 
dv = dda! + db' + d"dc', 
d'Q = Ç da' 4- d'd b' 4- d"dd ; ' 

de là
= ^'a 4- ^'b 4- {dda! 4- »"db' 4- ^"dc^ •
— ( da 4- d'b 4- ^'da'-\-^"db'~{-^'"dc')
= {adb'—bda'} d” — {ade'—eda!} d'+^dd—cdb'} d, 

= (g'n4-e"à+rc) ddda' + d'db'+d"dc') 
— (da 4- drb+d"^ {dda' + d'db'+ d"dd)
=— {adb'—bda'} d"+Çadc'—cda') d1— Çbdc'- cdb') d, 

= (^«4-^4- {dda'+d'db'+d"dc') 
_ ^'a d'b 4- d"^ ^'da'+ d’db'+ d"dc')
= {adb'— bda') d"— Çadc'—cda') d'^r {bdc'—cdb')

Or en prenant les sommes on trouve que

dt = S (bdc' — cdb') m, ap

~ dt = S ( eda' — ade') m,

dt = S (adb' ~« bda') mj

de
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de là on aura donc aussi

. y, = ^ + ^ + <

= Z£''d-.............(c);

~ = Z^"+ 7m1" + 7%"' Cl)

et si on substitue les valeurs de p , q, r, tirées de ces équations, 
dans l’équation T+ V — const., on aura une équation finie en 
g', /, etc., savoir, entre les angles <p, 4 et a.

Les équations (c) ci-dessus, sont les mêmes qui ont été trou
vées à la page 255, par une voie moins directe.

Si maintenant on multiplie les équations (b) de la page précédente 

par ~dt ’ ~dc, ~dt ’ et qu on les aj oute > on aura Par Ies formules de la

rr ' J dP dQ dRpage 223, a cause de p — , q = -A-, r = ,

dT . dT . J71 IdL+mdM+ndN
+ ------------- di------------- ‘

dT dTMais nous avons trouvé l’équation pd. ~^+qd.-  ̂+Tdi-^=o, 
qui résulte des équations (a) multipliées parp,q,r et ajoutées; 
donc si on désigne par dT la variation de T relative à a, b, c 
seulement, on aura

^=^dP+^di+"dr+iT;

donc ajoutant l’équation précédente, on aura

Jrri . / dT , dT . dT\ .
dT= d\P ~d^ + r -di) + 

donc
p^L + + — T—fàT H- const.

dp ‘ 1 dq 1 dp J

Méc. anal. T0711. II. 47
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Mais le principe des forces vives donne T-}- V — const. ; donc 
on aura

dT . dT . dT v r 1 n p W + i Tj + r -37 = K-W- r-, 

donc
7 I i/ÆT . dN -jr r» -I T7~ ( 77'\l^+m-^ + n^ = K-fAT-K....(K'),

et si a, b , c sont constantes , dT— o • et Vsera constant s’il ne 
provient que de forces intérieures.

L’équation (X) indique que la vitesse de rotation autour d’un 
certain axe fixe dans l’espace, est constante dans ce cas. En 
effet, puisque dans les formules de la page 226. dP, dQ, dR 
indiquent les rotations autour des axes des coordonnées a, b,c, 
et dL, dM, dN indiquant les rotations autour des axes des x, 
y,z, il s’ensuit que si on prend les premières pour dL, dM, 
dN, on pourra rapporter celles-ci à d’autres axes par rapport aux
quels elles deviendront (dL), (dM), (dN), la position des nou
veaux axes étant déterminée par des quantités g', x', etc. que je 
désignerai par (%'), (x'), etc. On aura ainsi

(dL) = (g') dL 4- (g") dM 4- (%") dN, 
(dM) = (x') dL 4- (x") dM 4- (xw) dN, 
(dN) = (O dL 4- (Ç") dM 4- (K'")dN

Donc puisque )2 4- (%")* + (%"')* = 1, si on met l’équation 
ci-dessus sous la forme

, dL dM dN 
dt + mNt+n'di _ K-fAT-F 

++ 7i“) y/F+m“4- n1 ’

on pourra faire (£') = —... 1 -—:, (g") = ,

( ) = -yr . n = et l’on aura

{dL ) _ K—fAT—r
\/l'- + m‘ + n2'
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Ainsi la vitesse de rotation autour d’un axe fixe sera

K —fàT—r 
V/(Z’ + m’ 4- n2)

elle sera donc constante lorsque dT— o et que T" sera cons
tant.

Si les forces accélératrices dépendent de l’attraction d’un corps 
dont les coordonnées relativement au centre des coordonnées 
a, b, c, et parallèlement aux axes des £, », £, soient x, y, z, 
on aura

" /(z-gy + (y_,)«+(z-0 

Or,

et A" = iSIWm.

x* + y*+z* = rB, ^4-»’ + C* = «* + &*+ c* = r1;

donc
n __ _____________ i________________ £ , ^+y^+z^-- 3 (^+y,+z0.

/r.+^2(x|+y,+ z4) r r3 * r5

Or £ = a^'-i- b^" H- c%'"> etc. ; donc
x^H-y»4-zC=?= a (x^4~ y»,4"ZÇ'/ ) 4- 4“ y*' 4-

+ c^"+y^^zr"y 
Soit

x|' 4- y”' 4- z^' = A,
xÇ" + y»" 4- zC" =
x£"' 4- y^"14- zÇw = v, 

on aura
„ i az -f- bp + c> a‘J + b* + c* . 3 (a* + bp c> )*
n = 7 4----------73--------------------- 5P r 2r3

et ( en ne retenant que le dernier terme ),

3 (B-YC-A
2

A«+-P 4±£_£ ^Fp^^ +zii>^.
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En n’ayant toujours égard qu’au dernier terme, on aura

, dn dn 3 ( oa + + c» ) z, xb -7------- c = — —f------- - {bv — cti), de db-----------------r® ' ’

c a - “ É = ®),

a 22 _ b S = 3(«> + » + q) ( 
db da rJ \ r /

Donc multipliant par Dm et intégrant, on aura

S(l>d£-c^Dia=^[(C-B^, + ^^ - GM],

s77aÉ> = IKGA’- «*)+W +^~ c> ,
K ].

Il faudra donc ajouter ces termes aux trois équations (^/), qui 
deviendront par conséquent,

dT
C rdT + v'—fS) + Z/a, — G^a] __
~dT 17 ~7 H ? — 0-5

d dr
dq dT dT 3 —C) a, + G ( a3—4-FA,« — 77^3 _

~dT+ r^~~P dr ‘ P  — — o,
d ‘PL

dr , dr dT ^)A^+ H (^—d) + Gf» — F^
~dt—^P^^^-d^ 7-----------------------o.

De là nous tirerons les équations suivantes,

k p- Tdi—-- + œ) ?' + (Q) ef? + w r = «,

dt ■+• (P) -b (Q) H- (P) = o,

œ) r + (Q) r h- w = O,
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OÙ (P), (Q), (7?) désignent les parties des précédentes qui ne dé
pendent pas de p , q , r.

Faisons pour abréger, F—o, G = o, Jï=o; négligeons de 
plus, dans les premiers membres, les différences de , B, C, 

, drr dT , dr > ,on aura alors = Ap ,-^ = Atq, -^z=Mr,et nos équations 

deviendront

j, dL 

dt
,, dM 

Ad.-r- 
dt 

~dt~

.1 dN 
Ad-F

dt

3«C — B) + (A — C) zrf + {B - A} J __

3[(C-— jim' + (A — C) A 4- (-6 — A) ___ $
r5 ?

sr(C — F+ <b —A)_
F o.

Faisant encore A—B on aura

dM
Ad.——- „
-ar- + ÿ (c“* ~r = °>
Ad dN

~ (C-^) = o.

FIN DU DEUXIÈME ET DERNIER TOME»
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DES OUVRAGES DE M. LAGRANGE(*).

(*) Communiquée par M. Lacroix.

OUVRAGES SÉPARÉS.

Lettre du a3 juin 1754, adressée à Jules-Charles Fagnano , contenant une 
série pour les différentielles et les intégrales d’un ordre quelconque, corres
pondante à celle de Newton, pour les puissances (imprimée à Turin').

Additions à l’Algèbre d’Euler.
Mécanique analytique; ire édit, en 1788 ; 2e édit., 1" vol., en 1811 ; 2e vol. 

en i8t5.
Théorie des Fonctions analytiques; ir" édit en l’an V (1797) ; 2' édit, en 1813. 
Résolution des Équations numériques ; ire édit, en l’an VI (1798); 2e édit, en 1808. 
Leçons sur le Calcul des Fonctions. La première édition fait partie de la deuxième 

édition des Séances de l’École Normale, en 1801 ; cet Ouvrage a été imprimé 
dans le XIIe Cahier du Journal de l’École Polytechnique*,  en l’an XII (1804). En 
1806, Y Auteur en a donné à part une édition in-8°, contenant deux Leçons 
nouvelles, qui ont été insérées dans le XIVe Cahier du Journal de l’École 

Polytechnique, en 1808.

RECUEILS DE L’ACADÉMIE DE TURIN.
MISCELLANEA TAURINENSIA.

Tome I.

Recherches sur la méthode de maximis et minimis.
Sur l’intégration d’une Équation différentielle à différences finies, qui contient 

la Théorie des Suites récurrentes.
Recherches sur la propagation du Son.

Tome II.

Nouvelles Recherches sur la propagation du Son.
Essai sur une nouvelle Méthode pour déterminer les maxima et minima des 

formules intégrales indéfinies.
Application de cette Méthode à la solution de différens Problèmes de Dynamique.

Tome III.

Sur différens Problèmes de Calcul intégral, (avec des Applications à l’Hydrody
namique, à la Dynamique, à l'Astronomie physique ).



LISÏË DES OUVRAGES DE M. LAGRANGE.
Tome IV.

Solution d’un Problème d’Arithmétique.
Sur l’intégration de quelques Équations différentielles où les indéterminées sont 

séparées , mais dont chaque membre en particulier n’est point intégrable.
Sur la Méthode des Variations.
Sur le Mouvement d’un corps attiré vers deux centres fixes, premier et deuxième 

Mémoires.
Tome V.

Sur la figure des Colonnes.
Sur l’utilité de la méthode de prendre un milieu entre les observations.

MÉMOIRES DE L’ACADÉMIE DE TURIN.

Année 1784. —‘ 85, ire partie.

Sur la percussion des Fluides.
2e partie.

Nouvelle Méthode de Calcul Intégral, pour les différentielles affectées d’un ra
dical quarré sous lequel la variable ne passe pas le 4e degré.

MÉMOIRES DE L’ACADÉMIE DE BERLIN.
Tome XXI, année 1765.

Sur les Courbes tautochrones.

Tome XXII, année 17GG.

Sur le passage de Vénus, du 3 juin 1769 (ou sur les Parallaxes').

Tome XXIII, année 17G7.
Sur la solution des Problèmes indéterminés du second degré.
Sur la résolution des Équations numériques.

, Tome XXIV, année 1768.

Additions au Mémoire sur la résolution des Équations numériques.
Nouvelle Méthode pour résoudre les Problèmes indéterminés , en nombres entiers.
Nouvelle Méthode pour résoudre les Équations littérales, par le moyen des séries.

Tome XXV , année 1769.

Sur la force des Ressorts pliés.
Sur le Problème de Képler.
Sur l’Élimination.

NOUVEAUX MÉMOIRES DE L’ACADÉMIE DE BERLIN.

Année 1770.

Nouvelles réflexions sur les Tautochrones.



374 LISTE DES OUVRAGES
Démonstration d'un Théorème d’Arithmétique.
Réflexions sur la résolution algébrique des Équations.

Année 1771.

Démonstration d’un Théorème nouveau concernant les Nombres premiers.
Suite des réflexions sur la résolution algébrique des Équations.

Année 1772.

Sur une nouvelle espèce de Calcul relatif à la Différentiation et à l’Intégration, 
Sur la forme des Racines imaginaires des Équations.
Sur les Réfractions astronomiques.
Sur l’intégration des Équations aux différences partielles du premier ordre.

Année 1773.

Nouvelle solution du Problème du Mouvement de rotation d’un Corps, 
Sur l’attraction des Sphéroïdes elliptiques.
Solutions analytiques de quelques Problèmes sur les Pyramides triangulaires. 
Recherches d’Arithmétique.

Année i774-
Sur les Intégrales particulières des équations différentielles.
Sur le mouvement des Nœuds des orbites des Planètes, ■

Année 177b.

Recherches sur les Suites récurrentes dont les termes varient de plusieurs ma
nières différentes , ou sur les Équations linéaires aux différences finies partielles, 
et sur l’usage de ces Équations dans la théorie des hasards.

Addition au Mémoire sur l’attraction des Sphéroïdes elliptiques.
Suite des Recherches d’Arithmétique imprimées dans le volume de 1773.

Année 1776.

Sur l’altération des moyens mouvemens des Planètes.
Solution de quelques Problèmes d’Astronomie sphérique, par le moyen des séries.
Sur l’usage des Fractions continues dans le Calcul intégral.

Année 1777.

Recherches sur la détermination du nombre des Racines imaginaires dans les 
équations littérales.

Sur quelques Problèmes de l’Analyse de Diophante.
Remarques générales sur le Mouvement de plusieurs Corps qui s’attirent. 
Réflexions sur l’Échappement.

Année 1778.

Sur le problème de la détermination des orbites des Comètes, premier Mémoire. 
— Second Mémoire.



DE M. LAGRANGE. 5^5
Sur la théorie des Lunettes.
Sur une manière particulière d’exprimer le temps dans les Sections coniques. 

Année 1779.

Sur différentes questions d’Analyse relatives à la théorie des Intégrales particulières.
Sur la construction des Cartes géographiques, premier Mémoire.
— Second Mémoire.

Année 1780.

Théorie de la libration de la Lune.

Année 1781.

(1) Sur la théorie des Mouvemens des Fluides.
Théorie des variations séculaires des élémens des orbites des Planètes, ire partie.

Année 1782.

(2) Théorie des variations séculaires, etc., 2e partie.

Année 1783.

Théorie des variations périodiques des Mouvemens des Planètes, ire partie.
Sur les variations séculaires des Mouvemens moyens des Planètes.
Sur la manière de rectifier les méthodes ordinaires d’approximation pour l’inté

gration des équations du Mouvement des Planètes.
Sur une Méthode particulière d’approximation et d’interpolation.
Sur une nouvelle propriété du Centre de Gravité.
Sur le Problème de la détermination des Orbites des Comètes , troisième Mémoire.

Année 1784.

T héorie des variations périodiques du Mouvement des Planètes , 2e partie. 

Année 1785.

Méthode générale pour intégrer les équations aux différences partielles du pre
mier ordre, lorsque ces différences ne sont que linéaires.

Année 1786.

Théorie géométrique du Mouvement des Aphélies, pour servir d’Addition aux 
Principes de Newton.

Sur la manière de rectifier deux endroits des Principes de Newton, relatifs à la 
Propagation du Son et au Mouvement des Ondes.

(1) On trouve clans l’Histoire de cette année, page 17, un Rapport de Lagrange sur une 
Quadrature du Cercle.

(p} Rapport sur un moyen proposé pour connaître la figure de la Terre f Histoire, page 35).

Mèc. anal. Tom, II. 4^
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Année 1787.

( M. Lagrange présente à l'Académie de Berlin , la Détermination des Variations 
séculaires et périodiques des élémens d’Herschel, par M. Duval-le-Roi. )

Année 179a — g3.

Sur une question concernant les Annuités.
Recherches sur plusieurs points d’Analyse , relatifs à différens endroits des 

Mémoires précédens :
r° Sur l’expression du terme général des séries récurrentes 7
a0 Sur l’attraction des Sphéroïdes elliptiques ;
3° Sur la Méthode d’interpolation ;
4° Sur l’Equation séculaire de la Lune.
{M. Lagrange présente une Addition de M. Duval-le-Roi à son Mémoire sur les 

Variations des élémens d’Herschel).

Année i8o3.

Sur une loi générale de l’Optique.

RECUEILS DE L’ACADÉMIE DES SCIENCES DE PARIS.
MÉMOIRES.

Année 1772 , icre Partie.

Recherches sur la manière de former des Tables des Planètes d’après les ob
servations. ( Ce Mémoire roule principalement sur les Suites récurrentes. )

Année 1774.

Recherches sur les Equations séculaires du Mouvement des Nœuds et des incli
naisons des Orbites des Planètes.

Paix.

Tome IX.

Recherches sur la libration de la Lune , année 1764. ( C’est là où M. Lagrange 
a employé pour la première fois le principe des Vitesses virtuelles.')

Recherches sur les inégalités des Satellites de Jupiter , année 17G6.
Essai d’une nouvelle méthode pour résoudre le Problème des trois corps, année 1772.
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Savans étrangers.

Tome VIL

Sur l’Équation séculaire de la Lune.

Tome X.

Recherches sur le dérangement d une Comète qui passe près d’une Planète.

INSTITUT DE FRANCE.

MÉMOIRES DE LA PREMIÈRE CLASSE.

Année 1808.

Sur la Théorie des variations des élémens des Planètes , et en particulier des 
variations du grand axe de leurs Orbites.

Sur la Théorie générale des variations des Constantes arbitraires dans tous les 
Problèmes de la Mécanique.

Supplément au Mémoire précédent.-

Année 1809.-

Second Mémoire sur la Théorie de la variation des Constantes arbitraires dans 
les Problèmes de Mécanique.

* /

MÉMOIRES INSÉRÉS DANS DES RECUEILS PARTICULIERS.

Journal de l’école polytechnique.

Cinquième Cahier-, Tome II.

Essai d’Analyse numérique, sur la transformation des fractions.

Sur le principe des vitesses virtuelles.

Sixième Cahier , Tome II.

Discours sur l’objet de la Théorie des Fonctions analytiques.

Solutions de quelques Problèmes relatifs aux Triangles sphériques, avec Une 
Analyse complète de ces Triangles.

Douzième Cahier, noyez Ouvrages- séparés;
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Quinzième Cahier, Tome VIII.

Éclaircissement d’une difficulté singulière qui se rencontre dans le Calcul de 
l’attraction des Sphéroïdes, peu différens d’une Sphère.

SÉANCES DES ÉCOLES NORMALES.

Leçons d’Arithmétique et d’Algèbre données à cette École en 1 an III (1794-95).

(Réimprimées dans la seconde édition du même Recueil en 1801 , et dans les 
septième et huitième Cahiers du Journal de l’École Polytechnique, publiés 
en 1812, pour remplir une lacune dans les N°s de ce Journal. )

CONNAISSANCES DES TEMS.

Année 1814-

Sur l’origine des Comètes.
Année 1817.

Sur le calcul des Éclipses sujettes aux Parallaxes (Mémoire qui avait déjà paru 
en allemand, dans les Éphémérides de Berlin , pour l’année 1782.)

Essai d’Arithmétique politique , imprimé dans une Collection de divers Ouvrages 
d’Arithmétique politique, par Lavoisier, Lagrange et autres, publiée en l’an IR' 
(1795—96) par M. Roederer.

2V. B. M. Carnot, étant Ministre de l’Intérieur , a fait acquérir au Gouvernement 
les Manuscrits qu’a laissés Lagrange ; et, sur son invitation , la Classe des Sciences 
Mathématiques et Physiques de l’Institut a nommé une Commission pour faire le 
choix de ceux qui se trouvent en état d’être imprimes : les filtres seront classes 
et déposés à la Bibliothèque de l’Institut.

FIN.








Raport dostępności


		Nazwa pliku: 

		001390.pdf




		Autor raportu: 

		

		Organizacja: 

		




[Wprowadź informacje osobiste oraz dotyczące organizacji w oknie dialogowym Preferencje > Tożsamość.]


Podsumowanie


Sprawdzanie napotkało na problemy, które mogą uniemożliwić pełne wyświetlanie dokumentu.


		Wymaga sprawdzenia ręcznego: 2

		Zatwierdzono ręcznie: 0

		Odrzucono ręcznie: 0

		Pominięto: 1

		Zatwierdzono: 28

		Niepowodzenie: 1




Raport szczegółowy


		Dokument



		Nazwa reguły		Status		Opis

		Flaga przyzwolenia dostępności		Zatwierdzono		Należy ustawić flagę przyzwolenia dostępności

		PDF zawierający wyłącznie obrazy		Zatwierdzono		Dokument nie jest plikiem PDF zawierającym wyłącznie obrazy

		Oznakowany PDF		Zatwierdzono		Dokument jest oznakowanym plikiem PDF

		Logiczna kolejność odczytu		Wymaga sprawdzenia ręcznego		Struktura dokumentu zapewnia logiczną kolejność odczytu

		Język główny		Zatwierdzono		Język tekstu jest określony

		Tytuł		Zatwierdzono		Tytuł dokumentu jest wyświetlany na pasku tytułowym

		Zakładki		Niepowodzenie		W dużych dokumentach znajdują się zakładki

		Kontrast kolorów		Wymaga sprawdzenia ręcznego		Dokument ma odpowiedni kontrast kolorów

		Zawartość strony



		Nazwa reguły		Status		Opis

		Oznakowana zawartość		Zatwierdzono		Cała zawartość stron jest oznakowana

		Oznakowane adnotacje		Zatwierdzono		Wszystkie adnotacje są oznakowane

		Kolejność tabulatorów		Zatwierdzono		Kolejność tabulatorów jest zgodna z kolejnością struktury

		Kodowanie znaków		Zatwierdzono		Dostarczone jest niezawodne kodowanie znaku

		Oznakowane multimedia		Zatwierdzono		Wszystkie obiekty multimedialne są oznakowane

		Miganie ekranu		Zatwierdzono		Strona nie spowoduje migania ekranu

		Skrypty		Zatwierdzono		Brak niedostępnych skryptów

		Odpowiedzi czasowe		Zatwierdzono		Strona nie wymaga odpowiedzi czasowych

		Łącza nawigacyjne		Zatwierdzono		Łącza nawigacji nie powtarzają się

		Formularze



		Nazwa reguły		Status		Opis

		Oznakowane pola formularza		Zatwierdzono		Wszystkie pola formularza są oznakowane

		Opisy pól		Zatwierdzono		Wszystkie pola formularza mają opis

		Tekst zastępczy



		Nazwa reguły		Status		Opis

		Tekst zastępczy ilustracji		Zatwierdzono		Ilustracje wymagają tekstu zastępczego

		Zagnieżdżony tekst zastępczy		Zatwierdzono		Tekst zastępczy, który nigdy nie będzie odczytany

		Powiązane z zawartością		Zatwierdzono		Tekst zastępczy musi być powiązany z zawartością

		Ukrywa adnotacje		Zatwierdzono		Tekst zastępczy nie powinien ukrywać adnotacji

		Tekst zastępczy pozostałych elementów		Zatwierdzono		Pozostałe elementy, dla których wymagany jest tekst zastępczy

		Tabele



		Nazwa reguły		Status		Opis

		Wiersze		Zatwierdzono		TR musi być elementem potomnym Table, THead, TBody lub TFoot

		TH i TD		Zatwierdzono		TH i TD muszą być elementami potomnymi TR

		Nagłówki		Zatwierdzono		Tabele powinny mieć nagłówki

		Regularność		Zatwierdzono		Tabele muszą zawierać taką samą liczbę kolumn w każdym wierszu oraz wierszy w każdej kolumnie

		Podsumowanie		Pominięto		Tabele muszą mieć podsumowanie

		Listy



		Nazwa reguły		Status		Opis

		Elementy listy		Zatwierdzono		LI musi być elementem potomnym L

		Lbl i LBody		Zatwierdzono		Lbl i LBody muszą być elementami potomnymi LI

		Nagłówki



		Nazwa reguły		Status		Opis

		Właściwe zagnieżdżenie		Zatwierdzono		Właściwe zagnieżdżenie






Powrót w górę
