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Teubners Künstlerstetnzeichnungen 
Wohlfeile farbig- Originalwerte erster deutscher Künstler fürs deutsche Haus 
Die Sammlung rnthill j-tzl W« 20vBi!d« m den GröKen I0WX70 am (M.7.50), 75X5S am 
M. s.—), >os -<-» am «. SsxLscm (W. 5.—X 5sx« am (W. 4.50), 4>xsa am (M. s.—) 
Nahmen IMS eigener Werkstatt, In den Bild«» nngepaArcn Nneführiingcn LnKerst peeiswürdig. 

K. W Diesen bachsSchattenbilder
„per aspera aä LstrL"

Rlbum, die 34 Teils, des vollst. Wandfrieses 
sortl. wieder«. (20 ^,X25 ew) W. ZS.—

Terlöllder als Wandfrrsse (42X80 cur) 
je M. 5.—, (35X1S LM) . je M. 1L5 
letztere u.Glasm. Leinrod.-Einf.zeM. 4.—

^Göttliche Äugend"
S Wappen, !. 2. Ras!., mir je 20 Blatt 

l-LV^xs«--v) ....
Einzelbilder................................je M.—.75
unter Glas u. Leinwandeinf. je M. 3.—

Karl Bauers Zeder zeLchnutrge« 
Führer und Helden im Weltkrieg. Lny«l»«slStter (ss-xss emj?«.-.as, 

Lkebhabenmegabe M. 1.25, 2 Wappen».-nchaü-nd je >2 Blätter, ,« . . M.L—
Lharakterköpfe ). deutsche« Geschichte. Wapp«, sLSl.t-sxgsem)M.s^r, 

12 Bl. M.3.50, Lürzelblätter M.—.85. Liebhaberausgabe auf Katton geklebt M. 1L5
Aus Deutschlands grosser Zeit 1SI3. s»Mappe, >sBl.cLsxrscm)W.4^s, 

Eirrzelblatter M.—.85. Liebhaberausgabe auf Karton geklebt .... M. 1.25 
Rahmen zu den Blattern passend von M. 4.— bis 1 7.—

Scherenschnitte von RolfWintler 
!. Reche: „Avs der Kriegszeil^^. ö Blatter, Scherenschnitte des Künstlers roledergebend. 
1. Abschied des Landwehcmannrs. 2. Auf derWachL 3. In Feuerstellung. 4. Sttpakouille.

5. Treue Kameraden. 6. Nm Grabe des Kameraden.
Auf Karl. m. verschied enssrb. LommLer-rsL: Ei«z.M. i .25, SBl. in Mappe M. 5.— 
Unter Glas in Leinmavd-LLnfassung: M. 4.—. I« Wahagonrräh mchea: M. 7.—

Deutsche K r i e g s s ch e i L e n 
Scheibenbilder erster Münchener Künstler wie v. Defregger, Z. Die), E. Grühner, 
H. o. Habermann, TH.TH. Heine, R. Zank, v. Zügel«, a. Sie bringen köstlich 
humorvolle, zumeist «uf des Arieg bezügliche DarMlungen, wie den groß
mäuligen Lnglaader, die Entente, „Ruffen-Znosflon", U 21 aus der Zagd, u. a. und find 

zur Schießausbildung und als Zimmerfchmuck gleich geeignet und wertvoll.
preis je ca. M. 1^0. Stuf Pappe mit grünem Krau, je ca. M. l.so. Kuf Hol; 
mtt grünem Kranz je ca. M. 5.50. — Bei grösseren Belügen «cmaßige» sich die preise.

N!s 12 er Scheibchen (Platten) Stück 15 pf., 12 Stück M. 1.—

p o st L a r tenavsgaben
Zed« Karte 15 pf.» Reihe von 12 Karten in Umschlag M. 1.5O, jede Karte unter Glas 

mit schwarzer Einfassung und Schnur M. 1.—
LeuÄrrers KmrsKersteityerchnmrgev in 11 Reihen (davon Mversch.Motive auch u. Glas in 
ovalem Rahmen je M.2.—, in eckigem Holzrähmch.je M. 2.25). Bauers Sührer u. Helden in 
2 Reihen. WinklersSchererrschniLLe, 6 Kart, in Umschl. M. -.so. Kriegsscherbett-Karten 
in 2Reihen (diese ni cht mit Emfass. taufl.). Derrkmurdige Stätten aus Nordfraukreich. 
12 Karten nach Orig.-Lithograph. von K. Lohe. Drsfendachs Schattenbilder in S Reihen 
(diese auch in viereckigen oder ovalen tzslMahmchen zu je M.2 25 bezw.M.2.52). Äus dem 
Kinderleoen, 6 Katten nach Bleistifyeichn. von Hela Peters. 1. Der gute Bruder. 
2.Der böse Bruder. 3.Wo drückt der Schuh? 4. Schmeichelkätzchen. 5. Püppchen, aufgepasst! 
6. Gwsse Wasche. 3» Umschl. M.—.so. Schattenrißkarte i von Gerda Luise Schmidt: 
1 .Reihe: Spiel u.Tar^Zest im Gatten,*Blumenorakel, Dir kleine Schäferin, Belauschter Dichter, 
Rattenfänger von Hamela. 2. Reihe: *Die Freunde, *Der Besuch, 3m Grünen, *Reifenspiel, 
*Lm KruhliNgsstrauß,*Der Liebesbrief. 3.Reihe: *DerBrief an ,3hu°, *An«aherungsoersuch, 

Spinett,*Beim Wein,* Ein Märchen, *Der Geburtstag. Jede Reihe in Umschl. M.-so
* Diese SchattsnrLpkastea von Gerda Luise Schmidt auch als Bilder im Format 
20X15 cm je W. —.so. 3» Mahagouirähmchrn M. Glas ervschl. Bild ;e M. L.so 

Vollst. Kat. S.kunstler. Wandschm. m. färb. Wiederg. o.L 200 Bl. geg. Einsendg. v.7Spf. 
(Äusl. SSpf.) Rusf.Verz. d. posttartmausg. umsonst. Beide «.Verlag in Leipzig, poststr. 3. 
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Jedes Bündchen geheftet M. ».20, gebunden M. ».SS

Bisher sind ?Uk Mathematik «nd Nftronomie erschienen:
Einführung in die Mathematik. Von Oberlehrer W. Eissllstnurg 
Mendelssohn. Mit 42 Fig. (Bd.SV3.) k-o.Mach«.
*M«rchematische Formelsammlung. EinMiedecholungsbuchder 
Elementarmathematik. Von Pros. Or. S. Iatobi. (Bd. 567.) 
Arithmetik «nd Algebra MM Selbstunterricht. V. StudienratA-ichmew, 
p. Lrantz. 2 Bände. (Bd. »20,20s, auch in > Band
l. Teil: Die Rechnungsart«». Gleichsage» ersten Grades mit einer und mehrere» 
Unbekannten. Gleichung«» »weit«» Grades. S. Rast. Mit - Kgrrre». <Sd. iro) 
Il-Tell: GI-ichungen^KrUhmetistheu.ge<>!uetr.R«Ihen.Ziuses)las--inRtnteurechnuag. 
ld»»»lqt«gahlen. Binomischer Lehrst-. 4. Nufl. Mit L> TqrPMie».<Sd.L0S^ 

^Einführung z.d.Bektorrechnung. VZrof. Or.F, Jung. (SSS.) 
Einführung i. d. Infinitesimalrechnung m. einer historVber. 
sicht.V.prof.vr. G. Kowalewstj. 2.Nufl. Mit»SKg. (Bd. 147.) 
Differentialrechnung unterBerückfichtigung üerprakt.Nnwend. in 
der Technik mit -ahlr. Beispielen u. Aufg. versehen. VonStudienntt 
vr.M.L!ndow. S.Ausl. Mit 45 Zig. u. 16» Ausg. (Bd.3S7.) 
Integralrechnung mit Aufgabensammlung. Von Studienrat 
Dr. M. Lindow. 2. Nusl. Mit Figuren. (Bd. 673.) 
*A«sgleichtMgsrechnrmg. Von Geh. Regiemngsrat Pros. L.
Hegeman». (Bd.60-.)
Planimetrie -um Selbstunterricht. Von Studienrat P.Lrantz. »«»-rlri« 
2.Nufl. Mit -4 Figuren im Text. (Bd.-gqo.K-
Ebene Trigonometrie?um Selbstuntecheicht. Von Studiemal 
P.Lrantz. 2.R0A. Mit so Figmen im,Tq°t.-<Bdr43»k) 
*Sphärische Trigonometrie. Von StuSMrat P.Lrantz. (605.) 
Analytisch« Geometrie der Eben« MM Selbstunterricht. Von 
Studienrat p. Lrantz. Mit ss Figuren. (Bd. §04.) 
prakÜscheMachematik. Von Pros. vr.R.Veu en d orss. s^e.«mM«dte 
j.L«ür Graxhisch« Dmstrlstugcn. Briköyl« Rech»«». Das Rechnen mil Tabelle». Ma^«»«lit 
Mechanische R-ch-uhilfsml«-!. Kansm.Rechnm Im lägt. Leben. Wchrschelak'chkeils- 
«chnung. L., veibesterl« Ruftage. Mit SS M»«» und > Laset. Mb. 041.) 
II. Lei!: Seomettisches Zeichn:», pesjektwnslchre. Mch-nmessnng, Kölperm-isong.
Mit »!»!> §»»«». (Ld.LLd.)

Die Rechenmaschinen und das Wafchmenrechnen. Von Reg.- 
Rat Dipl.-Ing. K. Len). Mit 43 Abbildungen. (Bd. 440.) 
Geometrisches Zeichnen. Von Zeichenlehrer R. Schudeiskh- 
Mit Figuren. (Bd. SSS.) 
prosektionslehre. Die rechtwinklige Parallelprojettion u. ihre An
wendung auf dteDarstell. techn. Gebilde nebst Anhang über die schief
winklige Parallelprojettion in kuyer Ieichlfa§l.Darstell. f. Selbftunten. 
u-Schulgebr. V. Zeichen!. A. SchudeIskh. Mitsos Fig. (Vd.564.) 
Die Grundxüge der Perspektive nebst Anwendungen. Von 
prof.Dr. K.Doehlemann. Mit4»Fig.u.IlAbb. (Bd.sio.) 
Die graphische Darstellung. Von Hofratprof. vr. F. Nuerbach.
Mit »00 Abbildungen. (Bd. 437.)
Maße und Messen. Don Or.W. Block. Mtt34Rbb.(Bö.3SS.)
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Jedes VSnLchen geheftet M. 1.29, gebunden W. 150________

L-is«--: Watnematische Spiele. Von Dr. W. Abrens. Auflage. 
Kch- Tx-rle 7^-. : Titelbild und 77 Figuren. (Bd. >70.)

Das Schachspiel und seine strategischen Prinzipien. Von Dr. 
M-Lange. Mit den Büdn. L. Laskers «. p. Morphys, I Schach- 
drettafelund4gDarstei!ungsnvtmWungsbeisxielen. 3-,oeräNd.Auf!. 
13.-is. Tausend. (Bd. 2S1.)
» Dir Hsuptvsrtretrr der Schachspielktmst ». die Eigenarte» 
ihrer Spielfüheung. Von Dr. M. Lange. (Bd. 331.)

«Seschichtr Naturwissenschaften und Mathematik im klassische» Alter
tum. Von Pros. Dr. Ioh. L. Heiberg. Mit2Kig. (Bd.370.) 
*Die Naturwissenschaften im Mittelalter und im Zeitalter 
des Wiedererwachens der Wissenschaften. Von Direktor Dr. 
K. Dannemann. (Bd. 695.)
»Die Naturwissenschaften in der Neuzeit. Von Direktor 
Dr. K. Dannemmm. (Ld. 696.)

«N°»m>»i«Der Bau des Weltalls. Von weil. Pros. Dr. I. Scheiner. 
«.Ritrotog»^ Mit 26 Kguren. (Bd. 24.)

Entstehung der Welt und der Erde nach Sage und Wissen
schaft. Von weil.Prsf.Dr.M.B.Weinstein. 2.Aus!. (Bd.223.) 
Untergang der Welt und der Erde nach Sage und Wissen
schaft. Von weil. Pros. Dr. M.B.Weinstein. (Bd. 470.) 
Das astronomische Weltbild im Wandel der Zeit. Von Pros. 
Dr. S. Oppenheim. 2. Nuß. Mit >9 Nbb. (Bd. 110.) 
Probleme der modernen Astronomie. Boa Professor Dr. S. 
Oppenheim. Mit! 1 Kguren. (Bd. 355.)
Di-Ästroaomiein ihrer Bedeutung fürdaspraktischeLeben. 
Von Professor Dr. A. M a r c us e. Mit 26 Abbildungen. (Bd. 37S.) 
Die Sonne. VonDr.N. Krause. Mit 64 Abb. (Bd. 357.) 
Der Mond. Von Professor Dr. I. Kra n z. Mit 34 Abbildungen. 
2. Aussage. (Bd. 90.)
Die Planeten. Von weil. Pros. Dr. B. Peter. Mit Kgirreri. 
2. Aussage von Dr. H. Naumann. (Bd. 240.)
Der Kalender. Von weil. Pros. Dr. W. KWisUcenus. 2. Auf
lage. (Bd. 69.)
Stern-laube und Sterndeutuog. Die Geschichte und das 
Wesen der Astrologie. Unter Mitwirkung von Geh. Rat Pros. 
Dr. L. Bezold dargestellt von Geh. Hosrat Pros. Dr. Kranz B oll. 
Mit > Sternkarte and 20 Abbildungen. (Ld. 63S.)

Meteor». Einführung in die Wetterkunde. Von Pros. Dr. L. Weder, 
t-si« 3.Ausl.v, .Windu.Wetter." Mit2sRLb.i.T. u. 3Taf. (Bd.55.) 

Unser Wetter. Einführung in die Klimatologie Deutsch
land». Von Dr. R. tz-nnig. 2.Auflage. 6.—10. Tausend. 
Mit zahlreichen Abbildungen. (Bd. 349.)

Die mit * bezeichneten u. weitere Bände befinden sich in Vorb.
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Vorwort.
„Das vorliegende Büchelchen gibt eine Auswahl von mathematischen 

Spielen, und zwar solche, die mir einerseits besonderes Interesse zu ver
dienen schienen, andererseits sich für diejenige Darstellung eigneten, die 
ich mir für dieses Buch vorgesetzt hatte. Um nämlich niemanden, auch 
den der Mathematik völlig Unkundigen, von der Lektüre auszuschließen, 
habe ich nirgends irgendwelche mathematischen Kenntnisse beim Leser 
vorausgesetzt. Die durch diese Rücksicht bedingte Darstellung gestaltete 
sich zwar an einzelnen Stellen etwas breiter, während an anderen 
wenigen Stellen auf strenge Beweisführung verzichtet werden mußte. 
Ich hoffe jedoch, daß man diese Mängel nicht als erheblich empfinden, 
sondern sie mit dem gewonnenen Vorteil einer im weitesten Sinne 
populären Darstellung entschuldigen wird."

Mit diesen Worten wurde das Programm der ersten Auflage dieses 
Buches (1907) im damaligen Vorwort gekennzeichnet. Die zweite Aus
gabe (1910/1911) erfuhr sodann eine Erweiterung durch ein neues 
Kapitel: „Mathematische Trugschlüsse", und hierfür mußte natürlich 
der in den übrigen Kapiteln befolgte Grundsatz, der mathematischen 
Kunstsprache durchaus zu entraten, Preisgegeben werden. Beruhen doch 
diese Trugschlüsse in der Hauptsache gerade auf unrichtiger Handhabung 
der mathematischen Technik. Derjenige Leser, der über keinerlei 
mathematische Kenntnisse verfügt, wird also auf dieses Kapitel IX, das 
übrigens von der dritten Auflage (1916) ab nsch eine Erweiterung 
erfahren hat, ini wesentlichen verzichten müssen.

Um das Mitarbeiten des Lesers mehr zu beleben, sind dem Text 
einige fortlaufend durch das Buch numerierte Fragen beigegeben, die 
durchweg so einfach sind, daß der Leser, der mit Verständnis gefolgt 
ist, sie selbständig beantworten wird. Die am Schlüsse gegebenen Ant
worten sollen daher mehr der Beruhigung des Lesers als der Befrie
digung eines Bedürfnisfes dienen. In höherem Grade wird vielenLesern 
eine Besprechung („Aufdeckung") der Trugschlüsse erwünscht sein, und 
diese ist daher denn gleichfalls in jenem Schlußabschnitt „Beantwor
tung der Fragen" gegeben.



Vorwort

Gegenüber der dritten Auslage, die, obschon nahezu ebenso stark wie 
die beiden ersten zusammengenommen, in ziemlich kurzer Zeit ver
schwunden ist, konnte die jetzige, vierte Ausgabe eine nennenswerte 
Umfangsvermehrung schon aus äußeren Gründen nicht mehr erfahren. 
Vielmehr mußten sogar einige kleinere Partien, die niemand vermissen 
wird, gestrichen werden, um insbesondere für eine Anzahl neuer Bilder, 
die manchen Lesern, wie ich hoffe, nicht unerwünscht sein werden, Raum 
zu schaffen. Auch die aus einem anderen (äußeren) Grunde vorgenom
mene Neubearbeitung von Kapitel VIII, K Z, brächte erwünschten 
Raumgewinn.

Wer eine eingehendere und gründlichere Behandlung dieses ganzen 
Gebietes mit ausführlichen geschichtlichen und literarischen Angaben 
sucht, findet diese in meinen im gleichem Verlage erschienenen „Mathe
matischen Unterhaltungen und Spielen", die gegenwärtig in zweiter 
und zweibändiger Ausgabe vorliegen. Tort haben sämtliche in diesem 
kleinen Buche besprochenen Gegenstände neben zahlreichen anderen 
Themen eine ausführliche Behandlung erfahren mit alleiniger Aus
nahme der „TrugschlüsseDer für Dinge dieser letzteren Art beson
ders interessierte Leser findet übrigens manche andere, hiermit ver
wandte Fragen in meinem Buche „Altes und Neues aus der Unter
haltungsmathematik" (Berlin 1918), und zwar in Kapitel VIII dort, 
behandelt.

Rostock !z. Zt. Arendsee) in Meckl., den 6. Juli 1918.

W. Ahrens.
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Das, sollte ich meynen, ließe sich wohl aus der Erfahrung 
darthun, daß auch bey Vielen, die nie den Namen Mathe
matik gehört haben, eine große Menge von Vergnügungen 

mathematisch ist. Alle Spiele, die ungleich voll von Nach
denken, in langer Ordnung oom Schach brs tief unter das 

pochen hinunter gehen, vergnügen, well man bey ihnen rechnet, 
undSontenellehat sie längstfür eine natürliche Algebra erklärt.

A. G. Kastner.
„Über den Weich der Mathematik, wenn 

man sie als einen Zeitvertreib betrachtet." 
Ges. schönwiffensch. Werke IH, 

Berlin 1S41. P.SI.



Einleitung.
Mit „Spiel" Pflegen wir eine Beschäftigung zu bezeichnen, die wir 

nicht eines bestimmten nützlichen Zweckes wegen, sondern lediglich zu 
unserer Unterhaltung, unserem Vergnügen, unserer Zerstreuung, un
serer Erbauung entweder selbst vornehmen oder von anderen vorneh
men lassen. Wir sprechen so von dem „Spiel" der Kinder, dem „Spiel" 
des Musikers, dem „Spiel" auf dem Theater usw.

Daß das Spiel oft auch einen bildenden Wert, selbst einen bedeu
tenden bildenden Wert hat, widerspricht unserer Definition durchaus 
nicht; man darf vielmehr, wie dies geschehen ist, in gewissem Sinne 
die Wissenschaft selbst als ein „Spiel" bezeichnen. — Das vorliegende 
Büchelchen enthält nur Spiele und erwartet vorn Leser, daß er mit- 
spielt. Ein Teil der darin behandelten Spiele erfordert, wenn dies auch 
keineswegs ein Erfordernis des Spiels an sich ist, bei praktischer Ausfüh
rung die Beteiligung von mindestens einer zweiten Person und kommt 
dann zumeist auf einen Wettstreit zwischen den beiden Spielenden hinaus.

Während dem Spielenden an sich ein bestimmtes Ziel nicht vorzu- 
fchweben braucht, ist dies bei vielen Spielen und bei den im vorlie
genden Buche behandelten ausschließlich der Fall. Die Erreichung die
ses Zieles kann, wie bei den reinen Glücksspielen, lediglich vom Zufall 
abhängen, sie kann aber auch'bedingt sein ourch manuelle Fertigkeiten 
oder durch eine geistige Leistung. Bei vielen Spielen — ich nenne 
als Beispiel das Billard — wird das Ergebnis durch das Zusammen
wirken dieser verschiedenen Faktoren, von denen je nach Lage des Falles 
der eine mit größerer, der andere mit geringerer Stärke wirken wird, 
bestimmt werden.

Als „mathematisch" wird man ein Spiel nun dann zu bezeichnen 
haben, wenn es zu seiner Ausübung eine geistige Tätigkeit erfordert, 
bei der Methoden und Schlußweisen nach Art der in der Mathematik 
üblichen zur Anwendung gelangen oder doch bei verständigem Spiel
betrieb gelangen müssen. Der mathematische Charakter des Spiels 
wird um so vollkommener sein, je mehr solche mathematischen Denk- 
prozesse und Normen das ganze Spiel für sich allein beherrschen. Die 
mathematische Behandlung eines Spiels ist natürlich — ebenso wie 
auch die Mathematik selbst — nicht unbedingt an eine bestimmte tech
nische Sprache, dargestellt durch Zeichen, Formeln usw., gebunden.



8 Einleitung

Diese Dinge sind vielmehr stets nur aus Rücksichten geistiger Ökono- 
mie geschaffen und daher allerdings, insbesondere bei den schwierigeren 
Fragen der mathematischen Wissenschaften, dem menschlichen Geiste, 
der die verborgenen Wahrheiten nicht unmittelbar zu erkennen ver
mag, sondern zu ihnen nur unter Benutzung geistiger Krücken vorzu- 
dringen in der Lage ist, absolut unentbehrlich und sind bis zu dem 
Grade wichtig, daß zweckmäßige Festsetzungen in diesen Äußerlichkeiten 
sogar ausschlaggebend für die ganze weitere Entwickelung des betreffen
den Wissenschaftsgebietes werden können. Für die hier behandelten 
Materien, die ausschließlich von der allerelementarsten Art sind, können 
wir jedoch von einer technisch-mathematischen Tarstellungsweise — 
außer im letzten Kapitel, das überhaupt eine Sonderstellung in dem 
Buche einnimmt,—absehen, ohne uns einen erheblichenZwang anzutun.

Es sei gestattet, das Wesen eines mathematischen Spiels an einem 
Beispiel zu erläutern, wofür wir das in Kapitel VI behandelte „Nim"- 
Spiel wählen wollen: Eine relativ einfache Theorie, die, wenn auch 
ohne die eigentliche Kunstsprache des Mathematikers darstellbar, von 
ausgeprägt „mathematischem" Charakter ist, lehrt, daß es ein unbedingt 
zum Siege führendes Verfahren gibt, durch das in der großen Mehr
zahl der Fälle der anziehende Spieler sich — sogar bereits mit dem 
ersten Zuge — den Sieg sichern kann. Die Kenntnis dieser Theorie 
verschafft daher dem Spielenden gegenüber einem der Theorie unkundi
gen Gegner, mag dieser an sich in dergleichen Spielen nicht ungeübt 
und selbst scharfsinnig sein, zunächst eine Überlegenheit, die der einer 
mit den modernsten Feuerwaffen ausgerüsteten Truppe gegenüber einem 
Haufen mit Pfeil und Bogen bewaffneter Wilden gleichkommt. Falls 
beide Spieler die mathematische Spieltheorie kennen und fehlerfrei 
handhaben, hängt der Ausgang des Spiels nur noch von der Anfangs- 
stellung ab, und, da die Spielenden die Bestimmung dieser dem Zu
fall überlasten werden, so würde das Spiel damit den Charakter eines 
reinen Glücksspiels annehmen, womit zugleich die praktische Durch
führung der Spielpartien allen Reiz verlieren würde. Als Spiel ver
mag uns das „Nim" daher höchstens folange zu fesseln, als wir das ma
thematische Prinzip noch nicht erkannt haben, und das Interesse, das 
dieser Gegenstand unter allen Umständen verdient, liegt vorzugsweise 
in seiner ingeniösen mathematischen Theorie begründet.

Es find nun durchaus nicht etwa gerade die kompliziertesten Spiele, 
die vym mathematischen Standpunkte das größte Interesse verdienen; 
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denn eine abschließende, alle überhaupt möglichen Fälle umfassende 
Theorie ist für solche Spiele, unter denen das Schach als das wohl 
komplizierteste und jedenfalls bilderreichste obenan steht, kaum denk
bar, wir meinen eine Theorie, die genau für jede nur denkbare Po
sition den absolut besten Zug angeben würde und die etwa als Re
sultat ergeben würde, daß der Anziehende stets siegen muß oder, was 
wohl wahrscheinlicher ist, die Partie stets unentschieden machen kann. 
Zwar ist verschiedentlich versucht worden, auch die Mathematik der 
Schachtheorie dienstbar, zu machen, jedoch wird man diese Versuche 
als mißlungen ansehen dürfen, soweit es sich um die „Theorie" in 
dem soeben erläuterten Sinne handelt. Denn was soll man überhaupt 
unter einer „mathematischen" Behandlung der Schachtheorie verstehen? 
Eine solche müßte sich von der Schachtheorie im gewöhnlichen Sinne 
doch zunächst jedenfalls dadurch unterscheiden, daß sie alle bei einer ge
gebenen Stellung überhaupt nur möglichen Züge in den Bereich ihrer 
Erwägungen zöge; dies übersteigt aber wohl menschliches Können über
haupt. Ist doch, um nur ein Beispiel anzuführen, die Zahl aller ver
schiedenen, nach 2 Zügen (2 von jeder Seite) möglichen Positionen 
bereits größer als 70V00, wenn auch die meisten dieser Kombina
tionen mehr oder minder fehlerhafte Züge enthalten werden, und vor
läufig erscheint es jedenfalls ganz aussichtslos, durch Benutzung spezi
fisch mathematischer Hilfsmittel oder Denkprozesse für ein solches er
schöpfend analytisches Verfahren eine erhebliche Abkürzung zu erreichen. 
Vielmehr würde, wenn man etwa an die Stelle der einfachen und 
übersichtlichen Gangarten der Figuren, des Mat usw. komplizierte 
Formeln setzen und mit diesen gewisse Rechnungs-Algorithmen aus
bilden wollte in der Weise, wie dies teilweise versucht ist, Arthur 
Schopenhauer nur recht bekommen mit seinem bekannten Ausspruch, 
daß der Mathematiker einem Menschen gleiche, der sich seine gesunden 
Beine abschneide, um sich statt deren hölzerne ansetzen zu lasten, — so 
unberechtigt dies Wort des mathematikerfeindlichen und wenig mathe- 
matikverständigen Philosophen auch sonst ist. Eine vollständig er
schöpfende Berücksichtigung aller nur möglichen Kombinationen würde 
dem praktischen Schachspieler übrigens einen unverhältnismäßigen 
Aufwand an Zeit und Kraft bedeuten, vielmehr scheidet sein taktischer 
Blick eine große Zahl offenbar fehlerhafter oder wertloser Züge von 
vornherein aus und läßt ihn seine ganze Kraft denjenigen zuwenden, 
die im Bereich des Zweckmäßigen liegen und deren Konsequenzen da
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her so weit wie möglich zu verfolgen sind: er gleicht einem Wanderer, 
der auf seiner Wanderschaft eine große Stadt passiert und sich ein Bild 
von dieser verschafft, indem er der Flucht der Hauptstraßen folgt, Lage 
und Aussehen der hervorragendsten und merkwürdigsten Gebäude sich 
genau einprägt und dann seine Wanderschaft fortsetzt, während ein 
anderer sich vornimmt, die Stadt nicht früher zu verlassen, als bis er 
jede, auch die offenbar unbedeutendste Straße passiert und jedes einzelne 
Haus betrachtet hat, wobei er allerdings vielleicht einmal eine Merk
würdigkeit entdecken wird, die dem ersteren entging, andererseits aber 
von Zeit zu Zeit sich in Sackgassen festrennt und einen unverhältnis
mäßig viel längeren Aufenthalt nehmen muß oder überhaupt ganz 
hängen bleibt. So ist das Schachspiel zwar, da manuelle Fertigkeiten 
dabei gar keine Rolle spielen unv auch die Macht des Zufalls so gut 
wie vollständig ausgeschaltet wird, ein rein geistiges, rein logisches 
und doch kein mathematisches oder wenigstens nur ein recht un
vollkommen mathematisches Spiel. Das „königliche Spiel" würde auch 
keine so große Gemeinde von Jüngern und Verehrern zählen und 
sich durch die vielen Jahrhunderte hindurch nicht in jugendlich-reiz
voller Frische erhalten haben, wenn nicht durch die unermeßlich große 
Zahl von Kombinationen einer abschließenden Behandlung vorgebeugt 
wäre, und auch vermittelst der ihr eigenen Hilfsmittel wird es der 
Mathematik, wie schon gesagt wurde, wohl nie gelingen, das Schach 
des Reizes, den es als Spiel ausübt, zu entkleiden.

Ein Beispiel eines Spiels, das gleichsalls — wenigstens in Deutsch
land — auf den 64 Feldern des Schachbretts gespielt wird und für 
das eine abschließende Theorie resp. Analyse leicht gegeben werden 
kann, ist das unter dem Namen „Schaf und Wolf" bekannte. Für 
dieses unvergleichlich viel einfachere und nicht im entferntesten so ab- 
wechselungsvolle Spiel läßt sich unter Berücksichtigung aller überhaupt 
möglichen Fälle zeigen, daß und wie der Führer der als „Schafe" be
zeichneten Steine stets gewinnen muß, ein Beweis, den man führt, 
indem man eine erschöpfende Liste aller nur möglichen Fälle in zweck
mäßig systematischer Anordnung aufstellt und für jeden Fall den resp, 
die richtigen Züge angibt. Bom Standpunkt des Mathematikers bietet 
dies Verfahren übrigens kein besonderes Interesse, da keinerlei der 
Mathematik besonders eigentümliche Schlußweifen dabei zur Anwen
dung kommen, das Verfahren vielmehr fast einer Art von Statistik 
mehr ähnelt als einem mathematischen.
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Kapitel I.

WettsPringen.
Wir beginnen mit einem ganz besonders einfachen spiel, dem fol

genden:
Line Person nennt eine beliebige Zahl, jedoch höchstens 

I0; eine zweite Person, 6, nennt darauf eine größere Zahl, 
die mindestens um s und höchstens um IO größer ist als die 
von genannte. Dann nennt wieder eine Zahl, die min
destens um s und höchstens um sO größer ist als die zuvor 
von L genannte, und so abwechselnd fort. Sieger ist derjenige, 
der gerade (00 erreicht. Läßt sich der Sieg erzwingen und ge
gebenenfalls: wie und von welchem der beiden Spieler?

Man kann dem spiel natürlich auch etwa folgende, anschaulichere 
Einkleidung geben:

Zwei Knaben L. und L, von denen jeder höchstens 10 Fuß 
weit zu springen vermag, wollen in abwechselndem Sprunge 
eine gegebene Bahn von (00 Fuß Länge zurücklegen und da
bei folgende Regeln beobachten: Zeder muß jedesmal min
destens ( Fuß weit springen, beginnt, und L springt alsdann 
von der Stelle aus, bis zu der gekommen ist, dieser wieder 
von der Stelle ab, bis zu der L kam, usw. (Pierbei wird je
doch, wenn die Sprungweite sich nach Bruchteilen von Fuß 
mißt, nur die nächstkleinere ganze Zahl gerechnet, z. B. statt 
5^ F. nur 5 F.) Sieger ist derjenige, der gerade das Lnde 
der Bahn erreicht.

Nach wenigen Versuchen bemerken die Spieler, daß der Zielpunkt 
100 mit Sicherheit für denjenigen erreichbar ist, der zuvor auf 89 
gelangt ist (s. die umstehende Fig. 1). Denn wenn der eine, sagen wir L, 
gerade bis 89 gekommen ist, so trennt den Gegner L vom Ziel noch eine 
Distanz, die seine maximale Leistungsfähigkeit noch um 1 Fuß übersteigt. 
B selbst kann also mit dem nächsten Sprunge das Ziel nicht erreichen; 
andererseits ist er aber nach der Spielregel verpflichtet, mindestens 
1 Fuß weit zu springen. Mag er nun bis 90, 91, 92 . . . oder im 
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äußersten Falle bis 99 springen: in jedem Falle kann -4 mit dem 
nächsten Sprunge das Ziel erreichen.

Ist nun das Ziel 100 von 89 aus mit Sicherheit zu erreichen, so 
ist 89 wieder von 78 aus unbedingt zu erreichen, und so geht dies 
offenbar fort durch Stufen von je 11, also durch 67, 56 ... hindurch 
bis zu 12 und schließlich zu 1. Hieraus folgt, daß der Sieg er
zwungen werden kann, und zwar von demjenigen, der bei dem 
Spiel beginnt. Er muß nur zuerst 1 Fuß weit springen, beim nach-

sten Male auf Punkt 12 kommen, dann auf 23 usw. bis 78, 89 und 
schließlich 100.

Offenbar läßt sich das Spie! auch dann, wenn für die Länge der 
Sprungbahn, st wie für die maximale und minimale Sprungweite der 
beiden Spielenden andere Zahlenwerte festgesetzt werden, entsprechend 
durchführen. Die Distanz der Stufen, nach denen man fortzuschreiten 
hat, um den Sieg zu erzwingen — in unserem Falle 11 — ist, wie 
leicht zu sehen, stets ebenso groß wie die maximale und minimale 
Sprungweite des einzelnen zusammengenommen (in unserem Falle 
10 -j- 1 — 11). Ist daher die Länge der Sprungbahn zufällig ein 
Vielfaches dieser Stufendistanz, so kann mithin der Sieg von dem be
ginnenden Spieler (L.) nicht mehr erzwungen werden, wohl aber als
dann von dem zweiten Spieler (8). Wenn die Bahn z. B. 99 Fuß 
lang und im übrigen alles wie in dem obigen Falle ist, so mag 
beginnen, wie er will: 8 kann mit seinem ersten Sprunge auf 11 
gelangen, mit seinem zweiten dann auf 22, ... mit seinem neunten 
auf 99 und hat damit den Sieg erzwungen.

Frage I: Die Länge der Sprungbahn beträgt 200 Fuß; im übri
gen ist alles wie im ersten Falle oben. .4. glaubt irrtümlicherweise, 
zunächst wieder (wie im ersten Falle) auf 1 springen zu müssen; wie 
muß 8 fortfahren, um den Sieg zu erzwingen?

Frage 2: Wer kann den Sieg erzwingen, wenn der maximale 
Sprung des einzelnen 8 Fuß beträgt, als Minimum wieder 1 Fuß 
festgesetzt ist und die Bahn 90 Fuß lang ist, und wie ist zu Verfahren?

Frage 3: Wer kann den Sieg erzwingen, wenn der maximale 
Sprung 17 äw, der minimale 1 äw und die Bahnlänge 150 äm beträgt?

Frage 4: Wer kann den Sieg erzwingen, wenn der maximale
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Sprung 10 Fuß beträgt, das Minimum auf 8 Fuß festgesetzt wird 
und die Bahn 182 Fuß lang ist? ......................... '

Frage 5: Der maximale Sprung sei 9 Fuß, der minimale 2 Fuß, 
die Bahnlänge 100 Fuß. Als Sieger gilt derjenige, der den Gegner 
zwingt, zuerst das Ziel zu erreichen oder auch zu überschreiten?) Wer 
kann den Sieg erzwingen?

Kapitel II. .

Das Boß Puzzle oder Fünfzehnerspiel.
Z I. Geschichte und Beschreibung des Spiels.

In einem Spielschrein, der dem deutschen Kronprinzenpaare, dem 
späteren Kaiser Friedrich und seiner Gemahlin, zu ihrer am 25. Ja
nuar 1883 begangenen Silberhochzeit vom Verein für deutsches Kunst
gewerbe als Ehrengabe dargebracht wurde, einem Meisterwerk deut
scher Kunst, an dem mehr als 80 Künstler und Kunstgewerbler — 
Bildhauer, Architekten, Zeichenkünstler, Metallindustrielle usw. — 
unter Einsetzung ihres besten Könnens mitgewirkt hatten, befindet sich 

e- unter einer beträchtlichen Anzahl von Spielen der verschiedensten Art 
E'eins, das gerade damals in den vorhergegangenen Jahren eine außer- 

Swentlich große Verbreitung gefunden hatte und das daher in dem 
2 ^onprinzlichen Spielschrein neben den mancherlei Karten-, Brett- und 

Gesellschaftsspielen gewiß nicht fehlen durste. Unsere umstehende Fig. 2 
grbt das prächtige Exemplar des Spielschreins, den mit Einlegearbeit 
geschmückten Ebenholzkasten mit den 15 kunstvoll verzierten Spfelstei- 
nen darin, in getreuer, nur verkleinerter Nachbildung wieder.

Das Spiel ist im Jahre 1878 in Amerika erfunden; sein Erfinder 
soll der geistvolle Sam Loyd gewesen sein, der in der Schachwelt als 
hervorragender Schachproblemkomponist wohlbekannt ist. Schon bald 
nach seiner Erfindung verbreitete das Spiel sich, in den Ländern eng
lischer Zunge „VUtssutb Vurrls", in Deutschland „Voll kurUs" oder 
auch „Fünfzehner-Spiel" und in Frankreich ,^su äu taguiu" (Neck- 
spiel) genannt, über die ganze zivilisierte Erde und wurde in jenen 
ersten Jahren überall mit solchem Eifer gespielt, wie wohl kaum ein

1) Bei dieser Frage allein soll also zwischen dem Erreichen und Über
schreiten des Ziels kein Unterschied gemacht werden, während z. B. bei 
Frage 4 dieser Unterschied wesentlich ins Gewicht fällt.
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anderes Geduldspiel je zuvor. So wird beispielsweise von Hamburg 
erzählt, daß man dort die kleinen Kästen mit den 15 Holzklötzchen 
selbst in den Pferdebahnwagen erblicken und unruhige Hände darin 
schieben sehen konnte, daß die Prinzipale in den Handelskontoren 
über das Puzzlefieber ihrer Angestellten in Verzweiflung gerieten 
und durch Anschläge das Spielen während der Bureauzeit aufs strengste 
verbieten mußten, daß große Turniere veranstaltet wurden usw. Selbst 
im Sitzungssaale des Deutschen Reichstages, so erzählt Siegmund 
Günther, der hervorragende Geograph, Mathematiker und liberale 
Politiker, der in jenen Jahren, nämlich 1878—1884, dem hohen 
Hause angehörte, konnte man damals auf den Bänken an der Wand 
Abgeordnete aller Parteien sehen, die den Reden keinerlei Aufmerk
samkeit schenkten, dafür aber um so eifriger „boß-puzzleten".

Die Aufgabe des Spiels besteht in folgendem:
Die s3, mit den Zahlen f—(3 numerierten Steine werden 

in willkürlicher Reihenfolge in den Rasten hineingelegt, und 
nun soll lediglich durch Verschieben der Steine untereinander, 
wie dieses ja infolge des einen leer gebliebenen Platzes möglich 
ist, die in der nachstehenden Figur 5 angegebene Stellung 
herbeigeführt werden.

1) Das Spiel kann bezogen werden von den Züllchower Anstalten (Di
rektor: Pastor Fritz Iahn), Züllchow bei Stettin (Nr. 840/11 des Preisver- 
ieichnisses, das n. a. eine systematisch geordnete Zusammenstellung der ver- 
chiedensten Spiele bietet).
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In vielen Fällen 
ist es, wie wir sehen 
werden, unmöglich, 
die geforderte Stel
lung (Fig. 3), die 
wir die „normale" 
nennen wollen *), 
herbeizuführen; wir 
werden alsdann sa
gen, die Aufgabe 
sei „unlösbar". Ob 
eine Aufgabe lös
bar oder unlösbar 
ist, wird lediglich 
von der Anfangs
stellung abhängen. 
Wie entscheiden wir 
nun, ob bei irgend
einer uns gegebe- Ng- 3.

nen Anfangsstellung die Aufgabe lösbar oder unlösbar ist, und wie 
erhalten wir im ersteren Falle die Lösung?

H 2. Lösung der Aufgabe.
Bevor wir die am Ende von Z 1 aufgeworfenen Fragen zu beant

worten suchen, bemerken wir zunächst noch, daß wir auch die „Plätze" 
oder „Felder" des Brettes durch die Zahlen 1—16, entsprechend der 
Figur 3, unterscheiden wollen, so daß also z. B. mit „Platz 4" be
ständig der Platz bezeichnet wird, den in Fig. 3, also in der „nor
malen" Stellung, der Stein 4 einnimmt, und „Platz 16" der äußerste 
Platz unten rechts heißt, der in Fig. 3 gerade leer ist. Ferner wollen 
wir die Wagerechten Reihen kurz „Zeilen", die lotrechten kurz „Spal
ten" nennen und erstere von oben nach unten als erste, zweite, dritte, 
vierte und letztere ebenso, von links nach rechts gerechnet, unterscheiden.

Wir denken uns nun eine beliebige Anfangsstellung und versuchen,

1) Daß auch unsere Fig. 2 eigentlich die „normale" Endstellung bereits 
zeigt und diese jedenfalls aus ihr sofort durch Verschieben der Steine 4, 8, 
12 herzustellen ist, braucht nicht erst bemerkt zu werden. 
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ob wir aus ihr durch Verschieben der Steine die normale Stellung 
> Fig. 3) erhalten können. Zu dem Zweck wollen wir folgendermaßerr 
verfahren: Zunächst bringe man den Stein 1 auf Platz 1, falls er 
nicht etwa schon zufällig dort steht, und sodann, ohne I wieder zu 
verschieben, den Stein 2 auf Platz 2. Dies beides ist, wie leicht er
kannt wird, durch verhältnismäßig wenig Verschiebungen stets zu er
reichen. — Sodann kann man, ohne an der ersten Zeile etwas zu 
verschieben, leicht die Steine 3 und 4 in das von der dritten und 
vierten Spalte eingenommene achtfeldrige Gebiet bringen, wofern die 
Steine nicht schon in diesem Gebiet standen. Auf jeden Fall dürfen 
wir also hinfort annehmen, daß die Steine 3 und 4 sich nunmehr in 
diesem achtfeldrigen Gebiet, und zwar auf irgendwelchen Plätzen dort, 
befinden und daß das leere Feld gleichfalls diesem Gebiete angehört. 
Wenn nun die Steine 3 und 4 nicht etwa zufällig bereits auf ihren 
normalen Plätzen stehen, so können wir sie leicht dahin bringen 
lediglich durch Verschiebungen innerhalb unseres achtfeldrigen Ge
bietes. Es wird nicht erforderlich sein, dies für alle möglichen Stel
lungen durchzuführen, sondern wir dürfen uns darauf beschränken, 
das Prinzip des zu beobachtenden Verfahrens an dem Beispiel eines 
besonders ungünstigen Falles darzulegen, nämlich desjenigen, bei dem 
der Stein 3 auf Platz 4 und Stein 4 auf Platz 3 steht. Unser acht- 
feldriges Gebiet soll also etwa so beschaffen sein, wie es Fig. 4 zeigt.

Wir werden alsdann bei allen Verschiebungen, die wir an Fig. 4 
vornehmen, die Steine 6 und 14 unberührt stehen lassen, da wir ihrer 
nicht bedürfen, werden uns also freiwillig auf das Gebiet der oberen 
6 Felder, das uns ausreichende Bewegungsfreiheit gewährt, beschrän
ken. Wollten wir uns allerdings auf die obersten 4 Felder allein, eins 
davon natürlich leer vorausgesetzt, beschränken, so würde, worauf wir 
noch zurückkommen werden, es uns nicht gelingen, die Steine 3 und

WS-t- Kg.S. Mg.S. Fig. 7. Fig. 8.
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4 auf ihre normalen Plätze zu bringen. Aus Fig. 4 leiten wir nun 
leicht die Stellung Fig. 5 her, indem wir alle 5 Steine des sechs- 
feldrigen Gebietes zweimal, den Stein 5 sogar dreimal, im umge
kehrten Drehungssinne des Uhrzeigers / " verschieben. Durch Ver
schieben innerhalb der 4 mittleren Felder erhält man aus Fig. 5 leicht 
Fig. 6. Nun verschiebt man die 5 Steine des sechsseldrigen Gebietes 
im Uhrzeigersinne " so, daß Stein 4 auf Platz 3 kommt; man 
erhält so Fig. 7 und bringt nun durch Verschiebungen innerhalb der 
mittleren 4 Felder den Stein 3 auf Platz 7 (Fig. 8). Die jetzige 
Stellung der Steine 3 und 4 (Fig. 8) ist nun eine typische; sie ist, 
wie aus unserem, sogar noch besonders ungünstig gewählten Falle er
hellen dürfte, stets zu erreichen, und aus ihr kann man nun sofort den 
Stein 4 auf Platz 4 bringen und den Stein 3 nachziehen auf Platz 3. 
Damit ist dann auch die ganze erste Zeile des Spielkastens in Ord
nung gebracht, und an ihr wird hinfort nichts mehr geändert. — 
Wesentlich bei diesem Verfahren war, daß wir ein sechsfeldriges Ran- 
giergebiet mit einem leeren Felde zur Verfügung hatten: fo war es 
uns möglich, nicht nur die 5 Steine des sechsseldrigen Gebietes der 
Reihe nach zu verschieben, sondern außerdem innerhalb dieses sechs- 
feldrigen Gebietes wieder in einem vierfeldrigen Gebiete mit 3 Stei
nen und einem leeren Felde Verschiebungen vorzunehmen. Erst durch 
die Verbindung dieser beiden Arten von Verschiebungen wird es mög
lich, wesentliche Veränderungen in die Stellung hineinzubringen. Müßte 
man sich lediglich auf ein vierfeldriges Gebiet beschränken, so würde bei 
allen Verschiebungen das Bild im wesentlichen stets dasselbe bleiben.

Genau ebenso wie die erste Zeile läßt sich nun auch die zweite in 
Ordnung bringen, wobei man sich bei allen Verschiebungen auf das 
Gebiet der untersten drei Zeilen beschränkt, also die Steine der ersten 
Zeile nicht mehr berührt, so daß die dort hergestellte normale Ord
nung nicht wieder gestört wird. Zunächst werden dabei natürlich die 
Steine 5 und 6 leicht auf ihre normalen Plätze gebracht, und weiter hat 
man dann in dem Gebiet der 6 Felder 7, 8, 11, 12,15, 16 (s.Fig- 3) 
in entsprechender Weise zu operieren, wie wir dies oben an den Fi
guren 4—8 dargelegt haben. Wir dürfen nämlich die obigen Aus
führungen ohne weiteres auf unseren jetzigen Fall übertragen: zwar 
steht uns jetzt nur ein sechsfeldriger Rangierplatz zur Verfügung, je
doch führten wir ja oben mit freiwilliger Selbstbeschränkung gleich
falls alle Operationen auf einem sechsfeldrigen Gebiet aus und zeig- 

ANuG 170: Ahrenr, Math. Spiele 4. Aufl. 2 



7 ^4-

6 8
. ,—

S 7S 72 77

75 74 7S>
' '_______ I

18 Kap. II. Das Boß Puzzle oder Fünfzehnerspiel_________

ten, daß dieses zu genügen vermag. So bringen wir also jetzt die 
Steine 7 und 8 auf ihre normalen Plätze und haben damit die beiderr 
ersten Zeilen in Ordnung.

In den beiden letzten Zeilen bringt man nun zunächst Stein 13 
auf Platz 9 und Stein 9 auf Platz 10, und zwar geschieht dies irr 
ganz analoger Weise, wie wir oben für die Steine 3 und 4 die ent
sprechende typische Stellung der Fig. 8 herbeiführten; nur haben wir 
jetzt in den zwei letzten Zeilen zu operieren, während es oben die zwei 
letzten Spalten waren. Darauf zieht man die Steine 13 und 9 auf 

ihre normalen Plätze. Es bleibt uns dann 
noch das sechsfeldrige Rangiergebiet der Plätze 
10, 11, 12, 14, 15, 16; wir bringen auf ihm 
die Steine 10 und 14 — wieder in der dar
gelegten Weise — auf ihre normalen Plätze 
und haben dann nur noch mit einem vier- 
feldrigen Gebiet zu tun, auf dem die Steine 
11, 12, 15 stehen. Durch Verschieben dieser 
drei Steine kann man natürlich erreichen, 

daß 15 auf seinen normalen Platz gelangt und zugleich das leere Feld 
rechts unten sich befindet. Die Steine 11 und 12 werden dabei dann 
entweder auf ihre normalen Plätze kommen oder der Stein 12 kommt 
auf Platz 11 und Stein 11 auf Platz 12. Im ersteren Falle ist die 
Aufgabe gelöst; im letzteren Falle haben wir die Stellung der Fig. 9. 
Wir können unser Resultat so aussprechen:

Satz I: Aus jeder beliebigen Anfangsstellung läßt sich 
jedenfalls entweder die normale Stellung (Fig. 3) oder 
die der Fig. 9 herleiten.

Auf die Frage, ob auch beides zugleich möglich ist, nämlich ob eine 
Anfangsstellung sich n. U. sowohl in die normale Stellung wie in die 
der Fig. 9 überführen läßt, wollen wir vorläufig noch keine abschlie
ßende Antwort geben, sondern uns jetzt damit begnügen, daß in je - 
dem Falle die eine von beiden Stellungen erreichbar ist.

H 3. Die mathematische Theorie des Spiels.
Wir wollen uns nun eine bestimmte Anfangsstellung, z. B. die 

der Fig. 10, denken. Wir wollen die Zahlen dieser Figur vorlesen, 
und zwar in der Reihenfolge, die wir beim Lesen üblicherweise stets 
beobachten, d. h. in jeder Zeile von links nach rechts gehend und die
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Zeilen der Reihe nach von oben nach unten durchlaufend. Wir be
merken dann, daß Stein 1 bereits auf seinem normalen Platze steht; 
dagegen steht der nächste Stein, 4, wie wir sagen wollen, „vor" zwei 
anderen Steinen, die bei „normaler" Stellung vor ihm rangieren 
würden, nämlich vor den Steinen 3 und 2. Wir haben also bei 
Stein 4, wie wir sagen wollen, zwei „Verstöße gegen die Rangord
nung". Entsprechend haben wir bei Stein 7, der vor den Steinen 
Z, 5, 2, 6 steht, vier solche Verstöße; bei Stein 13 z. B., der vor 
11, 10, 2, 12, 6 steht, fünf Verstöße usw. Wir erhalten so im 
ganzen 0st-2-j-4-j-5si-1-l-i-u2-i-6 
-i-6-i-5st-3-s-2---0-j-1--38 Verstöße 
gegen die Rangordnung. Aus dieser Gesamt
zahl der Verstöße läßt sich nun ersehen, ob 
man die normale Schlußstellung der Fig. 3 er
halten kann oder nicht: ist nämlich die so er
haltene Zahl, wie in unserem Falle, eine gerade 
Zahl (hier 38), so ist die normale Schluß
stellung der Fig. 3 zu erhalten; die Aufgabe
ist also lösbar. Ist die betreffende Zahl dagegen eine ungerade, 
so erhält man die normale Schlußstellung nicht, und die Aufgabe ist 
unlösbar. Voraussetzung ist dabei stets, daß das leere Feld sich an
fänglich rechts unten, also auf Platz 16, befand. Anstatt der unbe
quemen Bezeichnung „Verstöße gegen die Rangordnung" wollen wir, 
wie in der Mathematik gebräuchlich, „Inversionen" sagen. Wir 
sprechen alsdann das Kriterium, das wir für die Lösbarkeit der Auf
gabe soeben, und zwar vorläufig ohne Begründung, angegeben haben, 
so aus:

Kriterium: Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, daß eine vorgelegte Stellung mit dem leeren 
Felde auf Platz 16 in die normale Schlußstellung (Fig. 3) 
übergeführt werden kann, ist die, daß die Anzahl aller 
Inversionen für die gegebene Anfangsstellung eine gerade 
Zahl ist.

Für die Richtigkeit dieses Kriteriums der Lösbarkeit wollen wir 
setzt den Beweis erbringen und legen uns zu dem Zweck zunächst 
folgende Frage vor: „Wie ändert sich durch Schieben eines Steins 
die Anzahl der Inversionen?" Die Antwort ist sehrleicht, wenn der Stein 
in wagerechter Richtung geschoben wird; denn alsdann ändert sich die

2»
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Anzabl der Inversionen für die betreffende Stellung offenbar gar 
nicht. — Wie ist es dagegen, wenn der Stein in lotrechter Richtung 
geschoben wird? Tiefe Verschiebung bedeutet, daß der Stein in der 
Rangordnung um 3 Plätze vorrückt oder zurücktritt, je nachdem er 
lotrecht nach oben oder nach unten geschoben wird. Die 3 Steine, die 
er so überspringt, sei es vor-, sei es rückwärts, mögen die Nummern a, b, o 
tragen, während der Stein, der geschoben wird, die Nummer x haberr 
soll, (a, b, o, X sind also Zahlen im Gebiet von 1 bis 15.) Es sind 
alsdann folgende Fälle zu unterscheiden:

1) x ist größer als jede der Zahlen a, d, e;
2) x ist kleiner als jede der Zahlen a, b, o;
3) x ist größer als zwei von den Zahlen a, b, o und kleiner 

als die dritte;
4) x ist größer als eine von den Zahlen a, d, o und kleiner als 

die beiden anderen.
Im ersten der 4 Fülle entstehen, wenn der Stein x vor die Steirr e 

a, b, o rückt, 3 neue Inversionen, weil die Zahlen a, b, o alle kleiner 
als x sind; springt x hinter a, b, o, so verschwinden dagegen 3 vorn 
den vorher vorhandenen Inversionen. Jedenfalls ändert sich also die 
Anzahl aller Inversionen durch die Verschiebung von x um 3: ent
weder sie wird um 3 größer oder um 3 kleiner.

Im zweiten der 4 Fälle ist es ganz entsprechend; auch hier ändert 
sich die Anzahl aller Inversionen um 3, wird um 3 kleiner oder urrr 
3 größer.

Im dritten Falle entstehen, wenn x vor die kleineren Zahlen — es 
seien etwa a und d — rückt, zwar zwei neue Inversionen, jedoch 
verschwindet gleichzeitig von den früheren Inversionen eine, weil x 
ja auch vor die größere Zahl o rückt. Der Gesamteffekt ist also der, 
daß die Anzahl aller Inversionen um 1 größer wird. Rückt x hinter 
die Zahlen a, b, o, so wird die Anzahl aller Inversionen um 1 kleiner. 
In jedem der beiden Unterfälle ändert sich mithin die Anzahl aller 
Inversionen um 1.

Im vierten Falle ändert sich, wie im dritten, gleichfalls die Anzahl 
aller Inversionen stets um 1.

Wir sehen also, daß durch das Schieben eines Steins die Anzahl 
aller Inversionen sich nur um 3 oder um 1 ändern kann, sei es, daß 
sie um so viel größer oder um so viel kleiner wird. Dies Resultat 
sprechen wir so aus:
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Hilfssatz: Durch das Wagerechte Verschieben eines Steins 
ändert sich die Anzahl aller Inversionen gar nicht, durch 
das lotrechte Verschieben dagegen stets um eine ungerade 
Zahl (1 oder 3).

Wir denken uns nun den leeren Platz auch mit einem Stein be
setzt, nämlich mit einem fingierten Stein 16. Alsdann können wir 
sagen, daß ein einzelner Zug, nämlich das Schieben eines Steins aus 
den leeren Nachbarplatz, immer in einer VertauschuNg des Steins 16 
mit einem benachbarten Stein besteht. Stand nun, wie wir dies zu
nächst annehmen wollen, unser Stein 16 zu Anfang auch auf Feld 16, 
so muß, damit dies zu Ende wieder der Fall ist, die Anzahl solcher 
Vertauschungen offenbar eine gerade sein; denn jeder Zug, sei es in 
wagerechter, sei es in lotrechter Richtung, muß durch einen anderen, 
genau entgegengesetzt gerichteten gleichsam wieder annulliert werden, 
soll Stein 16 wieder an den alten Platz zurückkehren. Die Anzahl 
der Züge, die eine Stellung in eine andere mit demselben 
leeren Felde überführen, ist also stets gerade, und zwar 
ist offenbar sowohl die Anzahl aller Wagerechten Züge, 
für sich genommen, gerade, wie auch die Anzahl aller lot
rechten Züge.

Wir resümieren: Von einer Anfangsstellung zu einer Schlußstellung 
führt, wenn beide das leere Feld auf Platz 16 haben, eine gerade 
Zahl wagerechter und eine gerade Zahl lotrechter Züge. Die ersteren 
verändern die Anzahl der Inversionen gar nicht, die letzteren dagegen 
jedesmal um eine ungerade Zahl (f. Hilfssatz), insgesamt also, 
da diese Züge selbst in gerader Zahl vorkommen, um eine gerade 
Zahl. Eine Anfangsstellung kann daher in irgendeine andere Stellung 
— immer unter der Voraussetzung, daß bei beiden das leere Feld 
auf Platz 16 ist, — höchstens dann übergeführt werden, wenn die 
Anzahl der Inversionen der einen sich von der Anzahl der Inver
sionen der anderen um eine gerade Zahl unterscheidet, und sicher dann 
nicht, wenn diese Differenz der beiderseitigen Inversionen ungerade 
ist. Nun ist die Anzahl der Inversionen für die normale Schluß
stellung (Fig. 3) -- 0, für die Schlußstellung der Fig. 9 dagegen --- 1 
(Stein 12 steht vor 11). Hieraus folgt, beiläufig gesagt, daß sich 
die Stellung der F-g. S nie in die normale Stellung überführen 
läßt und daß ebensowenig das Umgekehrte möglich ist. Vor allem 
sehen wir aber jetzt, daß eine gegebene Stellung in die normale Schluß



Kap. II. Das Boß Puzzle oder Fünfzehnerspiel

stellung höchstens dann übergeführt werden kann, wenn für die ge
gebene Stellung die Anzahl der Inversionen gerade ist. Diese Be
dingung ist also notwendig für die Überführung in die normale 
Stellung; sie ist aber auch hinreichend. Denn zugleich folgt aus 
dem Vorstehenden, daß eine Anfangsstellung mit gerader Jnversionerr- 
zahl in die Stellung Fig. 9 (mit ungerader Jnversionenzahl) nicht 
übergeführt werden kann. Da nun aber jede Stellung sich entweder 
in die normale -Schlußstellung oder in die der Fig. 9 Überfuhren 
läßt, wie oben gezeigt war (Satz 1), so folgt, daß bei gerader Jn
versionenzahl eine gegebene Stellung stets in die normale Schluß
stellung übergeführt werden kann. — Andererseits lassen sich alle 
Stellungen mit ungerader Jnversionenzahl stets in die Stellung Fig. 9 
überführen; denn in die normale Stellung können sie nicht gebracht 
werden, eine der beiden Schlußstellungen (Fig. 3 oder Fig. 9) ist aber 
nach Satz 1 stets erreichbar. In diesen Fällen—den „unlösbaren" — ist 
also die Schlußstellung der Fig 9 stets erreichbar und auch nur in 
diesen. — Damit ist das oben (S. 19) angegebene „Kriterium" in 
vollstem Umfange bewiesen und zugleich die am Ende von Z 2 offen 
gelassene Frage dahin beantwortet, daß niemals ein und dieselbe 
Stellung sowohl in die normale Schlußstellung wie in die der Fig. 9 
übergeführt werden kann, sondern stets nur das eine von beiden 
möglich ist.

Auf diesem Vorkommen von „unlösbaren" Stellungen, also von 
Stellungen, die allen auch noch so beharrlichen Lösungsversuchen einen 
unüberwindbaren Widerstand entgegensetzen, beruhte der außerordent
liche Reiz, den das Spiel bei seinem ersten Auftreten auszuüben ver
mochte: Der Spieler, dem die Lösung so mancher anderen (lösbaren) 
Stellung bereits mehr oder weniger leicht gelungen sein mochte, dem 
aber das Vorkommen „unlösbarer" Stellungen noch unbekannt war, 
glaubte naturgemäß, auch diese Stellungen durch beharrlichen Eifer 
schließlich bewältigen zu können, und wurde so zu immer neuen Ver
suchen gereizt. Dieses Puzzle-Feuer erhielt dann noch weitere Nah
rung, wenn etwa Inhaber von Vergnügungsetablifsements Puzzle- 
Turniere veranstalteten und den Siegern hohe Preise aussetzten, wie 
sie natürlich völlig gefahrlos zu tun sich erlauben durften, falls eben 
die von ihnen gewählte Aufgabe zu den „unlösbaren" gehörte.

Frage 6: Ist die Aufgabe Fig. 11 lösbar oder unlösbar?
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Als Beispiel werde noch betrachtet diejenige Anfangsstellung, die 
sich aus der normalen Stellung ergibt, wenn man die Steine der 
einzelnen Zeilen in ihrer Reihenfolge umkehrt und das leere Feld 
wieder unten rechts annimmt (s. Fig 12). Die Anzahl der Inver
sionen ist ungerade (in jeder der drei oberen Zeilen — 6, in der 
untersten — 3), also läßt sich die Stellung Fig 12 in die normale 
Stellung nicht überführen, wohl aber in die Cchlußstellung Fig. 9.

Voraussetzung bei allen vorstehenden Erörterungen war stets, daß 
das leere Feld auch bei der Aufangsstellung sich auf Platz 1 e> befand. 
Liegt uns eine andere Anfangsstellung vor und wollen wir die Frage 
der „Lösbarkeit" entscheiden, so werden wir durch einfache Verschie
bungen zunächst bewirken, daß Platz 16 das leere Feld wird. So 
werden wir z. B bei der Stellung der Fig. 13 die Steine 1, 2, 3, 
7, 11, 15 der Reihe nach verschieben, um Platz 16 leer zu bekommen. 
Für diese neue Stellung zählen wir alsdann 9 Inversionen; die 
Anfangsstellung Fig. 13 ist somit nicht in die normale, wohl aber 
in die Cchlußstellung Fig. 9 überführbar.

Es läßt sich nun leicht erkennen, daß, wenn eine Stellung sich in 
eine zweiie überführen läßt, auch umgekehrt diese in jene übergeführt 
werden kann. Denn wodurch wird die erstere Übersührung bewirkt? 
Durch eine Reihe von „Zügen", d. h. durch eine Reihe von Vertau- 
schungen des hypothetischen Steins 16 mit jeweils benachbarten Steinen. 
Es möge die erste Stellung in die zweite z. B. dadurch übergeführt 
werden, daß der Stein 16 der Reihe nach mit den Steinen n, d, a 
................... m, n, r, 8 vertauscht wird. Der Stein 16 war also der 
Reihe nach den Steinen a, b, o............und zuletzt den Steinen m, 
o, r, 8 benachbart. Offenbar können wir daher, von der zweiten 
Stellung ausgehend, den umgekehrten Weg gehen und den Stein 16 
zuerst mit 8, dann mit r und so fort vertauschen und führen so die 
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zweite Stellung in die erste über. Daraus folgt dann z. B., daß die 
Stellung Fig. 9 sich sowohl in die Stellung Fig. 12 wie in die von 
Fig. 13, die beide ihrerseits in jene übergeführt werden konnten, über
führen läßt. Da nun alle Stellungen mit ungerader Jnversionen- 
anzahl sich in die Stellung Fig. 9 Überfuhren lassen und diese letztere 
wieder sowohl in die von Fig. 12 wie in die von Fig. 13, so läßt 
sich also jede Stellung mit ungerader Jnversionenanzahl sowohl in 
die Stellung Fig. 12 wie in die von Fig. 13 überführen. — Ferner 
folgt aus diesem Prinzip der Umkehrung der Überführungen, daß jede 
beliebige Stellung mit gerader Jnversionenanzahl sich in jede beliebige 
andere Stellung von gleichfalls gerader Jnversionenanzahl überführen 
läßt und daß die Stellungen mit ungerader Jnversionenanzahl unter
einander sich ebenso Verhalten. Wir fassen diese Resultate folgender
maßen zusammen:

Satz 2: Alle Stellungen, die — bei einem leeren Felde 
auf Platz 16 — eine gerade Anzahl von Inversionen auf
weisen, bilden für sich eine Gruppe derart, daß von irgen d 
zwei dieser Stellungen die eine in die andere übergeführt 
werden kann; sie sind alle insbesondere in die normale 
Stellung überführbar. Ebenso bilden -alle Stellungen, 
die — bei einem leeren Felde auf Platz 16 — eine unge
rade Anzahl von Inversionen aufweisen, eine zweite 
Gruppe ineinander überführbarer Stellungen; alle Stel
lungen dieser Gruppe lassen sich insbesondere auch in die 
Stellung der Fig. 12 und ebenso in die der Fig. 13 über
führen. Eine Stellung der einen Gruppe kann niemals in 
eine der anderen übergeführt werden^); die Stellungen der 
zweiten Gruppe sind daher insbesondere niemals in die 
normale Stellung überzuführen.

1) Die Schranke zwischen den beiden Gruppen würde fallen, wenn man 
gewisse, bei unseren jetzigen Spielregeln nicht erlaubte Operationen gestat
ten würde. Jede „unlösbare" Stellung würde nämlich in eine „lösbare" 
verwrndelt werden, wenn man den ganzen Spielkasten um.SO" drehte und 
hinterher alle Steine auf ihren Plätzen wieder zurechtrückte (um SO" zu- 
rückdrehte) Dasselbe würde man ferner beispielsweise auch dann erreichen, 
wenn man die Steine 6 und 9 umkehrte, so daß sich 6 in S und 9 in 6 
verwandelte. Wir gehen jedoch auf diese Spielformen, die, wie gesagt, bei 
mseren strengeren Spielregeln ausgeschloffen sind, nicht näher ein.
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Kapitel III.

Solitär- oder EinsiedlersHiel.
ß 1. Spielregel. Notation.

Der kronprinzliche Spielschrein, von dessen Inhalt wir bereits im 
vorigen Kapitel eins der Spiele abbildeten und beschrieben, birgt wei
ter ein Spiel in sich, das unter dem Namen „Solitär-^ oder „Ein- 
siedler-Spiel" recht bekannt ist. Unsere Fig. 14s. zeigt uns den wesent
lichen Teil des Spiels: ein Spielbrett mit 33 Löchern darin, in die 
Pflöcke oder ähnliche Gegenstände hineingesteckt werden können. Bei 
unserer kronprinzlichen Prachtausgabe des Spiels sind es kugelförmige 
Spielsteine, die mit durchweg verschiedenen Verzierungen kunstvoll 
ausgestattet sind; der mittelste Stein, dessen Loch in dem Spiel eine 
Art Sonderstellung einnimmt, ist dabei in besonderem Material — 
Blutstein — ausgeführt.

Über den Ursprung des Spiels ist Sicheres nicht bekannt. Jeden
falls besitzt es bereits ein beträchtliches Alter, wofür beispielsweise 
eine im Jahre 1710 veröffentlichte Abhandlung von Leibniz als Zeug
nis beigebracht werden kann. Auf unserer Fig. 14b, dem Spielkasten
deckel aus dem kronprinzlichen Spielschrein, führt uns das vortreff
liche kleine Ölbild von Pros. Bernhard Plockhorst den angeblichen 
Erfinder des Spiels, den „Einsiedler^, beim Spiel vor, dem sein zah-
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des Spiels stets leer sein muß. Die Anordnung der Löcher zuein
ander bringen wir nochmals: durch F-g 15, zur Anschauung?)

Die verschiedenen Löcher werden wir durch eine ähnliche Bezeich
nung („Notation"), wie sie für die Felder des Siachbretts üblich ist, 
unterscheiden und dementsprechend auch jedes Loch fortan quadratisch 
darstellen, so daß wir auch beliebig von „Löchern" und „Feldern" 
sprechen werden. Wir tragen in jedes Loch gleich seine Notation ein 
(s. Fig. 16), wobei die erste Ziffer immer die Vertikalreihe oder „Spalte", 
und zwar von links nach rechts gerechnet, die zweite die Horizontal
reihe oder „Zeile", von unten nach oben gerechnet, angibt?)

Die einzige Spielregel besteht darin, daß, wenn von 2 in 
horizontaler oder vertikaler Reihe gelegenen Lochern 2 be
nachbarte mit einem pflock versehen sind, während das dritte, 
unmittelbar daneben liegende leer ist, alsdann der pflock aus 
dem entfernteren der beiden besetzten Locher in das leere ge
steckt werden darf, wobei aus dem anderen besetzten (mittleren) 
Loch, das hierbei übersprungen wird, der pflock herausgezogen 
und beiseite gelegt werden muß.

1) Außer den hier angegebenen führt das Spiel übrigens noch verschie
dene andere Namen, darunter: „Nonnenspiel", „Grillenspiel". Unter diesen 
Namen ist es im Preisverzeichnis der S. 14, Aam. I, genannten Züllchower 
Anstalten (Nr. »40/1) angeführt; von dort in zwei Ausführungen, mit 
„Zäpfchen" (Holzpflöcken) ober mit Kugeln, zu beziehen; letztere Form wohl 
zu bevorzugen.

2) Wem ein anderes Spielexemplar nicht zur Verfügung steht, wird für 
die Aufgaben der folgenden Paragraphen gut tun, sich selbst ein Spielbrett 
in der Art der Fig. 1« herzustellen und an Stelle der Pflöcke oder Spiel
steine etwa Papierschnitzelchen zu verwenden.
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Diese Operation, die stets das Verschwinden eines Pflockes und 
für einen anderen eine Platzänderung zur Folge hat, nennen wir kurz 
einen „Zug", so daß also, wenn zu Anfang z. B. nur das Loch 44 

leer ist, nur einer der 4 „Zuge —; 44 ^"8"^ stt, wo ui

dieser auch weiterhin stets gebrauchten Bezeichnung der Züge in Form 
von Brüchen der Zähler das Loch angibt, aus dem ein Pflock fortgenom
men, und der Nenner dasjenige, in das er gesteckt wird. Zähler und 
Nenner eines solchen Bruches stimmen natürlich immer entweder in 
den ersten oder in den letzten Ziffern überein, während die beiden nicht 
übereinstimmenden Ziffern sich um 2 unterscheiden , die zwischen den 
beiden letzteren liegende Zahl und die im Zähler und Nenner gleicher
weise vorkommende ergeben zusammen dann das Loch, über das hin
weggesetzt wird, aus dem also ein Pflock verschwindet, in unserem 
obigen Beispiel bzw. 34; 45; 54; 43.

Die Aufgabe des Spiels besteht gewöhnlich darin, aus 52 
besetzten Löchern der Reihe nach alle pflöcke bis auf einen fort- 
zuschaffen, wobei das zu Anfang leere Loch vielfach das mitt
lere (44) ist, jedoch auch ein anderes sein kann und wobei zu
meist auch vorgeschrieben ist, in welchem Loch der zuletzt allein 
übrigbleibende pflock sich am Ende befinden soll.

Selbstverständlich brauchen aber zu Anfang nicht alle 32 Löcher 
besetzt zu sein, sondern etwa nur ein Teil des Bretts, z. B. so, daß 
die Pflöcke eine bestimmte Figur, ein Quadrat, ein Kreuz oder dgl., 
bilden, wobei die Aufgabe im übrigen dieselbe ist, also in Entfernung 
aller Pflöcke bis auf einen besteht.

H 2. Aufgaben bei teilweise besetztem Brett.

Um in das Wesen des Spiels etwas einzuführen, besprechen wir zu
nächst, auf der folgenden Seite, eine Anzahl von Aufgaben, in 
denen nur ein Teil des Brettes besetzt ist und die Entfernung aller 
Pflöcke bis auf einen verlangt wird. Die in den verschiedenen Fi
guren mit ihrer Notation angegebenen Felder sind zu Anfang besetzt; 
der übrige, leere Teil der Bretter kann nach Fig. 46 leicht hinzu
gedacht werden.
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I. Das Kreuz aus 
9 Pflöcken.

II. Das Dreieck.

III. Das Kreuz.

47

4«

»7 

^4

42

42

4/

Lösung:
31 51 43 41 .
33 ' 53 ' 63' 43 '

33 63 
53' 43' 

jetzt die Figur der Auf
gabe I, nur parallel auf 
dem Spielbrett verscho

ben.

IV. Die Pyramide.

Fig. IS.

47
3S4S

L7 33 47 6^

24 24 34 44 34 §4 74

Fig. S0.

Lösung: 
55 74 53 55 
53' 54' SS ' 57' 
35 14 33 36 
33' 34' 35' 56' 
56 25 37 35

57
37 '
44.
46 '
65

36 ' 45 ' 35 > 55 ' 45 '

27 33

32 6?

Selbstverständlich sind aber keineswegs alle Aufgaben dieser Art 
lösbar; wir beschränken uns in dieser Hinsicht auf ein einfaches Bei
spiel, nämlich den Fall, daß anfänglich nur 3 Felder von der in 
i—— Ng. 2l angegebenen gegenseitigen Lage besetzt sind. Der 

l_____Leser erkennt bei einem Versuch sofort, daß man, gleich- 
__ gültig wo auf dem Brett diese Figur liegt, einen und nur 

Ng. si. einen Pflock fortbringen kann, also zwei übrigbleiben müssen.
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H 3. Vollbesetztes Brett.
Gewöhnlich besteht die Ausgabe bei unserem Spiel jedoch, wie schon 

in § 1 gesagt wurde, darin, daß zu Anfang alle 32 Pflöcke in den 
Löchern stecken, während ein beliebig vorgeschriebenes Loch, von uns 
weiterhin als das „Anfangsloch" bezeichnet, leer ist, und daß nun 
der Reihe nach alle Pflöcke bis auf einen entfernt werden sollen, welch 
letzterer dann in einem gleichfalls vorgeschriebenen Loch, weiterhin kurz 
„Schlußloch" genannt, stecken bleiben soll.

Es sollen für diese Aufgabe — wir wollen sie die „Hauptaufgabe 
des Spiels" nennen — hier jetzt eine Reihe von speziellen Fällen, 
unterschieden nach „Anfangs-" und „Schlußloch", besprochen werden. 
Diese Aufgaben mag der Leser hier vorläufig nur als willkürlich 
aus einer großen Zahl herausgegriffene Beispiele ansehen; die Folge 
(ß 4) wird jedoch zeigen, daß unsere Auswahl keine willkürliche, son
dern vielmehr so getroffen war, daß mit den jetzt folgenden 16 Fällen 
im Grunde genommen die Gesamtheit aller überhaupt lösbaren Fälle 
der „Hauptaufgabe des Spiels" erschöpft ist.

I. Anfangsloch: 44; Schlußloch: 44.
64 56 44 52. 73 75 43 73 54 35. 65 15. 45 37 57.
44' 54' 64' 54' 53' 73' 63' 53' 52' 55' 45' 35' 25' 35' 37'
34 37. 25. 46. 23 31 43. 51 52 31 14 34 13 32. 34. 64
36 ' 35' 45' 44' 43 ' 33' 23' 31' 32' 33' 34' 32' 33' 34' 54' 44'

II. Anfangsloch: 44; Schlußloch: 74. 
* 54

Wie I, nur statt des letzten Zuges: .

III. Anfangsloch: 74; Schlußloch: 74.
54

Der erste Zug von II ist durch zu ersetzen.

IV. Anfangsloch: 74; Schlußloch: 47.
54. 52 44 73 74 54 51 31 32 43 51 63 34 13. 15.
74' 54' 64' 53' 54' 52' 53' 51' 52' 63' 53' 43' 32' 33' 13 >
43 13 32 56. 75 54 57 37 36 45 57. 65 24. 44. 25. 45
N' 33 ' 34 ' 54 ' 55 ' 56 ' 55' 57' 56' 65' 55' 45 ' 44 ' 46 ' 45' 47'
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V. Anfangsloch: 74; Schlußloch: 14.

Zunächst die ersten 24 Zuge voniv, dann ^d^;^z5'34'l4

VI. Anfangsloch: 54; Schlußloch: 54.
56 75. 54. 74 53 73 43 51 63 33 41 53. 23. 31. 43
54' 55' 56' 54' 55' 53' 63' 53' 43' 53' 43' 33' 43' 33' 23
13 15. 25 34 13 32 45 37 57 34 37 25 56. 44. 36. 56
33' 13' 23 > 32 ' 33' 34' 25 ' 35 ' 37 ' 36' 35' 45' 36 ' 46'56 ' 54

VII. Anfangsloch: 54; Schlußloch: 57.

Der letzte Zug von VI ist durch zu ersetzen.

VIII. Anfangsloch: 57; Schlußloch: 57.

Der erste Zug von VII ist durch zu ersetzen.

IX. Anfangslvch: 54; Schlußloch: 24.
Die ersten 27 Züge von VI, alsdann A; A; AA-

X. Anfangsloch: 57; Schlußloch: 24.

Der erste Zug von IX ist zu ersetzen durch .

XI. Anfangsloch: 57; Schlußloch: 51.
Zunächst die ersten 6 Züge von X; die 24 folgenden leiten sich 

rus den entsprechenden von VI durch Spiegelung an der horizontalen 

Mittellinie her: der letzte Zug ist — .

XII. Anfangsloch: 24; Schlußloch: 24.
44 36. 15 34 . 37 . 57 . 56 . 45 37 . 25 32 13 34 31 51 .
24 ' 34 ' 35 ' 36 ' 35 ' 37 ' 36 ' 25 ' 35 ' 45 ' 34' 33 ' 32' 33 ' 31 '
52 43 31. 23 54. 75. 73 45. 75. 56 64 44. 63. 42 14 44
32' 23 ' 33 ' 43 ' 56 ' 55 ' 75 ' 65 ' 55 ' 54' 44 ' 42' 43' 44 ' 34 ' 24 '

XIII. Anfangsloch: 55; Schlußloch: 55.
53. 73 75 65. 52 73. 54. 51 31 32 43 51 63 45 . 57
55 ' 53 > 73 ' 63' 54 ' 53 ' 52 ' 53 ' 51 ' 52' 63' 53' 43 ' 65 ' 55 '
65 . 35 47 . 55 25 . 37 45 15 . 13 . 23 34 15 . 36 33 34. 53
45'55' 45 ' 35 ' 45 ' 35 ' 25 ' 35 ' 15' 25 ' 36 ' 35' 34' 53 ' 54 ' 55 '
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XIV. Anfangsloch: 55; Schlußloch: 52.

Der letzte Zug von XIII ist zu ersetzen durch .

XV. Anfangsloch: 52; Schlußloch: 52. 
54 

Der erste Zug von XIV ist zu ersetzen durch .

XVI. Ansangsloch: 52; Schlußloch: 25. 
43 44 23 

Die 28 ersten Züge von XV, dann -

Selbstverständlich kann es für jede der vorstehenden Aufgaben noch 
andere und wird zumeist sogar recht viele andere Lösungen geben. Die 
von uns angegebenen erheben keinen Anspruch darauf, einen Borzug 
vor jenen anderen zu besitzen. Ihre Auswahl war nur durch Rücksich
ten der Systematik bestimmt, und unter den sonst existierenden Lösungen 
werden sich gewiß manche viel elegantere vorfinden. Sehr viel besser ge
gliedert und daher übersichtlicher ist z. B. folgende Lösung für Aufgabe I: 
42 63 51 43 23 44 31 4t. 48 13 34. 15 25 13 32
44 ' 43 ' 53 ' 63' 43 ' 42' 33' 43 ' 23 j! 33' 32 ' 13 ' 23' 33 ' 34
73 54 75 65 73 52 j 45 57 37 54 57 65 46 44 36 24
53 ' 52 ' 73 ' 63 ' 53 ' 54 ! 65 ' 55 ' 57 ' 56 ' 55 ' 45' 44 ' 24 ' 34 ' 44 '
Wobei die durch 2 vertikale Striche markierten Stellen sich den jewei
ligen Konfigurationen nach als natürliche Einschnitte in dem Gange 
der Lösung darstellen.

H 4. Theorie des Spiels.
Auf die Theorie des Spiels soll hier nicht weiter eingegaugen wer

den, als daß wir ihre wichtigsten Resultate — ohne mathematische 
Begründung — angeben. Zu dem Zwecke definieren wir zunächst als 
„kongruente" Felder zwei Felder von der Art, daß von dem einen zu 
dem andern ein Übergang möglich ist durch ein- oder mehrmaliges 
Überspringen von je zwei in horizontaler oder vertikaler Linie liegen
den Feldern. Kongruent sind so z. B. die Felder 15 und 45, da man 
von 15 zu 45 durch Überspringen von zwei zwischengelegenen Feldern 
(25 und 35) gelangt; ebenso ist 42 zu 45 kongruent und desgleichen 
42 zu 15 (45 ist Zwischenstufe für diesen letzteren Übergang). Ferner 
soll jedes Feld auch als mit sich selbst kongruent angesehen werden. — 
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Die 'mathematische Untersuchung lehrt nun, daß auf unse
rem Brett der 33 Felder eine Lösung für die im vorigen 
Paragraphen erörterte „Hauptaufgabe" des Spiels höch
stens dann möglich ist, wenn Anfangs- und Schlußloch so 
vorgeschrieben wurden, daß sie „kongruent" in dem ange
gebenen Sinne sind.

Die soeben angegebene Vorbedingung für die Lösbarkeit der Haupt
aufgabe, nämlich die Kongruenz von Anfangs- und Schlußfeld, ist aber 
nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend für die Lösbarkeit, d- h- 
immer, wenn diese Bedingung erfüllt ist, ist die Hauptaufgabe lösbar. 
Das System der 16 in Z 3 gegebenen Beispiele birgt sogar bereits 
sür alle möglichen Fälle, in denen die Hauptaufgabe überhaupt lösbar 
ist, wenigstens je eine Lösung in sich. Dies erkennt man folgendermaßen: 
Man beachte zunächst, daß die Figur des Bretts (Fig. 15) bei Dre
hung um einen oder mehrere rechte Winkel mit sich selbst zur Deckung 
kommt, und ferner, daß sie in bezug auf die horizontale und die ver
tikale Mittellinie symmetrisch ist, so daß also bei Spiegelung an einer 
dieser beiden Mittellinien die eine Hälfte der Figur mit der anderen 
zur Deckung kommen würde. Offenbar sind nun die bei diesen Spiege
lungen und Drehungen zusammenfallenden Felder für unsere Aufgabe 
äquivalent, wonach sich folgende Gruppen von untereinander äquiva
lenten Feldern ergeben:

1) 13; 15; 37; 57; 75; 73; 51; 31.
2) 14; 47; 74; 41.
3) 25; 36; 56; 65; 63; 52; 32; 23.

4) 24; 46; 64; 42.
5) 35; 55; 53; 33.
6) 34; 45; 54; 43.

7) 44.
Gibt also z. B. Nr. II in § 3 (S. 29) eine Lösung für 44 als An

fangs- und 74 als Schlußloch, so läßt sich danach sofort eine Lösung 
für die Aufgabe: „44 Anfangsloch, 14 Sch'ußloch" angeben, da die 
Änderung nur einer Spiegelung an der vertikalen Mittellinie entspricht. 
Ebenso ergibt sich z. B. aus Nr. VII (54 Anfangsloch, 57 Schluß
loch) sofort eine Lösung für „45 Anfangs- und 75 Schlußloch", da 
die Änderung einer Viertelkreisdrehung in der umgekehrten Drehungs
richtung des Uhrzeigers / ", verbunden mit nachfolgender Spiegelung 
an der vertikalen Mittellinie, entspricht.

Sodann erhält man aus der Lösung für Anfangsloch a und Schluß- 
loch b sofort eine Lösung für Anfangsloch b und Schlußloch a, indem
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man das Löfungsschema der ersteren Ausgabe umkehrt, d. h. die Brüche 
in umgekehrter Reihenfolge (vom Hinteren zum vorderen Ende) lieft. 
Daß in der Tat diese Beziehung stattfindet, soll hier unter Verzicht auf 
einen allgemeinen Beweis nur an dem Beispiel eines be
sonders einfachen Spielbrettes plausibel gemacht werden, 
nämlich an dem der Fig.22, das wir, um eben einen mög
lichst einfachen Fall zu haben, einmal für einen Moment

Mg. rs.

unserem gewöhnlichen Spielbrett substituieren wollen. Es 
sei X als Anfangs-, L als Schlußloch vorgeschrieben; die

Lösung der Hauptaufgabe ist alsdann: Kehren wir nun

die Reihenfolge der 3 Brüche um, schreiben also: "Fi so ist 

dies die Lösung der Hauptaufgabe für den Fall: L Anfangs- und X 
Schlußloch. Zwei Aufgaben, die in dieser Beziehung der reziproken 
Vertauschung von Anfangs- und Schlußloch zueinander stehen, wollen 
wir „reziproke" nennen.

Man sieht nun zunächst, daß unter den 16 Lösungen des Z 3 sieben 
enthalten sind, in denen das Anfangsloch zugleich Schlußloch ist, und 
zwar sind diese 7 so gewählt, daß jede der obigen 7 Gruppen von 
Feldern (S. 32) einen Repräsentanten hierfür gestellt hat, wie die fol
gende Zusammenstellung zeigt.

Nr. der Gruppe von 
Feldern

Das aus der Gruppe 
ausgewählte Feld

Nr. der betr. Aufgabe 
in § 3

1 57 VIII
2 74 III
3 52 XV
4 24 XII
5 55 XIII
6 54 VI
7 44 I

Die Hauptaufgabe bei gleichem Anfangs- und Schlußloch ist so
mit durch die Lösungen des ß 3 für alle 33 Felder erschöpfend gelöst. 
So bleiben also nur die Fälle, in denen Anfangs- und Schlußloch ver
schieden sind, wobei wir zunächst wiederholen, daß Anfangs- und 
Schlußloch stets, damit überhaupt Lösungen existieren, „kongruent" in

ANuB 170: Ahrens, M-tb. Spiele. 4. Ausl. Z 
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dem angegebenen Sinne sein müssen. Wir haben also jetzt alle mög
lichen Kombinationen von zwei verschiedenen, aber einander kongruen
ten Feldern in Betracht zu ziehen, und fasten beispielsweise zunächst 
das Mittelfeld des Brettes, d. h. 44, ins Auge, das zugleich in unserer 
Einteilung der Felder auf S. 32 eine Gruppe für sich, nämlich die 7., 
bildet. Man sieht nun, daß sämtliche zu Feld 44 kongruenten Felder 
gerade die Gruppe 2 bilden, und diese Felder von Gruppe 2 sind auch 
unter sich kongruent und besitzen kongruente Felder in den anderen 
5 Gruppen nicht. Die Gruppen 2 und 7 bilden also eine gewisse Ge
meinschaft in der Art, daß, wenn das Anfangsloch dieser Gemeinschaft 
entnommen wird, auch das Schlußloch ihr entnommen werden muß, 
wenn die Hauptaufgabe überhaupt irgendwelche Aussicht auf Lösbar
keit bieten soll. Offenbar ergeben sich innerhalb dieser Gemeinschaft 
nur folgende wesentlich verschiedene Fälle von Aufgaben (bei un
gleichem Anfangs- und Schlußloch):

Anfangsloch Schlußloch Diese Aufgaben sind aber in Z 3
44
74
74

74 unter II, IV, V behandelt. Rechnet
47 man dazu noch die Nummern I und
14 III für die Fälle eines gleichen An

fangs- und Schlußloches, so umfassen mithin die Nummern I—V 
alle wesentlich verschiedenen Fälle, die innerhalb der von den Felder
gruppen 2 und 7 gebildeten Gemeinschaft Vorkommen können. Für 
jeden anderen Fall läßt sich aus einem dieser 5 die Lösung sofort her
leiten durch die Beziehungen der Symmetrie (Drehungen und Spiege
lungen) und der Reziprozität (Vertauschung von Anfangs- und Schluß
loch). — Entsprechend bilden die Gruppen 1, 4 und 6 eine Gemein
schaft: zwar ist nicht jedes Feld dieser Gemeinschaft jedem anderen 
kongruent, aber jedes einem Felde dieser Gemeinschaft kongruente Feld 
gehört wieder der Gemeinschaft an. Die verschiedenen Fälle, die sich 
innerhalb dieses Gebietes ergeben können, sind in Z 3 durch die Num
mern VI—XII erledigt. Schließlich bilden die Gruppen 3 und 5 eine 
dritte Gemeinschaft, der in Z 3 die Lösungen XIII—XVI in erschöp
fender Weise zugehören.

Frage 7: Gib eine Lösung an für den Fall: 14 Anfangsloch, 
41 Schlußloch.

Frage 8: Gib eine Lösung an für den Fall: 52 Anfangsloch, 
55 Schlußloch.

Frage 9: Gib eine Lösung an für den Fall: 46 Anfangsloch, 
13 Schlußloch.
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Kapitel IV.

Dyadische Spiele.
8 1. Die Reihe der Potenzen der Zahl 2.

Von der Erfindung des Schachspiels erzählen ältere arabische 
Quellen, der Erfinder habe das geistvolle Spiel zur Unterhaltung 
eines indischen Königs erdacht und dieser sei darüber von so lebhafter 
Bewunderung und Freude ergriffen worden, daß er dem Erfinder ein 
Ehrengeschenk zu gewähren wünschte. „Dann bitte ich" so soll dieser 
nun auf des Königs Frage erklärt haben, „daß ein Weizenkorn auf 
das erste Feld des Schachbretts, zwei auf das zweite gelegt und die 
Zahl der Körner fortwährend verdoppelt werde, bis das letzte Feld 
erreicht sei: welches dies Quantum auch sein möge, ich wünsche, es 
zu bekommen." Hierbei stellte sich nun heraus, daß das Getreide 

, aller königlichen Speicher und selbst des ganzen Landes nicht aus- 
_ reichen würde, dies Verlangen, das dem Könige ursprünglich außer

ordentlich bescheiden vorgekommen war, zu befriedigen. Als dem 
König dies gemeldet wurde, sprach er zu dem Erfinder: „Dein Scharf
sinn, einen solchen Wunsch anszudenken, ist noch bewundernswerter 
als dein Talent im Erfinden des Schachspiels."

In der Tat würde sich, da das Schachbrett 64 Felder (8 X 8) 
hat, eine ungeheuer große Zahl von Weizenkörnern ergeben, nämlich 
für alle 64 Felder zusammen die SOstellige Zahl 

18446744073709551615,

eine Körnermenge, die genügen würde, um das ganze feste Land der 
Erde bis zu einer Höhe von fast 1 am zu bedecken. Die Zahlen 
wachsen, durch die Verdoppelung von Feld zu Feld, natürlich sehr 
schnell und nehmen schließlich ungeheuer große Werte an. — Diese 
Tatsache des enormen Wachstums bei fortgesetzter Verdoppelung be
nutzte einmal eine in München erscheinende Zeitung der vormärzlichen 
Zeit, „Die deutsche Tribüne", zu einem seinerzeit vielbelachten Witze*): 
Das Blatt wußte sich gegenüber den bestängigen Zensurplackereien 
nicht anders zu helfen, als daß es die vom Zensor gestrichenen Ar-

I) Ludwig Salomon, „Geschichte des Deutschen Zeitungswesens", Bd. III, 
S. 4S0.

3*
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tikel trotzdem abdruckte. Natürlich wurde es nun mit Geldstrafe be
legt, und zwar wurde, da die Zeitung dies Verfahren fortfetzte, die 
Geldbuße von Fall zu Fall verdoppelt. Da brächte die „Tribüne'' 
eines schönen Tages einen Artikel, in dem genauer dargelegt wurde, 
daß das Ministerium ein Mittel erfunden habe, um die bayerischen 
Staatsschulden in Jahr und Tag zu tilgen: Es brauche nur mit der 
angeordneten jedesmaligen Verdoppelung der Geldstrafen in der be
gonnenen Weise fortzufahren. Die Heiterkeit war allgemein, und die 
bayerische Regierung sah sich veranlaßt, zu anderen Mitteln zu grei
fen, verzichtete sogar auf den Versuch, die Geldstrafen, die bereits 
eine unerschwingliche Höhe erreicht hatten, einzutreiben, — und der 
bayerische Staat hat so seine Staatsschulden bis zum heutigen Tage 
behalten.

Kehren wir zu dem Fall der Weizenkörner auf dem Schachbrett 
zurück und schreiben wir für die einzelnen Felder die Zahlen der 
Körner hin, so erhalten wir eine Reihe von Zahlen, die so beginnt: 
1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 
16 384, 32 768, womit wir nur erst für ein Viertel aller Felder des 
Schachbretts die betreffenden Zahlen angegeben haben. Die Zahler: 
dieser Reihe, von denen jede sich aus der vorhergehenden durch 
Multiplikation mit 2 ergibt (z. B. 2x8^ 16), nennt man die 
„Potenzen" der Zahl 2, und zwar bezeichnet man die Zahl 2 selbst 
als die erste Potenz von 2, die Zahl 4 2 x 2 als die zweite,
die Zahl 8 --- 2 x 2 X 2 als die dritte Potenz der 2 usw. Man 
schreibt dies auch folgendermaßen:

2^2; 2^4; 2»--8; 2^--16; 2^----32 usw.
Aus Gründen der Analogie wird man alsdann die erste Zahl der 
obigen Reihe, nämlich 1, die „nullte Potenz der 2" nennen und ent
sprechend: 2° ---1 schreiben müssen.

Vor diese Reihe der Potenzen der Zahl 2, d. h. vor die Zahl 1, 
mit der die Reihe ja anfängt, wollen wir nun aus einem besonderen 
Grunde noch eine zweite 1 schreiben, so daß die Reihe nunmehr so 
beginnt: 1, 1, 2, 4, 8, 16, 32.......... In dieser neuen Reihe ist
nun jede Zahl genau ebenso groß wie alle in der Reihe vorher
gehenden Zahlen zusammengenommen, z. B- 1 st- 1 -st 2 -- 4, sodann 
1st-1st-2st-4--8. Gilt dies aber für den Anfang, also z. B. 
bis 8, so gilt es auch stets weiterhin, wie der Leser sofort aus der 
Schreibweise
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1, 1, 2, 4, 8, 16

8

sieht, wenn er bedenkt, daß nach dem Bildungsgesetz resp, der Defi
nition der Reihe auf 8 die Zahl 2 x 8 --- 16^ auf 16 wieder 
2 X 16 -- 32 usw. folgt. Lassen wir nun die zur Aushilfe hinzu
genommene erste Eins wieder fort, so ist die Summe der Zahlen bis 
zur 8 (mit Ausschluß dieser) natürlich nicht mehr — 8, sondern nur 
-- 7, also um 1 kleiner als die in der Reihe folgende Zahl 8, und 
wir haben daher das Resultat:

Sah 1: In der Reihe der Potenzen der Zahl 2 ist jede 
Zahl um 1 größer als alle vorhergehenden Zahlen zusam
mengenommen.

Aus diesem Grunde würden auf das 64. Feld des Schachbretts 
ebensoviel Weizenkörner resp, genau gesprochen: noch ein Korn mehr 
als auf die ersten 63 Felder zusammengenommen kommen. Wir 
würden daher, wenn wir die Gesamtzahl der Weizenkörner aller 
64 Felder ausrechnen wollten, diese Addition aller 64 Zahlen nicht 
einzeln aussühren, sondern natürlich nur die Zahl der Körner des 
letzten Feldes berechnen. Diese Zahl, vermindert um 1, ist dann zu
gleich die Summe der Körner von den übrigen 63 Feldern.

K 2. Eine besondere Anwendung der Reihe 
der Potenzen von 2.

Die Gewichtssätze unserer gleicharmigen Wagen bestehen gewöhn
lich aus folgenden Stücken:

1 2 §, 2 Z, 5 10 A, 20 Z, 20 A, 50 §

und setzen sich nach diesem Prinzip, eventuell nach beiden Seiten hin. 
fort. Der Gewichtssatz, den wir hier betrachten wollen, mag auf 
die angegebenen 8 Gewichte beschränkt sein und ermöglicht alsdann 
jedenfalls alle Wägungen von 1 § bis einschließlich 110 Z und zwar 
von § zu §.

Wir wollen nun die Frage erheben, ob sich dieselben Wä- 
gnngen, wie mit diesen 8 Gewichten, auch mit einer geringe
ren Anzahl von Gewichten ausführen ließen, resp, wie viele 
Gewichte mindestens und welche hierzu erforderlich sind.
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Dabei wollen wir voraussetzen, daß die eine Schale der Wage aus
schließlich dem zu wägenden Gegenstände verbleibt, also nicht etwa 
auch mit Gewichten unseres Gewichtssatzes (Gegengewichten) belastet 
wird. Dann muß zunächst, will man ein Gewicht von 1 § abwägen 
können, in dem Gewichtssatz jedenfalls das Gewicht 1 § vertreten 
sein?) Will man auch 2 § abwägen, so muß entweder zu dem Ge
wicht von 1 g noch ein gleiches hinzutreten oder aber ein Gewicht 
von 2 g vertreten sein. Die letztere Annahme führt uns jedoch weiter 
als die erstere, indem sie nämlich außer den Abwägungen von 1 § 
und 2 § auch zugleich eine solche von ermöglicht.
Wir werden daher die beiden ersten Stücke unseres gesuchten Gewichts
satzes so wählen: 1 §, 2 Um nun auch 4 § abwägen zu können, 
brauchen wir entweder ein weiteres Gewicht von 1 g oder ein zweites 
von 2 g oder eins von 3 § oder schließlich eins von 4 §. Der Leser 
ist keinen Moment darüber im Zweifel, wofür wir uns zu entscheiden 
haben werden; denn, während z. B. ein Gewichtssatz von 1 §, 2 
2 § uns nur alle Wägungen von 1 Z bis 5 g ermöglicht, können wir 
mit I §, 2 §, 4 g alle Wägnngen von 1 § bis 7 g einschließlich aus
führen (5 --- 4 -j- 1; 6 -- 4 -j- 2; 7 4 -j- 2 -j- 1). Um nun hier
über hinauszukommen, werden wir offenbar ein Gewicht von 8 A 
hinzunehmen und können alsdann mit den 4 Gewichten von 1 g, 2
4 §, 8 § bereits alle Wägungen von 1 § bis 15 Z inkl. ausführen, indem
S--8-^1 

10--8-tz2 
11 --8-j-2 -h 1 
12 ---8-!-4 
13 ^8-j-4-tz1 
14 --8-I-4-i-2

ist. Man sieht sofort, daß man jetzt ein Ge
wicht von 16 Z wird hinzunehmen müssen, und 
wir erkennen in der Reihe von Zahlen: 1, 2, 4, 
8,16, auf die wir hier kommen, die aus dem vori
gen Paragraphen uns wohlbekannte Reihe der 
Potenzen der Zahl 2 wieder. In der Tat würden

15-----8-j-4-j-2-j-1 wir bei weiterer Fortsetzung unseres Verfahrens 
stets nach den Zahlen dieser Reihe fortschreiten müssen, so daß also 
jetzt 32, 64, 128 usw. kommen würden. Man erkennt diese Not
wendigkeit leicht folgendermaßen: Die Gewichte 1g, 2 4 §, 8 §

1) Würden die Gewichte auf beide Schalen verteilt, so ließe sich 1 § ja 
auch ohne das Eingrammsgewicht abwägen, etwa als Differenz von 3 A 
und 2 A. Läßt man auch diese Art Wägungen (durch Gegengewichte) zu, 
so kommt man tatsächlich mit noch weniger Gewichten aus, als sich für 
unsere obige Fragestellung ergeben werden, doch soll dieser Fall, wie ge
sagt, hier ganz außer Betracht bleiben; s. jedoch meine „Math. Unterh. u. 
Spiele", Bd. I (2. Aufl.), S. 88 ff.
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ermöglichen alle Wägungen von 1 Z bis 15 § einschließlich, wie wir 
gezeigt haben. Ich denke mir diese 15 Wägungen nun der Reihe 
nach ausgeführt und lege jedesmal das neu hinzugetretene Gewicht 
16 g dazu; alsdann erhalte ich statt der Wägungen von 1 § bis 15 § 
alle Wägungen von 17 § bis 31 x einschließlich, insgesamt also alle 
Wägungen von 1 § bis 31 g einschließlich. Zu der Abwägung von 
31 § brauche ich alle 5 Gewichtsstücke (1 §, 2 g, 4 g, 8 g. 16 §), 
vermag aber eine Wägung von 32 § mit ihnen offenbar nicht mehr 
zu leisten. Wie wir nämlich aus dem vorigen Z (Satz 1) wissen, 
ist es eine allgemeine Eigenschaft der Reihe der Potenzen der Zahl 2, 
daß die Summe der Zahlen dieser Reihe, bis zu einer gewissen Grenze 
genommen, um 1 kleiner ist als die nächstfolgende Zahl der Reihe. 
Hiernach ist es begreiflich, daß wir mit unseren 5 Gewichtsstücken 
1 g, 2 Z, 4 8 x, 16 g nur bis zu Wägungen von 31 g einschließ
lich zu reichen vermögen, also unmittelbar vor 32, der nächstfolgenden 
Potenz der 2, halt machen müssen. Wollen wir weiter gehen, so 
müssen wir also'ein Gewicht von 32 § hinzunehmen und vermögen 
mit den jetzt zur Verfügung stehenden Gewichten offenbar alle Wä
gungen bis 63 Z, und zwar lückenlos von § zu auszuführen. Das 
weiter hinzutretende Gewicht muß dann 64 x sein, und dieser Ge
wichtssatz von jetzt 7 Gewichten: 1 2 §, 4 A, 8 §, 16 g, 32 64 §
ermöglicht uns alle Wägungen bis einschließlich 127 s; er leistet so
mit, obwohl nur aus 7 Gewichten bestehend, mehr als die im Ber- 
kehrsleben üblichen mit ihren ersten 8 Gewichten, die nur Wägungen 
bis 110 g gestatten, wie schon oben gesagt wurde. — Um übrigens 
einem etwaigen Mißverständnis vorzubeugen, sei noch ausdrücklich 
bemerkt, daß solche nach den Potenzen der Zahl 2 fortschreitenden 
(„dyadischen") Gewichtssätze für den Praktischen Gebrauch gewiß 
nicht empfehlenswert sind, eine Frage, die jedoch hier nicht zur Er
örterung steht.

Bei Gelegenheit dieser besonderen Aufgabe gewannen wir zugleich 
ein wichtiges allgemeines Resultat, von dem wir noch weiterhin Ge
brauch machen werden und das wir daher für sich gesondert aus
sprechen wollen als:

Satz 2: Jede beliebige Zahl läßt sich darstellen als 
Summe von Zahlen aus der Reihe der Potenzen der 2 und 
zwar so, daß jede dieser Potenzen höchstens einmal in der 
Summe vorkommt.
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Frage 10: Leistet nicht ein Gewichtssatz, bestehend aus den Ge
wichten I x, 2 4 8 16 g, 33 §, 65 § noch mehr als der soeben
(S. 39) angegebene, indem er auch noch Abwägungen von 128 § und 
129 § ermöglicht?

Frage II: Durch wieviel Gewichte (Mindestzahl) kann ein Ge
wichtssatz, bestehend aus Gewichten-von 1 g, 2 §, 2 §, 5 Z, 10 K, 
20 Z, 20 §, 50 100 A, 200 g, 200 g, ersetzt werden?

H 3. Erraten gedachter Zahlen und Gegenstände.
Die in dem Satz 2 des vorigen Paragraphen ausgesprochene Mög

lichkeit der Darstellung jeder Zahl als Summe von lauter verschie
denen Potenzen der 2 findet bei zahlreichen Spielen und Aufgaben 
Anwendung, die wir daher, wie in der Überschrift dieses Kapitels ge
schehen, „dyadische" nennen und von denen wir in diesem und dem 
nächsten Paragraphen einige Proben geben wollend) Dabei wollen 
wir die Zahlen der gedachten Reihe, also 1, 2, 4, 8 . . ., der ein
facheren Unterscheidung halber als unsere „Grundzahlen" bezeichnen.

I. Das Erraten einer gedachten Zahl.
Zn einer Gesellschaft denkt man sich eine Zahl, die der 

vorher hinausgesandte L sich anheischig macht zu erraten, 
falls der mit ihm unter einer Decke spielende L ihn durch? 
einige aneinanSergelegte Münzen „auf die richtige Zährte 
führen" darf,

wobei es, wie .V und L etwa geheimnisvoll behaupten, auf die Winkel 
ankomme, unter denen die Münzen aneinandergelegt werden. Die 
Verabredung zwischen .V und L geht einfach dahin, daß die Kehrseite 
(Wappenseite, Revers) einer Münze immer eine Null, die Kopfseite 
(Avers) dagegen die verschiedenen Potenzen von 2, und zwar von 
links anfangend fukzessive 1, 2, 4, 
8 . .., bedeuten soll. L stellt die ge
dachte Zahl dann einfach als Summe 
unserer, wie wir ja sagen wollten, 
„Grundzahlen" 1, 2, 4, 8 ... dar.
Wenn L also aus seinen Münzen beispielsweise die Fig. 23 formt, so

I) Übrigens gehören auch noch die folgenden, in den Kapiteln V und 
VI gesondert behandelten Spiele zu den „dhadifchen". 
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bedeutet dies: Da die erste Münze links die Wappenseite zeigt, so ist 
die erste „Grundzahl", also 1, fortzulassen; dagegen hat .4 wegen der 
Kopfseite der zweiten und dritten Münze die zweite und dritte Grund
zahl, also 2 und 4, zu nehmen; die vierte Grundzahl (8) ist wieder 
auszulassen, die sünfte !16) dagegen zu nehmen. Die gedachte Zahl 
ist somit 2 si- 4 -j- 16 — 22, die L nun der staunenden Menge ver
künden darf.

II. Das Erraten eines gedachten Bildes.
Auf einer Karte sind 52 verschiedene Bilder dargestellt, 

etwa in Aschen zu je 8. Irgend jemand, sagen wir 2, wird 
von L. aufgefordert, sich eins dieser Bilder zu denken; L. will 
dann erraten, welches Bild 2 sich gedacht hat.

Außer der großen Karte mit allen 32 Bildern, der „Hauptkarte" 
besitzt noch 5 weitere Karten („Teilkarten"), auf deren jeder 16 der 
32 Bilder (etwa in 2 Reihen zu 8) wiedergegeben sind. L hält nun 
dem 2 jede dieser 5 Karten der Reihe nach hin und läßt sich jedesmal 
von ihm angeben, ob das gedachte Bild auf der betreffenden Karte 
vorkommt oder nicht. Nach den Antworten, die 2 hierauf gibt, kann 
.4 dann das gedachte Bild eindeutig bestimmen.

Es ändert offenbar an dem Spiel nichts, wenn wir statt der 32 
Bilder 32 Zahlen, am einfachsten die Zahlen I—32, annehmen: das 
erste Bild der Hauptkarte wird eben durch die Zahl I ersetzt, das zweite 
durch 2, das letzte durch 32, wobei wir in der Numerierung der Bil
der in jeder Reihe von links nach rechts gehen und die 4 Reihen von 
oben nach unten durchlaufen. Jede der Zahlen 1—31 läßt sich nun 
als Summe der Grundzahlen 1, 2, 4, 8, 16 darstellen (die letzte Zahl, 
32, die selbst eine Grundzahl ist, lassen wir vorläufig außer Betracht). 
Wir denken uns diese Darstellung nun für alle 31 Zahlen durchgeführt, 
also z. B für die Zahl 23 in der Form: 1 -h 2 -h 4 -h 16. Wie oft, 
meint der Leser wohl, wird bei diesen 31 Darstellungen rechts die 
Grundzahl 1 Vorkommen? Offenbar tritt sie auf bei allen unge
raden Zahlen, also bei 1, 3, 5,... 31. Es sind deren im ganzen 16. 
Diese 16 Zahlen resp, die ihnen entsprechenden Bilder sind nun auf der 
einen der 5 Teilkarten abgebildet. Aber nicht nur die 1 tritt bei die
sen 31 Darstellungen gerade 16 mal auf, sondern, wie eine einfache 
Überlegung zeigen würde, kommt jede der übrigen Grundzahlen, also 
die 2, die 4, die 8, die 16, hierbei ebenso oft vor, die Grundzahl 16 
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z. B. in den Darstellungen der Zahlen 16—31. Man hat daher die 
16 Zahlen, in deren Darstellung die Grundzahl 2 auftrith resp, die 
ihnen zugeordneten 16 Bilder auf die zweite Teilkarte gebracht und 
entsprechend den Grundzahlen 4, 8 und 16 die drei weiteren Teilkarten 
angefertigt. Die Zahl 32 resp, das 32. Bild kommt so offenbar auf 
keiner der Teilkarten vor. Die 5 Teilkarten sind also, wenn wir auf 
jeder die Zahlen der Größe nach ordnen, so beschaffen, wie Fig. 24
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zeigt, wobei wir uns nur statt der Zahlen die betreffenden Bilder, 
diese etwa in zwei wagerechten Reihen zu je 8 angeordnet, gesetzt 
denken müssen. Gibt nun 2 beispielsweise an, daß das von ihm ge
dachte Bild auf den Teilkarten II, III, V vertreten ist, auf den Teil
karten I und IV aber fehlt, so sagt dies dem folgendes: Die Teil
karten I, II, IH, IV, V entsprechen den Grundzahlen 1, 2, 4, 8, 16 
(in unserer Fig. 24 ist die oberste Zahl jeder Teilkarte zugleich die 
betreffende Grundzahl); von diesen Grundzahlen sind im vorliegen
den Falle die zweite, dritte und fünfte, d. h. 2, 4, 16 zu nehmen, die 
erste und vierte (1 und 8) dagegen fortzulassen. Das gedachte Bild 
hat mithin auf der Hauptkarte den Platz 2 -s- 4 -s- 16 22 und ist
damit eindeutig bestimmt.

Kommt das gedachte Bild auf keiner der 5 Teilkarten vor, so ist 
es das 32., das letzte der Hauptkarte.
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H 4. Der Lucassche Turm.
Dieses von dem französischen Mathematiker E- Lucas erfundene 

Spiel besteht aus 
einem Brett mit 
3 Pflöcken; auf 
einem der Pflöcke 
befindet sich eine 
Anzahl (bei uns 
8) in der Mitte

durchbohrter 
Scheiben (oder 
etwa Münzen 

verschiedener
Größe) pyrami- 
denartig übereinander und nach der Größe geordnet?)

Das Spiel besteht darin, die Scheiben alle auf einen der 
beiden anderen pflöcke zu bringen, wenn man zur Zeit immer 
nur eine Scheibe umsetzen und bei allen Umsetzungen stets 
nur eine kleinere Scheibe auf eine größere, niemals umgekehrt, 
setzen darf.

Natürlich soll das Ziel durch möglichst wenig Operationen erreicht, 
unnötige Umsetzungen also vermieden werden.

Es sei 6 der Pflock, auf den die Scheiben gebracht werden sollen, 
und der, auf dem sie ursprünglich sitzen, wie in Fig. 25 angegeben. 
Man beginne das Spiel zunächst mit nur 2 Scheiben, denke sich also 
die übrigen 6 unserer Figur fort. Man sieht, daß man alsdann die 
obere Scheibe auf L zu stecken hat, dann die untere (größere) auf 
0 und nun die von U auf 0. Bei 2 Scheiben sind also 3 Umsetzungen 
zur Erreichung des Ziels erforderlich. — Nimmt man jetzt 3 Schei
ben — wir wollen sie von oben nach unten 1, 2, 3 nennen —, so 
wird man, bevor die Scheibe 3 von L. heruntergenommen werden 
kann, erst 1 und 2 auf einen anderen Pflock bringen müssen und 
zwar wird man dies so einzurichten haben, daß 3 darauf sofort auf 
0 kommt. 6 muß also dann leer sein; d. h. man hat zunächst 1 und

1 ) Das Spiel kann von den Züllchower Anstalten (s. S. 14, Anm. 1) be
zogen werden (Nr. 840/4 des Preisverzeichnisses: „Die Ringe des Brammen").
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2 auf 8 zu bringen. Dies erfordert, mit Vertauschung von 6 und 0, 
unser voriges Verfahren bei nur 2 Scheiben, beansprucht also 3 Um
setzungen (Scheibe 1 von auf 0, 2 von L. auf 8, 1 von 6 auf 8). 
Alsdann kommt nun 3 auf 0, und darauf müssen 1 und 2 von 8 
auf 0 gebracht werden, was wieder 3 Umsetzungen erfordert (1 von 
8 auf 2 von 8 auf 0, I von auf 6). Bei 3 Scheiben sind also 
7 Umsetzungen erforderlich. — Man sieht sofort, daß dies ganz analog 
so weiter geht: Um 4 Scheiben von auf 6 zu bringen, hat man 
zunächst die 3 Scheiben 1, 2, 3 von L. auf 8 zu bringen (7 Um
setzungen), darauf Scheibe 4 von L auf 0, dann die Scheiben 1, 2, 3 
von 8 auf 0 (7 Umsetzungen); zusammen 15 Umsetzungen. Wir hätten 
hierbei also zunächst die Umsetzungen des vorigen Falles der 3 Schei
ben zu wiederholen, jedoch mit Vertauschung der Pflöcke 8 und 6. 
Begannen wir im vorigen Falle mit: „1 von L. auf 6", so würden 
wir daher jetzt zu beginnen haben: „1 von L. auf 8". Zurückblickend 
sehen wir so, daß die erste Umsetzung lautete:

bei 2 Scheiben: „1 von auf 8"
- 3 - „1 von auf 0"
- 4 - „1 von L auf 8".

Da nun jedesmal, wenn wir zu einer um 1 größeren Scheibenzahl
fortschreiten, wieder eine solche Vertauschung von 8 und 0 stattfinden 
wird, so wird der Anfang offenbar abwechselnd lauten: „1 von 
auf 8" und „1 von auf 0", und zwar gilt das erstere bei gerader 
Scheibenzahl, das letztere bei ungerader. Nennen wir 6 den „End- 
pflock" und 8 den „Übergangspflock", so können wir also sagen:

Bei ungerader Scheibenzahl hat man damit zu beginnen, 
die kleinste Scheibe auf den Endpflock zu bringen, bei ge
rader Scheibenzahl dagegen auf den Übergangspflock.

Diese für das praktische Spiel sehr wichtige Regel ist leicht zu be
halten und eine Verwechselung der beiden Fälle völlig ausgeschlossen, 
wenn man dabei nur an den allereinfachsten Fall, eine Scheibe, denkt, 
für den sich die Regel von selbst versteht.

Für die Zahl der erforderlichen Umsetzungen hatten wir gefunden: 
bei 1 Scheibe 1 Umsetzung
- 2 Scheiben 3 Umsetzungen
- 3 - 7 - "
- 4 - 15
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Wenn der Leser auch bereits hiernach das Gesetz dieser Zahlen er
rät, so werden wir doch noch eine bessere Einsicht in die Art, wie die 
Zahlen 1, 3, 7, 15 usw. zustandekommen, gewinnen, wenn wir die 
Frage aufwerfen: Wie viele der 15 Umsetzungen, die bei 4 Scheiben 
erforderlich sind, werden vorgenommen mit Scheibe 1, wie viele mit 
Scheibe 2 usw.? — Nun, von den 3 Umsetzungen, die bei 2 Scheiben 
erforderlich sind, erfolgen zwei mit Scheibe 1 und eine mit Scheibe 2. 
Wir schreiben dies kurz so:

2 Scheiben
Scheibe 1 . . . HUmst

- 2 .... 1 Ums.
zus. 3 Ums.

Bei 3 Scheiben gliedert sich das Verfahren in folgende 3 Stufen: 
Umsetzen der Scheiben 1 und 2 von auf L, Umsetzen der Scheibe 3 
von L. aus 0, Umsetzen der Scheiben 1 und 2 von L auf 6. Hieraus 
sieht man, da das Verfahren der 2 Scheiben <1 und 2) zweimal aus- 
zuführen ist, daß die Umsetzungen für diese beiden Scheiben sich ver
doppeln gegenüber dem vorigen Fall, und wir erhalten also:

3 Scheiben 4 Scheiben
Scheibe 1 . ... 4 Umf. Scheibe 1 .... 8 Ums.

- 2 ... 2 Ums. - 2 .... 4 Ums.
- 3 . ... 1 Ums. - 3 .... 2 Ums.

zus. 7 Ums. - 4 .... 1 Ums.
und hiernach entsprechend: zus. 15 Ums.

Die Zahlen der Umsetzungen für die einzelnen Scheiben, von unten 
nach oben gelesen (1, 2, 4, 8 im letzten Falle), sind die Potenzen 
von 2 und zwar nicht nur hier in diesen einfachsten Fällen, sondern 
dies gilt, da sich beim Fortschreiten von Fall zu Fall die Zahlen ver
doppeln und unten stets eine 1 Hinzutritt, ganz allgemein. Die Ge
samtzahl der Umsetzungen für jeden Fall ist dann nach unserem 
Satz 1 (S. 37) um 1 kleiner als die nächstfolgende Potenz von 2; 
so würde sich also bei 5 Scheiben als Gesamtzahl aller Umsetzungen 
31 (— 32 — 1) ergeben.

Frage 12: Wie viele Umsetzungen sind bei 7 Scheiben im ganzen 
erforderlich? Wie viele Umsetzungen hiervon werden mit Scheibe 1, 
wie viele mit Scheibe 5 vorgenommen? Welches ist die allererste Um
setzung in diesem Falle?
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Kapitel V.

Das Zankeisen.
Das Museum für Völkerkunde in Leipzig besitzt in seinen Samm

lungen ein merkwürdiges, aus China, und zwar der Provinz Schan- 
tung, stammendes Spielzeug, das unsere Fig. 26 in verkleinerter Wie
dergabe zur Anschauung bringt: Auf einer in einen Griff auslaufen-

Fig. 28.

den Gabel oder Spange fitzen, wenn wir uns zunächst auf den oberen 
Teil des Instruments beschränken, 9 Ringe; das Ganze ist, mit Aus
nahme der Bindfadenumwickelung am Griff, in Messing ausgeführt. 
Wenn auch die chinesische Herkunft dieses Exemplars unzweifelhaft fest
zustehen scheint, so ist doch kaum anzunehmen, daß das geistreiche Spiel
zeug eine Erfindung der Chinesen überhaupt sei, und jedenfalls ist es 
in Europa, gering veranschlagt, seit vier Jahrhunderten bekannt. Von 
den verschiedenen Namen, unter denen es in Deutschland seit längerer 
Zeit umläuft, haben wir hier den des „Zankeisens" bevorzugt. — Für 
die Besprechung des Spielzeugs ist es bequemer, an Stelle des chine
sischen Exemplars mit seinen 9 Ringen eins mit weniger Ringen zu
grunde zu legen, und so geben wir denn in Fig. 27 eine schematische 
Zeichnung mit 5 Ringen, die unseren weiteren Ausführungen als 
Grundlage dienen mag. Mit Bezug auf sie können wir dann Ein
richtung und Zweck des Spielzeugs so beschreiben *):

l) Für die Beschäftigung mit diesem höchst reizvollen Spiel, die ich dem 
Leser nicht dringend genug anraten kann, ist die Benutzung eines Modells 
kaum zu entbehren oder wenigstens sehr zu empfehlen. Wer nicht verzieht, 
pch selbst ein solches anzufertigen, kann es von den Züllchower Anstalten (s. 
hrer S. 14, Anm. I) beziehen (Nr 84-2/4 des Preisverzeichnisses). Augenblick- 
Uch ist dort freilich nur die Spielform mit 9 Ringen vorrätig, doch ist für 
später (nach dem Kriege) daneben auch die Ausführung mit weniger, etwa 
5, 7 und 8 Ringen, in Aussicht genommen.
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Jeder der 5 Ringe ist durch einen an ihm befestigten Fa- 

.den, der, außer bei einem Ring (Nr. I unserer Figur), durch 
das Innere des benachbarten Ringes und — bei allen Rin- 
öen zwischen den beiden Bügeln der Spange hindurchgeht, 
mir einer kleinen Stange ja in unserer Figur) fest verbunden. 
Das Spiel besteht nun darin, die Spange von dem System der 
Ringe zu trennen.

Der Anfänger versucht die Lösung gewöhnlich in der Weise, daß 
er, den Griff etwa in die linke Hand nehmend, die Ringe nach rechts

Fig. S7.

bis über das Ende der Spange zieht und nun — irrtümlicherweise — 
die Ringe über einen der beiden Bügel der Spange wirft, muß dann 
aber erkennen, daß dies zur Lösung der Aufgabe nicht nur nichts bei- 
trägt, vielmehr nur eine Verwirrung der Fäden herbeiführt. Man 
erkennt in der Tat sehr leicht, daß man die einzelnen Ringe zwar 
nach rechts (im Sinne der Fig. 27) von der Spange herunterzuziehen 
haben wird, daß sie darauf jedoch nicht auf die eine Seite der Spange, 
sondern zwischen den beiden Bügeln der Spange hindurch nach unten 
geworfen werden müssen, und es entsteht jetzt nur die Frage, in wel
cher Reihenfolge man diese Manipulationen mit den verschiedenen 
Ringen vorzunehmen hat, um auf die schnellste Art eine Trennung 
von Spange und Ringen zu erzielen. In der ursprünglichen Stellung 
(s. Fig. 27) können nur die Ringe 4 und 5 nach unten gelangen — 
ohne daß einer der betreffenden Fäden über einen Bügel der Spange 
greift, was natürlich zu vermeiden ist —, und zwar 5 in der bereits 
angegebenen Weise, und 4, indem man 4 und 5 gleichzeitig nach rechts 
über die Spange hinausführt und dann 4 von oben zwischen den 
Bügeln hindurch nach unten wirft, 5 dagegen wieder auf die Spange 
setzt oder gleichzeitig mit 4 nach unten wirst. Bezeichnen wir nun 
das Lostrennen eines Ringes von der Spange kurz als das „Senken" 
eines Ringes und die umgekehrte Operation als das „Heben" und 
rechnen wir die Ringe in der Reihenfolge der Nummern in der Fig. 27, 
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also z. B. 3 als den auf 2 „folgenden" Ring, so erkennt man leicht 

folgendes:
Ein Ring kann nur dann gehoben resp, gesenkt werden, 

wenn der folgende Ring oben ist, alle weiteren folgenden 
Ringe jedoch unten sind; der letzte Ring (5) kann jederzeit 
gehoben resp, gesenkt werden.

1 2 3 4 5
Hätten wir z. B. die durch das Schema ° ° o"o angedeutete

Stellung — in der die Gerade die Spange und die kleinen Kreise 
oberhalb derselben die auf ihr sitzenden Ringe, die unteren Kreise die 
gesenkten Ringe bedeuten — auf irgendeine Weise herbeigeführt, so 
würde der Ring 2 jetzt gehoben werden können, weil der folgende 
Ring (3) oben ist, alle weiteren folgenden Ringe (4 und 5) dagegen 
unten. Dagegen würden die Ringe 1 und 3 nicht gesenkt und 4 nicht 
gehoben werden können; wohl aber könnte 5 gehoben werden und mit 
ihm zugleich allerdings auch 4.

Hiernach erkennt man, daß es bei unserer Aufgabe, das System 
der Ringe von der Spange zu trennen, vor allem darauf ankommen 
wird, den Ring I zu senken, und daß, nachdem dies geschehen, dieser 
Ring völlig aus der Betrachtung ausscheidet und man dann nur noch 
mit einem Spiel von 4 Ringen zu tun hat. Damit aber 1 gesenkt 
werden kann, muß nach unserer obigen Vorschrift Ring 2 oben und 
müssen 3, 4, 5 unten fein. Es ist also vorher 3 zu senken, und dies 
erfordert, daß 4 oben und 5 unten ist. Hiernach ergibt sich folgende 
Disposition: Es ist zunächst 5 zu senken, darauf kann dann auch 3

I L s t s 
gesenkt werden, und wir erhalten somit die Stellung ° Hm
nun auch 4 senken zu können, müssen wir 5 wieder heben und können 
darauf 4 und S — gleichzeitig, wie schon oben bemerkt war, — senken.

1 L Z t s
Wir erhalten so die Stellung —die nun, wie schon gesagt, 
die Vorbedingung für das Senken von 1 darstellt. Aus ihr resultiert 

l s S L s
daher n Damit scheidet 1 ganz aus der Betrachtung aus, 
und, damit nun 2 gesenkt werden kann, muß zuvor 3 gehoben werden. 
Dies bedingt aber, daß 4 gehoben wird, und dies wieder dasselbe 
für 5. Wir heben daher zunächst 4 und 5, was bei diesen beiden zu-

1 S 3 4 s
leich geschehen kann, erhalten also °. Soll 3 gehoben wer- 
m, so muß erst wieder 5 gesenkt werden, so daß wir sukzessive die
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1 2 s 4 5 1 2 S 4 5

Stellungen ^-5-^-5 und 0 erhalten. Damit nun 2 gesenkt 
werden kann, muß nicht nur 3 oben, sondern zugleich 4 und 5 unten 
sein, und, um 4 senken zu können, müssen wir zuvor 5 heben, so daß 

1 s s t s 
wir zunächst die Stellung ° ° bekommen. Dies ist aber die An
fangsstellung für ein Spiel mit 4 Ringen, und die weiteren Opera
tionen sind genau dieselben, als ob wir von Anfang an nur 4 Ringe 
gehabt hätten. Durch die jetzt zunächst erreichbare Zwischenstellung 
l 2 s 4 s I 2 s 4 s
O 0-0-ö o gelangen wir zun O-'o 0/ womit auch der Ring 2 aus 
der Betrachtung ausscheidet. Damit nun 3 gesenkt werden kann, muß 
zuvor 4 gehoben werden, und dies bedingt wieder, daß 5 zuvor resp, 
gleichzeitig gehoben wird, so daß folgende sukzessive Stellungen not-

1 2 s 4 s
wendig werden: — —(Anfangsstellung für ein Spiel mit 3 Rin- 

1SS4S1LS4S
gen), 2 s O o o- Heben wir nun noch 5 und senken dann
4 und 5 gleichzeitig, so ist das ganze System der Ringe von der 
Spange getrennt, wie verlangt war.

Umgekehrt bringt man die Ringe wieder auf die Spange zurück, 
indem man genau die umgekehrten Operationen wie zuvor, und zwar 
in umgekehrter Reihenfolge, ausgeführt, also:

4. Heben von 4 und 5
2. Senken von 5
3. Heben von 3
4. Heben von 5
5. Senken von 4 und 5
6. Heben von 2

9. Senken von 3
10. Heben von 5
11. Senken von 4 und 5
12. Heben von 1
13. Heben von 4 und 5
14. Senken von 5

7. Heben von 4 und 5
8. Senken von 5

15. Heben von 3
16. Heben von 5.

Auf die mathematische Theorie des Spiels, für die — beiläufig 
bemerkt — die im vorigen Kapitel besprochene Reihe der Potenzen 
der 2 eine grundlegende Bedeutung besitzt (vgl. S. 40, Anm. 1), 
dürfen wir nach den obigen Ausführungen verzichten. Die Theorie 
würde uns im Grunde genommen nur eine Bestätigung unserer Dar
stellung liefern und insbesondere den Beweis dafür geben, daß das 
von uns oben angewandte Verfahren auch wirklich das kürzeste ist, 
um die gestellte Aufgabe zu lösen. Bei diesem unserem Verfahren 
waren für den von uns hier zugrunde gelegten Spezialfall von 5 Rin-

ANuG 170- Ahrens, Math. Spiele. 4. Aufl 4
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gen 16 Operationen er
forderlich, wenn wir ein 
gleichzeitiges Heben und 
Senken der beiden letzten

Anzahl der Ringe Anzahl der Umstellungen

2 1
3 4

Ringe (4 und 5) für eine 4 7
Operation zählen. Wir 
wollen nun wenigstens bei 
der mathematischen Theorie 
unseres Spiels die An
leihe machen, daß wir noch

5 16
6 31
7 64
8 127

die Anzahl der erforder- S 256
lichen einzelnen Umstel- 
lungen für verschiedene An- 
zahlen von Rmgen in einer 
Tabelle, wie folgt, zusam- 
menstellcn:

10 511
11 1024
12 2047
2V 524287

Bei 65 Ringen würde die Minimalzahl der erforderlichen Um
stellungen bereits eine LOstellige Zahl und gerade um 1 größer sein 
als die Anzahl aller Weizenkörner auf dem Schachbrette in dem oben 
(S. 35 f.) besprochenen Falle.

Frage 13: Welche anfängliche Stellung wäre bei 5 Ringen die 
ungünstigste, d. h. diejenige, von der aus am meisten Operationen er
forderlich sind, um das System der 5 Ringe von der Spange zu tren
nen? Wie viele Operationen erfordert dieser ungünstigste Fall?

Kapitel VI.

Nim.
H 1. Beschreibung des Spiels und Skizzieruvg 

seiner Theorie.
Der Ursprung dieses Spiels ist unbekannt. Auf einigen amerika

nischen Schulen, bisweilen auch auf Jahrmärkten, wird es gespielt; 
es soll aber auch in Deutschland schon seit Jahrzehnten bekannt sein. 
Genannt wird es zumeist „Fan-Tan". Da man jedoch mit demselben 
Namen auch ein ganz anderes, bei Chinesen beliebtes Spiel bezeichnet, 
das ein reines Glücksspiel ist, so haben wir hier den obigen eng-
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lischen, von einem amerikanischen Mathematiker vorgeschlagenen Namen 
akzeptiert.

Man benutzt zu dem von zwei Personen gespielten Spiel 
eine Anzahl von irgendwelchen Objekten, etwa Zündhölzern 
oder kleinen Steinen. Es wird damit begonnen, daß 2 „Lau
fen" von „Steinen" gebildet werden, und zwar so, daß jeder 
Haufen, wie wir vorläufig der Einfachheit halber annehmen 
wollen, höchstens 7, andererseits aber auch wenigstens l Stein H 
enthalten mag. Das Spiel besteht nun darin, daß zunächst 
einer der Spielenden eine beliebige Anzahl von Steinen von 
einem Saufen fortnimmt, d. h. also wenigstens einen Stein 
und eventuell auch den ganzen Saufen. Innerhalb und mit 
Einschluß dieser Grenzen darf der Spielende also beliebig 
wählen, ebenso wie ihm auch die Wahl des Haufens über- 
lassen bleibt; nur dürfen nicht gleichzeitig Steine verschiedener 
Haufen sortgenommen werden. Darauf kommt der andere 

- - Spieler an die Reihe, um nun seinerseits nach denselben Be
stimmungen, wie der erstere, zu verfahren, und zwar darf er 
denselben Haufen wie sein Gegner oder auch einen anderen 
wählen. So geht dies abwechselnd fort, solange Steine vor
handen sind, wer den letzten Stein bekommt, ist Sieger.

Wir wollen der Einfachheit halber die einzelnen Operationen der 
Spieler als ersten, zweiten usw. „Zug" unterscheiden. — Die mathe
matische Theorie lehrt nun, daß einer der beiden Spieler stets den 
Sieg erzwingen kann; welcher von beiden sich in dieser günstigen Lage 
befindet, ob derjenige, der den ersten oder der den zweiten Zug tut, 
hängt lediglich von der Anfangsstellung ab.

Eine bestimmte Phase des Spiels ist offenbar durch die Anzahlen 
der Steine in den Haufen völlig charakterisiert. Wir werden sie da
her etwa durch 1, 4, 6 bezeichnen, wenn der eine Haufen 1, ein 
anderer 4 und der dritte 6 Steine enthält, und wollen solche Spiel
phasen „Stellungen" nennen. Dabei wollen wir aus später zu er
kennenden Gründen die Stellungen

1) Wir sprechen also aus Zweckmäßigkeitsgründen auch von einem „Hau
fen" von einem Stein und überlassen den Logikern die Erörterung der 
berühmten Streitfrage, bei welcher Mindestzahl von Objekten der vulgäre 
Begriff des „Haufens" beginnt.

4»
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1, 2, 3 2, 4, 6 3, 4, 7
1, 4, 5 2, 5, 7 3, S, 6 (System I)
I, 6, 7

ausgezeichnete" und die übrigen mit gleichfalls 3 Haufen, also z. B- 
1,4, 6 oder 3, 4, 4, „gewöhnliche" nennen. Der Leser erkennt un
schwer, daß die Zahl der „gewöhnlichen" Stellungen sehr viel größer 
ist als die der „ausgezeichneten". Befinden sich z. B. in dem einen 
Haufen 2 Steine und in einem zweiten 4, fo haben wir eine „aus
gezeichnete" Stellung nur dann, wenn in dem dritten Haufen 6 Steine 
liegen. In allen anderen Fällen, d. h. also, wenn in dem dritten 
Haufen 1, 2, 3, 4, 5 oder 7 Steine liegen, würde die Stellung eine 
„gewöhnliche" sein; denn nur 2, 4, 6 findet sich in unserem „Sy
stem 4", nicht aber 2, 4, 1 oder 2, 4, 2 oder 2, 4, 3 usw. — Ist 
ein Haufen ganz verschwunden, so mögen „ausgezeichnet" diejenigen 
Stellungen heißen, bei denen die beiden übriggebliebenen Haufen 
gleich viele Steine enthalten; alle übrigen Stellungen mit nur zwei 
Haufen, also alle mit zwei ungleichen Haufen, sollen „gewöhnlich" 
heißen. Stellungen mit nur einem Haufen werden stets „gewöhnlich" 
genannt. Zu den oben angegebenen „ausgezeichneten" Stellungen 
des „Systems I" kommen also als gleichfalls „ausgezeichnet" noch hinzu:

0, 1, I 0, 4, 4 0, k, 6
0, 2, 2 0, 5, 5 0, 7, 7 (System H)
0, 3, 3

und schließlich noch 0, 0, 0, also diejenige Stellung, die dem Spieler, 
der sie erreicht, die Siegespalme einträgt. Einschließlich dieser letzten 
Stellung haben wir somit im ganzen 45 „ausgezeichnete" Stellungen, 
während eine einfache Rechnung lehren würde, daß die Zahl der „ge
wöhnlichen" Stellungen 105 beträgt. Die „ausgezeichneten" Stel
lungen sind nun so ausgewählt, daß folgendes gilt:

Satz 1: Eine „ausgezeichnete" Stellung kann durch den 
nächsten Zug nie wieder in eine „ausgezeichnete", sondern 
immer nur in eine „gewöhnliche" Stellung übergeführt 
werden.

Satz 2: Eine „gewöhnliche" Stellung läßt sich durch den 
nächsten Zug zwar stets in zahlreiche „gewöhnliche", jedoch 
auch stets in mindestens eine „ausgezeichnete" Stellung 
überführen.
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Wir werden in den nächsten Paragraphen sehen, daß die „ausgezeich
neten" Stellungen den Spieler zum Siege führen. Hiernach und nach 
den soeben — vorläufig freilich ohne Begründung — angegebenen 
Sätzen läßt sich das Prinzip des praktischen Spiels bereits jetzt fol
gendermaßen formulieren: Der Spieler muß danach trachten, 
durch seinen Zug eine „ausgezeichnete" Stellung herzu
stellen. Ist dies z. B. dem Spieler L. gelungen, so wird L, 
da er ziehen muß und eine „ausgezeichnete" Stellung nur 
in eine„gewöhnliche"übergeht (Satz 1), die „ausgezeichnete" 
Stellung wieder zerstören, also eine „gewöhnliche" her
stellen müssen. kann diese jedoch wieder in eine „aus
gezeichnete" umwandeln (Satz 2) und kann so von einer 
„ausgezeichneten" Stellung zur anderen und schließlich 
zum Siege fortschreiten.

K 2. Begründung der Theorie des Spiels.
Die Überzeugung von der Richtigkeit der im vorhergehenden ß 1 

ausgesprochenen Sätze gewinnt der Leser leicht an der Hand bestimm
ter Beispiele. Zunächst Sah 1: Greifen wir zuerst von den „aus
gezeichneten" Stellungen des Systems II eine, etwa 0, 5, 5, heraus, 
so sehen wir, daß durch den nächsten Zug notwendig eine „gewöhn
liche" Stellung daraus wird; denn entweder der eine der beiden Hau
fen verschwindet beim nächsten Zuge ganz oder er verringert sich und 
wird damit dem anderen ungleich. Das Resultat des nächsten Zuges 
ist also entweder 0, 0, 5 oder etwa 0, 2, 5; beides sind aber nach 
unseren Definitionen „gewöhnliche" Stellungen. Die „ausgezeichneten" 
Stellungen des Systems II lassen sich somit durch je einen Zug sicher 
sämtlich nur in „gewöhnliche" überführen, wie Satz 1 es will. — 
Aber auch für die Stellungen des Systems I gilt der Satz; wir be
trachten zu dem Zweck ein Beispiel, etwa 2, 5, 7. Lassen wir durch 
den nächsten Zug einen Haufen ganz verschwinden, so wird die Stel
lung, da die beiden übrigbleibenden Haufen ungleich sind, unbedingt 
„gewöhnlich". Wir haben also nur noch die Fälle zu betrachten, in 
denen einer der Haufen verringert wird, ohne zu verschwinden. 
Nehmen wir nun von dem ersten Haufen einen Stein fort, so daß 
I, 5, 7 bleibt, so haben wir eine „gewöhnliche" Stellung; denn in 
denjenigen „ausgezeichneten" Stellungen, in denen die 1 vorkommt, 
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kommen niemals zugleich 5 und 7 vor (s. System I, erste Spalte). 
Verringern wir den zweiten Haufen, so bleiben jedenfalls in dem 
ersten Haufen 2 und in dem dritten 7 Steine. Nun finden wir aber 
in dem ganzen System I nur eine Stellung, die zugleich 2 und 7 
enthält; das ist unsere anfängliche Stellung 2, 5, 7. Wird also der 
Haufen 5 verringert, so ergibt sich zweifellos eine „gewöhnliche" 
Stellung. Bei Verringerung des dritten Haufens ist es ganz ent
sprechend.
' Der Leser hat unschwer erkannt, daß wesentlich hierbei folgender 

Umstand ist: das System I der „ausgezeichneten" Stellungen ist so 
eingerichtet, daß irgend zwei Zahlen, z B. 3 und 7, nur einmal zu
sammen in einer „Stellung" Vorkommen, nämlich in 3, 4, 7. Anderer
seits kommt aber jedes Paar von zwei Zahlen auch einmal zusammen 
in einer Stellung des Systems I vor. Wir werden zwar hierauf zurück
kommen und diese Angabe, die wir hier nur provisorisch machten, noch 
näher begründen müssen, wollen jedoch zur besseren Beranschaulichung 
dieser Einrichtung des Systems I jetzt noch folgendes hinzufügen: Wir 
denken uns, die Zahlen 1, 2,... 7 bezeichneten die Mitglieder eines 
Skatklubs; nennen wir sie der Reihe nach etwa: Schulze, Müller, 
Schmidt, Meyer, Lehmann, Krause, Fischer. Die Kombinationen zu 
je 3 in unserem System I bezeichnen dann immer gerade eine Skat
partie. Das System I erhält nun 7 „Stellungen"; diese mögen den 
7 Tagen der Woche entsprechen, d. h. es mag in dem Klublokal an 
jedem Abend der Woche sich ein Trio zu einer Spielpartie einfinden. 
Nehmen wir alsdann die Stellungen des Systems I in jeder Zeile von 
links nach rechts, so liefert uns unser System I folgenden Wochen- 
spielplan für den Klub:

Sonntag: Schulze, Müller, Schmidt.
Montag: Müller, Meyer, Krause.
Dienstag: Schmidt, Meyer, Fischer. 
Mittwoch: Schulze, Meyer, Lehmann. 
Donnerstag: Müller, Lehmann, Fischer. 
Freitag: Schmidt, Lehmann, Krause.
Sonnabend: Schulze, Krause, Fischer.

Wir bemerken alsdann folgendes: Jedes Klubmitglied kommt gleich 
oft zum Spiel, nämlich dreimal in der Woche. Dabei spielt jedes der 
7 Mitglieder gerade einmal in der Woche mit jedem anderen zusam
men: an seinem ersten Abend mit zwei Mitgliedern, an seinem zwei
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ten Abend nicht wieder mit einem des ersten Abends, sondern mit zwei 
anderen Mitgliedern und an seinem dritten Svielabend mit den noch 
übrigen zwei?) So spielt Schmidt z. B. am Sonntag, Dienstag und 
Freitag, und zwar am Sonntag mit Schulze und Müller, am Diens
tag mit Meyer und Fischer, am Freitag mit Lehmann und Krause, 
also mit jedem gerade einmal in der Woche. — Dies mag zur Ber
ausch änlich ung der Art, wie die Zahlen des Systems I miteinander 
kombiniert sind, vorläufig genügen.

Wir versuchen nun, uns den Satz 2 plausibel zu machen: Der erste 
Teil, daß eine,.gewöhnliche" Stellung sich auf mannigfache Weise 
durch einen Zug in andere „gewöhnliche" überführen läßt, z. B 1, 2, 5 
in 1, 2, 4 oder in 1, 2, 2 oder in 1, 2, 1 oder in 1, 2, 0 oder in 
0, 2, 5 usw., bedarf keiner weiteren Begründung. Es läßt sich aber, 
wie der Satz 2 weiter will, jede „gewöhnliche" Stellung durch einen 
Zug auch in mindestens eine „ausgezeichnete" überführen. Am leich
testen erkennt man dies bei nur zwei Haufen: hat man z. B. die „ge
wöhnliche" Stellung 0, 4, 7, so erhält man daraus eine „ausgezeich
nete", wenn die beiden Haufen gleich gemacht werden, was nur durch 
Verringerung des größeren möglich ist, so daß man also 0, 4, 4 be
kommen würde. Wäre in der , gewöhnlichen" Stellung nur noch ein 
Haufen vertreten, hätten wir also z. B. 0, 0, 4, so müßte, wie selbst
verständlich, dieser Haufen ganz zum Verschwinden gebracht werden, 
um die „ausgezeichnete" Stellung 0, 0, 0, die zugleich das Spiel mit 
dem Siege des Ziehenden beendet, zu erhalten?) — Hat man eine 
„gewöhnliche" Stellung mit drei Haufen, z. B. 3, 6, 7, so darf man 
keinesfalls, will man eine „ausgezeichnete" erhalten, einen Haufen 
ganz verschwinden lassen. Man darf also einen Haufen nur verrin
gern. Will man den ersten Haufen verringern, so bleiben also jeden
falls die Zahlen 6 und 7 des zweiten und dritten Haufens unverän
dert. Die einzige „ausgezeichnete" Stellung, in der 6 und 7 zusam
men Vorkommen, ist nun 1, 6, 7 (st System I); es muß also der erste 
Haufen von 3 auf 1 verringert werden. Entsprechend findet man, daß

1) Darauf, ob eventuell alle 3 Spielabende des einzelnen Mitglieds un
mittelbar aufeinander folgen resp, wie sie sich sonst auf die Woche verteilen, 
ist hier keine Rücksicht genommen.

2) Der Leser sieht also schon hier, daß es nicht willkürlich war, wenn 
wir die Stellung 0, 0, 0 zu den „ausgezeichneten" rechneten (S. 62), son
dern daß vielmehr innere Gründe hierzu zwingen. 
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man den zweiten Haufen von 6 auf 4 oder den dritten von 7 auf S 
zu verringern hätte, mit dem Resultat, daß man so eine der „aus
gezeichneten" Stellungen 3, 4, 7 und 3, 6, 5 erhalten würde. Ju 
dem Falle dieses Beispiels läßt sich die „gewöhnliche" Stellung also 
durch den nächsten Zug auf 3 Arten in eine „ausgezeichnete" üb er
führen. Im allgemeinen wird es drei Möglichkeiten für diese Über
führung zwar nicht geben, und es genügt uns auch vollkommen, weurr 
es nur eine gibt. Es entsteht aber die Frage, ob eine solche Mög
lichkeit auch stets statt hat. Wollten wir an dieser Frage vorüber- 
gehen, so würden wir in unserer Beweisführung eine erhebliche Lücke 
lassen; andererseits zwingt uns diese Erörterung, ein wenig in die 
mathematische Theorie des Spiels einzudringen. Ter Leser, der hier
auf verzichten will, möge daher den Rest dieses Paragraphen Über
schlagen und alsdann gleich bei K 3 fortsahren.

Es hätten schon oben die Fragen aufgeworfen werden können, durch 
welche wesentlichen Eigenschaften sich die „ausgezeichneten" Stellungen 
von den „gewöhnlichen" unterscheiden und auf welche Weise die „aus
gezeichneten" Stellungen, insbesondere die des Systems I, erhalten 
wurden. Zur Beantwortung dieser Fragen erinnern wir den Leser zu
nächst an die schon S. 36 f. betrachtete Reihe der Potenzen der Zahl 2, 
also an jene mit 1 beginnende Zahlenreihe, in der 
jede Zahl das Doppelte der vorhergehenden ist: 1,2, 
4,8,16....... Wir brauchen augenblicklich von dieser 
Reihe nur den Anfang: 1, 2, 4. Wir erinnern uns 
weiter daran, daß jede beliebige Zahl sich als 
Summe von Zahlen dieser Reihe darstellen läßt 
(Satz 2, S. 39), nämlich die uns hier allein inter
essierenden Zahlen bis 7 einschließlich in nebenstehen
der Weise:

4 2 1
1 ----- 1
2 — 2
3-- 2-j-1
4---4
5 ----4 -i- 1
6---4-1-2
7---44-2

Wir wollen daher 4, 2, 1 der Kürze halber jetzt wieder, wie schon 
auf S. 40, unsere „Grundzahlen" nennen. Greifen wir nun irgendeine 
„Stellung" aus dem System I, etwa 3, 4, 7, heraus und schreiben die 
drei darin verkommenden Zahlen in der soeben angegebenen Weise 
untereinander, also 3 --- 2-1-1

4 --- 4
7 -- 4 -1- 2 -p- 1, 

so sehen wir, daß auf der rechten Seite an Grundzahlen untereinander 
'^ehen zwei 1, zwei 2 und zwei 4. Würden wir diese Darstellung derZahlen 
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nun für alle„Stellungen"des Systemsl vornehmen, so würdenwirfinden, 
daß von den Grundzahlen 1,2 und 4 stets jede entweder zweimal oder 
gar nicht in einer „Stellung" vorkommt, wie dies letztere z. B. bei der 
Stellung 2, 4, 6: 2 - 2 -

4-4
6 -- 4 -fi 2

bezüglich der Grundzahl 1 der Fall ist. Niemals aber kommt eine der 
Grundzahlen bei dieser Darstellung in den Stellungen des Systems I 
ein- oder dreimal vor; vielmehr würde alsdann die Stellung zu den 
„gewöhnlichen" gehören. Daß auch die Stellungen von System II die
selbe Eigenschaft zeigen, bedarf kaum der Erwähnung, da diese Stel
lungen, abgesehen von der 0, immer nur zwei gleiche Zahlen auf
weisen, wobei unsere Bedingung bezüglich der Grundzahlen selbst
verständlich erfüllt ist. Doch nicht nur besitzen alle Stellungen von 
System I und II, also alle „ausgezeichneten" Stellungen, die betref
fende Eigenschaft, sondern sie sind auch die einzigen Stellungen, denen 
diese Eigenschaft zukommt. Wenn wir nämlich irgendwelche Stellungen, 
die außerhalb der Systeme I und II stehen, also „gewöhnlich" sind, 
hieraufhin prüfen würden, so würden wir stets finden, daß ihnen diese 
Eigenschaft abgeht. Wir greifen als Beispiele etwa die Stellungen 
I, 2, 4 und 3, 6, 7 heraus, die nicht zu den „ausgezeichneten" des 
Systems I gehören und für die wir folgende Darstellungen in den 
Grundzahlen erhalten:

I-- 1 3- 2 fi-1
2--- 2 6-44-2
4-4 7 - 4 -fi 2 -j- I.

Bei der ersteren kommen die Grundzahlen 4, 2 und 1 nur je einmal 
vor, bei der letzteren die Grundzahlen 4 und I allerdings je zweimal, 
dagegen die Grundzahl 2 dreimal; die verlangte Bedingung wird also 
durch keins der beiden Beispiele erfüllt. — Der Vollständigkeit halber 
sei nur noch bemerkt, daß die Stellung 0, 0, 0 natürlich der gestellten 
Bedingung genügt, also mit Recht den „ausgezeichneten" Stellungen 
zugerechnet wird (vgl. die Anm. 2 S. 55). <

Damit haben wir eine bestimmte Definition für die „ausgezeich
neten" Stellungen gewonnen, nämlich die, daß bei Darstellung ihrer 
3 Zahlen durch die Grundzahlen jede Grundzahl gar nicht oder zwei
mal vorkommt, und haben an speziellen Beispielen die Überzeugung
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gewonnen, daß alle „ausgezeichneten" Stellungen die angegebene cha- 
rakleristische Eigenschaft besitzen, alle „gewöhnlichen" Stellungen da
gegen nicht. Wir wollen jedoch dieser Definition jetzt eine genetische 
Form geben, indem wir in Beantwortung einer oben (S. 56) bereits 
aufgeworfenen Frage ein Verfahren angeben, um die Gesamtheit aller 
„ausgezeichneten" Stellungen zu bilden. Suchen wir beispielsweise 
eine nach unserer jetzigen Definition „ausgezeichnete" Stellung, in der 
die Zahlen 3 und 5 vorkommen, so würde man so sagen müssen:

3 2 -s- 1
5 --- 4 fi- 1.

Da nun hierin die Grundzahlen 4 und 2 nur je einmal, 1 jedoch zwei
mal vorkommt, so muß die dritte Zahl der gesuchten „Stellung" die 
Grundzahl 4 einmal, die Grundzahl 2 einmal, die Grundzahl 1 gar 
nicht enthalten, also 4 -s- 2 -- 6 sein; die so erhaltene Stellung besitzt 
danri die Eigenschaft, die wir unserer jetzigen Definition gemäß von 
den „ausgezeichneten" Stellungen verlangen. Danach muß also 3, 5, 6 
eine „ausgezeichnete" Stellung sein, und in der Tat finden wir sie im 
System I. In dieser Weise findet man zu zwei gegebenen Zahlen 
stets eine und nur eine dritte Zahl, die mit den beiden ersten eine 
„ausgezeichnete" Stellung bildet, oder mit anderen Worten: 3, 5, 6 
ist die einzige „ausgezeichnete" Stellung, in der die Zahlen 3 und 5 
zusammen Vorkommen. Damit dürfen wir zunächst eine auf S. 54 in 
unseren Darlegungen gebliebene Lücke als ausgefüllt ansehen: Wir 
antizipierten dort, jedoch ohne Begründung, die charakteristische Eigen
schaft des Systems I, daß es in ihm für je zwei Zahlen stets eine, 
aber auch nur eine „Stellung" gibt, in der diese beiden Zahlen zu
sammen Vorkommens, eine Eigenschaft, für die wir hier nun den in
neren Grund erkennen. — Wir können uns nun denken, daß man, wie 
in unserm Beispiel: 3, 5, so alle Kombinationen der Zahlen 1, 2,.. 7 
zu je zweien vornimmt, und jedesmal die zugehörige „ausgezeichnete" 
Stellung bildet. So muß man jedenfalls zu allen Stellungen des Sy
stems I und damit, da System II sofort hingeschrieben werden kann, 
zu allen „ausgezeichneten" Stellungen überhaupt kommen. Man braucht 
nicht einmal alle Kombinationen der Zahlen 1, 2,.. 7 zu je zweien

Ebenso wie entsprechend in dem oben betrachteten Analogon des Skat- 
die Spielordnung eine solche war, daß irgend zwei Mitglieder jeden- 
rn einem Abend der Woche, aber auch nicht öfter, zusammen spielen. 
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zu wählen, sondern kann das Verfahren entsprechend abkürzen; wir 
wollen dies jedoch nur andeuten, indem wir darauf Hinweisen, daß, 
wenn wir, wie oben von 3, 5, jetzt von 3, 6 ausgehen würden, wir 
als dritte Zahl natürlich 5 finden, also zu derselben „ausgezeichneten" 
Stellung 3, 6, 5, die wir bereits gebildet hatten, kommen würden, 
so daß wir also, ohne eine Einbuße zu erleiden, die Kombination 3, 6 
ganz ignorieren dürfen, nachdem eine „ausgezeichnete" Stellung mit 
3 und 6, nämlich 3, 5, 6, schon gefunden war. Jedenfalls erschöpfen 
wir durch ein solches Verfahren die Gesamtheit aller Stellungen des 
Systems I leicht und erkennen so, daß es außerhalb der Stellungen 
von System I und II einschließlich 0, 0, 0 keine weitere Stellung 
geben kann, die die verlangte Eigenschaft der „ausgezeichneten" Stel
lungen besitzt.

Aus dem Vorhergehenden erhellt nun weiter leicht, wie wir eine 
„gewöhnliche" Stellung in eine „ausgezeichnete" überzuführen haben. 
Wenn die Stellung, um die es sich handelt, „gewöhnlich" sein soll, so 
wird mindestens eine der Grundzahlen 4, 2, 1 ein- oder dreimal 
oorkommen; denn andernfalls wäre die Stellung ja bereits „ausge
zeichnet". Wir sehen uns also hieraufhin jedesmal die Grundzahlen 
4, 2, 1 von links nach rechts an. Beispielsweise in unserem oben 
(S. 57) an zweiter Stelle betrachteten Spezialfall

3 -- 2^-1
6 --- 4 -j- 2
7 4 2 -j- 1

kommt zunächst die Grundzahl 4 zweimal vor. Daran darf also nichts 
geändert werden. Sodann kommt jedoch die Grundzahl 2 dreimal vor, 
die Grundzahl 1 dagegen wieder zweimal; es ist also nur eine 2 zu be
seitigen. Man verringert somit entweder den ersten Haufen von 3 auf 
I oder den zweiten von 6 auf 4 oder den dritten von 7 auf 5. In jedem 
Falle fällt eine 2 fort. Genau dieselben drei Möglichkeiten hatten wir 
schon oben (S.55/56) für diesen Fall, und zwar lediglich auf Grund der 
Betrachtung des Systems I, angegeben. — Wir nehmen auch das erste 
der obigen (S. 57) Beispiele vor: I --- 1

2—2 
4 -- 4.

Die erste Grundzahl, bei der die Bedingung für die „ausgezeichnete" 
Stellung nicht erfüllt ist, ist die nur einmal vorkommende 4; man wird 
also diese, da auch die Grundzahlen 2 und 1 nur je einmal Vorkommen, 
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ersetzen müssen durch 2 -j- 1. Alsdann kommt die 4 gar nicht mehr und 
die 2 und 1 je zweimal vor. Praktisch bedeutet dies: der Haufen 4 
wird auf 3 verringert, und man gelangt so zu der „ausgezeichneten" 
Stellung 1, 2, 3. In dem Falle dieses Beispiels gibt es nur diese 
eine Möglichkeit, zu einer „ausgezeichneten" Stellung zu gelangen; 
denn es darf nur verringert, nicht hinzugefügt, und es darf in einem 
Zuge auch nur ein Haufen, nicht etwa mehrere zugleich, verringert 
werden. Deshalb mußte die größte nur einmal vorkommende Grund
zahl, nämlich 4, ganz beseitigt und zu den anderen nur einmal vorkom
menden, nämlich 2 und 1, je eine gleiche hinzugefügt werden. Man 
erkennt so leicht, daß die Möglichkeit der Überführung einer „gewöhn
lichen" in eine „ausgezeichnete" Stellung stets vorhanden sein muß^), 
womit die im Beweise des Satzes 2 oben (S. 56, Ende des ersten 
Absatzes) gebliebene Lücke ausgefüllt ist.

tz 3. Das praktische Spiel.
Aus den vorstehenden Erörterungen ergeben sich für das praktische 

Spiel nun folgende im wesentlichen schon am Ende von ß 1 (S. 53) 
antizipierte Konsequenzen: Da die „gewöhnlichen" Stellungen sehr viel 
zahlreicher sind als die „ausgezeichneten", so wird die willkürlich ge
wählte Anfangsstellung zumeist eine „gewöhnliche" sein. Derbeginnende 
Spieler -4 wird diese dann durch seinen Zug in eine „ausgezeichnete" 
umwandeln; der zweite Spieler L kann aus dieser „ausgezeichneten" 
Stellung jedoch nur wieder eine „gewöhnliche" machen, die alsdann 
von wieder in eine „ausgezeichnete" übergeführt wird. .4 schreitet 
so von einer „ausgezeichneten" Stellung zu einer anderen fort und 
gewinnt schließlich 3). Ist also die willkürlich gewählte Anfangs-

1) Das Verfahren, die größte ein- oder dreimal' vorkomweude Grund
zahl einmal zu subtrahieren und dafür alle nachfolgenden (kleineren), ein
mal vorkommenden Grundzahlen je einmal zu addieren, ist stets ausführ
bar, weil jede dieser „Grundzahlen" größer ist als die Summe aller kleine
ren Grundzahlen (f. Satz 1, S. 37).

2) Die Bestimmung der Anfangsstellung werden die Spieler, etwa ver
mittelst des Loses oder nach irgendeinem anderen Verfahren, dem Zufall — 
'der auch einer am Spiel unbeteiligten und der Spieltheorie unkundigen 

itten Person überlassen.
S) Man hat daher unsere „ausgezeichneten" Stellungen als diejenigen, 
herzustellen jeder Spieler bestrebt sein muß, die „richtigen" und'die 
Ähnlichen" die „unrichtigen" genannt.
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stellung „gewöhnlich", was, wie gesagt, zumeist der Fall sein wird, 
so gewinnt bei richtigem Spiel der Anziehende; ist die Anfangs- 
stellung eine „ausgezeichnete ', so gewinnt bei richtigem Spiel der 
Nachziehende.

Die Art, wie sich hiernach das Spiel gestaltet, mag auch noch durch 
ein Beispiel veranschaulicht werden, wobei wir die Züge numerieren 
und bei jedem Spieler diejenige Stellung angeben, die er durch den 
betreffenden Zug herstellt:

Anfangsstellung: 4, 5, 6.
8

1) 3, 5, 6 — etwa 3, 5, 4
2) 1, 5, 4 - - 1, 4, 4.

L muß jetzt, um richtig zu spielen, den letzten Stein des ersten Hau
fens nehmen und schafft so eine „ausgezeichnete" Stellung mit nur 
zwei und zwar gleichen Haufen (System II) also:

3) 0, 4, 4 — etwa 0, 2, 4.
L. nimmt jetzt stets ebenso viele Steine von dem anderen (größeren) 
Haufen, damit die Gleichheit der beiden Haufen wiederhergestellt wird, 
also: 4) 0, 2, 2 — etwa 0, 1, 2

5) 0, I, 1 - - 0, 1, 0
6) 0, 0, 0.

Selbstverständlich ist man keineswegs an die Maximalzahl 7 für 
die Objekte des einzelnen Haufens gebunden, vielmehr hatten wir 
diese nur aus Beqnemlichkeitsgründen vorläufig angenommen. Der 
Leser wird auch, wenn er darüber hinausgehen will, das System der 
„ausgezeichneten" Stellungen nach den Ausführungen des tz 2 leicht 
selbst erweitern können. Enthält z. B. ein Haufen 7, der zweite 9 
Steine, so werden wir diese Stellung zu einer „ausgezeichneten" 
ergänzen, indem wir 7 und 9 in den Grundzahlen darstellen, wo
bei zu I, 2 und 4 jetzt als nächste Grundzahl 8 Hinzutritt. Wir er
halten so: 7--- 4fi-2fi-1

9--8 -s-I.
Die dritte Zahl muß also sein: 8 -j- 4 u- 2 14 und die „ausge
zeichnete" Stellung ist mithin 7, 9, 14. Will man so beim Spiel 
beispielsweise bis zu 15 Steinen einschließlich gehen, so erhält man 
als Erweiterung des früheren Systems I das folgende:
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1, 2, 3 2, 4, 6 3, 4, 7 4, 8, 12
l, 4, 5 2, 5, 7 3, 5, 6 4, 9, 13
1, 6, 7 2, 8, 10 3, 8, 11 4, 10, 14
1, 8, 9 2, 9, 11 3, 9, 10 4, 11, 15
1, 10, 11 2, 12, 14 3, 12, 15
1, 12, 13 2, 13, 15 3, 13, 14
1, 14, 15

5, 8, 13 6, 8, 14 0 8, 15
5, 9, 12 6, 9, 15 7, 9, 14
5, 10, 15 6, 10, 12 7, 10, 13
5, 11, 14 6, 11, 13 7, 11, 12.

Hierzu kommt dann natürlich wieder noch das System aller der Stel
lungen mit nur noch zwei und zwar einander gleichen Haufen.

Das Spiel kann auch mit mehr als 3, ja beliebig vielen Haufen 
gespielt werden, doch soll darauf hier nicht eingegangen werden, ob
wohl die Theorie des Spiels sich alsdann nur unwesentlich ändert. 
— Man kann auch festsetzen, daß derjenige, der den letzten Stein 
nehmen muß, als Verlierer gilt. Auch für diese Spielregel bleibt die 
obige Theorie in der Hauptsache bestehen; immerhin tritt eine kleine 
Erschwerung ein, so daß wir deshalb auf diese Variante unseres Spiels 
nicht näher eingehen, obwohl sie die verbreitetere sein soll.

Frage 14: <Nn Haufen enthält 7, ein zweiter 25 Steine; wie 
viele muß der dritte enthalten, wenn die Stellung „ausgezeichnet" 
sein soll?

Frage 15: Wer gewinnt bei der Anfangsstellung 3, 17, 18 bei 
richtigem Spiel?

Frage 16: Liegt nur ein Haufen, und zwar von 25 Steinen, vor 
und wird die Spielregel dahin abgeändert, daß jeder der Spielenden 
mindestens einen und höchstens 4 Steine mit jedem Zuge fortnimmt, 
wer kann alsdann den Sieg erzwingen?

Kapitel VII.

Der Rösselsprung.
§ 1. Definition. Geschichte. Vorbemerkungen.

Das gewöhnliche Schachbrett weist bekanntlich 64 Felder auf und 
fordert zum Spiel 32 Figuren. Die Zahl der Figuren würde also 
rade ausreichen, um alle Felder der einen Bretthälste zu besetzen.
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Verschiedene Schachautoren des Mittelalters machen von diesem Um
stände Gebrauch, um folgende Aufgabe zu stellen: Man denke sich die 
eine Hälfte des Brettes mit den Figuren in beliebiger Ordnung voll
besetzt und schlage nun mit einem der Springer in beliebiger, aber 
ununterbrochener Reihenfolge alle Figuren fort. Bekanntlich „schlägt" 
man im Schach eine Figur mit einer zweiten, wenn man die letztere 
auf das Feld der ersteren bringt. Der betreffende Springer, der alle 
Figuren sukzessive schlagen soll und selbst auf einem der 32 Felder 
steht, hat also die Aufgabe, von seinem Felde aus hintereinander auf 
alle 31 anderen Felder, und zwar auf jedes nur einmal, zu springen 
und dabei Felder der anderen Bretthälfte nicht zu betreten.

Hieraus hat sich nun die weitere Aufgabe entwickelt, nicht nur das 
halbe, sondern das ganze Schachbrett in beliebiger, aber ununter
brochener Folge der Felder mit dem Springer zu durchlaufen, 
eine Aufgabe, die heute unter dem Namen „Rösselsprung" allgemein 
bekannt ist und in dem Rätselrepertoire zahlreicher Familienjournale 
einen ständigen Platz einnimmt, die aber um die Mitte des 18. Jahr
hunderts noch wenig bekannt gewesen sein muß, da Leonhard Euler, 
der große Mathematiker, von ihr bis dahin noch nicht gehört hatte, 
als sie ihm eines Tages in einer Gesellschaft, entgegentrat. Allerdings 
muß die Aufgabe bald darauf und vielleicht zum Teil infolge der 
Abhandlung, die Euler nun hierüber verfaßte, weite Verbreitung ge
funden haben, so daß beispielsweise ein jüngerer Zeitgenosse Eulers, 
von Kempelen (1734—1804), durch seinen berühmten Schachauto
maten bereits Rösselsprünge ausführen ließ.

Ein „Springerzug" besteht bekanntlich darin, daß die Figur von 
ihrem Felde nach einer der beiden Seiten um zwei Felder in hori
zontaler und dann von hier um eins in vertikaler Richtung resp, zu
erst um zwei in vertikaler und dann um eins in horizontaler Richtung
fortschreitet. Von zwei Feldern, zwischen denen 
ein Übergang vermittels eines solchen Sprin
gerzuges möglich ist, sagt man: „sie rösseln 
sich". Die Maximalzahl der mit einem gegebe
nen Felde sich rüffelnden Felder ist offenbar 8, 
wie Fig. 28 darstellt, wenn wir unter dem 
schraffierten Feld das Feld des Springers ver
stehen, und die 8 Felder, die sich mit dem schraf
fierten Felde „rösseln", durch Kreuze bezeichnen.
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Die ganze Figur stellt natürlich nur einen Teil des ganzen, 
64-feldrigen Schachbretts dar. Würden wir den Springer mehr nach 
dem Rande des Brettes zu aufstellen, so würde sein Feld sich even
tuell nur mit 6, 4 oder 3 und, wenn wir ihn auf einem Eckfeld 
aufstellten, gar nur mit 2 anderen Feldern rösseln. — Wir haben 
in unserer Figur den auf dem Schachbrett üblichen Unterschied zwi
schen schwarzen und Weißen Feldern nicht gemacht und werden auch 
in den weiteren Figuren hiervon absehen; der Leser erkennt jedoch auch 
so, daß, wenn unser in Fig. 28 schraffiertes Feld auf dem Schachbrett 
etwa schwarz ist, alle 8 Felder, die sich damit rüffeln, weiß sind und 
umgekehrt. Der Springer wechselt also mit jedem Zuge die Farbe 
des Feldes: steht er jetzt auf einem Weißen Felde, so gelangt er durch 
den nächsten Zug, den er tut, sicher auf ein schwarzes, von dort wieder 
auf ein weißes usw.

Das erste Feld eines Rösselsprungs nennen wir „Anfangs-" oder 
„Ausgangsfeld", das letzte „Schlußfeld", beide gemeinsam die „End- 
felder". Rüffeln sich Ausgangs- und Schlußfeld, so daß man also 
von dem Schlußfeld durch einen Springerzug wieder zu dem Aus
gangsfeld zurückkehren kann, so nennt man den Rösselsprung „ge
schloffen", anderenfalls „ungeschloffen" oder „offen".

Mg. ss.

«2 »5 55 25 SS

-- 55 67 »2 SS 5-

55 55 -6 57 »6 5/ SS

»5 SS 52 55 SS

es L5 20 7

zs «k 25 5 57

2? L? us 4- LZ VL

L- § 2 LS 5-

8 2. Beispiele von Rösselsprüngen.
Die Anzahl aller überhaupt möglichen verschiedenen Rösselsprünge 

ist bisher nicht ermittelt; jedenfalls ist sie aber ganz außerordentlich 
groß. Wir können hier natürlich nur einzelne wenige Beispiele her
ausgreifen, und zwar wollen wir mit dem ersten Beispiel, das wir 

geben, der im vorigen Paragra
phen angegebenen historischen Ent
wicklung unseres Problems insofern 
Rechnung tragen, als wir fordern, 
daß bei unserem Rösselsprung zu
nächst die eine Bretthälfte für sich 
allein ganz abgelaufen werde und 
dann erst die andere an die Reihe 
komme. Ein solcher „zweiteiliger" 
Rösselsprung, wie man sagt, ist 
der von Euler herrührende der 
Fig. 29. Die Felder werden dabei 
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in der Reihenfolge vom Springer durchlaufen, wie die hineingeschrie
benen Zahlen dies angeben, also zunächst die ganze untere Bretthälfte 
und dann erst die obere.

Unser Rösselsprung ist übrigens auch „geschlossen", d. h. er
möglicht einen Übergang von dem Schlußfeld zum Ausgangsfeld 
zurück, da die Felder 64 und 1 sich rösseln. Mit der Existenz eines 
geschlossenen Rösselsprungs ist zugleich der Nachweis erbracht, daß auch 
bei beliebigem Ausgangsfeld stets ein Rösselsprung, und zwar sogar 
ein geschlossener, existiert. Um z. B. einen solchen mit 19 als An- 
fangsfeld zu erhalten, braucht man ja in Fig. 29 nur die Felder 
19—64 in alter Weise zu durchlaufen, von 64 zu 1 zu gehen und 
dann die Felder 1—19 wieder in alter Weise zu durchlaufen. Es 
ist damit sogar gezeigt, daß es bei beliebigem Ausgangsfeld sogar 
mindestens 2 Rösselsprünge gibt, da jeder geschlossene Rösselsprung 
natürlich eine Durchlaufung der Felder in zwiefacher Reihenfolge 
gestattet, z. B. unser ursprünglicher (Fig. 29) neben der Durchlaufung 
im angegebenen Sinne (1, 2, 3... 64, 1) auch die in umgekehrtem 
Sinne (1, 64, 63 ... 2, 1).

Die Diagramme der weitaus meisten Rösselsprünge bieten natür
lich ein durchaus unregelmäßiges Aussehen, und eine vollständige 
Symmetrie ist aus Gründen, die in der Natur der Aufgabe liegen, 
überhaupt nicht zu erreichen. Die Rösselsprungkomponisten haben 

/ jedoch vielfach auch den ästhetischen Rücksichten soweit wie möglich 
Rechnung getragen und sind hierbei zu hübschen Resultaten gelangt. 
Einige der bemerkenswertesten Beispiele dieser Art geben die umstehen
den Figuren 30—35 wieder, von denen Fig. 30 ein Kreuz, Fig. 31 ein 
X (blapolson), Fig. 32 ein vierfaches^ (l^ij 
äsroin), Fig. 33 ein doppeltes V (Vivat Vietoriu) im Wappen führt, 
während Fig. 34 als Ganzes eine Art Vase darstellt und Fig- 35 im 
Innern eine Art Blume und auch sonst schöne Symmetrie zeigt. Alle 
diese Rösselsprünge find „geschlossen", nur der letzte ist „offen".

8 3. Einige Methoden zur Bildung von Rösselsprüngen.
I.

Eine für praktische Zwecke sehr geeignete Vorschrift znr Bildung 
von Rösselsprüngen ist die folgende:

„Bei jedem Springerzuge wähle man unter den verschie
denen Feldern, die durch diesen Zug überhaupt zu errei- 
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chen sind, dasjenige, von dem am wenigsten Springerzüge 
nach unbesetzten Feldern hin noch möglich sind, da hier die 
Gefahr, das b etr essende Feld nicht wie der zu erreichen und 
es somit ganz auszulassen, verhältnismäßig am größten 
ist, während natürlich diejenigen Felder, die noch mit einer 
größeren Zahl von freien Feldern sich rösseln, eher von 
einem dieser aus später noch erreicht werden können. Ste- 
hen hiernach mehrere Felder (mit einer gleichen Mindeste 
zahl von freien Ausgängen) zur Wahl, so wähle man unter 
ihnen beliebig."

Die Praktische Brauchbarkeit dieser Regel ist so groß, daß sie selbst 
bei ganz willkürlich angefangenen und schon ziemlich weit ohne Be
achtung der Regel fortgesetzten Rösselsprüngen noch zum Ziele führt. 
Es möge z. B. der Rösselsprung über 40 Felder bereits willkürlich 
und mehrfach im Widerspruch zu unserer Regel so, wie Fig. 36 an- 
gibt, geführt sein; die Beachtung unserer Regel für die weitere Fort
setzung liefert uns alsdann dennoch eine Vervollständigung des Rössel
sprungs, wie die umstehende Fig. 37 dies angibt.

Die Art, wie der Rösselsprung der Fig. 37 aus Fig. 36 unter 
Anwendung unserer Regel entstanden ist, mag noch durch folgende 
Ausführungen näher erläutert werden, wobei wir die Felder des Schach
bretts der Einfachheit wegen mit den Zahlen der Fig. 37 bezeichnen
wollen: Von Feld 40, dem
Endpunkt unserer anfäng
lichen planlosen Wanderung 
(Fig. 36), sind außer dem 
Feld 41 noch folgende bis
her leer gebliebene Felder 
erreichbar: 43, 45, 59 und 
49. Von diesen besitzt das 
Feld 43 noch drei offene 
Ausgänge, nämlich nach 42, 
44 und 60; Feld 45 hat 
gleichfalls drei solcher Aus
gänge, nämlich nach 44, 58 
und 46, und ebensoviel Aus
gänge, besitzt auch jedes der 
Felder 59 und 49. Dagegen Fig. 36

27 34° S 79 32

§5 7k- 26 33 3 7K

22 6 37

77 §6 7-

23 46 36 3

72 23 27 76

24° 2 3V 74° 2V

7 36 73 26 3 26 7s
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hat Feld 41 nur noch zwei 
offene Ausgänge, nämlich 
nach 42 und 48. Wir er
halten also in unzweideuti
ger Weise 41 als dasjenige 
aller in Betracht kommenden 
Felder, das am wenigsten 
freie Ausgänge besitzt, und 
müssen daher nach unserer 
Regel von 40 auf 41 sprin
gen. — Für den nächsten 
Zug kommen in Frage die 
Felder 42 und 48. Bon die
sen hat das zweite jetzt noch 
vier freie Ausgänge, näm
lich nach 47, 63, 49 und 51;

dagegen hat 42 nur einen Ausgang, nämlich nach 43. Wir müssen 
also unbedingt 42 wählen. Würden wir dies nicht tun, sondern von 
41 zu 48 gehen so könnten wir späterhin zu 42 nur noch von 43 
aus gelangen, aber 42 nicht mehr verlassen. Feld 42 würde also 
entweder ganz ausfallen oder es könnte höchstens noch Schlußfeld des 
Rösselsprungs werden. — Von 43 aus kann man zu 44 und 60 
gelangen, und zwar haben diese beiden Felder je drei freie Aus
gänge; man kann also der Regel gemäß zwischen 44 und 60 belie
big wählen. Entscheidet man sich, wie wir tun wollen, für 44, so 
führt die weitere Wanderung notwendig zu Feld 45, da dieses nur 
zwei freie Ausgänge hat, während die daneben zur Wahl stehenden 
Felder 47 und 57 deren je drei besitzen. In dieser Weise setzt sich 
das Verfahren fort.

Frage 17.; Gehe von dem linken der beiden Endfelder der Fig. 35 
aus, wähle auch die nächsten 36 Felder ebenso wie in dieser Figur 
und setze die Wanderung von da ab nach der eben besprochenen 
Regel fort!

II.
Während die foeben angegebene Methode, so wertvoll sie für Ver

vollständigung bereits angefangener Rösselsprünge ist, der strengen 
theoretischen Begründung entbehrt und daher auch nicht notwendig
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zumZielezuführenbraucht, 
wenn dies im allgemeinen 
auch der Fall sein wird, 
mögen jetzt noch zwei an
dere Methoden besprochen 
werden, die sich zwar nicht 
einem beliebigen Anfang 
anpassen, dafür aber die 
Bildung eines Rössel
sprungs von Anfang an in 
recht übersichtlicher Weise 
lehren. Bei der einen Me
thode denkt man sich das 
Schachbrett geteilt in ein 
inneres Quadrat von 16 
und ein Randgebiet von 
48 Feldern (s. Fig. 38), und weiter die Felder jedes dieser 2 Teile 
wieder in 4 Klassen, uud zwar so, daß sich die Felder derselben 
Klasse stets hintereinander mit dem Springer durchlaufen lasten. In 
Fig. 38 ist diese Einteilung so veranschaulicht, daß die Felder der
selben Klasse dieselbe Bezeichnung tragen und für einige Klassen die 
betreffenden Ketten von Springerzügen gezeichnet sind. Wir haben 
im ganzen 8 Ketten von Springerzügen: 4 innere (wir nennen sie 
kurz: a, t/, o, s) von je 4 Feldern und 4 äußere (s., b> v, s) von 
je 12 Feldern.

Die Methode besteht nun darin, die 8 Ketten anein- 
anderzureihen in der Weise, daß immer eine innere Kette 
mit einer äußeren abwechselt, wobei alle Folgen zulässig 
sind außer solchen von gleichen Buchstaben, also außer au', 
bl/, oo) es', zwischen denen eben ein Übergang nicht möglich ist. So 
erhält man einen brauchbaren Rösselsprung beispielsweise aus dem 
Schema s.e'ot/snbo, nämlich den umstehend in Fig. 39 angegebenen.

Bei der eben besprochenen Methode faßten wir die 16 Felder des 
inneren Quadrats zu Gruppen von je 4 oder „Quadrupeln", wie 
wir sagen wollen, zusammen. Zwei dieser Quadrupel bildeten die 
Figur eines Quadrats (i/ und oZ, die beiden anderen (s/ und s') 
die eines Rhombus. Diese selbe Einteilung wollen wir nun für das 
ganze Schachbrett durchführen, indem wir dieses zunächst in 4 gleiche
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Teile (Quadranten), jeden 
aus 16 Feldern bestehend, 
teilen und darauf in federn 
dieser Quadranten die Felder 
zu Quadrupeln zusammen- 
fasten. Die 4 Felder, die zn 
demselben Quadrupel gehören, 
sollen dieselbe Bezeichnung 
erhalten, z. B. alle vier ein 
u oder ein 0 oder ein D' usw.- 
(s. Fig. 40). Die entsprechend 
gelegenen Quadrupel in den 
4 Quadranten mögen durch 
dieselbe Buchstabenart bezeich
net, jedoch untereinander durch 

kleine und große Buchstaben und Strichelung dieser unterschieden 
werden, also z. B. als ^4, a, ^/, a. Dabei mögen die Quadrupel, 
die die Figur eines Rhombus bilden, durch Vokale (L. und L), die 
von der Figur eines Quadrats durch Konsonanten (B und 0) bezeich
net werden.

Man kann nun die Quadrupel desselben Buchstabens aneinauder- 
reihen. Zeichnen wir z. B. die 4 Rhomben u, L.', g/, so sehen 
wir, daß wir diese zu einem zusammenhängenden Zuge verbinden 

können, indem wir in allen 
4 Rhomben je eine Seite 
fortnehmen und durch einen 
Verbindungsspringerzug er
setzen, wobei die 4 fort
genommenen Seiten ein
ander parallel sind. Für 
die fortzunehmende Seite 
können offenbar in jedem 
Rhombus nur 2 in Betracht 
kommen, nämlich die nach 
den benachbarten Quadran
ten zu liegenden, und man 
erhält so die 4 Quadrupel 
-4, u, n/ auf zwei Arten 
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zu einem „Zuge" vereinigt, 
wie Fig. 41 dies angibt.

Wir bekommen also zwei 
Züge L., wie wir kurz sagen 
wollen, zwei Züge 8, zwei 0 
und zwei 8. Die Züge L. und 
8 — wir wollen sie „Vokal
züge" nennen — setzen sich 
aus Rhomben zusammen, die 
Züge 8 und 6, die „Konso
nantenzüge", aus Quadraten. 
Es handelt sich jetzt, um 
einen vollständigen Rös
selsprung zusammenzu- 
setzen, nur noch darum, 
4 Züge, nämlich je einen 
von L., von 8, von 6 und 
von 8, aneinanderzurei- 
hen. Dabei ist nur zu 
beachten, daß man von 
einem Bokalzug zu einem 
anderen Vokalzug, also 
von zu 8, nicht über
gehen kann und ebenso
wenig von einem Konso
nantenzug zu einem an
deren solchen; denn, wie 
der Leser aus Fig. 40 sofort 
ersieht, rö sielt kein Feld L, a, 
.4', a' sich mit einem Felde 8, s, 8', s', und das Entsprechende gilt 
für die durch Konsonanten bezeichneten Felder. Dagegen kann man 
von einem Vokalzug zu einem Konsonantenzug überspringen, also 
die 4 Züge von je 16 Feldern etwa in der Reihenfolge L.880 an
einanderreihen, wodurch man einen vollständigen Rösselsprung erhält, 
wie die umstehende Fig. 42 für diesen Fall durch die hinzugesetzten
Zahlen angibt.



72 Kap. VII. Der Rösselsprung

Natürlich lassen sich auch Rösselsprünge für andere quadratische 
oder rechteckige oder andersartig geformte Bretter angeben, wenn 
dies auch nicht unter allen Umständen möglich ist. Auf diese Fragen 
kann hier jedoch nicht näher eingegangen werden, und ebensowenig 
auf die Rösselsprünge in dreidimensionalen Gebieten („kubische Rös
selsprünge").

K 4. Magische Rösselsprünge.
Eine besonders kunstvolle Form der Rösselsprünge bilden diejeni

gen, bei denen die Ziffern, welche die Reihenfolge der Felder angeben, 
in jeder horizontalen und in jeder vertikalen Reihe eine konstante 
Summe ergeben. Solche Rösselsprünge, die danach also die Haupt
eigenschaft der im nächsten Kapitel (VIII) zu besprechenden „magischen 
Quadrate" aufweisen und daher „magische" resp, „semimagische" 
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Rösselsprünge -genannt wer- 
den^), sind von verschiedenen 
Liebhabern konstruiert. — 
Soll, wie gesagt, die Summe 
in allen horizontalen und 
vertikalen Reihen konstant 
sein, so ergibt sich sür sie 
nach einer leichten Rechnung 
der Wert 260.

Dernebenstehende(Fig.43), 
von dem russischen Schach
theoretiker C. F. von Jaenisch 
herruhrende Rösselsprung ist 
besonders kunstvoll: er besitzt 
nichtnurdie geforderte Eigen- 
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schlossen und zudem symmetrisch, da die erste Hälfte (1 — 32) durch Dre
hung des Bretts um 180° in die zweite (33—64) übergeht; außerdem 
läßt er sich in zwei geschlossene halbe Rösselsprünge von je 32 Fel
dern zerlegen, da 1 und 32 einerseits und 33 und 64 anderseits 
sich rösseln.

Kapitel VIII.

Magische Quadrate.
ß 1. Einleitung.

Auf seinem bekannten Kupferstich „Melencolia", dem Titelbild un
seres Bündchens, hat Albrecht Dürer, selbst ein bedeutender Mathe
matiker und Verfasser eines geometrischen Werkes, die allegorische 
Figur der mathematisch-technischen Forschung, umgeben von stereome- 
trischen Körpern (Kugel, Polyeder) und allerlei Werkzeugen zum 
Messen, Wägen, Zeichnen usw., in einer augenblicklichen Anwandlung 
dumpfen, melancholischen Hinbrütens und Grübelns dargestellt. Neben 
der durch Polyeder und Kugel verkörperten Ksomstria fehlt auch 
deren Schwester, die L.ritbmstiaa, nicht. Erblicken wir doch zu Häupten

1) Sie sind, im Sinne des nächsten Kapitels gestochen, nicht vollkom
men „magisch", da ihre Diagonalreihen versagen. Vollkommen magische 
Rösselsprünge scheinen überhaupt nicht möglich zu sein und konnten bisher 
jedenfalls trotz vielfacher Bemühungen nicht hergestellt werden.
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der weiblichen Gestalt ein Zahlenquadrat, das der besseren Deutlich
keit halber hier nochmals, in Fig. 44, wiedergegeben sei. Es weist 
in seinen 16 Zellen die Zahlen von 1 bis 16 auf, von denen wir 
die beiden Mittelzahlen der untersten Zeile hier in Fettdruck wieder
geben, da sie zugleich das Jahr, dem der Kupferstich angehört, 1514, 
nennen. Die Anordnung der 16 Zahlen in dem Quadrat ist nun

Mg- «t.
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§ 7

eine solche, daß, wenn wir die Zahlen irgend
einer Horizontalreihe oder „Zeile" — z. B. der 
dritten: 9, 6, 7, 12 — zusammenzählen, wir 
stets die Summe 34 erhalten. Dieselbe Summe 
bekommen wir aber auch, wenn wir die Zahlen 
irgendeiner Vertikalreihe oder „Spalte" — 
z. B. die der ersten links: 16, 5, 9, 4 -— 
addieren. Ja, selbst die beiden Diagonalreihen, 
nämlich 16, 10, 7, 1 und ebenso 13, 11,

6, 4, ergeben die nämliche Summe 34. — Alan bezeichnet solche 
Zahlenquadrate, die eine konstante Summe in allen horizontalen, 
vertikalen und diagonalen Reihen ergeben, als „magische Qua
drate"?) Die in den angegebenen Reihen übereinstimmend sich 
ergebende Summe heißt die „Konstante" des magischen Quadrats. 
Hinsichtlich der in den Feldern eines solchen magischen Quadrats 
stehenden Zahlen wollen wir hier stets voraussetzen, daß sie eine 
Reihe unmittelbar aufeinander folgender ganzer Zahlen — in dem 
Dürerschen Quadrat sind es 1, 2, ... 16 — bilden, und zwar soll 
diese Reihe, wofern nichts anderes gesagt ist, als mit 1 beginnend an
genommen werden. Oft ergibt sich übrigens die betreffende „Kon
stante" nicht nur in den angegebenen Reihen, sondern auch noch auf 
mancherlei andere Weise; so können wir z. B. das Dürersche Qua
drat in vier Viertelquadrate, jedes also von 4 Feldern, zerteilen, 
und jedes Viertel weist alsdann für sich die Zahlensumme 34 auf; 
ferner ergibt das Quadrat der 4 inneren Zahlen 34 und ebenso die 
4 Eckzahlen zusammen; ferner das Quadrat des Springer-Viererzugs") 
5, 2, 12, 15 resp. 3, 8, 14, 9 oder die entsprechenden Rhomben 
16, 11, 1, 6 und 13, 10, 4, 7 usw. Man sieht, die Eigenschaften 
dieser Zahlenquadrate sind so merkwürdige, daß eine zu Mystik und

1) Vgl. auch den letzten Paragraphen des vorhergehenden Kapitels: 
„Magische Rösselsprünge".

2) Vgl. Kap. VII, Z 3, II, insbesondere die Figuren 38, 41, 42.
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Aberglauben neigende Zeit sie wohl in Verbindung mit allerlei „ma
gischen" Künsten bringen und sie sür mancherlei derartige Zwecke ver
werten zu sollen glauben konnte. Von diesem Gebrauch, der die ge
schichtliche Erklärung für den Namen „magische Quadrate" gibt 
werden wir in H 5 noch zu sprechen haben.

H 2. Das neunzrllige magische Quadrat.
Das 16-zellige Dürersche Quadrat stellt noch nicht den einfachsten

Fall magischer Quadrate dar, vielmehr gibt es auch 
solche von 3x3-^9 Zellen, während allerdings ma
gische Quadrate von 2x2^4 Zellen ausgeschlossen 
sind, wie der Leser leicht erkennt. Wir wollen uns 
zunächst die Aufgabe stellen, ein neunzelliges magi
sches Quadrat zu bilden, also die Aufgabe, die Zah
len 1, 2 ... S so in die Zellen der Fig. 45 einzu- Fig. U>.

2 L §

§ 6-

§

ordnen, daß in den angegebenen Reihen stets eine und dieselbe kon
stante Summe sich ergibt. Welche Summe wird das sein? — so lautet 
die Vorfrage, die wir uns zunächst vorlegen. Die Antwort erhalten 
wir am schnellsten, wenn wir die 9 Zahlen zweimal untereinander, 
jedoch in verschiedener Richtung, hinschreiben, also so: 

123456 7 89 
987654321

Je zwei untereinanderstehende Zahlen ergeben stets die Summe 10, 
beide Reihen zusammen also 90, jede Reihe für sich daher 45. 45 
ist somit die Summe unserer 9 Zahlen; diese sollen sich nun in un
serem neunzelligen Quadrat (Fig. 45) auf 3 Zeilen resp. 3 Spalten 
verteilen, so daß auf jede Zeile resp. Spalte als konstante Summe 15 
entfällt.

Es handelt sich also darum, die 9 Zahlen 1 bis 9 so in die Felder 
des Quadrats einzuordnen, daß dieses in 8 verschiedenen Reihen — 
3 Zeilen, 3 Spalten und 2 Diagonalen — die „Konstante" 15 auf- 
weist. Man überzeugt sich nun leicht, daß es für die Bildung der 
Summe 15 aus je 3 der Zahlen 1—9 folgende 8 Möglichkeiten, 
und auch nur diese 8, gibt:

1,5,9; 1,6,8; 2,4,9; 2,5,8;
2,6,7; 3,4,8; 3,5,7; 4,5,6.

In diesen 8 „Tripeln" kommt nun die Zahl 5 häufiger als irgend
eine andere Zahl, nämlich viermal, vor, und daraus folgt sofort, daß
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Fig- 47.
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die Zahl 5 notwendig das Mittelfeld des 
zu bildenden magischen Quadrats einneh
men muß; denn das Mittelfeld gehört nicht 
weniger als 4 solchen Reihen, die die Kon
stante 15 ergeben sollen, — es sind die in 
der Fig. 46 markierten— an. Da nun ferner 
unsere 8 „Tripel" die geraden Zahlen 2, 4, 
6, 8 je dreimal, die ungeraden 1, 3, 7, 9 
dagegen nur je zweimal aufweisen, so müs
sen die 4 Eckfelder des magischen Quadrats,

da sie 3 Reihen — einer Zeile, einer Spalte und einer Diago
nale — von der Konstanten 15 angehören sollen, mit den 4 ge
raden Zahlen besetzt werden, während die übrigen 4 Felder, die 
Mittelrandfelder, von den ungeraden Zahlen 1, 3, 7, 9 eingenommen 
werden. Denkt man sich nun etwa das Eckfeld oben links mit der 
Zahl 2 besetzt, so muß in dem Eckfeld unten rechts, damit die Dia
gonale die Konstante 15 ergibt, die Zahl 8 stehen. Für die beiden 
anderen Eckfelder bleiben dann die Zahlen 4 und 6. Legt man diese 
fest, besetzt man also etwa das Eckfeld oben rechts mit 4, so sind da
mit offenbar auch die Zahlen der Mittelrandfelder bestimmt, und man 
bekommt so das magische Quadrat der Fig. 47.

Man erkennt so leicht, daß unsere Aufgabe 8 Lösungen besitzt: Jede 
der 4 Zahlen 2, 4, 6, 8 kann das Eckfeld oben links einnehmen, wo
mit auch zugleich die Zahl für das Eckfeld unten rechts festgelegt ist, 
während für die Ecke oben rechts dann jedesmal noch zwei Möglich
keiten bestehen. — Man kann sich aus der Lösung Fig. 47 die übrigen 
7 Lösungen auf folgende Weise hervorgehend denken: Dadurch, daß 
man sich das ganze Quadrat um 90°, 180°, 270° gedreht denkt, er- 
ält man zunächst drei weitere magische Quadrate, so daß man also 
cht über deren 4 im ganzen verfügt. Von diesen 4 Quadraten den. 

.en wir uns nun jedes an einer spiegelnden Fläche, die sich etwa an: 
unteren Rande des Quadrats befinden mag, gespie
gelt, und erhalten so 4 weitere magische Quadrate, 
so daß wir im ganzen die versprochenen 8 haben. 
Andererseits ist damit aber auch die Zahl aller er
schöpft. In der Regel Pflegt man solche nur durch 
Drehungen oder Spiegelungen sich ergebenden Figu
ren nicht als wesentlich verschieden von der Stamm-
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figur anzusehen, und in diesem Sinne dürfen wir sagen, daß es nur ein 
magisches Quadrat der Zahlen 1 bis 9 gibt.

Frage 18: An der Villa Albani in Rom befindet sich, in Mar
mor hergestellt, ein magisches Quadrat von 9x9 Feldern, das somit 
die Zahlen 1 bis 81 aufweist. Welches wird die Konstante dieses 
magischen Quadrats sein?

H 3, Allgemeine Methode für Bildung ungeradzelliger 
magischer Quadrate.

Quadrate von mehr als 4 Zellen lassen sich stets mit den entspre
chenden Zahlen so ausfüllen, daß ein magisches Quadrat entsteht, und 
zwar ist diese Aufgabe bei ungerader Zeilenzahl wesentlich leichter als 
bei gerader. Wir wollen uns daher mit dem ersteren Fall näher be
schäftigen und eine allgemein zur Bildung von ungeradzelligen ma
gischen Quadraten anwendbare Methode besprechen, wobei wir uns an 
ein bestimmtes Beispiel, das eines Quadrats von 5x5 Zellen, hal
ten wollen. Die 25 Zahlen, die wir in die Zellen des Quadrats ein- 
zuordnen haben, wollen wir zunächst in folgender Anordnung schreiben:

„Schema".
1 — 12--- 23-- 34— 4 5- 5
6 — 1x54-1 7 — 1x54-2 8 — 1x54-3 9 — 1x54-4 10 —1x5-st5

1t — 2x5-j-1 12 — 2x54-2" 13 — 2x5-j-3 14 — 2x54-4 15 — 2x54-5
16 — 3x5-4-1 17 — 3x54-2 18 — 3x54-3 19-3x5-1-4 20 —3x5-j-5
21—4x5-j-1 22 — 4x54-2 23 —4x5-s-3 24 — 4x54-4 25 —4x5-j-5

Untereinander stehen hierbei immer diejenigen Zahlen, die bei Divi
sion durch 5 denselben Rest lassen: in der ersten Spalte alle mit Rest 1, 
in der zweiten alle mit Rest 2 usw-, schließlich in der letzten alle mit 
Rest 0, jedoch ist hier aus später erkennbaren Zweckmäßigkeitsgründen 
so geschrieben, daß 5 als Rest erscheint. In derselben Zeile stehen 
dagegen alle diejenigen Zahlen, die ein gleiches Vielfaches von 5 auf
weisen: in der ersten diejenigen ohne ein solches Vielfaches, in der zweiten 
diejenigen mit einmal 5, in der dritten diejenigen mit dem Doppelten 
von 5, in der vierten diejenigen mit dem Dreifachen von 5, schließlich in 
der letzten diejenigen mit dem Vierfachen von 5. Wir werden hiernach 
späterhin eine weitere Erläuterung zu geben nicht nötig haben, wenn wir 
kurz von den „Resten" und den „Vielfachen" unseres „Schema" sprechen.

Als Vorstufe zur Bildung eines magischen Quadrats wollen wir 
uns nun zunächst einmal die folgende, sehr viel leichtere Aufgabe fiel-
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len: Die 25 Zahlen sind in die 25 Zellen so einzureihen, daß alle 
Horizontalreihen (Zeilen) die gleiche Summe ergeben. Diese Summe 

muß, wie vorwegbemerkt sei, offenbar gz ^in (vgl. die Be

rechnung auf S. 75). Unsere Teilaufgabe ist deshalb viel leichter als 
die Hauptaufgabe, weil über die Summen der Vertikal- und Diagonal
reihen jetzt nichts vorgeschrieben ist und es sich also nur darum han
delt, die 25 Zahlen so auf 5 Zeilen von je 5 Plätzen zu verteilen, 
daß sich die zwischen den Zahlen bestehenden Größenunterschiede für 
die einzelnen Zeilen gegenseitig das Gleichgewicht halten, also in jeder 
Zeile die Summe dieselbe wird. Eine solche Verteilung erhält man 
nun, wenn man aus unserer obigen Anordnung des „Schema" immer 
je 5 Zahlen so herausgreift, daß niemals zwei dieser 5 Zahlen 
derselben Zeile oder Spalte des Schema angehören. Man be
kommt nämlich, wenn zunächst die 5 gewählten Zahlen alle verschie
denen Spalten des „Schema" angehören, jeden der 5 „Reste", näm
lich 1, 2, 3, 4, 5, gerade einmal; die Zugehörigkeit zu den verschie
denen Zeilen des „Schema" würde andererseits zur Folge haben, daß 
jedes „Vielfache" von 5: das Nullfache, Einfache, Doppelte, Dreifache, 
Vierfache, gerade einmal vorkommt. Als Beispiel braucht man nur die 
Zahlen der einen Diagonalreihe des „Schema" zu nehmen, da diese natür
lich alle zu verschiedenen Zeilen und Spaltendes Schema gehören, also:

1 - 1
7-1x54-2

13-2x54-3 
19-3x54-4
25 — 4 x 5 -j- 5

Alle „Vielfachen" von 5 und alle 5 „Reste" sind 
in dieser Gruppe vertreten, unv es lassen sich offen
bar aus allen 25 Zahlen 5 solche Gruppen bilden. 
In der Summe der Zahlen jeder Gruppe käme als
dann jedes „Vielfache" und jeder „Rest" gerade ein
mal vor; die 5 Zahlen jeder Gruppe ergäben also

stets dieselbe Summe, nämlich die Summe aller „Vielfachen" und aller 
„Reste", d.h.(lxö-i- 2x 5-st 3 x 5 -st 4 x 5) 4- (1 -st 2 4- 3 

-st 4 -st 5); das ist aber natürlich unsere „Konstante" 65.
Eine zweite Gruppe von 5 solchen Zahlen wäre z. B.

2 2 Diese Zählen enthalten jeden 3
8-1x54-3 '.'Rest" gerade einmal und ebenso io - 1 x 5 4- 5 

14-2x5-ff4 ledes „Vielfache", und ihre Sum- i2-2x5-st-> 
20 - 3 x 5 4- 5 Mb ist daher wieder 65 16-3x54-1
21 --4x54- 1 Emedntte, weniger übersichtlich 24 -4x54-4

ausgewählte Gruppe wäre z. B.
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Auch diese Gruppe weist alle „Vielfachen" und alle „Reste" auf oder, 
mit anderen Worten: von den S Zahlen der Gruppe gehören nie zwei 
derselben Zeile oder Spalte des „Schema" an. — Wir können nun 
leicht aus den noch übrigen 10 Zahlen 2 weitere Gruppen dieser Art 
bilden und erhalten so, wenn wir die Zahlen einer Gruppe immer in 
eine Zeile schreiben, beispielsweise folgende Anordnung unserer 25 Zah
len nach 5 Gruppen bzw. Zeilen:

1 7 13 19 25
2 8 14 20 21
3 10 12 16 24
4 6 15 18 22
5 9 11 17 23

Damit haben wir ein Quadrat erhalten, das in bezug auf die Zei
len der Bedingung der magischen Quadrate genügt, stets die betreffende 
„Konstante" (für unseren Fall 65) zu ergeben. Daß die Bedingung in 
den Zeilen erfüllt ist, folgt, wie wiederholt hervorgehoben werden mag, 
sofort aus der Tatsache, daß von den in einer Zeile zusammenstehen- 
den Zahlen niemals zwei derselben Horizontalen oder Vertikalen des 
„Schema" angehören. In den Spalten dagegen weist unser Quadrat 
die „Konstante" natürlich nicht auf, und es wird sich dies im allge
meinen auch durch Umstellen der Zahlen jeder Zeile untereinander, 
wenigstens in einfacher Weise, nicht erreichen lasten, da wir bei Aus
wahl der Zahlen unserer 5 Gruppen ziemlich unmethodisch verfahren 
sind. Man könnte jedoch natürlich ebenso, wie wir hier ein Quadrat 
gebildet haben, das in allen Zeilen die Konstante ergibt, ein solches 
bilden, bei dem dies für alle Spalten gilt, und brauchten ja übrigens 
zn dem Zwecke das obige nur um 90° zu drehen. — Näher unserem 
schließlichen Ziel, dem magischen Quadrat, gelangen wir jedoch nur, 
wenn es uns gelingt, die 25 Zahlen so anzuordnen, daß nicht nur in 
jeder Zeile, sondern zugleich auch in jeder Spalte alle „Reste" und 
alle „Vielfachen" vertreten sind. Zu dem Zwecke tragen wir die Zahlen 
des „Schema" in ein aus einem 25-zelligen Quadrat mit 4 angesetzten 
„Terrassen" I—IV bestehendes Feldernetz so ein, wie Fig. 48 dies ver
anschaulicht: Die Zahlen der ersten Zeile des „Schema" (1,2,3,4,5) 
stehen in Fig. 48 in der ersten von links nach oben rechts verlaufenden 
schrägen Felderreihe; dann kommen entsprechend in paralleler Felder
reihe die Zahlen der zweiten Zeile des „Schema" (6, 7,... 10), und 
so geht es weiter fort. Das Verfahren besteht nun darin, daß 
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henden Zahlen in die 
noch leeren Felder des 
Quadrats und füllen 
dieses aus. Das ent 
stehende Quadrat (s- 
Fig. 49) ist dann ein 
magisches.

Die Zeilen und
Spalten des so gebildeten Quadrats genügen unserer Forderung 
deswegen, weil jede Zeile und jede Spalte des Quadrats (Fig. 49) 
alle „Reste" und alle „Vielfachen" aufweist. Fasten wir z. B. in 
Fig. 48 die Zahlen 6, 7, 8, 9, 10 ins Auge, so gehören davon 
7, 8, S den 3 obersten Zeilen des Quadrats der 25 Felder an, 
6 kommt später bei der Terrastenverschiebung in die dann folgende 
Zeile, nämlich in die vierte, während die Zahl 10 aus Terrasse H in 
die letzte Zeile, die fünfte, gelangt. Die Zahlen 6, 7, 8, 9, 10, die das 
Gemeinsame haben, daß sie alle und sie allein in unserem „Schema" 
das „Einfache" von 5 enthalten, verteilen sich also auf 5 verschiedene 
Zeilen des fertigen Quadrats der Fig. 49. Jede Zeile des Quadrats 
erhält somit das „Einfache" von 5 gerade einmal zuerteilt. — Ebenso 
sehen wir aus Fig. 48, daß die 5 Zahlen 6, 7, 8, 9, 10 sich auf 5 
verschiedene Spalten des Quadrats Fig. 49 verteilen (7, 8, 9 stehen 
in den 3 ersten, 10 gelangt in die vierte, 6 dagegen bei Verschiebung 
Won Terrasse I in die letzte Spalte). Es erhält somit auch jede Spalte 
-das „Einfache" von 5 gerade einmal zuerteilt. — Natürlich hätten wir 
-ebensogut auch eine andere Reihe der Zahlen in Fig. 48 herausgreifen 
können, z. B. 21, 22, 23, 24, 25, also die Zahlen, die sämtlich und 
-allein unter allen Zahlen in der Anordnung des „Schema" das „Bier-
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fache" von 5 enthalten. Wir würden als
dann aus Fig. 48 erkannt haben, daß auch 
diese Zahlen sich über 5 verschiedene Zeilen 
und Spalten des Quadrats Fig. 49 verteilen, 
so daß jede Zeile und jede Spalte des Qua
drats Fig. 49 das „Vierfache" von 5 gerade 
einmal zuerteilt erhält. Allgemein erkennen 
wir so, daß in jeder Zeile und in jeder Spalte 
unseres Quadrats jedes „Vielfache" gerade 
einmal vorkommt. — Was aber von den

Ng.

LS

L?

L

4- N

„Vielfachen" gilt, gilt auch von den „Resten". Hätten wir z. B. in 
Fig. 48 die Reihe der Zahlen 2, 7, 12, 17, 22, also die Zahlen, die 
alle und allein den „Rest" 2 aufweisen, ins Auge gefaßt, so würden 
wir gesehen haben, daß sie sich gleichfalls auf die 5 verschiedenen 
Zeilen und die 5 verschiedenen Spalten des Quadrats Fig. 49 ver
teilen, so daß jede Zeile und jede Spalte den „Rest" 2 gerade ein
mal zuerteilt erhält. Dies gilt offenbar allgemein, d. h. nicht nur für den 
Rest 2, sondern für jeden Rest. Jede Zeile und jede Spalte des Qua
drats Fig. 49 weist somit jeden „Rest" und jedes „Vielfache" gerade 
einmal auf; die Zeilen und Spalten ergeben daher alle die geforderte 
Konstante 65 als Summe.

Es bleibt zu Prüfen, ob auch die beiden Diagonalen die Konstante 
ergeben: Die eine enthält die Zahlen 3, 8, 13, 18, 23 (s. Fig. 48) 
und damit alle verschiedenen „Vielfachen" je einmal. Dagegen enthält 
sie nicht alle „Reste", sondern immer nur den Rest 3. Nun ergibt aber 
die Summe aller „Reste", nämlich 1-st2-s-3-s-4-s-5, genau das
selbe, wie wenn die mittlere Z Zahl, nämlich 3, fünfmal genommen 
wird. Diese Diagonale muß somit gleichfalls die Konstante 65 ergeben. 
Von der anderen Diagonale gilt mutatis mutanäts dasselbe: sie ent
hält alle „Reste", dagegen stets dasselbe „Vielfache"; dieses ist jedoch 
gerade das mittlere, so daß sich auch hier die geforderte Summe 65 
ergibt. — Das Quadrat der Fig. 49 besitzt somit alle Eigenschaften 
der magischen Quadrate.

Frage 19: Bilde nach dieser Methode ein magisches Quadrat von 
49 Zellen!

1) Hierbei ist wesentlich, daß die 5 eine ungerade Zahl ist; unsere 
Methode ist aus diesem und anderen, übrigens leicht erkennbaren Gründen 
nur bei ungeradzelligen Quadraten brauchbar.

ANnG 170: Ahrens, Math. Spiele. !. Anst. 1Z
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ß 4. Geradzellige Quadrate.
Die Bildung geradzelliger magischer Quadrate ist nicht so einfach 

wie die der ungeradzelligen. Wir wollen uns daher hier auf den ver
hältnismäßig einfachen Unterfall beschränken, daß die Zahl der Felder 
in jeder Reihe unseres Quadrates nicht bloß gerade, sondern, wie man 
sagt, „gerad-gerade", d. h. durch 4 teilbar, ist. Es soll sich also nur um 
Quadrate von 4, 8, 12, 16 ... Feldern in jeder Reihe handeln. Wir 
greifen als Beispiel den Fall eines Quadrats von 8x8 Feldern her
aus und schreiben zunächst die Zahlen 1—64 in natürlicher Ordnung, 
wie Fig. 50 zeigt, in die Felder hinein. Jedem Feld resp, jeder Zahl 
wollen wir uns alsdann ein zweites als „gegenüberliegendes" zuge
ordnet denken, und zwar soll, wenn z. B. das eine Feld der dritten 
Zeile und vierten Spalte angehört — es ist 20 —, als „gegenüber
liegendes" dasjenige bezeichnet werden, das der drittletzten Zeile und 
viertletzten Spalte angehört, also 45. Die beiden Zahlen ergeben zu
sammen 65, und zwar ergibt sich diese Summe für jedes Paar von 
zwei „gegenüberliegenden" Zahlen. Denn zwei „gegenüberliegende" Fel
der stehen, wenn wir alle Felder in der durch die Zahlen der Fig. 50 
vorgeschriebenen Reihenfolge nehmen, gleichweit von beiden Enden der 
Reihe ab: 20 ebensoweit von 1, wie 45 von dem anderen Ende 64. 
Wenn wir aber alle Zahlen in natürlicher Ordnung in eine Reihe 
schreiben würden, also 1, 2, 3 ............ 62, 63, 64, so würden zwei,
die gleichweit von beiden Enden abstehen, stets zusammen 65 geben, 
wie wir bereits früher (S. 75) — an einem anderen Beispiel — gesehen

Mg. so. überliegende" auch darin. Für die

- 2 5 4- 5 6 7 S
hatten, indem wir die betreffenden 
Zahlen zweimal, und zwar unter- 
einander, jedoch in verschiedener 
Richtung, Hinschrieben:

1, 2, 3,............... 62, 63, 64
64, 63, 62,............... 3, 2, 1.

Der Zahl 1 nun liegt in Fig. 50 
„gegenüber" die Zahl 64, der Zahl 
10 die Zahl 55 usw.; überhaupt 
liegt, wenn die eine Zahl in dieser 
Diagonalreihe liegt, die „gegen-

s 76 77 72 75 74 75 76
77 7S 79 26 27 22 23 24
25 26 27 2§ 29 36 37 32
33 55 56 57 36 39 46
§7 -2 45 §4 45 46 47 4S
46 56 57 52 53 54 55 56
57 53 59 66 67 62 63 64
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andere Diagonalreihe gilt ganz dasselbe: der Zahl 8 liegt „gegenüber" 
57 usw. Danach teilen sich die 8 Zahlen, die in derselben Diagonale 
stehen, in 4 Paare von je zwei „gegenüberliegenden". Jedes Paar 
gegenüberliegender Zahlen ergibt nun die Summe 65, wie wir sahen; 
die 8 Zahlen einer Diagonale ergeben also die Summe 4x65--- 260. 
Dies ist nun aber, wie der Leser leicht nachrechnet, gerade die „Kon
stante" des späteren magischen Quadrats. Die Diagonalen genügen 
somit bereits bei der natürlichen Anordnung der Zahlen, wie sie Fig. 50 
gibt, der Forderung des magischen Quadrats. Dies wird der Leser auch 
nicht anders erwartet haben; denn, wenn wir (s. Fig. 50) die kleinste Zahl 
(l) und die größte (64) zusammennehmen, dann wieder die zehntkleinste 
(10) und die zehntgrößte(55)usw., so müssen sich die Größenunterschiede 
so ausgleichen, daß wir im ganzen gerade auf den Durchschnitt, d. i. 
hier offenbar die ,Konstante" des magischen Quadrats, kommen.

Die Zeilen und Spalten der Fig. 50 genügen jedoch der Forde
rung des magischen Quadrats keineswegs: die Zahlen der ersten Zeile 
z. B. ergeben eine viel zu kleine, die der letzten eine viel zu große 
Summe. Wir können jedoch hier leicht ausgleichend wirken; denn eben
soviel, wie der ersten Zeile an der geforderten Summe 4x65--- 260 
sehlt, ebensoviel hat die letzte Zeile zuviel (beide Zeilen zusammen geben 
nämlich jedenfalls 8 x 65 --- 2 x 260, weil sie gerade aus 8 Paaren 
„gegenüberliegender" Zahlen bestehen). Nun beträgt der Unterschied 
zwischen einer Zahl der ersten Zeile und der gerade darunterstehenden 
der letzten konstant 56; der Unterschied der beiden ganzen Zeilen wird 
also ausgeglichen, wenn wir vier Zahlen der ersten Zeile mit den vier 
darunterstehenden der letzten vertauschen, also z. B. 1, 2, 3, 4 mit 57, 
58, 59, 60 oder etwa 1, 2, 7, 8 mit 57, 58, 63, 64. Jede der 
beiden Zeilen weist dann hinterher die Summe 260 auf. In ganz 
ähnlicher Beziehung zueinander stehen nun die zweite und die vorletzte 
Zeile; auch unter ihnen beiden können wir daher in ganz entsprechen
der Weise eine solche Ausgleichung bewirken und erhalten dann für 
beide Zeilen die Konstante 260. Ebenso geht es paarweise bei den 
übrigen Zeilen, und wir bekommen also schließlich ein Quadrat, das 
in allen 8 Zeilen der Forderung einer konstanten Summe genügt, nicht 
aber in den Spalten und im allgemeinen auch nicht mehr in den Dia
gonalen, da diese, anfänglich zwar unserer Forderung genügend (s. 
oben), bei den vorgenommenen Vertauschungen sich im allgemeinen 
geändert haben werden.

6*



84 Kap. VIII. Magische Quadrate

Ungeändert geblieben bei diesen Vertauschungen ist dagegen jede 
Spalte, als Ganzes betrachtet; denn jede Zahl blieb bei den Vertau- 
schungen in ihrer Spalte. Wir könnten nun für die Spalten ganz 
dieselbe Einrichtung treffen wie soeben für die Zeilen, also zunächst die 
erste und letzte Spalte gegeneinander ausgleichen, und so gleichfalls 
die konstante Summe von 260 für beide herbeiführen, usw. Bei 
diesen Vertauschungen würden sich die Zeilen, als Ganzes betrachtet, 
nicht mehr ändern, da jede Zahl in ihrer Zeile bliebe; unsere obige 
Einrichtung für die Zeilen würde also nicht etwa wieder aufgehoben 
werden. — Infolge der obigen Vertauschungen, die im Interesse der 
Zeilen vorgenommen wurden, gelangte nun die Zählet beispielsweise 
an die Stelle 57, und infolge der Vertauschungen, die der Spalten 
wegen nötig sind, rückt sie etwa von Platz 57 weiter nach 64, ist 
dann also im ganzen von Feld 1 gerade auf das „gegenüberliegende" 
Feld 64 gewandert. Eine Verfolgung der einzelnen Zahlen bei diesen 
sukzessiven Umstellungen liegt jedoch nicht in unserer Absicht; es ge
nügt uns vielmehr, an einem Beispiel zu sehen, daß bei diesen Ver- 
taufchungen eine Zahl auf das dem ursprünglichen gegenüberliegende 
Feld gelangen kann. Anderseits wissen wir, daß es bei diesen Ver- 
tauschungen auf Folgendes ankommt: Einmal muß die Hälfte der 
Zahlen der ersten Zeile in die unterste Zeile wandern und dafür aus 
dieser die gerade darunterstehenden in die leeren Plätze der ersten 
Zeile; dabei braucht nun nicht jede dieser ersteren Zahlen gerade in 
den Platz direkt unter ihr einzurücken, sondern nur auf einen der leer 
werdenden Plätze. Wir sahen ja auch, daß I ohnehin infolge wei
terer Umstellung an die Stelle 64 gelangen konnte. Wir könnten 
also von vornherein bei Normierung der Zeilen so verfahren, daß 
wir zwar aus der ersten Zeile 1, 2, 7, 8 entfernen und mit 57, 58, 
63, 64 vertauschen, nun aber nicht 1 gerade mit 57, 2 mit 58 usw., 
sondern l etwa mit 64, 2 mit 63, 7 mit 58, 8 mit 57, also jede 
Zahl mit der ihr gegenüberliegenden. Wir haben damit dann zu
gleich Vertauschungen vorgenommen, die für die Einrichtung der 
Spalten bedeutsam sind. Es fragt sich hiernach: Wie ergibt sich ein ein
faches Verfahren so, daß die Hälfte der Zahlen der ersten Zeile mit 
der darunterstehenden Hälfte der letzten Zeile tauscht, zugleich eine 
Hälfte der Zahlen der zweiten Zeile mit der darunterstehenden 
Hälfte der zweitletzten Zeile usw., und ferner, daß gleichzeitig auch
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bezeichneten Gebiete oder aber die aller Vs.m.
Gebiete b mit den ihnen gegenüberliegenden vertau

für die Spalten die entsprechenden Umstellun
gen*) vorgenommen werden?

Diesen Effekt erzielen wir nun am einfach
sten, wenn wir die folgende Vorschrift befolgen: 
Man teile das ganze Quadrat in 16 
Teile, wieFig.51 dies angibt, und kann 
nun entweder die Zahlen aller mit a

L s L s

s L- r

S L r
L s

schen. Man sieht, daß so gleichzeitig jede Zeile und jede Spalte 
die Hälfte ihrer Zahlen mit der zugehörigen austauscht. Ferner hat 
der Leser gewiß bereits als sehr bedeutsam den Umstand erkannt, daß 
bei diesen durch Fig. 51 angezeigten Vertauschungen, bei denen immer 
nur gegenüberliegende Zahlen ihre Plätze wechseln, eine in einer 
Diagonalreihe stehende Zahl unter allen Umständen in derselben ver
bleibt. Die Diagonalen, die bereits in der provisorischen Anordnung 
der Fig. 50 die Konstante des magischen Quadrats aufwiesen, bleiben 
also jede als Gesamtheit unverändert erhalten und genügen daher 
auch nach Vornahme der Zahlenumstellungen unserer Forderung. 
Diese ist somit in allen Zeilen, Spalten und Diagonalen erfüllt, das 
Quadrat also ein magisches. Es sieht für den Fall unseres Beispiels 
(8x8 Felder), wenn wir die Vertauschungen in den Gebieten a

Fig. S2-

Fig. 52 zeigt.
Ist die Zahl der Felder jeder 

Reihe nicht durch 4 teilbar, so ist 
die gesamte Felderzahl auch nicht 
durch 16 teilbar, also die Einteilung 
des ganzen Quadrats in 16 Ge
biete im Sinne der Fig. 51 nicht 
möglich; unsere Methode ist als- 
dann, also z. B- bei 10 x 10 Fel- 
dern, nicht mehr anwendbar. Wir 
wollen jedoch auf diesen Fall nicht

62 6? S 2 S 6 SS S7
66 66 77 7? 7S 72 SS 29
7/ 76 26 26 22 2S es 22
26 es SS S7 66 SS S7 se
SS S7 SS es es 27 SS 7S

42 L2 27 es 7S 27 76
76 76 67 62 ZA 67 76 S
6 7 6V 66 67 se e 7

1) Selbstverständlich würde hier nicht von untereinanderstehenden Zahlen, 
sondern von solchen in gleicher Höhe zu sprechen sein.



86 Kap. VIII. Magische Quadrate

näher eingehen, da die hier zu befolgenden Methoden weniger ein
fach find.

Frage 20: Gib ein magisches Quadrat von 12 x 12 144
Feldern an!

8 5. Magische Quadrate auf Amuletten.
Wie schon am Schlüsse des ß 1 angekündigt wurde, wollen wir 

hier noch kurz der Nachtseite der magischen Quadrate gedenken, der
jenigen, der ihr Name entsprungen ist, ihrer Verwendung im Dienste 
des Aberglaubens.

Hier find, zumal wenn wir in erster Linie auf abendländische Vor
kommnisse unser Augenmerk richten, vor allem die sogenannten „Pla
netensiegel" zu nennen, von denen die Astrologie, insbesondere des 
16. und 17. Jahrhunderts, einen ausgiebigen Gebrauch gemacht hat, 
und auf sie wollen wir uns daher in der Hauptsache hier beschrän
ken.*) Bekanntlich beruht die Astrologie, diese schon im Altertum ge
pflegte Afterwifsenschaft, auf dem Aberglauben, alles Geschehen auf 
der Erde, alle Schicksale der Menschen würden von den Sternen, ins
besondere den Planeten, die man sich als Götter vorstellte und denen 
man daher ja auch Götternamen beigelegt hat, bestimmt und ließen 
sich auch vorher aus den Sternen ablesen. Als „Planeten" galten 
dabei im Sinne der vorkopernikanischen Weltanschauung diese sieben: 
Mond, Merkur, Venus, Sonne, Mars, Jupiter, Saturn. Zwischen 
diesen 7 Planeten einerseits und den magischen Quadraten anderer
seits stellte die Astrologie nun feste Beziehungen her: Dem Saturn, 
dem entferntesten der 7 Planeten, wurde das kleinstmögliche magische 
Quadrat, das der 9 Zellen, zugeordnet: es ist das Quadrat unserer 
Fig. 47, das so zur „Palmin Luturui", zur Saturnstafel, wurde. Ent
sprechend erhielt Jupiter, der nächste der „oberen" Planeten, das 
nächsteinfache magische Quadrat, das der 16 Zellen, und in dieser 
Weise ging dies fort. So entstand ein System, das uns die nach
stehende tabellarische Zusammenstellung veranschaulichen mag:

1) Eine eingehende Behandlung wird das Thema dieses Paragraphen, 
wie überhaupt die Geschichte und Theorie der magischen Quadrate, in einer 
Monographie erfahren, die ich z. Z. vorbereite und die vielleicht schon inr 
nächsten Jahre (1919) erscheinen wird.
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Planet Magisches Quadrat

! Zellenzahl Konstante

Saturn 3x3 — 9 15

Jupiter 4x4 — 16 34

Mars 5x5----25 65

Sonne 6x6 — 36 111

Venus 7 x 7-- 49 175

Merkur 8x8 — 64 260

Mond 9x9 — 81 369

Diese magischen Quadrate brächte man dann auf Planetenamuletten 
an, denen man, je nach der Natur des betreffenden Planetengottes, 
die verschiedensten magischen Wirkungen zuschrieb. Unsere beiden 
Bildertaseln (S. 88 u. 89) weisen einen vollständigen Satz solcher 
Planetenamulette, von jeder Kategorie eins, auf. Das Saturnamulett 
ist eine Nachbildung eines in der Wiener Münzen- und Medaillen- 
sammlung (Kunsthistorische Sammlungen des A. H. Kaiserhauses) be
findlichen Stückes; die übrigen Bilder sind zwar Werken des 17. und 
18. Jahrhunderts entnommen, doch befinden sich mehrere der abge
bildeten Stücke noch heute in Sammlungsbesitz, so ist z. B. ein solches 
Jupiteramulett im Berliner Münzkabinett (Kaiser Friedrich-Museum) 
vorhanden.

Über die magischen Quadrate dieser 7 Amulette sei noch folgen
des bemerkt: das Quadrat unseres Saturnamuletts hat genan die 
Form unserer Fig. 47 (S. 76); unser Jupiterquadrat geht aus 
dem Quadrat Dürers (Fig. 44, S. 74) hervor, wenn man dort die 
Reihenfolge der Zeilen umkehrt und die beiden inneren Spalten mit
einander vertauscht; das Marsquadrat weist die Besonderheit auf, daß 
seine 13 ungeraden Zahlen sozusagen ein Quadrat innerhalb des 
ganzen Quadrats bilden, während die 12 geraden Zahlen die drei
eckigen Gebiete an den 4 Ecken des ganzen Quadrats einnehmen. Das 
Quadrat unseres Venusamuletts ist in hebräischen Zeichen, die auf





Merkuraurulett

Fig. 57—59. Planetenamulette mit magischen Quadraten.



Fig. 60. Indisches Amulett mit magischem Quadrat.
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Amuletten überhaupt viel Vorkommen, gegeben*); der Leser, der je
doch unsere Frage 19 (S. 81) beantwortet hat, braucht nur das dort 
erhaltene Quadrat um 90° im Uhrzeigersinne zu drehen, um eine 
Übertragung des hebräischen Zahlenquadrats in unsere Zahlzeichen zu 
erhalten. In genau derselben Weise ergibt sich auch das magische 
Quadrat des Mondamuletts (Fig. 59), d. h. also durch Bildung 
eines magischen Quadrats von 81 Zellen nach dem Vorbild der 
Figuren 48, 49 und anschließende Drehung des erhaltenen um 90° 
im Uhrzeigersinne. — Die Bildseiten unserer 7 Amulette, wie wir 
im Gegensatz zu den „Zahlenseiten" sagen, weisen alle den betreffenden 
Planetengott, sogar unter ausdrücklicher Angabe seines Namens, auf: 
Saturn, dargestellt als Gärtner mit dem Spaten, einem seiner viel 
vorkommenden Attribute; Jupiter in Gelehrtentracht mit aufgeschla
genem Buche in der Hand; Mars als Krieger mit Schwert und Schild; 
den Sonnengott (Sol) als König, auf dem Thron fitzend, mit Krone 
und Szepter; Venus, unbekleidet, mit lang herabwallenden Haaren, 
einen langen Pfeil in der Rechten haltend, ihr zur Seite Cupido mit 
dem Bogen; Merkur mit dem bekannten Schlangenstab in der Rechten, 
mit großen Flügeln an den Schultern, sowie mit Flügelhut und 
Flügelschuhen. Die Bildseite des Mondamuletts schließlich weist zwar 
in der Hauptsache eine Mondkarte auf, jedoch erkennt man in deren 
Jnnerm bei genauerem Hinsehen eine kleine weibliche Figur: es ist 
die Mondgöttin mit dem Halbmond in der Rechten; die Umschrift 
der Bildseite gibt in großer Schrift an: UUNL. — Auf die Er
klärung der sonstigen Bilder, Namen und Zeichen müssen wir hier 
verzichten und wollen nur noch eins anführen: Auf dem Venus
amulett (Bildseite) sehen wir außer der Göttin und dem Cupido noch 
eine „Wage" und einen „Stier"; gemeint sind die beiden Sternbilder 
des Tierkreises, die nach einer seltsamen Lehre der Astrologen als 
die beiden „Häuser" der Venus galten. Dieselbe Bedeutung haben 
auf dem Marsamulett „Widder" und „Skorpion", sowie auf dem 
Sonnenamulett der „Löwe".

Wir verlassen damit diese Planetenamulette, und bemerken im 
übrigen nur noch, daß magische Quadrate auch auf Amuletten anderer 
Arten vielfache Verwendung gefunden haben. Unsere Abbildung auf

1) Entgegen der sonstigen hebräischen Schreibweise stehen hier, freilich 
mit einer Ausnahme, die Zehner links (nicht rechts) von den Einern.
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S. 90 mag ein erstes Bei
spiel dieser Art darbieten: 
es ist ein Amulett, das 
bei den mohammedanischen 
Indern zur Austreibung 
böser Geister und Teufel 
in neuerer Zeit gebraucht 
wurde und gewiß heute 
noch gebraucht wird. Das 
magische Quadrat ist das 
unserer um 180° gedreh
ten Fig. 47 (S. 76), wo
bei jedoch alle Zahlen um 
540 vergrößert sind. — 
Ein zweites Beispiel die
ser Art, ein Dokument des 
Aberglaubens aus dem 
Weltkrieg, bringt Fig. 61 
in verkleinerter Wiedergabe 
zur Anschauung: Es ist ein 
arabischer Schutzbrief, der 
auf den Schlachtfeldern 
Frankreichs im Sommer 
1917 bei einem gefalle
nen Schwarzen, vermutlich 
einem Inder, gefunden 
wurde. Der Schutzbrief, 
der natürlich als Talis
man gegen feindliche Ge
schosse hatte dienen sollen, 
weist neben arabischen Ge
betsformeln, die hier nicht 
interressieren, als Instru
mente der Magie auch drei 
quadratische Anordnungen 
auf, von denen das 9-zel- 
lige Gebilde ein magisches 
Quadrat im strengen Sinne 
ist;in unseren Zahlzeichen 
würde es so aussehen:
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4 9 2
3 5 7 '
8 16, ist also ein Spiegelbild des Quadrats

unserer Fig. 47 (S. 76) resp, geht aus diesem durch Bertauschung
der ersten und letzten Spalte hervor. Von den beiden 16-zelligen 
Quadraten des Schutzbriefs weist das eine in jeder Zeile und jeder 
Spalte dieselben 4 Zahlen, nämlich die 4 kleinsten geraden Zahlen: 
2, 4, 6, 8, die eine besondere Rolle im Aberglauben des Orients 
spielen, aus, ergibt also natürlich auch in allen Zeilen und Spalten 
dieselbe Summe (20). Daß es kein magisches Quadrat im strengen 
Sinne ist, sondern zu einer viel einfacheren Gattung von Zahlen- 
Anordnungen gehört, braucht kaum gesagt zu werden. Von genau 
derselben Struktur wie dieses letztgenannte ist auch das größere 
I6-zellige Quadrat, nur sind an die Stelle der 4 Zahlen jetzt be
stimmte arabische Namen - - Gottesnamen — getreten ^).

Frage 21: Vergrößere alle Zahlen des Dürerschen Quadrats 
(Fig. 44, S. 74) oder des Jupiterquadrats (Fig. 54, S. 88) um ein 
und dieselbe Zahl so, daß das neue Quadrat in jeder Zeile, Spalte 
und Diagonale als Summe die für die Menschheitsgeschichte beispiel
los verhängnisvolle Jahreszahl 1914 aufweist! llm wieviel sind alle 
Zahlen des Quadrats zu diesem Zwecke zu vergrößern?

1) Auch an Bauwerken, Kirchen wie Profanbauten, finden sich bisweilen 
magische Quadrate. Mitteilungen über solche und ähnliche Vorkommnisse 
magischer Quadrate, insbesondere solche, die bisher wenig oder gar nicht 
bekannt sind, nehme ich mit lebhaftem Danke entgegen. Das in den großen 
öffentlichen und auch emigen privaten Münzsammlungen einschließlich eini
ger anderer Museen vorhandene Material an Amuletten mit magischen 
Quadraten ist mir freilich in der Hauptsache bereits bekannt infolge einer 
im Winter 1913/1S1L verunstalteten und über die wichtigsten Sammlungen 
von Europa erstreckten Umfrage, die, von einigen Ausnahmen, wie z. B- 
Rußland, abgesehen, sehr entgegenkommende Beantwortung gefunden hat. 
— Die vorstehenden Worte, die auch schon in der vorigen Ausgabe dieses 
Buches standen, haben mir, wie ich mit Dank zu bemerken nicht unter
lassen möchte, die Kenntnis des interessanten arabischen Schutzbriefes ver
mittelt. Herr Franz Buhl, Unteroffizier in einem bayerischen Regiment, 
der den Schutzbrief zu Gesicht bekam, hatte sogleich die richtige Vermutung, 
daß es sich um magische Quadrate handle, und sandte mir daraufhin zu
nächst eine Kopie, sodann das Original des Talismans.
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Kapitel H

Mathematische Trugschlüsse.
I. Die Hälfte ist gleich dem Ganzen.

Beweis: . Es ist bekanntlich:

a? — i? — (g, -s- b) - (s. — d).

Da diese Formel für beliebige Werte von a und b gilt, so also auch 
sür b--n, d. h. wenn wir für b überall s, setzen; wir haben dann:

s? — s? ----- (a -f- n) - (s, —

Die linke Seite der Gleichung können wir auch so schreiben: s,- (s,— g.) 
und haben dann:

a - (a — a) (s. -s- n) - (a — a).

Dividiert man nun beide Seiten der Gleichung durch den Faktor 
(a — u), so erhält man:

a ---- a -j- a,

also: S.----ÜL

oder:

was zu beweisen war.

H. In derselben Weise können wir beweisen:

Alle Zahlen find untereinander gleich.
Beweis: Es seien n und b zwei beliebige Zahlen. Wir nehmen 

. zunächst an, daß sie ungleich sind und daß a etwa die größere von 
beiden sei. Der Unterschied zwischen n und b sei gleich s, d. h.:

a — b — o 
oder:

- Multipliziert man diese letzte Gleichung auf beiden Seiten mit s. — b, 
so erhält man:

ab — nb-j-L6— b? — b o.

Bringt man nun in dieser Gleichung das Glied u a von der rechten
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Seite nach der linken hinüber resp, subtrahiert man auf beiden Sei
ten a 0, so erhält man:

s? — ab — — i? — b 0,

eine Gleichung, die sich auch so schreiben läßt:
n - (n — b — e) — b - (a — b — e).

Aus beiden Seiten kommt der Faktor L —b —0 vor; dividiert man 
durch ihn, so erhalt man:

a — b,

d. h. zwei ganz beliebige Größen a und b find einander gleich, 
w. z. b. w.

IH. Da der Leser vermutlich trotz unseres vorstehenden Beweises 
noch nicht so recht an die Gleichheit aller beliebigen Zahlen glaubt, 
weil ihm die Konsequenzen — Ausgleich aller Unterschiede zwischen 
Viel und Wenig, zwischen Arm und Reich, zwischen Groß und Klein 
usw. — denn doch etwas ungeheuerlich erscheinen mögen, so mag die 
Richtigkeit unseres Resultats noch durch ein zweites Beweisver
fahren erhärtet werden:

Es seien a und b zwei beliebige Größen; wir nehmen zunächst 
wieder an, sie seien ungleich. Alsdann gibt es jedenfalls eine Größe, 
die genau in der Mitte zwischen a und b liegt: für 3 und 11 beispiels
weise wäre dies die Zahl 7: > s s I s - s -j- j I -s Bezeichnen

s r u
Wir die entsprechende Größe für s. und b, ihr sogenanntes „arithme
tisches Mittel", mit ä, so ist:

a-j-b---- 2 ä
(für unser Beispiel: 3 -j-11 -- 2 - 7).
Aus dieser Gleichung folgt:

b — 2 ä— a

und 2 ä — b --- a.
Multipliziert man diese beiden letzten Gleichungen miteinander, so 
erhält man:

2äb —^--2äa—
Subtrahiert man nun diese letzte Gleichung von der Gleichung

so bekommt man:
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ä- — 2 äb -u - 2 äL u- 
oder (6—b)- — (cl — u)^.

Zieht man sodann auf beiden Seiten dieser Gleichung die Quadrat
wurzel, so ergibt sich:

ä — b — ä — u,
d. h.: ob ich b von ä abziehe oder a von'ä, bleibt sich gleich, also 
b — a, w. z. b. w.

Wer übrigens vorzieht, diesen Beweis, statt mit Buchstabengrößen 
a, b, ä, mit numerischen Werten zu führen, mag so Verfahren:

Niemand — und sei er der ungläubige Thomas in eigener Per
son — wird die Richtigkeit der Gleichung:

Z —I -- 6 —4 
leugnen; ebenso unzweifelhaft richtig ist die durch Multiplikation mit 
(— 1) hieraus hervorgehende Gleichung 

1-3—4—6
(jede der beiden Seiten der Gleichung ergibt: — 2). Addiert man nun 

auf beiden Seiten dieser Gleichung so erhält man: 
a o

1-3ch"4-6-s--

oder, was genau dasselbe ist:

Zieht man sodann auf beiden Seiten die Quadratwurzel, so bekommt 
man:

2 2

und, wenn man nunmehr auf beiden Seiten dieser Gleichung 

addiert, so ergibt sich das Resultat:
1—2..

Wenn aber 1 — 2 ist, so folgt durch Addition von 1 auf beiden Seiten:
2 — 3, und durch weitere Addition von 1 auf beiden Seiten:
3 — 4 uff., also:
1 — 2 - 3 — 4 usw., womit, wie verlangt, die Gleichheit 

aller Zahlen untereinander dargetan ist.
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IV. Null ist die größte aller Zahlen.
Beweis: Es sei n eine beliebige, positive, eventuell sehr große Zahl, 

a — 1 ist jedenfalls kleiner als u, was man in Form einer „Ungleichung" 
bekanntlich so ausdruckt*):

a — 1 < u.
Multiplizieren wir nun diese Ungleichung auf beiden Seiten mit (— af, 
so bekommen wir:

— 8? -j- U < — Z?

oder, nach Addition von s? auf beiden Seiten, schließlich:

a <l 0.
Damit haben wir das Resultat erhalten: Jede beliebige, wenn 

auch noch so große Zahl a ist kleiner als Null, und das war 
es ja, was wir beweisen wollten.

Ist also u etwa das Vermögen eines Millionärs oder gar Milliar
därs so zeigt uns unsere Ungleichung, daß dieses Vermögen kleiner 
ist als das Vermögen 0 eines Herrn Habenichts. Bezeichnen ent
sprechend die Größen b, o, ä usw. die Vermögen der Millionäre oder 
Milliardäre B, 0, v usw., so bestehen unserem Beweisverfahren zu
folge die Ungleichungen:

n<0; b<0; e<0; ä<0; . ...
und durch Addition aller dieser Ungleichungen folgt:

uZ-d "f-e-stä.... 0.
Der Herr Habenichts besitzt also mehr als alle Millionäre und Milliar
däre zusammengenommen, ein Resultat, das freilich trotz des „mathe
matischen Beweises" kaum so viel Glauben finden wird, daß es in so
zialer Beziehung versöhnlich zu wirken vermöchte.

V. Wenn eine Zahlkleiner ist als eine andere, so ist auch 
das Doppelte, Vierfache, . . . Zehnfache, Hundertfache 

der ersten Zahl immer noch kleiner als die zweite.
Beweis: Es sei p eine Zahl >0, die kleiner ist als eine zweite 

Zahl <i; also: x < g. Durch Multiplikation mit x auf beiden Seiten

1) Die Ungleichung bedeutet bekanntlich: „i kleiner als und 
umgekehrt hat x > i die Bedeutung:,,^ größer als x". Auch für die 
nächsten Abschnitte ist die Bekanntschaft mit dieser Schreibweise erforderlich.

ANuG 170: Akrens, Matb Spiele. 4 Aufl. * 7 
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der Ungleichung erhalten wir: x*<x g, und hieraus, durch Subtrak
tion von cj- auf beiden Seiten, wieder:

oder (? -ch 4)' (? - 4) < 4 (l> - 4)-
Die Division durch (x — 4) ergibt darauf: 

r> -7- 4 < 4-
Addiert man hierzu x < g, unsere ursprüngliche Ungleichung, so er
hält man: 2 p -ftg < 2 g und, durch Subtraktion von 4 auf beiden 
Seiten: 2x<g. Auch das Doppelte der Zahl x> ist also unter allen 
Umständen noch kleiner als ci. — Ebenso, wie wir aus der Un
gleichung p < 4 folgerten: x < 2 g, können wir aus x < 2 g herlei
ten: x<4g, und hieraus wieder: x<8g, und so geht dies fort. 
Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

VI. Ein Viertel ist mehr als ein Halbes.
Beweis*): Auch wer der vorstehenden These nicht zustimmt, wird 

zugeben, daß das Doppelte einer Größe mehr ist als das Einfache. 
Es ist somit: 2-log a >1og a

oder: log g? > log a.
Wenn nun gesetzt wird, so haben wir also:

V4 > Vs
und, da zu dem größeren Logarithmus auch der größere Numerus 
gehört, so folgt:

V»> V»' w. z. b. w.

VII. ES gibt in Wahrheit in der Mathematik keine 
imaginären, sondern nur reelle Größen.

Beweis*): Alle sogenannten imaginären Größen lasten sich dar
stellen in der Form a - j, wo s. eine reelle Größe und i die imaginäre 
Einheits/— 1 ist. Um also unsere These, daß alle imaginären Größen 
reell sind, zu beweisen, brauchen wir diesen Beweis nur für die imagi
näre Einheit zu führen. Zu dem Ende multiplizieren wir die Gleichung: 

 s/— x ---1 - s/x .

1) Bekanntschaft mit Logarithmen vorausgesetzt.
2) Bekanntschaft mit imaginären Größen vorausgesetzt.
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auf beiden Seiten mit j/— 1 und erhalten so: 

s/x — i 's/— x

Dividiert man diese Gleichung auf beiden Seiten durch s/x, so resul
tiert: ---1, also i -- s/l; 1 ist mithin reell, w. z. b. w.

VIII. Es gibt Dreiecke mit zwei rechten und einem 
spitzen Winkel.

Beweis: Fig. 62 stellt in /X LLL ein Gebilde der verlangten Art 
dar. Die Figur ist so entstanden, daß in zwei Kreisen, die sich in den 
Punkten L. und L schneiden, --------  
von dem einen dieser Schnitt------------------------ ^x
Punkte aus, nämlich von L, / x
die Durchmesser ^>10 und / / l xx X
LXV gezogen sind. Darauf U X. t
ist die Verbindungslinie 6 v /
gezogen, und die Punkte L und Ä X. /

V, in denen die Linie 0 v die 
beiden Kreise schneidet, sind mit

verbunden. Alsdann sind Fig.es.
die Winkel ^Lv und als Peripheriewinkel im Halbkreise rechte 
Winkel, und daher sind auch ihre Nebenwinkel ä.LL und LLL jeder 
ein Rechter, w. z. b. w.

H. Alle Dreiecke sind gleichschenklig.
Beweis: Es fei (s. Fig. 63) in dem Dreieck L.L6 die Halbierungs

linie des Winkels bei 6 gezogen und ferner in der Mitte v der gegen-
<7 

Fig. SS.

überliegenden Dreiecksseite L die Senkrechte („Mit
tellot") errichtet; beide Linien mögen sich in dem 

Punkte X schneiden. Fällt man nun von X die 
Lote XL und XL auf die Seiten ^.0 und 

LO und verbindet X mit und L, so 
ergibt sich die Kongruenz folgender Drei- 

L eckspaare:
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1) L.XO^XXI),
weil L.V —Lv, Xv —Xv und der eingeschlossene Winkel ein Reä 
ter ist.

Aus dieser Kongruenz folgt: LX---LX.
2) xox^xex,
weil XOX -- X6X, OX — OX und die Winkel Lei X und 
Rechte sind.

Aus dieser Kongruenz folgt: OX---OX und XX —XX.
3) - L.XX^LXX,
weil L.X —XX (nach 1),

XX--XX (nach 2)
und die Winkel bei X und X Rechte sind.

Aus dieser Kongruenz folgt: L.X XX.
Nach 2 sind nun die beiden (in der Figur einmal gestrichelten 

Stücke OX und OX gleich lang und nach 3 die beiden (zweimal gl 
strichelten) Stücke LX und XX ebenfalls; also sind auch die ganze 
Linien LO und XO gleich lang, d. h. das beliebige Dreieck L.XO i 
gleichschenklig, w. z. b. w.

Ebenso, wie wir die Gleichheit der beiden Dreiecksseiten L^O un 
XO bewiesen haben, läßt sich natürlich auch die Gleichheit von L.' 
und -XX dartun, und wir erhalten also schließlich das Resultat:

Alle Dreiecke sind gleichseitig.
Auch wenn der Schnittpunkt X der Winkelhalbierenden und de 

Mittellots nicht innerhalb, sondern außerhalb des Dreiecks liegen solll
(s. Fig. 64), ergibt sich nur wiede 
dasselbe Resultat: Wir können fü 
den jetzigen Fall der Fig. 64 ml 
denselben Worten den obigen Bk 
weisgang wiederholen, mit dem ein 
zigen Unterschiede, daß zum Schlu 
L.0 nicht als Summe der Stüä 
OX und XL., sondern als dere 
Differenz auftritt und die entspre 
chende Änderung auch für die an 
dere Dreiecksseite zu erfolgen Hai 
Das Resultat ist jedoch wieder
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ursprüngliche Schachbrett so, wie Fig. 65 dies angibt, und lege die 1 
Teile so zusammen, wie Fig. 66 anzeigt. Alsdann haben wir ein Gebiet 
von 5x13, also von 65 Feldern, das unseren Forderungen genügt.
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Aus der so gewonnenen Gleichung 65 ----- 64 folgt, durch Subtrak
tion von 1 auf beiden Seiten, die Gleichung 64 -- 63, der zweite Teil 
unserer Behauptung. Die Richtigkeit dieser Behauptung: 64---63, 
läßt sich aber auch direkt ohne alle Schwierigkeit dartun: Man braucht 
die 4 Teile I, II, III, IV der Fig. 65 nur so hinzulegen, wie Fig. 67 
angibt. Dann bilden die 4 Stücke, die anfänglich (Fig. 65) 64 kleine 
Quadrate maßen, nur noch 63 solcher Quadrate, und diese sind ein
zeln ebenso groß wie jene der ursprünglichen Figur.

Mit der Gleichheit von 65, 64, 63 ist natürlich die Gleichheit aller 
Zahlen überhaupt dargetan, ein Ergebnis, das für uns freilich nicht 
mehr den Reiz der Neuheit bietet, uns vielmehr oben — unter Nr. II 
und III — bereits entgegengetreten war.

XI. Die Summe der Leiden parallelen Seiten eines 
Trapezes ist gleich Null?)

Beweis: Die beiden parallelen Seiten L6--b und Lv —n des
Trapezes XL 0 v (Fig. 68) mögen nach entgegengesetzten Richtungen

hin verlängert werden, 
und zwar L 0 um a bis 
I', vä. um b bis D. 
Die Endpunkte L und 
§ werden miteinander 
verbunden und zudem 
die beiden Diagonalen 
des Trapezes, L l) und 
OX, gezogen. Die 3 Ab

schnitte, in die die Diagonale ^.0 durch die sie schneidenden Linien ge
teilt ist, bezeichnen wir, wie in der Figur angegeben, mit x, 2. Aus 
>em Proportionallehrsatz (Strahlensatz), angewandt mit bezug auf 6l 
md II als Scheitelpunkte, oder, was auf dasselbe hinauskommt, aus 
-er Ähnlichkeit der beiden folgenden Dreieckspaare:

1) Nach W. Lietzmann (und B. Trier), „Wo steckt der Fehler?" (Leipzig 
1913, S. 23; 2. Anst-, 1917, S. 27/28), einem Buche, das außer den „Trug
schlüssen" des ersten Teils in einem zweiten, von V. Trier verfaßten Teile 
eine Sammlung interessanter und lehrreicher, übrigens durchweg aus dem 
wirklichen Schulleben geschöpfter „Schülsrfehler" bietet.
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1) LSO und L.LV,
2) und
folgt: b -

a x-j-z- 
und r

oder, zusammengezogen:

(Gleichung I).

Wendet man nun auf die Proportion - --- die korrespon

dierende Subtraktion i) an, so erhält man:
2 X L — x

also ist auch (s. Gleichung I):
1) 2 — X

L X — 2

Wenn aber — ---- — 1 ist, so bedeutet das: b — — a oder: v -s- « 0, 
w. z. b. w.

XII. Alle Kreise haben gleichen Umfang.
Beweis: Wir denken uns zwei fest miteinander verbundene Kreise 

mit gemeinsamem Mittelpunkt (A in Fig. 69) oder mit anderen Worten: 
eine kreisrunde Scheibe, auf der noch ein kleinerer konzentrischer Kreis 
verzeichnet ist. Die Scheibe mag in der Ebene längs einer geraden

1) Der Leser, dem dieser Latz nicht oder nicht mehr geläufig ist, erkennt 
die Richtigkeit der Umwandlung leicht folgendermaßen: Wenn eine Propor

tion — — besteht, so besteht zunächst auch die Proportion
n g. , U ll

und aus ihr erhalten wir durch Subtraktion von 1 auf beiden Seiten, 
m n , . na — p n — a . ra — p n . , ,—_ 1 —--------i oder-------- - —------- oder------und somit auch:
p g x g u-g g
— . Eine gegebene Proportion — — läßt sich also auch
n g u — g « g
stets in der Form schreiben, und das ist genau die Um

formung, die wir oben mit der Proportion
2 vornehme«.
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X "X X Linie abrollen; dabei gelangt
l I ! bon .4. nach L, und zwar

...................---------------^XXS > mag diese Strecke gerade einer 

------------ —77.vollen Umdrehung der Scheibe 
entsprechen, so daß also das 

Stück XU gleich dem Umfang des großen Kreises ist. In dieser Zeit, 
von der Stellung X bis L, hat sich natürlich auch der kleine Kreis ge
rade einmal herumgedreht; sein jeweiliger tiefster Punkt bewegt sich 
längs der Linie 0 V und diese ist daher gleich dem Umfang des klei
nen Kreises. Da nun aber XU und 0V offenbar gleich sind (XLV O 
ist ein Rechteck), so haben also beide Kreise denselben Umfang, w.z.b.w.

XIII. ZmJnneru einesKreises gibt es nur einen Punkt, 
den Kreismittelpunkt. Alle übrigen, scheinbar im In
nern des Kreises gelegenen Punkte liegen in Wahrheit 

auf der Kreisperipherie.
Beweis i): Es sei 6 (Fig. 70) ein solcher, scheinbar im Innern des 

Kreises gelegener Punkt. Man ziehe alsdann den Durchmesser durch 
0, also XNL, und konstruiere zu X, 0, U den 4. harmonischen Punkt: 
v. Sodann errichte man in U, der Mitte -------  
von Ov, ein Lot, das den Kreis in U schnei-
den mag, und verbinde diesen Punkt U mit / X/x
Ll und 0. — Alsdann ist nach einem be- u________ / I s , 
kannten Satze 2): (

Diese Gleichung nimmt, da 
N0--NU-0U Ng. 70.

und UV---ÄU-j-UV--ÄU-!-OU

I) Angegeben von P. Stäckel im Archiv der Math. u. Phys. (3) XII, 1907, 
S. 370.

2) Der Leser, dem dieser Satz nicht gegenwärtig sein sollte, überzeugt sich von 
der Richtigkeit der in Frage stehenden Gleichung leicht folgendermaßen: Wenn 
X, 0, 8, I> vier harmonische Punkte sind, so bedeutet dies, daß folgende Pro- 

_ XO XO . , ., . , XLI-s-NO Llv si-XÜIportron besteht: anders Mchmeben: ÄV^XÄ

Durch Anwendung korrespondierender Addition und Subtraktion nimmt diese 
4.A LID

Proportion die Form an: also ist, wie oben steht: XU-
--LO-LID. '
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ist, die Form an: (A? — 0?) - (L§-st (W)
oder: (Gleichung I).

Nun ist ferner: NI'- -j- x L- -- A L- 

und O^-stb'L^o^ 
also:^ix--er---Ä L- - 6 

oder: LIU L (Gleichung II).
Aus den beiden Gleichungen I und II, die in ihren linken Seiten 

völlig ühereinstimmen, folgt:

d. h.: 6L--0.
Der Punkt 6 ist also mit N identisch, liegt mithin auf der Kreis
peripherie, tv. z. b. w.

XIV. Achilles und die Schildkröte.
Von dem griechischen Philosophen Zenon von Elea rühren eine 

Anzahl berühmter Sophismen her, deren bekanntestes so lautet: Der 
schnellfüßige Achilles ver- A -5
folgt eine sehr viel lang- '..
samer sich bewegende
Schildkröte, die vor ihm einen gewissen Vorsprung hat. Wird er die 
Schildkröte einholen? Zenon sagt: „Nein". Denn, wenn Achilles von 

aus den anfänglichen Standpunkt 8 der Schildkröte erreicht hat 
(s. Fig. 71), wird diefe inzwischen bis zu einem anderen Punkte 8^ 
weiter gekrochen sein; ist Achilles auch hierhin gekommen, so ist die 
Schildkröte inzwischen bis 8z gelangt, und so geht dies offenbar fort: 
Jedesmal, wenn Achilles einen von der Schildkröte zuvor eingenom
menen Standpunkt erreicht hat, wird diese inzwischen um ein gewisses 
Stück weiter gekrochen sein, und so wird Achilles trotz feiner so viel 
größeren Geschwindigkeit die Schildkröte nie einholen.
____________— ° - /i

1) Wir hielten hier an dem historisch gegebenen Bilde von „Achilles 
und der Schildkröte" fest, obwohl ein moderner Zenon vermutlich ein bes
seres Bild zur Jllustrierung der in dem Vorgänge der Bewegung liegenden 
Antinomien gewählt hätte. Man hört gegen das Sophisma in der Form 
Zenons naturgemäß in der Regel die Entgegnung: „Achilles kommt der 
Schildkröte immer näher und näher und schließlich tritt er mit dem näch
sten Schritt über sie hinweg." Man stellt sich daher statt der Schildkröte



106 Kap. H Mathematische Trugschlüsse

XV. Aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Wer nur die Anfangsgründe, die einfachsten Prinzipien, der Wahr

scheinlichkeitsrechnung kennt, wird begreifen, daß sie einen bevorzugten 
Tummelplatz für Fehlschlüsse und Paradoxien abgibt, und so mag 
wenigstens ein Beispiel dieser Art hier zum Schluß gegeben werden, 
eins, das Francis Galion, der berühmte Afrikareisende und vielseitige 
Forscher — Anthropolog, Meteorolog, Geograph, Archäolog usw. — 
mitgeteilt hat?)

In einer Gesellschaft erhebt jemand folgende Frage: Drei Münzen 
werden verschiedene Male hingeworfen; in wieviel Prozent aller 
Fälle werden die drei Münzen übereinstimmend dieselbe Seite, d. h. 
alle drei die Kopfseite oder aber alle drei die lVaxpenseite, zeigen? 
— „Ob man", so läßt sich zunächst vernehmen, „die drei Münzen 
gleichzeitig oder aber nacheinander hinwrrft, ist offenbar gleichgültig, 
und nur der größeren Anschaulichkeit halber stelle ich mir vor, daß 
die Münzen einzeln — hintereinander — hin geworfen werden. Zu
nächst die erste: sie zeigt Kopf- oder Wappenseite. Nun kommt die 
zweite; in wieviel Fällen wird sie dieselbe Seite zeigen wie die erste 
Mün;e? Offenbar in der Hälfte aller Fällel Wird schließlich auch 
die dritte Münze hingeworfen, so wird sie dieselbe Seite wie die bei
den ersten Münzen nach oben kehren in der Hälfte aller derjenigen 
Fälle, die vorher günstig waren, d. h. in der Hälfte von der Hälfte 
aller Fälle insgesamt. So wird das erwartete Bild, daß alle drei 

Münzen dieselbe Seite zeigen, in oder in 25 Prozent aller Fälle 

eintreten." — „Ich protestiere", so fällt jetzt V ein, „die Annahme, 
daß die Münzen hintereinander geworfen werden, entspricht nicht der 
Fragestellung und führt daher, wie man sieht, zu einem Fehlschluß. 
Das soeben gehörte Resultat ist nämlich durchaus unrichtig, wie sehr 
leicht einzusehen ist. Man hat die drei Münzen gleichzeitig zu werfen, 

und Achills wohl besser etwa zwei Lokomotiven vor, die sich beide auf 
einem Schienen sträng, der beliebig lang sein mag, in gleicher Richtung 
foribewegen und von denen die eine einen gewissen (mäßigen) Vorsprung 
vor der anderen hat; die vordere soll eine geringe, die Hintere eine große 
Geschwindigkeit haben. Nach dem Sophisma Zenons holt die schnelle Loko
motive die langsame niemals ein.

1) Francis Galion, plausible paraLox in obnnees", Katars, vol 
4S, 18S3/S4, x. 36S—366.
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und offenbar werden jedesmal, wenn dies geschehen ist, mindestens 
zwei der drei Münzen die gleiche Seite nach oben kehren. Die Wahr
scheinlichkeit dasür nun, daß auch die dritte Münze dieselbe Seite zeigt, 

ist offenbar — Also in der Halste oder in 50 Prozent aller Fälle 

wird das erwartete Bild sich ergeben und nicht etwa nur in 25 Prozent!" 
Wer hat Recht: L oder keiner von beiden?

Beantwortung der Fragen.
Kapitel I.

Frage 1: L (der zweite) springt von 1 auf 2 und schreitet sodann 
in Stufen von je 11 fort.

Frage 2: L kann den Sieg erzwingen, da er mit dem ersten Male 
auf 9 gelangen und nun in Stufen von je 9 bis zu 90 fortschreiten 
kann.

Frage 3: der zunächst auf 6, dann auf 24, 42, 60, 78, 96, 
114, 1-32 und 150 springt.

Frage 4: 8, indem er zunächst auf 13 gelangt und von hier in 
Stufen von je 13 zum Ziel. — Die letzte Etappe vor dem Siege für 
B ist 169, und zwar kommt n»r dies allein hierfür in Betracht, nicht 
etwa, wie man vielleicht denken könnte, neben 169 auch wahlfrei 170 
und 171. Denn, wenn L auf irgendeine Weise auf 170 oder 171 
gekommen wäre, so würde zwar .4 das Ziel mit dem nächsten Sprunge 
nicht erreichen können; jedoch kann alsdann bis 180 resp. 181 
gelangen, und V muß nun — bei einer minimalen Sprungweite von 
3 Fuß — über das Ziel hinausspringen. Es würde also — man 
achte auf die Formulierung unserer Aufgabe (S. 11) — keiner von 
beiden siegen.

Frage 6: Sieger ist offenbar derjenige, der zuerst auf 98 oder 99 
gelangt, da der Gegner alsdann — bei einem Minimum von 2 Fuß 
— das Ziel mit dem nächsten Sprunge erreichen bzw. überschreiten 
muß. würde also den Sieg erzwingen können, wenn er zunächst 
auf 10 springen und dann in Stufen von je 11 zu 98 fortschreiten 
könnte. Nun ist ihm aber — bei einem maximalen Sprunge von 
9 Fuß — die Stufe 10 für das erste Mal unerreichbar. Ebenso
wenig kann L. es erzwingen, die Stelle 99 in Stufen von je 11 zu 
erreichen. Wie L. daher auch beginnt, L kann mit seinem ersten Sprunge 
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jedenfalls auf 11 gelangen, worauf er in Stufen von je 11 fort- 
schreitet bis 99, um so zum Überschreiten des Ziels zu zwingen. 
Außer diesem Verfahren, das L stets befolgen kann, gibt es für ihn 
noch ein zweites, das freilich nicht immer anwendbar ist: Wenn U 
mit dem ersten Sprunge auf 10 kommen kann, was jedoch nicht immer 
möglich ist, so kann er von hier ab, durch Vorrücken in Stufen von 
je 11 bis zu 98, den Sieg erzwingen, da alsdann das Ziel er
reichen oder überschreiten muß. — Dies zweite Verfahren ist offenbar 
dann und nur dann nicht ausführbar, wenn L. mit einem Sprunge 
von 9 Fuß beginnt; das erste Verfahren läßt sich dagegen, wie schon 
gesagt, unter allen Umständen anwenden, wie auch beginnen mag.

Kapitel II.

Frage 6: Die Anzahl der Inversionen ist 23, die Aufgabe also 
unlösbar. .

Kapitel III.

Frage 7: Die Aufgabe ist symmetrisch zu Nr. IV in ß 3 (S- 29), 
woraus sich das Lösungsschema leicht ergibt.

Frage 8: Die Aufgabe ist reziprok zu Nr. XIV in K 3 (S. 3l).
Frage 9: Die Aufgabe ist offenbar analog der Aufgabe Nr. X in 

K 3. In der Tat wird aus der Kombination 46; 13 durch eine 
Vierteldrehung im Umdrehungssinne des Uhrzeigers: 64; 37, hieraus 
durch Spiegelung an der Mittelvertikalen: 24; 57 und hieraus durch 
Vertauschung von Anfangs- und Schlußloch: 57; 24 (Nr. X). — 
Die gestellte Aufgabe ist also symmetrisch zu der reziproken von Nr. X 
in Z 3.

Kapitel IV.
Frage 10: Nein; denn bei diesem Gewichtssatz wird der schein

bare Vorteil nur aus Kosten von'Lücken gewonnen, indem Wägungen 
von 32 § und 97 § (32 Z- 65) überhaupt nicht möglich sind.

Frage 11: Der angegebene Gewichtssatz ermöglicht alle Wägun
gen von 1 § bis 610 § inkl.; seine 11 Gewichte können ersetzt werden 
durch folgende 10 Gewichte: 1 §, 2 §, 4 8 16 x, 32 §, 64
128 §, 256 512 §, und diese ermöglichen Wägungen noch bis
1023 A einschließlich.

Frage 12: 127 Umsetzungen im ganzen, davon 64 mit Scheibe 1 
und 4 mit Scheibe 5. Die erste Umsetzung ist: „1 von X auf 0."
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Kapitel V.

Frage 13: Die Anfangsstellung, bei der alle Ringe oben find, ist 
natürlich durchaus noch nicht die ungünstigste für die Trennung der 
Ringe von der Spange. Vielmehr ist dies bei 5 Ringens die Stellung 
I s s i s

weil hier nämlich zunächst die vier letzten Ringe zu heben 
sind, was ebensoviele Umstellungen erfordert, als wären die Ringe 
ursprünglich oben und erst zu senken: also 7 Umstellungen nach un
serer Tabelle (S. 50). Dazu kommen dann noch die für den Fall 
der normalen Anfangsstellung erforderlichen 16 Umstellungen-, ins
gesamt sind es also hier 23 Umstellungen, die nötig find.

Kapitel VI.
Frage 14: Die „Grundzahlen" sind jetzt 1, 2, 4, 8, 16.

7- 4si-2-si1
25 —16fi-8 si- 1;

die dritte Zahl muß daher 16-f-8-j-4fi-2 — 30 sein, und die 
entstehende „ausgezeichnete" Stellung ist also: 7, 25, 30.

Frage 15: Der zweite Spieler gewinnt, weil die anfängliche 
Stellung „ausgezeichnet" ist:

3 -- . 2 -f- 1
17 — 16 -f- l
18-16 -s-2

Frage 16: Wir haben hier offenbar einen Fall des in Kap. I 
(„Wettspringen") besprochenen Spiels vor uns, und nach den dortigen 
Ausführungen muß bei richtigem Spiel in diesem besonderen Falle 
der zweite Spieler siegen: nach seinem ersten Zuge werden von dem 
Haufen insgesamt 5 Steine verschwunden sein, und nach seinen wei
teren Zügen 10, 15, 20, 25 Steine.

Kapitel VII.
Frage 17: Die Fortsetzung ergibt sich unter Anwendung der 

angegebenen Regel von Feld 37 aus zunächst unzweideutig bis 
Feld 46 so, wie in Fig. 72 angegeben. Von Feld 46 hätte man der

1) Bezüglich der entsprechenden ungünstigsten Stellung für den Fall von 
4 Ringen vgl. die Ausführungen auf S. 48, Zeile 6 v. u. bis S. 49, Z. 7 v. o.
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Fig. 7L.

§6 7/ 37 7 37 7S 36 3

36 7-? 33 73 33 3 33 36

76 33 73 67 37 3- 7S

77 36 73 3S 37 7S 37 33

33 37 36 63 77 33 76 5

33 76 37 3§ 77 33 73 66

36 36 6 33 63 77 6 76

6 37 36 76 3 77 67 73

Fig. 7S.

Regel zufolge, anstatt nach 
47, ebensogut nach 49 sprin
gen können. Wählt man, 
wie wir getan, 47, so er
gibt sich die weitere Fort
setzung unzweideutig bis 51; 
von hier aus stehen 52 
und 54 mit gleichen Rechten 
zur Wahl. Entscheidet man 
sich für 52, so geht es un
zweideutig weiter bis 59, 
worauf man die Wahl zwi
schen 60 und 64 hat. Hier
aus ergibt sich der Schluß 
eindeutig. — Der so ent
stehende Rösselsprung (s. 
Fig. 73) weist, obwohl er 
ungefähr zu drei Fünfteln 
der Fig. 35 entlehnt war, 
nicht mehr die schöne Form 
dieses Diagramms auf, wie 
überhaupt die nach der ge- 
dachtenRegel gebildeten Rös- 
elsprünge meist unschön sind. 
Dafür hat unsere Regel uns 
allerdings dieses Mal zu 
einem geschlossenen Rössel
sprung geführt (die Schluß
kette ist in der Figur gestri
chelt gezeichnet), während der 
von Fig. 35 offen war.

Kapitel VIII..
Frage 18: Schreibt man die Zahlen 1 bis 81 zweimal, nämlich 

in zwei untereinanderstehenden Reihen entsprechend der Schreib
weise auf S. 75, hin, so sieht man sofort, daß diese zwei Zahlen

reihen die Summe 82 X 81, eine Reihe allein also ergibt- 
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davon entfällt auf jede der 9 Reihen des magischen Quadrats die 

Summe --- 369.

4- es 73 37 es 4S e§
SS 77 SS 7S es s

43 7S 43 es e S4

4/ 77 4S es 7 SS s

76 4S e- 7 se s SS

es 6 S7 7- SS 7S

ee 6 SS 7S SS e/ 46

Frage 20: Durch Vertauschung der Zahlen aller in Fig. 51 (S. 51) 
mit l- bezeichneten Gebiete ergibt sich das folgende magische Quadrat:

- 3 S 7-7 --S 73V 738 737 736 7V 77 E
73 7- 75 739 738 737 735 735 735 33 33 35
35 36 37 7/7 775 775 773 773 35 35 36
70S 707 7S6 50 -7 53 53 55 55 SS SS S7
SS 95 95 53 53 5- 55 56 57 S7 SS §5
S5 S3 se S5 SS SS S7 6S 6V 75 75 73
73 77 7V 76 77 7S 79 so S7 S3 63 67
SS SS SS' SS so S7 se S3 57 50 59
58 -7 --6 700 767 753 755 7VS SS 3S 37
/SS NS 77/ 53 33 37 30 es es 77S 779 736
737 732 723 37 3V 70 7S 77 76 730 737 732
733 735 -SS S S 7 6 5 4 753 753 755

Frage 21: Um 470.
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Kapitel IX.

Aufdeckung der Trugschlüsse.
I. Bis zur Gleichung

g, - (a — a) — (a -s- a) - (a — a)

einschließlich ist der Schluß einwandfrei. Diese Gleichung nun besagt, 
daß zwei Produkte, jedes aus zwei Faktoren bestehend, einander gleich 
sind, und zwar ist je ein Faktor in beiden Produkten derselbe, näm
lich: (n —n). Wir haben also eine Gleichung von der Form:

X - X — - 2.

Im allgemeinen folgt aus solcher Gleichung: denn, wenn zwei
Produkte von je zwei Faktoren einander gleich sein sollen und der eine 
Faktor — hier 2 — ist bei beiden derselbe, so muß in der Regel der 
andere Faktor auch derselbe sein: es ist 3 - 7 auch nur — 3 - 7 und 
nicht etwa — 5 - 7. Wenn wir also beispielsweise die Gleichung haben: 
x - 7 --- 3 - 7, so folgt daraus unbedingt: x -- 3. Eine Ausnahme bil
det jedoch der Fall, daß der in beiden Produkten vorkommende Faktor 
die Null ist: es ist 3 - 0 --- 5 - 0, ohne daß die Faktoren 3 und 5 ein
ander gleich find. Die Gleichung

X - 2 — - X

wird also, wenn 2 -- 0 ist, stets befriedigt, welche Werte auch x und v 
haben, und, wie man aus der Gleichung 3 - 0 -- 5 - 0 nicht schlie
ßen darf: 3--5, ebensowenig darf man aus x 2---^-2, wenn 
2----0 ist, schließen: Diesen Trugschluß haben wir aber be
gangen; denn in unserer Gleichung

8 - (u — u) --- ss, -j- n) - (g. — u)

war der in beiden Produkten vorkommende Faktor, nämlich n — a, ---- 0, 
und wir schloffen daraus fälschlich die Gleichheit der anderen Faktoren, 
nämlich: -j- n. Wir dividierten, wie man wohl kurz sagt,
die beiden Seiten der Gleichung durch Null, eine Operation, 
die, wie wir jetzt sehen, nicht erlaubt ist.

II. Auch hier ist, wie in I, eine Gleichung „durch Null dividiert", 
nämlich durch a — d — 0, einen Ausdruck, der infolge der Definitions
gleichung u — b --- e eben den Wert Null hat.
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Der Fehler, durch Null zu dividieren, ist überhaupt für die Kon
struktion arithmetischer Trugschlüsse einer der beliebtesten, und es er
scheint daher angebracht, aus einer vor mehr als einem halben Jahr
hundert gedruckten und heute gewiß völlig in Vergessenheit geratenen 
„Mathematischen Bierzeitung" einen Abschnitt wiederzugeben, der das 
Verbot, eine Gleichung mit Null zu dividieren, in ebenso treffender, 
wie amüsanter Weise behandelt. Unter Nachahmung der Genesis, 
vorzüglich des 3. Kapitels, verkündet die „Bierzeitung" uns fol
gendes *):

1. Und der Herr sprach zu Adam: Siehe, ich gebe in deine Hand das 
ganze mathematische Paradies.

2. Du darfst dividieren mit allen Zahlen, die darin sind.
3. Aber mit der Null darfst du nicht dividieren, denn sie ist ein Ge

schöpf des Fürsten der Finsternis.
4. Die Schlange aber war listiger als alle Tiere auf dem Felde und 

sprach zu der Eva: Sollt ihr nicht dividieren mit allen Zahlen 
des Paradieses?

S. Sprach das Weib: Mit allen Zahlen soll mein Mann dividieren, 
nur mit der Null nicht; denn sie ist ein Geschöpf der Finsternis.

6. Sprach die Schlange: sie ist mit Nichten ein Geschöpf der Fin
sternis, sondern, wenn ihr mit Null dividiert, werdet ihr unter
scheiden lernen, was richtig und falsch ist.

7. Und das Weib schauete an, daß mit Null gut zu dividieren wäre, 
daß es eine lustige Zahl wäre, weil sie klug mache, und sprach zu 
ihrem Manne: Dividiere doch' Siehst du denn nicht, daß die 
Gleichung viel einsacher wird?

8. Und Adam faßte sich ein Herz und dividierte, „und die Augen 
gingen ihm plötzlich auf und gingen ihm gleichzeitig über."

9. Aber der Herr sprach zu Adam: Hast du nicht mein Gebot 
übertreten?

-10. Darum eliminiere ich dich aus dem mathematischen Paradiese. 
11. Im Schweiße deines Angesichts sollst du Gleichungen rechnen

und Beweise suchen, und sollst nichts glauben, bis du es be
wiesen hast.

1) Wir haben am Ende ein paar Verse gestrichen und entsprechend 
die Berszahlen geändert — Die unter Redaktion von Th. Berner in 
Berlin erschienene „Mathematische Bierzeitung" ist vom 28. Januar 
1883 datiert.

NNuG 170^ Ahrens, Math. Spiele. 4. Aufl. 8
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III. Bis zur Gleichung (ä — b)' -- (ä — einschließlich ist das 
Beweisverfahren einwandfrei. Aus der Gleichheit zweier Ausdrücke 
folgt jedoch nicht, daß auch die Quadratwurzel aus dem einen Aus
druck gleich der aus dem anderen ist, vielmehr hat die Quadratwurzel 
bekanntlich zwei Werte, die sich durch das Vorzeichen unterscheiden, 
und, wenn und L zwei einander gleiche Größen sind, so ist also 
die Quadratwurzel aus L nicht schlechtweg gleich der Quadratwurzel 
aus 8, sondern nur gleich einem der beiden Werte, die die Quadrat
wurzel aus L besitzt. Aus unserer Gleichung (ä —b)?---(ä —s,)? 
durften wir daher nicht, wie wir es taten, ohne weiteres schließen: 
ä — b — ä — s, sondern nur: ä — b ist entweder

-ft (ck — a)

oder — (ä — n).

Welcher dieser beiden Fälle besteht, erkennen wir nun leicht: denn, 
wenn von den beiden Größen a und b die größere etwa d ist, so ist, 
da ä zwischen a und b liegt, ä —d negativ und ä —s, positiv; es 
kann also gar nicht, wie wir annahmen,

ä - b (ä - s.) 

sein, sondern nur: ä — b — (ä — n),

und diese Gleichung würde uns zu keinerlei paradoxem Resultat füh
ren, vielmehr folgt aus ihr nur:

ä — b — — ä-s-a

und weiter: 2ä--a-j-b,

d. h. wir kommen nur zu der alten Gleichung für unser ä (s. S. 95) 
zurück.

IV. Die Ungleichung n — l O, von der wir ausgingen, ist na
türlich unanfechtbar. Was aber anfechtbar ist und überhaupt den 
Trugschluß-herbeigeführt hat, das ist die Multiplikation der beiden 
Seiten dieser Ungleichung mit einer negativen Größe (— n). Wohl 
darf man eine Gleichung auf beiden Seiten mit derselben negativen 
Größe multiplizieren, nicht aber ist dies bei einer Ungleichung zu
lässig, wie folgendes Beispiel zeigen mag: Aus der Ungleichung 1 < 2 
würde durch Multiplikation mit (—2) folgen: — 2 < — 4, eine 
Ungleichung, die offenbar unrichtig ist; denn (— 2) ist nicht, wie un
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sere Ungleichung will, kleiner, sondern vielmehr größer als (—4). 
Wer nämlich 2 Mk. Schulden und weiter nichts besitzt, „besitzt" immer 
noch „mehr" als jemand, dessen ganzes „Vermögen" in 4 Mk. Schul
den besteht (der Leser, dem etwa diese Auffassungsweise nicht geläu
fig sein sollte, braucht sich nur vorzustellen, daß die beiden gedachten 
Personen je 5 Mk. verdienen und nun jeder von seinem Verdienst 
seine Schulden abträgt; dann zeigt sich unzweifelhaft, wer von beiden zu
vor mehr „Vermögen" besaß). Bei der üblichen graphischen Darstellung 
der Positiven und negativen Zahlen, die man so zu geben Pflegt, daß 
die Zahlen von links nach rechts hin beständig wachsen, sieht demnach 
der uns hier interessierende Abschnitt der Zahlenreihe so aus:

-t -S -2 -1 0 1 2 S t

(4 somit rechts von 2, aber — 4 links von — 2). — Wenn wir also 
die Ungleichung 1 < 2 auf beiden Seiten mit (— 2) multiplizieren 
wollten, so hätten wir gleichzeitig das Ungleichheitszeichen umkehren 
müssen und hätten alsdann die richtige Ungleichung — 2 > — 4 be
kommen. Ebenso folgt in unserem ursprünglichen Falle aus der Un
gleichung a —1 <a durch Multiplikation mit (—a) nur:

— s? -j- a > a?

oder a>0, eine Ungleichung, die nur unsere ursprüngliche Fest
setzung, daß a eine Positive Größe sein soll, wiederholt, also nichts 
Unerwartetes aussagt.

V. Während, in IV der Trugschluß dadurch ermöglicht wurde, daß 
eine Ungleichung ohne Umkehrung des Ungleichheitszeichens mit einer 
negativen'Größe auf beiden Seiten multipliziert wurde, ist hier, was 
natürlich auf dasselbe hinauskommt, eine Ungleichung durch eine ne
gative Größe, nämlich durch v — g, dividiert (da ist, so ist 
x — g negativ). Die Division an sich ist freilich zulässig, jedoch hät
ten wir dabei das Ungleichheitszeichen umkehren müßen und hätten 
alsdann erhalten: x -st g > g, eine Ungleichung, die unzweifelhaft 
richtig ist.

VI. Wir gingen bei unserem Schlußverfahren aus von der Be
hauptung, daß das Doppelte einer Größe größer ist als das Ein
fache. Dieser Satz gilt jedoch nur für positive Größen: Wenn 
doppelt soviel wirkliches Vermögen besitzt als L, so ist das Vermögen 
des natürlich größer als das von L. Besteht aber das „Vermögen" 

8» 
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Fig. 7«.

beider nur in Schulden und hat deren doppelt so viele als 8, so 
steht -4. nicht besser da als 8, sondern schlechter; das „Vermögen" 
von .4. ist dann also kleiner als das von 8 (vgl. die Ausführungen 
zu IV, Nun ist aber Io§ a für den Wert, den wir a gaben, näm
lich für ^ z, keine positive, sondern eine negative Größe; die Gleichung 

2 - lo^ a > a

gilt also für unser a — nicht, sondern nur, wenn u > 1 ist.
VII. Der Trugschluß beruht hier, wie bei III, darauf, daß von 

den zwei Werten einer Quadratwurzel der unrichtige gewählt ist. Mit 
den richtigen Vorzeichen der Quadratwurzeln versehen, würde unsere 
Gleichung lauten: —s/x —woraus folgen würde: i? — — 1. 
— Überhaupt sind die imaginären Größen in besonderem Maße ge
eignet, um zu unrichtigen, beabsichtigten oder unbeabsichtigten Ergeb
nissen zu führen. So wird z. B. auch die Gleichung ---1, die 
natürlich richtig ist, benutzt, um daraus durch „Radizieren" wieder 
unsere falsche Gleichung i^ —1 herzuleiten, während richtigerweise 
der andere Wert von s/l, also — I, mit der Folge also: 
zu nehmen wäre.

VIII. Der Leser erkennt leicht, daß die Fig. 62 geflissentlich falsch 
gezeichnet ist, um den Trugschluß zu ermöglichen. Denkt man sich 
nämlich 8 mit 0 und v verbunden, so sieht man, daß -^68^. und 
ebenso -stl L 8 v als Peripheriewinkel im Halbkreise je ein Rechter 
sind, -stl 0 8 v mithin ein Gestreckter und die Linie 0 8 O somit eine 
Gerade ist. Die Verbindungslinie der Punkte 0 und v geht also 
notwendig durch 8, den zweiten Schnittpunkt der beiden Kreise.

IX. Der Trugschluß beruht darauf, 
daß sowohl Fig. 63, wie Fig. 64 falsch 
gezeichnet sind. Zunächst Fig. 63: Die 
Halbierende eines Winkels und das 
Mittellot zur gegenüberliegenden Drei
ecksseite schneiden sich nicht, wie wir es 
gezeichnet haben, innerhalb, sondern 
außerhalb des Dreiecks. Dies ergibt 
sich sofort, wenn wir den Kreis durch 
die drei Ecken des Dreiecks, den soge
nannten „Umkreis" des Dreiecks, zeichnen 
(s. Fig. 76). Verlängern wir nämlich die
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Halbierende des Winkels bei 0 bis zu diesem Kreise, so muß sie 
diesen gerade in der Mitte des Bogens L treffen, weil zu gleichen 
Peripheriewinkeln auch gleiche Kreisbögen
gehören; Bogen ^X ist also Bogen 8 X. Ferner muß nach be
kanntem Satze das auf der Sehne in deren Mitte v errichtete 
Lot auch durch die Mitte des zugehörigen Kreisbogens, also durch 
X, gehen. Winkelhalbierende und Mittellot gehen somit beide durch 
diesen Punkt X und zwar ist dies, da zwei gerade Linien sich nur 
in einem Punkte schneiden, ihr einziger Schnittpunkt, so daß also ein 
Schnittpunkt im Innern des Dreiecks, wie wir ihn in Fig. 63 an
genommen hatten, nicht möglich ist.

Damit ist Fig. 63 erledigt. Nun Fig. 64! Da ^6LX, wie soeben 
bereits bewiesen (s. Fig. 76), ein Sehnenviereck ist, so betragen ein Paar 
gegenüberliegende Winkel dieses, nämlich OXX und 68 X, nach 
bekannten: Satze zusammen 2 U; mithin ist — abgesehen von dem be
sonderen Falle, daß jeder dieser Winkel ein Rechter und ^480 wirk
lich gleichschenklig ist — der eine dieser beiden Winkel spitz, der andere 
stumpf. Somit können sie nicht beide, wie in Fig. 64 angenommen 
war, Nebenwinkel von rechtwinkligen Dreiecken fein. Vielmehr wird 
nur der eine dieser beiden Winkel, der stumpfe, — in Fig. 76 0 ^X —
Nebenwinkel eines rechtwinkligen Dreiecks sein, während der andere 
Winkel, der spitze, — in Fig. 76 6LX — dem entsprechenden recht
winkligen Dreieck LLX als Innenwinkel angehört. Von den Fuß
punkten der Lote XL und XL liegt also der eine auf der betreffen
den Dreiecksseite selbst, der andere aber auf deren Verlängerung.

Wendet man nun auf die richtiggezeichnete Figur, also auf Fig. 76, 
dasselbe Schlußverfahren an, wie vorher auf die unrichtigen Figuren, 
so erhält man zwar ebenso wie zuvor:

6L---6L
und
aber der Unterschied besteht darin, daß sich die eine Dreiecksseite, OL., 
als Differenz dieser Strecken LL und ^.L, die andere Dreiecksseite, 
OL, dagegen als Summe der entsprechenden Stücke (68 und LL) 
darstellt. Wie zuvor, würden wir also jetzt die Gleichung haben:

0L-j-LL^6L-j-L.L,
aber hieraus folgt nicht: OL —0^, sondern vielmehr:
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Unsere Gleichung besagt also, daß die beiden Dreiecksseiten LL und 
6L ungleich sind und die größere von ihnen, OL, um das doppelte

wir in unsere falsche Zeichnung (Fig.66) unmerklich einschmuggelten, in- 
dem wir diese in Wirklichkeit bestehende „Lücke^ verwischten.

Ähnlich steht es mit Fig. 67. Die lange schräge Linie 
dort würde bei richtiger Zeichnung an zwei Stellen einen 
Knick haben. Der in Fig. 67 mit III bezeichnete Gebiets
teil hat bei richtiger Zeichnung nämlich das Aussehen von 
^LOI) unserer Fig. 78, und zwar ist LV6 eine ge
brochene Linie. Daß nicht gerade sein kann, zeigt 
die Unrichtigkeit der Proportion 3 : 2 --- 8 : 5. Die gerade 
Verbindungslinie von und 0 liegt außerhalb des Vier
ecks L.VOV, und nicht dieses, sondern das Dreieck L.08 
ist kongruent dem Stück III der Fig. 65. Wenn wir 
also das Viereck LLOV sälschlich für das Dreieck HZO 
setzen, lassen wir das Dreieck L.VL verschwinden, und 
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zwar wird diese Unterschlagung in Fig. 67 zweimal begangen. Die 
beiden so sorteskamotierten Dreiecke haben zusammen den Flächen
inhalt des 64. Feldquadrats, das beim Übergang von Fig. 65 zu 
Fig. 67 verschwindet.

XI. Der Trugschluß kommt dadurch zustande, daß — 1 

gesetzt wird. Freilich ist im allgemeinen ---- — — l,

jedoch gilt dies nur so lange, als x — 2 von 0 verschieden ist. Ist 

aber x — 2 --- 0, also auch 2 — x 0, so ist unser Ausdruck --- 

also unbestimmt (über das Dividieren resp. „Heben^ durch Null vgl. 
oben unter I und II). Dieser besondere Fall liegt nun aber hier vor, 

wie sich leicht ergibt: Es war die Proportion herge

leitet; aus ihr folgt ^2 -j- 2? --- x^ -s- gder x? — -s- x/ — ^2 --- 0 
oder (x -s- 2) (x — 2) (x — 2) ---- 0 oder (x — 2) - (x -j- -s- rl --- O. 
Diese letzte Gleichung verlangt, daß ein Produkt von zwei Faktoren 
— einerseits (x — 2), andererseits (x -j- -s- 2) — Null wird. Dann 
muß einer der Faktoren den Wert 0 haben und, da x-s-^-s-2, die 
Linie -4.0 unserer Figur, nicht gleich Null ist, so muß eben x — 2 0 
sein

XII. Der Trugschluß beruht natürlich darauf, daß nur der große 
Kreis abrollt und nicht der kleine. Rollte der kleine Kreis auf der 
Geraden Ov ab, so würde er eine volle Umdrehung erheblich früher 
als jetzt, also vor der Stellung v, beendet haben?)

XIII. Weil 6, L, O vier harmonische Punkte find, ist ---

Da nun so ist LV>L0; V, die Mitte von OO, muß
also rechts von U, d. h. außerhalb des Kreises, liegen, und nur unsere 
unrichtige Zeichnung ermöglichte den Trugschluß.

^IV. Nehmen wir, um bequeme Verhältnisse zu haben, an, daß 
die Schildkröte und Achilles sich, wie es schon in Fig. 71 gezeichnet

l) Die Bahnkurve, die ein bestimmter Punkt des Scheibenumfangs bei 
unserer Bewegung macht, ist übrigens eine sogenannte „gemeine Zykloide", 
und zwar ist die Wegstrecke, die dieser Scheibenpunkt von 4 bis L zurück- 
legt, gleich dem vierfachen Scheibendurchmesser. Die Bahnkurve eines be
stimmten Punktes der Peripherie des kleinen Kreises ist eine sogenannte 
„verkürzte Zykloide".
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war, in gerader Linie bewegen, und zwar Achilles mit einer Ge
schwindigkeit von 100 m 1 bm (Hektometer)., irr der Minute, die 
Schildkröte dagegen mit einer Geschwindigkeit, die nur Vm von jener, 
also 10 m --- 1 äkm (Dekameter) pro Minute beträgt. Der anfängliche 
Vorsprung der Schildkröte sei 100 m. Alsdann gelangt Achilles be
reits nach 1 Minute an den anfänglichen Standpunkt 8 der Schild
kröte; diese ist inzwischen um 1 äüm, bis 8^, weiter gekrochen, und 
Achilles braucht Via Minute, um auch nach dort zu gelangen. In
zwischen ist die Schildkröte jedoch um 1 m weiter gekrochen bis 8g, 
und Achilles braucht Vroo Minute, um nach dort zu kommen. In dieser 
Zeit ist die Schildkröte um 1 äem weiter gekrochen bis 8z, wofür 
Achilles dann Minute gebrauchen würde, und so weiter. Die 
ganze Zeitspanne, auf die sich das Raisonnement Zenos bezieht, umfaßt 
also insgesamt 1 Minute -st Vlg Minute -st Minute -st ViE Minute 
-st Vioooo Minute und so weiter. Innerhalb dieser Zeitspanne ist Zenos 
Behauptung, daß Achilles die Schildkröte nicht einhole, unzweifelhaft 
richtig. Welches ist nun aber die Größe dieser Zeitspanne? Die Reihe 
der Zeitelemente lautet, ein wenig anders geschrieben, so: 1-st 0,1 
-st 0,01 -st 0,001 -st 0,0001 -st.. - Minuten oder 1,1111... Minuten, 
und nach bekannten Sätzen über die periodischen Dezimalbrüche sind 
dies 1 Vs Minuten. Die ganze Zeitspanne, auf die sich Zenos Raisonne- 
ment erstreckt, umfaßt also nur 1V<, Minuten: Innerhalb dieser Zeit 
holt Achilles die Schildkröte nicht ein, jedoch wird im Laufe dieser 
Zeit der Abstand zwischen beiden kleiner und kleiner, und am Ende 
dieser Zeitspanne ist der Abstand so klein, daß er kleiner ist als jede 
noch so kleine Größe. Denn der Wert unserer unendlichen Reihe der 
Zeitgrößen: 1^/g Minute, schließt auch die entferntesten, noch so kleinen 
Zeitelemente der Reihe mit ein. Ein Abstand nun, der kleiner ist als 
jede noch so kleine Größe, ist aber offenbar geradezu Null, d. h. nach 
iVs Minuten hat Achilles die Schildkröte eingeholt und würde nun, 
wenn beide sich mit ihren bisherigen Geschwindigkeiten weiter bewegen, 
im nächsten kleinsten Zeitelement vorankommen ^).

XV. Die Schlußweise von L ist fehlerhaft; dagegen hat Recht:

1) Aristoteles suchte das Sovhisma Zenons dadurch zu entkräften, daß 
er bemerkte, die Linie als Kontinuum dürfe nicht mit der Gesamtheit ihrer 
Punkte identifiziert werden; denn bei dieser Auffassung würden alle end
lichen Linien, weil sie gleich viele, nämlich unendlich viele Punkte enthalten, 
unter sich gleich lang sein.
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Es sind, wenn wir dies ausführlich augeben, folgende verschiedene 
Bilder nach einem Wurf der drei Münzen möglich (ü --- Kopfseite, 
v---Wappenseite):

l) ü k ü 3) üvü 5) rvkü 7) rv vü
2) üürv 4) ü w 6) rvürv 8) wv

Von diesen acht Fällen sind nur zwei günstig: der erste und der letzte; 
die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten des erwarteten Ergebnisses 

beträgt also: — Das Schlußverfahren des L nimmt an, daß

die ungünstigen Fälle nur ebenso zahlreich sind wie die günstigen, und 
übersieht dabei folgendes: Daß beispielsweise zwei Münzen ü zeigen, 
die dritte aber rv, kommt nicht bloß in einem Falle vor, sondern in 
dreien, nämlich in Fall 2, 3, 5 der obigen Zusammenstellung, indem 
nämlich das v entweder aus der dritten oder aber auf der zweiten 
oder schließlich auf der ersten Münze erscheint. Ganz entsprechend ist 
es mit der Kombination, die aus zwei rv und einem ü besteht (Fall 
4, 6, 7). Im Gegensatz dazu kann der günstige Fall üüü nur auf 
einerlei Art zustande kommen, und dasselbe gilt für den anderen 
günstigen Fall, nämlich w v. Die ungünstigen Fälle sind also drei
mal so häufig wie die günstigen.

Galion machte übrigens auch einen praktischen Versuch und benutzte 
hierfür drei Würfel, wobei er festsetzte: Die geraden Würfelzahlen be
deuten „Kopf", die ungeraden „Wappen". Er tat nun mit den drei 
Würfeln 120 Würfe; der Fall, daß alle drei Würfel gerade Zahlen 
oder aber alle drei ungerade Zahlen aufwiesen, trat dabei 28 mal 
ein. Der theoretisch zu erwartende Wert wäre 30.
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Mission. Die evangelische. Geschichte. Ar
beitsweise. Heutiger Stand. B. Pastor 
S. Baudert. (Bd. 466.)

Mystik iuHeidcntum u. Christentum B.Prof.
vr. Edv. LehMann. 2. Aufl. V. B:rk. 
durchges. öb-rseh. v. Anna Grundt- 
vig geb. Quittcnbaum. iBd.2l7.) 

Mythologie, Germanische. Bon Pros vr.
I vonNeaelein. 2. Aufl. (Bd. S5.) 

Naturphilosophie, Die moderne. B Priv.- 
Doz.vr.J M.Berweven. (Bd.4SV) 

Palästina und seine Geschichte. Don Brak.
vr. S. Frh. v. Soden. 3. Aufl. Mit 
2 Kart., l Plan und 6 Ansicht. (Bd. 6.) 

— D. u. s. Kultur in 5 Jahrtausenden.
Nach d. neuest Ausarabgn. u. Forschgn. 
bärgest, von Pros. vr. P. Th om l.en. 
L, neubearb. Aufl. M- 37 Abb. (230.!

«Na» vu. i». «o r
*) Hier,« TeuerungSzuschläge des Verlags und der Buchhenblnngcn.
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Paulas. Der »»«kiel. u. sein Werk. Von 
Pros Dr. E Bischer. (Bd. 309 )

Philosophie. Die. Eiuführ. in d. Wissen
schaft. ihr Wesen u. ihre Probleme B 
Obrrrecüschuldir. H. Richert- 3. Ausst 

(Bd. 186.)
— Eiusöhrung In die PH. Bon Pros.

vr. R- Richter. 4. Anst, von Priv.- 
Doz. vr. M. Brahn- (Bd. 155.^ 

— Führende Denker. Geschichtl Einlerst
in die Philosophie. Bon Pros. vr. I.
Lohn. 3. Aufl. Mit 8Bi!dn. (Bd. 176.)

'— Die Phil. L. Eegenw. in Deutschland.
B. Pros. vr. O. Külpe. 6. Aufl. (41.)

— Philosophisches Wörterbuch. B. Ober
lehrer vr. P. Thormcoer. L Ausl.

(Bd- 52Ü-)
Poetil. Bon vr. R. Müller-Freien- 

fels. (Bd-468.)
Psychologie, EinfShr. st L. Ps. B. Pros. vr.

E. von Äst er. Mit 4 Abb. (Bd. 4S2.) 
— Psvchologic d. LiudcS. B. Pros vr. R.
Gaur-o. 4.Aufl. M-17Bdb. (213 214.) 

— Bsscholerie d. Verbrechers. (Kriminal-
dsvchol.- B. Strasanstaltsdir. vr. weck. P- 
B ° llitz. 2. Ausl. M. L Diagr. (Bd. 248.) 

— Einführung in die erperimcnt. Psgch»-
lozie. Bon Pros- vr. N. Brauns- 
baasen. Mit 17 Bbb. i. T. (Bd. 484.) 

— l. auch Handschristrnbeurteilg., Htzpno-
tiSmns u. Sugg., Mechanik d. Geistesicb-, 
Poetil. Serie d. Menschen, Veranlag, u. 
Vererb., Willensfreiheit; Pädag. Abst U.

Reformation siehe Lalvin, Luther.
Religion. Die Sttüanz der L. im SeisteS- 

lkvcn- Don Konsiitorialrai via. vr. P. 
Kalweist 2. Ausl. (Bd.225.)

— Selig, ll. Philosophie im alten Orient.
Bon Pros. Dr. E. ° - n Bittr. (Bd. 521.) 

— SiufLdrnnz in die Lllg. U.-Getchichtc.
Bon Pros. v. vr. K- Beth. (Bd. 658.) 

— Dir Aeiigion Lcr dtricchen. Bon Broi
vr.S.S amter. M. Bilderanh. (Bd. 457.) 

— Hclleniüifch-röiu. AeligionSgesch. Von
Hosoredig, lue A. Jacoby. >Bd. 584.)

-— Dir Grund,üge der israel. Rcligions- 
geschichrr. Bon Pros. vr. Fr. Giese- 
brechst 3. Allsl. Bon Pros. vr. A. 
Bertholest (BL.52.)

— Religion u. Skaturwisseusch. in Kamps
Ist Frieden. Ein geschichtl. Rückbl- Von 
Pfarrer vr. A. Pfannkuche. 2. Ausl.

(Bd. 141.)
— Die rrlig. Strömungen der Gegen

wart. Bon Superintendent O. A. H. 
Braaich. 3. Anfl. (Bd. 66 )

-— s. a. Bsrgsvn, Buddha, Calvin.Christen- 
tum, Luther.

Raafsean. Bon Pros. vr. P. Henkel.
2. Aurl. Mit l Bildnis. (Bd. 180.) 

Schopenhauer. Seine Persönlich'., s Lehre,
s. Bedeutg. 8- Oberrealschuldir. H. R i- 
chert. 3. Ausl. Mit 1 Bildnis. (Bd. 81.) 

Seele des Menschen, Die. Von Geh. Rat
Pros. vr. I. Rehm ke. 4. Ausl. (Bd. 3L) 

— siehe auch Psychologie.
Serualethil. Bon Pros. vr. H. E. Ti

me r d i n g. (Bd. SSL)
Sinne d. Menschen. D. Sinnesorgane und

SinneSempsindungen. Bon Hofrat Pros.
vr. I. K. Kreidig- 3., verbesserte
Ausl. Mit 30 Abb. (Bd. 27.)

Sitist LcbcuSanschauungen d. Gegenwart.
Bon Geh. Kirchcnrai Pros v. O- Kirn.
3-Ausl. durchgcs. von Pros. v. vr. O.
Stephan. (Bd. 177.)

— f. a. Ethik, Serualethik.
Spencer, Herbert. Bon vr. K. Schmarre.

Mit l Bildnis. (Bd 245.)
Staat und Kirche in ihrem gegenseitigen

Verhältnis seit der Reformation. Bon 
Pastor vr. A. Pfannkuche. (Bd. 485.) 

Sternglaube und Sicrndeutnng. Die Ge
schichte u. d. Wesen der Astrologie. Unter 
Mitw. von Geh. Rat Pros. vr. K. 
Bezold dargestellt von Geh. Hofrat 
Pros. vr. Fr. Voll- Mit I Sternkarte
ll. 20 Abb. (Bd.638.)

Suggestion s. HpvnotismuZ.
Testament. Das Alte, seine Geschichte und

Bedeutung. Bon Pros. vr. P. Tbom- 
s-n. (Bd. 60S.)

— AeurS. Der Tert d. R. T. nach seiner 
geschichtl. Entwickl. Bon Tio.-Pfarrer 
A Botst Mit Taf. 2. Ausl. (Bd. 134.) 

Theologie. Einfiihrung in die Theologie.
Von Pastor M. Cornils. (Bd. 347.) 

Nrchrifientum siehe Christentum.
Veranlagung u. Vererbung. Geistige. B.

vr. pbtl. et nisö. G-S o m m e r. (Bo. 512.) 
Weltonschanuug. Lricchiiche. Bon Pros.

vr. M. Wundst 2. Ausl. (Bd.32S.) 
Wcltanschauungen.D.. d. grob. Philosophen 

der Neuzeit. Bon Pros. vr. L- Busk».
6. Ausl., hr-g. v. Geh- Hosrat Pros. vr.
A. Salckenberg. (Bd. 56.)

Weltentstehnug. Entsteh, d. W. u. d. E üi 
nach Sage u. Wisscuschast Bon Pros. Vr. 
M. B. W-inüein. 2. Ausl. (Bd. 223.) 

Weituntergang. Ilutergang der Welt und 
dcr Erde nach Sage uuü Wissenschaft. B- 
Prof. vr. M. B. W e i.n st e i n. (Bd. 470.) 

Willensfreiheit. Das Problem dcr W. Bo»
Pros. vr. G. F. Lipvs. (Bd. 38S-) 

— sa. Ethik.Mechan. d-GeigeSleb.,Bkdchoh.

n. Pädagogik und BilüungsLtf'en.
Amerikanisches BilduugSwckcn siehe Techn.

Hochschulen, llniversiiä.'en-
vernsswahl. Begabung u. ArbritSleistun, 

in ihren gegenseitigen Beziehungen. Bon 
WZ-Rnttmann. M.7Abb. (Bd.522.)

SildungSwescu. D. deutsche, in s. geschichk- 
lichcn Entwicklung. Bon Pros. Dr. Fr. 
Daulsen. 3. Ausl. Bon Pros. vr. Vt. 
Müuch. M. Bildn. PaulsenS. (Bd. 100.) 

— s. auch BolkSbildungSwese».
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Erziehung, z, zur Arbeit. Bon Pros. Dr.
Ld». Lebmann. (Bd. 459.)

— Tcutjchc E. in Haus u. Schule. Bon
Rektor I. Tews. 3. Allst. (Bd. 159.) 

— sieh« auch GrotzstadwLdagogik.
FortLildnugsichulwescu, Das deutsche. Bau

Dir. Dr F Schilling. (Bü.256.) 
Krodel. Friedrich. Bon Dr. Joh Prü-

ser. Mit l Tafel. Wo. 82.)
SrsjttzaLtpädagogik. B. Rekior I. Tews.

(Bd. 327.)
— siebe Erzieh., Sckulkämpfe d. Gegcnm. 
HLnLichristcndcurtellnne. Die. Ein« Ein

fuhr. in die Pivchol. der Handschrift. B. 
Pros. vr. G- Schneidemühl. Mit 
51 Handschriitcnnachbild. i. T. u. 1 Taf.
2., durchgeh u. erw. Aufl. (Bd. 514.) 

Herberts Lehren und Leben. Bon Pastor
O. Flügel. 2. Ausl. Mit 1 Bildnis
Herbarts. (BL. 164 )

HUföfÄulwrfcn. Dorn. Bon Rektor Dr B.
Maennel. lBd 73.)

Hochschulen s. Techn. Hochschulen u. linio. 
Jugendpflezc. Von Fortbiidungsichulleb- 

rer W Wiemann. lBd. 434.)
Leibesübungen sieh? Abt. V.
Mädchenschule. T. höhere, in Deutschland.

B. Lberlebrerin M. Martin. (Bd. 65.) 
Mittelschule k. Volks- u. Mittelschule. 
Lädagozik. Sllg-meink. Bon Bros. Dr.

Th. Zi-glcr. 4. Aufl. lBd. 33.)
-— Eiprrimentelle P. mit bef. Rücksicht 

aus die Erzich. durch die Tat. Don vr W.
A. Lad 3-, derb- Ausl. Mit 6 Text
abbildungen. (Bd. 224.)

'— s. Erzieh., GroßstadtrEd-, Handschrif- 
tenbeurtcilung. Pshchol., Veranlag, u.
Vererb. Abt. I-

Vestalozti. Leben und Ideen. Bon Setz.
Reg.-Rat Pros. Dr. P. N a torp. 3. Aufl. 
Mit Bildn. u 1 Bciesfaksimile. Wd. 25».) 

Rousseau. Bon Pros. vr. P. Henssl.
2. Aufl. Mit l Bildnis. (Bd. 180.) 

schule lieb« Foribildungs-, Hilfsschulwes., 
Techn. Hoch-, Mädch-, Volksschule, Anis. 

Lchulhygicue. Bon Pros. vr. L. Bür
ge r it e i n. S Ausl M. 33 Fig. Wd. SS.) 

Schulkämpfr der Gegenwart. Bon Rekwr
I. Tews. 2 Allst. (Bd. 111.)

— siehe Erziehung. Großstadtpäs.
Student, Der Leipziger, von >405 bis 

1909. Bon vr. W. Bruchmüller.
Mit 25 Abb. (Bd. 273.)

stubrnt-ntuM, Geschichte des deutschen St.
Bon Dr W. Bruchmüller. (Bd. 477.) 

Leckn Hochschulen in Nordamerika. Bon 
Geh. Reg.-Rat Pros. vr. S. Müller. 
M zahlr. Abb.. Karte u. Lagepl. (ISO.) 

Universität, über Universitäten n. Uui- 
versitätsstud. B. Pros vr. Tb. Zteg- 
l«r. Mit I Bildn. Humb.ldts. <Bd.411.) 

— Die amerikanische ll. B Bros. Lk. l).
E. D. Perry. Mit 22Abb. (Bd.2ü6.) 

Unterrichts Wesen, Das deutsche, der Gegen
wart. Von Geh. Studienrat Lberreal- 
schuldir. vr. K. Knabe. (Bd. 289.) 

Äoüsbüdungswrsrn. Das moderne. Von 
Stadtbibl. Dr. G. Fritz. Mit 14 Abb.

(Bd. 26S.) 
Volks- und Mittelschule. Die prrutzische, 

Entwicklung und Ziele. Von G h Reg.- 
u. Schulrat vr A Sachse. (Bd. 432.) 

Zcichenkunst. Der Weg zur Z. Ein Büch- 
i lein sür theoretische u. praktische Selbst- 

bildung. Von vr. E. Weber. 2. Aufl.
! Mit 81 Abb. und 1 Farbtaf. Wd. 430.)

LH. Sprache, Literatur, Bildende Kunst und Musik.
Architektur siehe Baukunst und Renais- 

saucrarchitsktur.
Ästhetik. Von Pros. Vr. R. Hamann.

2. Ausl. (Dd. 345.)
— siehe auch Poetik u. Abt. v
Baukunst. Teutsche B. im Wittelaltcr.

Bon Geh. Reg-Nat Pros. vr. A. Mat- 
thaei. I. Bon d. Uns. b. z. AuSgang d. 
roman. Baukunst. 4. Auf!. Mit 42 Abb- 
i. T. u. aus 1 Doppeltaiel. U. Gotik u. 
„Spätgotik". 4. Ausl. Mit zahlr. Abb.

(Bd. LS.)
— Deutsche Baukunst seit d. Mittelaltcr 

b. z. Lusg. Ü. 18- Jahrh. Renaissance. 
Barock, Rokoko. Bon Geh. Reg.-Rat. Prof- 
vr. Mattbaei. 2. Aufl. Mit Abb. u. 
Taseln. (Bd. 326.)

— Deutsche B. im 19. Jahrh. Bon Geh. 
Reg.-Rat Pros. vr. A. M atthae i. Mti 
35 Bbb. Wd. 453-1

— siehe auch Renaissancearchitektur.
Beethoven siehe Hahtm.

Bildende Kunst, Bau und Leben der b. L. 
Von Dir. Pros. vr. Th. Bolbehr.
2. Aufl. Mit 44 Abb. (Bd. 68.) 

— siehe auch Baukunst, Griech. Kunst, 
Impressionismus, Kunst, Lialer, Ma
lerei. Stil«.

Björuson siehe Ibsen.
Buch. Wie ein Buch entsteht siebe Abt. VI. 
— s. auch Schrat- u. Buchwesen Abt. IV. 
Dekorative Kunst des Altertums, Die.

Von vr. Fr. Poulkeu. Mit ll2Abb.
(Bd. 454.) 

Deutsch siehe Baukunst, Drama, Fraucn- 
dichmna. Heldensage. Kunst.Literatur.Lh- 
rik. Maler, Malerei, Personennamen. Ro
mantik. Sprache, Volkslied, Bolkssage.

Drama. Das. Bon vr. B. Busse. Mit 
3 Abb. 3 Bde. I: Von d. Antike z. kranz. 
Klassizismus. 2. Aufl., neubearb. von 
Oberl. vr. Niedlich, Pros. vr. R. 
Jmmelmann u. Pros. vr. Glaser- 
U: Bon Versailles bis Weimar. III: Don 
der Romantik zur Gegenwart.

(Bd. 287/289.)
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Drama. D. Ltsche. D. ». 19. Jahrh. A. s. 
Eutwickl.dgest.v.Pros vr.G. Wltksws - 
k ü 4 Aus! W. B>ldn. S-bbels. (Bd.51.) 

— siebe auch Srillparzer, Hauvtmann, 
Hebbel, Jbien, Lessina. Literatur, Schil
ler. Sbakespeare. Tbeater.

Dürer. Albrecht. B. Bros. vr. R- W ust - 
mann. 2. Aufl. son Geh. Reg.-Nat 
Bros Dr. A. M-ttha-i. Mit Titel b. 
u. zahlr. Abbildungen. (Bo. 97.) 

Franzöfisch sehe Roman.
FrauenSichtung. Geschichte der deutsche» F. 

seit 1869, Bon Vr.^H. Svi-ro Mit 
3 Brldnnien aur l Ltpel. (Bd- 39b.) 

Fremdwortkunde. Von Dr. Elite Rich
ter. (Bd. siv-I

Gartenkunst siehe Abt. VI. „ , „ . 
kriech. Komödie, D-e. B. G-H-Aat. Pros 

vr.A. Körte. M-Titelb. u. 2 Taf. (466.)
SriechiiSc Kunst. Die Blütezeit der L. s. 

im Spiegel »er Relief,arkophagc, Eine 
Eins l. d. griech. Blaf-.ik. V Bro,. vr.
Wachtler 2.A. M- zahlr.Abb. (272.) 

— siebe auch Dekorative Kunst.
Griechische Tragödie, Die. Von Bros vr.
I. Ge kicken. Mit. 5 Abb. i. Tegt u. auf 
1 Tafel. (Bd. 566.)

Srillparzer. Franz. Der Mann m d. Werk.
B. Bros. vr. A. K! e i n b e r g. W. Budn. 

kudrun siehe Nibelungenlied. s(Bd. 513.) 
Harmonielehre. Don vr. H. Schal;.

(Bd. 560.) 
Harmonium s. Tasteninürum.
Hauvtmann, Gerhari. B.Prot.vr. E. ip u l- 

ger-Gebing. Mit 1 B-ldn.,2., Verb, 
u. verm. Aufl. lBo. 2^3)

Hapvn, Mozart, B-cthoven. Wen Pro,.
vr. C. Kre b s. 2. Aufl. M. 4 Bildn. (92.) 

tzebbcl, Friedrich. Bon Geh. Hofrat Bros
Dr. O. Walzel. M. 1 Bildn. ,2. Au,l.

(Bd. 468.) 
Heldensage, Die germanische. Bon vr. I.

W. Bruinier. (Bd. 486.)
— siehe auch Bolkssage.
Homerische Dichtung, Die. Bon Rektor 

Dr. G. Finsler. (Bd- 496.)
Ibsen. Bsörnson u. s Zeitgenossen. Von

Bros Dr. B. K ab! e. 2 Aufl. v. vr. G. 
Morgenstern. M7Bildn. (Bd.193.) 

AmpresstonismuS. Die Ma'er des I. Von
Bros Dr. B. LLzür. Mit 32 Abb. u.
1 färb. Tafel (Bd. 395.)

Instrumente s TaSeninstrum., Orchester. 
Klavier siehe Tasteninstrumente.
Komödie siebe Griech. Komödie.
Kunst. Das Wesen der deutschen bilden

den K. Bon Geh. Rat Bros. vr. §>. 
Thode. (Bd.585.)

— Deutsche K. im iägl. Leben bis zum 
Schlüsse d. 18. Zahrh. B. Pros vr. B- 
Hacudcke. Mit 63 Abb. (Bd. 198.)

— s. a. Bauk., Bild., Dekor., Griech. K.; 
Pompeji, Stile: Gartens Abt. VI.

Kunstpflege in Saus und Heimat. Bon 
Supcrint. R- Bürkner. 3. Aufl. Mit 
29 Abb. (Bd. 77)

te d. deutsch L. s. ClaudDrs- 
^°rs Ä Ausl. Bd. 2S4.)

Lesung. Von vr. C h. S ch r e ar t> s Mit 
-rnem Bildnis. (Kä' ,^3 )

Literatur. Entwickl. der deutsch seit 
Goethes Tod-V. vr. W. Brecht (595-)

Lvrrk. Geschichte ».deutsch. L. s. Claudius.
B pr. 6 Bo^2ö4.)

^M!La°u^ Literatur.

Teft und Biideranh-n». -Bd. 464.1
— I. a. Michelangelo, Impression
Malerei. Die deutsche, im 19. Iahnd Borr 

Bros, vr.R Samann.,
2 Bande mit 5, gauzscittge.u arid 200 
haloieingen Abb., auch in l Lachserga- 
mentbd. zu M. 7.—. (Bd. 448—4s 1-1

— Niederländische M. im 17. Jahrtr Wort
Bros. vr. H. I a n tz e n. Mit 3 7 Abb. 

— stehe auch Rembrandt. siBd 3 73.) 
Märchen s Volksmärchen.
Michelangelo. Eine Einführung in das 

Verständnis seiner Werke. B. VpL vr 
E-Lildebrandt. Mit 44AHH (302.)

Minnesang. Die Liebe im Liede de-- deut
schen Mittelalters. Von Or. W 
Bruinier. 1

Mozart siehe vahbn.
Musik. Die Grundlagen d. Tonkunst Ver

such einer entmicklungSgesch. Tarstell b. 
allg. Musiklehre. Bon Bros. Op. H. 
Rletlch. 2. Aufl. (Bd. 178.)

— Musikalische KomvositionSfarnern. B.
S. G. Kalkender g. Band I- Die 
elementar. Tonrerbindungsu als Mrurid- 
lage d. Sarnionielehre. Bd. II: Kontra- 
dunktil u. (vormenlehre. (Bd. 4ss 413.) 

— Geschichte der Musik. Bon Dr. Ä.
S-nstein. (Bd 43S-)

— Benknelmmmlung zur alteren Musik- 
Skschichke. B. Dr. A. Einstein. (439.) 

— Musikal. Romantik. DieBlütezrit d. m.
R. in Deutschland. Bon Dr. E. I sr s l.
Mit 1 Siihouctie. (Bd. 239.)

— s a. Hahdn, Mozart, Beethoven, Over.
Orchester, Tasteninstrumente, Wagner.

Mhthologie, Germanische. Don Pros Dr 
3. v. Negelein. 2. Aufl. (Bd 9s.) 

— siehe auch Volkziage, Deutsche.
Nibelungenlied. Das, u. d. Gudrnrr. Von 

Pros Vr. I. K ö r n e r. (Bd. S91.)
Niederländische Malerei s. Malerei.

«

Novelle siehe Roman.
Oper, Die moderne. Vom Tobe Wagners 

bis zum Weltkrieg (l8>3—1914). Vor» 
vr. E.J st e l. Mit 3 Bildn. (Bd. 4SS.)

— siehe auch Lagdn, Wagner.
Orchester. D. Instrumente d. O. B. Bros. 

vr.Fr. Volk ach. M.ttOAbb. (Bd.384.) 
— Das moderne Orchester in seiner Ent

wicklung. V- Pros Dr. Fr. Dolba -ch. M. 
Partiturbeisp. u. Taf. 2. Aufl. (Bd. 388.)

Orgel siehe Tasteninstrumente.
Personennamen, D. deutsch. B. Geh. Stir- 

dienrat A. Bähnlich. 2. A. (Bd. 296.)

vr.Fr
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Pcrkvcktive, Grundzngc der P. nebst An- 
wenbungcn. Bon Pros. vr. K. Doehlc- 
manu. Mit 91 Fig. ll. IlAbd. G1S.)

Phonetik. Eiaführ. in d. Ph. Wie wir 
sprechen. Bon Dr. E. Richter. Mit 
20 Abb. (Bd. 354.)

Photographie. Die künstlerische. Ihre Eni- 
wickig., ihre Prob!., ihre Bedeutg. B-Or. 
W. Warsta t. M. 1 Bilderanh. (BS. 4IS.) 

— s. auch Photographie Abt. VI. 
Plastik s. Griech. Kunst, Michelangelo. 
Poetik. Bon Vr. R- Müller-Freicn- 

s - ls. (Bd. 460.)
Pompeji. Eine Hellenist. Stadt in Ita

lien. Bon Bros. Dr. Fr. v. Dubn. 
3-Aufl. M. S2Abb. i. T. n. auf 1 Tas.. 
sowie t Plan. (Bd. 114.)

Projektion-lehre. In kurzer leichtlöslicher 
Darstellung f. Sclbüuntcrr. und Schul- 
gebrauch. V. Zeichen!. A. Schudeisky.
Mit 208 Fig. (Bd. 564.)

Uembrandl. Bon Pros. vr. P. Schub» 
ring. 2. Ausl. Mit 48 Abb. auf 28 Taf. 

i. Anh. (Bd. 158-)
RcnaissancearLitcktur in Italien. Bon 

vr. P. F r a n k l. 2 Bde. v M. 12 Tas. u. 
27 Terradb II. M-Abb. (Bd. 381.382.)

Rhetorik. Bon Lektor Pros. Dr. E. Geiß- 
ler. 2. Bde. 2. Ausi. I. Richtlinien für 
die Kunst des Sprechen-. II. Teutsche 

Redekunst. (Bd. 455 45K-)
Roman. Der französische Ronran und die 

Novelle. Ihre G-schichte v. d. Auf. b. 
z. Gegenw. Von L. Flaks. (Bd.377.) 

Romantik. Teutsche. B. Geh. Hosrat Pros.
vr. O. F. Wahzel. t. Aufl. I. Dir 
Weltanschauung. II. D.e Dichtung.

(Bd. 232.233.)
Sage siehe Heldensage, Mythol., Volkssage. 
Schiller. Von Pros. vr. Th. Ziegler.

Mit 1 Bildn. 3. Aufl. (Dd. 74.) 
Schillers Dramen. Don Proghmnafialdi- 

rektor E. Heuserinann. (Bd 433.) 
Shakespeare und feine Zeit. Bon Pros. vr.

E. Ziep er. M- 3 Abb. 2. Aufl. (185.)

Sprache. Dir Haupttosen des menschlich.
Sprachbaus. Bon Pros vr. A. N. Finck.
2. Aufl. o. Pros. vr.S. Kiecker s. 268.) 

— Die deuijchr Sprache von heute. Bou
vr.W Fischer. (Bd.475.)

— FremdwortkunSe. Bon vr. Eliir
Richter. (Bd.ö70I

— liehe auch Phonetik, Rhetorik; ebenso
Sprach« u Stimme Abt. V.

Sprachkrammc, Die, des Erdkreises. Bon
Pros vr. F. N. Fin ck. LAufl. (Bd.S67.) 

Svrachwissentchaft. Bon Prof. vr. Kr.
Sandseld-Jensen. (Bd. 472.) 

(Stile, Die EntwicklungSgesch. d.St. in der 
i bild. Kunst. Den Dozent Dr. E. Cohn- 
! Wiener. 2 Bde. 2. Ausl. 1: B. Al- 
> tertum bis zur Gotik. M- 66 Abb. II.: 
l Brn der Renaissance bis zur Gegenwart. 
' Mtt 42 Abb. (Bd 317418.)
Tasteninstrumente. Klarier, Orgel. Har

monium. Das Wesen der Tasteninstru
mente. L. Pros. vr. O. Bie. (Bd. 325.) 

Theater, DaS. Schauspielhaus u. -kunst v.
griech.Altert, bis auf d. Gegemp. 8.Bros.
vr.Chr.Goebd e. 2.B. 18Abb. (Bd.2L0.) 

^Tragödie f. Griech. Tragödie.
Urheberrecht sied« Abt-VI.
Volkslied, Das deutsche. Über Wesen und 

i Werden d. deutschen BolksgesangeS. Don
vr. I W- B r ui n ie r. S. Aufl. (Bd. 7.) 

Volksmärchen. Tas deutsche B. Don Pfar- 
l rer K. Spieß. (Bd. 587.)
Volkssage. Dir deutsche, übersichtl. bärgest.

v. vr. O. Böckel. 2. Ausl. (Bd. 262.) 
— siebe auch Heldensage, Mythologie. . 
Wagner. Das Kunstwerk Richard W.s. Don

vr. E I s! - l. M.1 Bildn. 2.Dnfl. (330.) 
— siehe auch Mufikal. Romantik u Oper. 
Zeichrukunst. Der Weg r. Z Gin Büchlein

für theoretische und praktische Setbubil- 
dung. Bon vr. E. Weber. 2. Aufl. 
Mit 81 Abb. u. 1 Farbrafsl. (Bd. 43g.) 

— s. auch Perspektive. Projektionslehre;
Geometr. Zeichnen Abt. V.

ZeitungSwese». B vr. S. D iez. (Bd.328-1

IV. Geschichte, Kulturgeschichte und Geographie.
Alpen, Die. Bon H. Re i - h a ue r. 2., neub. 

Aufl. von vr. H. Slanar. Mit 26 Abb. 
und 2 Karten. (BS. 276.)

Altertum. Das, im Leben der Gegenwart.
V. Pro«.-Schul- u. Geh. Rsg.-Rai Pros.
vr. P. Sauer. 2. Aufl. (Bd. 356.) 

Amerika. Gesch. d. Verein. Staaten ». S. B-
Pros. Vr E. Daene l l. 2. A. (Bd. 147.) 

Amerikaner. Die B N. M. Butler. DÜch.
v. Pros vr. W. T as z o w s k i. (Bd. 319.) 

— s. Technische Hochschulen, Univers. 
Amerikas Abt. II.

Antike Wirtschaftsgeschichte. B. Priv.-Doz.
vr. O. Neu rath. 2. Aufl. (Bd. 258.) 

Antikes Leben nach den ägyptischen Pavyri.
Bon Geh, Postrat Pros. vr. Fr. Prei
st g I e. Mit 1 Tafel. (Bd. 565.)

Arbeiterbewegung s. Soziale Bewegungen. 
Australien und Neuseeland. Land, Leute 

und Wirtschaft. Bon Pros. vr. R.
Echachner. Mit 23 Abb. (Bd. 366.) 

Babylonische Kultur. Die, i. Verbreit, u. i.
Nachwirkungen aus d. Gegemv. B. Pros.
Or.F.C. Le h m an n-L a up t. (Bd.579.) 

Baltiichc Prooruzen, B. vr. B- Tor n i u s.
3.Ausl. M. 8 Abb. u. 2 Kartcnsk. (Bd. 542.) 

BaucrnhauS. Kulturgeschichte LcS deutschen
B. Bon Baurat Tr.-Jng. Chr. Ranck.
2. Aufl. Mit 70 Abb. (Bd. 121.) 

Bauernstand. Gcsch. d. dtsch. B. B. Pros.
vr. H. Ger des. 2-, Verb. Ausl. Mit 
22 Abb. i. Text (Bd. S2S.)

Belgien. Don vr. D. Ostwald. 3. Aufl.
Mit S Karten. (Bd. 501.)

L
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NiSWürS und kein: Zeit. Don Professor 
Or-L- DaIentin. Mit einem Titelbild.
4., d urchges Tuff. (Bd. 588.)

Böhnren. Bon Bros. Lr. N- F. KainL!.
(Bd. 781.) 

BraudcnbrrrL.-hrcutz. SriL. Von Kgl. Ar
chivar vr. Fr. Israel. 2 Bde. I. N. 
d. ersten Laiängea b. z. Tode KZnisFr- 
Wilhelrns l. 1748. L. Voll dem Negie- 
rnngsantritt Friedrichs d- Sr. bis rar 

Gegenwart. Bd. 448 441.)
Bulgarien. V. Drio.-Doz. vr. H. Gr » the.

cBd. SS 7.) 
Bürger im MiN-lsltrr s. Städte.
Bqzant. Chsraltrrköxfe. Won vr. xki!.

K. Dieter ich. Mit SDilon. k8d.244.) 
Taloin, Johann. Von Pfarrer Lr G 2 r - 
deur. Nil 1 Bildnis. 2 Anst. (Bs.247.) 

Shristentum n. Weltgeschichte seit der Re- 
formation. Von Bros. O. vr. K. Seil.
8 Bde. sDL. 237.2S8.)

Drurich siehe Ban-ruhanS. Bauernstand, 
Dorf, Feste, Frauenleben, Geschichte, 
Lande!. Handwerk, Reich. Staat, Städte, 
Verfassung, Dcr'os n.issr.. BoikLKLinnle, 
Volkstrachten. Wirtschaftsleben usio.

DcutILtnni irn rsslaud. Das. vor des 
Weltkriege. Von Pros- Dr. W. Hoeni- 
ger. 2. Aus!. (Bd. 482.)

KiSzeit, Die. und der Norgrfch.chMLe 
Mensch. Don Geh. Bcrgrat Bros. Or. 
G. Steinmann. L Aus!. M 24 Ab
bildungen. (ÄS. 382.1

KntSeäungen, Das Zeitalter der L. Don
Pros vr. S. Günther. 3. Aus. Mit 
t Weltkarte. (Bd. 26.)

SrSe siehe Mensch u. T.
Grdkundc, Allgemeine. 8 Dbx. Mit ALS.

I. Die Erde, ihre Bewegungen u. ihre 
Eigenschaften (mach. Gergravhie n. Geo- 
nvmie). Boa Admiralität-rat Pros. Or. 
E. A-Hlschütter. (Bd. 625.) N. Die 
Atmosphäre der Erde (Klimatologie, 
Meteorologie). Don Pros. O. Bakchtn- 
(Bd. 626.) IN. Geomorphologie. Ton 
Pros. F. Machatschek. (Bd. §27.) 
IV. Mysiogeogravdie des Gaswassers. 
Von Pros. F. Machatsches (Bd. §28.) 
V. Die Meere. Don Pros. vr. A- Merz. 
Wd. 623.) VI. Die Berbreitang der 
Pflanzen. Don vr. Brockmann-Fe- 
rosch. (Bd. 638.) VII- Die Derbreitg. d. 
Tiere. V. vr. W. Knopfsi. (Bd. 631.) 
vm. Die Derbreitg. d. Menschen auf d. 
Erdoberfläche (Anthropogeographie). V- 
Pros vr. N- Krebs. (Bd. 632.)

Europa. Vorgeschichte E.'S. Don Pros vr.
L. Schmidt. (Bd. 571/572.)

Kamilirnforschuno. Don vr. E. Te- 
drient. M. Abb. n. Taf. 2. Bus!. (358.) 

Feldherren, Grogr. Don Major K C.
Endres. (Bd. 687 688.)

Feste, Deutsche, u. VolksbrLuche. D. Priv.- 
Doz.Or.E. FcbrIe. M.30 ALL. (Bd.518.)

S

Sinnland. Don Lektor F.LHguisr. (7S8.) 
SransZ»!He Gefchichtr. v: Las irauzö-

3« Konigsrnm. Bon Pros. vr. R.
-sHwemer. (Dd. 574.)

— siebe auch Napoleon. Revolution.
FranenLesegung. Die moderne. Ein ge- 

schichtlicher überblick. Von vr. K. Schir- 
macher. 2. Auf!. (Bd. S7.!

Kranenleben, Teutsch., s Wandel d. Ishr- 
hunLeite. Don Geh. Schnlrat Or. Edc 
Otto. S-TilL 12 Wb. i. T- (Ld-LS.!

Sri-ürich d. Er. B. Pros Or. Th. Bit- 
t« ran 7. 2. L. M. SB ildn. (Bd. 246.)

GartenkFust. Reich. S. G. V. Danrat Dr.» 
Jng. Sbr. Ranck. M. 41AbL. (274.) 

Geographie der Korsclt (PalSogeoZra- 
phie). Don Priv.-Dcz. vr. E. Daran«- 
Mit 21 Abb. (Bd- SIS.)

Geologie siehe Wbt. V.
Zerman. Held-Rsagc i. Heldensage.
Germanische Kultur ;n der Urzeit. Don 

DibliotheksLir. Pros vr. S. Stein- 
Hansen. 3. Auf!. Mit 13Lbb. Äd. 75.)

Deichichte, Deutsch-, im 43. F-rhrh. b. z. 
SeichSedcheir. B. Pros Or. R. Schive- 
mer. 3 Bde. v: Don 1800—1848. 
Restauration und Resolution. 3. Nnsl. 
(Bd. 37.) v.: B-n 1848—18SL Die 
Reaktion und dir neue Lra. L Allst. 
-Bd. 161.) UL: Kon 1862—1871. V- 
Bund z. Reich. 2. Anst. Wd. 182.)

Griechestum. Das 8. in seiner xe chicht- 
lichen Entwicklunz. Don Pros vr. Kc 
v. Sca! a. Mit 4S Ä-L. -Bd. 471.) 

Sriechische Städte. KalturbilÄer aus zr.
S:. Don Proiessor vr. S. Ziebarth.
L A. M. 23 Abb. n. 2 Tastln. (Vd. 131.) 

Handel. Geschichte S. Weltd-rniels. Dos
Rrnlgnmnasial-Tir. Lr. W. G. SckINidt-
S. Aufl. (Bd. 118.)

— Geschichte des deutschen Handel» seit 
d. Ansgang deS WittelalterS. Don Dir. 
Pros. Lr. W. Langen deck. 2- Bus!
Mit 16 Tabellen. (Bd. 237.)

HanLserk, Das deutsche, in seiner kultur- 
zeschiKtl. Eatmick!. Bon Geh. Schulrat 
». L Otto. 4. Aufi. Mit 33 Ai d. auk 
12 Tafeln. (Bd. 14.)

— siehe auch Dekorative Kunst' Aüt. IIV 
Hans. Annstvflesr in HsnS ll. Hcin-.nt. B.

Superint. R- Bürkner. Z. Anst. Mit
Abb. (Bd. 77.)

— siehe auch Baueruhaus, Torf.
HetdrnMze, Die germanische. Don vr. A.

W B ruinier. Vd. 48«
He!!enift.-rörn. Kcllgignsgeschichic! Abt.v 
Jaraner. Dir, i. d. Welrwiri'chast. B. Pros

vr K. Rathgen. 2. Nusl. (Bd. 72-1 
Jesuiten. Die. Eine hist. Skizze. Don Pros

vr. H. B°-hm-r. 4. Bml. (Bd. 4S.) 
Zndicn. Bon Pros vr. Sten K ono w-

Wd. 614.) 
ZndogrrMaucakrage. Bon Dir. vr. R.

Agahd. (Bd.594.1
Internationale Leben, Das, der Gegen». 

Don vr. b. o. A. H. Fried. M- I Taf.
(Bd-226.)
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Leschichte, Lultargejchichte und Geographie

Mythvlogir st Abt. I
Nopoieon I. Van Bros. vr. T h. Bitter- 

auf. 3. Aufl. Mit 1 Bildn. Bd. 195.) 
Nutioaslberoußifein siehe Volk.
Natur u. Mensch. D. Realgymnasial-Tir.

Pros. vr. M. G. Schmidt. M. 13 Abb.
(Bd. 158.) 

Naturvölker. Die sristige Kultur »er R.
VPros vr. K. TH.Preutz. M. S Abb. 

— f. a Völkerkunde, allg. KDd. 452.) 
Nrugriechrulaud. Bon Pros. Or. A. üei

le nberg. (Dd.5I3.)
Neuseeland s. Australien.
Orient s. Indien, Palästina, Türki.
Österreich. Ö.s innere Geschichte von 1848 

bis 1895. B. R-E-armatz. 3., veränd. 
Ausl. I Die Borderrschokt der Teutschen.
ll. Der Kamvi der Nationen (65! l:52.) 

— Geschichte der auswärtigen Politik Ls 
im 19. Jahrhundert. B. R. Charmatz.
2., veränd. Ausl. I Bis zum Sturz? Met- 
ternichs. II. 1848—1895. (653 S54O

— Österreichs innere u. LU'xrre Politik von
1895—!S!4. B. R. CSarmatz. (655.) 

Ostmark s. Abt. VI
Oftsccgebirt, Das. V. Pros. vr. G. Br a un.

M. 21 Abb. u. l medrs. Karte. (Bd. 367.) 
— s. auch Baltische Provinzen, Finnland. 
Palästina und seine Geschichte. Bon 

Pros. Or. L. Frh. von Srden. 3. Aufl.
Mit 2 Karten. 1 Plan u. L Ans. Bd. 6.) 

— P. u. s. Kultur in 5 Jahrtausenden.
Nach d. neuest. Ausgrab. u. Forschungen 
bärgest, von Pros. vr. P. Thomsen.

- 2., neubearb. Aufl. Mit 37 Abb- (2SS-) 
Papsttum l Kaisertum.
Popyri s. Antikes Leben.
Polarforschung. Geschichte der Entdeckungs

reisen zum Nord- u. Südvol v. d. äldest. 
Zeiten bis zur Gegenw. B. Pros. Or. K. 
Lasiert. 3. Ausl. M «Kart. (Bd. 38.) 

Polen. Mit einem geschichtl. Überblick üb. d. 
volaisch-rulhen. Frage. B. Pros. vr. R. F. 
KllindI 2.. Verb. Aufl. M. 6 Kart. (5 47.)

Politik. B- Or. A. sIabowsk 8. (Bd. 537.) 
— Umrisse der Wcltpolitik. B. Pros. vr.
I. Losbagen. 3 Bde. I: 1871 bis 
1907. 2. Aufl. v: 1388—1914. 2. Aufl 
vl D. polit. Ereign, währ. d. Krieges.

(Bd. 553/555.) 
— Politische Gcogravhie. Bon Pros. Or.

E. Schsne. Mit 7 Kart. (Bd. 353.) 
— Politische tzeuptströmungen in Europa 

im 19. Jahrhundert. Bon Pros. vr. 
K. Th- v. Heigel. 4. Aufl. »on vr. 
Fr. Endr-S. Wd. 129.)

Pompeji, eine bclleuiftifche Stadt in Ita
lien. Bon Pros. Or. Fr. v. Duhn.
3-Aufl. Mit 62 Abb. i Tl u. aus I Taf-, 
sowie 1 Plan. Wd. 114.)

Preußische Geschichte s. Brandend.-vr. G. 
Reaktion und neue Sra s. Gesch., deutsche. 
Rcsormatiou k. Calvin, Luther.
Reich. Das Deutsche N. von 1871 b. z. Welt

krieg. V Archivar Vr-F- ZiraeÖ V75.)
Steli,i»n s. Abt. I

SSl-uS, d-Landu.d-BoIk. B. Pros.vr.B-
Herrmauu. M.OAbb. (Bd 461.) I

«DiciwM und Papsttum. Von Bros. vr. ;
» Hofmeister. -Bd.576.) -

SsrleukunSe. Vcrnrcssungz. u. K. 6 Bde. !
Mit Abb. I. Eeogr. Ortsbestimmung. 
Don Bros. Schmande r. (Bd. 826.1 
H Erdmefsung. Dun Pros. Dr. O. Eg- 
seit. (Bo. 607.) DI. Laudmessung. Don 
Eteuerrat Suckow. (Bd. 688.) IV- Lus- 
SleichuugSrechnuug. Don Gch. Rcg.-Rat 
Bros- Dr. E. Hege Mann- (Bd. 609.) 
V- Dhotogrammetrie und Sicreophvto- 
arammctrie. Bon Div'om-Jng. H. Lü- 
scher. (Bd.6!8) VI. Kartenkunde. Don 
Finanzrat Dr.-Jng. A. Egerer. 1. Ein- 
sübr- i. d. Karieuvcrständuis- 2. Karren- 
Herstellung (LandeSaufn.). <Ld. 614 612.)

Kirche s. Staat n. K
Aolonialgcschichte. Allgemeine. Bon Pros.

Dr. F. Kcnigen LBde. .Bd.545/546.) 
Kolonien. Die Leniichcn. (Land II. Leute.)

Bon Or. A. Heilborn. 3. Aufl- Mit 
28. Abb. n. 8 Karten. (Bd. 98.) 

KSuigsmm, Französisches. Bon Bros vr.
R. Schwemer (Bd 574.)

Krieg und Sieg- Eine kurze Darstellung
der mod. Kriegskunst. Don Major a. D.
E. F. Endres. (Bd-519.)

------ Kulturgeschichte d. Krieges. Don Pros.
Dr. A. Wcule, Geh. Hofra! Pros. vr.
8. Beide, Bros. vr. 8. Schmeid- 
1 ei, Bros. vr. A. Toren, Bros. Dr.
P. Herre. (Bd. 561.)

— Der DreibiZiZdrige Krieg. Don vr.
Fritz Endres. (Bd.577.)

------  s. auch Feldherren.
LriegSschiskc. Unsere. Ihre Entstehung u.

Verwendung. B. Geb- Mar.-Baur. a. D- 
E. Krieger. 2. Aufl. v. Geb- Mar.- 
Baur. Fr. Schürrr. M- 60 Abb. (383.) 

Luther. Martin L-u-d.dtsche. Kesormatiou.
Von Bros. vr. W. KSbler. M. 1 Bildn.
Luthers. 2.. Verb. Aufl. (Bd-515.) 

— s. auch Von L. zu Bismarü.
Marr, Karl. Versuch einer Einführung.

Bon Bros. vr. R. Wilbrandt- (621.) 
Mensch u. Erde. Skizzen v. den Wechsel

beziehungen zwischen beiden. Von Geh. 
Rat Vrcs. vr. A. Kirchhofs. 4. Anst. 

------  s.a. Eiszeit: Mensch Abt.V. s(Zd.31.) 
Mittclolter. Mittelaltcrl. Kuiturideale. F.

Pros. vr. B- Bcdel. 1.: Leidenleben.
II: Ritterromantik. (Bd. 232. 233.) 

— s. auch Städte u. Bürger i. M.
Moltkc. B-Kaiserl. Ottoman. Major a.D.

F C.Endres. Mit I B ldn. (Bd.415.) 
Münze. Grundritz d. Münzkunde. 2. Aufl.

I. Die Münze nach Wesen, Gebrauch u. Be- 
beutg. V- Losrat vr. T- Lulchin v- 
Ebcngreuth. M. 53 Abb. II. Die 
Münze v. Altertum b. z. Gegenw. Don 
Pros. vr. H. Buchen au. (Bd. 91.657.) 

— s. a Finanzwiss.. Geldwesen Abt. VI 
Mykenischc Kultur. Die. Von Pros. vr. F.

L. Lehmann-Hauvt. (Bd.581.)

7
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Restauration und Revolution siehe Ge
schichte, deutsche,

Rroolutiou. Geschickte der Französ. R.
V Bros. Dr. Tb. Bitter aus. 2. Avsl.
Mit 8 Budn. (Bd 346.)

— 1848. L Vorträgs. Bon Bros. vr.
O. Weber. 3. Ausl. (Bd.53.) 

Rom. Tas slte Rom. Bon Geh. Reg.-Rat
Pros. vr. O. Richter. Mit Bilderan
hang u. 4 Plänen. lBd. 386.)

— Soziale Kümvie i. alt. Rom. B-Privat»
dozent Or L. Bloch. 3. Anst. lBd. 22.) 

— RomS Kanins um die Weltherrschaft.
B. Brak Or. I. Kr o m aber. (Bd. 368.) 

Römer. Geschichte der R. Bon Bros. Or.
R. b. Scala. iBd. 578.)

— siede auch Hellenist-rSm. Rcligionsgc-
schichte Abt. I-, Pomveii Abt. II.

Rußland. Geschichte, Staat, Kultur. Bon 
vr. A. Luther. (Bd. 563)

Schrift, nnv Buchwesen in alter und neuer
Zeit. Bon Bros. vr. L. Weise. 4. Aufl.
Mit zablr. Abb. (Bd. 4.)

— s. ll. Bach. Wie ein B- cntsieht. Abt. VI. 
Schweiz. Die. Land, Bolk. Staat u. Wirt

schaft. Von Reg.- n. Siändcrat Pros. Or. 
O. Wetrstein. Mit 1 Karte. (Bd. 482.)

Seekrieg s. Kriegsschiff.
Sitten und Gebrauche in alter und neuer

Zeit. Bon Pros. vr. E. Samter. (682.) 
Soziale Bewegungen und Theorien bis

zur modernen Arbeiterbewegung. Bon
G. Maier. S. Aufl. (Bd. 2.)

— s.a. Marx. Rom; Sozialism. Abt. VI. 
Staat. St. u. Kirche in ihr. gegens. Verhält

nis seit d. Reformation. B. Plarrer vr. 
vkil. A. Pfannkuche. !Bd. 485.) 

Städte. Die. Gevgr. betrachtet. V. Pros.
vr.K.Hassert. M. 21Abb. (Bd. 163.) 

— Tische. Städte n. Bürger i. Mittel-
alter. V. Pros. vr.B. L e i l. Z.Aufl. Mit 
zahlr. Abb. n. 1 .Tovveltafel. (Bd.43.) 

— Verfassung ll. Verwaltung d. deutschen
Städte. 8 Or. M. Schmid. (Bd. 466.) 

— Historische Städtebilder aus Holland
und NiederdelltsLIand. V. Reg.-Baum.
a.D. A. Erbe. M. SS Abb. iBd. 117.) 

— s. a. Griech. Städte, Pomveii. Nom. 
Sternglaubc und Stcrndentung. Die Ge

schichte u. b. Wesen d. Astrologie. Unt- 
Mirwirk. o. Geh. Rat Pros. Or. C. Be
sold bärgest, v. Geh. Hofr. Prof. Or. F r. 
Voll. M. 1 Stern!, u. 20Abb. (Bd. 638.)

Student, Der Leipziger, »oll 1409 bis 
1S0S. Bon Or. W. Bruchmüller. 
Mit 25 Abb. (Bd 273.).

Studententum. Geschichte d. deutschen St.
Von vr W Bruchmüller. lBd. 477.) 

Türkei, Die. B Reg.-Rat P. R. Krause.
Mit 2 Karten i. Text und auf I Takel.
2. Aufl. (Bd. 4S3-)

Ungarn siebe Österreich.
Urzeit s. german Kultur in der u.
Verfassung. Grundzüge der V. des Deut

schen Reiches. Bon Geheimrat Pros. Or. 
E. Löning. 4. Aufl. (Bd. 34.) 

Verfassungsrecht. Deutsches, in geschicht
licher Entwicklung. Bon Pros. Dr. E d. 
Lubrich. 2. Aufl. (Bd. 86.)

VcrmeHungs- u. Karteukuude k Karten!. 
Volk. Vorn deutschen B. zum Üt. Slaat.

Eins Gelch d dt. Nationalbewußtseins.
B Pros vr. P Joachimsen.lBd.5l1.) 

Völkerkunde. Allgemeine. I: Feuer, Nah- 
rungserwerb. Wohnung, Schmuck und 
Kleidung. Don vr. A. Heilborn. M.
S4 Abb. lBd. 487.) II: Waffen u. Werk
zeuge. Industrie, Handel ll. Geld, Ver
kehrsmittel. Bon vr A. Heil Horn. 
M St Abb. (Bd.488.) w: Die geistige 
Kultur der Naturvölker. Bon Prof. vr. 
K. Th. Breutz. M. 3Adb. lBd. 452.) 

Volksbräuche. deutsche, siehe Feste. 
Volksstämme. Die deutschen, und Land

schaften. Bon Pros. Or. O. Weise.
s.. völlig umgearb. Aufl. Mit 3 t Abb.
i. Tcrt u. auf 20 Taf. ll. einer Dialekt
karte Deutschlands. (Bd. 16.)

Volkstrachten. Teutsche. Bon Pfarrer A.
Svietz. Mit II Abb. lBd. 342.) 

Vom Bund zum Mich siehe Geschichte. 
Von Jena bis zum Wiener Aongretz. Von

Pro?, vr. G. Roloff. <Bd. 465-) 
Von Luther zu Bismarck. 12 Charakter

bild. a. deutscher Gesch. B. Pros. Or. O. 
Weber. 2 Bde. 2. Aufl. iBd. 123/124.) 

Vorgeschichte Europas. Bon Pros. Or. Z.
Schmidt. (Bd. 571/572.)

Weltgeschichte f. Chrifleutum.
Welthandel s. Handel.
Wkltpolitil s. Politik.
Wirtschaftsgeschichte, Antike. B. Brib.-Doz.

vr. O. N s ur a th- 2., umgearb. A. (258.) 
— s.a. Antikes Leben n. d. ägypt. Pavnri- 
Wirtschaftslcben, Teutsches. Ant geogr.

Grund!, geich. B. Prof. Or. Chr. Grä
ber. 3. Auf!. B vr. H. Reinlein. (42.) 

— k.auch Abt.VI.

V. Mathematik, Naturwissenschaften und Medizin.
Aberglaube, Der, in der Medizin u. s. Ge

fahr f. Gesundb. u. Leben. V. Prof. vr. 
D. d. Honsemann. 2. Aufl. lBd. 83.) 

Abstammungslehre ».Darwinismus. B Pr.
vrR Hesse. S.A. M. 40 Abb. (Bd. 33.) 

Abstammnnas- und Vererbungslehre. Er- 
perimentellc. Bon Prof. Or. E. Leh- 
mann. Mit 26 Abb. (Bd.37S.)

AbsehrkrLste des Körpers, Die. Eine Ein
führung in die Jmmunitätslehre. Bon 
Bros. vr. meck. H. Kämmerer. Mit 
S2 Abbildungen. (Bd. 473.)

Algebra siehe Arithmetik.

l Ameiicu, Die. Von Or. mack. H. Brun. 
! (Bd.601.)
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Geschichte, Rslturgelchichte und D-ographie — Mathematik, ULturwifsenfchaftrn lln» M-Lizin

Anatomie d. Menschen, Die. B.Prof. vr. L ; Bewegungslehres.Mechan.,Aufg. a. d. M.I. 
v. Bardeleben. 6 Bde. Jeder Bd. 1 Biochemie. Einführung in die B. in e!c- 
wit zahlr. Abb (Bd. 4!8/423) I Zelle meutarer Darstellung, Von Prof. Or.
und Gewebe, Entwicklungsgeschichte Der 
ganze Körner. S. Anst. II Das Skelett. 
2. Aufl. III. Das Muskel-u. Gefäßsystem. 
2. Allst. IV. Die Eingeweide (Darm-, 
Atmungs-, Harn- und Geschlechtsorgane, 
Laut). 3. Aufl. V. Nervensystem und 
Sinnesorgane. 2.Aust. VI. Mechanik<Sta- 
tik u. Kinetik) d. inenschl. Körpers (der 
Körper in Ruhe u. Bewegung). 2. Allst. 

— siehe auch Wirbeltiere.
Astuarium, Das. Won E. W. Schmidt.

Mit 15 Fig. (Bd.33L.)
Arbeitsleistungen des Menschen, Die. Ein-

sühr. in d. Arbeitsphysiologie. B. Bros.
vr.H. Born« tau. M.I4 Fig. (Bd.589.) 

— Berufswahl. Begabung o. Lrbeitslci-
.stung in i. gegens. Beziehungen. Don W. 

' I. Ruttm onn. Mit 7Abb. (Bd. 522.) 
Arithmetik und Algebra zum Selbstunter

richt. Bon Pros. P. Ersatz. 2 Bande.
I.: Die Rechnungsarten. Gleichung?« 
1. Grades mit einer u. mehreren stni»- 
kannien. Gleichungen 2. Grades. 5. Anst. 
W. 3 Fig. II.: Gleichungen. Arithmet. u. 
geometr. Reih. Zinfeszins- ll. Renten- 
rechn. Komvl. Zahlen. Binom. Lehrsatz.
4. Aust. Mit 21 Fig. <Bü. 12t). 2H5 ) 

Arzneimittel und Gcnutzmittcl. Von Bros.
Dr. O. Schmiedeberg. (Bd. 363.) 

Arzt, Der. Seine Stellung und Ausgaben 
im Kulturleben der Gegenw. Ein Leit
faden der sozialen Medizin. Bon vr. 
msä. M. Fürst. 2. Aufl. (Bd. 2S5.) 

Astronomie. Probleme d. mod. A. B.Prof.
Or.S. O v v cn h e im. II Fig. (Bd.355.) 

-— Die A, in ihrer Bedeutung für das 
drastische Leben. Don Pros. Dr. A. 
Marcuse. Mit 26 Abb. <Bd. 378.) 

,— siehe auch Weltall. Weltbild, Sonne.
Mond, Planeten; Sternglaube. Abt. I. 

Atome. Moleküle und Atome. B. Pros.
vr. G. Wie. 4. Aufl. M- Fig. (Bd.58.) 

— s. a. Weltäther.
Auge. Das, und die Brille. Von Pros. vr.

M. v. Rohr. Mit 84 Abb. u. I Taf.
2. Aufl. (Bd.872.)

Ansgleichungsrcchnung siehe Kartenkunde 
Abt IV.

Bakterien. Die, irn LanZhalt und der Na
tur des Menschen. Von Pros. vr. E. 
Gutzeit. 2 Aufl. Mit 13 Abb. <212.) 

— Dir lrankheiterregenden Bakterien.
Don Bros. Dr. M- Loshlein. Mit
33 Abb. (Bd. 307.)

— s. a. Äbwehrkräfte, Desinfektion, Pilz«, 
Schädlinge.

Bau u. Tätigkeit d. menschl. Körpers. Eink. 
in die Physiologie d. Menschen. B- Pros. 
vr.L. Sachs. 4.A M.34Abb. lBd-32.)

Begabung s. Arbeitsleistung.
BefruchtungSvoroang, Der, sein Wesen und 

s. Bedeutung. B. Dr. E. Tetchmann. 
2.Aust. M.9Abb.u.4Doppeltaf- <Bd. 7Ü.)

M. Löb. Mit Fig. 2. Aufl. o. Pros.
L. Fricdensthal. (Bd. 352.)

Biologie, Allgemeine. Einfuhr, i. d.Hauvt- 
problcme d. organ. Natur. B. Pros. Or.
S. Mi-He. 2. Aufl. 52 Fig. (Bd. 13».)

—. Erpcrimrnteile. Regeneration, Trans
plantat. und verwandte Gebiete. Bon 
vr. C. The sing. Mit 1 .Tmel und 
68 Textabbildungen. (Bd.337.)

— siebe a Abstammungslehre, Bakterien, 
Befruchtungsvorgang, Fortpflanzung, 
Lebewesen, Organismen, Schädlinge, 
Tiere, Urtiere.

Blumen. Unsere Bl. n. Pflanzen im 
Garten. Von Pros. Or. U. Damm er.
Mit ltS Abb. (Bd.36S.)

— llns.Bl. u.Pflanzen i.Zimmer. V. Prof.
Or. u. Lämmer. 65 Abb (Bd. 359.) 

Blut. Herz, Blutgefäste und Blut und 
ihre Erkrankungen. Von Pros. vr. L.
R ° sin. Mit 18 Abb. (Bd. 312.) 

Botanik. B.d. praktischen Lebens. V-Prof.
Or. B. TiseLiuL. M.L4 Abb. (Bd. l73.) 

— siebe Blumen, Lebewesen, Pflanzen, 
Pilze, Schädlinge, Wald; Kolonialbota- 
nik, Tabak Abt. VI.

Brille. Das Auge und die Br. Don Pros. 
Or. M. v. Rohr. Mit 84 Abb. und 
I Lichtdrucktmel. 2. Aufl. (Bd. 372.) 

Chemie. Einführung in die allg. Ch. B.
Studienrat vr.B. Bavink. M. 24 Fig.

(Bd. 582.) 
— Einführung in die organ. Chemie: Na

tur!. u. künstl.Pflanzen- u.Tierstoffe. Von 
Studienrat vr. B. Ä av in k. M. 6 Abb.
i. Tert. 2. Aufl. (Bd. 187.)

— Einführung i. d. anorganische Chemie.
B- Studienrat vr. B. Bavink. (598.) 

— Einführung i. d. analyt. Chemie. V-vr.
F. Rüsberg. 2Bde. (Bd.524, 525.) 

— Die künstliche Herstellung von Natur
stoffen. B. Bros. vr. E.Rüst. (Bd. S74.) 

— Lh. in Küche und Haus. Von vr. I.
Klein. 4. Aufl. <Bd. 78.)

— siehe a. Biochemie, Elektrochemie, Luft, 
Dhotoch.; Agrikulturch., Sprengstoffe, 
Technik. Chem. Abt- VI.

Chirurgie. Die, unterer Zeit. Don Prof. 
Or.J. Fehler. Mit 52 Abb. (Bd. 339.) 

Darwinismus. Abstammungslehre und D.
Von Pros. Or. R. Lekfe. 5. Anst. Mit 
40 Tertabb. (Bd. 39.)

Desinfektion, Stcrilifation und Konscr- 
vicrnng. Von Rez.- u. Med.-Rat vr. O. 
Solbrig. M. 2ZAbb.i.T. (Bd. 401.)

Differrntialrechnung unter Berücksichtig, d. 
prakt. Anwendung in der Technik mit 
zahlr. Beispielen u. Aufgaben versehen. 
Bon Studlenrat vr. M. Lindow. 2. A. 
M. 45 Fig. i. Text u. IKI Ausg. (387.) 

— siehe a. Integralrechnung.
Dynamik f. Mechanik, Aufg. a. b. techn, 
M. 2. Bd., ebenso Thermodynamik.
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Eiszeit. Dir, uns her vorseschichtlrche 
Mensch. Bon Setz. Berzrat Bros. Dr. 
G. Steiumann. 2. Anst- Mit 24 
Abb. Wd. 3S2.)

Llettrochrmie. Von Bros. Dr. L. Arndt.
2. Aufl. Mit Abb. (Bd.234.)

klcktratechuik. SrMdlagen drr S. Bon
Oberinsenieur A. Wotth. 2. Aufl. Mit 
74 Abb. (Bd. 39 t.)

Energie. D. Lchre v. d. s. B- Oberlehr.
A. Stein. 2.A. M. 13 Fig. (Bd. 257-1 

LutmicklunsSgeschichte d. Menschen. B. Dr.
A. Lcilborn. W. so Abb. (Bd. Z8SL 

Lese s. Weltentstchung u. -Untergang. 
Ernährung uad Nahrungsmittel. S. Aufl.

von Geb. Reg-Rat Pros. vr. 8. Z Nutz. 
Mit L Abb. i. T- u. 2 Taf. (Bd. 1L1

Erorrimeuialchemie s. Lnst nkw. 
Lrrerimeulsivhhsit k. Lbvsik.
Fardru s. Licht n. F.: j. a. Farben Abc. VI. 
ÄrstigkeitSlehrc s. Statik.
KsrlZflauzung. F. und Seschlechtsnnter- 

jchicde S. Menschen. Eine Einführung in 
die Serualoiologie. B. Pros. Dr. H. B o - 
rnttau 2. Aast. M. 32 Abb. Wo. 540.1

Karten. Der Steins- Bon Redakteur Job.
Schneider. L Auf-. Mit Abb. (498 ) 

— Drr DanSaartra. Von Gartenarchi- 
tckLW. Sch u ber t. Mit Bbb- Wo. 502.) 

— siebe auch Binaren. Pflanzen: Gar
tenkunst, Gar.enstaotbewebsno Abb. VI. 

Crb tz Das mrnsch:chc, s. Erkrankung n.
W.ege. Bon Zahnarzt Fr. Jäger. Mit 
24 Abbildungen. (Bd. 229.)

Geisteslrankheiten-D. Geh. Med.-RatLber- 
stadsarzt vr. G- Jlberg. 2. A. (1511 

Senutzraittel siehe Arzneimittel u. Ge- 
nutzmittel; Tabak Abt. VI.

Seograshie s. Abt. IV.
— Math. K. !. Aslrononlie n. Erdkunde 

Abt. IV.
Tcotogie, Allgemeine. Bon Geheimern 

Bergrat Bros. ür. Fr. Frech. 6 Bor. 
(Bd.2Ü7.2l! n. Bd. 61.) I: Bulkane 
einst und jetzt. 3. Auf!. Mit Titelbild 
u. 78 Abb. II.: GebirgSLau uns Erd
beben. 3., wesentl. erw. Aast. Mit Titel
bild n. 57 Abb. IL. Die Arbeit des 
fließenden Was erZ. M- SS Abb. 3. Ausl 
Iv.: Die Boüenbildung. Mittelgcbirgs- 
formen und Arbeit des Ozeans. Mit 
I Titelbild und SS Abb. 3., wesentl. 
erw. Aukl. V. Steinkohle, Wüsten und 
Klima der Vorzeit. Mit Titelbild und 
49 Abb. 2. Aast. VI. Vle-scher einst 
u. jetzt. M. Titelbild n. SS Abb. 2. Ausl. 

— s. a. Kohlen, Salz-lagerstatt. Abt. VI. 
Geometrie. Analqt. G. d. Ebene z. Selbst

unterricht. Von Pros. P. Lrantz. Mit 
55 Fig. (Bd. 504.1

— Scometr. Zeichnen. Bon Zeichenlehrer 
A. Schudeisky. (Bd. 568.1

— s. a. Machematik, Prakt. M-, Planiru, 
Projektionsl.. Stereometr., Trigonometr.

Geomorphologie s. Allge». Erdkunde.

TeichtcchlSkrankhrite». Die. ibr Wrien. ihr«
Berdrcitg-, Belämpfg. u. Vcchütg. Für 
Gebildeten aller Stände bearb. o. Gene
ralarzt Prob. Dr. W. Sch neu bürg. 4. A- 
Mit 4 Abb. U- l mehrfarb. Taf. (251.) 

Kcfchiechtssntrrschiedr s. Fortvflanzung. 
SesundheitStehrc. Ton Obermes.-Rat Pros.

Or. W. v. Gruber. 4. Ausl. Mit 
26 Abbildungen. (Bd. 1.)

— 8. für Krauen. Von Dir. Prof. Dr.
K. BLisch- Mit ll ALb. Kd.538.1 

— s. L. Abwehrkräfbe. Bakterien. LeibcSüb. 
Hravb. Darstellung. Dir. 8. Lokrat Pros.

Dr. F An erb ach. M. ISO Bbb. l437.) 
Hau-Halt siehe Bakterien. Chemie, Des

infektion, Naturwissenschaften. Physik.
Lausticre. Die StammcSacschichte unserer

S. Bon PriH. Or. T. Keller. M Arg.
L Aukl. Wd. Ä2.)

— s. a Kleintierzucht. Tierzüchkg. Abt-VI. 
Derz. Dintgefäße und Blut und ihre Er- 

krsnkuszcn. Ton Bros. Dr. L. Roll».
Mit 18 Abb. (Bd. 312.)

Lagienr s. Schulhygiene, Stimme. 
LvSnotiemuS und Suggestion. Bon Dr.

T. TrSmuer. 2. Anst. (Bd. 199.) 
AmmasiiätSIehrr k. Sdwedikrästr d. KSrs. 
Znfinitefimslrechuung. Einführung in Sie
I. Bon Bros. Dr. G- Sowalewiki.
2. TuA- Mit 1Z Fig. (Bd. lS7.) 

Zntearalrechnunz mit Aufgabrnkammlung.
8 »Mdienrat Dr.W.L indow- 2. AuA
Mit Fig. (Bd. 673.)

LalenSer. Der. Von Bros. Dr. W- F.
WiSlicruuS. L Aufl. (Bd. 69.) 

Seite. Die. Wesen, Erzeug, u. Verwert.
Von Dr. L Alt. 45 Abb. (Bd.311.) 

Kinemaiograr-Hie s. Abt. VI.
L-nfervicrung siehe Desinfektion.
Korallen u. and.gtsteinbilö. Tiere. 8. Pros.

Dr. W. May. Mit 45 Abb. (Bd-231.) 
Kosmetik. Ein kurzer Abriß der ärztlichen

Verschönerung-künde. Bon Dr.I. Tau- 
tz - k. Mit 10 Abb. im Text. Wd. 48S-). 

Lebewesen. Dir Beziehungen der Tiere und
Pflanzen zueinander. Bon Pros. Dr.
K. Kraepelin. 2. Ausl. M- 132 Abb.
I. Der Tiere zueinander. II. Der Pflan
zen zueinander u zu d.Tier. Md.426/427.) 

— s a.Birlv7.ie. Organismen, Schädlinge. 
Leibesübungen. Dir, und ihre Bedeutung 

kür die Gesundheit. Bon Pros. Dr. R.
Lander. 4 Aufl. M. 27 Abb. (Bd. 13.) 

— s. auch Turnen.
Licht. Das, u. d. Farben. Einführung in 

die Ootik. Don Bros Or. L. Kraetz.
4. Aukl. Mit 100 Abb. (Bd. 17.)

Luft. Wasser, Licht und Wärme. Reun
Vorfrage aus d. Gebiete d. Experimen- 
talchemie. B Geh. Reg.-Rat vr.R. Bloch - 
Mann. 4. Aufl. M- 115 Abb. (Bd. 5.) 

Suftstickstosf, D.. u. s. Berwertg. B. Pros.
vr.K. Kaiser. 2.A. M. Abb. (Bd. 313.) 

Matze und Mcjje«. Ton Or. W. Block.
Mit 34 Abb. Md. 385.)

Materie s. Weltäther.
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Mathematik, llLiurwislenschafren nnd Medizin

Aathrmatik. Einführung in Sie Milde.
«alik. Don Oberlehrer W. Mendels
sohn. Mit 42 Fig. (Bd-oOL.)

— Math. Formclsammlllus. Ein Wieder- 
holungsduch der Elementarmathematik.
Von Pros. Dr. 2. Zakobi. (Bd. 567.)

-— Naturwifscasch. u. M. i. klasf. Attcr- 
tnm. Bon Drof. Dr. 2ob.L.Heibecg. 
Mit 2 Arg- (Bd. 370.)

-— Traltiiche M. Bon Bros. Dr. R- 
Nr ncnd o rff. I. Graphische Darstellun
gen. Verkürztes Rechnen. Da? Rechnen 
mir Tabellen. Mechanische Rechenhilfs- 
wittel. Laufmäunisches Rechnen i. tägl. 
Leben. Wahrscheinlichkeitsrechnung. 2., 
derb. A. M. 29Fig. l. T. u. 1 Taf. II-Geom. 
Zeichnen- ProiektionSl- Flächenmessung. 
Körpermessung. M-433 Fig. (34l. 52Ü-)

>— Mathenillt. Spiele. B.vr. W- Ahrens.
3. Buil. M. Ti-elb. n. 77 Fig. (Bd. l7ü.) 

-— s a Arithmetik, Differentialrechnung, 
Geometrie, Infinitesimalrechnung. In
tegralrechnung, Perspektive, Planimetrie. 
Proiektionslebre, Trigonometrie, Vektor
rechnung, Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Mechanik. Bon Pros. Dr. Hamel- 3Bde.
I. Grundbegriffe der M. v. M. d- festen 
Körner. W. M. d. klüss. ll. luitförm. 
Körper. (Bd. 6840:86)

-— Ausgaben aus d. techn. Mechanik. V. 
Pros. R. Schmitt. M- zahlr. Fig. f. 
Bewegungsl.. Statik. 156 Auf. n-Lös- II. 
Dynamik. 140 Aufg. u. Lös. (558/559.) 

'— siehe auch Statik.
Meer. Das M„ s. Erforsch. n.s. Leben. Don

Lrf.vr.O.F anso N.3 A.M.4OF. (BdZO.) 
Mensch n. Erde. Ski-zen von den Wech

selbeziehungen zwischen beiden. Bon 
Prof.vr.A.Kirchh°ff. 4-A. (Bd-3I-> 

— s. auch Eiszeit, Entwicklungsgeschichte,
Urzeit.

— Natur n. Mensch siehe Natur.
Mensch!. SörLer. Bau «.Tätigkeit d.mcnschl.

K. Einfuhr, i. d. Phrsiol. d. M. D. Pros.
Dr. H. Sacks. 4. Auf!. M. 34 Abb. (32 ) 

'— s. auch Anatomie. Arbeitsleistungen.
Auge, Blut. Gebiß. Herz. Fortpflanza., 
Nervensystem. Ph-siol., Sinne, Verbild. 

Mikroskop, Das. Allgemeinverständl. dar- 
gestellt. Don Pros. vr. W- Schefser.

. Mit 99 Abb. 2. Aufl. (Bd. 35.) 
Moleküle u. Atome. Don Pros. vr. G.

Mie. 4. Aufl. Mit Fig. (Bd.58.) 
— s. a. Wcltäther.
Mond, Der. Von Vrof. Dr. I. Franz.

Mit 34 Abb. 2. Aufl. (Bd. 003 
Nahrungsmittel s. Ernährung ll. N. 
Natur ll. Mensch. B. Direkt. Pros. vr. M.

G. Schmidt. Mit 49 Mb. (Bd.458.) 
Naturlchre. Die Grundbegriffe der mo- 

derneu N. Einführung in die Physik. 
Bon Hofrat Pros. vr. F. Au erb ach.
4. Auil. Mit 71 Fig. (Bd. 49.) 

Naturphilosophie. Die mod. D-Privatdoz.
vr. J.M. 8-rw -hen. 2.A. M. 491.)

Nlllurw Mensch oft. Religion Sud N in 
Kampf u. Friede». Ein geschäht!. Rück
blick. Z. Pfarrer vr. A-Pi an n I u chc.
2. Aufl. Wd. 141.)

— N. und Technik. Am sausenden Wrd- 
stuhl d. Zeit. Übersicht LL. ü. Wirkungen 
d- Naturw. u. Technik a. d. ges. Kultur
leben. B. Bros. vr. W- Lannhardt.
3. Aufl. Mit 3 Abb. (Bd. 23.)

— N. u. Math. i. klass. Altert. 8 Bros.
vr. I. L. Heide rg. 2 Fig (BS-37Ü.) 

Nerve». Lom Nervensystem, sein. Ban u.
sein. Bedeutung für Leib u. Seele ini ge
sund. u. krank. Zustande. B-Pros. vr. R. 
Zander. 3. Aufl. M. 27 Fig. (Bd-48.) 

— siehe auch Anatomie.
Optik. Die opt. Anürumcnte. Lupe, Mi

kroskop, Fernrohr, photogr. Objektiv u. 
ihnen verwandte Jnür. B Pros. vr. M- 
o. Rohr. 3. Aufl. M- 89 Abb. (88.) 

— s. a. Auge. Brille, Kinemat., Licht u.
Farbe, Mtkrosk.. Spektroskopie, Strahlen. 

Organismen. D. Welt d. O. In Entwickl.
und Zusammenhang dargestcllt. Bon 
Oberstuüienrat Pros. vr. K. L 0 Mpert. 
Mit 52 Abb. (Bd.2SS.)

— siehe auch Lebewesen.
Baläazoologic sich« Tiere der Lorwelt. 
Pcrsprltior. Die, Grundzüged. P. nebst Sn- 

wrngg. B Pros. vr. K- Loehiemann. 
Mit 91 Fig. u. 11 Abb. (Bd. 51g.).

Miauzrn. Die fl-ischfrcss. DM D-Prvf. vr. 
A. Wagner. Mit 82 Abb. (As. 314.). 

— Uns. Blumen ». Dsl. i. Garten. D.Prot.
vr.U.Dammer. M.69Abb. (Bd.369.) 

— Uns. Blumen u.Pfl. i. Zimmer. B.Prof.
vr. 14. D am m er. M.65Abb. :BL 359.) 

— s. auch Botanik, Garten, Lebewesen, 
Pilze, Schädlinge.

PflenzenphiMologie. F. Pros. vr. H. Mo
li s ch. Mit 63 Fig. (Bd. 569.) 

Photochemie. Bon Pros. vr. G. Küm
mel! Mit 23 Mb. i. Text u. -. 4 Taf.
2. Aufl. (Bd. Z2?.)

Photographie s.Abt. VI.
Physik. Werdegang d. mod. Ph. B. Oberl.

vr. H. Keller. M.Fig. 2. Aufl. (343.) 
— Erverimrutaiphysir, SIrichgrwichl n.

Bewegung. Von Geh. Reg.-Rat. Bros« 
vr. R. BSrnsteiu. M-90 Abb. (371.) 

— Physik in Küche und Hans. Von Pros.
H. Svcitkamp. M. 5 4 Abb. (Bd. 478.) 

— Kratze Physiker. Bon Pros. vr. F. Ä.
Schulze. LAusl. MitSBUdn. Z24.) 

— j. auch Energie, Naturlehre, Optik, 
Relativitätstheorie, Wärme: ebenso 
Elektrotechnik Abt. VI.

Physiologie. Ph. d. Menschen. B. Privatdoz. 
vr.A Llps chü tz. 4Bde. I:Allgem.Pbh- 
kiologic. II: Physiologie d. Stosswechsels. 
Ul: Ph. d. Brmung. d. Kreislaufs u. d. 
Ausscheidung. IV: Ph. der Bewegungen 
und der Empfindungen. Md-527—530.) 

— sich« auch Arbeitsleistungen, Menschl.
Körper, Pflanzenvhysiologie.
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Pilze, Dir. Don vr A. Eich inger. Mit 
— s a. Batterien. (64 Abb. !Bd. 334.)

Planeten, Die. Von Pros vr. B Peter-
Mit Mg. 2. Anst, von vr. H. Nau- 
niann. (Bd. 248.)

Planimetrie z. Selbstunterricht. B. Prof.
P. Crantz M 94 3ig- 2. Lust. (348.) 

Praktische Mathematik s. Mathematik.
Projektion-lehre. In kurzer leichtfatzliL«

Darstellung f-Selbfinnterr. u. Schulg/br- 
Don Zeichen!. A. SchndeiSk«. Mit 
LVS Fig. im Text. -Bd. 564.)

Nndinm. Das, und die Nadivaktivität B.
vr. M Ce n t nert zw s r. LL. SS Abb.

(Bd. 485.) 
NcchrnmLsAincn. Die. und das Maschinen, 

rechnen. Bon Reg.-Rat Ttvv-Jng. S. 
Lenz. Mit 43 Abb. (Bb. 488.)

NetatisiiSlorheorie. Einführung in die. 
Bon Dr. W Bloch (Bd. 618.)

Möillgenilrahlen. D. Ä. ».ihre Lnwendz. B. 
Lr. wsä. G Bückt,. M. Lö ALd. i. T. 
u. aui 4 Tafeln. ""---------- ----------------- (Bs.SS«.)

SnugvngSpflege. Von Lr. E. Kobra!.niugUngSpfirgc. Vo 
2. Auf! Mit Abb.----- „.. -------- Wv. 154) 

Schachwicl, Das, und keine strategischen 
Prinzipien. V vr. M.L a n g e. 3.. oeränd. 
Aus!. Mit 2 Biidn., I SchaLLrettaiel 
ll. 43 Tarst. v. übungsbcifdicl. (Bd. 28 V) 

'— Die Hauptvertrrter der SchnchsNiel- 
knnft u. L. Eigenart ihrer SoiclfShrnng. 
Don vr. M Lange. Wo. 5,3!.) 

Schädlinge. Die. iM Tier-U. Ptkllnzcnrcich 
u. t. Bekämpf. B. Geh. R g -lla: Bros, 
vr. K. E.ck sl e i n. 3.A. M. 36 F-.g (18.)

Schulhygiene. Bon Pros. vr. L. Bürger - 
stein. 3. Auf!. Mit 43 Fig. Wd. SS.) 

Serualdioiogic s. Forwilanzurm,'Pflanzen. 
Serualethik. B. Pros. vr. L>. E. Timer- 

ding. (Bd. 5S2.)
Kinne L. Mensch.. D. Sinnesorgane u. Sin- 

nesemmindungen B. Hosrat Pros. vr. 
I Kreidig. 3-Aufl. M. 38 Abb. (27) 

Sonne. Die. Bon vr. A. Kranke. Mit 
64 Abb. Wd. 357.)

Spektroskopie. Bon vr. L-Grebe. 2. Auf!.
Mit Abbild. Wd. 284.)

Spiel siebe Marhem. Spiele, Schachspiel. 
Sprache. Entwicklung der Spr. und Hei

lung ihrer Gebrechen bei Normalen. 
Schwachsinnigen und Schwerhörigen. B. 
Lehrer K. Nickel. Wd. 586.)

— siebe auch Rhetorik. Sprache Abt. III. 
Statik. Mit Einschluß der Festigkeitslehre.

V. Baugewerkschuldirekior Reg.-Baum.
B. Schau Mit 149 Fig. i.T. (Bd. 4S7.) 

— siebe auch Mechanik.
criliiatian siehe Desinfektion.
ckitofi s. Lnftsticks-o>f.
mrne. Dir menschliche St. und ihre 
pgienc. Bon Pros vr. PH. Gerber. 
., oeränd. Auf!. Mit so Abb. (Bd. 136.) 

rahien. Sichtbare n. unsichtb. B. Pros 
vr. R. Börnstein und Pros. vr. W. 
Warckwald. 3. Auf!, von Pros- vr- E. 
Regsner. Mit Abb. (Bd. 64.)

; Suggestion. SuvnotismuS uns iSrrSgcstion.

I B.Vr.E.Trömner. L.Aull.
Sühsasicr-Pianktou. Da-. B-

L.Z a ch a r i a s. 2-A. 57 Lbk>- (ieod. Iso ) 
Thermodynamik s. Abt. VI. .
Tiere. T. der Borwelt. Bon vtp O

t Abel. Mu 31 Abb. (Bd- v9S).
! — Die Fortpfmnzuno der T- W- Dior, 
t vr. R. Golbschmidt. Mit^^ 2S8I 

! — Tierkunde. Eine EinführuriS in die 
! Zoologie. Don Prioatdozent 1447.
l Hennings. Mit 31 Abb. <Bd. 14L) 
.— Ledensberinguagcn und Detbroitung 
i der Tiere. Don Pros..vr. O- M aa-

Wit 11 Karten und Abb. (BY. 139.) 
— Zsiegcstalt der Gcschlecktrr ttt der

Tierwelt (Dimorphismus). Bon Dr. F r. 
Knauer. Mit 37 Fig. , (Lrd. 148.) 

— s. auch Aquarium. Bakterien-„Mau-- 
teere, Korallen, Lebewesen. Schädlinge, 
Urtiere, Bogeileben, Bogelzas- Wrrbel- 
here. . ,,

i Tierzucht siehe Abt. VI: Sl-iirtiarzucht, 
l Tierzüchtung.
- Trigonometrie, Ebene, z. Selbstnntcrr. D.

Pros. P. Crang- LAufl. M^§0Flg.
(8d- 461.)

— SphSrische Tr. Von Pros. B-E r anb- 
(Vo- vitd.) 

Tuberkulose, Die, Wesen, Barbruitung, 
Ursache, Verhütung und Heiluttig- Bon 
Generalarzt Pros. vr. W. Sch u rir d u (3- 
2. Ausl. 1 Taf. ll. 8 Fig. (Bd- 47.) 

Turnen. Won Ober!. F. Eckardt. Met 
i 1 Bildnis Jahns. (Bd. 583.)
t — s sack Leibesübungen, Uncitninie d. 
! Menschen Bb. Vv „

Urtiere. Die. Einführung i. d. Wrsfenschaft 
i vom Leben. Bon Pros. vr. R- <A o ld - 

schmidt. 2.A. M. 44 Abb (Bd. I60-!
t Urzeit. Der Menkch s. ll. Bier Vorlesung, 

aus der Entwick.ung-Zge'chichte des Men
schengeschlechts. Bon vr. A. H e i l b o r n.
3. Allst Mit rahkr. Tbb. (Bd- 62.) 

Vektorrechnung, Einführung in Sie- Bon
Bros. vr. F. Jung. (Dd- 668.)

Kerbildungen. Körperliche, im KlnSesaltcr 
u. ihre Verhütung. Bon vr. M. David. 
Mit SS Abb. (Bd. 221.).

Vererbung. Erp. SbstsmmgS.- u. Lehre.
Bon Pros. vr. E. Lehman rr- Mit 20
Abbildungen. (Bd- 378.)

— Geistige Veranlagung n. D. Bor, vr.
pdll. ei msci. G SomINer. (Bd. 512.) 

Dogclleben. Teutsches. Zugleich crlS Ex
kursionsbuch für Bogelireunde. §8 Wros. 
vr. A Boigt. 2. Ausl. (Bd. 22V) 

Logelzna uud Vogelschutz. Don I>r. W. R.
Eckardt. Mit 6 Abb. (Bd. 218.) 

Wahrscheinlichkeitsrechnung. Einfuhr- in 
die. Don Pros. vr. R- Sur» van - 
tschitsch. (Bd.588.)

Wald, Der dtschc. B. Pros. vr. La L> n nS - 
rath. 2. Afl. M. Bilderanh. u. 2. Kartcn- 

— siehe auch Lolz Abt. VI. ((Bd. 153 )
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Wärme. Die Lehre v. d. W. V- Geh. Reg.-Rat 
Nrof. vr. R. Börnhein. Mit Abb.
2. Aufl. v. Vrch.vr.A. Witz and. (172.) 

— s. a. Luft, Wärmelraftma>ch„ Wärme
lehre, rechn. Thermodynamik Abt. VI.

Wasser. DvS. Bon Geb. Reg.-Rat vr. O. 
Anselmino. Mit 4t Abb. iBd. 23 i.)

Wcidwerk, D. dtsäc. B- Fontmstr. G. Frbr.
v. 'R ord c nf l y ch t. M. Titelb. (Bd.438.) 

Weltall. Der Ban des W. Bon Bros. vr.
I. SÄeiner. 4. A. M- 26 Fig. (Dd. 241 

Weltäihcr und Materie. Von Proi. vr.
G. Mir. Mit Fitz. 4. Aufl. (Bü.59.) 

— s. auch Moleküle.
Weltbild. Das astronomische W. im Wan- 

Lrl der Zeit. Bon Pros.vr. S. Opven- 
beim. 2. Aufl. Mit 19 Abb- (Bd. 110.) 

— siebe auch Astronomie.
Wcltcntilehüng. Entstehung d. T. n. d. Erde 

nach sage m Wisscnsch. V- Pros. vr. M. 
B. We 1 nstein. L Aufl. (Bd. 223.)

Weltuntergang Untergang der Seit und 
der «sde nuch Lage uaS Wissenschaft. B. 
Lror. vr. M. B- W - lnst - in. !Bö. 47S.)

Wetter, lknfrr W. Eine Emiühr in die 
Uilmatologie Teunchl. an d. Land s. 
Wetterkarten. 2. AM. B. vr. R Hen- 
n ig. Mit Abb. Mo.34».)

— Emmbrunz in die Wetterkunde. Bon
Drvs. vr. L. Weber. S. Ami. »on 
„Wind und Wetter". Mit Lj Fig. n. 
3 Taf. ° Ws 5ö)

Wirbeltiere. Vergleichende Anatomie bei
Sinnesorgane der s. Bon >L-rsk. vr. 

^W. Luvosch. Mir 107 AoL. Ld.262.! 
ZützuheiLkuuLr li^Ie Gebiß.
Zellen- und Gewebelehre siehe Anatomie 

des Me-:l«e». Siolrg-e.
Zoologie s. AbbammuntzN., T-uarium, 

B-olovie, Schädlinge, Tiere, Urtiere, 
Woge!leben, Vogelzug, Weldwerk, Wir- 
»eitlere.

VI. Recht, Wirtschaft und Technik.
Duch. Sie ein B. entsteht. B. Pros. A TZ. 

Unser. 4. Aufl. M- 7 Taf. u. 26 ALS. 
im. ^erb (Bd. I7ö.)

— i. a. «chrnr- u. Buchween Abt. IV.
Bnchbaltnng u. Bilanz, kaufm.. und ihre 

Beziehungen z. buLhaiter. Lrgeniiarmn, 
Kontrolle u. Stalini!. B. vr.P.Gcrit- 
ner. Mit 4 sLrm«. Tarsi-tl. 2. Aufl.

Agrikulturchrmic. Von vr. B- Krische.
ÄRil 21 Abb. , Wd. 314.)

Angestellte siebe KausmSnniiche A.
Antike Viitschaftsg-schichtc. B. Prio.-Toz. !
.vr. L.Ä e ur a l h. 2., umgearb. A. i258.) 

'— siebe auch Antikes Leben Abr. IV.
ArbritcriLuh und «rbeilcrvrrsicherung.

V. Geh Hofrat Pros. vr. v- o. Zwie- 
dineck-Südsnborst. 2. Aufl. (78.) 

Arbeitsleistungen drs Menschen, Dir. Ein- 
führ. in d. Äibeitsvbysiologie. V- Proi. 
vr. H B o r u! t ll u. M.14 Fig. iBd.539.) 

— Berufswahl. Begabung u. A. in '.hrea 
gegenseitigen Beziehungen. Von W. F. 
Ruttmann. M lt 7 Lob. (Bd. 522.) 

Arzneimittel und Genuizmittel. Von Vroi.
vr. O. S ch IN ied e be rg. (Bd. 363.) 

Arzt. Der. Seine Stellung und Aufgaben 
im Kulturleben der Gegenw. Von vr. 
msä. M. Fürst. (Bd. 26ö )

Automobil, Das. Eine Eins, in d. Bau d.
heut.Perfonen-Kraftwagens. V.Ob.-Fng. 
K. Blau. 3., überarb- Aufl. M. 98 Abb.
u. 1 Titelbild. (Bd.166)

Baukunüe s. Eisenbctonbau.
Baukunst siebe Abt. III.
Beleuchtungswesen, Das moderne. Von

Jng vr. H-L u x. M. 54 Abb. (Bd. 433.) 
Bergbau. Won Bergassessor F. W. Wed-

d i ng. IBd. 467.)
Bewegungslehre s. Methan.. Tufg. a. d. M. 
Bierbrauerei. Bon vr. A. Bau. Mit

47 Abb. (Bd.333.)
Bilanz s. Buchhaltung u. B.
Blumen. Uns. Bl. u. Pfl. i. Garten. Bon 

Pros. vr. N- Dammer. Mit 69 Abb.
(Bd. 360.)

— Uns. Bl. u. Pfl. i. Zimmer. B- Pros.
vr.U.Dammer. M.65Abb. (Bd.359) 

— siehe auch Garten.
Brauerei s. Bierbrauerei.

- lBs.öY7.)
Chemie in Küche und Haus. Von Lr.
I. Klein. 4. Auf!. (Lo. 78.)

— s. auch Agrikullurchemie. Elektrochemie, 
Farben, Socenanosie, Technik; ferner 
Coeinis Abt. V.

Dambskeiscl siebe Feuerungsanlagen.
Tamvfmaschi«. Dir. Von Geb Bergrat 

Pros. R. Vater. 2 Bde. I: Dirtungs- 
weiv des TamvicS im Le se! und in der 
Maschine. 4. Aufl. M. 37 Alb. Wd.S»S.» 
II: Ihre Gestaltung und Verwendung.
2. Aufl. Mit 10ö Abb. (Bd-3S4.) 

Desinfektion, SteriliiLtiou und Konsrr-
vicrung. Bon Reg.- und Wed.-Rat vr.
O So'lbrig. Mit so Abb. Bd. 49t.) 

Deutsch k. Handel, Handwerk, Landwirt
schaft, Berfussung, WeiLlrerk. Wirtschafts
leben, Zivilprszeßrecht; Reich Abt. IV. 

DrShic und Kabel, ihre Anfertigung und
Anwend. in d. Elektrotechnik. B. Telegr.- 
Jnsp. H. Briä. M. 43 Abb. Md. 28s-I

Ttznamik s. Mechanik, Aufg. a. d. M. 2. Bd-, 
ebenso Thermodynamik.

Eisenbahnwesen. Das. Bon Eisenbahnbau- 
ll. BetricbSinsv. a. D- Tr.-2ng.E.B je
dermann. 2 Auf!. M. bn Abb. (144.) 

Eisenbetonbau. Der. B. Diol.-Jng. E. Hai - 
mooici. 2. Aufl- M-Abb. ll. 38 Skizzen 
sowie 8 Rechnnnzsbeiso. iBd.275.)

Eisenhüttenweseu. Das. Bon Geh. Bergr.
Pros. vr. H. Wedding. 5. Ausl. v. Berg- 
aüessorF.W. We d d ing. W- Fig- (20.)
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Elektrische Kraftübertragung, Die. D Jng.
B. Löbn. Mit 1S7 Adb. lB». 424.) 

Elektrochemie. Bon Bros. Dr. K. Arndt.
Mit 3b Abb. iBd. 234.)

Elektrotechnik. Arundlsgen d. E. B Ober
ina. A R o I th L Aufs. M. 74 Abb. Mt.) 

— s. such Drähte n. Kabel. Telegraphie. 
Erbrecht. Tetzameutstriichtnua und L. Don

Pros. vr. F. L-onhard. (Bd. 42S.) 
Ernährung u. Mahruvgsmitte! s. Abt. V. 
Karde, «.Farbstoffe. I. Erzeug, u. Ber- 

wend. B vr.A. Zari. Zl Abb. (Bd. 483.) 
— liebe auch Licht Abt.V.
FcinsvrcS'echnik f. Telegraph!«.
KenerungSllnlLgen.Jnduftr.,u.Dhmvkktkfel.

D.Jnü. S.E. Mäher. 8ZALb (Bd.S48 i 
Kinanzwissenschaft. Bon Bros. Dr. S. B
Al! mann. L Bde. 2. Aufl. I. Alis,
Teil. II.. Befand. Teil. (Bd. 54Z—SLS.) 

— siehe auch Gcldroesen.
Funkentelegraphic siehe Telegravhie.
Kürsorge siehe Kriegsbeschädiglensürsorge- 

Kinde rsürsorge.
Earle». Der Kleingarten. B. Hauptschristl.

Job. Schneider. 2. Aufl. Mil Adb.
lBd. 488.»

-—Der SonSgarte«. Don Gartenarchiiekt
W. Schubert. Mit Abb. lBd.ö0L) 

— siehe auch Blunicn.
Gartenkund. Lcjch.ü.G. B.BauratDr.-Jug.

Cbr. Ranck. M. 4l Abb. lBd. 274.! 
GartenktadtbeEegung, Die. Don Landes- 

wohnungsinsvekror Dr. H. Kamvks- 
mever. 2. AM. M. 43 Abb. cBs.25S.) 

'efängniswesen s. Verbrechen.
rldwcsen. Zahlungsverkehr u. SermögenS- 
,er-oa:t. Bon G. Maler. 2. Aus!. i388.) 
- s. ll. FinanzwisscniL.; Münze Abt. IV. 
enuhmittel siehe Arzneimittel und Ge- 
aubmitiel. Tabak.
cschüse. Bon Generalmaior a. D. K-
Badn. (Bd.365.)

gewerblicher WechtssAutz i.Deutschland. 8.
Vbntanw. B. Talks dorr. (Bd. 138 ) 

— siebe auch Urheberrecht.
Grämliche Darstrll-.Die. B-SoiratProf.vr.

F.Auerbach. M. 105 Abb. -Bd.437.) 
Lande!. Geschichte d. Welch. Von Reai- 

gymnasialdirektor vr. M. G. Schmidt.
3. Ausl. (Bd. !!8.)

— Geschichte des deutschen tzandeks. Seit
d. Auegang des MittelalterL. Bon Dir.
Bros. Dr W. Lange«deck. 2. Ausl.
Mit 16 Tal eilen. (Bd. 237.)

Handfeuerwaffen, Die. Entwickl. u. Techn.
W. Ma:or W Weiß. 6g Abb. (Bd. 364.) 

HaaSwerk, D. deutsche, in k.kuitnraeschichtl.
Entwicklg. B Eeh. Schulr. Dr. E. O t t o.
4. AM. M. 33 Abb. aus 12 Taf. (Bd. 14.) 

Haushalt s. Chemie. Desinfektion. Garten, 
Jurisprudenz, Physik: Nahrungsmittel 
Abt. IV; Bakterien Abt. V.

Häuferbou siebe Baukunde, BeleuchtungS- 
wcsen, Heizung und Lüftung.

Hebczeuge. Hilfsmittel zum Heben fester, 
flüssiger und gasf. Körper. Bon Geh. 
Bergrat Bros. R. Bater. 2. Aufl. M.
67 Abb. (Bd. 1SS.)

Heizung und Lüftung. Bon Ingenieur I.
E. Mayer Mit 40 Abb. (Bd. 241.!

Holz. Das H., seine Bearbeitung u. seine 
Verwendg B- Jnsp. I. Grokman«.
Mit 3S Lriginalabb. i T. Wd. 473.) 

Hotelmesrn, Das. Bon B- Damm-
E ! ienne. Mit 30 Abb. (Bd. Z31J 

Hüttenwesen siede Eisenbüttemoesen.
Japaner. Die. i. d. Weltwirtschaft. B-Bros.

vr. K. Rathgen. 2. AM. (Bd. 7L) 
Jmmunitütslehrr s. Abwehrkräste Abt. V. 
JnrrnieurteÄnik. Schöp-ungen s. I. der 

Neuzeit. Von Geh. Rcgieruugsrai M.
Geitel. Mit SS Abb. (Bd. 2S.) 

Jnnruments siebe Optische I.
Kabel s. Trübte und K.
Kälte. Die. ihr Besen, ihre Erzeugung nur 

Verwertung. Bon Dr. H. Alt. Mit 
45 Abb. (Bd. 311.)

Kaufmann. Das Recht des K. K-u Leitfa
den f. Kansleute, Studier, u. Juristen.
B. Jusrizrat vr. M. Strauß. (Bd. 468.) 

SausNäunische AngeSelllr. D. Recht d. k.
A. Von Justizrat vr. W. Strang.

(Bd.361.)
KinSerfürsorge. Don Bros. Dr. Chr- I.

Klumker. (Bd.62S.)
Kinematographie. Bon vr.H. Lehman«.

Mit Abb. 2. Aufl. von vr. W- WertH.
(Bd.3ä8.)

Klein- n. Straßenbahnen. Dir. B-Oüering. 
a. D. Oberlehrer A. Liebmann. Mit 
85 Abb. (Bd.322.i

Kleintierzucht. Die. Bon Hauptschriftleitcr
Joh. Sch neider. Mit 58 F-ia. i. Text 
u. auf 6 Tafeln. (Bd. 664.)

— siebe auch Tierzüchtung.
Kohlen. Unsere. B. Bergass. P. Kukuk.

Mit 60 Abb. i. Text n. 3 Tat. (Bd.3SK.) 
Kolonialbalanik. Bon Bros. vr. F. Tod

ter Mit 21 Abb. (Bd. 184.)
Kolonisation, Innere. Bon A. Bren- 

ning. (Bd. 28Ü

Konservierung siehe Desinfektion.
Loniumgenosienschaft, Die. Bon Pros. vr.

F. Staudinger. (Bd. 222.)
— s. auch MittelstandSbswegung, Wirt- 

fchaftliche Organisationen.
Kraftanlagen siehe FeuerungSaulagen und 

Dampfkessel, Dampfmaschine, Wärme
kraftmaschine, Wasserkraftmaschine.

Kraftübertragung, Die elektrische. Bon 
Jng.P KSHn. Mit 137Abb. (Bd. 424.) 

Krieg. Kulturgeschichte d. K. B Bros. vr.
K. Weule. Geh. Hofrat Bros. vr. E, 
Bethe, Pros. vr. B. Schmeidler, 
Bros. vr. A. Toren, Bros. 0. D. 
Serie. (Bd.SSI.!
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 Licht, Wirtschaft imd Ilechnir

LricgSbesLödigteufSrsorge. In Verbin
dung mit Wed.-Rat, Oberstabsarzt u. 
Chciarzt vr. Rebcntifch, Gewerbe- 
lchllldir. H. Back. Direktor des StSLt. 
Arbeitsamts vr.P. Schlotter herauS- 
oeg. von vr. S- Krau», Leiter des 
Stadt. Fürsorgeamts für Kriegshinter« 
bliebene in Frankfurt a.M. Mit 2 Ub- 
bildungstofeln. Md. 523-)

Kriegsschiffe. Unsere. Ihre Entstehung und 
Verwendung. Bon Geh. Marinebaurat 
a. D. E- Krieger. 2. Anst, von Ma- 
rinebaurat Fr. Schürer. M» 6Z Ab
bildungen. Mb. 383 )

Kriminalistik. Moderne. Bon Amtsrichter 
vr. A He llw ig.M-ILAbb. iBd. 4tu.)

-— s. a. Verbrechen, Verbrecher.
Küche siehe Ebemie in Küche nnd Hans. 
Landwirtschaft. Die. S- vr.W-Cl aasen.

2. Aufl. M. tb Abb. u. I Karre. <215.) 
— s. auch Aqrikulturchemie. Kleintier

zucht. Luitstickstos!, Tierzüchtung; Hans- 
tiere, Tierkunde Abt. V.

LauLwirtlS-stl-M-schiuenkunL^ W. Pros.
vr.G-Fischer. 2. Auf!- M. Abb. (318.) 

Lnitiahrt, Die, ihre wissemchasriich-n
Grundlagen und ihre technische Entwrck- 
luug- Von vr. R.. Nimsüh r.3. Auf! 
v vr. Fr. Luth. M SOLdb. Md. ZRb)

Luststickstofs. Der. n. s. Bern-. S. Bros 
Lr. K. Kaiser. M 13 Abb. Md 3l3) 

Lüftung. Heizung und L. Bon Ingenieur 
" J E. W 40 Abb. Md. 241.)
Murr, Karl. Versuch einer Einführung.

Bon Pros. vr. R. Wilbrandt- (S21.) 
— s. auch SozialismuS.
Maschine» s. Hebezeugs. Danivfmllschine. 

Laudwirtsch. Maschinenkunde, WLrme- 
kraftmasch.. Wasserlraftmasch.

Maschincuclcmcute. Von Geb.Bergra! Pros.
R.Vat-r. 2.A. M. I?5Ädb. Md.AOl.) 

Matze und Messen. Bon vr. W. Block.
Mit 34 Abb. Md. 385.)

Mechanik. B Pros. vr.G.Hamel. 3Bde.
I. Grundbegriffe d. M. II- M. der fegen 
Körv-r. VI. M- d. klnsf. u. - lustförm. 
Körper. (Bd. 684/68L.)

— Lusgabcn aus der technischen M.
f. d. Schul- n. S-lbstunt-rr. S. Pros. 
N. Schmitt. M-zadlr. Fig- I- B-we- 
gunasl., Statik. 156 Auf«, n. Lösungen, 
ll. Dvnom. I40A. ll.Lös. Md. 5s8/5oS.)

Messen siehe Matze und Messen.
Metalle. Die. Von Pros. vr. K. Scheid.

3. Aus!. Mit II Abb. Md. 29.) 
Miete. Die, nach d. BGB. Ein Landbüch

lein f. Juristen, Mieter u. Vermieter.
B- Justizrat vr. M. Strauß. (1S4.) 

Mikroskop. Das. Gemeinverständlich dar
gestellt von Pros. vr. W- Schcsscr.
2. Auf!. Mit 99 Abb. (Bd. 35.) 

Milch, Die, und ihre Produkte. Bon vr.
A. Reib. Mit 16 Abb. Md. 3S2.)

MMclstsiitsdiwi-rittiL Die wsdcrne. Bon 
vr L Musfelmana. Md.417.) 

— k-ebi Sonsu»g-nosi., Wirtschastl. Ora. 
Nahrungsmittel s Abt, V 
»aturwifsensch. -. Technik. »m saus. 8eb- 

stuh! ». Zeit. übers. üb. d. Wirkgeu. d. 
^tw d. N. u. T. a. d. gef. Kulturleb. 
V Geh. Reg.-Rat Brak. vr. W.Laun- 
bardt. L Buft. Mit 3 Abo. (Bd.23^

N-uklk. Bon Dir. vr. I. Möller. MÄ 
LL Abb. Md. L55.i

Optischen Instrumente. Die. Luv?. Mi- 
kroktod. Fernrohr, vhotogr Obsektiv L. 
Ibncn verm. Jnstr. Von Pros. vr. M. 
v. R-br. 3. Auf!. M. 89 Abb. Wb. 88.1

Oras»i!o»!on5N. Dir wirtschaftlichen. Bon 
Pro< vr. E. Lederer. Md-4W.)

Ostmark. Die. Eine Einfuhr, i. d. Problem« 
ihrer Wirrschastsgesch. Lr-g. von Pros. 
Dr. W Mi-sch-rlich. Md.351.)

Patent, «. Patentrecht s. Gewerdl.R-chtSiÄ. 
Perprinnm Modiie. Da«. V- vr. F r.J chak.

Mit 38 Abb. Md. 462.)
Photochcmie. Bon Pros. vr. E. Küm-

well. 2 Auf!. Mit 23 Abb. i. Tret u.
auf I Tafel. Md. 227.)

Photographie, Dir, ihre wissenschasüichen
Oirundlaze!- u. i Anwendung. B. vr. O.
Prelinger. 2 Auf'.. Mit Abb. (414.) 

— Dir künstlerisch, 4Ä. B. vr W-War- 
st at. Mit Bilderanh. <2 Tafeln). (418.) 

— Angewandt, Lirdhaber-Photoarashie, 
ihre Technik und ihr Srdcitsseld. Bon 
vr. W Warst - t. Mit Nbb. iBd. 535.) 

Ddvnl in Küche und Hans. Bon Bros vr.
H.Speiikamv. M.LlAbb. Md. 478.) 

— siebe auch Pkmsik in Abt. V.
Postwese». Das. Von Kaiser!. Lbervoftrat

O. Sieblist. 2. Aufl. (Bd. 182.) 
Acchrumaschincu. Dir. und dsSSlaschin.cn- 

rechneu. Bon Reg.-Rat Dtvl.-Jng. A. 
Leu». Mit 43 Abb. Md. 430.)

Recht siebe Erbrecht. G-n>erbl. RechtSschub-
Laufm. Äugest., Urheberrecht. Verbre
chen. Kriminalistik, BerfasfungSrecht, Zi- 
vüvrozeßrecht.

Rcchisproblrme. Moderne. 8 Geb. Justizr.
Dros.vr.J. Köhler. 3. Aufl. Mb. !2Lk 

Salzlagerstätten. Die deutschen. Ihr Bor- 
tommen. ihre Entstehung und die Ver
wertung ihrer Produkte in Industrie 
und Landwirtschaft. Bon vr. C- Rie - 
man». Mit 27 Abb. Md. 487.) 

— sieh« auch Geologie Abt. V.
Schiffbau siehe Kriegsschiffs.
Schwächst- Die. u. d. SchMUchstemiubnkr.

Vvr.A.Epvler. M 64 Abb. lBd S76.) 
Soziale Bewegungen und Theorien bis zur 

modernen Arbeiterbewegung. Bon G. 
Mater. L. Aufl. Wd-L)

— i a. Nrbeitcrschus u. Arbeiterversicher. 
SozialiswuS. Gesch. der sozialist. Ideen i.

19. Zrh. B. Privatdoz. vr. Fr. Muckle. 
L.A. I:D-ration.Soz. II: Proudhon ll-d. 
entwtcklungsgeschichÜ.Soi. (Bd.269,270.)
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SozialismuS siehe auch Marx; Rom, So
ziale Käulvfs im alten Rom. Abt. IV-

Spinncrei, Die. Bon Dir. Bros. M. Leh- 
' m - nn. Mit 35 Abd. (Bd. 838.) 
Sprengstoffe. Die, ihre Chemie n. Techno

logie. B. Geh. Reg.-Rat Bros. Or. R. Bi - - 
Hermann. 2. Aufl. M-12 Fig- (286.) 

Staut siebe Abt. IV.
Statik. Mit SmMutz der Festigkeitslehre.

Bon Reg.-Baum. Baugewerkschuldirekt.
A. Schau. M. 14SAig- i-T. (Bd. 487.) 

— siehe auch Mechanik, Aass- a. d. M- I- 
Statislik. B. Bros- Dr. S. Schott. (442.) 
Strafe und Verbrechen. Geschichte u. Or- 

ganis. d.Eefängniswcs. B. Straianstalts- 
dir. vrm^i.L. Voll itz. iBd. Z23-1 

Straßenbahnen. Die Klein- n. Strahenb.
Von Oberingemeur a. D. Obcrleurer 
A. Liebmann. M. 82 Abb. (Bd. 322.) 

Tabak. Der. Anbau, Handei u. Verarbeit.
B- Jac. Wolf. M. 17 Abb. (Bd. 4I6-) 

Technik. Die chemische. Bon Or. A. Mül
ler. Mit 24 Abb. (Bd. 191.)

lrlrgraphie. Las Telegraphen» u. Fern- 
sprrchwesen. Von Kaiser!. Oberpostrat 
O. Si-Llist. 2. Aufl. (Bd. l8L) 

— Telegraphen- und Fernsprechtechnik in 
ihrer Entwicklung. B- Oberroii-Jniv.
H. B ri ck. 2. A. Mit Sä Abb. (Bb. 235.) 

— Dir Funkenteiegr. B. Telegr.-Jnso. H.
Thurn. 4. Aufl. M. 51 Abb- (Bd. 187.) 

— siehe auch Drähte und Kabel.
TesramentSerrichtuna und Erbrecht. Von

Pro'2 Or. F. Levnbard. (Bd. 428.) 
rhermodynamil. Praktische. Aufgalen u.

Beispiele zur mechanischen Wärmelehre. 
Von Geh. Bergrai Pros. Or. W. Later.
Mit 40 Abb. i. Text u. 3 Las. (Bo. 596.) 

'— siehe auch Wärmelehre.
Ticrzüchtung. Von Tierzuchtdirektor Or.

G. Wilsdorf. Mit 40 Abb. im Text 
und 12 Taf. 2. Aufl. (Bd. L6S-) 

— siehe auch Kleintierzucht.
Uhr, Die. Grundlagen u. Technik d. Zeit- 

messg. B- Pros. Dr.-Jng. L- Bock. 2., 
umgearb. Ausl. Mit SöAbb. i. T- (216.) 

Urheberrecht. Das Recht an Schrift- nnd 
Lunstwerkeu. Bon Rechtsanw. Or. R. 
Mothes. - (Bd. 435.)

— siehe auch gewerblich. Rechtsschutz.
Verbrechen. Strafe und V. Geschichte ^Or

ganisation d. GesängniswefenS. V Straf- 
anft.-Dir. Or.msä.V. Bo! lid. (Bd.323.) 

— Moderne Kriminalist;?. B- Amtsrichter 
vr.A. sellwi g.W.18Abb. (Bd. 476.) 

Verbrecher. Die PmSologir des V. (Zri- 
minalpinch.) V.Strasanstaltsüir. Or. msä. 
V-Pollitz. 2.A. M.SDiagr. (Bd-248.) 

— s. a. Handschriftenbeurt. Abt. I.
Verfassg. Sruudz. d. V. d. Deutsch. Reiches.

V. Geheimrat Bros. Or. E. Loening.
4. Aufl. (Bd.34.)

Verfassg. und Verwaltung der deutsches 
Städte. Bon Or. M. Schmid. (466.) 

— Deutsch. BerfassgSr. i. gcichichtl. Ent-
wickl. V.Br.Or.E.S ubrich. 2.A. (Bd.SS.) 

LerkehrSentwicklung i. Deutschl. l8W bis
1946 (fortgef. b. z. Gegenwart). Dor- 
käge über Deutschlands Eisenbahnen u. 
Binnenwasserstraßen und ihre Entwick
lung und Verwaltung wie ihre Bedeu
tung f. d. heurige Volkswirtschaft. Von 
Bros. Or. W. Log. 4. Ausl. (Bd. 15.)

Versicherungswesen. Grundzügr des V- 
(Brioatvcrsicher.). B- Bros. Or. pdil. st 
jm. A. Manes. 3. Auf!. (Bd. 185.)

Ba'scntcchnik siebe Landfeuerwafien.
Wald, Der deutsche. V. Drof. Or Laus-

rath. 2.Arl Bilderanh u.Kart. (Bd. 153 ) 
Wärmrkraftmaickincn, Die »eueren. Bon

Geh. Bergrat Pros. R. Vater 2 Bde. 
I: Einführung in die Theorie u d. Bau 
d. Gasmasch. 5. Aufl. M. 42 Abb. (Bd 21.) 
O: Gaserzeuger, Groügasinafch-.Dampf- 
n.Gasturb 4. Aufl. M. 43 Abb. (Bd.86.) 

— siehe auch Kraftanlagen.
Wärmelehre. Linführ. i. ü. techn. (Ther- 

moonnamtk). Von Geh. Bsrgrat Vrofe 
K. Vater. M. 40Abb. i.Text. (Bd-516.).

— s. auch Tbermodnnamik
Wasser. Das. Von Geh. Reg »Rat Or. O.

Anselmino. Mit 44 Abb. (Bd 291.)
-—!- a. Luft. Dass.. Licht. Wärme Abt. V.
Wrflerkrnftmaschinen. Die. u. d. Ausnützg. 

d. Wasserkräfte W. Kais. Geh. Reg.-Rat Ak 
A. 2 bering 2.A. M.57Ubb Bd. 228.)

Deidwrrk, Das deutsche. B Forstmeist. G. 
Frhr. v. No r d en fl y ch t. M. Titelbild.

Weinban und Weinbereitung. Bon Or. F.
Schmitthenner. 34 Abb. (Bd 332.) 

Welthandel siehe Handel.
Wirtichaftsgeographic Bon Bros Or. F.

Leiderich. (Bd 633.)
Wirtschaftsgesch. s. Antike W.. Ostmark.
Wirtschaftsleben. Deutsch. Auf geograph. 

Grundl. gesch. v. Bros. Or. Chr. Gru
be r. 3. A. v. Or. H. Reinlein. (42.) 

— Die Entwicklung des deutschen Wirt
schaftslebens i. letzten Jahrh. B. Geh. 
Reg.-Rat Vrof. Or- L. Dohie. 3 A (57.) 

— Deutschl. Stellung i. L. Wrltwirtfch.
B. Bros. Or. P. Arndt. 2. A. (Bd.17S.) 

— Die Japaner in S. Weltwirtschaft. B- 
Pros. Or. K. Rathgen. 2 A. (Bd. 72.) 

Wirtschaftlichen Organisationcu, Die. Von
Bros. Or. E. Lederer. (Bd. 428.) 

— s. Kvnsumgenoss., Mittelstandsbeweg. 
Zeichne«. Tech». Bon Drof. Or Hocst- 

mann. (Bd. 548.)
Zeituugswesen. B. vr.H. Diez. (Bd 328.) 
Zivilprozctzrccht. Das deutsche. Bon 2u- 

stizrat Or. M. Strauß. (Bd. 315.)

r/. L.- Weitere Bände sind in Vorbereitung. . r-
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Tierbau und Tierleben 
in ihrem Zusammenhang betrachtet 

vorr

Or. Richard Hesse «s Or. Kranz Doslem
Professor der Zoologie an der Landwltt- Professor der Zoologie an der Llrüoersirat

schaftüche» Hochschule zu Berlin Srridurg i. Br.
Mit über »200Abbild. ssM-» 40 Tafel« m Schwär?-«. Buntdruck 

nach O^-ginalen bekannter Künstler
1. Band: Das Tier als selb- s. Band: Das Tier als Glied

ständiger Organismus des Naturgasen
Zeder Band in künstl. Original-Sanzleinenban- W. 21,—, in eleg. Halbfranzband W. 24,— 
.Es ist ein fundamentales Werk, das dem Sachmann als Wegweiser und Sundgrube» 
dem Laien als wünschenswerte Ergänzung zu seinem grossen oder kleinen Brehm dienen wird- 
Wissenschaftlich ganz auf der Höhe der Zeit stehend, spricht es eine so klare Sprache und 
berührt so fesselnd« Kragen der Trerforschnng, dass es für jeden Wert und Gültigkeit hat, der 
sich mit Zoologie beschäftigt.* (Propyläen.)

MathemaL.-PhystkalLsche Bibliothek 
GemeinverstSndliche Darstellungen aus der Elementarmathematik und -phM 
für Schule und Leben. Unter Mitwirkung von Fachgenossen beraus- 
gegeben von Dir. Or. W.Lietzmann und StndiematOr.N. Witting.

Mit zahlreichen Figuren. tl. ö. Kart, je M. 1.—
Bisher erschienene Bündchen:

Ziffern u.Ziffernfyftrme. I. D. Zahlrnzeichen d. 
aÜ^ulturvolt«.V.E.L 3 ffler. 2.A. Bd.r. 

Der Begriff d. Zahl in seiner log. u. histor. Eut- 
wickl. Von H. Wieleitner.L.A. Bd.2. 

Der pythagoreische Lehrsatz mit einem Aus
blick auf das Zermatsche Problem. Von W. 
Lirhmann. 2. Auflage . . . Bd. 3. 

Wahrscheinlichkeitsrechnung nebst Anwen
dungen. Von O. Meiffner. Bd. 4.

Die ZaLgesehe, ihre Geschichte u. ihre Bedeu
tung. Von H. LTimerding. Bd. 5. 

Einführung r» die projektwe Geometrie. Von 
M. Zacharias........................Bd. 6.

Die 7 Rechnungsarten mit allgemeinen 
Zahlen. Von H.Wielritncr. Bd. 7. 

Theorie der planetenbewegung. Von p.
Msth................................. . . Bd.s.

Einführung in die Infinitesimalrechnung. 
Von A. Witting. 2. Aufl. Bd. 9. 

Wo steckt der Schlei? Von W.Lietzmann 
und V. Trier- 2. Auflage . . Bd. 10. 

Konstruktionen in begrenzter Ebene. Von 
p. Zvhlke.....................................Bdri.

Quadratur d.Kreises.V. E- Beutel. Bd-12. 
Geheimniffr der Rechenkünstler. Von p h.

Maennchen. 2. Aufl. . . . Bd. 13. 
Darstellende Geometrie des Geländes. Von

R. Rothe......................................Bd. 14.
Beispiele z. Geschichted. Machematit. Von A. 

Witting u. M.Gebhardt . Bd. 15. 
Anfertigung mathematischer Modelle. Von 

K. Giebel............................. Bd. r6.

Drcht sich die Erde? VW. B r u n n «r. Bd.i 7. 
Machematiker-Anekdoten. Von Wilhelm

Ahreas............................................Bd. 1S.

theorre. Von A. Lemaa . . Bd. 1-.
Machemaük und Malerei. 2 Bde. in 1 Bd.

Von G. Wolfs....................Bd.S0.21.
Soldatea-Mathematik. Von Alexander 

Witting.............................. .... Bd.22.
Theorie und Praxis des Rechenschiebers. Von 

A.Rohröerg................... . Bd.23.

Vereröllngslehre.V.P.R iebesell. Bd.24.
Riefm und Zwerge im Zahlenreich. Von 

W.Lietzmann. 2. Aufl. . . Bd. 25.
Methoden zur Losung geometrischer Aufgaben.

Von B.Kerst ....... Bd.26.
Karte und Kroki. Von H. Wolfs. Bd. 27. 
Einführung in die Tomographie, l. Die 

Sunktionsleitcr. Von p. Luckey. Bd.2S.
Die Grundlagen unserer Zeitrechnung Von 

A«Baruch..............................Bd. 29.
Was ist Geld ? V.W. Liehm 2 nn. Bd. 30.. 
Vichteuklidische Geometrie in der Kugeleöene.

Von W. D ieck.............................Bd. 3).
Der Goldene Schnitt. Von H. E. Timer- 

ding ............................................Bd. 32.
In Vorder.: Doehlemann, Mathematik 

u. Architettur. pfeifer, photogrammetrie. 
Luckey, Einfühnmg in die Vomographie. 
H. Die Zeichnung als Rechenmaschine. 
Müller, Der Gegenstand d. Mathematik.

Tenerungszuschlage auf sämtliche preise 30^ einfchliefll- 10^ Zuschlag der Buchhandlung

Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin



Teubners Künstlerstel«) eich» «»gen 
Wohlfeile farbige Originalwerte erster deutscher Künstler fürs deutsche Haus 
Die Sammlung enthüll jetzt üb« LOoLW« in den G-LK« »SLX7S ein (M-7.ro), 71X55 em 
(M.,og X4i am «. Soxro ciu (M. 5.—), 55X4L em (W. 4.50), 4)xao cm (W. ».—) 
^tnymea aus eigene: WMDtte in den VNrMNngepüjlten ÄnsWruagen Lujjerü prerswürdig. 

K.W Diefenbachs Schattenbilder
„per sspera aä sstrL"

Album, die 34 Teilb. des vollst. Wandfrieses 
fortl. wrederg. (20*/,X25 ew) W. 15.—

Teilbilder als Wandfliese (42X80 enr) 
je M. 5.—, (35X18 M) . je M. 1L5 
letztere ».Glas m. Leinwd.-Einf.jeM. 4.—

»Göttliche Äugend'
r Wappen, !. Nnß., mit je 20 Llntt

(L5V^<34 cm) 
Einzelbilder. . . . jeM.—.75
unter Glas u. Leinwanveinf. je M. 3.—

Karl Bauers Federzeichnungen
Führer und Helden im Weltkrieg, süqerne sm«« (rsx^cm) ?L—.?r,

Llebhabemnegabe M. 1.25, 2 Wappen», enthaltend je lL Slättei, je . . M.S.— 
LharakterkSpf«). deutsche« Geschichte. Mapp«, MBl.t-sxaSem)M.s^L, 

12 Bl. M.I.50, ELuzelblatter W.—.85. Liebhaberausgabe auf Katton getlebt M. 1L5 
Slus Deutschlands grosserZeitisrs. s«Mappe, issl.(rsxsscm)M4^,

Eitrzelhlatter M.—.85. Liebhaberausgabe auf Karton geklebt .... M. 1.25 
Rahmen zu den Blättern paffend von M. 4.— bis M. 7.—

Scherenschnitte vonRolfWintler 
!. Reche: „Aus der Krregszeit". ö Blatter, Scherenschnitte des Künstlers wiedergebend. 
1. Abschied des Landwehrmonnrs. 2. Auf der Wacht. 3. An Zeuerftellung. 4. Sttpakouillr.

5. Treue Kameraden. 6. Am Grabe des Kameraden.
Auf Kar!, m. verschredenfarb. ToMMterdruE: Ern).M. , .25, SBl. in Mappe M. 5.— 
Unter Glas in Leinwand - Einfassung: M. 4.—. 3« Mahag onrräh mchen: M. 7.—

Deutsche K r i e g s s ch e i b e n
Scheibeubilder erster Münchener Künstler wie v. Defregger, A. Die), E. Grühner, 
H. 0. Habermann, TH.TH. Heine, A. baak, 0. Zügel», a. Sie bringen köstlich 
humorvolle» zumeist auf des Krieg bezügliche Darstellungen, wie den groß
mäuligen Lnglaader, die Entente, „Ruffes-Anoaflon", U 21 auf der Zagd, u. a. und sind 

)ur Schießausbildung und als Zimmerfchmuck gleich geeignet und wertvoll.
preis je ca. M. 1^0. Stuf Pappe mit grrmem Krau? je ca. M. l.so. Auf Holz 
mit grünem Kranz je ca. M. 5.50. — Bei größeren Bezügen «Mäßigen sich die preise.

N!s 12er Scheibchen (Platten) Stück 15 pf., 12 Strick M. 1.—

postkartenausgaben
Aed« Karte 15 Pf.» Reihe von 12 Karten in Umschlag M. 1.5O, jede Karte unter Glas 

mit schwarzer Einfassung und Schnur M. 1.—
LeuLuers KmrstlersteLryerchnmrgerr in 11 Rechen (davon 50 versch.Morwe auch u. Glas in 
ovalem Rahmen je M.2.—, in eckigem Holzrähmch. je M. 2.25). Bauers Hührer u. Helden in 
2 Reihen. WruklersSHererrfchnitte, 6 Kart, in Umschl. M. -.so. KriegsscherLeir-Karten 
in 2Reihen (diese ni cht mit Emfaff. taufl.). Denkwürdige Stätten aus Nordfeaukreich. 
12 Karten nach Orig.-Lichograph. von K. Lohe. DiefenLachs Schattenbilder in ö Reihen 
(diese auch in viereckigen oder ovalen Holzrahmchen zu je M.2 25 bezw.M.2.52). Aus dem 
Kinderlosen, 6 Karten nach Bleistifyeiäm. von Hela Peters. 1. Der gute Bruder. 
2.Der böse Bruder. 3.W0 druckt der Schuh? 4. Schmeichelkätzchen. 5. Püppchen, aufgepayt! 
6. Große Wasche. An Umschl. M.—.so. Schattenriß?«!tei von Gerda Luise Schmidt: 
1 .Reihe: Spiel u.Tary, Kest im Gatten,*Blumenorotel, Di r kleine Schäferin, Belauschter Dichter, 
Rattenfänger von Hameln. 2. Reihe: *Die Freunde, *Der Besuch, Am Grünen» *Reifenspiel, 
*Em Frühlingsstrauss,*Der Liebesbrief. 3.Reihe: *Der Brief an .Ihn", ^Annäherungsversuch, 
^Am Spinett,*Beim Wein,*Lin Märchen, *Der Geburtstag. Jede Reihe in Umschl. M.-.so 
* Diese SchatksnrMaLtea von Gerda Luise Schmidt auch als Bilder im Format 
20X15 cm je W. —.so. An Mahagorurähmch-n m. Glas ernschl. Bild ;e M. L.so 

Vollst. Kot. S.künstler. Wandschm. m. färb. Wiederg. v.L 200 Bl. geg. CLnsendg. v.75pf. 
(Aus!. 85pf.) Nuss. Vsrz. d. postkartenausg. umsonst. Beide v. Verlag in Leipzig, poststr. 3. 
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