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1. Abschnitt.
Polare und Hessesche Kurve.

§ 1. Schnittpunkte zweier Kurven.

Die Schnittpunkte der beiden Kurven mter und nter
Ordnung
65) { fn(af'ay)=0
(@) Pm(@,y) =0
haben Koordinaten (z, y), welche beide Kurvengleichun-
gen befriedigen.

Ein sehr einfacher Fall ist folgender: Die eine Kurve
ist eine oszillierende Parabel nter Ordnung (vgl Alg. K. I,
S. 19), die andere eine Gerade

y=ao$“+alw“"1+ et @1zt a,
(3) y=azr-+b
'—‘_ .

Fir jedes Wertepaar (z, y) eines Schnittpunktes sind
beide Kurvengleichungen erfiillt; man kann also fiir
die Ordinate y des Schnittpunktes aus der zweiten Glei-
chung (3) den Wert az -+ b in die erste einsetzen, was
eine Gleichung nten Grads in z ergibt, welche durch die
Abszisse eines beliebigen, also jeden Schnittpunkts be-
friedigt wird. Diese Gleichung nten Grads in z hat, wie
die Algebra lehrt, wegen ihrer reellen Koeffizienten »
reelle oder paarweise komplex konjugierte Wurzeln. Die
bisherige Betrachtung zeigt, daB sich die Abszissen der
Schnittpunkte unter diesen » Wurzeln befinden. Umge-
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kehrt ist auch jede Wurzel z dieser Gleichung die Ab-
szisse eines Schnittpunkts; denn zu ihr gibt y —az 4 b
ein solches y, daB das Wertepaar (z, y) beide Kurven-
gleichungen befriedigt. (Vgl. Fig. 1, wo im Fall a
n=>5,imFallb n=4 und y=0 die schneidende
Gerade ist.)

Bei einer beliebigen Kurve nter Ordnung an Stelle der
oszillierenden Parabel erhalt man mit denselben Schliissen

wieder eine Schnittpunktsabszissengleichung #ten Grads.
Es gilt also der )

Satz: FEine Eurve nier Ordnung wird von einer Ge-
raden in n reellen oder paarweise komplex konjugierten
Punkien geschnitien.

Bei besonderen Lagen der Geraden ist dieser Satz
nur richtig, wenn man unter den Schnittpunkten gewisse
endliche Punkte mehrfach zihlt und auch unendlich ferne
‘unkte mitrechnet. Schneidet man z. B. die Kurve

infter Ordnung (Alg. K. I, S. 55)

Cxty— 222y —y2 1L 3y —1=0 _
nit der Geraden y = & (genauer y = 0-2 + &), wo «
ine Wurzel der Gleichung 72 —8y 4+ 1=0 ist, so
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ergibt sich als Schnittpunktsabszissengleichung
O-2x5+axt—2022=0
oder Q-2+t —222=20.

Thre Wurzeln sind co, 0,0, +72, —V2 und die
zugehdrigen Schnittpunkte (oo, &), (0, &), (0, &),
(+v2, &), (—}2, &). Wir erhalten also 5 Schnitt-
punkte der Geraden y == « mit der Kurve fiinfter Ord-
nung: einen unendlich fernen Punkt (oo, «), einen dop-
pelt zu zihlenden endlichen Punkt (0, x) und zwei
weitere endliche Punkte ( i}" 2, x).

Allgemein gilt der

Satz: Zwei Kurven mier und nier Ordnung schnei-
den einander in m -n Punkien.

Uber das Zdhlen der Schoittpunkte ist hiebei das-
selbe zu bemerken, wie fiir den besonderen Fall m =1.

Einen Anschaunngsbeweis liefern die beiden oszillie-
renden Parabeln mter und nter Ordnung

=
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Die erste besteht aus m oszillierenden Bogen, die in
Richtung der x-Achse auf- und abstreben, die zweite
aus » in Richtung der y-Achse oszillierenden Bogen.
Die beiden Kurven schneiden einander in m .7 Punk-
ten (vgl. Fig. 2, wo m =3, n=4. Die Zahl der
Schnittpunkte betragt m-n = 12).

Hinsichtlich eines allgemeinen Beweises fiir diesen
Satz verweisen wir auf Fischer, Determinanten (Samm-
lung Goschen) S. 105ff. Wir begnligen uns damit, ein
Beispiel fir den F¥all anzugeben. daB m =n = 2 ist.
Die beiden Kegelschnitte
(i {E'Ex2+2y2—3x———8y—|—8=0
(4) Er=ott+azyt+4dy2—40—17y+15=0
haben (vgl. Fig. 3) vier Schnittpunkte. Um deren Koordi-
paten zu berechnen, verfahren wir wie folgt:

Durch Ordnen der Gleichungen nach Potenzen von y
ergibt sich

{2y3—8y—:—(x2—3x+8)=0
42+ (x—1T)y+ (22 —42+15) =0,
woffir wir zur Abkiirzung schreiben

{A0y2+ 4y+4,=0

Byy*+ By+ B =0.
Durch Elimination von y aus den beiden Gleichungen

(5) erhalten wir (vgl. Fischer, S.114) eine Gleichung
in z, die sich in folgender Form schreiben 148t:

(3)

|4, 4, 4, 0
L T P S
{B, B, B, 0 :
| 0 B, B B



§ 1. Schnittpunkte zweier Kurven. 11

Diese Gleichung ist die Schnittpunktsabszissenglei-
chung und heiBt auch die Resultante der beiden Glei-
chungen (5) in z. Setzt man fiir die 4; und B; die aus
der Vergleichung von (4) und (5) hervorgehenden Werte
ein, so liefert eine einfache Rechnung

ot — 723+ 1722 —172L-6=0.

@ (2) 3 o

..Qb.“ .

1

¥ Fig. 3.

Diese Gleichung hat die Wurzeln 1, 1, 2, 3. Fir
z =1 wird aus (4)
2y2 —8y +6=20
{4y2—16y+12= 03
also nach Division der beiden Gleichungen mit 2 bzw. 4
ein und dieselbe Gleichung
y2—4y+3=0
mit den Wurzeln 1 und 3, so daB (1, 1) und (1, 3)
beide Gleichungen (4) erfiillen, also zwei Schnittpunkte
der Kegelschnitte sind. Mit z = 2 erhilt man aus (4)
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die beiden Gleichungen
2y*—8y+6=0,
4y2—15y4+11=0. 1
Die erste hat 1 und 3, die zweite 1 und < X

Wurzeln. Die Wurzel 1 ist also gemeinsam und damit
(2, 1) ein weiterer (dritter) Schnittpunkt der Kegel-
schnitte. 3t x = 3 erhiilt man aus (4) die Gleichungen
2y2—8y+8=10
4y? —14y+12=0
mit der gemeinsamen Wurzel 2, was den weiteren (vier-
ten) Schnittpunkt (3, 2) ergibt. Die beiden Kurven
zweiter Ordnung schneiden sich also in 2 - 2 = 4 Punkten.

§ 2. Schnittpunkte zweier Kurven an mehr-
fachen Punktstellen.

Bei den Untersuchungen des vorigen Paragraphen
haben wir den Fall ganz unerdrtert gelassen, daB unter
den m-n Schnittpunkten einer €, mit einer C, ein-
Punkt sich befindet, der fiir die eine Kurve oder fiir
beide Kurven ein mehrfacher Punkt ist. Da man durch’
eine Koordinatentransformation jeden Schnittpunkt in den
Ursprurg verlegen kann, so geniigt es anzunehmen, daB
beide Kurven im Ursprung einen mehrfachen Punkt
haben, was die Untersuchung besonders einfach gestaltet.

Haben die beiden gegebenen Kurven mter und nter
Ordnung im Ursprung einen ¢- bzw. k-fachen Punkt,
so daf

(1) fEﬁ+ﬁ+1+'-'+fn=O

(@) Y=g+ @it oo F =0,

so stellt ;=0 bzw. ¢ =0 als Aggregat der Glieder nie-
derster Ordnung die Gesamtheit der Tangenten jeder Kurve
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im Ursprung dar (vgl. Alg. K. I, S. 79f£). Um die Zahl

der Schnittpunkte beider Kurven zu bestimmen, bilden

wir die Resultante von fund ¢ in . Erhalten wir dann
R(, )) =2 F@) =0,

so gibt 1 im allgemeinen™) die Zahl der im Ursprung

zusammentiallenden Schnittpunkte der beiden Kurven.

In einfachen Fillen 1Bt sich die Resultante direkt
bilden, wenn nimlich die eine Unbekannte leicht elimi-
niert werden kann, wie das folgende Beispiel zeigt.

Die Spitzparabel 33 = z* hat mit der Kurve (y — 22)?
= 25, die im Ursprung eine Schnabelspitze oder Spitze
2. Art (vgl. Alg. K. I, S.65) hat, 5.4 =20 Schnitt-
punkte. Um nun die Anzahl der von diesen 20 in den
Ursprung fallenden Punkte zu bestimmen, schreiben wir
die Gleichung der C; in der Form y =2 L a2}z
Setzen wir diesen Wert fiir y in die Gleichung y3 = «*

~ein, eliminieren also aus beiden Gleichungen y, so er-
. Balten wir als Resultante

'zg = [z (1 £7=)]°
ioaer =z6(1131/x+3x:}-_m]/;),
--<aggraus nach einfacher Umformung und Quadrierung sich
ergibt
() 28328 a2 —1)? —al3(x 1+ 3)2=0.

Hieraus folgt 8 = 0, d. h. die beiden Kurven haben
im Ursprung 8 Schnittpunkte und auBerdem noch 7 wei-
tere Schunittpunkte, da die Gleichung (¥) vom 15. Grad
ist. Von den insgesamt 20 Schnittpunkten fehlen also

*) Die Abkiirzung R(f, ¢) bedeutet nach Newton:
»Resultante von /=0 und ¢ =0.“

**¥) Es kann auch der Fall eintreten, daf zu =0 ein
‘Wert y gehort, der von 0 verschieden ist, wenn etwa auf der
y-Achse noch zufillig ein Schnittpunkt liegt.
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noch 5, die im Unendlichen liegen miissen. Machen wir
die beiden Gleichungen homogen

Yo =zt }

y2wd — 222y w? + rrto = 25,
so erhalten wir durch Elimination von w

Z12— 2710y2 L g8yt — ghyT =0,
woraus z5 = 0 folgt; aus 3w = z* ergibt sich weiter
w=0%), d.h. im Punkt (z=0, & = 0) liegen weitere 5
(unendlich ferne) Schnittpunkte. Die beiden Kurven
4. und 5. Ordnung haben also 8 + 7 + 5 = 20 Schnitt-
punkte.

Hiaufig liegen nun die Verhiltnisse nicht so einfach,
daB, wie in dem eben behandelten Beispiel, die Resultante
direkt aufgestellt werden kann. Dann sind 2 Fille zu
unterscheiden:

1. Die Kurve (1) besitzt im Ursprung 7 Zweige, deren
Tangenten durch f; = O bestimmt sind. Ebenso hat die
Kurve (2) im Ursprung % Zweige mit ¢ =0 als Tangenten.
Fallt nun keine der Tangenten f; = 0 mit irgendeiner
der Tangenten ¢ = 0 zusammen, d. h. sind f; und ¢,
teilerfremd, so schuneiden die Tangenten von f im Ur-
sprung die / Tangenten von ¢ in 4.k Punkten, also
haben die beiden Kurven im Ursprung ¢ - /- Schnittpunkte
(vgl. den Satz S. 9).

2. Haben aber die beiden Kurven (1) und (2) im Ur-
sprung Zweige mit gemeinsamer Tangente, d. h. sind f;
und ¢y nicht teilerfremd, so fithrt folgendes Verfahren
zum Ziel: Man bildet aus den beiden gegebenen Funk-
tionen f und ¢ eine neue Funktion v durch Elimination
der in f und ¢ vorhandenen Glieder niederster Ordnung.

*) Nicht y = 0, weil dies im Widerspruch mit der vor-
hergehenden Gleichung stinde.
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Dieser ProzeB wird zwischen y und f so lange fortgesetat,
bis die erhaltene neune Funktion v ein Glied niederster
Ordnung bekommt, das nicht mehr Faktor des Glieds
niederster Ordnung von [ ist. Schlieflich haben wir dann
zwel Funktionen mit teilerfremden Gliedern niederster
Ordnung, also den einfacheren Fall 1. Die Zahl der
Schnittpunkte im Ursprung 1a8t sich hiufig mit dem
Satz finden*):

Ist A eine ganze Funktion beliebigen Grades in 2z und v
und p =@ + Af, so ist

R(f, )= E(f, o +1/) = E(/, ¢) -

Die folgenden Beispiele werden die Methode klar-

legen.

1. Beispiel. Wieviel Schnittpunkte hat die Spitzparabel

y*=2a* mit der C; (y —z**=a° im Ursprung?

Setzen wir ¢ =y®—ao* und f=y*—22%y + 2* —x°

und bilden
y—yr=yp=22y"—a*—aty + 2°y
=2*2y*—2a°) —a*y +2*y,
so ist B(f, p —yf)=R(, ). Da die beiden Kurven
f=0 und =0 im Ursprung keine gemeinsame Tangente
haben, so liegen im Ursprung 2 -4 =38 Schnittpunkte, wo-
mit das auf S. 13 gefundene Ergebnis bestitigt ist.

2. Beispiel. Gegeben seien die beiden Kurven
=+ +at—y@@—2¢) +x*=0|—2°
=+ y)a®—aty—32°y* +y°=0.]|1

Um die Zahl der in den Ursprung fallenden Schnitt-

punkte zu ermitteln, bilden wir die Funktion
g—*f=—2a" @@+ y) + o'y (*—3zy—2y°) —(@*—y9)]1
f=(+y)+a—y@—2y) +a*. z?

*) Den Leser, der sich iiber diesen und weitere Siize
genauer unterrichten will, verweisen wir auf Berzolari, En-
zykl. der math. Wiss., Band IlI, 2, S. 406, wo die hierauf
sich beziehende Literatur zusammengestellt ist.
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Hieraus folgt
P f+Pf=y=@ + 27y —3zy"—2y’)
__(1.6 + m5y—2x3y3—y5) + 27 :
f=E+y+a*—y@E—2y°) + .
Nun hat man
Ef,o—2*f+ @) =R, v)=E(, o),

also ist die Zahl der Schnittpunkte beider Kurven im TUr-
sprung 5:1=5.

§ 3. Klasse einer Kurve.

Erkldrung. Unier der Klasse einer Rurve versteht man
die Zahl der Tangenien, die man von einem belicbigen,
nicht auf der Kurve liegenden Punki an diese xichen kann.

Um diese Zahl zu finden, verfahren wir nach dem
Vorgang von Joachimsthal folgendermaBen. Sind

P=(X7,2 wi 0=, y, o)
zwei beliebige Punkte und R = mj@; ein vorerst
beliebiger Punkt der Ge-
raden PQ (Fig. 4), so
gelten fiir die Koordinaten
von R die Gleichungen
z+iX
144
y+iY¥Y
142
w110
141
Ist nun R ein Punkt der Kurve nmter Ordnung
fal@y y, @) =0, so ist

I

6—




§ 3. Klasse einer Kurve.

~1

R z+AiX y+1Y wo+i0
f')z'”(;i77 o= fn(l—l—/ SN 1+/)

} (111)nfn(~7«'7‘/l y+ 1Y, co—l—lQ)

Entwickeln wir mit dem Taylorschen Satz nach steigen-
den Potenzen von 4, so haben wir

0= E D) A ,

o {aE v e + g gha Slve 2 o]
+§F—f¥ v %1* o"g]()

jn—-1 %) %) 2] (n-1)

+(z/~—-1) [C_f z_j;y—i— 267;9]
+E[ s e 2,
WO zur Abkurzuno‘ gesetzt ist
sl xr s S ys P rg
+ oL o,

Beutel, Algebraische Kurven II 2
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Diese Gleichung nten Grads in 4 liefert » Wur-
zeln 4, welchen die n Schnittpunkte R der Geraden P
mit der Kurve entsprechen. N

Nehmen wir nun an, daB der Punk‘c P= (X Y, __.)

auferhalb der Kurve, @ = (x, J, w) auf der Kurve
liege, so ist

2 (r 7, cu) =0;
(1) besitzt eine W urzel i=0,d h. einer der Schnitt-
punkte R fillt mit @ zusammen.

Soll noch ein weiterer der Schnittpunkte R mit Q zu-
sammenfallen, so muB Gleichung (1) eine Doppelwurzel
4 = 0 haben, d. h. es muB der Koeffizient von 1 Null
sein; wir haben also bei festem P(X, ¥, Q) fir die
Koordinaten ., y, # von @ die Bedingung
3) gl
o ¢z ¢y Cw

Ist diese erfiillt, soist P Tangente an die C,; die Be-
rilbrungspuckte  simtlicher von P an die C, gezogenen
Tangenten liegen auf der Kurve (3) und das simultane
System der Kurven (2) und (3) liefert die Koordinaten der
Beriihrungspunkte. (X, ¥, 0) sind als Koordinaten
eines festen Punkts konstant; Gleichung (3) stellt, wenn
Wwir @, ¥, @ als lanfende Koordinaten auffassen, eine
Kurve (n—1)ten Grads dar, die wir nach Bobillier ersie
Polare des Punkis P in bexug auf die Kurve f nennen.

Analog nennt man den Faktor von A2
&f .. éf ef @
—X+—=—Y+L0

{oaz - cy - cw ]
die zwetie Polare usw.

Da die gegebene Kurve vom nten. die erste Polare

=0
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vom (n — 1jten Grad ist, so haben beide Kurven
nach § 1 n(n — 1} Schnittpunkte; also

Satz: Von einem Punki auflerhalb einer C, lassen
sich @i allyemeinen n (i — 1) Tangenten an diese xichen,
deren  Berithrungspunkie die Schnittpunkte der Kuree
mit ihrer ersten Poloren sind.

Diese Zahl »n(n —1) ist nun nichts anderes als
die Klasse der Kurve. Hiebel ist die stillschweigende
Voraussetzung gemacht, daB die (, keine singuléren Punkte
enthilt. Treten solche Punkte auf, dann erniedrigt sich
die Klasse, wie im folgenden Paragraphen auseinander-
gesetzt wird.

§ 4. Verhalten der ersten Polaren in einem
Doppel- und Riickkehrpunkt der Grundkurve.

Besitzt die Grundkurve [ = 0 wielfache Punkie, o
befriedigen deren Koordinaten die 3 Gleichungen (vgl
Ale. K1, 8.113)

or . &r cf
2=V 5% 3,=0,
x Sy dow

also auch die Gleichung der ersten Polaren von f
xyfyy fo—o

cx” dy ‘

Daraus folgt .

Satz 1. Die erste Polare einer Kurve gehi durch
siimtliche vielfache Punkiz der Grundlurve.

Um das Verhalten der ersten Polaren in einem Dop-
pelpunkt der Grundkurve zu hestimmen, legen wir diesen
in den Ursprung. Dann lautet die Gleichung der C, nach
passender Drehung

(1) 71=0=az+pP+eE 9+ e, 9)+ -
9*
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homogen
f=0=(a22+ y) 0" 2 + gy (&, 1) 0"
+ o, (@, Yo"t +
Fiir die erste Polare einer Grundkurve mit Doppel-
punkt erhalten wir damit als Gleichung

0 ¢ G,
PgEO=X(2(X(L‘—}— € Ps -}—_;24._]_ )

+Y(2y 6% 4 d‘i‘* L. )

+~Q[(n—2)(ocx2+y2) +r=38)g+ ...]

T a (p3 a <p3 b

Po=0=2(xzX+yY X Y
Fn—2)(xx?+y) Q2+ ...

Die Glieder niederster Ordnung geben Null gesetzt

axxX+yY=0.

Diese Gleichung stellt die Tangente der ersten Po-
laren im Ursprung dar, welche im allgemeinen mit einer
der beiden Tangenten von f nicht Gibereinstimmt; die
C, und ihre erste Polare haben also nach dem Satz
in §1 S. 9 im Ursprung 2 - 1 = 2 Schoittpunkte.

Satz 2. Die erste Polare einer Kurve mat Doppel-
punkt gelit einfach durch den Doppelpunkt und hat dort
xwet Schnittpunkie mit der Grundkurve.

Hat die Grundkurve einen r-fachen Pumki im Ur-
sprung, so lautet ihre Gleichung

OEfn(x7 .7/) =gz, y) + (Pr+1(x, y) + e +@py
homogen

0=/ale, 9) = ¢, (&, ) 0**
T @@, Yo T L+ Pn
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woraus

(B}
~4
[w3]
$
[SH)
3
+
AN

oz 6z_rc7x+'

af_a% 6 @ri1

_8—;_ dy + dy T

é

ac/; m—"g+m—r— 1)@+ ...

Damit wird die Gleichung der ersten Polare

09(}9,- i YaQE’, 0 @iy X4 3(;0”_1 Ve
dx ' ¢y - cx
,—g—(n—-7)¢p,—r—...=0.

Diese hat also im Ursprung einen (r — 1)fachen
Punkt mit den Tangenten

Yo <p1' Ivc qof 0 ,
czx oy
welche im allgemeinen von den Tangenten des #fachen
Punkts verschieden sind; Grundkurve und erste Polare
haben also in einem r-fachen Punkt

r(r—1)
2
Schuittpunkte. Durch Vergleichung mit Satz 2 erhalten wir

Satz 3. FHin r-jacher Punki der Grundkurve isi
(r — 1)-facher Punkt ilrer ersien Polaren wund gleich-

r{r—1) ” ;
—s = ( 2) Doppelpunkien.

Einen Anschauungsbeweis fiir den dreifachen Punkt
‘zeigt Fig. 5 (S. 22), wo durch Zusammenriicken der drei
Doppelpunkte ein dreifacher Punkt entstehen wiirde.

Um das Verhalten der ersten Polare in einem Riick-

r{r—1)= -2

wertlg mit
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kelrpunki der Grundkurve zu untersuchen, setzen wir in
Gleichung (1) &« = 0. Dann hat / im Ursprung einen
Riickkehrpunkt (mit y = 0 als Riickkehrtangente) und
als erste Polare folgt mit & = 0 aus Gleichung (2)

N Oy Og; -,
(3) P,:O——Q_?j}—}-éx X+_6y Y+ ...

Hieraus ist ersichtlich, daB die
erste Polare im Ursprung die Riick-
kehrtangente der Grundkurve als
Tangente hat. Zur Bestimmung
der Zahl der Schnittpunkte von (3)
mit (1) bilden wir zwecks An-
wendung des Satzes auf S. 15 die
Gleichung

=2fY—yF=2@Y—qyX

Fig. 5.

— E—qi rX — c‘:p3
ca dy

Diese Kurve hat nun nach dem Satz dber die Re-
sultantenbildung in § 2 dieselben Schnittpunkte mit
P,=0 wie f=0 mit P,=0; sie hat im Ursprung einen
dreifachen Punkt, also ist die Zahl der Schnittpunkte von
FP,=0mit f=0 3.1=3. Danit erhalten wir den

Satz 4. Die ersie Polare einer Kurve mit Riickkehr-
punkt geht einfach durch diesen, hat dort die Riickkehr-
langente als Tangente und drei Schnitipunkte mit der
Grundkurve.

Mittels der Sitze 2 und 4 4Bt sich nun die Zahl
der Tangenten von einem Punkte auBerhalb einer G, ,
die ¢ Doppelpunkte und 7 Riickkehrpunkte hat, bestimmen.

Jeder Doppelpunkt erniedrigt die Zahl der Tangenten
von einem Punkt auBerhalb einer C, an diese um 2.

zY + ...
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Fassen wir den Riickkehrpunkt als Grenzfall des Dop-
pelpunkts anf, wenn die Schleife erdriickt wird (Fig. ¢),
so fallen in der Tat drei von P
ausgehende Tangenten in die Ver-
bindungslinie von P mit dem Riick-
kehrpunkt; der Riickkehrpunkt er-
piedrigt die Zahl der Tangenten
um 3. Hs gilt also der .

Satz 5. Hat eine C, d Dop-
pelpunkte und r Riickkehrpunkie,
so ist thre Klasse L p

b=nmn—1)—2d—3r.

Dies ist die erste der sogenannten Pliickerschen For-
meln (vgl. § 11).

§ 5. Hessesche Kurve;
Wendepunkte der Grundkurve.

Eine Kurve hat bekanntlich einen Wendepunkt, wenn
die Kurventangente in diesem Punkt, die Wendetangente,
die Kurve in drei aufeinanderfolgenden Punkien schoeidet.
Tallt noch ein weiterer Schuittpunkt R, der Kurve und
der Geraden PQ mit @ zusammen, so ist die Gerade
PQ Wendetangente (s. Fig. 4).

Die Bedingung hiefiir ist, da8 auBer dem Koeffizienten
von A in Gleichung (1) § 3 auch der Koeffizient von 42

verschwinden muB; die Xoordinaten (x, J, w) aller
Wendepunkte einer (), befriedigen also das simultane
System der drei Gleichungen

(% f ) f 7f _
()J a_ awg_o

(**)][ifx+‘3fy of ] =0

x oy dw

4)
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P= (X, Y, Q) ist jetzt nicht mehr beliebig wahl-
bar; denn durch Elimination von @, y, » aus den Glei-
chungen (4) erbilt man eine Bedingungsgleichung fiir

Y, Q. Die Gleichung

’]
) fl +—fY—i— fQ:U

oz oy cw
driickt ans, P sei so zu wihlen, daB die Gerade PQ
mit der Tangente der C, in einem Wendepunkt @ zu-

sammeniillt. Jeder Punkt P der Geraden PQ muB den
drei Gleichungen (4) geniigen, also auch die Gleichung

] a @) '\9
() qsz[%fx+ff}*+a—c’;9] = 9 x2

“dzdy 27 Tz dw
é2f é
+ 2= 4 +-f92=0
dydw dw?

befriedigen. Diese Gleichung stellt mit X, ¥, Q als
laufenden Koordinaten und z, y, % als Koordinaten eines be-
liebigen Wendepunkts der Grundkurve einen Kegelschnitt
dar, den sog. Polarkegelschnitt, welcher die Tancrente *
VOHSfaDdlg enthalten muB. Der Polarkegelschnitt mnB also
in zwei Gerade zerfallen, oder, was ana,lytlsch dasselbe be-
sagt, einen Doppelpunkt besitzeu. Dies ist der Fall, wenn

P of ozf ozf
=2—X4+2—T+2 =

X 2 dx2 X+ 6zdy = ' T dzdw Smap
X)) ogf 62]1' azf
e =2 — - X =D — 1

iy dycx £ dy? e+ dydmw o=
0P é2 g2 G2

0 = f < ° O f =0
a0 dwdx dw dy dw?
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§ 6. Verhalten der Hesseschen Kurve usw. 95

Diese dreiin X, Y, £ homogen linearen Gleichungen
konnen aber nur dann gleichzeitig bestehen, wenn

o2f o f o

| Oz ézdy 0zdw

- R N SN A P
Jydx Oy2 dydw |
o2 oxf o2f
dwdx Jdwdy dw?

Sind jetzt (z, ¥, 235 nicht mehr bloB die Koordinaten
eines Wendepunkts der Grundkurve, sondern laufende
Koordinaten, so sind die einzelnen Glieder der Deter-
minante H vom Grade (# —2) in z, ¥y, w. H=190
stellt also eine Kurve vom Grad 3(n — 2) dar. Sie heifit
die Hessesche Kurve*®) (vgl. Alg. K. I, S. 118).

Die Wendepunkie einer Kurve nter Ordnung f, = O
sind deren Schnittpunkie mit threr Hesseschen Kurve H=10.

Satz. Jede C, ohne singuldre Punkte hat 3 n (n — 2)
Wendepunkte.

Diese Zahl umfaBt die Gesamtheit der reellen und
imagindren Wendepunkte. So ist z. B. fiir jede Kurve
dritter Ordnung die Hessesche Kurve ebenfalls von der
dritten Ordnung; jede C, hat also 3-3 =9 Wende-
punkte, von denen aber hchstens drei reell sind (vgl. S.61 1.

§ 6. Verhalten der Hesseschen Kurve in einem
vielfachen Punkt der Grundkurve.

‘Wie die Klassenzahl, so wird auch die Zahl der Wende-
punkte einer C, durch das Auftreten von Doppel- und
Rickkehrpunkten erniedrigt.

*) Zuerst von Hesse in einer 1844 verdffentlichten Arbeit
angegeben.
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Wir nehmen wie oben an, daB der Doppel- bzw. der
Riickkehrpunkt der Grundkurve im Ursprung liege und
stellen nun fiir diese beiden Fille die Gleichung der
Hesseschen Kurve auf, wobel wir die Entwicklungen nur
fir wenige Glieder niedrigen Grads anschreiben, was
fir unsere Zwecke vollstindig geniigt. Die Gleichuog
der Grundkurve nter Ordnung mit einem Doppelpunkt sei

0==/n (@, y, 0) = (32 + 19 0" 2+ @y [z, 9) - "3+ .
Damit wird die Hessesche Kurve [der Leser mag die
Rechnung zur Ubung nachpriifen]

g gy

9 2(n— +
~u+a e EFYT 2 —2oaz+ ...
Hd——" s s
b ; 2 9 gy
6zéy+"' 2+c‘:zc7y_r"' 2n—2y+ ..
2(n—2)xz+ ... 2(—2y+ ... B—2YM—3B)W+ a2+ ...

oder entwickelt und nach steigenden Potenzen von 2
und y geordnet:
H=0=4x{n—1)n—2)¢ P+ az?)+yps+ ... .

Daraus folgt:

Satz 1. Die Hessesche Kurve hat in einem Doppel-
punkt der Grundkurve ebenfualls einen Doppelpunki mit
denselben, Tangenien.

Im allgemeinen enthalten die Glieder dritter und
hoherer Ordnung von Hy den Faktor %2 4 x2z? nicht,
deshalb hat man zur Bestimmung der Zahl der Schnitt-
punkte von /= 0 mit Hz = 0 gemiB der auf S. 15 ange-
gebenen Methode:

—damr—1)n—2) [0=F=(P+a2)+qgs+...
1 %0=Hd24ac(n——])(n—E)(y'—‘—}-«zz)+1,u3+

O=H;—4a(n—1)n—2)f
=—4dan—1)n—2)p; +y;+ ... .
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Daraus folgt: Die Zahl der Schnittpunkte von f mit A
in einem Doppelpunkt von f betrigt 2 -3 = 6 oder

Satz 2. Jeder Doppelpunkt esner Kurve erniedrigt die
Zahl ihrer Wendepunkte um 6.

Hat die Grundkurve im Ursprung einen Riickkehr-
punkt, istalso in der vorigen Entwicklung & = 0,80 wird

H=0=—2n—1)©n—2)y2- 02 Qva 4+ .

Daraus folgt:

Satz 3. In einem Riickkehrpunki der Grundkurve
hat die Hessesche Kurve einen dreifuchen Punkt, bestehend
aus einem Riickkehrpunkt mit derselben Tangenie wie die
Grundkurve und einem weiteren durch diesen gehenden
Zweg.

Zur Bestimmung der Zahl der Schnittpunkte von H,
mit / nach der Methode S. 15 bilden wir den Ausdruck

O—H,—l—2(n—1)(n—2) 5

Hieraus folgt: Die Zahl der Schmttpunkte von f mit H,
in einem Riickkehrpunkt von f betrigt 2-4 = 8 oder:

Satz 4. Jeder Riickkehrpunkt erniedrigt die Zahl der
Wendepunkte um 8.

Unter Beriicksichtigung der Sitze (2) und (4) ergibts
sich gemiB dem in § 5 abgeleiteten Satz der

Satz 5. Die Zahi der Wendepunkie einer C, mit d
Doppelpunkien und v Riickkehrpunkien betrdgt

w=3n(n—2)—6d—8r.

Damit haben wir eine weitere Plickersche Formel ge-
wonnen (vgl. § 11).

Hat die Grundkurve im Ursprung einen 7-facher
Punki, d. h. ist ihre Gleichung
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D=1 (;Z-;’/.;Aa)) = @r ('7;’“7;’) w7

+ @i (0, Yot enlz, Y)

s0 wird

SRy . e " Ep(z,0)
é:t‘z_‘ “ee é‘:cr?y—‘ .. ( —7‘) oz -+
For iz S (2, 9) ‘

= rp i A ... (n—7) | =
dzdy ay2 dy
‘%r 3 oy |

(n—1) s T (n—r) —5z t (n—r)(n—r—1) @p (@, ¥)+...

Der Grad der Glieder niederster Ordnung ist
r—2)4+ @ —2)+r=3r—4; also
Satz 6. In einem r-jfachen Punkt der Grundkurve
hat die Hessesche Kurve einen (3r — 4)-fachen Punkt
mit Tangenien, die im allgemeinen verschieden sind von
den Tangenten der Grundlurve f.



2. Abschnitt.

Das Dualitétsprinzip in der analytischen Geo-
metrie der Ebene.

§ 7. Die Pliickerschen Linienkoordinaten.
1. Einfiihrung der Linienkoordinaten.

Das Dualititsprinzip*) stellt Punkt und Gerade als
gleichberechtigte Elemente einander gegeniiber. Den
Descartesschen Punktkoordinaten, bei denen der Punkt
die Grundlage des Koordinatensystems bildet, entsprechen
dualistisch die Pliickerschen Linienkoordinaten mit der
Geraden als Grundlage.

Aus der allgemeinen Gleichung der Geraden
@) Az +By+C=0
folgt durch Division mit dem Absolutglied C, d. h. dem
weder = noch y enthaltenden Glied

Ax—I—B +F1=0
Gy G?/T - bl

oder, wenn gesetzt wird

A B
(2) E=u7 azvr
(3) uxr+vy+1=0.

*) Uber die historische Entwicklung des Dualititsprinzips
vgl. Beutel, Alg. K. I, S. 13.
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Die Grofien w und v entsprechen der Geraden
Az + By -+ O0=10

umkehrbar eindeutig und heiBien nach Pliicker die Koor-
dipaten der Geraden Az -+ By + C=10 oder kurz
s> Linienkoordinaten‘, Wie bei den Punktkoordinaten ein
Punkt kurzerhand mit (z, y) bezeichnet wird, so heiBen
wir die Gerade (3) kurz die Gerade (x, ).

Als Achsenabschnitte der Geraden (3) erhalten wir

auf der z-Achse (mit y = 0): p = _71; = __.(’1 ;
(4 p
auf der y-Achse (mit x = 0): ¢ = —.% = _.%

Somit haben wir als geometrische Deutung der Linien-
koordinaten: IDhe Koordinaten einer Geraden sind die
negativen, rexiproken Werte ihrer Achsenabschnitte.

2. Aligemeine Gleichung in 2 und ».
Jede Gleichung in Linienkoordinaten
(5) ‘P(u77") =0,
wo @ eine stetige Funktion von « und v ist, stellt wegen
der Willkiirlichkeit einer der beiden Verinderlichen eine
ool Schar stetig aufeinander folgender Geraden dar, also

eine Kurve als Umbiidlungsgebilde einer verinderlichen Ge-
raden.

3. Gleichung in Achsenabschnitten.
Da gemiB der Substitution

1 1 1 i
4: T i = e _= —— = ——
@) p=—1, ¢ 5 bzv. u ; -
die GroBen % und v die negativen, reziproken Achsen-
abschnitte der die Kurve umbhiillenden Tangenten .sind,
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so laBt sich durch diese Substitution die Gleichung (5)
auf die Form bringen

1 1 :
(p(—_—?’ “?)=0 oder W(P,q)=0-'

Diese Gleichung ist zur fangentenweisen Berechnung
der Kurve besonders geeignet. Zugleich ist ersichtlich,
daB bei Anwendung von Linienkoordinaten die Aufgabe:
»die Umhiillungskurve einer nach einem bestimmten Ge-
setz sich bewegenden Geraden zu finden®, rein algebra-
ischer Natur ist; fiir Punktkoordinaten ist dies eine
Aufgabe der Differentialrechnung.

4. Gleichung des Punkts.

Die einfachste Gleichung in Linienkoordinaten ist
eine in # und % lineare Gleichung, etwa in der Form

B

au -+ fv-+y=0, oder, wenn %=a, ?=b ge-
setzt wird
(6) au+bv-+1=0.

Die Gleichung einer beliebigen Geraden (u, v),

welche (6) befriedigt, ist nach (3) in Punktkoordinaten
i ur +vy+1=0.

Diese Gerade geht aber gemiB (6) durch den Punkt
(a, b). Somit stellt die Gleichung au +bv-+1=0
alle Gerade, welche durch den Punkt (z, b) gehen, also
den Punkt (@, b) dar und heiBt Gleichung des Punkis
a,bd).

“ ]%ie in % und v lineare Gleichung x u+gov4y=0

stellt den Punkt (ﬁ, ﬁ) dar.
S 4

FaBt man in der Gleichung wx -+ vy +1=0
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Linien
Punkt
den Punkt (z, ¥) . .
die Gerade (u, 1')} dang oders

Die Gleichung wx + vy +1 =0 ist die Bedingung
fiir die vereinigte Lage des Punktes (x, y) und der Ge-
raden (u, v).

w und ©

} als veriinderliche
z und y

} koordinaten auf,

so stellt die Gleichung

5. Duale Gegeniiberstellung von Gérade und Punkt, von
Punkt- und Tangentenkurve.
Ayf Grund der eben gemachten Darlegungen kénnen
wir folgende Gebilde als einander dualistisch entsprechend
gegeniiberstellen:

der Geraden den Punkt

|

G=ax+py+y=0 | P=au-t+bdbv+c=0;
dem Schnittpunkt zweier | die Verbindungslinie zweier
Geraden Punkte
G15a1x+ﬂ1y+;'1=0} | PA=aqu+ blv—ﬁ—cl=0}.
Go=0a 2+ Poyy+7,=0 Py =a,u—+byv+c=0
der Bedingung, daB drei | die Bedingung, daB drei
Gerade G; =0, G, =0, ' Punkte P, =0, P, =0,
G; =0 durch einen Punkt | P; = 0 auf einer Geraden

gehen, . legen,
"9‘151)"1‘1 | §a1b1c13
% Peye =10 1 o By g | =10 .
z 1 !
&3 Bs 73 | : lag by g
Das simultane System | Das simultane System
{fn(‘z7 ?/)=0} ! {q’u(ua'u)=0}
G=10) - ‘ P=20

stellt die » Schnittpunkte | stellt die » Tangenten vom
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der Geraden G mit der | Punkt P an die Kurve g,
Kurve f;, dar; f,, (%, ) == 0 | dar; g, (%, v) =0 ist also
ist also die Gleichung einer | die Gleichung einer Kurve

Kurve nter Ordnung. . nter Klasse.
Durch das simultane | Durch das simultane
System ’ System
{fm(xv ?/)=0} s {‘Pm(u7'v)=o}‘
In (z, ?J)=O [ 'tp,‘(u,ﬂ)=0

sind m.n Punkte in der | sind m.n Gerade in der
Ebene dargestellt als ge- - Ebene dargestellt als ge-
meinsame Punkte der bei- | meinsame Tangenten der
den Kurven mter und nter | beiden Kurven mter und

Ordoung f;, und g, . | nter Klasse ¢, und y,.
Jede Kurve 138t sich ¢n doppelier Weise auffassen:
entweder oder

als Inbegriff von oo! vielen, | als Inbegriff von ool vielen,
stetig aufeinanderfolgenden | stetig aufeinanderfolgenden
Punkten: Punki- oder Ord- | Geraden: Tangenien- oder
nungskurve Klassenkurve.

Die Ordnungszahl ist aber von der Klassenzahl im
allgemeinen verschieden. '

Der Ordnung einer Kurve wird so die Klasse als
gleichberechtigtes Element gegeniibergestellt, und zugleich
haben wir fiir den in § 3 entwickelten Begriff der Klasse
eine neue Grundlage gefunden.

Diese beiden Auffassungen lassen sich nach Plicker
in folgender Weise vereinigen:

Eine ebene Kurve [ enistehi, wenn auf einer Ge-
raden t ein Punkt P stetig fortriicki, wihrend die Ge-
rade t gleichzeitig sich stetig wm diesen Punki drehi.

Beutel, Algebraische Kurven IL 3
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6. Homogene Koordinaten.
Wie bei Punktkoordinaten, so lassen sich auch bei
Linienkoordinaten homogene Koordinaten einfiihren.
Der Geraden oz + Sy + y w = 0 mit den homo-

genen Koordinaten &A,M ﬁ’r’;; oder den gewdhnlichen Koor-
dinaten = ; E entspricht der Punkt au + b2 +¢c6=0
mit den yhon}l,ogenen Koordinaten a, B :79 oder den ge-
% s —Z— . Wie die oo ferne Gerade
durch w=0, so ist der Nullpunkt durch =0 dargestelit.

wohnlichen Koordinaten

§ 8. Spezielle Dualitit in der Ebene.

Stellen wir der Geraden | den Punkt
(*) G=azx+by+cw=0 3 () P=au-+bvtcHd=0
gegeniiber, so wird dadurch eine ein-eindeutige Beziehung
zwischen den Punkten und Geraden der Ebene hergestellt.
G ist nichts anderes als die Polare des Punktes P [mit
den Punktkoordinaten (a, )] in bezug auf den imaginiiren
Kreis 22 + y2 4+ 1 = 0 oder, in der Form

—azx—by—1=20
geschrieben, die Polare des Punktes (—a, —&) in bezug
auf den reellen Kreis 22 4 42 —1 = 0. Wir haben also den

Satz: Die xum Punki P(a, b) in diesem spexiellen
Sinn dualistische, auch polarrexiprok genannie Gerade p
ist die Polare des Punkies P’ (—a, —b) in bexug auf den
Kreis 22 + y? — 1= 0 (s. Fig. 7).

Damit 148t sich zu jeder (z, y)- oder Ordnungskurve
die speziell dualistische, polarreziproke (, v)- oder Klassen-
kurve als Umbillungsgebilde konstruieren.

Mit dieser Dualitit lassen sich aus bekannten Sitzen
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o

in Punktkoordinaten entsprechende in Linienkoordinaten

gewinnen.

Aus den beiden Gleichungen (*) und (+*) folgt:

Den drei Kardinalgeraden
=0 oder i -Achse

| (he drei Kardinalpunkte
| =0 oder oo ferner Punkt

=
q) r—t
= g der z-Achse
y=0 oder z-Achse| 5 )
50 o 56 Taine §§ v=0 oder oo ferner Punkt
Gerade | © 2 der y-Achse
@~ | =0 oder Nullpunkt.
Jir
a,~47
@x
P
Y
Fig. 7.
Die drei simultanen Sy- Die drei simultanen Sy-
steme steme
@,y = 0} IACE 7’) 0} Fu(u, v)=0}
z =0 I | =0 = OJ
ful@, 5) =0 Ao 9’_0}
| stellen die 7 Tangenten an
fa@;y, @) = g} | die Kurve von den drei
o =

stellen die 7 Schnittpunkte
der Kurve mit den. drei
Kardinalgeraden dar.

Kardinalpunkten aus dar,

" d.h. die horizontalen, verti-
kalen und Nullpunktstan-
| genten. 3*
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In unserer speziellen Dualitiit entsprechen sich fern
Asymptoten, d.h. Tangenten = Berithrungspunkte auf (
in oo fernem Beriihrungs- = raden durch den Nullpw

punkt. (Kurvenpunkte auf Nt
| punkistangenten).
Daraus folgt weiter:
Das simultane System | Das simultane Syst
Gle: g}WZJ)_o on (0, v, 6)=01
T_of | '
dw

Liefert die Berithrunyspunkie | | liefert die Asymptoten ¢
der Nullpunkistangenten der Kurve nter Klasse ¢ =
Kurve nter Ordnung f=0 .

§ 9. Ubergang von Punktkoordinaten zu Linie
koordinaten und umgekebrt.

Zu einer Kurve im Pliickerschen Sinn (vgl. S.33)
héren zwei Gleichungen, eine in Punkt- und eine in Lini
koordinaten. Ist die Kurve als Ordnungskurve durch ei
Gleichung in Punktkoordinaten gegeben, so erscheint
hiufig winschenswert, daraus ihre Gleichung als Klasse
kurve in Linienkoordinaten abzuleiten und umgekehrt.

Wir machen zunsichst den Ubergang von Punki-
Linienkoordinaten, suchen also die Gleichung, welcher «
Koordinaten (u, ) einer beliebigen Tangente der O1
nungskurve f(z, y) = 0 geniigen.

Fir die Ordnungskurve f(z, y) = 0, homogen

[@,y, @)=0
lantet die Gleichung der Tangente im Punkt (.:z:1 3 ?/1 5
8r , . 9l of

G.l‘ -+ CJ y+ew1w=0.
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Hieraus ergeben sich durch Identifizierung mit
Gleichung
1) ux+evy+O6w=20
unter Weglassung der Indizes mit w =1 und ¢
die beiden Systeme von Gleichungen

of of
O =5s " =5z
of o 2

(2a) Qv:?y— bzw. ov _0_y_ ¢
o=£—’-p— o=—f—
S dw = cw
f,y)y=0, uxt+oy+1=0 |

Die gesuchte u, v- Gleichung der gegebenen Ordnu
kurve erhalten wir dann durch Elimination von x,
aus dem System (2a), bxw. (2b). Die Elimination der
GroBen z, y, o kann zuweilen recht schwierig wer
wihrend zwei, z. B. y und g, sich relativ leicht el
nieren lassen. Dann erhilt man die Gleichung der Kx
in Parameterform

%= @ (x) ; p=_i=____1__l
;  hieraus Z{ tpl(x)
—_— q=-;=—;—(5)—j

zur punktweisen Berechnung der Kurventangente s
Bertihrungspunkt fiir jedes willkiirlich angenommene
Der Ubergang von Linienkoordinaten auf Punktkoo:
naten wird auf Grund ganz Zhnlicher Uberlegungen
werkstelligt.
Aus der gegebenen Gleichung der Klassenkurve

P, )=0 -
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oder homogen ¢ GT{T\B’S = 0 folgt fiir die Gleichung des
Beriihrungspunkts der Tangente (w, v, 0)
d
(P o + v + a(p 6=20.
Durch Ident1ﬁz1erung dieser Gleichung mit

wux+ovy+60=0
erhalten wir die beiden Systeme von (leichungen

do do
0T =7y 0T =Gy
_dgp _ 99
(32) Y = s  bzw. Y =7, }. (3h)
dp dg
°=%q e=36
p,v)=0 uztvy+1=0

Eliminieren wir heraus die Grifen u, v, o , so er-

halten wir die gesuchle (x, y)- Gleichung der gegebenen
Klassenkurve.

Die Schwierigkeiten, welche die Elimination mit sich
bringen kann, lassen sich zuweilen auf folgende Weise
zum Teil umgehen.

Ist (1) vz + vy +1-w = 0 eine beliebige Gerade,
80 ergeben sich deren Schnittpunkte mit der Kurve
@, y, w) =0 aus dem System

(3 f,y, 0)=0
' uzr+vy+1l-w=0.

Soll nun die Gerade (1) Tangente der Kurve sein,
so muB die Eliminante des Systems (3) z. B. in z eine
Doppelwurzel haben. Da man zur Bestimmung der Schnitt-
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punkte einer Geraden mit einer Kurve sowohl z, als y,
als o eliminjeren kann, so gilt der dreifache
Satz. Eliminiert man aus dem System

f(zly7w)=0

ur+ovy4+w=20
so dafi die Resultanie die Gleichung hat

} entweder x oder y oder w,

Py, w)=0
"/)(wi)=0 ?

2@, =0
so erhalten wir die w, v-Gleichung der Kurve
f m7 w) =0
durch Bildung der Diskriminante der Funktion
oy, o)

v, o),

2z, ¥)

also durch Elimination von
2

Y aus O—¢=O und 6¢p=0

dy L

- o x
T,y aus 8m=0 und 6y=0

1. Beigpiel. TFiir die Kurve dritter Ordnung
@, Y, )=+ —z0*=0
soll die Gleichung in Linienkoordinaten aufgestellt werden.
Eliminiert man aus der gegebenen Gleichung
2+ yPt—zx =0
und aus um+vy+1-m=0}
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die GroBe @, so kommt nach leichter Umformung
1=2x*(1—w)—2uv*y—vizy* + y3=0..
Aus

01 _ o 2) 2 1 1® y®
6m—-3(1 uhal—duvry—*y =0
9 _ 2 2 22 —
- Juvx 2v*xy + 3y*=0

erhalten wir (o ist Proportionalititsfaktor)
ox?=—2v(6u+ 2%
oxry=2uv®+9u*—9
ey =—20"(u'+3).
Hieraus ergibt sich, da (oxy)*=p«2- o 4* ist, als ge-
suchte Gleichung
Quvd +9u—9)2=4*(6u + v (u® + 3)
oder nach einiger Umformung
4w —v*—9u) + 27T (w® —1)*=0.
Die gegebene Kurve dritter Ordnung ist also von der
sechsten Klasse, in Ubereinstimmung mit der ersten Pliicker-

schen Formel

k=n(n—1)—2d—3r,
da in unserem Fall n =3, d=0, r=0 ist, was eine ein-
fache Diskussion der Kurve sofort darlegt.

2. Beispiel. Die Kurve dritter Ordnung 3 + 22 —y*=0
hat im Ursprung einen Doppelpunkt mit den beiden Medianen
xz+y=0 als Tangenten. Gem&aB der eben erwihnten For-
mel (d=1) wird ibre Klasse k=3-2—2=24. Dies be-
stdtigt uns folgende Rechnung. Aus

2+ @ —y)eo=0
und “ux+oy+1l-0=0
folgt durch Elimination von w die Gleichung
1= w—) 4o’y —uxy’—vyt=0.
Aus dgn beiden Gleichungen
ox — 1) 2® S
P Su—Da?+ 2vxy—uy*=0
O ot ry— Syt
Ty v’ —2uxy—3vy =0
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ergibt sich :
puxt=—2 (u®+ 3%
oxy=v8u—9)
oyP=—2B8u++v*—3u).

Damit kommt als gesuchte Gleichung

v (8u—9)>=4w?+ 3v%)(3u’+ v —3u)

oder 4(uP—v?)>=4ut—36uv?+ 272%,
also eine Kurve vierter Klasse.

3. Belsplel. Die Kurve dritter Ordnung (Riickkehrparabel)
f (a:, y) =y*— x* =0 hat im Ursprung einen Riickkehrpunkt
mit y =0 als Riickkehrtangente. Fiir ihre Klasse erhalten
wir daher aus der ersten Pliickerschen Formel mit = 1

k=3.2—38=3,
was durch folgende Rechnung bestdtigt wird. Aus
Y=o oder y=ua'h)
und wx +oy+1=0/
folgt durch Elimination von =
I1=ux+ovx+1=0.
Hieraus

%:u—ﬁ-%vmﬂ’a:(} .

Die Elimination von z aus den belden letzten Gleichungen
liefert
4
g L oy — y
pw, )=v +27'u 0 oder v 57 %

eine Kurve dritter Klasse. Aus der Form von ¢ ist ersicht-
lich, daB die Kurvengleichung in Punktkoordinaten bis auf
einen konstanten Faktor identisch ist mit der Grlelchnng der
Kurve in Linienkoordinaten.

§ 10. Singularititen bei Ordmmgs- und
Klassenkurven.

Wie wir in § 7 gesehen haben, 148t sich ’jede Kurve
in doppelter Weise auffassen: entweder als geometrischien
Ort eines sich bewegenden Punkts (Punktgebilde, Ord-
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nungskurve) oder einer sich bewegenden Geraden (Tan-
gentengebilde, Klassenkurve). Wahrend nun Ordnungs-
und Klassenzahl allgemeine Eigenschaften einer Kurve
sind und jeder Kurve zukommen, hat eine Kurve nur dann
singulire Eigenschajften, wenn zwischen den Koeffizienten
ihrer Gleichung bestimmte Relationen vorhanden sind..

Als Singularititen im weiteren Sinn bezeichnet man
vielfache Punkte und vielfache Tangenien, Stillstands- oder
stationdre Punkie und Stillstands- oder siationdre Ton-
yenten.

Die einfachsten Fille dieser Punkte und Tangenten
sind die elementaren Singularititen und zwar

1. der Doppelpunikt, 3. die Doppeltangente,
2. der Wendepunlt, 4. die Riickkehrtangente.
Doppelpunkt bzw. Doppeltangente konnen reell oder
isoliert sein; wir haben also im ganzen sechs elementare
Singularititen. Alle {ibrigen Singularititen werden hihere
Stngularititen genannt. Das Singulire oder Besondere
an diesen Punkten und Tangenten besteht darin, daB sie
entweder dieselbe Lage wiederholt einnehmen (Doppel-
punkt und Doppeltangente) oder da8 in ihrer Bewegungs-
richtung ein momenianer Stillsiand einiriti (Wendepunkt
und Rickkehrtangente).
Je nachdem wir eine Kurve betrachten als
Punktgebilde (Ordnungskurve)
oder als
Tangentengebilde (Klassenkurve),
erhalten wir folgende dualistische Gegeniiberstellungen:

Der Doppelpunk ist ein | Die Doppeltangente ist
Kurvenpunkt, der zwei ver- | eine Kurventangente, die
schiedenen Kurvenzweigen | zwei verschiedenen Kurven-

gemeinsam ist, oder ein | zweigengemeinsam ist, oder
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Kurvenpunkt, in dem zwei | eine Kurventangente, auf
verschiedene  Tangenten | der zwei verschiedene Be-

vorhanden sind. rihrungspunkte liegen.
Sind die beiden Tan- Sind die beiden Beriih-
genten _ rungspunkte
reell reell
imaginir konjugiert |’ imaginir konjugiert}’
so erhalten wir einen so erhalten wir eine
gewthnlichen | Doppel- gewdhnliche | Doppel-
isolierten } punkt. isolierte } tangente.

DIy

DIy 2. 4rt \

Fig. 8.

Den isolierten Punkt kdnnen wir als unendlich kleines
Oval oder als unendlich kleine Ellipse mit bestimmter
Achsenrichtung betrachten; denn jede durch ihn gehende
Gerade bat mit jhm zwei Schnittpunkte gemein.

Jenachdem die Beriihrungspunkte einer Doppeltangente
auf demselben Kurvenzug liegen, bzw. beide imaginir
konjugiert sind oder auf zwei verschiedenen Kurvenziigen
liegen, unterscheidet man nach Zeuthen *) Doppeltangenien
erster Art und Doppeliangenien xweiler Art (Fig. 8). So
hat z. B. die Kurve vierter Ordnung (b) der Fig. 31 vier

*) Zeuthen, ,Sur les différentes formes des courbes planes
du 4iéme ordre”, Math. Annalen, Band 7, S. 410—432.
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Doppeltangenten erster Art und 24 Doppeltangenten
zweiter Art.

Kurvenziige ohne reelle Doppeltangenten nennt Zeu-
then Owale; Kurvenziige mit 1, 2, 3 oder 4 Doppel-
tangenten erster Art nennt er Unifolia, Bi-, Tri- oder
Quadrifolia (vgl. S. 93).

‘Wie aus Fig. 8 ersichtlich, bedingt jede Doppeltangente
erster Art das Auftreten von zwei Wendepunkten. So ist
z. B. der reelle Kurvenzug der Fig. 9a ein Quadrifolium
und hat deshalb 4 -2 = 8 Wendepunkte. Dagegen be-
steht z. B. die Kurve (22 —4)24 (y2 — 2)2=1 aus
vier Ovalen.

Die dualistische Gegeniiberstellung von Wendepunkt
und Riickkehrtangente liefert uns das weitere Ergebnis:

Der Wendepunki ist ein | Die Riickkehriangente
Kurvenpunkt, in dem sich | ist eine Kurventangente, in
der Drehungssinn einer sich | dersich dieFortschreitungs-
bewegenden  Kurventan- | richtungeinessichbewegen-
gente dndert. den Kurvenpunkts &ndert.

Vom dualistischen Standpunkt aus sind Wendepunkt
und Doppeltangente bei Ordnungskurven gewdhn-
liche*) Vorkommnisse, bei Klassenkurven Singu-
larititen im eigentlichen Sinn; ebenso sind Riickkehr-
tangente und Doppelpunkt bei Ordnungskurven
eigentliche Singularititen, bei Klassenkurven
gewdhnliche Vorkommnisse (vgl. hiezu die Fig. 9
bis 11).

Bei der speziellen Dualitdt in § 8 entsprechen sich
der Nullpunkt und die unendlich ferne Gerade. Nun haben
die binomischen Kurven von der Form y* = zf (8 > «)

¥} d.-h. aunch wenn zwischen den Koeffizienten der
Kurvengleichiung keine Relationen bestehen.
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ihre simtlichen singuldren Punkte im Ursprung und im
unendlich fernen Punkt der y-Achse (zx =0, w = 0).
Wie eine einfache Rechnung analog der auf S. 41 aus-
gefithrten zeigt, hat die Kurve mit der Gleichung y* — 2#
in Punktkoordinaten die Gleichung

(- v

oder v* = konst. #f in Linienkoordinaten.

Zur Untersuchung der Liniensingularititen konnen
wir uns also auf die in Alg. K. I § 6 gefundenen Er-
gebnisse stlitzen: Die Liniensingularitit der KXurve
v* = uf im Ursprung entspricht der Punktsingularitit
der Kurve y* = 2f auf der unendlich fernen Geraden
und umgekehrt: die speziell dualistischen Kurven

y*=2f ud v* =uf
sind also Kurven vom selben Typus.

Durch Vergleichung der beiden speziell dualistischen
Parabeln dritten Grads
1) yw?=2> und vO2=ud. (2)
folgt: Dem Ursprung (z = 0, y = 0), der fiir die Ordt
nungskurve (1) Wendepunktist (Symbol [y, 23]), entsprich-
die unendlich ferne Gerade (¥ =0, v = 0), (Symbol
[v, #3]) . Diese aber ist, wie wir aus (1) entnehmen
diirfen — die beiden Gleichungen (1) und (2) stellen ja
denselben Kurventypus dar — Riickkehrtangente der
Kurve (2) (Symbol [w?, z8]) . Ferner entspricht der unend-
lich fernen Geraden w = 0, die fiir (1) Rickkehrtangente
ist, der Nullpunkt in (2) (Symbol [62, ©3]) . Dieser ist
aber ein Wendepunkt, wie wir eben gesehen haben. ‘Wir
haben also wieder folgende duale Gegeniiberstellung:

‘Wendepunkt Riickkehrtangente
Rickkehrpunkt ‘Wendetangente.
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Genau dasselbe wiirde sich aus den beiden Kurven
o= und v20=ud
ergeben.
Durch Ausdehnung dieser SchluBweise auf die in

Alg. K. L. § 6 behandelten binomischen Kurven erhalten
wir folgende dualistische Gegeniiberstellung:

Punktkoordinaten Linienkoordinaten

* z
Symbol |  Singularitit Symbol |  Singularitit
in [z.y] | in [u,9] |
1, 2] | Ovalpunkt | [1, 2] | Ovaltangente
{1, 3] | Wendepunkt {1, 8] | Riickkehrtangente
[2, 3] | Riickkehrpunkt [2, 8] | Wendetangente
[2, 2] | Doppelpunkt {2, 2] | Doppeltangente
[1, 4] | Flachpunkt {1, 4] ' Spitztangente
[2, 4] | Selbstberihrungs- | [2, 4] | Selbstberiihrungs-

punkt ! tangente
[3, 4] | Spitzpunkt 3., 4] Flachtangente
[3, 8] | dreifacher Punkt {3, 8] @ dreifache Tangente
usW. | usw.

Zur Erlguterung des dualistischen Entsprechens von
Ordnungs- und Klassenkurven sollen die Fig. 9, 10 und
11 dienen, in welchen duale Kurvenelemente durch gleiche
Ziffern gekennzeichnet sind. Um die Klassenkurven zv
diskutieren, kann man die von Reuschle (vgl. Alg.
K. L S. 15, Anm.) ersonnene Methode anwenden — auf
die niher einzugehen uns leider der Mangel an Raum
verbietet — oder die Kurven tangentenweise aufzeichnen.
Zu diesem Zweck empfiehlt es sich, die gegebene Kurven-
gleichung (in % und %) in die Gleichung in Achsen-
abschnitten mittels der Substitution
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iiberzufiithren und aus letzterer Gleichung die Kurve tan-
gentenweise zu berechnen.
Fig. 9a stellt die Kurve vierter Ordnung
syt = 2P g2

oder

2412\ 14y2), 1472
(x2+z/2——T2L) =2(zz~%1,,__)(y2_ £12)

dar. Diese hat vier Doppeltangenten erster Art

1/1 —;ﬁ ."/=:'1/1+]/§ .

l<

z =

l

2

—

Fig. 9a. Fig. 9b.

acht reelle Wendepunkte und den Ursprung als isolierten
(Selbstberiihrungs-)Punkt.

Fig. 9D stellt die speziell dualistische Kurve vierter
Klasse

wt oot =? 02

dar mit vier Doppelpunkten, acht Riickkehrtangenten und
der unendlich fernen Geraden als isolierter Doppel-
tangente®).

*) Die Klassenkurve Fig. 9b besteht aus vier ,Steig-
biigeln™. Solche Steightigel, bestehend aus einem Kurvenzug
mit einem Doppel- und zwei Riickkehrpunkten, kommen bei
Kurven vierter Klasse hiufig vor.
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nung (Fig. 10a)

B+ y2—z=0
hatdreireelle Wendepunkte,
von denen einer (7) die un-
endlich ferne Gerade als
Wendetangente hat, und
ein durch den Nullpunkt
gehendes Oval (1234).

i
.
.
\ .
;
!
.
I3
i
U
\

Fig. 10 2.

Die Kurve dritter Ord-
nung (Fig. 11a)
28— L y2 —1 =0
hat drei reelleWendepunkte,
von denen einer (1) w =0.

Das Dualitatsprinzip in der anal. Geometrie der Ebene.
Die Kurve dritter Ord- |

Die Kurve dritter Klasse
| (Fig. 10b)

‘ v —u=20

| hat drei reelle Rickkehr-
tangenten, von denen eine(7)
den Ursprung als Riickkehr-
punkt hat und ein die un-
endlich ferne Gerade be-
| rithrendes Oval (1234).

=/

+y
o 7
Fig. 10b.
Die Kurve dritter Klasse
- (Fig. 11b)

b — w22 —1=20

" hat drei reelle Riickkehr-

tangenten, von denen eine
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als Tangente hat, und be- j den Nullpunkt als Be-
sitzt zwei Tangenten durch | , ribrungspunkt hat, und be-
den Nullpunkt. | sitzt zwei Kurvenpunkte
auf der umendlich fernen
| Geraden, also zwei Asym-
| ptoten.

Fig.11b,

§ 11. Pliickersche Formeln.

Bezeichnet fir eine Kurve = die Ordnung, k die
HKlasse, w die Zahl der Wendepunkte, r die Zahl der
Riickkehrpunkte, d die Zahl der Doppelpunkte und ¢ die
der Doppeltangenten , so ist zunichst nach Satz 5 der §§ 4
und 6, wenn sonst keine Singularitéiten vorhanden sind,
1) c=nn—1)—2d—3r,

2 w=3n(n—2)—6d—87r.
Aus diesen beiden von Pliicker zuerst aufgestellten

Formeln ergeben sich durch dualistische Ubertragung so-
fort die weiteren Formeln

Beutel, Algebraische Kurven IL 4
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(3) n=kk—1)—2{—3w,
(4) r=3kk—2)—6{—8w.

Von diesen vier Gleichungen sind nur drei von-
einander unabhingig; Gleichung (4) erhilt man ndmlich
durch Multiplikation der drei ersten Gleichungen mit
bzw. 3, —1, 3 und Addition derselben.

Durch Elimipation lassen sich aus ihmnen weitere
Formeln erhalten. Eliminiert man d aus (1) und (2), so
ergibt sich

(5) r—w=3n—Fk. .
Durch Elimination von w und r aus (2), (3) und (4) kommt
(6) 2@—d)=Fk—n)k+n—09).

Diese sechs Gleichungen heiBen Pliickersche Formeln;
in jhnen wird zwischen reellen und imaginiren Singu-
larititen kein Unterschied gemacht.

§ 12. Geschlecht; rationale Kurven.

Clebsch und Gordan haben in ihrer Theorie der
Abelschen Funktionen eine neue fir jede Kurve charak-
teristische GrdBe eingefiihrt, das Geschlechi.

GemiB Satz (3) von § 4 ist ein r-facher Punkt &qui-
rir—1)
2
einen (n — 1)fachen Punkt besitzt, so kann sie hichstens

1 (rn — 1)(n — 2) Doppelpunkie haben.

So hat eine (; hochstens 1, eine O, hochstens
3 Doppelpunkte (vgl. S. 91).

Man bezeichnet nun als Geschlecht p oder nach Cayley
Defekt (deficiency) den Uberschu8 der moglichen Doppel-
punkte einer C, tiber die wirklich vorhandene Anzahl
derselben, setzt also

p=}n—-1n—2)—d—r.

valent Doppelpunkten. Da eine C, hiochstens
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Um p in den brigen GriBen auszudriicken, welche
in den Plickerschen Formeln vorkommen, verfahren wir
folgendermaBen. Durch Subtraktion der Gleichungen (1)
und (3) des § 11 ergibt sich

n?—2=2d—4)+30Fr—w).

Nun kbnnen wir mit Benfitzung der Gleichungen (5)
und (6) des § 11 schreiben:

tr—1)n—-2)—+(E—-1)(k—2)

=3 —B—3n—Hl=d—9)+(r—uw,
woraus
tn—1)(n—2)—d—r=3(k—1)k—2)—t—w=p .

Hieraus ersehen wir, daB jede Kurve mit ihrer speziell
dualistischen (oder reziproken) Kurve vom selben Ge-
schlecht ist. Mit dieser Gleichung und den Formeln (1)
und (3) von § 11 findet man das Gleichungssystem:

n(n—3)—2(d+1)

1 k(k— 38) — 2(t + w)

i nt+w—2%

(k4r—2n,

aus welchem leicht umgekehrt die sechs Pliickerschen

Formeln des § 11 abgeleitet werden kdnnen.
Besonderes Interesse bieten diejenigen Kurven, deren

Geschlecht p— 0 ist, die also die Hochstzahl (i‘:i)_z(l‘:_?l

von Doppelpunkten besitzen.
Es 1a8t sich zeigen*), daB die Koordinaten jedes
Punktes einer solchen Kurve als rationale Funktionen

*) Vgl. Wieleitner, Algebr. Kurven, S. 7T1f.

2(p—1)=

4#
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eines Parameters 4 darstellbar sind. Man nennt deshalb
diese Kurven rationale Kurven.

So ergibt sich z B. fiir eine C; mit Doppelpunkt im
Ursprung, d. h. fiir eine rationale C; die rationale Para-
meterdarstellung, wenn man durch den Doppelpunkt ein
Geradenbiischel ¥y = A= legt und aus dieser Gleichung
und derjenigen der C; die eine Verdnderliche eliminiert.
Fiir das Descartessche Blatt z. B.

z? - y>=23azy
erhilt man mit
=iz

die Parameterdarstellung

_ 38ai

=izm

l _ 8ai?
=iiz

Alle C,, die einen (n — 1)-fachen Punkt besitzen,
sind rationale Kurven. Liegt der (n — 1)-fache Punkt
im Urspruang, so gibt wieder y = 1= die rationale Para-
meterdarstellung der Kurve.



3. Abschnitt.
Hohere Singularititen.
§ 13. Begriff der hoheren Singularitit.

‘Wie wir schon in § 10 angemerkt haben, verstehen
wir unter hoheren Singularititen alle singuliren Punkte
und Tangenten, die keine Doppelpunkte. Wendepunkte,
Doppeltangenten oder Riickkehrtangenten sind.

Cayley hat zuerst gezeigt, daB jede hokere Singulari-
tdt in bestimmier eindeuiiger Weise einer gewissen Anzahl
elementarer Singulariidten dquivalent ist.

Hohere Singularititen kommen erst bei Kurven vier-
ter Ordoung vor, bei denen ja auch die Doppeltangente
erstmals auftritt. Da eine solche mit der Kurve minde-
stens vier Schnittpunkte haben muB, so ist ohne weiteres
ersichtlich, daB bei den Kurven dritter Ordnung Doppel-
tangenten nicht vorkommen kdnnen. Die bei den C,
moglichen Arten von hoheren Singularititen finden sich
in § 19 zusammengestellt.

Nach Cayley lassen sich die hoheren Singularititen
in vier Hauptarten einteilen, die durch folgende symbo-
lische Ausdriicke bezeichnet werden konnen:

1. Ein Punki, eine Tangente, ein Znweig.

Beispiele: Flachpunkt, Wendeflachpunkt.

2. Ein Punki, eine Tangente, mehrere Zweige.

Beispiele: Selbstberithrungspunkt, Schnabelspitze, Riick-
kehrflachpunkt.
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3. Ein Punkt, mehrere Tangenten, mehrere Zweige.

Beispiele: Dreifacher Punkt, n-facher Punkt.

4. Mehrere Punkte, eine Tangente, mehrere Zuweige.

Beispiele: Dreifache Tangente, #-fache Tangente.

a) Die Kurve (y*—4)+ a®(@*—3)°=0 (Fig. 12) hat
die Geraden y+2=0 als dreifache Tangenten, deren drei

Y+2-0
i'_‘ s
|
|
y-2-0
Y
Fig. 12

Berithrungspunkte im Schnitt mit den Geraden =0,
x==¥3 legen.
b) Die Kurve (x*—2)® + (y*—4)(y*—1)*=0 (Alg.

K. I, S.61ff) hat die Geraden = = T2 ebenfalls als drei-
fache Tangenten.

§ 14. Auflosung der hoheren Singularititen.

Schon bei den binomischen Kurven vierter und héherer
Ordnung treten hahere Singularititen auf. Wollen wir fiir
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eine der dort vorkommenden hoheren Singularitit die
dquivalenten elementaren Singularititen suchen, so kdnnen
wir dies in folgender Weise bewerkstelligen.

‘Wir fihren in der Gleichung der Kurve, deren hdhere
Singularitdt im Ursprung liegen soll, eine oder auch
mehrere kleine, konstante GroBen ¢, &, ... derart ein,
daB fiir &, = & = 0 die neue Kurvengleichung

@, y,¢6,8)=0

die urspriingliche Form f(z, ) = 0 der Kurvengleichung
wieder annimmt und daB die Gleichung f(z, ¥, &, &) =10
eine Kurve darstellt, welche keine hohere Singularitit
mehr besitzt. Diese Kurve nennen wir nach Brill die
penultimate Kurve; in ihr ist die hohere Singularitit in
ihre &quivalenten elementaren Singularititen zerlegt, so
daB diese nicht mehr bei- oder ineinander, sondern neben-
einander liegen. Aus ihr kann die hohere Singularitét
mit & = g = 0 erzeugt werden.

Wie die folgenden Beispiele zeigen, ist in ein-
facheren Fillen ohne weitere Rechnung die Singularitit
auflosbar. Dieses von uns angewandte Verfahren darf
aber nur mit der notigen Vorsicht beniitzt werden, wenn
es nicht zu falschen Schliissen fiihren soll

Eine genaue Methode, die wissenschaftliche Strenge
mit leichter Anwendbarkeit verbindet, hat Brill ange-
geben. Leider verbietet es uns der Raum, auf sie niher
einzugehen, und wir miissen uns deshalb darauf be-
schrinken, den Leser, der sich hieriiber genauer unter-
richten will, auf die in den Math. Annalen, Bd. 16, S. 348ff.
stehende Abhandlung hinzuweisen.

1. Beispiel. Die Kurve (Fig. 13)

y=x(x*—s%) oder y=x*(x—¢j(xr+¢)
hat fiir ¢ = 0 einen Flachpunki. Da diese Kurve, wie
Fig. 13 zeigt, in der Nahe des Ursprungs eine Doppeltangente



56 Hohere Singularititen.

und zwei Wendepunkte besitzt, so ist der Flachpunkt dqui-
valent einer Doppeliangente und zwei Wendepunkten. Durch
dualistische Ubertragung (vgl. S. 46) ergibt sich hierans:
Der Spitzpunkt — z. B. der Ursprung bei der Kurve y*=x* —
ist einem Doppelpunkt und zwei Riickkehrpunkien dquivalent.

2. Beispiel. Fiir & =¢, =0 hat die Kurve (Fig. 14)

y=z @ — @ —e)

einen Wendeflachpunkt. In der Nihe des Ursprungs hat die
Kurve drei Wendepunkte und drei Doppeltangenten, d. h. der

d_an‘*mj;rﬁ" NEY <o

|
|
1
i
1
|
|
!

——
———

Fig. 13. Fig. 14.

Wendeflachpunkt ist dquivalent drei Wendepunkten und drei
Doppeltangenten. Die dualistische Ubertragung ergibt:

Der Riickkehrspitzpunkt — z. B. der Ursprung bei der
Kurve y* = x® — ist dquivalent drei Riickkehrpunkten und
drei Doppelpunkten, oder anders ausgedriickt: )

Der Riickkehrspitzpunkt entsteht durch Zusammenfallen
von drei Riickkehr- und drei Doppelpunkien. ’

8. Beispiel. Bekanntlich bat die Kurve

y=a*ta
im Ursprung eine Schnabelspitze (vgl. Alg. K. 1, S. 66, Fig. 33..
Schreiben wir die Gleichung der Kurve in der Form
(y—:l:“'::x’-ma ,
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so sehen wir, daf im TUrsprung ein Doppelpunkt und ein

Riickkehrpunkt liegt. Wir trennen die in der Gleichung qua-

dratisch auftretende Parabel y — x> =0 in zwei Parabeln
y—x@—2e)ly—Q0~+ g)x (@ —e)] .

Beide Parabeln gehen durch den Ursprung und durch den
r=
Punkt { y 81} . Lassen wir nun durch diesen Punkt die Ge-

rade x =¢, (an Stelle von x = () gehen, so lautet die Glei-
chung der Kurve

6 h—2z@e—glly—0+geE—ea]=2@—s).

T

|
|
‘
|
i
i
1
i

"\

Fig. 15.

In Fig. 15 ist die penultimate Kurve (+) dargestellt mit
e =1cm, & =4 cm ; sie zeigt die Auflosing der Schnabel-
spitze in einen Doppelpunkt, einen Riickkehrpunkt, einen
Wendepunkt und eine Doppeltangente.



4. Abschnitt.
Kurven dritter Ordnung.

§ 15. Die Kurvengleichung.
I. Die aligemeine Gleichung.

Fir die nichtzerfallenden Kurven dritter Ordnung
erhalten wir aus den Pliickerschen Formeln folgende
Tabelle, worin bei den Singularititen zwischen reell und
imagindr kein Unterschied gemacht wird:

n Ic‘wir d |t | p
3 6 9 o o 0 | 1
3 s 3 0o 1 0 0
3 3 @ 1 1 o | o 0

Fir zerfallende C; haben die Pliickerschen Formeln
keine Geltung. Zerfillt eine C; in eine Cs und eine Ge-
rade, so hat die Kurve d = 2 Doppelpunkte. Zerfillt die
C; in drei Gerade, so wird d = 3. Fiir diese Zahl von
Doppelpunkten liefert die Gleichung (2) S.49 mit r=0
eine negative Zah! von Wendepunkten.

Aus der Tabelle ist ersichtlich, daB jede C; minde-
stens einen reellen Wendepunkt hat, da imaginire Wende-
punkte paarweise konjugiert auftreten miissen.

Die allgemeine Gleichung der Kurve dritter Ordnung

(A2*+-B2?y - Cay*+ Dyd) - (Ea2+ Fay + Gy?)
+Hz+Jy) +E=0
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hat 4 + 3 + 2 + 1 = 10 Glieder, also, da mit einem
Koeffizienten, z. B. 4 dividiert werden kann, 10 — 1 =9
unabhingige Koeffizienten*). Hat eine Kurve einen Dop-
pelpunkt, so besteht eine, hat sie einen Riickkehrpunkt,
so bestehen zwei Bedingungsgleichungen zwischen den
Koeffizienten, von denen dann nur noch 8 bzw. 7 unab-
hingilg sind.

Durch neun gegebene Punkte 148t sich im allgemeinen
eine C; legen; denn die neun gegebenen Punkte liefern
ebenso viele lineare Gleichungen (durch Einsetzen ihrer
Werte in die allgemeine Kurvengleichung) zur Bestim-
mung der neun Koeffizienten.

II. Pliickers symbolische Gleichungstormen.

Sind G=0,G,=0,G,=0,G =0 die Gle-
chungen von vier Geraden, und ist 1 ein konstanter Faktor,
so kann nach Pliicker die Gleichung einer Kurve dritter
Ordnung in einer der drei Formen geschrieben werden:

(1) G660 +i16 =0,
@) G606 +162=0,
3) GG 6 +165=0.

Die Gleichung (1) heibt 4symptotengleichung der Cj,
weil & =0, G, =0, G; =0 ibre Asymptoten sind.

*) Allgemein: Die Gleichung einer C, 1iBt sich in der
Form schreiben: :

fu('-ray)E%(x,Z/)'i-% (af,y)—i—gas(m,y)—l— s +<p,.(ac,y)=0 -
Die Zahl ihrer Glieder betrigt also

1
1+24+3+ ... +(n+1)=§(n+1)(n+2)
und die Zahl ihrer unabhéngigen Koeffizienten

1 . _ _n*4+3n  n®m+3
2(n—rl)(n+2) 1= 3 =—3 -
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Dies folgt sofort aus der homogenen Form der Kurven-
gleichung:
(1%) [=6G,G, G +1Gw?=0.

Die Schnittpunkte der drei Asymptoten mit der
Kurve f= 0 liegen auf der Geraden G = 0 ; diese wird
die ,,Begleiterin‘ der unendlich fernen Geraden = 0
genannt. Die Gleichung jeder Kurve dritter Ordnung
mit drei reellen, bzw. einer reellen und zwei imaginir
konjugierten Asymptoten 148t sich folgendermafBien auf
die Form (1) bringen:

Man ermittelt der Reihe nach die Asymptoten &; =0,
Gy, =0, G3 =0, worauf sich durch Koeffizientenverglei-
chung der Ausdriicke fund @, « G, - G5 + 1 G die Form (1)
auf eine einzige Art ergibt.

Auf diese Form der Kurvengleichung, also auf das
Verhalten der Kurve dritter Ordnung im Unendlichen,
speziell hinsichtlich ihrer Asymptoten, griindet Plicker
(System der analytischen Geometrie, 1835) seine Ein-
teilung der C .

Die Gleichung
(2) GGG, +-1G2=0
stellt eine Kurve dritter Ordnung dar mit den Tangenten
G, =0,6G,=0, G, = 0, deren Beriihrungspunkte auf
der Geraden G = 0 liegen. Aus der homogenen Form
(2% GGG +1Gw=0
folgt, daB die Tangenten G; = 0, G, = 0, G; = 0 par-
allel zu den Asymptoten laufen.

Um die Gleichung einer C, in diese Form zu bringen,
bestimmt man die drei Geraden parallel zu den Asym-
ptoten durch den Nullpunkt &' =0, @”"=0, G =0
(vgl. Alg. K. I, S.87). Setzt man nun & =G’ +p,,
Gy=G"+1p,, G3=G"+ p;, so erhilt man durch
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Koeffizientenvergleichung der Ausdriicke f und @, G, G
+ 1@, wo @ =axnz+ fy-+ y, zur Bestimmung der
sieben unbekannten GroBen p,, Py, P3, &, B, ¥, 4
sechs Gleichungen, da G’ G” G gleich dem Aggregat
der vier Glieder dritten Grads der Kurvengleichung ist.
Diese Gleichungen gestatten, sechs der Unbekannten zu
bestimmen; es 4Bt sich also eine C; auf unendlich viele
Arten in die Gleichungsform (2) bringen.
Aus der Gleichung

3) G, 6,6 +165=0

folgt: Die drei Geraden Gy =0, G, =0, G; = 0 sind
Wendetangenten und ihre Berithrungspunkte liegen auf
der Geraden G = 0 oder mit anderen Worten:

Drev Wendepunlkie einer Kurve dritter Ordnung liegen
in einer Geraden.

Dieser Satz 148t sich auch in der Form aussprechen:

Eine Gerade durch zwei Wendepunkie enthdlt noch
einen dritten*).

II. Newtons Normalformen.

Zur Klassifikation der C; hat schon Newton versucht,
die allgemeine Gleichung auf einfachere Formen zuriick-
zufiihren. Newton kam auf folgende wier Hauptformen:

cyPtey=r;@); 2y=r0); V¥=LE); y=54@),
WO L@=ax®t+ba2+cz+d.

*) Mit Riicksicht auf den zur Verfiigung stehenden Raum
miissen wir es uns versagen, auf die Konfiguration der neun
Wendepunkte einer C;, niher einzugehen. Wir verweisen den
Leser, der sich hiertiber eingehender unterrichten will, auf das
Lehrbuch von Wieleitner I, S. 213ff., sowie auf die reichhal-
tigen Literaturangaben in Kohn (L.V. 6), S. 4751
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Unter diesen ist
(1) y¥?=ax®+bz®t+cx+d

die wichtigste. Aus der homogenen Form der Glei-
chung (1) folgt mittels des Prinzips der linearen Kom-
bination sofort, daB die durch (1) dargestellten Kurven
im unendlich fernen Punkt der y-Achse ihren reellen
‘Wendepunkt und die unendlich ferne Gerade zur Wende-
tangente haben. Diese Kurven nannte Newton ,,diver-
gierende Parabeln®, da sie alle als Naherungskurve im
Unendlichen die Rickkehrparabel 2 = a 2% haben, also
wie diese ins Unendliche gehen (vgl. Fig. 20, S. 72).

Wir beweisen den

Satz: Jede Kurve dritter Ordnung 1Bt sich in eine
Kurve projizieren, deren Gleichung lauiet
(1) y?=ax® -+ b2 tcxt+d.

Wir denken uns die Kurve (1) in der z y-Ebene eines
riumlichen rechtwinkligen Koordinatensystems und einen
durch(1)gehenden Kegel mit Spitze S. Diesen Kegel schnei-
den wir mit einer beliebigen Ebene E durch die z-Achse;
die Schnittkurve ist nichts anderes als die Projektion
der Kurve (1) von S aus auf die Ebene E. Der Wende-
punkt von (1) im unendlich fernen Punkt der y-Achse
wird dabei zum Schnittpunkt der durch S zur y- Achse ge-
zogepen Parallelen mit E und die neue Wendetangente geht
parallel der z y-Ebene. Die (zz)-Projektion der Schnitt-
kurve ist wiederum eine Kurve dritter Ordnung, welche
den Schnittpunkt der durch 8 zur y-Achse gezogenen
Parallelen mit der zz-Ebene als Wendepunkt und die
Parallele zur z-Achse durch diesen Punkt zur Wende-
tangente hat.

Jede Kurve dritter Ordnung hat einen reellen Wende-
punkt. Durch Verschiecbung und Drehung des Koor-
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dinatensystems legen wir diesen in den Punkt (0, 1)
der z z-Ebene und die Wendetangente parallel zur z-Achse.
Dann ist die Gleichung der Kurve von der Form
(2) 2¥+(z—1)(422+Bxz+C022+Dzx+Ez+F)=0.
Wir zeigen, daB es zu jeder gegebenen Kurve (2)
eine Ebene E=y —maz —n=0 und einen Punkt
S(x, 8,7)=(0, 8, 1) gibt, so daB S die Projektion
von (2) parallel der y-Achse auf E in eine Kurve (1)
projiziert, womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist.
Das System
) z zx—/.(z—y)} { m=4(z——1)}
0 {y— f=u—nJ ° \y—B=ne—1)
stellt bei verdnderlichem 4 und g das durch den Punkt
(¢, 8, 7), d.h. (0, B, 1) gehende Geradenbiindel dar.
Soll nun eine Gerade (3) die in der Ebene z = 0 liegende
Kurve (1) schneiden, so miissen die Gleichungen z=20,
(1) und (3) fir den Schnittpunkt (z, y, z) zusammen
bestehen. Durch Elimination von z, g, 2 aus diesen vier
Gleichungen erhilt man somit als Bedingung fiir 4 und u
4) B—u2=—ald4+bi2—ci+d.
Setzen wir aus (3) die Werte fiir 4 und u in (4) ein, so
ergibt sich als Gleichung des Kegels nach einfacher
Umformung

(z—1)(fz—y)’=—ax®+b(z—1)z2—¢(z2—1)2z+d(z—1)3.

Die Projektion der Schnittkurve dieses Kegels mit E aut

die zz-Ebene hat die Gleichung

) {(z )(fz—mz—n)2+az®— bz —1) 22
+ez—12z—d(z—1)3=0.

Durch Vergleichung der Koeffizienten von (5) und (2)

erhilt man zur Bestimmung der sieben Gro8en B; m, n;
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a, b, ¢, d und eines Proportionalititsfaktors ¢, mit
welchem (2) bei der Vergleichung von (2) und (5) mul-
tipliziert wird, neun Gleichungen, welche sich auf die
folgenden sieben reduzieren:

G=a

6d=—b-+m?
6B=-1+c—2fm
6C=—d+ p?
6D=—c-t+2mn
cE=12d—2Fn
6F = —d -+ nt.

Aus diesen Gleichungen ergibt sich nach einigen Um-
formungen :

B=10(2C+ E)
m = —o(B + D)
=—o(E+2F)

c=40(C+ E+ F)

a=40C+E+F)

b=—4024(C+E + F)+ 0*(B+ D)2

¢c=—40*D({C+E+F)-+202(B+D)(E+2F)

d=—40F(C +-E+F)+o¥E+2F)p?,
wo ¢ eine neue, willkiirlich bleibende GriBe ist. Aus
(1) wird damit

y?=0*{4(C+E+F)(z*~ Ax®*—Da—F)+[(B+D)z+(E+2 F))?}.

Man kann also jede Kurve (2) in unendlich viele Kur-
ven (1) projizieren. Die GriBe C - E + F kann nicht
Null sein, weil sonst der Punkt (0, 1) der = z-Ebene auf
dem Kegelschnitt (422 + Bzz+ ... -+ F = 0 liegen
wiirde, also die Kurve (2) in diesem Punkt (0, 1) keinen
Wendepunkt, sondern einen Doppelpunkt hitte.

Der Beweisgang versagt nur daun, wenn die Kurve (2)
ihren reellen Wendepunkt nicht im Punkt (0, 1), son-
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dern im Unendlichen hat. Man kann dann diesen unend-
lich fernen Wendepunkt durch Drehung in die Richtung
der z-Achse bringen, so daB an Stelle von (2) die Glei-
chung tritt
(2) z3+ A2+ Baz-+C224+ D+ Ez+F=0.
Die Kurve (27) li8t sich parallel der y-Achse
auf eine Ebene y = p2 -+ gz -+ r projizieren und diese
Projektion parallel der z-Achse in eine Kurve (1), wie
die Koeffizientenvergleichung von (2’) und
6) —@r+gzLtr2tasd+ba2tczt+d=0
zeigt. Die Kurve (57) ist die (z, 2)-Projektion der Schnitt-
kurve des durch (1) gehenden Zylinders parallel der
z-Achse mit der Ebene y = pz 4 g2+ r.

IV. Projektive Erzeugung von Kurven dritter Ordnung.

Bekanntlich lassen sich die Kegelschnitte erzengen
als geometrischen Ort der Schnittpunkte entsprechender
Elemente zweier projektiver Strahlenbiischel
) {G1+}.G2=0}

G +16G,=0]J’
wobel man das Hrzeugnis durch Elimination des Para-
meters 1 aus den beiden Gleichungen (*) in der Form
G, G, — G, G; = 0 erhilt.

Ebenso ergeben sich die Kurven dritter Ordnung als
Ort der Schnitipunkie entsprechender Elemente eines Strah-
lenbitschels und eines dazu projektiven Kegelschnittbiischels.
Ist das Strahlenbiischel durch die Gleichung

® Gy +1G, =0
and das Kegelschnittbiischel durch die Gleichung
@) K, + 1K, =0

Beutel, Algebraische Kurven IL 5
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dargestellt, so erhiilt man als Erzeugnis der beiden pro-
jektiven Gebilde durch Elimination von 1 aus den beiden
Gleichungen (1) und (2)
3 G E,—G,K, =0.

Diese Kurve dritter Ordnung geht durch die vier
Grundpunkte {§1 - g} des Kegelschnittbiischels und

, =
durch den Mittelpunkt {g‘ — g} des Strahlenbiischels.
=

Da in der Gleichung (3) 14 Konstanten enthalten
sind, in der allgemeinen Gleichung der Kurve dritter
Ordnung jedech nur neun, so laBt sich vermuten,
da8 die Gleichung jeder Kurve dritter Ordnung in die
Form (3) gebracht werden kann, und dies ist wirklich
der Fall.

§ 16. Einteilung der Kurven dritter Ordnung.

Die Klassifikation der C; ist ein seit Newton viel-
fach behandeltes Problem. Weil diese Einteilungen von
verschiedenen Gesichtspunkten aus unternommen wurden,
sind sie sehr ungleich ausgefallen. Im allgemeinen wird
ein Einteilungsprinzip fiir um so besser gehalten, je kleiner
die Zahl der Gattungen und Arten der Kurven wird und
je weniger Willkiirlichkeiten bei seiner Aufstellung in
Betracht kommen. Newton hat in seiner Enumeratio
weniger eine Einteilung der (; geben wollen, als viel-
mehr nuor eine Aufzdhlung der verschiedenen Arten.
Euler, Cramer und Pliicker legten ihrer Einteilung
nach dem Vorgang Newtons das Verhalten der Kurve
im Unendlichen zugrunde. So erhilt Euler 16 Gat-
tungen, Cramer 14 und Plicker deren 19, aus denen er
219 Arten ableitet.



§ 16. Einteilung der Kurven dritter Ordnung. 67

I. Die Einteilung nach Klasse und Geschlecht.

Nach Cayley sollte sich die Einteilung der C; auf
der Grundlage der Projektivitit aufbauen. Mit der Ord-
nung einer Kurve ist durch die Pliickerschen Formeln
die Klasse eng verbunden, die nach dem Dualititsprinzip
ein der Ordnung einer Kurve gleichartiger Begriff ist.
Bei der Projektion einer Kurve bleibt offenbar die Klasse
wie die Ordnung erhalten; zwei Kurven derselben
Klasse sind aber nicht immer ineinander projizierbar
(vgl. z. B. die Dreiecks- und Viereckskurve dritter Ord-
nung S. 70). Die Hinteilung nach der Klasse ist also
keine projektive.

Nach der Tabelle auf S. 58 lassen sich die Kurven
dritter Ordnung in drei Gattungen einteilen:

a) Kurven dritter Ordnung sechster Klasse;
b) n n ” Vierter n ;
R c) ” ” ” dl'itter ” -

Die Kurven dritter Ordnung sechster Klasse (C§) sind
Kurven okne vielfachen Punmkt; man bezeichnet sie des-
halb als allgemeine oder michtsinguldre C, .

Die Kurven dritier Ordnung vierter Klasse (C}) besitzen
einen Doppelpunkt, der Selbstschnitt der Kurve (eigent-
licher Doppelpunkt) oder isolierter Punkt sein kann.

Die Kurven dritier Ordnung dritter Klasse (C3) zeichnen
sich durch einen Riickkehrpunli (Spitze erster Art) aus.

Dies ist auch zugleich eine Einteilung nach dem
Gesehlecht.

Die nichtsingulsiren C; sind vom Geschlecht 1 (ellip-
tische Kurven dritter Ordnung)*), die singuldren C; (Kur-

*) Durch passende Koordinatentransformation 1iBt sich
die Gleichung der Kurve auf die Form bringen:

h*



88 Kurven dritter Ordnung.

ven mit Doppel- oder Rickkehrpunkt) vom Geschlecht 0
{rationale Kurven dritter Ordnung).

II. Die Einteilung nach der Gestalf.
Die michisinguldre Cy hat zwei verschiedene Grund-
formen: Die eine Grundform ist esniesltg und besteht aus

Fig. 16, Fig. 17.

einem unpaaren Zug mit drei Wendepunkten (Fig. 16);
die andere Grundform (Fig. 17) ist zweiteiltg vnd besteht

y=zly—x)ky—ux).

Mit ex=1., py=13
erhalten Wir e=11—31—E%1y

Setzt man nun A =snu, wo
2

f - i

U= ——

Va—3a—&m '’
0

cnw=}1—sn®u und dnuw=V1—Z%%sm?u ,
so hat man
. ex=snu%, py=sn*u, p=—cou-dnu.
Diese Gleichungen sind eine parametrische Darstellung
der Kurve durch elliptische Funktionen, womit die Bezeich-
nung elliptische Kurve dritter Ordnung erklirt ist.
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aus einem ebenfalls unpaaren Zug in Gemeinschaft mit
einem paaren Zug ohne Wendepunkt (Oval). Beide Grund-
formen lassen sich durch Deformation einer zerfallenden-
Kurve dritter Ordnung erhalten. Stellt @ = 0 einen
Kegelschnitt, @ = 0 und G, = 0 Geraden, ferner % eine
geniigend klein zu nehmende Konstante dar, so Hefert die
Gleichung
D-G+k=0

eine zweizligige C; mit @ =0 als Wendeasymptote
(Fig. 17), die Gleichung

PG+EG =0
eine einziigige C; mit G = 0 als Asymptote (Fig. 16).

Die einteilige nichtsingulire C; (Fig.
18,a) entsteht aus der singuldren Kurve
mit Doppelpunkt durch , Verbinden am
Knoten“, die zweiteilige €, (Fig. 18, 5) durch
»lrennen am Knoten“. Stellt f= 0 eine
singuldre C; dar, so gibt die Glei-
chung f+ %= 0 den Fall a, bzw.
b, je nach dem Vorzeichen der Kon-
stanten k.

Im ganzen hat man bei der Ein-
teilung nach der Gestalt finf
Gatiungen von Kurven dritter
Ordnung : T

1. die einziigige Kurve dritter
Ordnung (nichtsingulére C,
ohne Oval);

. die zweiziigige Kurve dritter
Ordnung (nichtsingulare C,
nit Oval); ‘Fig. 18

o
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3. die Kurve dritter Ordnung mit reellem Doppel-
punkt (Selbstschnitt);
4. die Kurve dritter Ordnung mit isoliertem Doppel-
punkt;
5. die Kurve dritter Ordoung mit Rickkehrpunkt
Dies ist die Fiinfteilung von Newton.
Die Gattung 1. enthilt im ganzen drei Arten. Zieht
man die drei Wendetangenten, welche die einteilige Kurve

W

(Rationale C; .)

A " Fig. 19.

besitzt, so teilen diese und die Verbindungsgerade der

drei Wendepunkte die Ebene in elf Felder, welche vier

Dreiecke und drei Vierecke bilden und wir erhalten fol-

gende drei Arten (Fig. 19a, b, ¢):

a) Die Kurve verlauft innerhalb von drei Dreiecken (Drei-
eckskurve);

b) die Kurve verliuft innerhalb von drei Vierecken (Vier-
eckskurve);

c) die drei Wendetangenten gehen durch denselben Punkt
(Ubergangskurve).
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Damit hiitten wir eine Stebenteiddung, die zuerst Mobius
angegeben hat.
Die Kurvengleichung hat in den letzten drei Fillen

die Form W, Wy W, +165—0,

wo Wy=0, Wo=0, Wy =0 die Gleichungen der
Wendetangenten in den drei reellen Wendepunkten sind
und @ = 0 die Gerade ist, auf welcher jene drei Wende-
punkte legen (vgl. S. 61).

III. Die Newtonsche Einteilung.

Newton geht von der auf S. 62ff. behandelten Grund-
form aus:
1) y?=aa® L bz +co+d.

Aus ibr lassen sich ebenfalls fiinf, bzw. sieben ver-
schiedene Kurvenformen IT ableiten.

Zerlegt man die rechte Seite von (1) in ihre linearen
Faktoren, so da8 Gleichung (1) die Form annimmt

y¥=a@@—x)z—Hlz—7),
so konnen wir mit Newton fiinf Hauptfille unterscheiden
(Fig. 20):

1. Alle Wurzeln sind reell und verschieden und zwar
sel & < <y . Die Kurve besteht aus einem Owval und
einem sich ins Unendliche ersireckenden Zweig; die un-
endlich ferne Geradeist Wendetangente: Zweiziigige Kurve.
(Parabola campaniformis cum ovali*).)

. Alle Wurzeln sind reell und zwei sind gleich:
p=y>«. Die beiden Kurvenzweige vereinigen sich
in einem Knoten: Kurve mit Doppelpunkt. (Parabola
nodata.)

*) Die in Klammer stehenden lateinischen Namen stammen
von Newton.
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-1
no

I Alle Wurzeln sind reell und zwer sind gleich:

o = B <y. Das Oval des Falles I zieht sich auf einen

isolierten Punkt zusammen: Kurve mit ssolieriem Punki.

(Parabola punctata.)

1V. Eine Wurzel () ist reell, die beiden andern sind

konjugiert imagingr. Diese Kurve entsteht aus der vorigen

Form, wenn der isolierte Punkt ver-

A A\ Y\r schwindet: FEinziigige Kurve. (Para-
AR \ bola pura.)

\ \
\ V. Alle drei Wurzdn sind gleich
\\ o = ﬁ =y Kurve mit Spitze. (Para-
\ bola cuspidata.)
\n : ‘Wie schon friher
+2 erwihnt wurde (vgl
7/

S. 70), lassen sich bei

der einziigigen Kurve

drei Gattungen unter-

Fig. 20. scheiden. Hat die Kurven-
gleichung die Form

P=al—x)e—plE—7),

so kann die Zahl der hochsten und tiefsten Punkte (Kul-

minationspunkte) als Unterscheidungsmerkmal genommen
werden.

4
Betragt die Zahl dieser Punkte 2 } , soist die Kurveeine
0
Viereckskurve (Fall b S. 70)
Ubergangskurve (Fall ¢ 8. 70)
Dreieckskurve (Fall a S. 70)

Analytisch ist dieser Entscheid aus folgender Ent-
wicklung zu entnehmen.
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Sei
[=al@—a)@®+pz+g9—y2=0
die Gleichung der Kurve mit der Bedingung p2 — 4¢ <0 .
Dann werden die Abszissen der Kulminationspunkte
geliefert durch die Gleichung

]
a~£=0=3x2—2(p—-tx)z+(‘1—?“)-

\
Ist nun die Diskriminante dieser in 2 quadratischen
Gleichung

Fig. 21.

p24+ap+ a3 —3¢=0,
so ist die Kurve eine

Vierecks- (Fig. 21, b)
Ubergangs- ¢ kurve dritter Ordnung (Fig. 21, ¢) .
Dreiecks- (Fig. 21, a)

Damit haben wir also eine Siebenteilung der Kurven
dritter Ordnung, welche nach § 15, IIT projektiv ist.
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§ 17. Rationale und zirkulare Kurven dritter
Ordnung.

Alle Kurven dritter Ordnung mit einem Doppel- oder
einem Rickkehrpunki memni man auch rationale Cs.
Legt man namlich durch diesen Punkt einen Strahlen-
biischel vom Parameter 1, so lassen sich die Koordi-
naten z und y eines beliebigen Kurvenpunkts auf dem
S. 52 angegebenen Wege als rationale Funktionen von
A darstellen.

Zirkulare Cg sind solche Kurven dritter Ordnung,
deren Gleichung auf die Form gebracht werden kann
1) (xz+ By)(=* + ¥?)
+{o 22 +2b, vyt yitdzotegyotfio)o=0.

Jede zirkulare C; geht durch die zyklischen Punkte

224 y2=0
{ w=0
zur Geraden xx + fy=0.

Nehmen wir diese Gerade zur z’-Achse und die da-
zu im Ursprung senkrechte Gerade zur y’-Achse, so er-
hilt man die Gleichung der Kurve im (z’y’)-System
mittels der Transformationsformeln

und hat eine reelle Asymptote parallel

S . i . A, .6 i
Var+ 4’ Va2 + p2
in der Form

Y™ +9") + e+ 262y +oy”
+d2x’+ezy,+f;! =0,
wo f; = f; ist oder, wenn wir statt 2’, y’ wieder z und
y schreiben
@) y@+y)+ @t +2h0y+ Gy +dy 2tey+f=0 .
Die beiden zu z + 4y =0 und z—4y = 0 par-
allelen imaginiren Asymptoten haben die Gleichungen
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. %
e=tiy—b t5(—aa),

also einen reellen Schrittpunkt mit den Koordinaten
%G —C

2 ?
den auferordentlichen Brennpunki oder das Zentrum der
Kurve*).

Nehmen wir diesen Punkt unter Beibehaltung der

Achsenrichtung als Koordinatenanfang, ersetzen also z
und y durch

x="°b27 ¥=

Gy — Cy
2 b

z—b und Y+

so erhalten wir eine Gleichung von der Form
(3) +ae+y)+bzt+cyt+d=0.
Aus der homogenen Form der Gleichung folgt, daB
y + a =0 Asymptote ist. Diese schneidet die Kurve
in dem Punkt
ac—d
=
Dieser Punkt wird der Hauptpunkt der Kurve genannt.
Die Gleichung (3) konnen wir ersetzen durch das
simultane System der beiden Gleichungen

22ty —r2 =0

4 c—d ,

@ {<y+a)<r2+c>+b(z—“ - )=o}

wo r ein willkiirlicher Parameter ist. Aus diesem

=—a.

*) Brennpunkte einer Kurve nennt man die Schniti-
punkte der aus den imaginiren Kreispunlkten
{ x+iy=0

o =0
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Gleichungssystem folgt: Jede zirkulare Kurve dritter
Ordnung ist Ort der Schnittpunkie eines Siraklenbiischels
durch den Hauptpunkt und eines um den auferordenilicken
Brennpunkt beschricbenen, zu jenem projektiven Biischels
konzentrischer Kreise. (Deshalb heiBit der auBerordent-
liche Brennpunkt auch Zentrum.)

Istdie zirkulare C; symmetrisch in bezug auf eine Achse,
z. B. die y- Achse, so lautet nach (2) ihre Gleichung, wenn
der Schpittpunkt mit der Achse Koordinatenursprung ist:
(5) y(@2+y)+az? +by2+cy=0.

Der Ubergang zu Polarkoordinaten liefert
acos?e + bsin?g

2 =0.
o' te sing T5mY
Sind p; und g, die Wurzeln dieser Gleichung, so ist
010 =20,

d. h. die Kurve (5) wird durch eine Inversion mit der
Potenz ¢ und dem Ursprung, also dem aupPerordenilichen
Brennpunki, als Inversionszenirum in sich selbst trams-
formiert®). '

Alle diejenigen Kurven, die durch eine Inversion in
sich selbst transformiert werden kdnnen, haben nach dem
Vorschlag von Moutard die Bezeichnung anallagmatische
Kurven erhalten (x privans und dildrrew = ich dndere).
an die Kurve gezogemen Tangenien. Die vier Brennpunkte
der Kegelschnitte, von denen nur zwei reell sind, geniigen
dieser Definition.

*) Die Inversion oder die Transformation durch rezi-
proke Radien ordnet zwei auf demselben Strahl durch das
Inversionszentrum O gelegene Punkte P, und P, einander
derart zu, daf die Beziehung besteht:

OP,-0OP,=c oder o0,0,=c¢C.
Der Kreis um O mit Radius ¥ ¢ heilt Inversionskreis; dieser
ist bei negativem c¢ imaginir.
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Die rationalen zirkularen Kurven dritter Ord-
nung lassen sich mittels Transformation durch reziproke
Radien aus emem Kegelschnitt K ableiten, wenn das In-

versionszenirum auf K liegt. Ein beliebiger Kegelschnitt,
welcher durch den Ursprung geht und in ihm die y- Achse
zur Tangente hat, ist dargestellt durch die Gleichung
(1) K=az?+bzy+cy>?t+z=10
oder in Polarkoordinaten (o’, ¢)

o’ (@cos?e + beosgsing + ¢sin?g) + cosp = 0 .
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Mit der Gleichung

(2) Q Q’ =17,

die diese Transformation herstellt, folgt daraus fir die
gesuchte inverse Kurve

(8) ocosp + r2(acos2e + beosgsing + ¢sinZp) = 0

oder in Punktkoordinaten
4) oz +y?) + 2@z +bzy+cy?)=0.
Gleichung (4) stellt eine rationale, zirkulare Kurve

dritter Ordnung dar mit einer Asymptote parallel der
Nullpunktstangente von K und dem Ursprung (In-
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versionszentrum) O als Doppelpunkt. Dieser ist ein
isolierter Punkt
Riickkehrpunkt } , jenachdemd? —44a¢=0, d.h. K eine
Doppelpunkt
Ellipse
Parabel } ist (Fig. 22a, b, c).
Hyperbel

AuBerdem erhalten wir rationale zirkulare C,
als Fufpunkikurven der Parabel, d. h. als geometrischen
Ort der FuBpunkte der Lote, die von einem festen Punkt,
dem Pol, auf simtliche Tangenten der Parabel gefillt
werden.

Die Parabel habe die Gleichung %2 = 2 p2 und der
Pol O die Koordinaten @ und 5.

Die Gleichung einer beliebigen Parabeltangente lautet:

?
y=met o,

und das Lot auf sie durch den Punkt (@, b)
_ 1
y—b=—;(:z;—a.).

Wird aus diesen beiden Gleichungen m eliminiert,
so erhalten wir als Gleichung der FuBpunktkurve der
Parabel

2(x—a)@®+92)—2(@azx+by)(z—a)+ ply—b)2=0.
Aus der Gleichung dieser Kurve in der Form
2yz—aly—b) +2z2@—a+ply—8*=0
oder
2@—aglyy—b tz@—a]+ply—b2=
ersehen wir, daB sie den Pol (a, b) als Doppelpunkt und
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Yap

Fig.23a.
eine Asymptote parallel £ — ¢ = 0 hat mit der Gleichung
T=a— .

Bringen wir durch Koordinatenverschiebung den Pol
in den Ursprung, ersetzen also in der Kurvengleichung
z—a und y — b durch z und g, so erhalten wir die
Gleichung

2+ y?) +ast+bay+ Ly2m0,

welche die Form der Gleichung (4) hat.
Wir haben somit den Satz:

Die FuPpunkikurve der Parabel ist eine rationale zir-
kulare Kurve dritter Ordnung mit dem Pol als Doppel-
punki und ihrer Asymptote parallel zur y- Achse. Der
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Fig. 28b.
Fig. 23c.

wirklicher Dopypel-
Doppelpunkt ist ein Rickkekr- }punkt, je nach-
1solterter Doppel-
auferhalb
dem der Pol auf } der Parabel liegt (Fig. 23a, b, c).
innerhalb

Beutel, Algebraische Kurven IL 6



5. Abschnitt.
Kurven vierter Ordnung.

§ 18. Pliickers Form der Kurvengleichung.

Die allgemeine Gleichung einer Kurve vierter Ord-
nung enthilt = (n 4+ 3) = 14 unabhingige Konstanten
(vgl. 8. 59, Anm.). Hat die Kurve ein, zwei oder drei
Doppelpunkte, so vermindert sich die Zahl der Konstanten
auf 13 bzw. 12 oder 11. Die Gleichung der allgemeinen C,
kann in zwel quadratische, einen kubischen und einen
linearen, einen quadratischen und zwei lineare oder in
vier lineare Faktoren zerfallen. Dem entspricht geome-
trisch ein Zerfallen der C, in zwei Kegelschnitte, in eine
Kurve dritter Ordnung und eine Gerade, in einen Kegel-
schnitt und zweil Gerade oder in vier Gerade.

Pliicker*) hat zuerst gezeigt, da8 die Gleichung einer
Kurve vierter Ordnung chne mehrfache Punkte auf die
Form gebracht werden kann

(1) G1G2G3G4=/1453,

dabei sind G;=0 Geraden und @ =0 ein Kegelschnitt.
Aus (1) folgt, daB die G; Doppeliangenien erster Ari sind
(vgl.8.47), wenn ihre vier Schnittpunkte auBerhalb @
liegen und daB @ ein durch die-acht Beriihrungspunkte
dieser Doppeltangenten gehender Kegelschnitt ist. Fiir die

*) J. Pliicker, Algebraische Kurven, Bonn 1839, S. 228;
vgl. auch Wieleitner I, S. 2661
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allgemeine C, bedingt jede Doppeltangente erster Art
zwei reelle Wendepunkte (vgl. Fig. 8). Man hat also die

Sitze: Die acht Beriihrungspunkie der vier Doppel-
tangenien erster Ari liegen auf einem Kegelschnilt. Die
nichisingulre Kurve vierter Ordnung hat vier Doppel-
tangenien erster Art und doppelt so viel reelle Wendepunkte.

Da man zeigen kann, daB die Maximalzahl der
Doppeltangenten erster Art = 4 ist¥), so gilt der
weitere

Satz: Unter den 24 Wendepunkien, die eine allge-
meine nichtsingulire Kurve vierter Ordnung hat**), sind
hochstens achi reell.

Geht der Kegelschnitt @ durch einen Schnittpunkt
zweler der Geraden G, so hat die €, in diesem Punkt
einen Doppelpunkt. Wir haben also den

Satz: Geht der Kegelschnitt © der durch die Glei-

4 2
chung ]_17 Gs+ 7. D2=0 dargestellten C, durch g} Schnitt-

punkie von fje zweien der Geraden G;, so hat die C,
1

2 Doppelpuniite.

3

Geht der Kegelschnitt @ durch vier Schnittpunkte der
Geraden G, Gy, @3, G,, so zerfillt die C, in zwei
Kegelschnitte, die selbst wieder einzeln oder beide in
Geradenpaare zerfallen konnen, da jetzt vier Doppel-
punkte auftreten. Diese sind die Sehnittpunkte der bei-
den Kegelschnitte bzw. der Geradenpaare.

*) Vgl. Wieleitner I (L. V. 13), S. 265.
*¥) Vgl die Tabelle auf S. 91.

6*
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§ 19. Hohere Singularitiiten bei Kurven vierter
Ordnung.

" Wie wir schon frither erwéhnt haben (S. 53), kom-
men hohere Singularititen erst bei den Kurven vierter
Ordnung vor. Um nun die hier moglichen Fille zu er-
liutern, nehmen wir an, da8 der Ursprung ein Doppel-
punkt sei, dessen beide Tangenten mit der y-Achse zu-
sammenfallen. Dann lautet die Gleichung der Kurve:

=y t+iE 9,
WO
file,y) =a2®+baty+cay? +dy?,
fi@,y) —ezt+ [Py +ga?y* + hoy® + kyt.
Je nachdem wir die Koeffizienten ¢, b,¢, ... k be-
stimmten Bedingungen unterwerfen, erhalten wir ver-
schiedene Singularititen. Ist @ nicht Null, so liefert uns
das analytische Dreieck (Alg. K. I, S.117{f.) im Ursprung
die Niherungskurve*)
y2=ax?,
d. h. die Kurve hat im Ursprung einen Rickkehrpunkt,
also keine hohere Singularitit. Damit solche auftreten
kénnen, muB notwendig a = 0 sein.
1. Mit ¢ = 0 erhalten wir als Naherungskurven
zwei Parabeln, deren Gleichungen die Form haben:
y=m 2z, y=myz?,
und die C, hat folgende Gleichung:
ly —m 2°)(y —mya®) = czy® +dy® + faiy
+gzty L hoyt + ket

_ *) Die hier und im folgenden auszufiihrenden Rechnungen
miissen wir aus Mangel an Raum dem Leser iiberlassen.
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die Kurve hat im Ursprung einen Selbstberiihrungs-
punkt oder einen Bertihrungsknoten. Sind m, und m,

gleichzeichig : . .
ungleichzeichig [* %° liegen beide Kurvenzweige. auf
derselben :

M edenen} Seiten der y-Achse.

Beispiele: Von den zahlreichen speziellen Kurven vierter
Ordnung mit einem Selbstberiihrungspunkt fiihren wir nur
einige wenige an.

1. Die Kappakurve. Man beschreibt iiber der beliebig ge-
wahlten Strecke O4 (Fig. 24) als Durchmesser den Kreis und

trigt die konstante Strecke AP=ga als Sehne ein. Die
Punkte P beschreiben bei verinderlichem OA die Kappakurve,
deren Gleichung launtet N

@ + ¥y =atx®. -

Aus der Polargleichung ¢ =a ctg ¢ folgt die Konstruktion:
Beschreibe um O mit Radius OB = a einen Kreis, ziehe einen
beliebigen Radius 0D, OP | OD und DP_1 OB . Damn
ist P ein Punkt der Kappakuryve. Der Ursprung 'ist Selbst-
bertihrungspunkt mit = 0 als Tangente; die Geraden y+a=0

sind Asymptoten (Ta.ngénten im Doppelpunkt { g : 8} ) .
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2. Die Jerabeksche Kurve. Auf dem Radius 04 =a
eines Kreises (Fig. 25) liegt Punkt B im Abstand & vom Ur-
%mmg 0. Ist OC ein beliebiger Radius des Kreises und

P | BC, so ist P ein Punkt der Kurve mit der Gleichung
{0 A ist z-Achse)
ot (@ + g —ba) + 5@ + yY@— b2 =0.
Der Punkt B (x=1>5, y=0) ist Selbstberihrungspunkt.

3. Die Kiilpsehe Konchoide.
Gegeben ein fester Kreis mit Ra-
dins 04 = a und die Tangente in
A . TFin beliebiger Radius OC
schneidet die Tangente in D .

o

SN

Fig. 25. Fig. 2.

Ist DPj AO und CP1 OA, so ist P ein Punkt der
Kurve (Fig. 26). Ibhre Gleichung lautet

2y + a?(@®—a%)=0;
die Kurve hat den Punkt (x =0, ® = 0) als (unendlich fernen)
Selbstbertihrungspunkt mit =0 als Tangente (Asymptote).
Da der Selbstberihrungspunkt durch Zusammenfallen
zweier Doppelpunkte entsteht, so kann die Kurve noch
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einen dritten Doppelpunkt besitzen. Soll dieser z. B. im
Punkt {:j — g} liegen, so muB sein c=d=h=k=0.

2. Ist m; = m, , so ist die Kurvengleichung von der
Form:

y—ma?)2=cxy®+dy® + foy + g2y
+hayd + kyt.

Die Entwicklung gibt (nach der in Alg. K. I, S.125¢%.

angegebenen Methode) fiir die Anfangsglieder

y=maz?+na'r, won=yYm(f+2cm)£0;
die Kurve hat im Ursprung eine Schnabelspitze. Auch
hier kann noch ein weiterer Doppelpunkt wie vorhin
auftreten.

Beispiel : Die Kurve
eyt yt—2xy
—xy*—2* + y*'=0
hat im Ursprung eine
Schnabelspitze mit y =10
als Tangente und im
Punkt einen Doppel-
punkt (Fig. 27).

3.Istf+2em=0,
so kann man die Glei-
chung in der Form
schreiben

(y—mz®—cay)=dy’ +1la2y2 + hayd + kyt
und die Entwicklung lautet
y=mz2+mz3(ciymd+l)+

Die Gleichungen der beiden Naherungskurven im Ur-
sprung haben die Form
(*) y=m$:+”lz3}.

¥y =maz® | ny x8

pa
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Hieraus folgt, daB die Kurve im Ursprung zwei sich
beriihrende und gleichzeitiz schneidende Kurvenzweige
hat: man nennt diese Singularitit Oskulationsknoten. Be-
dingung fiir das Auftreten dieser Singularitit ist also

ymd +1=~0.

Da die beiden N&herungskurven sich im Ursprung in
drei zusammenfallenden Punkten schneiden (eliminiert
man y aus den beiden Gleichungen (*), so ergibt sich

Fig. 28.

Gleichung (n, — n,) 23 = 0 oder z®=0), so ist der
Oskulationsknoten &quivalent drei Doppelpunkten.
Beispiel. Ziehen wir durch den Brennpunkt F einer

Ellipse E mit der Polargleichung ¢ = 1——_::1)6%—?), auf den

Brennpunkt als Pol und die grofe Achse als Polarachse be-
zogen, eine beliebige Gerade F P und tragen von P aus auf FP
die konstante Strecke ! (das ,,Zwischenstiick™) ab bis @ bzw. §”,
so beschreibt @ die Brennpunkiskonchoide der Ellipse, wenn
P auf der Ellipse wandert (Fig. 28). Die Konchoide hat die
Gleichung o = ——2—— 1 und zerfillt in zwei C,:
1+ ecosep
@ +y Fela)p=a"+y)(ptl—sa?.
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Wird l=1p, d. h. ist das Zwischenstiick gleich der Ordinate

der Ellipse im Brennpunkt, so wird ¥ Oskulationsknoten fiir

die im Innern der Ellipse verlaufende Kurve, deren Gleichung

dann lautet

__ _Ppecosg
14+ ccosg

Der Oskulationsknoten unterscheidet sich fiir das Auge
nicht vom Selbstberiihrungspunkt. Dagegen zeigt die Fig. 28,
daf, wenn der Punkt P auf der Ellipse der Reihe pach die
Lagen P, P, B,, P,, ... einnimmt, die entsprechenden
Punkte @” der Konchoide in die Lagen @7, F, @4, @¥,---
kommen: im Punkt F durchsetzen sich also die beiden Kurven-
zweige so, daB F'P, gemeinsame Tangente ist.

4. Wenn aber md 7 =0 ist, so laBt sich die
Gleichung in der Form schreiben:
(y —ma® —czy — d, y%)°
=y*(4z+ By)
und die Entwicklung lautet 1
L 7.6 ] o

e 7/
y=maxfitcma*LyAm -+ ... g4

o== oder (Z*+yt—epax)==c"a*(x®+ 7).

Die Kurve hat im Ursprung
eine Berdhrungsknotenspitze. Da-
wit diese auftritt, muB notwen-
-digerweise 4 von Null verschie- \
den sein. Wire 4 =0, so hitte
die €, die Gleichung

(y —me* —czy —d, y°)°
== B g4 3
aus der ersichtlich ist, daf dann
die C, in zwei C, zerfallen wiirde.
Eine hthere Singularitit kann
also bei Kurven vierter Ordnung y
nicht vorkommen. Fig. 29.

s —————
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Die Gestalt der Beriihrungsknotenspitze zeigt die

Fig. 29, welche die Kurve

y=2a2+ 2%+ a'h

darstellt. Diese Kurve, welche aber nicht vom vierten,
sondern vom siebenten Grad ist, besitzt im Ursprung diese

Singularitit.

4

.

Um die Aquivalenzzahlen der Beriihrungsknotenspitze

zu bestimmen, betrach-
p» ten wir die Kurve

(%0
5

Fig. 80.

(y — 22 — 23)2

=23z — &)’ (z — &)*,
welche mit g =g =0 in

y = 2?2 + 23 L o'» {bergeht.
Die penultimate Kurve besitzt
an Stelle der hoheren Singularitit
einen Riickkehrpunkt, einen Wen-
depunkt, zwei Doppelpunkte und
zwel Doppeltangenten (s. Fig. 30,
wo & =0,5cm und & =1 cm)¥).
Wie die Figuren zeigen, ist
im allgemeinen fiir das Auge ein
Unterschied zwischen Schnabel-
spitze und Beriihrungsknoten-
spitze, wie auch zwischen Bériih-
rungsknoten und Oskulations-

knoten nicht wahrzunehmen.
AuBer diesen vier Singulari-
titen kann bei Kurven vierter

Ordnung noch der dreifache Punkt mit seinen drei

*) Un die Deutlichkeit der Figur nicht zu beeintrich-

tigen, sind die beiden Doppeltangenten nicht eingezeichnet

worden.
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Unterfillen auftreten, endlich noch der Flachpunkt und
der Spitzpunkt*); bei Kurven vierter Ordnung sind also
4 4+ 3 4+ 2 = 9 hohere Singularititen moglich.

§ 20. Einteilung der Kurvem vierter Ordmung.

I. Die Einteilung nach dem Geschlecht.

Mit Hilfe der Plickerschen Gleichungen 148t sich fol-
gende Tabelle anschreiben:

n Elow T d t | p
4 12 | 24 0 0 28 ; 3
4 10 = 18 0o 1 16 | 2
4 9 | 16 1 10 10 | 2
4 8 | 12 0o @ 2 8 1
4 7 | 10 1 | 1 4 1
4 6 8 2 | 0 | 1 1
4 1 8 | 6 0o | 3 4 0
4 | 5 | 4 | 1 2 2 0
4 4 | 2 | 2 1 1 0
4 3 0 | 3 0 1 0

Teilen wir mit Riicksicht auf das Geschlecht ein, so
erhalten wir vier Gattungen von Kurven vierter Ordnung:

I Kurven vierter Ordnung vom Geschlecht p = 3
(allgemeine oder nichtsingulire Kurven);

0. Kurven vierter Ordnung vom Geschlecht p = 2
(hyperelliptische Kurven)*) mit einem Doppel- oder Riick-
kehrpunkt;

*) Vgl. Alg. K. I, S. 46, 49 und 82ff.

*¥) Diese Namen riihren daher, daf die Koordinaten eines
Punkts dieser Kurve sich als hyperelliptische bzw. elliptische
Funktionen eines Parameters darstellen lassen.
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1. Kurven vierter Ordnung vom Geschlecht p =1
{elliptische Kurven)*) mit zwei Doppelpunkten, von denen
jeder in eine Spitze ausarten kann;

IV. Kurven vierter Ordnung vom Geschlecht p = 0
(ratiopale Kurven) mit drei Doppelpunkten, von denen
jeder in eine Spitze ausarten kann.

Jede C; mit einer hoheren Singularitit kann ver-
moge ihrer Pliickerschen Aguivalente (vgl. S. 56) hier
eingereiht werden.

II. Die Einteilung nach der Gestalt fiir die nicht-

singuldren Kurven vierfer Ordnung.

‘Wie wir schon frither erwahnt haben™), unterscheidet
man paare und umpaare Kurvenziige. Jeden unpaaren
Zug kann man sich durch Deformation einer Geraden,
jeden paaren Zug durch eine solche eines Kegelschnitts
entstanden denken. Ein uppaarer Zug wird von einer
Geraden in einer ungeraden Zahl von Punkten geschnitten
und hat mindestens drei Wendepunkte, im allgemeinen
eine ungerade Anzahl: ein paarer Zug wird von einer
Geraden in einer geraden Zahl von Punkten geschnitten
und hat entweder keine oder eine gerade Anzahl von
Wendepunkten. Jeder paare Zug mit zwei Wendepunkten
gibt zu einer Einbuchtung und zur Bildung einer Doppel-
tangente erster Art Veranlassung (s. Fig. 8). Nach Zeuthen
bezeichnet man einen paaren Zug mit einer Einbuchiung
als Unifolium, mit zwei, drei, vier Einbuchtungen bzw.
als Bifolium, T'rifolium, Quadrifolium. Ricken die beiden
‘Wendepunkte eines Unifoliums zusammen, so entsteht

*) Siehe Anmerkung **) auf S. 91.
*¥) Beutel, Alg. K. I, S. 21, wo Zeile 9 von unten statt
Hunpaar® ,paar stehen muf.
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ein Flachpunki und -die Doppeltangente wird zur Flach-
tangente. So hat die Kurve y = 22 (z? — %) zwei Wende-
punkte und eine Doppeltangente erster Art (s. Fig. 13);
fir ¢ = 0 ricken die Wendepunkte zusammen und wir
erhalten die Flachparabel y = z%. Verschwindet beim
weiteren Ubergang der Flachpunkt, so entsteht ein Oval;
die Kurvengleichung lautet dann y = 22(z? + &2).

Soll die C, nichtsingulir sein, insbesondere keinen
Doppelpunkt besitzen, so kann kein unpaarer Zug vor-
kommen. Ein unpaarer Zug einer C, wird von einer
Geraden in einem oder in drei Punkten geschnitten und
der zweite oder vierte Schnittpunkt mit der Kurve miiite
auf einem zweiten unpaaren Zug liegen. Zwel unpaare
Zige bestimmen aber einen Doppelpunkt, gehdren also
einer singuliren C, an.

Eine Kurve vierter Ordnung kann aus hichstens vier
paaren Ziigen bestehen. Man kann ndmlich einen Kegel-
schnitt so konstruieren, daB er durch je einen Punkt
eines Zuges geht. Dann wird jeder Zug mochmals in je
einem Punkt geschnitten, so daB die Gesamtzahl der
Schnittpunkte 8 betragt.

Jeder paare Zug teilt die Ebene in ein inneres und
juBeres Gebiet. Liegt ein paarer Zug innerhalb eines
zweiten (Fig. 32, VI), so kann der innere Zug keinen
‘Wendepunkt haben, da die Tangente in diesem Punkt
mit der C, dann 3 414 2 = 6 Schnittpunkte hitte.
Ferner kann kein weiterer paarer Kurvenzug vorhanden sein,
da man sonst ebenfalls Gerade mit sechs Schnittpunkten
bestimmen kdnnte. Denn jede Gerade, die den inneren Zug
schneidet, hat mit diesem mindestens zwel Punkte gemein
und ebenso mit dem duBeren paaren Zug; sie wiirde also von
einem dritten paaren Kurvenzug in zwei weiteren Punk-
ten geschnitten. Die Gesamtzahl der Schnittpunkte der
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Geraden mit der C, wire also 2 2 4+ 2= 6. Eine
derartige C, mit zwei paaren Ziigen heiBt ,,Ringkurve:
oder ,,Girtelkurve.

Nach dem Vorgang von Zeuthen (Math. Anmn. 7,
S. 4171if) griinden wir die Einteilung auf die Gleichung

G GGG, +192=0.

Dureh das Vierseit der Doppeltangenten erster Art
wird die Ebene in vier Dreiecke und drei Vierecke ein-
geteilt. Nach dem Sigpierungsprinzip kann die Kurve
entweder ganz innerhalb der Vierecke (Viereckskurve)
oder ganz innerhalb der Dreiecke (Dreteckskurve) ver-
wfen. Nach der Lage der Schunittpunkte von @ mit

en vier Doppeltangenten erster Art in bezug auf das von

iesen gebildete Vierseit ergeben sich 13 Falle mit ins-

esamt 36 Typen fiir die allgemeine Kurve vierter Ord-
aung, deren Existenz Zeuthen nachweist und teilweise
nit Figuren belegt.

Betrachten wir nur diejenigen Fille, in denen simt-
liche acht Schnittpunkte der vier Geraden G; mit dem
Kegelschnitt @, also auch die acht Wendepunkte reell
sind, so erhalten wir vier Falle mit neun Typen. Die
tibrigen 27 Typen ergeben sich hieraus ohne weiteres,
da geringe Forminderungen hinreichen, um z. B. aus
einem Unifolium ein Oval entstehen zu lassen. Auch
kann jedes Oval verschwinden, wenn es beim Ubergang
durch die Form des isolierten Punktes hindurchgeht.

I. @ trifft alle Seiten eines Vierecks:

1. Ringformige Kurve: ein Quadrifolium, ein inneres
Oval (Fig. 32, VI);

2. Viereckskurve: ein Quadrifolium, zwei Ovale¥)
(Fig. 31a);

*) Die im I. und IIT. Quadranten liegenden Kurvenziige
haben zwei Asymptoten, bilden also nur ein Oval, das von
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3. Dreieckskurve: vier Unifolien (Fig. 31b).
II. @ trifft drei Seiten eines Vierecks und eine eines
anderen Vierecks®):
4. Viereckskurve: ein Trifolium, ein Unifolium, ein Oval;

|
i b
N\
(/4 i " @

Fig. 81.

5. Dreieckskurve: ein Bifolium, zwei Unifolien, ein
Oval. :
1. & trifft zwel anliegende Seiten von zwei Vier-
ecken:
6. Viereckskurve: zwei Bifolien, ein Oval;
7. Dreieckskurve: zwei Bifolien, zwei Ovale.

der unendlich fernen Geraden in zwei Punkten geschnitten
wird; dasselbe ist mit den im II. und IV. Quadranten ver-
laufenden Kurvenziigen der Fall.

*) Die Figuren fiir die folgenden Fille kann sich der
Leser unschwer selbst anfertigen.
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IV. @ trifft zwel gegeniiberliegende Seiten eines
Vierecks und von jedem der beiden anderen Vierecke je
eine Seite:

8. Viereckskurve: ein Bifolium, zwei Unifolien;
9. Dreieckskurve: ein Trifolium, ein Unifolium, zwei
Ovale.

Wird dieses Verfahren weiter fortgesetzt, so ergeben
sich im ganzen 13 verschiedene Lagen von @ heziiglich
des von den G; gebildeten Vierseits mit zusammen
36 Typen Kurven vierter Ordnung. Den SchluB der
Kette bildet der Fall:

XIII. @ trifft keine der vier Geraden, wodurch sich
ergibt: entweder

1. eine ringformige Kurve, aus zwei einander um-
schlieBenden Ovalen bestehend, oder

2. eine Viereckskurve, bestehend aus drei Ovalen, oder

3. eine Dreieckskurve, bestehend aus vier Ovalen.

Beriicksichtigt man jedoch nur die Anzahl der Ziige
und der reellen Doppeltangenten, so lassen sich mit Zeuthen
fiir die nichtsingulire C, folgende sechs Hauptformen
angeben (Fig. 32):

Hauptform . . . ........ 11 ojmjv, v VI
Anzahl der Ziige . . . . . . ... |4/ 3/2]1]0]2
Anzahl der Doppeltangenten . . . \\28 16/8|4]4 4

Anzahl der Doppeltangenten ex‘s’t,erfh‘t;i 4| 4|2 44 4

Angahl der reellen Wendepunkte . .| 8/ 8/ 4|8/ 018

Bei der Hauptform V sind die vier Doppeltangenten
isolierte Doppeltangenten, d. h. solche, die den Beriih-
rungskegelschnitt @ nicht reell schneiden; es ist dies die
imaginire C, (ohne reelle Ziige). F. Klein hat in Math.
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Ann. 10 (1876) S. 376 gezeigt, wie man die ein-, zwei-
und dreiteilige Kurve (Hauptformen IV, III und II) aus
der Gleichung P; D, + ¢ P; =0 ableiten kann, wenn ¢
geniigend klein genommen wird. Sind @, =0 und $,=

zwei einander in vier reellen Punkten schneidende Kegel-
schnitte, so erhalten wir die Hauptformen II und IV bzw.
III, wenn @, = O den einen bzw. beide Schnittpunkte

von {g _ 8} umschlieBt. Die Gleichung @, P, + & =

Beutel, Algebraische Kurven IL T
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liefert bei positivem ¢ die Hauptform I, bei negativem ¢
die Hauptform VI (die Giirtelkurve), wenn der Ursprung
innerhalb der Eegelschnitte Liegt.

IIl. Die Einteilung nach der Gestalt fiir die singuldren
Kurven.

Die singuliren Kurven konnen wir als Grenzfille von
nichtsinguliren Kurven auffassen.

So kann ein Doppelpunkt einer Kurve vierter Ord-
nung dadurch entstehen, daB das Oval (oder allgemeiner
einer ijhrer paaren Ziige) auf einen Punkt zusammen-
schrumpft, oder daB zwei Ziige der Giirtelkurve zum
Schnitt kommen. Die Zahl der Doppeltangenaten erster
Art bleibt in beiden Fallen unge#indert. Entsteht jedoch
ein Doppelpunkt dadurch, da8 a) ein paarer Zug in zwei
unpaare Ziige zerfillt oder b), daB zwei auBer einander
liegende Zuige sich schneiden, so #&ndert sich die Zahl der
Doppeltangenten erster Art. (Vgl. Fig. 35, wo die Kurve a
zwei, die Kurve b eine, die Kurve ¢ keine Doppeltangente
erster Art besitzt, wihrend Kurve I Fig. 32, aus der die
Kurven a, b, ¢ der Fig. 35 hervorgehen, vier Doppel-
tangenten erster Art hat.) Verschwindet die beim Ent-
stehen eines Doppelpunkts auftretende Schleife, so er-
halten wir eine Form mit Spitze.

Der Fall a) tritt ein, wenn ein paarer Zug durchs
Unendliche geht und mit sich selbst zum Schnitt kommt.
Da jeder der dabei entstehenden unpaaren Zige drei
Wendepunkte hat, der Doppelpunkt deren zwei absor-
biert, muB der paare Zug acht Wendepunkte besessen
haben, d. h. dieser Zerfall kann nur bei einem Quadri-
folium vorkommen.

Beispiel. Die Dirersche Muschellinie (Fig. 33) ist eine
rationale C, und hat die Gleichung

Cy+y—ay—IP+@@—y+a @y —1)=0;
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die Sehnittpunkte der Hyperbel 2y + 32 —ay — I* =0 mit
der Geraden x — y + a =10 sind Doppelpunkte; ein weiterer

1 ~
Doppelpunkt ist {yt _2—}/2 =O} .
w==0
Die Gleichung
wy+y'—ay—PP+@—y+a@P—0)—e=0
stellt bei sehr kleinem ¢ eine penultimate nichtrationale oder

nichtsinguldre Kurve dar, die aus zwei unpaaren Ziigen mit
je drei reellen Wendepunkten besteht, wenn & positiv ist (die
in Fig. 33 strichpunktiert gezeichnete Kurve); bei negativem ¢
erscheinen zwei paare Ziige und ein Oval (innerhalb der
Schleife) (in Fig. 33 nicht eingezeichnet). Schneiden sich die
beiden paaren Ziige, so treten Doppelpunkte auf. Die (sche-
matische) Fig. 34 zeigt zugleich, wie aus dem (strichpunktiert

7%
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gezeichneten) Quadrifolium eine C; mit drei im Endlichen ge-
legenen Doppelpunkten D, , Dy, D, entsteht. Riickt D, ins
Unendliche, so haben wir die Kurve der Fig. 33, die Variation
der Konstanten ¢ liefert dann den Zerfall in zwei unpaare Ziige.

Im Falle b) 14Bt sich das Entstehen eines Doppel-
punkts aus der Gleichung G G, G; G, = 1 D? ableiten,
wie wir auf S. 83 gesehen haben. Auch hier kann statt
des Doppelpunkts eine Spitze auftreten.

Auf ganz dhnliche Weise lassen sich durch Verbinden
auseinanderliegender Zweige Kurven mit zwei und dres
Doppelpunkten herstellen. So zeigen die Fig. 35 das

>

Entstehen einer Kurve mit ein, zwel und drei Doppel-
punkten aus der nichtsinguliren vierteiligen Kurve
{Kurve I der Fig. 32).

§ 21. Die quadratische Transformation.

Zum Zweck der Klassifikation der C, mit drei Dop-
pel- bzw. Rickkehrpunkten, also der rationalen C,,
miissen wir kurz auf ein Verfahren- eingehen, das uns
gestattet, diese Kurven aus einem Kegelschnitt abzuleiten.
Dies geschieht mit Hilfe einer quadraiischen oder (nach
ihrem Begriinder so genannten) Cremonaschen Transfor-
mation.
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Gegeben sei ein Dreieck 4ABC, mit den Seiten a,
gy, a; und in der Ebene des Dreiecks ein Punkt P
(Fig. 36). p,, Py, p; seien die Abstinde des Punktes P
bzw. von den Seiten BC, C4, 4B. p, werde positiv
genommen, wenn P mit 4 auf derselben Seite von g
liegt, andernfalls negativ; entsprechendes gelte fiir p,
und p;. Dann ist, wenn F den Flicheninhalt des Drei-
ecks bezeichnet,

(1) P+ aptagpy=2F.

Fig. 36.

Setzen wir nun
@) Ty =0P;, % =10P; % =0Ps;
wo p ein Proportionalititsfaktor ist, so folgt aus Glei-
chung (1)
3) a2 + a7+ o2, =2Fg.
Zu jedem Punkt P gehort ein bestimmtes Abstands-

tripel (p;, P5, ps) und ein bestimmtes Abstandsverhalt-
nis (x,: @y :73); umgekehrt entspricht jedem Abstands-
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verhaltnis (z;:%,:;) ein gemiB (3) und (2) bestimm-
bares Abstandstripel und damit ein bestimmter Punkt P.
Man nennt z, , %, , @5 Dretecks- oder Verhdliniskoordinaien
des Punlkies P, das Dreieck ABC Koordinaten- oder
Fundamenialdreieck , seine Seiten Koordinaienseiten oder
Koordinatenachsen. Der Punkt vom Koordinatenverhilt-
nis @ 1@, 1 %5 = 1:1:1 heiBt der Einkeitspunkt; dieser
ist offenbar der Inkreismittelpunkt des Xoordinaten-
dreiecks®).

Jede in #;, z,, x; homogene Gleichung stellt im
System der Dreieckskoordinaten eine Kurve dar. Wir
zeigen zundchst, da8 eine lineare Gleichung
S 0Ty + 0%y + G a3 =0
eine Gerade darstellt. Die Kurve (4) schneide BC in
einem Punkt @’. Fiir Q' ist offenbar @, = 0, also ist
nach (4) @z, : 23 = —¢3 1 ¢; und die Abstinde des Punktes
Q’ von den Koordinatenseiten sind nach (3) und (2) bzw.

—2Fec, 2Fc,
G — 0 a6 — a0
Die Kurve (4) schneide C4 im Punkte @”. Dann sind
die Abstinde des Punktes Q” von den Seiten des Fun-
damentaldreiecks

0,

—2F ¢, 0 2F ¢
ag 0 — ay05 T e —ae

Ahnlich wie im gewshnlichen rechtwinkligen Koor-
dinatensystem findet man fiir die Abstinde g, ¢5, ¢,
eines Punktes @, welcher die Strecke @’ Q” im Verhlt-
nis m:n teilt, von den Koordinatenachsen

*) MiBt man die Abstéinde p,, p,, P; nach verschiedenen
Léngeneinheiten, so entstehen allgemeinere Dreieckskoordi-
naten.



§ 21. Die quadratische Transformation. 103

—2
: Doty A H Oy
— G936 — @ G
%= m-+n ’
) —2Fc¢m 1 0-m
(5) _ 030 — 4G
gs = m+n )
2Fcym 2Fc,m
_He GG HBG—hG
\ 93 m+n

Eine leichte Rechnung zeigt, daB die Koordinaten von €
(zy: %y %3 = qy:¢s:¢5) die Gleichung (4) befriedigen,
was auch m und » sein mag; also liegen alle Punkte @
der Geraden @’ Q” auf der durch (4) dargesteliten Kurve.
Befriedigen umgekehrt die Abstinde ¢,, g5, g5 eines
Punktes @ von den Koordinatenachsen die Gleichung (4),
so lassen sich die Zahlen m und # so bestimmen, daB
¢15 ¢, g3 durch die Gleichungen (5) darstellbar sind, so
daB Q auf der Geraden @’ Q” liegt. Somit stellt (4)
eine Gerade dar.

Insbesondere sind offenbar 2, = 0, 2, = 0, 3 = 0
die Qleichungen der drei Koordinatenachsen BC,CA,AB.

Die Abstinde eines unendlich fernen Punktes von
den Koordinatenachsen sind unendlich. Aus (2) folgt aber

P1=£Ql“7 P2="a;_2: P3=%;

also ist ¢ = 0. Nach Gleichung (3) befriedigen daher
die Koordinaten jedes unendlich fernen Punktes P die
Gleichung

0% + 03 % + Gz =0,
die somit die unendlich ferne Gerade darstellt. Da nach
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dem Sinussatz, wenn 4,, 4, , 4; die Dreieckswinkel an
den Ecken 4, B, C sind,

@, :0y 1 a; =sind, :sind, : sind, ,
so ist die Gleichung der unendlich fernen Geraden auch
z,;sind, + z,sind; + z;sind; = 0.

Die Gleichung 7
z + Az =0
stellt bei verdnderlichem 1 ein Geradenbiischel durch den
Rmu{%==0},di.mmmdmlamn.Adm.Iﬁ
z3 =0

P ein Punkt einer solchen Geraden durch 4, ¢ der in
der Drehrichtung nach 4 C zu positiv genommene Winkel
von AP mit der Halbierungslinie #, — 2, = 0 des Win-
kels BAC = 4,, dann gilt fiir die Abstinde p, und p,
des Punktes P von AC und 4B offenbar die Bezichung

sin (ﬁl— — cp) sin (—4—1— )
Ps sin(-g—l—}—go) sin(—2—1+go)
Die @leichung der Geraden 4P ist also
. (4, )
o (‘5 -
n(fee)
) @
Durch Vergleichung mit
Zy+ Az =0

=0.
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si ﬁ 5 )
‘m(2+¢ 1

sin(ﬁ— > S
) @

Hieraus folgt durch korrespondierende Addition und Sub-
traktion

ergibt sich

4,
2<1n~é-c<7{sqc i1
A g
2 003—2-1— sing
oder
. A— 1 A
(6) olgy = —— 1

Jede homogene Gleichung nten Grads in z;, =, o
' ¢ 2] +eai iz, ... =0
stellt eine Kurve dar, die von jeder Geraden in » Punkten
geschnitten wird, also eine Kurve ster Ordnung. -
Wir nehmen zwei in derselben Ebene liegende Fun-

damentaldreiecke 4 BC und 4”B’C’ so an, daB ihre
entsprechenden Ecken sich decken, und es seien zwei
Punkte P und P’ einander so zugeordnet, daB die Trans-
formationsformeln lauten:
(7) m'm'x—lii— zi:z

) 1-2-3—‘2:1 z Ty w31 w3 {25 -

Dann gilt umgekehrt

= ’ ’ 1 .
(") a:l:a;z:xs-—:u— =y Xy 1 Ty Ty I Ty Ty -

=1
% 2
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Jeder Geraden von Punkten P
6% + o T T =0
entspricht ein Kegelschnitt, der durch die drei Kicken des
Koordinatendreiecks geht:
01 @335 + a3 w] + 3w wg =0 .
Tnsbesondere entspricht der unendlich fernen Geraden
z,sind, + z,sind; + #3sind; = 0
der Kegelschnitt
zyxisind, - ziwisind, + z{zssindy =0,

welcher der Umkreis des Koordinatendreiecks ist. Denn
vizssind, , =i z{sind,, ={zjsin4, sind mit Vorzeichen

bis auf den Faktor l2 die Inhalte der Dreiecke, welche die
0

drei Abstéinde eines Punktes P’ von den Koordinatenachsen
paarweise bilden. Wenn die Summe dieser Inhalte null
ist, so liegen die FuBpunkte der Abstinde auf einer Ge-
raden. Dies trifft aber nach einem bekannten Satz der
Dreiecksgeometrie nur fiir die Punkte P” des Umkreises zu.

Jedem Punki P als Schnittpunkt zweler Geraden ent-
sprickt ein Punkt P’ als vierter Schuoittpunkt der jenen
Geraden entsprechenden Kegelschnitte.

Der Koordinatenecke 4 {2 ig} entspricht die gegen-
tiberliegende Koordinatenseite z{ = 0. ZEiner Geraden
durch diese Hcke w, 4 A2; = 0 entspricht der Kegel-
schnitt 2{z{ + 1o{z{ = 0, der in die Koordinatenseite
z{ =0 und in die Gerade zf + Az5 = 0 zerfillt. Die
beiden Geraden z, + A2; = 0 und o§ + A= 0 gehen
durch dieselbe Ecke 4. Schreibt man die zweite Gerade

in der Form 1
x‘é"l“‘;_xé: 0,
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so ergibt sich fiir die Winkel ¢ und ¢’ der beiden ein-
ander entsprechenden Geraden nach (6)

t ; 1ct 4 ctg ’————5'—:——10 ﬂ
also

ctgp’ = —ctgp, d.h. @' =—¢:

Die beiden transformierten Geraden sind in bezug auf
die Halbierungslinie des Dreieckswinkels symmetrisch.

Um also zu einem Punki P den entsprechenden
Punki P’ zu konstruieren, verbindet man P mit zwei
Ecken des Dreiecks und zeichnet die in bezug auf die
beiden Winkelhalbierenden symmetrischen Geraden, die sich
im gesuchten Punki P’ schmeiden (vgl. Fig. 37).

Einer C, entspricht eine Cs,; schneidet die C, eine
Dretecksseite nmal, so geki die Oz, nmal durch die
gegeniiberliegende Ecke. Fallen einzelne dieser Schmiti-
punkie zusammen, so enistchen bei der enis
Cs, mehr als n-fache Punkie in der Koordimatenecke.

Dies erkennt man, wenn man die Konstruktion des
Punktes P’ aus P an der C, verfolgt.

§ 22. Rationale Kurven vierter Ordnung.

‘Wenden wir die eben angefithrten Transformations-
formeln auf die Kurven vierter Ordnung an, so erkennen
wir, daB jede C, mit drei Doppelpunkten aus einem
Kegelschnitt abgeleitet werden kann. Legen wir nimlich
die drei singuldren Punkte in die Ecken des Koordinaten-
dreiecks, so lautet die Gleichung der C,

(1 ) Gy X373 + Gpa T3 T3 + Gy3 @3 75 + 2 G4 7 2,23
+ 28y, %3 7] + 283032, =0 .
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Die Transformierte dieser Kurve ist der Kegel-
schnitt (K)
) @13 73 + azzmg-ra33a,%—|—2a12z122
Tt 20523+ 2a 3723 =10,
wenn wir der Einfachheit halber die Striche weglassen.

Umgekehrt kann auch die Kurve (1) aus dem Kegel-
schnitt (2) abgeleitet werden. Je nach der Lage der C,
in bezug auf die Seiten des Dreiecks erhalten wir ver-
schiedene ,,Typen“ der rationalen Kurve vierter Ordnung.
Aus dem SchluBisatz von § 21 folgt:

Schneidet der Kegelschniti alle drei Seiten des Dreiecks,
1o kat die C, drei Doppelpunkte; bertihrt der Kegelschniit
lie Dretecksseiten, so erhilt die C, drei Spitzen; sind die
Schnittpunkte tmagindr, so hat die C, drei isolierte
Punkie in den Koordinatemecken. Selbstverstindlich
kSnnen simtliche drel Arten von Doppelpunkten bei I7
nebeneinander vorkom-
men, jedoch immer nur
so, daB die Gesamt-
summe 3 betrégt.

In Fig. 37 ist die
Konstruktion fiir einen
Kreis K ausgefiihrt,der
die Koordinatenseite
AB in zwei Punkten
4 und 7 schneidet,
AC in 1, 2 beriihrt
und B C nicht schnei-
det. I" hat dement-
sprechend einen Dop-
pelpunkt C(4’, 7”), einen Riickkehrpunkt B(1’, 2’) und
einen isolierten Punkt A- Ebntsprechende Punkte von
K und I sind durch gleiche Ziffern bezeichnet.

Fig. 87.
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Fig. 38.

Fig. 89.
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Fig 40.
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Die Figuren 38, 39, 40 und 41 stellen weitere vier
Falle von rationalen C, dar, die sich dadurch unterschei-
den, da8 von den Ecken des Fundamentaldreiecks in
Fig. 38 zwei, in Fig. 39 eine, in Fig. 40 keine, in Fig. 41
drei Ecken auBlerhalb K liegen. Bei Fig. 37 liegen alle
Schnittpunkte von K mit den Seiten des Fundamental-
dreiecks zwischen den Ecken, bei Fig. 41 auf den Ver-
laingerungen der Seiten.

Weil der unendlich fernen Geraden

%, sind, 4+ z,sind, + z;sind; = 0
der Umkreis des Fundamentaldreiecks
Ty Ty sind; + w7, sindy, + 2, 2, sind; = 0

entspricht und umgekehrt, so entspricht jedem Schnitt-
punkt von K mit dem Umkreis ein unendlich ferner
Punkt. Verliuft K ganz innerhalb oder ganz auBer-
halb des Umbkreises, so liegt I" ganz im Endlichen. Man
findet die Richtungen nach den unendlich fernen Punk-
ten der C, durch Konstruktion der Bilder der Schnitt-
punkte von K mit dem Umbkreis. Jeder Asympiote der
C, entspricht ein durch die Ecken des Dreiecks gehender
Kegelschnitt K, , der K in einem jener Schnittpunkte be-
rithrt*). Der Tangente T;(s =1, 2, 3) von K, in einer
Koordinatenecke entspricht die gegeniiberliegende Koordi-
natenachse a; und zugleich die zu T beziiglich der Win-
kelhalbierenden symmetrische Gerade T;. T; hat mit K,
zwei zusammenfallende Schnittkunkte; dasselbe trifft also
fir (a;, T7) und die dem Kegelschnitt K, entsprechende
Asymptote der C, zu, d. h. diese Asymptote geht durch
den Schnittpunkt von @; und 7%. Xonstruiert man also

*) Es 148t sich nimlich zeigen, daB zweien einander be-
rilhrenden Kurven (hier der C, und ihrer Asymptote) wieder
zwel einander beriihrende Kurven (hier X und &) entsprechen.
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mittels des Pascalschen Sechsecks*) die Tangenten T
eines solchen Kegelschnitts K; in zwei Ecken des Drei-
ecks, so entspricht ihnen auf der gegeniiberliegenden
Seite je ein Punkt (g;, T}) und die Verbindungslinie
dieser beiden Punkte ist die gesuchte Asymptote.

Wir ziehen von den Fundamentalpunkten 4, B, C
die drel Tangentenpaare an K. Als Gleichung des
Tangentenpaares von einem Punkt (y,, 45, y3) an K findet
man nach der auch auf Dreieckskoordinaten anwendbaren
Methode von § 3

35(“"1: %:?)K(ylé% ) Ys)
¢
(821 Y1 + ams?lz +79—:1:;y3)_0'
Setzt man fiir y,, ¥, , y; der Reihe nach die Koordinaten
von 4, B, C, so werden die Gleichungen jener drei
Tangentenpaare:
Apa] — 241,33+ 4323 =0,
*) {A33$§“2A23$2933+4422$§=0,
Ay @5 — 2 Ay 23 + Ay =0,
wo die 4;z die aus der Determinante
1811 G2 Gy
{G21  Gg2 Qg3
@31 Q33 Qg3 |
durch Tilgen der sten Zeile und kten Spalte entstehen-
den Unterdeterminanten sind. Sollen umgekehrt drei Ge-
radenpaare durch die Koordinatenecken mitden Gleichungen

8, %% + b2z, + 0,23 =0,
(=)

2
Gy @3 + by To Ty + Gy 73 = 0,
a3 23 + by 3 %3 + 327 = 0

*} Vgl. Doehlemann, Projektive Geometrie (Sammlung
Goschen), S. 101.
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einen Kegelschnitt beriihren, so muB zwischen ihren
Koeffizienten eine Bedingung stattfinden, welche aus-
driickt, daB der Kegelschnitt K, welcher fiinf Geraden
der drei Paare als Tangenten hat, auch von der sechsten
Geraden berfihrt wird. Dazu miissen die Gleichungen ()
und (*¥) bis auf drei Proportionalitatsfaktoren {iberein-
stimmen und die gesuchte Bedingung wird @, a, @y =¢, ¢3 ¢5 .
Den drei von 4, B, C an K gehenden Tangentenpaaren
entsprechen nach der Cremonatransformation drei andere
(reradenpaare, von denen man leicht zeigt, da8 sie die
Bedingung a,a, a; = ¢, ¢, ¢; erfilllen. Da diese aber die
Tangenten von I' aus den Doppelpunkten sind, so er-
halten wir den

Satz: Die sechs Tangenten, die von den drei Doppel-
punkien einer rationalen C, an diese gezogen werden
konnen, beriihren einen Kegelschniit.

Yir die Gleichungen der Tangenten in dem drei
Doppelpunkten von I erhiilt man nach derselben Regel,
welche fiir gewthnliche Punktkoordinaten gilt:

G %+ 281522+ 6,73 =0
(*) 3323 + 2 Gy3 By T3+ G 73 = 0 ;
Gy 73+ 28139 %5 + 65377 = 0 .
Auch sie geniigen der Bedingung @, a;a; = ¢, ¢3¢, , also

Satz: Die sechs Doppelpunkisiangenien einer ratio-
nalen Kurve vierter Ordnung berithren einen Kegelschniit.

- Nach den Pliuckerschen Formeln hat eine rationale
C, mit drei Doppelpunkten sechs Wendetangenten und
vier Doppeltangenten (vgl. S. 91). Den Wendetangenten
bzw. Doppeltangenten entsprechen bei der Transformation
Kegelschnitte durch die Fundamentalpunkte, die K osku-
lieren bzw. doppelt beriihren; also:

Satz: Durch drei Punkie gibt es an einen gegebenen

Beutel, Algebraische Kurven IL 8
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Kegelschnitt sechs oskulierende und vier doppelt beriihrende
Kegelschnitte.

Die Gleichung (1) Seite 107 kann auf folgende Weise
geschrieben werden:

(Vg @ 25 + Vs 25 21 + Vags y25)°
(1) =229 {V azp ags @ + Vg5 311 %
l + Vg g T3 — (825 By + @31 T3 + Ays Tg)
wovon man sich durch Umformung von (1) iiberzeugen kann.

Nach dem Prinzip der linearen Kombination ist die
Gerade
V89 g @y Vg3 Oy Tp -+ Y Gy Ggs T3 =g Ty 53 %3 012 5
Doppeltangente der C;. Da Jayy, Vags, Vass in der
Gleichung (1’) je positives oder negatives Vorzeichen
haben kdnnen, so treten insgesamt acht Vorzeichenmdg-
lichkeiten auf, denen aber, wie eine einfache Uberlegung
zeigt, nur vier untereinander verschiedene Vorzeichen-
mglichkeiten fir Yags a3 , V55 a11, V@ Gps entsprechen.
‘Wir erhalten so vier Doppeltangenten, deren Gleichungen
lauten:

Vass Gs5 T+ Y Gss Gy Ta+V Gy g Ty = g @ + 05y Tp 05 T

V“n Q33 xl-}/%s Gy ‘”2’%‘1’,“11 Gy T3 = Ogg Ty + gy Ty 10y, Ty

'V;zz B33 Ty ‘H/“ss Gy %”V“u Gy Ty =gy Ty - gy Ty 03 T3

Vs 83 @ —V Gy Gyy Tp— g Gog Ty = Gay T3+ G5y Tp+013 T

Werden die Gleichungen der vier Doppeltangenten
zur Abkiirzung durch G4 =0, Go=0, Gy =0, G, =0
bezeichnet, so kann die Gleichung der rationalen Kurve
vierter Ordnung dargestellt werden durch

®) G+ G+ G+ G =0,
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woraus durch dreimaliges Quadrieren die rationale Form
hervorgeht
4) {[G—G) + (G — GYI — 4(G,G; + G; G))*
=64G,G, G, G, .

Dies kann man durch die Umformung von (4) in (1)
mittels der Werte von Gy, G, Gy, G, bestitigen.

Der durch die geschweifte Klammer dargestellte
Kegelschnitt
P=[(6; —G5) + (G — GJP —4(6, Gy + G5 G)) =0
geht durch die acht Beriihrungspunkte der Doppel-
tangenten (vgl. S. 82, 83).

Durch Ausquadrierung und Zusammenziehung erhal-
ten wir aus (4)

(Gy— Gy) + (G — GI*
— 8[(Gy — Gy) + (G — GIPP(G1 Gy + G5 GY)
+16[G, G, — G G, 2= 0

(G, — Gy) + (B, — G
— 8[(Gy — G5) + (Gy — GP(G, Gy + G5 Gy)
+16[(Gy — G3) Gy + (Gy — G4) G2 = 0.
In dieser Gleichung kommen nur Glieder vor, die ent-
weder (G — G3)?, (Gy— G5)(Gy — G,) oder (G3—G,)?
enthalten, wodurch der Punkt
{ Gy —Gy=0
Gy — G,=0
als Doppelpunkt der C, nachgewiesen ist.
Da die Gleichung des Kegelschnitts @ sich auch in
den beiden Formen schreiben 148t
P=[(G — @)+ (G — G —4(G,G; + G G)=0
und
P=[(6G—G)+ (& — ®)?—4(G, G+ 6:;6)=0,
8*
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so folgt auf dieselbe Weise wie vorhin, da8 auch die Punkte
{GI—GE=O} {G1—~G4=O}
G, —G, =0}’ Gy, — G =10
Doppelpunkte der Kurve sind.

Einem die Seiten des Fundamentaldreiecks beriihren-
den Kegelschnitt K entspricht eine C, mit drei Spiizen,
also eine Kurve vierter Ordnung dritter Klasse (C3). Die
Gleichung eines solchen Kegelschnitts K lautet

E = (e 2) + (e 3)" + (g 25) = 0
ciai + Ba3 + Gai — 260,22,
— 26622 — 260352 =0,
wovon man sich darch zweimaliges Quadrieren iberzeugt.

Die diesem Kegelschnitt entsprechende C, mit drei
Spitzen hat dann die Gleichung

= <£1_) /:+ <2)/=+ (—0-3—)1&: 0
} 2y, Zy Z3
ofer, nach Anderung der Konstanten
(emy) Yo (Amy) =Y+ (umg) e = 0.
Durch zweimaliges Quadneren erhalten wir hieraus
fir die 0, mit drei Spitzen die Gleichung
2R+ PR D+ 1 A — 24 o
— 2% uw oz, — 2x iz zoai = 0.
Bestimmen wir die Tangenten in den Doppelpunkten,
so ergibt sich z. B. fiir den Punkt

{:z:l =0
2, =0
aus den Gleichungen (*) S. 113 mit a,; = 12 u2, Gyp = %22,

Q33 = 2222, @, =2 A u?, ayg =x24u, alg—xlz
222} — 2% Az 7y 1+ 2223 = 0 oder (,c:cl—lxz)?——

oder
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Da die beiden Tangenten im Doppelpunkt zusammen-
fallen, so sehen wir, da8 der Doppelpunkt ein Riickkehr-
punkt und die Gerade x z, — Az, = O Rickkehrtangente
ist. Analog erhalten wir die Rickkehrtangenten in den
beiden anderen Doppelpunkten; die drei Riickkehrtangen-
ten haben die Gleichungen
#Ty — ATy =0, oy —uz, =0, pz,—xzg, =0.
Hieraus ist ersichtlich, da8 sie durch einen Punkt gehen,
dessen Koordinaten das Abstandsverhiltnis haben

1 1 1
Ty IXy iy =151 — =010 C.

= ® Lou

Wird das Fundamentaldreieck gleichseitig und ist K
dessen Inkreis, so erhalten wir die dreiachsig-symme-
trische ,,Steinersche Hypozykloide*® (Fig. 42).

Sie kann in folgender Weise konstruiert werden: Auf der
Peripherie eines Kreises vom Radius OA=r bewegen sich
von 4 aus in entgegengesetzter Richtung zwei Punkte @
und B, so daB R die doppelte Geschwindigkeit hat wie .
Die Hillkurve von QR ist die Steinersche Kurve. Sie ist
auch der Ort eines Peripheriepunkts P eines Kreises vom
Radius » (Mittelpunkt O’), der auf einem Kreis mit Radius
3 r (Mittelpunkt O) rollt, ohne zu gleiten. Die Kurve ge-
hort deshalb zur Gattuncr der Hypozykloiden.

Ist £40Q=¢, so “erhalten wir fiir die Koordinaten von

P, da R@Q=QP, QRzarsmﬁ, Z @QBP =@

2 2
r=rcos¢ + 2rsin—3—2£sin%
y=rsinqp+2rsi_n—g—;iccvs—éqg

de:
sae rx=2rcosg —rcos2¢
@) {y=2rsinqo+rsin2tp}

Die Elimination von ¢ ergibt die Gleichung
2 +y)*+8rxz@*—3y)+ 1872 (@* +y)—21r=0,
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Fig. 42.

die auch in der Form geschrieben werden kann:
(3) @+ y*— 127+ 9792 +4r(22x— 373 =0.

Die Gleichung (3) zeigt, daf die (in Fig. 42 nicht einge-
zeichneten) Schnittpunkte des Kreises
E=a*+9y'—12rx+9r°=(@&—67+4— (3V3r)’=0
mit der Geraden 2 — 3 =0 Spitzen sind, d.h. die Punkte

(3 3
(5 r, j—_ -5-7‘ Vg) .
Die dritte Spitze liegt auf der x-Achse, denn mit y =0
ergibt sich

O=a*+8ra®+18rax* —2Tri=(@—r)(x+37)%;
d. h. der Punkt (—3r, 0) ist Riickkehrpunkt mit y =0 als
Riickkehrtangente. Man iiberzeugt sich noch leicht, daB die
drei Riickkehrpunkte ein gleichseitiges Dreieck bilden.
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Aus (2) folgt fiir die Gleichung der Tangente PQ

ossm%l + ycos% == rsm—;- '
deren Achsenabschnitte
sinZ - cos—t;'i
2 2 ;
%=— 5 = sind.
r sin——3 s r sin 3¢
2 2

Die Elimination von ¢ ergibt hieraus als Gleichung der
Steinerschen Kurve in Linienkoordinaten

u? + P =ro(But—1v%,
womit erwiesen ist, daf die Kurve von der dritten Klasse ist.

§ 23. Bizirkulare Kurven vierter Ordnung.

Unter einer bizirkularen Kurve vierter Ordnung ver-
stehen wir eine Kurve, bei der zwei Doppelpunkte in die
unendlich fernen Kreispunkte der Ebene fallen. Ihre
Gleichung hat in homogenen Punktkoordinaten die Form

@+ 9P+ (az+ ) + ¥
(1) {-{—(a11x2+2a12zy+a22y2+2a13mw
+2a5y0 + a3 0% 02 =0.

Aus der Gleichung (1) ist ersichtlich, da8 die beiden
imagindren unendlich fernen Punkte

2+ 2= 0
{ 03 e 0}
Doppelpunkte der Kurve sind; die Kurve verlauft also
ganz im Endlichen. Verschiebt man sie derart, da8 der

Punkt (%, %) in den Ursprung kommt, so wird aus (1),
B

damanzundydurchz—%, y—zzuersetzenhat,
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@) {(‘52 T YR F 0@+ 2b 2y + by y?
+ 2b;z+ 2by3y + by =0 .

Dieser Punkt heift der Fundamenialpunkt der bizir-
kularen Kurve. Fiihrt man Polarkoordinaten ein, so lautet
die Gleichung der Kurve

o* + (by; cos®g + 2 by, Cos@ sing +- by sin’g) o

+ (2b;3c08¢ + by sing) @ + by =0 .

Da der Faktor von o3 = 0 ist, so folgt hieraus

01+ 0 T 0+0=0.

Sind also P,, Py, P,, P, die Schnittpunkie eines
durch den Fundamentalpunki O gehenden Radiusvekiors
mit der Kurve, so ist

OP, +OP, + OP, +- 0P, =0.
Die bekanntesten bizirkularen C, sind:
1. die spirischen Linien des Perseus:
(@2 + 4?2 — (a22® + b2y%) — k2 =0 ;
2. die Cassinischen Kurven:
@y — @ —y) — B =0;

3. die Cartesischen Ovale:

@ +y?—2ra— 0@+ y)—k2=0.

Fiir alle drei Kurven ist der Fundamentalpunkt (Ur-
sprung) Mittelpunkt.

In den beiden imagindren Kreispunkten

[#*+ 9= 0}

\ w=0
haben die Kurven 1. und 2. Doppelwendepunkte, die Kur-
ven 3. Rdckkehrpunkte*).

*) Niheres liber diese Kurven findet der Leser in Wie-
leitner II und Loria (L. V. 14 und 7).
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§ 24. Rationale bizirkulare Kurven vierter
Ordnung.

Eine rationale bizirkulare Kurve vierter Ordnung muf
noch einen dritten Doppelpunkt haben. Dieser kann
nieht auf der unendlich fernen Geraden liegen, da die

Fig. 43.

C, sonst zerfallen miiite. Ist (x, §) der dritte Doppel-
punkt, so lautet die Gleichung der Kurve
@+ ¥%)° + ([dz + ey)(z* + ¥°) + oz — &)®
+oe—a)ly—pf)+ecly—p*=0.
Verschiebt man die Kurve parallel, bis der Doppel-
punkt Ursprung wird, ersetzt also z, y durch (x + 2),
(8 + ), so erhilt die Kurvengleichung die Form

(1) (@+y9°+(do-tey) @ +yI+aot+bay+ey?=0.
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isolierter Punki l
Der Doppelpunkt im Ursprung st ein Rickkehrpunlkit I,
je nachdem b2 —4ac = 0. Doppdpmnic

>

Diese Kurve transformieren wir vom Ursprung O aus
durch reziproke Radien. Zu diesem Zweck fiihren wir
in (1) Polarkoordinaten (¢, @) ein und erhalten

Fig. 44

(1) { 0" + (dcose -+ esing) o
+ (acos2gp + beosgsing + ¢sin?g) = 0 .
Ist (0, ) der zu (o', @) inverse Punkt, so hat die
inverse Kurve gemiB

2
f— 2 od ;B
oo =71 oder o =

=}

die Gleichung
rt . 72
po + (dcosp + esing) "y

+ (acos?e 4+ beospsing + csin?p) = 0
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oder 02%(a cos?@ —+ beosg sing + csin2e)
+ r2g(dcosp +esing) + 7+ =0.
Der Ubergang zu Punktkoordinaten liefert
(2) E=ax®+boy+cy?+ridostey) +rt=0,
also einen Kegelschnitt.

Ds dieser Kegelschnitt nicht durch den Ursprung
geht, so gilt der .

Satz: Jede rationale bizirkulare C, ist Inverse eines
Kegelschnitts von einem mnichi auf diesem liegenden In-
versionszenirum aus.

Wie wir oben gesehen haben, ist der Ursprung, also
das Inversionszentrum, Doppelpunkt der C, mit dem
Tangentenpaar a2 -+ bxy +cy? = 0. Daraus folgt:

ssolierier Punki
Der Doppelpunkt O ist ein Riickkehrpunk: }, jenachdem,
Doppelpunki
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Ellipse

b2 —4ac é 0, d. k. K eine Parabe } ist.  (Vgl. Fig.
Hyperbel

44—47) yper

Liegt das Inmversionszenirum O tm Bremnpunki F,
so ist die kartesische Gleichung von K in Polarkoordi-

Fig. 46.

aaten mit dem Brennpunkt als Pol und der Kegelschnitts-
achse als Achse des Polarsystems

r_ P
g 1+ ecosg’
Ellipse
wo p der Parameter und K eine Parabel } darstellt, je
Hyperbel

nachdem s§1 . Die inverse Kurve hat dann wegen
00" = r? d&e Gleichung
3) e p=r*(l+ scosg)
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oder in Punktkoordinaten
O (@ +92)p—eria] =rt(z2 4 37).
Die beiden Kreispunkie sind jeizt Rickkehrpunkte,
was sich aus der homogenen Gleichung der Kurve
@) {p”(wz +y) —2erp2(x’+ o
+rif(e2—1)2 — w2 =0

Fig. 47. -

ergibt. AuBerdem zeigt Gleichung (4”), daB die Kurve
isolierten Punkt

im Ursprung einen Riickkehrpunkt } hat, wenn eé 1,
Doppelpunk
Ellipse

d. h. wenn K eine Parabel } ist,
Hyperbel

Im ersten und dritten Fall (e =<1) ist die Kurve eine
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Pascalsche Schnecke (Fig. 51 u. 48), im zweiten Fall
(¢ = 1) eine Kardiotde (Fig. 50)%).
Diese Kurven gehoren zur Gattung der Kreiskonchoiden

und lassen sich auf folgende Weise erzeugen: Auf der Peri-
pherie eines Kreises K liegt Punkt O (Fig. 49). Auf jedem

: . \
/ Fig. 48. N

Radiusvektor OP wird eine konstante Strecke PQ =1 ab-
getragen. Der Ort der Punkte @ ist eine Pascalsche Schnecke.
Ist OM = R Polarachse und £ MOP=¢, so wird

Damit haben wir als Polargleichung der Pascalschen Schnecke
e=2Rcosp+1 .
und @*+y*—2Rz): =1 (x+y?)
*) Die Konstruktion der Kurven durch Inversion ist nur
in Fig. 48 durchgefiihrt.
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als Gleichung der Kurve in Punktkoordinaten, die mit (4}
; ; ; gr?
identisch ist, wenn R = T
isolierter Punkt

Riickkehrpunkt p, je nachdem Z%QR. Dies folgt aus
Doppelpunkt

dem Aggregat der Glieder niederster Ordnung in der Glei-
chung der Kurve

@4y — 4 Ra(@+y) —[(P—4 R 222+ Fy%=0.

2
, 4 =% ist. Der Ursprung ist

Fig. 49.
Die Gerade =+ 'SZ—R =0 ist Doppeltangente. was aus der
Kurvengleichung in der Form -
(w”-}-y ——‘7Rw—7) ———(SRm——l“)

hervorgeht.

Liegt das Inversionszentrum im Mittelpunkt der Ellipse
bzw. der Hyperbel z g
Ty
so erhalten wir aus der Polargleichung

a®b?
ST cos’e +a®sinte

=1’
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und der Transformationsgleichung ¢ o’= »® fiir die trans-
formierte Kurve nach einfacher Rechnung

(5) a2 b2 (xﬁ _é_. yz)z o 7-4 (bg m? i a2 y2) .

Im Fall der Ellipse ist der Ursprung isolierter Punkt
{Fig. 44), im Fall der Hyperbel Doppelpunktwendepunkt mit
den Asymptoten als Wendetangenten (Fig. 47).

Die Kurven (5) heilen elliptische bzw. hyperbolische
Lemniskaten von Booth.

Fig. 50 und 51.

Fir a=2> wird die Hyperbel gleichseitic und wir er-
halten die Bernoullische Lemniskate (Fig. 52)
® o @y =t @ — ) o

Alle diese Xurven haben drei Doppelwendepunkie: einen
reellen im Ursprung und zwei in den unendlich fernen Kreis-
punkten, was aus der homogenen Kurvengleichung ohne wei-
teres zu entnehmen ist.

Setzen wir in der Gleichung der Liemniskate von Bernoulli

4 9

L —=¢* wndist in Fig.52 0M, = 03f, = 212
Jjeden Kurvenpunkt P die Relation

PO T - 2
M1P.M;1>=OM;=P2_;

, so gilt fiir
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denn es ist
NP P — [(a:— : V2)

Fig. 52.

woraus mit Beriicksichtigung der Kurvengleichung

@ +y)P=c@—y)
sich ergibt

oder

Setzen wir P=p,, M,P=yp,, so haben wir die
Relation

die auch die Gleichung der Kurve in Bipolarkoordinaten ist.
Beutel, Algebraische Kurven I 9
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Wir fiihren noch kurz eine Konstruktion der Bernoulli-
schen Lemniskate an, deren Beweis wir dem Leser iiberlassen.
Ist B, B, eine beliebige der im Kreis mit Radius OM, zu
OM, seukrechten Sehnen, so schneidet der iiber B, B, als
Durchmesser beschriebene Kreis den um B, (bzw. B,) mit
Radius OB, (bzw. O B,) beschriebenen Kreis in vier Punkten
der Lemniskate.

Wie die rationalen zirkularen C; lassen sich auch die
rationalen bizirkularen C, als Fufpunkikurven auf-
fassen, nur da8 hier die Grundkurven Ellipsen und
Hyperbeln sind, wihrend es dort Parabeln waren. Dies
kann ganz einfach auf folgende Weise geschehen: Zu
einem Punkt P des Kegelschnitts K konnen wir den ent-
sprechenden Punkt P’ der Inversen in der Weise kon-
struieren, da8 wir die Polare p von P in bezug auf den
Inversionskreis mit OP schneiden (Fig. 43). Durchliuft
nun P den Kegelschnitt K, so umhiillen die Polaren p
einen zweiten Kegelschnitt K'*). Der Ort der Punkte P’,
d. h. die rationale hizirkulare C,, ist also nichts anderes
als die Fufpunktkurve von K’ in bezug auf den Pol O.
Diese beriihrt offenbar K’ in den vier gemeinsamen
Punkten, wie dies Fig. 43 auch zeigt.

In den Figuren 49, 50 und 51 sind die Pasecalsche
Schnecke und die Kardioide auch als FuBpunktkurven eines

Kreises K’ vom Pol O aus dargestellt, der in Fig. 49 auBer-
halb K’, in Fig. 50 auf K’ und in Fig. 51 innerhalb K’ liegt.

Um nun die verschiedenen Formen zu erhalten, welche
die rationalen bizirkularen Kurven vierter Ordnung an-
nehmen kdnnen, nimmt man den Inversionskre:s fest und
bringt K in verschiedene Lagen. Man hat dann dres
Hauptfdlle, je nachdem K eine Ellipse, Parabel - oder

*) Vgl hiefiir z. B. Salmon- Fiedler, Anal. Geom. der
Kegelschnitte, 2. Teil, § 401.
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Hyperbel ist, wobei O entweder innerhalb oder auBerhalb
K Iiegen kann®).

Wir erhalten so sechs verschiedene Typen, die in
den Fig. 43—48 dargestellt sind. In den Fig. 43 u. 44
ist K eine Ellipse, in den Fig. 45 u. 46 eine Parabel und
in den Fig. 47 u. 48 eine Hyperbel

DaB die bizirkularen rationalen C, Fufpunktkurven
der Muttelpunkiskegelschnitte sind, wollen wir jetzt auch
noch mittels Rechnung darlegen. Die Grundkurve sei
die Ellipse

e 2
atg—1=0;
die Gleichung der Tangente mit gegebenem Richtungs-
faktor m lautet
R~

Das vom Pol (&, ) darauf gefiillte Lot hat die
Gleichung

N 1
9’-#—*;;(50‘—0&)-

Die Elimination von m aus diesen beiden Gleichungen
gibt
) BB+ yr—(xz+ BYPP—atz — ) —b*y—p)F =0
als Gleichung der gesuchten FuBpunktkurve. Aus der
homogenen Form der Gleichung (7)

(V) [*+ 92— (x4 By) ol =[a*(a— )2+ b3y — )

*) Liegt das Inversionszentrum O auf K, d.h. ist in den
Gleichung (2) (S.123) r* = 0, so erhalten wir als Inverse
von K eine rationale zirkulare Kurve dritter Ordnung (vgl
S. 77f); man kann diese als spezielle bizirkulare C, ansehen,
da sie zusammen mit der unendlich fernen Geraden ebenfalls
eine Kurve vierter Ordnung mit Doppelpunkten in den un-
endlich fernen Kreispunkten darstellt.

9*
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ersieht man, da8 die Punkte

(s m (2]
w=20 y=_p
Doppelpunkte sind, d. h. die Fufpunkikurven der Mitiel-
punkiskegelschnitie sind bizirkulare rationale Kurven vier-
ter Ordnung. Diese Kurven haben drei Doppelpunkte,
einen im Pol und zwei in den unendlich fernen Kreis-
punkten. Der im Pol liegende Doppelpunkt ist ein
reeller Doppelpunktl auBerhalb
isolierter Punkt , je nachdem der Pol auf }
Riickkehrpunkt ] innerhalb
der Grundkurve liegt.

Fir die Hyperbel erhalten wir als FuBpunktkurve,
wenn wir in (7) statt 452 den Wert — b2 setzen:

@) [ +y*—(xz+ By =[a* (@ —a)*— b2 (y— )]

Geben wir dem Pol besondere Lagen, oder nehmen
wir spezielle Kegelschnitte an, so bekommen wir ausge-
zeichnete Arien der FuBpunktkurven.

I. Der Eegelschnitt sei die Ellipse
22 2
@ TE=1
La=0, f=0: (224 y»)?=a222 | B2y°
(elliptische Lemmiskate von Booth).

2. a=c=Va?—b%, f=0: (22+y?)(22+y2—a?)=0
(Scheitelkreis der Ellipse).
3. a=a,f=0: (>t} y*—az)?=0a?(z—a)>lb2y?
(Pascalsche Schnecke).
Mit ¢ = b wird die Ellipse zum Kreis.
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Setzen wir z. B. =0, so erhalten wir
(@ + 42 — a2 = a* (3 — )2 + Boy?
(Pascalsche Schnecke).
Liegt der Pol auf der Peripherie und ist z. B. x =a,
p = 0, so erhalten wir
@+ 9 — a2 = atflo — a)t + 97,
oder, wenn man z — a durch z ersetzt, was einer Ver-

schiebung der Kurve in Richtung der positiven z-Achse
um a entspricht,

@+ 42 + a2)® = a2 (z® + y?)

(Kardioide).
1L Der Kegelschnitt sei die Hyperbel
2y
@ e

l.a=0, f=0: (224 932 =0a22% — b2y?
(Ryperbolische Lemmiskate von Booth).

2 a—c=1a T8, f=0: @+y)E+yP—a)=0
(Scheitelkreis der Hyperbel).

3. a=a, f=0: (2®+y2—az)=0a2(z—a)2—02y?
{(Pascalsche Schnecke).

Wird die Hyperbel gleichseitig, ist also @ = 5, so
erhalten wir fiir

a=0,p=0: @ +y)>=a*(=—y?)
(Lemniskaie von Bernoulli), fir
x=a, f=0: (@+y*—az?=a*|z—af —y]
(Kardioide).
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Berichtigungen zum I. Teil.

S. 21, Zeile 9 v. u. lies statt: Jeden unpaaren Zug — Jeden

paaren Zug.

S. 81, Zeile 9 v. u. lies statt: d. h. der Gleichung (1) geniigen

nowm

2]

— d h, der durch die Gleichung (1) dargestellten Kurve
geniigen.

. 35, Zeile 6 v. o. ist der Satz: ,Die Kegelschnitte sind

also . . . besitzen" zu streichen.

. 63, Zeile 9 v. o. lies statt: [e2[a® + (y — 8)°— 9], #]

— [2*}e® + (y — 3)* — 9], ] .

. 113, Zeile 9 v. o. lies statt: die (n) Nullpunkistangentien

— die n (n — 1} Nullpunkistangenten.

. 116, Zeile 9 von u. lies: Die Gleichung dieser Kurve

wurde zuerst von Hesse in einer 1844 verdifentlichten
Arbeit: ,, Ubeir die Wendepunkte der Kurven 3. Ordnung®
(Gesammelte Werke, S. 123 ) anfoestellt: die Kurve
wird < 0 &
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u. pierter £ H

} im Tert.

| Ulpen, Die, von \_ieger, Rro=
fejfor an et t Graz. Wit
19 6. 1. 1 .&mrte Rr. 129,

Alihodbeutidie Riteratur mit Gram-
matif, Dberfesung u. Grlduierun~
gen b. TH. Edaufiler, Prof. am

! Realgymnajinm in Wm. RNr. 28,

i ‘.'ﬂttqtummt[. ReligionSgeididte von

D. Dr. Mar Lohr, Profejior an ber

| Univerjitdt Konigsberg. Nr. 292.

P Ymphibien. Das Tierreid) IIL: Heyps

tilien u. Amphibien . Dr. Franz

Werner, Lrof. an ber Univeriitdt

Bien. Ubbild. Mr. 383.

Mt 48
| Analyfe, Tedn.-Chem., ton Dr. G.
Qunge, Prof. a. b. Gidbgen. Rolp
tediniigen Sdule in Jirid. Wit
16 ALS. Mr. 195.

| Unalyiiz, Hobere, I: ziif:rmhnl-
rednung. Ron Dr. Fror. Junler,
Refior bes Realghmuaiinms u. der
£oerrealidiule in Goppingen. Wit
68 Figuren. Nr. 87.

P — — HRepefitorium und Hujgaben-
jemmiung jur Differentialred)s
nung von Dr. Frdr. Qunier, Reltor
5. Reclgymmnai. 1. b. Lberrealid). in
Goppingen. Mit 46 Fig. Nr. 146.
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Analyii3, Hijere,

D opet

II: Smegmized;-
r. §nedr. Junier,

nung. Won
Refwor ted Fea
Lrers fe
83 Fi

fammiung az:: Jniegralredinung
h}] et, Reft. b Real-
Lu.;teanr.’;..le n

@esm*gsﬂ
Jitedere, o
\.w.ez in
O:v

$Brof

Chingen. Mit 5 Fig.

de‘;u." Berli . . 209.
Mtb:t.cruen.mc:ung ;e;,e Sosials
veriicherung.

Ardislogie :::m Dr. Friedrich Qoepy,
Brof. an der Univeriitdt Minjter
i. W, 3 Banddjen. Pe. 28 AbD. im
Tezt u. 40 Tefeln. Fr. 538/40.

Arithmetif u. Algebra von Dr. Herm.
Edyubert, Trof. a. d. Gelehrten~
jGule ded JIohanneums in Ham~
burg. Jr. 47.

— — Beifpieljammiung jur Ariths
menr und Hlgebra von Dr. Hermt.
CSdjubert, Prof. a. b. Gelehrien-
ad‘z.ie ved Johanmeums in Ham-
burg. 48.

Mrmeepferd, Dasd, und bie ‘L‘enn*gzmg
bet mobernen bee,.e mit ::_«ae;::ew. o.
gelir von Tam
Kavallerie 3. 2.
Remonteinjpetiew

Armenwefen und ‘}Irmcnfuwrge.
@mmb-xmg in . joziale Hiljdarbeit
p. Dr. Adolj Weber, *sto; an ber
Handeldhodjidule in £0in. Nr. 346.

Hrzneimitiel, Jeuere, ifre Jujams=
menjesung, Tirfung und Uniwen=
dung von Dr. med €. Badem,
Profefior ber Rharmalologie an
ber Univerjitdt Boun. Nr. 669.

Ritheti?, Allgemeine, von Prof. Dr.
May Dies, Lehrer a.b. fKgl.Atademie
b. bild. Runite in Stuttgart. Nr. 300.

ftronomie. Grdhe, Bemwegung u. Cni-
fernung ber HimmeRdidrper o. AL F.
Mobius, neu beard. von Dr. Herm.
RKobold, ‘Brof. an der Univerjitdt
Qiel. 1 Tas Blanetenjpiten. it
33 Ubbilbungen. Rr. 11.

— — II: Qomeient, Meteore u. das
Ctemipftem. Mit 15 Figuren und
2 Giemlarten. RNr. 529.

T,

_— E}chnmnum und Wufgabens |

i %qzrwbnnl.

tit 50 Fig. Jer. 147, |
f. Dr. Benedilt |

Yfironomijde Geographie von Dr.

Eiegm. Ginther, Trofeiior an ber
: c"e'x Dodidule in Miindjen.

sblbwiger. Str., 92,

Zie Bejdeaifenbeit der
@‘mmels’s*se: v. Brof. W. F.
Wislicenus. TNeu bearbeitet con
Dr. §. RLubdendorif ir. %at%bam.
it 15 ABLIld. Tix.

Atherifdie £le und :}ucdnmnc pon
D. F. Boduijen in Miltig. it

ﬂ‘b.!h‘m._,en Mr. 4486.

! ﬂunasentmurve p. Sberjtubientat Dr.

aub, Reftor des Cberbm:b-
ﬂub*nrg @nmrm i.Gtutig. Nr. 17
Ausgleidungdredinung nady bcr f.m:-
thobe der EHeinjten Dnadrate ton
BWilh. Weitbredht, Prof ber Geos
djie in Ciuitgaori. 2 Bianbdbden.
it 16 Figuren. MNr. 302 u. 641,
Aupereurspdijde Grdieile, Linbders
funbe der, pon Dr. Frang Heiderid,
Brofejjor an ver Erporiafabemie in

Tien. Mit 11 ZTertfaridien und
Brofilen. Str. 63.
Huftralien. RLandestunde u. Wiris

{Gaftdgengraphie beé Ueulmﬂac%
Nujiralien von Dr. Rutt Heifect,
Erof. b. Geographie an . {)
Hodidule in Koln. Mit 8 i’lob
6 graph. Tab. u. 1 Rarte. Nr. 319,

Auiogened Cdjweif= und Sdneids
gerfafiren von Jngen. Hans Fiefe
in Riel. it 30 Figuren. Nr. 499.

Babdes u. ch\mmman]taitm, Dffents
lidie, v. Dr. Rarl W oin, Etabtober»
baur., Hennover, W.50 Fig. Nr.380.

Bapen. Badijde Geididte von Dr.

Raztl Brunner, Brof. am G

in Pforsheim u. mmutbo,ent ber

@eicﬁichte an ber Tedniidjen Hody-

jdule in RarBrube. Nr. 230.

Qanbdesfunde pon Baben vonBrof.

Dr. ©. Rienis i. Karldrube. Dt

SProfil., ALL. u. 1 Rarte. RNr. 199.

Bajnhdfe. Hodibauten ber Bahnhisfe
p. Gijenbafhnbauinipett. €. Sdhmwab,
Borjtand d. Kgl. E.-Hodhbaujeltion
Ctuttgart IT. I: Gmpjang3gebiude.
Sebengebiube. Biiteridyuppen,
Qofomotividuppen. Mit 91 Abe
bilbungen. RNr. 515.

Ballanftaaten. Seidiidite d. dyrijte
lifien Balfanjtaaten (Bulgarien,
Gerbien, Ruminien, Montenegro,
Griedienland) von Dr. &. Roih in
Rempten. Nr. 331

Znmnal




Bantwejen. Tedni? bed Banltwefens
pon Dr. Walter Conrad, ftelivert. |
Borjteher der jiatijt. ‘Z{htem.ng ber
Reidzbant in Berlin. Nr. 484,

Baufithrung. ﬁ.zr,gersteé Dandbud) |
iiber bas Weijen der Baufihrung v.

Urchit. Cmil Beutinger, Aitjtent an |
b. ‘Zetfm Hodhidule in Darmitadt. |

M. 25 Fig. u. 11 Tabell. Fr. 399.

Bautunit, Die, ved Abendlanved v. |

Dr. &. Sdafer, Ajijt. a. Gemwerbes

mnieum, Bremen. Mt 22 UGG, |
4,

— bcs Sdulfanfes o.
Crnit Vetterlemn, A,arm:mb... Das |
Gd)ulf)m.s . 38 ABh. MNr. 443,

— — II: Die Ghulrdume — Die

Rebenanlagen. . 31 ABH. For. 444. |

Baujteine, Die Indujtrie ber Hinjts

Lidjen Baujteine und pes Wortel3

pon Dr. @ Rauter in C.,.‘r.st‘e"-
burg. t 12 Tefeln. Wr. 23
Samtuntunbe, Die, . B .;_:). Qkaers
fitoh, LCbherl. a. b. HPerzogl. Bau-
geweriidjule Holyminden. it
36 Ubbilbungen. Nr. 506.
Bayern. Bagerijde Gejdhichie von
Dr. Hand Ldel in  Augsbuzg.
Nr. 160.
— fanbesiunde bed
‘.Btznem p. Dr. W. @bk, Prof. a. d.
&gl. Tedm. DCfT Gule Minden.
. Brofil., Ubb. u.1 .&\.'te K. 1.6
Befeftigungsweien. Die geididilide
GCniwidlung »de5 Befejtigungs=
wefend vom Anfiommen bder
Pulvergeidiiise bi5 zur Neugeit
von Reuleaur, Major b. Sigbe b.
1. Weitpreu. Rionierdbataill. Nr.17.
Wit 30 B[ilbern. Nr. 569.
Beidwerdberedit. Das Didziplinar: u.
Beijdwerperedt fiir Heer u. Ma-
rine . Dr. Mar E. Wayer, Brof.
a. b. Unip. Stragburgi. . Nr. 517.
BeiriebsIrafi, Die swedmigigite, von
{yriedbr. Barth, Lberingen. in Niitne

RKinigreid3

berg. 1. Teil: Ginleihung. Tampi-
Iraftaniagen. Berjdyied. Krafi-

majdinen. M. 27 ABL. Tr. 224,
— — II: Ga3-, Waifer» u. Emb-
Rrafianiogen. M. 31 ALL., Nx. 225,
— III: Gleftromoioren. Betriebss
fojtentabellen.  Gzaph. Darjiel.
Wahl b. Betriebslraft. M. 27 AL,
NrT. 474

Brof. Dr. -3ng.

| Bewegungsipieley. Dr. €. Koblran fz!;,
Prof. am fgl. Kailer Wilhelm
Gymn. 3u Hannover. Ti. 15 UL

Rr. 96.
| Bleidjerei. Fertil-Insujirie III:
Wifderei, Bleidjerei, Firberei

und ifre @dfsfznff: p. Dr. BWilh.
Majiot, Brof. a. Preug. §oh.
Fadiidule fiir zertdmbmt ie in
Qrefeld. it 28 u-tg. Rr. 186.
| Blittenpflanzen, Tas Syjtem bder, mit
Hus{dlug ber Gypmnsipermen von
Dr. R. ’T:i!ger, fuitos am Rgl. Bo=
tanijden éar‘en in %eﬂm’ﬁ:af)!em.
Mif 81 Figuren. Nz. 393.
Bobentunde von Dr. P. ‘.Z?’*gelez in
| S%smgébe:g i Br. Wt 455,
Bolivia. Die Cordillereniiaaten von
Dr. Wi helm Cievers, Prof. an ber
Univerii @*eae I. Ginleitung,
Bolivia u. Peru. ‘Wit 16 Tafeln
! u. 1 lithogr. Rerte. RNz 652,
%tanbmburg. ?Brcur.u:i‘.e @cndmﬁ:c
von Yrof. Dr. k. Than
bes Kailer Wil5
in Montabaur. Rz,
Brajilien. Lanbesfunde der ‘Refpuﬁl
!Branhm vonn Bel Rodolpho von
Sbering. Wit 12 %asﬂhungen und
{ 1 Qarte. %z 873.
| Brauereiweien I: Mdlzerei von Dr,
Raul Dreverhoif, Dir. ber Brauer«
u. Maleridule zu Grimma. WMit
16 Abbilbungen. Nr. 303.
BritijNorbamerifa. Randedfunde
oon Britifd-Norbamerila 0. Prof.
Dr. % Lppel in Bremen. it
13 Ubb. und 1 Karte. RNr. 284.
Budfithrung in cinfaden 1. hnupel-
ten Pojten p. Frof. Reb. Etem,
£berl. b. £ifentl. Handeldlehranii.
u. Toz. 5. Hanbeldhodidule zu
Leipzig. Tt. vielen ;_\-srm.[. Rr.115,
Budbdha von Rrofefior Dr. Comund
Harby. Fr. 174.
Burgenlunde, Abri der, voun Hofrat
Dr. Ltio Piper in Miinden. Wit
30 Ubbilbungen. Jr. 119,
Bitrgerlides Gefesbud fiehe: Redt
bes BGB.
Byzantiniidiez Reid). Gejdidite de3
bysantiniiden Heidje von Dr.
£. Roih in Kempten. Nr. 190.
Ghemie, Allgemeine u. phyiitalijde,
pon_Dr. 9Rar Rudbolphi, Prof. an
ber g,ecfm menr.ﬁu!e in Darmitadt.
Mt 22 Figuren. RNr. 71
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Chemie, Analytijde, vor

Hoppe in Miind I
Bang der Anal
— II: Reafii
Tietalle. Hr.
HAuorganijde,
in Mannfeim.
Geigidie Ser,

n

[SETR

<T.
Loin

_Dr. Hugo
Beuer, Ajiift. am demijden fabo-
ratorium ver &gl Tedn. Sodiidule

CStutiga : Von ben diteften !
Beiten £i3 3. Verbremnungdiheorie :
ron 8 er. Jir. 264.

— — II: RWon Raooijier bis zur|
Gegentoart. Nr. 265.

per Kofleniipffoerbindungen son

Dr. Hugo Bauer, Ufjijtent am

Gem. Saboratorinm d. fgl Tedn. |

gart. L. Iz ¥lipha-

Sodidule Siutt £
Teile.

tiihe Verbindungen. 2
Rr. 191, 192,

— III: Karbochifiidhe Verhindun~
gen. Tr. 193.

— IV: eterocyflijde Verbindbuns
gen. Jr. 194

Mannbeim. Mr. 88.

Bharmazentiifie, von
posent Dr. G. Mannfeim in Bonn.
4 Bandden. Wr. 543/44, 588 u.

682.

— Bhyfiologijde, son Dr. med. A
Qegabn in Serlin. I: Ajjimilation.
it 2 Taf . 240,

Rr. 241,
Toritologiide, von Brivaidosent

rganifdie, von Dr. Joi. Klein in !

Brivats |

1

i

. M. 1 ZTajel. !

Dr. C. Pannbeim in Bonn. Mit |

6 ALGilbungen. Mr. 465.
Ghemifde JIndufivie, Ansrganiide,
pon Dr. Gujt. Rauter in Charlot-
tenburg. I: Die Reblancioba-
indujtrie undb iHre Nebensiveige.
it 12 Tafeln. r. 205.
— — MI: Calinentvejen, SKalijalze,
Dingerindujirie u. Berandies.
Mit 6 Tafeln. MNr. 206.
— III: Anorganijde demild
Rraparate. M. 6 Taf. Mr. 207.
Chemiife Tednologie, Allgemeine,
pon Dr. Gujt. Rauter in Char-
Iottenburg. <Nr. 113.
GChemi{d-Tednijde Analyfe von Dr.
®. funge, Prof. an der Gibgemn.
Bolptednijden Shule in Birvid).
Mit 16 AbbilD. Mr. 195.

i 8,
— —1II:

GHriftlidien Qiteraturen des Crient3,
Die, pon Dr. Anion Baumitark
I: Ginfeitung. — Dad3 Grjtlig-
aeramdijde u. . Ioptiide
fum. RNz 527,

— II: a3 Grijil.-ared. und das

@ibiop. Sorifttum. — a3 Griftl.

Eriftium d. Urmenier und Geor-

gier. Jr. 528.

Golombia. Die Corbillerenjicaten
von Dr. Rilhelm Eiepers, Prof.
an ber Univerfitdt Giefen. I:
Geuabor, Colombia u. Venezuela.
Mit 16 Tafeln u. 1 lithogr. Karte.
RNr. 653.

Gorbillerenjtaaten, Die, von Dr. Wil»
Belm Giever3, Prof. an ber Uni~
verfitit Giegen. I: Ginleitung,
Bolivia u. Peru. Mit 16 Tafeln
u. 1 lithogr Karte. MNr. 652.

— — II: Geuador, Colombia u. Berne-
zuela. Wit 16 Tafeln u. 1 Lithogr.
Rarte. MNr. 633.

Dampifefjel, Die. Kurzgefapies Lebhr-

bud) mit Beijpielen fiir bas Selbit-

jrudbium 1. ben prattijdien Gebraud)
von Cberingenieur Friedr. Barih
in Nitmmberg. I: Kefielinjteme und

Feuerungen. SRit 43 Fig. Mr. 9.

— II: Bgu unb Reirieb ber

Dampfleiiel. M. 57 Fig. Nr. 521.

Dempimaidinen, Dte. Kursgefaiies
Qehrbud) mit Beijpielen fir da3
Selbititubium und den praftijden
Gebraud) von Friedr. Barth, Obers
ingenieur in MNirnberg. 2 Bddn.
I: Wirmetheoretiidie und dampi-
gr niide Grundlagen. Mit 64 Fig.

8

Bauw und Betrieb bder

Tampimajdyinen. Mit 109 Fig.
RNr. 572

Damyfiturbinen, Die, ifre Wirfungs
weije u. Konjtrultion pon Jngen.
Herm. Wilda, BLrof. a. ftaatl. Ted)»
nifum in Bremen. Nit 104 ABS.
Fr. 274,

Dedinfeltion por Dr. M. Chriftan,
Gtabdarzt a. D. in Berlin. it
18 Abbilbungen. MNr. 546.

Seterminanten pon P. B. Fiider,
Oberl. a. b. Cbherrealid). 3. Grog-
Qidhterfelbe. Mr. 402.

Deutidie Altertiimer von Dr. Frans
Subie, Dir. d. jtadbt. Mujeums in
Braunid)meig. .70 AbL. Nr. 124.



DeutideForibilbungsidinlweien, a3,

nady jeiner gejdhidilidien Gntwids |

Iung u. in jeiner gegenwirt. Geijtalt
oon . Cierds, Revijor gewerbl
Foribilbungsidulen in Sdlesmig.
Fr. 392.

Deutidjes Fremdwidrterbudy von Dr.

Rub. Kleinpan! in Leipsig. Rr. 273,

Deutidie Geididite son Dr. F. Kuzse,

Frof. a. Rgl. Luijenghmmnal. in
Berlin. I: Mitielalter (515 1519)

und per ReligionStriege (1517 bis
1648). RNr. 54,
den bi3 sur Yujlbjung bed alten
Reidhs (1648—1808). Rr. 35.
— — fjiehe aqudh: Cuellenfunde
Deutifie Grammaii? und furse Ge.
ididite ber deuticien Sprade o
Sdulrat Vrof. Dr. L.
Trespen. MNr. 20.

Syon

Deutidie HandelsIsrreipondeny von
Oificier de :

Brof. TH. dbe TFeaus,
FInstruction Publique. Jr. 182.
Deutidies Hanvelsredit von Dr. Kazl

Rebhmann, Prof. an der Univerjitar |
Rr. 457 u. 458. ¢
Die, pon Dr.!

®dttingen. 2 Bbe.

Seutidie Heldbenjage,
Ttio Suitpold Jird
b. Univ. Biirzburg.
Rr. 32,

322, Prof. an

Deuiidie Kirdienlicd, Das, in jeimen !
CGridjeinungen :
ausgemdhlt v. D. Friedrid) Spitta, |
Brof. a. b. Univerjitdt in Siraf- |
burg i. €. I: Mittelalter u. Re- |

Gaztaiterijtijdien

formationszeit. Nr. 602.

Deutidie3 Kolonialredit von Prof. Dr. !
$. Gdler von Hoffmann, Stubdiens |

bireltor ber Ufademie fiix Iom-

munafe Berwaliung in Tijjeldors. |

r. 318,
Deutide Kolonien.
famerun von Frof. Dr. §. Tove.

Mit 16 Teofeln u. 1 lithogr. Katie. {

Nr. 441,
II: Das Siibieegebiet und Kigus
tidiou pon Brof. Dr. &. Dove. Wit

16 Tafeln u. 1 [ith. Karte. Nr. 520.

IIX: Oftafrita bon Prof. Dr. &.
Dove. Wit 16 Tafeln w. 1 lithogr.
Sarte. . 567.
Iv: Siibwejtafrile von Prof. Dr.
2. Dove. Mt 16 Taf. u. 1 Hihogr.
Rarie. Nr. 637.

— II: Seitalter ber Reformation |

— III: Bom Wejtialijden Fries

I: Togp und .

| Teniidie Kuiturgeididite von Dr.

Reinh. Giintber. . 56,

| Deatidies Reben tm 12. u. 13. Jafrs

hundert. Realfommenicr zu den

Bolfs~ u. funitepen u. sum Diinne-

fang. Bon Frof. Dr. Jul. Tieffen

badjer in Freiburgi. B. I: Sffent
lihes Qeben. Thit zahireihen Ab-

bilbungen. Mr. 93.

— II: Brivaileben. it zabhls

reiden YbSilbungen. Rr. 328.

| Teutide Qiteratur ve3 13. Jahrhuns
pert3. Die Gpigonen b. Hbfifden
Gpos. Ausmwahl a. beutiden Didys
fungen bes 13. Jahrhundertd von
Dr. Biftor Jun?, Uftuariud ber
Kaijerlichen Ufademie ber Wifjen
{daften in Wien. Fr. 289.

Denridie Literaturdentmiler des 14,
u. 15, Jahrhunderts. Uusgewdhlt

und erldutert con Dr. Hermann

ger, Tireltor b. &onigin Luifes

ESdiule it Kinigsberg 1. %8r. Nr. 181,

Dentide Literaturdenimdler de3d 16.

Jehrhundertd. I: Martin Suiher

1. Thom. Murner. Audgewdsit u.

mit Ginleinmgen u. Unmeriungen

perieben pon Lrof. ©. Berlit, Tber»
lefrer am WMilolaighmnaiium zu
tg. Fr. 7.

Hans Sads. Nusgewahltu,

ezldut. v. Brof. Dr. J. Sabr. Rr.24.

— III: NWon Brant bis Rollens

Gagen: Brant, Hutten, Fifdart,

{oimie Tierepos u. Fabell Yusgetn.

u. erfdut. pon Prof. Dr. Juliud

Cabr. Fr. 36.

§ bes 17. und 18. Jafrhundertd 5is

i Klopftod. I: Lorit von Dr. Paul

| Regband in Berlin. TFr. 364.

— II: PBroje b. Dr. Hand Legband

! in RKajfel. Nr. 365.

Deutide Literaturgeididite von Dr.
Mar Kody, Prof. an der Univerfitat
Breslau. Mr. 21.

| — per Klafitferseit v, Caxl Weitbredyt,
burdigejefen u. ergénzt v. Kal
Berger. TFer. 161.

— bde3 19. Jafrhunbertd pon Caxl
Weitbredht, neu bearbeitet pon Dr.
Ridy. Beitbred)t in Winpfen. I IL

| Rr. 134, 135, .

! Teutidien Piundarten, Die, von Frof.

i Dr. . Reis in MWaing. RNr. 605.

| Sentidie Mpthologie. Germaniide

i Myifologie pon Dr. Cugen Mog?,

i Prof. a. b. 1niveri. Leipzig. Nz, 15.




Teutidien Perionennamen, Sie, o. Dr. !

FRup. Kleinpau! {. Leipaig. %:._42‘%.
E:ntid:c Ppetit von Dr. Borinsli,

Brof. a. 0. Univ. [iind;
Scutfmé}ced;té i

Sdirdder, B

bexrg. 1: Bi 3. X
—_— I Die W teus

Tz, 40,
&

Deut{fes Wirterbud v. Dr. Ridard
Loemwe. Mr. 64.

Teutidie Seitung3wefen, Da3, von Dr.
Jobert Brunhuber in K4ln a. RE.
Nr. 400.

| Teutides Bivilprozefredit ton Rrof.

Teutfdie Redelehre von fand Brobdj, |

Gnmnejialprof. i. Bamberg. Nr. 61.

Deutide cd-u.{e, ue, im uslande
pont Hans Umrhein, Seminarobers

lefirer in Jbepdf. Mr. 259.
Deuijdes Seeredit v. Dr.

big, Therlanbesgeriditdrat
burg. I: Ullgem. “e"}rew:
u. Saeden o ﬂ?ee*em.é

in Hams-

— — II: Dieel erechtl. Edhuldoer-
hédltniije: BVerirdge des Seeredts u.

aquierveriraglidie Haftung. Nr. 387,

Lito Brans !

Berjonen |
Rr. 386. |

Deutide Stadt, Tie, und ifre Berwals |
tung. Gine Ginfithrung i.b.Kommu- |
nalpolitit b. Gegents. Herausdgeg. !

9. Dr. Ttto Piojt, Beigeorhn. b.Stadt
Ditijeldori.

i

I: Berfeijung u. Ver» |

maltung im allgemeinen; Finanzen ;

und Steuern; Bilbungs- und Kunit-
pilege; @er-nbheu flege. Mr. 617,
— —1I: Wirtidhaits- u. SozialpolitE.

Jr. 662.
—_— III- ¢e~. f:cm, Tief~
Sodbau. B . Px. 663.
.t.cnmﬁe :tamm :Dr Rubd
Teudy, a. 0. B Yinip. Wien
it 2 Karf. Fr. 126.

DeutidiestUnterriditiweien. Gejdidie |

beg beutidjen UnierridjtSwefens o !
Direftor |

Prof. Dr. Friedridh Seiles,
bes ﬂg[ (ﬁhmﬂauumﬂ u Qudau.
I: Bon Unfang an bi3 zum Cubde
bes 18. Jahrhundertd. Nr. 275.
— — II: Bom Beginn b. 19. Saﬁrb.
bi3 auf die Gegemvari. Nr. 2
.:,entié)e Urheberredit, Ta3, an hte-
rariiden fumﬁemmen u. getwerb=
lidhen Edbpfungen, mit bejonderer
Beriidjicitigung der internat. Ter-
trdage v. Dr. Guft. Rauter, Patent-
gnwalt in Eharivitendburg. MNr. 263.
Deutidie Voll3lied, Dad, audgewiblt
u. erldutert pon Prof. Dr. Sul.
€abr. 2 Bandbden. Nr. 25 u. 132.
Deutidie Wehroerfajjung von Karl
Gnbre3, Gefeimer Kriegsrat u. por-
t:agenber Rat imKriegdminijterium
in Mimden. Rr. 401.

Dr. Wilhelm Kiid in Straiburg
i. G. 3 Bianbe. Jr. 428—430.
Teutjhland in rimifder Beit ocon
Dr. Frany Cramer, Provinsial-
jdulzat zu Minjter 1. T, it 23
Abbilbungen. Rz. 633.
Diditungen aud mittelhofdeutider
Frithzeit. In Yustw. mit Cinlig. u.
Worterd. ferausdgeg. v. Dr. Herm.
Sangen, Direftor b. Kdnigin Luifes
CSdyulet. Konigsberg i. Pr. Nr. 137,
Dietridepen. Kudrun und Dietrid)s
epen, it @-inlet‘ung u. Wirters
bud) von Dr. £. L. Firiczef, Brof.
a. b. Univerjitat Witrzburg. Rr. 10.
Sifferentialrednung von Dr. Friedr.
Junter, Retior b. Realghmuajiums
1. der Lherrealjdjule in Gdppingen.
Rit 68 Figuren. Nr. 7.
Repetitorium u. Yufgabenfamn=
lung jur Differentialrednung con
Dr. Friedr. Juniez, Relior b. Real-
ghmnaiiums u. d. Tbherreglidule in
Goppingen. TNit 46 Fig. Jir. 146.

Drpgentfunde von RNid). Doritetvih in
Ueipzig und Georg Ltterdbad) in
Hamburg. RNr. 413.

| Trudwailers und Drudluft-Anlagen.

Bumpen, Drudmaiier- u. Trudlufi-

Gcuador. Die Corpillerenjtaaten b:m
Dr. Wilhelm ESiever3, Brof. an ber
Univerfitit @Giegen. II: Ecuador,
Colombia u. Benezuela. Wit 16
Zafeln u. 1lithogr. Karte. Nr. 653.

Cboaliedber mit Grammatif, Oberiesg.
1. Grlduterungen pon Dr. Wilhelm
Ranijd), Gymnaiialoberlehrer in
O3nabritd. RNr. 171.

Gifenbahnbaun. Die Cniwidlung ded
modernenGifenbahnbaues b. Tipl.
Jng. Ulfred Birk, o. 6. Brof. a. d.
I i Deutiden Tedn. Hodidule in
Prag. Mit 27 AUBLIlD, RNr. 553.

Cifenbafnbeiries, Der, v. . Edeib

-ner, fbnigl. Oberbaurat a. D. in
Berlin, Diit 3 Abbilbgn. RNr. 676.



CGijenbafnen, Die Linienfihrung der,
pon . Wegele,
Tedn. Hodichule
Wit 52 AUbbiloungen. RNr. 623.

Gtienhabmahn}cuqe pont H. Pinnen-

thai, :h‘.egxeru rso.‘u'rzezz

i . in Ha T, It 3

101! en it 89 Usbily. im Tert

LI"D 2 .uxve.n RNr. 107,

— II: Die Gijen Ea&,muagew

Bremien. Wit

bahnfahrieuge im Betried.

AbD. im Tert u. 3 Tef.

r::
123
©

. 108,

Cifenbahnpolitif. Gejdidie b. deuts |

jdenGifenbalnpolitif v. Betriebs-

iripetiozr Dr. Cdivin Red in farls- ;

rube i. B, Yr. 533,
Criifcnbubnner!:br, DTer, v. Kgl. Gijen~
bahn - Redjnungspireltor TH, Wil
branb in Berlin-Frievenau. *3’: 618,
Gifenvetonban, Ter, v. TReg »Baumitr.

Nr. 349.

Gifenbetonbriiden von Dr.-Jng. 8. T, |

Gd) edyterle in Stuttgert. kit
104 Ubbildbungen. Fr. 627.
Gifenbitttentunde von U, Kreuf, dipl
Hit ttemngemeur I: a3 Rofeijen.
SRit 17 Fig. u. 4 T Rr. 152.
— — II: Dad SHhmiedeifen. M. 25
&Fig. 1. 5 Taf. Nr. 158,
Gifenfonitrultionen im Hodben von
Jngen. Karl SHinder in Meifen.
Mir 115 Figuren. Rr. 322,
Fiszeital.er, vas, v. Dr. Cmil TWerth
in :Beriimﬂ!ilmezéborf. dRit 17 Aba
. Filbun en unb 1 Rarte. Fr. 431.
Glafiisitdtslehre fitv Sngenieure I:
Grundlagen and Hllgemeines iiber
Spannungdzujtinde, Bylinber,
Gbene Hlatten, Torfion, Ge~
Iritmmte Triger. Bon Dr..Jng.
Mar Cnilin, Brof. a. b. Kgl. Baus
gemezﬁd‘;ule Etutigart und Privats
bogenta.b. T
gart. Mt bO Abbilp. Fr 519.
Glettrijden mcmmttummie, Die, von
JF. $errmann, Prof. an der Tedm. |
@nm]éule in Stuttgart. Wit 195
Figuren. Nr. 477.
Elettrijdie Telegraphie, Die, pon Dr.
RQub. Rellftab. Wit 19 Fig. MNr. 172,
Cletirizitit. Theovet. PhY it II: Glets
trizitit u. MagnetiSmud pon Dr.
Guit. S}aget, Frof. a.b. Tedm.Hodj»
jdule in Wien. it 33 Abbildgn.
RNr. 78.

Ersfeno: an per!
in Darmiiadbt. !

Tu.Chers
ie Qolfo- |

und |
An§.: Tie Gilens !
Ttk 56 |

aumiL. |

Sarl Rogle. it 75 Uesiloun be". i

Tedm. ber')acfm’.e Stutts ;

{ Gleftrodjemie son Dr. Heinr. ,,amree‘
in Genf. I: :t;es:e
dﬂemteu ifze bh»,“..ziv-d;m,e*r’
Grunblagen. Mit 16 Fig. K.

252,
| — — II: Grperiment. (,'Ief:md;emw,

SRefmethoven, “emtmf; gleit,
fungen. it 26 Fig. SQ: 253,
| Gleftromagnet. Ridjtifeorie. ..l;cnrcL
Bhyiit IV: Glettromagnet. Ldit=
theorie it. Glettronil von Projefior
Dr. Guft. Jiger in Wien. it 21
Figuren. Pr. 374,
CGlettrometallurgie von Dr. Friedridy
ﬁege‘%&eraez, Railerl. fﬁeg ~Rat in
Cteglip=Berlin. T. 16 Fig. Nr. 110.
Cieftrntedamt. (Sm’q\.l;rnng in bie
ctn:*ftromted\m! 3. Herrmann,
rotechnit an der &gl.
"e E:ut:gc::t. I:

unslagen. it

»evimg ber e!e"mac*er (S—rem.e B}J‘cv:
98 Figuren u. 16 Tafeln. Nr. 637.
Glettrotednil. Dic Miaterialien ded
Mafdinenbaues und der Elettrps
tedni? von Jngenienr Prof. Hers
mann Wildba in Bremen. Dt 3
Abbilbgn. RNr. 476.
Gliag=Lothringen, Lanbesfunde von,

pb. PBrof. Dr. R. KLangenbed in
Cirafburg i. €. it 11 ALLUD. u.
1 farte. MNr. 215.

(Engliy’&):beutid}t: Gjeiyrnd;éimd) von

Prof. Dr. €. Hausinedit in Laus
jomme.  Mr. i’-L
G-ngltid)e@etémd;te . Brof. 2. @erber,

Cherleprer in "mcl::\"; r. 375.

Gnglifde Handeldiorreipondens con

C. C. Whitfielny, M. A., Therlehrer

an_&ing Cdwars VII Grammer

Edool in Ring's Lonn. Nr. 237,

’(Englud;e Siteraturgeidjidite unn Dr.
. Razl Weidjer in Wien. Rr.

— — @runbdziige und .ﬁau;sttnucn b.
englijdien Luiterainrgeididte von
Dr. Amold M. M. Sdrder, Prof.
an ber Hanbeldhodicdhule in &sln.
2 Teile. Nr. 286, 287.

Gnglifche Bhonetif mit Sefeftitden bon
Dr. 9. €. Tunijtan, Lefivr an der
Univerjitdt KOnigsberg i. Vreufen.
Sir. 601,




@ntmiﬂnngsgeimzﬁ}:e per Tiere von
Dr. Jof an*tc: Weeijenyeimer, Rr
ber 3oo! it
Jena.
lagen,
5-.@10.2‘;“1'

— — II: Lrg*
Nr. 379.

@mgnnm,g xe, bes Hoi anycn Epos.

dert3 von Dr. Bilftor

i 289.
be= SB._rber!. Gejes=

J{enﬁ
buche3. Fiinftes Bud: Croredit vonr |

Cith.ted;;.
Dr.

TWilfelm von Blume, od. Prof.

ber Rechte an der Univ. Tibingen. |
— Die

1. et eiizmg: Cinleitung.
runblagen de3 Groredhits. II. At~
tez!.,n.g. Die Nadhlafbeteiligten.
Mit 25 Figurem. Nr. 659/60.
Grpbau von
!"‘Lg,‘hxtgart. Wit 72 ABHilD. Nr. 630.
@zbmagneﬁému{a,@rburnm u.EBnIurs
lid)t pon Dr. U. Rippoldt, Mitglied
be: Knigl. *Ihe' fien Mieteoro
g Botsbam. T
eln und 16 Figuren. Fr. 1

Eroieile, dnderfunde der anfereuro= |
pdijgen, von Dr. Frang EJBle'ld), !

“1"3* a.D.

Nr. 63.
G:'mﬂhmng und Hafrun mittel Ho
Lberjrabzarst Brofeijor . Bijdh

in Berlin. Mit 4 A Rr. 4
(Eﬂ)it pon ‘E:nf. Dr. Thoma3 Ude
in Bremen. Hr. 90.

Guropea, Qinderfunde vsn, von Dr.

Frangy Heiveridy, Prof. a. b. Grpori- i
T ezr_ i

afodemie in Wien. Mit 14

Iaridjen u. Diagrammen u. einer |

RKarte der Alpeneinteilung. Nr. 62

1
Grluriion3ilora von Deutidiland jum |

Bejtimmen d. hdufigeren i. Deutidy~
Tand wilbmad)jenden Fflangen von
Dr. B. Wigula, Prof. an der Forji=
afabemie Gijenach. 2 Teile. Wit je
50 Ubbilbungen. Nr. 268 und 269.
Crperimentalphniil v. Brof. R.

ftitffigen unb gafigen fbrper. Mit
125 friguren. . 611.

(Egblnumtnﬁe. G—mfubnmg in b, Che
mie ber erplojiven Borgdnge pon
Dr. H. Brunsivig in Steglis. Wit
6 ABGilb. und 12 Tab. Nr. 383,

3 beutiden T4 dyﬁrgerz i
F

1 Reg.-Baum. Srwin Link |

. i Wien. Mit

Lang |
in Etuttgart. I: WMWedyanit ber fejten, |

| gantilienredit. Redjt b, Biirgeriidien
Gefegbumes. ierted Bud: Fa=
milienved)t von Dr. Heintid) Tige,
S3rof. a.d. Unip. Gottingen. Nr. 305,
Fdarberei. ...e:t:[:;}nbnime III: ¥Wa-
iderei, Bleidierei, Fiurberei und
ihre Hilisitoffe von Dr. Wilhelm
Mafjot, Wrof. an der ”Ereuiaiid;e::
bé&;eten Fachicule§. Tertilinduiirie
in frefeld. Mit 28 Fig. Nr. 1886,
| gelbgeidiis, a3 moderne, v Lberijt»
feutnant 3. Pendenreid, Militar-
lefrer a. D. imdtmrtecf)n. Atademie

: in Berlin. I: Die Cniwidlung bes

i Felbgejchitbes jeit Cinfithrung des

gesogenen Jnfanteriegeivefrs bis

einjdil. ber Criinbung be3 raudl.

Rulvers, ettva 1850 6id 1890. iz

1 ABGilD. FNr. 206.

— II: Die Cuitwidlung b. Heutigen

Feldgeidiiges auf Grund ber Cr-

finbung be3 raudjlojen Buloers,

ettoa 1890 bi3 sur Gegenipari. Mi

11 ABGiL. Mr. 307

| Ferniprediwefen, a3, von Dr. Sud-

wig Rellftab in Berlin. TMit 47 Fig.

i und 1 Tafel. Nr. 153.

| Feitigleitslehre p. T. Hauber, Tisk-

i Sngenieur. IMNit 56 Fig. MNr. 288.

Auigabenfammiung 3ur Fejtig-

Yeitslefhire mit Qéjungen ovon

R. Haren, Diplom-Jngenieur ix

Mannfeim. Mit 42 Fig. Nr. 491

| Feite, Die, und £le joivie die Seifen-

! u. Kerzenfabrifat. u. 0. Harse, Cade,

Firnifie m. ifizen widt. Hilfsiiofien

pon Dr. Kar! Broun in BVerlin. I:

z bie L&emze, Be=

joredung einiger Salze und der

Feite und L£le. MNr. 335.

— II: [ie Ceifeniabrifation, bie

Ceifenanalhie und die Kerzenjabris

Iation. Mit 25 UDLild. Tr. 336.

— — III: 9arze, Rade, Firnijje.
Rr. 337.

Feuerwaijen. Gejdyidiie b. gefamten
%encrmaifm bi3 1850. Tie Gut-
mwidlung der Feuerwafien v. threm
erjten uftreten bi3 jur Ginjithrung
b. gezog. Hinterlaber, unter bejond.
Beriidjiditig. d. .ﬁeereﬁbetvammng
von Major a. D. W. Gobhlfe, Sieg-
lig-Berlin. Mit 105 SIBhild. Ser. 530.

Feuermerferei, Die, von Diretior Dr.

Alfon3 Bujard, Vorftand bes

&tadbt Chemijdhen RLaboratoriums

in Ctutigart. Mit 6 Fig. Nr. 634.

i
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Filzfabrifation. Textil-JIndujivie II:

eberei, Wirterei, Fojamentieres |
vei, Spisen= und Gardinenfabri= |

farwn und Filzfabritation von
T Paz Gurtler, Gel. Fe-
gtenm sr. im $ql
amt 3u Verlin. it 29 Fig. - R laa
Finanyipiteme _ber Grofmidyte, D
(3mema* Ctaa
Fin c""veyen)b
Therfinansrat in Berlin.
den. Nr. 450 und
Finanywiifenidiait von B
pan der BVorght in B
“L’;gememe: =eni Tr. 148.
— — II: Bejonberer Teil (Steuer-
lebre). Jr. 391

vary, Geb

Finniig-ngriide Syradiwiffenidait |
oon Dr. Jojef Szinngei, WBrof. an |

der Univeriitat Budapeft. Mr. 463.
Finnland., SQandesfunde bded Gurm
pdijen Ruilandsd nebi
Iands von Prof. Dr. A
in Palle a. 3. W

e.

.)9

und £le II1.) Nr. 337.
Fijdie. Da3 Tierreidy I1V: Fifdie von

Brof. Dr. Mar Rauther in Neapel. !

dRit 37 ABHID. Mr, 3586.
u:ﬁeru und Fifdzudt von Dr. Karl
in, Brof. a. b. Forfiaia

1, Brof.

(;uer-: mwalde,

Berjuchdroejens. MNr. 159.
Fledten, Die. Cine Nberiid)t unjerer
Stenntniije b. Prof. Dr. G. Lindau,

Kujtos a. Kgl. Botanifdy. Mufeumn, |

Privatbogent an b. Univer]. Berlin.
it 55 Figuren. RNr 633.

Slora. - Griuriiondilora son Deutids |

Land sum Beftimmen der Haufiges
ren in Deutidiland wilbwadjenden
SBflanzen v. Dr. W, MWigula, Froi. a.
D. Foritalabemie Cijenad). 2 Tejle
Mit je 50 Abbilb. Nr. 268, 269.
Fiugban pon Regierungdbaumeijier
Ettv Rappold in Ctuttgart. Mit
03 Ubbilbungen. Nr. 597.

f'yorbcrmafd;men, Die eleftriid) bes |

triebenen, vor A. ‘Ba!‘rf;uier, Dipl.
s;‘iezgmgemeur it oielen Figuren.

T. 678.
Sorenfifdie Biydiairie von ‘Brvyenot
Dr. . Wepganbdt, Dir.
MNr. 410 .

Bindden. 411,

._:mbeénemerbe— ;

Die, |
und Gemeinde: |
| granten. Geididhie Frenfens v. Dr.
2 Binb- |

Finn:
9. Bhifippion |

je. Darse, Lade, Firnifje von |
Dr. Qerl Braun in Berlin. (Feite !

mie |
“{&edun.}:bmtgent i
bei der \jcumz‘utwn pes forjtlidien |

Srren- | ‘
anfmlt o-nebndjﬂberg i i{pamhurg |

Foritwiffenidaft . Dr. Ud. SHivap-
Dad), Brof. a.d. Foritalad. Ebes.
alde, Ubteil.»Tirig. b. b.Hauptja
b. jorjtl. BWerudhsweiens. Y. 106,

Fortbilbungsidulmeien, Tas deuts

e, nach v:me: geidyichil. Gntivids
Izmg u. i. fein. gegentwart. Geitalt v,
Eierds, Revijor getwerbl. Fortbils
bungéicfmlen in Sdlesivig. Jit. 392,

Chrift. Peeyer, Kal. preus. Staatds
ardhivar a. 2., Mindien. Fr. 434,
Franfreid. Framiiiide Geididte
1feld, ﬂ,sny an bet
Ql Mr. 85.

u-mntrmfu. Lanpest. v. ytcnrrnd) 0.
Ridy. Meuje, Tirell. b. Thews
nabmue in Ex arbau 1 Béndd.
IR. 23 2ULL. 1’1 ~e* . 16 Lanbe
T, 466.
15 UBB. un
aa.g 16ZTar
E!u 4867,

..:te.

1, “ef.:: am
orientalijd). Seminar b. an-
i belnbndwd‘u’ﬂ in Berlin. Rr. 596.
| granzbiticie Handelslorreipondens v.
Prof. TH. de Beaug, Officier de
VYiInstruction Publique. 9r. 183,
Franzbiijdhes Qefebud) mit Tirters
perzeic)nis pon Epprien Francillon,
Qettor a. oriental. €eminar u. a. b.
Handeldhodiidulei. Berlin. Nr.643.
| gremdwort, Tas, im Deutiden v. Dr.
Rub. Kleinpaul, Leipzig. Nr. 55.
| Fremdwirterbud), Dentidies, von Dr.
Rub. Kleinpaul, Leivzig. Jr. 273.
| Fuge. Crlduterung u. Unleitung zus
H Kompoijition berielben b. Prof
Ctephan Krefl in Leipzig. MNr.418.
Funitionentfeorie von Dr. Sonrad
fnopp, Privaidozent an ber Uni»
verjitat Bezlin. I: Grundlagen ber
allgemeinen ZTheorie ber analpt.
Funitionen. Wit 9 Fig. Jir. 668
— Finfeitung in die, (ZTheorie ber
fompleren 3ablenreifien) von Mag
Roje, Oberlehrer an der Gioethes
jGule in Deutid) - Wilmersborf.

i1 Mit 10 Figuren. Rr. 581.
| Fupartillerie, Die, ifre Drgmﬁatwn,
i Bemaffnungu. Ausbildg.v. Splett,
! Coerlenn, im Lehrbat. b. FuBart
Schiegidule u. Biermann, Lbhere
leutn. in der Berjudhsbait. d. Art.-
Rritfungslomm. M. 35 Fig. Nr.560.

ru.and




@arkmmmﬁtdaunm -c;ttlinhnutrie

II: u8eberei, Wirlerei, Fofamens |

ftererei, Spisens un. Gardinens
fabrifation u. 21,rabrv£amm O |
Frof. “'Ec" 3 Sej. '"‘teg !Ra‘
im

Berli

Bas5= und *‘-«mncrmzmuannneu mit

Qnmdﬁan der ‘llburzunlagen von |

und r.-Jngen.
in Tarmitabt. Mit

ngen. W 4“’
@a»fmymammen, ie, 0.3ng. Alfred
1 &iel. ‘ancen *“zzt
1

4@,

Mar Wihler in
%er:;w\*eue

Di ]
i jerm. LWZit 82 Fig. Nr. 526,
®ebirg3artillerie. Die Cuiwidiung
per (Gedirg3artillerie von Klud-
mann, Sherjt u. Fommanbdeur der
1. Feld-AUrt.-Wrigade in Kdnigs-
Berg i. Pr. Wit 78
Tberjidit3tafeln. Rr. 531.
Gensiienidaftsweien, Das3,

in

Deutidland v. Dr. Stio Linbede
Nz, 384.

in Dijjeldorf.
@:ubuue bon §

ﬁzm z.ezfn

I: ue{bmeneu u. “h'»elhere it |

146Ubb. II: zezzbesbsht q'rigos
nometr. u. Sarometr. Hihenmefig.
Fadgmetr. JM.109Abb. Nz.468,469.
Geographiie, Gejdyidte ber, von Prof.
Dr. fonzrad Kretidmeri.Charlntten-
burg. Mit 11 Kart. im Tegt. Nr. 624,
Geslogie in furgem Auszug f. Shulen
u. 3ur Eelbjtbelehrung zujammen-
gejtellt v. Prof. Dr. Cberh. Fraas

in Giuttgart. it 16 UbDHild. u,

4 Tafeln mit 51 Figuren. Nr. 13.
®Geometrie, Unalptijhe, der Gbene
v. Brof. Dr. M. Simon in CSiraj-
Burg. it 52 Figuren. Nr. 65.
— — Yufgabenfammiung jur Anas
Iytifdhen Gepmetrie der Ehene von

. ZH. Biirtlen, Profejjor am
QQL Siealgt)mnmmm in Sd)wib.-
Mit 32 Fig. Nr. 256.

Gesmeirie, Analyiijde, de3 Raunmesd
pon Rrof. Dr. k. Simon in Strag-
burg. Mif 28 Ubbudbungen. MNz. 89.
— Yufgabenfammliung 3ur Ana=
Iytijhen G;emneme be5 Raumes
pon £.2h. Bit , Frofefior am
&gl. Skecug') ng 'm in Sdiwak..
@mind. Wit 8 Fig. Jir. 308.
Tarjtellende, von Dr. Hobert
Saupner, LTrof. an b. Univ. Jena
I. SRit 110 Figuren. S‘Zz. 14:2.
— II. it 40 Figuren. . 143,
Gbene, von G. afler, mrzreno:
am @nmnaihﬂx iw Wm. Mz
110 3weifarbigen Figuren. Mr. 41.
Brojeitive, nqn—uijet Hehanblung
pon Dr. Karl Soememann, Brof.
an ber Univerjitdt *}}zi..é,en. It
91 Figuren. Wr. 72.
Gleometrijdie Tptit, Cinfithrung in
pie, pon Dr. W. Hinrids in Wil»
merzborf=-Berlin. Nr. 532.
Geometrijdies Seidinen von H. Beder,
Urchiteft u. Lehrer an ber Bous
geweriidule in Magbeburg, neube-
arbeitet von Brof. J. .ourme*{zrrn
ter. Wit 290 Higuren und
’3 Tafeln im Tert. Mr. oa
Germaniide ‘.‘Jmthulngtc gont Dr. G.
Mogi, Brof.a.b. Univ. Leipzig. Nr.15.

Germaniidie Spradywiijenidaft von
Dr. Rid). Yoerwe. r. 238.

Befangstunjt. Tedinit ber beutiden
@ejangsiunit oon L35 JNoé u. Dr.

Sanz Soadiim Tiojer. Nr. 576.

= unp TWarenkhi dujer v. Hand

{. Baurat in

er zum ,,Grand
Magasm Meit 23 "Ibb M. 655.
— — II: Die weitere Cnitpidelung

b. Raufhdujer. Wit 39 UbH. Nr. 656.
Geididitswifien{diaft, CGinleitung in

bie, b. Dr. Gmmijt Bernbeim, Prof.

an der Unip. Greifsmald. Nr. 270.
Geidyiise, Die mopbernen, der Fuf=
artillerie b. Mummenhoii, Major
u.Qefrer an b. Fupartillerie-Sdyie-
jdule in Jitterbog. I: BVom Wufe
treten b. gezogenen Gefdhiige i3
sur BVermwendung ded raud)idiva-
den Pulpers 1850—1890. Mit
50 Tertbilbern. Nr. 334,
— II: Die Eniwidlung ber Heu
Hgen @ejdiiise ber Fupartillerie
feit Ginfiihrung ded raudidiwadien
Bulpers 1890 bi3 zur Gegentvart.
Mit 33 Tertbilbern. RNr. 362.
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Gefdwinbigfeit3regler der SKzaftmas |

{djinen, Die 0. u-:}ng . Kdmer
in Jriedbberg. Wit 33 Fig. FNr.604.

Gefesbudy, Biirgerlidjes, jiehe: Redyt |

bes Birgerfidien Gelesbudes.
Gefunbdheitdiehre.

in farlsrufe.
Iefre pon Dr med. 9. Eeiler. Rit

47 ALLIlD. u. 1 Tafel. JNr. 18.
Gewerbefngien e pon Dr. €. Roth in
Potsdbam. Jr. 350.

@ewerbemeien von Wermer Ea‘rsan |

Handeldhohidul
9r. 203, 204.

Brofelist an der
Berlin. 1. II.

Gewerblide ‘)Irbeiterrmge, Die, von ;
‘Brof. a. b. Han- |
2

Verner Sombart, %
pelshodiicule Berlin. RNr.
Qewerblide BVauten. Jndi
und gewerblidie Bauien (¢ —new

on bet mb'.z

ges’:eroltéev Bauten. Fr. 511.
— — II: Speidier und Lagerbdujer. |
Wit 123 Friguren. RNr. 512,

Gewidi3meien. ‘thms Vritny= 1. Ges }
widjt3wefen v.Dr.Uug. i‘Slmb Brof. |

a.b. Handelsidulein Koln. Tr. 283,
Gtef;eremm\xﬁmm von  Dipl-Jng.
Cmil Treiber in Heil venfeim a. B.

it 51 Figuren Nr. 548.
®lass und feramijde Jndbujirie
(Indujtrie ver Silifate, der finjt=
lidjen Baujteine nnd de> Mirs
tel3 I) o. Dr. Guft. Rauter in Char-
lottenburg. Mit 12 Tafeln. Nr. 233.
@ludmrummmdnne, Die, von Jng.
Sh.gbmnner in Lonbomn.

9]-‘.1& 81 Siguren. r. 257.

Gletidjertunde . Dr 3rip ém‘aé)acel
in Wien. Mit 5 Ubbilbungen im
Tert unb 11 Tafeln. Mr. 154.

@otiidie Spradibentmiler mit Gram-
matif, Oberjesung u. Grldutergn.
0. Dr. Herm. Janen, Direfior b.
fbnigin Quue’ Sdule in £nigd-
berg i. Pr. 79.

Gottiried son Ettaéﬁn:g. SHartmann
pon Mue. Wplfram von Gidens
bady und @otitfried von Strags
Burg. Ausivab! a. b. Hdfiid).Cpos n.
nmerl. u. Wirierbud) v. Dr. &.
Marold, Prof. am Kgl. Friedrichs-
Kollegium 3. R0nigdberg/Br. Nr.22.

Ter menidlide |
Ssrper, fein Ban und feine Tdtigs |
Teiten v. C. Rebmann, Theridulrat |
Mit Gejundheits- |

Qage:f;mmer u. Fabrilen) v. ?.h |
symanni 'e.b:-f

jtriellen unb i

Braphififen Kiinjte, Tie, von Ceaxl

§ Sompmann, I L Sehrerandert. L

i Grapbiidien Lebr- und Berjuds.
ftalt in Wien. iﬂht 3ablreidien Uss
bilbungen u. Beilagen. %r. 75.

Griediiidy. Neugriedijd = beutides
Geiprad)3bud) mit beiond. Beruds
{ichtigung der Umgangsipradie von
Dr. Jobannes Salitfunalis, Toz.
em Ceminar rur orient. Sprade
in Berlin. RNr. 587.

| Griedyifdie Altertum3iunde v. Prof.

; Dr. Xid). Maiid), neu bearbeitet b.

Reftor Dr. Frans "w‘)mamner
it 9 Wollbilpern. MRr. 16

| Griedhiide Cbcvdu:btc con Dr. @emmﬁ
Eroobobe, § ,:mreu..,r an b. beutig
| u.L.Dem‘at Prag. Mr. 49.
| Griedyi tteramtgelmmm“x Bes
{ i hichie der
D Gerde,
Ii:::s. Breslau.
2 Banbden. 70 u. 537,
‘@rteéxﬁd)en Lapyri, Andwahl aus,
Brof. Dr, Robert Helbing in
&arl:m‘ze . B. Tz, 625,
| Griedhijdien vmmfae, Geidiichie der,
Bis sum Yusgange . Hafjiicen
3eit v. Dr. Dtto Hoffmann, Brof.
a. b. Unio. Minjter. Rr. 111.
@)neduf:hc u. rimiife Mythologic v.
Prof. Dr. Herm. Cteuding, Relt. b.
Gygmnaj. in Sdneeberg. Nr. 27.
Grundbudiredit, Dad mrmc[lc, 9ot
Lhetlanbesgeriditdr. Dr.7¥. RKreside
mar in Dresdem. . 549.
Handelspoliiif, ﬁu;martxgc, von Dr.
. Heinr. Cieveling, Rrofefisr an
ber Univerjitdt Jirid. N 245.
Handelzredt, Eeutidaeé, von Dr. Sarl

‘E"
N

il 2%

I:

‘

Lebmann, Frof. an b, uninenfit&t
{ Obttingen. I: Cinl 3. Jer
! Quurmurm u. jeine Hilfsperionen.

Difene .bmbe.égeyeﬂydmr: Roms
mandite und {tille Gejellidaft.
Rer. 457,

— — II: AtHengefellidhaft. Gefellid.

m. b. . Ging. Gen. Hanbdelsgeid.
RNr. 458,

Hanveldidulmeien, Dad deuiidye,
pont  Direfior Theodbor Blum in
Defjou. Nr. 558.

Handeldijtand, Der, von Red)idanmwalt
Dr. jur. Bruno Syringer in Leipsig
(Raufmann. Redjt3tunde. Bb. 2).
RNr. 545.
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n &eh. Thers

Hunbelsweien, :_a;,
regietungérat Dr. W
fejjor an dex an::e"
I: a3 Hanbelspe
Ecrenasnbel.

— — II: Tie Eifelr
innere iu..x.:-a

Qanbieuetmamn,
ber, gevt be* Wi
hunber:s u.
[©] ‘m*g.a:e’ ptmann u. Kom-

iechef im Jnf.-Reg. Freiberr
g@wtrmgen(yléuienidyeé

15
u..

fan

Harmonielehre von A Halm. Mit
vielen %otenbeiipielen. 9tr. 120.

Hartmann von Aue, Woliram bon
Gidjenbady und Goitiried von
Stragburg. Justvabl aqus d. 5ifi

fden Epos mit Unmerk. u. Whrter: i
budh von Dr. &. Marald, Lrof. am |

gﬂebﬁéés&-ollegium

KBmigl.
Br. NRr. 22.

Rs.uq=beta i

Fu i

$arze, Qade, Firnijie von Dr. Qaﬂi

Braun in Berlin. (ue Fette und

£le ITI). JNr. 337.
Debeseuge, Sue, tb*e Konjtrufiion
n 3ng. Vrof. Herm.

Wilba, c*emc*z IRt 399 AbD.
Nr. 414,
.6tcreaargu11uannn, te Guiwidlung |

ber it e!-enber'

mann u. Batierd
Bejdhichtl. Cr
i‘nga*tg- B. rh.
Heizung u. urtttng :J .\mg 3aba~z”e=
fbrting in Ditjfeldbori. I: Tasd
Wejen u. bie Veredinung ber Hei-

sungsd- u. Liiftungsaniagen. 9Jht
34 Figuren. FMr. 342.
— — II: Die Ausfithrung ber Heis I;

jungd- u. Qitftungsaniagen.
191 Figuren. Wr. 343.

Heffen.  Qanbe3tunde ded Grogs
hersogtums Hefien, der Proving
HeffensNaifan und ded Fitriten:
tums Ragided v. Prof. Dr. Georg
@reim in Darmitadbt. it 13 Abs
bilbungen und 1 RKarte. Fr. 376.

Hiervglyphen vont Geh. Regier-Rat
Dr. %b. €rman, Brof. an der Uni-
periitit Verlin. Nr. 608.

Hodipannungétedini?, Ginfithr. in die
moberne, von Dr.-3ng. &. Filder
ETn;r Hamburg-Bergedori. Mit92 Fig.

. 609.

Rros |

Die Gutwidling
e te3 19. Jebr-:

Heutiger Stand von :

olbau. . 21 UbL. Nr.366. 1

u. |

it |

YUuibau, G‘igeni:z';cfte._ u.
Jrof. ferm.
it 33 ABL.

$ol3, Tas.
Bermwenbung v. jng.
Wilba in Bremen.
RNr. 459.

! Dotels, Gimt!mu:: und :butzl:: pon
Jtr.ﬁu. War Wohler in Diiijeldori.
I: Die Bejtandteile u. b. Ginridig.
Des3 @cfzﬁam’eé. Mit 70 Figuren.

n Arten pon

Figuren.

—_— II .), ie peridyiedene
Gja':‘)cuem it 82
Mz. 526.

Sydraulit v. W. Hauber, Tipl-Jng.
in Stuttgart. it 44 Figuren.
Rr. 397.

Oygiene be3 Stabiebaus, Die, von

Trof. . Chr. Nupbcoum in Hane

nover. TRit. 30 Abb. RNr. 348.

— pe3 Wohnungswefens, Die, von
Brof. H. Gf)r. Rugbaum in Han-
noper. it 5 Ubbilp. MNr. 363.

Jberiide Halbinjel. Qaubes!unbe ber
Jberifdien Halbinfel von Dr. Fris
Regel, Brof. a. b. Univ. Luqbﬁ'g.
M. 8 Kartden u. 8 ALL. im Tert u.
1 Rarte in Farbendrud. Nr. 235.

Jnbifde Religionsgeididie vor Prof.

i Dr. Comund Hardy. Nr. 83.

{ Jndogerman. Spredwiiienidaft von
Dr. R. Meringer, Brofefjor an ber
Univer]. Graz. M. 1 Tafel. Nr. 59.

JInbuftrielle u. gewerblidie Bauten
( Epeidier, Qagerhiujer u.Fabrifer)
pont Ardhitelt Heinr. Salymann in
Diijjelborf. I: Allgemeines i1b. Un-
Icgeu Sonitruftion b. indbuftriellen

gemeux.cmu BHauten. %‘: 511.
e.cﬁez und Sage:biﬁuier.

MNr. 512

| — — I
Mit 1’3 Figuren.
| Iufettiondirantfeiten, Die, nnh ifre

Berhiitung von Stab3arst Dr. TW.
Hofimann in Berlin. 9]2115 12 pom

Berjaiier gezeidineten Ubbildbungen
und einer Fiebertafel. Nr. 327.
Jnfetten. a3 Tierreid) V: Infefien
pon Dr. 3. Grof in Neapel (Sta-
zione 3oologica). Mit 56 Abbil-
dungen. MNr. 594.

Jniftrumenteniehre v. Mujitdir. Frans
Manerhoff in Chemmnis. I: Tert.
Nr. 437,

— — II: RNotenbeijpiele. Nr. 438.

Juiegralredinung von Dr. Friebdr.
Sunfer, Reft. 5. RNealghmnajiums
1. b. Oberrealidule in Goppingen.
Mit 89 Figuren. FNr. 88.
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Jntegralredinung. Repetitorium u.

Siufgahcnfammlung Fur Sntegm!- !
rednung von Dr. Friedr. Qunfer,
Relt. b. Realggmuajiums u. ber
£ Ber—eaﬁdm!e in (Ssn::ingm. TRt |

52 Figuren. Nr. 147
Sfrael. Geididite Smxd? 515 anf
bte griediiife Reit von Lic. Dr.
G. Benzinger. Nr. 231,
Stahmnd;e Handelsiorrefpondens o

%rof. Alberto be Beaur, £bet!e§y-eQ
am Sdnigl. Jnftitut €. €. Unnun-|

slata in Florenz. Mr. 219.

Stalieni{die Literaturgeidiidie mmé
Dr. Karl Bogler, Projejior an der.

Univerjitdt Mindhen. Hr. 125.

Keltulation, Die, im mnfdaincnbnu}

oon Jngen. H. Beihmann, Jozent
am Tednifum Ulienburg.
63 Abbilbungen. RNr. 486.
Kiltemaidinen.
mijdien Grundlagen der Wdrme:
Irajt= und Ralxcma\d)mcn oon W
Rittinger, Dipl-Jng. in Mann.
Heim. Mit 73 Siguzen. Nr. 2.

RKamerun.  Die deuiiden ﬁnlnnim'{
I: Togo und Kamernn bon sJi%mr i

Dr. &arl Tove. MPit 16 Tafeln und
einer lithogr. Rarte. MNr. 441,

Kanal: und Sdienfenbau von SRe—‘{

gierunggbaumeiter £tio Rappold
m Siuttgart. Mit 78 ALGL. Nr.585.
RKant, Jmmanuel. (Beididte ber
Rhilojophie Bb. 5) pon Dr. Bruno
, Brof. a. b. Univ. Jena
Rr. 536.

Rartell u. Trujt v. Dr. C chf)terid;ﬁ)

in Difjelborf. Rrt.
Kartenfunbe pon Dr. M. @:oﬂ, Razto- |
graph i. Berlin. 2 med-;en. I: ixe
nmtﬁmem Mit 56 Fig. Rr. 30.

— — II: Qer RKarteninbalt und bas |
Mejfen auf Karten. %f 39 §ig.
Rr. 599.

Rartographiide Auinghmen wn.geo- !
graph. Ortspefimmung auf Reijen |
von Dr.-Jng. R. Dugershoii, Prof.
an ber Forjtafabemie zu Tharanbi.
IRt 73 Figuren. RNr 607.

Kanfminnifde Redhtsiundbe. I: Dad |
Wedjjelivefen v. Redytdamwalt Dr. |

Rud. Mothes in Leipzig. Nr. 103.
— TI: Der Handeldiiand v. Redhtzan-

walt Dr. jur. Bruno Epringer, !

Reipzig. Tr. 545.

g&ir‘

Die t§ crmnb\}rm- :

Bor

Raafm&nniidveé Redmen von
Riderd Juit, Lberlehrer a.

£ifentl. Handeldlehranialt b, Dres-
bener Saujmannideft. I. IL IIL
Sr. 139, 140, 187.

: Qeramijdie 3nbnftrie. Die Judbuitrie
der Sililate, ber nijtlidien Baus

: fieine und des Mdriels von Dr.
Guit. Rauter. I: Glas- u. feram.
Snbujirie. Mit 12 Taf. Nr. 233.

Kergenfabrifation. Tie Seifenfabris
Iation, bie Seifenanalyfe und die
Kerzenfabrifatisn von Dr. Karl
Braun in Berlin. (Die Fette u.
£le I1.) it 25 Ubb. . 336.

“ij.

| Ricutidon. Die dveutidien Kolonien
II: a5 sumczgem:t und fiaus
Dr. Si‘

I“:ae it
2. Jx. 520,

ffdwu

!

imx.:.e Tredden. \TIE 76 Rt

RKirdenlied, Da3 veutidye,
diaratteriftiiden Gri

gewdbit sor
Brof. a. b Ctrag-
burgi. €. I: BEL_.e.aiLer u Rejor-
i mationézett. Wr. 602.
| Rirdienredit v. Dr. €. Sefling, orb.
i %m' ver Redite in Crlangen.
T. 377.

| Klima und SLeben (BioHimatologie)
pon Dr. Tilh. N. Cdardt, Affiit. an
ber Difentl. Wetterbienjtitelle in
Weilburg. RNr. 629.

Klimatunde I: Allgemeine Klimalehre
ponBrof. Dr. T, RKipyen, Meteosro-
Ioge ber €eewarte Hamburg. Mit

7 Taf. u. 2 Figuren. RNr. 114,
ﬁnlnmdgehﬁuﬁt: pon Dr. Dieitid
Shéfer, Vrofeiior ber @e;éud\te an
ber Univerfitét Berlin. Nr. 156.

Rnlnmalttﬁt,%eutidwﬁ, oon Prof. Do
$ Cbdler gon Hofimann, EStubdien-
pireftor b. Wabemie fitr Iommunale
Berwaltung in Ditijelbozf. FRr.318.

Someten. Ajivonomie. Grige, Be-
wegung 1. Gi'niiermmg $. Himmels
Irper v. U §F. Mdbius, neu bearh.
p. Dr. Herm. Kobold, Prof. an ber
Unip. Kiel. II: Rometen, Meteore

1 u. dad Gtemmuem Wit 15 Fig.

g u. 2 CSterniacten. NRr. 529.

| Qommunale Wirtidafidpflege vou

Dr. Ylfons Riek, i‘tmgu:fat.aﬁeﬁaz

in Verlin. RN 5

E
H
|
Z
|
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anvm'iﬁnnéieﬁu. %n.dii he FoI- |

eph. Rrehl. L II. M.
M. 148, 150,

meniehre v. Ste!
wiel. ﬂ&stenbmm.l

anmmmh. ZTie Sefre voxn der jelbs |
. :zepf;
Krepl 'r. .52;;;%. 390.

RKoprdinateni nmme o.

Rr. 50

o

aer Hig.
ﬁntvc:, :er mtmcﬁhd}t, jein Ban |

. fein Eeum von €. Rebs
m 'y {r.1. Rarldruje. Wit
Gejundjel e pon Dr. med.

Seiler. M. 47 bH. u.1 Taf. Nr. 18,

Rmtmamfﬁlng uebe

Q‘rwgsvdunbauen vom Altertum
Bis 5ur “Jceu,ezt

3
Eegeljcdhiffe fiix die &iwegémiym

sur See vom Ulterfum bis 1840.

*.‘Jkit 32 AUbbilbungen. 471,

—_—— II. Teil: Das 3

ppcfvmz itz bie Kri

See pon 1840 bi3 zur
t 81 Abbilbungen.

SKriegsweiens, Gejdyidite bes, pon Dx

Cmil Scrtem i Berlin I: Das
autife Rriegdtveien. Nr. 488.

— — II: Das miit

oejers. Mr. 498.

— — III: Tas fri

seif. Criter Teil

— — IV: Da3 R

zeif. Biweiter Te

M.
P

25 mitt

RNr. 518.

il NMr. 537.

:,e;r ;.ntte;: Tetl. Nr. 568. |
— : Da3 friegdiwejen ber Teuw |
oezt ‘Iherte: Teil. =

— — VI: Da3 Rriegdiveien ber Reus
zeit. Fiinfter Teil.
Kriftallographie ». Dr. . %mﬁn;
Brof. a. d. Bergaiademie Glaus-
thal. it 190 AGHIlD. Nr. 210.
RKeiftallopti?, CGinfithrung in die, von
Dr. @berbazb Budywald i. Minden.
it 124 Abbilbungen. RNr. 619.
KSudrun und Dietridepen, Mit Cin~
leitung und Whrterbud) von Dr. D.
. Jiricse?, Profefjor an ber Uni-
perjitdt Wiirzburg. Nz, 10.
Kultur, Die, der Renaifjance. Ge-
ivnmg, Foridung, Diditung v. Dr.
Robert F. Amold, Profefior an des
Univerfitdt Wien. 189.

_Beranidlagen. |

Bon .L,u"Df
. Deazinedaurat und |

elalterlide Qriegs- |
eg3meien ber Teus |
3ivejen ber Neue |

— V: g3 Rriegseien der RNeus |

Kulturgeididie, Deutide, Dr.
Heinh. Gunther. Mr.
Kurvendistuijion. HAigebraijde Kuz:

pen von QGug. Beutel, Tberreal-

oon
56.

{ehrer in ~>a1bwgens(,u5 I: Sur
pendistujjion. Wit 57 Fig. tm
Tert. Jir. 435.

Ruridrift fiehe: Etenngre.pf)ie.

RKitirenartillerie. Die Gniwidlung der
Sdhifiss und RKRititenartillerie bis
ur Begenwart v. s’eotneuenta:vtmn
Duning. Deit UDD. u. Tab. Nr. 606.

. Qade. Harze, Lade, Firnifie von Dr.

farl Braun in Verlin. (Die Feite

und &le II1.) MNr. 337.

| agerhdujer. JIndujtrielle und ges

werblidie Bauten. (Cypeider,

Qagerhaujer u. Fabrifen) von

Nrchitelt .bemmz; Calgmann, Ditje

jeldorf. II: ESpeidjer u. LRager~

| Haujer. Mit 123 Fig. FNr. 512.

| Qguders und BVilfernamen von Dr.

Fubd. Kleinpaul in Leipzig. M. 478.

‘Randiiragenbau pon Rgl. Therlehrer

. Liebmann, Betriebsbireit. a. D.

i. Magdeburg. Wiit 44 Fig. Nr.598.

| Sanpwirtidafilidie Beiriebslehre o,
G. Rangenbed in Grof-Liditerielbe.

TR, 227,

Landwirtihafilicdhen Maidinen, Die,

H von_Rarl Waliher, Divlom.-Jng.
in Wannfeint. 3 Bandden. Mt
vielen Abbilogn. RNr. 407—409

Qatemudyc Grammatif. Grundzip be:

sa;em ‘vn..amlebreb Prof. Dr. W

Boidh in Wagdbeburg. Nr. 82

Sprade. (‘»eydnd;re der [coteinis

when Sprade von Dr. Friebrih
Etolz, Vrofejjor an der Univeriitdt

ym:bmrz Nr. 492,

Qendyigadiebritation, Die, Nebens
proputie dper, pon Dr. phil. & R.
Qanqe Diploms= :}ngemeur. Mt
13 Figuren. Nr.

Qidit. Theoretijde Eb!)ft! YL Teils
it unp Warme. Von Dr. Guft.
Sdger, Brof. an dber Tedn. Hode
idule tn Wien. M. 47 AL, Nr. 77.

Qogarithmen. Bierftellige Tafeln und
Begentafeln fitr [ogarithmides wu,
trigonometriidjed Rednen tn 3ivet
Farben zujammengeitellt von Dr.
Herm. Schubert, Prof. an ber Ge»
lehrienidiule bed Sohanneums in
Hamburg. Neune Ausdgabdbe b.
Dr. Robert Haupner, Prof. an ber
Univerfitdt Jena. Jtr. 81.
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Rogarithmen, Finfitellige, von ‘anf
Huguijt Ubler, Diretior bder L .i
Ctiaatsoberrealidule in Wien. !
Fr. 423, {

ﬁngtt. Bigdologie und Logil jurGin:

fithrung in die Philoiophic von |
Bro fefior Dr. Z§. Glienhans. it
13 gFigurem. RNr. 14.
Entnmntmm. (Ezfmbabnfnﬁtawge
bon . Hinnenthal. I: Die Lolss |
motisen. Wit 89 ADH. im Tert u. |
2 Zafeln. RNr. 107.

Qothringen. Gefdidhte Lothringend
oon Dr. Derm. Teridsweiler, Gebh. |
Regierungsrat in Siragbuzg. "Rr. 6.

— Qandestunde n.@lmp%thmgcn*
b. Prof. Dr. R. Langenbed in |
Ciragburg i. € Mt 11 LS. u. |
1 Rarte. Rx. 215, i

Qbtrohrprobieriunde. Cualitative
Analyfe mit Hilfe ded L8trofs
pon Dr. ‘“t;rt .@ nglein in Freiberg
i Ca Rt 10 Figuren. Mr. 4““

LHibed. RLandeStunde d. @ronﬁergng- ﬁ
timer Yiedlenburg un. der Freien |
1. Hanfejtadt Qitbed v. Dr. Sebald |
L,cbma.u Direftor ver Realidule
jum DTom in Libed. Lhit 17 .{b-;
bilpungen und Karten im Tert und |
1 lithographijdien Karte. EfE:. 487.

2nftelettrizitdt von Dr. Raxl Kékler, !
mijjfeniGaitlidem Hiljsarbeiter am |

Somigl. Breup. ..;exeomlogvd)-'
Meagnetifdien Chiervatorium  in g

‘Poisbam. it 18 UL Nr. 649. |

Quitjalpeter. Seine Getinnung dburd)
ben eleftrijdien Flammenbogen pon
Dr. @. Brion, Prof. an ber Kgl.
8erga£abemte in Freiberg. it
50 Figuren. Fx. 616.

Qufts und me:tesy:tnmnngm pon Dr.
Frany Sdulze, Diretior ber Ravi-
gationdidule zu Libed. Mit 27 Ab-
bilbungen und ZTafeln. Nr. 551.

itftung. Heizung und SiEftung von |
Qng Jobannes Kbrting in Thfjel-
pborf. I: Da3 Bejen unb die Be-
ze&;nmgb Heizungs- u. Liftungs-
anlagen. Wit 34 Fig. Fr. 342.

II: Die Yusfihrung bder
$eizungs- und Litjtungsaniagen.
dRit 191 Figuren. Rr. 343.

Quifer, Martn, und ThHom. Murner.
Husgewdhlt und mit Einleitungen
u. Unmerhungen verjehen . Prof.
®. Berlit, Therlefhzer am Nilolais
ghmnaitnm 3u Seipzig. Rr. 7

| — — I:

Magnetidmns. Theoretiide PHH{id
L. Teil: Glelirizitdt u. aliagum =
mus. Bon Dr. Gujtad Jdger, |
an ber Tednijdien Hodjidhule Wien.
Rit 33 Ybbilbungen. RNr. 78.

ﬁmﬂacrex. Braunereiwefen I: inalatzn
pon Dr. B. Treverhoff, Tireftor b.
Effentlidien und 1.Eadyi. Verfuds.
jtation fiiz Brauerei und Malzerei,
joioie ber Brauer= und Malzericule
su @rimma. %r. 303.

Sm:ncbmenbau, Die Sla!!nlatwn im,

0. 3ng. . Bethmann, Doz.a.Tedin.
d‘ervf:z:zc it 65 U6, Tr. 456,
Tie Diaterialien pes Mafdinens
baune5 und der  Eleltirotednit von
Smgenteur Prof. Permann Wilda.
IRit 3 “'PEIL,Tgen Fir. 476,
| Maidinenelemente, Jie. ﬁmme age
te3 ﬁeﬁ,:s--n mit Beiipielen fiir da
Sium u. b‘ 3:1: Hiiden Ges
Ba ...,, ‘: eringen.
M. 3.
%Eauﬁmm,exd,nen, Fr rzf-ud;zs,
£bering. Rid). € NS
brunn. I: @...r.wegv- e, Ginfadie
Maidhinenteile Bi3 3u den ﬁ‘""ne’
Tungen. Wit 60 sayel Fr. 589.
Qager, Riem=~ und Ceils
iGeiben, Bafnrdber, Solbenpumpe.
it 51 Tafeln. Mr. 590.
Meganalyje von Dr. Liio .‘Rnf;m m
PDarmitabi. Wit 14 Fig. RNr. 2
| Mag=, Miing= und GewidtSwelen .;:m
Dr. UYugnjt Blind, Profejior an dex
Handelsidule in ‘@btn. Sir. 283.
Darerialpritfungweien. Cinjihrung
in bie moberne Tedinil b. Material-
pritfung von K. Sremmler, Dipla
Sngenieur, ftdnd. Mitarb ez'er am
&gl Matericl-TPritfungsamie 3u
@’vmg,.‘iidzterfelbe. I: Daterial-
eigenichafien.— Feftigieiidveriude.
— $ilfsmitte]l fir Feftigleitiver~
juche. it 58 Figuren. Nr. 311.
— — ¥I: Retallpriifung und $Prit
fung von Silfsmaterialien bes
SRaid)meubcuei — SBaumaterial
pritfung. PRapierpriifung. —
Comiermittelpriifung. — Ciniges
iiber Meiallographie. Mit 31 Fig.
RNr. 312,
Matjematit, Geididte der, von Dr.
9. €turm, Prof. am £6e:gt;m
nafium it Ceitenfietten. Nr. 226.

oon
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Mathematiife Formeliammiung und

JRepetitorium bexr thematit,
Baltend die wich n yotmeln

iaebr

nenGeos

melte,

R s

3 qralredinung von

, Wrofeiior am fgl.
1 in EhHo.~Gmind.

t und Afujtif, Bon Dr.
SJidger, FTrof. an ber Ted)-

niicen. SodiiGule i Wien. it !

19 Abdilbungen. Mr. 76.
WMedyaniide Tednologie von Geh.Hoi-
tat Profejjor Y. Liidide in Braun-
jdioeig. 2 Béanbden. Nr. 540, 341.
Medlendburg. LandeStunde 5. Grogs=
Herzegtitmer Medlenburg m. der
Sreten u. Hanfeffadt Liibed von
Dr. '@e’::!b Edywary, Tireftor bet

Real! sum Dom in Libed. Mit
17 A . im Tert, 16 Taf. und

bil
1 Rarte in Qithographie. Nr. 487.

Medlenburgijde Geidiichie von Ther~ |

Iehrer Liip Witenje in Feubranden~
burg i . Nr. 610.

Mepizin, Gejdiidite der, von Dr. med.
et phil
bosent fir Geididte ber Diedizin
in Freiburg i Br. I: WAlterfum.
Fr. 679.

Teeresiunde, Phyiiide, von Prof.
Dr. Gerhard Cdoit, Ubteilungs-
poriteher bei b. Deutidjen Seetarte
in Samburg. it 39 ALbilbungen
im Tert und 8 Tafeln. Nr. 112.

Meeresitrimungen. Quijis u, Meered«
firdmungen v. Dr. Frang Sdulze,
Dir. b. Navigationdidule zu Litbed.
Wit 27 UHL. u. Tafeln. Nr. 551.

Menidlide Kirper, Der, fein Ban u.
feine Tdtigleiten von G. Rebmann,
Oberidulzat in Karldrufe. MitGe-
junbheitdlefre v. Dr. med. H. Sei-
ler. SRit 47 ABB. 1. 1 Tafel. Nr.18.

Igebra, |
etvie, ebenen und |
G mazs. |
. Beometrie ber |
mes, ber Diffe- |

Raul Diepgen, Privat» |

| MMetallographie. Surse, gemeinfafe
liche Darjtellung der Lehre pon ben
Metallenu.ihren Legierungen ux
Sejond. Beriidjidtigung et etalls
mifroifopie v. Lrof. €. Hennu. PBrof.
£. Bauera. Kgl. Materialprifungs-
ami (Gr.-Lidterfelve) b. &. Tedin.
Hodhichule zu Berlin, I: Ullgen.
Teil. Wit 45 ABD. im Text und 5
Lidyibilbern auf 3 Tafeln. Nr. 432,
— TI: CSpez. ZTeil. it 48 ABHIL
dungen im Tert und 37 Lid)tbilbern
quf 19 ZTafeln. Fr. 433.
sMetallurgie 'von Dr. Auguit Geis in
Kriftiansiand (Normwegen). I II.
it 21 Figuren. . 313, 314.
| Peteore. Ajtronpmie. Grife, Betves
gung u. Cntfernung der Himmels-
torper pon WU. . Pobius, neu be-
arbeitet von Dr. Herm. Kobold,
Brof. a. . Unio. Riel. II: Fometen,
Reteore u. bas Sternenipitem. Wit
| 15 Fig. u. 2 Gterniarten. RNr. 529.
| IRetesrologie v. Dr. W. Trabert, Prof.
! an Der Univerjitdt Tiem. IRit 49
| ADHHD. u. 7 Tajeln. Nr. 54.
| Militdrifdie Vauten von Reg.-B

als

; meifter R. Lang in Siutigart. it
| 59 ABH. Rr. 626.

| Militdriirafredt von Dr. Moz Crujt
Maper, Prof. an b. Univ. CStraf-
| burgi. G. 2 Bbe. MNr. 371, 372,

| Mineralogiec von Geheimer Bergrat
! Dr. R. Breunz, Prof. an b. Univ.

Vonn. IMNit 132 ALGiUD. Nr. 29.
| Minnejang und Spruddidtung.
| Talther pon Ser Vogelweidbe mit
{ NuSwahl aud Minnefang und
Sypruddidtung. Mit Unmertungen
u. einem Wirterh. von O. Giiniter,
Brof. an D. Oberrealjdule u. an b.
Tedn. Hodidulei. Stutigart. Nr.23.
Mitieljodhrentidhe Didtungen gqusd
mitteljodbentider Frithzeit. Sn
Ausmwabhl mit Ginleiig. u. Witter~
bud) herauigeg. von Dr. Hevitaun
Janben, Dir. d. $Pomigin  Ruije.
Gdjule i. Ronigdberg 1. Pr. Nr. 137,
Wiiteljodpeutie Grammatit. Der
ibelunge Mot in Audwafhl und
mitteljodibentide Grammati? mit
furs. TWohrierh. v. Dr. W. Golifer,
Brof. a. b. Univ. Rojtod. Nr. 1.
Morgenland. Geididite ded alten
Diorgenlanbded p. Dr. Fr. Hommel,
Brof. an d. Univerjitat Miinchen.
Mit 9 BVilbern u. 1 Karte. Nz. 43.
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Morphologie und Orgenographie ber
Pilanzen v. Prof.
haujen in Kiel. Wit 123 ALGidgn.
Pr. 141,

Mirtel.

Dr. G. ‘Ra.me in_Gharlottenburg. |
Mit 12 ,&u,&’l Fr. 234.
Mundarten, Tie deutiden, von Prof.
Dr. . Reid in Mainz. FNr. 605.
Mundarien, Plattdeutidhe, vsn Dr.
SHubert Grimme, Profeijor an der;
Univer]. Minjter i. TW. Nr. 461.

Mitnzweien. Mag=, Miinz= und Ges |

snuiatsmeieu von Dr. i’ihq Biind,
Prof. a. . Handelsidule in R13In.
Sir. 283.

Murner, Thomad. Martin Suther u. |
Thomeas Murner. Ausgerdhlt u.
. Ginleitungen u.Qnmert. :wnef‘eﬂ ;

pon Brof. G. Berlit, Therlehreram

RNitolaighmnai. 3u Leipsig. “’e:. 7ot
Mufit,Geidyidte per alten und mitiels |
Mohler in:
it zablr. |
AbD. u. Muiifbeil. Hr. 121 u. 347, |

alierlidhen, v. Dr. 2.
Gteinhauien. 2 Bod.

Muiitalijdie Atujiif von Lrofejjor Dr. |
Saxl L. Chafer in Berlin.
36 Ubbilbungen. Fr. 21,

lefire) pon Stephan Krehl. I. I
Mt

Gtuttgart. Mr. 344,
Mufjitgeidyidite de3 17, und 18, Jafhr=
Hunderts von Dr. Kar! Grunsly in
Ctuttgart. RNr. 239.
Mufitge{didie feit Beginn bded 190,
Sahrhunperts v. Dr. . Grunsly
in Ctutigart. I. II. MWr. 164, 165.

Mufitlefhre, Allgemeine, von Siephan |

Krehl in Qeipzig. Nr. 220.
Mythologie, @ermumid;e, pon Dr.
Gugen Mogk, ‘Bwf a. b. Univerjitit
Reipzig. w1
— Giriedhiffe u. rumxid;e, pon Prof. |
Dr. Hermt. Steubing, Reltor bes |
@pmnal. in €dmee&erg. FRr. 27,
Radelbblzer, Die, von Dr.F. T.Jeger,
SBrof. an ber Kbnigl. Forjtatademie
3u Tharandt. Mit 85 %bbﬂbungen,
5 Tabellen und 3 Karten. Nr. 355.
Rafhrungdmiitel. Erndjrung u. Nah=
rungsmittel b. Oberjiabsarzt Brof.
H. Biidoff in Berlin, Mit 4 Ab»
bildbungen. Nr. 464,

Dr. $R. Norde |

Die J[udujirie d. Hinjtlicen |
Baujteine und bes Mbrteld von

Mt |
Mujifal. Formenlefre(KRompo fitiond=

piel. Notenbeifp. TNr. 149, 150. |
Mufitiitheti? pon Dr. Rarl Grundfy in |

RNautit. RKurser ALri . idglih an
Bord von .imnbeia;cf;zr{eu angem.
Teils d. \.&‘Lﬁﬁt‘ftuxu"lb“ Bon Dr.
Franz Sculze, Di ’Immgat.s"»-a
iéef;tulse zu Litbed. i)m 56 Ubbilbgn.

Weugrrcrﬁmfﬁ;:bmtmcs Gefprids-
f bud) mit befond. Beriidjidtigung b.
ngangsmmcﬁe v. Dr. Johannes
Ralitfunatiz, Voz. am Seminar fir
i orient. Spradie in Berlin. Nr. 587.

%tunsefmtep Jahrhundert. Geididte
! 19, Jahrhundert3 von Osfar
.3 i,e:, o. S;morurpmi a. D. Uniop.
¢ Bomn.1 $1800—1852.%71.216.
P—— 2, %»..d)‘) n: 1853 bi3 Enbe ded
| Schrhunderts. M. 217.
RNeuteftamentlidhe Beitgeididite pon
Lic. Dr. ®. Ctaerf, PTrof. a. ber
Unip. in Senc. 1: Ter Gijforijde u.

tturgeicyidytl. .‘;*z*-ter:‘:u'm B. Uz
m*v*ewt.m:; . u?‘.ne Mr. 323.
— II: Die Religion d. ;}a\e tums3
im 3eitaiter bed Hellenidm
ber Romerherricdhaft. Wit 1 Slﬁsc:*x-
jtizze. Mr. 326

326.

Stibelunge Not, Ter, in Auswab! und
ntt*elf\véﬂve, @*ammam mit
Burgem TWirterd. n Dr. ¥8.Golther,
PBrof. a.. der Unip. Rojtod. RNr. 1.

' Rordifdie & 1temmrgeidnd)tc I: Die
tsland. u. noriveg. SLiteratur ded
Mittelalters v. Dr. Wolfg. Golther,
Brof. an der Univerjitat Roftod.
Fir. 254,

Nuspflangen von Frof. Dr. J. Behs
rens, Borjt. b. GrogHerzogl. landbs
irtidaftl. ~;erxud;sczmt. Auguitens
berg. it 53 Figuren. Nr. 123.

| Lle. Die Fette u. slcmmeb \.exfeu-
u. Rersenmb—lht on u. b. Harze,
Lade, Firnijie mit ihren mcr‘ug;ten
Hilfsftoffen von Dr. Rarl Sroun in
Berlin. I: Cinfiifrung in 0. Chemie,
Eﬁewremm‘g einiger Cd,e . be:
Fette und HOle. Nr. 335.

| £le und Riediinfie, Atherijde, von
Dr. ¥. Roduijen in Miltiy., Mit

9 Abbilbungen. Mr. 446.

Cvtit Ginfithrung in b, geometrijde

- £ptit von Dr. BW. Hinridis in Wil
met3porf-Berlin. Nr. 532,

Prientalifde Qiteraturen. Die Lites
raturen bes Orientd von Dr. M.
Haberlandi, Privatboz. an d. Uni-
perjitat Wien. I: Die Qiteraturen
Oftajiend und Jndiens. RNr. 162.
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3obcrtr.es

Ervientaliidie Qiterainren. Die Lites
raturen bes Crien:3 von Dr. ¥
Haberlandt, Privaidoz an b. Uni

verjitit Wien. II: Die Literaturer

p. Perjer, Cemiten und ZTirfen.

%r. 163.

— Die drijiliden Lteraturen bdes
ESrientd von Dr. Uni. Baoumitart. |

1: Ginleitg. — Das dyriftl..azamd

jche u. b, fopt. Shrifthum. Rr. 527. |
iitlid)~arabiide unb |

— — II: a3 Gril
bas dthiopiidie Edrifttum. — Das
Griitliche Sdrifthm dber Armenier
und Georgier. Jr. 528.

Lrténamen im Deutidien, Die, ifre
Gnimwidlung u. ifre Herfunit von
Dr. Rudolf &leinpaul in Leipsigs
@ohlis. Wr. 373,

Pitafrita. Die deutiden SKolonien
II: Ojiafrita von Prof. Dr. &.
Tope. Wit 16 Taf. u. 1 lithogr.
Karte. Rr. 567.

Diterveidl. Literreidijfie Geididte

pon Brof. Dr. Frans v.Krones, neu-
bearb. von Dr. Rarl Ujlir, Prof. |

a. b. Unio. &raz. I: Bon b. Urgeit
b. 3. Tobe Ronig Whredhiz IL
(1439). Mit 11 Stammiaf. Nz. 104,
— — II: Bom Tobe Kdnig Ulbred)tsIL
bi3 3. Weftf. Frieden (1440—1648).
it 3 Stammitafeln. Nr. 105.

— RQanpestunde v. Sjterreid-Nngam |

pon Dr. Ulfred Grund, P\rof. an

b. Univerjitdt Trag. Tkt 10 Tegt~ |
Rr. 244, |

illuftrationen u. 1 Kartte.
Doidiud Naio, Die Metamorphofen

pesS, Jn Audmwabhl mit einer Cinleit. |

u. Anmer!. herausgeg. v. Dr. Jul.
Biehen in Franifurt a. Ve, MWr. 442,
Piabagogil im Grunbdrif von Profefjor
Dr. 8. Rein, Direttor b. Pabagog.
€eminars a. b. Unip. Jena. RN, 12
— @eidyidite der, pon Tberlefhrer Dr.
D. Beimer in Wiedbaben. Fr. 145.
Paliogesgraphie. Genlog. Beididte
ber Meere und Fefildndber pon Dr.
Frans fofjmat in Wien, Mit 6
RKarten. RNr. 406.
PalioHimainlogie pon Dr. Wilh, K.
Cdardt 1. Weilburg ([ahn). Nr. 482,
Paliontslpgie von Dr. Rud. Hoemes,
Profefior an der Univerjitd: Graz.
it 87 Abbilbungen. Nr. 95.
— und Abftammungslefhre von Dr.
faxl Diener, Brof. an der Univer.
Wien. Mit 9 Ubbild. Nz, 460,

Paldjtina, Lanbdeds und Volisiunde
Palajrinas pon Lic. Dr. Guj

Hifider in Halle. Mit 8 W
bern und 1 Karte. HMr. 345,

Parallelperipeltive. Reditwinilige u.
iGiefwintlige Uronometrie 5. Prof.
. Bonvertinn in Minjter. Mt
121 Figuren. Rr. 260.

| Perfonennamen, Die beutidien, v. Dr.
Hup. Kleinpaul in Leipzig. Nr. 422.

Peru. Die Cordillerenitaaien von
Dr Bilgelm Cieverd, Prof. an
per Unioerfitdt @iegen. I: Gin-
leitung, Bolivle und Peru. Biit
16 ZTajeln u. 1 lith. farte. Nr. 652.

| Betrographie v. Dr. W, Bruhns, Prof.
an der Bergafabemie Elausthal.
it 15 Ubbilbungen. MNz. 173.

Filange, Die, ihr Bau und ihr Leben

pon Proj. Dr. €. Dennert. Wit
96 Abbilbungen. Nr. 44.
Pilangenbaulefire. Uderbaus und

Pilangenbaulefire von Dr. Paul
Ripoert in Gijen u. Cmift Langen~
bed in Grog-Lidyierfelbe. Nr. 232.

Pflanzenbislogie v. Dr. W. Wtigula,
Brofeiior an b. Forjiafadbemie Gijer
nady. I: Allgemeine Biologie. Tiit
43 Abbilbungen. Nr. 127.

Rilangenernifrung. Agrifuliurdiemie
I: Pflenzenemafhrung . Dr. arl
Grouer. Rr. 329.

| Bilangengeographie von Frofefjor Dr.

Lubiwig Diels in Warburg (Hejjen).

tr. 389.

| Bflangentranifeiten von Dr. Werner
Frienr. Brud, Brivatbos. i. Giefen.
it 1 jarb. Tafel unb 45 AbBildgn.
RNr. 310.

Rilangenmorphologie. Morphologie
u. Organsgraphie b, Pilanzen von
$Prof. Dr. M. Nordbhaufen in Kiel.
Mit 123 Ybbilbungen. Fr. 141.

Pflangenphyiiologie von Dr. Ubslf
Hanjerr, Prof. an der Univerjitdt
Giegen. Mit 43 ALBiD. PNr. 591.

Pilanzenreid)3, Die Stimme be3, von
Privatboz. Dr. Rob. Rilger, Kuftos
am fKgl. Botan. Garten in Berlin-
Daflem. Mit 22 UAbL. Nr. 485.

Bflanzgenwelt, Die, ber Gewdifer von
Dr. W. Migula, Prof. a. b. Forjial.
Gifenady. Mit 30 UL, Fr. 158.

Pflangenzellenlehre. Sellenlehre und
Unatomie der Pilangen von Brof.
Dr. . Miehe in Leipzig. Wit 79
Abbilbungen. Nr. 556.
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Pharmalognofie. Von Apoifeler F.
Edymitthenner, Afiift. a. Botan.

Smititut b. Tedin. Hodhidule Kaxld- |

rube. %r. 251.
PBHarmazeutijde Chemie ¢
bsaent Dr. G. Pann
4 Biandden. Nr. 543/4

on Privats

shsu,

otb. Prof. a. d
T in TWefif.

. 367,

‘Ebill)ninbbie, Ginfithrung in die, son |

r. Mar Wentidyer, Profejior ar

ber Univeriitdt BVonn. Nr. 281.
Fhilofophie, Geididies., IV: Neuer
Bhiloiophie bi5 Kani von Dr.

Baud), Lrofefior an der Univerfitit .

Jena. Fir. 394,

— — ¥: Jmmanuel Kant von Dr.
Bruno %and}, Profefior an b, Uni-
ben‘ltlat Sena. Nr. 538.
..,tlttti pe5 19. Jabhrhunberid !.j"'«

Urthur Dremws, itrm per Bhilos |
fophie an ber Tedin. Hodidule in |

Karidrufe. Mr. 571.

— $Haupiprobleme der, v. Dr. Georg ;
Cimmel, Brofejior an ber uniber— i

jitdt Berlin. Fr. 500.
- ‘-Gmdqugm und Logif zur Ginf. |

Bhilojophie von ’ln‘o, Dr. ;.r,.
(Ehe thans. Wit 13 Fig. Nz 14.
Bhotographie, Tie. Von {3. Regler,

Brof. an b. £
und VWerjudh3anitall in Wien.
3 Taf. unb 42 ALLID. Mr. 94.
POy it

Zedn. Hod)idule in Bien. I. Teil:
Dedjanif und Wknjtl. Dhit 24 Ab~
bilbungen. MNr. 76.
— — II. Teil: Qidht u. Warme. Lkt
47 Ubbilbungen. MNr. 77.
— — IIL ZTeil: Glefirizitat u. Magre-
tidmus. it 33 Abbilb. Wr. 7S.
— — IV. Teil: Gleftromagnet. ..,é*-
theorie und Gleftronif. Mit 21 §
RNr. 374.
Phyiif, Geididte ber, von Prof. A
imer in Wertheim a. M. 1: Die
EEImin bi3 Newton. Wit 13 Fia.
iz, 293.
— — TI: Die Bhyjil von Nemion izt]
3. Gegenmwart. it 3 Fig.
mnumhm Ghemijde
gabenr son Prof. Dr. R. Abegg unb |
Brivatbozent Dr. ©. Sadur, beide |
an der Univ. Breslau. Fr. 445.

,Am m Bonn. |
588, 632, ¢
ﬂ:bllnlﬁgtt, Geididte b. f!aﬁzfﬂ)en,

Die Fhilofophie im eri‘:en i

. Graphiiden Lehr- !
Wit |

Theoretijfe, von Dr. Gujtay |
Kager, SBrof. ber PHHjif an Der .

R, 294. |
Redyenauis j

[Bhy ft!ahfd;eﬁufgabznt’ummlunq oon
@. Dabler, Prof. ber Mathem
u. Bhyiif am @uwnm'"m
‘J)'l.t pen Rejultaten. Nr. 243
— {’yntmeliammlnng von ©. WMabler,
Brofeilor am Gymnaiium Tt
it 65 Figurem. Fr. 136.
Drejjungsmethoben von Dr. Wilf.
Bahrot, Therlehrer an ber Thers
zealidhule inGrof-Lidterfelde. Wit
7 RNr. 301.

£

49 Figuren.
- ..uﬁc!ien., Dr A. Leid, Therlefirer
an ber Com .w‘,dmle su Berlin-

Edhoneberg
! %bqunlngndﬁe Ci)tm'c bz‘* Dr. med.
oA . I: ¥iiimila-
MNr. 240.
Bt 1 Tef.

. ‘>41

iy ~.,er:.

““bh gen. S, 26.
%nmm Meeres ‘unbc von
e&‘) \.dj_:\zt,

flithrung in bi

T T ormenreifen von

:n Dr. ©. Ewbahm Berlin. Mit

10 FigurengTuppen i.Tert. Nr. 574.

| — Sypalt= und CSehleimpilze. Cine

@Einfithrung in ijre Renninid von

PBrof Dr Guitap Linban, Kufios

am $gl. Botanijden Mujeum und

Privatbozent ber Botanil an der

Univerfitdt Berlin. Mit 11 UAb-
bilbungen. Hr. 642.

Planetenipitem. Ajtronomie (Grdge,
Beregung 1. Cnifernung b. Hime
melstirper)von A. F. M5bE, neu
bearb. pon Dr. ée'm ﬁobsib, SRrof.
¢. b. Unip. @iel. I: Ta3 Tlanetens
ipitem. ..ﬁ.: 33 W‘b") FRr. 11.

i Blantton, Dad, ded Vieeres von Dr.
®. Ctiasny in Wien. Mit vielen
Mbbilbungen. RNr. 675

':Blmtxr, Die, des Abendlandes von

Dr. Hand Stegmann, Tirelior bes
Bayer. S?c:hsnalmuxeum§ in MWiin-
Gen. Mit 23 Tafeln. Nr. 116.

— Die, feit Beginn bed 19. Jabrhuns
pertd con A. Heilmener in Wiine
dhen. it 41 Vollbilbern. M. 321,

| Blattbeutidye Munbdarten vor Dr.Hub.
@rimme, Profefior an ber unwet-
fita: ﬂunx:et i W, RN 46

ot

i

19



Roetit, Deutidie, v. Dr. &. Borinsh, |
$rof. a. b. Univ. Miinden. Nr. 40, |

Bolarlidt.

Grymagnetidmnd, Grb=

ftrom 1. Rolarlidit von Dr. %L |

Rippoldt,
SMeteorolog. Snitituts zu Potdbam.
IRit 7 Tef. u. 16 Figuren. MNr. 175.
Rolniifie Gejdidite von Dr. Clemen3
Branbendburger in Bofen. Nr, 338.
Bommern.
mern con Dr. W, Teede, Lrof. an
per Univerjitdt Freiburg . B. Mit
10 UL, und Rarten im Tert und
1 Karte in Qithoagraphie. Nr. 575.
Bortugieiijde Geidjidhte . Dr. Guftab
Dierds in Berlin-Steglis. Nz, 622,
3griugiciijdie Qiteraturgeididite von
Dr. Rar! von Reinharditoetiner,
Rrofeiior an der sigl. Tedn. Hody=
idule Minchen. JRr. 213.
3ojamentiererci. Tertil-Indujtrie I1:

Weberei, Wirterei, Pojamenticres !

itglied pes ®gl. Freud. |

Qaupesfunde von Roms= |

ret, Spigen= und Gardinenfabri= |

Fation und Filzfabrifation v. BVrof.
Mer Giiriler, Geh). Regierungsrat
im  Stgl.  Qandedgetverbeamt 3u
Berlin. Mif 29 Fig. Tr. 185,

3pftredst von Dr. Ufred Wolde, Foft- |

injpetior in BVonn. RNr. 425,

3zegluftwerizenge, Die, von Diplom=

Kail. Tedin. Sdule in Strafburg.
dRit 82 Figurven. Mr. 493.

Brengijdie Gejdiidite. Brandenburs
gifd)=Lreugifdic Gejdyidite v. Wrof.
Dr. M. Thamm, Tireltor d. &
Wilhelms=-Fnmneaiiums in WMonta-
baur. RNr. 600.

Jitis, THerlehrer an der |

Sreugifdes Staatdred)t von Dr. Fris

Stier=Somlo, Brof. an der Univ.
Bonn. 2 Teile. Nr. 298, 299.

}{ydiatirie, Foreniijde, von Profejjor |

Dr. . Wengandt, Dir. ber Jrren=<

* anftalt Friedridisberg in Hamburg. |

2 Bindbden. Nr. 410 und 411,
}{ydislagie und Logit sur Einfiithrung

in b. ‘Bhilojophie v. Brof. Dr. Y. :
aion ool x | — — II. UAbteilung: Die Nadhlafbe-

Elienbans. Mit 13 Fig. RNr. 14.

Yydiophpiil, Grundrif der, v. Prof.

. Dr. @. §. Sipps in 3Jicid). Mit
3 griguren. RNr. 98.

lumpen, Drudmwaifers und Srudinfis
Anlagen. Ein turser Nberblid von
Dipl-Ina. Rubdolf BVogbi, Regie-
rungdbaumeiiter a. D. in Uaden.
it 87 Abbilbungen. RNr. 290.

|
|
|

Catellenfunde 3. beutiden Geididyte
von Dr. Gar! Sacob, Brof. an der
Univerjitdt Tibingem. 1. Baud.
M. 279,

Radipaltivitdt von Dipl-Jng. Wilh.
grommel. Mit 21 Ubbilbungen
Nr. 317.

Redinen, Das, in der Tedini? u. jeine
Hilfamittel (Redjenjdieber, Redjen-
tafeln, Redjenmaidyinen ujm.) von
Sng. Jof. Cug. Wayer in Freiburg
i. Br. Mit 30 Abbild MNr. 405.

— Raujménniided, von Profejjor
Ridard Juji, Lberlehrer an ver
£ifentlidien Handelslehraniiali bexr
Dresdener Laufmannidaft. L IL
III. Nr. 139, 140, 187.

Red;it ve3 Biirgerliden Gefesbuds.

rftes Budy: Ullg. Teil. I: Gin-

leitung — Kefhre v. b. Perjonen u.

p. b. ESadjen v. Dr. . Certmann,

PBrof. a. b. Univ. Crlangen. Nr. 447,

— II: Griverb u. Verlujt, Geltend-

madiung u. Edyus der Redjte von

Dr. Baul Certmann, Brofeijor an

Der Univerjitdt Grlangen. Jer. 448,

Bweites Bud): Shuldredt. 1. Ab»

teifung: MAllgemeine Lefrenm pon

Dr. Baul Lertwmann, Wrofejjor en

ber Univeriitit Exlangen. RNr. 323.

— II, %Abt.: Die einzelnen Sduld-

verhdlinifie v. Dr. Paul Tertmann,

Ewi an der Univerjitdt Grlangen.

RNr. 324,

ittes Bud): Sad)enred)t bon Dr.

regidimar, L0erlandbesgerid)tas

in Trespen. I: Allgem. Lehren.

Hejis und Gigentum. Nr. 480.

— II: Begrenzte Rechte. Nr. 481.

BVierted Bud): Familienred)t von

Dr. peinrich Tike, Profeijor an ber

Univeriitit ®dttingen. Nr. 305.

Finftes Bud): CGrbred)t ven Dr.

Rilelm von Blume, ord. Rrof. ber

Redyte an ber Univerjitdt Tiibingen-

I. Abteifung: Cinleitung. — Tie

@runbdlagen bes Crbredhts. Nr 659.

teiligten. INit 238 Figuren. Nr. 660.
Redit ber RerjidierungSunternehs
mungen, Das, von Regierungsrat
a. D. Dr. jur. &. Leibl, erjtem
Direftor der Niiznberger Sebends
periidierungsbant, frither Mitglied
pes Raiferlidien Auffihtdamis fix
Privatveriiderung. Ni. 635.
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Redytd{dius, Ter intcrnationele ges
mzrbhdw, von J. Neuderg, staijerl.
Regierungsrat, Witglied ». Kailerl.
Ratentamts su Berlin. MNr. 271.

Redtswiffenidaft, Cinfithrung in
die, von Dr. Theodor Stemberg

in Bertin. I: Methoden- und
Suellenlehre. FNr. 169.
— — II: a3 Spjtem. MNr. 170.

T

Redelehre, Deutide, v. Hans Frobit,
Gymnajiclprof. z“\ambe:g ‘Jh: 61.

Reveidriit uet\e Stenograph

Reidsfinangen, Dic Gntmuﬂung per,
pon  Brdjident Dr. R. van Dper
strg,E;z in ‘lﬁ‘:ehnn. Rr. 427,

Religion, Die Cntwidlung der drijt-

lidjen, innerfalb bes Yleuen Teitas
Dr.

ments von Prof ensr Lie.
Carl Uemen Rr. 333,
Religion, Die, des \;ubv
Bmaize.. beé Hell
iﬁomer
2ae‘-f

kT, 028
?Rehgm-xzn ber \hsmwulter, %w,,
pon Dr. ThH. Uchelis, Profefior in Q
Bremen. Mr. 449, !
Religionswifienidiaft, Ybrif der per= |
gleidienden, pon Rr 1 i

! TR, Udelis in Bremen.
Renaitjjance. Die Kultur ber FRe- |
naijjance. Gefittung, Foridung, |
Diditung v. Dr. Robert 5. Amold, |
Prof. an der Univerjitdt Wien. |
Nr. 189.

Reptilien. Das Tierrveid) IIL: Rep- |
tilien unbd Wmphibien. Bon Dr.
Franz Werner, Frof. a. d. Univer].
SRien. it 48 Abb. Mz, 383.

Rieinproving, LandeSiunde der, son
Dr. B. Steinede, Diretior b. Real- |
gommnaiiums in Cijen. Mit 9 ABD
3 Qartdjen unbd 1 Karte. Jir. 308

Riedjtofie.  Htferiide £le und |
FRiedijtofie von Dr. §F. Rodyuifen in |
Wiltip. Wit 9 Ubh. Nr. 446,

Roman. Geididite de3 denijden |
Romand pon Dr. Hellm. Mielle. |
RNr. 229. i

Romaniidie Spradiwiijfenidait von

., Dr. Udolf Jauner, Prof. a. b. Univ. !

' @raz. 2 Banbde.
Bloch in TWien. Wit 8 Rolbilbern.
Mr. 45, 1

Rr. 128, 250. |
Rimijde Altertumstunbde vor Dr.Ceo |
|

Romiidhe Geididize von Realgy
najial-Divetior Dr. Jul Ko
Grunewald. 2 Bddhn, (I: x5
seit und Republit. I1: Die &
seit bi3 zum Untergang de3 Weit-
omijden Sieidj-eé.) ER'. 19 u. 677,

Rimiidie Qiteraturgeidjidite von Dr.
Herm Joadyim in Hambuzg. .52,

- Romijde und griediijdie Mipthologic

pon Projeijor Dr. .@etma:;r-. Eteu-
bing, Reitor des Gymnajiums in
Edhneeberg. dir.

| Romifde RedjiSgeidjidite von Dr.

Robert son MPayr, Lrof. an ber
Teutidien Unived. Prag. 1. Bud:.
5. Rolfaredites. 1. {)a!f;e.
e Redjt. Mr. 57%.

si‘é—f"_a‘*ecf;. Rr.578.

be3 Umie-

1. $ilfte:

Jir. 645.
RBrivatredit I.
Brivatrecit .

L 647,

iRnﬁIrmb E)(uffuﬂue Geidiigte ton
Dr. Wilh. Reed se:ieﬁ;:er am
Citergpmnuaiium m Waing. Nr. 4.
— fgupeStunde ded Guropdiiden

Ringlands nebjt Finnlands wvon
“‘:men:: Dr. ¥. PBhilippion in
Halle a. . N 359.

Ruffifd=Deuiifes Gefprddisbud) von
Dr. Gridy Bernefer, Vrofelior an

ber Univerfitdt Mimdjen. 68.

Ruifiide Grammati? von Dr. Crich
Bermmeler, Profefior an der Unir
perjitét Peinden. RNr. 66.

Ruifiide @anbc!:furrtwunbcng pon
Dr. Theodor pon RKawransip in
Qeipsig. Mr. 315.

E)lmmd)e:y Refebudy mit Glofier von

Cridh Berneler, Brofeiior an

ber Univeriitit Mindien. Nr. 67.

| Ruijifde SLiteratur von Dr. Grid

HBoehme, Qeltor a. b. Hanbeldhod-

jehule Berlin. T Teil: Austwahl mo-

berner Vroja u. Poejie mit qué-

jithrlidien Anmertungen u. Wsent-
Be:,etcfmuzq Nr. 403.

— — II. Teil: Beesozoxs Fapmass,
Paszcxasw. it Unmerfungen und
Ulzentbezeihnungen. Hr. 404.

Ruifijdie Literaturgeididite pon Dr.
Georg PolondhHi in Winden.
MNr. 1866,
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Rujjiides %nfsbeﬂmd:, Kleined, von
Dr. Gridh Boehme, Lelior an ber|
Handelshochich JeT. 475. !

Sadjenredit. Redit p. Birgerl. Ges |
fesbudyes. Tritted Budi: Sadjens
r:r_ﬁtc“. 5ichmear, Thets !

Iandesgerid spen. I Al )
gemei:te Qebren. Bejis u.Cigentum, |

— —II: ‘b'eg*eug.e “ie...pe Mr. 480.
481,

Sad)3, Han3d. Audgemdhlt u. erlaut.
o. Rrof. Dr. Juliug Sahr. RNr. 24.

Sadijen. Sadififde Geididite v. Prof.

Ltto Kaemmel, Reltor b. RNifolai-

gomuajiums zu Leipsig. Mr. 100.

Qgndesfunde de3  Kinigreids

Sadjfen 5. Dr. 3. Jemmrid), Thers

lefrer am Realgpmnal. in Plauen.

m'h 12 Ubbilbungen u. 1 Karte. |

Fr. 258,

Cidugetiere. Da3 Tierreid I: Sduges
tiere von Tbherfiudientat Prof. Dr.
furt Qambpert, ‘Bot;‘tef;er e3 RKgl.
RNaturclienfabinetts in Stutigart. |
it 15 Ubbilbungen. Ne. 282, |

Sdartentonjtruttionen von Brofefior | o
3. Bonberlinn in Milnjter. Wit 114 |~
Figuren. Mr. 236. i

SHiffs- und ﬁi’xfrsuarﬁl!crie 615 jur
@egenwart,

Berlin.

+2

tsratt.

Die Gniwidlung der, |
oon &0 se‘.:en“*‘t*m- puning. MPeit |
ALLID. und Tabellen. Nr. 6086.

Sdileswig=-Holjtein. LanbdeSfunbe von
Sdjleswig=DHoljtein, Helgoland u. |
per freiem und Hanieftadt Hams=
purg von Dr. Paul Hambrud, Hb-
teilungsvoritefer am Pujeum fiir
Bolfertunde in Hamburg. Wit A6H.,
Blinen, Brofilen und 1 RKarte in
Qithographie. RNr. 563.

Sdleujenban. Lanalz u. Sdhleujens
bau 9von  Regierungdbaumeifter
£tio Rappold in Stuttgart. Wit
78 Ubbilbungen. MNr. 5385.

Sdmalipurbahnen (Flein-, Arbeiiss
u. Felbbahnen) v. Dipl.-Jng. AYug.
Boshart in Nitznberg. Wit 99 Ub=
bilbungen. Mr. 524.

Sdmarpser und Sdimarogertum in
ser Tiermelt. CErite Ginfithrung in
bie txemme cd:marogerﬁxnbe oon
Dr. Frans v. Wagner, a.o. Brof. a.

b. Univ. Graz. it 67 ‘l[bbﬂibgn
Nr. 151,
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| Sdyweis.

| Sdyreiner=Yrbeiten. TifhHler: (Sdhreis

ner=) Wrbeiten I: Marerialien,
Hantweriszeuge, Maidjinen, Gm-
;,eluerbmbungm, Fupboven, Feus
jter, Fenjterlaben,Treppen, Aborre
pon ‘Brof. €. BViehweger, Utch
in ®bin. Mt 628 Fig. quj 75 Za’
feln. Mr. 502.

| Sduldbredit. Redht ved Bitrgerl. Ges

fesbudjeS. Bweites Budi: Sdhulps=
redht. L. Ubteilung: Wllgemeine
Sehren pon Dr. BVeul! Tertmanm,
Brof. a.b.liniv. Grlangen. Nr. 373
— — II. %bteilung: Die einzelne

Sdhuldverhiliniije von Dr. *ISaul
Lertmann, Profefior a. b. Uni»
perjitét Grlangen. MNr. 324.

| Seule, die deutidje, im Hudlande von

Hand  AUmrhein, CSeminar-Thers
lefjrer in Rbeydt. Ter. 259,
Sdulhaud, Die Baufunit bed SHuls

feujes von iLwr Pr=Jng. Cmit
Beiterlein in Darmitedt. I: Dasd
. it 38 Abbild. I1: Die
e — Die Tebencnfagen.
bilh, RNr. 443 und 444,
Sdulprazis. "D’Eefp:;‘* “?o{fadu'e
pon Dr. ®. Sepfert, Seminardirel»
tor in 3idiopaun. Nr. 50

| Sdweif= und Vdjunbnerrahren, Das

aqutogene, von  Jngenieur Hans
Fiele in iel. Wit 30 Fig. Wr. 489.

\,djmetaerud)e Geidyidhite
von Dr. R. Dinviifer, Profeiior an

der Unive Biirid). Nr. 188.

Qandesfunde Her Sdywei; oon

$rof. Dr. H. Walier in Bern. Mit

16 ABL. und 1 Kavie. FKr. 398.

Sowimmanitalten. £ffentl. Babdes
und Sdiwimmanitaiien von Dr.
Karl Wolff, Stadt-Tbherbaurat in
Hannover. Mit 50 Fig. Nr. 380.

Seemadit, Die, in der deutiden Ge=
ididite oon Wirtl. dmiralitdidrat
Dr. Gmijt von Halle, Profejjor an
ber Hninen’it&t Berlin. Nr. 370.

Seeredit, Das bdeniidje, von Dr. Dtto
‘l’sfunbu, Lberlanbesgeriditdrat in
Hamburg. I: Allgemeine Sehren:
Perjonen und Cadien des Cees
recht3. MNr. 3886.

— — II: Die em,e[nen Teerecf;thcf)erx
Cdyulbverhilinijie: Verirdge ded
Geered)t3 und ausemertmghcfye
Paftung. Nr. 387.




Seifenfabrifation, Die, die Seifen:

aualyie und d. KRerzenfabritation |
(Die |

9. Dr. Kaxl Braun in Berlin
Fette u, £le I1.) it 25 :‘,;L‘SJD
Sir. 336.
Semitifche Syradwiffenidaii
-Dr. €. “%m\.e....an*z, Lrofeii
Tx. 291,

oon

der Uiniver]. &8nigsberg.

Serbolrpatiife Grammati? von Dr. |

Bladimir Corovié, Biblinthelar besd

Boén.-Herzegorm.

in Sarajevo (Bosnien).
Eilifate. Jndujirie per S

g'a—
lhfmc, ber

tinitliden  Baujteine und e3

IRirtels von Dr. Guitas Rauter in
Charlottendurg. 1= @Ia u. ferami»

idje Jnduirie. M. 12 Taf. Rr. 283
ﬂ
SRit

— — II: 2ie Jnduijtrie der ]
Baujteine und bed Mittels,
12 "‘age‘n. Nr. 234.

Cimplicius \,xnwlmmmné g
Jafob Chiij
ifen. Jn ¥
Brof. Dr. %
bexr “*wemmt 55‘:5:.,;

Clandinapien, RQande3funde

jdulinipelior in &
11 UABB., und 1 RKarte.
Slapiide Qtreran.tgeydumte pon Dr

Joief Qa:me; in Wien., I ¥t e
Qiteratur bi3 zur E:*euerge
Sr. 277,

— — II: Ta3 19. Sabrh. FRNr. 278.

Cosiale Frage. Die Cntwidlung dber
{ozialen Frage von Profeijor Dr.
Fetbin. Tonnied. Nr. 353.

Sozialverfiiderung von Brof. Dr. Al

fred FManesd in Verlin. RNr. 267.

€uziologie von Proi. Dr.
Hchelis in Bremen. Nr. 101.

€palts und Sdjleimpilze. Cine Cin
fithrung in ijre Kenninis pon ’Etﬁr
Dr. Guitap Lindau, Kujtod am Kel.

Botenijden Mufeum und Vrivats |
bosent ber Botanil an ber Uni~
it 11 ABBI- |

perjitit Berlin.

bungen. Nr. 642.
Epanien.

Dr. Guitas Dierds.

TNr. 266.

— QanbdeStunde der Jberifden Halbs |
infel p. Dr. §rig Regel, Brof. an |
ber Unip. Wiirzgburg., Wit 8 Kart- |

im Tert und |

235. |

dien und 8 Abbild.

1 farte in Farbendrud. HNr.

oT an

Qc:r;::e:rzwie"n’s !

bnn,
(Sgeben, Norivegen u. Téme- |
marf) von Heinrid) & tn, Kre - |

Iboma:

CSpanijde Geididie von |

Gpanuéue Handelsiorreipondens von
. Uljredo Nabdbal de Mariescuts
26‘1&1. RNr. 295.
1. | Spaniidie RLiteraturgeididite v. Dr.
Fud. Beer, Wien. 1. II. Nr.167, 168,
Syeidier, Jnduijtrielle zmb gewerdh=
lidie Bauten (Speidier, Lagerhiu-
fer u. Fabrifen) . Architelt $einr.
Ealymann in Difjelbori. Iz Spei-
dher u. *‘"ge:‘)umer. Mit 123 Fig.
9?.: 512,
| Spinnerei. Terrilinduitrie I: Spins
! nern und Bwirnerei pon Prof.
Grifer, Geb. S}{egwpﬂvnhdra:

[

(325
Teztilinbuitrie
Weberel, Wirkeret, Polamen=
tiererei, Spisen= und Gardinens
fabrifat. u. u-z[;tﬂbthﬁ!tbn oon
7 Ces Regies

Enigmiabr: atwn.
II:

&g,
Talther vnn her
Huswalhl aud
»zarud*hud)mng.

i Syprudydidytung.
i Bogelweide mit
Smumeiang wtb

i Hodjidule in Stutigart.
: Staatslefre, ‘l!!lgemcme, oon Dr.
{

$ermann Rehm, Prof. a. b. Unis
i verjitdt Stragburg i. €. Nr. 358.
L. | Staatdredyt, Allgemeines, von Dr.
’ Sulius Patidef, Broi. 5. Redite
an  ber Univerfitdt Gbditingemn.
[ 3 Biandbdien. MNr. 415—417.
X

Staatsredit, Preugiidies, von Dr. Fris
Stier-Somlo, Brof. a. b. Univeriis
2 Teile. PNr. 288, 298.
Stadt, Die dSeutidje, und ifre Vers
wealiung. Gine Cinfijrung in bdie
SQommunalpolitit ber Gegenwart.
Herausgegeben pon Dr. Ttito Mof,
Beigeordbn. ber Stadt Ditjieldorf
I: RVerjcjfung und Verwaltung im
allgemeinen; Finanzen 1. Steuern;
| Bilbungs. und Kunitpilege; Ge=
funbfeit3pilege. MNr. 617
j—— II medm;t»— 1. Sozialpolitit.
fx.
L—— III. .z.ecrj*u! Ciabtebau, Tief-
u. Hochbau. Mit 43 Abbilbungen.
Rt. 663.
| Gtammesiunde, Deutfde, von Dr.
FRubdolf Mud), a. 0. Brof. a. b. Univ.
Wien. k. 2 Kart. u. 2 Taf. Nr. 126.

tdt Bonn.
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Stati? von TW. Haubder,
I. Teil: Die Grunbdlehren der Stas
tit ftarrer Ksrper. Wi 82 Fig.
Nr. 178.

- — 11. Teil: ﬁngemanbte Statil.
it 61 Figuren. Nr. 179

-, Graphifde, mit bemnb Beriid-
fichtig. per Ginfluflinien von Kgl.
Dberlehrer Dipl.-3ng. Vito Henlel
in Rendsburg. 1. Teil. Mit121 Fig?
Nr. 603

steinfanerarbeiten. Diaurers und
Cteinfauerarbeiten von Prof. Dr.
phil. und Pr.~Jng. Cbuard Schmitt
in Darmijtedt. 3 Bdndden. Mit
pielen Abbilbungen. JNr. 419—421.

stellerfe, Die medjanifden der
Gifenbafnen, von &. Edeibrer,
Sgl. DOberbaurat a. D. in BVerlin.
1: Gignuale und dberen WUnordnung.
Gelbjtandige medianijde Gtell-
mwerfe. Mit 38 AbLHID. Nr. 674,

Stenographie. Gejdjidite dber Stenos
graphie von Dr. Urihur menb in
RKdnigsberg i. Pr. MNr. 501

Stenograpfhie n. b, Syjtem v, F. X.

Gabeldberger von Dr. Albert
Gdyramm, RQandbesamisdaijjeijor in
Dresden. Nr. 246.

— Die Rede{dhrift beS GabelSbhergers
fden Syjtemd von Dr. AUlbert
Sdiramm, SLanbedamisaiieijor in
Drespen. RNr. 368.

Stenograpfie. Lefirbud) b. Lereins
fadhten Deutiden Stenograplhie
(CGinig. - Ghjtem Gtolze - Sdyrey)
nebjt Sdlitijel, Lejeftiiden u. einem
Anhang von Profeijor Dr. miel,
Oberlefhrer de3 RKabettenlorpsd in
Qidjterfelde. Nr. 86.

Reveid)rift. Lehrbud) ber RNede~
fdrift b. Gpftems GStolze~-Sdhrey
nebjt Rlirzungsbeiip., Lefeftitden,
Sdyliiffel und eimer Anleitung zur
Gteigerung ber jtenographijdien
Gertigleit vpon  Heinridh Drdie,
amtl. bad. Qanbiagsitenograph in
Rarl3ruhe (B.). Nr. 494,

Stereodjemic pon Dr. €. Webetind,
PBrof. an der Univerjitit Titbingen.
Mt 34 Abbilbungen. MNr. 201.

Stereometrie von Dr. RN. Glafer in
Gtuttgart. Mit 66  Figuren.
Nr. 97,

Dipl.-Fng. |

Sterniyitem. Ajironomie. Grife, Be~
wegung u. Entfernung d. Himmeld-
forper o. A. §F. Vedbius, neu bears.
p. Dr. Herm. Sobold, Prof. c. b.
Univer]. Kiel. II: Kometen, e~
teore u. dbas3 Cternipitem. Liit 15
Fig. u. 2 Cternlarien. RNr. 529.

Steueriyijteme ded mﬂzlﬁnbtb, Die,
p. Geh. Tberfinanzrat O. Ed)wars
in Berlin. Nr. 426

Stiltunbe . Prof. fatl Stio Hart-
mann in Stuttgart. Diit 7 Bollbild.
u. 195 Tertillujtrationen. Nr. 80.

Stidiometrijhe Aufgabenfommiung
von_Dr. Wilfh. Bahrdt, Therl. an
b. Oberrealidule in Grof-Lidter~
felbe. Mit ben Rejuliaten. Nr. 452.

Stragenbalnen von Dipl-Jng. Aug
Boshart in Niznberg. DViit 72 ‘llb-
bilpungen. Nr. 559.

Gtrategie von Loffler, Major im Kgl.
Cad)]. Kriegdmin. i.Dresd. Nr.505.

Gtrbme und Spannungen in Starls
ftromneten v. Jof. Herzog, Vipls=
Gleltroing. in Bubapeit u. Clarence
Felbmann, Prof. b. Cleftotechnif in
Delft. Mit 68 AbL. Nr. 456.

Citbamerita. Gefdidie 'Sibamzritaé
pon Dr. Hermann Luffi. I: Dad
ipamicf)e\,ubamenfa (Chile, Argen=
tinien und bie IHeineren Gtaaten).
Nr. 632,

— — II: Da3 poriugiefiide GSiib«
amerifa (Brajilien). Nr. 672,
Siibfeegebiet. Die deutidien Kolonien
II: a5 Siibfecgebiet und Kiaus
tidiou v. Prof. Dr. §. Tove. M. 16
Taf. u. 1 lith. SKarte. 9Nr. 520.

Clibwejtajrita. Die deutifhen Koloa
nien. IV: Siibweftafrifa von Prof.
Dr. &. Dope Wit 16 Tafeln und
1 lithogr. Karte. MNr. 637.

Salmud.  Die Guifiehung de3 Tals
mudd von Dr. &. Funi in Boslo~
if. Nr. 479.

Talmudproben von Dr. . Funl in
Bostowis. Nr. 583.

Tehnil. Dad Redynen in per Tednit
und feine Hilfsntittel (Redenidyie~
ber, Redjentajeln, Redjenmaichinen
ujio.) von Gng. Soh. Cug. Maner
in JFreiburg i. Br. it 30 AbLild.
Nr. 405.

Red;mfdr(ibemtid)e Analyfe von Dr.
@. Runge, ‘Brof. a. d. (Exbgenoﬁ
Polytedin. Gyule in Jiirid).

16 Abbilbungent. MNr. 195.
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Tedinifde Tabellen und Formeln von

Dr.-3ng. 8. Miller, Dipl-Jng. |

am Kgl. Materialpriijunadamt zu
Grog-Lidjterfelde. URit 106
guren. Hr. 579.

{ife D. WMeidhinen-
e3 u. b. Glefiros
‘d', _Rreb3 in Berlin

.

. 395.

. Teil: Franz.-Tt

:Se:ﬁnn!ngw, Ullgemeine d'emudze, 0. |

Dr. Guijt. Rauter in Chazlottenburg

RNr. 113

¢ —_ ‘m:d;anurﬁe, v. Geh. Hofrat Prof
U, Lipide in  Braunjdweig. ;
RNr. 340, 341.

Seerfarbitnfie, Tie, mit Bei. Ber:‘zi-
fichtig. ber jpnifetiic). Met foben

Dr. Hans Buderer, ‘E.:w a. b, &c‘
Tedin. Hochicdiule, Tresd. Nr. 214,
Telegraphenredit v. Voftinjpelter Dr.
jur. Ulfredb Tolde in Bonn I: Fin-
leitung. Gejdid)tlide Entmidlung.

Die Stellung b. deutjd). Telegra- |
phentveiens im Sifentl. Redyte, all- :

gemeiner Teil. MWr. 508.
granﬁenmqem im ‘fm—e 3!
bejonberer Teil. Tas
Ctrajredit. Red)
Ze!egran 5. Bublifum. Nr. 510.

Kelegraphic, ~te eleﬁmd)e, . Dr.
Lup. Relljtab. Wit 19 Fig. Rr. 172,

Feftament. Die Eutjtehung bed Wlien
Teftamentd v. Lic. Dr. . Etaerl,
Brof. e. b. Univ. Jena. Nr. 272

=(Z.

— Die Eniftefjung des Neuen Teftas
ment3 p. $Prof. Lic. Dr. Gazl
Clemen iz BVonm. Nr. 2835.

j Teztilindujirie. Iz

&eh. Reg.~Rat tm Kgl. Lanbdesge~

werbeamt, Berlin. M.9 Fig. Nr.184. |
II: RWeberei, Wirferei, Bofemens ;

tiererei, Spigen= und Gardinens

fabrifation und Filzfebritation

p. Brof. W. Giirtler, Geh. Regie«
rungsrat i.

III: Wajdjerei, Bleidjerei, Firbe-
rei und iGre Hilfsjioffe von Dr.

ilh. Mafiot, Prof. a. b. LTreug. !
piferen Fadidule f. Tertilinbuijir. |
Mit 28 gFig. Nr. 186. |

it frefeld.

Fie |
?ed;mud;c “arterbmﬁ en.f;..ﬂ"e.,- ie |

. 398, !
ir. 453,

— II: Tie Steilung b. beutid).Teler

= e

Spinnerei und |
Bwirnerei . Trof. Mag Giiriler, |

fgl. Lanbedgetwerfbes
amt 3u Berlin. . 29 FFig. Ne. 185.

| Textiltedhniidie Unierjudung3metho-
Pen von Dr. ‘T«Lhe.. Mayiot, Rro=
feiior an ber Frdere
turidqule Krefeld. I: i
ﬁnnfe bez ).egtzlma‘emi’en. S.mt.
92 Figuren. RNr. 673.
Thermodynamil (Zecﬁniﬁ:’qe Barme-
lejre) . &, BWelther u. Tt Rbttin-
ger, Dipl.Jng. zUl 54 Fig. Fr. 242,
‘?i)ermubnnumtt (Tedniidie Wdrmer
lefre). Tie ihermodynamif en
Grunblagen der Wirmelrafts unbd
letemcid;inm pon k. ﬂiﬁtﬁngez,
TipleIng. in Mannbeim. Nr. 2.
..E)unngnrhe Geididte v. Dr. Cmit
i ZTeprient in leipzig. MWr. 352.
H :.zerﬁmingte. ABrif der %u: ogie ber
Ttere p. Dr. Seinzid) Eimroth,
Brof. a. 5. Unis. “euaz.; I: Gut=
g u. Weiterbildung ber Tier-
b1 ..Je'z sur orgam.

Pz, 131.
| —_ be: ‘e,nere 3uc
i \'T:x 25 965l

| Tiere, & Cm‘v idlung3geihidyie ber, ton
ezze-tbemze:, Prof. ber
Sm'ng”’ a. b. Univerjitét Jena.
SBrimitivanlegen,
bilbung, Gmbryonale
Biillen. ‘IR*.: 48 Fig. Pxr. 378.
—n: Crganbilbung. IMit 46 Fi-
guren. JMr. 379.

Fiergeographie v. Dr. Ymmold Sa:nbz,
PBrofeijor ber Joologie a. . Kzl
Forjtalabemie ju Tharanbdi. it
2 fattern. MNr. 218,

Tierfunde pon Dr. Frams b. .\_bagne:,
PBrof. a. b. Unicerjiidt Gras

78 Abbilbungen. MNr. 60.
chx‘rcttﬁ, a3, I: Sdugetiere b. Ther»
ftudienc. %rof. Dr. Qurt Lampert,
Worjt. b. Kgl. Naturalieniabdinettd
in Stuttgart. M. 15 ULH. Nr. 282.
IXI: Reptilien und Amphibienvon
Dr. Frang Bemer, Prof. a.b. Univb.
Wien. it 48 WUsh. M. 383.
IV: Fifde von Prof. Dr. Maz
FRauther in Neapel. Fz. 356.
Vi Jnfelten von Dr. &. @ms IT'
teapel (Stazione Boologica).

56 Ubbilbungen. Wr. 594.

VI: Die wirbelloien Tiere von Dr.
Qubt. Bohmig, Brof. b. Jool. a.b.
Unib. Graz. I: Urtiere, Edyivdmnte,
Teefieltiere, Rippencuallen und
Wiirmer. Mit 74 Fig. Nr. 438,

1

| —
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...t:rre:tf;, a3, vI:
Ziere von Dr. “.wmg
Brof. b. Josl.
II: Rrebie,
fendbfif

BoHmus,

Epinnentiere,
iBezr.‘vtieze,

5er,

Tievzudtiefre, Qﬂlgcmzme und jpes
stelle, von Dr. PBaul Ribpert in
Eifen. Mr. 228.

Tifdlers (Sdreiners) Arbeiten I: Wa= |

terialten, Hanbwerisjenge, WVias
{dginen, Ginselverbindungen, Fufe
Boben, Feniter, Fenfterladen,Trep-

pen, Aborte von Prof. €. Biehs
weger, Architelt in bln. MMit 628
Siguren auf 75 Tafeln. MNr. 502.

Fogo. Die peutiden Kolonien I: Togo

und Kaemerun pon Prof. Dr. Karl |

Doge. Wit 16 Tefeln und einer
lithographijdien Karte. RNr. 441.
Torilologijfie GChemie von Private
bojzent Dr. €. Mannfeim in Bonn.
IRit 6 Abbilbungen. Mr. 465,
Trigonsmeirie, Ehene und {phiriide,

pon Brof. Dr. Gerh. PDejienberg |

in Breslou. Mit 70 Fig. Nr. 99.
Tropenhngiene p. Mebdizinclrat Brof.
Dr. Jodyt, Direltor bed Jnitituis
jiiz S und ZIropenirani-
heiten in Hamburg. Ir. 389.
Trujt. Kartell und Trujt von Dr. E.
Tidieridty in Ditfielvori. Nr. 3
Turnen, Das bcutfc!)e, . Dr. ERubsl'
Gaijd), Prof. a. Kdnig Georg-Gomun.
in Drespen. Mit 87 WUbL. Rr. 628.

Turntunit, Geididte der, bon Dr. Ru~ |

oolf Gaid), Prof. a. SKdinig Georg~
Gymnajiumin Dresden. Wit 17 Ab-
bildbungen. Nr. 504.
fingarn. Lanbdbestunbe pon Diterreids
NUngarn von Dr. Alfred Grund,
Brof. an ber Univerjitat Prag. Miz
10 Teztillufir. u. 1 Karte. Nr. 244,
Mngariidie Qiteratur, Gejdidite ber,
von Prof. Dr. Lubinig Satona und
Dr. Frang Szinuyei, beide an der
Uniperjitat Bubapejt. Nr. 3550.
Ungarijde Spradlefre b. Dr. Jojef
Sinnyei, 0. 5. Prof. an ber Unir
verjitdt Bubapeft. RNr. 595.
UnterridtSwefen, Geidjidite d. Deuts
{djen Unterridt3mweiens von Prof.
Dr. Griedrid) Seiler, Direltor de2
fgl. Gpmnajiums zu  Ludau.
L Feil: Bon Unfang an Bid jum
Enbe b. 18, Jabhrh. Nr. 275.

Die wirbellofen |

a. D. Univ. Grej. |
Zaue |
Toostier~
gen, Armiiiger, a_‘a:—’;eli-,ﬁutet und |
Dranteltiere. IM. 97 Fig. Jr. 440. |

UnterriditSwefen. Gejdidite b. dbeuss
jdjen Umerridjtsmeyens von Brof.
Dr. Friedriy CSeiler, Direftor ded
Qonigl. Gymnajiumsd ju Ludau.
IL. Teil: BVom Beginn d. 19. Jahr»
Bunbderts bi3 quf bie Gegenivart.
Rr. 276.
a3 hihere und miitlere Uniers
ridjidwefen in Deutidland von
Profeiior Dr. Jafob Wydgram,
Edhulrat in Liibed. RNr. 644
Hrgeidhidte der Wenidfeit pon Dr.
Moris Hoernes, Profelior an der
Unio. Wien. Wit 85 Ubb. Mr. 42.
Urfeberred)t, Da3, an Werlen ber
| Qiteratur und der Tonfunit, das
Berlagsred)t und ba3 Urheberredht
an Werfen D. bilbenden Kiinjte u.
Rhotographie . Staatsanw. Dr. .
CSdlittgen in Chemnis. Wr. 361.
Hrheberredyt, Das peutidre, an litera-
tiiden, funjtlerijdiern u. getwerbl.
Cbpiungen, mit bejonberer Be»
riidjichtigung ber internationalen
Bertrige pon Dr. Guftap Rauter,
Patentanmalt in EHharlottenburg.
| JtT. 263,
| trzeit. Rultur ber Urzeit ponr Dr.
Morip Hoernes, o. B. Brof. an der
lnip. Wien. 3 Béndd). I: Steine
zeit. TNit 40 Bilbergrupp. Nr. 564.
— — XI: Bronzezeit. MMit 36 Bilber»

gruppen. FNr. 565.
— — III: Gifengzeit. it 35 Bilber~
gruppen. Nr. 566.

| Betroranalyiid von Dr. Ciegfr. Valen-
tiner, Brof. an Der Bergatadbemie
in Clausthal. MMt 16 Fig. Nr. 354.

Benegzuela. Die CGordillerenjtaaien
pon Dr. BWilhelm ESievers, *Prof.
an der UniverjititGiegen IL: Ccuae.
bor, Colombia u. Venezuela. Wit
16 Tafeln und 1 lithogr. Karte.
Nr. 6533.

Beranidlagen, Da3, im Hodiban.
furzgefaites Handdbud) ith. . We=
jen b. Rojtenanidlags b. Urdjitelt
Cmil Beutinger, Ajjijient an der
Zedmijdien Hodhidule in Darm~
jtabt. 9Mit vielen Fig. TNr. 385,

Bereinigte Staaten. Landesfunde der
Bereinigten Staaten von Nords
amerifa pon Profejjor Peinrid)
Fiider, Oberlehrer am Quijenftdbi.
Realghmnafivm in Berlin. I. Teil:
Mit 22 Rarten unb Figuren im
Tert und 14 Tafeln. Nr. 381.

26



Bereinigte Staaten. Lande3iunse ber
Beretnigten Staaten von Nords
amerifa pon Brofefior Heinrid
Fiidier, Therlehrer am Luifenitddt
Fealghmneiium

<
=
©
]

e i Berlin. IL Teil: |
Mit 3 Karten im Tert, 17 Tafeln |
u. 1 lith, Karte. Jr. 382,

Bergil. Die Gedidite be3 P. Vergiliug |
Marp. JIn Auswahl mit einer Cine
Teitung u. Ynmertungen Heraudges. |

pont Dr. Juliud 3Ziehen. I: Cine |
leitung und Ueneid. Rr. 497.

Bermejjungsdiunbe von  Dipl-Jng. i
ﬁlé.j&etfmeme:, Cberlehrer an der
Kail. Tedn. Edule in EStrafburg

i. €. I: Felbmejjen und Fivel |
Tieren. it 146 ADB. RNz, 468.
— — II: Der Theodolit. Trigono-

meirijde u. baromeir. Hohenmej- |
jung. ZTadiymetrie. Wit 109 AUbds-
bilbungen. Mr. 469. |

Berfiderungdmathemati! von Dr. .
Alfred ULoemmy, Profeiior an der
Univerjitdt Freiburgi. B. Fr. 18

Beriidierungsunternejmungen, Das |
Redit per, von Regierungsraia. D. |
Dr.jur. §. Leibl, erjtem Direfiorder
Riirnberger Lebensverjidjerun
banf, friufer Mitglied De3 Ka
lichen UAufiidtdamis fiir Prio
perjidlerung. Mr. 633. |

Berjiderungdweien, a3, von Dr. iur.
Baul Molbenhauer, Rrofeijor dSer
Berjiderungsmijienichait an ber
Danvelshodidule Koln. I: Allge- |
meine Berjiherungslehre. Nr. 262. |

— — II: Die einzelnen BVerfiderungs-
sioeige. Fr. 636.

Bilferfundbe p. Dr. Midael Haber-
Iandt, % u. ¥ Quitss b. eihnogr.
Cammiung b. naturhiff, Hofmu- |
feums u. Rrivatdozent a. d. Univ. |
Wien. MPit 56 Ubbilb. Fr. 73.

Bolternamen. Linbers u. BVilfers
namen oon Dr. Rubolf Kleinpaul
in deipzig. . 478. |

Bpol¥3biblivihelen (Biider» u. Lefe- |
Ballen), ihre Ginridhiung u. BVers |
mwaltung v. Cmil Jaeidhle, Stabt- !
bibliothetar in Glberfeld. 9r. 332, |

Bol¥slied, Da3 bdeutide, audgemihli |
unb erldutert pon Rrof. Dr. Jul. |
Sabr. 2 BVandden. Nr. 25, 132

Bolswirtidaitélehre von Dr. Carl
Jobs. Fuds, Profefior an ber
AUniverjitdt Titbingen. Nr. 133.

o
£

su

5
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Boltswirtihaitcpoliti? Rrafibent
Dr. R. van ber Borght, Berlin.
Fex. 177.

Baffen, Tie Blanlen, und die Shuss
waffen, ibre Eniwidlung bon ber
Beitber Sanbsinedyte bis zur Pegen~
toart m. befonderer Beriidiidtigung
ber Waffen in Teutifland, Liter-
teid~Ungam und Franlireid von
3. Gohlte, Feuerveris-Major a. .
in Berlin-Steglis. Mit 115 Abs
bilbungen. Nr. 631.

BWahrideinlidleitbrednung von Dr.
Frang Had, Brofeijor am Cberhard-

D.

Lubwigs-Gymnaiium in Stutigart.
IRit 15 Fig. im Tept. Jr. 508.

Taldbed. Landesiunde dbes Groghers
sogtums Hefien, ber Proving Hef=
fen=Najfanr und bed Fiirftentums

i Geo

Balved von Pro
Greim in D
i gen unbd
Weltharilied, Tas, i
Uridirift {iberjest
Prof. Dr. . 2
Realghmnaj
T Dom Der
rwahl a. Wi
. it Anmerign. u. einem
terbudy v. Tito Giintter, Prof.
. 5. Lberrealidiule und an ber
Tedn. Hod)idh. in Stuttgart. Nr.23.
Walzwerle. Die, Tinridtung und Bes
trieb. Bon Dipl-Jng. U. Holver-
jcheid, Tberlehrer a. b. Kgl. WMa-
f&inenbau-u. Hittenjdhule in Tuis-
burg. Mit 151 AbLIlD. Nr. 580.

ijor Dr.

R

u.

| Warenhanfer. Geiddfids u. Warens

Hdujer von Hans Sdliepmann,
&dmigl. Beuret in Berlin. I: Vom
Labern zunt ,,Grand Magasin®, it
23 Ubbilbungen. Nr. 655.

Die weitere Cnimidelung
ber fauihdujer. Wit 39 Abbils
bungen. RNr. 656.

| Warentunde von Dr. Karl Haifad,

PBrof. u. Qeiter ber L. I Hanbels-
afabemie in Graz. L. Teil: Unorga-
nijce Waren. M. 40 ULL. Nr. 222.
— — II. Teil: Lrganijde Waren.
it 36 Abbilbungen. Nr. 223,
Warenseidienredht, Dad. FNad) dem
Gejes 3. Sdus b. Warenbezeid-
nungen p. 12. Plai 1894. Bon Reg.-
Rat 3. Reuberg, Mitglied bes Kail.
Patentamis su Berlm. Nz, 360



Wirme. Theoretifde Poyfi? IL Z.:
Qidjt u. Warme. Von Dr. @usan
Jdger, Brof. a. 0. Tedin. Hodidu
Rien. Mit 47 Ubbildgn. Nr.

Birmelraftmaidinen.
pynamifden Grundlagen
Rarmetrafis
von 9R. Rotiinger, Diplom=Jng. |
in Mannfeim. Wit 73 Figuzen.
Rr. 2.

Rirmelehre, .,cdimfd;e, ("I;ermn‘bn-
nami!) v. 8. WaltHer u. M. Rottin
vD?
9Er "’47

Wifderel. Tertilindufirie ITI:
fdierei, Bleiderei, Farberei unb
ifre Dilfsftoffe von Dr. TWilh.
Majiot, Brof. an der Breud. §0b.
,gad‘ldu.‘e fir
Srefeld. it 28 Figuren.

MNr. 186.

Baijjer, -a:, und feine Verwendung |
in ‘?nbu&uc und Gewerbe v. Dr. !

Ermit Qefer, Dipl-Jng. in ESaal-
felo. Mit 15 AbGilbungen. TNr. 261.

‘.'Bnner und Abwiijer. Jhre Jujam- .

enjesung, Beurteilung u. Unier-
ucﬁunq p. Brof. Dr. Emil Hajel=
Boii, Worit. ». lambmwirtjd). Ber-

judisitation in Prarburg in Dejien. :

Jir. 473,

Faiferinitallationen. Gad= und Wais |

ferinjtellationen mitEinidlug der
Hbortaniagen v. PBrof. Dr. phil. u.
Dr.=3ng. Cou ard Shmittin Ta
ftabt. Mt 119 Abbilb. Nr.

Fajjeriraftaniagen vonTH. S}wme{m,

*Regle:ungubaumeuxer a.

ingenieur in Dredden. I: Bejdyrei-

bung. SRif 66 Figurem. MNr.663.

— II: Gewinnung dber Baijerfrait.

Mit 35 Figuren. Nr. 666

— III: Bau und Betrieb. Mit

56 Figuren. RNr. 667.

BWajjerturbinen, Die, von Dipl.=Jng.
B, Holl in Berlin. I: Allgemeines.
’He Freiftrafliurbinen. Mit 113
Abbilbungen. Nr. 541,

— — II: Die Nberdmudturbinen. Die
Tajjerfraftaniagen. Mit 102 Abs
bilbungen. Nr. 542,

Waijerneriorgung der Orifdafien v.
Dr.-3ng. Robert Wepraud), Brof.
an der fgl. Tednijden Hodidule

Gtutigart. Mit 85 Fig. RNr. 5.

412, ¢

17 |
Die thermos ;
ber
n. RKiltemafdinen |

Tipl.-Jng. it 54 lﬂgu:en |

Tertilinbujtrie im |

arms

2., Lber- |

Reberei. Tertilinbuftrie II: Beberei,
Wirferei, Pojomentiererei, Spit-
sen= u. Barbinenfabrilation und
Filzfabritation von Prof. War

Gitrtler, Geb. JHegierungsrat im
&onigl. Eéanbeégemet&eamt Fu

Berlin. Wit 29 Figuren. RNr. 185.
| Bedyjelftromerzeuger von Jng. ‘%uti
Pidjelmaper, Prof. an per I I,
i',ed)m]d)en Hodidule in Wien.
Mit 40 Figurem. Nr. 547.
Wedyielmefen, Das, v. Redjisanm. Dr.
Rubdolf Mothes in Leipzig. Nr. 103,
| Wehroeriafiung, Deutide, von Gel.
Reriegsrat Karl Gubdres, vortr. Rat 1.
KQriegdminijt. i. Smund)en Str. 401,
Wertzeugmaidginen fitr DHolzbears
beitung, Tie, von Jng. Frofeijer
Sermann Wildba in Bremen. Wit
125 Abbildbungen. MNr. 582
Werfzengmaidyinen fiir Deiallbear=
beitung, Die, von Ing. Frof. Her
mann Wildbe in Bremen. I: Die
Medjanismen der Werfzeugmajdi=

E

!

H

i men. DTie Drehbinfe. Die Fris-
i maidhinen. it 319 ABL. MNr. 561.
— — II: Die Bohr= und Sdleii-

i maid tent. Die Hob Shaping-
] u. Stogmajdyinen. ie Sdgen
u. d)ete... Antrieb u. $Kraft-
bebarf. Wit 206 ABLiID. RNr. 562.

Weijtprenfen. Landesfunde der Pro=
ping Weftprengen von Fris Braun,
Cbherlefrer am Kgl. @nmnauum in

Groudens. Mit 16 Tafeln, 7 Tert-
farten w. 1 lith. Qarte. NRr. 570.
| Wettbewerd, Ter unlautere, bvon

“iem*:amvai: Dr. Martin Waijer

H mann in Hamburg. Generalflau-
| jel, Reflameausiviidie, Ausver»
| faujsmwejen, Angejtellienbejtedyung.
i Mr. 339.

— II: ﬁzebmcﬁnblqung, Firmens
und Namenmifbraud), BVerrat vou
®eheimniijen, Auslanderidus.
Nr. 535.

Wirbellofe Tiere. Dad Tierreidh) VI:
Die wirbellpfen Tiere von Dr.
Qubdiig Bohmig, Brof. b. Joologie
an dber lUniv. Graz. I: Urtiere,
Cdmwamme, Nejjeltiere, Rippen~
quallen u. Wiirmer. Wit 74 Fig.
Nr. 439,

— II: Rrebje, Spinnentiere, Tau~
fendfitger, Weidjtiere, Poostier-
den, Armfiiger, Stadjelhauter u.
Manteltiere. Wit 97 Fig. Nz. 440.
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Bitlc_rti. Tertilindujivie 11: Webe-
zei, BWirterei, Pojamentiererei,
Spigens u. Gardinenfabrifation

und Filsfabrifation von Trof. Pag |

Stal

Giirtler, Geh. R

egierun

fnigl.  Randes 3l
Berlin. Wit 29 Fic Fr. 185.

Bivtidaftliden Berbinde, Die, &
Beo WMiiffelmannin Rojtod. Nr.5

Rirtidaitspilege. Sommunale Wirts

idaftépilege von Dr. Alfons Rief, !

IRagiftratiail. in Berlin, Mr. 534,
BWohnungsfrage, Die, v. Dr. . Pokle,

Brof. ver Stactstviijenidaiten
Franffurie. M. I: Das Wojnungs-
wejen in der modernen Giadi.
Nr. 495.

— — II: Die jtidtide Wohnungss |

und Bodenpolitif. RNr. 496.

Woljram von Gidenbad. Hartmann :

p. Aue, Wpoljram bv. CGidenbad

und Goitiried von Stregburg.
mit ;
Unmeriungen und WiHrierbud pon |

Nuswahl aud dem HOf. Cpod

Dr. &. Marold, Prof. em Konigl
Friebridysollegium

berg i. Pr. N 22

Wyrterbud nad) der neuen deutidien
Redjtifreibung von Dr. Heinrich |

Klens. MNr. 200.

i
— DPeutidies, von Dr. Ridjard Loeive |

in Berlin. Nr. 64.

— Tedinijfes, enthaliend die widhtig- |
jten Ausdritde des Majdinenbaues, |
Edyifibaues und der Flettrotedynif |
von Crid) Kreds in Berlin. I. Teil: |

Deutjd=Cugliid). Nr. 395.
— — II. Teil: Cngl.-Diid). Nr. 396.
— — III. Teil: Diid.-Franz. Nr. 453.
— — IV. Teil: Franz.-DHjdh. Nr. 454,
Riirttemberg. Tiirttembergijde Ges=

{didite v. Dr. Kazl Reller, Prof. !

am Karlsghmnajtum in Stuttgari.
RNr. 462,

Witrttemberg,  RQande3funde DHes
Konigreid)3 Wiiritemberg von
Dr. &. Hajfert, Profejior ber Geo-
graphie an der Handeldhodjdule
in 80, Mit 16 Volbilbern u.
1 farte. Mz 157.

Beidienfdjule von Vrof. 8. Rimmid
in Wim., Mit 18 Tafeln in Ton-,
Farben- und Goldodbrud und 200
Boll= und Tertbilbern. Fr. 39.

uh
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U &dnigs. !

: Beidinen, Geomeirijiges, ton .
Beder, Urdyitel: und Lehrer an der

{ Baugewerijdule in FMagdeburg,
neu bearbeitet von BTrof. §. BVons
perlinn, Direltor ber IZnigl. Bau-
gewerfidjule 3u Witnjier. SRit 230
$¥ig. u. 23 ZTaf. im Tert. Nr. 58.
3eitungswefen, Tas deutide, von Dr.
i R. Brunhuber, K5In a. RH. RNr. 400.
: BeitungSwefen, Das moderne, (Syit.
b. Reitungslehre) von Dr. Robert
Brunhuber in 8bIn a. RY. RNr.320.
| Beitungswefen, Allgemeine Geididte

be3, pon Dr. Subwig CSalomon
in Jena. %Mr. 851.

| Bellenlefre und Anatomie der Vilan
f 3en pon ‘Brof. Dr. . Tiehe in

Leipsig. SMit 79 AGBID. Nr. 538.
| Bentral-Ferfpeltive von Architel:

$ans Frepberger, neu bearbeitet
von Profejior J. Vonberlinn, Jis
refior ber &onigl. Baugewerfjdule

0 i ftf. Mit 132 Fig.
Fr. 57. i
| Bimmerarbeiten pon
! lehrer an ber Ko

Cdulein

CStrafburg i. €. I: Allgemeines,
Baltenlagen, 3Jtviidenteden unl
Teden en, §3l3. Fubbben,
wadyiverts Hénge- und
Eprengierte. it 169 AL
bilbungen. Mr. 489.

— II: Dadier, Wandbelleidbungen,
Gimsidalungen, Blod=, Bojlen~
und Brettermwindbe, Jdune, Titren,
Zore, Tribiinen und B[augeritjte.
i Mit 167 Abbilbungen. Mr. 490.
{ Bivilprojeqredt, Teutides, bon Prof.
: Dr. Wilhelm Rijdh in Strafburg
{ i & 3 Bande. Wr 428—430.
| Bonlogie, Gejdiidite ber, von Prof.
| Dr. Rubd. Burdhardt. Mr. 35%.
Bindwaren von Jireitor Dr. Wfons
Bujerd, BVorft. de3 Stddi. Chem.
Qaboratoriums Stuttgart. Mr.109.
3wangsverfieigerung, Die, und bie
Bwangsverwaltung von Dr. F.
Kregidmar, Therlanbesgeridyisrat
in Presden. MNr. 523.
Bwirnerei. Tertilindbujiric I: Spins
nerei und Swirnerei von Prof.
Mar Giriler, Geh. Regierungsrat
i im ROnigliden Qandedgetverbeamt
su Berlin, Mit 39 Fig. TNr. 184,

== Weitere Binde jind in BVorbereitung, —=
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&. 3. Giigen’ide Berlagdhandlung &. m. 5. H. Verlin W 35 und Leipsig

St unferm Berlag erjdien joeben:

SRuplands Kultur und
Bolfswirt)daft

Aufjdbe und Vorirdge im Aujtrage ber Vegeinigung

fir ftaatdwijffenidaftlige Foribildbung zub Berlin
Heraudgegeben pon Maxr Sering
Gteif geheftet, Breids Mart 7.20 ¢

Inhalt:

Die tehgmien Grundlagen der ruifijden Kultur. Bon Prof.
Dr. oll.
Die Bebeutung der neueren rufiijden Literatur. BVon Prof.
Dr. Briidner.
Die Grundziige ded rujjijhen Redyts. Von Prof. Dr. Reubeder.
Die innere Cntwidlung Ruplands feit 1905. BVon Prof.
Dr. Hoesid.

Die wirtidaftdgeographijden Grundlagen der rujfijden Bolis-
wirtidajt. BVon Prof. Dr. Ballod.

Die z.vu;g)l%uf)mng der ruffijden Ugrarreform. Von Prof.

T. ager

Tie gegenmwirtige rufiiide Agrargefepgebung und ihre Durd-
fithrung in der Prarid. BVon U Koefoed.

§Rum1c‘£)e Snbuftrie.  Bon Dr. Otto Goebel.

Pie Petersburger Jnbdufirie. Von Wojfiblo.

Die ruijjiiden Finangen. Bon Prof. Dr. Rilfoi.

ﬂ%ualanbé Gtellung in der Welttoirtidajt. Von Profefjor

Dr. Riedenfeld.
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3. 3. Bidgen’ide Berlagshandlung @. m. 5. H. Berlin W 35 und Leipsig

Sn unferm Berlag erfdien foeben:

®ejdidte der Aujteilung und
Kolonijation Afritas jeit dem
Jeitalter der Entbedungen

Criter Band: 14151870
2/ son Dr. Paul Darmitdadter

Profefior an ber Univerfitét Goitingen

é} T Brojdyiert M. 7.50, gebunden L. 9.50

a3 Bud) beabiicditist, in Tursen Bigen, burdiwes an bder Hand bec

Luellen, einen berblid iiber bie Ge te der Aufteilung und Koloni-
i a3, vom Jeitalter ber Cnidedungen bi3 in unjere Tage zu geben.
el aunbeutet, i bie fgebe eine boppelie: e3 foll die Auf»
tel E Sert werben, ein Vorgang, der fidh zum grogen
Zeil in Gurosa by Bat und ein mwidtiges Fapitel der Weltgejdhichte
ber neueren 3eit bilbet; e3 joll babei gezeigt twerden, tvie bie Werte
{hisung Wjrifas in ber TMeinung bder europaiffen Vdlfer jereild eine
peridjiedene gewefen ift, natirlid) unter dem Cinflug ver berridenden
Iolonialpolitiidien Anidiouungen, und tvie dadurd) der mehr ober minder
taidie Gang der Aufteilung beitimmt mwurbe. Dann aber ioll qudy bdie
folonifation, die BVermaltung und Ausnubung der von ben eurspdiiden
Rationen in Befis genommenen (ebiete dargeitellt und geseigt twerden,
weldje BVebeutung bie afrilaniihen RKolonien fir die europdijen Bolter
gewonnen Haben.

Der porliegenbe erfte Band Behanbdelt bie Gpodie ber portugiefijden
Borherridait (15, und 16. Jahrhundert), bie Gejhichte Ufritas in der Jeit
bes Stlapenhanbels (17. und 18. Jahrhundert), und aqusfihriider den Ieitr
rqum pom Ende Des 18. Jehrhunbdert3 big 1870, in dem namentlid) die
Darjtellung der dghptiiden Crpedition Napoleons joivie bdie Gefdidte
Ulgeriens und Sibafriled Jnterefie ermeden tverben. Jm einem aiweiten
Banbe {oll die Geididite der Aufteilung und Kolonijation Afrifas bis
bie unmittelbare Gegenmwart fortgefithrt tverben. Gin betrdditlider und
nidit unwiditiger Tetl ber Geididie ber neueiten Jeit — e3 jei nur an
Tunid und Aghpten, Tripolid undb Marollo, bdie Grimbung des Longos
faai3 unbd ber beutifien Rolonien, ben Burenirieg und die Einigung
Sibafrila3 erinnert — mirh in dem Bude sur Darjtellung gelangen, das
ebenfo bem RKoloniclpolitifer ie bem Diftorifer zu bdiemen beftinmmt ift.
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6. 3. Giiden{de Berlegshandiung G. m. b. H. Bestin W 35 und Leipgi

Jn unjerm Berlag erfdyien fermer:

$ijtorit
Cin Organon gejdidtliden Denfens . Forjdens
Lon

Dr. Ludwig Riek

Brivatdozent an der Univerfitat Verlin \
-~

Criter Band :
25 Bogen gr. 8°. Brofdyiert M. 7.50, in Halbfran geb. W.9.50

Die Aufgabe der ,Hiftorik” ift von Wilhelm son Humboldt
und von Johanu Gujtav Droyfen am klarjten exfait worden.
Sie mup bdie produktive Uuspragung der allgemeinen
Gedanken fein, die in den mujtergiiltigen gefdidhtliden
Betradtungen iibereinjtimmend als Uusgangspunki oder
Bielpunkt der Foridung unmittelbar vorausgejest werden.
@s panbelt fid) dabei nidit um die methodifden Kunitgriffe
ber Heuriftik, Lritik und JInterpretation, fondern wm das
Gindringen in den fern aller menjdliden Beziehungen
und in die Wirkfamkeit der RKrdfte, auf denen die Ub-
wanbdlungen der hiftorijden Begebenheiten beruhen. Diefes
Glement der WirklihReit geiftig zu durddringen ijt bdie
Wufgabe, die hier gum erften Wale zu [6fen verfudit wird.
Go geftaltet {ih die Darftellung zu einer durd [darfe
Begrifjsbeftimmungen und anjdaulide Beifpiele auf bder
Hope wabhrer Willen[daft gehaltenen Cnzpklopddie der
Grunbditberzeugungen der Gefdidhts: und Wenjdenkenner.

Ropberg’ige Budgbruderei, Leipgig
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