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vorwor t.
i^Aachdem schon Gustav Holzmüller (Einführung in das stcreomctrifche 
»'^Zeichnen, Teubncr 1880) eine mehr zeichnerische Behandlung der Stereometrie 
unter Anwendung der Methoden der darstellenden Geometrie gefordert hatte und 
diese Forderung nachdrücklich von Carl Heinrich Müller (Projektionslehrc 
sür die Prima des Gymnasiums, Programmabhandlung, Verlag von Auffarth, 
Frankfurt a. M. 1898) und neuerdings von Georg Schcffers und anderen 
wiederholt wurde, ist die Überzeugung von der Notwendigkeit dieser Bestrebungen 
wohl in weite Kreise gedrungen, und die neuen preußischen Richtlinien haben ja 
auch auf diesem Wege einen weiteren Schritt getan. Aber gut Ding will Weile 
haben, und so werden wohl noch einige Jahre vergehen, bis auf unseren höheren 
Schulen das Ziel voll erreicht sein wird. Besonders erschwerend wirkt hierbei die 
geringe Stundenzahl, die neuerdings dem mathematischen Unterricht eingeräumt 
worden ist. Will man auch nur die Anfänge der darstellenden Geometrie den 
Schülern darbieten, so wird dies zur Zeit nur dadurch möglich sein, daß andere 
minder wichtig erscheinende Gebiete des vielseitigen mathematischen Unterrichts 
in entsprechender Weise beschnitten werden.

Die vorliegende Arbeit, die den oben ermähnten Verfassern manche Anregung 
verdankt, ist in erster Linie bestimmt, das mathematische Untcrrichtswerk von 
Neinhardt-Zeisbcrg zu ergänzen, das bisher nur die erste» Erklärungen der dar
stellenden Geometrie und die einfachsten Ausgaben enthielt. Sie eignet sich aber auch 
wohl zur Ergänzung anderer Lehrbücher und zum Selbstunterricht. Der Umstand, 
daß alle höheren Schularten berücksichtigt werden mußten, nötigten mich, den Stoff 
nicht allzu sehr zu beschränken. Es schien mir dies auch schon deshalb notwendig, 
weil über die Auswahl des für viele Schüler zuweilen recht spröden Stoffes und 
seine Behandlung im obligatorischen Unterricht noch recht wenige Erfahrungen 
vorliegen. Das vorliegende Heft wird etwa bis zur Untersekunda der Real- 
anstalten reichen. Für Gymnasien dürfte es in Verbindung mit dem schon im 
Lehrbuch Enthaltene» überhaupt genüge». Was schv» im Lehrbuch über Körper 
uud ihre Zcichmmg gesagt ist, wird größtenteils als bekannt vorausgesetzt, um 
Wiederholungen möglichst zu vermeiden. Die zum Verständnis unentbehrlichen 
stercometrisehcn Erklärungen und Sätze mußten auf dieser Stufe aus der An
schauung entwickelt ivcrdcn. Sie sind durch Lateindruck hervvrgehvbcn und sollen 
die Schüler allmählich in das Lehrgebäude der Stereometrie einführeu und dessen 
unerläßliche strengere Begründung in der Oberscknnda vorbereiten. Der übungs- 
stoff ist den dem Schüler naheliegenden Untcrrichtsgebietcn entnommen. Auch 
technische Probleme wurden soweit berücksichtigt, als sie nicht besondere tech
nische Vorkcnntnissc voraussctztcn. Einige wenige schwierigere Abschnitte und 
Aufgabe», durch cimm * gekennzeichnet, können bei der ersten Durchnahme 
unbeschadet des Zusammenhanges Überschlagen werden. Sie dienen zur Vor
bereitung späterer Abschnitte und können später nachgcholt werden. Die meisten 
Zeichnungen mögen unbedenklich im Klassenzimmer in geeignete Hefte mit Blei 
gezeichnet werden, selbstverständlich weit größer als im Buche, wo sie notgedrungen 
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teilweise stark verkleinert werden mußten, um den Preis des Buches möglichst niedrig 
halten zu können. Das Ausziehen wird man in der Regel der häuslichen Arbeit 
überlassen.

Das später folgende zweite Heft wird die senkrechte Projektion auf mehrere 
Ebenen und einige geschichtliche Mitteilungen enthalten, das dritte im wesentlichen 
die Grundlagen dcr Zentralprojektion und einiges über Kartenprojcktion. In diesen 
Heften, besonders im dritten, wird die Kenntnis der systematischen Stereometrie 
vorausgesetzt werden.

Der Inhalt der Hefte wird auf Wunsch auch als Anhang in das Unterrichts
werk von Reinhart-Zeisberg eingeheftet und dabei den preußischen Lehrplänen 
entsprechend auf Teil I—IV verteilt werden. Es ist durchaus erwünscht, 
daß alle Schüler beim Unterricht die Schaufigurcn, welche schwer zu beschaffende 
Modelle ersetzen sollen und zum Teil nur mit großein Zeitverlust an die Wand
tafel gezeichnet werden können, vor Augen haben.

Ich bitte um nachsichtige Prüfung meiner Arbeit und werde für Verbesserungs
vorschläge jeder Art sehr dankbar sein.

Frankfurt a. M., Ostern 1927. Hermann Octlcfs.
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Die Anfangsgrünöe öer öarstellenöen Geometrie.

Einleitung.
Eine wichtige Aufgabe für den Ingenieur, den Techniker, den Baumeister 

und auch für manchen Handwerker ist es, die von ihm herzusteUenden 
Gegenstände, seien es mm Häuser, Brücken, Maschinen, Möbel oder sonstige 
Dinge, vorher richtig zu zeichnen. Die Zeichnungen müssen so beschaffen 
sein, daß die Gegenstände nach ihnen genau iu der richtigen Größe hergestellt 
werden können. Solche Zeichnungen pflegt man „Risse" zn nennen („reißen" 
bedeutet so viel wie „zeichnen"; vgl. Reißfeder, Reißschiene, Reißzeug). Wie 
sie gemacht werden, lehrt die darstellende Geometrie. Sie zeigt 
uns, wie man räumliche Gebilde, vor allein die einfachen Körper, in 
verschiedenen Lagen zeichnerisch darstellen und an ihren Zeichnungen Kon- 
strnktionen und Messungen vornehmen kann.

Die erste Schwierigkeit, die bei der Lösnng dieser Aufgabe zu beseitigen 
ist, liegt darin, daß räumliche Gebilde, die drei Dimensionen haben, auf 
eiu Zeichenblatt abgebildet werden sollen, das eben ist, also nur zwei 
Dimensionen besitzt. Dieselbe Schwierigkeit hat auch der Maler zu über- 
wiuden, der deshalb bei der Ausübung seiner Kunst auch die Lehren der 
darstellenden Geometrie bis zu eiuem gewissen Grade beherrschen muß.

Die einfachsten Sätze der Planimetrie werden in den folgenden Abschnitten als 
aus dem planimetrischen Unterricht bekannt vorausgesetzt. Man braucht aber zum Ver
ständnisse der darstellenden Geometrie auch einige Erklärungen und Sätze aus der Stereo
metrie, die in der Folge an geeigneter Stelle möglichst aus der Anschauung entwickelt 
werden sollen. Sie sind durch lateinischen Druck gekennzeichnet. Der richtige Gebrauch 
der Zeichengeräte und die Regeln, die man zu beachten hat, um möglichste Genauigkeit 
zu erzielen, werden aus dein planimetrischen Unterricht bekannt sein. Man zeichne 
die Figuren weit größer (etwa doppelt so groß) als hier im Buch und wähle stets andere 
Lagen der gegebenen Stücke, als hier angenommen sind. Auch mache man die 
öfters angegebenen Genauigkeitsproben, durch die man sowohl Ungcnauigkcitcn als 
auch gröbere Fehler entdeckt.

Detlefs, Anfangsgriinde der darstellenden Geometrie. I.



Erster Abschnitt.
Die Parallelprojektion auf eine Tafel.

l4. Oie senkrechte Parallelprojektion. (Erster Eei'l.)
Erklärung.

Die senkrechte Parallelprojektion auf eine Ebene findet hauptsächlich 
Anwendung zur Abbildung des Geländes in der Feldmeß- und Erdkunde.

Wir beginnen mit einigen stereometrischen Betrachtungen.
Auf ein wagerecht liegendes Reißbrett 

lege ein Blatt Zeichenpapier, auf dein van 
einem Punkte (Fig. 7) aus nach ver
schiedenen Richtungen die Strahlen 7^'/l, 
7^'77, 7^'6 usw. gezogen sind. Bon einem 
darüber liegenden festen Pnnkte 7^ laß ein 
Senklot herab nnd verschiebe das Papier, 
bis die Lotspitze 7^' beinahe berührt. Dann 
prüfe mittels eines aus Pappe geschnittenen

Wliur/g. rechten Winkels, der des Lotes wegen am
Scheitel einen Ausschnitt haben muß, die 

Winkel 7^'/l, ^'77 usw. Das Ergebnis ist folgende stereometrische Erklärung:
I. Dino Oornclo «tollt auk owor lildono sonüroolit, rvonn sie auk allen 

ckurolr linsn l?nlZpunl<t in clor Dbono AoLogonon tloraclen (iliren „l'uil- 
Zeraäen") 8vnl<roobt stellt, timgoklUlt stellt clann auoll Uio lilbono unk cler 
Oeraclen sonUroollt.

Die Länge des LotesT'T'' ist derAbstand des Punktes7^von der Ebene. Denke 
dir das Lot durch eine im Reißbrett befestigte Stricknadel ersetzt und bringe das 
Ganze in verschiedene Lagen. Die Erklärung I bleibt in allen Lagen bestehen.

1. Wie viele Senkrechte kann man von einen: 
Punkte auf eiue Ebene fällen, wie vielem einen: 
Punkte der Ebene auf ihr errichten? 2. Wie 
viele senkrechte Ebenen kann man durch einen 
Punkt einer Geraden legen? 3. Welche Lagen 
hatte der Pappwinkel bei der Winkelmessung 
in bezug auf die Reißbrettebene? 4. Wie prüft 
der Maurer mit dem Senklot die richtige Lage 
einer Wand? Ergebnis aus 3. und 4.:

II. Lins Hbono stellt auk oinor anckoron Nmno soillrroollt, rvonn sio oino 
unk cliosor soolcoollt stobon/lo Ooiuclo ontbält. (pig. 2.)

Um Irrtümer zu vermeiden, sind die Figuren- und Seitennummern in der 
ganzen darstellenden Geometrie abweichend von den anderen Abschnitten des Unter
richtswerkes schräg gedruckt.
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Aus Fig. 2. oder einem danach zusammengestellten Modell schließt man 
weiter:

III 8tedt ema Osracle arik xevoion ihrer in der Illdons livAsuäoir Fuü- 
Aeradeu (/l und 777^'l seuürooüt:, so stellt, sio ant allen ibrcn I?nK- 
Asracleu, also naoh I. uuoh ant der Vdouo seulrreolrt.

I. Wie kann man daher ohne Lot beurteilen, ob eine in den Erdboden gesteckte Stange 
lotrecht ist?

2. Wie kann man mittels zweier Zeichendreiccke oder eines Buches in einem Punkte 
einer Ebene das Lot errichten?

Hänge zwei Lote in einiger Entfernung voneinander auf (Fig. 2) uud 
prüfe mittels ciues Maßstabes ihre Abstände in verschicdeueuHöhen. Ergebnis:

IV. Kouüreoüto ant einer Dkouo siucl . „
ii 1 ?vparallel. ,

Grundaufgabel. Einen gegebenen , 
im Raume liegenden Punkthaus  
eine Ebene zu projizieren (abzubilden).

Lösung. Die Zeichen- oder Bildebene /
liege, lvie inuner in diesem Abschnitte .4, / L-_______________/
horizontal mrd der Punkt 7^ etwa über ihr. «.
Denkt man von 7^ das Lot (I, S. 2) auf
sie gefällt, so wird der Fußpuukt 7^' dieses Lotes als das Bild des Punktes 
7^ bezeichnet (Fig. 7 «). Man nennt 7^' die senkrechte Projektion des Punktes 7^ 
auf die Zeichenebene, oder man sagt, der Punkt 7^ sei auf die Zeichenebene

nach 7^' senkrecht projiziert (wörtlich „hingeworfen") worden. Die 
Zeichencbene heißt deshalb auch die Projektionsebene. Wir bezeichnen sie 
zur Abkürzung mit dem großen griechischen Buchstaben ll (Pi). Die den 
Punkt 7^ projizierende Gerade 7^' nennt man den projizierenden 
Strahl nnd denkt dabei an senkrecht von oben auf die Bildebene fallende 
Lichtstrahlen, in denen der als undurchsichtig betrachtete Puukt 7^ auf die 
Bildebeue sein Schattenbild 7^ wirft, oder auch au ein iu der Geraden 7^'7^ 
über 7^ befindliches Auge /I, dessen verlängerter „Sehstrahl" /I7^ die Bild
ebene iu 7^' trifft. Man kam: sich 7^' auch dadurch entstanden denken, daß 
von 7^ ein winziger Tintentrvpfeu auf das Papier fällt.

k*



Erster Abschnitt. Die Paralle^projektion auf eine Tafel.

Denken wir uns nun 7^ und das Lot entfernt, so daß nur das Zcicbenblatt 
mit dem Punkte I" darauf übrigbleibt (Fig. 6), so haben wir unsere Auf
gabe erst teilweise gelöst. Aus Fig. -7 a geht nämlich hervor, daß nicht nur 
der Punkt 7H sondern auch jeder beliebige andere Punkt des Lotes sein Bild 
in 7^' hat (nach 7^' projiziert wird). Um nun eindeutig zu erkeuneu, von welchem 
dieser unzähligen Punkte 7^' das Bild sei, schreibt man den etwa in Zenti
metern gemessenen Abstand des Punktes 7^ von der Bildebene oder seine 
Höhe über ihr, d. h. die Längenzahl der Strecke 7>7^' — p (kleiner deutscher 
Buchstabe) an den Bildpunkt T'h und zwar -st p (oder einfach p), wenn der 
Punkt 7' oberhalb, — p, wenn er unterhalb der Bildebene liegt. So macht 
man es bekanntlich auch auf einer Landkarte, um die Höhe eines Punktes 
über vder die Tiefe unter dem Meeresspiegel anzudeuten. Eine solche bei

ö
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Nunmehr

dem Bilde eines Prinktes stehende 
Höhenzahl wird mlch seine „Kote" 
(franz. ooko) genannt, woher der 
Name „kotierte" Projektion für eine 
solche Abbildung stammt. Bei einem 
in der Bildebene liegenden Punkte

bei dem natürlich Punkt und Bild 
eins sind, läßt man die Kote (0) weg.

Statt die Höhenzahlen an die 
Bildpnnkte zu schreiben, ist es 
oft zweckmäßiger, die Höhen als 
Strecken auf einem der Zeich
nung Leigegebenen Höhenmaßstab 
abzntragen. Wir bezeichnen sie 
mit dein mit den Punkten gleich
namigen kleinen deutschen Buch
staben und schreiben diese an die 
entsprechenden Teilstriche des Maß
stabes (Fig. 6).

auch die U m kehrung dieser ersten Grundans- 
gäbe lösen, nämlich aus der Zeichnung 7^' eines Punktes seine wahre Lage 
im Raum ermitteln. Wir brauchen nur, etwa mittels zweier Zeichendreiecke 
(s. die Frage 2. unter III. S. -?), in 7^' das Lot auf der Zeichenebene zu 
errichten (bei negativer Kote nach unten) und eine Strecke P darauf von 
p' aus abzutragen, so ist der Endpunkt der gesuchte Punkt 7^. Gib hiernach 
die wahren Lagen der in Fig. 6 abgebildeten Punkte an.

Um die senkrechte Projektion eines beliebigen' Gegenstandes auf 
eine Ebene zu erhalten, denke man sich alle Punkte des Gegenstandes auf 
die Ebene wie in Grundaufgabe 1. projiziert; danu ist die Gesamtheit aller 
Bildpunkte das Bild des Gegenstandes. Bei der Ausführung wird es darauf 
ankommeu, zuuächst die Bilder besouders hervortretender Punkte, wie z. B. 
in Fig. 6a) der Eckpunkte eines abzubildenden Dreiecks U7?(h zn konstruieren, 
woraus sich dann alles übrige ergibt. Fig. 66) ist der Riß.

Da die Projektionsstrahlen UUH 7777', <76" usw. (nach IV. S. 6) sämtlich
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parallel sind, spricht man mich oft von einer senkrechten Parallelprojektion. 
Man nennt sie bei horizontaler Zeichenebene, wenn die Koten der einzelnen 
Punkte weggelassen werden, auch den Grundriß der dargestellten Gebilde. 
Die Zeichenebene heißt dann die Grundrißebene oder kurz die Gründ- 
eb eu e. Wir könueu das Bild wenigstens des Umrisses eines Gegenstandes 
leicht dadurch erhalten, daß wir das Zeichenblatt senkrecht zu den Sonnen
strahlen nnd davor den Gegenstand befestigen. Das leicht nachzuziehende 
Schattenbild des Gegenstandes auf den: Papier ist ziemlich geuau das ge
wünschte Bild. Führe den Versuch aus! Als Gegenstaud eignet sich eiu Draht- 
modell eines einfachen Körpers. Auf ähuliche Weise wurdeu vor Erfindung 
der Photographie sogar Schattenbilder (Silhouetten) von Personen hergcstellt.

Befinden wir uns in so großer (eigentlich unendlicher) Höhe senkrecht 
über der Bildebene, daß wir die nach oben verlängerten parallelen 
projizierenden Strahlen /UA, L'L, usw. aunäherud durch Seh- 
strahlen ersetzen können, die in unserem Auge zusammenlaufeu, so werden 
sich für uns Gegenstand und Bild scheinbar decken. Der Abstand zwischen 
Gegenstand und Bild ist aus so großer Entfernung nicht mehr wahrnehmbar, 
wir erblicken den Gegenstand deshalb scheinbar in der Zeichencbcne. Man 
betrachte nur einmal etwa aus größerer Entferuuug einen Mann, der in 
geringer Entfernung vor einer Wand steht. Gleicht nun das Bild dein Gegen
stand auch iu der Färbung sowie in der Verteilung von Licht und Schatten, 
so wird bei Entfernung des Gegenstandes das Bild ihn für unser Auge 
völlig ersetzen. Hieraus folgt, daß wir eiuc fertige Projektionszeichuuug aus 
großer Entfernung und senkrecht darauf sehend betrachten müssen, um euren 
möglichst naturgetreuen Eindruck vou dem abgebildeten Gegenstände zu 
erhalten (sogen. Vogelperspektive).

Wir wollen nun an Beispielen sehen, wie man Raumgebilde iu senkrechter 
Projektion abbildet.
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Darstellung einer Geraden.

An einem geraden Drahtstück sei eine Reihe von Pendeln (Bleikugeln 
oder große Glasperlen an dünnen Fäden) befestigt. Wir halten den Draht

Figur

in beliebiger Lage über der horizontalen 
Zeichenebene !I. Ergebnis:

V. Dw von äen I? unk tun einer LIrooüo 
AeLoZoneu SarallAou üe^vn sämtlioü in 
oiner übsns.

Wir fassen nun die Fäden als proji
zierende Strahlen der Streckenpunkte auf 
und denken sie nns alle bis an die Zeichen
ebene verlängert. Die Fußpunkte (Bilder) 
liegen sämtlich in einer Geraden A'S', die 
weiter nichts ist als die Schnittgcrade der 
durch die Fäden gelegten Ebene E mit I I. 
Die Strecke kann natürlich beliebig lang sein, 
V. gilt daher auch für eine unbegrenzte 
Gerade. Wir haben also den

Satz 1. Das Bild einer Strecke (Geraden) ist i. a. auch 
eine Strecke (Gerade) (Fig. <Z).

Die die Strecke (Gerade) projizierende Ebenes steht nach II 
(S. 2) auf der Zeichenebene senkrecht.

Sonder fälle. I. AS st, II. Das Bild von AS ist ein Punkt:
Satz 2. Das Bild einer zur Zeichen ebene senkrechten

P n n k i.Strecke (Geraden) ist ein

2. II II. (Eine Gerade ist zu einer Ebene parallel, wenn sie keinen 
Punkt mit ihr gemeinsam hat.) Das Bild A'Z' ist dann H (gleich und 
parallel) AS (weshalb?):

Satz 3. Das Bild einer der Zeichen ebene parallelen 
Strecke ist der Strecke gleich und parallel.



Die senkrechte Parallelprojektion. (Erster Teil.)

Was ist über die Länge des Bildes in: allgemeinen Falle (Satz 1.) zu sagen?
Teile UL (Fig. §) durch deu Punkt 6 in irgendeinem Verhältnisse m: n, 

so verhält sich auch U'L' : L'L' — : n (weshalb?). Hieraus folgt:
Satz 4. Das Teilungsverhältnis einer geteilten 

Streckebleibtbei der Projektionim Bilde erhalten.
Überzeuge dich von der Nichtigkeit dieser Sätze, indem du den Schatten 

eines geraden Drahtes (Stricknadel) auf einem senkrecht gegen die Sonnen
strahlen gehaltenen Schirm auffängst.

Die Spur einer Geraden. Wenn wir (Fig. 9) eine Strecke UL, 
die nicht parallel ! i ist, nach unten (über L hinaus) verlängern, so wächst
auch U'L" über L' hinaus. L und 
L' nähern sich einander und fallen 
schließlich in 6 zusammen. (Zwei 
nicht parallele Gerade in einer 
Ebene müssen sich in einem Punkte 
schneiden.) Dieser Schnittpunkt liegt 
aber auch in i! (weshalb?), und 
wird die Spur der Geraden x/ ge
nannt. Ergebnisse:

VI. Lino LaraUs, äiervoäor einer 
Dbsne parallel ist noeb in iür UsZt, 
soünsiäst sis in sinsin Lunstto.

5

Figur ».

Satz 5. Die Spur eiuer Geraden liegt auf der Projektion 
der Geraden.

Von der Spur 6 an verläuft die Gerade ss anfänglich unterhalb der Zeichen
ebene und ist deshalb als unsichtbare (verdeckte) Linie gestrichelt gezeichnet.

Der Neigungswinkel einer (Heraden. Unter 
dem Neigungswinkel einer Geraden gegen eine 
Ebene versteht man den (spitzen) Winkel, den 
die Gerade mit ihrer Projektion auf die Ebene 
bildet. In Fig. 9 ist demnach -AULU/ — -s der 
Neigungswinkel der Geraden (/ gegen ll. 
Grenzfälle?

Über Umlegungen. Stelle ein Zeichen
dreieck wie in Fig. 76 auf eine horizontale
Ebene N, so daß eine Kathete, etwaUL, in der
Ebene liegt, während die andere, LL, lotrecht steht. Unmittelbar hinter das 
Dreieck stelle eine Glas- oder Pappscheibe lotrecht und zugleich senkrecht 
zu UL auf. Nun drehe das Dreieck um UL als Achse und lege es ganz in die 
Horizontalebene um. Was geschieht mit der Kathete UL? Welche Bahn durch
läuft L? Was für eine Fläche beschreibt LL? Welche Lage hat diese Fläche 
zu ? Lege das Dreieck auch nach der linken Seite um. Ergebnis:

i) Sätze und Aufgaben, die bei der ersten Durchnahme als noch zu schwierig Über
gängen werden können, sind mit einem * bezeichnet.



s Erster Abschnitt. Die Parallelprojektion aus eine Tafel.

VII. Msnn ein roobtor 4VinüoI sioli um oiuon soiuor Loboulcvl als ^.olise 
ckrsbt, so bssedroidt dvr uuäoro LoiEukvl oinv Iffbons, ckie uut ävm ersten 
Lobonliol sonlcroobt stellt.

Beispiele: Öffnen einer Tür, eines Kastens, Aufschlagen eines Buches usw. Was 
für eine Fläche beschreibt die Hypotenuse

Grundausgabe 2. Die wahre Länge und Lage einer durch 
ihren Grundriß zUL' und die Höhen der Endpunkte 
gegebenen Strecke — a zu ermitteln.

Analysis. Aus dem Schaubild Fig. II«) ersieht man, daß i. a. die pro
jizierende Ebene der Strecke UL die Gestalt eines Trapezes UzULIV hat, 
das man aus il'IV — a', — a, H'L — b uird den rechten Winkeln
bei /V und 2' leicht konstruieren könnte. Es ist dann .4L — « die gesuchte 
Länge. Um eine Nebenfigur zu vermeiden, zieht man es vor, das pro-

Figur 77.

jizierende Trapez durch Drehung um /l'ü' als Achse in die Bildebene nm- 
zulegen (wie auf S. 7 das Zeichendreieck). In dieser Lage ist die Konstruk
tion leicht auszuführen.

Konstruktion. Fig. II b). Trage an die gegebene Streckens' in^4' und L' 
rechte Winkel an und mache ihre freien Schenkel gleich den gegebenen Höhen 
^4' (/I) — a und IV (L) — b. Die Seite (U) (L) hat dann die gesuchte Länge a.

Um anzudeuten, daß das Trapez eine in die Bildebene umgelegte Figur 
ist, zeichnet man die umgelegte Hauptlinie strichpunktiert und klammert 
die Buchstaben ein. Richtet man das Trapez durch Nnckwürtsdrehen um 
zl/IV als Achse wieder auf, bis es vertikal steht, so kommt die Strecke 
(^4) (L) in ihre natürliche Lage .4L im Raum.

Löse auch die Sonderfälle: a) b — a; b) a' — 0 (s. Satz 3. und 2. S. 6).

Grundausgabe 3. Eine Gerade A ist durch die Projektionen 
(d. h. die Grundrisse und Höhen) zweier ihrer Punkte ^4 
und L gegeben. Man soll ihre Spur 6 uud ihren 
Neigungswinkel -s ermitteln.
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Analysis. Um die Spur zu finden (Fig. 72 «), hätten wir die Gerade /4L 
zu verlängern, bis sie ihre Projektion schneidet. Da sich dies im Raume 
zeichnerisch nicht ausführcn läßt, legen wir, wie in Grundaufgabe 2., das pro

jizierende Trapezin die Bildebene um (Fig. 72b)) und können nun die 
Verlängerung vornehmen. So erhalten wir beides, Spur und Neigungswinkel.

Es kann dabei vorkommen, daß die Spur 6 
außerhalb der verfügbaren Zeichenflächc liegt. 
Dann kann man wenigstens den Neigungswinkel 
finden, indem man durch einen beliebigen Punkt 
der umgelegten Geraden, z. B. durch (i?) die Ge
rade (S) (L) //.4'L' zieht. Danu ist (.4) (L) (6) 
— (weshalb?).

Statt durch zwei ihrer Punkte kann man
eine Gerade auch durch Spur (oder einen 
anderen ihrer Punkte), Grundriß und den um
gelegten Neigungswinkel darstellen. Deute da
nach die in Fig. 7<? dargestellten Geraden.

Figur 7S.

Übungsaufgaben.

Vorbemerkung. Wenn ein Punkt „gegeben -h
ist, so ist beim Fehlen weiterer Angaben stets 
gemeint, deß sein Grundriß und seine Kote 
(oder Höhe) gegeben sind. Wenn eine Gerade 
ohne nähere Angabe der Bestimmungsstttckc „gegeben" ist, so ist die Wahl 
der Bestimmungsstücke (z. B. zwei Punkte oder ein Punkt, Grundriß und 
Neigungswinkels dem Zeichner freigestellt.

1. Löse die Grundaufgabe 2. für:

») a' — 5 om, a — 3 om, b — 4 om;
b) a' --- 3 om, a — 6 ein, b - — 2 om;
o) a' — 4 om, a — — 6 om, b — — 5 om)
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ä) </ — 5 «in, a — 3,7 oni, b — 3,7 «in;
s) rd ---- 0, a — 5,2 «in, b — 9,8 «in;
k) a' — 7 «m, a — 0, b — 6,1 «in.

2. Das Bild einer Strecke a — 6 «in zu zeichnen, wenn a — 2 «m, b — 5 «in, 4' und 
die Richtung 4/7^ gegeben sind.

3. Wie bewegt sich in tlbung 2. der Punkt 7?', wenn nur die Richtung 4/7?' verändert 
wird? Was beschreibt dann die Strecke 4^7? im Raum?

4. Eine durch ihr Bild gegebene Strecke n.) zu halbieren; b) in fünf gleiche Teile 
zu teilen; o)  im Verhältnis 3 : 1 harmonisch zu teilen.*

5. Eine Gerade s ist durch Grundriß </, Spur 6 und Neigungswinkel gegeben. 
Man soll den Punkt 7^ der Geraden finden, der die gegebene Höhe p hat.

6. Auf einer durch Spur, Grundriß und Neigungswinkel gegebenen Geraden die 
Punkte zu bestimmen, die die Höhen 1 «m, 2 «in, 3 «m, 4 «m usw. haben (Gra
duieren einer Geraden).

7. Dieselbe Aufgabe wie 6. zu lösen, wenn die Gerade durch zwei ihrer Punkte dar
gestellt ist.

8. Mehrere Gerade zu zeichnen, deren gemeinschaftliche Spur und Neigungswinkel 
(300) gegeben sind. Welches ist der stereometrischc Ort dieser Geraden?

9. Von einer Geraden kennt man die Bilder 4/ und 7?' zweier Punkte mit den 
.Toten a — 8 «m, b — 7 «m. Die Spur liege außerhalb der Zeichenebenc. Bestimme 
a) den Neigungswinkel, b) den Punkt der Geraden, der die Kote 7,6 «m hat.

10. Von einer Strecke ^47? — a stnd gegeben a' — 8,5 ow, a — 5«m, b — — 4«m. 
Bestimme a) ihren Neigungswinkel, b) ihre Spur, «) den Punkt mit der Kote 
— 2, 5 «m.

11. Auf dem Grundriß einer durch Grundriß, Spur und Neigungswinkel gegebenen 
Geraden liegt ein Punkt 7^ mit der Kote p. Wie kann man entscheiden, ob ein Punkt 
der Geraden ist?

12. Eine Gerade g ist durch einen ihrer Punkte, ihren Grundriß und ihren Neigungs
winkel gegeben. Ferner kennt man die Grundrisse einiger ihrer Punkte Die Koten 
dieser Punkte sollen bestimmt werden.

*13 . Von einer Geraden sind die Spur 6 und das Bild 4' eines Punktes 4 gegeben. 
Man soll den Punkt der Geraden ermitteln, der die dreifache Höhe des Punktes 4 hat.

*Zwci Gerade.
Befestige au der Wandtafel mittels eines Reißnagels einen (weißen) 

Faden und ziehe auf der Tafel eine Gerade, die nicht durch den fcsteu Punkt 
des Fadens geht. Dann halte den Faden, der eine zweite Gerade vorstellen 
soll, gespannt und bewege seinen freien Endpunkt I. auf der Tafel, 2. außer
halb der Tafel. Ergebnis:

VIII. l?veei Gerade, die in einer Dbens liegen, solmeiden sied oder sind 
parallel, ^rvei Gerade, die niobti in einer Vbeue liegen, sebneiden sieb

14. Die Bilder 4/, 71', 7/ der Ecken eines Dreiecks 4 71 6 sind gegeben. Bestimme die 
wahren Längen der Dreieckssciten und konstruiere daraus das Dreieck 4.7)6.

15. Der Scheitel 4 eines im Raume liegenden Winkels sowie die Spuren seiner 
Schenkel sind gegeben. Bestimme die wahre Größe des Winkels (vgl. Aufgabe 14.). 
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nioirt nnck siuck aueb uiobt parallel. Nun sagt, sie lrrmmen siech im Raume 
väer sie sinä „rvincksolnel".

Gib die windschiefen Gereiden (Kemten) an den Zimmerwänden nnd an Körper- 
nwdellen an.

Projiziere ein Drahtmodell eines Würfels mittels der Sonnenstrahlen 
sonne mrch zwei gerade Drahtstücke von gleicher Länge, die du in ver
schiedene gegenseitige Lagen bringst. Ergebnisse:

Satz 6. Die Bilder zweier sich s ch n c i d e n d e n G e r a d e n

Figur 7-/.

schneiden sich; die Bilder paralleler Geraden sind 
parallel; die Bilder windschiefer Geraden schneiden sich 
oder sind parallel.

1. Laßt sich dies alles auch nmkchren?
2. Untersuche die verschiedenen Fülle in Fig. 77.

Satz 7. G l e i ch e p a r a l l e l e S t r c ck e n h a b e n auch gleiche 
Bilder. Fig. 7,5 a).

Aus Satz 7. folgt ohne weiteres:

Figur 7.5.

* Satz 8. Die Bilder paralleler Strecken verhalten 
sich wie dieStreckeu selbst. Fig. 75 ä). In der Figur ist —
2 -
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Übungsaufgaben.

1. Die Projektionen zweier Geraden, die durch Spur, Grundriß und Neigungswinkel 
gegeben sind, schneiden sich. Untersuche, ob auch die Geraden selbst sich schneiden. An
leitung: Ermittle nach Übung 12. S. 76 für beide Geraden die Höhe des Punktes, 
in dem die Projektionen sich schneiden.

2. Durch einen gegebenen Punkt X sollen zwei Gerade gezogen werden, deren Grund
risse und Neigungswinkel gegeben sind. Bestimme ihre Spuren.

3. Die Projektionen zweier durch Spur und Grundriß gegebenen Geraden sind 
parallel. Welche Bedingung müssen die Neigungswinkel der Geraden erfüllen, wenn 
auch die Geraden parallel sein sollen?

4. Durch einen gegebenen Punkt L zu einer gegebenen Geraden s die Parallele zu 
ziehen.

5. Durch einen gegebenen Punkt L zu einer gegebenen Geraden eine Parallele von 
der gegebenen Länge a zu ziehen.

6. Durch einen gegebenen Punkt L zu einer gegebenen Strecke XL eine Parallele 
von derselben Länge wie XS zu ziehen.

7. Im Raume ist ein Dreieck XL<7 gegeben. Konstruiere ein kongruentes Dreieck, von 
denr eine Ecke X^ gegeben ist, und dessen Seiten den entsprechenden Seiten des gegebenen 
Dreiecks parallel sind.

*8 . Zu einem im Raume liegenden gegebenen Dreieck XL 6 ein ähnliches Dreieck zu 
konstruieren, von dem eine Ecke X, gegeben ist, und dessen Seiten sich zu den entsprechen
den Seiten des gegebenen Dreiecks wie 3 : 2 verhalten.

v. Ergänze ein im Raume liegendes gegebenes Dreieck zu eiuem Parallelogramm. 
Wie viele Lösungen?

Darstellung einer Ebene.
Einleitende Sätze.
Lege eine Glasplatte an eine Fingerspitze und drehe und wende die Platte 

nach allen Richtungen. Ergebnis:
IX. vursb viusu Duulrt Kanu mau uuräbliZs Dbsusu IsZsu. (Dbsusu- 

büudsl.)
Spreize zwei Finger einer Hand, lege die Glasscheibe an beide Finger-

Figur /«.

spitzen und drehe sie nach allen Richtungen. 
Ergebnis:

X. Durch, rnvoi IstuRts lndvr iln's Vsr- 
biuduuKsliuis) Iranu mau uuräldiZo Dbouou 
WZsu fDbousubüsobol I?iZ. 76).

Spreize drei Finger einer Hand (Danmen, 
Zeige- und Mittelfinger), so daß sie nicht in

einer Ebene liegen, und lege die Glasplatte auf alle drei Fingerspitzen. 
Sie liegt fest und läßt fich nur iu sich selbst verschieben. Ergebnis:

XI a. Durch» drei niobt in einer Osradsu lisZsudo Dunstto läüb siob 
eins und nur eins Dbono lsZsu.

Mit zwei der Länge nach auf den Tisch gestellten Linealen und einer Glas
platte sowie mit einer Fingerspitze, einem Lineal und der Glasplatte ver
anschauliche folgendes:
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XI b. Hins Xbeno ist oindoutiA bostimmk durolr rrvsi sioü sobnoidends 
oder dueob ^cvvi parallele Oorndo oder durolr eine Oorade und einen auLer- 
batb der Oeraden liegenden Uunlrt.

Durch zwei windschiefe Gerade läßt sich keine s-
Ebene legen (vgl. S. II). / /

XII. !2rvei Ebenen, die niolit /usammonkallen, —XZ------/
solrneiden sieb entweder in einer Oeraden (/c) / /
oder überlraupt niolw. Im letzteren l?alle IrsiKen X/ 
sie parallel. (big. 17.)

Erläutere diesen Satz durch Beispiele au den "ZX
Zimmerwänden und an verschiedenen Körpern. /XI" /mX

Das Bild einer Ebene.
Die Projektion einer auf II seukrcchten Ebeue Figur??.

ist die Schnittgerade beider Ebenen (warum?).
Die Projektion einer nicht anf !I senkrecht stehenden unbegrenzten Ebene 8 

erfüllt die ganze ebenfalls unbegrenzte Bildebene I I (weshalb?). Es kann sich 
deshalb bei Zeichnungen nnr nur die Projektion einer begrenzten ebenen 
Figur, z. B. des Dreiecks iu Fig. 6 S. 6, handelu. Durch ein solches Dreieck 
oder durch seiue drei Ecken ist nach XI a. die Lage der ganzen Ebene be- 
stimmt. Sie kamt aber ebenso durch die iu XI d. angegebene« Stücke be
stimmt sein. Zur Bezeichnung von unbegrenzten Ebenen benutzen wir die 
großen griechischen Buchstaben, z. B. (Alpha), 8 (Beta), 8 (Gamma), 
X (Delta), 8 (Epsilon), 8 (Eta), II (Pi) usw.

Spur. Unter der Spur einer (nicht zu II paralleleu) Ebenes versteht man 
ihre Schnittgerade mit I I. Wenn die Ebene auf II senkrecht steht (z. B. die

Seitenflächen eines auf I I stehendeu Kastens), so ist ihre Spur zugleich ihre 
Projektion. Gehört sie nicht Volt vornherein zu deu Bestimmungsstückeu der 
Ebene, so kann man sie leicht ermitteln nach
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Grundausgabe 4. Die Spure einer durch zwei gegebcuesich 
schueideude Gerade uud §2 bestiiuiuteu Ebeue zu zeichueu.

Anelysis (Fig. Wir nehmen an, keine der gegebenen Geraden sei 
parallel zu ii, so muß jede Vvu ihnen nach VI. (S. 7) eine Spnr haben, 
nnd diese Sparen 64 und 6g müssen solvvhl in als in il, also auf e liegen, 
denn anßer ihrer Schnittgernden e haben die beiden Ebenen nichts gemeinsam. 
Bestimmt man alsv 6, und 6g, sv ist 6,6» die gesuchte Spur e, da eiue Gerade 
durch zwei ihrer Puukte bestimmt ist.

Konstruktion. Fig. Sind die Spuren 6, und 6g nicht schon gegeben, 
so konstruiere man sie nach Grundanfgabe 3. oder Übungsaufgabe 2. (S. 72).

Wenn mau eine Kante einer rechteckigen Glasplatte 
/ oder Pappscheibe an die Wandtafel legt, so erkennt man

/ X leicht die Richtigkeit des folgenden Satzes:
/ X XIII. üogt man ckurob eine Oerucle (y-, inIkiK. 79.),

X X clie einer lilbene (^) parallel ist, eine Illbono, so ist ckis
/^^X / 7 KoünittMrucko beicler Vdonon cler ersten Oeraclen

/ X /^ /
/5_____ X/ / Diesen Satz kann man bei Grundaufgabe 4. an

wenden, wenn eine der gegebenen Gerader! parallel l l 
ist (s. Übungsaufgabe l.).

Aus der obigen Analysis ergab sich der
Satz 9. Die Spuren aller in einer Ebene liegenden 

Geraden liegen auf der Spur der Ebeue.
Zur Darstellung einer Ebene genügt die Spnr nnr, wenn die Ebene senk

recht zu 11 ist. Ju alle» anderen Fällen muß außer der Spur uvch ein Punkt 
der Ebene gegeben sein. In sehr vielen Fällen liegt die Spur außerhalb der 
verfügbaren Zeichenfläche und ist dann zur Darstellung der Ebene übcrhanpt 
nicht zu gebrauchen.

Übungsaufgaben
I. Durch drei gegebene Punkte.4, Zt, (7, von denen N und ü gleiche Koten haben, 

wird eine Ebene gelegt. Bestimme ihre Spur.
2. Die Spur eiucr gegebenen Dreiecksfläche zu bestimme».
3. Durch eine» gegebenen Punkt w gehen zwei Gerade A, nnd -2, deren Grundrisse und 

Neignngswinkel gegeben sind. Bestimme die Spur der durch die Geraden bestimmten Ebene.

Fissur

Fallinien und Neigungswinkel einer 
Ebene. Stelle ein Reißbrett (Fig. 29.) 
schräg auf eiucu Tisch (i I). Nvu verschiede
nen Punkten^ dieser „schiefen Ebene" laß 
eine kleine Kugel hernnterrollen, merke dir 
in jedem Falle den Punkt in welchem 
die Kugel die untere Kante des Reißbrettes 
(die Spur e der Ebene trifft, und ver

binde ihn mit Miß auch jedesmal den Winkel zwischen eund Ergebnis:
Die Kugel rollt stets auf einer Senkrechten zu e, also auf dem kürzesten 

Wege abwärts. Man nennt deshalb alle diese Senkrechten die F a l l in i e n 
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der Ebene Sie bestimmen bei einem ebenen Bcrgabhang oder einem schrägen 
Dach den Ablauf des Wassers und sind zugleich die steilsten Linien, wie jeder 
Bergsteiger weiß. Ziehen wir noch S'7'g, so ist 7''7'„ die Projektion der 
Fallinie. Um nun auch die Lage bou S'7'o zu e zu bestimmen, machen wir 
Sg/I — 7'„S lind verbinden Ä und S mit 7' nnd Dann ist zunächst

.4/'«/' rs /X S/'„7' folglich - ST'. Ferner ist
/X SS/'' woraus folgt .l S' ///''. Schließlich ist/X m
/.SS,,/'' also - SS»/''. Da diese beiden Winkel Ncben-
winkel sind, mnß S'Sst s. e sein. Wir haben somit:

Satz 10. Die Projektionen der Fallinien einer Ebene 
st ehe n, ebenso ivie die Fallinie» selb st, aufder Spur 
der Ebene se » kre ch t.

Nach der Erklärung auf S. 7 ist SSgS'— s der Neigungswinkel der 
Fallinie SSg. Es fragt sich nun, ob alle Fallinieu denselben Neigungswinkel
haben. Bei jedem senkrechten oder schiefen 
Prisma (Fig. 27) finden nur nnn, daß die 
gleichliegenden Winkel der parallelen Gr»nd- 
»ud Deckfläche, z. B. « und gleich sind, 
und schließen daranS:

XIV. VVinIul uiw i-aralloleu uuck Aloiob- 
Zorlolwvtvu 8vboukolu muck Zwioiu auob vvouu 
sie in vor.soliioclonou Kbomm liogou.

Ans XIV. folgt nun, daß alle Fallinie» in 
Fig. 2V den gleichen Neigungswinkel T haben. 
Da die Gesamtheit der Falliuien gewissermaßen 
die Ebene versinnlicht, nennt man s auch den 
Neigungswinkel der Ebene gegen dieHorizo»-
talebene. Der Neigungswinkel einer Ebene ist also der Neigungswinkel ihrer 
Fallinie». Bei ebene» Abhänge» aus aufgeschüttetem Saud oder sonstigen 
losen Stoffen nennt mau diese» Winkel mich wohl 
den Böschungswinkel. Er ist dann von dem auf- 
geschntteten Stoff abhängig und liegt zwischen 30" 
lSaud) nnd 60" fKoks).

Streich- oder Schichtlinien. Betrachte die Gru»d- 
nnd Deckflüche eines beliebigen Prismas (Fig. 27). 
Wie liegen sie zueinander? Ihre Kanten entstehe» 
durch deu Schnitt beider Flächen mit den Seiten
flächen des Prismas. Ergebnis:

XV. Sarallolo lXbouou uorckou von oiuor «liittou
Lliouo in parallolon Oorackon Aosolmitton. (Fig. 22).

Es sei nun (Fig. 2Z) eine beliebige schiefe Ebene, etwa ein Mhang oder 
eine Dachfläche. Die wagerechte Ebene ! I sei die Projektionsebene. Wir denken 
uns eine Ebene !! I I, die in schneidet, so ist nach XV. !! e. Eine 
solche Schnittlinie heißt in der Bergmannssprache eine Streichli » ie 
der Ebene Sie gibt nämlich die Himmelsrichtung an, in welcher die 
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Ebene „streicht". Bei einem Dach gibt sie die Richtung der Ziegelreihen 
an. In der Erdkunde nennt man sie Niveau- oder Höhenlinie,

Wen alle ihre Punkte gleich hoch 
über dem Meeresspiegel (Meeres
niveau) liegen. In der darstellen
den Geometrie führt sie auch den 
Namen Spur parallele 
(weshalb?).

Welche Lage haben die Spur
parallelen zn den Fallinien sowie die 
Projektionen der Spnrparallelen zu 
den Projektionen der Fallinien?

Aus Fig. 26 erkennt man ohne 
Schwierigkeit, daß man jede schiefe

Ebene Äderen Spur innerhalb der Zeichenebene liegt, durch ihre Spure und 
ihren Neigungswinkel s darstellen kann, den man zweckmäßig in einem 
beliebigen Spurpunkte an die Projektion der durch Z^ gehenden Fall
linie in die Bildebene umgelegt anträgt (Fig. 27). Für den über I I liegenden 
Teil der Ebene gilt der Winkel als positiv, für den unteren Teil als negativ. 
Erkläre auch die Souderfälle - —0 und -—90°.

Ist die Spur e uicht erreichbar, so tritt au ihre Stelle irgeudeiuc Höhenliuie 
e^, deren Höhenzahl p^ bekannt sein muß. Der Winkel - erscheint dann in 
die durch gehende Horizontalebene umgelegt (Fig. 26). Die Ebene hat 
gegen alle der Bildebene parallelen Ebenen gleiche Neigung.

Gib die wahre Lage der in Fig. 27 und 2,5 dargestellten Ebenen an. Wie wird man 

Figur

eine Ebene darstellen, die parallel ll ist, also keine Spur besitzt? (Parallele Ebenen 
haben überall denselben Abstand.)

Grundausgabe 5. Die Neigung einer durch ihre Spur e 
und einen Punkt Z^> bestimmten Ebene zu finden.

Analysis. Fig. 26 er. - liegt in dem rechtwinkligen /X Z^'Z^, das man 
durch Drehuug um Z'sZ'g leicht umlegen kann.

Konstruktion. Fig. 26 6. Fälle Z^Z^g-ste, errichte darauf in Z^' die Senk
rechte Z-' (Z-) --- p, so ist (Z-) Z-„Z-" --

Grundausgabe 6. In einer durch Spur e und Neig ungs- 
winkel - best immten Ebenes liegt ein Punkts d essen 
Grundriß Z^ gegeben ist. Ermittle seine Höhe p.

Analysis. Die Aufgabe ist die llmkehruug der vorigen.
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Konstruktion. Fig. 266. Fälle 7^7^_I_ e, trage daran in den Winkel s 
an und errichte in/^' auf 7-»'7^„ die Senkrechte, die den Schenkel von s in (7H 
schneidet. 7^'(7^) —p.

Grundaufgabe 7. In einer durch Spur e undNeigungs- 
>vinkel s b estinr m teu Ebene die Höhettlinie zu ziehen, 
welche die gegebene Höhe p hat.

Analysis. Fig. 27 «). Es genügt, einen Punkt T' in zu finden, der die 
Höhe P hat, da die Höhenlinie » o ist. Nach Nmlegnng des Dreiecks

Figur Ä/.

iit die Bildebene find geometrische Örter für (Ich: l. die umgelegte Fallinie 
7H, (7H, 2. die Parallele zu 7^,^' im Abstande p. Bei der Umlegung fallen 
T^'(T') und e/ in eine Linie.

Konstruktion. Fig. 27 6). Trage p von 7^ aus auf e ab und ziehe durch 
den erhaltenen Endpunkt die Parallele zu dein auf e senkrechten Schenkel 
von s. Ist (7H der Schnittpunkt der Parallele mit dein anderen Schenkel 
von so ist die Senkrechte eh auf 7^p' der Grundriß der gesuchten Schicht
linie.

Übungsaufgaben.
I. Auf einem ebenen Bergabhang, der in der Zeichnung durch Spur e und Neigungs

winkel « — 30" gegeben ist, soll eine Schar von Höhenlinien in den Höhen 6 m, 10 m 
1S m usw. gezeichnet werden. Maßstab 1 :600.

2. In der Zeichnnng eines ebenen Abhanges sind zwei Höhenlinien und «g mit der 
Höhendifferenz 10 m gegeben. Der Abstand ihrer Grundrisse beträgt 4 ein (Maßstab 
1:600). Bestimme den Neigungswinkel des Abhanges. Wie ändert sich mit zunehmender 
Steilheit der Abstand der Höhenlinien? Grenzfälle?
Detlefs, Anfangsgrllnde der darstellenden Geometrie. I. L
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*3. Auf einem steilen ebenen Abhang se — 40") geht von einem 30 m hoch gelegenen 
Punkte ein gerader Weg nach dem gegebenen Punkte aus den: Fuße (der 
Spur c) des Abhanges. Konstruiere e und bestimme den Neigungswinkel des Weges. 
Maßstab I : 300.

4. Auf einem ebenen Abhang sind drei Punkte A, L, L gegeben mit den Koten 24 m, 
56 in und 00 m. Zeichne die Höhenlinien von 0 m (die Spur), 10 m, 20 in ustv. bis 
100 m und bestimme den Neigungswinkel e. Sollte die Spur uicht auf das Papier gehen, 
so ersetze man die Bildebene durch eine höher gelegene (z. B. 20 m) und somit die Spur 
durch die 20 m höher gelegene Höhenlinie. Die Koten der drei Punkte sind dann nm 
diesen Betrag zu vermindern. Maßstab 1 : 1000.

*5. Um die Lage einer ebenen Erzschicht zu bestimmen, bohrt man in der über ihr 
liegenden horizontalen Erdoberfläche drei vertikale Löcher A', Sh 6' bis an die

-------- >0

8 4'
-r«°

Figur e«.

Schicht. Die Tiefen der Bohrlöcher seien 200 m, 
62 m, 120 m (Fig. 2S). Man bestimme aus der 
Zeichnung: a) die Spur der Erzschicht, b) ihr 

, „Streichen", d. h. ihre Abweichung von der Nord- 
6 Achtung, o) ihr „Fallen", d. h. ihren (negativen) 

Neigungswinkel. 0) Wie tief müßte man in einem 
Punkte 4)' bohren, um die Schicht zu erreichen? 
Maßstab 1 : 1000.

6. Im Raume sind vier Punkte A, U, 6, L ge- 
8 geben. Wieviel Ebenen sind dadurch i. a. bestimmt? 

Was für einen Körper begrenzen sie? Zeichne die 
Spuren der Ebenen (a — 1 om, b — 3 om, c — 
5 vm, d — 8 om).

7. Bon einem im Ranme liegenden Fünfeck sind drei Ecken und die Grundrisse der 
beiden anderen gegeben. Man soll die fehlenden Höhen bestimmen. Anleitung:

Bestimme zuerst die 
Spur der Fünfecksebene 
mittels der drei gegebe
nen Ecken und verfahre 
dann nach Grundauf
gabe 6. S. 76.

Darstellung 
einfacher Körper.

Körperliche.
Wir besprechen die 

hier sich bietenden 
Aufgaben an einem
ganz einfachen Bei

spiel, einer dreiseitigen Pyramide, die auf der Bildebene stehen möge. 
Wir nennen ,4L6 (Fig. 29«) die Grundfläche, 6 die Spitze der Pyramide. 

L6, 6/1 heißen die Grnndkanten, 6/l, 6L, 66 die Seitenkanten, 6/4L, 
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§77(7, §(7/1 die Seitenflächen. Das Lvt §§' ist die Höhe der Pyramide. 
Fig. 29 ü zeigt uns die Projektion des Körpers. Die Grundfläche projiziert 
sich in sich selbst, §' ist der Grundriß der Spitze §, §'/l, §'77, §17 sind die 

Projektionen der Seitenkanten. Fügen 
wir noch die Höhe s der Pyramide oder 
die Kote der Spitze hinzu, so ist das Bild 
der Pyramide fertig.

Figur e/U. Figur SS.

77 §U§' um (Gruud-

1. Beispiel. Bestimme aus deut vorliegenden Bilde (Fig. 39) einer drei
seitigen Pyramide:

a) die Neigungswinkel der drei Seitenkanten.
Anleitung: Um z. B. « zu erhalten, lege man 

anfgabe 3. S. 3. Als Analysisfigur für diese 
nnd die folgenden Aufgaben diene Fig. 29«).

d) die Neigungswinkel der Seitenebenen.
Anleitung: Fig. 37. Um den Neigungs

winkel der Ebene zu erhalten, zieht 
man die Fallinie §7), deren Projektion §'77 
ist. Den Neigungswinkel §O§' — 8 erhält 
man durch Umlegen des Dreiecks §Ö§' 
(Gruudaufgabe 6. S. 76).

o) die wahre» Längen der Seitenkanten.
Anleitung: Sie sind aus den umgelegten Dreiecken der Fig. 39 zu ent- 

nehmeu. (§)U (§)77 —(§)6 —Vgl. Gruudaufgabe 2. S.
U) das Jletz.
Auleitung: Fig. 32. Da die wahre Gestalt der Grundfläche/177(7 schon 

gegeben ist, hat man nnr die wahren Gestalten der Seitenflächen zu ermitteln. 
Man kann sie aus ihren Seiten konstruieren, die nach o) bekannt sind. Mau 
kann aber auch die Seitenflächen durch Dcehuug um ihre Spure«, die Grund- 
kanteu, in die Bildebene umlegen. Legt man z. B. die Seitenfläche §UL 
durch Drehung nm U77 um (s. Fig. 29«), so beschreibt die Falliuie §7) 
(die Höhe der Seitenfläche) nach VII. S. § eine auf U 77 senkrechte Kreis
fläche (Kreisausschnitt) mit dem Rndins 7^. Da anch bei der Umlegung 
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(Z)O -st. /lL bleibt, so fällt (äh in die Verlängerung von H'D, ist also leicht 
zu ermitteln. Die wahre Länge des Halbmessers wird, wie schon unter 
b), durch Umlegung des zä Z'Z) 8 gefunden. ist die nmgelegte Seiten

fläche. Ebenso legt man die beiden 
anderen Seitenflächen um und 
erhält so das Netz des Körpers.

Figur.??.

Stolle aus dem Netz ein Modell 
des Körpers her. Welche Seiten des 
Netzes müssen gleich lang werden? 
Dies benutze man als Probe.

*2. Beispiel (Umkehrung). Nach 
dem gegebenen Netz einer drei
seitigen Pyramide das Bild der 
Pyramide zu zeichnen.

Lösung. Fig. Z2. Da das Bild 
der Grundfläche schon ge
geben ist, braucht man nur noch 
die Spitze .8 zu bestimmen. Klappt 
man zwei der Seitenflächen, z. B.

und durch Drehung 
um Zü und in die Hohe, bis 
die beiden gleich langen Seiten 
in der Seitenkante M — «z M- 

sammenfallen, so durchlaufen die Projektionen der beiden Ecken (-8) die 
Geraden s§)O und und treffen schließlich in .8' zusammen. ist also 
einfach der Schnittpunkt der verlängerten Dreieckshöhen (§)Z) und (.8)78. 
Die Höhe s der Pyramide ergibt sich als Kathete in dem umgelegten recht
winkligen das man aus der andern Kathete 7)8' und der Hypo
tenuse D(§) — leicht konstruieren kann. Man nennt dieses Dreieck das 
Konstruktionsdreieck des Punktes <8.

Konstruktion. Fälle (8)7) P -477 und (8)78,s_7?(8 und nenne den Schnitt
punkt beider Lote 8'. Dann errichte in 8' die Senkrechte auf 7)8' und 
schlage um 7) mit 7)(8) — als Radius den Kreis, der die Senkrechte in 
(8) schneide. 8('8) ist dann die Höhe der Pyramide. Als Probe benutze 
die dritte Senkrechte (8)7?, die durch >8' gehen muß.

Übungsaufgaben.

1. Das Bild eines Würfels ist gegeben. Konstruiere das Netz.
2. Ermittle (durch Umleguug) die Länge einer Hauptdiagonale eines durch sein Bild 

gegebenen Würfels.
3. Zeichne die Netze der beiden Teile einer schwedischen Streichholzschachtel.
4. Das Bild und das Netz eines 4 em laugen, 6 om breiten und 3em hohen Quaders 

zu zeichnen.
5. Eine der ägyptischen Pyramiden hat als Grundfläche ein Quadrat von 233m Seite. 

Die Höhe ist 147 m. Zeichne sie im Maßstab 1 : 6000, konstruiere ihr Netz und bestimme 
die Neigungswinkel der Seitenkanten und Seitenflächen.
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6. Eine dreiseitige Pyramide ivird von lauter gleichseitigen Dreiecken begrenzt (Tetra
eder oder regelmäßiges Bierflach). Zeichne sie und ihr Netz und bestimme ihre Höhe, 
sowie die Neignngsminlel der Seitenkanten lind -flächen. Die Kantenlänge betrage 5 vm.

7. Ein Tnrmdach hat die Gestalt einer regelmäßigen sechsseitigen Pyramide. Die 
Tranf-(Grund-)Kante» sind 2 in lang, die Höhe ist 6 m. Zeichne das Dach im Maßstab 
1 : 60 und konstruiere das Netz.

8. Eine quadratische Pyramide hat Grnndkanten von 6 ein Länge. Die Seitenflächen 
sind gleichseitige Dreiecke. Zeichne Bild nnd Netz. Setze ans zwei solchen Pyramiden 
ein regelmäßiges Achtflach (Oktaeder) zusammen.

9. Ein Turmdach hat die Gestalt einer abgestumpften quadratischen Pyramide. Die 
Grundfläche hat 4 m Seitenlängc, die Deckfläche nnr 1 m nnd ist 5 m hoch. Zeichne das 
Dach nnd fertige ein Modell an im Maßstabe l : 100. Bestimme nach die Neigungs
winkel der Seitenkanten nnd -flächen. Anleitung: Die verlängerten Seitenkanten 
müssen durch eiueu Puult (die Spitze der Pyramide) geheu.

10. Zeichne das Bild eines regelmäßigen achteckigen Turmdaches, dessen Netz gegeben 
ist. Der große Radius des Achtecks sei /- - 8 m, die SeiteukanteV m. Maßstab I : 100.

II. Zeichne das Bild sowie das Netz einer regelmäßigen stehenden dreiseitigen Sünle. 
Grundkante a -- 4 om, Höhe 6 — 5 om.

12. llber einer quadratischen Grundplatte von I m Grundkante und 20 em Höhe 
erhebt sich ein Pyramidenstnmpf von gleicher Grundfläche nnd 190 om Höhe, dessen 
Seitenkanten 200 cn» lang sind. Der Deckflüche ist eine quadratische Pyramide von 
30 ein Höhe aufgesetzt. Zcichue das Bild dieses „Obelisken" im Maßstabe I : 20.

13. Eine dreiseitige Pyramide hat als Grnndslüchc ein rechtwinkliges Dreieck, dessen 
Katheten 3 om nnd 4 ein lang sind. Die vom Scheitel des rechten Winkels ausgehende 
Seiteukante hat einen Neignugswinkel von 60", ihr Grnndriß halbiert den rechten 
Winkel, und ihre Länge beträgt 6 om. Zeichne die Pyramide und ihr Netz.

*14. Löse dieselbe Aufgabe für ein schiefes dreiseitiges Prisma.
16. Eine quadratische Pyramide von 6 om Grundkantc und 5 ein Höhe soll durch 

horizontale Schnitte in fünf gleich hohe Schichten zerlegt werden.
16. Ein liegendes regelmäßiges dreiseitiges Prisma (Grnndknnte 5om, Länge 10 om) soll 

gezeichnet werden. Konstruiere durch llmlcgung der Grund- und Seitenflächen das Netz.
17. Ein einfaches Dach (Satteldach) hat als Giebel ein rechtwinkliges Dreieck mit 

Katheten von 3 m nnd 4 m. Die Grundkanten (auch Tranfkanten genannt) sind 10 in 
laug. Zcichue das Dach im Maßstab I : 100 und stelle ein Modell von ihm her. 
Anleitung: Lege das Giebeldreieck mn.

18. Zeichne und modelliere ein Hans mit dem in Aufgabe 17. beschriebenen Dach. 
Mnnerhöhe bis znm Dach 6 in.

19. Zeichne ein Dach wie in Aufgabe 17. und vcrfehe die beiden Dachflächen mit 
Höhenlinien von 0,6 m Höhenunterschied.

20. EinStück von 60m Lange eines geradenEisenbahndmnures soll gezeichnet werden. 
Untere Dannnbreite 10 m, obere 4 in, Höhe 6 in. Maßstab 1 : 200. Bestimme 
den Böschnngswinkel der Dnmmböfchnng.

21. Zeichne auf den Böschungen des Dammes in Aufgabe 20. die Höhenliuieu in 
1, 2, 3, 4 in Höhe.

22. Das Erdreich, ans dein ein Dammweg aufgeworfen werden soll, hat einen 
Böschungswinkel von 40°. Der Weg soll 4 m breit werden und 5 m über der wagcrechten
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Umgebung liegen. Zeichne ein Stück des Dammes im Maßstab l : 100. Anleitung: 
Lege einen beliebigen vertikalen Querschnitt des Dammes in die Bildebene um.

23. Zeichne einen senkrechten Zylinder a) stehend, b) liegend (mit Netz).
24. Zeichne einen a) senkrechten, l>) schiefen Kegel.
2S. Zeichne eine Kugel.
*26. Ein aus Sand oder sonstigem losem Stoff aufgeschüttetcr Kegel heißt ein 

B ö sch un g sk e g cl. Stelle einen solchen aus gesiebtem trockenem Sand her 
mittels eines Trichters oder einer Tüte, die an der Spitze ein Loch hat (nach Scheffers- 
Kramer, Leitfaden der darstellenden und räumlichen Geometrie, I. Teil). Die Seiten
linien dieses Kegels sind Fallinien seines Mantels und haben als Neigungswinkel den 
Böschungswinkel (S. ^kS). Der Grnndkreis heißt B öschungskrcis, sein Radius r 
Böschungsradius (Fig. ZZcr und b). Wie wächst er mit der Höhe des Kegels?

Zeichne Böschungskrcise für 30" Böschung und die Höhen 1 oiri, 2 am, 3 am nsw. 
Eine Dammböschung kann man als gemeinsame Berührungsfläche an die unzähligen 
Böschungskegel betrachten, deren Spitzen den oberen Dammrand bilden. Versuch 
(Fig. Z4): Bewege die erwähnte Sandtüte, während der Sand heransrieselt, gleich
mäßig in gleicher Höhe ganz langsam in gerader (oder krummer) Linie. Betrachte 
die Böschungen am Anfang und Ende des entstandenen Sandwalles. Zeichne, wie in 
Fig. ZZ b, eine Anzahl von Böschungskrcisen, deren Mittelpunkte die Grundrisse der Kegcl-

Figur S4.

!pitzen sind. Zeichne aufGrund dieserBetrachtnng inAufgabe2O—22dieDammböschuugen 

an den Enden der Dämme, wo der Übergang der seitlichen Dammböschungen in die 
Endböschungen nicht in scharfen Kanten erfolgt, sondern durch die Mäntel der zu deu 
Endpunkten der oberen Dammründer gehörenden Böschungskegel abgerundet wird.



Fortsetzung öer öarstellenöen Geometrie.
lZ. Oie senkrechte Parallelprojektion. (Zweiter Teil.)

Oie Ermittlung der wahren Gestalt einer ebenen Figur aus ihrer Projektion.
Vorbemerkung. Wir betrachten einen beliebigen von lanter ebenen Flächen 

begrenzten Körper, z. B. das dreiseitige Prisma Fig. 27*).  Aus der Be
trachtung der parallelen Endflächen hatten wir schon Satz XV. abgeleitet. 
Jetzt wollen wir einmal drei Flächen betrachten, von denen keine parallel sind, 
z. B. die Deckflächc und die beidcnSeitcnflächen und

*) Die Hinweise auf im ersten Teil enthaltene Figuren und Sätze ließen sich 
nicht ganz vermeiden. Es wird erwartet, daß die Schüler den Teil noch besitzen. Diese 
Fußnote gilt nicht für die Ausgabe in Heften.

Welche Kanten entstehen durch diese drei Flächen? Wie viele Kauten 
sind es? Welchen Punkt haben die drei Flächen gemeinsam? Welche Beziehung 
besteht zwischen den drei Schnittkanten nnd diesem Punkte? Gib an, welche 
Flächen in den anderen Endpunkten des Prismas znsammcnstoßen. Kann mau 
hier dieselben Beobachtungen machen? Sind auch drei nicht parallele Flächen 
vorhanden, die in keiner Ecke Zusammenstößen? Wie verlaufen die Schnitt
kanten dieser Ebenen? Untersuche auch andere Körper in derselben Weise. Das 
Ergebnis lautet: Drei uicht parallele Ebenen haben entweder einen Punkt 
gemeinsam, in welchen mich ihre Schnittkanten zusammeulaufcn, oder ihre 
Schnittkanten sind parallel. Um nun nicht hier, wie an vielen anderen Stellen, 
immer zwei Fälle unterscheiden zu müssen, sagen wir im zweiten Falle, 
die Schnittkanten treffen sich im „Unendlichen". Wir „fingieren", d. h. er
dichten nämlich in der Richtung der parallelen Geraden einen und zwar 
nur eiuen (weshalb?) unendlich fernen Pnnkt, der natürlich kein eigent
licher Punkt sein kaun, denn der Raun: ist nach unserer Anschauung unendlich, 
d. h. ohne Ende und kann deshalb nicht in einem bestimmten Punkte anfhören. 
Einige Mathematiker vermeiden den Ausdruck „unendl ch ferner Punkt" und 
nennen ihn nur den „nneigentlichen Punkt". Praktisch sind für den Zeichner 
Gerade schon dann von Parallelen kaum zu unterscheiden, wenn sie nach 
einenr etwa 60 m entfernten Punkte laufen, und werden es immer weniger 
sein, je weiter dieser Punkt sich entfernt. Man denke z. B. an zwei in dem
selben Zimmer hängende Lote, die sich im Erdmittelpunkte schneiden würden, 
oder an zwei Visierlinien nach der Mitte der Sonne.

Wir können nach dieser Festsetzung unser Ergebnis kurz so aussprechcn: 
XVI. Drei niobt ^uruUets blbomm solnuäclvn «lob in ärei doraäon, die 

äuiob o i n e n I'unkb Aobvn. Vig. Z-5 er), ä), o) (siehe nächste Seite).
Ganz aus demselben Grunde, also um die Sätze zu vereinfachen, sagen 

wir in demselben Sinne von einer Geraden, die einer Ebene parallel ist, 
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sie schneide sie im Unendlichen, und von zwei parallelen Ebenen, sie schneiden 
sich in einer unendlich fernen Geraden, ohne dabei an einen wirklichen 
„Schnitt" zn denken.

Erster Fall. Wenn zunächst die Ebene der Figur, dereu wahre Gestalt wir 
ermitteln wollen, parallel I! ist, so folgt aus Satz 3. (S. 6) und XIV. (S. 76), 
daß die gegebene Figur ihrem Bilde kongruent sein mnß. Wir merken uns:

Satz 11. Eine ebene Figur, die der Bildebene parallel 
ist, bildet sich unverändert ab.

Zweiter Fall. Die Ebene der gegebenen abgebildeten Figur ist nicht 
parallel !!. Dann ermittelt man die wahre Gestalt der Figur, indem mau 

Ebeue durch Drehung 
um ihre Spur e in die 
Bildebene umlegt, wie wir 

Figur LLK.Figur «2«.

es schvu in einfachen Fällen einige Male ausgeführt haben. (Sollte die 
Spur nicht erreichbar sein, so erfolgt die Umlegung nm eine Höhenlinie

Figur S«.

in die zugehörige Horizontalebene, wobei nur die Höhen aller Pnnkte der 
Figur um die Höhe der Horizoutalebene zu verkürzen sind.)

Dabei bleibt es gleichgültig, ob die Drehung links- oder rechtsherum 
geschieht. In Fig. 26 ist die zweite Richtung gewählt (weshalb?). Sei nun >1 
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ein beliebiger Punkt der hier nicht gezeichneten gegebenen Figur und UUg 
seine Fallinic. Bei der Drehung beschreibt U (vgl. S. 7) durch die Luft 
einen Kreisbogen mit dem Mittelpunkt /1g und dem Radius .4Ag und 
fällt schließlich auf (/I). Ug/1 bleibt stets Z, e, also ist auch in der Eudlage 
/1«(/1) -1_ e- Ebenso verhält sich jeder andere Punkt der gegebenen Figur, 
z. B. L, der nach (L) fällt. Die Verbindungslinie U/t (— a) fällt mif (U)(L). 
Die Ausführung der Zeichnung zeigt Fig. 36 ü). Geometrische Örter für 
(A) und (L) sind: 1. die Senkrechten K^4o nnd 2. In die Zeichen- 
ebene umgelegte Kreise um /1g uud mit dcu Hypotcuusen der ebenfalls 
umgelegten Dreiecke /lU'/lg nnd /l/t' /tg als Halbmesser. Man nennt die für 
die Bestimmung der Punkte (U) und (L) wichtigen Dreiecke A/E/1g und 

die Konstruktions dreiecke (vgl. S. 2k)) dieser Punkte.
Bemerkung. Ist .8',, die (nach Sah 9. in e liegende) Spur der Geradem a, 

so geht nach Satz S. S. 7 auch U/L' durch ebeusv aber auch (U)(8), deun 
der Punkt .8,, ändert bei der Umlegung der Ebene seine Lage nicht. Hieraus 
folgt: Der Schnittpunkt der Projektion einer in der 
Ebene liegenden Geraden mit der umgelegten Ge
raden liegt auf der S p u r d e r E b e n e. Man hat daher, nachdem 
uran einen Punkt (A) der umgelegten gegebenen Figur auf die obeu an- 
gegebcue Weise gefunden hat, als (dritten) geometrischen Ort für die 
Umlegung jedes anderen Punktes ü anf /1§„ die Gerade (/1)^„. Man kann 
dies als Probe auf die Genauigkeit der Zeichnung benutzen.

Die Geraden U'L' und (A)(L) stehen in einer merkwürdigen Beziehung 
zueinander: Die Verbindungslinien entsprechender Punkte f/1'(.4), L'(L)j 
sind parallel, und der Schnittpunkt beider Geraden liegt auf einer 
festen Geraden (e). Diese Beziehung gilt für alle entsprechenden Punkte 
und Geraden der Projektion einer in liegenden Figur uud der in I! 
umgelegten Fignr, da e unverändert bleibt. Zwei Figuren, welche diese 
Eigenschaft haben, heißen affin (verwandt), die Eigenschaft heißt Affinität 
(Verwandtschaft), die Richtung der parallelen Verbindungslinien ent
sprechender Punkte Affinitätsrichtung und die Gerade, auf welcher 
die entsprechende,: Geraden der beiden Figuren sich treffen, Afsiuitäts- 
achse. Die Affinitätsrichtung braucht nicht, wie hier, senkrecht zur Affinitäts
achse zu sein, sondern ist i. a. beliebig.

Stelle ein bewegliches Modell nach Fig. 36 a) her. Vgl. auch Fig. 96.
Gruudaufgabe 8. Aus dem gegebenen Grundrisse U'L'L'D'Li' 

e i n e s i n d e r g e g e b e n e n Ebene ^liegenden Vielecks 
ALtiDL die wahre G e st a l t des Vielecks zu bestimmen.

Erste Konstruktion. Fig. 27. Die Ebene E wird umgelegt, die Umlegungen 
der einzelnen Eckpunkte des Vielecks werden mittels ihrer Konstruktions
dreiecke kvnstrniert, wie soeben beschrieben wurde, und verbunden. Legt 
man wie in Fig. 37 um, sodaß das Vieleck auf die entgegengesetzte 
Seite des Grundrisses fällt, so sieht man es von der Unterseite. Will man 
seine Oberseite haben, so muß man die Ebene in entgegengesetzter Richtung 
herabschlagen, wobei aber meistens die umgelegte Figur teilweise auf den 
Grundriß fallen wird.
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Zweite Konstruktion. Fig. Z<Z. Mittels der Affinität kann die Aufgabe leicht
in folgender Weise gelöst werden. Man fällt wieder von .l', L', L", O', die

Figur S?. Figur S«.

Senkrechten auf e, zeichnet von einem Punkte, z. B. /l, die Uurlegung (zl) 
wie bei der ersten Konstruktion und findet nun die übrigen Punkte durch die 
Affiuität. Zum Beispiel liegt:

(L) auf der Senkrechten von L' auf e uud attf (/I)
(O ,, „ (S)
(0) „
(L) „ „ (O).

Zur Prüfung der Genauigkeit oder bei uugüustiger Lage des Schnitt- 
puuktes wird man bei einigen Punkten auch die erste Konstruktion an- 
wenden.

Llbungsanfgaben.

1. Führe die Umlegung in der achten Grnndaufgabe in entgegengesetzter Drehnngs- 
richtnng aus.

2. Bestimme die wahre Größe eines Winkels im Raum, wenn der Scheitel und die 
Schenkelspuren gegeben sind.

3. Zeichne die wahre Gestalt eines gegebenen im Raume liegenden Dreiecks. An
leitung: Ermittle zuerst e und e.

4. Ermittle den wahren Flächeninhalt eines im Raume gegebenen a) Dreiecks, 
b) Parallelogrammes, o) Trapezes.

5. Drei Eckpunkte eines Vierecks sind durch ihre Grundrisse und Koten gegeben. 
Von dem vierten kennt man nur den Grundriß. Man soll die wahre Gestalt des Vierecks 
bestimmen. lGrundaufgabe 6. S. 76.)
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Awci (kbcncu.
Grundausgabe 9. Die Schnittkante zweier durch ihre 

S p u r e n ll nd Neig n n g s w inkel bc st i m nr t e n E b e n e u 
(Dachflächen) zu finden.

Erster Fall. Die Spuren der gegebenen Ebenen sind nicht parallel.
Analysis. Die Schnittgerade zweier Ebenen (/X nnd 8 Fig. 69 «) ist durch 

zwei ihrer Punkte bestimmt. E i n solcher beiden Ebenen gemeinsamer

Figur 39.

Punkt ist der in II gelegene Schnittpunkt X der beiden Ebenenspuren a 
und ä (nach XVI. S. 21). Um einen zweiten Punkt zu erhalten, braucht man 
nur eure Ebene II^II durch die beiden Ebenen zu legen, wodurch man 
(s. S. 76) die beiden in gleicher Höhe k^ liegenden Höhenlinien und 
erhält, deren Schnittpunkt nach XVI. ein zweiter Punkt der Schnitt
kante /c sein muß. XX'i ist die Schnittkante. Ihren Neigungswinkel x findet 
man nach der Grundaufgabe 3. aus dein umgelegten Konstruktionsdreieck 
XX/Xi. Zur Probe mag man noch einen dritten Punkt Xz bestimmen.

Konstruktion (Fig. 69 9) nach Grnndnufgabe 7. S. 17.
Bemerkung. Man kann die Schnittkante auch mittels zweier Schichtlinien- 

Paare in verschiedenen Höhen finden (Fig. 69«).
In welchem Falle m u ß man es so machen? Welche Lage hat V zu a und ä, 

wenn — «?
Zweiter Fall. Die gegebenen ,

Spuren sind parallel (Fig. 19« und ä). ----- --------- A

Figur Figur-79 s-.
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Analysis. Die Schnittkante lc der beiden Ebenen (Fig. 4kl «) ist in diesem 
Falle nach XVI parallel a und b, also atlch parallel !! (weshalb?). Ein durch 
7^ senkrecht zu a (und b) gelegter Bertikalschnitt 7^(177 enthält die beiden 
Fallinien F'tz und 7>7k, also auch nach S. 7S die Neiguugstvinkel« und der 
beiden Ebenen. Seine Umlegung in die Bildebene ist somit leicht zu zeichnen. 
Die Projektion /c' ist nach XVI. parallel a (und b).

Dieser Fall liegt bei einem einfachen Satteldach vor. /c ist der „Dachfirst".

Übungsaufgaben aus verschiedenen Gebieten.
I . Drei Ebenen, /<, 6, l", deren gegebene Spuren ein gleichseitiges Dreieck bilden, 

haben die Neigungswinkel « — 30°, — 45°, --- 60°. Den Schnittpunkt der drei
Ebenen zu zeichnen.

2. Von drei gegebenen Ebenen 6, 1" haben und 8 die parallelen Spuren a 
und s, die von der dritten Spur c geschnitten werden. Zeichne die wahre Gestalt des 
von o und den Schnittkanten (/^U) und (8U) begrenzten Dreiecks sowie die Neigungs
winkel dieser beiden Schnittkanten.

3. Bestimme die Schnittkante zweier gegebenen Ebenen und 8 in folgenden 
Sonderfällen:

a) I! II, 8 schief,
b) .1. II, 8 schief, 
°) SHI.

4. Zerlege die folgenden, 6—10 om hohen Körper durch ebene Schnitte parallel 
zur Bildebene in l. om dicke Schichten: u) dreiseitiges schiefes Prisma (stehend); b) drei
seitiges liegendes Prisma; o) regelmäßige achtseitige Phranride; ä) seirkrechter Halb- 
zylinder auf der Schnittfläche liegend; <-) senkrechter Kegel; l) schiefer Kegel; x) Halb
kugel, auf der Schnittfläche liegend.

5. Zeichne Vertikalschnitte durch einfache Körper und bestimme die Gestalt der Schnitt
fläche durch Umlegung. Anleitung: Die Grundrisse der Schnitte, die zugleich ihre

Spuren sind (f. S. IZ), seien gegeben. Die Schnittpunkte mit den Seiteukanteu (U 
in Fig. 47, U und 8 in Fig. 42)sind in der Zeichnung unmittelbar gegeben. Ihre Grund
risse sind die Schnittpunkte der Grundrisse der Seitenkanten mit dem Grundriß der 
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Schnittebenc. Ihre Kote» ermittelt »ran durch Umlcgung der projizierenden Ebenen 
(z. B. LLDH der Seitenkantcn. Schließlich legt man den ganzen Vertikalschnitt um.

6*). Zeichne einen mit 10" Neigung ansteigenden geraden Dammweg von 4 in Breite, 
der bis zu einer Höhe von 6 in ansteigt, an beiden Seiten Böschungen von 45" Steigung 
hat und oben in einen horizontalen Dammweg von derselben Breite und Streichrichtung 
übergeht. Maßstab 1 : 200. Anleitung: Die Spur uud die übrigen Höhenlinien 
eines geneigten Weges sind senkrecht zu den Wegrändern.

7. Auf ciuen wagcrechtcn Damm vou 5 in Höhe soll ein Weg von 4 in Breite und 
15" Steigung hinaufgeführt werdeu, dessen Richtung zur Dammrichtung senkrecht steht. 
Der Böschungswinkel betrage für alle Böschungen 45". Maßstab 1 : 200. Anleitung: 
Lösung nach Grundaufgabe 9. Beachte die entstehenden einspringcndcn sogenannten 
Hohl- oder Kehllauten.

*8. Löse Aufgabe 7. für den Fall, daß dieRichtuug desZugnugswcgcs mit derRichtung 
des Dammes einen Winkel von 30" bildet.

9. Zwei Eisenbahndämmc von kongruenten Querschnitten kreuzen sich unter einem ge
gebenen Winkel. Zeichne die Krcuzuugsstellc nach Grnudnufgabe 9. Böschungswinkel 30°.

*10. Konstruiere wie in Aufgabe 9. die Kreuzungsstelle zweier Eisem 
bahndämme, von denen dcr eineeinc kreisförmige Kurve bildet. Anleitung: 
11m hinreichend viele Punkte der Durchdringuugslinien der beiderseitigen 
Böschungen an der Kreuzungsstellc zu erhalten, gebraucht mau eine Anzahl 
von Höhenlinien der Böschungen.

*l I. Führe die Konstruktion der Aufgabe 10. aus, wenn beide Dämme 
kreisförmige Kurven machen.

12. Es soll das Bild einer Talsperre gezeichnet werden. Die Sperrmauer 
habe den in Fig. 42 abgcbildeten Querschnitt, wahrend die durch sie ver
bundenen ebenen Bcrgabhänge Böschungswinkel von 25° und 30° besitzen. 
Die Talsohle sei 20 in breit. Maßstab l : 500. Figur 4S.

Bei den folgenden Dachzeichn n n g c n nimm als Bildebene nicht 
den Erdboden, sondern die durch die unteren Dachknnten (die „Trauf- 
kanten") gelegte Horizoutalebcuc, so daß diese die Spuren der Dachflächen 
werdeu. Die obersten, meistens horizontalen Dachkanteu bilden den „First" 
des Daches, die übrigen sollen als „Grate" bezeichnet werden oder als 
„Hohl-(Kehl-)Kanten" (Unterschied?). Die wahren Gestalten der Dachflächen 
sind durch Umlegen zn ermitteln. Fertige auch einige Dachmodelle an. 
Maßstab l : 100.

13. Zeichne auf einen Turm von kreisförmigem (r --- 2 iu) Grundriß ein Kcgeldach. 
Neigungswinkel der Seitenlinien « -- 60°.

14. Auf ein Haus von rechteckigem Grundriß soll ein Pultdach gesetzt werden. 
(Ein Pultdach hat nur eine Dachfläche, die von einer Mauer bis an die gegenüber
liegende reicht (Fig. 44 4). Neigungswinkel « --- 60".

U Bei Übungen 6.—8. beachte Übung 26. Seite 22.
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15. Auf ein Hans von rechteckigem Grundriß soll ein a) altdeutsches, d) neudeutsches, 
v) italienisches Satteldach gesetzt werden. (Siehe Fig. 44 444, 414.)

16. Zeichne auf rechteckigem Grundriß:
a) ein holländisches Dach (Walmdach). Neigungswinkel « — 60" (Fig. 44 17))

Figur 4»^.

d) ein Mansardendach. Iteigungslvinkel der unteren Dachflächen 75", der oberen 
30° (Fig. 44 ^4);

v) ein Tonnendach (halbzylindrisch) mit Höhenlinien von 1 m Höheinmter- 
schied (Fig. 44 ü/4).

17. Zeichne ein Kuppeldach mit Höhenlinien wie in Übung 4. (Fig. 44 1^4//).

18. Zeichne Dächer von den in Fig. 45 abgebildeteu Grundrissen.
19. An einer Mauer ist ein kegelförmiger Sandhaufen aufgeschüttet (Fig. 46), dessen

Achse von der Mauer 25 om entfernt ist, während der Halb
messer des Grundkreises 1 m beträgt. Der Böschungswinkel 
(Neigungswinkel der Seitenlinien des Kegels) sei « — 30". 
Bestimme die Gestalt der vom Sande verdeckten Mauerflüche. 
Anleitung: Zeichne Höhenlinien mit 10 am Höhen
unterschied und lege die gesuchte Fläche um. Maßstab 1 : 20.

20. Zwei gleiche Saudkegel sind nebeneinander auf
geschüttet, sodaß sie sich (scheinbar) durchdringcn. Ihre Achsen 
sind 60 am voneinander entfernt, ihre Halbmesser sind eben
falls 60 am. Der Böschungswinkel ist 30". Bestimme die 



L. Die senkrechte Parallelprojektion. (Zweiter Teil.)

Gestalt der beiden Kegelflächen gemeinschaftlichen Linie (der sogenannten Durch- 
dringnngskurve). Maßstab t: 10.

21. In einen ebenen Bergabhang (Böschungswinkel« — 60°) mündet senkrecht zur 
Spur des Abhanges ein Tunnel, dessen Wände senkrecht sind, und dessen Decke halb
zylindrisch gcivölbt ist. Zeichne den Tunneleingaug.

22. Es sei auf einer Karte die Zeichnung eines ebenen Bergabhanges mit Höhen
linien bon 10 zu 10 m Höhe gegeben. (Fig. ^7.) Der Maßstab der Karte fei 1 : 1000. 
Bestimme: a) die Steigung des Hanges aus dem 
Abstande der Projektionen zweier Höhen
linien; d) die Steigung eines auf dem Abhauge 
gelegenen geraden Weges LL; o) wie ein Weg 
gelegt werden muß, der von L aus mit einer 
Steigung von 5° hinaufgeht.

23. Die untenstehende Zeichnung stellt einen 
Berg auf einer Landkarte im Maßstab 1 : 100 000 
(1 vm — 11on) durch Höhenlinien von 50 m Höhen
unterschied dar. a) Wieviel Gipfel sind vorhanden? 
Wo ist ein Sattel (Paß)? Wo eine Schlucht? An 
welchen Stellen ist der Abhang am steilsten? 
b) Zeichne einen Vertikalschnitt (Profil) durch 
die beiden Gipfel mit fünffacher Übertreibung der 
Berghöhen. (Anleitung: Zeichne die Strecke 
mit sämtlichen Schnittpunkten der Höhenlinienrisse und errichte in diese» die mit 5 
multiplizierten Höhen.)

o) Zeichne auch die Profile zweier Vertikalschnitte senkrecht durch die Gipfel.

<1) Von L führt ein Fußpfad LLLl-d im Zickzack auf den Gipfel. Wie groß sind (durch
schnittlich) die Steigungen der einzelnen Wegstrecken? Zeichne das Profil des Weges.
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(Anleitung: Trage die einzelnen Strecken LL', L'L', ... nacheinander auf einer 
Geraden ab, errichte in den Teilpunkten die zugehörigen Höhen (etwa auch in fünffacher 
Übertreibung) und verbinde die aufeinauderfvlgenden Punkte.

s) Von soll über den Sattel H nach L ein möglichst kurzer bequemer Fahrweg an
gelegt werden, dessen Steigung an keiner Stelle mehr als 2" betragt.

Darstellung des Kreises.
Grundaufgabe Ist- Einen gegebenen Kreis vom Radius r 

zu projizieren, w enn d er Mittelpunkt M (durch Grundriß 
und Höhe) und die Spur oder Kreiseb eue gegeben sind.

1. Fall. Die Kreiseb ene E U-
Lösung. Das Bild des Kreises ist eine Strecke von der Länge 2 r 

(warum?) und fällt in die Spur.
2. Fall. II.
Lösung. Das Kreisbild ist dem gegebenen Kreise kongruent. (Satz ll).
3. Fall. Die Kreisebeueist gegen i! geneigt.
Analysis. Fig. Die durch den Kreismittelpuukt M gezogene 

Höhenlinie UL und die Fallinie (7D sütd zwei aufeinander senkrechte

Figur

Durchmesser des Kreises. Ihre Grundrisse ^'9?' und sind ebenfalls 
aufeinander senkrecht (warum?) uud U'L' —2r. Dagegen ist 6"D'< (77). 
Bezeichnen wir —2r mt 2«, (7'7/— 2 kU'6" mit 2b, so ist also 
2b < 2er oder b < er. Die Projektion des Kreises ist offenbar eine geschlossene 
Kurve, die durch und /)' geht. Um weitere Punkte zu erhalten,
ziehen wir eine beliebige Sehne ^lL, so ist ebenfalls eine 
Höhenlinie, und ihr Riß ist parallel U'L' und gleich (weshalb?).
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Ist 74 der (auf liegende) Halbieruugspunkt von so halbiert 74" 
auch 6"H'. Legt mau das Konstruktiousdreieck 4l7gk>7'7>4 iu die Ebene II 
nm, so kann man alle Punkte leicht ermitteln.

Konstruktion. Fälle M'ü7g e und ziehe Z7"(417) jseuud —m,soist4I7'4I7o(^) 
das umgelegte Konstruktiousdreieck des Mittelpunktes. Trage von (Ü7) aus
auf (M) Ü7„ beiderfeits 
(717) (6")-(717) (7))--,-ab 
und bestinune durch 
Seukrechte von (6) und 
(7))auf71/'7I7„dicPunkte 
<7' und 7)', sowie durch 
Abtragen von a (---,-) 
auf 717717' die Punkte A' 
und 77'. Weitere Punkte 
7^' und H' des Kreisbil 
des erhältst du am ein- 
fachsten, ivenn du auch 
deuHalbkreis^L/) durch 
Drehuug mn (6H (7)) iu
die Grundebene umlegst, auf (6H (7)) beliebige Punkte (74) annimmst, 
von ihnen die Senkrechten auf 6"/)' fällst, uud von den Fußpunkten 74'^) 
nach beiden Seiten die zugehörigen Kreis-Halbsehnen (74) (H) abträgst.
Die Endpunkte 7" und H' sind Punkte des Kreisbildes.

Bemerkung. Die gefundene Kreis
projektion wird eine Ellipse ge
nannt. 717' heißt ihr Mittelpunkt, 
der (größte) Durchmesser A'L' -- 2« 
die Hauptachs e, der (kleinste) Durch
messer 6"7)' -- 2b die Nebenachse. 
Die Endpunktes" und 77' der Haupt
achse heißen die Haup tscheitel, die 5 j 
Endpunkte 6" und 7)' der Nebenachse 
die Neb ensch eitel. Beide Achsen find 
Symmetrieachsen der Ellipse (wes
halb?). Da das Zeichnen einer El
lipse nur aus einer Anzahl ihrer 
Punkte eiuesehrsichereHaud erfordert, 
benutzt mau dazu ein Kurvenlineal. 
AberauchdieAnwenduugeincssolchcn 
erfordert Übung. Mechanische Werk-

Figur .W.

zeuge, die sogenannten „Ellipsenzirkel", sind entweder teuer oder unvoll- 
kolnmen. Am besten gelingt die Zeichnung mittels eines gewöhnlichen 
Zirkels: Es läßt sich nämlich für jeden Punkt der Ellipse (allgemein einer 
Kurve) ein Kreis angeben, der sich zwar nicht mathematisch genau, aber

l) In Fig. 49 b steht L statt 46.
Detlefs, Anfangsgriinde der darstellenden Geometrie. I. 
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doch praktisch mit genügender Genauigkeit in der Nähe des Punktes an sie 
auschmiegt. Er heißt der K r ü mmungskreis, sein Mittelpnnkt der 
K rüm m u n g s m i t t elp nnkt. (Näheres darüber siehe R.-Z. /l IV: An
wendungen der Differentialrechnung.) Für die Zeichnung benutze man die 
Krümmungskreise in den Scheiteln der Ellipse. Die Konstruktion der 
Krümmungsmittelpunkte Zr,, ZZz, Zv^, Zv^ sowie die Längen der Radien 
pr P2) und gz (— g,,) sind aus Fig. zu ersehen, aus der man auch 
die Genauigkeit der Auschmieguug erkennt. Ju dieser Figur sind die Scheitel 

^z liud genannt. Die Bogcnstücke, die sich nicht mehr genau genug 
mit Krümnmngskreisen decken, können mit dem Kurvenlineal unter Be
rücksichtigung der konstruierten Ellipsenpunkte gezeichnet werden. Löse auf 
diese Art die Aufgabe, einer Anzahl von Rechtecken verschiedener Form und 
Größe die Ellipsen einzubeschreiben, deren Achsen die Mittellinien der Rechtecke 
sind. DieSeiten desRechteckssindTangenten derEllipse indenScheitelpunkten.

Darstellung öcr Kugel.

Läßt man die Sonnenstrahlen senkrecht auf einen ebenen Schirm fallen 
nud fängt anf diesem den Schatten eines Gummiballes auf, so bemerkt mau, 
daß der Schatten stets kreisförmig ist und den Durchmesser des Balles hat. 
Die senkrechte Projektion einer Kugel ist eiu Kreis vom Durchmesser der 
Kugel. Man beobachte auch deu Ballschatten, wenn die Sonnenstrahlen 
mehr oder weniger schief auf deu Schirm fallen. Man erhält dann eine 
schiefe Parallelprojektivu der Kugel.

Da die Darstellung der Kugel für die Erd- und Himmelskuude von beson
derer Bedeutung ist, wollen wir uns etwas näher mit ihr beschäftigen. Aus

Figur 2/.

der Stereometrie gebrauchen wir den 
leicht zu beweisenden Satz, daß jeder 
ebene Schnitt durch eiue Kugel eiu 
Kreis ist. Insbesondere ist jeder 
Schnitt durch den Kugelmittelpunkt 
ein Groß kreis, dessen Radius 
gleich dem Kugelradius ist. Groß- 
kreise sind z. B. auf der Erdkugel der 
Äquator und die Meridiane. Der 
größeren Anschaulichkeit wegen be
trachten wir zunächst in Fig. SZ eine 
schiefe Parallclprojektion der Kngel. 
Um einen richtigen Eindruck zu er
halten, müssen wir das Bild mit ge
strecktem Arm vertikal gerade vor 
unser rechtes Auge bringen (das 
linke schließen!) und dann parallel 

sich selbst soweit nach links unten verschieben, bis es den möglichst natur
getreuen Eindruck einer Kugel erweckt. Es soll die Erdkugel vorstellen, 
z^z^ ist die Erdachse, M der Mittelpnnkt, BLLZ) der Äquator, Z^Z^Zt/^ 
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der zur Zeichenebene parallele, OOZ^ZZO der zu ihr senkrechte Meridian. 
Der Umriß der Kugel erscheint (s. d. obigen Versuch) als Ellipse. Um die 
Lage eines Punktes anf der Erdoberfläche festzulegen, benutzt man ähnlich 
wie in der Ebene ein Koordinatensystem. Da es aber auf der Kugel keine 
geraden Koordinatenachsen gibt, benutzt man statt ihrer zwei aufeinander 
senkrechte feste Kreise, statt der X-Achse den Aguator und statt der X-Achse 
den Meridian von Greenwich (6r.), den man auch den Nnllmcridian 
nennt. Die Kugel sei so gedreht, daß OOZ^ZIO der Nullmeridian ist. 
Es sei nun 0 ein beliebiger Punkt der Erdoberfläche, etwa westlich von 
Greenwich, so lege man dnrch ihn den Meridianbogen Z^0() und den 
Parallelkreis OLZ" (Mittelpunkt 6). Man nennt dann, wie in der 
Erdkunde gelehrt wird, den Bogen OL, gemessen durch seinen Zentri
winkel 06X — X, die geographische Länge und den Bogen O(), gemessen 
durch den Zentriwinkel OM () — die geographische Breite des Punktes 0. 
Die Länge kann auch auf dein Äquator durch den Bogen gemessen 
werden, denn die Winkel und ^00 sind nach XII. gleich. Länge 
und Breite ()0 sind nun die Koordinaten des Punktes 0. Jeder Punkt 
der Erdoberfläche hat eine bestimmte Länge und Breite, und umgekehrt 
eutspricht einer gegebenen Länge und Breite jedesmal ein bestimmter 
Punkt. Alle Punkte auf demselben Parallelkreis haben gleiche Breite und 
alle Punkte desselben Meridians gleiche Länge. Die Länge wird von Ll (0") 
östlich und westlich bis Z) (180°) gemessen; die Breite nördlich oder südlich 
von (l (0°) bis Z^ oder Z^ (90°).

Wir denken uns nun die nördliche Halbkugel auf die Äquatorebenc senkrecht 
Projiziert. Der Äquator bildet baun deu Umriß der Kugel, der Nordpol 
Projiziert sich in den Mittelpunkt, die Meridiane werden Radien, da ihre 
Projizierenden Ebenen auf der Bildebene senkrecht stehen, und die Parallel
kreise bilden sich in natürlicher Größe als konzentrische Kreise ab, da ihre 
Ebenen der Bildebene parallel sind.

Projizieren wir dagegen etwa die vordere Halbkugel auf die Meridian- 
ebene UZMlZ^, so wird dieser Meridian znm Umriß, die Erdachse 
zum scukrcchteu, der Äquator zum wagerechteu Durchmesser. Die Parallel
kreise projizieren sich als Wagerechte Sehnen, der vorderste Meridian 
als senkrechte Durchmesser, die übrigen als Ellipsen, deren große Achsen 
gleich der Erdachse sind, während die kleinen dnrch ihre geographi
schen Längen bestimmt sind. Es sei schon hier erwähnt, daß man eine 
Projektion auf eine vertikale Ebene als Aufriß bezeichnet.

Man nennt solche Abbildungen der Erdhalbkugeln vrth o g onal e 
Projektionen. Sie zeigen die Erde, wie sie aus großer Entfernung, etwa 
vom Monde aus erscheine» würde. Angewandt wird die orthogonale Pro
jektion besonders anf den Blond, weniger auf die Erde (wegen der starken 
Verzerrung am Rande).

Beispiel I. Mau soll die nördliche Erdhälftc auf dieÄquatorebenc projizieren und die 
wichtigsten Hauptstädte einzeichnen, deren auf Grade abgerundeten Längen und Breiten 

einem Atlas zn entnehmen sind.
Z*
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Lösung. Es sei 0 (Fig. SS) ein durch Länge (X) und Breite (st) gegebener Ort. Durch 
Antragen von X an den Nullmeridian L'<7 erhält man ohne weiteres den Meridian L'g 

Figur >5L.

von 0 als ersten geometrischen Ort für Ost 
Der zweite geometrische Ort ist der 
Grundriß des Parallelkreises in der 
Breite st. Seinen Radius p erhält man 
entweder aus der Umlegung der pro- 
jizierenden Ebene HOL oder, wenn 
mehrere Punkte eingezeichnct werden 
sollen, besser aus der Umlegung der 
halben Meridianebene ALL in die Bild
ebene, wo sie sich mit dem halben Äquator 
ALL deckt. Trügt nran st an L'A in 
an, so ist (0) 6 — p der Radius des Paral
lelkreises in der Breite st. Der Grundriß 
des Parallelkreises ist der Kreis um L' 
mit L' (O') — p als Radius.

Beispiels. In der orthogonalen Pro
jektion einer Halbkugel auf ihre Grund

ebene sollen zwei Punkte 0^ und Oz, deren Grundrisse 0/ und 0/ gegeben sind, 
durch einen Großkreisbogen verbunden werden. (Fig. SS.)

Lösung. Zunächst bestimmen wir die Koten o^ und vz der gegebenen Punkte durch 
Umlegen der Dreiecke L'0/0, und L'O/Oz, wobei 0^ und 0? wegen der Gleichheit
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aller Grvßkreisc in den Grundkrcis fallen müssen (vgl. anch Fig. 52). Dann können wir 
nach Grundanfgabe 4. (S. 74) die durch (weshalb?) gehende Spnr c der Ebenes
des gesuchten Großkrciscs ziehen, 
nachdem wir twrher nach Grund- 
aufgabe 3. (S. S) die Spur der 
in liegenden Geraden er- 
niittclt haben. Der Grundriß des 
(halben) Grvßkreises (s. S. 22) ist 
eine (halbe) Ellipse, deren große 
Achse unmittelbar gegeben ist. 
Die kleine Halbachse 7" 6/ (Fig. 64) 
kann durch Umlegnng des Kon- 
struktiousdrciecks des höch
sten Punktes tk ermittelt werde», 
in welchem der Kugelradius n und 
der Neigungswinkel e (aus dem
Konstruktionsdreicck vou 0, oder Oz) bekannt sind. AuS den Achsen wird dann die 
Halbellipse unter Benutzung der Krümmungskreise (S. 22) konstruiert.

Übungsaufgaben.

1. Projiziere im Maßstab k : 100 000 000 die nördliche Halbkugel auf die Nguntor- 
ebcne und zeichne das Gradnetz für die Zehuergrade. Erdradins 6370 Irrn.

2. Desgleichen die östliche Halbkugel auf die Meridiauebene von Greenwich, auch 
mit dem Gradnetz. Bei Konstruktion der Ellipsen benutze die Krümmungskreise (S. 22).

3. Trage in die Gradnetze der Übung 1. und 2. einige wichtige Punkte ein, sowie die 
ungefähren Umrisse der Erdteile.

4. Zeichne den kürzesten Seeweg von S. Franzisko (X — 118" w.) nach Dokohama 
(X ---- 140" ö.) unter der Annahme, daß beide Häfen unter 35" n. Br. liegen (der kürzeste 
Weg zwischen zwei Punkten der Kugelobcrfläche ist der Großkreisbogen). Als Pro
jektionsebene ist die Ebene des 90. Meridians zu nehme».

5. Die Grundrisse L', tl" dreier Punkte auf einer Halbkugel find gegeben. Durch 
die drei Punkte soll ein Schnitt durch die Halbkugel gelegt uud feine wahre Gestalt 
bestimmt werden. Anleitung: Bestimme zuerst die Koten der drei Punkte, sodann 
die Spur der Schnittebene und lege die Schnittebene nm. Da die mngelegte Schnitt- 
kurve ein Kreis durch (ck.), (L), (0) sein muß, kannst du deu Grundriß nach Grundauf
gabe 10. zeichnen.

*6 . Drei Punkte -4, L, 6 auf einer Halbkugel sind gegeben. Ihre Verbindungen 
durch Grvßkrcisbogeu begrenze» ein „sphärisches Dreieck". Zeichne dieses Dreieck, 
u) wenn eine Ecke, z. B. 6, im Scheitel der Halbkugel liegt, b) wenn keine Ecke im 
Scheitel der Halbkugel liegt.



o Die schiefe Varallelprojektion.
Einleitung.

Die senkrechte Projektion hat den Nachteil, das; die durch sie entstandenen 
Bilder einen recht wenig körperlichen Eindruck machen. Dieser Nachteil fällt 
bei der schiefen Parallelprojektion fort. AuS diesem Grunde nnd weil geeignete 
Modelte oft nicht zur Hand find, haben wir diese auch schon bisher immer dort 
angewandt, wo es sich um möglichst anschauliche Darstellung, insbesondere 
nm Analysisfiguren der zu lösenden Aufgaben handelte, und werden dies 
auch in der Folge tun, was wir auch den Schülern dringend anraten. Das 
Zeichnen derartiger S ch a n f i g u r e n wird beim Durcharbeiten von 
Abschnitt /l nnd ZZ den meisten schon geläufig geworden sein. Es ist auch 
in der Stereometrie bereits behandelt und an einfachen Beispielen ein
geübt, weshalb wir uns hier im wesentlichen auf etwas schwierigere 
Aufgaben beschränken können. Die wenigen einfachen Regeln für die 
Zeichnung von schiefen Parallelprojektionen (kurz S ch r ä g b i l d e r n), 
sollen zunächst noch einmal zusammengestellt und eingehender erläntert 
werden. Man vergleiche sie mit den Regeln für die senkrechte Parallel
projektion. Zur Veranschaulichung dienen einige Drähte sowie aus Draht 
hergestellte einfache Figuren (Dreieck, Rechteck, Quadrat, Vieleck, Kreis) 
uud Körpermvdelle, deren Schatten man im Sonnenschein auf einer ebenen 
senkrechten Wand im Schulzimmer oder im Freien auffängt. Die als 
Projektionsstrahlen dienenden nahezu parallelen Sonnenstrahlen fallen ja 
fast stets mehr oder weniger schief auf die Wände. Woher rührt die dabei 
beobachtete Unschärfe?

Regel 1. Fig. SA. Das Bild eines Punktes ist ein -P nnkt Z^.

Regel 2. Das Bild einer Geraden (Strecke) ist i. a. eine Gerade 
(Strecke) und nur dann ein Punkt, wenn die Gerade (Strecke) den Pro
jektionsstrahlen parallel ist. (vgl. S. 6.)

Regel 8. Die Bilder paralleler Strecken sind ebenfalls einander parallele 
Strecken (Ausnahme?), deren Längen sich ebenso verhalten wie die der 
gegebenen Strecken. (Fig. SS.)

Regel 4. Strecken, Winke l und Figuren, die der Bildebene 
parallel sind, werden unverändert abgebildet. (Führe den Beweis 
nach Fig. S7 mittels XV. und XIV. S. ZS.)

Regel 5. Teilungsverhältnisse einer geteilten Strecke bleiben in der Pro
jektion erhalten. Beweis nach Fig. SF leicht.

Regel 6. Bei einer Parallelverschiebung der Bildebene (Fig. SSa) oder des 
projizierten Gegenstandes (Fig. SSb) bleiben Größe und Gestalt des Bildes un-
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verändert. Man darf daher die Bildebene beliebig hinter, vor oder durch den

Regel 7. Alle Strecken, die auf der Bildebene senk r e ch t stehen, haben im 
Bilde dasselbe Verzerrungsverhältnis (y) und denselben Verzerrungswinkel(-p).
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Beweis. (Fig. 66.) Es sei -4/4" — a senkrecht !I nnd -4§ das Bild van -4, 
so können wir -4" als die senkrechte Projektion des Punktes z4 auf die vertikale 
Bildebene betrachten. Wir wollen -4" den Aufriß vvn/4 ueuueu (S. 66). 
-4"-4^ ist die schiefe Projektion (das Schrägbild) des Abstandes a. Da nun 
-A-4-4,-4" — k der Neigungswinkel der projizierenden Strahlen gegen die Bild

ebeneist, so folgt aus dem rechtwinkligen Dreieck,4>4"/f^: coch i — oder 

— a - d. h. die Projektion einer znr Bildebene senkrechten
Strecke a erscheint im Verhältnisse coch i verzerrt (vergrößert oder verkleinert). 
Da r ein beliebiger, aber für alle projizierenden Strahlen gleicher Winkel ist, so 
ist die Verzerrung aller znr Bildebene senkrechten Strecken dieselbe, und zwar 
ist das Berzerrungsverhältnis </— coch l. Da r alle Werte zwischen 0 und 00^ 
und daher coch f oder c/ alle Werte zwischen «> und 0 haben kann, so kaun 
offenbar das Berzerrungsverhältnis für alle zur Bildebene senkrechten Strecken, 

vom Zeichner ganz beliebig gewählt 
werden. Als besonders bequeme Werte 
pflegt man <? — z, z oder t zu nehmen.

Um nun auch die Richtung der Bild
strecke -4"-4§ festzulegen, beziehen wir 
sie auf die Schnittgerade der Bildebene 
mit einer beliebig angenommenen hori
zontalen Grundebene. Diese Schnitt
gerade heißt die „Achse" der Bildebene. 
Ziehen wir LK parallel zur Achse durch 
-4", so nennen wir — P den
Verzerrn ngswinkelder Bildstrecke 
/4"-4§. Auch dieser Verzerrungswinkel 
kann offenbar ganz beliebig (aber für alle 
Strecken senkrecht II gleich groß) gewählt 

werden, da der Neigungswinkel der Ebene -4 alle möglichen Werte an- 
nehmeu kann, die man bei der Drehung um -4-4" erhält. Man wählt für cg 
wegen der Gestalt der Zeichendreiecke meistens 30", 45", 60" oder 90".

Die vorstehenden sieben Regeln genügen, die Schrägbilder räumlicher 
Gebilde iu eiufacher Lage zur Bildebene herzustellen, sowie Konstruktionen 
im Raum in der Ebene abzubilden. Auch kauu man umgekehrt aus einer 
fertigen Zeichnung die wahren Abmessungen der dargestellten Gebilde ent
nehmen, wenn und P bekannt sind. Strecken, Winkel und Figuren, die 
der Bildebene parallel sind, werden ja unverändert abgebildet. Die wahre 

Länge a einer Strecke, die senkrecht znr Bildebene steht, ist einfach . Bei 

schiefer Lage zur Bildebene führen Umlegungen in diese zum Ziel. Der 
einzige Melstand der Schrägbilder ist der, daß man in der Zeichnung die 
Gegenstände so sieht, wie sie aus großer (eigeutlich uneudlich großer) Ferne 
erscheinen würden, was aber bei geometrischen Gebilden kaum störend wirkt. 
Vor der Ausbildung der Zentralperspektive pflegten sich sogar die Maler 
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dieser naheliegenden Projektionsart zu bedienen, freilich ohne ihre noch 
nicht genügend bekannten Regeln immer streng zu befolgen.

In den Regeln für die schiefe Parallelprojektion find sämtliche Regeln für 
die senkrechte Projektion als Soudcrfall (i 90°) der Parallelprojektion 
enthalten.

Beispiele.
Beispiel l. Von einem Pnnlte kennt man den Aufriß und seinen Abstand a von der 

Bildebene: Das Schrägbild des Punktes für - — -x — 45° zu konstruieren.

Analysis. Ist -4 (Fig 67 a) der gegebene Punkt, ^4" sein Ausriß und -4z sein Schräg
bild, so ist — - - a — a. Zieht man 7.7? durch parallel zur Achse, so ist 

7M"Nz P -- 45°.

Konstruktion siehe Fig. 67 6.

Determination. Der Punkt kann vor (wie -4), i n oder hinter der Bildebene 
liegen Liegt er i n der Bildebene, so fällt sein Bild mit ihm zusammen (z. B. ^4"). 
Liegt er, wie L, hinter der Bildebene, so muß sein Projektionsstrahl die Bildebene durch
stechen. Der Durchstichpunkt 77z ist das gesuchte Bild. Der Verzerrungswinkel ist dann 
entgegengesetzt, hier oben rechts an 7.77 anzutragen und auch hier ist ----- 6 
— -4 6. (Der Einfachheit wegen ist in Fig. 67 a L auf der Verlängerung von an
genommen, weswegen 77" mit N" zusammenfällt.)

Bemerkungen. 1. Aus der Losung dieser Aufgabe folgt, daß mau, um ciu 
Schrägbild irgendeines Raumgebildes zu erhalten, zunächst nur den Aufriß, 
d. h. die senkrechte Projektion auf die Bildebene (die hier gleichzeitig die 
Aufrißebene ist) zu zeichnet: braucht. Hierfür gelten die Regeln, die in: Ab
schnitt A für die senkrechte Projektion auf eine Ebene befolgt sind. Von den 
erhaltenen Aufrissen der Punkte aus konstruiert man dann nach Beispiel 1. die 
Schrägbilder uud erhält so je uach den Werten von <7 und -p jedes beliebige 
Schrägbild. Diese Methode ist bei schwierigeren Aufgaben zu empfehle«, 
da es oft leichter ist, den Aufriß zu entwerfen, als sofort den Schrägriß. 
2. Beim Zeichnen von Schrägbildern hat man oft viele Strecken in demselben
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Verhältnis (1:2, l : 3, 2 : 3 usw.) zu verkürze». Dazu empfiehlt es sich 
einen einfachen Verkleinerungsmaßstab herzustellen, wie in Fig. 6L. In ihr

(Schnittgerade der horizontalen Vielecksebene mit

ist o/ki ; 0/i, O/tz -- z 0/1, 
ferner sind durch /l, /k^, /lz 
drei Parallele gezogen. Trägt 
man urm die zu verkleinernde 
Strecke — a ab und zieht 
O/ch so wird — r 
^2^2 " » (Beweis!)

Beispiel 2. Ein gegebenes 
Vieleck l 2 3 4 5 in horizontaler 
Lage zu zeichnen. P — 45", 
V- ---

Lösung. Lege das Bieleck zu
nächst durch Drehung um die Achse 
der Bildebene) in die Bildebene

um. Das umgelegte Bieleck heiße (1) (2) (3) (4) (5). Fülle von den Ecken des Vielecks die

Mgur WK.

Senkrechten (1) 1", (2) 2", 
(3) 3", (4) 4" und (5) 5" 
auf die Achse. Denkst 

§ du dir nun die Vielecks- 
ebeue wieder in die hori
zontale Lage zurück- 
gedrcht, so bleiben diese 
Senkrechten stets senk
recht zur Achse und stehen 
zuletzt auch senkrecht zur 
Bildtafel. Sie lassen sich 
also alle nach Regel 7. 
unter dem gegebenen 
Berzerrungswinkel ein-
ander parallel und in der 
gegebenen Verkürzung 
zeichnen. So erhältst du 
die Schrägbilder 1z, 2z, 
3z, 4z, 5, der Ecken und 
durch ihre Verbindung 

das verlangte Viel- 
VI ssV eck. Die Zeichnung 
sst - ist für alle drei Fälle

dem Vieleck liegt und 
o) das Vieleck schneidet. 
Fig. 63 u, 6, o.
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Bemerkungen, i. Die Verbindungslinien (U I», (2) 2,, (3) 3z usw. sind 
wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke s(I) l" lzf, s(2) 2" 2.Z usw. parallel. 
Man wird dies bei der Konstruktiv» der Punkte lz, 2z, 3.,., . . . benutzen.

2. Da die ähnlichen 
Dreiecke (1) 1" 1., nnd 
(2) 2" 2z in Perspektiven 
Lage sind, sv müssen nach 
der Ähnlichkeitslehre die 
Verbindungslinien ent
sprechender Punkte, also 
(1) (2), !z 2z und 1" 2" 
durch einen Punkt 8, 
deuNhnlichkeitspunktdcr 
beiden Dreiecke gehen. 
Der Punkt 8 liegt aus der 
Achse (Fig. 6Za). Ebenso 
müssen sich (2) (3) und 2z

(3 ) (4) und 3z 4z, usw.
in je einem Punkte der Achse schneiden. Da nun nach Bem. l. mich (1) lz //
(2) 2z// (3) 3, usw. ist, sv erkennt man, daß das Schrägbild des Vielecks nnd das 
umgelegte Vieleck affin 
sind. Äffinitätsachse ist 
die schon als Achse be
zeichnete Gerade, dieAf- 
füntätsrichtuug ist durch 
6 uud P bestimmt (vgl. 
S. LS). Auch diese Be
ziehung kann zur Ver
einfachung der Konstruk
tion oder zur Probe be
nutzt werden, st

Beispiel 3. DasSchrüg- 
bild eines horizontal liegen
den Kreises zu zeichnen für 
P — 30" und </ — l,.

Lösung. Fig 64. Wie 
erst später bewiesen werden 
kann, ist nicht nur die senk
rechte Projektion, sondern 
auch das Schrägbild eines

Figur «4.Kreises i. a. eine Ellipse, 
von der wir eine bc- 
liebige Anzahl von Punkten konstruieren können. Wir verfahren, wie in Beispiel 2. 
Es ist zweckmäßig, die Bildebene durch den Mittelpunkt des Kreises zu legen, so 
daß die Achse zugleich Kreisdurchmesser wird (^l.L). Der Kreis wird zunächst in die 
Bildebene umgelegt und, da 12 Punkte zur Zeichnung der Ellipse ausreichen, in 
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12 gleiche Teile geteilt, nun denen die Teilpunkte (1), (4), (7) und (10) in die End
punkte der aufeinander senkrechten Durchmesser -4L und (L) (D) fallen. In diesen 
Endpunkten ziehen wir noch die Tangenten. Nun konstruieren wir zuerst wie in Beisp. 2. 
die Schrägbilder <7, und vz von <7 und 7) und sodann unter Benutzung von Bem. 1 
bei Beisp. 2. die Punkte 2z, 3z, 5„ 6z, 8^, 9z, 11z, 12z der Ellipse, sowie die Tangenten 
in L, Lz und T>z. Tangenten bleiben auch bei der Projektion Tangenten und sind 
zur Bestimmung der Kurvenrichtung in ihren Berührungspunkten wichtig. Aus der 
Figur ist alles ersichtlich. Um z. B. Punkt 9z zu finden, zieht mau (9) 9"// M(<7), 
<9)9z//(<7) Lz und 9" 9z // M<7z. Die 12 Punkte der Ellipse werden sodann durch eine 
möglichst glatte Kurve verbunden.

Konjugierte Durchmesser. Zieht man in einem Kreise zwei aufeinander 
senkrechte Durchmesser /1L uud LO (Fig. 6S), so halbiert jeder von ihnen 

/ die dem anderen parallelen Sehnen und
xX^X Xx>x geht durch die Berührungspunkte der dem 

-X anderen parallelen Tangenten. Diese Be-
V/ xX^ ziehrutgen bleiben nun bei jeder Parallel-

X/ -XX -X XXX Projektion bestehen. Während der Kreis da-
/xX XX 'X X^X Ellipse wird, bleibt Mittelpunkt
lX X^UX XX X Mittelpunkt, Durchmesser bleibt Durch-

XX /X -XX -X messer (Regelst.), Parallelen bleiben Paral- 
s^X/x^X /X Xx / ^len(Regel3.),HalbierungspunktbleibtHal- 
xX>z/X X^ XX X. bierungspunkt, Tangente bleibt Tangente.
XXx Xx X^x >X Die Durchmesser aber stehen i. a. nicht mehr 
DX. X^ XX senkrecht, sondern schief aufeinander. Solche

XXXXX^X Durchmesserpaare nennt man bei der Ellipse 
X konjugierte (zugeordnete) Durchmesser. Die 

Nours.;. beiden Hauptachsen der Ellipse, die auf
einander senkrecht stehen, bilden nur eiueu 

Souderfall der konjugierten Durchmesser. In Fig. 6?k sind offenbar -4L nnd 
6zOz konjugierte Durchmesser der Bildellipse und die Figur zeigt uns zu-

Figur SS. Figur w.
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gleich, wenn wir sie ohne Rücksicht auf ihre stereometrische Bedeutung rein 
planimetrisch auffassen, die Lösung der wichtigen Aufgabe, eine Ellipse 
aus zwei konjugierten Durchmessern zu konstruieren.

Beispiel 4. Das Schrägbild eines vertikalen zur Bildebene senkrechten Kreises zu 
zeichnen. §> — 30°, 7 — 's.

Lösung. Der Kreis wird diesmal um den senkrechten Durchmesser OL iu die Bild- 
ebeue umgelegt (s. Fig. 66), die durch, den Kreismittclpuukt gelegt ist. Die Konstruktion 
entspricht durchaus der Lösung des Bcisp. 3. und ist aus der Figur ersichtlich.
und <7D sind konjugierte Durchmesser der Bildellipse.

Figur 6S.

Beispiel !>. Das Schrägbild einer Kugel zu zeichnen, -x — 30°, 7 -- s.

Lösung. Legt man die Bildebene durch den Kugelmittelpuukt 4/ lFig- 67), so kann 
man außer dem in der Bildebene liegenden Großkreis ALLS nach Beisp. 3. und 4. 
die auf ihm senkrechten Großkreise AL, LL, 
und LL^SL^ zeichnen. Ihre Bilder sind El
lipsen, die bei den Punkten A, L, L und S 
henkelartig über den in der Bildebene liegen
den Kreis hinausragen. Das so erhaltene 
Kugelbild befriedigt aber nicht, weil ihn: 
der die „Henkel" umfassende Umriß fehlt, 
der bei der schiefen Parallelprojektion keines
wegs wie bei der senkrechten, durch den 
Großkreis ALLS dargestellt wird. Wir 
haben also noch zu untersuchen, wie man 
diesen Umriß erhält. Er ist offenbar die Um
grenzung des sichtbaren Teiles der Kugel
oberfläche. In Fig. 6S erblicken wir eine von 
den Sonnenstrahlen beschienene Kugel, auf 
der Ebene tl ihr Schrägbild in Gestalt ihres 
Schattens. Um eine recht anschauliche Figur 
zu erhalten, denken wir uns vorübergehend 
die Kugel in einiger Entfernung vor der Bild
ebene. Die Entfernung von der Bildebene hat 
ja anf die Größe und Gestalt des Bildes keinen Einfluß (Regel 6). Betrachten wir nur die
jenigen Lichtstrahlen, welche die Kugel streifen oder berühren, so ist leicht zu ersehen, daß 
die Berührungspunkte sämtlich auf dein Großkrcisc LgLS liegen, der auf den Lichtstrahlen 
senkrecht steht. Er bildet die Grenze zwischen der beleuchteten und der unbeleuchteten 
Hälfte der Kugelobcrflüche und heißt ihr wahrer Umriß. Seine schiefe Projektion 

also die Schattengrenze, heißt der scheinbare Umriß der Kugel. Nebenbei 
bemerken wir, daß die den Umriß erzeugenden Strahlen einen senkrechten Zylinder
mantel bilden und daß wir den Schattenriß der Kugel als euren schiefen ebenen Schnitt 
durch den Zylindermantel auffassen können. Da nun, wie später im Lehrbuch bewiesen 
werden wird, daß jeder schief zur Achse liegende Zylindcrschnitt eine Ellipse ist, so muß 
auch das Schrägbild der Kugel eine Ellipse sein. Bei Betrachtung der Kugel von 
einem möglichst weit in der Richtung der projizierenden Strahlen gelegenen Punkte wird 
aus dem vorhin von den Sonnenstrahlen beleuchteten Teile der Kugeloberfläche ihr
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Figur 69.

sichtbarer Teil. Der scheinbare Umriß deckt sich mit dem wahren und begrenzt 
also den sichtbaren Teil der Kugel.

Wie erhalten wir nun auf die einfachste Weise die Umrißellipse? Wir zeichnen auf der 
Kugeloberfläche eine Reibe von Kurven, die bis an den Umriß heranreichen, wie etwa 
die Henkel der Ellipsen in Fig. 67. Dann wird der Umriß diejenige Kurve sein, die alle 
diese Kurven einhüllt. Wir könnten z. B. eine Schar von Kugelkreiscn zeichnen, deren 
Ebenen einer der Hauptschnittebenen in Fig. 67 Parallel sind. Am besten wird sich unter 
diesen Ebenen die Bildebene .4LLL eignen, da die zu ihr parallelen Schnittebcnen auch 
im Schrägbilde Kreise liefern. Die Mittelpunkte dieser Parallelkreise liegen auf dem 
Durchmesser ^7^.. Wie wir ihre Radien ermitteln, ist aus Fig. 67 ersichtlich. Ist y ein 
Mittelpunkt eines solchen Parallelkreises, so erhalten wir seinen Radius p — OZ>, indem 
nur 0Z> // äZL ziehen. Ist aber die Ellipse AZZL^Z-'z gar nicht gezeichnet, so denken nur 
uns den Viertelkreis in die Bildebene hcruntergeklappt, wo er sich mit dein 

äM
Vrertelkreise üZLZZ deckt. O fällt auf (0), wobei üz (0) -- ist, ^auf (Z-). Der gesuchte

Halbmesser ist p — (0) (Zch (// ä/L). In dieser Weise sind in Fig. 69 zehn Parnllelkreise 
mit den Mittelpunkten I, 2, I, 4, 5 und den Radien p,, gz in gleichen Ab-

ständen gezeichnet, von de
nen aber nur die größeren 
an den Umriß heranreichen 
und deshalb für die Zeich
nung genügen würden. Der 
Umriß ist dann die Kurve, 
die alle diese Kreise ein
hüllend berührt. Er braucht 
aber kaum noch besonders 
gezeichnet zu werden, da 
die Kreise ihn schon mit 
ausreichender Deutlichkeit 
darstellen. Von der Richtig
keit des Gesagten überzeugt 
man sich am einfachsten, in
dem man einen Globus mit 
deutlich sichtbaren Breiten
kreisen in der hier an
gegebenen Lage betrachtet.

Fig. 67 zeigte uns das fer
tige Schrägbild der Erd
kugel. Die soeben erwähn

ten Parailelkreise waren mir mit Blei gezeichnet und wurden nach dem Ausziehen beseitigt.
Bemerkung. Die Umrißzeichnung der Fig. 69 ist nur eine Nühcrungskonstruktion. 

Die recht einfache genaue Konstruktion der Umrißellipse soll schon hier ohne Beweis mit
geteilt werden. Der Mittelpunkt der Ellipse ist ü-Z, die kleine Achse (äz^g
— ZtZZ>'j gleich dem Kugelradius), äl, und Zz sind die Hauptscheitel (Endpunkte der großen 
Achse), und zwar ist ÜZ^ — und Z-'z sind die sogenannten Brenn
punkte der Ellipse. Die Zeichnung der Ellipse s. S. 62.



0. Die schiefe Parallelprojcktio». 4/

Übungsaufgaben.

Eine Reihe von einfachen Beispielen ist bereits im Abschnitt „Das stereomctrischo 
Zeichnen" des Lehrbuches enthalten. Die folgenden Aufgaben sollen der weiteren Ein
übung des Verfahrens dienen.

I. Zeichne in horizontaler, sonst aber beliebiger Lage, in verschiedenen Abhanden 
vor oder hinter der Bildebene:

a) Die Beweisfigur des pythagoreische» Lehrsatzes (P — 45", - — t);
b) einen Kreis (e --- 3 ein, — 45", ? — l):
o) ein regelmäßiges Fünfeck (-? — 90°, ? — s);
ck) einen Kreis (r — 3 em) mit einer Tangente sw — 30°, ? — r. Die Tangente ist 

bis an die Bildachse zn verlängern).
o) einen Kreis mit zwei von einem außerhalb liegenden Punkt gezogenen Tan

genten (-p — 30°, </ — >);
k) ein Dreieck mit seinem Umkreis (<x — 120°, - — z);
Z) ein Dreieck mit dem Inkreis (<p -- 120", ? -- ^);
lr) einen Krcisriug aus zwei konzentrischen Kreisen (/^ — 3 om, /z — 2 vm, 

P -- 30", - - -z);
i) einen Kreisring aus zwei exzentrische» Kreise» (^ — 3em, r? — 2 ein, .l/iä/2 

— 0,5 ein, rp — 30°, ? — s,);
Ir) zwei sich von außen berührende Kreise (r. — 3 ein, 2 om, <x — 90", ? — ,f).

2. Lose die Aufgaben I d), e), ck), s), ü), i), k), tvcnn die Figuren in einer zur Bild
ebene senkrechten Vcrtikalebene liegen.

Aufgaben aus der Stereometrie.
3. Zeichne möglichst einfache und anschauliche Figuren zn den folgenden Sätzen, 

aber in anderen Lagen, wie dort. <x — 30", ? — r.
a) X. S. 72. Lege die Achse des Ebcnenbüschcls senkrecht zur Bildebene und 

zeichne acht gnadratisch begrenzte Ebenen in gleichen Winkelabstünden;
d) XV1. S. 23. Eine von den drei Ebenen sei horizontal.
e) X1V. S. 75. ck) IV. S. 3. ch XIII. S. 74.

4. Durch einen gegebenen Punkt 7> einer Geraden s die Ebene zu legen, die auf s 
senkrecht steht. (III. S. 3. Nimm // parallel oder senkrecht II.)

5. Auf einer Ebene in einem ihrer Punkte die Senkrechte zu errichten.
6. Zeichne den geometrischen Ort aller Punkte einer Ebene die von einem außer

halb gelegenen Puuktc 7> die gleiche Entfernung a Habens^ horizontal oder parallel II).
7. Bestimme den geometrischen Ort aller Punkte im Raum, die von zwei gegebcneu 

Punkten A und 7t gleich weit entfernt sind. (AD T. II.)
8. Zeichne den geometrischen Ort aller Punkte im Raum, die von drei feste» Punkten 

A, 7?, gleich weit entfernt sind (Ebene ALO // II).
9. Durch einen gegebenen Punkt 7' die Parallele zu einer Geraden s in der Ebene L 

zu ziehen.
10. Durch eine Gerade A, die einer Ebene parallel ist, eine Ebene zu legeu, die mit
den Winkel « bildet. (^ horizontal, s T. II.)
11. Zeichne einen Würfel (n — 3 om) mit horizontaler Grundfläche, aber in schiefer 

Lage zur Bildebene.
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12. Ziehe von einer Würfelecke aus in den dort znfammcnstoßenden Flüchen die 
Diagonalen und verbinde ihre Endpunkte. Was entsteht?

13. Zeichne ein schiefwinkliges Parallelepipedon (begrenzt von sechs 
Parallelogrammen, von denen je zwei einander gegenüberliegende parallel und kon
gruent sind). Zeichne auch das Netz.

14. Zeichne eine fünfseitige schiefe Säule, von der die Grundfläche, die Projektion 
einer Seitenkante und die Höhe gegeben sind.

15. Das Schrägbild einer fünfseitigen Pyramide zu zeichnen, wenn die Grundfläche, 
der Fußpunkt der Höhe und diese gegeben sind.

16. Zeichne einen schiefen Zylinder, dessen Radius r — 3 om, Höhe /- -- 6 om und 
Achse a — 8 om gegeben sind.

17. Zeichne einen schiefen Kegel aus r — 2 om, a — 7 om, /----- 5 om.
18. Die Pyramide der Aufgabe 15. ist in halber Höhe abzustumpfen.
19. Stumpfe den Kegel Aufgabe 17. in z seiner Höhe ab.
20. Zeichne das Schrägbild der Erdkugel (r — 5 om) und trage folgende Orte darin 

ein, deren Länge und Breite gegeben sind: 
u) Berlin (X --- 13°, st -- 53°)
b) Paris (X ----- 2°, st -- 49°)
o) London (X ----- 0°, st --- 52°)
ä) Rom -- 12°, st --- 42°)
s) Leningrad (X — 30°, st ----- 60") 
k) Athen <X --- 24°, st -- 38°)

8) New Park <x ---- 71° w., st — 41")
k) Rio de Janeiro (X 43" w., st -- 23° s.)
1) Kairo (X -- 31°, st -- 30°)
K) Kapstadt (X ----. 18°, st --- 34° si)
I) Bombay <X ---- 73°, st ---- 19°).

Anleitung. Die Bildebene gehe durch den Erdmittelpnnkt und sei zugleich Auf
rißebene. sei der Meridian von Greenwich (Fig. 70). Ist nun 0" der Aufriß

eines Ortes O, dessen Schrägbild 0, gesucht 
wird, so zeichne man seinen Breitenkreis, der 
im Aufriß als Parallele zum Äquator 
AL erscheint. — st. Legt mau
nun die vordere Hälfte ^<7,7^ des Breiten
kreises in die Bildebene um (^(<7,)^), macht

l^) (0) - X, und füllt lO) 0" ch. U
so ist (O) 0" der Abstand des Punktes 0 von 
der Bildebene. Das Schrägüild Oz kann daher 
leicht gefunden werden (vgl. S. 47). Zeichne 
auch die Schrügbilder des Äquators, des Null
meridians und den Umriß.

*21. Zeichne das Schrägbild der Erdkugel 
mit dem Großkreisbogen New Ivrk—Kapstadt 
<s. S. 36).

22. Zeichne einen Kugelabschnitt (r — 5om, 
ü ----- 3 om).

23. Das Schrägbild u) eines Kugelaus
schnittes (r --- 5 om, /! — 2 om), b) eines Kugel
zweiecks zu zeichnen (« — 30°).

24. Zeichne einen Würfel mit einbeschriebenem Zylinder, a ---- 4 om.
25. Zeichne einen Würfel mit seiner u) Jnkugel, b) Umkugel (a — 4 om).
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26. Konstruiere a) die Umkugcl, d) die Jnkugel eines Tetraeders (a 5 ein).
27. Einem gegebenen gleichseitigen Kegel soll eine Kugel a) umbcschriebcn, b) eiu- 

beschrieben tvcrden. 6 ein.
28. Es soll ein senkrechter Zylinder mit einer Schraubenlinie gezeichnet tvcrden. 

r — 3 oni, « (Steigungswinkel der Schraubenlinie) — 30°.
Anleitnn g. Wickelt uran den Winkel « sv ilm den Zylindermantel, daß der eine 

Schenkel sich um dcu Gruudkreis legt, so bildet der andere Schenkel aus dem Mantel 
eine Schraubenlinie. Schneide den Winkel aus durchscheinendem Papier ans und mache 
den Versuch! Für die Zeichnung teile den Grundkreis in etwa 12 gleiche Teile, trage dcu 
Umfang L r: mit dcn Tcilpunkten auf dem einen (wngrcchtcn) Schenkel von « 
mehrmals ab und errichte in sämtlichen Tcilpunkten Senkrechte bis an dcn anderen 
Schenkel. Die Laugen dieser Senkrechten sind die Höhen der entsprechenden Pnuktc 
der Schraubenlinie, die dann leicht gezeichnet tvcrden kann.

Sk izz i e r üb u u g en.
Die darzustcllenden Gegenstände sollen unter Hervorhebung der geometrischen 

Grundformen nach den Regeln der schiefen Parallclprojcktion gezeichnet werden,

die kleineren möglichst in natürlicher Größe. Alles unwesentliche Beiwerk ist fort- 
zulassen. Lage zur Bildebene möglichst einfach wählen! Beispiel Fig. 77.

Zeichne unter.Benutzung selbstgewählter Verzerrung und mit Angabe des Maßstabes 
Schrägbilder folgender Gegenstände aus verschiedenen Gebieten:

1. Brett; 2. Streichholzschachtel, halb geöffnet; 3. Zigarrenkiste mit halb geöffnetem 
Deckel; 4. Bilderrahmen aus Flachleisteu; 5. Zisfcrublatt einer Uhr; 6. Schachbrett; 
7. Plattcnfnhbvden aus kongruenten sechseckigen Platten (schwarz-weiß); 8 a) Obelisk mit 
quadratischem Sockel; b) Stehendes und liegendes Kreuz; c) Wegweiser. !l. Lampen
schirm; 10. Mühlrad; I I. Faß; 12. Bicrglas; 13. Serviettenring; 14. Trauring; 15. 
Schubkarre; 16. Treppe; 17. Schiefernagel; 18. Pillcuschachtel; 19. Nohrstück; 20. Sitz
bank; 21. Rechteckiger Tisch mit vier Beinen; 2.2. Kreisrunder Tisch mit drei Beinen; 
23. Achteckiger Tisch mit vier Beinen; 24. Türrahmen mit offener Tür; 25 a) Kommode, 
eine Schublade etwas geöffuct; b) Bettstelle; o) Sarg; 26. Turm mit quadratischem 
Grundriß und Pyramideudach; 27. Zylindrischer Turm mit Kuppeldach; 29. Achteckiger 
Turm mit Kegeldach ; 30. Haus mit Giebeldach; 31. Haus mit holländischem (Walm-) 
Dach; 32. Hundehütte; 33. Haus mit (hnlbzuliudrischcm) Tvunendach. 34. Zugespitzter 
Detlefs, Ansangsgrilnde der darstellenden Geometrie. I. 4
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Bleistift; 35. Lineal mit abgeschrägter Kante; 36. Reißbrett; 37. Reißschiene; 
38. Zeichendreieck; 39. Buch; 40. Tintenfaß. 41. Turnrcck; 42. Barren; 43. Schaukel; 
44. Wippschaukel; 45. Leiter; 46. Rodelschlitten. 47. Reagenzglas, halb mit Wasser 
gefüllt, in senkrechter nnd schiefer Stellung; 48. Trichter; 49. Kochflasche; 50. Medizin
flasche; 51a) Bunsenstatill; b) Bunsenbrenner; o) Dreifuß; 52. Pneumatische Wanne 
mit Brücke. 53. Keil; 54. Wellrad; 55. Seilwinde; 56. Feste Rolle; 57. Lot; 58. Setz
wage; 59. Luftballon mit Gondel; 60. Glasglocke; 61. Briefwage; 62. Monochord; 
63. Hufeisenmagnet; 64. Deklinatwnsnadel; 65. Jnklinationsnadel; 66. Elektrophor; 
67. Goldblatt-Elektroskop; 68. Leydener Flasche; 69. Kugelkonduktor auf Glassäule; 
70. Zylinderkvndultor mit halbkngeligen Endflächen; 71. Jsolierschemel; 72. Scheiben- 
Elektrijiermaschine; 73. Bunsenelement; 74. Schattenphotometer; 75. Figur zur Er
klärung des Beleuchtungsgesetzes; 76. Projektionsapparat; 77. Gleichseitiges Prisma; 
78. Rechtwinkliges Prisma; 79. Hohlspiegel; 80. Die sechs Formen der Linsen.

KristaUformcn. Regelmäßige Körper. A-ccmometric.

Die Mineralien sowie die festen Stoffe, mit denen uns die Chemie be
kannt macht, sind meistens durch eine bestimmte Gestalt ausgezeichnet, 
die wir „Kristall" (vom griechischen LrpLkallos, Eis, Bergkristall) nennen. 
Das äußere Merkmal eines solchen Kristalls ist, daß er von ebenen, nach 
gewissen Gesetzen gelagerten Flächen begrenzt wird. Das Studium der 
mannigfaltigen, oft schönen Kristallformen ist für den Mineralogen, den 
Chemiker und in einigen Fällen anch für den Physiker von Wichtigkeit 
und bildet die Aufgabe derKristall k unde oder K r i st a l l v g r a p h i e. 
Zur zeichnerischen Darstellung der Kristalle eignet sich die schiefe Parallel
projektion, wie wir an einigen Beispielen zeigen wollen. Es empfiehlt sich 
dabei meistens die Wahl von -p — 20", </ -- z. Wir behandeln hier auch die 
aus der Stereometrie bekannten regelmäßigen Körper, von denen einige 
auch als Kristalle Vorkommen.

Die natürlichen und auf künstlichem Wege erhaltenen Kristalle zeigen 
mancherlei Unvollkommenheiten, da sie entweder unvollständig oder nicht 
nach allen Seiten gleichmäßig ausgebildet sind. Wir beschränken uns deshalb 
anf die Darstellung der idealen Formen, die von diesen Mängeln frei sind, 
und beginnen mit dem uns schon bekannten regelmäßigen Achtflach oder

Oktaeder. Es wird begrenzt von acht kongruenten gleichseitigen Drei
ecken und ist z. B. die Kristallform des Magneteisenerzes und des Alauns. 
Sein Netz sehen wir in Fig. 72 a, sein Schrägbild Fig. 72 b. Bei der Be
zeichnung der Schrägbilder der Punkte ist hier und bei den folgenden 
Schrägbildern der Index « der Einfachheit wegen weggelassen. Stereo- 
metrisch können wir das Oktaeder als Dvppelpyramide behandeln, kristallo- 
graphisch ist es üblich, die Lage seiner Flächen auf die drei Achsen RK/, 
LL', 6(7 zu beziehen, die in den drei Hauptrichtungen des Raumes im 
Mittelpunkt des Körpers aufeinander senkrecht stehen. Die Fläche RR6 z. B. 
schneidet an jeder Achse das gleiche Stück a ab. Ebenso jede andere Fläche. 
Von der Länge von a hängt zwar die Größe, nicht aber die Gestalt des
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Oktaeders ab, diese ist viel mehr nur bedingt durch das Verhältnis a üa : a 
der Achsenabschnitte (hier — 1:1:1), das man auch kurz das Achsen- 
Verhältnis nennt.

Der Würfel, der hier auch regel
mäßiges Sechsslach vder Hexaeder 
genannt wird, ist uns ein alter Be
kannter. Er ist die Kristallform z. B. des

Figur 7Ld.Figur 72«.

Bleiglanzes und des Kochsalzes. Seine Achsen (Fig. 73) sind die Verbindungs
linien der Mittelpunkte der einander gegenüberliegenden Flächen. Um 
das Achsenverhältnis einer Fläche, z. B. der Vorderfläche zu erhalten, 
beachten wir, daß sie die eine Achse in U, die beiden anderen aber 

im Unendlichen", d. h. gar nicht schneidet. Bezeichnet man 0U mit a, so 
ist das Achsenverhältnis dieser Fläche 
a : ooa : ebenso das jeder anderen
Würfelsläche.

Halbflächner. Es kommt zuweilen 
vor (z. B. beim Fahlerz), daß die 
eine Hälfte der Kristallflächen sich

L
Figur 7S.

soweit ausdehnt, daß die andere ver
schwindet. Nehmen wir an (Fig. 77), 
die vier Weißen Flächen des Oktaeders 
dehnen sich soweit aus, bis sie die 
mit ihnen abwechselnden schattierten 
Flächen verdeckt haben, dann werden 
sich die Flächen nnd U'HXI in 
der Firstkante /'(s (// -ÜL nach XVI. 
S. 23) schneiden, ebenso UL'L' und

in der Kielkante (// ^4L'), und in (//Lt7) usw. 
Durch jede Oktaederecke läuft jetzt eine neue Kaute. Es entsteht ein Körper, 
der von vier kongruenten gleichseitigen Dreiecken begrenzt wird, das uns 
bereits bekannte regelmäßige Vierflach oder Tetraeder. Man nennt das 
Tetraeder den Halbflächner des Oktaeders. Sein kristallographisches
Zeichen ist (a: a: a).

7 *
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Zwillmgskristalle. Läßt man in dem Oktaeder Fig. 7^ die schattierten 
Flächen anf Kosten der anderen auwachsen, so erhält man ein zweites kou- 

> gruentes Tetraeder (das Gegentetraeder oder
p _________ negative Tetraeder, Zeichen: — s (a : « : a).

Figur 74. Figur 7S.

Es kann Mich Vorkommen (Fig. 7-5), daß beide Tetraeder sich (scheinbar) 
durchdringen. Solche Kristalle nennt man Dur ch w a ch s u n g sz w ill i n g e 
(Fahlerz). In der Stereometrie gehören sie zu den S t e r n k ö r p e r n.

Kombinationen. Sehr vft treten an einem 
Kristall verschiedene Flächenarten, z. B. Wür
fel- und Oktaederflächen auf. Man spricht 
dann von zusammengesetzten Formen oder 
Kombinationen. Mail erhält solche 
Kombinationen durch Abstumpfung oder Zu
spitzung bzw. Zuschärfnng der Ecken oder 
Kanten einer einfachen Kristallform.

Beispiel. Einem Würfel fallen sämtliche Ecken 
gleichmäßig abgestumpft werden.

Lösung. Da Teilungsverhältnisse durch Parallel
projektion (nach Regel 5. S. 3S) nicht verändert 
werden, hat man nur von jeder Ecke aus auf den 

von ihr ausgehenden Kanten denselben Bruchteil (z. B. s) der Kantenlünge abzutragen 
und durch die erhaltenen Punkte einen Schnitt zu legen, der die Ecke abtrennt. (Fig. 7<>.) 
Die Schnittflächen sind offenbar nach ihrer Lage zu den Achsen Oktaederflüchen. Wir 
haben also eine Kombination von (a : c» a : c» n) mit (a : n : «).

Pyramidenwürfel. Werden deu sechs Würfelflächen kongruente guadrm 
tische Pvramiden aufgesetzt, so entsteht der in Fig. 77 abgebildete Körper. 
Er wird von 6x4— 24 kongruenten gleichschenkligen Dreiecken begrenzt. 
Jede Fläche, z. B. schneidet von zwei Achsen endliche Abschnitte (0(7 n, 
0/) --- ma) und ist der dritten parallel. Das Kcistallzeichen ist demnach 
a : m« : oo«, wobei /n bei natürlichen Kristallen stets einen einfachen ratio
nalen Wert hat (in der Figur ist m »). Diese Kristallform kommt z. B. beim 
Flußspat vor.
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Das Rhombendodekaeder 
oder Rhombenzwölfflach. 
Wird in Fig. 77 die Ppra- 
inidenhöhe — /«V/ oder 
gleich der halbemWurfelkante, 
so ivird der Neigungswinkel 
der Ppramidenflächen gegen 
die Würfelflächen 46"^ je 
zwei in einer Würfelkante zu- 
sammentreffendePyramiden- 
flächen fallen daher in eine 
zusammen, und es entsteht ein 
von zwölf kongruenten Rhom
ben begrenzter Körper, das 
Rhvmbendodekaeder, auch 
Granatoedcr genannt, weil 
der Granat meistens in dieser 
Form verkommt. Sein Zeichen 
ist a: a: wa, da m — 1 ist. 
Fig. 7§ stellt den Körper, 
Fig.7.9 seinNetzdar. Die wahre 
Gestalt der Rhomben ergibt 
sich aus den LängenderDiagv- 
nalen, die aus Fig. 7§ leicht 
zu ermitteln sind. Ist das 
Rhvmbendvdekaeder im stereo- 
metrischen Sinne ein „regel
mäßiger" Körper?

Das Pentagondodekaeder 
oder Fünfeckszwölfflach. Der 
Pyramidenwürfel hat auch 
einen Halbflächner, den wir auf dieselbe Weise erhalten, wie das Tetraeder aus 
dein Oktaeder. ES sollen z. B. die Weißen Flächen der Fig. 77 sich soweit auS-

Figur ?».
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dehnen, daß sie die schattierten verdecken. Dann bilden die wie Dachflächen ge
neigten Pyramidenflächen und (777§ die Firstkante OO' (Fig. die Be
zeichnung ist dieselbe wie inFig. 77). Sie ist// öL' (weshalb?). Ihr Endpunkt/) 
ist ihr Schnittpunkt mit der verlängerten Symmetrale L/7 der Pyramiden- 
fläche L()§. Wegen der Symmetrie ist O'(7 — 0(7. In derselben Weise findet 
man die durch <7' gehende Kielkante sowie die durch /l. gehende vertikale und die 
durch 77 gehende horizontale Kante. Die unsichtbaren Kanten durch /I' und 77' 
sind auch leicht zu zeichnen, aber der Deutlichkeit wegen fortgelassen.

Außer den 12 Endpunkten aller dieser Kanten gehören noch die acht Würfelecken zu 
den Ecken des neuen Körpers (gib den Grund nach Fig. S0 an). Er wird von 12 (weshalb?)

Figur <80.

Fünfecken begrenzt, die zwar kon
gruent und symmetrisch, aber bei 
natürlichen Kristallen niemals

regelmäßig sind. Sein Kristallzeichen ist r (a : ma : <x> a). Man kann aber auch leicht 
das regelmäßige Fünfecks-Zwölfflach zeichnen, wenn man die Pyramidenhöhe 61-' 
so bemißt, daß 06, wie es in Fig. §0 schon gemacht ist, durch 1? stetig geteilt wird.
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Beweis. Aus dem Trapez 07)770 folgt 07?: 7?0 -- 7!// : 777). Ist nun das Fünfeck 
LL'gFT) regelmäßig, wie in Fig. §7 und zieht man 7)L L77' und verlängert 60'?, 
so findet mau uach Berechnung der Winkel, daß 7)7c7> das Bestimmungsdreieck eines 
regelmäßigen Zehnecks ist. Es verhält sich 
daher 7)77 : 777) --- L'S : «7< -- O.? : 
Nach dem Satz von der Zehnecksseite ist dies 
aber das Teilungsverhältnis der stetigen 
Teilung (^-- l : 0,62).

Das Achsenverhältnis einer Fläche des 
Körpers ist a : 1,62 a: ooa. mist irratio
nal, während es bei natürlichen Kristallen 
stets rational ist. Fig. SS zeigt das Netz des 
regelmäßigen Pentagondodekaeders.

Das regelmässige Jkosaeder oder 
Zwanzigslach. Bestimmt man (Fig. 83) 
die Mittelpunkte sämtlicher Flächen 
eines regelmäßigen Pentagondode
kaeders (wie findet man sie?), so erhält 
man 12 gleich weit von 0 entfernte und 
gleichmäßig im Raum um 0 herum verteilte Punkte. Die Verbindungs
linien je zweier benachbarter Punkte liefern einen Körper, der von 20 kon
gruenten gleichseitigen Dreiecken begrenzt wird, also das aus der Stereo
metrie bekannte regelmäßige Jkosaeder. Das Netz zeigt Fig. Als Kristall 
kommt dieser Körper nicht vor.

^Allgemeine Konstruktionsmethode für Kristallsormen. Es seien OX, 
ox, ox die drei Achsenrichtungen eines Kristalls, a : ma : na sein Kristall

zeichen. In dem sogenannten regulären Kristallsystem, dem die bisher 
besprochenen Formen angehöreu, sind alle drei Achsen gleichartig. Wir 
können sie daher vertauschen. Wenn eine Fläche auf der X-, X- und 2-Achsc 
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die Abschnitte a, m« nnd na hat, sv inüssen auch Flächen vorhanden sein, 
die auf den Achsen die Abschnitte

a, ua, ma 
a, 7!« 

/ua, cia, a 
na, a, /ua 
/?a, nur, a

besitzen. Das gilt für jeden der acht Raumachtel (O k t a n t e u), iu welrbe der 
Kristallraum durch die drei Achscuebenen geteilt ivird. Wir haben also die 
drei Abschnitte iu den angegebenen sechs Zusammenstellungen ans den drei 
Achsen abzutragen, durch je drei so erhaltene Punkte die Ebenen zu legcu 
nud ihre Schnittkanten zu zeichne» sowie die Ecken zu bestimmeu. Ein Bei
spiel soll dies naher erläutern.

Beispiel. Die Kristallform a : 2a : 2« zu zeichne».

Lösung. Fig. SS. Die Abschnitte a, 2 », 2 a lassen nur drei Zusammenstellungen zu 
(weshalb?). Diese lauten

a, 2 a, 2 a
2 a, a, 2 «
2 a, 2 », a.

Es gibt also in jedem Oktanten nur drei Flächen. Ich trage OX, — n
nnd OXz — 0^2 -- 0^2 2 a ab (OX, nnd 0X2 in der gegebenen Verkürzung, hier

z, ab) und lege nun durch die 
Punkte X^H^, XzV^z cmd 
x^^, dieEbenen. Sie schnei
den die Achsenebenen in den 
glcichnmnigen „Spurendrei- 
ecken" X, ^2^2 usw. Da nun die 
Ebenen X,V^2 und XzV^, 
außer Xz den Spuren 
schnittpunk t /'h gerneinsam 
haben, so ist X^ ihre Schnitt
linie.

Aus demselben Grunde ist 
^2^2 die Schnittlinie der 
Ebenen und X,
soivie ^2^3 die Schnittlinie 
von und X.^^-
Diese drei Schnittlinien müssen 
nach XVI. S. 22 dnrch einen 
Punkt K gehen, der die von 

den drei Ebenen gebildete Ecke darstellt. Wz, KSg sind die von § ausgehenden 
Kanten. Zieht man noch die Eckabschnitte X^, X^2, ^1^2, ^1^1 der

Spuren als Kanten aus, so hat man den vorderen, oberen, rechten Oktanten des 
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Kristalles fertig. In derselben Weise kann man die übrigen Oktanten zeichnen. Bc- 
gnemer ist es aber, hierbei von der Symmetrie Gebrauch zn machen. Dic drei 
Achsenebenen sind zugleich Symmetrieebcneu.

Der entstaudeue Körper mird von zwölf kongruenten Drachenvierecken begrenzt. 
Er heißt Dcltvid-Jkvsitctmeder tVieruudzwanzigflach).

Kristallsysteme. Außer dcni regulären Kristallsystem, das durch drei gleiche 
aufeiuauder senkrechte Achsen gekennzeichnet ist, gibt es nach die folgenden, 
deren Grundformen, die Dvppelpyramideu, ans Fig. §6 ersichtlich sind: 
Das q it ndrati s ch e Sy st e m: Drei aufeinander senkrechte Achsen, 
von denen unr zlvei (a) gleich und an der dritten (c) verschieden sind. Zeichen 
der quadratischen Doppelpyramide: n: a: c. Fig. <^6«).,

DaS r h vmbis ch e S y st e m. Drei aufeinander senkrechte, ungleiche 
Achsen (n, L,e). Zeichen der rhvmbischen Dvppelpyramide: a: b: e. Fig. ^6b).

Figur 86'.

D a S m onokli n e S y st e m. Drei ungleiche Achsen, von denen zlvei 
(b und c) aufeinander senkrecht stehen, während die dritte (a) schief von vorn 
nach hinten aufsteigt. Fig. F6c).

Das trik < ine S y st e m. Drei ungleiche, fchief aufeinander stehende 
Achsen («, b, e). Fig. F6 </).

Das hexagvnale System. Bier Achsen, von denen drei gleich 
find, in einer Ebene liegen und Winkel von 60° miteinander bilden. Dic 
vierte, die Hauptachse, steht auf der Ebene im Schnittpunkte der drei Rcben- 
achsen senkrecht. Fig. L6e). Zeichen der hexagvnalen Doppelpyramide: 

c. Von den Kristallen dieses Systems soll wegen seiner Be
deutung für die Optik das Rhomboeder, der Halbflächner der hexagonalen 
Dvppelpyramide, gezeichnet werden (Fig. §7). Wir lassen in bekannter 
Weise die abwechselnden weißen Flächen der Dvppelpyramide anwachsen, 
bis sie die übrigen (in der Figur schattierten) völlig verdecken. Wenn die 
Flächen /'/-ki nnd gleichzeitig /Il'/t' sich ausbreiten, sv schneiden sie sich 
in der neuen Kante /X-, die vvn 7^ nach dem Schnittpunkte X von LL und 

laufen muß (Sah XVI. S. 2Z), denn X ist der Schnittpunkt der drei 
Ebenen 7'6(7, und der Grnndebene der Dvppelpyramide. Aus 
Gründen der Symmetrie mich (l der Schnittpunkt vvn 7Vv mit der Symme-
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trale des Dreiecks sein. Genau in derselben Weise findet man 
links die Nhomboederkante 7^7?. Auch die andere» Kanten kaun man einzeln

Figur M.

auf diese Weise bestimme». Da 
der e»tstehe»de Körper aber von 
sechs kongruenten Rhomben be
grenzt wird, kann »ran ihn ein
facher dnrch Ziehe» von Paral
lele» ergänzen, ähnlich wie bei 
der Zeichnung ciires Würfels. 
Fig. zeigt das Netz eines

Kalkspatrhomboeders, der 
wegen seiner Eigenschaft, 
das Licht stark doppelt zu 

A breche», in der Optik eine 
wichtige Rolle spielt (is
ländischer Doppclspat).

Axonometrie. Denr aufmerk
samen Leser wird es aufgefallen 
sein, daß in diesem Abschnitt von 
Parallelprojektion nur im An- 
fauge die Rede war, als dieRich- 
tuugeuund Länge» der Kristall
achse» besprochen wurden. Spä
ter wurde immer uur die Lage 
der Kristallflächen in Bezug auf 
die Achse», »icht aber zur Bild
ebene betrachtet. Nachdem das 
Achsenkreuz einmal festgelegt 
war, konnten wir alle Ebenen, 
Kauten und Ecken des Kristalles 
durch ihre Lage zu den Achsen 
in der Zeichnung darstellen. 
Diese Methode ist nicht nur auf 
Kristalle, svnderu auf beliebige 
Raumgebilde anwendbar. Blau 
bezeichnet sie als „Axonometrie" 
und nennt die nach ihren Re
geln erhaltenen Zeichnungen 
axvnometrische Darstel
lungen. Die schiefe Parallel- 
projektio» ist zur Zeichuung der 
Achsen besonders geeignet, weil 
man die drei in der Regel auf
einander senkrechten Achsen stets

so anuehmen kann, daß zwei von ihnen auch in der Zeichnung senkrecht auf
einander und unverkürzt erscheinen, und die dritte in beliebiger Richtung und
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beliebiger Verkürzung erscheint. Alle den Achsen parallelen Strecken erscheinen 
auch in der Zeichnung den Achsen parallel und in denselben Verhältnissen 
verzerrt, wie die Achsen im Vergleich zu ihren wahren Längen verzerrt 
erscheinen. Die sv erhaltenen Bilder lassen mich an Schönheit und Klarheit 
nichts zu wünschen übrig. Ju manche» Fällen wendet man auch die 
schwierigere senkrechte Projektion der Achsen an und spricht dann von 
orthogonaler Axonometrie.

Übungsaufgaben.

1. Stumpfe einem Würfel die Ecken so weit ab, daß die Würfelkanten verschwinden.
2. Stnmpfe einen: Oktaeder die Ecken ab.

3. Desgl. einem Tetraeder.

4. Desgl. einem Pyramidenwürfel die Pvramidenecken.
5. Desgl. einem Rhombendodekaeder a) die vierseitigen, b) die dreiseitigen Ecken. 

Gib die Kombinationen an, die bei den vorhergehenden Aufgaben entstehen.
6. Bestimme bei folgenden Körpern die Mittelpunkte sämtlicher Flächen und verbinde 

die benachbarten Mittelpunkte auf alle Arten. Was entsteht? s) Würfel; b) Oktaeder; 
o) Tetraeder; ck) Rhombendodekaeder; o) Jkosaeder.

7. Stumpfe einem regelmäßigen Dodekaeder die Ecken ab.

8. Desgl. einen: regelmäßigen Jkosaeder.

9. Konsterniere ein Pyramidenvktacder durch Aufsetzen von gleichhohcn dreiseitigen 
Pyramiden auf die Oktaederflüchcu. (DiePyramidcnspitzcn siud die Ecken eines Würfels.)

*10 . Konstruiere das Pyramidenoktaeder a : a : 2 a nach der allgemeinen Methode 
S. 66.

*11 . Konstruiere das Hcxakisoktaedcr (Achtundvierzigflach) « : 2 a : 3 a.

12. Stumpfe der quadratischen Doppelpyramide a) die Endccken; b) die Mittclecken ab.
13. Konstruiere in: quadratischen System die Kombination von a : a : c» «mit« : » : c.
14. Desgl. a : a : «z o mit <r : c» o : c.

15. Zeichne eine rhombische Säule mit Endfläche (a : - : M c mit oo a : c» - : c).
16. Zeichne eine sechsseitige Doppelpyramide 2. Ordnung (» : 2 a : 2 a : c).

17. Zeichne eine sechsseitige Doppclpyramide I. Ordnung (a : a : a : c) mit 
Endflächen («> a : «z n : oo a : c).

18. Zeichne die Kombination der hcxagonalen Säule 1. Ordnung sa : a : oo a : c) 
mit Pyramide 1. Ordnung (a : a : oo a : c).

19. Stnmpfe ein Rhomboeder an den Endpunkten der Hauptachse ab.
20. Zeichne durch Erweiterung der schattierten Flächen in Fig. 67 das Gegenrhombo- 

eder. (Zeichen: — l (» : a : « a : c) mit oo a : oo a : oo « : c).



Anhang.
Oeränöcrlichc Figuren (bisher in IV).

Die funktionale Abhängigkeit veränderlicher Größen, die für den heutigen 
mathematischen Unterricht Vvn so großer Bedeutung geworden ist und 
auch in diesem Lehrbuche überall betont wird, bedeutet in der Geometrie 
Veränderlichkeit der Figure n. Entweder die ganze Figur 
oder einzelne Teile derselben müssen als veränderlich vorgestellt werden. 
Es liegt daher der Wunsch nahe, solche Veränderungen zu veranschaulichen. 
Hierzu wurde zuerst vvn M ü n ch (Darmstadt) der Kinematograph benutzt. 
Als nächstliegendes und fast kostenloses Mittel kann aber auch das Mutoskop 
in seiner einfachsten Gestalt als mit dem Daumen durchzublätterndes K inv - 
heft dazu dienen. Solche Kinohefte können mit Leichtigkeit von geschickten 
Schülern im Linearzeichen- und Handfertigkeiksunterricht unter Anleitung 
des Lehrers für alle Gebiete des mathematischen Unterrichts hergestellt 
werden und bieten eine gute Gelegenheit zur Übung im genauen Zeichnen. 
So kann in kurzer Zeit für die mathematische Sammlung ein reiches, leicht 
anfzubcwahrendes und selbst bei starker Benutzung fast unverwüstliches 
Anschanungsmaterial angesammelt werden. Um anfänglichen Mißerfolgen 
vvrzubengen, sei hier nach den Erfahrungen des Verfassers eine kurze An
leitung zur Herstellung dieser Heste gegeben:

Das znr Zeichnung unerläßliche Reißbrett wird an den Rändern durch 
Aufkleben von (käuflichen) Papiermaßstäben zweckmäßig mit einer Milli
meterteilung versehen. Das Zeichenpapier sei nicht zu stark, aber möglichst 
elastisch und glatt. Für die meisten Hefte werden 6 < 8 48 Zeichnungen
völlig genügen, oft auch weniger. Das Blatt wird deshalb in 4kt rechteckige 
Felder vvn der bandlichen Größe 6 x 10,5 cnn^ geteilt (Fig. 96). In 
jedem Felde bleiben links 4 ein von der Zeichnnng frei, so daß für diese 

ein Platz von etwa 6x6 cnn^ ver
fügbar ist. Zuerst werden in alle 
Felder die festbleibenden Punkte nnd 
Linien eingetragen, dann die ver
änderlichen Teile in ihren verschiede
nen, natürlich vorher zn überlegen
den, aufeinander folgenden Phasen. 
Beim ^Ausziehen der Zeichnungen 
ist die Verwendung mehrerer Farben 
sehr zu empfehlen. Größte Sorgfalt 
und Genauigkeit ist unbedingt er

forderlich. Der fertige Bogen wird mit einer Scbere in seine 48 Blätter zer- 
scbnitten, diese werden aufeinander gelegt, der mit einem Titelblatt versehene
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Black am Rücken, verleimt, in einer Schranbenpressc gepreßt, an den anderen 
Rändern, besonders aber rechts (am besten vom Buchbinder) beschnitten und 
mit einem schwarzen Wachstncheinbande versehen. Schließlich wird links dicht 
am Rücken noch ein etwa 2,5 om breiter schwarzer Kalikostreifen fest um den 
Block geleimt nnd die rechte Seitenfläche des Blockes mit Tusche geschwärzt 
(Fig. ^9). Durchblättert mau dcu Block in bekannter Weise mit Hilfe des 
Danmens, so erblickt man die Beründernngcn der Figur mit vollkommener 
Deutlichkeit.

Die als Beispiel beigefügte Zeichnung Fig. .99 stellt die Umlegung eines 
Dreiecks in die Zeichcnebenc dar. Die einzelnen Bilder sind Schrügbilder 
mit 90" Berzerrungswiukel. Das letzte zeigt die Affinität des umgelegteu 
Dreiecks mit dem Grundriß.

Zur Berauschanlichnng durch Kinobefte eignen sich z. B.:
1. geometrische Örter,
2. Flächenverwandlungen (z. B. der Satz des Pythagoras),
3. Grenzübergäuge,
4. Maxima nnd Minima,
5. Determinationen von planimetrischen nnd trigonometrischen Aufgaben,
6. funktionelle Abhängigkeit gewisser Stücke einer Figur von anderen 

Stücken,
7. mechanische Konstruktivneu von Kurven.

Daß auch viele Physikalische (z. B. die Wellenbewegung), technische und 
astronomische Vorgänge sich auf diese Weise ohue kostspielige Modelle ver
anschaulichen lassen, bedarf wohl kaum der Erwähnung.

Übungsaufgaben.
Stelle Küwhefte her für folgende Satze:

t. Durch die Bewegung eines Punktes entstellt eine Linie (z. B. ein Kreis).
2. Durch die Beweguug einer Linie entsteht eine Fläche. (Parallelogramm, Kreis, 

Kegelmantel.)
3. Durch die Bewegung einer Fläche entsteht ein Körper. (Quader, Zylinder, Kegel.)
4. Die Tangente als Greuzfall der Sekante.
5. Peripheriewinkel über demselben Bogen sind gleich.
0. Satz des Euklid (1. Verwandlung eines Kathetenquadrats (<?) in ein Parallelo

gramm, 2. Drehung dieses Parallelogramms, 3. Verwandlung des Parallelogramms 
in das Rechteck e. /,. S. Fig. 20li in Reiuhardt-ZeiSberg t).

7. Geometrische Örter nach ^1 Fig. 50, l3I, l4l, 142.
8. Harmonische Teilung einer Strecke l I Fig. 44.
9. Der apollonische Kreis. /V II Fig. 47.
10. Die Projektion einer Strecke ist eine Strecke.
11. Grund- und Aufriß eines Punktes liegen in einer Senkrechten zur Achse.
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Figur »0 Pinie Hälfte).
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Figur SS stechte Hälfte).
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