
Kompendium der Statik 
der Baukonstruktionen

Von

Dr.-Ing. J. Pirlet
Privatdozent an der Techn. Hochschule 

zu Aachen

Zweiter Band
Die statisch unbestimmten Systeme

Zweiter Teil

Berechnung der einfacheren statisch unbestimmten 
Systeme: Grade Balken mit Endeinspannungen und 
mehr als zwei Stützen. ■—■ Einfache Rahmengebilde. 
Zweigelenkbogen. — Gewölbe. — Armierte Balken.

Mit 298 Textfiguren

Berlin
Verlag von Julius Springer 

192 3



ArcWwu*”

BIBLIOTEKA GLÖWNA
fcpOLITECHNIKI WROCLAWSKIEJ









Gesamtübersicht
über das

Kompendium der Statik 
der Baukonstruktionen

Erster Band

Die statisch bestimmten Systeme
Vollwandige Systeme und Fachwerke

In Vorbereitung

Zweiter Band

Die statisch unbestimmten Systeme
Erster Teil: Die allgemeinen Grundlagen zur Berechnung 

statisch unbestimmter Systeme. Die Untersuchung ela­
stischer Formänderungen. Die Elastizitätsgleichungen 
und deren Auflösung.

IX und 206 Seiten 8°. Geheftet GZ. 6.5*)

*) Grundzahl (GZ) entspricht dem ungefähren Vorkriegspreis und ergibt mit 
dem jeweiligen Entwertungsfaktor (Umrechnungsschlüssel) vervielfacht den 
Verkaufspreis. Über den zur Zeit geltenden Umrechnungsschlüssel geben alle 

Buchhandlungen sowie der Verlag bereitivilligst Auskunft.

Gebunden GZ. 8.5*)

Zweiter Teil: Berechnung der einfacheren statisch unbe­
stimmten Systeme: Grade Balken mit Endeinspan­
nungen und mehr als zwei Stützen. — Einfache Rahmen­
gebilde. — Zweigelenkbogen. — Gewölbe. — Armierte 
Balken. VIII und 314 Seiten 8°.

Dritter Teil: Die hochgradig statisch unbestimmten Sy­
steme. Durchlaufende Träger auf starren und elasti­
schen Stützen. Fachwerke mit starren Knotenpunkts­
verbindungen. — Stockwerkrahmen. — Vierendeel- 
Träger und verwandte Rahmengebilde.

* 'In Vorbereitung.
Vierter Teil: Das statisch unbestimmte Fachwerk. Auf­

gaben des Brücken- und Eisenhochbaues.
In Vorbereitung.



Kompendium der Statik 
der Baukonstruktionen *

Von

Dr.-Ing. J. Pirlet
Privatdozent an der Techn. Hochschule 

zu Aachen

Zweiter Band
Die statisch unbestimmten Systeme

Zweiter Teil

Berechnung der einfacheren statisch unbestimmten
Systeme: Grade Balken mit Endeinspannungen und
mehr als zwei Stützen. — Einfache Rahmengebilde.
Zweigelenkbogen. — Gewölbe. — Armierte Balken.

Mit 298 Textfiguren

Verlag von Julius Springer
19 2 3



Alle Rechte, 
insbesondere das der Übersetzung in fremde Sprachen, vorbehalten.



Vorwort.
In dem vorliegenden zweiten Teile des II. Bandes ist eine Reihe 

der einfacheren statisch unbestimmten, vollwandigen Systeme be­
handelt, wie sie in mannigfaltigen Formen speziell in der Baupraxis 
vorkommen. Als Grundlage dienen die im ersten Teil dargestellten 
allgemeinen Verfahren.

Die Lösungen der Aufgaben sind hiernach allgemein auf rech­
nerischem Wege durchgeführt. In Anlehnung an die im ersten Teil 
behandelten Eliminationsverfahren ist insbesondere beim beiderseits 
eingespannten Rahmen auch auf jene in der Fachliteratur besonders 
beliebte Lösungsart näher eingegangen, welche teils auf zeichnerischem, 
teils auf rechnerischem Wege die Verwendung tunlichst einfacher 
Elastizitätsgleichungen anstrebt. Die verallgemeineite rechnerische 
Grundlage läßt eine Anwendung auf andere Systeme ohne weiteres zu.

Bei der Einfachheit der hier behandelten Systeme ließen sich die 
Endergebnisse der Rechnung meist in geschlossener Form darstellen, 
und zwar nicht nur für äußere Lasten, sondern auch für Temperatur­
änderungen und Widerlagerverschiebungen. Infolgedessen stellt der 
vorliegende Teil zugleich eine Formelsammlung dar; jedoch ist auch 
die Herleitung aller Endergebnisse aus dem Text zu entnehmen.

Die Darstellung der Resultate in geschlossenen Formeln ist natur­
gemäß an bestimmte Voraussetzungen, wie insbesondere an die 
Symmetrie der Systeme gebunden. In jenen Fällen, wo bei Zahlen­
rechnungen diese Voraussetzungen über die Querschnittsannahmen 
oder die Form der Systemachse, nicht genau erfüllt sind, können die 
Ergebnisse höchstens noch als Annäherungen gelten, die bei manchen 
Aufgaben für erste Rechnungen gute Dienste leisten.

Um aber auch für allgemeinste Fälle den Rechnungsgang zu 
erläutern, sind in den angefügten Beispielen, speziell in den Zahlen­
rechnungen, auch beliebig gestaltete Systeme behandelt.

Die Zahl der hierher gehörigen Aufgaben hätte sich noch beliebig 
erweitern lassen. Die vorliegenden Beispiele dürften indessen genügen, 
um die Verwendung der allgemeinen Grundlagen des ersten Teiles 
zu erläutern und damit den Weg für die Behandlung beliebiger 
Systeme zu zeigen. Auch die im dritten Teil dieses II. Bandes zu 
besprechenden verwickelteren Aufgaben, wie z. B. die Berechnung der 
Stockwerkrahmen, werden durch die vorliegenden Ausführungen vor­
bereitet und sind durch einfache Fortsetzung der hier besprochenen 
Gedankengänge zu behandeln.
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I. Abschnitt.
Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen.

§ 1. Allgemeine rechnerische Unterlagen für die Bestimmung 
von Verschiebungen bei der Untersuchung statisch unbe­

stimmter Systeme.
Die Wahl des Grundsystems und der Überzähligen X ist 

von grundlegender Bedeutung für die Art und den Umfang der 
Rechnung. Es erscheint zweckmäßig, als Überzählige im allgemeinen 
nur Momente zu wählen. Das gegebene statisch unbestimmte System 
wird also dadurch in ein statisch bestimmtes Grundsystem verwandelt, 
daß man durch Anordnung von Gelenken die erforderliche Anzahl 
von Einspannungsmomenten beseitigt. Hierdurch läßt es sich in 
vielen Fällen erreichen, daß das Grundsystem sich ganz oder teil­
weise aus einfachen Bal­
ken zusammensetzt; z. B.
ist dies der Fall beim pjg
kontinuierlichen Träger, 
wenn' man die Stützen-
momente als Überzäh- —
lige wählt (s. Fig. 1 a Fig i b
und 1b). Bei Rahmen 

gebilden tritt im 
Grundsystem außer 
dem einfachen Bal­
ken auch der ein­
seitig eingespannte 
Balken (Fig. 2 b) bzw. 
der Dreigelenkbogen 
auf (Fig. 2 c).

Die Unbekannten 
X eines r-fach sta­
tisch unbestimmten

Fig. 2a. Fig. 2b. Fig. 2 c.

Systems werden nach den Ausführungen im 
ersten Teil, § 12, berechnet aus Quotienten von der Form:

[im. y] 
[Ü.J'] (Ü

Pirl et, Statik. II. 2. 1



2 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen.

Hierin bedeuten sowohl der Zähler- wie der Nennerwert Verschie­
bungen des Angriffspunktes i in Richtung von X{ am v-fach sta­
tisch unbestimmten Hauptsystem, und zwar der Zähler die Verschie­
bung infolge der gegebenen äußeren Belastung (P) und der Nenner 
diejenige infolge A{ == 1.— Die Werte [im.v] und [ü.v] werden 
stets rechnerisch als Summenausdrücke ermittelt. Im zu 
ihrer Darstellung zu gelangen, sollen zunächst einige allgemeine Unter­
lagen hergeleitet werden.

Anmerkung: Die Herleitung der folgenden allgemeinen Ausdrücke nebst 
ihrer Anwendung auf die hier behandelten Systeme könnte überflüssig erscheinen. 
Diese an sich einfachen Rechnungen sind indessen hier angegeben worden, 
weil sie für die Praxis des statischen Rechnens ein wertvolles Rüstzeug bilden. 
Die Endformeln gestatten eine schnelle Durchführung der Rechnungen und 
sind nicht nur bei den im folgenden behandelten Aufgaben, sondern auch bei 
der Untersuchung sonstiger, häufig vorkommender Tragwerke zu verwenden.

Daß derartige Hilfsmittel zur raschen Ermittlung statischer Größen einem 
vielfach empfundenen praktischen Bedürfnis entsprechen, zeigen die in letzter 
Zeit erschienenen Formelsammlungen. (Vgl. z. B. Kleinlogel, Rahmenformeln.)

Jedenfalls erscheint es angebracht, derartige Rechenergebnisse nur in 
Verbindung mit ihrer Ableitung vorzulegen. Darum sind hier die ohnehin 
nötigen allgemeinen Entwickelungen so weit ausgedehnt, daß eine Reihe von 
Formeln gewonnen wurde, die bei einiger Übung auch für die Erledigung 
vieler sonstiger Aufgaben des statischen Rechnens geeignet erscheinen.

Die Angaben der dem Verfasser bekannt gewordenen Formelsammlungen 
sind im wesentlichen mitsamt ihrer Herleitung aus den nachstehenden Ent­
wickelungen direkt zu entnehmen oder aber an Hand der hier angegebenen 
Unterlagen ohne weiteres abzuleiten.

a) Geschlossene Ausdrücke für die Verschiebungen 
[ö.r] und [im.v].

Der Nennerwert [ii.v] der Gleichung (1) wird gefunden nach 
der Gleichung:

EJ' [ü.v] —
<7 </ iJ

Hierin bedeuten:
die Momente infolge der Last A'. = 1 am statisch bestimmten 

Grundsystem (AQ-Fläche) und
die Momente infolge der Last ^-^ = 1 am r-fach statisch 

unbestimmten Hauptsystem (Mf.,-Fläche). Die Ermittelung 
der M;.,,-Fläche wird im folgenden bei jedem Beispiel er­
läutert.

Bei den hier zunächst in Betracht kommenden Systemen mit 
geradlinigen Achsen verlaufen die 1^- und Mi.^-Fläche geradlinig 
über die einzelnen Systemteile. In diesem Falle ist die Auswertung 
desintegralwertes [if.»'] sehr einfach. Die Unterlagen hierfür finden

Diese Gleichung vernachlässigt den Einfluß der Normalkräfte N und 
Querkräfte Q, der im allgemeinen von geringem Einfluß auf das Endergebnis 
ist. J' bedeutet ein beliebiges konstantes Trägheitsmoment. Der Faktor EJ' 
kann, da er bei allen Verschiebungen konstant ist und daher auf das End­
ergebnis V keinen Einfluß hat, fortgelassen werden. 



§ 1. Allg. rechnerische Unterlagen für die Bestimmung von Verschiebungen usw. 3

sich im ersten Teil dieses Bandes, § 7, sollen jedoch der Vollständig­
keit halber noch einmal zusammengestellt werden.

Beim allgemeinsten Fall verlaufen 
beide Momentenflächen trapezförmig 
über die Strecke s (s. Fig. 3). Die 
Endordinaten der 3V Fläche seien M! 
und M”, diejenigen der 3V,.-Fläche 
Mi,v und M"v. Es wird dann, wenn 
g'-s^ ist (vgl. I. Teil, S. 58 ff):

[ü.v] = \M! (2 M/, + + Jf/' (2 + MZ„)], . j

oder > (2)

[ü .rj = (2 M/ + + M"v (2 M“ + M!}}. . .

Einige häufiger vor kommende Sonderfälle sind zusammen­
gestellt in folgender Tabelle I.

1*



4 V ollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen.

der und 34. wFläche angeben1).
Der Zählerwert [iwt.v] der Gleichung (1) wird gefunden aus 

der Gleichung:
[im.v] — J 340 34.>■ ds—.

(Auch hier ist, wie in der Gleichung für der konstante Faktor
EJ' fortgelassen und der Einfluß der Normal- und Querkräfte ver­
nachlässigt.)

Bezüglich der .Mo-Fläche (Momentenfläche infolge der äußeren 
Belastung am Grundsystem) unterscheiden wir zwei Fälle:

Erstens: Die 3f0-Fläche erstreckt sich nur über den belasteten 
einfachen Balken.

Zweitens: Durch die Auflagerdrücke des belasteten einfachen 
Balkens werden noch weitere Systemteile auf Biegung beansprucht, 

über diese erstreckt.
Der erste Fall tritt z. B. 

ein, wenn das GrundSystem aus 
einer Reihe einfacher Balken be­
steht (Fig. 4). Die Jf0-Fläche 
erstreckt sich nur über den be­
lasteten einfachen Balken AB. 
Das Integral:

, ds^—

so daß sich die 3I0-Fläche auch

ist also auch nur über diesen Balken AB auszudehnen.
*) Man kann den Nenner auch aus den Verschiebungen des Grundsystems 

ermitteln, durch fortgesetzte Anwendung der Gleichung (vgl. Erster Teil, § 13):

[iÄ.r] = [ik.v — 1] 1].L J J [hh.v— 1] L



§ 1. Allg. rechnerische Unterlagen für die Bestimmung von Verschiebungen usw. 5

Der zweite Fall ist z. B. vorhanden bei dem nach Fig. 5 be­
lasteten Rechteckrahmen. Hier wird durch die Last P nicht nur der 
rechte Ständer beansprucht, sondern, infolge des durch den oberen
Riegel vom rechten auf den linken Ständer 
übertragenen Auflagerdruckes, auch dieser 
linke Ständer, der ein unten eingespaimter 
Balken ist. Die Mo- Fläche hat also-die in 
Fig. 5 angegebene Form. Das Integral 

erstreckt sich in diesem Falle über die bei­
den Ständer.

Bezüglich der M-.„-Fläche neh­
men wir wieder an, daß sie auf 
der Strecke l trapezförmig verläuft 
und die Endordinaten Jf/.r undlf"„ 
hat (Fig. 6). An einer Stelle x (vom 
rechten Auflager gemessen) ist 
dann:

Mi.v = X., 7 + (1 — 7) ■

1) Da die Werte X je nach der äußeren Belastung verschieden sind, so 
ändern sieh naturgemäß auch die Werte <px und tp^ mit der äußeren Belastung.

Setzt man diesen Wert Mi.v in die Gleichung für ein, so er­
hält man:

[«M = jMo (1 - y)] äx

0
l l

= X, 7 7 / ^0 (1 - 7) dx

0 0
[im.r] = ................................... (3)

Hier ist

Bei Temperaturänderungen ergeben sich die Unbekannten 
aus Quotienten von der Form:



6 Vollwandige Systems mit geradlinigen Achsen.

[it.v] = EJ'

y -
[iGr]'

Bei ungleichmäßiger Erwärmung finden, wir den Zähler­
wert [it.v] aus der Gleichung (vergl. I. Teil § 7)

34.,■ £■ ds + EJ' | Ni.„-e-t0-ds. h J
Darin ist s der Wärmeausdehnungskoeffizient des Materials, 

t0 die Wärmeänderung im Sclrwerpunkt, 4t der Wärmeunterschied 
zwischen oberem und unterem Querschnittsrand und h die Höhe des 
Querschnitts. (Wir bestimmen auch hier die j£-./'-fachen Verschie­

bungen.) — Ist der Wert auf der ganzen Balkenlänge konstant, 

so wird, wenn wir lediglich das erste Glied vorstehender Gleichung 
b erücksichtigen:

— EJ'e^--

Das Integral J Mi.v ds ist der Inhalt der Momentenfläche (34.v - 
Fläche), hat also bei trapezförmiger Gestalt der Momentenfläche 
den Wert

(34,+ 344),
2

Es ist damit

Bei gleichmäßiger Wärmeänderung um den Wert t0 erhält 
man mit 4 t —0 und konstanten Ni.„:

[fi.y] = EJ'f Ei.„-e-t0-ds = e-t0-l-Ni.v-EJ'.

Allgemein gilt also die Gleichung

[17.p]==£^.£(X., + 344)HJ+£-f0-Z'-V£.„-E7 . (5)

Bei Widerlagerverschiebungen lautet die Gleichung für 
den Wert A4, (vergl. I. Teil § 16):

. [iw.v] . 
. v r. • T 5[2 % . V J 

darin ist
[jä.y] = — ^Li.r[lw.v]-EJ'..................(6)

Lt.v sind die Auflagerreaktionen des v-fach statisch unbestimmten 
Hauptsystems infolge 24, = 1; [Iw.?] sind die (gegebenen oder be­
obachteten) Verschiebungen der Auflagerpunkte in Richtung dieser 
Auflagerreaktion en Li.,..



§ 1. Allg. rechnerische Unterlagen für die Bestimmung von Verschiebungen usw. 7

’ b) Entwickelung des für den Zälilerwert [im.v] gefundenen 
Ausdrucks bei verschiedenen Belastungsfällen.

Als äußere Belastungen kommen in der Praxis hauptsächlich 
in Betracht Einzellasten, gleich- oder dreieckförmig verteilte Be­
lastungen, Momente, sowie Zusammensetzungen aus diesen Be­
lastungsarten.

a) Für eine Einzellast Pim 
Abstande £ vom rechten Auflager 
(Fig. 7) hat die Momentenfläche 
die Form eines Dreiecks mit der 
größten Ordinate unter der Last 
P. An einer Stelle x sind die 
Ordinaten:

Für x < £ : Mo' = PI — 

x>£: M^ = Pl^

Der Integral wert <pt (vergl. S. 5) nimmt also folgende Form an:

sich nach entsprechender Umformung,Daraus ergibt 

l' = Z~ ist:

wenn

PU'

Dies ist dieselbe Form, wie wir sie oben für <pt gefunden haben, 
wenn man x' für x und i- für f einsetzt. Man erhält also als 
Resultat:



8 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen.

Die für eine Einzellast P gefundenen Werte und <p„ schreiben wir:

pn
~ 6 C2’

(7 a)

Darin ist:

Der Zählerwert [im.?] hat also die Form:
T>7 V

= (C1 y + cä. (8)

Die Werte q und c2 sind in Tabelle II (S. 13) für die ver­

schiedenen Abstandsverhältnisse y von bis zu- 
L ±\j\J

sammengestellt. Es sind für beide Werte nur die 50 ersten 
Zahlen angegeben, da für die folgenden Zahlen von 51 bis 100 die 
Werte gleich den entsprechenden Werten c2 der Zahlen von 
49 bis 1 sind.

Die Auflagerdrücke des einfachen Balkens (Fig. 7) sind für eine 
Einzellast

A = P-y; B — P 1— ~ . 
b \ b /

ß) Für eine gleichförmig ver­
teilte Belastung von der Größe p für 
die Längeneinheit (Fig. 8) werden die 
Werte <p1 und <p2 wie folgt gefunden.

Die Last p möge auf der Strecke £ 
wirken. An der Stelle x wirkt auf dem 
Streckenelement dx eine Last p -dx als

Einzellast im Abstande x vom rechten Auflager. Für diese Einzellast 
ist nach den vorigen Ergebnissen:

, .u'x r; p^'^W (x\2~\ 3j=_T Li—j^,

6 l \ Z/\ l / 6 Z \ U \ l J
Integriert man diese Ausdrücke über die Strecke so erhält 

man die Werte cp für die auf der Strecke £ gleichmäßig verteilte 
Last. Nach gehöriger Vereinfachung ergibt sich:



§ 1. Allg. rechnerische Unterlagen für die Bestimmung von Verschiebungen usw. 9

, ppi'isv dx=——— —24 \U

Der Zählerwert [im.v] hat also die Form:

. .(10)

Die Werte und ä3 sind für die Abstandsverhältnisse 
von -i— bis in der Tabelle III (S. 14) zusammengestellt.

100 100 ' ' ö
Die Auflagerdrücke für gleichförmig verteilte Streckenlast (Fig. 8) 

sind:
_ pLL

2 \lJ ’ 2 1
y) 1. Für eine dreieckförmig verteilte Last, die auf einer

Strecke £ vom rechten Auflager aus 
wirkt, so daß die größte Ordinate p 
über dem Auflager liegt (Fig. 9), er­
mitteln wir die Werte cp wie folgt. 

Für eine Stelle x vom rechten 
Auflager aus gemessen ist die Be­
lastungsordinate : Fig. 9.

(oc\
1—(au$ dem

Streckenelement dx) ist dann:
, pH'(„

dcp„ plV
— "T"

x f 
n1—1/ dx.



10 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen.

Durch Integration der Werte über die Strecke $ erhält man die für 
dreieckförmige Belastung gültigen Werte:

pFl'W 
360 W

Wir schreiben:

Darin ist:

20—15y + 3

(Ila)

. (11b)

Der Zählerwert hat also die Form:

. .(12)

Die Werte rx und r2 sind in Tabelle IV (S. 15) für die
Abstandsverhältnisse — = —1— bis zusammengestellt. 

I 100 100 ö
Die Auflagerdrücke betragen:

A 0 6 l
2. Für eine dreieckförmig ver­

teilte Belastung mit der größten 
Ordinate p im Abstande £ vom rech­
ten Auflager und der Spitze über dem 
Auflager (Fig. 10) erhalten wir die 
Werte <p durch Subtraktion der unter

1 gefundenen Werte p von den 
unter ß gefundenen.

Man erhält:
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_P^l' z
24 'kl

T, ^2— 24 'Ä2

pi-r 
360 
pPl' 
360 ■ r.

360 ^15 k 

^-zk
360 '

Aus den Gleichungen (9b) und (llb) findet man:

(15 k±

(15 k2 — 5

Wir schreiben:

20 — 12

40 —45, h \l i

(13 a)

>

?! gß0 <1,

i
92 360

darin ist:

ti =

-s(+
-«1+

ti — 4
. . (13 b)

Der Zählerwert [i m.v] hat dann die Form:

. .(14)
€>ÖV

Die Werte t± und t2 sind in Tabelle V (S. 16) für die Ab-
Standsverhältnisse — von —?—

Z 100
Die Auflagerdrücke betragen:

. . 100 . „bis zusammengestellt.

d) Bei Belastung durch 
ein im Abstande £ vom rech­
ten Auflager angreifendes 
(linksdrehendes) Moment 
(Fig. 11) erhalten wir für Af0 im 
Abstande x vom rechten Auflager 
folgende Werte (Fig. Ila):

A 3 l
pl S
6

. £ f 3__2 — 1z v 2 irl

Für x s •

S:„ X



12 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen.

Man erhält unter Anwendung der Gleichungen (4): 

ü i
=7 P (- t) HW? /0 -?)’j1f 

0 *

oder, wenn man den Wert x'=l — x und dx' = — dx einsetzt: 
; l'

J' C ( x'\x' , . J' C ^.(^X2 , ,
= —- -Ml 1--- r T H—f K 7 •

J J \ L J L J J \ L J
? 0

Nach entsprechender Umformung erhalten wir:

Wir schreiben:
MV

MV .......................

Darin ist:
/g\2 

s1=l-3 | ,
\L J 

• • • - • 
$2=i—3(1—

Der Zähler wert [im.v] hat dann die Form:
1\TT

[im.v] = (Mi , si — .

(15 a)

(15b)

• (16)

In Tabelle VI (S. 17) sind die Werte und s2 für die 

verschiedenen Abstandsverhaltnisse — von-----bis - ----- an- 
l 100------- 100

gegeben.
Die Auflagerdrücke betragen:

Aus den vorstehend ermittelten Werten <pr und <p2 für die 
fünf Hauptbelastungsfälle lassen sich für spezielle Belastungsfälle 
die entsprechenden Formeln leicht ableiten. In Tabelle VII (S. 18und 19) 
sind auch für einige häufiger verkommende Sonderfälle die Ergeb­
nisse für den Zähler wert [-m.r] eingetragen.
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Tabelle II.
Werte q und c2 für die Abstandsverhältnisse y von bis — . b luv 1UU

1001 «i Cq

0 0,000000 0,000000 100
1 0,009999 0,019701 99
2 0,019 992 0,038808 98
3 0,029973 0,057327 97
4 0,039936 0,075264 96
5 0,049875 0,092625 95
6 0,059784 0,109416 94
7 0,069657 0,125643 93
8 0,079488 0,141312 92
9 0,089271 0,156429 91

10 0,099000 0,171000 90
11 0,108669 0,185031 89
12 0,118272 0,198528 88
13 0,127 803 0,211497 87
14 0,137256 0,223944 86
15 0,146625 0,235875 85
16 0,155904 0,247296 84
17 0,165087 0,258213 83
18 0,174168 0,268632 82
19 0,183141 0,278559 81
20 0,192000 0,288000 80
21 0,200739 0,296961 79
22 0,209 352 0,305448 78
23 0,217833- 0,313467 77
24 0,226 176 0,321024 76
25 0,234375 0,328125 75
26 0,242424 0.334776 74
27 0.250317 0,340983 73
28 0,258048 0,346752 72
29 0,265 611 0,352089 71
30 0,273000 0.357000 70
31 0,280209 0,361491 69
32 0,287232 0,365568 68
33 0,294063 0,369237 67
34 0,300696 0,372504 66
35 0,307125 0.375375 65
36 0,313344 0,377856 64
37 0.319347 0,379953 63
38 0,325 128 0,381672 62
39 0,330681 0,383019 61
40 0,336000 0,384000 60
41 0,341079 0,384621 59
42 0,345912 0,384888 58
43 0,350493 0,384807 57
44 0,354816 0,384384 56
45 0,358875 0,383 625 55
46 0,362664 0,382536 54
47 0,366177 0,381123 53
48 0,369408 0,379392 52
49 0,372351 0,377349 51
50 0,375000 0,375000 50

C2 C1 100 j
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Tabelle III.

Werte k für die Abstandsverhältnisse -4 von --r- bis —r-r . b lUv lUU

1001 100 | ^2

1 0.000200 0,000396 51 0,452548 1 0,577448
2 0,000800 0,001568 52 0,467684 0,592284
3 0.001799 0,003493 53 0.482895 0,606997
4 0,003197 0,006147 54 0,498169 i 0,621575
5 0,004994 0,009506 55 0,513494 1 0,636006
6 0,007187 0,013549 56 0,528855 0.650281
7 0,009 776 0,018252 57 0,544240 0,664388
8 0,012 759 0,023593 58 0,559635 0,678317
9 0,016134 0,029 550 59 0,575026 0,692058

10 0,019900 0,036100 60 0,590400 0,705600
11 0,024054 0,043222 61 0,605742 0,718934
12 0,028593 0,050895 62 0,621037 0,732051
13 0,033514 0,059098 63 0,636270 0,744942
14 0,038816 0,067808 64 0,651428 0,757596
15 0,044494 0,077006 65 0,666494 0,770006
16 0,050545 0,086671 66 0,681453 0,782 163
17 0,056965 0,096783 67 0,696289 0,794059
18 0,063750 0,107322 68 0,710986 0,805686
19 0,070897 0.118267 69 0,725529 0,817035
20 0,078400 0.129600 70 0,739900 0,828100
21 0,086255 0,141301 71 0,754083 0,838873
22 0,094457 0,153351 72 0,768061 0,849347
23 0,103002 0,165730 73 0,781818 0,859 514
24 0,111882 0,178422 74 0,795334 0,869370
25 0,121094 0,191406 75 0,808594 0,878906
26 0,130630 0,204666 76 0,821578 0,888118
27 0,140486 0,218182 77 0,834270 0,896 998
28 0,150653 0,231939 78 0,846649 0.905543
29 0,161127 0,245 917 79 0,858699 0,913 745
30 0,171900 0,260100 80 0,870400 0,921 600
31 0,182 965 0,274471 81 0,881733 0,929103
32 0,194314 0,289014 82 0,892678 0,936250
33 0,205941 0,303711 83 0,903217 0,94303534 0,217 837 0,318547 84 0,913329 0,94945535 0,229994 0,333506 85 0.922994 0,95550636 0,242404 0,348572 86 0,932192 0,96118437 0,255058 0,363 730 87 0,940902 0,96648638 0,267 949 0,378963 88 0,949105 0,97140739 0,281066 0,394258 89 0,956778 0,975 94640 0,294400 0,409 600 90 0,963900 0.98010041 0,307 942 0,424974 91 0,970450 0,98386642 0,321 683 0,440365 92 0,976407 0,98724143 0,335612 0,455760 93 0,981 748 0.99022444 0,349 719 0,471145 94 0,986451 0,99281345 0,363994 0,486506 95 0,990494 0,995 00646 0,378425 0,501831 . 96 0,993 853 0,996 80047 0,393003 0,517105 97 0,996507 0,99820148 0,407 716 0,532316 98 0,998432 0,999 20049 0.422552 0,547452 99 0,999 604 0,99.980050 0,437500 0,562500 100 1,000 000 1,000000
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Tabelle IV.

Werte r für die Abstandsverhältnisse y- von —bis . 4 1UU Ivv

100 ~ 1001 ’ü r2

1 0,001000 0,001985 51 2,398044 3,415191
2 0,004000 0,007880 52 2,484652 3,518228
3 0,008998 0,017597 53 2,572286 3,621559
4 0,015992 0,031048 54 2,660908 3,725132
5 0,024981 0,048144 55 2,750481 3,828894
6 0,035961 0,068799 56 2,840965 3,932 795
7 0,048928 0,092927 57 2,932320 4,036785
8 0,063877 0,120443 58 3,024505 4,140815
9 0,080803 0,151262 59 3,117479 4,244836

10 0,099 700 0,185 300 60 3,211200 4,348800
11 0,120561 0,222474 61 3,305625 4,452660
12 0,143378 0,262702 62 3,400710 4,556370
13 0,168143 0,305902 63 3,496411 4,659884
14 0,194848 0,351992 64 3,592684 4,763156
15 0,223481 0,400894 65 3,689481 4,866144
16 0,254034 0,452526 66 3,786758 4,968802
17 0,286494 0,506811 67 3,884466 5,071089
18 0,320851 0,563669 68 3,982559 5,172961
19 0,357090 0.623023 69 4,080986 5,274379
20 0,395200 0,684800 70 4,179700 5,375300
21 0,435166 0,748919 71 4,278650 5,475 685
22 0,476972 0,815308 72 4,377784 5,575 496
23 0,520605 0,883890 73 4,477053 5,674692
24 0,566047 0,954593 74 4,576403 5,773 237
25 0,613281 1,027 344 75 4,675781 5,871 094
26 0,662291 1,102069 76 4,775135 5,968225
27 0,713057 1,178698 77 4,874409 6,064596
28 0,765560 1,257160 78 4,973548 6,160172
29 0,819 782 1,337383 79 5,072497 6,254917
30 0,875 700 1,419300 80 5,171200 6,348800
31 0,933294 1,502841 81 5,269 598 6.441787
32 0,992543 1,587 937 82 5,367 635 6,533845
33 1,053422 1,674523 83 5.465250 6.624945
34 1,115910 1,762 530 84 5,562386 6,715054
35 1,179981 1,851894 85 5,658981 6,804144
36 1,245612 1,942548 86 5,754976 6,892184
37 1,312775 2,034430 87 5,850307 6,979148
38 1,381446 2,127474 88 5,944914 7,065006
39 1,451597 2,221618 89 6,038733 7,149732
40 1,523200 2,316800 90 6,131700 7,233300
41 1,596227 2,412958 91 6,223751 7,315684
42 1,670649 2,510031 92 6.314821 7,396859
43 1,746436 2,607959 93 6,404844 7,476801
44 1,823557 2,706683 94 6,493753 7,555487
45 1,901981 2,806144 95 6,581481 7,632894
46 1,981676 2,906284 96 6,667960 7,709000
47 2,062610 3,007045 97 6,753122 7,783783
48 2,144748 3,108372 98 6,836896 7,857224
49 2,228056 3,210209 99 6,919212 7,929303
50 2,312500 3,312500 100 7,000000 8,000000
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Tabelle V.

Werte t für die Abstandsverhältnisse y von bis . t IvU lUv

1001
£

100 y to

1 0,002000 0,003955 51 4,390176 5,246529
2 0,007998 0,015642 52 4,530606 5,366034
3 0,017990 0,034795 53 4,671142 5,483393
4 0,031969 0,061151 54 4,811633 5,598487
5 0,049925 0,094450 55 4,951925 5,711200
6 0,071844 0,134436 56 5,091860 5,821420
7 0,097 712 0,180853 57 5,231280 5,929035
8 0,127508 . 0,233452 58 5,370020 6,033940
9 0,161213 - 0,291982 59 5,507917 6,136028

10 0,198800 0,356 200 60 5,644800 6,235200
11 0,240243 0,425862 61 5,780499 6,331356
12 0,285512 i 0,500728 62 5,914840 6,424400
13 0,334572 i 0,580562 63 6,047645 6,514240
14 0,387 390 0,665130 64 6,178734 6,600786
15 0,443925 ; 0,754200 65 6,307925 6,683950
16 0,504136 0,847544 66 6,435032 6,763648
17 0,567977 0,944938 67 6,559865 6,839800
18 0,635403 1,046157 68 6,682235 6,912325
19 0,706361 1,150984 69 6,801945 6.981150
20 0,780800 1,259 200 70 6,918800 7,046200
21 0,858662 1,370593 71 7,032598 7,107407
22 0,939889 1,484951 72 7,143137 7,164703
23 1,024419 1,602066 73 7,250211 7,218024
24 1,112187 1,721733 74 7,353611 7,267309
25 1,203125 1,843750 75 7,453125 7,312500
26 1,297163 1,967917 76 7,548539 7,353541
27 1,394227 2,094038 77 7,639635 7,390380
28 1,494241 2,221919 78 7,726193 7,422967
29 1,597126 2,351369 79 7,807990 7,45125530 1,702800 2,482200 80 7,884800 7,475200
31 1,811177 2,614228 81 7,956393 7,49476232 1,922171 2,747 269 82 8,022539 7,509901
33 2,035 689 2,881146 83 8,083001 7,52058434 2,151640 3,015680 84 8,137544 7,52677635 2,269925 3,150 700 85 8,185925 7,52845036 2,390446 3,286 034 86 8,227902 7,52557837 2,513101 3,421514 87 8,263229 7,51813638 2,637 784 3,556976 88 8,291656 7,50610439 2,764387 3,692258 89 8,312931 7,48946440 2,892800 3,827200 90 8,326800 7,46820041 3,022909 3,961646 91 8,333005 7,44230042 3,154596 4,095444 92 8,331284 7,41175643 3,287744 4,228441 93 8,321376 7,37655944 3,422228 4,360492 94 8,303012 7,33670845 3,557925 4,491450 95 8.275925 7,29220046 3,694705 4,621175 96 8,239841 7,24303947 3,832438 4,749527 97 8,194486 7,18922948 3,970990 4,876370 98 8,139582 7,13077849 4,110224 5,001571 99 8,074 848 7,06769750 4,250000 5,125000 100 8,000000 7,000000
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Pirl et, Statik. II. 2.

Tabelle VI.
Werte s für die Abstandsverhältnisse ~ von —- bis —. i luv 1UU

100 f «1

0 1,0000 - 2,0000 100
1 0.9997 -1,9403 99
2 0.9988 -1,8812 98
3 0,9973 -1,8227 97
4 0,9952 -1,7648 96
5 0,9925 -1,7075 95
6 0,9892 -1,6508 94
7 0,9863 -1,5947 93
8 0,9808 -1,5392 92
9 0,9757 - 1,4843 91

10 0,9700 -1,4300 90
11 0,9637 - 1,3763 89
12 0,9568 -1,3232 88
13 0,9493 - 1,2707 87
14 0,9412 - 1,2188 86
15 0,9325 -1,1675 85
16 0,9232 -1,1168 84
17 0,9133 - 1,0667 83
18 0,9028 - 1,0172 82
19 0,8917 -0,9683 81
20 0,8800 - 0,9200 80
21 0,8676 - 0,8723 79
22 0,8548 - 0,8252 78
23 0,8413 - 0,7787 77
24 0,8272 -0,7328 76
25 0,8125 - 0,6875 75
26 0,7972 - 0,6428 74
27 0,7813 -0,5987 73
28 0,7648 - 0.5552 72
29 0,7477 - 0.5123 71
30 0,7300 - 0,4700 70
31 0,7117 - 0,4283 69
32 0,6928 - 0,3872 68
33 0,6733 - 0,3467 67
34 0.6532 - 0,3068 66
35 0,6325 - 0,2675 65
36 0,6112 - 0,2288 64
37 0,5893 — 0,1907 63
38 0,5668 -0,1532 62
39 0,5437 -0,1163 61
40 0,5200 - 0,0800 60
41 0,4957 -0,0443 59
42 0,4708 - 0,0092 58
43 0,4453 + 0,0253 57
44 0,4192 0,0592 56
45 0,3925 0,0925 55
46 0,3652 0,1252 54
47 0,3373 0,1573 53
48 0,3088 0,1888 52
49 0,2797 0,2197 51
50 0,2500 0,2500 50

S*. 81 100 y

2



Tabelle VIP).

Zusammenstellung der Formeln für 7^ und ip„ und E J'-[im.v] — -y J

Belastungsfall Ti [im. vj = [My.,, • <px -|- M",,•</>„]

1 —*—n
£ *--------J

Pi„ 
6^ Plv

6 Ci

2
ks--- £----

i' ]c ^-l'k 
24 4

3
*____

PP.3601 1 S^l'r 
860 2 DOU

4 ^Vt 
360 ‘

^Vt
360 4 43 □Du

5 rp------------- i CO
 

I-*

~^VSi
7/

6
aL_ 2 i

£------ -------i
PI
16 1 16 1

gi'(X.r + -Sf"r)

7
p /> ।

r^. t. J
PI

k — 1

V
ollw
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it geradlinigen A
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*) Anmerkung, Die Tabelle enthält für die eingezeiohneten Belastungsfälle den E-J'-faehen Wert der Verschiebung 
[im.r], wobei die Mi.v-Fläche auf der Strecke l trapezförmig angenommen ist. (Endordinaten: MU links und M'U rechts.) 
— Die Werte und <p2 sind angegeben zur Verwendung in geschlossenen Formeln. — Das Trägheitsmoment J soll auf der 
Strecke l konstant sein.

8 p±r 
24 1

p^l' 24 1 a1!

9
r * g?(V-V) g V [M'i.v- */)]

k

10 1- 3
11 r 7 360 7 ’S1'

12 \ 24 ’+'7 360/ (ir+O1' l' + MU +f^ V MU + 8 M[',.)
Ä ' 1

13
I* 1 w11 ('.+'•> ^i'[MU«U-W^

14
«--/~='

i^3i' £
192^’

15 7"
J 1 u -MV 241

^'(MU-MU)
4iü:

▲ V 4

16
M

JE--------------------------- 1 3
y l' (Miv + 2 M'>U (vgl. Tab. I, e).
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c) Größe und Lage des Maximalmomentes bei ruhender gleich­
mäßiger und dreieckförmiger Belastung.

Die Größtmomente für ruhende Streckenlasten sowie der Ab" 
stand x, den der Angriffspunkt dieses Momentes vom Auflager 
hat. lassen sich bei rechteckigen und dreieckförmigen Belastungen 
in einfacher Weise durch die Querkraft am Auflager, d. h. den Auf­
lagerdruck des einfachen Balkens angeben.

Fig. 12.

Wir betrachten den allgemei­
nen Fall, daß außer den äuße­
ren Lasten, welche die Auflager­
drücke Ao und hervorrufen, 
noch zwei Momente Ma und Mb 
an den Balkenenden angreifen 
(Fig. 12). Es ist dann:

a = a0 + m” t

B = Bo + %^
(17)

Das Größtmoment tritt bekanntlich da auf, wo die Querkraft 
das Vorzeichen wechselt, also den Wert 0 erreicht. Die Resultierende 
der äußeren Last zwischen diesem Punkt und dem Auflager muß

Fig. 13.

also umgekehrt gleich dem 
Auflagerdruck sein. Diese 
Beziehung kann zur Bestim­
mung des Größtmomentes 
benutzt werden.

c) Bei gleichförmig ver­
teilter Last an beliebiger 
Stelle (Fig. 13) trete
auf beim Punkte m im Ab-
Stande x vom Anfang der
Belastung, also im Abstande 

(ß-j-^) vom Auflager. Es ist also hier:

= + .......................(18)
\ u J

B x = —
P

Darin ist, da p ■ x — B ist:

Fig. 14.

Ist 
wird:

- ■ (19)

= 0 (Fig. 14), so

+>&-(18a)
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ß) Bei dreieckförmig ver­
teilter Belastung (Fig. lö) 
trete JImax auf an der Stelle m 
im Abstande x von der Spitze 
der Belastung, also im Abstande 
(x 4- vom Auflager. Es ist dann, 
wenn pa und a bekannt sind:

PX-TPa-

Fig. 15.

Daraus ergibt sich.:

Hier bildet die dreieckförmige Belastung rechts von m, nämlich 
x f 2 \

px- — — B, mit dem Auflagerdruck B das Kräftepaar B v+f?
so daß das Gesamtmoment bei m beträgt:

-^max

worin also

Links von a kann die 
Lastverteilung beliebig 
sein.

/) Auch bei tra­
pezförmiger Bela­
stung lassen sich ent­
sprechende Gleichungen 
für x und Mmax an­
geben. Mit den . Be­
zeichnungen der Fig. 16 
findet man:

. .. (21)

. . (20)

Fig. 16.

2B
Pa'^

\^max

B =p. Pi-a 
2

x — a

2
Darin ist । p^-x

PX=P1 +.?3 ~ =P1 + “
also ist h-cc a

2------

b=^
Daraus findet man:

2B (-1-1 • . . (22 a)x = a
P^a



22 VoIIwandige Systeme mit geradlinigen Achsen.

Durch Einsetzen der Werte

1/ ISO / \ op^a IpA' P^c
2 XpJ 2

ergibt sich aus der vorhergehenden Gleichung

Die letzte Form hat den Vorteil, daß der Wert a, der unter 
Umständen sehr groß wird, nicht vorkomnit, sondern nur gegebene 
Werte c, px und p2 Vorkommen.

Nach Ermittelung von x findet man Mmaa. aus folgender 
Gleichung:

........................(23)\ ö / G

NB. Aus den Gleichungen (22) lassen sich die Werte der Gleichungen (19) 
und (21) ableiten, indem man einmal p„ = 0 in Gleichung (22 b) oder a = oo 
in Gleichung (22 a), und das andere Mal p^ = 0 in Gleichung (22 b) oder a = 0 
in Gleichung (22a) setzt. Für = 0 ergibt sieh aus Gleichung (22b) ohne 
weiteres der Wert der Gleichung (21). In den anderen Fällen ergeben beide 
Gleichungen die unbestimmten Werte oo-O bzw. oo— oo. Schreibt man aber
i, i: ~fe+1-1 1“ Ä’

K = :-------- = C -------------------------- ------
1 P^
a

so ergeben sich, wenn man Zähler und Nenner nach a bzw. differenziert 
und dann a = oo, a=0 bzw. Pi = 0 einsetzt, die Gleichungen (19) und (21).

§ 2. Der beiderseits eingespannte gerade Balken.
Als erstes Beispiel behandeln wir den beiderseits eingespannten 

geraden Balken, der sich wegen der Einfachheit des Systems für 
die Anwendung der in § 1 gegebenen Rechnungsunterlagen besonders 
eignet. Die Aufgabe ist hier eingehender behandelt, weil sie als 
Grundlage für manche der später zu behandelnden Aufgaben dient.

a) Allgemeine Gleichungen für die Unbekannten X, für Mo­
mente, Querkräfte und Auflagerreaktionen.

& Das System (Fig. 17 a) ist drei- 
p fach statisch unbestimmt. Wählt 

-------------- L---------------a-i man als Grundsystem einen ein­
zig- 17 a---------- fachen Balken mit einem festen

dk Ak und einem beweglichen Auflager
17b)> a^s0 ^Unbekannte die 

A ß beiden Einspannungsmomente Xa
Fig. 17 b. und Xt und den horizontalen 



§ 2. Der beiderseits eingespannte gerade Balken. 23

Auflagerdruck Xc, so wird letzterer bei senkrechter Belastung, gleich 
Null. (Bezüglich Xc bei Temperaturänderungen vgl. S. 29.)

Für die Unbekannte Xb haben wir die Gleichung:
v   [Sw. 1]

6 [bb . 1] ’
Der Wert [bb. 1] kann ermittelt werden aus der Gleichung:

0-1] =

Die Mj.i-Fläche (Momentenfiäche am einfach statisch unbestimmten 
Hauptsystem infolge der Belastung Z6 = l; Zustand ,X6.i = l) hat

bei B den Wert 1, bei A den Wert X =—
laal

Aus der AIa- und Jfj-Fläche 
(Fig. 18 a und 18 b) ergibt sich, 
unter Anwendung der Tabelle I, 
f und g (§ 1):

[ab]=\MaMidSJ~ = ~ 
d d O

[6 &] = [««] = ! 
o

, [at] 1Also ist — I—4 =----- .
[aa] 2

Die Mj. i-Fläche hat also die in 
Fig. 19 dargestellte Form. Da­
mit ist nach Tabelle I, b in § 1:

Es ergibt sich also fiir X^ 
die Gleichung:

4
X6 = —^-[&m.l].

Der Wert [&m.l] ist für jede Belastung besonders zu ermitteln 
aus der Gleichung:

[&m.l] = y-
d

In Hinblick auf Fig. 19 erhält [&m.l] die Form: 
[bm-1] = — I H- cp..

Damit findet man:
4(1 , \ 2 (

^z, = —2 T’i + ’PoJ = —— 9A
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Wegen der Symmetrie des Systems können wir daraus ohne 
weiteres die Gleichung für Xa durch entsprechende Vertauschung
der Bezeichnungen 
also die Form:

angeben. Die Unbekannten Xa und Xb haben

2 ,
A’a= —V(2 —

...................... (24)
A = —y(2 —

Zur Auswertung der folgenden Gleichungen (26) ist der Wert 
Ä'a — zu ermitteln. Nach den Gleichungen (24) ergibt sich dafür:

= ...................... (25)

Sind die beiden Einspannungsmomente Xa und gefunden, so 
ergeben sich für die Auflagerdrücke, Querkräfte und Momente folgende 
Gleichungen:

Auflagerdrücke:
^ = 4, + ^.^ + ^-^,

Querkräfte:
e = Q0+<2a^a+«-

Momente:

Darin bedeuten Mo, Bo, Qo, Mo die betreffenden Werte, die infolge der 
äußeren Belastung am Grundsystem auftreten. Die durch die Unbe­
kannte Xa— 1 am Grundsysteni hervorgerufenen Werte sind (Fig. 18a):

XM„=~ (an der Stelle m); a l '
die durch Xb hervorgerufenen Werte sind (Fig. 18b):

X
= 1---- - (an der Stelle x).



§ 2. Der beiderseits eingespannte gerade Balken. 25
Damit ergibt sich:

„ .. Anmerkung; Nach den vorstehenden Gleichungen (24) —(26) ist nun der 
träger für die verschiedenen Belastungsfälle in einfachster Weise zu berechnen. 
Man hat nur für <p die früher ermittelten Funktionen von c, k, r .. . einzuführen.

. Wenn somit auch die Untersuchung einzelner Belastungsfälle an sich 
nichts Neues bietet, so sollen doch für einige häufig verkommende Fälle die 
näheren Angaben folgen, damit sich der weniger Geübte an die Verwendung 
der bisherigen Unterlagen gewöhnt und man für etwaige sonstige Aufgaben 
die fertigen Ergebnisse zur Hand hat.

b) Untersuchung des Trägers für ruhende Belastungen.
Die Fälle ruhender Belastung lassen sich mit Hilfe der in § 1 

hergeleiteten allgemeinen Grund­
lagen ohne weiteres erledigen.

a) Einzellast P.
Greift im Abstand £ vom rech­

ten Auflager B (Fig. 20 und 20a) 
eine Einzellast p an, so ist nach 
Gleichung (7 a) in § 1;

UZ7,

PL,
6

Damit ergibt sich hier:

Fig. 20.

(2 q - c2) = - PI (lV fl -
O \ C / \ L J'
Pl £ / eV ’ • (27) ■

^--^(^-^=-^7 1-7 •
ö L \ L J

Die Differenz Xa— X^ ist dann
Xa — X^-L^.l'^-c^^-Pl^ — e2)=-Fz|f1-|V2|-l 

1 ° l \ l J \ l
. Zur Bestimmung der Auflagerdrücke dienen die Gleichungen (26).
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Das Größtmoment tritt auf unter der Last P. (Die genaueren 
Untersuchungen finden sich hei der Besprechung der Einflußlinien 
im folgenden Abschnitt.) Es ist:

M^Pl^- (1 — yj, also

Die Momentenfiäche ist

Big. 21.

in Eig. 20 a dargestellt.
ß) Gleichförmig verteilte Be­

lastung.
Bei gleichförmig verteilter Be­

lastung auf der Strecke | vom rech­
ten Auflager aus (Fig. 21) ergibt sich 
nach Tabelle VII aus Gl. (24):

pP

(30)

± 4J

Ferner ist:

Demnach ergeben sich die Auflagerdrücke nach Gl. (26):

l (31)
2~i{2~T)~^~k^_ ^4' 2~(f)

Das Moment an einer beliebigen Stelle x' hat somit den Wert:
Für x>f: = A(l — x)-}-Xa,

w —n „ P^ , • • • (32a)
?? & • ^x • x---- — [— -Xj •Zu

Pas Größtmoment ist nach Gleichung (18 a), wenn Xb für Mb ge­
setzt wird:
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+ ................................ (32 b)

y) Dreieckförmige Belastung.
1. Bei dreieckförmig über die 

größten Ordinate bei B (Fig. 22) 
ergibt sich nach Tabelle VII:

^2 360 2

2. Hat die auf der Strecke £
dreieckförmig verteilte Last
die größte Ordinate bei f (Fig. 23),
so erhält man mit Hilfe der Ta­
belle VII:

Es ist also nach Gl. (24):

Strecke £ verteilter Last mit der

Fig. 22.

a 180 71
........................ (33)

Xi 180 ^2r- r^'

X — X^ = — ^—(r  r )
° . 5 60 11 J

Ferner wird:
4—1'1 /IV

0 6 ’

Das Größtmoment tritt auf im Abstand x von der Spitze der 
dreieckförmigen Belastung (s. Fig. 22). Dieser Abstand ist:

Damit ergibt sich als Größtmoment nach Gl. (20):

. .(35)



28 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen.

Mit

wird

Das Größtmoment ergibt sich im Abstande x von der- Dreiecks­
spitze :

Es ist dann:
= + . ....... (38)

d) Außere Belastung durch 
ein Moment Jf. Es greife ein Mo­
ment M im Abstande £ vom rechten 
Auflager an (Fig. 24). Es ergibt 
sich nach Tabelle VII:

Es ist also nach Gl. (24):
Xa = ~ f (2 = - Äf | (ä - 3 ,

O L \ Lj
if / / t\. ^ = + V (24- S ) = — 31 (1 — ±Hl — 3 y) 

o \ l j \ l /

■ (39)

Damit ist: — Xb-------3Z (sx s3) = M 1 — 6



§ 2. Der beiderseits eingespannte gerade Balken. 29

Es ist ferner: . M

damit erhält man:
'M M E f

M Mtf ' (40)B = -7(l+^ + ^ = -6yf (l-|h 
v U L \ L J

Ein Moment an beliebiger Stelle x ist:
Für

t r -- r X r X . । __ (
«O: AIx=—M- + Xa-^\\l—-y

, ' f x ■ (41)
X>f: + +

e) Treten an dem System ungleichmäßige Temperaturände­
rungen auf, ist z. B. der Temperaturunterschied zwischen dem obe­
ren und unteren Rand des Querschnitts At=t0— t, so ist 
(vgl. S. 6 Gl. 5)

r - i At l ( 1 , _ \ T 1 f Z'
[& i. 1] — -£Y’2

Da hier Xa gleich Xb sein muß, so erhalten wir:

X=Xt = X=AEJ.e^.............................(42)
rc

Auflagerdrücke treten nicht auf, da am Grundsystem At— Bf — 0 
ist; der Einfluß der Unbekannten Xa—Xb ist ebenfalls gleich 0. 
Die Momente sind über dem ganzen Balken konstant (=A‘).

Infolge ein^r gleichmäßigen Temperaturerhöhung um /0 ergibt 
sich ^ = ^ = 0. In diesem Falle wird jedoch die dritte Unbe­
kannte, der horizontale Auflagerdruck X, nicht gleich 0, sondern 

y _ _ lA2!
[cc.2]'

Die Werte [ct. 2] und [cc.2] ergeben sich aus den Gleichungen: 
[c t. 2] = — e-t0-ds-Nc-.2 = — e-t0-l-Nc.a,

Man findet also mit Nc 2 — 1: 
X^e-t^E-F............................. (42a)

Diese Unbekannte äußert sich als Druckkraft in dem Balken.
f) Für den Fall, daß Widerlagerverschiebungen eintreten, 

betrachten wir zwei Fälle:
1. Verschiebungen in Richtung der Auflagerdrüeke 

A und B um die Werte [aw . 2] = da und [bw.2] — öb.
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2. Verdrehungen im Sinne der Einspannungsmomente 
um die Werte [a w. 2] = da und [bw .2] — ^.

Zu 1: Wir schreiben nach Gl. (6) S. 6
[1? w. 1] = — E J' XLb.i [Iw. 2] = — EJ' [Ab.! ba -j- Bb.s. 5S] -
Es kommen nur die senkrechten Auflagerdrücke hier in Frage, 

da in Richtung der Einspannungsmomente, die gleichfalls Auflager­
reaktionen sind, keine Verschiebungen (Verdrehungen) angenommen 
sind. Es sind also dafür die Produkte [Iw. 2] = 0.

Ab,! und Bj.i, die Auflagerdrücke infolge Vs = l am einfach 
statisch unbestimmten Hauptsystem, sind:

__1 [»&]/ 1\ 1 / , [aFß 3 1
6-1 l [aa] \ Z/ Z \ T[aa]/ 2 Z ’

7? 1= 1 1
dl l [aa]‘j 2 1'

Es ist also:

3 1 4 JE J

Durch Vertauschung von da und bh ergibt sich daraus ohne 
weiteres der Wert für Xa; man erhält also:

6 E J , ,
Aa =-------^~(.öa — öbh
y . ...................... (43) 
xb =------ jä~(os —«U-

Damit ergibt sich: 1

b

Da nun Ao = Bü = 0 ist, so wird
E T^ = -5 = 12-^^-^).................................. (44)

Zu 2: Bei Verdrehung der Widerlager haben wir wieder 
die Gleichung

[bw.l] = — EJ'Zielte.2].
Da die Verschiebungen in Richtung der senkrechten Auflagerdiücke 
A und B gleich 0 sind, so wird hier für diese der Ausdruck Zj.i [Zw.2] 
gleich 0, und es kommen für Lb,± nur die Einspannungsmomente 
Xa und Xb infolge der Belastung Aj.i=l (Xb = 1 am einfach 
statisch unbestimmten Hauptsystem) in Frage, also die Werte Xab 
und Xbl. Diese sind nun:
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Es ist somit:

Damit ist:

Durch Vertauschung von &a und erhält man daraus ohne weiteres 
den Wert für X . a

Man erhält also:

Die Differenz dieser Werte ist:

Da nun im Grundsystem Ao = Bo — 0 ist, so wird: 

.(46)
Es ergibt sich für ein beliebiges Moment im Abstand x vom rechten 
Auflager

+ .......................... (47)

Aus den unter Abschnitt b) ermittelten Belastungsfällen lassen 
sich die Formeln für Sonderfälle leicht herleiten. Für einige der­
selben sind die entsprechenden Werte in Tabelle VIII zusammen­
gestellt.

Tabelle VIII.

Nr. Belastung Aa und X*

1
P r—4—

— z—.——

PI 

ö 
PI

Xb== q~ (2 c2 c^) o

y P 7. 7. X

2 1
Aa--  Kr Ko)

^ = -^(2^-^) 
1 4

3
1
1

3------
-----t----- r A^- f80(2r2 rx)
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Tabelle VIII (Fortsetzung).

Xa und Xi

x—

Temperaturunterschied
io — tu = 4t

Xa =---- g- (2 Sj + s2)
M
D

4 t Xa = Xi = EJ-S~

Widerlagerversehiebung ]

Xa = — Xi =----- — (8a — di)

Widerlagerverdrehung ^„ = ^^(2^-^)

Xi = ^^(2&i-&a)

PI
89
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c) Untersuchung für bewegliche Belastung.
«) Einflußlinien.
Der Einfluß einer Einzellast P = 1 in einem beliebigen Abstande f 

vom rechten Auflager auf beliebige statische Größen ist aus den 
Gleichungen (27)—(29) zu entnehmen. Betrachtet man £ als ver­
änderliche Größe, so stellen die Werte in jenen Gleichungen die 
Ordinaten der Einflußlinien dar.

1. Einflußlinien der Unbekannten Xa und Xb. Nach 
Gl. (27) ergibt sich mit P=l:

Setzt man in ' diese Gleichungen für ct und c2 die Werte ein 
vgl. § 1, S.- 8), so erhält man:

Die Xa- Linie ist danach in Fig. 2 ö aufgetragen. Die Ordinaten 
in den Zehntelpunkten ergibt folgende Tabelle:

,0T= 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

~T*-~ 0 0,009 0,032 0,063 0,096 0.125 0,144 0,147 0,128 0,081 0

Pi riet, Statik. II. 2. 3
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Um zu ermitteln, für welche 
Laststellungen die Werte X ihre 
Größtwerte erreichen, setzen wir

d?

$

die Differentialquotienten - - =
Es ist also:
^=-2| + 3(|Y = 0 
di l \l J

, £ 2 £also — = —; bzw. — = 0,
Z 3 Z

= 0; also —; bzw. 7=1.
b O b

0.

Die Größtwerte treten auf bei 
f 2 e t
7=3 7 = 3

Damit ergibt sich: 2
Z[ —I • —

4 .
27 L'7,max----

-‘P-f

Die Ordinate im Punkte x (x

Für f

Für f

2. Die Einflußlinie eines Momentes Mx im Abstande x vom 
rechten Auflager hat folgende Gleichungen (s. Fig. 26a u. b).

Fig. 26b.

(49)

2
1 |1 — wGleichung (29): -Mrmax=2Z

1 _ .
l) ZJ

Spitzenordinate) ist nach

Diese Gleichung, als
x
7

Kurve aufgetragen, ergibt die sogenannte Spitzenkurve, in der 
die Spitzen sämtlicher Momenteneinflußlinien liegen.

NB. Bezüglich der Momentenlinien mit Belastungsscheiden vgl. die Aus­
führungen in Abschnitt ß.
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3. Die Einflußlinien der | 
Auflagerdrücke A und B sind 
gegeben durch die Gleichungen (28) 
(vgl. Fig. 27):

4. Für die Querkraft in einem beliebigen Punkte m ergeben 
sich die Gleichungen:

Für £<.x: | .g .
„ £> z: Qz~ — B.)

Tragen wir also in einer Figur (Fig. 28) die positive A- Linie
und die negative B-Linie ab und 
verbinden beide durch die vertikale 
Gerade CD im Punkte m, so ergibt 
sich ACDB als Q-Linie.

(?) Maximal- und Minimal- 
momentenf lachen für gleichmäßig 
verteilte Belastung.

Um den größtmöglichen posi­
tiven oder negativen Wert einer 
Größe >3 für gleichförmige beweg­
liche Belastung g zu ermitteln, sind
nur die Teile des Systems als belastet anzunehmen, für welche die 
Einflußlinie positiv bzw. negativ ist. Man muß dazu die Punkte kennen, 
an welchen die Einflußlinie den Wert 0 hat, d. h. vom positiven 
zum negativen Teil übergeht. Diese Übergangspunkte (0-Punkte) 
nennt man die Belastungsscheiden.

Für eine Querkraft im Punkte x ist die Belastungsscheide 
der Punkt x selbst.

Für ein Moment Mx, im Abstande x vom rechten Auflager, 
kommt eine Belastungsscheide nur dann in Frage, wenn der Momenten­
punkt in der Nähe der Auflager liegt (Fig. 26b). Wir werden später 
finden, daß es sich um die beiden äußeren Drittel des Balkens 
handelt. Der Abstand a, d. h. die Lage der Belastungsscheide, er­
gibt sich aus der, Bedingung, daß das Moment Mx für eine Last 1 
im Abstande a vom rechten Auflager gleich 0 wird. Es besteht 
also die Beziehung für a<^x [vgl. Gleichung (49)]:

3C G
Daraus ergibt sich die Beziehung zwischen — und — 

l L

3*
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a
7

1 — 2 ~
oder

x
T

In diesen Gleichungen 

zwischen 0 und 1 in Betracht.

3-4..............
kommen für —- nur positive

(52 b)

Werte

Indem wir in die Gleichung (52 b) die

Grenzwerte — = 0 bzw. — = 1 einsetzen, finden wir für — die Wertez z z
x 2 x
7=3 “nd T“1'

Die Belastungsscheide liegt also nur für solche Werte von —

innerhalb des Trägers, welche zwischen | und 1 liegen. — Man be-
CI ccachte, daß die abgeleiteten Werte für den Fall — — gelten, alsob b

nur für den rechten Kurventeil der in Fig. 26 dargestellten Einfluß­
linien. Für den linken Teil lassen sich die entsprechenden Werte 
ableiten. — Wir betrachten im folgenden nur den rechten Teil, da 
sich die Resultate ohne weiteres auf den linken Teil übertragen lassen.

Für ein Moment im Abstande x vom rechten Auflager er- 
2 xgibt sich, wenn — <( y < 1 ist, die Belastungsscheide in einem Ab- 
Ö b

stände a vom rechten Auflager, der gegeben ist durch die Glei­
chung (52 a). Auf der Strecke a sind also die Ordinaten der Einflußlinie 
für negativ (Fig. 26 b). Belastet man ausschließlich diese Strecke a 
mit einer gleichförmigen Last q, so tritt der größte negative Wert 

auf. Nach den Gleichungen (30) bis (32a) (Tab. VIII, 2) ergibt 
sich bei Belastung der Strecke a für das Moment

. = A-Z(1 — yUv .
\ 7 / 1 a

Darin ist 
A = u — &

Hierin sind 
einzusetzen. Es

die Größen und k„ für das Abstandsverhältnis — 
ist also:

a a
— 2 —i — i i 

k Z / J ’

k — - — k l
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und demnach erhält man nach gehöriger Vereinfachung:

* 12\lJ a 12 / x \s- • •
3~2t

Man findet aus dieser Gleichung:

^min=0, fürT = -:

M, . = _^ für * = 1. 
^MXmin -£2 5 l

Nach Gleichung (53) sind die beiden Kurven in Fig. 29 aufge­
tragen. Ihre Ordinaten Afx . 
ergeben das größtmögliche ne­
gative Moment für alle Punkte 
in den beiden äußeren Dritteln 
der Balkenlänge. Die größte 
Ordinate liegt in den Endpunk­
ten [y = 1^ und hat den Wert

12 ‘
Eig. 29. Minimal-Momentenfläche.

Der Größtwert des positiven Momentes Mx tritt gemäß 
Fig. 26 b bei Belastung der Strecke l — a auf. Man kann diesen Wert 
finden, indem man den Wert MXmin, der bei Belastung der Strecke a 
auftritt, von dem bei Vollbelastung für das Moment bei x auf­
tretenden Werte subtrahiert.

Der Wert
,r, aA

ist in Fig. 30a aufgetragen. Parabel GED mit

o Z2 Z \der Pfeilhöhe -— bei x — — 1. Zieht man von dieser Momenten- 8 2 /
fläche die Mzmin-Fläche, d. i. die Kurven CF und DG, ab (Fig. 30a), 
so heben sich die nichtschraffierten Teile fort: es bleibt als JK5 xmax
Fläche der schraffierte Teil. Dieser ist in Fig. 30b an die Gerade 
AB angetragen.

Für die Praxis genügt in den meisten Fällen eine angenäherte 
Konstruktion, indem man in Fig. 29 (3/^. -Fläche) statt der Kurven 
FC und GD die Geraden FC und GD, und in Fig. 30b Fläche) 
statt der Kurven F'A und G'B die Geraden FrA und G'B zieht. 
Man erhält dadurch sowohl für die negativen wie für die positiven
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Fig. 80 a. Größtmomente in den Strecken 
FA und GB etwas zu große 
Werte.

y) Maximal- und Minimal- 
Querkraftsfläche für gleichför­
mige Belastung.

Wie schon erwähnt, ist die 
Belastungsseheide für die Quer­
kraft eines Punktes dieser Punkt 
selbst. In einem Punkte im Ab­
stande x vom rechten Auflager 
tritt also die größte Querkraft 
Qzmax au^ bei der Belastung der 
Strecke x. Es ist dann (s. Gl. 31):

2 .

Werte ein, so erhält man:

dem für Vollbelastung sich ergebenden

Tragen wir für diese 
Gleichung die Kurve B C 
an BA an (Fig. 31), so er­
hält man die Maximalquer­
kraftsfläche.

Die kleinste Querkraft
Qxmin, d- h- den Größtwert 
der negativen Querkraft, er­
halten wir durch Belastung 
der Strecke l — x; wir kön­
nen sie also finden, indem
wir den Wert 

Wert
Qx

2 k iJ
subtrahieren. Es wird also:

~ Q*max = ~+ y) (1 - y

von

(55)

Die Querkraftsfläche für Vollbelastung (§/) ist gegeben durch 
die Gerade CD (Fig. 31). Man erhält also die zwischen dieser Ge-’ 
raden und der Kurve verlaufende Minimalquerkraftfläche.

In Trägermitte ist:
Q = Q .
^max g \ 2 7

3 ,

(gegen beim frei aufliegenden Balken).
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§ 3. Der einseitig eingespannte Balken.
Der einseitig eingespannte Balken (Fig. 32) ist nur einfach

statisch unbestimmt und unterscheidet 
sich von dem beiderseits eingespann­
ten Balken dadurch, daß die Un­
bekannte Zj fortfällt. Zur Ermitte­
lung der Unbekannten Xa dient die 
Momentenfläche für Xa= 1 am Grund­
system (Fig. 33). Der Nennerwert 
ist also hier:

o
Der Zählerwert [am] ergibt sich gemäß den Ausführungen in 

§ 1 und § 2 nach der Gleichung:
[am] = cp^.

Damit wird die Unbekannte

....................................... (56)

Für die übrigen statischen Größen ergibt sich:

A = 4 __~a-

B = +

Q = Q0-^,

In der folgenden Tabelle IX sind die Unbekannten für die ver­
schiedenen Belastungsfälle zusammengestellt.

Tabelle IX.

BelastungenNr.
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§ 4. Träger mit elastischer Einspannung.
In ähnlicher Weise wie die in § 2 und § 3 behandelten Balken 

mit starren Einspannungsstellen sind auch solche mit elastischer Ein­
spannung zu behandeln. Als ein solcher Träger kann der horizontale 
Riegel des in Fig. 34 und 35 dargestellten Trägers angesehen werden.
Dabei kann der Stützenfuß 
gelenkig gelagert (Fig. 34) 
oder auch fest eingespannt 
sein (Fig. 35).

(NB. Würde man den 
Balken an beiden Enden ela­
stisch einspannen, d. h. an den 
beiden Seiten Stützen anord­
nen, so würde man auf Rah- 
mengebilde kommen, die in 
späteren Paragraphen behan­
delt werden. Auch bezüglich 
des in Fig. 35 dargestellten 
Trägers mit zwei eingespann­

V'

Fig. 34. Fig. 35.

ten Enden sei auf die späteren Ausführungen verwiesen.)
Das System Fig. 34 ist zweifach statisch 

Unbekannte wählen wir entsprechend der Behand-
unbestimmt; als

lung des beiderseits eingespannten Balkens die
beiden Einspannungsmomente des wagerechten \T"
Balkens l (Fig. 36). Die Größe Xb ergibt sich wieder
nach der Gleichung

[66.1]'
Die JA.i-Fläche. d. i. die Momentenfläche infolge 
AL = 1 am einfach statisch unbestimmten Haupt­
system, die wir zur Ermittelung der Werte [bm. 1] 
und [55.1] benutzen, hat die folgenden Ordinaten: Fig. 36.

'b

Im Punkt b: Xbb = l, 
n- V — — M 

” ” a5 [äs]’
Aus den Momentenflächen Fig. 37a und Fig. 37b erhält man, wenn 

7/ = 7t — und l' = l ~ ist:
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[a&] l'
— 2 (X 4-‘

Damit ergibt sich die Momentfläche für A^.i=l (Fig. 38).
Für eine beliebige Belastung des oberen Balkens ist also:

[ab] , Z'g^ —2(ä'-H')<Ps
^4^ + ^ 2(7/ + 0

Der Nennerwert beträgt:
r C J' V (. z' 4Ä' + 3Z'

Es ist damit:
X —2(7/4-/)y2]

6 Z,(47/ + 3Z,)

£
6 ‘

1 
i’

Da hier keine Symmetrie 
vorhanden ist, so muß A't 
besonders berechnet werden, 
und zwar aus der Gleichung:

X___W _ Ml y 
[aa] [aa] 1 

oder indem wir die Reihen­
folge der Unbekannten um­
kehren (Fig. 39) und dann das 
Moment X^ (X^ in gleicher 
Weise ermitteln. Man findet:

Damit ergibt sich die Momentenfläche für Xl.i—1 (Fig. 40) und 
daraus:

£ 3 £
6 ’ 2 ^"3

3Z'+47/

[b'm. 1] = <pr — | <p^

__ 6(2y3—<P2) 
3 Z -j— 4 7/

Die beiden Einspannungsmomente des wagerechten Balkens haben 
somit die Werte:
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= 6(2y3 — y2)
3r+4Äz

6 [f ■ q\ — 2 (// + l') (p3]
— l'(4 h'+-31')

(57)

Bei Belastung des vertikalen Ständers h ergibt sich mit 
Hilfe der Momentenflächen, Big. 38 und 40:

/ 12

X“ 4A' + 3Z'991

X — 6 mXb ih' + ^ry^1'

Nach den Gleichungen (57) und (58) sind alle Belastungsfälle zu unter­
suchen. indem man für (p wie früher die den einzelnen Belastungen 
entsprechenden Werte (mit den Größen c, k, r, t und 5) einsetzt. 
Dabei sind in den Gleichungen (58) die Abstände f von unten zu 
messen.

Die übrigen statischen Größen ergeben sich jetzt nach 
denselben Gleichungen wie in § 2 für den beiderseits ein­
gespannten Balken, bzw. wie in § 3 für den einseitig ein­
gespannten Balken.

Anmerkung: Setzt man h’—w-V, 
(57) und (58):

V — 6 (2 9h ~ ^ä)
“ (4®-|-3)1' ’
_ 6 +1 — 2 (® + 1) ?>„]

(4®+ 3)1'
v _ 12

(4® + 3)l'9’1’
v _ 6

—(4co + 3)l'-yi

also ® = y, so wird aus Gleichung

für Riegellasten ... (57 a)

für Ständerlasten . . (58 a)

§ 5. Übungsaufgaben.
Im folgenden sollen zwei Übungsaufgaben durchgeführt werden, deren 

erste die Verwendung der im vorhergehenden § 3 angegebenen geschlossenen 
Formeln erläutern soll, während das zweite den Reehnungsgang für ein be­
liebiges zweifach statisch unbestimmtes System zeigt.

Aufgabe 1. Ein beiderseits eingespannter Träger von 6 m Spannweite 
soll für folgende Beanspruchungen untersucht werden.

1. Ruhende Belastung.
a) Trapezförmige Vollbelastung mit den Endordinaten 0,50 t bzw. 1,50 t 

(s. Fig. 41).
b) Zwei Einzellasten P = 31 im Abstande 1,50 m von den Enden.
c) Ein Einspannungsmoment Äf=5mt im Abstande 2,5 m vom rechten 

Ende.
2. Bewegliche Belastung:
a) Zwei wandernde Einzellasten von je 5 t im Abstande von 1,50 m von­

einander.



44 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen.

b) gleichmäßige Belastung mit 1,50 t/m.
3. Verschiebungen der Widerlager:
a) Senkung des rechten Auflagers um 1,5 cm in vertikaler Richtung.
b) Verdrehung der rechten Einspannstelle um einen Winkel von 15 Bogen- 

minuten.
4. Temperaturänderung des oberen gegen den unteren Trägerrand von 

rtl5°C.'

Zu ermitteln sind die Momente und Querkräfte. Bei der Untersuchung 
der Widerlagerverschiebungen und der Temperaturänderungen soll als Stab­
profil ein I-Eisen N. P. 32 mit einem Trägheitsmoment 4e = ~ 12500 cm1 an­
genommen werden.

Lösung:

Fig. 41.

1. Ruhende Belastung.
a) Trapezförmige Belastung mit den 

Endordinaten p= 0,5 t/m und p1 = l,5 t/m. 
Die Ordinate ^ — 1,50 t zerlegen wir in die 
Teile p = 0,5 t und p' = l,Ot (Fig. 41). Es 
ist nach Tabelle VIII, 17, Seite 33:

pl2 p'P_ 0.5-6* l,0-62_ +
12 30 12 30 -rt mt.

_ pl- p'l- 0,5-6* 1,0-6*
As — — yy — -gy — 12 mt-

Der Auflagerdruck bei A ist:
, -CP'l X — X_ 0,5-6 1-6 — 2,7 4-3,3

2*6 l 2^6 6 — ’ ’
pl , p'l , Xa — Xi, 0,5-6 1-6 , — 2,74-3,3

----- l— = -2---- ------------------ 6-------= 3,6 t.
Das Größtmoment tritt auf im Abstande £ vom Punkte a; dieser ist nach 

Gleichung (22 b), Seite 22, mit c = h

Damit ist das Größtmoment nach Gleichung (23), Seite 22, mit | = 0: 

^max ■— a

Fig. 42.

0,5-3,15* . 1-3,15’
2 ’ 3-6 . ’

= 1,52 mt.
b) Zwei Einzellasten von P=3 t 

Abstande 1,50 m von den Enden (Fig. 42). 
ist nach Tabelle VIII, 10, Seite 32:

Pl

o

im
Es

* 15dabei ist für P in der Stellung y = -~ = 0,25 nach Tabelle II, Seite 13: l 6
C1= 0,234375, 
cä = 0,328125.
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Also ist: ~ c., = 0,5625 ,

X, = X = — . 0,5625 = — 3,375 mt;

A=B=P=3 t;
Af   4.15 I : Xi"^■mu i3o —j------— — —

= 3-1,5 —3,375 = 1,125 mt.
c) Ein Einspannungsmoment M—3 mt 

im Abstande 2,5 m vom rechten Ende (Fig. 43).
Es ist nach Tabelle VIII, 5, Seite 32:

M~5rrrt

, b%s
F-------- L - 6,00------- sd

X=y (2sä + sj.
x 0 5

Darin wird für ^ = ^=0,417: s,=0,48, s„ = 0,02 (Tab. VI, S. 17). Maa 
findet also-, 1 ~

X,= —|(2-0,48—0,02) = —1,57 mt,

X, = | (2 ■ 0,02 — 0,48) = 0,73 mt:

Nach Gl. (40) wird weiter: 
v 5M = Y (1 + «x + sä) = | (1 + 0,48 - 0,02)

= 1,22 t, 
M B = -^(14-Sx + S2)=-1,22 t.

Ferner wird
— Mnax = 5 • a: + X» = — 1,22 - 2,5 ~F 0,73 = — 2,31 mt, 
~F Umm = *4 G — x)^-Xa = 1,22■ 3,5 — 1,57 = 4- 2,69 mt.

2. Bewegliche Belastung.
a) Zwei wandernde Einzellasten von 5 t im Abstande von 1,50 m von­

einander.
Die Einflußlinie für Xa ergibt sich nach der Gleichung (48) und den An­

gaben Seite 33 oder durch folgende Tabellenrechnung:

100 T 2q C2 2 — C2
l
3 -X -X,

10 0,198 0,171 0,027 2 0,054 0,486
20 0,384 0,288 0,096 2 0,192 0,768
30 0,546 0,357 0,189 2 0,378 0,882
40 0,672 0,384 0,288 2 0,576 0,864
50 0.750 0,375 0,375 2 0,750 0,750
60 0,768 0,336 0,432 2 0,864 0,576
70 0,714 0,273 0,441 2 0,882 0,378
80 0,576 0,192 0,384 2 0,768 0,192
90 0.342 0,099 0,243 2 0,486 0,054

Die daraus sich ergebende X„- Linie ist in 
Fig. 44 dargestellt.

Für die Laststellung Fig. 44, (Lasten in 0,5 l 
und 0,75 Z), ergibt sich:

Xa,™ + 'h')'5 = ~ 7’97 mt • Fig. 44.
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Die M,„-Linie (Einflußlinie für das Moment in Balkenmitte) ergibt sich, 
nach der Gleichung

,, ,, । Xa + Xb= Mo 4------- L-----
aus der nachstehenden Tabellenrechnung.

10
•20
30

10° - 0
X + X

2 1

0,3 ' — 0,27
0,6 : — 0,48
0,9 : — 0,63
1,2 ; —0,72
1,5 ! — 0,75

Danach ist di 
getragen. Sie kann
Seite 34, gefunden

0,03 
0,12 
0,27 
0,48 
0,75

Mm-Linie in Fig. 45 auf- 
auch nach Gleichung (49), 

, x 1werden, wenn man — = — 
b Li

setzt; man erhält dann für y < — die Gleichung:

Bei der in Fig. 45 eingezeichneten Laststellung (Lasten in 0,5 l und 0,25 Z) wird: 
X« = + 1t) • 5 — 4,7 mt.

Fig. 46.

Ferner sei die Einflußlinie für einen Punkt im
XAbstandsverhältnis = 0,2 berechnet. Die Glei­

chung lautet:
Mx ^J^ + O^X + O.SX-

?=0,2

Die Einflußlinie ergibt sich aus der nachstehen­
den Tabellenrechnung und ist in Fig. 46 dargestellt.

100-| Mo 0,2 X« 0,8 X

10 0,48 — 0,0108 — 0,3888 + 0,0804
20 0,96 — 0,0384 — 0,6144 + 0,3072
30 0,84 — 0,0756 — 0,7056 — 0,0588
40 0,72 — 0,1152 — 0,6912 - 0,0864
50 0,60 — 0,1506 — 0,6000 — 0,1500
60 0,48 — 0,1728 — 0,4608 — 0,1536
70 0,36 — 0,1764 — 0,3024 — 0,1188
80 0,24 — 0,1536 — 0,1536 — 0,0672
90 0,12 — 0,0972 - 0,0432 — 0,0204

Es können auch die Gleichungen (49) verwandt werden, wobei dann -~ = 0,2
zu setzen ist.

Für die Laststellung a findet man:
MT = 0,3072-5 = 1,536 mt.

Für die Laststellung b wird:
0,14-3 — 0,103)-5 = — 1,23 mt.
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b) Gleichmäßige bewegliche Belastung mit 1,5 t/m.
Die Größtwerte der Unbekannten sowie des Momentes in Balkenmitte 

treten nach Abb. 44 und 45 bei Vollbelastung auf. Es ergeben sich also aus 
den Einflußlinien als Größtwerte:

Hm = . )-0,6-1,5 = 2,295 mt.
Als Probe dient:

1 5 • 62
-- W7 = 2,25 mt.

Die Differenz entsteht dadurch, daß die Einflußlinie in Wirklichkeit eine 
Kurve und kein Polygon ist.

= _ (^i + ’l s + • • •) ’ °,6 ■ 1,5 = — 4,455 mt.
Als Probe dient:

„ pl- 1,5-6*
■Xa~ — =----- Iß” = — 4’60 mt-

Für das Moment ergibt sieh nach Fig. 46 und zugehöriger Tabelle: 
r q on

= ^(0,0804 + 0,3072) 0,6 4- 0,0588 ■ -^J 1,5 = 0,38 mt,

. =(—0,15 —0,24 —0,27 —0,24 —0,15)-0,6-1,5 = — 0,945 mt.
Als Probe dient:

Belastete Strecke 0,33 1; ^ = 0,206; = 0,304 (vgl. Tabelle III).

Xa = — (2 ■ 0,206 — 0,304) = — 0,486 mt,1

Wj = — (2 • 0,304 — 0,206) = — 1,809 mt,

Mx = 1,50 (2 4 
\ o 1,20 — 0,2 • 0,486 -0,8-1,89 = 0,376 mt.

3. Verschiebungen der Wi­
derlager.

a) Senkung des rechten Auf­
lagers um 1,5 cm in vertikaler Rich­
tung (Fig. 47).

Es ist nach Gl. (43):

l-6,00 m

Fig. 47.

~ 6E-J ,x .. „ ^E-JXa =------ w— (o« — <h); Xt =----- jä— (ph — ö J .
Es ist:

15=2200000 kg/cm3, J = 12500 cm4, 
(d„- d») = 0 - (- 1,5) = + 1,5 cm, 
(A> — äa) — — 1,5 cm,

6-2,2-106-12,5-IO3-1,5 
63-104 6,875 mt,

Xb = 4- 6,875 mt.
b) Verdrehung der rechten Einspann- 

stelle um einen Winkel von 5=15 Bogen­
minuten (Fig. 48).

Dem Winkel von 15' entspricht ein Bogen­
maß von:

—1-6,00-

Fig. 48.

Also ist:

15 
rscn^00436-

^ = 0, 4,36
103 ’
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Nach Gl. (45) ist :
2-2,2-12,5-IO9-4,36

6-lü'MO3 = 4 mt.

2-2,2-12,5-109-8,72 „ .
— 6-10--103

Die Auflagerdrüeke und Momente ergeben sieh nach den Gleichungen (26).
4. Temperaturänderung des oberen gegen den unteren Trägerrand

von +150 C; (4 t = + 15°).
Es ist nach Gleichung (42):

X^X^E-J-e —

2,2-12,5-IO9-(+15)
8-10^32 1,61 mt.

Fig. 49.

Fig. 52.

Aufgabe 2. Der in Fig. 49 dargestellte Halb­
rahmen (Hallenbinder) soll für Eigengewicht, Schnee­
last und Winddruck untersucht werden. Außerdem 
ist der Einfluß einer am Ständer wirkenden Kran­
last P=5t am Hebelarm 0,40 m zu untersuchen. — 
Schließlich soll die Wirkung von Temperaturände­
rungen und einer Senkung des einen Auflagers be­
stimmt werden.

Lösung.
Als Unbekannte sind gewählt: Das Einspannungsmoment Xa bei A und 

das Eekmoment Xt bei B (Fig. 50).
Die Unbekannten ergeben sich nach den Gleichungen:

Y [bm.l]
[56.1p

_ [am] [ab] v■A-a —--- r--- T------=--- r -A-b • [a a] a aj
Die und AL-Flächen sind in Fig. 51 und 52 dargestellt. Es ist: !

[aa] = ^ = 2,27,

[66] = ^ + ^ = 5,69,

[a6] = ^ = l,13,
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[ab] p
[w]~ ab~

1,13
2,27 0,5,

[66.1] = [66]4-Pa4-[u6]
= 5,69 0,5-1,13 = 5,18.

Im folgenden sind für die einzelnen äußeren Belastungsfälle 
werte ermittelt.

1. Eigengewicht und Schneelast.
Das Gewicht der Decke einschließlich Schneelast betrage: 

p = 315 kg/m3.
Bei einem Pfettenabstand von 2,55 m ist das Gewicht der auf 

übertragenen Belastung mit Eigengewicht der Pfette: 
p' = 900 kg/m.

Bei einem Binderabstand von 4 m ist der Auflager­
druck der Pfetten:

P = 3,6 t (Fig. 53).
Es wird also:

[ a m] — 0,
p/2 pp

W + M) + 4- .
(Der erste Wert gilt für die mittlere Last P und 

der letztere für die äußeren Lasten P, vgl. Tab. VII, 
6 und 7).

Für

die Zähler-

die Pfetten

~ = 0,25 wird + c3) = 0,234375 -f- 0,328125 = 0,5625, 
also

r, , 3,6-10,262 , . 3,6-10,263 . ,6 ml — * ’----- 1 4- ——------ 0,5625 • 1 = 59,1:lo o
[bm. 1] = [6m] = 59,1.

Damit wird:
„ 59,1 Ile x.A» = — —— 11,5 mt, 5,13
X = —0,5-(—11,5) =4-5,75 mt.

Unter den Einzellasten wird (vgl. Fig. 53)
Mt = 1,5 P-2,554- 0,75-Xt

= 13,77 —8,625 = 5,145 mt,
M, = P-5,10 4-0,5-A4

= 18,36 — 5,75 = 12,61 mt,
M3 = 13,77 4- 0,25-X>

= 13,77 — 2,875 = 10,895 mt.
Winddruck links 100 kg/m3. Auf jeden Binder kommt ein Druck:

p — 4-100 = 400 kg/m.
Damit ergibt sich:

[am] = [6m] = ^(^4-^)

0,400-6,8® ,= 24 -1 = 5,24;

[6m.1] = [6m] -J-PL» [am]
= 5,24-0,5-5,24=2,62;

= = — 0,51 mt,0,1 ö
Pirl et, Statik. II.-2. 4
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[am] 
[aa] 
5,24
2,27 1-0,5-0,51 = 2,06 mt.

[am]

In Riegelmitte ist also:
M2=^ = —0,255 mt.

3. Moment im Ständer von —2 mt im 
E J g

Abstande r — = 0,265 von oben (Fig. 54).I 0,8
Für die Absolutglieder findet man mit 

sx = 0,789 25 und s3 = — 0,62075: 
. gl=~ 2-6,8 -0,78925 = - 1,79, 

6 6
[6m] = ^-(— s„) = —(_]_ 0,62075) = — 1,405,

[bm. 1] = — 1,405 + 0,5-1,79 = — 0,51,
^ = -=  ̂= + 0,! mt, 

__ i 79
Xa =---- --------- 0,5 • 0,1 = + 0,785 mt.

Der Horizontalschub ist:
H = ~8~^a + — = — 0,-395 t.

6,8
Die Momente an der Konsole sind:

Mmi„ = H-5 + Xa = —1,975 + 0,785 = — 1,19 mt, 
^nax == — 1,19 —2 = 0,81 mt.

4. Daslinke Widerlager senkt sich um 1 cm (pw.2] =— 0,01 m). 
Es ist:

v _ [&w.l]
[66.1] ’

Y____ [uw] _ „
X“ [aa]+Fal'Xl"

Nach Gleichung (6), Seite 6, wird
[öw.l] = — E-J-Lb.i[lw.2],

Lb.i = Li,-\-Eai-La = — ^^ — °}5..—_._L_
= — 0,1008 — 0,5-0,00288 = — 0,10224,

[b w. l] = — EJ (— 0,10224) (— 0,01) = — 0,0010224 EJ,
= — —0^-°y-— E J = 0,000199 E J,

Weiter findet man:
[a w] = — E J - L„ - [Z w. 2] = — E J • 0,002 88 • (— 0,01) 

= 0,000 028 8 EJ, ■
_ / 0,0000288 1,99\

------ p7-------
_ 0,127 0,995] T M22

\ 104 W)EJ~ 104 EJ'
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In diesen Werten sind E in kg,'m2 und J in m4 einzusetzen. Das Resultat er­
gibt sich dann in mkg.

5. Erhöhung der Temperatur des Außenrandes um 15° C.
Es wird:

y _ [&M] 
b~ [b&.ir

Darin ist:

^ = -[̂  + Fab-Xb. 
[aaj

rz+ E-J-edt ("[bt. 1] =----- ------- 1 Mj.i ds

_EJ 1-15 71 — 0,5 1-10,201
d 80000 1 2. 2 /

_ 1,275 jgJ
103 d ’

2,49 EJ
Xb 101 d ’

r „ EJ 1-15 , EJ 15 , 6,8
d 8OOOOJ Mads d 80000 1 2 

6,375
" 104 EJ^

X -(■ 2’81 1 oS-2>49WXa 1 104 1 °’5 104/ d
1,565 EJ

~ 104 d ’

Anmerkung: Man kann für die Unbekannten wie in § 4 geschlossene 
Formeln ableiten. Unter Beachtung der Momentenflächen Fig. 51 und 52 wird:

r : r zi rz z- "4" rz z 11
[aai = ^, [aöl=g, [&6; = —, Eai = ~^, Lbb.l]

Bei Belastung des Riegels wird, wenn wieder <o = w ist:

3^+41'
12

fam] = 0, = [bm.lj — [b»i] = <plt
r — 6 1““ (3 <» + 4) [
„ 12 ;.........................

(3®+4)r'9’IJ
Bei Belastung des Ständers:

— [bm]—^, [6m.l] = yx— iwa.

6 co — 2 (3 « 2) <p»
^(3^+47? ~ ‘

_ 6(2^ —%) '
i — (3<o+4)V ‘

. . (58b)

Diese Gleichungen werden wir im folgenden Bande bei Berechnung der Rahmen 
verwerten.

4*
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'§ 6. Der kontinuierliche Träger auf 4 Stützen.
I. Allgemeine Gleichungen für die Stützenmomente 

und beliebige statische Größen.
Der kontinuierliche Träger auf 4 Stützen mit einem festen und 

drei beweglichen Lagern ist zweifach statisch unbestimmt. Wir 
wählen als Grundsystem drei zusammenhängende Balken auf je zwei

Fig. 55. Grundsystem.

Stützen (Fig. 55). Als Überzählige sollen die Einspannungsmomente 
Xa und Xb über den Mittelstützen A und B gelten.

Für Xb haben wir die Gleichung:

[^-1J K
Darin ist „ rxt m „ 72V6 = [5ö.1]=J

Zb = [bm. 1] =J*Aft.i Mods ~ .

J' ist, w’ie bisher, irgendein (mittlerer) Wert eines Trägheitsmomentes.
Zur Ermittelung dieser Werte ist - zunächst die . i - Fläche, 

d. h. die Momentenfläche für Xt.1 = l (d. i. Xb — 1 am einfach 
statisch unbestimmten Hauptsystem; Lastengruppen Xbb und Xab 
am Grundsystem) zu bestimmen.

Die Ma- und Mb-Fläche (Fig. 56a u. b) liefern folgende Ver­
schiebungen des Grundsystems:

W-ÖA
o

^=4
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Diesen Wert bezeichnen wir mit Fai (Festwert). Es ist also:

F . —--------- 6—T.

Der Belastungszustand .Xj,. x = 1 ist also gegeben durch die am Grund- 
system angreifende Lastengruppe:

^6 = ^

Damit ergibt sich die in Fig. 57 dargestellte J5,. t - Fläche. Wir 
finden also aus Fig. 56b und 57:

v 4 Qa ~T~ V) (V + ~ k'2 
b W-W

Der Zähler Zb wird nach den Angaben in § 1 (s. Gl. 3):
1. Bei Belastung von Feld Za:

2. Bei Belastung von Feld Z6:
Z^V^F^-Y^-

3. Bei Belastung von Feld ?c:
Z„ =

Ist gefunden, so können wir Xa bestimmen aus der Gleichung:
r____ W M r

“ [««] [aa]

Darin wäre [am] = JM0Mads — aus der Mo~Fläche und Jfa-Fläche 
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mit Hilfe der Formeln in § 1 zu finden. — Wir können hier jedoch 
den Wert für Xa auch in gleicher Weise wie für Xb in der Form 

zX =------ - ermitteln, wenn wir die Momentenfläehe für X. = 1 am
a Na a

einfach statisch unbestimmten System aufsuchen. Diese läßt sich 
aus der 3/j. x - Fläche ohne weiteres angeben, wenn man im Wert 
für Fal statt jetzt lc' einsetzt. Der sich hiernach ergebende 
Wert Fba (Fig. 58) ist:

7p __ __  _____

ba +
Der Nennerwert Xa ergibt sich aus durch Vertauschung von 

la und lc. Es ist also
v ■■XC+V)(V + V)-Vä 

W-M/)
Der Zähler Z„ wird dann: a

1. Bei Belastung von Feld la:

2. Bei Belastung des Feldes Z5:
Za = (Px-\-Fba-<p.i.

3. Bei Belastung des Feldes Zc:
Za = Fba'(P1-

Wir erhalten also die folgenden

Gleichungen für die Unbekannten:
1. Für Belastung im Feld Za:

Xb = -^Fa,.<p,.

2. Bei Belastung des Feldes Z6:

X° = ~Na&i+Fi>°-(P^ ..... (59)

+ Fa i ■ ■

3. Bei Belastung des Feldes Ze:

a
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Darin ist:
P  ________ h  ia
p __________ ^5 

ab 2(Za%V)’

v = 2
a 12(V + V)

vr  4(C~Ha')(V + O ~~ V3
W + V) ‘

Sind die Unbekannten Xa und Xb gefunden, so 
folgende Werte für die sonstigen statischen Größen

Auflagerdrücke (vgl. Fig. 55):
^ = ^o-^(r + r)+^4’ 

Lb' lb

“b Xtb lc'

C=Co + ^ap

D = D0 + X^.
"c

Momente (x immer von rechts gemessen):
Feld Za: MXa = + Xa (1 - ,

„ lb: MXb = M0 + Xa^-^Xb(l-^\ 
cb x Lb'

„ lc-

Querkräfte:

Feld la: Q — Qo + Xay,

» h- Q—Qo a~ ^-b) ’ ’ ■

I Q == Qß — -5lx —.77 C u "(J 0 /

• • (60)

ergeben sich 
des Systems.

• (62)

• (63)

Sind die Querkräfte an den Auflagern ermittelt, so ergeben sich 
die Auflagerdrücke auch in der Form (vgl. Fig. 59):

Sc___________________Sa Sa_________________________Sb Sb_____________ Sd

cf y >0
Fig. 59.
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c=Qc,
x = Qa'-Qa, 
B = Qj Q?> > 
d=—Qä-

...............................(64)

Mit Hilfe der Gleichungen (59) bis (64) läßt sich der konti­
nuierliche Träger in gleicher Weise für die verschiedenen Belastungs­
fälle untersuchen, wie die in § 2 und § 3 behandelten Träger. Sind 
mehrere Felder belastet, so ist es zu empfehlen, die Belastung jedes 
Feldes getrennt zu behandeln und die Resultate nachträglich zu 
addieren. In gleicher Weise ist zu verfahren, wenn mehrere Be­
lastungsarten in Frage kommen.

Bei einem kontinuierlichen Träger mit drei gleichen 
Öffnungen und konstantem Trägheitsmoment wird:

= = J

Damit ist also:
1. Für Belastung im Feld lat

2 1I‘=+rrr’'
2. Für Belastung im Feld Zs:

w 2 1 >

w 2 1\ = — — 9h)-
3. Für Belastung im Feld Zc:

(59 a)

Die übrigen statischen Größen, wie Auflagerdrücke, Momente 
und Querkräfte ergeben sich ohne weiteres nach den Gl. (61) bis (64).

II. Ermittelung der Unbekannten für ruhende und bewegliche 
Belastung.

a) Ruhende Belastung, Temperaturänderungen und Widerlager­
verschiebungen.

Im folgenden sollen nur einige besonders wichtige Belastungsfälle 
behandelt werden; im übrigen sei auf die Tabelle X, Seite 65, verwiesen.

a) Einzellasten.
Sind die einzelnen Felder durch Einzellasten, Pa im Feld Za, 

Pb im Feld lb, Pc im Feld lc belastet (Fig. 60), so finden wir, da hier
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a

b

PI,,

Pl„-fIc* ist:6

6 C‘
£
Na

P^ 
6

V PI 
 £_£ .F -C 27 6 rs<x

__K
Hierbei

F __ g ^ab C2
^b
Nb

sind die Werte c

PI l' PJ

zu bestimmen

(65)

in den ersten Gliedern (Einflüsse von Pa) für

V2

zweiten ^b

1/
j? dritten

Auflagerdrücke, Momente und Querkräfte ergeben sieh nach
den Gleichungen (61) bis (64).

Sind mehrere Einzellasten in einem Feld vorhanden, so sind deren 
Einflüsse zu addieren.

Sonderfälle:
1. Bei einem kontinuierlichen Träger mit je einer Einzellast

in Feldmitte wird:
__

l ha o

also

l, 
3
8

für alle Felder.

Damit wird nach
Y ____ Palg

N„ 16

Gleichung (65) (vgl- auch Tab. VII, 6):
_ h Pb ^b /-< i f i___ _ ■ F 

Na' 16 V ' ia> Na 16 ba'
(65 a)

Y __  ^a_ Pg^a p__h Pb h (j I F 1
6 Nt 16 a5 Nb 16 1 ab> Nb 16 ’

2. Hat der Träger gleiche Feldweiten und wird das Träg­
heitsmoment als konstant angenommen, so ward:

15 a

Nb = ^Pa-l-cs-^Pi-l-(ica-c1)-^Pc-l-e1. J
3. Steht in diesem Falle die Einzellast in Feldmitte, so wird:

(65 c)

a

c. = c.

1
2

^Pb’^ h-Pp^]

b
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4. Sind die Einzellasten auch noch unter sich gleich, so wird:
3 

va=v6 = --pz.................................... (65d)

Die anderen statischen Größen sind wie vorhin zu berechnen.
ß) Gleichförmig verteilte Vollbelastung1). Bei gleichmäßig 

verteilter Vollbelastung in den einzelnen Feldern mit qa, qh und qc

Fig. 61.
(Fig. 61) ergibt sich nach Tabelle VII für die Zählerwerte der Un­
bekannten:

7 2 72 7 2
7 __ 9a U 7 ' I bj 7 ' f 1 | 7? I 7'7^

24 ' 24 6 * ' 24 “ ' "
9^r
24 c'

Damit ergeben sich folgende Werte der Unbekannten:
v- ___ 9g ____ 9b ^b /■< 1 p x_____ Se ei

a Na 24 Na 24 1 da? N* 24 ba'

Y____  . 7? _ . fi 1 p 1 _ 1« 9C
5 Nb 24 ai Nb 24 G-t-JW ’ 24

Die Querkräfte erhält man aus den Gleichungen:
H __ 9g ^q |

2 l ’ a
Q —---
Yq 2 “ la ’

o Xa~Xb
2 lb ’

Q '____ 9b h__ -^-a ~Vb 9 j

Die Auflager drücke sind dann: 
^=Q/-Qq,l 
ß-Qb-Qb', 
c=Qc,

(67)

(68)

x) Mit Rücksicht auf das häufige Vorkommen dieses Falles bei den Auf­
gaben der Baupraxis sollen hierüber einige nähere Angaben folgen.



§ 6. Der kontinuierliche Träger auf 4 Stützen. 59

Die Größtmomente in den einzelnen Öffnungen mögen in den 
Abständen a, b, c von den jeweiligen rechten Auflagern der be­
treffenden Öffnungen angreifen. Diese Abstände sind dann gegeben 
durch folgende Gleichungen (gemäß Gl. (19), § 1, worin für B hier 
die Querkräfte Qa, Qb, einzusetzen sind):

Qi ’

c = -^.
Qe

An diesen Stellen sind dann die Momente

If =- -ä; .
Qa '

_Q/2 

% Qb
FA, ................................(W)

M =

^Qc

. . . (66a)

Sonderfälle:
1. Für den besonderen Fall eines Trägers mit gleichen 

Spannweiten l und konstantem Trägheitsmoment J'=J 
vereinfachen sich die Gleichungen wie folgt:

Unbekannte:

xa = ~ ÖÖ qa +3 ~’
Xb =—60 (~ + 3 + 4

Querkräfte:

Qa = (~ 34 Qa —^lb + Q^

Qä = (Qa + 6 Qb — ’

Q Qb~ Qbh

~ 6Ö s« 4~3 34 ’
^-~(-Qa + ^Qb-^Q^

(67 a)
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Auflagerdrücke:
^ = ^(26^-3^ + ^),

3 = Qa — Qa ~ ön (13 ia ” H h 2C) , 

B-Q6-Q; = ^(-22tl + llft + 13?c)r 

D = — Qa = (la — 3 g6 + 26 q J .

(68 a)

Größtmomente: __ Q,"
* a~^Lu

(70 a)

Me = ^. 
2^

Die Lage des Größtmomentes ergibt Gleichung (69 ).
2. Für den Träger mit gleichen Öffnungen und gleicher Be­

lastung in allen Feldern (qa = qb = qc = q) erhält man :
Unbekannte:

................ ... ■ <««b>

Querkräfte: Qc — — Qa — f 3 ,
Qa=~Qi = ~hl> ,...........................(67b)

Auflagerdrücke: C=Qc~^ql,
~ Qa Qa ~ 1Ö 3

35 = ^30 
D=lql.

(68b)

Größtmomente: Ma — 0,08 q l2, 1
J4 = 0,0252Z24....................................(70b)
'31,= 0,08 ql2. J

Die Lage der Größtmomente ist gegeben durch: 
a = 0,6Z,
& = 0,5Z, >...............................
c = 0,4 Z.

(69b)

y) Dreieckförmige Vollbelastung der einzelnen Felder mit 
den größten Belastungsordinaten an den Stützen A, B, I) (Fig. 62).
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Fig. 62.

Die Zählerwerte ergeben sich wie folgt (vgL Tab. VII):

Damit ergeben sich für die Unbekannten die Werte:
____  la Pa^a" K Pb (h i o p 1 Pe^c 7 p 

45 360
____ Pa^a p __ ^b Pb ^b 1 7 7? i _ Pc ^c rj 

Nb 45 ‘ 06 iV6‘ 360 k ab} Nb' 360 ’ ’
Sonderfall 1.

Für einen Träger mit gleichen Öffnungen ergibt sich:

Xa = 930 32 — 20 + 7

A = ^öo(8Pa — ^Pb — 28Pc)‘

Sonderfall 2.

(71a)

Ist außerdem pa = pb—pC = P, so wird:
Xa = Xb = -^.................................(71b)

Anmerkung-. Dieser Belastungsfall kommt insbesondere bei einer trapez­
förmigen Belastung zur Anwendung, wo die dreieckförmige Last mit der vorhin 
behandelten rechteckigen zu kombinieren ist.

<5) Dreieckförmige Vollbelastung der einzelnen Felder 
mit den größten Belastungsordinaten in den Feldmitten 
(Fig. 63).

Eig. 63.
Die Zählerwerte ergeben sich unter Benutzung der Tabelle VII 

und mit Hilfe der Momentenflächen Fig. 57 und 58 wie folgt:
192 Pa a" 1&2 Pb h" h (4 4“ Xb a) “I- 192 Pc K h'^ba'

Xb = ^^Pa ' Xab 4~ ^2.Pb K" 4“ Xab) 4“ 192-Pc h ’ h •
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Demnach lauten die Gleichungen für die Unbekannten:
Y __ __ [a_ ° Pa V __ A_ Pi (1 I F ) __ ° Pc p 

Na' 192 Na 192 1 ia) Na 192 ia' I

V __ v 5poy _ V , F V We2
* Nb 192 ai Nt 192 k “ aV Nt 192 ' 

Sonderfall 1.
Hat der Träger gleiche Spannweiten und konstantes Träg­

heitsmoment, so ergeben sich die Gleichungen:
V-------Pa   Pi h. ■ _L P^c_ 1_ ( 4 «  3 « . J_ v )

24 32 ‘ 96 96 Pa ^Pb^P^

X = _3„ -4«)6 96 32 24 96 Pi Pc)'

(72a)

Sonderfall 2.
Sind dazu die Lasten in den Feldern gleich, so ist:

= ............................(72b)
e) Äußere Momente 3^ und Md als Belastung an den 

Endstützen C und D.
Greifen an den Balkenenden äußere Momente an (Fig. 64), her­

Fig. 64.

vorgerufen z. B. durch einen Kragarm, so erhält man nach Tabelle VII 
und mit Hilfe der Momentenflächen Fig. 57 und 58 die Zählerwerte 
der Unbekannten in der Form:

M M

p ---__  K 1 ' F __7 ' 
^b_ Q La ' -^ab ß ’ lc •

Die Gleichungen für die Unbekannten lauten dann:
y i. v P

a Na 6 ~r Na Q

Y =-^ F 4-Ü
-5 6 ’ ab-V ß •

Sonderfall 1.
Bei gleichen Feldweiten und konstantem Trägheitsmoment ist:

4 1
Xa^= T5Mc~~T5Ma,

1 4 .................. (73 a)
ä; =----- m + — m ,.‘ 15 '15 a
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Sonderfall 2.
Ist außerdem Me — Md — M, so ist

.............................. (73b)
C) Temperaturänderungen.
Bei gleichmäßiger Temperaturänderung treten keine Spannungen 

auf.
Hat der Querschnitt die Höhe h und besteht zwischen dem oberen 

und dem unteren Rand ein Temperaturunterschied J t (= tQ — fu), 
so sind die Unbekannten (vgl. Gl. (5), Seite 6):

Y ____  _ 1 F V T 1? I fl 1 F 1 I" 5 Nb Nb Ä Fab^ 2 1 aö)+ 2_ •

Setzt man die Werte für R und F„. ein, so erhält man: O d Uf U *
~r %
4 (74)

Sonderfall 1.
4

Bei gleichen Spannweiten und konstantem Trägheitsmoment 
wird daraus mit Na—Nb = ^l:

= ....................... (74a)

Querkräfte, Auflagerdrücke und Momente ergeben sich nach den 
Gl. (67) bis (70); darin sind die Werte Qo, Ao, Bo, Co, Da und Mo 
gleich 0 zu setzen.

Widerlagerverschiebungen.

Fig. 65.

Verschieben sich die Widerlager in Richtung der positiven Auf­
lagerdrücke (nach oben) um die Werte [Iw. 2] gleich da, öb, dc und äd 
(Fig. 65), so erhält man den Zählerwert der Unbekannten nach 
Gl. 6, Seite 6 in der Form:

zb = —
Darin sind die Auflagerdrücke des einfach statisch unbestimmten

T) Wenn t0 > t„ ist, so finden die Verschiebungen im Sinne negativer 
Momente statt, da der Baklen bei größerer Erwärmung des oberen Riegels 
sich nach oben ausbiegt. Die Verschiebungen [it.v] sind also hier negativ.
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Hauptsystems für die Belastung X6.i—1; dies ist eine Belastung

des Grundsystems mit Xt t = 1 und Xa 5 = Fa t. Aus dieser
Id d J

Belastung ergeben sich die Auflagerdrücke:

Damit ergibt sich nach gehöriger Vereinfachung:

Z. = - EJ' - Fab + (1 - Fab)
'"a

In entsprechender Weise findet man:

(1 ~ a) - Fb a
Damit haben wir die Unbekannten in der Form: 

v N_EJ’h-öa öa-db
L ia ib

x6 Eb
(75)

Sonderfall.
Bei gleichen Spannweiten und konstantem Trägheitsmoment 

ergibt sich daraus:
= f l ~

W
5 Z® (2<5B — 3<5a) —

=1^ [~ I ~ ~ ~
■ (75 a)

2 fj r

In dem Zahlenbeispiel § 7 ist die Anwendung der in den vor­
stehenden Ausführungen gewonnenen Formeln erläutert. Für die 
wichtigsten Belastungsfälle sind in Tabelle Xa die Unbekannten Xa 
und Xb angegeben.



Tabelle Xa. Zusammenstellung.
In dieser Tabelle bedeuten:
, J' „_ Y _ 4 (1/ -j- 1/) (lb 4- lc} — h'3 „ _ ___ W _ y _ (1/ -T W H~ V) ~ ?a3
/■ ^a~ ü(ib'-\-iY "' W'+ÜY " W+WPi riet, Statik, 

II. 2.

Lfd. 
Nr. Belastungsfall Unbekannte

1

r
 « % t y   la Pa Ki lb lb Pb / | 73 „ x lc Pc Iß uA“ NY 6 2 NY 6 .....^--iba-c,

Y _ .__ Y . W n lf/Pb , | „ . V Pc In
'' Nt B '7"" 2 N„....6 - nY~(T"<1*B

>K Cq >4La

2
Pa. k4- pb

i1 J
n 

1

—

r^.
y _  P(Aa Pb^b ■ v . lc Pc^c 7.1
A«—N“ • iß- - n; -fß- (1 + ^'«) - “iß“ *•
v   Pa^a 7^ lb Pb^b zi 1 in x lc Pclc△

!— 1- 7 >< 2 »I»< La 6$ &c

3
—Za^ £

IIIIHIIIIIIli II M
r *i

lllllllllilulllllllll

Y _ __  lYY L £4 (1, _|_ F le \ 1° Ti’ 1-x" Na ’ 24 ' - N„ ■ 24 (Z1 •Fz’° ■/a) Af„ ■ 24 '' r,,"‘ kl
V_ __  p 7. ib lY (W l- 3-lr\ ^c' IrXi^ N»" 24 ’ F"11'“* ' 24‘(I,!8'^+ NY 24 'kl'« la-------*----------- lh ---------------- le *

4
y _ la Qala^ lb (}blb^ zi j p X lß E*

Na 24 N„' 24 U 1 i"} X 24 ,
y _ la Qa la2 rn lb (lb lf^ /1 | w x (P

U'iab Pb‘ 24'^ 24—La—------------ lh------------->^lc -x

5
<- £ --- >< y _ __  la_ Pa la“ lb Pb V , 77 x _  lc Pc le* n

Xa ‘ jy/W 2 Na' 360 ( 1 + ba 1
y   la Pa la* ™ lb Pb Ib^ / 7, 1 \   le Pele*
As“ X» ’ 360’r,,i a Nb ' 300 (y“s 1 + a7 Nb' ^lW 1la------ ---------- —

f

4—Ä— iä-~*

(1

y _ la PaK? lb Pblb^ (q | Q T7I \ le pelc q Xi
Xtt~ Na 45 X’360 l+ ba) N„' 1,(1
y_  la Pult? jti _  lb P^^^ (Q 17 7? \ 7
Ab" Nb ‘ “ 45 '1"" Nb ’ 360 V ‘ r Nb ' ‘360 ‘je ,

u----------Ia-------- ----------------tb---------- >
k5
*-------^c—

§ 6. 
D

er kontinuierliche Träger auf 4 Stützen.



Fortsetzung: Tabelle Xa. Zusammenstellung.
V

ollw
andige System

e m
it geradlinigen A

chsen.

Lauf. Nr, Bolastungsfall Unbekannte

7

y la
^"Na

„ la

5 P"l«“ lb .
192 ~" N„ ‘ 192 ■ ’+ 

lc' Spei,/1
“ Na ' 19 2 ‘

0 Pa la“ n lb Pb lb“
192 "" N„ ’ 192

Nb a)

IC T/7 , Iß ^b-—^
La bö ic le' 5 pc lä2 

~ Nb ’ T92~

8
Mc X^a M l’ Ma

+// tB

la--------- lc-----
M„ Mrl lc’

■ 6 • 6 -Ni

9 Temperaturänderungen 
(t0 — Q = t

!i' 
i 

r̂
S 

| 
+u+

 

cJ 
« 

! 

m 
K

l 
X 

X i^" 
co 

co

1! 
II 

. « 
.

10 Widerlagerverschiebungen

x-^~n;

YXi==x

la h (1
Hb-8a „ 1k 'Fi"\

TA .pat _ Nab)
_ 1* ~ *1^

Cj 
a>
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Wie die Gleichungen (65 b), (66a), (67a), (68a) erkennen lassen, 
ergeben sich die Werte bei gleichen Feldweiten und konstan­
tem Trägheitsmoment in besonders einfachen Formen, die zudem 
den Vorzug haben, daß man aus ihnen sofort die Größtmomente 
entnehmen kann.

In den folgenden Tabellen Xb und Xc sollen für einige be­
sonders häufig vorkommende Belastungsfälle des kontinuierlichen 
Trägers mit gleichen Feldweiten die wichtigsten Momente und Quer­
kräfte angegeben werden.

Mit Hilfe der zweiten Rubrik der Tabelle Xb lassen sich die 
größten positiven und negativen Werte leicht angeben; in Tabelle Xc 
sind diese Maxima und Minima mit. der Belastung, bei welcher sie 
auftreten, zusammengestellt. — Die dritte Rubrik der Tabelle Xb 
liefert die W’erte für gleiche Belastung aller Felder.

Tab eile Xb.
Stützenmomente (Xa), Feldmomente (Jf 1 und JjQ, Querkräfte iQc, Qa, Qa'j.

S Belastungen der einzelnen Öffnungen verschieden. 
(P«: {,P(ij Pb. Pe)

Belastungen in 
allen Öffnungen 
gleich, (g); (Bj.

( — 0,067 ga — 0.050 gt 4~ 0,017 gc) I- 
(0,093 g. — 0,020 g„ + 0,007 ge) P 

(— 0,025 ga + 0,075 — 0,025 gc) l-

— 0,1 gl- 
0,08 gl- 
0,025 gP

Qu 
Qa'

(0,433 g„ — 0,05 g„ -4- 0,017 gj Z 
(— 0,567 ga — 0,05 gk -— 0,017 g^ l

(0,083 ga -L- 0,5 g» — 0,083 g^ l

0,4 g Z
— 0,6 g Z

0,5 gl

ö-

M,

(— 0,1 Pa — 0,075 P6 4- 0,025 Pe) 1
(0,2 Pa — 0,0375 P„ 4- 0,0125 PJ Z 

(— 0,0375 Pa 4- 0,175 Pb — 0,0375 PJ l

— 0,15 PI 
0,175 PI 
0,1 PI

Q. 
Qi 
Qi.

0,35 P 
— 0,65 P 
4-0,5 P

0.4 Pa — 0,075 Pb 0,025 Pc 
— 0,6 Pa — 0,075 Pb 4-0,025 Pe 
0,125 Pa 4- 0,5 Pb — 0,125 Pc

5*
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Tabelle Xb. (Fortsetzung.)

s
Belastungen der einzelnen Öffnungen verschieden. 

9&> 9 c) ? föa> Pc) •
Belastungen in 
allen Öffnungen 
gleich, (g); (P).

+ Pb Pc

fv , O* ,.*‘*7*1*,* > * ,,*+*T* i
Ä ) lY" A’ L —t—a

Xa (— 0,178 Pa — 0,133 Pi, + 0,044 PJ l — 0,267 PI
(0,274 Pa — 0,044 Pb + 0,01-5 Pj l 0,245 PI

(— 0,067 Pa 4- 0,2 Pt — 0,067 P„) l 0,067 PI
Qe 0.822 Pa — 0,133 Pb + 0.044 Pc 0,733 P
Qa — 1.178 Pa — 0,133 Pi + 0,044 Pc —1,267 P
Qa 0,067 Pa +1,0 Pi — 0,067 Pc 1,0 P
xa (— 0,25 Pa — 0,1875 Pi + 0,0625 Pc) l — 0,375PI

(0,375 Pa — 0,09375 Pi 4-, 0,03125 Pc) l — 0,3125 PZ
AL (— 0,09375 Pa 4 0,3125 Pb — 0,09375 Pe} l 0,125 PI
Qe 1.25 Pa — 0,1875 Pi 4- 0,0625 P, 1,125 P
Qa — 1,75 Pa — 0,1875 Pi 4- 0.0625 Pc — 1,875 P

Qa 0.3125 Pa 4-1,5 Pi — 0,3125 Pe 1,5 P

Tabelle Xe.

S Größtwerte bei vew 
a) positive Größtwerte (Max.)

mderlicher Belastung:
b) negative Größtwerte (Min.) Fa

kt
or

 1 
i 

i

X„ 4-0,017 — 0,117 ql-iiiiiniiiiiiiia
A A A Z A A A A

+ 0,1 3^------ — 0,02lllllllllllllllllllll niiiiiiiiiiiiiiii
A -Lk Zi. z

M, _____ lliiiiiiniiiiiiiijr^ 4- 0,075 Y7T — 0,05 ll3

Qc + 0,45 A--------
rr__S------- A — 0,05

4-0,017 — 0,617
iiuiiuniiiiiK '7

Qä A A A A + 0,583 — 0,083 Ql

Xa p + 0,025 p
f________ — 0,175 PI

ZX △ △ A △ A ' A △

Mt p
'—s.-------s—

p + 0,2125 r, 

A zx △ A
— 0,0375 PI

AL. p

A
+ 0.175 r — 0,075 PI

A △ 2S. 1 A A A A

Qc Jp
"zr----- x—

+ 0,425
zS---------S~

p

L—Ä" —A — 0,075 P
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Anmerkung: Die Einzellasten in den vorstehenden Gruppen sind in den 
Mitten bzw. in den Dritteln und in den Viertelpunkten der Öffnungen an­
genommen.

Qa p p + 0,025 p — 0,675 P
\> — 0,125Qa A A A -ff- u,62d A △ "■A p

Xa
p p

4-0,044 1 r 1 ff — 0,311 Pl

p p pl p p p
K

■
4- 0,289 — 0,044 Pl

A A A △ zz

m. p p 4-0,2 — 0,133 Pl
A— zz zz zz ---- 3— zz zz

Qe
p P p |P

4- 0,866 p p — 0,133 P

zS— Ä △ A

Qa p jp p p -j- 0,044 —1,311 p

— l,vo/ △ ”3----- △ — U,UbZ

Xa pff
4- 0,0625

JT ff — 0,4375 Pl

A A A A' A

]p\p p pp
4- 0,40625 p

_________y > — 0,09375 Pl
A A △ zz. A A .. A

zS—

r pp 4- 0,3125 „nr jff — 0,1875 Pl

Qc IPit r
ff 4-1,3125 p pp — 0,1875 p

A zz CP- "JA A △ A zz.

Qa I 4- 0,0625 rff — 1,9375 p

Qa kl y A A 4- 1,8125 A-----“S---- -----ZT1- — 0,3125 p

b. Bewegliche Belastung.
a) Einflußlinien.
1. Die Gleichungen (65) unter a, d) geben die Gleichungen 

für die Einflußlinien der Unbekannten X, wenn man P=1 
setzt und ^a, gb und ff veränderlich annimmt. Die Gleichungen 
für die Einflußlinien der Unbekannten lauten dann:

Fig. 66.
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In Fig. 66 ist die Xa-Linie dargestellt.

(FeldZj/
K 6 "

1 (76)

r i ,

Wollen wir die Abstände a, b und c der größten Ordinaten ermitteln, so 
differenzieren wir die Gleichungen für die einzelnen Kurventeile nach x und 
setzen die Differentialquotienten gleich 0. Man findet dann:

& --  1« (1 Vlj s

b — k Fba 
l—Fb

l—Ff 
ba

3 (1 - Fbay
_ l --  Fjg VT G ~l~ J/,« -j~ Fbg1}

” l-Fba
c = k\ri-

Querkraft Qc ergibt sich nach2. Die Einflußlinie der 
den Gleichungen:

(Feld

(Feld lb und
(78)

DieEinflußlinie wird aufgetragen (Fig. 67), indem man, entsprechend 
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dem Klammerwert in Gleichung (78), bei C^a = l^ den Wert GE—la 
abträgt. Verbindet man E mit A, so sind durch diese Gerade (Qo- 
Linie) die Werte $a gegeben. Trägt man dann an die Geraden EM 
und ABD die Einflußlinie für Wa an, so erhält man die Qc-Linie. 
Da im Feld la die Wa-Linie negativ ist, so subtrahiert sich diese 
dort von der Q0-Linie EA. In Feld lb und lc ist die Qc-Linie pro­
portional der A'a-Linie. — Die so gefundene Einflußlinie hat den

Multiplikator (Fig. 67).
a

Um in gleicher Weise die Qa-Linie für Feld la nach der Gleichung

zu finden, trägt man zunächst die mit la multiplizierte Q0-Linie GF 
mit AF=— la auf; da hier sowohl Qo wie Xa im Felde la negativ 
sind, so addieren sich die EinflußJinien (Fig. 67). Es verläuft also 
die Kurve CF parallel der Kurve EA. In den Feldern lb und lc 
ist die Q(t-Linie identisch mit der Qc-Linie. — Die Querkraft­
linie für einen Punkt m (Qm-Linie) im Feld la ist identisch mit 
der Q^-Linie, solange die Last 1 rechts von m steht; sobald sie links 
von m steht, ist die Qm-Linie gleich der Qa-Linie. Zieht man also 
in Fig. 68 die Gerade GH durch m. so ist die Begrenzungskurve der 
schraffierten Fläche die Qm-Linie.

In gleicher Weise sind die Einflußlinien für die Querkräfte in 
Feld lc zu finden.

Im Mittelfeld ergibt sich eine Querkraftlinie nach der 
Gleichung

Diese Einflußlinie ist in gleicher Weise zu zeichnen wie die
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in den Endfeldern. In Fig. 68 sind die Geraden AE und BF die 
mit lb multiplizierten Q^- und QU-Linien nach den Gleichungen:

Q'a0 = ^,

Die Kurven 6L4, AGE bzw. FHB stellen die Einflüsse der 
Differenz Xa — Xb dar.

Für eine beliebige Querkraft Qm im Abstand xb vom rechten 
Auflager B ergibt sich die Einflußlinie wieder durch die Gerade GH 
durch den Punkt m. (In Fig. 68 schraffiert.)

3. Die Einflußlinien der Momente ergeben sich wie folgt:
Für die Momentenlinie eines Punktes im Feld la im Ab­

stand xa vom rechten Auflager A lautet die Gleichung:

Darin ist für eine Last 1 im Felde la im Abstande ga vom Auf­
lager A:

Damit ist also

(79 a)

Für eine Last 1 im Felde lb oder lc ist J/o — 0, also

...........................   (79 b)

Der Verlauf dieser Einflußlinien ist in Fig. 69a—c dargestellt.
Die Belastungsseheiden, d. h. die Nullpunkte der Einflußlinien, findet 

man, indem man obige Gleichungen (79) gleich 0 setzt. Die erste der 
Gleichungen (79a) ergibt dann:
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Aus dieser Gleichung kann durch Einsetzen des jeweiligen gegebenen
Wertes von

(Wert gefunden worden.
la die im Feld la liegende Belastungssoheide der Momentenlinie

Je nach der Größe von xa erhält man für p
Werte, die größer oder kleiner sind als 1. Die Werte größer
nicht in Betracht ; der
Ziehung:

Grenzwert ist p = 1 .La Dafür erhält
als 1 kommen 
man die Be-

(Diese Beziehung
p = 1 einsetzt.) La
zeichnen wir mit

la__ _  la * %a_
6-Vt’ !a V+ß-Va'

la
findet man aus Gleichung (80), wenn man den Grenzwert
Den aus dieser Beziehung sich ergebenden Wert von xa be­
tt und schreiben:

a

= oder - =__ ——a 6 Na' la
la

• (81)

Den durch das Verhältnis p bezeichneten Punkt nennen wir (vgl. Fig. 69 a—c).La
Nur für Punkte zwischen Ta und .4 I p < p)'La La / hat die Momentenlinie eine Be­

lastungsscheide innerhalb des Feldes la (Fig. 69 c), deren Abstand von A 
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aus Gleichung (80) ermittelt werden kann. Für w? = V hegt die Belastungs-
la

scheide in C fp = l); für > p wird ~>1; für diese beiden Fälle 
'ta / la la la

Verhält man keine Belastungsscheide der Momentenlinie im Felde la. 
\la la /

Anmerkung: Setzt man die zweite der Gleichungen (79a) gleich Null, 
d. h. nimmt man eine Belastungsseheide innerhalb der Strecke xa an und dort 
eine Last I, so erhält man:

_ -  Xa\j / , StAvar v ij6Na'ia\ Ta.
Diese Gleichung kann unter folgenden Bedingungen erfüllt sein:

1) r=0, ^a

Die beiden ersten Bedingungen kommen hier nicht in Betracht. D e Be­
dingung 3 stellt für die hier in Frage kommenden Werte von zwischen 0 und

la
1 (0<p<lJ eine Ungleichung dar. Fs ist nämlich gemäß Gleichung (60) 

6“ 24 (Z/ 4- Z/) (Z/ + Z/) - 6-Z/- _ , l,! / Z/ \
U 12Za' (Z/ + Z/) " Z/ V 2 (Z/ + Z/)J ‘

Dieser Wert ist immer größer als zwei, also ~\=- < V. Der Ausdruck 
0 6 ■ Na 2

V_.|sW2 — ist aber für 0<|?< 

dukt dieser beiden Werte ist also stets

1 immer kleiner als zwei, das Pro-

; die obige Gleichung 3

kann also für die möglichen Werte von nicht erfüllt sein; es tritt also
keine Belastungsscheide der Momentenlinie zwischen dem betrachteten Punkte 
und dem Auflager A auf.

Die Momentenlinie für einen Punkt im FeldZc (Fig.70a—c) 
ergibt sich in gleicher Weise wie für Feld la. Es ist entsprechend 
für einen Punkt im Abstand xc vom Endauflager D:

M^M^X^.

Steht die Last 1 im Feld l oder lh, so ist:

......................................(82 a)

Steht eine Last 1 im Feld lc im Abstand vom rechten Auf­
lager, so ist:

für t * h
- Xe„f-

. . (82 b)
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Die Belastungsscheide im Feld lc ergibt sich, wenn man die zweite der 
Gleichungen (82 b) gleich Null setzt, woraus sich ergibt :

Zc le
Die Belastungsscheide fällt mit dem Endpunkt D zusammen [y=0( 

für einen Punkt Tc im Abstand c vom Endauflager, der gegeben ist durch die 
Gleichung: 

oder
c 6N»

le ~l/ + 6N„
Damit ist der Verlauf der Momentenlinien für die Punkte des Endfeldes gegeben 
(Fig. 70 a—c).

Die Monientenlinie für einen Punkt im Feld lb (Fig. 71a—e) 
im Abstand x. vom Auflagerpunkt B ergibt sich nach der Gleichung;

'b K ^b'
Darin ist, wenn die Last 1 im Feld la steht:
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^o=O,

Ä', =-----F.-c —______-^--F =F -V
b 6Nb ab - 6Na 2 Nb ab ba “•

[Wie aus den Gleichungen (60) leicht zu ersehen ist, ist

= F^- 
Fab ’

also . F ^=F-y ab ba}

womit sich obiger Wert für Xb ergibt. Dies ist übrigens auch 
ohne weiteres zu ersehen, weil bei ausschließlicher Belastung der
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Seitenöffnungen Xi nur von beeinflußt werden kann und um­
gekehrt.]

Man erhält also für M. wenn die Last 1 im Feld l steht: a

+ ................ (84a)

Dieser Wert verschwindet, wenn =— :----ist: d. h. auf denl„ ^-—Föa
durch dieses Abstandsverhältnis gegebenen Punkt des Feldes lb ist eine Be­
lastung des Feldes la ohne Einfluß (Fig. 71b'i.

Wir bezeichnen diesen Punkt mit Tba, den Abstand dieses Punktes vor.
B mit V; es ist also der Punkt Tba gegeben durch die Gleichung: 

&'

1-,- ............................... (85a)

V_ __ Fba 
h 1 -- Fia

Wird so wird der Klammerwert in der Gleichung ('84 ai positiv* 
da Xa negativ ist, so wird Mgleichfalls negativ (Fig. 71 c.d, e). Umgekehrt wird für 
7-^ < 7- der Einfluß der Belastung des Feldes la positiv (Fig. 71 a).

Für eine Last 1 im Felde lc findet man in gleicher Weise:

■ - (84b)
Dieser Wert verschwindet, wenn

27____ 1 _
h 1— Fat h 

ist.
Den dadurch bestimmten Punkt nennen wir Tai>; auf das Moment dieses 

Punktes Tat hat eine Belastung des Feldes lc keinen Einfluß (Fig. 71 d). Er 
ist gegeben durch die Gleichung:

oder
(85b)

A— 1 '
1 — Fab

bWird , so wird der Einfluß einer Belastung des Feldes lc auf das
Xh bMoment negativ (Fig. 71a, b, c); wird 7-> 7-, so ist der Einfluß positiv.

(Fig. 71 e.)
Es ist zu beachten, daß das Vorzeichen der Momente im Mittelfeld bei 

Belastung der Außenfelder nur von der Lage des betrachteten Punktes im 
Mittelfeld (d. i. von der Größe Xb) abhängt, also von der Laststellung in den 
Außenfeldern unabhängig ist.

NB. Der Punkt Tat ist der Nullpunkt der X&1-Fläche, also ohne weiteres
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- & 1)
durch den Festwert Fab = — i—( gegeben (Fig. 57). Wir bezeichnen diesen ö d\
Punkt als „Festpunkt“. Entsprechendes gilt für den Punkt Tba und die Be­
lastung i=l am 1-fach statisch unbestimmten Hauptsystem.

Steht eine Last 1 im Mittelfeld im Abstande vom Auf­
lagerpunkt B, so wird:

für '

für : M = Ml - + Xa. S + (1 - M.
(84c)

Die erste dieser Gleichungen wird gleich Null, d. h. die Last 1 steht in 
der Belastungsscheide, wenn die Beziehung besteht:

oder

^b Xb

lb lb

%b . ^b । Aa
lb lb * lb

_X»

___ lb

lb i b Aß Xb 
~T~

........................... (85 c)

Setzt man in diese Gleichungen die Werte Xa und Xb ein, nach Glei­
chung (65), nämlich:

Aus dieser Gleichung läßt sieh für das jeweilige T- der Abstand der
lb

Belastungsseheide ermitteln. Der Grenzwert für diesen Abstand & ist lb, d. h.
^=1; für diesen Wert findet man aus obiger Gleichung die Beziehung:

xb
Tb

_ Xb_
lb

ex/1 ‘ 2Fai>

Setzt man in diese Gleichung die Werte für Fia, Fab, Na und Nb nach 
Gleichung (60) ein, so findet man:

Xb V

lb __ lb _ w lb 

_Xb 2ab'+U)

lb lb

(85 a)
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Das ist dieselbe Gleichung, die schon vorhin entwickelt wurde; sie führt 
auf den Punkt Tia; für alle Punkte zwischen Tba und B weist die
Momentenlinie eine Belastungsscheide im Feld 1* auf in einem Abstande 

von B (Fig. 71a); für den Punkt Tl/a selbst (Xb = b'j fällt diese mit

A zusammen — = 1 1 (Fig. 71b).
Für die Punkte zwischen T6a und A (Xb > b') weist die Momentenlinie 

keine Belastungscheide links von diesem Punkt auf. Es kann jedoch unter 
Umständen eine Belastungsscheide rechts von diesem Punkte eintreten, wie die 
folgende Ausführung zeigt.

Setzt man nämlich die zweite der Gleichungen (84 c) für <-^ gleich 
1* lb ‘

Null, so findet man in gleicher Weise die Beziehung:

bzw.

1
____2h =___ lb_

lb lb ' lb

1-^-
lb lb ; L lb lb>~

Hier wird der Grenzwert für 4, nämlich ^=0, erreicht, wenn die
Beziehung besteht:

— ,*, ~ h V,

, Xb
_______h

WVF (1 “T 2-F*„) 1—y-
= ---------------------- =-F„b = ................(85b)

l-^(2 + Fa*) -

Dies ist die Gleichung (85b), wie auf S. 77 gefunden; es ist also xb — b. 
wodurch der Punkt Tab bestimmt ist. Für alle Punkte zwischen Tab und A 
(er* > 5) ergibt sich eine Belastungsscheide der Momentenlinie zwischen diesem 
Punkte und B ($b<.xb, Fig. 71e). Für den Punkt Tab selbst (x* = b, Fig. 71 d) 
fällt sie mit B zusammen; für die Punkte zwischen Tab und B (xb^b, 
Fig 71 a, b, c) tritt im Felde lb keine Belastungsscheide rechts von diesem 
Punkte ein. Für die Punkte zwischen Tab und Tba (b'<^xb<lb. Fig. 71c) 
haben die Momentenlinien überhaupt keine Belastungsscheiden im Feld lb-

Damit ist der Verlauf der Einflußlinien der Momente klargestellt. —

ß) Maximal- und Minimahnomenten- und Querkraftflächen.
Auf Grund obiger Ausführungen können wir nunmehr die 

Maximal- und Minimalmomenten-, bzw. Querkraftsflächen 
für gleichmäßig verteilte bewegliche Lasten bestimmen.

Die Punkte zwischen C und Ta‘ erhalten die größten positiven 
Momente bei Vollbelastung der Felder la und lc, wie Fig. 69 a 
und 69 b erkennen läßt. Die Momentenfläche für diesen Belastungs­
zustand stellt also für die Strecke C Ta zugleich die Maximalmomenten­
fläche dar. Gemäß Fig. 70b und c gibt diese Belastung zugleich 
die Größtwerte für die Punkte zwischen Tc und D im Feld le, so
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daß die Momentenfläche auch für diese Punkte die Maximal­
momentenfläche liefert. Die Stützenmomente bei dieser Belastung sind:

a 24 Na

s 24ä;

Vollbelastung der 
beiden Endfelder.

Tragen wir diese Größen in A und B an (s. Fig. 72, AA'=Xa; 
BB'—X^ und tragen an die Verbindungslinien A' C und B' D die 

Z e i'“Parabeln mit den Pfeilhöhen g bzw. —an, so begrenzen die 8 8
damit gefundenen Kurven zwischen C und E bzw. zwischen F und D 
mit CD die Maximalmomentenfläche. — Für die Strecke Ta A ist nach 
Fig. 69 o zur Ermittelung der Größtmomente das Feld lc vollbelastet, 
das Feld la dagegen nur teilweise belastet anzunehmen. Je näher der 
zu untersuchende Querschnitt dem Punkte A rückt, um so geringer 
wird die Belastung des Feldes la, bis sie für den Punkt A voll­
ständig verschwindet (siehe Fig. 66, Einflußlinie für Xa.) Für das 
Stützenmoment Xa erhält man also den positiven Größtwert bei 
Belastung des Feldes lc und entsprechend den Größtwert für Xb bei 
Vollbelastung des Feldes la. Diese Werte sind:
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Zf Q Z “
Xa = — wy-- • Fb a ('Vollbelastung des Feldes I)& 4: 1X „ a
y ____ rt z 7 ,

24:Nb Jab ' ” * ” >a'

Tragen wir diese Größen in Fig. 72 in A und B als die 
Strecken AA" und BB" an und verbinden M" mit E und B" mit 
F, so haben wir mit den Linienzügen A"EC und B"FD die Maximal- 
momentenfläche der Endfelder. Dabei liefern die Geraden A' E und 
B'F etwas zu große Werte, da die Verbindung, streng genommen, 
durch Kurven erfolgen müßte, die tangential an die Kurven GEA' 
und DFB' in den Punkten E und F anschließen müßten. Die Er­
mittelung des genauen Verlaufes der Kurve ist aber recht umständ­
lich, so daß es sich, wegen der geringen Abweichung von der Ge­
raden nicht lohnt, sie zu ermitteln (vgl. auch § 2, c, ß).

Für die Punkte zwischen Tund T^„ im Mittelfeld finden CI O U Cb
wir die Momentengrößtwerte bei Vollbelastung des Mittelfeldes. Dafür 
finden wir die Stützenmomente:

Xa = AA!" ____  h ibh“ .। p \
24 Aa ‘ ba Vollbelastung 

h i P x des FeIdes k ~-----2ivr(1+^’

Tragen wir an die Gerade A!" B"' die Parabel A"'GHB"' mit 

der Pfeilhöhe an, so stellt der Kurventeil GH die Maximal­

momentenkurve für die Strecke TaiTta dar. — Für Punkte zwischen 
Tab und A ergeben sich die Größtmomente bei Vollbelastung des 
Feldes lc und einer Teilbelastung des Feldes lb; letztere wird um 
so geringer, je näher der betrachtete Querschnitt bei A liegt, und 
verschwindet für den Punkt A (wie schon vorher erwähnt). Im 
Punkte A ist also der Größtwert MM". Es ist also wieder (nähe­
rungsweise) der Punkt G mit A" zu verbinden, und entsprechend 
der Punkt H mit B". Die so gefundene Kurve stellt die Maximal­
momentenfläche dar. Die gesamte Maximalmomentenfläche ist in 
Fig. 72 dargestellt.

Um die Kleinstwerte (größten negativen Werte) der Momente 
zu finden, sind die Teile des Trägers als belastet anzunehmen, für 
welche die Einflußlinien negative Ordinaten haben. — Für die Punkte 
des Feldes la zwischen G und Ta ergeben sich die Kleinstmomente 
bei Vollbelastung des Mittelfeldes; es ist also GA’" bis zur Senk­
rechten durch Ta identisch mit der Minimalmomentenfläche (vgl. 
Fig. 72 und 73). [In gleicher Weise findet man für Feld lc die 
Gerade DB'" bis zum Punkte F'.] Für die Punkte zwischen Ta und A 
kommt dazu noch eine Teilbelastung des Feldes Zo, die um so größer 
ist, je näher der betrachtete Querschnitt bei A liegt, bis für A selbst 
die Vollbelastung der Felder la und lb vorhanden ist. Für Punkt B 

Pirl et, Statik. II. 2. 6
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j Af la Qalg~ ~j- lc Ff, a
A “ 2iNa
JA"____lg jgl? Fba

2iNa
<(1)_ la lala2-}- lb qiG (1 G Ff, g)

~ 24 Na

la' y.ala2 Fab-\-lc Iclc2
24 N„

lg' ^glg~ Fab
24 N„

l,'qgle2 + ll>'qblb-^A-Fab') 
24 Nb

Fig. 73.

ergibt sich bei Vollbelastung der Felder lb und l der Kleinstwert. 
Diese beiden Kleinstwerte der Stützenmomente sind:

Xa = — -a (Vollbelastg. d. Felder la u. lb)

Xb = — -^el+ÄMl+^1 (Vollbelastg. d. Felder lb u.
24

Wir tragen AAW = ATo und BB^ = Xb an; die Punkte E' und 
A^ bzw. F' und Bw sind wieder durch Kurven zu verbinden, die 
wir jedoch annäherungsweise durch die Geraden E’ A^ und F'BW 
ersetzen (Fig. 73).

Die Kleinstwerte für die Punkte zwischen Tab und Fba ergeben 
sich bei Vollbelastung der Felder la und lc; für diese Strecke ist 
also die Gerade A'B' (vgl. Fig. 72 und 73), also die Strecke &H’ 
(Fig. 73), identisch mit der Minimalmomentenfläche. Die Punkte G' 
und Aw bzw. El' und B^ sind wieder durch entsprechende Kurven 
zu verbinden, die wir durch die Geraden G'A^ und E'BW ersetzen 
(Fig. 73). Damit sind auch die Minimalmomentenflächen bestimmt.

Maximal- und Minimalquerkraftflächen für gleich­
mäßig verteilte Lasten. Der Größtwert einer Querkraft für 
einen Punkt im Feld la im Abstande xa vom Auflager A ergibt sich 
gemäß der Einflußlinie bei Vollbelastung des Feldes lc und der 
Strecke xa im Felde la (vgl. Fig. 67). In diesem Falle ist:

y ____ k w __  lg Qglg A
" « . 24Na' ba 2iNa 2‘



§ 6. Der kontinuierliche Träger auf 4 Stützen. 83

Damit ergibt sich:
ii __ Qa^a foaX I -^a___  fla^a (^'a} ^a,Q-a^a 7. hije 77

2 2 kzj 24W/^ 24XaC^‘
Setzen wir:

2 \i r a
so wird:

^a^l + ^-Hs-

Das erste Glied dieser Gleichung ist ein von xa unabhängiger 
konstanter Wert. Dazu sind dann die beiden Werte und ?;3 zu 
addieren, die Funktionen von x„ darstellen.

Im Feld le findet man in ähnlicher Weise bei Belastung des 
Feldes lb und der Strecke xe in Zc:

Ws3 h jl p \ _u k
24X^1^ 1 a5' ‘ 2 24Xb 15

Vi + % + % •
Für einen Punkt im Feld lb im Abstande xb von B findet man 

die größte Querkraft bei Belastung des Feldes la und der Strecke xb 
( vgl. Fig. 68), und zwar ist dann:

2 \lbJ lb •

Infolge der Belastung des Feldes la ist:
Cgae (1

24 k^a
Infolge der Belastung der Strecke xb ist:

y ___  y ___ 1bK~ (^1 ~F a ' ^2 _______ ^2 ~F ^ab '
“ - 6 24 k Xa Nb 7

Damit ergibt sich:

O ___ ( 1_____ I (Xb\
24lb \Na 2

24 k Na Nb ;

Auch hier ist wieder ein konstanter, von xb unabhängiger 
Wert. — Die nach diesen Gleichungen angetragenen Maximalquer- 

6*
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Fig. 74. Maximai-Querkraftfläche.

kraftflächen zeigt Fig. 74. — Im Feld la ist und im Feld lc ist 
so gering, daß sie in der Zeichnung verschwinden. '

Die Minimalquerkraftf lache für gleichförmig verteilte Lasten 
kann man nun dadurch finden, daß man die oben gefundene Maximal­
querkraftfläche von der Querkraftfläche für Vollbelastung subtrahiert, 
denn der Kleinstwert der Querkraft eines Punktes ergibt sich natür­
lich bei der Belastung der Balkenteile, die beim Auftreten des Größt­
wertes unbelastet sind. Die Querkraftfläche des Trägers bei Voll­
belastung aller Felder ist gegeben durch die Gleichungen (67):

0 = |
2 ' Z ’

<2« = --^+^

^2 lb ’

r, ,  _ 1bh   -^b
2 l, ’

Hierin sind für Xa und Xb die nach Gleichung (66) sich er­
gebenden Werte einzusetzen. Die Querkraftlinie verläuft in den 
einzelnen Feldern geradlinig. — Die Subtraktion der beiden Quer- 
kraftfläehen ist in Fig. 75 dargestellt.
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Anhang: Der Balken auf drei Stützen.
Der kontinuierliche Träger auf drei Stützen ist einfach statisch 

unbestimmt. Zur Ermittelung der 
Zählerwerte dient die Momenten­
fläche für Xa = 1 (Fig. 7 6). Der 
Nennerwert beträgt hier:

Fig. 76.
h---

I ‘'S
3

Nach den Ausführungen in § 1 finden wir die Zählerwerte all­
gemein in der Form:

für Belastung in Feld la, i

Für die anderen statischen Größen haben wir dann die folgenden 
Gleichungen:

in Feld Za: Q=Q0 + y
- • (87)

5? h- Q— i

La

B = + y
la

(88)

C=C0+--^;
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in Feld la: K= 'M.0 + Xa (1 — ,

” „ Z6; j/=^fo-<rXa-X,
. . (89)

Mit Hilfe der Gleichungen (86) bis (89) ist der Träger auf 
drei Stützen in ähnlicher Weise zu berechnen, wie der Träger auf 
vier Stützen.

§ 7. Zahlenbeispiel.
Es sei der in Fig. 77 dargestellte Träger auf vier Stützen mit den Spann­

weiten la = 6,00 m, lb = 7,50 m, lc = 4,50 m für folgende Belastungsfälle zu 
untersuchen.

Fig. 77.

1. Ruhende Belastung:
a) Ständige gleichmäßig verteilte Belastung (Eigengewicht); im Felde la 

sei ga = 400 kg/m, im Felder sei ^d = 500kg'm, im Felde lc sei gc— 300 kg/m.
b) Einzellasten Pa und Pb = 10 t gemäß Fig. 77.
c) Im Felde lc die dreieokförmig verteilte Last mit der Größtordinate 

500 kg.
2. Bewegliche Belastung:
a) Gleichmäßig verteilte bewegliche Nutzlast von 1000 kg/m.
b) Zwei bewegliche Einzellasten von je 5 t im Abstand von 1,50 m von­

einander.
3. Eine ungleichmäßige Erwärmung des Trägers von J + 150 bei 

einem Trägheitsmoment J.
4. Senkung der linken und der rechten Endstütze um je 1 cm, der linken 

Mittelstütze um 2 cm.

Lösung:
Berechnung der Werte Fai, Fia, Na, Nb. 

v _______ U 7,50 _
40 2(Z/ + l/) 2(7,50+4,50)

1+^ = 0,687,
F _ _____________7,50 ... n n

ai 2(Z/+V) 2(6,00+7,50)
1+F„» = 0,722.

__4+' + Z/)(Zä' + Z/)-Z+
i2(Z/ + Zc')

_ 4 (6,00 + 7,50) (7,50 + 4,50) — 7,50a
~ 12 (7,50 + 4,50) ~
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” . 12 (7/-HO
= 4 (6,00 -L 7,50) (7,50 — 4,50) — 7,50=_ _  „

12 (6,00 4-7,50) ’ = 3,b5 ‘
Mit diesen. Werten ergeben sich für die Unbekannten bei gleichmäßig 

verteilter ständiger Last g nach Tabelle Xa, 4 folgende Werte:
6,00 0,4-6,00= 7,50 0,5-7,50= nr.

= “ 4J----- 24------- 4J------ 24~ • °’68 ‘

4,50 0,3-4,50=
4,1 ’ 24 -0,313== —2,260 mt,

X _ 6,00 0,4-6,00= 7,50 0,5 ■ 7,50=
‘ 3,65 24 ’ 3,65 24 ’

4,5 0,3-4,5=
3,65' 24 1,775 mt.

b) Für die beiden Einzellasten ergibt sich folgendes: 
£

Die Abstandsverhältnisse y und die Werte c sind zuerst zu errechnen, 

sie betragen (vgl. § 1, Tabelle II):
Im Feld Za:

=0,25; C1 = 0,234; a, = 0,328.la 6,00
Im Feld Z*:

1^ = 142 = 0,60; c, = 0,384; . c2 = 0,336. 
lb 7^50

Hiermit findet man (Tabelle Xa, 1):
X = — ^- 1O',6’-Q • 0,234 — .12X50 . (0,384 _ 0,313 • 0,336)

4,1 6 4,1 o

= — 11,17 mt,
* Xj = 142-^^-0,278 -0,328 — . (0,336 — 0,278-0,384)

3,6o 6 3,65 b
= — 4,380 mt.

c) Für die dreieckförmige Belastung mit der Größtordinate p = 0,5 t 
in der Mitte von Feld lc ist nach Tabelle Xa, 7:

X = X-0,5-4,50=-0,313 = 0,09 mt,
4,1 192

-^ = -JS-X-0,5-4,50= = -0,325 mt, 
O,OD 134

Infolge der ruhenden Lasten ergeben sich also folgende Werte:
X = — 2,26 — 11,17 -1- 0,09 = — 13,34 mt,
X = — 1,775 — 4,38 — 0,325 = - 6,48 mt.

Als Querkräfte findet man:
04x00 + 10.0)25 W=1>48tj

Qa = -^-10-0,75-^ = ^10,921,

Qa' = + 10-0,60 - = 8;79 t,4 l ,uv
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= - ~~ - 10 • 0,40 - ~ 1Oj^ 6,48 = - 4,96 t,

ft = + = 2,68t,

Qa = - ^50 _ 0^>50 + = + 0,20 t.

2. Bewegliche Belastung.
a) Gleichmäßige, bewegliche Nutzlast p—1 t/m.
Für die Vollbelastungen, der einzelnen Felder findet man:
Fall 1: Feld la vollbelastet:

6,00 1-6,00= oo .
X° 4,1' 24 2’2 mt’

^ = - • (- 0,278) = + 0,685 mtö,\iO
Qr= 116,00 _ 2,2

2 6,00
n 1-6,00 2,2 „ ’

-------- 2------- 6,00 = 3’37 t’

ft' = Q» = — = + 0,375 t,l ,0
0,15 t.

Fall 2: Feld lh vollbelastet:

Fall 3

Xa = — - 0,687 = — 2,95 mt,4,1 24
^ = -^■1^-0,722=- 3,48 mt, 

ö,65 24
9Qr==öa = —^ = —0,49 t,
6,00 3

i¥o_=^_p15_ + 3.68.t.

&=&=|g=°,77t.

: Feld lc vollbelastet:
„ 4,50 1-4,50= .... .■ 24 ( 0,313)— + 0,29 mt,

_ 4,50 1-4,50= in. +
+ = —3-rv-—2;— = —1,04 mt, 3,65 24

• 0 29
+ =§«= $öQ = 0,05 t,

= ft' = - —= - 0,18 t, / ,uv
1-4,50 -l,04_
.... 2 4,50 2’47 t’

ft=_1450_-W = _2)02t.
2 4,50 ’
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Mit Hilfe dieser Werte sollen nun die größten und kleinsten Momente 

und Querkräfte in den einzelnen Feldern unter Berücksichtigung der ruhenden 
Lasten und der ungünstigsten Laststellungen der Nutzlasten ermittelt werden. 
Welches die ungünstigsten Laststellungen sind, ist aus den Einflußlinien der 
entsprechenden Größen zu ersehen.

Der Belastungsfall 2 liefert für das Feld lt das größte, für die Felder la 
und lc die kleinsten Momente, wie die Einflußlinien Fig. 69, 70 und 71 erkennen 
lassen; man findet für die ruhende Belastung und Fall 2:

X = —13,34 — 2,95 = — 16,29 mt,
X = — 6,48 — 3,48 = — 9,96 mt.

Unter der Einzellast ergibt sich also
M max = (1+2^152! • 0,6 • 0,4 + 10 ■ 7,5- 0,6 ■ 0,4

£i
-0,6-16,29 — 0,4-9,96 = 14,35 mt.

Weiter findet man im Felde
C= Q„= 1,48 — 0,49 = 0,99 t, 

0 992<ra,n = ^=l,22mt.

Dieses Moment tritt auf in einem Abstande x von C:

Im Feld lc wird:
D = — ^= — 0,2 — 0,77 = — 0,97 t.

Ein positives Moment tritt also bei dieser Belastung im Felde le 
nicht auf.

Fall 1 und 2 zusammen liefern die Größtwerte für X, Qa und Qa'. Es 
ist also:

^amin = — 13,34 — 2,2 — 2,95 = — 18,49 mt, 
Qamta = — 10,92 — 3,37 — 0,49 = — 14,78 t, 

Qa’max = 8,79+ 0,38 + 3,68 = +12,85 t.
Aus den beiden letzten Werten ergibt sich:

Amax = 14,78 +12,85 = 27,63 t.
In gleicher Weise finden wir für Fall 2 und 3 zusammen die Werte X»,;», 

Qb miny Qbmax Und :
X™» = — 6,48 — 3,48 — 1,04 = — 11,00 mt, 
++„ = -4,96-3,82 — 0,18=- 8,96 t, 
Qb = 2,68 + 0,77 + 2,47 = 5,92 t,
Bmaa:= 8,96 + 5,92 = 14,88 t.

Bei Belastungsfall 1 und 3 zusammen findet man die Werte Mymax, 
1^3max (größte Momente der Endfelder), (kleinstes Moment des Mittel­
feldes k), Qcmax und Qdmin. Es ergibt sich:

x = —13,34 —2,20 + 0,29 = —15,25 mt, 
X = — 6,48 + 0,685 —1,04 = —6,835 mt.

Unter der Einzellast im Mittelfeld wird jetzt:
0 6-7 5O2

M, min = J - 0,6 ■ 0,4 + 10 • 7,50 ■ 0,6 ■ 0,4z
— 0,6-15,25 —0,4-6,835 = 9,5 mt,

C= Qcmax = 1,48 + 2,63 + 0,05 = 4,16 t, 
Qamin = - D = + 0,20 - 0,15 - 2,02 = -1,97 t.
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Da der Wert a: =— = = 2,98 m kleiner ist als der Abstand der
la 13

Einzellast vom Punkte C (4,50 m), so wird:
4,16«

max 2*14 -- '
Unter der Einzellast wird:

14.6 00«Al/ = . 0,25 • 0,75 +10 • 6,00 • 0,25 • 0,75 — 0,75 • 15,25 = 4,6 mt.u
Im Felde lc ermitteln wir den Angriffspunkt des Größtmomentes aus der 

Gleichung 22 b, § 1. Es wird mit
Bmax Qd min 1,97 t, 

p = 1,3 t/m, p' = 0,5 t:

Wollte man noch für diesen Träger unter Voraussetzung einer für den 
ganzen Träger gleichen Nutzlast von p = 1000 kg/m die Maximal- und 
Minimalmomentenflächen zeichnen, so wären zunächst die bei Fig. 72 u. 73 
angegebenen Werte

AA', AA", AA!", AA»
sowie

BB', BB", BB"', BW
zu berechnen.

Man findet dafür:
. 1000 (6,00«-4,50“-0,313) 1onn ,

AA —-----------i-  = — 1900 mkg >

1000 (— 6,003-0,278 + 4,503) ,
BB =----------------- 24^65----------- = “ 300 mkg’

. 1000-4,50«-0,313 oon ,
AA “ ----- 2ÜÄJ-------- = 290 mkg’

1000 -6,00« -0,278 ,
BB = ------ 24^65------= 685 mkg’

AA'" = — 1^0---7^°3-0,687 = — 2950 mkg, 
24-4,1 s’

BB'" = - 1(g'Jg3-0,722 = - 3480 mkg, Z4:- öaoa
, „„ 1000 (6,00«-4-7,50«-0,687) ,AA» =--------- X ------ ----- -= — 5150 mkg,

R(4) 1000 (4,50« 4-7,50«-0,722) .BB^ =--------------- -------------- ------ ' = -4520 mkg.

Die Abstände der Punkte Ta, Tc, Tai und Ti,a von den rechten Feld­
enden ergeben sich wie folgt:
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a = = 1,175 m (Gl. 81),b a ~f la

=373 m (Gl. 83), tc — b iy$

b = r—= 5,87 m (Gl. 85 bl, 
1 — -^ab

V = -pp1- = 1,78 m (Gl. 85a).
1 ----ab

Damit läßt sich die Maximal- und Minimalmomentenfläche aufzeichnen 
(vgl. Fig. 72 und 73, S. 80 und 82).

Om auch die Maximal- und Minimalquerkraftsflächen ermitteln 
zu können, berechnen wir noch die bei Fig. 74 angegebenen Werte r. Es ist:

Für Feld la:
1 Z„ pcl/ „ 1000-4,50M,313 ,, ,

^ = ~TaK^'Fba = -24.4,1 .'6,00 " =4- kg;

la“’Pa ,   6,00'3-1000
2fX’ - 2T4J — 365 k.2 kg,

qala ( 1000-6,00
"TVp — 2 ('^y^ooo wkg.

\ ha' ' ha /
Für Feld Z5:

1000-6,00*/I , 0,278\ 
’}1~ 24-7,50 \4,1 1 3,65/ 385 kg,

1000-7,50-p! —0,313^ K — 0,278 p
~ 24 \ 4,1 3,65 )

Für Feld lc:

(h — °,313Ä:., ^ — 0,278^7,= 2340 l -1---p------ =—P---- -) kg.k 4,1 3,6o /

1000-7,50* A_nn
24-3,65-4,5 ~ kg

2 \ lb J

_ 1000-4,50 pY3
~ 2 \lj~ 2250

7S
1000-4,50ä 

~ 24-3,65 ^ = 230^ kg.

Die Werte kt und k2 sind aus der Tabelle III, § 1 zu entnehmen.
In Fig. 74, S. 84 ist die Maximalquerkraftsfläche dargestellt.
Um die Minimalquerkraftsflächen zu finden, sind noch die Querkräfte 

für Vollbelastung des ganzen Trägers zu ermitteln. Man findet:

Xa = 4T^T 6j°°3 ~ 7’5°3’0,687 + 4,50-0,313) = — 4850 mkg, 

3^-^ (+ 6,00*-0,278 — 7,50*-0,722 — 4,503) = — 3840 mkg, 

Xa — X&= — 1010 mkg.
Damit ist nach Gleichung (67):
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1000-6,00 4850
— 2190 ko-

2 6

n 1000-6,00 4850 — 3810 ko-‘ca 2 6
1000-7,50

2
, 1010
' 7,5

= 3885 kg,

o/ —
1000-7,50 j_1010

2 1 7,50

1000-4,5 , 3840 - 3100 ko-2 1 4,5
1000-4,50 

2
,3800
1 4,50 = — 1400 kg.

Damit ist die Querkraftsfläche für Vollbelastung gegeben und es kann 
nunmehr durch Subtraktion der Maximalquerkraftsfläche von dieser die Mini­
malquerkraftsfläche gefunden werden (Kg. 75, S. 85).

2 b. Zwei bewegliche Einzell asten von je5tim Abstande 1,50 m 
voneinander.

Zur Berechnung der durch die beweglichen Lasten erzeugten größten
Stützen- und Feldmomente und Querkräfte an den Auflagern werden ihre Ein­
flußlinien berechnet und gezeichnet.

Die Gleichungen für die Einflußlinien der Unbekannten X„ und lauten:
1 2 X---------- --

" “ 6
Feld la Feld Zs Feld lc

°2
Feld la Feld h Feld lc

Es wird für die Xa-Linie: 
z? 6,002 = — 1,46,6Ä 6-4,1
Z? 7,502 — 9 286-4,1

z? 4,502 0 89&Na 6-4,1
Ferner für die Xj-Linie: 

Z? _ 
6X»

6,002
6-3,65 = — 1,64,

z? 7,502 -= —2,57,6X» 6-3,65
z? 4,502 = — 0,93.61^ 6-3,65

Die einzelnen Feldweiten sind in je 10 Abschnitte unterteilt. Die den
verschiedenen Abstandsverhältnissen entsprechenden Werte cx und c2 sind in 
der folgenden Tabelle enthalten. Die Entfernungen gelten jedesmal vom rechten 
Auflager.
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Mit den Werten dieser Tabelle und den vorher berechneten Konstanten 
sind in den folgenden Tabellen die Ordinaten r) der Xa- und Linie be­
rechnet. In Fig. 78 ist die X0-Linie auf getragen.

10 7 C2 Fta-c.2 ba' Cy F^-c^

1

C
f 

1

ab ; ^2

1 0,099 0,171 -0,031 - 0,053 0,046 0,0275 0,0475 0,143
2 0,192 0,288 - 0,060 -0,090 0,102 0,0535 0,0800 0,234
3 0,273 0,357 - 0,085 -0,112 0,161 0,0760 0,0990 0,281
4 0,336 0,384 -0,105 -0,120 0,216 0,0935 0,1070 0,290
5 0,375 0,375 -0,117 -0,117 0,258 0,1040 0,1040 0,271
6 0,384 0,336 - 0,120 -0,105 0,279 0,1070 0,0935 0,229Y 0,357 0,273 -0,112 -0,085 0,272 0,0990 0,0760 0,174
8 0,288 0,192 - 0,090 - 0,060 0,228 0,0800 0,0535 0,112
9 0,171 0,099 - 0,053 -0.031 0,140 0,0475 0,0275 0,051

10 0,000 0,000 - 0,000 - 0,000 0,000 0,0000 0,0000 0,000

Fig. 78. Xa-Linie; 1 cm = | mt.

Ordinaten rj der X„-Lime.

Feld 0,1 l 0,2 l 0,3 l 0,4 l 0,5 l 0,6 l 0,7 l 0,8 l 0,9 l 1,0 l

. + 0,03 + 0,05 + 0,07 + 0,09 + 0,10 + 0,10 + 0,09 + 0,07 ! 0,04 + 0,000
u . . -0,10 -0,23 - 0,37 -0,49 -0,59 -0,64 -0,62 -0,52 - 0,32 - 0.000
1. . . - 0,25 -0,42 - 0,52

Oi

-0,56

dinater

- 0,55

r] der

-0,49

X-Lii

— 0,40

lie.

-0,28 -0,14 -0,000

Feld 0,1 l 0,2 l 0,3 l 0,4 l 0,5 l 0,6 l 0,7 l 0,8 l 0,9 l 1,0 l

l. ■ . -0,09 -0,18 -0,25 -0,31 — 0,35 -0,36 -0,33 -0,27 -0,16 -0,00
h, . . -0,37 -0,60 -0,72 -0,75 

+ 0,18
-0,70 -0,59 -0,45 -0,29 -0,13 -0,00

la ■ • + 0,08 + 0,13 + 0,16 + 0,17 + 0,15 + 0,12 + 0,09 + 0,05 + 0,00

Mit den so fabulierten Ordinaten der Xa- und X4-Linie lassen sich die 
Einflußlinien der Querkräfte, Feldmomente und Auflagerdrücke leicht berechnen.

So ergeben sich im Feld la die Querkraftlinien aus den Gleichungen:

+ und +

ferner die Momentenlinie für einen Punkt im Abstande xa von A aus der 
Gleichung:

^=^+(1-^) X..

Im Feld l6 wird dementsprechend
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Qa = --  ' ^a --  >bb

Qb = 7" [--  --  ib!--  (^a --  X„\ ,bb
und für einen Punkt x6 von B

M^J/o + X, \^(1-Fba)+Fb^ . 
~"b -

Im Feld lc wird endlich.:

*c

Qa = 7- [— 1}C — — Xt ,bc
und für einen Punkt im Abstande xc von D:

In diesen Gleichungen ist:
/ kW „Mn = I 1---- 7- -7 -4, wenn x > j," \ 4/4

Mo = ~ ----■ l, wenn x < f.

Mit diesen Gleichungen sind die in den folgenden Tabellen angegebenen 
Werte der Einflußlinien für die Momente

1. eines Punktes in Feldmitte von 4„ (Mj-Linie),
2. eines Punktes in Feldmitte von 4» (M,-Linie),
3. ferner der Querkraftlinien für das Feld lb (Q„-Linie) und
4. die Auflagerlinie für den Punkt C (C-Linie), die identisch ist mit der 

Qc-Lmie, berechnet.

Mi-Linie.

Feld 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

lc . . + 0,01 + 0,03 + 0,04 + 0,04 + 0,05 + 0,05 + 0,05 + 0,04 + 0,02 0,00
h - . -0,05 -0,12 -0,19 -0,25 -0,30 -0,32 - 0,31 -0,26 -0,16 0,00
la ■ - + 0,13 + 0,39 + 0,64 + 0,92 + 1,23 + 0,96 + 0,70 + 0,46 + 0,23 0,00

Die Ordinaten der vorstehenden Einflußlinie für das Moment in Feld­
mitte la sind in Fig. 79 aufgetragen.
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Mo-Linie.

Feld 0,1 0,2 0,3 0,4 ; 0,5 0,6 : 0,7 ' 0,8 I 0,9 1,0

-0,03-0,07 + 0,09 
+ 0,14 + 0,33 i+0,58 
-0,09-0,14 - 0,18

-0,11 
i+0,88 
— 0,19

— 0,13
+ 1,23
-0,19

{—0,13—0,12—0,10 
:+ 0,89 + 0,59 '+0,35 
-0,17 -0,14 |-0,10

-0,06 
+ 0,15 
-0,05

0,00
0,00
0,00

Die Ordinaten vorstehender Einflußlinie, die für das Moment in Feld­
mitte gelten, sind in Fig. 80 aufgetragen.

Q,-Linie (Q/- und Qä'-Linie).

K ■ •

Die Tabelle enthält die l&-fachen Ordinaten der Querkraftlinie für Punkte 
im Felde

Die zweite Reihe der vorstehenden Tabelle enthält oben die Ordinaten 
der Q/-Linie, unten die der Q/-Linie. Die Einflußlinie zeigt Fig. 81.

Feld o,l 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

L - • -0,12 -0,23 -0,32 -0,40 -0,44 -0,45 -0,42 -0,34 -0,20 0,00
+ 0,48 + 1,13 + 1,90 + 2,74 + 3,64 + 4,55 + 5,42 + 6,23 + 6,94 + 7,50
-7,02 -6,37 -5,60 -4,76 -3,02 -2,95 -2,08 -1,27 -0,56 -0,00

la ■ • + 0,33 + 0,55 + 0,68 + 0,74 + 0,72 + 0,64 + 0,52 + 0,37 + 0,19 0,00

Fig. 81. Linien; 1 em = j t.
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U-Linie.

Feld 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0.6 0,7 0,8 0,9 1,0

lc . . 
h . .
la ■- .

+ 0,03+0,05 
- 0,10+ 0,23 
+ 0,35 + 0,78

+ 0,07 
-0,37 
+ 1,28 + 1 

+ o O
 

oo
^ 

o 
c
d

 CD + 0,10
-0,59
+ 2,45

+0,10
-0,64 
+ 3,11

+ 0,09 
-0,62 
+ 3,80

+ 0,07 
-0,52 
+ 4,52

+ 0,04 
-0,32 
+ 5,26

+ 0,00
0,00

+ 6,00

Die Tabelle enthält die Za-fachen Ordinaten der Auflagerlinie für den 
Punkt C. In den Feldern lc und 1» sind diese proportional mit denen der 
+-Linie. Die Ordinaten sind in Fig. 82 aufgetragen.

In gleicher Weise lassen sich auch für Punkte mit anderen Abstands- 
verhältnisBen die Einflußlinien berechnen.

Um nun mit Hilfe der gezeichneten Einflußlinien die durch die beiden 
Lasten von je 5 t hervorgerufenen größten Momente, Querkräfte und Auflager- 
drücke zu bestimmen, stellt man die Lasten so, daß die Summe der unter 
ihnen liegenden Ordinaten möglichst groß wird. Diese ungünstigsten. Last­
stellungen sind in den Figuren gekennzeichnet.

Als größtes Stützmoment Xa infolge beweglicher Einzellast ergibt sich 
hiernach:

Xa = (»?i + ’ls) = (— 0,59 — 0,62) • 5 = — 6,05 mt.
Das größte Feldmoment in der Mitte von la (Fig. 79) wird:

ma^^ia= (’7i + ’7a) -P— (0,58 + 1,23)-5 = + 9,05 mt. 
2

Ferner wird das größte Feldmoment in der Mitte von Z4 (Fig. 80) 
= Oh + %) P = (1,23 + 0,50) • 5 = + 9,1 mt. 

2
Die größte positive Querkraft in Feld Ig ergibt sich nach Fig. 81 zu:

= (1 + 0,83)-5 = + 9,15 t.
Ferner der größte Auflagerdruck C nach Fig. 82 zu:

Cmax = (1+0,69)-5 = 8,45 t.
3. Eine ungleichmäßige Erwärmung mit Ji = +15° bei einem 

Trägheitsmoment J.
Mit « = und £ = 2-10st/m2 wird nach Tab.Xa, 9:

*•=++[+++«■»-+»+
= + -=—355 mt,— Ä
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= + —■ 289 mt.— h
J und h sind in m1 bzw. m einzusetzen.
Querkräfte, Momente und Auflagerdrüeke ergeben sich nach den Glei­

chungen 61 bis 68.
4. Senkung der linken und der rechten Endstütze um je 1 cm, 

der linken Mittelstütze um 2 cm (Fig. 83).

C /l
4,--2

r* 4z

B D
* 

^■\o ,
lc H

Fig. 83.
Es wird:

‘K — = — 1 — (— 2) = -j-1 cm = 0,01 m, 
ia — ^6 = — 2 + 0 •= — 2 cm = — 0,02 m, 
di, — = 0 — (— 1) = — 1 cm = 0,01 m.

Damit wird nach Gleichung (75) bzw. Tab. Xa, 10:
_ 2-10’ (0,01 -0,02

4,1 16,00 7,50 ’
= 2860 J mt.

2-IO8
3,65

ro,oi 

Läoö
= — 3350 J mt.

J ist in m4 einzusetzen.

•(- 0,31) |

-°02.l 278-^1
7,50 ’ 4,50J

§ 8. Der beiderseits eingespannte unsymmetrische Rahmen 
mit beliebiger Querschnittsverteilung.

In den vorangehenden Kapiteln sind einige besonders einfache 
Systeme mit geradlinigen Achsen behandelt worden. Die Ergebnisse 
ließen sich ohne Schwierigkeiten in geschlossenen Ausdrücken dar­
stellen.

Auch der besonders häufig vorkommende symmetrische Recht­
eckrahmen läßt sich auf Grund der bisher verwandten Unterlagen 
in einfacher Weise behandeln, und für die Ergebnisse können wiederum 
einfache, geschlossene Formeln hergeleitet werden. Diese Aufgabe 
soll uns im nächsten Abschnitt beschäftigen.

Hier möge zuerst die allgemeine Behandlung des beliebig ge­
formten Rahmens dargelegt werden. Sobald keine Symmetrie des 
Systems mehr vorhanden ist und die Achse eine beliebige Form 
annimmt, wird man die Resultate im allgemeinen nicht mehr in ge­
schlossene Form zu bringen suchen, sondern von vornherein, also 
schon bei den Verschiebungen des Grundsystems, die Zahlenwerte 
einsetzen.

Wir besprechen im folgenden ohne Rücksicht auf die Form des 
Systems einen Rechnungsgang, der das im ersten Teil dieses Bandes, 

Pirl et, Statik. II. 2. 7
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§16 angegebene Verfahren zur Lösung der Gleichungen erläutern 
und zugleich das Verständnis der sonst in der Fachliteratur gebräuch­
lichen Berechnungsniethoden1) vermitteln soll.

I. Die Belastungszustände Xa.o» XC.» = L — Zusammen­
setzung dieser Lastengruppen zu Einzellasten.

Als Grundsystem

Fig. 84.

die Festwerte

wählen wir zunächst den einseitig einge­
spannten Balken (Fig. 84). Die Über­
zähligen X sind das Einspannungsmoment, 
der Horizontalschub und die Vertikalkraft 
am linken Kämpfer. Wir berechnen zu­
erst die Verschiebungen des Grundsystems 
für die Belastungen X = 1, Xb — 1 und 
Wc=l und aus diesen in gewohnter Weise 

[a c] [b c. 1]
’ [««] ’ [6 b . 1]

[a &] 
[aa]

Die Unbekannten ergeben sich nach den Gleichungen:
r — __ ^<2.0 ----- r < j

[««]
[bm.l]

[cm. 2]
-^C.2 * ~r -<-i •

[c c, 2]
Für die erste Unbekannte Wa.o kommen also nur Verschiebungen 

des Grundsystems infolge der Belastung _Xa 0:=l in Frage (Fig. 85). 
Für die zweite Unbekannte AVi sind die Ver- 

----------------------- Schiebungen des einfach statisch unbestimmten 
Hauptsystems infolge Aj.i = 1 zu bestimmen.

' Diese erhält man auch als Verschiebungen 
Fig 85. ^es Grundsystems infolge der in Fig. 86 dar-

gestellten Lastengruppe Ä&.i = 1, d. h.infolge

der beiden Einzellasten Xib — 1 in Richtung von Xb und Xab — —
[aa\ 

in Richtung von Xa. Die beiden Lasten Xb b und Xa b kann man zu 
einer gleichwertigen Einzellast zusammensetzen. Läßt man nämlich 

die Horizontalkraft 1 statt am Kämpfer in einem Abstand y = — p-~ 

vom Kämpfer angreifen (Fig. 86a), so ist das System durch diese Einzel-

Anmerkung. Vgl. die Abhandlung des Verfassers: „Zur Frage der Ver­
wendung vereinfachter Elastizitätsgleichungen bei der Berechnung mehrfach 
statisch unbestimmter Systeme“. Zeitschrift „Der Eisenbau“, Jahrg. 1915, Nr. 7. 
Verlag von Wilh. Engelmann, Leipzig. — Dort ist auch die allgemeinere Be­
handlung nach den im § 18 des ersten Teils-erläuterten Verfahren angegeben 
und durch ein Zahlenbeispiel erläutert.
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Fig. 86. Fig. 86 a.

last 2^.1= 1 genau so beansprucht, wie durch die in Fig. 86 angegebene 
Lastengruppe = Denn wenn man in Fig. 86a die Last 1 
am Kämpfer gleich und entgegengesetzt anbringt, wodurch an dem 
Lastangriff nichts geändert wird, so erkennt man, daß insgesamt eine

Einzellast 1 am Kämpfer und ein Kräftepaar — • 1 am System

angreifen, gleichwie in Fig. 86.
Für die dritte Unbekannte X.2 sind die Verschiebungen des zwei­

fach unbestimmten Systems infolge der Last Vc.2 = l zu bestimmen. 
Die Last Wc.2 = l am zweifachen unbestimmten System kann man 
ersetzen durch die am Grundsystem wirkende Lastengruppe Xe.z = 1,

Fig. 88.

wie sie in Fig. 87 dargestellt ist. Sie umfaßt die Einzellasten:
V —1- v ^c-1] v v
“ ’ [bb.l]’ ac [aa] [aa] ic'

Diese Lastengruppe suchen wir gleichfalls durch eine Einzel­
last zu ersetzen. Zu diesem Zweck verschieben wir die beiden Einzel­

lasten und Xic in

und — (Fig. 88).|_aaj v
, „ [&c. 1]“’dÄ>.= ~pyV«

einen Funkt 0 mit den Koordinaten — 7—4 [aaj

Sodann setzen wir die beiden Lasten XC(. = 1 

einer Resultierenden zusammen. Ihre Neigung

ist durch das Verhältnis von Xl6 zu Xcc gegeben, und zwar ist 
(Fig. 88)

. [öc.l]

Die Größe der Resultierenden hat den Wert: 
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Für unsere Untersuchungen können wir R auch in der Größe 1 
wirken lassen. Denn die Formänderungen sind der Last R pro­
portional, und da es sich hier bei den Unbekannten um Quotienten 
von Formänderungen handelt, so ist der Proportionalitätsfaktor ohne 
Belang. — Die Last 1 in 0 in der vorhin bestimmten Richtung 99 
ersetzt also die Lastengruppe X<.,2 = 1.

Naturgemäß muß der Angriffspunkt 0 mit dem gegebenen System 
in Verbindung gebracht werden. Dies kann geschehen durch An­
gliederung eines Stabes oder einer Scheibe an den linken Kämpfer 
(vgl. Fig. 86a und 88). Dieser Stab darf aber keinen Beitrag 
zu den Formänderungen liefern, er muß also unelastisch, d. h. 
starr sein.

Somit wären die drei Belastungszustände Wa-0 = l, = 
AVa = l dargestellt durch je eine Einzellast 1 und zwar AVo durch 
ein Kräftepaar 1 am Kämpfer (oder an dem ungegliederten Stab), 
Aj.i durch eine Horizontalkraft 1 in 0 (oder wenigstens in der durch 
0 gehenden Horizontalen), W0.2=l durch eine in 0 unter dem 
Winkel <p gegen die Vertikale wirkenden Kraft 1.

Die Biegungslinien für diese Belastungszustände sind die Ein­
flußlinien der Unbekannten. Bei ruhender Belastung sind die Zähler­
werte der Unbekannten als Summenausdrücke zu berechnen, in denen 
außer den Momenten 3f0 und Normalkräften No im Grundsystem die 

r Momente und Normalkräfte infolge
_____ / c-2 der in Fig. 89 angegebenen Lasten 1 

vorkommen.
/ Sind auf diese Weise die Unbe-

kannten ermittelt, so ergeben sich 
die Werte statischer Größen S, z. B.

Fig. 89- eines beliebigen Momentes, nach
der Gleichung:

Ä=So + sa ■ xa:o + Sb. 1 • Xb.! + se,2 • wc.2.
Die Multiplikatoren S der Unbekannten sind Werte infolge eben 

jener Belastungen 1, wie sie in Fig. 89 angegeben sind.
Man erkennt, daß durch die Zusammensetzung der Lasten­

gruppen X— 1 zu gleichwertigen Einzellasten an dem Rechnungsgang 
weder etwas geändert noch verbessert ist. Wir haben diese Gedanken­
gänge hier lediglich deshalb besprochen, weil ähnliche Verfahren in 
der Fachliteratur vielfach benutzt werden.

Diesen Verfahren liegt das Bestreben zugrunde, die Unbekannten 
so zu wählen, daß sie aus je einer Gleichung mit einer Unbekannten, 
d. h. als Quotienten zweier Verschiebungen gefunden werden. Dies 
setzt ein System von drei Gleichungen voraus, in dem die Koeffizienten 
seitlich der Diagonale gleich 0 sind. Es ist klar, daß dies nicht ohne 
weiteres durch die Wahl beliebiger Unbekannten zu erreichen ist. 
Diese müssen vielmehr bestimmten Bedingungen unterworfen werden, 
und dadurch kommt man letzten Endes zu dem Gedankengang des 
hier zugrunde gelegten allgemeinen Rechnungsverfahrens. Zur Er­
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läuterung dieser Zusammenhänge mögen noch einige Angaben folgen, 
wobei zugleich auf die geometrische Bedeutung jener Bedingungen 
hingewiesen werden soll.

1. Bei der Lösung nach dem hier allgemein zugrunde gelegten 
Eliminationsverfahren, d. h. bei der Verwendung von Hauptsystemen 
ansteigender statischer Unbestimmtheit kommen verschiedene Werte 
von Verschiebungen überhaupt nicht vor. So treten z. B. in dem vor­
liegenden Ealle des dreifach statisch unbestimmten Systems die Werte 
[«6.1], [ac.2] und [öc.2] nicht auf, d. h. man kann schreiben

l.j [«6. l] = 0,
2.) [ac. 2] =0, 
3.) [bc.2]=0.

Gleichung 1. und 2. besagen, daß sowohl (Fig. 89) X5.1, als auch 
Xc.2 beim Verschiebungszustand infolge Xa.o die Arbeit 0 leisten, oder 
daß der Angriffspunkt 0 von Aj.i und Xe.z beim Verschiebungszustand 
infolge Xa.o sich nicht verschieben darf. Dies bedeutet: 0 ist der Dreh­
pol, um den sich das System beim Verschiebungszustand infolge des 
Alomentes Xa.o dreht.

Gleichung 3. besagt, daß Xe_2 beim Verschiebungszustand X&.i 
die Arbeit 0 leistet, bzw. daß die Verschiebung des Angriffspunktes c 
von Xc,2 in Richtung von Xc.s infolge der Belastung X&.i gleich 0 
ist. Die Richtung von Xc,2 muß also senkrecht zu der Verschiebung 
von 0 infolge AXi gewählt werden.

Wie wir also bisher den Pol 0 sowie die Richtung von X 
durch die Festwerte festlegten, so kann man hierzu auch Ver­
schiebungspläne, d. h. geometrische Hilfsmittel benutzen. Man zeichnet 
nach den Ausführungen im ersten Teil dieses Bandes, § 9 den Ver­
schiebungsplan infolge Xa = 1 und wählt als Angriffspunkt 0 der 
beiden anderen Unbekannten Aj.i und X0.2 den Pol, um den das 
System sich bei jener Bewegung dreht. Alsdann zeichne man den 
Verschiebungsplan infolge einer in 0 beliebig angreifenden (horizon­
talen) Last X51=l und wähle die Richtung von Xc.ä senkrecht 
zu der aus diesem Verschiebungsplan sich ergebenden Verschiebung 
des Punktes 0.

Bei dieser Wahl der Unbekannten sind die vorhin aufgestellten 
drei Bedingungen erfüllt, d. h. wir erhalten, entsprechend dem Grund­
gedanken des Eliminationsverfahrens, jede der drei Unbekannten 
als Quotienten zweier Verschiebungen. Hierbei handelt es sich frei­
lich um Verschiebungen statisch unbestimmter Hauptsysteme.

Es unterliegt keinem Zweifel, daß der rechnerische WTeg zur 
Ermittelung der Unbekannten, d. h. die Bestimmung der Festwerte 
und die dadurch gegebene Festlegung der geometrischen Bedingungen, 
falls man solche noch verwenden will, den zeichnerischen Methoden 
vorzuziehen ist, und zwar schon wegen der Vermeidung von Un­
genauigkeiten. Denn selbst bei so einfachen Aufgaben wie der vor­
liegenden können Zeichenfehler, die bei Auflösung der Elastizitäts­
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gleichungen begangen werden, von wesentlichem Einflüsse auf die 
Endergebnisse sein.

Wir werden auch bei allen künftigen Aufgaben stets nur den 
rechnerischen Weg wählen.

2. Der Angriffspunkt und die Richtung der Unbekannten lassen 
sich auch noch in anderer Weise durch geometrische Erwägungen 

bestimmen. Stellen wir die vorhin 

Fig. 90.

angegebenen drei Verschiebungen, 
welche den Wert 0 haben sollen, 
in bekannter Weise als Summen­
ausdrücke dar, so erhält man, da 
Ma = 1 ist, im Hinblick auf die 
Bezeichnungen in Fig. 90:

1. [a&.l]=f>aK6.1^=f^=O, 
J JnJ J JliJ

2. [ac.2]=(MaMe.s~ = (z^.= Qf 
J Jh J J JhJ

Jds C di 9

Faßt man die durch EJ dividierten Stabelemente ds als Massenteile 
auf, so erkennt man, daß nach Gleichung 1. und 2. die statischen Mo­
mente und nach Gleichung 3. das Zentrifugalmoment dieser Massen­
teile den Wert 0 haben müssen. Das heißt aber bekanntlich nichts 
anderes, als daß 0 der Schwerpunkt jener Massenteile und die Rich­
tungen von X5.i und W0.2 konjugierte Achsen bzw. Hauptachsen in 
bezug auf jenes Massensystem sein müssen.

Die Bestimmung des Schwerpunktes eines Massensystems sowie 
die rechnerischen und graphischen Verfahren zur Ermittelung der 
Hauptachsen (Mohrscher Kreis) werden als bekannt vorausgesetzt.

3. Der hier behandelte Fall, wo ein Kräftepaar und zwei Einzel­
kräfte die Unbekannten bilden, ist nur ein Spezialfall des allgemeineren 
Verfahrens, welches im ersten Teil dieses Bandes, § 18, angegeben 

ist. Nach diesem Verfahren findet 
man drei Einzelkräfte (s. Fig. 91), von 
denen die erste (Yj willkürlich ist, 
während die beiden anderen (Yb und 

durch den gegenüberliegenden Eck­
punkt a des Dreiecks abc gehen. Von 
diesen beiden letztgenannten Unbe­
kannten ist die eine Yb noch der Rich­
tung nach willkürlich. Die Richtung

in bestimmter Weise 
ist der Pol, um den

von Ye dagegen ist derjenigen von Yb 
zugeordnet. Jede Ecke des Dreiecks (etwa b) 
sich das System bei Belastung durch die der

Ecke gegenüberliegende Kraft (also Yt) bewegt. — Die analytischen 
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Beziehungen, welche zu diesen geometrischen Eigenschaften führen, 
lauten (vgl. das allgemeine Verfahren;

[AB] = 0, 
[AC] = 0, 
[BC] = 0.

Diese Werte stellen virtuelle Arbeiten infolge der Lastengruppen Y 
dar, die zu Einzellasten zusammengesetzt werden. Je nachdem eine 
oder zwei der Einzellasten dieser Gruppen Y nicht mehr willkürlich, 
sondern bedingt sind, sind die Unbekannten nach Lage und Rich­
tung bestimmt. Nähere Darlegungen sowie ein Zahlenbeispiel finden 
sich in der zu Beginn dieses Abschnittes erwähnten Abhandlung in 
der Zeitschrift „Der Eisenbau“ 1915.

Ein Zahlenbeispiel unter Anwendung des allgemeinsten Verfahrens 
findet sich auch bei der Lösung der nachstehenden Übungsaufgabe 
(s. S. 113), wobei allerdings ein anderes Grundsystem (Dreigelenk­
bogen) zugrunde gelegt ist.

II. Übungsaufgabe.
Es soll der in Fig. 92 dargestellte Rechteckrahmen für eine 

Horizontallast H—Y am oberen Ende des finken Ständers unter­
sucht werden.
Querschnitt des rechten Ständers 
moment angenommen wurde wie

Das System ist unsymmetrisch, insofern für den
ein nur halb so großes Trägheits- 
für den des linken Ständers bzw.

des oberen Riegels.
In dieser Übungs­

aufgabe soll die vor­
hin behandelte Rechen­
methode erläutert wer­
den. Dabei wird zu­
nächst der eingespannte 
Balken als Grundsystem 
gewählt. Im Anschluß 
daran wird dann das­
selbe Beispiel mit Hilfe

Fig. 92. Fig. 93.

eines Dreigelenkrahmens als Grundsystem
nach der gleichen Methode berechnet. In beiden Fällen werden die 
geometrischen Beziehungen und die Zusammensetzung der Lasten­
gruppen zu gleichwertigen Einzellasten erläutert. — Am Schluß wird 
dann noch das allgemeine Verfahren auf dieses Beispiel angewandt.

1. Berechnung mit Hilfe des eingespannten Balkens 
als Grundsystem.

a) Rechnerische Bestimmung der Unbekannten und 
eines Eckmomentes B.

Wir beginnen in gewohnter Weise mit der Berechnung der 
Koeffizienten der Grundgleichungen, d. h. der Verschiebungen infolge 
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der Belastungszustände A'=l am Grundsystem. Als solches ist 
der am rechten Ende eingespannte Balken gewählt (Fig. 93).

Die Momentenflächen des Grundsystems infolge der Belastungen
W=1 bzw. infolge der äußeren Belastungen sind in Fig. 94 bis 97

H=H

Fig. 94. M(,-Fläche. Fig. 95. J4-Fläche. Fig. 96. M,-Fläche.

Fig. 97. Mc-Fläche. Fig. 98. Ms-Fläche.

dargestellt. Um die 
Vorzeichen richtig, 
d. h. übereinstimmend 
zu wählen, sind die Ver­
biegungen der System­
achse in die Figuren 
eingetragen. Die Mo­
mente sind mit dem 
gleichen Vorzeichen zu

rechnen, wenn auf der betreffenden Strecke die Verbiegungen im 
gleichen Sinne erfolgen.

Hiernach erhält man folgende Werte für die Verschie­
bungen des Grundsystems.

iJc ist ein beliebiger Wert eines Trägheitsmomentes und hier 
gleich dem des linken Ständers und des oberen Riegels gewählt. 
Für den rechten Ständer möge

gesetzt werden. Alle Verschiebungen sind mit EJC multipliziert.)

[ac] ds = 250,

ft] = fj/ 2ds^ = 4 • lr 4- ~• Ä2 +1' k~ = 2000 > 
J J 3 3
C J 1 7'[öc] = J MbMcds~ = — ---h-l — ■ h• Z = — 1500,
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[cc] = JK2dsL_ 7/.P = 2333,33,

Jj ll
M0Ma ds~ =----— 7t = 100,

Jj 1/
M0Mbds ~ = — --h-h — — 333.33 ,

•J o

Jj h'
M0Mcds-~ = —-Ä-Z — 1000. t/ —

Una die Richtigkeit obiger Verschiebungen zu prüfen, wenden 
wir das im ersten Teil, § 20 angegebene Verfahren an.

Danach ist die Summe der Verschiebungen:

Die JTs-Fläche hat folgende Ordinaten:

Infolge xa x„ Xc Summe

In der linken unteren Ecke .... + 1 _ _ + 1
n n „ oberen n .... -1 -10 — - 9
n n rechten n r. ... . - 1 -10 + 10 + 1
n „ n unteren r .... 4-1 — + 10 + 11

Die Ms-Fläche ist in Fig. 98 aufgetragen. Danach ergibt sich: 
J17/ ds y = 2 ■ [1 .(2 ■ 1 — 9) — 9 (— 2 ■ 9 + 1)] + ~ [1 (2 • 1 -j-11)

+ 111 2-11-4-11] = 1373,33.
Die Summe der in den Grundgleichungen vorkommenden posi­

tiven Glieder ist:
+ 40 + 250 -4- 2000 — 250 — 2333,33 = 4873,33 .

Die Summe der negativen Glieder ist:
— 250 — 250 — 1500 — 1500 = — 3500.

Die Gesamtsumme ist demnach:
4873.33 — 3500 = 1373,33 .

Zur Prüfung der Absolutglieder stellen wir auf: 
[ifMnds 4 = 2 10 (2 ■ 11 4- 1) = 766.67.

J s u J 6 ' '
Die algebraische Summe der Absolutglieder in den Grund­

gleichungen ist:
1000 — 100 — 333.33 = 766,67 .

Somit stimmen die errechneten Verschiebungen, und wir gehen 
jetzt an die Auflösung der Gleichungen.
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Auflösung der Grundgleichungen und Berechnung 
der Unbekannten.

Festwerte:
[a5] 250
[aa] 40
[ac]_ 250 _

- 6,25 ,[««] 40
[5c. 1] = — 1500 + 6,25 • 250 = 62,5 , 
[55.1] = 2000 — 6,25 • 250 = 437,5 ,

[5c.1] 
[55.1]

62,5-±_= —0.143. 437,o
Wir berechnen zuerst die Unbekannten sowie eine statische 

Größe S, etwa das Moment in der linken oberen Ecke in der üb­
lichen Weise:

[cc. 1] = 2333,33 — 6,25-250 = 770,833 ,
[cc. 2] = 770,833 -0,143-62,5 = 761,905 .

Die Absolutglieder sind:
[am] = 100,

Also

[5m. 1] = — 333,33 -p 6,25 -100 = 291,67 , 
[cm. 1] = 1000 — 6,25 ■ 100 = 375 , 
[cm. 2] = 375 — 0,143 • 291,67 = 333,33 .

wird:
100Xo.0 =----- — = -2,5,

291.67
A5.i  ----- . öw,- ■ — — 0,667 .437,5

333,33X.2 = -—— = -0,437

Aus 
nach der

iS' = ^'o SaXa.o = St>.!Xi,i SC.2XC.».
St,.i und Sc,2 sind Werte S infolge Xb = l am 1-fach bzw. 

Xc—1 am 2-fach unbestimmten Hauptsystem, d. h. es sind die 
Werte S infolge der Lastengruppen:

Xib=l und Zo6 = -^ = 6,25, 
I (.h (h ]

bzw- -^ = 1 und = = —0,143 und
Xae= — M — ^-^e= —6,25 4- 6,25-(— 0,143) = — 7,143.

[aa] [aa] - 1 ■ 1

diesen Unbekannten berechnet sich eine statische Größe S 
Gleichung:
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Es ergibt sich somit (vgl. die Belastungszustände X=l, speziell 
die Ordinaten der Momentenäächen in der linken oberen Eckei:

Sö.1 = S„ + Sa• Xab = — 10 4- 1 • 6,25 = — 3,75 .
2 = Sc + Sb ■ Xbe + Sa - Xac = 0 - 10-(- 0,143) 

+ 1 •(— 7,143)= — 5,7142.
Somit erhält man für das gesuchte Eckmoment:

S = 0 4-1 • (— 2,5) 4- (— 3,75) • (— 0,667)
4- (— 5,7142) • (— 0,437) = 2,5 m t.

Anmerkung. Wir benutzen das Zahlenbeispisl, um nochmals den Unter­
schied zwischen dem hier gewählten Verfahren und der bisher benutzten Methode 
zu erläutern, bei welcher die Überzähligen Xa, Xb, Xc zugleich die Unbe­
kannten sind.

Der vorhin ermittelte Wert Xe.2 stellt die Überzählige Xc dar. Aus 
dieser berechnen wir sodann die zweite Überzählige Xb nach der Gleichung:

_ [5m.l[ r&c-i] _
” [55.1] [55.1] “

Dies ergibt:
Xb = — 0,667 — 0,143 (— 0,437) = — 0,605 .

Mit Hilfe der beiden nunmehr bekannten Größen X6 und Xc berechnen 
wir Xa nach der Gleichung :

w _ _ v _ Cac] w
“ [aa] [aa] 4 [aa] '
= — 2,5 + 6,25 (— 0,605) — 6,25 (— 0,437) 
= — 3,55.

Aus diesen drei Unbekannten X ergibt sich eine statische Größe S nach 
der Gleichung:

s = s. 4- sa - xa -4 sä • x„ 4- sc ■ xc.
Für das gesuchte Eekmoment finden wir also:

M= 0 4- 1 • (— 3,55) 4- (— 10) - 0,605) 4- 0 = 2,50 m t.
ß] Geometrische Darstellung der Unbekannten Xa.o, 

Xc.i, Xe,2 als Einzellasten.
Wir knüpfen nunmehr an den unter I dargestellten Gedanken­

gang an.
Wir verlegen den Angriffspunkt der Unbekannten in den Punkt 0 

mit den Koordinaten —t~ = 6,25 und —[—1 = — 6,25 in bezug 
[aa] [aa]

auf das durch das linke Widerlager gelegte Koordinatensystem (Fig. 99)

Fig. 99. Fig. 100. X,-FIäche. Fig. 101. Mb.1-Fläche.
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Fig. 102. HL. 2-Fläche.

und verbinden 0 mit diesem Widerlager 
durch eine starre Scheibe. . Die Unbekannte 
A’a.o ist ein an der Scheibe angreifendes 
Kräftepaar; die Unbekannten Xb.i ist die 
in 0 wirkende horizontale Kraft; die Un­
bekannte X.2 greift .gleichfalls in 0 an, 
aber nicht vertikal, sondern unter dem Win­
kel (p gegen die Vertikale geneigt, so daß 

ist.
Für die Kräfte Xa.o, Xb.i, Wc.2=l erhält man die in 

(Fig. 100 bis 102) dargestellten Momentenflächen. Diese sind natur­
gemäß übereinstimmend mit denjenigen infolge der vorhin ange­
gebenen Lastengruppen, z. B. Xcc, Xic, Xac für Xc.2 = l. Man kann 
die Unbekannten aus den nachstehenden Gleichungen ermitteln:

\^fads^- 

[aa]

J . i d s -y-

§M0Mc.2ds^-

[cc.2]
Dabei kami man auch für die Nennerwerte die entsprechenden 

Summenausdrücke setzen, z. B.:

[ec. 2] =

Es sei hierbei daran erinnert, daß in diesem Ausdruck der 
eine Faktor Mc (d. h. Momente am Grundsystem) statt ifc,2 gesetzt 
werden kann (vgl. ersten Teil, § 5).

Wegen der einfachen Form der Jd0-Fläche (Fig. 94) erstrecken 
sich die Zählerwerte der Unbekannten nur über den rechten Ständer.

2. Berechnung mit Hilfe des Dreigelenkbogens 
als Grundsystem.

Der unter 1. zahlenmäßig untersuchte Rahmen soll nach dem 
vorhin erläuterten Verfahren unter Zugrundelegung des Dreigelenk­
bogens als Grundsystem berechnet werden.

a) Lösung nach dem einfachsten Verfahren mit Wa.o, 
Xb.i, Xc,2 als Unbekannten.

«) Rechnerische Bestimmung der Unbekannten und 
des Eckmomentes S.
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Das System ist das gleiche wie im letzten Zahlenbeispiel (s. Fig. 103).
Das Grundsystem mit den Überzähligen Ä’ ist in Fig. 104 dargestellt

Kg. 103.

Fig. 106. Fläche.

Fig. 105. 3^-Fläche.

Fig. 108. 34-Fläche.

Die Fig. 105 bis 108 zeigen die Momentenfläehen infolge der einzelnen 
Belastungen V= 1 und H, die wir zur Berechnung der Verschiebungen 
benutzen.

Man findet hiernach:
M = fds^ = h + j = ^’ 

d tJ »J u

[ a c] = J Ma Me d s & = -1 -1 = - y,

r i_ £ Ä'_80[ec] ^Mc ds j 3 + 3+ 3 6’

M = JM0Ma ds ~ • h + • Ä =

M = Cm0346ds ^- = ^-h + ~h=
,7 t/ D ä u

r , f J h , l 400[cm] = J MoMcds-j- = — — — = — .
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Sämtliche Verschiebungen mögen mit dem Faktor multipli­
ziert werden. Alsdann nimmt die Tabelle der Verschiebungen 
des Grundsystems folgende Form an:

Für die Festwerte finden wir somit folgende Größen:

a b c m

a 8 6 -5 50
b 6 12 -3 50
c — 5 -3 8 -40

[ab] 
[aa] 0,625;

[bc.l] = — 3 — 0,75 •(— 5) = 0,75, 
[5&.1] = 12 — 0,75-6 = 7,5,

Wir erhalten
[bb.l]

— 0,10.

somit folgende Belastungszustände:
Va.o — 1: 
^4.1 = 1: 
Wc.2 = 1: 

Hierbei ist:

^oo=l; ^a = 0;
0,75; ^^ = 1;

^«. = 0,70; X6c = —0,10:

•^c=0,70,

[bb.lj 0,10.

Wir benötigen ferner folgende Werte:

[cc. 1]=8 — ™(— 5) = 4,875,

[cc.2] = 4,875 — 0,10-0,75 =4,8,
[bwj.l] = 50 — 0,75-50 =12,5,

_ 5
[cot.1] = 40------— -50 =—8,75,o
[cm. 2] = — 8,75 — 0,10 • 12,5 = — 10,0.

Hiernach ergeben sich folgende Werte der Unbekannten:

V« A -------- 50
a. 0 8

Xb.l = --
12,5
7,5 — 1,67,

Vf .2 =
10

2,083.4,8
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Für das gesuchte Eekmoment gilt die Gleichung:
8 = Äo -j~ Sa Aa.o — Sb.i A5-1 — Sc. Xe.2- 

Hierin ist:
^=10; Äo = -1; S6 = —1; Sc = l,

56,i — — 1 (— 0,75) — 1 = — 0,25 ;
Se.2 = — 1 • 0,70 — 1 •(— 0,10) 4- 1 ■ 1 = 0,40 .

Also ergibt sich:
S = — 10— l-(—6,25) —0,25-(— 1,67)4-0,40-2,083 = —2,5 mt.

NB. Das Resultat ist das gleiche wie vorher; das Vorzeichen mußte 
umgekehrt sein, weil die Momente mit umgekehrten Vorzeichen eingeführt 
worden sind. Vgl. die Belastungen des Grundsystems in beiden Fällen.

ß) Geometrische Darstellung der Unbekannt en Xa.o, 
Xt Xc,2 als Einzellasten.

Die vorhin verwandten Lastengruppen lassen sich wiederum als 
Einzellasten darstellen, welche das System in gleicher Weise bean­
spruchen. — Die Belastung Xa.o = l ist ein Moment 1 in a am 
Grundsystem (Fig. 109). Statt dessen kann man eine Einzellast 1 t 
an einer das System erweiternden (starren) Scheibe in Richtung des 
rechten Ständers angreifen lassen (Fig. 110). Die Beanspruchung 
(s. Momentenfläche) des Systems ist die gleiche wie die in Fig. 106 
(bzw. ihr proportional).

Die Lastengruppe X6.i=l 
in 5 an einem Ersatzsystem dar­
gestellt werden (Fig. 111). Man 
verschiebt das früher bei a ge­
legene Gelenk in einen Punkt a', 
wobei die Linie ca' durch die 
Bedingung gegeben ist, daß 
die Momente in 6 und a sich 
verhalten müssen wie 1 zu

— Dies ist der Fall,
[aa]

wenn die Linie ab in s im V<

as al [a&] , _. ,...= =L_2 (s. Flg. m). _
sb bn |_aaj
raden cs eine Einzellast 
11 nach Fig. 112 angrei­
fen, so erhält man die 
gleiche Beanspruchung des 
Systems.

Die Lastengruppe . 
Xc.2 = l besteht aus den 
drei Einzellasten Xec=l 

[bc. 1] .

kann als Einzellast 1 (Moment 1)

Läßt man in Richtung dieser Ge-
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X ———[a kJ. fjn a: sie ist ebenfalls unschwer 
ac [aa] [««] [&&-1]/

durch eine Einzellast 1 zu ersetzen. Zu diesem Zweck muß nun
auch das Gelenk 5 nach 
(Fig. 1131. Die Lage von

einem Punkte 1/ verschoben werden 
b' ist gegeben durch eine Gerade L", 

welche zunächst die Strecke bc in b'
r& c • 11im Verhältnis — L / i teilt, so daß [ö&.l]

bb' [&c.l] . ,also -r———fi ist. Wie derb c pfe.lj
Durchgangspunkt b' der Geraden L"
sich aus dem Verhältnis von Xce zu 
Xbc ergab, so findet man die Neigung 
von L" aus der Beziehung zwischen

/ CI c \
X zu X . Da X „ zu X,„ den Beitrag X,„- liefert, so c c ac cc ci c L\ nCf J
muß sein

[ac] 
[aa]

Denkt man sieh in dem Punkt c ein Moment Xcc wirken, so würde 
die hierdurch in b' erzeugte Gelenkreaktion, wenn sie in Richtung 
von L" wirkt, in a (Einspannstelle) ein Moment Xae erzeugen; die 
Momente Xac und Xco werden sich zueinander verhalten wie die 

Lote ak und ci von a bzw. c auf L". d. h. es wäre und
Xcc Cl '

dieser Wert müßte in unserem Falle gleich — sein. Wählt man [aa]
, t -r -rn i o am [ac] . , ,.also die Lage von L so, daß — = — = — p—?? ist. so wird die ci cm [auj

Bedingung erfüllt.
Weiterhin muß aber auch zwischen X und Xbe ein bestimmtes 

Verhältnis bestehen und zwar muß (wie vorhin beim Belastungs­

zustand Xj ! = 1) sein. Dies ist erfüllt, wenn die
X6(, [aa]

Reaktion infolge Xb (allein) in die Richtung von L' fällt. (Hierbei 
ist in c ein Gelenk und bei a eine Einspannung zu denken.)

Die Lage des verschobenen Gelenkes a' muß also auf den Ge­
raden U und d. h. im Schnittpunkte a liegen. Das Ersatz­
system mit den drei Gelenken a', b'. c erfüllt also die Bedingung, 
daß eine Last X,. = 1 die erforderliche (der Lastengruppe Xc.» = 1 
entsprechende) Beanspruchung des Systems erzeugt (Fig. 114).

Statt des Momentes 1 in c kann man auch eine Last 1 in 
Richtung von L" an zwei, den Widerlagern angegliederten Scheiben 
angreifen lassen (Fig. 115).
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Fig. 115. Fig. 116.

Aus alledem folgt, daß man als Unbekannte die drei in Fig. 109, 
111 und 114 angegebenen Einzellasten einführen und aus je einer 
Gleichung mit einer Unbekannten ermitteln könnte. Die geome­
trischen Eigenschaften der Lösung, d. h. die Lagen der Wirkungs­
linien der Unbekannten, sind durch die Festwerte des Lösungs­
verfahrens gegeben.

Setzt man die Zahlengrößen der Festwerte unserer Aufgabe ein, 
so findet man die Lage von Li und L" aus den vorhin angebenen 
geometrischen Beziehungen.

b) Lösung nach dem allgemeinsten Verfahren mit 
Lastengruppen von teilweise willkürlichen Einzellasten 
als Unbekannten.

«) Rechnerische Bestimmung der Unbekannten und 
des Eckmomentes S.

Der Zustand Y = 1 besteht aus drei willkürlichen Lasten. Wir 
wählen:

An = -3; Xfa = 4.
Hiernach ergibt sich [vgl. erster Teil, § 18) unter Verwendung 

der vorhin (s. a. a) ermittelten Verschiebungen des Grundsj'stems:
[Aa] •= 8 • 16 (—3) —(—5)-4 = —30,
[Ab] = 6 ■ 1 -L 12 (— 3) + (— 3) • 4 = — 42 , 
[A c] = — 5 • 1 -j- (— 3) ■ (— 3) 4- 8 - 4 = 36 .

Hieraus ergeben sich die Festwerte:

[Aa] 
-^=1,20.

Beim Zustand Yb = 1 sind zwei Lasten willkürlich. Wir wählen: 
Xm = -0,50; ^ = 4.

Dann ergibt sich:
[AB] = [Ab] Xbb [Ac] -X^

= (_42)(— 0,50)-]-36-4 = 165 .

Da=_l?L=w,o.
[Aa] —30

P irlet, Statik, II. 2. 8
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Nachdem nunmehr die Lasten des Zustandes Yb = 1 bekannt 
sind, ergibt sich:

[Ba] = [aa] -XoS + [ab]-Xlb + [ac]-Xci
= 8-5,5 + 6 ■ (—0,50) + (— 5)-4 = 21,

[Nb] = [ab]-Xab + [bb] -Xbb + [cb]-Xcb
= 6-5,5 + 12-(— 0,50) 4-(— 3)-4 = 15,

[Ne] = [ac]-Xab + [bc] ■ X,ib + [cc]-Xcb
= (— 5) 5,5 + (— 3) (— 0,50) + 8 ■ 4 = 6 .

Beim Zustand Yc — 1 ist nur eine Last willkürlich. Wir 
wählen:

X = — 6.CC

Dann ergibt sich:

6c [Bb-1] [Bb.l]

r _ Y — X Y
[4a] [Aa] ic [Aa] cc [Aa] te'

Es ist:
21 [Bc.l] = 6--------— -36 = 31,2, 5q

21 
[Bb.l]=15------ —•(—42) = —14,4.— ov

[£*•!]_ 31,2
[Bb.l] — 14,4 ~ 5

X6c = 2,17.(-6) = -13,

Nachdem nunmehr die drei Lasten Xac, Xlic, Xce der Gruppe 
yc=l bekannt sind, findet man:

[t7a] = 8-11 4" 6 (— 13) —]— (— 5) (— 6) = 40 ,
[Cb] = 6 • 11 +12 (—13) + (— 3) (— 6) = — 72 , 
[Cc] = — 5 • 11 + (— 3) (— 13) + 8 (— 6) = — 64.

Ferner wird:
[A A] = [^ a] - Xa a + [A b] - Xb a + [A c] - Xc a

= — 30 • 1 + (— 42) (— 3) + 36 • 4 = 240 ,
[5N] = [Na] - Xab 4 [B b] • Xbt + [Bc] • ZcS

= 21 • 5,5 4-15 • (— 0,5) +6-4 = 132,
[CC] = [Ca] Xac + [Cb] Xic 4 [Cc] Zco

= 40 ■ 11 + (— 72) (— 13) + (— 64) (— 6) = 1760 .



§ 8. Der beiderseits eingespannte unsymmetrische Rahmen usw. 115

[Jm] = [am] Xaa 4- [bm]Xb o 4- [cm] • Xca
= 50-1 4-50 (— 3) + (—40)-4 = —260,

[j?m] = [am] • + [5m] XS5 4- [cm] -Xc1i
= 50 • 5,5 4- 50 (— 0,5) 4~ (— 40)- 4 = 90,

[Cm] = [am]■ Xac -j- [5m] -i6c + [cm] ■ Xce

== 50 -11 4- 50 (— 13) 4- (— 40) ■ (— 6) = 140.

*4 =

[Am] 260 
pÖ]= 240 = 1,083,

[Bm] 90
[BB] 132 == — 0,683,

[Cm] 140̂  = -0,0795.

Berechnung des Biegungsmomentes in der linken oberen Ecke.
Äo = 10; Sa = l; S5 = l; Sc = -1, 
®a=l-14-l-(- 3) —l-4 = —6, 
(ö6 = l-114-l-(— 13) — l-(— 6) = 4.

S = 10 + (— 6) ■ (1,083) 4-14— 0,683) 4~ 4 4— 0,0795) = 2,5 mt. 
ß] Geometrische Darstellung der Unbekannten Y.
Die gleichen Überlegungen, wie wir sie für den Zustand Xc ,2= 1 

im vorigen vereinfachten Fall anstellten, sind jetzt bei jeder der 
drei Lastengruppen F = 1 anzuwenden.

Beim Zustand Ya = 1 (s. Fig. 117) ergeben die drei willkürlichen 
Lasten eine nach Lage und Richtung willkürliche Gerade La. Aus 
dem Verhältnis der gewählten Lasten Xaa, Xia, Xca ergeben sich 
die geometrischen Bedingungen (Durchgangspunkt und Richtung) 
der Lage von La.

Beim Zustand 1^ = 1 (s. Fig. 118) ist die Last 

y y y
[Aa] [Aa] 65 [Aa] ei 

bedingt, während Xbi und Xci willkürlich sind. Die Beiträge von 
TT ITT TT • , , , .. tt . , [ A Sl , [A c]X,,b und A . zu 1. sind durch die Festwerte —£—bzw. — ~—4 
s6 ci ai [Aa] [Aa]

8*
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gegeben. Die Strecke ab (s. Fig. 118) ist wiederum im Punkt s

nach dem Verhältnis —die Strecke ac im Punkt t im Ver- 
U«]

r 4 cihältnis — zu teilen. Die durch s von c ausgehende Gerade 
[Aa]

und die durch t von b ausgehende Gerade liefern in ihrem Schnitt­
punkte 0 den Durchgangspunkt der Geraden Lv Die von dem 
Verhältnis der willkürlichen Lasten und Xcl) zueinander ab­
hängige Richtung von Lb ist ebenso wie diese Lasten willkürlich. 

Beim Zustand Fc=l ist die GeradeD, nicht nur dem Durch­
gangspunkte nach (Punkt 0), sondern auch der Richtung nach ge­
geben. Die Richtung ist durch das Verhältnis

t^-1]
Xce [Bb.l]

festgelegt. Die Strecke bc (a. Fig. 119) ist wiederum im Verhältnis 
des vorgenannten Festwertes zu teilen.

In Fig. 120 ist das aus den AngriSsrich- 
tungen L der drei Unbekannten Y gebildete 
Dreieck dargestellt. Es ist mit der Darstel- 

ylung in Fig. 116 zu vergleichen, welche einen 
y Sonderfall dieses allgemeinsten Verfahrens dar-
y ' stellt.

"3 Anmerkung: Ähnliche Wege, die Lasten­
gruppen Äi.r=l durch eine Einzellast an einem 
statisch unbestimmten Ersatzsystem zu erzeugen, 

Fig. 120. lassen sich auch bei beliebig hochgradig statisch un­
bestimmten Systemen einschlagen. Man gelangt aber 

nur dann zu einfachen geometrischen Eigenschaften der Ersatzsysteme, wenn 
die Grundgleichungen (Elastizitätsgleichungen) einfach sind, insbesondere dann, 
wenn eine Reihe von Koeffizienten zu 0 werden. Einen besonders einfachen 
Fall werden wir im folgenden Bande finden, und zwar beim kontinuierlichen 
Träger, wo die Gelenke des Ersatzsystems in den bekannten Fixpunkten liegen. 
Näher auf diese geometrischen Methoden einzugehen, würde nicht den Zielen 
dieses Buches entsprechen, und zwar um so weniger, als besondere Vorteile für 
den Rechnungsgang dadurch nicht gewonnen werden.

§ 9. Der beiderseits eingespannte symmetrische Rechteck­
rahmen.

I. Herleitung allgemeiner Gleichungen für die Unbekannten und 
für beliebige statische Größen ).1

Anmerkung: Diese Aufgabe läßt sich auch unter Zugrundelegung 
eines symmetrischen Grundsystems in besonders einfacher Weise behandeln 
(s. § 10). Die in diesem Abschnitt behandelte Lösung liefert aber zugleich die 
allgemeinen Richtlinien für die Behandlung des beliebig gestalteten un­
symmetrischen Rahmens.

a) Grundsystem, Bezeichnungen, Vorzeichen.
Als Unbekannte wählen wir drei Einspannungsmomente, und 

zwar diejenigen in drei der vier Ecken I, II, III, IV (s. Fig. 121). 
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Das Grundsystem besteht also aus drei in den Ecken gelenkig mit­
einander verbundenen Einzelbalken, von denen einer am Widerlager 
eingespannt bleiben muß. Sind die drei Einspannungsmomente Xa, 
Xv Xc gefunden, so handelt es sich nur mehr um die Untersuchung 
einfacher gerader Balken, die durch irgendwelche äußere Lasten und 
an den beiden Enden durch Momente (X) beansprucht sind. So­
mit ist also die Aufgabe auf eine ähnliche Grundlage gestellt, wie 
die bisherigen Untersuchungen eingespannter Balken oder durch­
laufender Träger.

Wir führen die folgenden Bezeichnungen 
ein. Die Spannweite, d. h. die Länge des 
horizontalen Riegels, sei l, die Höhe, d. h. 
die Länge der vertikalen Ständer, sei h. Die 
beiden Ständer sollen denselben Querschnitt, 
also das gleiche Trägheitsmoment Jh haben; 
das Trägheitsmoment des Riegels sei j). Den 
Wert h-^ bezeichnen wir mit A'. Es ist also

Eür das Verhältnis — führen wir die Bezeichnung a> ein:

7/ 
m~~l (91)

Die Normalkräfte (N), die Querkräfte (Q) und die Momente (Jf) im 
Riegel sollen mit Xf0\ die entsprechenden Werte im rechten
Ständer mit N(r\ Q(rJ, MM, die im linken Ständer mit X,l>, Q(l), 
MW bezeichnet werden. — Die vertikalen Auflagerdrücke seien VW 
(links) und (rechts), die horizontalen HW (links) und H(rl (rechts).

Bezüglich der Vorzeichen sollen folgende Regeln gelten: Die 
Normalkräfte N sind als Zugkräfte positiv, als Druckkräfte negativ. 
— Die Querkräfte im Riegel sind positiv, wenn die Summe 
der links von dem zu untersuchenden Querschnitt angreifenden senk­
rechten Kraftkomponenten nach‘ oben bzw. rechts nach unten wirkt. 
In den Ständern seien die Querkräfte QW bzw. QW positiv, wenn 
die Summe der unterhalb eines bestimmten Querschnittes wirkenden 
horizontalen Kraftkomponenten nach innen, oberhalb nach außen ge­
richtet ist, negativ dagegen, wenn sie unterhalb des Querschnittes 
nach außen, oberhalb nach innen wirkt. — Die Momente seien 
positiv, wenn sie die Systemteile nach innen verbiegen, negativ, wenn 
sie nach außen biegend wirken. Die unbekannten Eckmomente X 
in Fig. 121 sind also positiv eingezeichnet. — Die senkrechten Auf­
lagerdrücke F sind positiv, wenn sie nach oben, negativ, wenn sie 
nach unten gerichtet sind. Der Horizontalschub sei, nach innen ge­
richtet, positiv, nach außen gerichtet, negativ.
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b) Ermittlung einer Unbekannten (X^. 
Für die Unbekannte Xc gilt die Gleichung:

Hierbei ist:

v [em.2]
[cc.2] '

r J'[cc.2]= prcJ4.2^s-y,

M0Mc.3ds —.

Für die Verschiebungen sind in gewohnter Weise die E U'-fachen 
Werte eingesetzt worden, wobei J' irgendein Trägheitsmoment be­
deutet. — Die Werte Jf0 und Me sind Momente am Grundsystem, 
und zwar infolge der gegebenen äußeren Belastung (Mg) bzw. infolge 
der Last 2^=1 Die Größen J4.2 sind Momente infolge der 
Belastung Wc.2 = l, d. h. infolge 2^=1 am zweifach statisch un­
bestimmten Hauptsystem. Um diese Momente, d. h. um die Me,2- 
Fläche soll es sich zunächst handeln.

Der Belastungszustand Xe.s 
— 1 (s. Fig. 122 und 123) kann 
als Einzellast 1 in Richtung der 
Unbekannten Xe am zweifach 
statisch unbestimmten System 
dargestellt werden (s. Fig. 122). 
Statt dessen kann man auch 
am Grundsystem die Lasten­
gruppe ^,.2=1 wirken lassen, 
d. h. die Lasten Xac, Xbc und 
Xcc in den Angriffspunkten

und in Richtung der einzelnen Unbekannten (Fig. 123). Diese Einzel­
lasten der Lastengruppe Wc,2 = 1 haben folgende Werte (vgl. Bd. II 
erster Teil, § 16):

[bö.l] cc’

Die in diesen Gleichungen vorkommenden Koeffizienten der 
Lasten X (Festwerte) setzen sichaus Verschiebungen des Grund­
systems infolge der einzelnen Belastungen _Y=1 zusammen. 
Diese Verschiebungen sind daher zunächst zu bestimmen.

In Fig. 124 bis 126 sind die Momentenflächen für die Belastungen 
Xa— 1 (IQFläche), Xb = 1 (Jfj-Fläche) und Xe — 1 (M^-Fläche) dar­
gestellt. Nach der allgemeinen Gleichung:
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erhält man für die Verschiebungen des Grundsystems die -nachstehenden 
Werte:

Fig. 124. M^-Fläche.

[NB. Alle Momentenflächen sind geradlinig begrenzt und er­
strecken sich, über geradlinige Systemteile. Daher sind für die Aus­
wertung der Integrale die in der Einleitung (s. S. 3, Tabelle I) an­
gegebenen Formeln zu benutzen.]

[aa] = ^-(3m4-l)s [b b] =-|(2 m +1),

[ab]=-^(3ö-l), [bc] =— ~co, 

[ac] = —co, [cc]= ^--2«.

Anmerkung: Als eine Kontrolle für die vorstehenden Werte kann man 
die Bedingung benutzen, daß die Summe aller Verschiebungen des Grand­
systems gleich

[s_s] =JM," ds-y = Z (1 + 2 o)

sein muß. Dieser Wert ergibt sich ohne weiteres aus der Ms-Fläche, d. h. der 
Momentenfläche für die Belastung X, = l, welche sich als eine Lastengruppe 
aus Einzellasten 1 in Richtung sämtlicher Überzähligen A äarstellt. Die 3fs- 
Fläche besteht aus drei über Ständer und Riegel sieh erstreckenden Recht­
ecken von der Ordinate 1. — Man erkennt, daß vorstehender Wert [s sl sich 
auch aus den vorhin errechneten Verschiebungen ergib#; zu beachten ist dabei, 
daß die in den Elastizitätsgleichungen (Grundgleichimgen) seitlich der Diagonale 
stehendenVerschiebungen [a &], [ac], [b c] zweimal auftreten. —

Aus den Verschiebungen des GruHdsystems ergeben sich die 
Festwerte wie folgt:

[a S] _ 3 co — 1 
~~^^=2(3<o-Ll)’

[a c]__ 3 co
[aaj 2 (3 co-|-1) ’
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Hieraus ergibt sich:

[bb .l] — \bb —s—=fiab\- - Laaj

- a C' - ,,o c . 11 = i o c 1 — ?—4 ■ ab \J \aa\

l 15co24-26m-[-3
12 3co-J- 1

l co (3 co — 5) 
12--’

Also erhält man für den dritten Festwert:
\b c. 1] 
[& C . 1]

co (3 co — 5 i
15 co2 4- 2 6 co -j- 3

Nunmehr lassen sich die Einzellasten der Lastengruppe ^4.2 = 1 
angeben. Es ist:

Y  co ‘3 co — 5)
15 co2 -j- 26 co 3’

3 co 1
2 (3 co — l i

3 co — 1
2 (3 co 4_ 1 ■

co (3 co — 5)
15 co2 26 co — 3.

Fig. 127. J/c.2-FIäehe.

co (9 co + 7)
15 co2 4- 26 co 4— 3 '

Damit ist die Mc, 2-Fläche gegeben, 
sie ist in Fig. 127 dargestellt. Der 
Wert des Momentes an der Einspann­
stelle des rechten Ständers ergibt sich 
als Einfluß der drei Lasten Xac, X7tc, 
Xcc in Hinblick auf Fig. 124 bis 126 
wie folgt:

:  9m2H-14m + 3

Unter Benutzung der -Fläche läßt sich der Wert Ai, leicht 
berechnen. Für den Nennerwert [cc.2] ergibt sich

[c c 2]
J J 6 \

co (3 co — 5)
15 co2 —j— 2 6 co —j— 3

2 9 co2 4-14 co+ 3
15co3+26m + 3

co(9co-(-7) 
15co24-26co-j-3,

[cc.2] = 1- a> (co -j- 2) (6 co 4- 1)
15 co2 2 6 co 3

Auch der Zählerwert [cm. 2] ist nunmehr für eine beliebige 
äußere Belastung leicht zu bestimmen. Wir besprechen jedoch die 
verschiedenen Belastungsfälle im folgenden Abschnitt II. Zuvor 
soll noch die Ermittlung der übrigen Momente angegeben werden
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c) Allgemeine Gleichungen 
bis JI/r-

Unter Verwendung des vorhin zur 
Ermittlung der Unbekannten AT„ be­
nutzten Rechnungsganges bestimmen 
wir jetzt die einzelnen Eckmomente JI. 
Das eben ermittelte Moment Ve be­
zeichnen wir mit JI7 (s. Fig. 128) und 
schreiben statt:

__ [c m. 2] 
~ [cc.2] 

nunmehr die Gleichung:

-^=“1;.................(93)
Entsprechend bezeichnen wir die 

Momentenfläche für den Belastungs­
zustand Xc.2 = 1, d. h. die JIc.a-Fläche, 
jetzt als die Momentenfläche infolge 
der Belastung JI/. 2 = 1, d. h. als die

für die Eckmomente JI7

JI/ .o-Fläche. Die im folgenden allein in Frage kommenden Ordinaten 
dieser Momentenfläche in den Punkten I, II, III, IV sollen mit
JI//, JI///, JI////, Mir i bezeichnet werden, wobei also der erste 
Indes den Ort, der zweite die Ursache, d. h. den Belastungszustand 
Mi. 2 = 1 angibt1).

1) Anmerkung: Wir haben hier eine Abweichung von der sonst in diesem 
Buche benutzten Bezeichnungsweise, insofern nämlich die AngriSspunkte der 
zu bestimmenden Größen (Momente JH) nicht mit Buchstaben, sondern mit 
Zahlen, allerdings mit römischen Zahlen, bezeichnet sind. Die Rücksicht auf 
die bei den gewöhnlich benutzten Bezeichnungen aufgestellten Grundsätze ließ 
dies in dem vorliegenden Falle zweckmäßig erscheinen.

Der Nennerwert 9c7 ist als [c c. 2) bereits vorhin berechnet worden. 
Es gelten also die Gleichungen:

3r=^M0Mr.2ds~,

f JIZ I1 = fr f 2)^ fr. ' ' '7 J J 1 o co- -f- 26 m 4“ 3
Das Einspannungsmoment am Fuß des rechten Ständers könnte 

nun auf dem gleichen Wege als Unbekannte X bestimmt werden. 
Es leuchtet jedoch ein, daß wegen der Symmetrie des Systems in 
bezug auf die senkrechte Mittellinie die Momentenfläche für die 
Belastung JI/f.2 = 1 (Fig. 129) das Spiegelbild der JI/. 2-Fläche 
(Fig. 128) ist. Da auch die Momentenflächen der Fig. 124 bis 126 
in gleicher Form, nur um die Mittellinie gedreht erscheinen, so er­
kennt man, daß für den Nennerwert der gleiche Ausdruck gilt 
wie für den Nennerwert 91r Es ist somit:
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Fig. 129. J-Up. 2-Fläche.

Mnv 9 co3 -}- 14 co 3
15 co" -4- 26 co 3 ’

Mmv co (9 co + 7)
15 co3 26 co -j- 3 ’

i r _ co (3 co — 5)
15 co3 + 26 co + 3 ’ 

Miv IV = 1 -
gleicher

............ <94>
Hier ist:

oi (o) 4- 2) (6 m 1)
^IV - 2 । oc i o 5

CO<°~ (95)
3iv =1 -Vo Mir.« ds-j.

Um auch für die oberen Eck­
momente Mn und Mm entsprechende 
Gleichungen zu erhalten, wählen wir 
die Angriffspunkte der Überzähligen X 
jetzt in veränderter Reihenfolge, und 
zwar derart, daß jetzt eins der oberen 
Eckmomente, etwa das rechte (Mui), 
als Unbekannte Xe auftritt (s. Fig. 130). 
Diesen Wert Xc berechnen wir in 
Weise wie vorhin. Wir beginnen mit

Fig. 130.

der Bestimmung der Verschiebungen des Grund­
systems und finden durch entsprechende Ver­
tauschung:
[aa] = — • 2 03 : (früher [«])>

l 
~6W’ ( ” [^]) =

[ac] = 1
2 ( ” [«c]),

[^] = l .— (2 co — 11, □ ( ” [&&]),

[&c] = — |(3w —1), ( ” L^])5

[«] = ~ (3 03 — 1 ) , ( ” [aa]).

Hieraus ergeben sich die Festwerte:
[aö] 1
[a a] 4'
M 3
[aa] 4'

= AX (15 co -j- 8 ), Ji
[^.l] = -^(9m-4),

[üc.lj__ 9 co — 4
[ö&.l] lürn-j-8'
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Hiernach haben die Einzellasten der Lastengruppe Ä'c2==l 
folgende Werte:

N„ = l;
9 m — 4
15 co-j-8 ’

x =9co + 7
löo-j-S ‘

Daraus ergibt sich für das Einspannungsmoment am Fuß des 
rechten Ständers beim Belastungszustand Xs.2 = l:

i-ä^-i-x^i-a; 3 m — 5
15 m 8 ’

Damit ist die AG. 2-Fläche gegeben und der Wert Wc leicht zu be­
rechnen.

Für den Nennerwert [cc.2] findet man:
[cc.2]=|.l • (1 3 co — 5 \ , l / , 9 co — 4 \

15 co-]-8/ 1 6 \ * 15 co -j- 8/
; (co + 2) (6 co + 1) 

15 co-j-8
Den Zähler wert [cm. 2] berechnen 

wir für die verschiedenen Belastungsfälle 
im folgenden Abschnitt II.

Für die vorhin berechnete Größe Xc 
führen wir nunmehr die Bezeichnung 
Mm ein; die Mm. 2-Fläche, d. h. die 
Momentenfläche für die Belastung Mm 
= 1 am 2 fach statisch unbestimmten 
Hauptsystem, ist-in Fig. 131 dargestellt. 
Die im folgenden in Frage kommenden 
vier Eckordinaten bezeichnen wir mit 
Mim, ^iiiii, Mmm, Mrvni- Das 
gesuchte Moment Mm ergibt sich aus 
der Gleichung:

■ (96>

Fig. 131. Mm. 2-Fläche.

Mi m
9 a> 7
15 co 4-8 ;

Mii in
9 co — 4

15 co + 8 ;
Mm in = 1-,

Hierin ist: Miv m
3 co —5
15 co 4-8'

9lin= l
(co 4~ 2) (6 co 1) 

15 co 4-8
(97)

J/o Mm.2 ds —

Das symmetrisch gelegene Eckmoment Mu finden wir durch 
entsprechende Vertauschung der Rechnungsgrößen. Die Mu.a-Eläche
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Fig. 132. Jfzz. 2-Fläche.

ist das Spiegelbild der Mnm-Fläche (s. 
Fig. 1321. Der Nennerwert Vin ist gleich 

Es also:

Mn

Hierin ist:

Brr
Vin • -(98)

m , (" + 2) (6 w + 1)

3/2 ZZ.2 ds —

(99)

Mi ii
Mn ii
Mm ii

Mzrzz

3 co — 5
== — 15 « + 8 
= 1;

9 co — 4
15 co -j- 8 ’

9 co+ 7

Sind die 
sowie jeden 
trachten, die

Bevor wir nun die Berechnung der 
Zählerwerte besprechen, geben wir zunächst 
noch an, wje sich aus den Eckmomenten 
M/ bis Mir beliebige andere statische 
Größen ermitteln lassen.

d) Allgemeine Gleichungen für 
beliebige statische Größen.

vier Eckmomente gefunden, so kann man den Riegel 
der beiden Ständer einzeln als einfache Balken be- 
durch irgendwelche gegebene äußere Lasten und an

den Enden durch die Eckmomente beansprucht sind. Eine statische 
Größe S setzt sich somit zusammen aus dem Wert So> d. h. dem 
Einfluß der gegebenen äußeren Belastung beim einfachen Balken 
und dem Beitrag der Eckmomente. Der Wert 80 ist an dem jeweils 
betrachteten einfachen Balken zu bestimmen. Dieser einfache Balken 
ist also gewissermaßen das Grundsystem eines zweifach unbestimmten 
Systems, bei dem die beiden Endmomente die hier als bereits be­
rechnet angesehenen Unbekannten darstellen. Das Grundsystem, 
welches zur Berechnung der Eckmomente benutzt worden ist, kommt 
hier nicht in Frage.

Danach ergibt sich:
Momente:
Im Riegel:

l 111
... (100)

(x ist vom rechten Ende des Riegels aus zu messen). 
In den Ständern:

bzw. = M^ + M?- 4- MIr (1 - 7 -
n \ hJ

(x ist von unten aus zu messen.)

• • (ioi)
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Auf lager drücke: 
y«) __ ytt)   H III

irlr)  u IIIV -Vo +----- 7----- ,

n®=-L- Mtzz Jk ; 
ll

__ i ir ~ in

N ormalkr äf te:
=__y<!),
_ _ y(r>s

jo; Jf/—MirNo------- --------— oder h
y(0) MJr M JUA0----------~.

= Q W _ .

= + • ■

Q(r) = ' ^ir

. . (102)

. . (103)

. .(104)

N<0) =

Querkräfte:

II. Untersuchung verschiedener Belastungsfälle.

a. Belastung des Riegels.

Zur Ermittelung der Zählerwerte 3 gelten die vorhin ange­
gebenen Gleichungen von der Form (Moment AQ:

Da es sich hier um eine vertikale Belastung des Riegels handelt, 
so treten Momente (Grundsystem) nur im Riegel auf. Die Ständer 
erhalten lediglich Normalkräfte, liefern also keinen Beitrag zu dem 
vorstehenden Ausdruck. — Die Fläche interessiert uns also 
gleichfalls nur insoweit, als sie sich über den Riegel erstreckt. Auf 
dieser Strecke hat sie stets die Form eines Trapezes mit den End- 
ordinaten MIir und M/nl, die wir kurz mit M' und M" bezeichnen



126 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen.

Fig. 133.

wollen (s. Fig. 133). Somit erhalten wir 
nach der Entwickelung in der Einleitung 
jeden Wert 3 in der Form:

3 = M' <px + M" -<f„.
Die Werte <p sind je nach der äußeren Be­
lastung verschieden.

Es ergeben sich somit für die einzel­
nen Eckmomente unter Beachtung der Fig. 128, 129, 131, 132, 
welche die Momentenflächen infolge der jeweiligen Belastungen 

= 1 am zweifach statisch unbestimmten Hauptsystem darstellen,
die folgenden Gleichungen: 

Momente am Fuß der Ständer:

>7=- & 1 T a>(3® — 5)
51) L 15 ®24~ 26 ®4~ 3 ’ 971

® (9 ® 4~
— 15 m2 4- 26® 4- 3 9,2 J

Für wurde der Ausdruck gefunden: 
_ ®(®4-2)(6® + l) 

1 15®2-426®4-3 '
Wir führen die folgende Abkürzung ein: 

(6®4-l)(®4-2) = n..(105)
Dann wird: .

7 ® • n
15 ®2 4-26® 4-3 ’ 

Also:
_ 1 (3 ® — 5) 4- (9 ® 4- 7)

r n
In gleicher Weise findet man, da 94^ = 54 ist, für das ent­

sprechende Moment Mjr:
1 (9 ®4-7) ^4- (3®— 5)^

7r“ l . n
Momente am Riegel:

Da 
(6®4-l)(®4-2) n

11 15® + 8 15® + 8’
so wird

M — (15 co+ 8)^4-(9 «j —
77 Z ’ n
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Ebenso findet man für das entsprechende Moment Mm'.

MlU=-
1 ( 9 co — 4) cpr 4~ (15 co + 8) cf^ 
l n

Für die in den früheren Gleichungen (102), (103), (104) auftretenden 
Differenzen — Jf„, Mlr—■ Mln und Mu—Min ergeben sich aus 
vorstehenden Gleichungen die Werte:

Xr —Mn 1_ £ cpi 4-^
Miv — Mm) l co 4* 2 ’

Mn =
I 6<n 1

Mit diesen Werten lassen sich nach den früheren Gleichungen 
(100) bis (104) alle statischen Größen angeben (s. die folgende Zu­
sammenstellung).

Ergebnis.
Allgemeine Gleichungen der Eckmomente und sonstigen 

statischen Größen bei beliebiger Belastung des Riegels.
Eckmomente:

M,

__ (15co4-8) 4-(9 — 4) y,2 
n • l

(9 co — 4) cp^ -4- (15 io 4~ 8) ■ <p„ 
n-l

Mn

Mm
. . (106)

(9»-}-7)9?i + (3ß> —5)??2M1V =----------------- -- ----------------

n = (6 co 4-1) [co 4- 2)..................................(105)
Beliebige Momente:

a) im Riegel: Mm = + Mn^ + MIn(l

b) in den Ständern: M® = Mn 4~ Mi (1 — v), 
J h \ hJ

M^ = MUI y 4- MIV (1 — f Y 
rl ‘ \ n/

Auf lager drücke:
■p-io v® । 6 Tb — ^27 =y° +^6^+i’

■itW__-p-tr) 6
T -7o Te^Ti’ ‘ ’

(107)

(108)
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Normalkräfte:

...............................(109)

■ • (HO)

durch wagerechte Lasten wählen 
wir das Grundsystem so, daß der belastete Ständer einen einfachen 
Balken darstellt (Fig. 134 u. 135). Das in Fig. 134 dargestellte 
Grundsystem ist das gleiche wie bei den bisherigen Untersuchungen. 
Als Unbekannte sind die Eekmomente Mu, Mm und Mir anzu­
sehen. — Will man das Moment Mi als Unbekannte berechnen, so 
ist im Grundsystem bei I ein Gelenk einzulegen. Da an den Enden 
des belasteten (rechten) Ständers bereits Gelenke liegen, so muß die 
Ecke bei II, wenn das Grundsystem starr sein soll, steif bleiben. 
Man berechnet also JL aus dem in Fig. 135 dargestellten Grund­
system.

Bei einer wagerechten Belastung des rechten Ständers dieser 
Grundsysteme tritt der in der Einleitung erwähnte zweite Fall ein, 
daß die 3f0- Fläche sich nicht nur über den belasteten einfachen 
Balken (Ständer), sondern auch über andere Systemteile erstreckt, 
nämlich hier über den anderen Ständer und den Riegel. Den Teil 
der Mo-Fläche, der sich über den belasteten Ständer erstreckt, be­
zeichnen wir mit Mo' -Fläche, den anderen Teil mit M" -Fläche. — 
Die Mo- Fläche ist nur beeinflußt durch den oberen Auflagerdruck P' 
des belasteten Ständers und hat die in Fig. 134 und 135 an­
gegebenen Ordinaten.

Die Werte der unbekannten Eckmomente setzen sich also hier 
o'

aus zwei Teilen M'=— — und M"—— — zusammen. Darin ist 8' sn so o 
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aus der VR0'- Fläche unter Anwendung der in der Einleitung ge­
gebenen Gleichungen zu ermitteln. Es ergibt sich allgemein dafür, 
wie bisher, die Gleichung:

3'= 31'^4-31"^.
Hier bedeuten Mr und 33" die an den Enden des belasteten 

Ständers oben bzw. unten, d. h in den Punkten HI und IV, infolge 
der einzelnen Momente 3f = 1 am zweifach statisch unbestimmten 
Hauptsystem auftretenden Momente Ivgl. Fig. 128, 129, 131, 132).

Durch Einsetzen der entsprechenden Werte für II' und 31" 
findet man:

— m (9 m 4~ 7) 94 4~ (9 m3 4~ 14 m 4~ Q9»
& — 15 ma +26 co-[-3 ’

, (9 m — 4)94— (9 m 4-7) 94
’ looj 4“ °

, _(15 m 4- 8) 94— (3 m — 0)9;.,
^in~ 15m 4-8 ’’

, __— m(3m — 5) 94 4~ (15m226m-}-3) 94
°IV — 15m24-26m4-3 '

Durch Division mit den Nennerwerten 9? findet man daraus:
_ m (9m 4- 7) 94 — (9 m2 4~ 14m 4~ 3) <p.2 

m-n-l

Mh (9 co — 4 ) rp1 — (9 m 4~ 7) 923 
nl

Mlu = (15 m 4- 8) <pt — (3 m — 5) 94 
nl 

, m(3m— 5)94—(15 m2 4“ 26 m 4~ 3) 94
Miv =--------- ---- -------------- v-----------------------wnl

Auch für die aus den 31"-Flächen sich ergebenden Werte 3" 
lassen sich geschlossene Formeln anschreiben.

3? ii^dsy

l , —m(15m — 3) h' 9m24-36m4_3
6 15 m2 4~ 26 m 4” 3 6 15 m2-4 26 m 4“ 3
Ph (3m-4-1) (m-f-2)■■ —_____rQ £ ____ :__ • v___ !__ i-

2 15 m2 -j- 2 6 m 4~ 3
3"z =^M5Mu.z-dsj

h' , — 6m -4 10 4~ 13m 4- 8
= - F Ä - —ypg

P irl et, Statik. II. 2. 9
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P'h(m — 2)
2 15 « + 8

Sni — J H s —

7/ — 18« — 14 + 9« — 4
6 F k 15«+ 8

P'h3«(« + 2)7
2 15« +8
37r =^MiV.2ds~

h' 18«2+,28« + 6 — 9«2 — 7«
6 15«2 + 26«+3
P'hcol (3 « + 1) (« + 2)

= ~F ~15«2 + 2 6 « + 3 ’

Daraus ergibt sich:
= 3« + l

' 1 + 2 6« + l’
AT" = -^=-^1 3C°
* 11 2 6« + l’

ir" _3lH 3 m
^ni 2 ’6« + r
3iv P'häco + l 

-----FÖF+l’
Durch Addition der 21' und M" erhält man die im folgenden 

angegebenen Gesamtwerte 21.

Ergebnis.
Allgemeine Gleichungen der Eckmomente und sonstiger 
statischer Größen bei beliebiger Belastung des rechten 

Stän ders.
Eckmoniente:

w(9«+7+j—(9 «2 + 14« + 3) ip» P'h
-AZ t = -—------------------ --------------------;---------------------------------- - -4------------------ r-—ncol ' 2 6«+l

— «19« — 4) ^ + w (9w + 7) g?, P’h 3«
11 ~ nwl ” F F++“l ’

— « (15« + 8) 99x + w(3« — 5)g?o . P’h 3« f « —■'
M1U = FH ~ + T 6^+1 ’

, __«1.3«—— (15ro2 + 26« + 3) P'ä3« + 1
J 17 ~ «Fi F6« + i’.
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Hieraus ergibt sich:

Mi —Mu = 3 i> 94 — +1) y3] , ^2

AZ/V---- Mm =

co (w + 2) Z 1 2 
3 [co — (co 4~ 1) y.,] P’h 

Mn — Mm = - P' h(6co -j- 1)1

2 ’
3 co

6 a> -j- 1'
Setzen wir diese Werte in die Gleichungen (102) bis (104) ein, 

so findet man:
Auf lager drücke:

vm = — -। Ph 3a> 
Z26ß> + 1 ' l 6 co 4-1’

y(r,= 1 6 94 + 94__F'h
‘ P 6 co 4-1 Z '6 co 4-1’

H(ö = 1.(« + l)y2 ।
hl co (co 2) ' 2 ’

_2.i _ p 
hl co (co 2) 1 2 ‘ •

Normalkräfte:
N® = — 7®, A™ =— V'r\ Nw —__Hm.

Querkräfte:

= ppM am unbelasteten Ständer,
Q(») = — Px am belasteten Ständer,

. . (112)

. . (113)

• • (114)

wenn Px die äußeren Lasten auf der Strecke x, vom unteren Auf­
lager aus gemessen, bedeuten.

Anmerkung: Ist der linke Ständer belastet, so ergeben sich durch ent­
sprechende Vertauschungen folgende Werte:

Mi

Mn

co (3 co — 5) — (15 co-—j— 26 co 3) P’h 3 co 41 
conl 2 6co4“ 1 ’

— (15® 4- 8) <p1 4- (3co — 5) cp2 P’h 3co

Mm =
nl ' 2 6®4

— (9 co — 4) ipj -{- (9 " + ?) P’h 3co
nl 2 6® 4-1 ’

„ co (9 co — 7) g?i — (9®B 4" 14® 4- 3) cp2 | PhZco-y-l
Mir = ^nl “+ "2" 6®4-l ’

yW y(0_ ® fiTfä P’h 3®
F (6®4-l) l 6®4-l’ 

3 »ft- («>+1) ।

£(0
hl co (co 4* 2)
3 co^ — (co 1) rp„
h l co {co -l- 2)

2 ’

T-p-

. (Illa)

. . (112 a)

9*
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_ v«, = — Fw, y0) = — H r'............... (113 a)

= H:: — Px {Bezüglich Px vgl. Anm. zu Gl. (114) , 1
,(114 a)

Durch Addition der Gleichungen (111) bis (114) zu den Gleichungen (lila) 
bis (114a), ergeben sich die Werte für die gleiche Belastung beider 
Ständer. Man findet:

Mj = Mir = 2 co ■ — (2 <ö 3) cp*
l CO 1'0 -{- 2)

3^ = ^/ = 2 2 — cp.2
l a> 2

....................... (111b)

Hm = = -P+ P + £
‘ hl co ( co2)

_ y(r)_ o.
N® = W(r, = 0, 1
W(0) = — H— P. J...........................................

. (112b)

. (113 b)

§'O)=0, 1
= Qlr> = H—P_t [vgl. Anm. zu Gl. (114)]. J . (114b)

Durch die Gleichungen (111) bis (114), (lila) bis (114 a), 
(lllbi bis fll4b) sind die Werte für alle Belastungsarten 
gegeben, wenn wir nach den Ausführungen in der Ein­
leitung i s. § 1) die entsprechenden Werte für <pr, cp2 und P' 
einsetzen.

c. Untersuchung besonderer Belastungsfälle.
Mit Hilfe der angegebenen Formeln lassen sich jetzt für be­

liebige Laststellung alle in Frage kommenden Größen in einfacher 
Weise anschreiben. Die Ergebnisse für einige häufiger vorkommende 

Belastungsfälle sind in nachstehender Tabelle an­
gegeben.

Zur Erläuterung sei der Fall einer Ein­
zellast P an beliebiger Stelle des Riegels 
(Fig. 136) kurz besprochen. Es ist nach Glei­
chung 7 a in § 1 (hier ist l' = 1):

PP

Fig. 136.
PP

Setzen wir diese Werte in die Gleichung (106) ein, so finden wir 
für die Eckmomente:

Ml ^(3o>-5)^ + (9«> + 7)c3;
6 n

Mn = PI (lo co —8) c2 —j— (9 co 4)<?2
6 n
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PI (9 a> — 1^ ■“ (15 co -+- 8) ca
6 n

Hieraus ergeben sich beliebige andere Momente mit Hilfe der 
Gleichung (107). Zur Bestimmung der Auflagerdrücke setzen wir:

PP ■ , PF , V
— ?--2 =-g-(G — c2'-: —c2>

in Gleichung (108) ein und erhalten:
pn _'p f— 4- j

\l i 6 co -j- 1/ ’

1 2 di J'

2 h ’ co + 2 ’

Damit sind auch die Normal- und Querkräfte Gleichung (109) und 
(110) gegeben.

d. Temperaturänderungen.
Bei Temperaturänderungen sind die unbekannten Eckmomente 

M2. Mn, AIlr wieder nach den Gleichungen (92), (94), (96), (98) 
zu bestimmen. Die Zählerwerte 3/; 3zn 3iv sind dann nach 
den Angaben in § 1 zu ermitteln.

Es soll zunächst eine ungleichmäßige Temperaturänderung an­
genommen werden. Die Unterschiede zwischen den Änderungen am 
Innen- und Außem and seien A t. die Änderung im Schwerpunkt 
sei t. Die Werte t und A t seien für jeden Stab verschieden, aber 
auf ganzer Länge des Stabes konstant; für den linken Ständer heißen 
sie und AW, für den rechten Ständer W und AW, für den 
Riegel W und Ji®).

Der Einfluß der Werte t und A t soll getrennt ermittelt werden. 
Der für t sich ergebende Wert gibt dann zugleich den Einfluß einer 
gleichmäßigen Erwärmung um t (W, W, W) an.

Ist e, der Ausdehnungskoeffizient für Wärme, konstant und be­
deutet dh die Q.uerschnittshöhe der Ständer, dt diejenige des Riegels, 
so findet man nach Gleichung (5), S. 6 als Einfluß der Werte A W, 
AW, AW:

AW Mmt + Mrri AW
3c
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r i iii 11 +&ir u t
2 2

2 )

'M — M d AO M 4- M A AA 
^im i u ui. m ui i irui 41 L . jt

<2 2n n

. Mlini+MmaiW \ 

' 2 dt 7
'M -4- M A t® M -L M A AA i ir i n ir u1 . 7 - m iv i -^irir 41 6 .
<2 d. { 2 d.h. n

^■11 ir + iv ^Oi 4
2 d, /'

Die in diesen Gleichungen vorkommenden Summenwerte der 
Momente ergeben sich aus den Momentenflächen (Fig. 128, 129, 131, 
132), man findet:

M i M — M -L- M
-^n i — i ^irir

12 oj2 — 31 o) — 3
15<»2 —26cn —3 ’

M -\-M —M -\-M —n i I ^niv i m ir
2 co(6 ft> -j- 1)

15 a>2-j-26 oj3 ’

m / + iv i = M[ ir -\rM n ir (7 m-j-3)
15 ma 4-26 co 4-3’

Miii+ ^iiii= ^irin-^^iiiin
_ 12 co 4- 13

— 15co4-8 ’

ii 4~ ui ii ■ ii in 4~ -^iin ui
_ 4(6 co+ 1)

15 co 4“ 8

M । M =M A-MIIIII i IVII 1III i IIIII
11

15 m 4- 8 ’

Setzt man diese Werte in obige Gleichungen ein und dividiert 
durch die entsprechenden Nenner:

yii==^ir=l co (co 4~ 2) (6 co 4- 1) 
15 co2 4-26 co 4-3

a>-l-n
15 co2 4~ 2 6 co 4~ 3 ’

^i-=^in=^
(co 4-2) (6 »4- 1)

15 co 4-8 “
l-n 

15co4-8
so erhält man nach gehöriger Vereinfachung:
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M.= — ~~ J p 12 co- 4~ 31 co 4- 3 J f'- —, 7 cd 4~ 31 J t!r)l1 2 n\dh L ' ' J

— ^2 (6 co 4-I 
di j

31 ir — — /y [co (12 co 131 J t ® — 11 co J GrJ]

+ ^4(6co + 1)J<«4,
Mnl= — V7, & [— H w • 3 t® + co (12 co -- 13; J 

n \ah
+ ^-4(6a)-i-Dd^\, 

di f

(115a)

(12 co2 4- 31 co + 31

— ^.2(6co-4-l) Zf «<°> 1 
di j

Daraus findet man:
3fz_3fzz=3fZF-3fzzz=_|.—

-^•2 
dl )

~ ^nr = - -E^^-d .
U UJ —p X w7i

Da in diesem Falle die Werte So = 0 sind, so erhält man nach 
Gleichung (102):

7® = — y« = A ---- Ee-^(dt^ —
o-j-1 dh

h^==h^ = ii^= — 1____£____ Es. 
h 2 (co 4- 2)

(A

_^1.2 jf(O)t 
“z )

Den Einfluß der Wärmeänderungen 
Systemachse finden wir nach der Gleichung (5), § 1.

in der
Da die

Normalkräfte Nt,v, d. i. hier Nr.2. Nn.2, ^m.2, Niv.-i für jede Stab­
länge konstant sind, so findet man:

3/ 
3zr 
3zzr

= .E ■ 4 • e [(yg. 2 t® 4- N{Q. 2 h 4- N{?1.2 -1 <°J ■ Z], 

= E-[(Ngr.at®+^.2iCr9Ä4- Ä2-<w >

31V=E-Jvs t® 4- Ä2 h+y?k2 • ■ I] •
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Die Werte N/.s, X11.2, ^111.2, ^n-.2- d. h. die Normalkräfte für 
die Belastungszustände H2.2 — 1, Jfrz.2 = 1.- -llrzr.2= 1.- Mrr.2 = 1 sind 
aus den Werten der Eckmomente dieser Belastungszustände nach 
folgenden Gleichungen zu ermitteln:

Nl.2 =-nV?2 = 1 1 6 co (co 4- 2 )
^.2 = N/r.2 = 1 l 15 co2 4-26 co 4-3

V«» 3 Iw2 = X^, = — 1 3 (6 co 4-1) (co 4-1)
h 15co34~26co—3

VG) —Aij.2 ---- — A11.2 — 1 1 6 (co 4-2)
^111.2 — XT,r> __ (

) l 15 co — 8 ’

V<°> 1 3 (6 co 4- 1)
1*21.2 — N 222.2 = T 15 co 4- 8

Damit findet man aus obigen Gleichungen nach Division durch 
die Nenner 3l7 und %zz:

J/z = — ——
L l 6 (o — 1

lfzz = — Es

(cP 4~ M) 
h co (co -j- 2)

Mn.=-E£[-^
6 co 4~ 1 1 J h <o(m + 2) .

(116 a)

Daraus findet man:

M — JI = JI — JI = —Mir ^in jt
3 (2 co 1) <{0) 
co (co -j- 2)

Damit ergeben sich:

7® = — 7M _ (Hl)_ Hr}} 
l~ 6 co 1

H (!) E{r) 0 + y . [
h~ co (co 4- 2) J

Durch Summierung der Gleichungen (115a) und (116a), 
bzw. (115b) und (116b) erhält man die Gesamtwerte für un­
gleichmäßige Erwärmung. Die Normal- und Querkräfte ergeben 
sich dann aus den Gleichungen:
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ym = — . |
y(r) — __  ytr) . I 
y<0)__ H j

Qm = Q(r) = 
Qm^ym.

...............................(117 a)

J.......................... (117b)
)

e. Widerlagerverschiebungen.
Bei Verschiebungen der Widerlager sind die Zählerwerte g zu 

ermitteln nach der Gleichung (6t S. 6, man erhält also:
3/ = — EJ^L^ [Zw.2], 
3n = — E Jj^Ljjr.2 [l w.2], 
3m— — E J1 22izjZ.2 [Z IC. 2] ,

Darin bedeuten Lj.^, LIIZ, Lm.z, Liv.z die Auflagerreaktionen bei 
den Belastungszuständen = 1, Mn.i = 1, Min.2 = 1 . Mzr.g = 1;
die W'erte [Zw.2] sind die Verschiebungen der Auflagerpunkte in 
den Richtungen der jeweiligen Auflagerreaktionen an den zuge­
hörigen statisch unbestimmten Hauptsystemen.

Wir betrachten getrennt drei Arten von W iderlagerverschie- 
bungen, nämlich:

a) Verschiebungen in Richtung der Kräfte F (senkrecht),
b) „ „ ,, „ „ S (wagerecht),
c) Verdrehungen „ „ „ Momente J/; und Mir.
a) Bei Verschiebungen der Widerlager in senkrechter 

Richtung werden nur Beanspruchungen des Systems hervorgerufen, 
wenn die beiden Punkte I und IV sich um verschiedene Werte 
senken; gleichmäßige Senkungen beider Punkte sind ohne Einfluß. 
Es kommt also nur die relative Senkung eines Punktes, etwa des 

Punktes I, gegenüber dem anderen Lagerpunkte, 
dem Punkte IV, für die folgenden Entwicke­
lungen in Frage.

Es verschiebe sich der Punkt I in Richtung 
der Kraft (nach oben) um das Maß J h 
gegenüber dem Punkte IV (Fig. 137). Es ist 
also hier zu setzen:

[Zw.2]=z17i.
Als einzige Auflagerkraft kommt hier F(,) in 
Frage; für die einzelnen Belastungszustände ist 
diese:

y(0     ^rri— ^nn   £ ___6 CO (co £~ 2)
l T’15 co3 £-26 co £-3’

y(0   y(0   Mn u — Mnr u 1 6 (co £-2)
Erns - - 1 zzz.s----------------y----------= - y yyy 8 •
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Setzt man diese Werte in obige Gleichung für $ ein und divi­
diert zugleich durch den entsprechenden Nenner 91. so findet man 
nach gehöriger Vereinfachung:

-^--Ah. . (118a)

Daraus findet man mit

und
AI. — = 0

ir EJ1 12 M—----- W ÄN r v J h:

7'0 = 7W = ~-Ah- —, 6 m -T- 1
= 0.

. . (118b)

H/t)

Fig. 138.

Damit sind auch die übrigen statischen
Größen gegeben.

b) Eine horizontale Verschiebung 
der Widerlager verringert den Abstand 
der Punkte I und IV um eine Strecke Ax 
(Fig. 138); es ist dann [Iw.2] —Ax zu setzen.
Die Auflagerkraft beträgt 
zelnen Belastungszustände:

für die ein-

Damit

Es ist

Damit

tt(0 _  TT^ __ X-ttl.2 —— ~T h

TT^ ____ ____
-^11.2 = JA III. 2 =--- ,h

finden wir die Eckmomente:

AI^AI^^-^-Ax-

also:

ja — ji,
AI[r AIIn — 0.

ergeben sich die Auflagerdrücke: 
7<o = yw = o,

JZ<0 =

h l

E-J. 4----- --Ax- hl

. . (119 a)

. . (119b)---- —. A y ._
/r l cd (co -|- 2) ’
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Hiernach lassen sich die übrigen statischen Größen ohne weiteres
angeben.

c) Wir behandeln noch den Fall, daß V er - 
drehungen der Widerlagerpunkte I und IV 
eintreten. Die Werte der Drehungen seien d 
und J <p (Fig. 139).

Die in Richtung dieser Verschiebungen wir­
kenden Auflagerreaktionen der statisch un­
bestimmten Hauptsysteme sind die Momente MT1 
und Mirr, Min und Mirir M,m und Mirup 
MIlr und MlPlr (vgl. Fig. 128, 129, 131, 132). 
Wir finden für die Zählerwerte also: Fig. 139.

3z — — fäi i Vi + ^iri Vir) > 

3n= — EJt Wi n^^i + ^trn J ^zr) ’ 
3 m = ~EJi ^i in Vi + ^irni ^i^ > 

3ir ~ E (^i zr^ Vi 4” ^irir^ ^ir) •

Durch Division mit den entsprechenden Nennern ergibt sich 
nach gehöriger Vereinfachung:

(15 az2-j-2 6 co3) J (9 co214 co3) zig?A J , -----------------------------------;-------------------- -------- ,n col

M = — EJ

ui =—ej (9 m +7)J y/4-(3 — 5W/r
7/7 1 nl

(120 a)

„ (9co24~14<o~}-3)z4<?97-|-(15co24-26co-’-3)^<?’7.rJijJ - - - .
nojl ?

Daraus findet man:

^z - = MIr - MIU =EJV 4 + J ’

6 1
— ^in6 _p- • - M <pr—J .

Damit ergeben sich als Auf lagerdrücke:
W« = - FW ^-E-J, -4-T J Vi ~ 1

U UJ —p X L

co (co + 2) hl ■ 1 ' m J

Die übrigen statischen Größen sind dadurch gleichfalls leicht 
anzugeben.
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Tabelle
Beiderseits eingespannte symmetrische Rechteckrahmen.

Tabelle der

In dieser Tabelle ist:

Belastungsfall

Mn

Momente

PZ (80.) —5)^—4^ —7) ca
6 n

PZ (15e> 4-8) ^^(9^ — 4)ca

Mn^-

6 n
Pl (9<o —4) c14-(15n> 4- 8) c2
6 n

—— (3 O)   51 Cn
n

Mn = Mm=-

1
co 4- 2
^-^ = -234
4 a> 4" 2

,, ,, PlM/= Mir = —।j~

Pl t ^ = ^=-2-^-4

pl- (3<u
^=24------

— 5) ^-{-(9
n

Z

Mn=

Mm =

Mlr=

pl- (15<o-j-8) (9<a— 4) k„
24 n
pl- (9 co — 4) -7- (15<u -f- 8) Ä2
24 n

pl- (9ü>4-7)&14-(3a> —5)fc3
24 n

JIj = M/r

Mu = Mui

pf _1_
12 ‘ <u 4- 2

pl- 2
12 o>4-2
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XI.
Untersuchung besonderer Belastungsfälle.
Ergebnisse.

co = y = y -y ; n = (6 co 4- 1) (co 4- 2).
l t Jh

Vertikale Auflagerkräfte 
V

Horizontale 
Auflagerkräfte 

E
Bemerkungen

V«) = p -L C1\Z 1 6co4-l?

pw = p( 1 _ .1 _ t- U 4
\ l 6co+l/

PI 4- c„ 
2Ä co 4-2

pp«) — 3 PI 1
8 h w4-2

Moment unter der
Einzellast:

,, PI co 1Ar —_____ !__
4 « -j- 2

Vm=yK = p i_r
3 Ä co+ 2 Z A Z

p® = kl Ff—Y-l- - i
2 AZ? ~26co4-lJ

7« =kl a (2 — —_ A
2 LZ k U 2 6<» + lJ

,pl~ it-4^, 
8h

pw = pw = kl pl- __ 1
47i co 4- 2

Größtmoment in
Balkenmitte: 
pP 3a>4-2 
24 co + 2
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Tabelle XI

Lf
d.

N
r.

Belastungsfall Momente

pP(3o> — 5)^ — V)+(9« + 7)(fc — V) •
Ml~ 24 ..................... n

pi^löo+S) (^ —V)4-(9«—4) (fc —V)
M" 24

pP (9 <o — 4) — V) 4- (15 tu -p 8) (fe„—V)
24

ir Pp V)+(§<“ —W» — *»')Mir- 24 ’

6

2 TZ ZZ T.

«■ _ ?? (3o- 5) rx + (9 q4- 7) r„ 
360 n

7

7.

, f — (15<ü + 8)r14-(9M —4)-r2
Mn 360 n

pP (9<o —4)r1 + (15<»4-8)rä
Mm = 360"

v pl" (9m+ 7)r1 + (3co — 5)-r3 
^r==360’

pP 31 tu+ 7
120

8
1

7,

03
7J"1" 

+ s 
05 

3 
8 

3 
+

SS
 

3 
8

• 
■ 

05
!< IO

 
»1 IO

 co
&.ls ids a :o

 

i 
i

ii 
ii 

ii

S 1
^-^—96^-<u + 2

Mn = Mm= - = - 2
9

7, ? 5 z

M
M 7o> + 3
2 n

10

- 7.

,r Af 11 <a
^ = -T’ —

_ M 13^ + 4
Mjlr- 2 ‘ n
, _ M 5 a> — 1Mn= -g------------2 n
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(Fortsetzung').

Vertikale Auflagerkräfte Horizontale 
Auflagerkräfte Bemerkungen

V 2

—¥

, 1 (^ — I-/) — (k„ — k2yi
1 '2 6a>+l J pP (k±—k^)4"fe—^')

vi r fs 8h a>-i-2
7« = ! 2 )

2 L \ i l )
: sy , /ry 1 &- W -
\ l / \l / 2 6 co -f- 1 j

70) ^V-L. 1 r± r* |
6 LU/ 10 6coH-lJ

7« = TA f3-
6 LI \ iJ 10 6ö>4-1J

120h e ,>
 

+ 
+

K
>

Größtmoment:

7<o _ Pl. ^+1
20 6 co + 1

rM = ?l.^±l 
20 6<i> + l

8 h a + 2

0

+ M„:
darin ist

iv^ • 2x — l y-----—
* p-l

7(0 _ 7(r) = 5 pP 
32'V

1
co + 2

3 M 17« = —7W = ^-3----Ty 
l 6 co -1 2T' 7T+2
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Tabelle XI

12

Belastungsfall Momente

PÄ *co(9co4-7) Ci —(9co2-!-14co 4-3) c.,M/ = -7— | —  6 _ n
. 3 (3 co 4- 1) f ■
' 6 CO 4~ 1 ^2

PÄ reo (9 co — 4) ct — co (9 co —|— 7) c2-
I 9 CO ^1
1 6 co — 1 h J

Ph ‘co (15 <0 4- 81 — co (3 co — 5) c> 
^ = -“6-1---------------

9co g~
6 co 4~ 1 ÄJ

,, Ph rco (3 co — 5 ) c,— (15 <0- 4- 26 co -4 3) c»j----------------------- ----------------------- -
_ 3(3a>4-l) 2'

6 co -4 1 hj

V V _PÄ3co-LlAP = — Mj r — ß-y , i

„ Ph 3c°Mn MM-

13

14

M M — Ph "-C1 — (2co4-3)c2Mj --= M/r---- 3--------------------------

Ph 2c, —c»
Mri=Mm^—

p h- ! co (9 <0 4- 7) kr—(9 co2 ■-]-14 co-{-3)
M/ = 24 L n---------------

, ^y(3co + i).67
1 \h/ 6co4-l 1

ph^ Fco (9co — 4) kt — co (9 co 4- 7) k„Mn —--- jrr I--------------------------------------- -24 t n
, i8co yi
1 6o) 4~ 1 ^hJ -

ir ph" [co (15 co 4-8) —co (3 co — 5) k., 
-- ------------------- =

iSco /?y2
6co-j-l \hl J

M __vj^ ro(3co —5)^ —(15 co2 4-26 co 4-3) k.,
/r 24 l n

. 6(3<» + l) zm
6co-}-l U/J
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: Fortsetzung).

P i r 1 e t, Statik. II. 2.

Vertikale Auflagerkräfte 
V

Horizontale 
Auflaserkräfte 

~H
Bemerkungen

P 'a>-c1—(«—l)c2

ra yw Phf$\-
2 L ö> + 2

~ ~ l \hJ 6 co 4—1 —I
1 AJ 

H^ = -P-\-H^

6<z>—1 l

tu
II II | K>l

0

ä 
t

II

= 
9

h 
1

5) 
|II 

3

«4-2 1

y« = — yw
co r zm

K® 
ph[a>lcl—(co -|-1) k«
8 L co-|-2
-J-2^

1 2 Uh 

jffM = — p ■ f

4Z 6^+1 n1 - b w J

10
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Tabelle XI

2

15

16

18

Belastungsfall Momente

Mr
ph21 —k^)— (9ct>-——14ct> —f— 3)(A;.,— kJ)

, 6(3a> + 1) 1
6 a> -t- 1 _ \ h / \ h / J )

Mn
ph2 (<o(9<o — Ah Ij — i/) —&>(9a>-j-7)(Ä:„ — k.,')

la

24 i n
__ 18a> : 2_ ( fT'Tl
‘ 6<o—l _\h \h) j J

AI///
ph2 ( co (15 co8) (fci—ki) — co(3<o — ii)(k2 — k.,')

w 24 ( n
^co

6co-t-l \hJ \h/ ~j
M]r

ph2 ( co (3 co—5)(I\—k^)—(15co2+26o>+3)—kJ)
= IT 1 ———————-—————

_ 6(3<o + l) r^s_ fTVB
6 a> -j-1 Ah) \h/J)

M, ph2 18co“ 4- 35 co -j- 9
24

M„ ph2 co (18<o+ 25)
24 n

XI rrr , Ph2 co (6 co + 23)
T- 24 n

MIr ph2 30 co2 + 73co+15
24 n

Mr=M/r

Jf// = Mm

M/= Mlr

ph2 tak — (2a> +3) k„
TT T+2

_ ph2 a (2 k,—kJ) 
12 a> + 2

Mn = Mm =

ph2 co —j—3 
T2"a>4-2
ph2 &>
TT‘^T+2
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{Fortsetzung..

Vertikale Auflagerkräfte
V

Horizontale 
Auflagerkräfte 

H
Bemerkungen

Hm = ~ ~r 1) fe—W
8 I co -j-2

yn =_ yw ph" w
T' 6 « -j- 1

0

0

8 <» + ‘2
HW = — ph + EW 

ph 6<a-|- 13
8 «4-2

W<r>2 Mmtrx=^-~+M/r 2p

11

g 1 »
«f

 II 
4-

 T
 

tq
“4

-1
 "

ph 2 co-|- 5
4 «4-2

Q
l

l<o H-
«

3 
<M 

II 
s +

S + 
3 

°3

10*
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Tabelle XI

Belastungsfall Momente

,, p’h- Teo (9ft) + 7) rt — (9 ar + 14«, + 3) r2
360 L ’ n =

3m+ 11
6<a + 1J

20

21

22

ph- [co (9ö> — 4) r± — co (9co + 7) r., 
= ~ 360 L n

Xrzz

3 co |
6ft) + 1J

ph- ~co (15 co + 8) rt — co (3 co — 5)
360 L n

-r ph2 a>(3co— 5)^—(läctr + 26ft> + 3)r., 
L---------n---------------------- '

3 ft,+ 17
M\hJ 6co + l.

„ ph2 27co2 + 49co + 12

_ ph2 m (27m+32)
^"—120---------n------

ph2 m (3 ft,+ 28) 
-- n-----

ph- 63o>2 + 151 ft, + 28
^■=-120-------~n——

M — M ~ + 3) r3

ph2 co (2^—r„) 
180 co -j— 2

Mr = M/r ph- 3e, + 8
60 co —|— 2

2 co
Z+P2
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(Fortsetzung).

Vertikale Auflagerkräfte 
V

Horizontale 
Auflagerkräfte 

H
Bemerkungen

V®= — yw

"__ ir —30^^
” 60 (6o>+1)IL1 1 ' WJ

p h (co — (o-j-l) ra 
~ 120 L ö>+2 

it\^\

i

V") =_ vw = PJlH____ *___
4 (6 co -j- 1) l

40 c» + 2
SW = _ ^ 4- jj® 

Ci
_ph 17 co 4-36

40 co -|- 2

5 
t
+< 

™
p

 +t
-4- 

3 Ä
| 

h 
iBi 

m s
0-1 |m

> 
->»

o 
-a 

<
$ 

-s 
II 

II

II 
g 

8

0 60 L h V hl 
a>-rt — (co-j-D^l 

a>4-2 J

0 ph 7 co-|-16 
20 co 4- 2
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Tabelle XI

Ä Belastungsfall Momente

23

p'_ P-CL

Pa co (9 co + 7) Sj + (9 co- + 14 co 4- 3) s., 
r> • o n
, Pa 3 co -|- 1
1 2 6<o+l

,. Pa co (9 w — 4) st + co (9 co + 7) s.,
6 n

Pa 3 co
2 6 co —J— 1

,, Pa co (loco 4-8) 4-co (3co — 5) s.,
Alni n 'b n

, Pa 3co
1 2 6® + l)

_ Pa co(ßco—5) Sj + (15<o3 + 26 co + 3) &>
6 n

Pa 3co 1
2 6 co 1

5 £ 2

"f

24 Temperaturänderung

+ (7<o-J-3) — ^2(6<o+l) At™}

— Es LI 6co+-lk ' h <o(co + 2) J

Mu=— j co (12co + 13) J — llcoJiwl
2n \dk L ‘ j

+ ^-4(6co + l) dt«!

- ■Es T ■ • -^9 1
L t 6 co —j— 1 n (o —j— 2 J

Mni=— ~ i_—11 co -A + co (12 co 4- 13) A

+ ^•4(60,4-1)21^)1 
«z )

- Es +i • 4ötML l bco-f-1 Ä co-J-2 J

Mzr = —^^[(7® + 3) A t®+ (12<o3+31co + 3)d f<-0]

(6®+l) dt"»j

— Es I — — ——(tu—fw) —. ^,4
L l 6co + + ' h co(co-\-2) J
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(Fortsetzung).

Vertikale Auflagerkräfte 
F

Horizontale 
Auflagerkräfte 

H
Bemerkungen

l'.z — m •;_ fs __ s i1 “ l 6<»+lL 11

1 6 co -7- 1

2h .
O) - Sj (co — 1) S3“

Bei F'r ergibt sich 
hier eine Abwei­
chung von Gl. (112), 
da diese nur für hori­
zontale Lasten auf-

(0-^2 -
^« = 5»

gestellt ist. Hier 
tritt zu dem Wert 
nach Gl. (112) noch 
der Wert P hinzu.

„ „ , 1 6 coV V — — Fir)=---- -l Qco — 1
^Ee-Jh

1 P 6a>-L
1 3

= Ä'2(ra + 2
-^•2Jf<4 + ^

di ) h-

-Et +
) l »Ä

6 (<ö 2)
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Tabelle XI

Lf
d.

N
r.

Belastungsfall Momente

25

3

...±

i 
i

Mr = Mn = — Mr/z= —
E’Ji 6 ,,

=------ oft) —p 1

26

27

n-b
3(co 4- 1)
0(^ + 2)

-- n,r E-Jl . 7 *3
Xfz = Mm —---v-y J l ■ —Th • L o -4-

Mt

r (15<x>2-j-26ffi>J-3)d9>/4-(9co'--|-14<»-f-3)J?3zr
~EJ‘ no>l

5) -4 ?/ + (9m + Viv

Mnl= — E-Ji —5) J?7r

(9 co2 -j- 14 a> 4- 3) d (15 co2-j- 2 6 a> 4- 3) J <p r r
ncol

§ 10. Sonderbehandlung des Rahmens bei Symmetrie.
I. Erste Berechnungsart. Dreigelenkbogen als Hauptsystem.

Bei symmetrischen Rahmenformen ist es im allgemeinen zweck­
mäßig, von einem Grundsystem. auszugehen, das selbst symmetrisch 
ist. Es lassen sich dann wesentliche Vereinfachungen erzielen in 
den Gleichungen der Unbekannten. So z. B. ergeben sich bei der 
Verwendung des Grundsystems nach Eig. 140 die Unbekannten Xa und 
X6 aus zwei Gleichungen mit je zwei Unbekannten und Xc aus einer 
Gleichung mit einer Unbekannten.

Auch bei dem Grundsystem (Fig. 141) (Dreigelenkbogen) lassen sich 
solche Vereinfachungen erzielen, wenn wir als Unbekannte gewisse 
Lastengruppen wählen, die die Symmetrie ausnützen. Ein solcher
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(Fortsetzung;.

Vertikale Auflagerkräfte
7

Horizontale 
Auflagerkräfte 

H
Bemerkungen

w = _ 7« = j h. _l“ 6 CD — 1

p(0 _ -JZ(r) _ 0 ++
S 

3 
3

II "
• 

C
I

K] -s

pn = _ po 
6 1

— A<P/r-

JJd) =

7 s + !) 
^(£0-1-2)

Rechnungsgang, der auch für spätere Aufgaben von Wert ist. soll 
im folgenden erläutert werden.

Als erste Unbekannte Xa soll das Moment im Punkt a in 
Riegelmitte berechnet werden. Die Momentenfläche infolge = 1
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am Grundsystem ist in Fig. 141 dargestellt. Wegen der Symmetrie 
des Grundsystems und der Belastung ist auch die Momentenfläche 
(Jfa-Fläche) symmetrisch.

Als zweite Unbekannte wählen wir eine Gruppe von 
Momenten in den Ständerfußpunkten b und c, und zwar soll bei 
Belastung Xa = 1 in & ein nach innen wirkendes (positives) Moment 
von der Größe 1 und in c ein nach außen wirkendes (negatives) 
Moment von der Größe 1 angreifen. Wir bezeichnen diese Einzel­
momente mit

Xb b = 4-1 im Punkte b,
Wc5 = — 1 im Punkte c.

Die Veranlassung zur Wahl gerade dieser zwei entgegengesetzt gleichen 
Momente gibt folgende Überlegung. Infolge der Last Xib — 1
ergibt sich im Punkte rf eine bestimmte Winkeländerung [ab]'; 
würde in c der gleiche Wert 4- 1 wirken, so würde sich infolge der 
symmetrischen Lage der Punkte a, b, c und der Symmetrie des 
Systems die gleiche Winkeländerung [ab]' ergeben, so daß also in­
folge des umgekehrten Wertes Xcl —— 1 sich die Verschiebung 
— [a &]' ergibt. Bei der Belastung ÄT5S = -f-l und Xcb —— 1 wird 
also die Winkeländerung im Punkte a zu Null werden. In der Tat er­
kennt man auch aus Fig. 142 (JI6-Fläche) und Fig. 141 (JTO-Fläche), 
daß der Wert [«&j — 0 wird, da die Mb-Fläche beiderseits der Sym­
metrieachse gleiche Werte mit umgekehrten Vorzeichen hat, so daß

dsMaMbz=-= sich aus zwei gleichen Teilen mit umgekehrten EJ
Vorzeichen zusammensetzt.

Fig. 142. Fig. 143.

Als dritte Unbekannte Xc soll wieder eine Gruppe von Mo­
menten gewählt werden, und zwar zwei gleiche Momente in den 
Punkten b und c, diesmal mit gleichen Vorzeichen. Außerdem soll 
im Punkte a ein Moment u wirken. Insgesamt soll die Belastung 
Xc = 1 die Werte haben:

Der Wert p, soll aus gewissen Bedingungen noch angegeben 
werden. — Man erkennt leicht, daß die Momentenfläche infolge X = 13 O c 
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wieder wie die Jfa-Fläche, symmetrisch ist, sodaß also, wie vorher 
[a&], nun auch [&c] = 0 wird. Der Wert [ac] nimmt nun nach 
Fig. 141 und 143 den Wert an:

\ac\ = l — •/*—2-j-(2,u+ Ij.

Wir wollen nun die Größe u so wählen, daß auch dieser Wert 
[ac] = 0 wird. d. h.:

T' o T'

Setzt man:
=

so findet man
Ji

Js & _____ ®

3Z+9s^“ 3Z + 2/- 2^ + 3 • ( }
J S

Darin bedeutet:

, / . . . . (1
S S Jl I

Wird also die Lastengruppe + = 1 zusammengesetzt aus

^e=l>
so wird auch der Wert [ac] = 0. Von den Koeffizienten der Grund­
gleichungen bleiben also nur die Werte [aa] in der ersten Gleichung, 
[65] in der zweiten und [cc] in der dritten Gleichung, so daß sich 
die Unbekannten aus folgenden 3 Gleichungen mit je einer Unbe­
kannten ergeben:

r , , , [am][»«] + = -[«]; To = -^,
r- i r 1 Törn][& + +, = —[bm]; + = —

[c++.— -[cm]; + = — ^4-
L J c LJ c

Für die Werte [aa], [55], [cc] ergeben sich aus den Fig. 141, 142, 
143 die Größen (im folgenden sind die ^Jj-fachen Verschiebungen 
angegeben, wobei der Faktor EJt fortgelassen ist):
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, 2 s' 2 co + 3 ?

[In dem besonderen Falle, daß die Ständer parallel sind, wird 
_ = 1 und damit: 
“li

[56] = 1 (6 »+ 1).]

[cc] = Z • «e + 2 {(2 ,a 4- 1) /4 + (2 +

Durch Einsetzen des Wertes
co

,U 2 co 3
findet man nach gehöriger Vereinfachung:

Die Absolutglieder [am], [&»»], [cm] können mit Hilfe der 
Fig. 141, 142. 143 ermittelt werden aus den Gleichungen

,, w

[bm]= ,

dsJi

II. Zweite Berechnungsart; Zweigelenkbogen als Hauptsystem.

Eine zweite Art der Berechnung des symmetrischen Rahmens 
ergibt die Verwendung eines Zweigelenkbogens als Hauptsystem1); 
es sind dann nur zwei überzählige Größen zu bestimmen (s. Fig. 144),

Diese Berechnung wird hier eingehender erläutert, weil sie bei den im 
folgenden Bande behandelten Stockwerkrahmen mit Vorteil verwandt werden 
wird.

, »«vAvovi» *Aaa 2.‘ 47 4 X
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nämlich die Momente in den Punkten b 
und c, wenn wir voraussetzen, daß die Be­
anspruchung des Zweigelenkbogens für die 
vorkommenden Lasten bekannt ist. Als Un­
bekannte wollen wir wieder Gruppen der 
Momente in b und c wählen, und zwar be­
steht

Fig. 144.

Belastung Xa = 1 aus Xba = 1 und Xca — 1, 
” = l ” ^ = 1 » Xa — — 1.

Um mit diesen Lastengruppen arbeiten zu können, müssen wir 
die Beanspruchung des Hauptsystems, d. h. des Zweigelenkbogens, 
für beliebige Lastengruppen kennen. Diese sollen zunächst ange­
geben werden.

a) Berechnung des Zweigelenkbogens (Hauptsystems).
Das Grundsystem sei wieder der Dreigelenkbogen (Fig. 145); 

die Unbekannte heiße Fo. Sie ergibt sich in der Form:

Y = — 
° [aa]' ’

Aus der Momentenfläche infolge Ya — 1 am Grundsystem (Fig. 1451 
ergibt sich als Nennerwert:

Fig. 147. Hf,,-Fläche.Fig. 145. Fig. 146.

a) Infolge der Lastengruppe To= 1 als äußere Belastung 
ergibt sich am Grundsystem die in Fig. 146 dargestellte Momenten­
fläche. Aus Fig. 145 und 146 findet man für diese Belastung:

CO
aa 2 co

(123)

Dies ist derselbe Wert, den wir vorher für u gefunden haben. —
Wir können damit die Momentenfläche des Zweigelenkbogens 

für die Belastung Xa = l (Afo-Fläche) aufzeichnen; sie ist in Fig. 147 
dargestellt.
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ß] Infolge der Lastengruppe Xb = 1 als äußere Belastung 
ergibt sich am Grundsystem die in Fig. 148 dargestellte Momenten­
fläche. Damit findet man:

[am]' = 0,
^ = o. (124)

Die Momentenfläche des Zweigelenkbogens infolge Xb = 1 (Mb- 
Fläche) behält also die in Fig. 148 dargestellte Form.

Infolge horizontaler Lasten am rechten Ständer mit 
der Resultierenden H ergibt sich am Grundsystem eine Momenten­
fläche nach Fig. 149. Der nicht schraffierte Teil liefert (wie die 
Momentenfläche Fig. 148) keinen Beitrag zu [am]. Man findet also:

[am}' — cpt.

Die Momentenfläche des Zweigelenkbogens für diese Belastung 
(Ü/O-Fläche für Lasten H} setzt sich also aus den Momenten­
flächen Fig. 149 und 145 zusammen. Erstere zerlegten wir in zwei 
Teile, den schraffierten und den nicht schraffierten Teil. Im ganzen 
besteht also diese Mo-Fläche aus drei Teilen:
Teil 1: Momentenfläche des als einfacher Balken gedachten be­

lasteten Ständers (in Fig. 149 schraffiert).
Teil 2: Momentenfläche mit beiderseits gleichen Werten mit un­

gleichen Vorzeichen (in Fig. 149 nicht schraffiert). Die Eck­
momente ergeben sich aus der Querkraft im Gelenk zu

Teil 3: Symmetrische Momentenfläche nach Fig. 145 mit den Eck­
momenten :

3
M1 — (2 m + 3^'..................... (126)
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Anmerkung: Diese Gleichungen für horizontale Lasten gelten auch für 
Momente, welche an den Ständern angreifen. Für ein am obern Ende des 
rechten Ständers angreifendes linksdrehendes Moment JT wird z. B.

«Z

y <u
= o w - -3Z. o

Teil 1 der Momentenfläehe ist ein Dreieck über dem rechten Ständer mit der 
oberen Ordinate 1.

MTeil 2 hat mit H' = ^~ die Eckmomente: h
.. JZ Z H’h l= .......................... (127)

- ln —
Teil 3 hat die Eckmomente:

Fig. 150.

................ <>äS>
Wir werden diese Resultate im folgenden Bande verwerten.
<5) Bei vertikalen Lasten des Riegels mit der Resultierenden R 

wählen wir ebenfalls einen Dreigelenkbogen als Grundsystem, jedoch 
soll das Gelenk nicht in Riegelmitte liegen, sondern so, daß die 
beiden Eckmomente bei der äußeren Belastung des Grundsystems 
mit R gleiche Werte mit umgekehrten Vorzeichen haben. Die 
Momentenfläche für Ya = 1 (Fig- 145) wird da­
durch nicht geändert. Die Momentenfläche 
infolge der Lasten R am Grundsystem läßt 
sich dann in zwei Teile zerlegen (wie in 
Fig. 150 skizziert), wobei der eine Teil die Mo­
mentenfläche des als einfacher Balken gedachten 
Riegels ist, während der andere Teil die Form 
der in Fig. 149 nicht schraffierten Fläche hat, 
also auf [a ohne Einfluß ist. Man findet also:

[am]' = cpr
3

YaR = ~ (2 m+ 3)?'

Die Momentenfläche des Zweigelenkbogens (JZ0-Fläche für senk­
rechte Lasten R) setzt sieh auch hier wieder aus drei Teilen zu­
sammen, nämlich:
Teil 1: Momentenfläche des als einfacher Balken betrachteten Riegels 

(Fig. 150).
Teil 2: Wie unter y, Momentenfläche wie in Fig. 149 nicht schraffiert. 

Das Eckmoment finden wir hier wie folgt: Aus der Be­
dingung, daß die beiden Eckmomente gleich sind, folgt:

M J _ S. h = __ (ß
Hh 1 / A 1 R ~
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Dann wird das Eckmoment:

- Hb

. v 2 ‘h 4

U - ......................................(129)
' n'

Teil 3: Wie unter y, symmetrische Momentenfläche nach Fig. 145 
mit dem Regelmoment:

= + ■ • .(130)

Anmerkung: Man beachte, daß wir zur Ermittelung der Momentenfläche 
den Angriffspunkt von Ya nicht zu kennen brauchen. —

In Fig. 150 ist die Belastung als indirekte, auf die beiden Ecken über­
tragene Belastung gezeichnet. Die Eckmomente finden wir dann aus der Quer- 
kiaft im Gelenk zu

I + t \2 ' l 7

2 l2 \ in) iV ijs

Das ist der gleiche Wert wie vorher; die Momentenfläche ist also insgesamt 
gleichwertig der vorher benutzten Momentenfläehe des Grundsystems; wir können 
sie daher zur Ermittelung der Momentenfläehe des Zweigelenkbogens benutzen, 
da wir den gleichen Wert YaR finden und damit auch den gleichen Beitrag 
Teil 3 zur _V0 -Fläche.

b) Berechnung der Größen Jl des gegebenen Systems.
Mit den vorher ermittelten Momentenflächen für Xa = 1 (Ma- 

Fläche, Fig. 147) und Xb = 1 (Jf6-Fläche, Fig. 148) ermitteln wir 
jetzt die Koeffizienten der X in den Elastizitätsgleichungen

und finden:

[aa]

[aa] Xa 4- [aB] Xb = — [am] , 
[aö] Xa [B B] Xb = — [bm]

. . (131)

[aB] = 0.
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Es sind die gleichen Werte, die wir im 1. Abschnitt für [cc] und [bb] 
fanden, da wir die gleichen Momentenflächen haben. —

Da [a&] wieder verschwindet, erhalten wir für die Unbekannten 
die Gleichungen;

r .
__L£mj___ J J

a . [aa] “ [aa] ’
r. . ]M0Mbds^
[bm] J1' J

TW ’
Zur Ermittelung der Zählerwerte dieser Gleichungen können wir für 

die Momente eines statisch bestimmten Grundsystems einsetzen. 
d) Für senkrechte Lasten R können wir die Momentenfläche

Fig. 150 als Jf0-Fläche in Rechnung setzen; denn wie in der An­
merkung unter a, b gezeigt ist, ist sie gleichwertig mit der zur Er­
mittelung von YaR benutzten 3f0-Fläche. Man findet also unter 
Beachtung der J/u-Fläche Fig. 147 und Jf,,-Fläche Fig. 148:

[am] = — -—d-cpj................................................ (133 a)£ CO —r~ o
[bm] — — 2 6 M, ^2 : 1 ] 3 J/2 -

=- § G - 4X1 - z;) X (2 0 + z;]

1 <
— y Wi .....................................................

Für wagerechte Lasten H findet man unter 
von Fig. 149: 

r , m[am] = — —— 99 -4- g,.....................................................  
J CO o

[bm] = — 2 - >2 (2 +1J

> (133b)

Beachtung

1 H'hi 1 F { [bm^-^lj-^9 ] (134 b)

Anmerkung 1: Wir geben noch die Absolutglieder für ein Moment 21
-^21 

ö
am obern Ende des rechten Ständers. Mit = w M und 95^ 
wird aus vorstehenden Gleichungen: 0

^ = "2^3^.........................................................(135a)

+ + . (135b)
L \ z« * ' ln z ' ln' J 0

Pirlet, Statik. II. 2.
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Anmerkung 2: Wir könnten zur Ermittelung von [am] und [J»i] auch 
die unter a, y und 3 ermittelten Mo- Flächen am Zweigelenkbogen verwenden. 
Unter Beachtung der Ma- und Flächen (Fig. 147 und 14b) erkennt man: 
Daß der Teil 3 der ilf0-Flächen, der die Form der Fig 141 (Ma-Fläche in Ab­
schnitt 1) hat, auf [bm] keinen Einfluß hat, leuchtet ohne weiteres ein. Daß 
dieser Teil auch auf [am] ohne Einfluß ist, erkennt man, wenn man beachtet, 
daß die Ma-Fläche die Form der Fig. 143 (M„-Fläche in Abschnitt 1) hat

(“ = war dort (in Abschnitt 1) so ermittelt, daß [ac] = 0 wurde).
— Der Teil 2 der .Mo-Flächen ist auf [am] wegen der Symmetrie der Ma- 
Fläche ebenfalls ohne Einfluß. — Wir haben also bei Ermittelung von [am] nur 
den Teil 1 (Momentenfläche des als einfacher Balken gedachten Riegels oder 
Ständers) zu berücksichtigen, der durch die Werte y*  und <p2 ausgedrückt 
wird; bei [6 m] kommt außerdem noch der Teil 2 (beiderseits gleiche Eckmo­
mente mit umgekehrten Vorzeichen) in Frage.

*) Anmerkung: Dies erkennt man leicht, wenn man dies Moment in 
Riegelmitte als Unbekannte des Zweigelenkbogens berechnet. Die M0-Fläche 
infolge einer Last in einem Knotenpunkt hat die in Fig. 152 dargestellte Form; 
der Zähl, rwert der Größe Ya. also auch die Unbekannte Ya, wird =0.

Wir denken uns nun die Belastung mitt' Ibar wirkend durch Balken, die 
in den Ecken des Zweigelenkrahmens aufgelagert sind. Der Zweigelenkrahmen 
(Hauptsystem) wird dann nur beansprucht durch Einzellasten in den Ecken 
(Fig. 151). Die Momentenfläche des Zweigelenkbogens (Hauptsystems) infolge 
der Einzellasten hat stets die in Fig. 152 dargestellte Form1) und ist gegeben 
durch das Eckmoment Dies Moment Mi ist beeinflußt durch die Größen

Fig. 151. Fig. 152. Fig. 153.

A', B' und H’ (Fig. 151) Die Größen A' und B' zerlegen wir je in eine 
Horizontale und eine Komponente in Richtung der Ständer (Fig. 153). 
Letztere rufen nur Normalkräfte hervor; erstere ergeben eine Normalkraft von
H’ = (B' — 4') nach links. Durch eine Kraft BL' am oberen Riegel ergibtJ lh
sich ein Eckmoment:

M‘ 2 Z„ ’

Das Gesamteckmoment ist also (vgl. auch unter a, y und 3):
Für vertikale Lasten:

4 u i A in)
Für horizontale Lasten:

Wir erhalten a'so die gleichen Werte wie in Gleichung (127) und (129); 
die Belastungen der Fig. 151 liefern also die Teile 1 und 2 der unter a, y und 5
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ermittelten 4f0-Fläehen, d. h. der 3f0-Flächen des Grundsystems, der allein für 
a-« und [bm] in Frage kommen. Wir würden also auch auf diesem Wege zu 
denselben Werten kommen wie in den Gleichungen (133) und (134).

Aus den Gleichungen (132) bis (134) können die Unbekann­
ten X für beliebige Lasten angegeben werden. Man findet:

a) Für vertikale Lasten R:

ß) Für horizontale Lasten H:

__aMPi—(2co4-3)y3
co(co -4- 2)1

c) Zur Bestimmung beliebiger statischer Größen S gilt die 
Gleichung:

Ä = Ä0 + ^-Xa4-Ä6.A5.

Darin sind <p0, <pa und die Werte, die 
sich am Hauptsystem (Zweigelenkbogen) 
ergeben infolge der äußeren Lasten und 
der Lastengruppen Xa —1 undXj = l. — 
Handelt es sich z. B. um die Eckmomente 
Mu und MnI (vgl. Fig. 154), so lauten die 
Gleichungen:

Mn= + MIla Xa + MnlXv
M1U = M)//o + MnjaXa + Xv

Darin sind (vgl. Fig. 147 und 148):
11*
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xr — ir —---------------“z/a Miria o w ! g '

--- ^Illb 7 ’
*n

Die Werte und Mrn0 sind aus der Berechnung des Zwei­
gelenkbogens bekannt, sie sind:

a) Für senkrechte Lasten H:

M _ g-Vi _ 9 IWi _ 1 V 3_... ±_gg
220 4 ij 2® 4-3 l

M _Rl 
mo 4

3 <p1 -j- cp^
2® 4-3 Z

ß) Für wagerechte Lasten H:

m — _ ^2 _ 3
220 2 Z„ 2®+ 3 Z

M _ #21___ 3 yx
1110 2 Zn 2® 4-3 Z ■

d) Sonderfälle.

1. Erster Sonderfall: 2 = 1 (parallele Ständer). ■

In diesem Falle ist:

= ..............................(138)
O

Die Absolutglieder werden:
«) Für vertikale Lasten:

[am] = — —,

ß) Für horizontale Lasten:

[awi] ®

2 ® -j- 3

[&m] = — ^22 (3 ® 4-1) — 4- y3).
Die Unbekannten nehmen dann folgende Form an: 
a) Für vertikale Lasten:

= i yx + y3 
^(®4-2)Z’

_ 3 — ya)
(6® 4- 1)Z‘

(139)
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ß) Für horizontale Lasten:

co y1 — (2 co -L 3) cf^ 
a co co — 2) • Z ’

, H' h 3 co 4- 1 , 3(^-4- cpß\ 
6 2 6 co — 1 1 (6 co 4- 1) l

. . (140)

Das Fußmoment am linken Ständer ergibt sich bei vertikalen 
Lasten aus der Gleichung (vgl. Fig. 147 und 148):

"T" T«) ( 6 m ~ 1) — [ <p1 — y2) (co — 2) 
t Ö co — 1) ico 211

v = (3 — ö) + (9 co 4- 7
7 (6 co 1) ((o 4- 2) l

Das Fußmoment des rechten Ständers ist dann:

(9 co 4~ 7) 4~ (3 co — 5) y2
( 6 co 4~ 1) (co 4~ 2) Z

Für die oberen Eckmomente findet man (vgl. Fig. 154):

cc) Für senkrechte Lasten R:

^/io
3 + ya)
(2 co 4- 3) r

ß) Für horizontale Lasten H:

i r — _ ^2. _ 3
"° 2 (2 co 4- 3) V

2 (2co + 3)Z-

Man findet also als gesamte 
folgende Werte:

obere Eckmomente des Rahmens

a) Infolge senkrechter Lasten R:

3 (yi+y3)_____ y _L y 
(2 co 4- 3) Z 2 co 4- 3 c ! * 

(15 co 4“ 8) yx 4“ (9 co — 4) y2 
(6 co 4- 1) (co 4- 2) Z

3 (yx + y9) co _
(2 co 4- 3) Z 2 co 4- 3 “ 6 ’

(9 co — 4) 4~ (15 co 4- 8) y2
(6 co —4 1) (co 4~ 2) Z
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ß) Infolge horizontaler Lasten S:

w _ _ ^3 _ ______ m X ' X
" — 2 (2co + 3)Z 2® + 3 6’

H' h 3 co . — (9 co — 4) cpr (9 co 4~ 7) <p2 
2 6 co 4“ 1 । (6 m 4- 1) (® 4- %)

u 3^_________ <*> y Y
111 2 (2 co 4- 3) l 2 co 4- 3 a s ’

H'h 3 co (15 co 4~ 8 ) — (3 co — 5) cp„
2 6 co 4~ 1 (6 co 4- 1) (co 4“ ^)

[Vgl. § 9, Gleichungen (106) und (111)].
2. Zweiter Sonderfall: Symmetrische Belastung des 

Riegels.
In diesem Falle liegt die Resultierende in der Symmetrie­

achse. Es werden dann die Werte 9^ und ip2 einander gleich, wie 
aus den Ermittelungen im § 1 leicht zu erkennen ist (vgl. auch Ta­
belle VII, Seite...). In Gleichung (136) wird in dem Wert für Xb 

i l
im ersten Glied der Ausdruck 1—2 — zu 0, da f = —ist: im zwei- 

l 2
ten Glied wird cp2— <p2 = 0. Es wird also in diesem Falle:

.Xj —0.
Dies erkennt man auch, wenn man bedenkt, daß eine symmetrische 
Belastung in einem symmetrischen System eine symmetrische Jf0- 
Fläche bewirkt, die natürlich keinen Wert [&»i] liefern kann. Die 
Unbekannte Xa stellt dann zugleich die unteren Einspannungs­
momente Mt und dar. Es ist also:

.................. (141)

In den Werten für MJr0 und H7ZZO verschwinden ebenfalls die 
ersten Glieder, und man erhält:

,, , _ 3 2 cp— Mrrrn =-----------;------ nA.
1/0 2co4-3 l

3 2 cp^
2co + 3'~F

co 2cpx
2co 4~3(co 4~2)Z

(co 4- 2) l . (142)

Die Eckmomente sind also das Doppelte der Fußmomente mit 
umgekehrten Vorzeichen (vgl. auch Tabelle XI).

3. Dritter Sonderfall: Gleiche Belastung beider Ständer.
Die für wagerechte Lasten abgeleiteten Werte galten bisher für 

Belastung des rechten Ständers. Ist der Enke Ständer in gleicher 
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Weise belastet, so erkennt man aus der Symmetrie, daß wieder 
X6 = 0 wird, während Xa den doppelten Wert annimmt. Es wird 
also:

M —M — X — 2 (14311 a co(a + 2)l ■ ■ ' (

In den Gleichungen für und Mnl0 verschwinden wieder 
die ersten Glieder, da wir eine Gesamtkraft H' = 0 erhalten, während 
die letzten Glieder sich verdoppeln.

Es wird also:
____ 6

2oj + 3 l ’^i0 — -^mo —

6 co 2m(Pi—(2°}
2<n-j-3 l 2co^-3 ©(w-pll

^=«,„ = -2?^ ........................................... (m)

4. Vierter Sonderfall: Horizontale Einzellast H am 
Kopfe des Ständers.

In diesem Falle wird ^ = ^ = 0 (vgl. § 1), H' — H. Daraus 
folgt:

Während bei den symmetrischen Lasten die Neigung der Ständer 
iausgedrückt durch . ohne Einfluß ist, spielt sie hier eine Rolle. — Bei par­

allelen Ständern, also p = l, wird (vgl. Tabelle XI):
", xr + l

mz = - Mir = -w- ■ p—br •

Mu= — Mi ii = Hh 3 a>
6 <o -f- 12
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Anmerkung 1: Die vorher besprochenen Sonderfälle erinnern in ihren 
Resultaten an das von W. L. Andree veröffentlichte „B. U. Verfahren“. Was 
dort durch die Belastungs-Umordnung erreicht wird, nämlich die unabhängige 
Berechnung zweier Teilwerte der Überzähligen, ergibt sich hier zwanglos durch 
Anwendung der Lastengruppen als Unbekannte. — Solche Lastengruppen 
wurden schon von Müll er-Breslau verwandt (vgl. Graph. Statik, II. Bd., Nr. 67). 
— Bei späteren Aufgaben, insbesondere bei den Stockwerkrahmen, wird uns 
die Verwendung ähnlicher Lastengruppen von Vorteil sein.

Anmerkung 2: Man kann auf solche unbekannten Lastengruppen, die 
sich aus je einer Gleichung mit einer Unbekannten ergeben, auch mit Hilfe 
des allgemeinsten Verfahrens kommen (Erster Teil, § 16). Wenn wir dabei bei der 
Wahl der willkürlichen Einzellasten der Lastengruppen Y=1 auf die Sym­
metrie Rücksicht nehmen, erhalten wir ähnliche Lastengruppen wie vorher.

Wählen wir nämlich wieder den Dreigelenkbogen (Eig. 141) als Grund­
system, so können wir wie folgt vorgehen:

Die Einzellasten der Gruppe Ya — 1 sind alle willkürlich. Mit Rücksicht 
auf die Symmetrie sei:

a U ,
= Xca = ß.

Daraus sind die Werte [Aa], [Ah], [Ac] zu bestimmen:
[Aa] = [aa]-u-j- ([ab] 4- [ac]) ß — [a a] a — 2 [ab] ß,
[Ab] = [ab]-a + {[bb] + [be]-)ß,

[Ac] = [ac]-«4- ([bc] -j- [ccj) ß= [ab] c -p (bc\ 4- [bb]) ß = Ab\
Denn es ist:

[ab] = [ac], [bb] = [cc].
Es ist also:

[Ab] = [Ac].
Von der Lastengruppe 1^=1 sind Xbb und Xeb willkürlich: wir wählen 

sie wieder symmetrisch:
-A. ä b — X e b — y,

Dann wird:
v 2 [Ad]
Xa b   I p—: . ~. / y   ~ T— v.

\ [A a] [A aJ [A a
Daraus finden wir:

• T) - / r -> ^1 I F T 1 I r "ABa: = > — aa;- 2 - —4 + \a.b + ac.I y,\ [ A a] 4 1 7
[Bb] = (— 'ab.- 2^4-Hbb’ + ibc’V

\ 4 [A a] ' L 1 ‘ 7
/ r j 7)1 x

[Bc] = i - [ac] ■ 2 + [bc] + [cc] y = [Bb].X iZL Uj /
Es ist also wieder:

[Bb] = [Hc].
Daraus folgt weiter:

[Bc.l] = [Bc] —^([Ac],
Cb utlj

[Bb.l]=rHh — -[Ab][aA] -

Also:
[Bb.l] = [Bc. 1],

Von der Gruppe Uc = 1 sei gewählt:
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Dann wird:

ßc.Y, < «

Aa
^6 = 0.

Wir haben also folgende Lastengruppen
Vo = l: Xaa

1 b 1 ■ ^-ab----

K = l: W„==0;

Xba = Xca = ß , 

Xbb = .

Xic = -d; 2
Die Werte a, ß, y, <5 sind beliebige Zahlenwerte. Setzen wir a <5=1

und ß=0, so findet man mit [46] = [ab] und [4 a] = [aa] folgende Einzel­
lasten der Lastengruppen:

1 a = 1: = 1; Xia = X„„ = 0 ,
17=1: Wa4 = -2^; W4Ä = W^=15

[aaj
Fr=l: Xa(, = 0; —Xic = Xcc=l .

Der Wert=Xü4 = — 2 == entspricht dem unter I) ermittelten Wert u

und hat die gleiche Größe wie dieser. Denn infolge 
X4 = 1 ergibt sich die in Fig. 155 dargestellte Momenten­
fläche (2tf4-Fläche). Auf den Wert [ab] = f Ma Mb ds 
(Ma-Fläche siehe Fig. 141) hat der in Fig. 155 nicht 
schraffierte Teil keinen Einfluß, da er für die linke 
Hälfte einen positiven, für die rechte Hälfte einen 
gleichen negativen Beitrag ergibt. Für den übrig­
bleibenden schraffierten Teil findet man:

Fig. 155.
- ,. s' CO l 
la&j = «= “W o o

„ [a 6]  9 i “
[aa] “ 6 (2<o-{-3)Z iw—3

Man erkennt also, daß die vorhin dargelegte Rechnung einen Sonderfall 
des allgemeinsten Verfahrens darstellt.

§ 11. Rechenbeispiele.
Im folgenden sollen einige Übungsbeispiele gegeben werden, die 

Gelegenheit geben, die Ausführungen der §§ 8 bis 10 zu verwerten.

Beispiel I.
Umstehender Shedrahmen [Fig. 156) sei für die angegebenen 

Belastungen zu berechnen. Das Verhältnis der Trägheitsomente bzw. 
der Querschnitte sei

<T3 = 1,5 ; Js = 0,5 J\; = 0,80 Jt,
^ = 0,07^,
F2 = 1,2Fi; Fs — 0,80 Fx; ^ = 0,90^.

Die Berechnung ist durchzuführen:
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Normalkräfte.a) ohne Berücksichtigung 1 j 
b) mit Berücksichtigung /

c) Es soll die Stützlinie für 
verschiedene Belastungsfälle 
gezeichnet werden.

1. Berechnung unter Verwendung des Dreigelenkbogens 
als Grundsystem. (Vgl. den Rechnungsgang in § 8 und 9.)

a) Als Unbekannte werden die Eckmomente Xa, Xb und Xc 
eingeführt (Fig. 157). Diese berechnen sich aus den Gleichungen:

[cc.2] ’
_ [bw -1] _ [bc.l] _

6 [bb.l] [bb.l]' e’
_ _ [am] _ [a 5] _ [ac]

a [aa] [aa] * [aa] c‘
Infolge Na=l am Grundsystem ergibt sich die Ma- Fläche 

Fig. 158. Die auftretenden Auflagerdrücke sind
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Infolge X6 = 1 am Grundsystem ergibt sich, die Jf6-Fläche(Fig. 159 j. 
Hierbei ist

A = + y = -L 0,1178 = — B,

H, = H. = 1 = ^ = 0,1538.
* r h 6,5 1

Infolge Xe = 1 am Grundsystem ergibt sich die JFC-Fläche (Fig. 160). 
Hierbei sind die Auflagerdrücke:

zu (vgl. § 1):
[aa] = 6,5-1 + ^[1 (2 • 1 + 0,146) 4- 0,146 (2 ■ 0,146 -L 1)] -0,665

3 244- —=0;1462 ■ 2 = 8,576, 3

&] = -|- 4- . 1,31s2 ■ 0,665 4- [1,318 (2 • 1,318 + 1)
o o o

6 5
+1 (2 -1 +1,318)] • 2 + 1,25 = 16,64,o

[c c] = 4- • 0,4612 - 0,665 + ~ • 0,4612 • 2 +^-1,25=5,702,
ö ö ö O

ra&] = _^ + ^.1,318 (2-0,146 4-1)-0,665
LJ 2 ß \

3 244 - • 0,146 (2 • 1,318 4-1) - 2 = — 1,195,6

6 5 7 85 3 24racl=-2------ 1--- 0,461(2-0,146 4- l)-0,665 -------0,461-0,146-22 6 3
= 2,5905,
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[5cl = — ^ — ~-1,318-0,461-0,665 —^—0,461 (2-1,318+1)-2
3 3 6

+ ^■1,25 = — 3,678.
6

Tabelle
der Verschiebungen infolge der X.

a b c
a — 8,576 — 1,195 + 2,5905
b — 1,195 + 16,64 — 3,678
c + 2,5905 — 3,678 + 5,702

Zur Probe vorstehender Werte ermitteln wir (nach § 20 des ersten 
Teiles) die Ms-Fläche (Momentenfläehe infolge der Lastengruppe 
Xa = l. X5 = l und Xc=l, s. Fig. 160a) und berechnen den Wert.

[ss] — Ja/)’ ds — .

Die Jfs-Fläche hat überall den Wert 1; 
denn der linke Ständer ist nur durch 
das Moment Xa — 1 beansprucht, 
während der gebrochene Riegel und 
der rechte Ständer nur durch zwei 
Endmomente beansprucht sind. Man 
findet also:

[ss] = 6,50 + 7,85 ■ 0,665 + 3,24 • 2 
+ 6,50-1,25 = 26,33.

Dieser Wert muß gleich sein der 
Summe der in vorstehender Tabelle
angegebenen Werte; man findet dafür: 

k—c

V[ik] = 26,35. 
i—a 
k—a

Die Übereinstimmung der beiden Werte ist reichlich genau.
Da wir für 5 verschiedene Belastungsarten die Absolutglieder 

[am], [bm.l] und [cm.2] zu berechnen haben, gestaltet sich die 
Rechenarbeit einfacher, wenn wir diese Werte direkt aus der 
bzw. Mc.»-Fläche herleiten, d. h. aus den Momentenflächen infolge 
-+.1 — 1 am einfach bzw. Xc2 = 1 am zweifach unbestimmten System.

Zur Bestimmung der Fläche haben wir die Einzellasten 
des Belastungszustandes Wj. i = 1:

r____ HL T 
ab~ [aa]’

^o5 = + 0,1395; XJ5 = 1.
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Die >j.i-Fläche ist in Fig. 161 
dargestellt. Das Moment an der 
Einspannstelle wird hier

JI7=Xa6-l-^6(-l) = 
4~ 0,1395 — 1 = — 0.8605 .

Das Moment im oberen Knick­
punkte wird

>„,= 0,146-^ + 1,318^ 
= 0,146 ■ 0,1395 4-1,318 • 1 = 
4-1,338.

Infolge Xe.2 = l am zweifach 
unbestimmten System treten in
den Angriffspunkten der überzähligen X die Momente auf:

. y M y 

[aa] ' [aa] * e'’
Die hierin vorkommenden Festwerte ergeben sich für den vor­

liegenden Fall zu
_______ 1,195 _ Jgg- .

[aa] 8,576 °’1395,
2,5905

[aa] 8,576 = — 0,302,[«4___

[5 c. 1] = [b c] I—J • [a 4 = — 3,678 + 0,1395 44- 2,5905)[aa] 1 ■ - 1
=—3,317,

[55.1]= [55] — ?>] = 16,64 4-0,1395 (—1,195)

= 16,473,
Damit ergibt sich:

5c [55.1]
— 3,317 
16,473 •1=0,202,

„ [a 5] _ [a c] „Äac = — F—- Xbr — 4-r Äcc = 0,1395 • 0,202 — 0,302 ■ 1 [aa] ac [aa] cc
= — 0,274.

Das Moment an der Einspannstelle wird:
>z=l-^oc+(— l)ZSc+l-.¥„ = —0,274 — 0,202 4- 1 =0,524. 

Das Moment am oberen Knickpunkt wird
, M„z= 0,146 -Xoc 4- 1,318 - Xic - 0,461 -Xcc

= — 0,04 4- 0,266 — 0,461 = — 0,235.
Mit diesen Werten erhalten wir die in Fig. 162 abgebildete Me.o-Fläche

>z=0,524; >„= — 0,274; >„z= —0,235;
>„.= 4- 0,202; >r= 1.
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Daraus ergibt sieh

[cc. 2] MCMC^ ^S~J,

6 5
[cc. 2] = 4^1(2-0,524 —0,274)4- 6

~ ■ 0,461 (2 ■ 0,235 4- 0,274) • 0,665

3 24
4- • 0,461 (2 • 0,235 —0,202) ■ 26

4- -4 ■ 1 (2 • 14- 0,202) -1,25 =4,251,6

Wir können den Wert 
wir finden zunächst:

[ec.2] auch ermitteln durch Rechnung:

[cc. 1] = 5,702 — 0,302 ■ 2,59 = 4,92
[cc. 2] = 4,92 — 3,317 ■ 0,202 = 4,25.

Wir können auch eine von der vorhergehenden Rechnung unab­
hängige Probe machen. Es sind nämlich am zweifach-statisch un­
bestimmten Hauptsystem (Fig. 162) die Verschiebungen der Punkte a 
und b in Richtung von und (Winkeländerungen) infolge der 
Belastung Xc2 = l gleich 0; es wird also:

ds — = [ac.2] = 0, 

zds — = [bc. 2] = 0, t/

M^^ds = [cc.2].

Die Summe dieser Werte ergibt:
[cc. 2] = J(jfo + M. + >c) M^ds J- =^MSMC.« dsy.

Die Auswertung dieses Integrals nach Fig. 162 und 160a ergibt:

[cc. 2] = (0,524 — 0,274) 4- (_ 0,274 — 0,235)
4 &

4- 3’2^'2 (—0,235 4- 0,202) (0,202 4- 1) = 4,25.

Damit darf die zur Ermittlung von [cc.2] führende Berechnung, 
also auch die Jfj.i-Fläche Fig. 161 und die Mc^-Fläche Fig. 162 
als richtig angesehen werden.
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Die von der äußeren Belastung abhängigen Verschiebungen.
1. Belastung durch H (Fig. 163). Aus der Jf0-Fläche Fig. 163 

und den Momentenflächen Fig. 158, 161, 162 findet man nach den 
Formeln Tabelle I:

6 5
[am] —-----6,5-H= — 21,125 ■ S,

Li

6 5
[bm.l]=-^-(—6,5-Fr)[2-(—0,8605) 4-0,1395] = 11,15 H,

6 5
[cm. 2] =-h- (— 6,5 ■ Hj (2 -0,524 — 0,274) = — 5,48 -H.

Die Auflagerdrücke des Grundsystems sind:
JL = .B = O,

3^3: Hr=0.

2. Belastung durch <7 t/m (Fig. 164). Es wird: 
7

[am] = • 7,85 ■ g (1 J- 0,146) • 0,665

_!_ . 3,85 • g (2 • 0,146 4-1) • 0,665

_L 3,24 . 0,146 • 3,85 ■ g • 2 = 18,714 • g,

7 9ß2
[6 m. 1] = —- • 7,85 • g (0,1395 4- 1,338) ■ 0,665 

24
_|_ 1155.3,85-g (2-1,338 4-0,1395)-0,665 

6
_i_5^.3,85^(2-1,338 4- 1)-2 = 41,66, 

6
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7,262[c m. 2] —----------- 7,85 -g (0,274 —- 0,235) • 0,665
24 1

7 85
--------  • 3,85-g (2 • 0,235 + 0,274) ■ 0,665

3 24— P— . 3,85 • g [2 • (— 0,235) + 0,202] • 2

= 9,456 -g.
Die Auflagerdrücke des Grundsystems sind:

7,26
4 =------

7,26 , + 1,242
"8J

<7 = 4,16-g: B = I^ = 3,1-^ 
£ • ÖjO

>, = + =0.
3. Belastung durchP, und P2 (Fig. 16 5). Das Moment unter P, ist:

4,87 , 1,24M, = +- . 3,63 P, + +— - 3,63 P, = 2,08 P, 8,0 J 8,0 " x
+ 0,53P2.

Das Moment unter P„ ist:

, 3,24Fig. 165.
3

3,63 7,26
+---1,24P1 + +—-1,24 P„ = 0,53 P, 8,5 1 ' 8,5 2 1

+ l,06P2.
3 995

M. (2 - 0,573 +1) • 0,6656 1
3 995
-4-—[>,(2-0,573 + 0,146)

+ >2 (2 ■ 0,146 + 0,573)] • 0,665

>2 • 0,146 ■ 2=3,467P^l^SÖP.,
3 925

[6m• 1] = + M, (2 • 0,7388 + 0,1395) - 0,665
6

3 9^5
+ [M^ (2 ■ 0,7388 +1,338) + (2 ■ 1,338 + 0,7388)] • 0,665

3 24+ ~—>2 (2 -1,338 + 1) - 2

= 6,9P1 + 6,8 P2.
3 995 3 94

[c m. 2] =-----~ (2 - 0,255 + 0,274) - 0,665 + [2 ■ (— 0,235)
3 995

+ 0,202] - 2----+- [>,(2 - 0,255 + 0,235)6
+ >3 (2 - 0,235 + 0,255)] -0,665
= — 1,707 Pi — 0,996 P2.
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Die Auflagerdrücke des Grundsystems sind:
A = 0,573 P1 + 0,146 P2, 
B = 0,854 P2 4- 0,427 P^.

Hl = Hr — G,
4 . Belastung durch Q (Fig. 166).

[am] = -{- 5,6 • 1 • 0,4 • Q = 4- 2,24 ■ Q, 
5 6[5 m. 1] =----- • 0,4 Q ■ 0,8605 =

-0,96Q, 
5 6

[c m. 2] = ~ 0,4 ■ Q (0,5265 —0,16) = d
4-0,41-Q.

Die Auflagerdrücke des Grund­
systems sind:

A = Q; B — 0,

Berechnung der Überzähligen (Eckmomente).
1. Belastung durch H.

[cm.2]_ 
[cc .2]

- -M8_ 1290
4,251 15-90 77

M X [bm. 1]
[55.1] [5 5.1] c’
IIAo-H
16,473 0,202 • 1,29 -H- — 0,4165 ■ JT,

[am] [a 5] [ac] —21,125 H
[aa] [aa] 6 [aa]^ c 8,576

— 0,1395 • 0,4165 H — 0,302 • 1,29 H = 2,014- H, 
Mr= M. + MaXa+Mb ■ X, +Af, - X = - 6,5 -174-2,014 - H 

4- 0,4765 H 4- 1,29 • H = — 2,780 • H, 
Mnl= 0,146 • 2,014 H— 1,318 • 0,4165-H — 0,461 • 1,29 • H

= -0,85-Pf.
2. Belastung durch g t/m.

„ 9,456

= ^ = - • 9 + 0,202 • 2,23 -g = - 2,070• g,

18 714
Ma=Xa = —0,1395 (— 2,07-g) — 0,302 ■ 2,23-g O5 Oft?

= — 3,1415 g,
Pirl et. Statik. II. 2. 12
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M, = — 3,1415 -g + 2,070 • g 4- 2,23 • g = 1,159 • g, 
= 3,85-g — 0,146 -3,1415 -0 — 1,318- 2,070-0—0,461 • 2,23-g 

= — ^g.
3. Belastung durch Pt und P2:

Mr = Xc = - = 0,403 P, + 0,235 P2,

Xi~ — + 0,202 (0,403p, + 0,235Pa)

= — 0,3365 Px — 0,3655 P2,
Mn = Xa = — — 67 _ o,1395 (0,3365 P^

11 “ 8,576
+ 0,3655 P2) — 0,302 (0,403 Px + 0,235 P2)
= — 0,574 P^ — 0,2998 P3,

jH/== —0,574P1—0,2998P24-0,3365P1+0,3655P2+0,403P1 
+ 0,235 Pa = 4- 0,1655 Pr + 0,2993 P.,

Mm = 0,53 P., 4-1.06 P., — 0.146 (0,574 Pr 4- 0,2998 P2) 
— 1,318 (0,3365 Pt + 0,3655 P2) —0,461(0,403 Px 
4- 0,235 PA = — 0,1827 Pr 4-0,428 P2.

4. Belastung durch Q:

Mr = Xe = - = - 0,0964 Q.

Mir= Xt = - /4 - 0,202 • 0.0964Q = 0,0388 • Q,
10,4/0

= Xa= — 4- 0,1395 • 0,0388 Q 4- 0,302 • 0,0964 Q

= —0,2266 Q,
Mnl = — 0,146 • 0,2266 • Q 4- 1,318 ■ 0,0388 • Q 4- 0,461 • 0,0964 - Q 

= 0,0624-Q,
0,4 Q — 0,2266 Q — 0,0388 Q — 0,0964 Q =0,0382 • Q.

Die Auflagerdrücke des Rahmens sind bei
1. Belastung durch H:

A = Ao + Aa Xa -4 At X. 4- Ac Xci
-4 = -0,1178-2,014-^4-0,1178 (— 0,4165-H) = — 0,286 • H,
B = + 0,1178 • 2,014 ■ H — 0,1178 (— 0,4165 ■ #) = 0,286 • H,

= 0,1538 (— 0,4165-S) — 0,1538 • 1,29 • S = 0,7375 ■ PT,
Hr = 0-\- 0,1538 (— 0,4165-H) — 0,1538 1,29 H = — 0,2625 • H.
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2. Belastung durch g t 'm:
A = 4,16 • g — 0,1178 • (— 3,142 • g) + 0,1178 • (— 2,07 • g) = 4,286 • g,
B = 3,1 •#+ 0,1178 (— 3,142-g) — 0,1178(— 2,07-g) = 2,974 g,

= 0,1538 (— 2,07 ■ g] — 0,1538 ■ 2,23 • g = — 0,661 g,
Hr=Ht — — 0,661 g.

3. Belastung durch P^ und P2:
A = 0,573 + 0,146 P2 + 0,1178 (0,574Pr 4- 0,2998 Pj

— 0,1178 (0,3365 Px +0,3655 Pa)
= 0,6009 P. + 0,1382 P„,

B= 0,427P1 + 0,854 P2 — 0,1178 (0,574 Px 4~ 0,2998 P2)
4- 0,1178 (0,3365 Pj 4- 0,3655 P2)
= 0,3991 Px 4- 0,8618 P3,

= — 0,1538 (0,3365P1+ 0,3655 P2) — 0,1538 (0,403Px 4~0,235P3)
= —0,1137 — 0,0922 P,,

Hr= — 0,1137 p, —0,0922 P2.
4. Belastung durch Q:

A = Q — 0,1178 -(—0,2266 Q) 4- 0,1178 ■ 0,0388 Q = 1,0313 • Q,
B = 0 4-0,1178 (— 0,2266 6) — 0,1178 -0,0388 Q = — 0,0313 Q,

= 0,1538 • 0,0388 Q 4- 0,1538 • 0,0964 • Q = 0,02076■ Q,
Hr~ 0,02076 Q.

Tabelle der Eckmomente und Auflagerdrücke.

H 3 \ Pt und P2 Q

Mr — 2,78-H 1.159 0,1655 Px +0,2993 P„ 0,0382- Q
M„ 2,014-H -3,142-0 — 0,574 Px — 0,2988 P„ — 0,2266 Q
Mm — 0,85-H — 0,350-g — 0,1827 Px +0,428 P„ 0,0624- Q
M/r- — 0,4165-H - 2,070 -g — 0,3365 — 0,3655 P, 0,0388
Mr 1,29-H 2,23-0 0,403 Px + 0,235 P„ — 0,0964 Q

A — 0,286-H 4,286-2 0,601 Pt + 0,138 P, l,0313-§
B 0,286-H 2,974 g 0,399-Px 4-0,862 P, — 0,0313-y
Ht 0,7375-73 — 0,661 -g — 0,1137 Pt—0,0922 P„ 4- 0,02076 -Q
Hr — 0,2625 H ’ — 0,661 -g 0,1187 p, — 0,0922 P„ — 0,02076-Q

b) Berechnung der Eckmomente 
und Auflagerdrücke unter Berück­
sichtigung der Normalkräfte.

Zunächst bestimmen wir die in­
folge der Überzähligen und äußeren 
Kräfte in dem System auftretenden 
Normalkräfte.

Die Stäbe seien mit 1, 2, 3, 4 
(vgl. Fig. 167) bezeichnet; « sei der 
Winkel des Stabes 2 gegen die Hori- Fig. 167.



180 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen.

zontale, zugleich Neigung des Stabes 3 gegen die Vertikale. 
Es ist:

3 sin ß = —— = 0,382, 7,80
7,26 

COS ß = ——■ = 0,92o.
7,80

Es treten die Normalkräfte auf
1. infolge Xa = 1:

^ = ^ = 0,045,

NOs = -  ̂=-0,109,

Na4 = -4-=-°;il8,

2. infolge Xb — 1:

A\ = — y = —0,118, 

sin « , cos ß =- — + = 0,097,
b lb

cosß , sinß „_

Ss.=y —0,118.

3. infolge Xc = 1:
A\ = 0, 
„ COSß
NCi =------— = — 0,142, 

h

sin ß
N^ =------— = —0,059,

NCt = 0.
4. infolge H:

= NSa = NSj = NSi = 0.
5. infolge g t/m:

N = — 4,16 g,
Xga = 0 (in der Mitte),

= — 3,1 • 0,925 ■ g = — 2,87 ■ g,
N =—3,1 -g. ff 4 9 v
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6. infolge Px:
NPli = —0,573 P1S
ATplo = — 0,572-P1-0,382 = — 0,219 Px in der 

linken Hälfe,
ATP1 = (— 0,572 P1 + Pj • 0,382 = 0,163 P1 in der 

rechten Hälfte,
NPli = — 0,427 Pt • 0,925 = — 0,395 P^
VPjt= —0,427-Pv

7. infolge P2:
Np. = —0,146 P„,
NP, = —0,146 P,-0,382 =— 0,056 P„, “2
NP. = — 0,854 P„ • 0,92 5 = — 0,788 P„, “3 -
NP. = —0,854-P„. “4 -*

8. infolge Q:
nQ1=-q, 
n^n^n^o.

Wir berechnen nun die Verschiebungen infolge der durch die 
Überzähligen und äußeren Lasten hervorgerufenen Normalkräfte. Es 
ist allgemein:

[i Ä] = [i k]M + [f Ä].v=J M, Mk ds ~ + JNi Nk ds .

Das erste Glied der rechten Seite ist bereits unter la berechnet. 
Das zweite Glied ist jetzt noch zu berechnen, und zwar ist:

fw£ Nk ds^ = ^ f AT{Nk ds .J ’ * F F' j ' k F

Als mittlerer Querschnitt werde wieder der des Ständers 1 an­
genommen, d. h. P' = P1.

Damit wird
^-=1; ^- = 0,832; ^=1,25; ^=1,11.
Px ’ P9 ’ ’ P3 ’ F, ’

Das Verhältnis — ist zu 0,07 angegeben.
Fi

Für die Verschiebungen ergibt sich somit:
[04^=0,07 [0,1182-6,5-l + 0,0452-7,85 ■ 0,832 + 0,1092 - 3,24-1,25 

+ 0,1182-6,5-1,11] = 0,01775,
[b ^ = 0,07 [0,1182-6,5-l + 0,0972-7,85-0,832 -f- 0,1682 ■ 3,24-1,25

4- 0,1182- 6,5 -1,11] = 0,0258,
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[cc] v = 0,07 [0 4- 0,1422 • 7,85 ■ 0,832 4~ 0,0592 • 3,24 • 1,25 + 0]
= 0,01022,

[a b]# = 0,07 [— 0,1182 • 6,5 • 1 4- 0,045 • 0,097 • 7,85 • 0,832
— 0,109 - 0,168 • 3,24 • 1,25
— 0,1182 • 6,5 ■ 1,11] = —0,0166,

[a c]y = 0,07 [0 — 0,045 • 0,142 • 7,85 • 0,832 4- 0,109 • 0,059 • 3,24 • 1,25] 
== — 0,00112,

[5c]jy = 0,07 [— 0,097 ■ 0,142 ■ 7,85 • 0,832 — 0,168-0,059 • 3,24 ■ 1,25] 
= — 0,0091.

Weiter findet man in gleicher Weise:
1. Belastung durch H:

= [& = [c m] = 0.
2. Belastung durch g t/m:

[a m] & = 0,0014 • g,
[t m]^ = — 0,0048 • g,
[c »i]^ = 4“ 0,0034 ■ g.

3. Belastung durch P2:
[a»i]xV = 0,006 27 P15 
[5^= —0,0147 Pi;
[cm£v = 0,008 43 I\

4. Belastung durch P„:
[a m] N = 0,0661 JP„, 
[5 = — 0,0830 P2,
[c m]y = 0,0169 P2.

5. Belastung durch Q:
[am]jy= — 0,0463 Q~
[5 m]y = 0,0463 Q.
[cwt]_v=0.

Damit ergeben sich folgende Verschiebungen unter Be­
rücksichtigung der Normalkräfte:

A. Verschiebungen infolge der Überzähligen Ak
[aa] = 8,576 4- 0,017 75 = 8.593 75,
[5 b] = 16,64 4- 0,0258 = 16,6658,
[cc] = 5,702 4- 0,01022 = 5,712 22,
[a&] = — 1,195 — 0,0166 = — 1,2116, 
[a c] = 2,5905 — 0,00112 = 2,589 38, 
[6 c] = — 3,678 — 0,0091 = — 3,6871,
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— 1,2124
8,593 75

[a 6]_
[aa]
[a c] 
[aa]

=0,1412.

2,589 38
849375 0,302.

B. Verschiebungen infolge der äußeren Lasten.
1. Belastung durch H:

[am] = — 21,125-H + 0 = — 21,125 H,
[6 m] = 14,1 -H + 0 = 14,1 H,
[c m] = — 14,1 ■ H 4- 0 = —14,1 ■ H.

2. Belastung durch ^tjn:
[am] = 18,714-g + 0,0014 • g = 18,7154- <7,
[6m] = 39,21 • g — 0,0048 -g = 39,2052 -g,
[«] = - 12,225-^ + 0,0034-^ = —12,2216-^.

3. Belastung durch P1:
[am] = 3,467 Pt + 0,00627 = 3,47327 -P^
[6 m] = 6,41 P, — 0,0147 P1 = 6,3953-Pv
[c m] = — 2,046 Pt + 0,00843 Px = — 2,03757 Px.

4. Belastung durch P2:
[am] = 1,525 P„ + 0.0661 -P2 = 1.5911 -P2,
[6m] = 6,58P2 — 0,0830-P„ = 6,4970-P2,
[c m] = — 1,906 P2 + 0,0169 Pa = — 1,8891 P2.

5. Belastung durch Q:
[am] = 2,24-Q —0,0463• Q = + 2,1937 Q,
[6 m] = — 1,27 Q + 0,0463 ■ Q = — 1,2237 • Q,
[cm] = + l,27-Q ± 0 = + l,27-Q.

Berechnung der Verschiebungen des 1- bzw. 2 fach unbestimmten 
Systems. Diese sollen hier einmal rechnerisch bestimmt werden. 
[6 ö. 1] = [66] — ^3. [aÖ] = 16,6658 — 0,1412 ■ 1,2116 = 16,4946, 

[bc. 1] = [6c] -^-[oc] =—3,6871+0,1412 • 2,589 38=—3,3215, 
L J L J L +

[c c. 1] = [cc] — - [ac] = 5,712 22 — 0,302 ■ 2,589 38 = 4,93023,
. [aa]

[CC.2] = [CC.l]-^j-[6C.l] = 4,93023 

= 4,259

— 3,3215 
16,4946

-(— 3,3215)

[6c.1] 
[66.1]

— 3,3215 
16,4946 ^0,202.
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1. Belastung durch. H'.

[bm. 11 = [6ml — p—4 [am] = 14,1 H — 0,1412 -21,125 H 
[aa] J

= 11,117-5,

[cm. 11 = [cm] — [am] = — 14,1 -5 4- 0,302 • 21,125 • H [aa] L J

1. Belastung durch 5:

= -7,72-5,

[cm. 2] = [cm. 1] — [öm. 1] = — 7,72-5

4-0,202-11,117-5 = —5,4726-5.

2. Belastung durch gt/m:
[5 m. 1] = 39,205 -9 4~ 0,1412 • 18,715-g = 41,865-g, 
[cm.l] = - 12,2216-9 — 0,302 -18,715-g = — 17,87-g, 
[c m. 2] = — 17,87 • g 4- 0,202 - 41,865 • g = — 9,42 ■ g.

3. Belastung durch P^:
[5 m. 1] = 6,3953 4- 0,1412 • 3,47 Pr = 6,8853 Pr,
[c m. 1’j = — 2,037 Pj — 0,302 • 3,47 Pt = — 3,0876 P15
[c m. 2] = — 3,0876 P14- 0,202 - 6,8853 Px = — 1,6976 P,,

4. Belastung durch P2:
[6 m. 1] = 6,497 P2 4- 0,1412 • 1,591 P2 = 6,72 P2,
[c m. 1] = — 1,889 P3 — 0,302 • 1,591 P2 = — 2,369 P^, 
[c m. 2] = — 2,369 P3 4- 0,202 • 6,72 P2 = — 1,014 P2.

5. Belastung durch Q:
[6m.l}=- 1,2237 ^4-0,1412-2,1937-Q=— 0,9139Q,
[c m. 1] = 1,27 ■ Q — 0,302 • 2,1937 ■ Q = 0,5975 • Q,
[c m. 2] = 0,5975 • Q — 0,202-0,9139 ■ Q = 0,4129 Q.

Mit diesen Verschiebungen ergeben sich nun die Über­
zähligen X für:

[cm. 2] 
[cc. 2]

— 5,4726-5 
4,259 1,286-5T,

bm. 1 [ö c. 1]
= “ bb7i ~f&Ti]Ac = 

= — 0,4155 H,

11,117-5
16,4946 -4 0,202-1,286-5

[am] ^-ac^X __ —21,125-5
[aa] [aa] b [aa] c 8,593 75

— 0,1412 • 0,4155 ■ 5 — 0,302 -1,286 • 5 = 2,012 • JT.
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2. Belastung durch grt'm:

4,259 “ 2’31

Xa= ~ - °’1412 ’ 2’09 ~ 0,302 ■ 2,21 ■ g = - 3,14- g.0)0 ud ( D

3. Belastung durch P1:

~= 0,398 P,,

+=- °’202 • °’398 p^- °’3395

Ä’ = — — 0.1412 • 0,3395 P. — 0,302 ■ 0.398 P,a 8,593 75 1 '
= — 0,569 Px.

4. Belastung durch P„:
— 1014 P

Xc =--------T2--2 = 0,238 .c 4,259 ’ 2
6.72 P

^ = -+^49^ + °’2°2 ■ °’238 P* = - °’361 ’

1 591 P
Xa = — — 0,1412 • 0,361 P. — 0,302 • 0,238Fo = - 0,308P2.

855 9 3 7o "

5. Belastung durch Q:

x-—

X„ “ + TTK3T - 0.202 ■ 0.09T ■ Q = 0,0358 -«, lb,4946
21937-0

=-----+ °’1412 ■ °’0358 ■ Q+ 0,302 • 0,097 ■ Q=-0,221 • Q.ö,o y o <o
Wir bestimmen nun noch die Momente in den Eckpunkten I 

und III für die verschiedenen Belastungen.
Wir haben hierfür die Gleichung

> = + Ma ■ Xa + Mb • Xb + Mc• Xe.
Für das Moment an der Einspannstelle I ist Ma = 1; Mb — — 1; 

Mc = l; für das Moment am oberen Knickpunkt III ist Ma — 0,146; 
Mb = 1,318; Mc= —0,461.
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1. Belastung durch H\
211 = — 6,5 ■ H -4 2,012H — 0,4155 - H —1,286 ■ H = — 2,7865 • P, 

21 in = 0 4~ 0,146 ■ 2,012 • H — 1,318 -0,4155 • H — 0,461 • 1,286 ■ H
= — 0,847 H.
2. Belastung durch g t/m:

^=0 — 3,14^4-2,09^4-2,21-^ = 1,15-^,
21 ln = 3,85-g — 0,146 - 3,14-g — 1,318 ■ 2,09 • g — 0,461 • 2,21 • g

= — 0,373 g.
3. Belastung durch P^.

21; = 0 — 0,569 Pt 4- 0,3395 Pr 4- 0,385 P± = 0,1555 P,,
21 m= 0,53 Px — 0,146 • 0,569 P± — 1,318 - 0,3395 Px — 0,461 ■ 0,385 Pt

= —0,1775 p,.
4. Belastung durch P„:

21I=0 — 0,308 P. 4- 0,361 P2 + 0,2 38 P2 = 0,291 P„,
>„z= l,06P2—0,146 -0,308 Px —1,318 • 0,361 P2 —0,461 • 0,238 P2

= +0,432 P2.
5. Belastung durch Q:

>Z=O,4 0 —0,221-0 —0,0358-0 -0,097-0 = 4-0,0462 Q, 
2Im=0 — 0,146-0,221 • 6 4- 1,318• 0,0358-0 + 0,461-0,097 ■ Q

= 4-0,0596 Q.
Tabelle

der Eckmomente für die verschiedenen Belastungen.

H g P, P. 0
— 2,7865-3 1,15-0 0,1555-P, 0,291-P, 0,0462-0

Mrl 2,012-H -3,14-0 — 0,569-P, — 0,308-P„ — 0,221-0
Mw -0,847-3 -0,373-0 — 0,1775-Px 0,432-P„ 0.0596 ■ 0

-0,4155-3 -2,09-0 — 0.3395-Px — 0,361-P„ 0,0358-0
4 1,286 H 2,21-0 0,398-P, 0,238-Po — 0,097 • 0

c) Aus den vorher ermittelten Resultaten kann man nun die 
größten Momente und Normalkräfte leicht durch entsprechende Ad­
dition gewinnen. Die Beanspruchung ist in den meisten Fällen aus 
Biegung und Normalkräften zusammengesetzt. Die Spannungen kann 
man berechnen aus der Gleichung:

N ,21 N , N-e
F“W F~W:

oder aus der Gleichung:
MX • e,.o -- - =-----— , 
Wk F-k

Darin ist e der Abstand der resultierenden Kraft N vom Schwer­
punkt, ek der Abstand der resultierenden Kraft N vom Kernrand 
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und k der Abstand dieses Kernrandes 
vom Schwerpunkt (vgl. ersten Teil, § 2, 
Seite 7f.); Mk ist das Kernrand­
moment.

Die in diesen Spannungsgl eichun- 
gen vorkommenden Werte X, e, ek 
kann man sehr übersichtlich gewinnen

Fig. 171. Stützlinie für P2 .
Kräftemaßstab: 1 cm = 0,3 t .
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Fig. 172. Stützlinie für Q.
Kräftemaßstab: links 1 cm = 0,1t. 

rechts 1 cm = 0,3 t.

aus den Stützlinien. Diese sind 
in den Fig. 168 bis 172 für die 
einzelnen Belastungen dargestellt. 
Sie können wie folgt ermittelt 
werden.

Aus der vertikalen und hori­
zontalen Auflagerreaktion eines 
Auflagers wird die Resultierende R 
bestimmt; das zugehörige Einspan­
nungsmoment dividiert durch R 
ergibt die Exzentrizität e von R; 
die danach eingetragene Kraft R 
wird dann der Reihe nach mit 
den übrigen Lasten durch Kräfte- 
und Seilpolygon zusammengesetzt.

Man erkennt, daß die Stütz­
linie durch die aus der vorher­
gehenden Rechnung sich ergeben­
den Momentennullpunkte gehen 
muß; zur Probe sind die Momen­
tenflächen eingezeichnet.

Aus diesen Stützlinien und 
den zugehörigen Kraftecken sind 
die Werte N und e und, wenn Quer­
schnitt und Kern bekannt sind, 
auch ek zu entnehmen und die 
Spannungen nach obigen Glei­
chungen zu ermitteln.

2. Berechnung unter Verwendung zweier eingespannter 
Balken als Grundsystem.

Wir wollen den im vorhergehenden behandelten Shedrahmen 
auf eine zweite Art berechnen, indem wir ein anderes Grundsystem 
und die in § 8 dieses Bandes erläuterte Rahmenbehandlung anwenden.

Fig. 173. Fig. 174.
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Die überzähligen Xa, Xb, Xc seien die im Scheitel wirkenden 
Momente, Horizontalschübe und Querkräfte (vgl. Fig. 173). Wir be­
ginnen, wie immer, zunächst mit der Berechnung der Verschiebungen 
des Grundsystems.

Die Momentenflächen infolge Xa, Xb, Xc = l am Grundsystem 
sind in den Fig. 174 bis 176 eingezeichnet. Es ergibt sich für die 
von der äußeren Last unabhängigen Verschiebungen:

[a a] = 6,5 -1 + 7,85 • 0,665 4- 3,24 ■ 2 4- 6,5 • 1,25 = 26,325 ,

[a6] = _^f955 + 3)_^.3-0,665-^-3-2

+ (3 + 9,5) • 1,25 = — 108,85,

= — 6,5-7,26 — • 7,26 ■ 0,665-1,24 -2

+ 6,5 • 1,24 -1,25 = — 52,03,

[5 5] = [9,5 (2 ■ 9,5 4- 3) 3 (2 ■ 3 + 9,5)1 + -J- - 3 • 3 • 0,665
6 ■ 3

+ ^-•3-3-2+^[9,5-(2-9,5-4 3)+ 3 (2-3 ^9,5)]-1,25

= 657,6,
ß 5 7 R5 3 24-

[5 c] = 7,26 (9,5 -p 3) ~— 7,26 ■ 3 • 0,665-----4— * -3-2A D O
ß 5

— • 1,24 (3 4- 9,5) -1,25 = 261,9,

7 85 8 94
[c c] = 6,5 • 7,262 4- 4_ . 7,262 • 0,665 + ——. i,242 • 2

-j- 6,5 • 1,242 • 1,25 = 451,83 .
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Hiermit erhalten wir nun die Festwerte wie folgt:

ML 
[a a]

— 108,85 
26,325

— 52,03

= 4,13,

26,325 1,98,

[ö c. 1] = [5 c] —■ -—4 [a c] = 261,9 — 4,13 • 52,03 = 46,9 ,

[a 5] = 657,6 — 4,13 • 108,85 = 208,1,

[& c. 1] 
[55.1]

46,9
208,1 0,226,

[&&.!] = [55]

[c c. 1] = [c c] — 44 • [a c] = 451,83 — 1,98 • 52,03 = 348,8 , 
[aaj

[c c. 2] = [ec-1] 444 [ö c. 1] = 348,8 — 0,226 • 46,9 = 338,2 -
[bo.l]L J

Für die Belastungszustände Xa.o, Xb.i, Xc.s ergeben sich nun 
die Belastungsgrößen:
X.0==l: Xaa = l.

5-1— Xai~ [aa]’ Xib~ ’

V =1- V — M Y _ Mw • Y - ^C-1J
“ eZ ' ac [aa 60 [aa] [öü.l];

Xcc=l.
Nach Einsetzen der Festwerte wird:
^a=l-
^ = 4,13; X^l.
Xac = — 4,13 • 0,226 + 1,98 • 1 = - 1,047 ; N5c = — 0,226 ;
Xcc = 1.

Fig. 177. Ms. i-Fläche.

Die Jfo,0-Fläche ist in Fig. 174 
dargestellt. Um die Jlj.i - Fläche zu er­
halten, lassen wir den Schub Xlb=l par­
allel zu X, im Abstande----—Ll = 413

[a a]
vom Scheitel wirken (vgl. Fig. 177). 
Tragen wir nun die Resultierende aus 
der Querkraft Xec=l im Abstande 
— [a c] _ ^^g iijj-g vom Scheitel und aus 

[a aj

dem Schub Xbc = — [yyT] = — ^,226
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im Abstande —y—y = 4.13 unterhalb [aa]
des Scheitels auf, so erhalten wir die in 
Fig. 178 dargestellte 3/c.«-Fläche.

Wir berechnen nun die Größen J0.o, 
Xö.i, Xe,2 direkt mit Hilfe der Ma-, 
Mb.i, Mc.2-Flächen; denn es ist:

r q ^IüMads^
[«m] = _ J 0 s J 
[a a] [a a]

ids —
V, - — [bm. 1] J ° J

[6 6.1] ' [56.1]

/• j'
MQMc.2ds —

  __ ______  J_ 
c'~______ [cc.2]__________ [cc.2]

ist.
Für die einzelnen Belastungsarten 

erhalten wir folgende Verschiebungen.
1. Belastung durch H (Fig. 179). 

8 5[a ^ = -1-. 6,5 -H= 21,125 -H, 
u

6 5
[5 m. 1] = — ~ ■ 6,5 ■ H [2 (-4- 5,3 7) — 1,13] = — 67,6 • Ff, 

6
6 5

[c m. 2] = — -X- ■ 6,5 • Ff (2 • 4,06 = 5,535) = — 96,3 • H.
6

2. Belastung durch g tm (Fig. 180).
'[a m] = 217,ll-g, 

[& m. 1] = — 276,9-g, 
[cm.2] = —1001,11-g.
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3. Belastung durch Pr (Fig. 181).
[a w] = 28,35 P^ , 

[5 m -1] — — 42,4 Px ,

4. Belastung durch P^ (Fig. 182).
[a m] = 66.15 P.,,

[b m. 1] = — 59,7 P„, 
[c m - 2] = — 290 P.,.

Fig. 183.

5. Belastung durch Q (Fig. 183).
[am] = — 2,24 Q,

[b m. 1] = 5,75 -Q, 
[cm. 2] = 10,51 -Q.

Mit diesen Verschiebungen erhalten 
wir nun für

1. Belastung durch H: 
21,125 H „Aa.° — —- — - 0,804 • H,

2. Belastung durch f/t/m:

0,285 -H.

^a.O = 217,11 -g 
"2'6,325
— 276,9-g

208)1 ~
—1001,11-g 

' 138,2l~~

8,25-^,

t-1,33-<?,

T-2,96-^.
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3. Belastung durch
Y „ — .. 28,35 Pt 1 O7A P

26,325

Xb.t — -
- 42,4 P1

208,1 -p 0,204 P1:

X O--- — 135,5 P± - 1 04 P
338,2

4. Belastung durch

Xa.o = -
66,15 P2 _
26,325 - 2,51 P2,

Xb.! = - -59,7 =
208,1 2 0,287-Pa,

X „--- — 290 P2 !- 0 86 P■A-c.2 338,2 p VjOu J- 2 “

5. Belastung durch

Xa.o
Q- 
-2,24Q_ 

26,325
-t-0,085 •£,

Xb.i 4-5,75-0 
208,1 -0,0276-0,

Xc,2 = - +10,51 Q 
338,2 — 0,0311 Q

Für die Berechnung irgendeiner statischen Größe haben wir nun 
die Gleichung:

Ä = So 4~ Sa- Xa.$ -p .1 ■ Xt,.i -p Sc.2 • Xc.2, 
die für die im vorliegenden Falle zu berechnenden Eckmomente 
ergibt:

-^ = -3£o4--^a'-^aO-l--^Ä.l’-^&.l ~V XIc 2'XC.2.
Die Werte Mo> Momente infolge der äußeren Belastung am 

Grundsystem, entnehmen wir aus den Fig. 179 bis 183, die Werte Ma, 
MbA und Mc 2, Momente infolge der Unbekannten am 0-, 1- bzw. 
2-fach unbestimmten Hauptsystem, aus den Fig. 174, 177, und 178.

Es ergibt sich für die verschiedenen Belastungsarten:
1. Belastung durch E:

>/== —6,5-ff4-(—l)-(— 0,804)-P-p 5,37 ■ 0,326 • E
-f- 4,06 ■ 0,285 • E= — 2,786 • E,

M,r = 0 4- 0,804 • E— 1,13 • 0,326 ■ E4- 5,535 • 0,285 • E=2,014 • E, 
Mnl= 0 0,804 • E— 4,13 • 0,326 ■ E— 1,047 • 0,285 -P

= — 0,844 -E,
MJr= 0 + 0,804- E — 1,13 -0,326-E — 2,96 • 0,285-E

= — 0,409-H,
4- 0,804-E 4- 5,37 • 0,326 • E - 4,43 • 0,285 -P—4-1,255 - E .

Pirlet, Statik. IT. 2. 13
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2. Belastung durch
= — 26,35 ■ g +',8,25 • g 4- 5,3 7 -1,33 • g + 4,06 • 2,96 ■ g = + 1,12 -g, 

Mn = — 26,35 - jr + 8,25 ■ g — 1,13 • 1,33 • g + 5,535 ■ 2,96 ■ g
= -3,16-5,

Mln= 0 + 8,25 -g — 4,13 • 1,33 • g — 1,047 • 2,96 ■ g = — 0,37 • g, 
MIV= 0 + 8,25-g — 1,13 -1,33-g — 2,96 • 2,96-g = — 2,04-g, 
Mr= 0 8,25 -g + 5,37 • 1,33-g — 4,43 • 2,96 -5 = 4- 2,26 -g.

3. Belastung durch Px:
— 3,63 Px + 1,076 ■P1 + 5,37-0,204 P± + 4,06 • 0,4 P2

= —j— 0.165 Px,
M„= — 3,63 Pz 4- 1,076 P1 — 1,13 • 0,204 Pt + 5,535 • 0,4 P±

= —0,571-Px,
= 0 + 1,076 P, ~ 4,13 • 0,204 P, — 1,047 • 0,4 P. = — 0,186 P. , 

M/r= 0 + l,076Px —1,13 • 0,204 Px — 2,96 • 0,4 P^ — 0,338 Px. 
Mr= 0 + 1,076 Px + 5,37 • 0,204 P± — 4,43 ■ 0,4 Px = + 0,399 Px.

4. Belastung durch P^:
— 7,26 P3 -f- 2,51 P^ + 5,37 • 0,287 P2 -j- 4,06 • 0,86 P2

= +0,285P2,
Mit — — 7,26 P„ + 2,51 P, — 1,13 - 0,287 Pa -4 5,535 • 0,86 P„

= —0,301 P2,
Mni= 0 + 2,51 Pa — 4,13 ■ 0,28 P, — 1,047 ■ 0,86 P2 = + 0,426 P„, 

0 + 2,51 P2 — 1,13 - 0,28 P, — 2,96 ■ 0,86 P2 = — 0,365 P2 , ' 
0 4* 2,51 P2 + 5,37 ■ 0,28 P2 — 4,43 ■ 0,86 P3 = + 0,245 P2 .

5. Belastung durch Q:
M}= 0,4 ■ Q — 0,085 Q — 5,37 • 0,0276 Q — 4,06 • 0,0311 • Q 

= -0,04-0,
Mu = 0 — 0,085 ■ 0 -41,13 ■ 0,0276 ■ Q — 5,535 ■ 0,0311 • Q

= -0,226-0,
MJn= 0 — 0,085 - 0 4- 4,13 ■ 0,0276 • Q 4- 1,047 - 0,0311 • Q 

= — 0,062 0 ,
>ZF= 0 — 0,085 ■ 0 4- 1,13 • 0,0276 • 0 + 2,965 • 0,0311 • 0

= 4-0,0382-0,
MF= 0—0,085 ■ 0 —5,37 • 0,0.276 -04-4,43 ■ 0,0311 - 0=—0,0955 • Q.

Die Größen der Eckmomente sind in folgender Tabelle zu­
sammengestellt.

H gt/m Pi P. Q
Mi - 2,786-JT “T 0,165-P, 0,285-K 0,04 -0
Mn + 2,014 -H — 3,16-5- - 0,571 •P1 - 0,301-P„ - 0,226 ■ 0
Mm - 0,844-H -0,37-5 - 0,186 0,426-P„ 0,062-0
M„- - 0,409 -H -2,04-5 -0,338^ - 0,365 P„ 0,038-0
My +1,255 R + 2,26-5 0,399 ■P1 0,245-P„ -0,096-0
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Beispiel II.
Es soll der in Fig. 184 dargestellte Träger mit oberen und 

unteren Einspannungen an den Mittelstützen berechnet 
werden.

6,0m----- lz=8,0m
Fig. 184.

Das vorliegende System ist symmetrisch. Wir wollen daher hier 
ähnlich vorgehen wie in § 10 beim symmetrischen Rahmen und die 
Rechnung auf folgende zwei Arten durchführen:

Erstes Verfahren: Wir legen ein statisch bestimmtes Grund­
system zu Grunde; da das System fünffach statisch unbestimmt ist, 
erhalten wir fünf Unbekannte, die aus fünf Gleichungen zu er­
mitteln sind.

Zweites Verfahren: Wir wählen als Hauptsystem einen beider­
seits eingespannten Rahmen mit zwei anschließenden einfachen Balken. 
Da die Beanspruchungen dieses dreifach statisch unbestimmten Haupt­
systems nach § 9 bekannt sind, haben wir nur noch zwei Unbekannte 
zu berechnen.

In beiden Fällen sollen durch Ausnutzung der Symmetrie Ver­
einfachungen der Gleichungen erstrebt werden.

1 . Erstes Verfahren.
Um das fünffach statisch unbestimmte System in ein statisch 

bestimmtes Grundsystem zu verwandeln, legen wir fünf Gelenke 
ein (vgl. Fig. 185), und zwar je eins an den Füßen der Stützen Ä, 
an den innern Enden der Außenriegel und in der Mitte des Rie­
gels Z2; dieses Grundsystem ist ebenfalls symmetrisch.

Fig. 185.
13*
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Die durch die Gelenke entfernten fünf Einspannungsmomente  stellen 
die Überzähligen dar. Wir berechnen jedoch als ünbekan nte nicht die 
Überzähligen selbst, sondern Gruppen dieser, und zwar wie folgt (Fig. 185):

Xa sei das Moment in der Mitte des Riegels l*.
Xb sei die Gruppe zweier gleichen und in gleichem Sinne wir­

kenden Momente an den Riegeln l1.
Xc sei die Gruppe zweier gleichen und in gleichem Sinne wir­

kenden Momente an den Sbä.iderfußea.
Xd sei die Gruppe zweier gleichen, aber in ungleichem Sinne 

wirkenden Momente an den Riegeln lv
Xe sei die Gruppe zweier gleichen, aber in ungleichem Sinne 

wirkenden Moment 5 an den Scützenfüßen.
Die G.eich ingen der ünbAannten lauten allgemein:

[aal -X 4- [a 5] -X, -I- [a c|-X„ 4- \a,d\ -X. 4- [ael -X = —. [aml. 
[ab]-Xa + [l>b]-X,t^[bci-X^ ibCii-XII [6 eJ-Xe = —[5 m]. 
[acj -Xo 4-[6cj -X, j- cc] ■ X. f- cd| • Xz f- [ce]Xe = — [cm], 
[a d] ■ Xa + [5 d\ ■ Xh -[- [c d] • X 4- [d d ] - X, 4- [d e] • Xe = -[dm]. 
[ae]-Xa 4-i5e]-Xö 4-1Cej -Xc 4-[de]-Xd 4-[ec]-Xe = — [em].

Wir werden später erkennen, wie sich diese lleichuigm infolge der 
Wahl der oben genannten üibekannten weientdch vereinfachen.

Bezüglich der Vorzeichen so len folgende Regeln gelten: Mo­
mente sind pontiv, wenn s:e die Regel nuh oben hohl, bzw. die 
Ständer nach inien hihi verbiegen. Die Normalkräfte sind als Zug­
kräfte positiv, als Druckkräfte negativ.

Zur Berechnung der Koeffizienten der X bestimmen wir zu­
nächst die Momentenflächen des Grundsystems infolge der Belastungen 
X=l; sie sind in Fig. 186 bis 190 dargestellt.

Fig. 187. M4-Fläche.
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Damit Jassen sich die Koeffizienten der X leicht angeben. Es 
gilt allgemein die Cleichung: 

wenn wir der Einfachhf it halber wiederum die Normal- und Quer- 
kiälte vernachlässigen.

Wir multipli. i r< n diesen Wert mit £Jt. und schreiben für 
EJ^k] einfach [17],

M=J

Di ser Summenausdruck wi’d in gev ohnter Weise an Hand der 
Moment) r fäch'r (Fif.lSb bis 190) ausgewertet. Es handelt sich 
um geradlinig begienzte Momenten flächen und gerade Strecken s, so 
daß wir die im § 1 angegetenen Formeln für die Integration ver- 

wtndtn können. Wir schreiben dabei: s-~ = s' und finden damit 
folgend- Koeffizienten der X:
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2 //
[a a] = -} ö- ~~ “1“ 24 •O
[&&] = ^Ö^ = + 20, 

o
H = ^ = + 16;

[^ = ^-^ = +6,67,

[ee] = 2 // + ^- = + 50,67 , 
3

M = —^ = -16, 
L 3
M = + | = + 8,

[ad] =0, 
[ae] = 0,
[bc^-^-S, 

D
[öd] = O, 
[&e] = 0, 
[cd] = 0, 
[ce] = 0,
M = + ^ = + 2,67. 

D
Die von der äußeren Belastung abhängigen Verschiebungen des 

Grundsystems sollen für folgende verschiedene Fälle berechnet werden
1. \ links mit t/m belastet (Fig. 191).
2. Z„ mit t/m belastet (Fig. 193),
3. rechts mit t/m belastet (Fig. 192),
4. Horizontalschub H am oberen Riegel (Fig. 194).
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Bei Belastung eines der äußeren Riegel lt erstreckt sich die 
Jf0-Fläche nur über diesen belasteten Teil (IJ des Systems. Bei 
Vollbelastung des mittleren Riegels mit p.2 t/m erstreckt sich die Jf0- 
Fläche in der in Fig. 193 angegebenen Form über den betreffenden 
Riegel und die Ständer. Bei einem Horizontalschub H von rechts 
nach links erstreckt sich die M0 -Fläche über die Ständer und den mitt­
leren Riegel (Fig. 194). Die Verschiebungen sind also:

1. links belastet (Fig. 191):
[am] = 0,
[^1 = +^^ = + ^,
[cm] = 0,

[em] = 0;
2. Feld Z„ belastet mit p2 t/m (Fig. 193):

[am] = — - (2 Ä' + ?/) = — 149,3 p. ,

JL
r -]__ P^ __ a A[cm] =------— = — 64^2, 

[cZm] = [em] = 0;
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3. Feld rechts belastet mit t/m (Fig. 192): 
[am] = 0,
[6m] = + ^k^ = 9,0^,

[cm] = 0,

[^ = -^  ̂= -9=0^, 

[em] = 0;
4. Belastung durch JT (Fig. 194): 

[am] = [b m] = [cm] = 0, 
[dm] = — ^ik = _ 8,0 H, 

[em] = — (k —l— = — 80,0 H.
L J 2 \3 1 /

Berücksichtigt man die vorhergehenden Ergebnisse, wonach eine 
Reihe von Koeffizienten der X zu 0 werden, so ergibt sich folgendes 
System der Elastizitätsgleichungen:.

[aa] Xb [aö] -4- Xc [ac] = — [am , 
Xa [a 4" Xi [6 [fr 4 =-  [fr m] ’ 
Xa la^ + Xt [frc] + Xc M = — M > 
Xa[dd]Xe[ed] = — [dm], 
Xa [^e] 4~ Xe M = — t«m] •

Wir haben also zwei voneinander unabhängige Gleichungssy-teme, 
und zwar ein System mit den Unbekannten Xa, Xb, Xc und ein System 
mit den Unbekannten Xa und Xe.

Die Auflösung der Gleichungen ist also sehr einiach. Be- 
। / Je I zeichnet man die Festwerte allgemein mit , wo Fik=----]’ 

so ergeben sich bei Anwendung des im I. Teil, § 13, angegebenen 
Lösungsverfahrens die folgenden Ausdrücke:

y — _
[cc.2] ’

[em. 1] 
[ee. 1] ’

I C4 U’J
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F =_M__ , £
“6 [aa] 1 3 ’

F — . 1
ac [aa] 3 ’

[b&.l] = [&b] + ^h[a^ = +9,33. 
[&c.l] = [&c] + Fai[ac] = — 0,267 , 
[cc. 1] = [cc] ~]-Fac [ac] = 4- 13,33 ,

[cc. 2] = [cc. 1] 4- Fbc [6c -1] = -f-12,58 ,

[ec. 1] = [ee] + Fäe [de] = + 49,6 .
Für die einzelnen Belastungen findet man weiter:
1. Feld Z1 links belastet mit P1 t/m: 

[6m. l] = [6m] + Fol[a»i] = 4- 9,0^, 
[cm. 1] = [cm] -p Fac [am] = 0, 
[cm. 2] = [cm. 1] • 1] = 4“ 2,57^,

2,57
^=“^58^ = -0’204^’

A4 = — 0,285 -0,204P1 = - 1,02 A ,y,üo
Ä’a = - 0 +1 (-l,02)jp1 -1 (- 0,204)^ = - 0,612 ,

[«. 1] = 0 — 0,4 ■ 9,0 p± = — 3,6 P1,
xe =-----49^1 = + °’072 Pi ’

Fig. 195.

- 0,4 ■ 0,072 P1 = - 1,38^ .

Hieraus ergeben sieb beliebige statische Größen S nach der 
Gleichung:

5 = • 2io + S. ■ X. + Sc • Xc + SdXd + SeXe.
Für die Momente an den in Fig. 195 angegebenen Stellen nehmen 

die Multiplikatoren 
S„, S.... die aus den 
Fig. 186 bis 190 zu 
entnehmenden ein­
fachen Werte an 
(durchweg 0 oder 1). 
Alan erhält somit die 
nachstehenden Glei­
chungen :
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M^XX^X-X^-W^
Mn = 1 ■ Xa + 1 ■ Xd + 1 ■ Xe = - 1 . 9 2 P,

1 -Xfl -1 -X5 + 1 -^ = 0,48^ -
1 -Xc+ l-X^ — 0,134^, 

J/^l-X^-0,612^, 
3/^.= Mo -T- 0,4 XLn — 3,55p1.

2. Feld Z2 mit p„ t/m belastet: 
[bm. 1] = 128 p„ — |-149,3^2 = 28.5 ß2 , 
[cm. 1] = — 64^2 — g (— = — 14,2 p., ,
[cm. 2] = — 14,2_p2 + 0,285- 28,5p2 — — 6.1 p2,

^=“^^ = + 0’486-^’

+ 0’28& • 0’486 ~ 2’91 ’

__ 149 3 9 1
xa =--------^p2 - v - 2^p* — V • °=486 P-2 = + 2 p*O O

[ewi.l] = 0, [cZm] = 0, 
xd=xe=o.

Mit diesen Werten erhält man für die gesuchten Momente:
>, = 1 • + 1 - = — 2,91 -p,,

+ 1 • Xa + 1 • X, + 1 • Xe = - 3,88 -p„
+1 -Xa +1 -xe -1 -ä;=—0,97 .p2 ;

M,r= 1 ■ xc 4- 1 • Xe = + 0,486 -p2,
>F= + 1-Ä-O = 4-4,12.^2,
M rJ = 0,4 • M1 = — 1,16 • p2.

3. Feld 71 rechts mit t/m belastet:
^ = -0,612-^, 
^ = -1,02-^, 
^= —0,204-P1,

wie bei 1.,

Xd — — Ij38 -p2 , 1 wie bei 1.,
Xe = — 0,072 -p1} ) nur mit umgekehrtem Vorzeichen.

Mit diesen Werten erhält man:
2^=1. ^4-1-24 = 0,36.^,
Mu= l-Xa + l-Xd+l.Xe = 0,696 -P1, 

= 1 - Xa - 1 - X. + 1 • Xe = 0,336 ■ P1,
MZF=1-^C+1-Ze = -0,276-^, 
JfF= 1 -Xa = — 0,612 -P1, 

-3fw = O,4-J4/=0,144j21.
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4. Horizontalkraft H (von rechts nach links i:
w =x=w =o,a o c 7

[em. 1] = — 80,0 H+ 0,4 ■ 8.0 H= — 76,8 ■ H,
— 76,8 H

49,6 1,55 -IT,

/   Q \

Xa = }H= — 0,58-H.\ 0,00 /
Mit diesen Werten erhält man:

Mj = 1 • Xd = 4- 0,58 ■ H,
Xc + 1'-+ >//0 = - 0,87 ■ H, 

^=l-^ + ^0 = -M5-Jff. 
lfzr=l-We = + l,55-H, 
>r=0,

= 0,4■MI =0,23 -H.
Bei Horizontalschub von links nach rechts haben die Momente 

umgekehrtes Vorzeichen.
Anmerkung: Bei anderer Belastung der Riegel sind die Werte 

[am] usw. nach den Formeln des § 1 zu ermitteln.

2. Zweites Verfahren.
Als Grundsystem wählen wir den bereits früher (s. § 9) be- 

berechneten dreifach statisch unbestimmten eingespannten Rahmen, 
und als überzählige Größen die Einspannungsmomente der äußeren

Fig. 196.

Riegel. Als Unbekannte bleiben dann aus dem ersten Verfahren die 
Gruppen Xb und Xd, die wir hier mit Xa und Xb bezeichnen (Fig. 196). 
Zur Ermittlung der Koeffizienten der X, [ab], [aa], [bb], und der 
Absolutglieder [am] und [bm] ist zunächst die Ma- und Mb-Fläche 
darzustellen.

Die Ma-Fläche ist die Momentenfläche für die Belastung Xa = 1, 
d. h. für je ein Moment -|-1 an den oberen Ecken des Rahmens 
(s. Fig. 197). Infolge der Momente Xa = 1 entsteht an den äußeren
Auflagern der Riegel ein Auflagerdruck V=^-, wodurch die J/a-
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6ml ®

Fig. 198.

Fläche über diesen Riegeln als einfache Dreiecksfläche gegeben ist. 
Um die Ma-Fläche über dem mittleren Riegel und den Ständern zu 
finden, ermittle man die Momente bis des eingespannten 
Rechteckrahmens, der mit den Momenten 1 an den oberen Ecken 
des Riegels belastet ist, nach den Formeln Tabelle XI, 10.

Da n = (6 co 4- 1) (co -}- 2) ist, findet man:
_ , , , df7co + 34-5co — 1 1M _=>.= —-------- 1----- 1-------------=----- —,

lr 1 2 n co 2
M 11 co -4- 13 co 4- 4

Mr„ = =----- A----------1---------- ----ZZZ ZZ 9
2

co 4- 2

Darin ist co h' 6-4
y — 8 ■ 1

Hiernach läßt sich die ilfo-Fläche zeichnen (Fig. 197).
Das Moment — 1 rechts und -f- 1 links infolge Xb = 1 (Fig. 198) 

ergibt am rechten und linken Riegel wiederum je ein Dreieck mit 
der Endordinate — 1 bzw. -j- 1.

Für den mittleren Rahmen findet man nach Tabelle XI, 10:

_ Mao — 1 — 7co-{-3__  1
2 n 6 co 4- 1 ’

M 13co-|-4—11 co 1
2 n 6 co -|- 1 ’
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— ---- ------ , 111 1 6 co +1

Hieraus ergeben sich die Koeffizienten der X:

[aa] = ~l -\-la —= 8,8 , 
3 “ co-!- 2

[a b] — 0 ,
6 co

6 co -j- 1 6,53.

Die Absolutglieder berechnen wir nach den Gleichungen:

[am] = 

[bm] — M^ds^.

Das Hauptsystem ist hier 3 fach statisch unbestimmt. Seine 
Beanspruchung durch ^ = 1 bzw. X6 = l ist durch die Momenten- 
fläehen (Fig. 197 und 198) gegeben. Die Belastung Pm, welche die 
Momente Mo erzeugt, braucht nicht am 3fach statisch unbestimmten 
System anzugreifen: man kann sie vielmehr an irgendeinem, und 
zwar innerhalb gewisser Grenzen beliebigen, statisch bestimmten 
System wirken lassen. Dies ist früher (s. 1. Teil, S. 42) des näheren 
erörtert worden.

Als statisch bestimmtes Grundsystem wählen wir das in Fig. 199 
gezeichnete, wo der obere Träger aus drei Einzelbalken besteht.

1. Belastung des linken Riegels mitpx t'm (^/=\- 
[aW]=^|^ = 9,0-p15

[&m] = ^A-=9,0-p1.
Alt

2. Belastung des mittleren Riegels mit p„ t/m:
„ 7 3 Q

[am] = ~~— 2 ■ — = 25,6 -p„, 24 o
[bm] = 0.
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3. Belastung des linken Riegels mit P1 t/m: 

[a >»] — ~~ = 9,0 ■p1,

[bm] = — = — 9,0 P1.

4. Horizontalschub von rechts nach links = H (Fig. 200):

/ 2 ■ 1 2 .[am] = (---- j—------- —- U = 0,
\a> -t- 2 a> 2/

[M = — A' • — = — 3,79 H.L J 2 6 cd +1
Damit sind alle Koeffizienten der Elastizitätsgleichungen be­

rechnet und wir haben letztere jetzt nur noch aufzulösen.
Die Elastizitätsgleichungen lauten, da [a&] = 0 ist:

X-r«al = — [am], 
XS’[bb] = — [bm]. 

Also wird:
v 
a~ [aa] 

und
_ [bm] 

[ö&r
Haben wir Xa und Xb ermittelt, so ist jedes beliebige Moment:

In diesem Falle ist MQ naturgemäß das Moment am dreifach 
statisch unbestimmten System. Alle Werte können wir aus den 
früher angegebenen Formeln des Rechteckrahmens errechnen.

1. links belastet mit ^t/m:
9,0

= ~ = ~1,02 ’

9 0
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An den in Fig. 195 angegebenen Stellen sind die Momente:
M^l.X^l-X^-2,4^,

111
z U . f___ 1 \ 

«4-2/ “ 1 \ 6 «4-1/ Xb = 0,4.8 P1,

Miv «4_2'^° 6 «4-1^ O»134^--

Mv= 0,4 MJ4- M. = -f- 3,4^.

2. Belastung des Feldes Z3 mit p,2 t/m:

a

A=o

25,6-^ = -2,91^, 
ö,ö

1 -xa 4-1 - a; = - 2,91 P1,
„r

n, —!— 9 3,88 p.,,pj^ 1
6 ’ CD — 2

v P^ 12 . '
J_ 9

-V

\ m
1

co -j- 2 
. pJ< 
' 8

Pn 
a 1 9

0,97 p..

= 4-0,49^,

4-Mw=4-4>12r2

M =-u m 6
1

M

Jf w = 0,4 ■ M, = —1,161?., •
3. Belastung des Feldes rechts mit _p1t|im:

9 0
Xa = — /3Pi = — WFm0,0

^=+äp1=+1’38^’O}<JO

M, = 1 -Xa + 1 • Xb = + 0,36^,

-^u =
6 co

6 co —1
Xb = 4-0,69 6 P1,

__  9 / 1 \
JI = —X —---------- i— X, = + 0,335p,,^ni ^^2 a \ 6 co 4-1/ 6 ' 1 

Mlv m 4- 2 Xa ---- — A\ = — 0,277 p., 
6 co+ 1 b



208 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen.

M„ = 0,4 M, = 0,144px .

4. Horizontalschub H von rechts: 
=

3 79

M,= 1 -Xt = 4- 0,58 ■ H,

Mu
6 co H-h 3 co

6 co1 4 2 6 co-j-1
0,87-H,

1 H- h 3 co
= ~ 6co4-1 8 2~ 6co4-l — —

_ 1 „ , 3-h 3co + l
ir 6(0 + 1^ 2 6 co 4-1

Mr=0,
Mn = 0,4 • M/ = 0,232 ■ H.

1,45-H,

4 1,55-H,

Für andere Belastungen lassen sich die Werte [am] und [ta] 
leicht nach den in § 1 und in der Abhandlung über den Rechteck­
rahmen angegebenen Formeln berechnen. Die Unbekannten und Mo­
mente sind also in derselben Weise wie im vorhergehenden Falle ohne 
Schwierigkeit anzugeben.

Um den Einfluß jeder beliebigen Belastung auf die in Frage 
kommenden Momente zu ermitteln, zeichnen wir nunmehr die Ein­
flußlinien.

1. Einflußlinie für Xa.
Es gilt die Gleichung:

X —— 1^1
[aa] '

Die Xa-Linie ist also proportional der Biegungslinie des oberen 
Riegels für die Belastung Xa = 1.

Nach den Ausführungen des § 1 berechnen wir [am] mit P=1 
nach der Gleichung:

p
[am] = -- ■ cT 4- Afa • c2).

Anmerkung. In den nachfolgenden Tabellenrechnungen bedeuten AG 
und die an den Enden des jeweils betrachteten Balkens wirksamen Mo­
mente der Afa-Fläche (Fig. 197) bzw. der AG-Fläche, und zwar ist diesmal, 
abweichend von den Annahmen in § 1, AG das Moment am rechten Ende 
und AZ, das Moment am linken Ende; um die Formeln des § 1 verwenden 
zu können, sind dann natürlich die Werte f von links zu messen. Die 
Werte ct und cä sind aus Tabelle II zu entnehmen.
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[aa] hat den Wert 8,8.

l
F
6

C1 JA-r e-2^ X«

t 0,1 6 0,099 0,594 — 0,0675
0.2 6 0,192 1.153 — 0.131
0,3 6 0.273 1,638 — 0.186

k , 
links 1

0.4 6 0,336 2,015 — 0,229
0,5 6 0,375 2,250 — 0,255
0,6 6 0,384 2,305 — 0,262
0,7 6 0,357 2,140 — 0,243
0,8 6 0,288 1,730 — 0,197
0,9 6 0,171 1,026 — 0,117
0,1 10,66 0.162 1,730 — 0,197
0,2 10,66 0,288 3,070 — 0,348

k 0,3 10,66 0,378 4,030 — 0,458
0,4 10,66 0,432 4.610 — 0,525
0,5 10,66 0,450 4,800 — 0,545

Die -Linie ist symmetrisch.
Einflußlinie für (vgl. Fig. 198): 

_ [bm] 
[bb]’ 

[6b] = 6,53.

Pi riet, Statik. II. 2.

£ 
6

cäM, 1 Ci-Mj ; xb
(0,1 6,0 — 0,099 1 0,099 1 — 0,091

0,2 6,0 — 0.192 j 0,192 — 0,177
0.3 6,0 — 0,273 ; 0,273 — 0,251
0,4 6,0 — 0,336 0,336 — 0,308

k 0,5 6,0 — 0,375 1 0,375 — 0,343
links oe 6.0 — 0,384 ; 0,384 — 0,353

0,7 6,0 — 0,357 i 0.357 — 0,327
0,8 6,0 — 0.288 0,288 — 0,266

1.0,9 6,0 — 0,171 ! 0,171 — 0,157
(0,1 10,66 0.162 — 0,094 0,068 — 0,111

0,2 10,66 0,273 — 0,182 0,091 — 0,148
0,3 10,66 0,338 — 0.259 0,079 — 0,129
0,4 10,66 0,364 — 0.318 0,046 — 0.075

b> ->0,5 10,66 0,355 — 0,355 0 0
0,6 10,66 0.318 — 0,364 — 0,046 — 0,075
0,7 10,66 0,259 — 0,338 — 0,079 — 0,129
0,8 10,66 0,182 — 0,272 — 0,091 — 0.148

(0,9 10,66 0,094 — 0,162 — 0,068 -r 0,111
(0,1 6,0 — 0,171 — — 0,171 4- 0,157

0,2 6,0 — 0,288 — — 0,288 -4-0,266
0,3 6,0 — 0,357 — — 0,357 0,327
0,4 6,0 i — 0,384 —— — 0,384 — 0,353

k . ] 0,5 6,0 1 — 0,375 _ — 0,375 — 0,343
rechts j q g 6,0 — 0,336 — 1 — 0,336 — 0,308

0,7 6,0 — 0,273 — — 0,273 | —0,251
0,8 6,0 — 0.192 — — 0,192 — 0.177

(0,9 6,0 — 0,099 — — 0,099 1 —0.091
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Die Einflußlinie für Mt (s. Fig. 201) ergibt sich aus der Glei-
chun§: ^7=1-XO+1-^.

Man addiere also für jeden Punkt die Ordinaten der Xa- und

M--Linie

Linkes Feld I Feld l. Rechtes Feld

£ 
l Mi Mr Mr

0,1 — 0,158 — 0,308 — 0,040
0,2 — 0,30S — 0,496 — 0,069
0,3 — 0,437 — 0,587 — 0,084
0,4 — 0,537 — 0,600 + 0,091
0,5 — 0,598 — 0,545 — 0,088
0,6 — 0,615 — 0,450 — 0,079
0,7 — 0,570 — 0,329 — 0,065
0,8 — 0,463 — 0,200 — 0,046
0,9 — 0,274 — 0,086 — 0,024

Fig. 201.
Die Einflußlinie für Mn ergibt sich nach der Gleichung:

Um die Ordinaten der Mu-Linie zu finden, addiere man also die 
Ordinaten der Jf/70-Linie zu den mit | multiplizierten Ordinaten der 
.Za-Linie und den mit multiplizierten Ordinaten der X^-Linie.

Die M m- Linie erstreckt sich nur über den mittleren Riegel, und 
zwar ist sie die Einflußlinie für das Moment, das beim einfachen Recht­
eckrahmen mit II bezeichnet ist. Die Ordinaten findet man auf die­
selbe Weise, wie die von Xa und Xv indem man für den eingespannten 
Rahmen nach § 9, Fig. 132 (S. 124) die Fläche des Riegels (hier Z2) 

ermittelt (man findet M.,„=l und — =0,43: vgl.
1111 11111 15 co 4-8 6

Fig. 202) und dazu die Biegungslinie rechnet nach den Formeln:

^■no == (ciH" c2202), 
darin ist:

* = 1^+11 = 14,3 (vgl. §9, Gl. 99).

Man kann auch, statt die Einflußlinien zu addieren, die Mo­
mentenflächen addieren, zu denen diese Einflußlinien die Biegungs-
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linien darstellen, und zu der so gewonnenen kombinierten Momenten­
fläche die Biegungslinien zeichnen. Wir addieren also die durch 91 
dividierte Momentenfläehe Fig. 132 mit den Endwerten 1 und 0,43 

3 1die Momentenfläche infolge X„ =-------7—= = —0,0682 und' a a [aaj
18 1die Momentenfläche infolge W = — — =— 0,145. Die Ge-
19 [05]

samtmomentenfläche hat die Werte:
Linker Riegel

Links: 0.
Rechts: — 0,0682 — 0,145 = —0,2132.

Mittlerer Riegel Z2:
1 8 18

Links:-------------0,0682------- 0,145 • — = —0.2484.
14,3 o 19
0 43 3 18

Rechts:----- -------- 0,0682 • —-4- 0,145 —- = 0,0665.14,3 ' o 19
Rechter Riegel

Links: — 0,0682 4- 0,145 = 0,0768 .
Rechts: 0.

Die Biegungslinie zu dieser Momentenfläche, die sich mit Hilfe der 
Z2TabelleH nach der Formel —•(c13f1-|-c3lQ leicht ermitteln läßt, 

ist die Einflußlinie für — Die Resultate sind in nachstehender 
Tabelle zusammengestellt und in Fig. 202 aufgetragen.

£ 
l Linkes Feld Feld Z2 Rechtes Feld

0,1 — 0,126 — 0,383 4- 0,079
0,2 — 0,244 — 0,528 -1-0,133
0,-3 — 0,349 — 0,753 4-0,165
0,4 - 0,430 — 0,802 4- 0,177
0,5 — 0,480 — 0,729 4-0,173
0,6 — 0,491 — 0.618 4-0,155
0,7 — 0,456 — 0,471 4-0,126
0,8 — 0,368 — 0,305 4-0,088
0,9 — 0,219 — 0,141 -- 0,046

Fig. 202.
14*
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Die Einflußlinie für Mnr ergibt sich aus der Gleichung 
^=nw0-iza-iT6 

oder aus der Gleichung
m= ii ^i •

Man findet die in der folgenden Tabelle zusammengestellten 
Werte (s. Fig. 203).

.............. ■■
Linkes Feld lt Feld L Rechtes Feld 4

s 
l Mm Mm Min

0,1 — 0,032 — 0,075 4- 0,038
0,2 — 0,064 — 0,132 -4 0,064
0,3 — 0,088 — 0,166 = 0,081
0,4 — 0.107 — 0,198 4- 0,087
0,5 4-0,118 — 0,184 — 0,085
0,6 — 0,123 — 0,168 — 0.075
0,7 — 0,113 — 0,142 — 0,061
0,8 4- 0,095 — 0,104 4- 0,043
0.9 -4 0,055 — 0,056 + 0,022

Fig. 20’3.
Die Einflußlinie für ergibt sich aus der Gleichung: 

^IV = + 1 19 ’ •
Die MIV(t-Fläche ist hier die Momentenfläche des Momentes 

des einfachen Rahmens (vgl. § 9, Fig. 128); sie hat für den oberen 
Riegel die Endwerte: 21^ = — 0.452 und =— 0,056. Diese sind 
zu dividieren durch

co (co 4~ 2) (6 co -4 1) 
15 co2 4-26 co + 3

= 10,55 .

Zu dieser Momentenfläche addieren wir die Momentenflächen für
X = — —-7-^-7 =— 0,0227 und für X = -i--7^— = 0,00805 und

0 5 [««] 6 19 [ö&]
finden folgende Endordinaten:

Linkes Feld lx:
Links: 0.

Rechts: — 0,0227 + 0,00805 = — 0,01465:
Mittleres Feld Z2:

Links: -4^------- 0,0227 4--4-0,00805 =0,0007.
10,o5 a 19

Rechts: | • 0,0227 — ■ 0,00805 = 0,0213.
10,o5 a 19

Rechtes Feld Z4
Links: — 0,0227 — 0,00805 = — 0,03075 .

Rechts: 0 .
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Die Biegungslinie zu dieser Momentenfläche ist die Linie 
'vgl. nachstehende Tabelle und Fig. 204).

Linkes Feld Feld L Rechtes Feld lz

1
Mir

0,1 — 0,009 + 0,022 — 0,032
0,2 — 0,017 — 0,044 — 0,053
0,3 — 0,024 — 0,062 — 0,068
0,4 — 0.029 — 0,076 — 0.070
0,5 — 0,033 — 0,085 — 0,069
0,6 — 0,034 -+-0,087 — 0,062
0,7 — 0,031 -j-0,081 — 0,050
0,8 — 0,025 + 0,065 — 0,035
0,9 — 0,015 + 0,039 | — 0,018

Fig. 204.
MF-Linie:
Nimmt man die Endmomente Mn und M des mittleren Riegels 

als gegeben an, so kann man schreiben:

w ’ro •
Hier ist Mr0 die Momentenlinie des als einfacher Balken auf zwei 

Stützen zu betrachtenden mittleren Riegels. Die Linie ist das 
Spiegelbild der Mu-Linie. Addiert man also die Ordinaten der JfF0- 
Linie des einfachen Balkens zu den halben Ordinaten der und

Linie, so erhält man die Mv- Linie für das Mittelfeld. Im Außen­
feld sind die Ordinaten — | der Ordinaten der Na-Linie, denn es gelten 
für Mn und bei Belastung der Endfelder die Gleichungen:

Da nun bei Belastung der Endfelder JfFO = O ist, so wird

Die Ordinaten der Mv- Linie sind in nachfolgender Tabelle zu­
sammengestellt (vgl. Fig. 2051.

Linkes Feld Feld L Rechtes Feld

S 
l

Mr Mr

o,l — 0,041 r 0,138 — 0,070
0,2 — 0,079 r 0,383 — 0,118
0,3 — 0,112 r 0,588 — 0,146
0,4 — 0,138 -0,890 — 0,157
0,5 — 0,153 -1,271 — 0,153
0,6 — 0,157 (- 0,890 — 0,138
0,7 — 0,146 -0,588 — 0,112
0,8 — 0,118 - 0,383 — 0,079
0,9 — 0,070 H 0,138 — 0,041
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Die Jf^-Linie im linken Endfeld kann man berechnen nach 
den Gleichungen:
Mpi— 0,4für Belastung im Mittelfelde und Feld rechts, und 

= 0,4- MVI0 für Belastung im linken Außenfelde.
Die Linie ist die des einfachen Balkens. Man findet also 

die Ordinaten der MLinie, wenn man im Feld links die mit 
0,4 multiplizierte ATZ-Linie zur M^-Lime addiert, in den anderen 
Feldern ist die Ordinate der Üf^-Linie das 0,4 fache der Ordinate 
der Mz-Linie (vgl. nachfolgende Tabelle und Fig. 206).

Linkes Feld lL Feld L Rechtes Feld Zx

l Mrr

0,1 - 0,297 — 0,123 r0,016
0,2 -0,597 — 0,198 -0,028
0,3 - 0,905 — 0,235 - 0,034
0,4 r 1.225 — 0,240 -0,036
0,5 i—0,961 — 0,218 L 0,035
0,6 -0,714 — 0,180 - 0,032
0,7 -0,492 — 0,132 - 0,026
0,8 r 0,295 — 0,080 -0,018
0,9 1-0,130 — 0,034 -0,010

Anmerkung: Bei der Berechnung der Xa-Linie kann man, wenn die 
Ufo-Fläche gegeben ist, die Biegungslinie auch nach dem Mohrschen Satze 
als Momentenfläche zu der als Belastung gedacnten Ma-Fläche ermitteln. Dies 
kann zeichnerisch geschehen, indem man die Ma-Fläche in Lamellen aufteilt. 
Bei der rechnerischen Ermittelung denke man sich die trapezförmige Fläche 
mit den Endordinaten und M2 in zwei Dreiecke mit diesen Endordinaten 
zerlegt; man findet dann für ein „zweites Moment“ an der Stelle re:

* f (■-t) (‘+f)+*?('-?) (2■
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Man kommt also wieder auf die oben durehgeführte Rechnung, die also mit 
der Anwendung des Mohrschen Satzes identisch ist.

§ 12. Der geschlossene Rechteckrahmen.
I. Erste Rechnungsart (vgl. § 9).

Herleitung allgemeiner Gleichungen für die Eckmomente.
a) Grundsystem. Bezeichnungen, Vorzeichen.
Der geschlossene Rechteckrahmen (Fig. 207) mit vier steifen 

Ecken ist ebenso wie der beiderseits eingespannte Rahmen ein drei­
fach statisch unbestimmtes System. Als statische Unbekannte X, Xt 
und Xc sollen wieder drei Eckmomente ermittelt werden, so daß 
also das Grundsystem ein Dreigelenkbogensystem vorstellt (Fig. 208).

Wir führen wieder folgende Be-
Ziehungen ein (vgl. §9!): Die Ecken 
werden (wie in § 9) numeriert mit 
den römischen Ziffern I, U, III. IV 
(Fig. 208). Die Ständer sollen ein 
gleiches Trägheitsmoment des­
gleichen oberer und unterer Riegel 
ein gleiches Trägheitsmoment J { 
haben1). Den Wert bezeichnen 

Fig. 208. 
Grundsystem.

Fig. 207.

wir mit h' und den Verhältniswert y mit m. — Die Normalkräfte 

im Obergurt nennen wir im Untergurt W(u,; in den Ständern 
bzw. N(r). — Die Querkräfte der Riegel seien mit Q(o) und Q'K>,

x) Für ungleiche Querschnitte der Riegel soll die Berechnung noch folgen. 
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die der Ständer mit Qm und bezeichnet. Die Auflagerdrücke seien 
F« und m

Bezüglich der Vorzeichen sollen folgende Regeln gelten: Mo­
mente sind positiv, wenn sie den Balkenteil nach innen verbiegen, 
negativ, wenn sie nach außen verbiegen. Querkräfte der Riegel 
sollen als positiv gelten, wenn sie links vom betrachteten Querschnitt 
nach oben, rechts nach unten gerichtet sind; in den Ständern gelten 
sie als positiv, wenn sie oberhalb des betrachteten Querschnittes 
nach außen, unterhalb nach innen wirken. Normalkräfte sind als 
Druckkräfte negativ, als Zugkräfte positiv.

b) Ermittelung einer Unbekannten Xc. Zur Ermittelung 
der Eckmomente Mr bis gehen wir in gleicher Weise vor, wie 
in § 9 bei der Berechnung des beiderseits eingespannten Rahmens. 
Das Moment Mn, in Fig. 208, die Unbekannte X^ ergibt sich nach 
der Gleichung:

_ [cm. 2]
c~ [cc.2]’ 

darin ist

[cm.2]=

[cc.2] =J2 d s ~ 2 d s ~ .

Zur Ermittelung dieser Werte ist zunächst die Fläche zu 
bestimmen, d. h. die Momentenfläche für Xc 2 = 1 (am 2fach statisch 
unbestimmten Hauptsystem). Diese ermitteln wir, wie in § 9. — Aus 
den in Fig. 209—211 dargestellten Momentenflächen (A^-Fläche, Mb- 
Fläche, M^-Fläche) findet man:

Fig. 209. Ma-Fläche. Fig. 210. Ufa-Fläche. Fig. 211. JU-Fläche.

[aa]= ~2 (3 a> 2),

M = — y(3m + l), [&b] = y4(®4-l),

M = ^-3(m + l), [&c] = —[cc] = j2(2m+3).
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Daraus ergibt sich:
[ab]  3®— 1
■aa] 2 (3 co — 2)’
[ac]  3 (co — 1)
[aaj 2(3co4~2)’

1 . ,■ 3 co — 1 l
^"6'4lm-^-2(S<a + 2)S<3'‘, + 11 '

_ l (5 co — 3) (3 co -L 5) 
= "6 2 (3 co -4- 2) ’

l . . . . 3 co 4-1 l . . .
[6c.l] = __.(ö, + 3)-r-(3co + 2).-3(co^l)

_ l 3 <o2—10 co —9 
“ 6~ 2 (3 co 4-2)

[&c.lj —3 co'2 — 10 oj-4 9
[&fc.l] (5 co 4- 3) (3 co 4- 5) ‘

Damit ergeben sich für die Momentenfläche 2 folgende 
Werte:

__ [öc. 1] — 3 co- 4- 10 co 4- 9
bc [hb. 1] (5 co 4~ 3) (3 co 4~ 5) ’

_ [ac] [a&]„ 9 co2 4~ 14 co-4 9
= “ —' (146)

In der Ecke III ergibt sich dann ein Moment :
v x i -p- __ 9 co2 4~ 10 co — 3

ac bc-T « ~ (5 co 4-3) (30,4. 5)’

Nachdem die Momentenfläche für Xc.2 = 1 (M42-Fläche, Fig.' 212) 
bestimmt ist, können die Werte [cm..2] und [cc.2] aus den vorher 
angegebenen Gleichungen gefunden werden. Die Werte [cm.2] sind 
je nach der Belastung verschieden. Für den konstanten Wert [cc. 2] 
findet man (vgl. Tab. I):

[cc. 2] = | {X„ + (Zoc 4- Xc- j}

+ ~ • 1 (2 xec 4- x^ 4- | -1 [2 (xac - xle 4- x^ +xa j

2 (co 4~ 1) 4“ 3) (3 co 4~ 1).
(5 co 4~ 3) (3 co 4~ 5)

Anmerkung: Diesen Wert konnten wir auch ermitteln aus den Ver­
schiebungen des Grundsystems, wie folgt:
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[cC.l]

yc.2]

2 o Q^ 3(®4-l> l l (5 a> 4- 3) (3 co — 5) 
K 2 (3 ei - - 2)

1 _ (—3co24-i0co-j-9)21 J____
6 2 (3 a> 4- 2) (5 co ~4 3) (3 a> + 5) 6 2 (3 co — 2)
2 (co — 1. (co — 3) (3 co 4-1) 

(5 co -4 3) (3 co ~4 5)
Damit sind die Grundlagen zur Berechnung der Eckmomente Xc

Fig. 212. Me.»-Fläche.

gegeben. Im Anschluß daran sollen nun 
die übrigen Eckmomente ermittelt werden.

c) Allgemeine Gleichungen für die 
Eckmomente Mj bis Mlr.

Für die Unbekannte Xc führen wir 
wieder die Bezeichnung Äf/Z ein (vgl. 
Fig. 208). Die Gleichung für schreiben 
wir in der Form:

>zz = 3//

Die Momentenfläche für 
Momentenfläche für M)z2 = l

X.2=l (Mia-Fläche) ist also 
(Mrz.a-Fläche) zu bezeichnen.

als

Fig. 213.
Mir. 2 = 1 (Mj/.s-Fläche).
M —3 co3-}-10 co9

111 (5 co -{- 3) (3 co -L 5) ’
Mzzzz = 1 , 
w 9 co3 4* 10 co — 3

11111 = (5 co 4-3) (3 co-}-5) ’

Mlvn (5 co 4~ 3) (3 co 4~ 5)'

Fig. 214.
Mr. 2 = 1 (M/.s-Fläohe),

=1,
„ —3 co3 4-10 co 4-9. .
MuI — (5 co 4- 3) (3 co 4- 5) — Ml11^ ’
„ 9 co2-}-14 <0-4 9 . „ ,

~ (5a> + 3) (3co + 5) (= Mirll} ’ 
9co34~10co —3

Die Eckmomente der Mj/.a-Fläche sind MIU, X[IIV; X£I1IU, 
XLIvlI (Fig. 213).

Danach ist also zu schreiben:

3zz=J^O -^JT.2 äs-Ji

Das System ist sowohl für die senkrechte wie für die wage- 
rechte Mittelachse symmetrisch. Man kann also die Momentenflächen 
für die Zustände M4.2 = l, Jfzzz.2 = l aus der Momentenfläche für
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Mim = 1 finden durch symmetrische Vertauschung. Die Werte dieser 
Momentenflächen lassen sich also ohne weiteres aus den Gleichungen 
(146) anschreiben (s. Fig. 213—216). Aus der Momentenfläche für 
^m.2 = l läßt sich in gleicher Weise der Momentenfläche für 
Jfrv.2 = 1 (Afjry.a-Fläehe) durch symmetrische Vertauschung an­
schreiben.

Mim

Muni

Fig. 215.
Mm. 2 = 1 (Mm. 2-Fläche),

U l” w u / 7IT \

“ (5 « + 31(3^+ 5)
9 co2-4-10 co— 3 _ . ,

(5 co + 3) (3 co -j- 5) ’

Mnr

Mmr

Mmm = 1,
,, — 16 -j- 9 . ..M1Vm = , ... -w (= Mm).

Fig. 216.
Mir. 2=1 {Mir. a-Fläche.

9 <o2 -J- 10 co — 3 , ,,
= ----—r-?; II in.(o co -j- 3) (3 co 5)

9 co2-]- 14 co 4- 9) ,r 
(öco + sxs^-H)^^'’

Mirrr = 1.

3a;2 + 10co + 9 
(5co + 3)(3co+5) (= MiruA ■

Für die Eckmomente haben wir nun, unter Berücksichtigung 
des Umstandes, daß die Nennwerte für alle gleich sind, die Glei- * 
chungen:

Mm

3z
9? ’
3n

3jzz
3t ’

. . (147)

^zr %
Darin ist:

(5 co 3) (3 co -}- 5)
. . (148)

Die Werte 3 sind für die verschiedenen Belastungsfälle aus der 
Jf0-Fläche mit Hilfe der in § 1 gegebenen Integralwerte zu ermitteln. 
Bei Belastung der Riegel haben wir dann die Gleichungen

3 =
worin und die Momente der entsprechenden Momentenfläche 
an den Enden des belasteten (oberen und unteren) Riegels bedeuten.
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Der belastete Riegel muß im Grundsystem einen einfachen 
Balken darstellen.

Wenn ein Ständer belastet ist, so ist auch das Grundsystem so 
zu wählen, daß der belastete Ständer ein einfacher Balken ist (Fig. 217 
und 218'). Die Momentfläche JI0 erstreckt sich bei dieser Belastung

Fig. 217. Fig. 218.

nicht nur über den belasteten Ständer, sondern auch über den andern 
Ständer und, je nach der Wahl des Grundsystems, über den oberen 
oder unteren Riegel. Die Werte bis Mlv setzen sich also wieder 
aus zwei Teilwerten JI' und JI" zusammen. Die Zählerwerte der 
Teilmomente JI' ergeben sich aus der JI0-Fläche des belasteten 
Ständers wieder in der Form:

3' = JIj + ji2
Man erhält also:

(149)

Die Werte JI" ergeben sich ebenfalls in der Form: 
a" 

JI" = .
91

Darin sind jedoch die Zähler 3" aus dem Teil der JI0-Fläche zu 
ermitteln, der sich über die nicht belasteten Teile erstreckt.

Für die Momentenflächen Fig. 217 und 218 ergibt sich:
p h

3" =-----r (2 Mn, + M, j +1 (2 ,

P'L
3'A =---- r [7/ (2 Min + Mu J + l (2 MIU + MIV1^ ,
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3^= - [ä'(2 MullI+ M1In] 4- l (2 M„,f[ J- .

p’ i
3"v= - -y W (2 MIln-Mn^ +l (2 Mtnr+ .

Anmerkung: Für ist das Grundsystem Fig. 218 in Betracht zu ziehen.

Durch Einsetzen der entsprechenden Werte für die Momente 
nach den Momentenflächen Fig. 213 bis 216 findet man. wenn man 
zugleich durch 9c dividiert und gehörig vereinfacht.

4

>77=4^ = -^ .................... (150)

Nunmehr lassen sich die Eekmomente für alle Belastungen an­
geben.

Unter Verwendung der Momentenflächen, Fig. 213 bis 216 er­
halten wir nach entsprechender Vereinfachung:

Für senkrechte Belastung des oberen Riegels nach Glei­
chung (147) und (148):

(3 co2 —10 co— 9) 4-( 9 co3-p 14 co-j-9) _ s 
n l

(5<z> 4“ 3) (3 co 4“ 0)2 4“—-------------------------------------------- --------------------------------------------- - :-------- ± .

nl ■ , • (151)
(9 co2 4- 10 co — 3) -}- (5 co -}- 3) (3 co -p 5) y.,

■111 = Tz ‘ ’

nl 4
In den Gleichungen (151) und (152) ist:

n = 2 (co 1) (3 co -|-1) (co -J- 3j................... (153)

(9 a>- —- 14 co -— 9 }<p1 + (3 co2 — 10 co—9)<p.,
-

Bei Belastung des unteren Riegels ist darin Mt mit 
und Mnl mit zu vertauschen.

Für wagerechte Belastung der Ständer findet man aus 
den Gleichungen (149) und (150):

(9 co2 4~ 14 co9) 9^ — (9 co2-p 10 co— S)?’» । P' k ---------------------------- -- — - — ,

(9co2—10 co—3)9^ —(9 co2 4-14 co-j-9) r/:., Ph 
nl 4 ’

(5 co-f-3) (3 co-|-5) ^—(3 co2 —10 co —9) <p., P h
nl 4

(3co2—lOco—9) — (5 co3) (3 co-p 5) P’h

(152)
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Nach Ermittelung der Eckmomente Mr bis sind beliebige 
andere statische Größen in gleicher Weise zu ermitteln, wie in § 9 
für den eingespannten Rahmen gezeigt wurde.

Aus Gleichung (152) ergibt sich der Einfluß der verschiedenen 
Belastungsfälle wiederum dadurch, daß für und die ent­
sprechenden Werte aus Tab. VII eingesetzt werden.

Die Verwertung der vorstehenden Ergebnisse soll an einem Zahlen­
beispiel in § 13 erläutert werden.

II. Zweite Rechnungsart (vgl. § 10).
Eine zweite Rechnungsart schließt an die Ausführungen des 

§10 an. Es ist in diesem Falle ein Hauptsystem nach Fig. 219 zu­
grunde gelegt; als Unbekannte sind Gruppen der beiden Einspan­
nungsmomente an den Ständerfüßen zu ermitteln.

Man erkennt, daß die Beiwerte der X wie auch die Absolut­
glieder von den in § 10 angegebenen Resultaten nur dadurch abweichen, 
daß noch der Einfluß des unteren Riegels hinzuzufügen ist. Es tritt 
hier der Sonderfall 1 (S. 164) ein.

Für den unteren Riegel soll diesmal ein von dem Trägheits­
moment J) des oberen Riegels abweichender Trägheitsmoment 
angenommen und der Wert

bezeichnet werden. — Man findet damit (vgl. Fig. 219 und 220)

2®+3

[ö &] =

Weiter findet man bei den verschiedenen Belastungsfällen: 
a) Senkrechte Belastung des oberen Riegels:

[“^ = -2^3^ + ^)-

[5 m\ = cpt — <p2.
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—''K' m (^i4~ Ti)
* co(m + 2)Z + (2co-43)Z' —

x -= 3 (4 — 4) = 3 (4—4)
6 (6co^-l)Z^-Z, 9t6

b) Senkrechte Lasten des unteren Riegels:
[am] = 4" y2 .
[5™] = 4 —4-

(2 co 4- 3) (4 4- 4)

x 3 (4—4)
5 9i6 ‘

c) Horizontale Belastung H des rechten Ständers:
r i m i[am] = — —4 + 4.

«u CU j— O
TT' L

[b m] =----- — (3 co 4- 1) l — (4 4- 4).

co 4 — (2 co -j- 3) 4

J (3 co -p 1) + 3 (4 + <pj

Die Eckmomente ergeben sich nach Ermittelung der Unbe- 
bekannten aus den Gleichungen:

^ir = -^"b
-2^3^ + A • ■ • -(153a)

Darin ist zu setzen (vgl. S. 165):
a) Für senkrechte Belastung des oberen Riegels:

MPi+ffa) 
(2 co 4- 3) Z ’

= lfino

b) Für senkrechte Belastung des unteren Riegels: 
n o = III o = 0 •

c) Für horizontale Belastung des rechten Ständers:
M — E'h 3(p^

110 2 (2co + 3)Z'
—E __ 3

"70 2 (2co+3)Z-
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Anmerkung. Nimmt man wieder für oberen und unteren Riegel gleiches 
Trägheitsmoment an, so wird l' — l. Setzt man dies in die Gleichungen für 
und ein und vereinigt die einzelnen Glieder der vorstehenden Gleichungen 
der Eckmomente, so erhält man wieder die Gleichungen (151) und (152).

§ 13. Zahlenbeispiel zum geschlossenen Rechteckrahmen.
Aufgabe 1.

Es ist das in Fig. 221 gezeichnete Brückenportal für den Horizontal­
schub H zu berechnen. — Die beiden Biegel haben gleiche Querschnitte.

Die Aufgabe soll auf drei Arten gelöst werden, und zwar
1) unter Verwendung eines statisch bestimmten Grundsystems,
2) „ „ der geschlossenen Formeln für die Eck­

momente (§12,1),
3) unter Verwendung eines Zweigelenkrahmens als Haupt­

system (§ 12, II).

1. Berechnung unter Verwendung eines statisch bestimmten 
Grundsystems.

Das System ist dreifach statisch unbestimmt. Als überzählige 
Größen wählen wir die Momente am Fuße der Ständer und das 
Moment in der Mitte des oberen Riegels (Fig. 222). Dies letzte Moment 
nennen wir Xa. Xb sei die Gruppe aus zwei gleichen Fußmomenten 
mit gleichen Vorzeichen, Xc die Gruppe von zwei gleichen Fuß­
momenten mit umgekehrten Vorzeichen. Bezüglich Bezeichnungen und 
Vorzeichen, vgl. § 12.
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Zur Errechnung der Verschiebungen des Grundsystems benötigen 
wir die Momentenflächen infolge der Belastungen Xi — 1 und infolge 
der äußeren Belastung am Grundsystem (s. Fig. 223 bis 226).

Aus diesen Momentenflächen findet man:
Die von der äußeren Belastung unabhängigen Ver­

schiebungen des Grundsystems.
M=^.2^Z

co-Z- 2 , 7 2cz> —3=--- —----- r- 4 = /   —----  
3 '-------3

[&&] = ^-2 + Z = Z.^l

[ec] =2^ + 4-^- 
ö * o

7 . l 1 —r~ 3 co= 2 co • Z —I— 2 • — = Z • 2----—-----1 3 3
r *[«&] = ß -2=ö>- — O O
[ac] = 0;
[&c] = 0.

Die Elastizitätsgleichungen lauten nun:
[aa] X„ -4- Fahl X* = — [am]
[ab]Xa+[bb]X6=-[bm]

[cc] Wc = —- [cm].
Wir können die beiden ersten Gleichungen getrennt von der dritten 
auflösen. 

Man findet:
[a &] co

ab [aa] (2co4~3)’
P i r l e t, Statik. II. 2. 15
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[&&.1] = [&&]4-POJ [ab]
l (2 co 4~ 3) co l ■ co

= 3 2 co 4-3 ’ IT
^co 4— 1) (co 4~ 3)

= 2 co 4-3

6 [&&.1]'
v =_M 1 F .X
Xa [aa] + 6 ‘

[cm]

Errechnung der Absolutglieder, d. i. der von der äußeren Bela­
stung unabhängigen Verschiebungen des Grundsystems für die Last H.

Es ist allgemein:
[im] = f Jf^fodsy.

Wir benötigen die Mo-Fläche, d. h. die Momentenfläche am 
Grundsystem infolge der äußeren Belastung H, die in Fig. 226 ge­
zeichnet ist.

m -1 • (- ©+1 (+ ö

r , co-Z-t; l-H-T)
W =-------—------ —

3 --- CO 7 TT

r , , fl-A[M] = Hy )-------- - ----

(h -]- cd-I H[h — ?;) CD-I
~H \ 2“2"2 2 r

2 ’ 3

[& m. 1] = [hm] 4- Fab • [am]
— ] rr 3~~ _ ^(-coZ^-g)

]\ Q ) 3(2co4-3)
7 CD 4- 3

~l11 2(2co4-3)’K
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[6 m. 1]
s——

l • E-1] (co 3) (2 cd 3) 
= ~ 2 (2 ® 4- 3) (® + 1) (® + 3) Z

__ V 1 TT

a

} w-l-^-3-E m rj 1
~ + 3Z(2a>4-3) ‘ 2®+3' ’ (® + l)

_ 03 TT
V ' O ... io'

[cm. 2]  [cm]
[cc.2] [cc]

E-1]

M^E-q

Jetzt errechnet sich jede beliebige sta­
tische Größe nach der Gleichung:

4 *

Mln = Mh =

M?n = M0+l-Xa--l.Xc

! Eh 
r~T
Eh
4

4
Eh

4

Die Eckmomente (Fig. 227) ^ergeben 
sich zu

XÄ=

Fig. 227.

(2® +2) 1 4

Eh
4

15*
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1 , Hh
cö+T : 4

M^^M^l-X-l-X^
H- (h 4~ j?) Hy m

2 rT co — 1
Hh
~T~

Hy 2co 1 , Hh 
~ir co+v^ir 

^ = 1-^-1-^
__ H-y 1 H- 

2~ co 4-1 4

<t—SA—
7 2 co 4-1 4

Setzen, wir nun die in Fig. 221 angegebenen Zahlen für H, h, l und 

ein und nehmen wir co = 7/— — 3 an, so ist:4
>/=4-2,813-Hmt
Mi = 4- 1,313- H „

Mit —— 1,681-H „
Mn = —1,687 H „

31^ = 4-1,313-2? „
Miy= —1,681-H «
M?v = —1,681-H „

2. Berechnung unter Verwendung der geschlossenen Formeln 
für die Eckmomente (§ 12,1).

Zu denselben Resultaten wie im vorhergehenden kommen wir, wenn

M=H-T]

Fig. 228.

wir die im § 12, Abschnitt I angegebenen 
=//-7 Formeln für die Eckmomente des ge- 
~ schlossenen Rechteckrahmens verwenden, 

indem wir an dem Rahmen oben rechts 
eine Horizonalkraft H und an den oberen 
Riegel rechts und dem unteren links 
je ein Moment Hy angreifen lassen (s. 
Fig. 228). Aus dem Horizontalschub H 
ergibt sich für die Eckmomente (Gl. (150); 
S. 221):

4
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Für die Belastung der Riegel durch die Momente Jf=H'-^sind 
die Gleichungen (151), S. 221, zu verwenden. Diese Gleichungen 
gelten, für die Belastung des oberen Riegels. Für die diametral gegen­
überliegende und in gleichem Sinne wirkende Belastung des untern 
Riegels durch das gleiche Moment HI—Hf] finden wir offenbar die 
gleichen Eckmomente, wobei jedoch MT mit und M^ mit MTl 
vertauscht erscheint. Die Gesamtmomente sind damit:

i3 co2—10 co — 9 -|-(9ar-j-14ca-T- 9)^
^r = -^zz =----------------------- ----- ---------------------- --------

(9co2-f- lOco— 3) <p1 (5 co + 3) (3 co 5)
nl

31z — Um —

(oco -4- 3) (3 co -f- 5) <p1 -4- (9 co2 -J- 10co— 3)<pa
21 n = Miv= ' ~

, (9 co2 + 14 co + 9) <p1 4- (3 co2 — 10 co — 9) y „
1 nl

Mn = M

Die Weite und cp^ sind in § 1 für Belastung eines graden 
Balkens durch ein Moment am rechten Ende zu entnehmen; man findet:

Damit wird nun

<Pi =

insgesamt:

Ml 
6

Ml 
3 = iH.

M^M^ 6,00 6H
4-8

= 1,50^ —0,1875 H 
= 1,312527mt.

Mn = Mjr= — l,50H — 0,1875 H 
— — IßSlaHiM.

3. Berechnung unter Verwendung des Zweigelenkrahmens als 
Hauptsystem.

Nach § 12, Abschnitt II erhalten wir, wenn wir wieder die Be­
lastungen nach Fig. 228 betrachten:

Infolge H:
^a = 0

Y
1 4
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Infolge des Momentes M — H-rj am oberen Riegel:
Ml rr .TT

<Pi = -q- = z3'’

TT __  ______ 4_____ _ c TT
a (m + 3)(m4-l)Z

-Xj== To-------- i------Vv '3H.6 (3«>4-l)Z
Infolge des Momentes M = H-i] am unteren Riegel:

(2 m + 3)___ „
(®4-3)(® + l)Z

Insgesamt wird also:

___ _____ Q
(3® + l)Z

6g
O +1)1

g
— g = — 0,1875 g 4-8

Damit wird für die untern Eckmomente:
1,3125 g.

Mjr=Xo—X6 = — 1,6875g.
Für die 

Infolge g:
oberen Eekmomente MIT und finiet man:

1# 3h
— -----2“‘

,, gÄ , Hh Hh
^=~T-+^ = ~T
„ Hh Hh , Hh
JUm = V-V = + T'

Infolge M am oberen Riegel:
Q

^no = = — (2^3^ ’6
Infolge M am untern Riegel:

■^IIo ~ -^nio 0 •
Infolge M oben und unten ist also: 

Q
Mno = MnI0 = — (2m4-3)f 65

Xa==~^^^lQH
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A=o.

M = M* in ir
Insgesamt ist also:

,, Hb QH nn~- rrMn —----- ------ ------ ;—— = —1,68 < o H mt.

Hh 6H . _. __ _
-r - 4^1)7 +158125 H mt
Aufgabe 2.

Es sollen für das gleiche System die Einflußlinie für bewegliche 
Lasten auf dem untern Riegel ermittelt werden. Die Einflußlinie für 
das Eckmoment (Mx-Linie) hat die Gleichung (vgl. § 12):

1 p
^■1 — g {^11 ci + ^in•

Sie ist in nachstehender Tabelle berechnet und in Fig. 229 aufgetragen! 
Darin ist:

M7J = 4-1; M^T = 0,428

Steht die Last 1 am Ende des rechten Kragarmes, so entsteht 
bei IV ein Moment M = 1 • 2 = 2 mt. Die Ordinate am rechten Ende

XT P 
69t Mu-Ci Mu- cx -f- Mu i-c2 Mi

0,1 0,7 0,099 0,073 0,172 0,121
0,2 0,7 0,192 0,124 0,316 0,222
0,3 0,7 0,273 0,153 0,426 0,298
0,4 0,7 0,336 0,165 0,501 0,351
0,5 0,7 0,375 0.161 0.536 0,376
0,6 0,7 0,384 0,144 0,528 0,370
0,7 0,7 0,357 0,117 0,474 0,332
0,8 0,7 0,288 0,082 0,370 0,260
0,9 0,7 0,172 0,042 0,213 0,149

des Kragarmes errechnet sich dann 
Ml Mlmit <px = — und cp* = — nach

der Gleichung:

Darin ist:
>^=1; Afrrj = 0,428

Also wird
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Am linken Ende ist:

2 • 8 (1 -f- 2 • 0,428)
6 • 15,22 0,325 .

1 Ml
M^-^^ii+^ii')

2-8 (2-14-0,428)

Die Einflußlinie für Mn hat die Gleichung: 
1 Z2

^11 ~ gj ’ g ci “t" irii cs)-
Darin ist

Min = 0,048, JMirlI = — 0,524.
Danach ist die JfZ7-Linie in nachstehender Tabelle berechnet und in 
Fig. 230 auf getragen.

Die Ordinate am rechten Ende 
des Kragarmes errechnet sich wieder 
nach der Formel:

X
l

p M/r/f-a, d7///-Ci4- ^irircs Xr6 32

0,1 0,7 0,005 — 0,090 — 0,085 — 0,060
0,2 0,7 0,009 — 0.152 — 0.143 -0,100
0,3 0,7 0,013 — 0,187 — 0,174 — 0,122
0,4 0,7 0,016 — 0,201 — 0,185 — 0,130
0,5 0,7 0,018 — 0.197 — 0,179 — 0.125
0,6 0,7 0,018 — 0,176 — 0,158 — 0.111
0,7 0,7 0,017 — 0,143 — 0,126 — 0,088
0,8 0,7 0,014 — 0,101 — 0,087 — 0,061
0,9 0,7 0,008 — 0,052 — 0,044 — 0,031

M ist das am rechten Riegelende angreifende Moment: M = 1 ■ 2,0.

Fig- 230. Mrr = —--~ (M 4- 2 M )

Man findet:
M = _1± (0,048 — 1,048)

11 6 15,22 ! 0,1

Am linken Kragarm ist:

■^II — --- gj ' -g~ • ^ivn 4" 2 ii)

2-8 
6

(— 0,524 4- 0,096) 
15,22 = 4-0,075

Die Einflußlinien von M ni und sind die Spiegelbilder von ilf/z 
und Mt.
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II . Abschnitt
Vollwandige Systeme mit gekrümmten Achsen.

Der beiderseits eingespannte elastische Bogen.
(Das Tonnengewölbe.)

Der an beiden Enden eingespannte Bogen ist ein dreifach statisch 
unbestimmtes System. In der vorliegenden Bearbeitung sollen auch 
für dieses System die für die Berechnung erforderlichen Größen, also 
namentlich die Verschiebungen der Angriffspunkte der Unbekannten 
sowie einzelne statische Größen (Momente) für die wichtigsten Be­
lastungsfälle durch geschlossene Ausdrücke dargestellt werden.

Hierzu bedarf es einer Annahme über die Form der Bogenachse 
sowie über die Trägerquerschnitte. Bezüglich der Systemachse ist 
zu bemerken, daß sowohl die Parabel wie der Kreis und schließlich 
auch die Kettenlinie in Frage kommt. Bei flachen Bogen fallen die 
Kurven ungefähr zusammen; eine Untersuchung verschiedener Bogen 
mit größerem Pfeilverhältnis hat gezeigt, daß die Systemachse sich 
entweder dem Kreis oder der Parabel eng anschmiegt oder aber 
zwischen beiden liegt. Stets aber zeigt die Rechnung, daß bei Rech­
nungen mit kreisförmiger und parabolischer Achse die Abweichung 
in den Werten der Unbekannten gering ist.

Was ferner die Q.uerschnittsannahmen betrifft, so ist es be­
kannt, daß diese für die Ergebnisse der Berechnung statisch unbe­
stimmter Systeme im allgemeinen von untergeordneter Bedeutung sind. 
Ein solcher Fall liegt auch hier vor. Wir werden aber trotzdem be­
strebt sein, der Rechnung Querschnittsannahmen zugrunde zu legen, 
die der Wirklichkeit wenigstens nahe kommen.

Eine bekannte und vielfach benutzte Regel besagt nun, daß die 
Gewölbestärke d nach dem Kämpfer hin so zunehmen soll, daß ihre 
Vertikalprojektion überall gleich der Scheitelstärke ds ist. Es ist 
also dann (vgl. Fig. 231) 

wo <p den Neigungswinkel der Gewölbetangente ///v 
gegen die Horizontale darstellt. Diese An- —X 
nähme trifft freilich nur bei Bogen mit mitt- yjg. 231.
lerem Pfeilverhältnis zu; bei flachen Bogen
wird der Endquerschnitt stärker, bei hohen dagegen schwächer als 
nach der erwähnten Regel zu erwarten wäre. Da aber, wie schon 
erwähnt, die Querschnittsannahmen von geringem Einfluß auf die 
Endergebnisse sind, so wollen wir in den folgenden Rechnungen 
zunächst das vorher angegebene Gesetz zugrunde legen (§ 14).

Es liegt jedoch nahe, die Annahmen, soweit die Rücksicht auf 
die Genauigkeit dies statthaft erscheinen läßt, so zu gestalten, daß. 
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die Rechnung sich einfach und schnell durchführen läßt. Denn legt 
man die etwa auf Grund einer Vorberechnung gefundene System­
achse, die im allgemeinen keine einfache mathematische Kurve dar­
stellt, der Rechnung zugrunde und berücksichtigt die wirklich vor­
handenen bzw, vorberechneten Querschnitte, so treten bei den dadurch 
notwendig gewordenen vielen Einzelrechnungen andere Fehlerquellen 
auf, die im obigen Falle ausscheiden. Dies betrifft namentlich das 
Abgreifen der für die Rechnung notwendigen Ordinaten der System- 
aehse aus der Zeichnung sowie die vielen Zwischenrechnungen, Produkt­
bildungen usw., die zur Berechnung der Verschiebungen (Produkt­
summen) notwendig sind. Diese Fehlereinflüsse können aber von 
größerer Bedeutung sein als die vereinfachenden Annahmen; denn 
es sind zum großen Teil Fehler, deren Wirkungen sich nach den 
Fehlergesetzen summieren, während die Einflüsse der genannten An­
nahmen über Achse und Querschnitte sich in den Werten der Un­
bekannten (Quotienten von Verschiebungen) teilweise gegenseitig 
aufheben1).

Wir werden daher später (§ 15) auf ein anderes Gesetz über 
die Veränderlichkeit der Querschnitte aufbauen, das besonders ein­
fache Rechnung und Resultate liefert.

§ 14. Erste Berechnung des beiderseits eingespannten 
elastischen Bogens.

(Berechnung unter der Annahme: d — 8\ cos <p
I. Die Elastizitätsgleichungen und die Berechnung 

der Verschiebungen.
Zur Berechnung der überzähligen Größen des dreifach ''statisch 

unbestimmten Systems schneiden wir in 
Xa diesem Falle den Bogen im Scheitel

durch und wählen das Moment Xa, den
4 Horizontalschub und die Scherkraft Xc

•'% *c als überzählige Größen (Fig. 232). Diese ‘
Fig. 232. müssen die drei folgenden Bedingungen

erfüllen:
Xa ' M + A ‘ • M = ~ M ,
Xa- [ba] + [&&] + Xc-[öc] = — [5m],
Xa M + 1 [c&] + Xc ■ H = — M • -

Mit der Lösung der Gleichungen beschäftigen wir uns im 
folgenden Abschnitt. Hier sollen zunächst die Koeffizienten der 
Gleichungen, also die Verschiebungen, berechnet werden.

Wir setzen der Einfachheit halber einen — wohl in den weitaus 
meisten praktischen Fällen vorliegenden — symmetrischen Bogen

x) Näheres hierüber findet sich in meiner Schrift: „Fehleruntersuchungen 
bei der Berechnung mehrfach statisch unbestimmter Systeme“. Aachen 1909. 
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voraus. Die Belastungszustände A= 1 sollen so gewählt werden, daß 
sie alle drei die rechte Bogenhälfte im gleichen Sinne verbiegen. 
Die hierbei in diesem Bogenteil entstehenden Momente Jfo, Mb, Mc 
sollen als positiv eingeführt werden. Die linke Bogenhälfte wird 
infolge Xa=i und X6 = i entsprechend der rechten Hälfte verbogen, 
so daß auch hier Ma und Mb das positive Vorzeichen erhalten. Da­
gegen verbiegt Xa-i die linke Bogenhälfte in entgegengesetztem 
Sinne, so daß im linken Teil negativ gesetzt werden muß. — 
Die Normalkräfte mögen als positiv gelten, wenn sie im Querschnitt 
Drucksp annungen erzeugen.

Eine Verschiebung [ifc] berechnet sich nach der Gleichung:

pÄ] = f ~ + f ~, 
L J J ’ * EJ 1 J ’ * EF

wenn, wie üblich, der Beitrag der Querkräfte vernachlässigt wird. — 
Aus dem vorhin bezüglich der Vorzeichen Gesagten ergibt sich, daß 
die Verschiebungen [ac] und [6c] zu 0 werden müssen; denn in der 
Summe der Produkte Mt-Mc und bzw. Na-Nc und N6-Nc
werden die gleichen Glieder für die rechte Bogenhälfte positiv und 
für die linke negativ; also muß wegen der Symmetrie der Gesamt­
wert zu 0 werden.

Somit vereinfachen sich die Gleichungen wie folgt:

^•[6a] + X5[6bJ

Die Koeffizienten dieser Glei­
chungen berechnen wir für den Fall 
einer parabolischen Achse. Als 
Veränderliche führen wir den Nei­
gungswinkel <p der Bogentangente 
gegen die Horizontale ein. Die 
Gleichung der Parabel, bezogen auf 
die Mitte der Kämpferverbindungs- 
linie als Anfangspunkt, lautet (vgl. 
Fig. 233):]

y = f 1 —

Darin ist -y = , also
l Wo

.......................... (IMa)

Multipliziert man sämtliche Verschiebungen mit E ■ Js. wo Jg 
das Trägheitsmoment des Scheitelquerschnittes bedeutet, so erscheint 
in allen Verschiebungen der Wert:
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ds-^~ = ds---- y— — ds -cos3 <p;

COS3 <p
denn bei rechteckigem Querschnitt ist gemäß obenerwähnter Quer­
schnittsannahme

rp b / d V .
J=b — = — —— (d = Scheitelstärke).

12 12\cos9?/ ' 5 J
Den Wert ds finden wir aus der Gleichung:

, dxds= ----- .cos cp
x tgm. . 1 1 .Da — = — — ist, so ist dx = /------------- j— und mit tg w = t :l tg9?0 tg9?0 cos-99

ds^ = Ld(p...............................(156)

NB. Bür die E• J-fachen Verschiebungen behalten wir die 
übliche Bezeichnung [tfe] für EJs-[ik] bei.

1. Die von der äußeren Belastung unabhängigen 
Verschiebungen.

Da das Moment infolge Xa = 1 an allen Stellen Ma — 1 und 
die Normalkraft Na = 0 ist, so erhält man:

r i L Js 1 f 7 [aa] = ds = — ag?.
«7 <7 iJ

Dieses Integral ist über beide Bogenhälften, also von — <p0 bis 
-1-Vo erstrecken; man erhält:

M = 2^--?o.......................... (157)
/lo

Hierin ist <p0 (Kämpferwinkel) gegeben durch die Beziehung: 
/ 2f\

tS<Po = ko\=—)’
oder in der Umkehrung:

Vo = arc tg Ä'o...............................(158)
Infolge Xb — 1 ergeben sich die Momente:

= 1 • ( f — y) = -7_ tg2 = L1. tg2 (p.

Damit ergibt sich:
[ab] = Jds-^- = ^ tg2 9? dtp.

(Der Wert I NaNbds wird zu 0, da Na = 0 ist.) Dieses Inte- 

gral ist wieder über den ganzen Bogen von — 9?0 bis 9?0 zu er­
strecken.
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Anmerkung: Die im folgenden verkommenden Integralwerte ergeben 
sich am einfachsten mit Hilfe der Reduktionsformel (vgl. Hütte I, Erster Ab­
schnitt, Integralformeln!):

J tg nv dV = ~n_ — jtg d <f

Ist n eine gerade Zahl, so erhält man als letztes Integral:
§ d(p = rp

Ist n eine ungerade Zahl, so lautet das letzte Integral:
J tg<pd<p = — In cos <p (vgl. Hütte!) = | In (1 -i-tg V)

Mit Hilfe vorstehender Integrale findet man für [ab] den Wert:

M = l2--rä^o —^o) ................. (159)

Die Verschiebung [bb] berechnet sich nach der Gleichung:

[b b] = +Pv 4 •

Hierin ist
,, 1 1 + » 

- *o
N5 = 1 • cos cp,

, Js .. F J l dtp ds~ =ds--^~ = — -eos^F F Fs k0 cos3 <p
Man findet mit diesen Werten:

J, ?
Fs k0 cos-ep ‘

Die Auswertung der Integrale für die Grenzen — und -{- <p0 
ergibt:

?s 1 T 1Eö&] = P^V-3(fco-?o)] + 2Z^.-.^

Der Wert ~~ ist für rechteckigen Querschnitt:

Js _ bd3 _ dp
Fs 12 bds~ 12 '

Die Scheitelstärke ds ist', falls man die Normalkräfte berück­
sichtigen will, vorerst zu schätzen oder an Hand von Näherungs­
formeln (Tolkmittsche Formeln) zu ermitteln.-Vereinigt man in der 
Gleichung für [bb] beide Glieder, so findet man:

(160)

Vernachlässigt man den Beitrag der Normalkräfte, so wird 
Z3 1 . - (160a)
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Die Verschiebung [cc] berechnet sich wie folgt:

[cc]=Pf^A+J^
Hierbei ist:

l
Mc = X = 1-tgg>;

Nc = ± sin <p.
Also ist:

Tft + vo
[ec] = Z3• Jtg V Jtg

— ^0 —^0
1 / £ 2 J \

[cc] = 2Z3-^^o-Vo)('l+-^-^) ■ • (161)

Unter Vernachlässigung der Normalkräfte ist
[cc] = 2 ls ij- (k0 — cp^)........................... (161a)

2. Die von der äußeren Belastung (Temperatur. Wider­
lagerverschiebungen) abhängigen Verschiebungen.
Wir untersuchen den Fall ruhender Belastung, und zwar ins­

besondere den der gleichmäßigen Vollbelastung einer und beider 
Bogenhälften, Überschüttung einer und beider Seiten sowie den Fall 
einer beweglichen Belastung, d. h. einer wandernden Einzellast 1 t. 
Für diese Falle ermitteln wir zunächst die Absolutglieder der 
Elastizitätsgleichungen, die Verschiebungen [am], [öm], [cm].

a) Gleichmäßige Belastung eine r Bogenhälfte; Belastung 
rechts (Fig. 234).

Also wird:
Voq ]3 A 

[am] = — —.—j tg2 cpdcp,
0

[am] = - ± (tg cp0 - • 2g (162)

Bei Belastung der linken Bogenhälfte ergibt sich der gleiche 
Wert.

Der Wert [bm] ergibt sich aus der Gleichung:
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[& m] =pf0 JA ds J J.V0 ds .

Es ist

3fo = — Tv s

- h0
Vo = q ■ x-sin 9? = q - Z • — • sin 9? -tgm, 

Kq

Nt — cosy.
Damit ergibt sich:

[mb] = — tg4<pd<p P dcf
0 0 s 0 0

ql4 1 IV „ J . Js ql*
u043 930 J j'/v °

[^b] = - g• 2j [v - 3 (*0 - ^0) (1 + 4 ■ Jj] . (163)

Bei Vernachlässigung des Beitrages der Xormalkräfte er­
gibt sich:

[mb^-^.^^-3^-^]........................(163a)

Bei Belastung links ergibt sich der gleiche Wert.
Das Absolutglied [mc] ist zu ermitteln aus der Gleichung:

[m c] = JKo • Mc ds -J + J A-0X ds

Es ist
^e=F’tg9’’

Nc = — sin (p, 
also

To
r , ql4 1 r 3 , Js’ p r 3 ,— ^<pdcp—q-^- —2J tg8^^

0 0 s 0 0
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Setzt man darin:
ln 2 + ko) = *A'o >

so ergibt sich:

= . . (164)

Bei Vernachlässigung der Normalkräfte ist:

M = • (164a)

Bei Belastung der linken Bogenhälfte ergeben sich die gleichen 
Werte, jedoch mit umgekehrten Vorzeichen.

b) Gleichmäßige Vollbelastung des ganzen Bogens.
Aus den Ergebnissen des Abschnittes a) folgt:

[m a] = — 2. ?s. A (£fl —, cp) .................................... (165)
^0

(166)

bzw. bei Vernachlässigung der Normalkräfte:

M = _ ^.2. _ 3 (kQ _ .......................... (166a)

[mc] = 0............................................................................... (167)
c) Einfluß dereinseitigenÜberschiittung des Bogens. (Fig. 235.) 

Das spezifische Gewicht des Auffül­
lungsmaterials sei ye. Das Moment Jf0 
für einen Punkt im Abstande x von der 
Mitte ist gegeben durch die Belastungs- 

fläche: Sx-ye = (f— y) — • ye und deren 
ö

XSchwerpunktsabstand — von dem be­

trachteten Punkte. Setzen wir g0 = ye ■ f, 
so wird:

oder, da rr = 2—tg<p ist: 
«o

x 
‘"4 12

= _io 21
Z2 12

Hf _ __ k 1 fcd m____ __ ^0 1 f

Die Normalkraft ist

Ve'f
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-Vo = • p • tg3 95 ■ sin 95,

yo = • A' tg3 rP'sin V ■

Die Verschiebung [am] ist nun, da Xa — 0:
f T „ 71 -] p°

[aM] = J Jffl Ma ds ■ — J tg4<pdV.

y Z4 1[a m] = _ _ 3 (&o _ ^ j].

..... (168 )

Für die Verschiebung [öm] findet man:
\bm] = f MoMtds^ + JXods 

. 7 0 'f 0
= “ W' +r/-ß- V j^9’-

M=-^-^{3V-W-3(*o-<Po)]^

v{3 v~5~3(k^-^• L1 -8 ¥• ^]}(169)
oder bei Vernachlässigung der Normalkräfte:

[i))H] = _|2!. l . (169a)
OU'J K,q

Das Absolutglied [cm] berechnet sich wie folgt:
M =pr0 -v, * A+A p0 .v * S

,, . 73 1 r Z, 2 T 1
[c m] = - [I-04 - 2 (V - VoH • I 1 + 4 -k-.

= _ 3 (k^ - [1 4 (170)

Pirlet, Statik. II. 2. 16



242 Vollwandige Systeme mit gekrümmten Achsen.

Bei Vernachlässigung der Normalkräfte ist:

= ................ (170a)
iö Q

Bei Belastung der linken Bogenhälfte durch die Überschüttung 
ergeben sich für [ma] und [mb] dieselben Werte, während für [mc] 
der absolut gleiche Wert, aber mit umgekehrtem Vorzeichen eintritt.

d) Bei Überschüttung des ganzen Bogens 
erhalten wir somit für [ma] und [mb] wieder die doppelten Werte, 
während [mc]=0 wird.

e) Temperatureinflüsse.
Wir betrachten den Fall, daß Außen- und Innenrand ungleich­

mäßig erwärmt werden, und zwar möge ersterer seine Temperatur 
auf der ganzen Länge um und letzterer um t, ändern, so daß die 
Differenz der Temperaturänderungen 4 t — — t2 beträgt.

Die Temperaturänderung im Schwerpunkte des Querschnitts 
ist dann

Man hat allgemein für eine Verschiebung [it] die Gleichung:

wo e den Wärmeausdehnungskoeffizienten des Materials bedeutet.
Bezüglich der Vorzeichen ist zu beachten, daß, wenn die Tem­

peraturerhöhung des Außenrandes größer ist als L des Innen­
randes, die Querschnitte sich umgekehrt verdrehen als infolge der 
positiven Momente, so daß die Arbeitsgrößen bei positiven Momenten 
negativ werden. Da ferner bei positivem t0 (Temperaturerhöhung) 
eine Verlängerung von ds eintritt, also die Formänderung im um­
gekehrten Sinne der positiven Normalkraft (Druckkraft) erfolgt, so 
ist auch die Arbeit der positiven Normalkräfte negativ.

Man erhält also für die jEJ-fachen Werte der Verschiebungen

folgende Ausdrücke, wenn d = —— — ist:cos <p
+ 'K> t7«

[at] = — EJ ads =— f—4—d<p,
J d a ds k0J cos-<p

— To — To
T

= ................................................ (171)

[b t] = — EJS§ e^Mbds — EJ^ e-t0-Nb- ds

— 7o + 7 o
EJ, , 1 Z2 ’ tg2m , l f 1 ,

=-----J -~-d<p — ----— d<p.d' 2 kn~ao&^cp 3 «oJ cos~<p
— To — To
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[bt] = - 4- E • s-1(1-k0 • J( 4- 6 ds t0).........................(172)
d as

Die Verschiebung [ci] wird wegen der Symmetrie =0.
Gleichmäßige Erwärmung des Bogens um t0 ergibt mit

At=t1—L = 0 für die Absolutglieder die Werte:
[at] = 0.
[bt\ — — 2 EJS-e-t0-l = — EJS-e-t^-L.
M =0.

f) Widerlagerverschiebungen.
Wir betrachten getrennt drei Fälle von Widerlagerverschiebungen:
1. Eine Verschiebung des linken Lagerpunktes A in Richtung 

von A (vertikal, nach oben positiv).
2. Eine Verschiebung des linken Lagerpunktes A in Richtung 

von H (horizontal, nach innen positiv).
3. Verdrehungen der Einspannstellen in Richtung positiver Ein­

spannungsmomente AIk.
Zu 1. Verschiebung [Z?c.3] = <3,4 in Richtung des Auflager­

drucks A. (Fig. 236.)

Aus Fig. 237 ergeben sich die Verschiebungen ohne weiteres nach 
der Gleichung: [iw] =— [Zw] =—■ EJs-Ai-öA.

[a?c] = 0, da Aa = 0.
[öw] = 0, da As = 0.
[cw] = — ÖA-EJ„. denn Ae = 1.

(173)

Zu 2. Verschiebung [Zw.3] — 8^ in Richtung von H 
(Fig. 238).

Fig. 238.
16*
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Aus Fig. 239 ergibt sich:
[a w] = 0. denn Ha = 0.
[öw] = — ös- EJS, denn Hb = -j- 1.
[cw] = O, denn Hc = 0.

. (174)

Zu 3. Verdrehung des linken Widerlagers um den Winkel 9,

Aus Fig. 241 findet man:
[aw] = — (&r 4- ■ EJS
W = — f(&r + ■ EJS (175)

Denn die Kämpfermomente sind infolge Xo=l beiderseits 
gleich 1, infolge Xb = 1 beiderseits gleich f, infolge = 1 links gleich 
— I und rechts gleich 4-1.

g) Einzellasten.
Wir bestimmen noch die Absolutglieder für eine Einzellast 1 t 

an einer beliebigen Stelle im Abstande ? von der Mittelachse. (Fig. 242.) 
Es treten bei dieser Belastung nur
Momente und Normalkräfte auf 
zwischen der Last 1 und dem 
Kämpfer, also innerhalb der Grenzen 
f und l. Zwischen diesen Grenzen 
sind also auch die Integrale zu be­
stimmen.

Wir bestimmen zunächst das
Moment _V0 und die Normalkraft No an einer beliebigen Stelle im 
Abstande x von der Mittelachse; dabei ist also absolut x > g. Der 
Neigungswinkel an der Stelle x sei <px, an der Stelle f sei cp.

Es ist dann:

2^ = — Z — yj = — (tg95 — tg^j,

N^l-sin^.
Bei den folgenden Integrationen ist also auch tg<p zunächst 

als Konstante anzusehen.

Es ist nun mit ds
J
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L« m} = J d s J = Ji tg V — tg O d
T^

—yMi+tg* V)

Zur Abkürzung bezeichnen wir wieder:
In (1 — tgsy) = y; tg cf= k 
ln(l 4-tgay0) = vc; tg<p0 = Ä?0.

Damit ist:

— — Oo —¥')] • (176)-1
Der Wert [bm] ergibt sich wie folgt:

1 p X“ J l r" 1
[& WJ = W ’ F» J ~■ p sin<px • cos <px■ —dcpx.

ff <F
73 1 r / 7 1, 2\-

M = jj (177)

Bei ausschließlicher Berücksichtigung der Momente gilt die 
Gleichung:

M = — l— ■ [(k0 — k)- 4- 2 k (cpü — cp} — (v0 — V’'] (177a)

Für die Verschiebung [cm] findet man, da 
l

Mc = v^cpx, Wc = — 1 ■ sin ist.
A-0

<ra To

W = rs ’ (tg99 — tg9?^ — r ’ f dKQ J s J (P:c
T rF

Tc 9’o To
13 h h . r « 7 Jo v L- 7 i= F® ItgJ tg~J tg’dFJ tg’d) 

0 y ,f s r

= (178)

Berücksichtigt man nur die Momente, so ist:
[mc] = J—{Ä;(v.o ——2[(Ä0 —F —(<p0 —95)]} . . . (178a) 

/v0
Diese Werte gelten für die Belastung der rechten Bogenhälfte. 

Steht die Last auf dem linken Teil, so erhält man die gleichen 
Werte, und zwar [cm] mit umgekehrtem (negativem) Vorzeichen.
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Zur Frage der Fehlereinflüsse, insbesondere der Vernach­
lässigung der Xormalkräfte.

Die vorstehenden Ausdrücke lassen erkennen, daß der Beitrag, 
den die Xormalkräfte zu den Verschiebungen liefern, durch den Wert

seinen Ausdruck findet, wo v die Werte 1, 2, 4 und 8 annehmen 
kann. Dieser Ausdruck ist stets zu 1 zu addieren, und man er­
kennt leicht, daß er im Verhältnis zu 1 sehr klein ist. Liegt z. B. 
ein Bogen von der Spannweite 20 m und einem Pfeilverhältnis 
f 1 - '— — — vor, so wird: 
L 8

2f 4/' 1

Ximmt man eine Scheitelstärke von m an, so erhält man

V S = 1 1
F Fs 400 48 1920Ö’

so daß im ungünstigsten Falle statt 1 zu setzen ist:

1 19200 1,000416 .

Hierbei sind allerdings verschiedene, von Fall zu Fall wech­
selnde Besonderheiten zu berücksichtigen. Erstens ändert sich der 
Einfluß mit dem Pfeilverhältnis. So z. B. würde im vorstehenden

Beispiel mit — = — der Fehler auf den vierfachen Betrag anwachsen.

Zweitens aber — und dies ist besonders wichtig — ist der 
Wert 1-j-r-N verschiedentlich der Faktor eines Gliedes von Aggre­
gaten, und diese sind hier sehr fehlerempfindliche Ausdrücke.

Drittens kommt es nicht so sehr auf die Verschiebungen, son­
dern auf die Werte X und schließlich auf die aus den X zu be­
rechnenden statischen Größen S an. .Man müßte daher an Hand der 
Fehlergesetze den Einfluß der fraglichen Fehlerquelle bis in die End­
ergebnisse verfolgen, um ihre Wirkungen beurteilen zu können.

Es wurde bereits vorhin auf die Fehlerempfindlichkeit einzelner 
Werte der Verschiebungen hingewiesen.

Dieser Punkt verdient ganz besondere Beachtung, und es 
unterliegt keinem Zweifel, daß für die Berechnung der Verschie­
bungen nicht etwa der Rechenschieber, sondern die Logarithmen­
tafeln u. ä. in Frage kommen (vgl. auch das Zahlenbeispiel § 16).

II. Lösung der Elastizitätsgleichungen.
Bei der Auflösung der Gleichungen gehen wir vor nach dem 

im ersten Teil, § 13 ff erläuterten Eliminationsverfahren. Danach er­
halten wir die Unbekannten aus folgenden Gleichungen:
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v — — 
[^.2]’

__ [bm.l] [bc.l]
* 11 [&kl] ~ [bbT]'’
y ____ [am]__ [ab] __ [ae]

“ [aa] [aa] 6 [aa] e‘

Da [ac] = [&c]=0 wird, wird [bc.l] = O, [cm.2] = [cm], 
[cc.2] = [cc], und man erhält

[cc] ’ 
[bm.l] 

A» = ~ ~[&Ti]’

r — _ M v 
" “ [aa] [aa] * b'

Aus diesen Gleichungen ergeben sieh dann beliebige statische 
Größen S in der Form:

S = 50 + Sa Xa + S„ 4- Se Xe,
worin So, Sa, St, Sc die statischen Größen S im Grundsystem infolge 
der äußeren Lasten und der Zustände X = 1 sind.

Danach sollen im folgenden einzelne Belastungsfälle untersucht 
werden, wobei zur Erreichung einfacher geschlossener Formeln der 
Einfluß der Normalkräfte vernachlässigt’ werden soll.

a) Einfluß einer einseitigen Belastung des Bogens mit 
q t m (Fig. 234).

Die Unbekannten nehmen folgende Werte an:

X = — = 4- 5- L
‘ ’ [cc] — 8&0 k0 —
_ _ [mb.l]

[6&.1]’
Man findet:

[m &. 1] = [m b] — • [m a]L [aa]

=A $[ v -3 ~
kq
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----- 7. 3 ' [V $ (^0 ^oij 2 7. 3 „

“ Ao Vo

1 /3 1
= V ^2 ' ~ [Vo ^o' 3 < *0 ^O.'J •b 40 <f0

Somit ergibt sich:
q l qP 1 ___qL~ 1

* i = 2k'0=zT"f~"i6’~f'
Für Ä\ findet man jetzt:

g^2 ^o—n______ 1 K — g z __0
4 ^o' fo 2 k0 <p0 2 k0

Da hiernach das Scheitelmoment gleich 0 wird, können wir für 
den Fall der einseitigen Belastung des Bogens im Scheitel ein Gelenk 
annehmen. Wir haben es also für die weitere Rechnung mit nur 
zwei Unbekannten zu tun. dem Horizontalschab Wj, den wir uns im 
Scheitelgelenk angreifend zu denken haben, und der Scherkraft Xc.

Das Moment an beliebiger Stelle x in der rechten (be­
lasteten) Bogenhälfte berechnet sich nach der Gleichung:

- 4- ) + (f-y) ■

Es ist 7«! / \ O

Also wird
¥ x V~yp

4 \l) r 8 l k0(k0 — cpoy 
oder

v g;2 £^2—________ \

“ ’ ~8 ’ l k l
Wir suchen zunächst den Ab stand x0 des Punktes, für den 

3^ = 0 wird. Nach vorstehender Gleichung findet man:

_ 1 typ
/ 2 A*o (A’o ^p0)

Setzen wir diesen Wert in die Gleichung für y[,r ein. so ergibt sich: 
_ ql? oc p ^0\

—ftIt—rJ ■ ■ ■ • (180)
Das Kämpfermoment zugleich der größte negative

(QC \mit y==l! den Wert an:

= = . . . (181)
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Die Gleichung (180) ergibt ein Maximum für — : für
x
Tdiesen Wert von 

auf mit

tritt also der größte positive Wert Hmax

r _
max~ i) (182)

Der Verlauf der Momentenlinie in der linken (unbelasteten) 
Bogenhälfte ist der gleiche wie in der rechten, nur die Vorzeichen 
sind umgekehrt. Es wird nämlich für die linke Bogenhälfte:

gZ2 x (x x0) 
=!T'TkT Tj

gZ2 ( ql2 x k2— y0
4 k l J 8 Z k0 (k0 — ’

Hier ist x mit seinem 
Absolutwert einzusetzen. Da­
nach ergibt sich der in Fig. 243 
dargestellte Verlauf der Mo­
mentenlinie für Belastung links.

Wir stellen das Ergebnis 
der Rechnung zusammen:

Bei Belastung der einen 
Bogenhälfte mit g t/m wird das 
Scheiteimo ment

< = 0.
Man kann also im Schei­

tel ein Gelenk annehmen. Der 
Horizontalschub Hhat den 
Wert

................................... (183)

Die Scherkraft V im Scheitel berechnet sich aus der Gleichung

......................................(184)

Das größte positive (bzw. negative) Moment im Abstande 

von der Mitte wird

* max 16 ) ■

Die Kämpfermomente haben den Wert:
ir — u-f i _34 ± 4 . J.

Das positive Vorzeichen gilt für die unbelastete Seite.
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Anmerkung: In all diesen Gleichungen berechnet sich der charakte­
ristische Wert, nämlich das Abstandsverhältnis nach der Gleichung (179):

z0 _ £ kf — In (1 -r V) 
l 2 ka (kQ — arc tg fc0) '

Für sehr kleine Pfeilhöhen nähert sich diese Größe dem Wert und 
wird unbestimmt. Bei diesen Systemen wird die Gewölbewirkung unklar oder 
fraglich.

b) Einfluß einer gleichmäßigen Vollbelastung des 
ganzen Bogens mit q t/m.

Dieser Einfluß ist aus den vorstehenden Ergebnissen ohne 
weiteres anzugeben. Das Scheitelmoment hleibt 0 und der Hori­
zontalschub verdoppelt sich, da die Belastung links wie rechts den 
gleichen Einfluß hat. Die Scherkraft und die Kämpfermomente da­
gegen werden 0, da die Belastung rechts den gleichen Einfluß, aber 
mit umgekehrten Vorzeichen, hervorruft.

Man erkennt also, daß die Momentenlinie sowie die Stiitzlinie 
diejenige eines Dreigelenkbogens ist, dessen Gelenke in der Achse 
liegen, und zwar im Scheitel und an den Kämpfern. Daraus folgt 
dann ohne weiteres, daß die Stützlinie überhaupt mit der paraboli­
schen Achse zusammenfällt, da die Parabel das Seilpolygon der 
gleichmäßigen Belastung ist, so daß hier allgemein M = 0 ist.

Diese Belastung stellt also einen ungünstigen Belastungsfall nicht 
dar, und man begnügt sich daher durchweg mit der Untersuchung 
der einseitigen Belastung.

Anmerkung: Es sei noch erwähnt, daß auch bei Berücksichtigung der 
Normalkräfte das Scheitelmoment den Wert 0 beibehält; es ändert sich da­
gegen in etwa die Scherkraft V und damit auch das Kämpfermoment und die 
Momente Af,.

c) In gleicher Weise findet man für einseitige Überschüttung 
die Werte

Y _ । 1 ^-2(kj-Vo)

Lbm-i] = ~ 36^‘^S{W~ 5 [V— 3 (&0— <p0)]}

y _ Po£. 1 . 3^0 V 5 [koä 3 (k0 y0)]
1 60 V 3(*0 —^o)

96 ko ko — <fo 
_ (öm.l)

6 [ö&.l] ‘

[b m. 1] = — {3 k* — 5 [403 — 3 (k0 — yj]}’□ U kJ Kjq
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Damit finden wir für das Seheitelmoment Jf folgenden Wert: 
__ [am] [a&] Y

“ [aa] [aa] * 1
9^_ i . ^*o (Ao do1 

' - ko^ do
JA. Po 9 o ko l V 3 (k0 yQi ]
4 ^'o do 6O-üo do^o" do)

_ -y-{f^ 1 5 [ftp — 3 (A~o — yp)] — 9 feö (kp — yp)
360 kö <£okö—-3(Ä'o — yo)

Der Horizontalsehub H ist gleich X^.

(185)

X„ = H 1 3yo^o—5 [/vo — 3 (kp— yo)]
60 ko <fokö — 3 (ko — yo)

. . (186)

di Bei Überschüttung des ganzen Bogens ist:
Jc = 0.

Y ff^<fokp—5[Ztp—3(^*0 — yo)] (187)
30 ko [<pokö — 3 (ko — yo)]

Y _ j£ 5 [kp 3(kp—y0)] — $kö(kp—yp) (188)
180 kö [yofco—3 (&o— do)]

Die Kämpfermomente sind dann:
1f-------?o£ ' X _L ff y 

k~ 12 1 a'° 1 V [aa]/ ‘-1
__9ok । 9tÜ ^q8 (k0 y0)
“ 12 ! 36 ’ y0V

, doV—(fcp—n) _£ol.3 V—5 iV—3 (ko—yo)] 
do^’o5 3(^'o d0) 30 V[doÄ'o 3(&o do)]

■jj- <7q7~ 3yo (kö -j~ 1) (kö -4-5) — kp (13Ard -f-15) (189)
90 kö[g>okö — 3 (kp — yo)]

Es soll noch das Moment an einer beliebigen Stelle angegeben 
werden.

0ol~ A-Jgfcs 5^2_ 3yofcp — 5[A*o — 3 (7>q—yp)]
ISO kp 1, _ <fpkö — 3 (kp — yp)

7 2 5 [fep3—3 (*o — do)] — 9 k* (ko _ <p0)| /to ----------------5---------------------------- /
yo kö—3 (fc0 — yp) J

(190)
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Dieser Wert hat Maximum und Minimum für k = 0 (Scheitel) und
1 ° l^p3 9 (k0 <p0)

10 <PO k0~ 3 (kQ rpoj
ei Temperatureinflüsse.
Aus den Gleichungen (171) und (172) findet man für ungleich­

mäßige Temperaturänderungen At allein:

3 ds k0 2^ \ ds /

____ „ 14 n
' ds' 3^

Da [&&.ll = -^j--^^---- 3(frl_2a! ist_ £0 wird:
2*0 3^0Ä0

Der Horizontalschub 
rr -r ei/ "^° c nanJEX —-—•  —   €*zJ6  —•—— . (191) ds l ds f ’

Das Scheitelmoment JW wird dann: s

m =x s a
2e.At-l^—^------- L.*Q_±o.2£.Jf.^.fr

2Z-9?O k0 2^ dt i-

Als=Xa=s-At^^ .................... (192)
Der Wert X wird gleich 0-

Die Kämpfermomente sind einander gleich, und zwar wird:

JA=Xa+/._¥&=e-zli~7--i(l + Ä-o2) . (193)

Ein beliebiges Moment wird: = Ms (1 -}- Ä2).
Für gleichmäßige Temperaturänderung f0 (Temperatur­

änderungen der Achse) ergibt sich nach Gleichung (171) und (172) mit 
Jt=O:

[a t] = 0

J2 = Ä\=—------_ (i94)
l “ <po kö — 3 (ko—<po)

_£. Vo. j-

e-fp- ___ ko(kp—<fö)
l <fok'o—-‘i(kp—<ßo)

(195)Jfs=Xa = -Q 

a;=o.
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Damit werden die Kämpfermomente

-V„=.v.+f ■ (- ~ _ L x
x % “T'O 7

If _ Ä-q^qÄ-q-------------------- (Ä*o—yo)] (196)

f) Infolge von Widerlagerverschiebungen, für die in den 
Gleichungen (173) bis (175) die Verschiebungen angegeben sind, 
findet man

1. für <4
^=^=0

........................................... (197)

..................(19S)2 l Ko—<f0

Damit werden die Kämpfermomente
1 1^=±4^--------.... (199)
2 < Ko—<fo

Das positive Vorzeichen gilt rechts.

2. Für öB
Der Horizontalschub wird

__ [51C.1]  [5w]
" b~~ [55.1] [55.1]

----------6HJEJt. (200)
7 (r/o — 3 (Ä-o — (f o)]

Für das Scheitelmoment findet man dann:
_ [a?r] [a5] [«5]

“ [aa] [aaj* b [aa] 6

_ (^o y o) - ^Q- <p0 dn-EJ 
^o-2yo ^Ly0V—3(*o—y0)]

w = X == — ^9 - ___ •&~ ?pL _ _. . e J (201)

Die Kämpfermomente sind damit
7Z.

34= wa+ f- Wa+ -f. xb

— ’ ^o) ~7~ 3 V^’o i .ET
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" Z2 .
Toko

To^o' To) x p t
* s

2~ (^o—Vo) 
ko—rPo

•jr
. . (202)

3. Für die Verdrehungen und dr findet man:

[ö W. 1] = - E Js- i < ' EJS,
0 -TO

oder mit t = x^o-

*0W.b ic. 1] '44-^
To

3^o __cPoko)__ iko To)
ToV— 3’>o— To) + (203)

(^o To) 3^O
ko 2 'Po V

y0 k0~ (kQ cp0) 
i'Po^—^^o—Vo)

^^EJ,

2 \

( Tok»
9

yp

^l[di. — Ul)EJs

^■4“ '4(7. q/T. \ Toko" )ko To^
■21er. \.° ( o

V) Ä
To^o" 3 t^o 'Po)

(204)

z. 3 1
------------------>\)EJS 

ko—To
(205)

g) Einfluß einer wandernden Einzellast 1 t. — Ordi- 
naten der Einflußlinien.

Setzt man die in den Gleichungen (176) bis (178 a) angegebenen 
Werte der Verschiebungen ein, so erhält man die nachstehenden Größen 
der Unbekannten. Diese Werte stellen die Ordinaten der Einfluß- 
linien dar.

F 4 ■ <2 K^o - T) - Ä - *)]
* /L 0 — y 0

4" * (y0 — ¥’)}....................................
Die Unbekannte Xb berechnet sich wie folgt:

(206)

[bm. 1] 1
[&&. 1] [bb. 1]



§ 14. Erste Berechnung des beiderseits eingespannten elastischen Bogens. 255

Der Nenner [bb . 1] wurde bereits berechnet:
1 1

[bb . 1] = — —g ——[<foko 3 (k0 yoll-O yQ
Der Zähler [mb.l] bestimmt sieh wie folgt:

1 Z3[mb . 11 = — - --g [2 k (y0 — yj — (Ä-o — k^ — (Vo — y)]

[mb. 1]

1 l kQ — y0 1 l
2 k 2-1

[2 k (tp^ — — iy0 — y)] ,
% f o
1 Z3 (k >
7 p U t2k— — ~ ~ k’ j

Somit ergibt sich für die Unbekannte _Y& der Wert:

[2 k (<pü — — (y0 — yj] ~ (*o —
Y _ pr _ 0 . 1 . „ Vo__________________________

1 2 ko ™ ^oV —3(Z‘o —^o)
~ _ rr 3 Ä^n^(y0—y) —(t|^—

kp [yo k02 — 3 (kp — yo)] (207)

Das Scheitelmoment Xa ergibt sich zu:
[am] [a&]
[aa] [aa]

Setzt man die gefundenen Werte ein, so findet man nach ent­
sprechender Vereinfachung:

_ __  / 1 kp- [2 k (yo — y)— (tpo—xp)]~i~3 (kp—yp) (kp—k)2 
4 ko2 y» ko2 — 3 (ko — yo)

In ähnlicher Weise wie vorher lassen sich Formeln für Kämpfer­
momente und beliebige Momente ableiten. Man findet z.B.:
_ L f4 k»a üfq— l (v’o — v’)] —3 yo [?o ko2 — (ko — n)] (*o — ty"

4 l y0V—3(Äo —y0)
_2 (yo_— y) — 2 (ko — k) -r k (y0—y)] , Qna.

ko~<Po f............................................G }

§15. Zweite Berechnung des beiderseits eingespannten 
elastischen Bogens.

(Vereinfachende Annahmen über die Querschnittsverteilung.')
In den vorhin entwickelten Formeln ist die Annahme gemacht, 

daß das Trägheitsmoment eines Querschnitts im Abstande x von 
der Mitte

■^=-4-
COSÖ (p
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sein soll.
Höhe des

Diese Annahme ergab sich aus der Bedingung, daß die 
Querschnitts bei x ist

COS Cf

Es wurde schon erwähnt, daß im allgemeinen die Berücksich­
tigung des genauen Wechsels der Querschnitte hier nicht von großem 
Einflüsse ist. Wir wollen deshalb im folgenden eine andere An­
nahme über die Querschnitte machen, die einfacher zum Ziele führt.

Es sei:

cos cp
J3

= COS Cf . (210)

Fig. 244.

Daraus ergibt sich, da
, dx a s =------cos 9?

ist (Fig. 244), 
' A 

ds = dx . (211)

I. Wahl des Grundsystems und der Unbekannten. 
Berechnung der Koeffizienten der Unbekannten X
Als Grundsystem wollen wir diesmal den einfachen Balken

auf zwei Stützen wählen (Fig. 245). Als Unbekannte wählen wir (wie 
in § 10) Lastengruppen, die die Sym-

Fig. 245.

metrie auszunutzen gestatten. Xa ist 
der Horizontalschub. Xb und sind 
Momentengruppen an den Auflagern: 
bei Xb sind beide Momente gleich 
mit gleichen Vorzeichen, bei Xc sind 
sie gleichgroß, jedoch mit umgekehr­
tem Vorzeichen. Die Momente infolge 
der Belastungen X = 1 sind:

Infolge = 1 wird an der Stelle x:

Infolge = 1

Infolge Xt = 1 wird:

Damit ergeben sich folgende Verschiebungen:
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= j dx = 2 l;
— i

[ÖÖ] = 2Z;
— i 

[ecl-^d^=J£)'d^^ 

[cc] = |7.
Die Werte [ac] und [6c] werden zu 0, da sich bei beiden für die 

linke Systemhälfte (wo Mb positiv wird) der gleiche Wert mit positivem 
Vorzeichen ergibt, wie für die rechte Hälfte mit negativen Vorzeichen.

Aus diesen Werten findet man weiter:

II. Berechnung der Unbekannten X und der wichtigeren 
statischen Größen für verschiedene Belastungen.

Pi riet, Statik. II. 2.

Die Gleichungen für die Unbekannten sind:
[cm] 
[cc] ’

A =
[bin. 1]
[&&.1]’ ........................(312)

%« = [aa] [aa] 4
17
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Zur Ermittlung der Unbekannten sind noch die Absolutglieder 
[am], [bm] bzw. [bm. 1] und [cm] zu berechnen. Mit den Unbekannten X 
können dann beliebige Werte 5 bestimmt werden nach der Gleichung:

Im folgenden sollen verschiedene Belastungsfälle berücksichtigt 
werden.

a) Einzellast P im Ab­
stande £ von der Mitte (Fig. 246). 
Die Momentenfläche des Grund­
systems infolge dieser Last 
(140-Fläche, vgl. Fig. 246a) hat 
die größte Ordinate

P.1 —= -2
Die Ordinaten links und 

rechts von £ und 34^, vgl. 
Fig. 246a) haben die Gleichungen

3^ =

.r ?! (
2 \

Damit wird:

»1 = 5

d$
x1 = —l

^2 =

ds-- tj
®2 = £

Darin ist £ zunächst als Konstante zu betrachten. Die Aus­
wertung der Integrale ergibt:

[am] PfP L 
12 L

Der Wert [Zm] ergibt:

+z
= fif0Midx.
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Dieser Wert ist der gleiche, wie er sich ergeben würde bei 
geraden Balken von der Länge L — 21 mit konstanntem Quer­
schnitt. Da die Fläche ein Rechteck mit den Endordinaten 1 
ist, so wird, wenn q = Z — £ der Abstand der Kraft vom rechten 
Ende ist:

r, , FL\ i 1

PL2 ’/W. >
6 L \ LJ\ ' L 1 " L)

PiP l — H. 1—5X— ■— ~ --------- I 1------------ I .
2 21 \ 21 r

Für [cm] findet man den Wert:
[c m] = J lf0 Mc dx, 

der aus der gleichen Überlegung wie vorher ergibt:
r , PL2 Z X[cmj=—g-'Cq —Ca),

Weiter findet man:

Damit ergeben sich jetzt folgende Unbekannte: 

................................................<si3>
17*
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Xb=P~h_ 
lb L

(214)

64 f L

4 f 16 i_ \Z/JL

Xa = -jff=-g^[l-(|)y ....... (215)

Aus diesen Gleichungen lassen sich schnell die wichtigsten 
Momente ableiten. Für die Kämpfermomente findet man z. B.:

= Xb + Xe = [1 - (|)“] [1 — 5 f j) ± 41] (216)

Das positive Vorzeichen gilt links (vgl. Fig. 245).
Das Scheitelmoment wird:

Fi _/IV]2 L d ' 32 r L w J 

rzi /mr - f^yy
+i6L1-U j L U J

Nach gehöriger Vereinfachung ergibt dies:
Ms = A|iß (1 _ j) _ is [1 - f|Yl +5 d- (Wi l (217) 

«52 [ \ 6/ L \t/ J L \l/ JJ
Diese Gleichung gilt für Belastung der rechten Hälfte. Bei

/
Belastung links ist im ersten Glied einzusetzen. Es ergibt

dieselben Werte, da dann £ negativ ist.
Unter der Einzellast entsteht das Moment:

= Mo + M o Xa 4- Mb Xb + M c Xc,

32 f L

l 4 l L \lJ JJ’

..............................(218)

NB. Die Werte der Gleichungen (217) und (218) müssen für y=0 einander
Q

gleich sein. In der Tat nehmen dann beide den Wert 32 Pl an.
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Der senkrechte Auflagerdruck A am linken Auflager wird: 
Ä = A0^AcXe>

2 k i) i i iL \ij r

Am rechten Ende wird:

+ ..................................................................(219)

Für >f:
^2 = B (14- + Xaf ; 1- • 022)

Nach den Gleichungen (215)—(217), (219)—(222) sollen noch die 
Ordinaten der Einflußlinien für die Zehntelpunkte angegeben 
werden.

Die Einflußlinie des Horizontalschubes hat die Gleichung 
l

H=Xa = uu-y- 
Darin ist

Die Einflußlinien der Kämpfermomente ergeben sich in der Form:
1. Linkes Kämpfermoment:

Darin ist:

2. Rechtes Kämpfermoment:
^kr = ^r-1-
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Darin ist:
_ 1

16
r
| 1 — 5
L

Für di© Einflußlinie des Scheitelmomentes findet man:
8 ‘ 3

Darin ist :
"•-ä{ 16 (x - f) -18 Mf)’]+5 Ml)']'

Für die Auflagerdrücke findet man
1
4

Für ein beliebiges Moment finden wir nach Gleichung (221 
und (222):

+ !— (j) p-

-^2 = !<“)» + ■$ -----^4-Ah^1—(y)

Die verschiedenen Werte für p sowie A und B sind in nach - 
stehender Tabelle für die Zehntelpunkte zusammengestellt. Die Ein - 
flußlinien sind danach in den Fig. 248 bis 251 aufgetragen.

£ 
l ft kl Pkr ftr A B

0,0 — 0,469 0,0625 0,0625 0,0937 0,500 0,500
0,1 — 0,459 0,0835 0,0340 0,0493 0,425 0,575
0,2 — 0,432 0.0960 0,0000 0,0160 0,352 0,648
0,3 — 0,388 0,0995 — 0,0369 — 0,0069 0,282 0,718
0,4 — 0,331 0,0946 — 0,0735 — 0,0203 0,216 0,784
0,5 — 0,264 0,0720 — 0,1055 — 0,0254 0,156 0,844
0,6 — 0,192 0,0640 — 0,1280 — 0,0240 0,104 0,896
0,7 — 0,122 0,0430 — 0,1355 — 0,0181 0,061 0,939
0,8 — 0,061 0,0225 — 0,1205 — 0,0102 0,028 0,972
0,9 — 0,017 0,0065 — 0,0790 — 0,0031 0,007 0,993
1,0 0 0 0 0 0 1,00
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Anmerkung: Die Gleichung (218) gibt die Ordinate der Momeatenein- 
flußlinie des Punktes § für diesen Punkt selbst, d. h. also die Spitzenordinate. 
Trägt man diese Gleichung als Kurve auf, so ist diese der Ort für die Spitzen der 
Momentenlinien. (Spitzenkurve.)
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Die Masima und Minima dieser Kurve findet man aus der Gleichung

Mit diesen -Werten wird:
9

1. ^=^1-

2. Jf§=0.
3 ir-- 3 zB-lYfi • 5 B-lj3. 4k—32G1 J

Danach kann die Spitzenkurve leicht aufgetragen werden.

b. Gleichmäßig verteilte Belastung q.
Für die Belastung des halben Bogens (Fig. 243) können wir die 

zu suchenden Werte durch Integration aus den vorhergehenden 
Werten finden. An einer Stelle f ist auf einem Streckenelement d-. 
die Belastung p d:. Setzen wir dies in obige Gleichungen für P ein 
und integrieren von 0 bis l, so finden wir den gesuchten Wert für 
einseitige Belastung rechts. Auf diese W’eise sollen die wichtigsten 
Werte angegeben werden.

Das Scheitelmoment wird:

o
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Da die Kämpfermomente sieh aus der Gleichung Mk = + Xc
ergeben, so wird hier

^ = ±1?....................... (227)

Die senkrechten Auflagerdrücke sind:
z

o

4 3 7

» 18 , ...........................<828)

Das Moment an einer beliebigen Stelle x wird am einfachsten 
gefunden aus dem Moment M , der Normalkraft Xa und der Quer­
kraft Qs = A im Scheitel.

Für die unbelastete Seite wird:

(\ 2

7 
b /

=^£*(3 + 4^ .............................(229)
16 l \ ■ l) K 7
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Auf der belasteten Seite wird: 

.................................W

Die Werte der Gleichungen (229) und (230) sind absolut ge­
nommen einander gleich, haben jedoch das umgekehrte Vorzeichen; 
dies erkennt man leicht, wenn man bedenkt, daß in Gleichung (229)

CCdie Werte — negativ, in Gleichung (230) aber positiv sind. Wir
l

schreiben daher am zweckmäßigsten

+ .................... (331)

Diese Gleichung ist für beide Seiten gültig, wenn man x mit 
dem absoluten Wert einsetzt. Das negative Vorzeichen gilt dann 
für die unbelastete, d. i. hier die linke Seite.

Der Größtwert der Gleichung (231) ergibt sich mit:
x_ £
l~ 8’

und zwar wird:
9 9

^max^ + ^P1 = T 1024

Für — = — wird M n = 0 .I 4
Anmerkung: Bei Berücksichtigung der genauen Querschnittsverhältnisse

~ fanden wir, daß der Größtwert für AG auftritt beiJ COSJ?2
1 ^0 _  1 G” Vo
2 1 4 k0 (k0 — <p0)

Die zahlenmäßige Auswertung dieses Ausdrucks ergibt für die verschie­
denen Pfeilverhältnisse Werte, die zwischen

und |^ = 0,3575 (für ^=|).

schwanken. Im vorliegenden Falle haben wir dafür den konstanten Wert 
1 X■— = 0,375. Die Werte der Größtmomente schwanken im ersten Falle
zwischen den Grenzen:

34^=^-0,612 bzw. ^-0,512. 
lb lb

Im letzteren Falle ist konstant
J4^ =^-0,5625. 

lb
Das Beispiel zeigt., daß der Einfluß der Querschnittsverhältnisse gering ist.
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Bei beiderseitiger Vollbelastung werden wieder sämtliche 
Momente zu 0, da sich gemäß obiger Ausführungen über Jf_ beider­
seits zwei entgegengesetzte gleiche Momente addieren.

Der Schub wird:
1 pF 1 pU

~ f 2 ~ f ‘ 8“ ’
Das größte Scheitelmoment 

sich gemäß der Einfluß linie Fig. 249 
sehen den Belastungsscheiden, 
der kleinste Wert bei Belastung 
der beiden Teile außerhalb der 
Belastungsscheiden. Diese beiden 
Werte müssen absolut genommen 
einander gleich sein, jedoch mit 
umgekehrten Vorzeichen, da ihr 
Gesamtwert (Vollbelastung) den 
Wert 0 ergeben muß. — Die Be­
lastungsscheide liegt ungefähr bei 

y —0,275. 
L

infolge der Nutzlast p ergibt 
bei Belastung des Teiles zwi-

Fig. 252.

Für die Belastung einer Strecke f vom Mittelpunkt aus (Fig. 252) 
findet man für Ms aus Gleichung (217):

5

Setzen wir darin für y den Wert 0,275 ein und multiplizieren 
b

mit 2, so ergibt sich als Größtwert für Ms infolge der Nutzlast p:
-M; m«=± 0,0224 pZ2 . .... .(233)

In gleicher Weise findet man für den Horizontalschub bei dieser 
Belastung, d. i. die Normalkraft im Scheitel durch Integration der 
Gleichung (205) über diese Strecke.

0,275

—
0

9
" 32 f

' 2 1 \
0,275  0,2753 —0,2755 .. 3 5 /

—0,245 y (234)
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Das Größtmoment am rechten Kämpfer findet man in ähnlicher 
Weise. Die Belastungscheide der Einflußlinie liegt gemäß Fig. 250

bei — = 0,2. Für die Belastung von Strecke f wird:
Z

X
i

~l7idTI
16 J o

1 — 5

(235)

Daraus wird mit — = 0,2: £
0,006255 pF.

Dazu kommt für die Belastung der linken Hälfte
^ = 0,0625 pF, 
16

und man erhält:
AG,max=± 0.068725 . . . . (236)

Für den Horizontalschub findet man in diesem Falle:

±=—2- —•—-fo,2 ——-0,234
32 f \ ’ 3

±=—0,341 y ...........................

-0,25) —5 )
pF 1

(237)
4 f

Der senkrechte Auflagendruck B beträgt 
o 2

0

3
16

,.w_’.<w.+ *.w.)+^„

± = 0,2725p?.................................................................... (238)
Aus B und H kann dann die Normalkraft am Kämpfer er­

mittelt werden.

c. Überschüttung.
Die Überschüttung stellt eine pa­

rabelförmig verteilte Belastung dar 
(Fig. 253). Bezeichnet man die End- 
ordinaten dieser Belastung mit g0 (vgl. 
§ 14, S. 240), so ist ein Zwischen wert:

I X \

Fig. 253.
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Setzen wir also in die für eine Ein zellast P gefundenen Werte 
/ £\ä

P~9o\pj und integrieren von 0 bis l, so erhalten wir als 

Resultate für rechtsseitige Überschüttung:

o

X‘ g° 48 ’
Damit wird:

Mk

(241)

(242)

wobei das positive Vorzeichen links, das negative rechts gilt.
i

9pF । 9o^ __ 72 (______1 _|_ 1

105 48 Jo \ 105 48/

Ms = ................................................................... (243)g0P 
280

Bei beiderseitiger Überschüttung wird:

..................................... (244)

^,-«.--2 .̂........................... (245)

^e = 0 .................................................. (246)

..................................(247)
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An beliebiger Stelle wird:

12 L
-Y'
a) rM

m =€0^ h — f-Ylgo22 h f_Y^ _ 2gop
x 12 L 14 L U/J 105’

...(248)

Es kommt häufig vor, daß die Überschüttung eine Neigung 
erhält; es wäre dann von den vorher angegebenen Resultaten der 
Einfluß einer dreieckförmigen Belastung abzuziehen, die ihre 
Spitze im Scheitel hat. Mit dem Endwert wird ein Zwischen-

oc wert g = gj - . Man findet dann in gleicher Weise wie vorher:
l

(249)

(250)
lb j L \t/ J L / J 6 Vb

o

g 60 (251)
o

Also findet man hier:

JL = W + W = — -0-- ±* 6—0 96 60 (251a)

= gö i f {4 (i - 7) ~ f1 - (ff) 7+[i - (|)1 f} d s,
0

.................................................................... <252>
Für beiderseitige Last wird:

= • • • • <253>

xi — 9-^=dük,............................... (254)

^ = o,................................................ (255)

Ms = ~9-^-..........................W
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Anmerkung. Man kann diese Neigung auch von vornherein durch ent­
sprechende Wahl des Wertes g0 berücksichtigen und mit den Formeln (239) bis 
(248) rechnen. Dies würde einem Verlauf der oberen Begrenzungslinie nach 
einer flachen Parabel entsprechen.

d) Der Einfluß von Temperaturänderungen soll wieder ge­
trennt für eine ungleichmäßige Erwärmung At (f =0) und eine 
gleichmäßige Erwärmung io(Jf = O) angegeben werden.

Bei ungleichmäßiger Erwärmung wird

Wir setzen hier

cos q
NB. Diese Annahme stimmt allerdings mit der Annahme J = —— nicht cos <p

überein; danach müßte z. B. bei rechteckigem Querschnitt d = 1—t ge-
, / cos y 
Vsetzt werden. Wegen der Geringfügigkeit der Temperatureinflüsse kann jedoch 

obige Annahme als ausreichend gelten.
Man findet:

+i

ej fr (x\~\ J x\

-1

+1

-z
17 j

[&t] = — 2 Z-e-zli - —— 
dS

[c i] = 0 .

l EJ[Jtl]=- e-df.
3 ds

EJ

^a = 0 * ’....................................

^e=0

(257)

Die Momente betragen über den ganzen Bogen:

M = X-b=e-At--~ ......................(258)
as
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auf, und

Bei gleichmäßigen Temperaturänderungen ergibt sich: 
M = ~ EJJet0-dsEa.

d ccEs ist darin cis —------ und =— cos 9? (Zugkraft), also: cos 97-----------a K
+1

[a t] = EJS ■ s ■ t0 ■ fdz .
-1

[at] = 2 l-e-t0-EJs.

Da — 0 ist, so wird
[&t]=0. .
[ct] = — EJJe-t0-ds-Nc.

Da N =4-sin® in der einen Hälfte Druck, in der andern 
c 4

Hälfte Zug ist, so heben sich die Einflüsse beider Hälften 
es wird [et] — 0.

Damit findet man: 

........................................

ä;=o.
Für die Kämpfer- und Scheitehnomente ergibt sich:

Ms = +f-^a=~Y'J'£'t0-EJs

M^Xl = ^-ys.t0-EJs^-2 31s

(259)

(260)

e) Einfluß von Widerlagerverschiebungen. Es sollen 
wieder drei verschiedene Fälle betrachtet werden, nämlich eine 
Vertikalverschiebung des linken Auflagers, eine Horizontalver­
schiebung öH des linken Auflagers und Verdrehungen und 0 der 
beiden Auflager.

1. Bei einer Vertikalverschiebung <5^ des linken Auflagers 
nach oben (Fig. 236) ergibt sich nach der Gleichung [w] = —

(«w]=0, da Aa = 0.
[tw] = 0, da A6 = 0.

rctc] = 4-^4-EJ, denn 4 =—4-
4 s 4
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Also wird:
An = Ä\ = O.

3 1

Das Moment an einer beliebigen Stelle a; ist mit Jf

(261)

3 1 j'
3/ = -rA ........................(261a)

2. Bei einer Hori zontalverschiebung des linken Auf­
lagers (Fig. 237) findet man in gleicher Weise:

[aw] = — Ha-bsEJ a =— ^e-EJsi denn Ha = 1.
[b w] = 0, da = 0 .
Iw] = 0 . da Hc = 0 .

5[bw. 1] = — öe-EJs.

4 tl v (262
„ / In , 5 15 \ r 4o 1A“ = ÖE . E Js ÖB • EJ^

Damit ergeben sich die Momente:

*„ = J/., = ' 7t ■ 'EJ’ I
15 / i........ (S63>

3. Bei Widerlagerverdrehungen d, und &r in Richtung der posi­
tiven Einspannungsmomente (Fig. 240) ergibt sich:

[aw] = 0.
[b w] = — + &,:) ■ EJS.
[c w] — — (^ — &r\ • EJS.

[bw.l] = [6«’].

.......... («64)

Es ergeben sich damit folgende Momente:
Pi riet, Statik. II. 2. 18
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H ' (365)
3

-K=a; - f ■ a; = - - ejs

§ 16. Zahlenbeispiel zu § 14 und 15.
Im folgenden soll ein Gewölbe mit den in Fig. 254 angegebenen

Abmesungen nach den in den vorhergehenden §§ 14 und 15 er-

L-Zl-2Z.0m

Fig. 254.

mittelten Formeln berechnet werden. 
Zum Vergleich soll dann ein Kreis­
bogen mit denselben Abmessungen 
untersucht werden, unter Aufteilung 
der Bogenachse in Elemente cis, 
die als geradlinig betrachtet werden 
können.

1. Verwendung der in § 14 abgeleiteten Formeln.
a) Für einseitige Belastung des Bogens mit q = 0.5 t m ergibt 

sich nach Gleichung (183) die Horizontalkraft
q-l2 0,5 -ll9
4 f 4 • 2,2 = 6,875 t.

Das Scheitelmoment s ist gleich 0. Für ein beliebiges Moment 
ist im Abstande ar vom Scheitel nach Gleichung (180):

4 l \l IJ'

Für wird

Es ist:

man findet nach Gleichung (179)

xo __ 1 V’o_
Z 2 k0 (k0 <p0}

2 f&0 = tg^0 = j- = 0,4; k^ = 0,16; 1-L Ä;/= 1,16 .

v-0 = In (1 + ft03) = 0,148 420 (= In 1,16 = In ff = In 29 — 2 In 5). 
— y0 = 0,011 580 .

^0 = arc tg k0 = 0,380506 (nach Tabellen oder mit Hilfe der Reihe 
k3 k 5 k ~ \

^ — ^ = 0,019494, 
^(^-^ = 0,007 797 6, 

2 k0 (k0 — ga0) = 0,015 595 .
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Daraus ergibt- sieh:
0,011580
07015595 -Q’,U °3'

Die Momentenfläche hat also für
-1 = ^ = 0,742 53 den Wert 0 (s.

Fig. 256; vgl. auch Fig. 243).
XFür — = 1 (am Kämpfer) wird

7 2
Mk = (0,742 53 — 1)

Fig. 256.

-------0,257 47 = — 3,894 mt.4

Mit 1 = wird der Größtwert

max 16
0,5-ll2

16 •0,74253® 2,08 mt.

l

£^o 
2 l

b) Bei Belastung beider Bogenhälften mit j = 0,5t m wird 
^ = 0,
H= 13,75 t.

c) Bei einseitiger Überschüttung findet man den Horizon­
talschub nach Gleichung (186). Für die einzelnen Werte ergibt sich:

5 [V — 3 (Äo — ^o)] = 5 [0=064 — 0,058482] = 0,027 589,
3 . k* = 3 • 0,380506 ■ 0,0256 = 0,029 223,
3 V — 5 [V — 3 (Äb — ^o)] = 0,001634,
y0A-02 = 0,060881,

— 3 (^o — ^o)= 0,002 399 .
_ . . . qn yd 1,61Damit wird, wenn — = —— ist:

£ 2 2

V - tt-1)6 •112 1 °’001634 -687t&— 120 ' 0,16'0,002 399-b’ ’

Für das Scheitelmoment ergibt sich nach Gleichung (185):
9 k2 (ka — (p^ = 1,44 ■ 0,019494 = 0,028 071,
5 [*08 — 3 — g90)] — 9 V (k0 — = — 0,000 482.

1,6-ll3 0,000482 
720-0,4'0,002 399 1,4875 mt.

1,6-ll3 1 0,0256-2-0,011580
192 0,16 0,019 494

0,79 t.

18*
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Das Kämpf ermoment der belasteten Seite ist gegeben durch die 
Gleichung:

XI, . = — — 1 • A — f- X, — l ■
KT 19 ' a ’ “

1.6 ■ 2,2 ■ lla=-------------------------1,4875 —— 2.2-6.87 — 11 • 0.79.12 > .
= — 13.19 mt.

An der unbelasteten Seite wird:
M^+l-X^f-X^l-X^

= — 1,4875 4- 2,2 • 6,87 — 11-0.79 = 4,94 mt.
d) Bei beiderseitiger Überschüttung ist damit:

Xa = >s = — 2 -1,4875 = — 2.975 mt,
= H= 2 -6,87 = 13,74 t.

4 = — 0,79 — 0,79 = 0.
AL, = XL r = XL. = — 13.19 4- 4.94 = — 8.25 mt.

Letzterer Wert kann auch aus Gleichung (189 ) gewonnen werden. 
Man findet

1,6-113 3-0,380506-1,16-5,16 — 0,4(13-0,16415),
~ ,c~ 180 040002399

1,6-ll3 6,832 6688 — 6,832
— 180 0,4 ■ 0,002 399 ’

1,6 - ll3-0,0006688
” 18(L0,4-0,002499 ’

= — 8,25 mt.
e) Als Temperaturänderung soll eine gleichmäßige Erwärmung 

um t0=15° und eine ungleichmäßige Erwärmung um Ji—15° bei 
f0 — 0 berücksichtigt werden.

Man findet nach Gleichung (191) bis (196) mit da = 23cm:
1. Für Jt=15°,

= 0,000475 e-EJ*.
Für Beton ist a —0,000014, E — 200000 kg em2,
7 100-23® .J ------------ — 100 0( >0 cm4 .

12
Damit wird
H = 0,000 475 • 0,000 014 - 200000 -100000 = 133 kg.

Ms = 0,000014 -15- —P-^^100?00 = 183 000 emkg = 1,83 mt:

(1 4 V) = 1,83 • 1,16 = 2,12 mt.
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2. Für t0=15° wird
12-0,000014-15-2-IO11’ 0,060881

1100- 0.002 399 1050 kg.

JI 6 • 1.4 • 2 • IO5 -15 0,007 798
0,002 399 = ~ 74 50Ucmkg1100

= — 0,745 mt:

__6• 1,4-2 • 10’• 15
* k ~ 1100

0,060881 —0.019 494
•0.4-------------- ———:------------

0,002 399
= 158 000 cmkg = 1,58 mt.

fi Als Widerlagerverschiebungen sollen berücksichtigt werden:
1. Ai = — 5 cm; 

Bogenmaß. = 0.
Es ergibt sich: •

„ 1 1 0,064
k —2 1100-

2. dj—5 cm; 3. = 10' = 0,002 91 im

0,01^494'5 ’ 2 • 10’« = - 135 500 cmkg 

= ~r 1,355 int.

Dies Moment nimmt linear zur Mitte hin ab und ist im 
Scheitel = 0. Das positive Vorzeichen gilt links.

Zu 2. H= — T^T7r^^xg-5-2 10lu=—12 600kg = —12,6t.
11003-0,002 399 5

JI 0,4 0,058482
1100'3 0,002399 ■ 5 • 2 • IO10 = 8060< >0 cmkg = 8,06 mt,

JI. 0.041387——— • 8,06 = — 1 < ,1 mt. 0,019494

, ,r 3-0,4 0.041387Zu 3. H — ——. 1100: 0,002399 •0,00291-2-1010= 995 kg.

_ 0,064 — 3-1,16-0,019494 0,00291 0
0,002 399 ~22ÖÖ “’1

= 42 400 cmkg = 0,424 mt,

Y =------ 21221----- 2--- o,002 91 • 2 • 10w = — 79 kg0,019 494 2-11009 S

JIk, = — 0,424 + 2,20-0,995 + 11-0,079 = 2,63 mt,
r = — 0,424 4- 2,20-0,995 — 11 - 0,079 = 0,89 mt.

g) Es sollen noch nach den Gleichungen (206) bis (208) die 
Einflußlinien der Unbekannten .Ya und Xb (d. i. und H} 
und A—Xc gerechnet werden. Dazu sind in gleicher Weise, wie 
vorher die Werte k0, <p0, y>Q, noch für die Zehntelpunkte die Werte 
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cf = arctg k,
y = In (1 k~)

zu berechnen. Diese Berechnungen sind tabellarisch durchgeführt und 
die Resultate in der nachstehenden Tabelle zusammengestellt. Zum 
Vergleich sind dort auch die nach § 15 gefundenen Werte (s. Fig. 248. 
249 und 251) angegeben.

Einflußlinien.

nach § 1- ! nach §15
H A

nach § 14 i nach § 15 nach § 14 | nach § 15

0,998 1,030 -2,391 ' - 2.345 0.5 0,5 0
0,512 0,542 - 2,405 - 2,295 0.424 0.425 1
0.147 0,176 - 2,255 - 2,16 0,350 0.352 2

- 0,092 : —0,076 - 2,009 . -1.94 0,279 0,282 3
- 0,226 - 0,222 - 1,702 -1,655 0,213 0,216 4
- 0,287 -0,279 - 1,346 - 1.32 0,153 0,156

- -0,262 - 0,264 -0,971 -0.96 0.101 0.104 6
-6,192 -0,199 - 0,608 — 0,61 0,059 0.061
- 0.099 -0,113 - 0,272 - 0,305 0,027 0,028 ft
- 0,029 -0,0345 -0,076 — 0,085 0,007 0.007 9

0 0 0 0 0 0 10

Die vorstehenden Rechnungen zeigen, daß man bei Verwertung 
der Formeln nach §14 die Einzelwerte sehr genau ausrechnen muß: 
dies zeigen besonders die Rechnungen für die Zählerwerte der Glei­
chungen (185) und (190), wo sieh 'die zwei bzw. vier ersten gelten­
den Ziffern bei der Subtraktion aufheben:

[0,027589 —0,028071 in Gl. (185) und 6,8326688 — 6,832 
in Gl. (190)].

Die Formeln des §15 sind weniger empfindlich, so daß man 
im allgemoinen mit dem Rechenschieber auskommt. Außerdem ist 
die Rechnung einfacher und schneller durchzuführen, ohne daß die 
Resultate nennenswerte Abweichungen zeigen, wie die nachfolgende 
Rechnung zeigt.

2. Verwendung der Formeln nach § 15.
a) Einseitig gleichförmige Belastung j = 0,otm.
Nach Gleichung (223) ist Afs==O.
Nach Gleichung (224):

,, । 0,5 -ll2 , „ ,M, = + -— = —— =-r3,78mt.7; A. 16 16 A.

Nach Gleichung (225) wird die Horizontalkraft:
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Ein beliebiges Moment wird 
nach Gleichung (230):

Danach ist die Momenten fläche in 
Fig. 258 aufgetragen.

Das Größtmoment 
g

= ± °>5'112 =± -3 3 mt

tritt auf für ~y = 0,375.

bi Bei Vollbelastung des ganzen Bogens ist überall 
3f = 0,
H— 2 ■ 6,875 = 13,75 t.

c) Bei 
Gleichungen

einseitiger Überschüttung ergibt sich aus den 
(239) bis (2431 mit = ye-/= 1,6 • 2.2 = 3.52 t:

3,52-ll2 ,A, =-------- ------= — 4,0o mt,1 105

A' = 3,52 -g- = 8,87 mt. 
4b

jft=A7 +a'., K b ------- C 3

.«^ = — 4,82 mt, 

.^.= — 12,92 mt.

* 280
1.52 mt.

d) Bei beiderseitiger Überschüttung wird daraus: 
K= —^ = 13,831,

J4 = X,. = —8.11 mt, 
^= — 3,04 mt.

Ein beliebiges Moment ist nach Gl. (248):
3.52-ll2

420

= —1,014

Danach ist in Fig. 260 die Momentenfläche auf getragen. Da die 
Belastung g keine Momente bewirkt, so gilt auch diese Momenten­
fläche für die in Fig. 261 dargestellte Belastung ohne g.
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e) Es soll noch die Momentenfläche für beiderseitige Über­
schüttung und einseitige Belastung mit q = 0,5 t m angegeben 
werden. Sie setzt sieh zusammen aus den Momentenflächen Fig. 258 
und 260 und hat die in Fig. 262 dargestellte Form.

Die größten positiven Werte sind:
Links: 31 = 2.81 mt,

Rechts: 31= ~ 4,7 Omt.
Der größte negative Wert beträgt :

31^.=— 11,89 mt.

f) Einfluß von Temperaturänderungen.
Es sollen folgende Temperaturänderungen in Rechnung gesetzt 

werden:
1. Jf=15°, fo = O: 2. Jf=O, t0=15°.

Zu 1. Es treten überall gleiche Momente auf von der Größe:
ET 9.1010

M = e■ J f • s = 0,000014 • 15 ■ " ----- = 182 500 cmkg = 1,825 mt. 
ds 23

Aq 1
Zu 2. H = — Wo = — 000014-15-2-1010 = 975 kg,

M = ——■-^—•0,000014-15-2-101° = — 71600cmkg 
s 4 220

= — 0,716 mt,
3fft = 2 • 0,716 = 1,432 mt.

g) Einfluß von Widerlagerversehiebungen.
Es sollen folgende Verschiebungen berücksichtigt werden:
1. =— 5cm, 2. Öh— 5cm, 3. ^=10'= 0,002 91 im

Bogenmaß. Man findet:
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Zu 1. H=0,

J^ = 0,
= x4'4 • 5 • 2 • IO10 = — 124 OOO cmkg = — 1.24 mt.

- 11UU" — — '

45 1
Zu 2. H = A; = s • 11OO — ■ 5 - 2 ■ 1 0“ = 11 600 kg = 11,6 t

3/s = g ■ ££qq o-?ö’ 5 ’ 2 ’ 1°10 ~ 775 000 cmkg = 7,25 mt.

J/7; = — 2 • AIs = — 14,5 mt.
„ „ 15-0,00291z« 3. sn-5i.2.1o» = .,ootg.

AT =—- 0’00291 • 2 ■ IO10 = —39 700 cmkg
4•1100

= — 0,397 mt, 
9

21 a = __ 2-1010-0,00291 = 238000 cmtg = 2,38 mt,

21 kr = 121 kl = 0,7 9 mt.
h) Die Einflußlinien der Größen A', H und JIS sind durch die 

Tabellen in § 15 gegeben und dort aufgetragen (Fig. 248—2511

Vergleich der Ergebnisse.
In folgender Tabelle ist eine Übersicht über die verschiedenen 

Resultate für Scheitel- und Kämpfermomente und Horizontalschub 
gegeben.

Parabel 
nach § 14 nach § 15

Belastungsart

K 
Ms 

Mm 
Mkr

6,875 t 6,875 t
0 0

3,89 mt 3,78 mt
- 3,89 n - 3,78 »

Infolge einseitiger Nutzlast 
q = 0,5 t m rechts

H 
M, 

Mm 
Mkr

6,87 t 6,91 t
— 1,49 mt — 1,52 mt

4,95 B 4,82 r
-13,19 „ -12,93 „

■ Infolge einseitiger Überschüttung

H 
M, 
Mk

13,74 t 13,83 t
— 2,98 mt — 3,04 mt
- 8,25 - - 8,11 n

I Infolge beiderseitiger Über-
J schüttung

Die geringen Unterschiede zwischen den Resultaten der §§ 1-4 
und 15 lassen deutlich erkennen, wie gering der Einfluß der genaueren 
Berücksichtigung der Querschnittänderung ist, was auch in den in 
der Tabelle S- 278 für die Einflußlinien zu ersehen ist.
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Kernpunktmomente.
Bei einer genaueren Gewölberechnung wird man im allgemeinen 

die Einflußlinien für die Kernpunktmomente bestimmen, da sich aus 
diesen die größten Spannungen ohne weiteres angeben lassen. Diese 
Einflußlinien sind natürlich genau so zu ermitteln, wie vorhin für 
die Momente der Systemachse. Auch sind die gleichen Formeln 
zu verwenden, wenn man die entsprechend veränderten Pfeilhöhen 
einsetzt.

Anhang zu § 16.
Kreisliniengewölbe.

Zum Vergleich mit diesen beiden Rechnungen soll nunmehr, 
wie schon erwähnt, ein Kreisgewölbe mit der gleichen Spannweite 
und dem gleichen Stich untersucht werden, und zwar sollen hierbei 
die Verschiebungen ermittelt werden, indem wir die Systemachse in 
20 Einzelteile ds zerlegen, die wir als gradlinig betrachten. Die 
Momentenfläehen für diese Streckenelemente ds sind dann ebenfalls 
als gradlinig zu betrachen.

Anmerkung. In gleicher Weise wie hier der Kreisbogen behandelt ist, 
kann natürlich auch jedes beliebig geformte Gewölbe untersucht werden. — 
Für das Kreisgewölbe selbst lassen sieh auch geschlossene Ausdrücke herleiten. 
Jedoeh sind sie in der äußeren Form nicht so einfach wie die des Parabel­
bogens. Da bei den normalen Stichverhältnissen ein wesentlicher Unterschied 
zwischen Kreis und Parabel nicht besteht, so kann man in den meisten Fällen 
mit letzterer rechnen.

über die Querschnitte soll dieselbe Voraussetzung gelten wie 
beim ersten Beispiel, es ist also, wenn ds die Stärke im Scheitel

, ds , T J,d = —»— und .T — —#—.cos cp eos cp
Diese Werte sollen für jedes Streckenelement 
konstant sein. Dann ist

bedeutet:

Fig. 263.

Wählen wir das

(vgl. Fig. 263)

gleiche Grundsystem wie im § 14, so sind die 
Momente in einem Punkte i:

Infolge Ä’a=l:- 37a = l;
infolge Xb = 1 : b = yi;

^=1:
Die Werte ds, dx,, x-, y. kann man zeichnerisch ermitteln: dabei ist 
jedoch große Genauigkeit erforderlich. Will man sie rechnerisch er­
mitteln. so bestimme man den Kreisradius aus der Bedingung:

f(2 r — f) = l2, 
f + t- 2,22 + ll- 

= 2-21 = 28>6m-
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Der halbe Zentriwinkel <p0 des Bogens (s. Fig. 264) ergibt sich aus 

zu 9 o = 22° 37' 20" =
0.394 783 im Bogenmaß.

Die halbe Bogenlänge ist also
28,6-0,394 783 =11,29 m: 

damit ist
d s = 1.129 ni.

Aus der Gleichung xi = r • sin^vgLFig. 264) Fig. 264.
ist x{ zu berechnen, während sich y- aus der
Gleichung ergibt: y. = r (1 — cos tp^). Die Werte ergeben sich, 

da zu jedem Streckenelement ds der Winkel dy = ^=2° 15'44" 

gehört, zu cpi = id<p. — Die Werte dxi ergeben sich dann aus der 
Gleichung:

dxt = x; — x^.

Die so gefundenenen Resultate sind hier zusamengesstellt:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Xi 1,129 2,256 3,379 4,498 • 5.609 6,711 7,803 8,883 9.949 11.00
Vi 0,022 0,089 0,200 0,356 0,555 0,798 1.085 1.415 1,787 2,200
dxt 1,129 1,127 1.124 1,118 : 1,111 1,102 1,092 1.080 1,066 1,051

Die Verschiebungen ergeben sich aus folgenden Gleichungen:
Für ein Streckenelement i ist mit 3Ii a = 1:

J' (dx-
= ds[~ J \ ds,

__dx?
“ d^

Insgesamt ist also für eine Bogenhälfte: 
»=io 
^dx?.

J d 8“ —

Für [ab] ergibt sich als Beitrag eines Elementes ds mit den 
Endordinaten M . a = M a = 1, Mill=yi, = &[-!■■

[«&]<=fe-i + yd V 57 ~
also wird für eine Bogenhälfte:

i=10
[« &] = 2 ds^ ■

In gleicher Weise findet man:

[ö b] = £ [y^ (2 y^ 4- y^ — y, (2 Vi — y^)]
1=1
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1 i=1°
= 3Ts* — d ‘

1=1
- V^Sr O . « l/^iV
L« c] = 2,. y [«w (2 -r — xi 12 — *£-!)] J

;=i
2 = 10

0 sä? fo-1* + ■x*—dx? ■
i=l

Die rechnerische Durchführung geschieht am besten tabellarisch. 
Da sich Ungenauigkeiten, Abrundungsfehler, leicht addieren, ist zu 
empfehlen, einige Stellen mehr zu rechnen, als man im Resultat zu 
haben wünscht. Man findet folgende Werte:

[aa] = 20,92,
[ab] = 14,55,
[b b] = 18,75, 
[c c] = 810,5 .

14-5Ö-L&5.1]= 18,70 — 20-92 = b,bo.

Die Absolutglieder ermitteln wir
a) für einseitige gleichmäßig verteilte Last j = 0,5tm,
b) für Überschüttung,
e) für eine Einzellast F=lt im Punkte i = 6.
a) Für einseitige gleichmäßig'verteilte Last 2 = 0,5t m 

ist' in der belasteten Hälfte;

Damit linden wir
, , v-f ds / x.- , x,-\ J[« = - Y V 2 + 2 27 J

■ i=l
.= 10

1=1

1 1'=1°
[5 m] = -(1-• 2/k-i (2 xi-i' + Vi H

1 = 1
1 2 = 10

= — '1 \2ds^'
i=l

Die tabellarische Durchrechnung ergibt:
[a »;] = — 203,8 ■ 7,
[& m] = ■—■ 260,7 • 2,
[em] = — 1659 -q,

14 55[b m. 1] = - (260,7 - -’ • 203,8) - 2 =

- r; 1 2 x ■- 4- a;,--/2)] ’ j3 ■

= — 118,9 2-
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Damit ergeben sich folgende Werte für die Unbekannten: 
v 1659 - - ,= — —— • 0,u = 1,02 t. olO.o

118,9
H~X^ = ~~ • 0,5 = 6,88t, 8,6o

TT wr 203,8 „ 14,o5 ,= Xa = • 0,o — —— • 6,88 = 4,8 /2 — 4,78t) = 0,092 mt.

An einer beliebigen Stelle der belasteten rechten Seite ist:

= — + 0,092 4- yl - 6,88 — • 1,02

2 + 1,02 x{ 4- 6,88 y. — 0,092 .

An der unbelasteten Seite wird:
Jf ' = X 4- yi ■ X — x.■ X = 0,092 — 6,88 y; — 1.02 x..

Danach ist die Momentenfläche in Fig. 266 aufgetragen.
Die Nullpunkte ergeben sich in dem Abstandsverhältnis

und — 0,736.— =Z ~

4,20̂  = -0,382

Fig. 267.
qr - 0,5 t/m

eoD
'h

Die Größtwerte treten auf bei
4 0= 4- -2- = 0.363 und 1 11

Fig. 265.
q-=0,5t/m

und betragen
= mt =

An den Kämpfern ergeben

Fig. 268.

^w£„= —2>05 mt- 
sich die Momente:

4- 1,02 -114- 6,88-2,2 4- 0,092 = — 3,804 mt,

Affc; = 0,092 4- 6,88 ■ 2,2 — 1,02 • 11 = 4,008 mt.
b) Sind beide Seiten belastet, so wird (Fig. 267, 268):
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V =0,184 mt. a 3
^ = 13,76 t, 
T,=0.

c) Für einseitig© Überschüttung (rechts) findet man: 
-^1,0 ~ o ‘ dXi 4~ Gi^i\ •

Darin ist:
Gi=^yi -^7 = 0,8 +Vi-J dxi •

u

Qi=2i-i4-G.->

yi—yi-i 3 ‘
Sind danach die Momente 3/0 tabellarisch berechnet, so findet 

man die Absolutglieder aus den Gleichungen
i=io

= 2 d 2 W-r, o + o)-
Z=1

> = 10

[» (2 • o + + Vi (2 >£, o + , o)] ■
i=l

1 1=10

[c ml = ß j A -^7 IX-i (2 -^A-i, o v- o) “i“ xi (2 -^i, o 4“ -^£-1, o)l dxt •t- J O Uj ö . £

Man findet:
[am] = — 70.25,
[bm] — — 107,95,
[c m] = — 636,

14 o o
[5 m. 1] = — 107,95 —w—70,25 =— 59.05 . LJ ’ on 09 ’

636 
81^5 0,785 t.

59,05 
^65“ = 6,83 t.

, _ 70,25 14,55 59,05
a ~ 20(92 ~ 20,92 ’ 3,46 — 4,76 = — 1,3 mt,

>fcJ.= — 34,912 — 1,3 + 2,2-6,83 + 11 -0,785 = — 12,551 mt; 
= —1,3 + 2,2 - 6,83 — 11 ■ 0,785 = 5,091 mt.

d) Bei beiderseitiger Überschüttung wird:
Ms = Xa = — 2,6 mt,
H = Xb = 13,66 t, 
a;=o, 
Jfj. = — 7,46 mt



§ 17. Der vollwandige Zweigelenkbogen mit parabelförmiger Achse. 287

Das Moment an einer beliebigen Stelle i ist:
^i, 0 "V ~ = 0 — 13,7 - yi.

Danach ist die Momentenfläche (Fig. 270) aufgetragen.
e) Es soll auch hier der Fall voller Überschüttung mit einseitiger 

Nutzlast besprochen werden. Während jedoch vorher (s. S. 178, 
Fig. 261) die Belastung g' keine Momente ergab, sind diese hier von 
Null verschieden. Wir haben danach hier die folgenden Momenten­
flächen zu addieren:

1. Einseitige Nutzlast j=0,5t (Fig. 266),
2. Beiderseitige Belastung g’ = 0,23 • 2,2 -j- 0,40 1,6 = 1,146 t m 

(vgl. Fig. 268).

3. Beiderseitige Überschüttung (Fig. 270).
Die Momentenfläche für diesen Belastungsfall ist in Fig. 272 

dargestellt.

§ 17. Der vollwandige Zweigelenkbogen mit parabelförmiger 
Achse.

Der Zweigelenkbogen ist ein 
einfach statisch unbestimmtes 
System. Er wird ausgebildet als 
gekrümmter Balken mit zwei 
festen Auflagergelenken, oder 
als Balken mit Zugband, wo­
bei ein Auflager beweglich ist 
(Fig- 273).

Als Unbekannte Xa soll der Horizontalschub bzw. der Schub in 
Richtung der Verbindungslinie der beiden Auflagergelenke berechnet 
werden. Das Grundsystem ist also ein einfacher Balken. A'a ergibt
sich aus der Gleichung

[am]
[aa]

. (266)
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Die Verschiebungen [am] und [aa] sind im allgemeinen in der 
Weise zu ermitteln, daß man die Balkenachse in einzelne geradlinige 
Teile zerlegt bzw. bei stetig gekrümmter Achse diese durch Auf­
teilung in annähernd geradlinige Teile in eine gebrochene verw andelt; 
für jeden Teil sind dann die Integralwerte zu ermitteln und die 
Resultate zu addieren.

Der Einfluß der Normalkräfte kann bei diesen Systemen bei ge­

ringem Pfeilverhältnis —( s. Fig. 273) auf das Endresultat von nennens­
wertem Einfluß sein, je­
denfalls soll man beim 
Bogen mit Zugband den 
Einfluß der Normalkräfte 
des Zugbandes nicht ver­
nachlässigen, da er nur 
im Nenner vorkommt. 
Die Normalkräfte des 
Balkens sind auf Zähler 
und Nenner von Einfluß, 
so daß sie sich teilweise 
aufheben.

In besonderen Fällen, 
wenn die Achse eine ma­
thematische Kurve ist, 

für A’u zu finden. Im
folgenden sollen solche Ausdrücke für den parabelförmigen1) Zwei­
gelenkbogen gesucht werden, für den die Rechnung am einfachsten 
ist. Für kleinere Pfeilverhältnisse können die gefundenen Resultate 
auch auf Kreisbogen angewandt werden.

I. Herleitung geschlossener Ausdrücke für die Unbekannte X„ 
bei beweglicher Einzellast.

Die Gleichung der Parabel bezogen auf die Gerade A B als Abszissen- 
aehse und die Mittelsenkrechte als Ordinatenachse (s. Fig. 274) lautet:

y = — ...........................(267)

Die Verschiebungen [am] und [aa] ergeben sich aus den Glei­
chungen

M0Mads^ + (xoXadS^

NJJaa] = +f^dS £ .

h Auch für den kreisförmigen Zweigelenkbogen läßt sich der Wert für 
die Unbekannte X, ohne Schwierigkeit berechnen. Das Ergebnis ist aber für 
die rechnerische Verwendung nicht so geeignet wie die im folgenden abzulei­
tenden Ausdrücke, und es soll daher hier auf die Untersuchung des kreisförmigen 
Bogens verzichtet werden.
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a) Annahme eines nach den Auflagern abnehmenden 
Querschnitts (J=Js cos cp).

Es sei Js das Trägheitsmoment im Scheitel. — Man findet :

ds —---- (s. Fig. 274).eos cf

L— 1
J COS Cf ' 

worin

. Js dx j /i I - - as ~ = ax 11 — tg* cp i.J eos -Cf .er

ds^^d^ — k^^y

K = tg Vo = ~ I vgl. § 141.

Wir bestimmen zunächst die Verschiebungen aus den Momenten 
allein und geben die Einflüsse der Normalkräfte als Zusatzwerte an.

Das Moment infolge Xa = 1 hat überall den Wert y. Es 
ergibt sich:

r 1 C - 7 Ä 7 J
^aa\=\yds J= /- 1—> ■ 1 — Mj) \ dx-

—i
Die Auswertung dieses Integrales liefert:

[a = _ i fi (7 _ ..................(268)
JLUO

Es soll noch der Einfluß der Normalkräfte angegeben werden. 
Mit Xa — 1 • cos cf wird:

Nehmen wir näherungsweise — konstant an, so wird: 
F

[aa].v = 2Z^ (269)

Hat der Bogen ein Zugband, so kommt dazu noch der Einfluß 
der Normalkraft Z ——1 im Zugband; es wird:

[aci]z= ^1-dx-^ —21^ (270)

Pir 1 et, Statik. II. 2. 19
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Für eine Einzellast im Abstande f von der Mitte (Fig. 2 7 51 er­
gibt sich als Moment im Abstande x:

Damit ergibt sich:
\ b / \ l /

Die Aus Wertung dieser Integrale liefert nach gehöriger Vereinfachung:

Damit ergibt sich bei Vernachlässigung der Normalkräfte:

Die Werte und X2 sind von der Form des Systems unab­

hängige Werte und können für verschiedene Abstandsverhältnisse y
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ein für allemal berechnet werden. Sie sind für die Zehntel in folgen­
der Tabelle angegeben:

l
0,0 0,1 0,2 i 0,3 0,4 0,5 ! 0,6 : 0,7 ' 0,8 0,9 1,0

5,469 5,403 5,208 4,887 4,441 3,896 3,248 | 2,516 1,717 i 0,871 . 0

0,656 0,656 0,655'0,648 0,630 ; 0,595 । 0,535 0,434 i 0.323 0,172 ' 0

Mit diesen Werten ist die Einflußlinie für Xa bei gegebenem 
2 f

Werte ä0 = — schnell aufzutragen.L
Der Einfluß der Normalkräfte auf den Wert [am] ergibt sich 

wie folgt:
Es ist:

M-, fAo = —II-----\ sm cp, für x

bzw. No = sin tp. für x > £.

Pa N = l-cos<jp ist, so erhält man:

J J J dx J . , Mit ds-^ = ds-^-^ =—3—— wird:F J F cos- cp F

Im Zugband, ist die Normalkraft No = 0, so daß sich davon 
kein Einfluß auf [am] ergibt.

Bei Berücksichtigung der Normalkräfte wird also die Gleichung 
für X„ lauten:

19*
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Das dritte Glied des Nenners kommt nur beim Bogen mit Zug­
band in Frage.

b) Annahme eines nach den Auflagern zunehmenden 
Querschnitts (j=——).

\ cos
Die der vorstehenden Ableitung zugrunde gelegte Annahme 

über die Querschnittänderung entspricht einem Bogen, dessen Quer­
schnitt zum Auflager hin abnimmt und im Scheitel ein Maximum hat.

Wie gering der Einfluß über die Annahme der Q.uerschnitts- 
änderung ist. zeigt sich, wenn man den Wert V ermittelt für den 
Fall, daß

J= J ■

ist, der Bogenquerschnitt also im Scheitel ein Minimum hat. In 
diesem Falle wird nämlich für eine Einzellast 1 nach Fig. 275:

“ COS (p

Zum Vergleich dieses Resultates mit Gleichung ( 271) schreiben wir 
letztere in der Form:

7^o

7 + 7|v

7 + *o2
....................  (271a)
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Gl. (271a) unterscheidet sich von Gl. (276) durch den Faktor:

Dieser Quotient weicht nur ganz unwesentlich vom Wert 1 ab. 
Denn der Wert:

schwankt zwischen 1,4 und 0,84. Der Wert tg</:0 = Ä0 - - schwankt
f 1 i

bei den üblichen Pfeilverhältnissenbis—zwischen 0,667 bis2Z 6 10
0,4. Im äußersten Falle würde also:

, 7 + 1.4-0.6672
a =------ !---- ;---------------- -----

7-J-0,667a 1,035,

d. h. die größte Abweichung des Wertes der Gl. (271a) von der 
Gl. (275) beträgt etwa 31/a°/0.

Mit Rücksicht auf diesen Umstand sollen die folgenden Ent­
wicklungen der Einfachheit wegen auf GL (275) aufbauen.

II. Untersuchung besonderer Belastungsfälle.
Es sollen nun einige Fälle ruhender Belastung besprochen 

werden.
a) Für eine Gruppe von Einzellasten kann der Wert Xa 

ohne weiteres gefunden -werden, indem man den für eine Einzellast 
P= 1 gefundenen WTert [Gl. (271) oder (275)] auf jede Einzellast 
anwendet. Man findet also:

b) Für eine streckenw-eise Belastung mit gleichförmig ver
teiltet Last p (Fig. 276) 
finden wir A], wie folgt: 

Auf der Strecke dx, 
zwischen f und ist die 
Last gleich pdx. Multipli­
zieren wir damit den Wert 
GL (275) und integrieren 
von g bis , so erhält 
man:
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T = — JCTCT5_CTCT 1- 5 — CT ! (278)
64 f V I \IJ _ Z _ U/ J J

ei Daraus findet man für Belastung des halben Bogens 
mit £ = 0. ^' — l:

— = — l = . (279)0 4/ 16/ \ 2/ 7

d) Maximalmomente bei gleichförmiger Belastung einer 
Bogenhälfte.

In der Regel betrachtet man, insbesondere bei Bogendächern 
die einseitige Belastung mit Schnee und Wind, wobei auch für letz­
teren ein vertikaler Belastungszuschlag gemacht wird, als den un­
günstigsten Fall. Es sollen deshalb für diesen Fall die größten 
Momente und Normalkräfte angegeben werden.

Bei Belastung der rechten Bogenhälfte (Fig. 277) ist nach 
(GL 279)

Der senkrechte Auflagerdruck bei A ist:

4 = ^=^
8 4 '

Der Neigungswinkel der Resultierenden R ist also:
A pL pL- 2 /'
H = T' w ==~L'==1

Die Resultierende geht also durch den Scheitelpunkt des Bogens, 
d. h. es ist dort das Moment — 0.

Für ein Moment in der belasteten Bogenhälfte haben wir die 
Gleichung:
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= n PL {l — X) —p o 1
pL"
16/’ IJ

^P1' 5 H 
i ' i\ ir

dMDieser Wert wird ein Maximum, wenn -----= 0 wird, also:
dx

p? M 27_ n
4 U F )

x __ 1
T“ T

X 1Also wird Mmax mit

max 16 64 (280)

Für die unbelastete Bogenhälfte wird:
_r PL ■, । L (x Y2"

1-V7 |
Ö -± L \ C / J

_ p^ (1\x\x
“T\ +77 "T'

Dort wird also bei ~ das Größtmoment:

= ................... (281)lb b4
Die Normalkräfte in diesen Punkten ergeben sich wie folgt: Der 
Neigungswinkel in den Viertelspunkten hat die Tangente:

tgy: I

3/ 1 \ 3da hier « = f 1------= — f ist, so wird:
4

ftg^ = y = tgß .

Die Tangente ist also parallel der Resultierenden R. Die Größe 

dieser Resultierenden ist als Normalkraft in dem Punkte bei - 

würksam; sie beträgt:
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Für die belastete Bogenhälfte ist die Größe der

zu ermitteln aus den Auflagerreaktionen und der Last

Normalkraft
pl r J- auf dem

letzten Bogenviertel: 

rechte Auflagerdruck

man erhält den gleichen Wert, da der senk- 

B und die Last eine Resultierende gleich 

dem Auflagerdruck A ergeben:
3 pl pl

Es ergibt sieh also die gleiche Normalkraft wie in der unbe­
lasteten Bogenhälfte.

d) Bei Vollbelastung des ganzen Bogens findet man mit 
£ =— Z, — l nach Gl. (278):

.......... <«>
Dieses Resultat war zu erwarten: wählt man nämlich einen 

Dreigelenkbogen als Grundsystem, so ergeben sich bei parabelförmiger 
Achse keine Momente JT0, da das Seilpolygon, d. i. die Momentenfläche, 
ebenfalls bei Vollbelastung eine Parabel durch die Gelenke darstellt, 
also mit der Systemachse zusammenfällt. Es ergibt sich damit 
der Zählerwert [u m] — 0 und infolgedessen auch das unbekannte 
Moment X= 0. Der Zweigelenkbogen wirkt also bei dieser Belastung 
wie ein Dreigelenkbogen, der Horizontalschub muß also auch der 
gleiche sein wie bei diesem System.

e) Der Einfluß der Temperaturänderungen auf das Absoiut- 
glied ergibt sich aus der Gleichung:

[aZ]

Darin ist At der Temperaturunterschied zwischen oberem und 
unterem Querschnittsrand, h die Höhe des" Querschnitts, Zo die Tem­
peraturänderung in der Stabachse, Sind A t und Zo für den ganzen 
Bogen konstant und setzt man wieder

7 ds ~ =ax,ü
so erhält man

— fffl — dx 4- t° fdx}
l « J \ Z'/ J )

l Ä B )

. . (284)
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§18. Übungsaufgabe.
Der in umstehender Fig. 278 dargestellte Dachbinder sei ein 

Bogen mit polygonaler Achsenführung aus Eisenbeton mit einem Zug­
band aus Eisen. Das System ist statisch einfach unbestimmt und 
nach den zu Beginn des § 17 gemachten Angaben zu berechnen.

Es sei:
F1 = 20t in den Punkten 3,
P„ = 6,3 t „ „ „ 1, 3. 4,
£=1,2 t/m i Horizontalprojektion), 
p = 1,4 t/m ( n ).

Als Überzählige Xa wählen wir die Kraft in dem Zugband. Das 
Grundsystem ist dann ein Balken auf zwei Stützen. Die überzählige 

ergibt sieh in der Form:
_ \am\ 

a~ [aa] ’

ünter Vernachlässigung des Beitrages der Querkraft haben wir 
für eine Verschiebung [i&] die Gleichung:

Da der Querschnitt des Binders verhältnismäßig groß ist, können 
wir den Einfluß seiner Normalkräfte vernachlässigen, jedoch wollen 
wir die Normalkräfte des Zugbandes berücksichtigen. Da dieses bei 
äußerer Belastung des Grundsystems spannungslos ist, ergibt sich 
für ATa die Gleichung:

oder, wenn wir die rechte Seite mit Eb-.Tb erweitern.
^M0MadS

Hierin bedeuten Eb den Elastizitätsmodul und Jb das konstant 
angenommene Trägheitsmoment des Betonbogens, Ee den Elastizitäts­
modul und Fe den Querschnitt des eisernen Zugbandes.

Es werde angenommen:

1 .
10’
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Um die Mo-Fläche zu erhalten, berechnen wir die in den 
Punkten 1, 2, 3,°4 ( vgl. Fig. 2781 infolge Ä, = 1 auftretenden Mo­
mente. Wir erhalten

für die Punkte 1: Ma =— 2,198 mt,
•• ” "2: Mo=-3,1 r
„ - - 3: Ma= —3,276 -
•• den Punkt 4: Ma = — 3,50 w

Hiermit ergibt sich die 3fo-Fläche (Fig. 279).
Die Normalkraft im Zugband ist .V,---!:. Wir erhalten 

also für den Nenner:
M = [aa]M-r[«a]y,

= Jds = 2 3,1* 4- [3,1 (2 - 3,1 + 3,5)

+ 3,5 (2 ■ 3,5 4- 3,1)]} = 177,2,

Insgesamt: [aa] = 186,6.
Wir berechnen nun die infolge der äußeren Lasten in den 

Punkten 0 bis 4 auf tretenden Momente Mo. Der Auflagerdruek A 
berechnet sich zu:

A = 3,5 • 1,2 4- 8,25 • 2,6 + 20 + 2| • 6,3 = 4,20 4- 21,45
4- 20-4- 15,75 = 61,4 t.

Damit erhalten wir die Momente:
2,6 - 3,93

im Punkte 1: = 61,4 • 3,9----- —-5-- = 219,7 mt,

2 6 • 5 52
im Punkte 2 : MOa = 61,4 ■ 5,5----- -—~--------6,3 • 1,6 = 288,5 mt.

Q ß Q pe2

im Punkte 3 : Jf0 == 61,4-8,25— —----- -------6,3-4,35 = 391,2 mt,
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im Punkte 4 : J/o = 61.4-11.75

1,2 • 3,502

- 2,6 • 8,25 —+ 3,5

6,3 • 7,85 —-26,3 • 3,50 = 408,5 mt.

Mit diesen Werten erhalten 
wir die in Fig. 280 dargestellte 
J/o-Fläche.

Wir erhalten somit für den 
Zählerwert [a m]:
1 f 4,48-j>0JfadS=----- ■ 2,2-219,7.

1 84
-------— [219,7 (2-2,2 4- 3,1} 6 288,5 (2 • 3,1 4- 2,2}],

2,76-4— [288,5 12 ■ 3,1 -4- 3,276) 4- 391,2 12 ■ 3,276 4- 3,1)].6 ' ' '
3 51------4- [391,2 (2 ■ 3,276 4 3.5) 4- 408.5 (2 • 3,5 — 3,2764,6 1 ' '

= —9720, 
[am] = — 19440.

Demnach wird:

Da Xa bekannt ist, so lassen sich nun die im Bogen auf- 
tretenden Momente leicht angeben. Es ist
im Punkte 1: >x = JfOi 4- Sa • Xa = 219,7 — 2,2 ■ 104,2 = — 9,6 mt, 
im Punkte 2 : = 288,5 — 3,1 ■ 104,2 = — 34,5 mt,
,im Punkte 3 : Jf3 = 391,2 — 3,276 ■ 104,2 = 4 50 mt, 
im Punkte 4: 3^ = 408,5—3,5 ■ 104,2 = 4 ^4 mt.

Die in den Punkten 0, 1, 2 auftretenden Normalkräfte sind 
bei einem Winkel a= 29°30'(cos« = 0,87, sin« = 0,49)

im Punkte 0 : N0 = Asina-—-Wa-cos«= 61,4-0,49
4 104,2-0,87 = 120,8 t,

im Punkte 1 links: 4 = 120,8 — 2,6 ■ 3,9 • sin n = 120,8— 5
= 115,8 t,

im Punkte 1 rechts: y/= 115,8—6,3 -sinn = 115,8—3,1
= 112,7 t,

im Punkte 2 links: N3 = 112,7—2,6 • 1,6 sinn = 112,7
— 2,05 = 110,65 t,
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Zwischen den Punkten 2 sind die Normalkräfte annähernd 
gleich Na. also:

N/ = Ns = N4 = ~ 104 t.
Die im Bogen auftretenden Querkräfte sind:

im Punkte 0 : Qo = — 104,2 sine — 61,4 cos« = 2,2 t.
links vom Punkte 1: — 2,2—3,9-2,6-cos« =—-6,6 t,
rechts ;• » 1: Q/=—6,6—6,3 cos« =— 12,1t,
links vom Punkte 2: Q.,=— 1’2,1 — l,6-2,6-cos« =—15,7 t,
rechts v n 2: Q/= 26,3-4--Ü. 4-2,75 • 2,6-j-3,5 ■ 1.2 = 40,81,

links vom Punkte 3 : Qs = 40,8 — 2,75 • 2,6 = 33,65 t,
rechts n 3: Qs'=33,65—26,3 = 7,35 t,
links vom Punkte 4 : Q^ — 7,35 — 4,2 = 3,15 t.

Damit kann der Bogen dimensioniert werden.

III. Abschnitt.
Aus vollwandigen und fachwerkartigen Teilen 

zusammengesetzte Systeme.
§19. Armierte Balken.

1. Allgemeine Grundlagen der Berechnung.
Häufig wird ein biegungsfester Balken dadurch verstärkt, daß 

ein besonderer Zug- oder Druckgurt nach Fig. 281 angeschlossen wird.

Fig. 281.

Diese Armierung kann man 
sich so entstanden denken, 
daß der Reihe nach Knoten­
punkt I mit den Stäben 1 
und 2, der Knotenpunkt II 
mit den Stäben 3 und 4,

Punkt III mit den Stäben 5 und 6 angeschlossen werden; sodann 
muß der Stab 7 eingefügt werden. Durch diese Armierung kommt 
also eine statisch überzählige Größe in das System.

War der einfache Balken statisch bestimmt, so ist er nunmehr 
einfach statisch unbestimmt. Die Behandlung solcher einfach statisch 
unbestimmter Balken soll im folgenden besprochen werden.

a) Wahl der Unbekannten Xa -— Beanspruchung des 
Grundsystems infolge No=l und der äußeren Lasten.

Die Normalkraft in dem angegliederten Gurt hat überall die 
gleiche Horizontalkomponente. Dies erkennt man, wenn man auf 
einen der Knotenpunkte I, II, III die Gleichgewichtsbedingung an­
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wendet, daß die Summe der Horizontalkomponenten gleich 0 sein 
muß. Diese Horizontalkomponente soll als Überzählige Xa ermittelt 
werden.

Das Grundsystem 
eines solchen Balkens 
erhalten wir, indem wil­
den angegliederten Gurt 
an einer beliebigen 
Stelle durchschneiden Fig. 282.

(Fig. 282). Die in dem durchschnittenen Stabe wirkende Normalkraft

ist dann, wenn ihre Horizontalkomponente A't ist, gleich A’a>— - 

Die 'Unbekannte Xa ergibt sich aus der Gleichung:

[a ml
“ [aa1 '

Darin ist, wenn J das Trägheitsmoment des Balkens l darstellt:
EJ4aml= LvnJIds.
E J- [aa] = f JV ds - [Na2 ds .

Jf0 sind die Momente infolge der äußeren Belastung, If* und N 
sind Momente und Normalkräfte infolge To—1.

Die Belastung Ao=l am Grundsystem ruft keine Auflager­
reaktionen hervor, sie bewirkt jedoch Normalkräfte in den Gurten (Za- 
in den Pfosten (Tj sowie im Balken (Lj und durch die Normal- 
kräfte Za und Va Momente Ma im Balken ?. Die Normalkräfte sind:

Zi.a ———: La — — 1: Ra = Zi.a sin U: — Z^sin cos ai
= tga,—-tg a^.

Um die an dem Balken wirkenden Mo­
mente Jf zu finden, denken wir uns das 
System an einer Stelle etwa im Felde z£ ge­
schnitten und die dort wirksamen Spannkräfte 
als äußere Kräfte angebracht, wobei die Gurt­
kraft in zwei Komponenten zerlegt wird (Fig. 2831. 
Aus den Gleichgewiehtsbedingungen ergibt sieh:

—JCo-y = —y.
Die M -Fläche ist also identisch mit der System­
fläche.

Fig. 283.

Die äußere Belastung am Grundsystem bewirkt im all­
gemeinen nur Momente in dem Balken l, da die Belastung meist 
direkt auf diesen wirkt, also keine Normalkräfte AT0 auftreten. Es 
kommt jedoch auch vor, daß die äußeren Lasten durch die 
Pfosten y auf den Balken übertragen werden, wodurch dann in 
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diesen Normalkräfte Fo auftreten, die aber gegenüber den Momenten 
immer vernachlässigt werden können.

Die lf0-Fläehe (Fig. 285) zerlegen wir uns in zwei Teile, nämlich 
in eine Mo'-Fläche, die nur Teile aufweist, die in den einzelnen 
Feldern geradlinig begrenzt sind, und eine -Fläche. .Der 
letztere Teil stellt dann die Momentenflächen der einzelnen belasteten 
Felder dar, wenn wir diese als einfache Balken auf zwei Stützen 
betrachten.

Dies erkennt man als richtig, wenn man sich für einen solchen Teil, etwa 
ein Feld in den Endpunkten h und t Gelenke einlegt und die dort wirken­
den Momente 3f0 h und J/o • als äußere Kräfte angebracht denkt. — Wir wür­
den also das gleiche Resultat erhalten, wenn wir annehmen, daß die Last 
indirekt durch einen Träger von der Spannweite des betreffenden Feldes auf 
den Balken übertragen wird, wobei dann das Integral ds über beide 
Balken zu erstrecken wäre (Fig. 287).

Fig. 287.

b) Ermittelung der Verschiebungen [am] und [aa].
Der Nennerwert [aa] ergibt sich jetzt wie folgt. Der Einfluß 

des Momentes Ma — y des Balkens l auf den Wert [aa] beträgt bei 
n Feldern:

[aa] = ^~[>J,;2 + yhUi— ■ - -(385a)

Der Einfluß der Normalkräfte Ztl = —-— beträgt: 
COS ÖL

i=n j
[aa]^ ~i ■ ^i,a ■

Darin ist FZi der Querschnitt des Gurtes z; und:
1 z.

Z- = —— = -cos a; Z;
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Damit wird:
i=n 3 -r i = n /

• • -(285 b)

darin ist dann:
.T

i=i ~! ;=t '

Für den Teilwert [aa] der Zugstangen findet man mit

[«a]r=^; —yj — % j;—2//; • (285e)
darin ist wenn der Querschnitt von y- ist:

Die Normalkraft La— — 1 liefert den Beitrag: 

= ..... ......................(285 d)
Damit wird also insgesamt :

Der Zähler wert [am] setzt sich aus dem Einfluß der JT0'- 
Fläehe und dem Einfluß der JZ0"-Fläche zusammen; ersterer beträgt:

i=n -

[am]' = —j Xo, *12 yh + yj X X,; (2 y. 4- y^] .

Der Wert [am]" ist für jedes Feld nach den Angaben im § 1 
anzugeben; man erhält also allgemein:

Insgesamt also ist:

[aB]" = - 

1 = 1

2. Untersuchung besonderer Systeme.
Im folgenden sollen einzelne besondere Fälle armierter Balken 

behandelt werden, bei denen obige Gleichungen sich bedeutend ver­
einfachen lassen.
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a) Der dreieckförmig armierte 
Balken; zwei Felder in —2) (Fig. 288).

In diesem Falle haben wir zwei 

gleichgroße Felder von der Weite — . Es 

kommt nur ein Wert yx = h vor. Es 
wird damit aus Gleichung < 285 e):

7 / \ 2 / 7 \ -2

[aa] = i. - 4 z' + 16 7/ + l',
o \ I J \l /

. (287)

Bei Berücksichtigung der Momente allein würde sich ergeben:
Ur
3

Fig. 289.

(287 a)

Den Wert [am] geben wir im 
folgenden für verschiedene Lasten. 
Allgemein gilt die Gleichung (vgl. 
Gl. 286 und Fig. 289):

« a[a ,M] = — - t. 2 Ä — - t 2 h

2
= — J al'- ^0,p

[a mj" = — 1/ ■ <f.y bei Belastung der 
linken Hälfte bzw.

[a >«]" = — h- <f1 bei Belastung der 
rechten Hälfte.

Man findet damit:

o

1. Für eine Einzellast P=1 im Abstande £ < — vom rechten

Auflager B:
Pa 's

a

[a m] = 2 Pa
3 ° ’ V ‘ a

Pa-
6

Darin ist c± für das Verhältnis — zu ermitteln:

Also wird:
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oder durch l ausgedrückt :
r -i PP

12 *41
Diese beiden letzten Gleichungen können als die Gleichungen 

der Einflußlinie für Xa auf gefaßt werden, die dann noch durch — [aa]
zu dividieren ist. Es ist: 

x =J_ 
a [aa] 

Anmerkung: Will man für Näherungsrechnungen nur den Einfluß der
Momente berücksichtigen, so findet man aus (287a) und (288):

oder

a 4 h a L W J ’ [ 

= ...............

In diesem Falle ergibt sich für das Moment in Balkenmitte:

(289)

oder

<3— a 4 h a u

4 a _ \a/J

Unter der Einzellast wird:

2. Für eine Streckenlast

h2-f- 

(Fig. 290)

4 ’C)

(290)

(291)

in der rechten Hälfte wird:

2 0
, pa-

^am\=----- -------------3 4

Da

ist, so

[am]

wird:
2>as

=-----zw ' » ■24

3 — 4

pp , s r. . . (288)

2

s 4 a \

^,1— 4

1 —

a

a ! a

l .IJ J '

Also:
. . (292)3 —

Anmerkung: Mit (Gl. 287a) findet man:

-- IC \ z, / D Ä X
Pirl et, Statik. 20

(293)
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Das Moment in der Mitte wird:

= ..........................................................................(294)

3. Für Vollbelastung des ganzen Trägers ergibt sich daraus 
t

mit — = 1 und somit = 1:L 
[a^^-k.(295)

Anmerkung 1: Mit GL (287a) wird also:
x=-^4..................................(296)

o rl
und weiter: Ms =— 4-...........................................(297)

Anmerkung 2: Die Gl.(290), (294), (297) sind gleich den Werten der Stütz­
momente eines kontinuierlichen Trägers auf 3 Stützen. Will man also auch 
im Nennerwert (Gl. 287) die Einflüsse der Normalkräfte vernachlässigen, so kann 
man den Balken auch nach den Formeln des kontinuierlichen Trägers auf 
3 Stützen dimensionieren.

In gleicher Weise lassen sieh die Werte [am]' und [am]" für 
beliebige Belastungen leicht mit Hilfe der Werte des § 1 angeben. 
Ist die Belastung über beide Hälften verteilt, so ist es im all-

gemeinen am zweckmäßigsten, die 
Belastungen der beiden Hälften 
getrennt zu untersuchen.

b) Der trapezförmig ar­
mierte Balken (Fig. 291).

Für den Nennerwert finden 
wir in diesem Falle aus den Gl. 
(285):

r i 2 a -f" 6 „ ^0^= ---------- h-,
O

Also insgesamt:
M = 2a + ^ F + 2 < + 2 (AV h' +1'. (298)

O \ CL / \ Uf /

Den Zählerwert [am] ermitteln wir, wie eingangs erläutert, wie 
folgt:

1. Einzellasten.
Für eine Einzellast Pi in dem Punkte 4 findet man:

-^0,1 ‘
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,, P. • c .
Mo^=-Y--{a-rch

,, Pt'c '7>o, 3 = -7- • (« +b -r c.i >
1 *

>o,4 = —(2a b — c). I
Mit diesen Werten ergibt sich aus Gl. (286): 

P /? P h
Pi ’ lamL =----Vf(a4-&)(2aWb-j-2c) -e =----- y- (a -b)-c. (299)

Der gleiche Wert ergibt sich für Px im Punkte 1.
Eine Einzellast Ps im Punkte 3 ergibt: 

V — P ■ c. c

c.>0,4

Also wird:
p 11
—[3 (a 7- b) • c -p a (2 a -I- 3 &)] = P3 [am]t 6

_^a(2a + 3&).
(300)

Den gleichen Wert liefert eine Einzellast P3 im Punkte 2.
An Hand der beiden GL (299) und (300) können wir nunmehr den 

Einfluß einer Einzellast an beliebiger Stelle angeben. Wir folgen dabei 
dem in Abschnitt 1 (s. Fig. 285 bis 287) zugrunde gelegten Gedanken­
gang. Die Last P wird in ihre Teillasten zerlegt, die auf die beiden 
nächstgelegenen Angriffspunkte der Armierung (s. 1, 2, 3, 4 in Fig. 291) 
entfallen. Z. B. wird P im Felde 3 bis 4 auf die Punkte 3 und 4 
verteilt. Der Einfluß dieser Teillasten ist durch die beiden vor­
stehenden Gl. (299) und (300) gegeben. Diese liefern den Wert des 
ersten Gliedes in Gl. (286). — Dazu kommt der Einfluß der direkten 
Belastung der Teilstrecke, z. B. der Strecke a = 3— 4; dieser Bei­
trag ist durch die beiden letzten Glieder yh• 97 7- y. <p„ in Gl. (286) 
gegeben. —

Eine Einzellast P auf der Strecke c im Abstande £ <( c vom 

Punkt B ergibt unter Verwendung von Gl. (299) mitP4 = P—:

[aW] = —^(a^h)-^-......................... (301)

20*
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Eine Einzellast P in der Strecke a im Abstande £ vom Punkte 4
liefert: 

p =P-A.
3 a

diese beiden Lasten ergeben:
P4 [am]4 — [am]3 • P3 = P ■ [a»n]4 — P^ [« WL + P — [am]4

— ^f2a4-3b}^== — ~[3 (a + b)-c±(2a + 3b)£]. 
6 x ' a 6

Zu dem Einfluß dieser beiden Lasten (P3 und P^) tritt gemäß Gl. (286)

noch der Wert P-Ji-at.—Ph — c,.6
Es wird also insgesamt:

[am] =----- — [3 (a -|- b) c -L (2a + 3b) $ + a2 ■ cj, . (302)

worin c, für — zu entnehmen ist. 
a

Für eine Einzellast P im Teil b itn Abstande 3 vom Punkte 3 
wird mit

P„ = p4 und P,==P(1—4): 
b 3 \ b /

Pb2[a;»] = P3 [am]s -4 P3 [<m]3------— • Ä • (cx -j- c»)

Pb2= P[am]3-----— Ä-^ + cJ,

[am] = — [3 (a + b) c + a (2 a 4~ 3 b) + b- (e, c9)], (303)

worin c4 und c2 für — zu entnehmen sind. Die GL (299) bis (303)

liefern zugleich die Einflußlinie der Unbekannten.
Für beliebige Lasten ermitteln wir in gleicher Weise die 

Werte P1; P„, Ps, Pi und setzen den Wert [am] zusammen aus den 
Werten [am]~ und [am]s der Gl. (299) und (300) und den entsprechenden 
Werten und §22.

Für gleichmäßige Vollbelastung p wird z. B.: 
p_p_^(a + c). p p - +

~ ----^3----- ,

pa?
(a -p c) [am^ [a + b) [am], — 2 — Ä — — - 2 Ä,

[am] — — TYu{2(a-j-&)[(2a-[~&-rc)3c-|-a(2a-b3&)]-)-a3-(-&3}- (304)1
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Wird c = O, so wird aus den Gl. (299) bis ( 301) 
[a»»L = 0, 

h[am]s = — P., • -- ( 2 a — 3 a . "6
Für eine Einzellast in den Strecken a:

(305)

[am] = —— [^a-LS&j^-j-a2-^]. . . (306)

Für eine Einzellast in Teil &:

[am] =----- —[(2 a 4~ 3b) a -j- b~(c1 4- e4)]. . (307)

Für gleichmäßige Vollbelastung p:

[am] = — {2 a (a -}- b) (2 a-~-3 b) -L a*4~ • (308)

Der Nennerwert [aa] ist der gleiche wie vorher < Gl. 298 i:

[aa]

e) Der parabelförmig armierte Balken (Fig. 292 | kann in
gleicher Weise berechnet werden 
Hier sind jedoch die Resultate 
einfacher, wenn wir den Armier­
ungsgurt nicht als eine gebrochene 
Linie, sondern als stetig gekrümmte 
Kurve betrachten, was wir ohne 
nennenswerten Fehler im allge­
meinen tun können. Die Feld­
weite soll überall gleich z sein.

Die Gleichung der Parabel 
Koordinaten nullpunkt ist:

y= ■

mit Hilfe der Gl. (285) und (286).

bezogen auf die Balkenmitte als

Wir bestimmen zunächst wieder den Nenner [aa]. Mit 3^ = ?/ er­
gibt sich:

Daraus ergibt sich nach entsprechender Vereinfachung:
Q 

[aa^-^fZ............................... (309a)
X o

Die Normalkräfte im Armierungsgurt infolge Ä'o = 1 sind
N.—4 

a COS Cf
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Nehmen wir an, daß der Querschnitt sieh proportional der Kraft 
ändert, so ist. wenn F. den Querschnitt im Scheitel bedeutet:

cl X
damit wird, da d s —------ - ist: cos 9

Mit =l+tg2c?=l-U 8-v-v) wird nach gehöriger Verein­eos" <p y L l)
fachung:

............... <309b)

Der Einfluß der Normalkräfte der Pfosten und des Balkens 
ergibt sich aus den Gl. (285 c) und (285d):

1
[«“]y=y2^ + ^2- vh • (309c)

a ■ >t=l
[aa]£ = Z^=r . .’............................ (309d)

Also insgesamt:
o 7 T F /fX2! 1 *~nw= fu+-±- 34-16m 

i=l
Der Zählerwert [am] ergibt sich für eine Einzellast P im 

Abstande f von Balkenmitte aus der Gleichung:

[am] = ^P^ (1 — 2 4- 2 yxdx

l
s=-2

l

^SFW + 27)^~2f)yxdx-

fp 
[am] = P —

(Vgl. auch die Behandlung des Zweigelenkbogens S. 287 ff.) 
Daraus ergibt sieh:

(310)
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NB. Man kann dieses Ergebnis auch auf einfache Weise her­
leiten. indem man die durch E ■ J dividierte Momentenfläche, d. h. 
die J/o-Fläche als (parabolische) Belastungsfläche aufbringt und für 
diese Belastung das Moment an der Stelle f ausrechnet (Mohrscher 
Satz).

Anmerkung: Wollte man in ]aa] nur die Momente berücksichtigen, so 
würde sieh ergeben:

5 pi " ; ~ .'sw
• • • <w*

Für gleichmäßig verteilte Lastenp finden wir [am], indem 
wir in Gl. (310) P=p-dx setzen und über die belastete Strecke inte­
grieren. Für eine Streckenlast nach Fig. 294 würde sich also ergeben:

o
Dies ergibt nach entsprechender Vereinfachung:

*(4)1*.....«h**
Bei Belastung einer Trägerhälfte wird daraus:

M = ........................(313)
und bei Vollbelastung: 

[am\^f.(314)

Aus den Gl. (312) bis (314) lassen sich die Resultate für be­
liebige Streckenlasten leicht zusammensetzen.

Anmerkung: Bei alleiniger Berücksichtigung des Wertes [aa]^ würde 
aus den letzten Gleichungen sich ergeben:

Älr4[,-‘('0T......... <“>
für Streckenbelastung nach Fig. 294, 

$....................................................... 

bei einseitiger Vollbelastung,

X = -S........................... <317)
bei Vollbelastung.
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d) Der durch Hängegurtung armierte Balken (Hänge­
brücke). Das in Fig. 295 dargestellte System ist nichts anderes als

Fig. 295.

ein armierter Balken, ist also ähnlich zu berechnen wie die vorher­
gehenden Systeme, und zwar können wieder die Gleichungen (285) 
und (286) verwandt werden. Die infolge Xa — 1 auftretenden Nor­
malkräfte sind hier:

Zi,a = ------- im Zuggurt,cos ai
Vi.a = tgak — tgßf, 
z„ = o.

Der Balken AB wird also in diesem Falle lediglich durch 
Momente Ma beansprucht, die hervorgerufen sind durch die Lasten Va. 
Das Seilpolygon zu diesen Lasten mit einer Schlußlinie zwischen den 
Senkrechten durch A und B würde die Momentenfläche Ma dar­
stellen. Es ist ersichtlich, daß diese Momentenfläche in Fig. 295 ohne 
weiteres durch die Hängegurtung und die Linie A'B' gegeben ist. 
Es ist also hier:

Mi.a = —
Der Wert ist negativ, da der Balken sich nach oben verbiegt.
Es ist weiterhin zu beachten, daß die Normalkräfte sich auch 

über die außerhalb der Punkte A' und B' gelegenen Teile der Gurtung 
sowie über die Stäbe EG, CG, DF, DH erstrecken. Die Einflüsse 
dieser Normalkräfte betrachten wir am zweckmäßigsten gesondert.

Da La = G wird, so fällt der in Gleichung (285 d) gegebene Wert 
für [aa]j fort, wofür ein Wert

eintritt, der den Einfluß der eben erwähnten Konstruktionsteile 
außerhalb A und B' darstellt. Es wird also:

(318)

Die Absolutglieder ergeben sich nach Gleichung (286).
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[am] = — ~ [Jf0 h (2 yh 4- yj -[- Moi (2 y. — y^] — y • — y. - y., } (319)
i=i 1 0 )

Bei parabelförmigem Gurt und gleichen Feldweiten Ä läßt 
sich in ähnlicher Weise wie unter c folgender einfacherer Ausdruck 
für [aa] finden.

^3 —16 \ + ^2- ^h—-yi+y^yi+laa]s (320)
s i=l

Als Zählerwerte [am] finden wir dann die gleichen Werte wie unter c. 
jedoch mit umgekehrten Vorzeichen, womit dann auch die Un­
bekannten gegeben sind.

§ 20. Rahmen mit Eckverstrebungen.
Wir wollen noch einige Systeme besprechen, die teils an die 

vorher behandelten armierten Balken, teils an die rechteckigen Zwei­
gelenkrahmen erinnern. Es sind die in den Fig. 296 und 297 dar- 
gestellten Rahmen mit Eckverstrebungen.

Die Unbekannte soll in beiden Fällen die Normal kraft in der 
rechten Eckstrebe sein. Die Momentenflächen für Xa= 1 [Ma-Flächen) 
sind in Fig. 296 und 297 dargestellt. Normalkräfte treten nur in 
den Eckstreben (Za) und in den Riegeln auf [La], und zwar wird:

Z„ — 1 beiderseits, a * *
L„ = H.

Dieser Wert tritt auf zwischen den beiden Anscblußpunkten der 
Eckstreben, also in Fig. 296 auf der Strecke b, in Fig. 297 auf der 
Strecke b -j- 2 a. — Andere Normalkräfte treten nicht auf.

Ermittelt man mit diesen Angaben die Größe [aa], so findet 
man, wenn J1 und Jh die Trägheitsmomente von Riegel und von 
Stützen bedeuten:



314 Aus vollwandigen und fachwerkartigen. Teilen zusammengesetzte Systeme.

3 l \ h /

' J, (hnr „ 
b-i^i ~s'e (vgl. Fig. 296)

cos2 c: (vgl. Fig.

Der Zähler wert [am] ergibt sieh 
in gleicher Weise wie bei den

Fig. 298.

bei senkrechter Belastung der Riegel 
in § 18. b behandelten armierten 
Balken. Es gelten also die dort 
angegebenen Gleichungen, wobei 
allerdings statt 7t der Wert h0 ■ cos er 
einzusetzen ist.

Bei horizontaler Belastung des 
rechten Ständers hat dieser die 
Momente eines einfachen Balkens: 
der übrige Teil des Grundsystems 
hat, wie Fig. 298 zeigt, in diesem 
Falle gleichfalls Momente aufzu­
nehmen.

Diese sind abhängig von der 
Größe des oberen Auflagerdruckes 
P' des belasteten Ständers. Der 
Einfluß dieses Teiles ist:

r v P'h i[amj = —----- • n0 cos a
r /i \ 2

-Ä' + 2a + 3&

. . (321)

Der Einfluß der Momente des belasteten Ständers ist für jede Be­
lastung besonders nach den früheren Angaben in § 1 zu ermitteln. 
Man kann dabei wieder die lf0-Fläche des Ständers in zwei Teile 
zerlegen (s. Fig. 298) und den schraffierten Teil durch die Werte <p 
ausdrücken. Der Rechnungsgang soll hier nicht weiter durchgeführt 
werden, da er an Hand der Unterlagen sowie der sonstigen Beispiele 
in diesem Bande leicht durchzuführen ist.

Druck von Oscar Brandstetter in Leipzig.
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