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Streszczenie: Wsréd mikroekonometrycznych modeli kategorii nieuporzadkowanych wy-
réznia si¢ najczgsciej wielomianowy model logitowy, warunkowy model logitowy i miesza-
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1. Wstep

W badaniach preferencji zmierza si¢ do identyfikacji czynnikow, ktorymi kieruja sig
konsumenci, wybierajac okreslone produkty lub ustugi. Czynniki te sa zwiazane
zarowno z cechami konsumentow, jak i z charakterystykami produktow lub ustug.
Empiryczne badania preferencji opieraja si¢ na teorii addytywnego jednoczesnego
pomiaru tacznego [Coombs, Dawes, Tversky 1977, s. 50 i nast.] oraz teorii uzytecz-
nosci losowej [Coombs, Dawes, Tversky 1977, s. 214 i nast.], ktore powstaly na
gruncie psychologii matematycznej i psychometrii. Teoria uzytecznosci losowej
stanowi podstawe teoretyczna probabilistycznych modeli wyboréow dyskretnych
wykorzystywanych w badaniach preferencji, do ktérych naleza modele kategorii
nieuporzadkowanych [Greene 2008, s. 840-847].

Wsréd mikroekonometrycznych modeli kategorii nieuporzadkowanych wyroznia
si¢ najczesciej wielomianowy model logitowy, warunkowy model logitowy [McFad-
den 1974] i mieszany model logitowy [Winkelmann, Boes 2006]. Podstaw¢ rozr6z-
nienia tych typow modeli stanowi gtéwnie charakter zmiennych objasniajacych.
Rozréznienie to nie jest jednak jednoznacznie interpretowane. Celem artykulu jest
wskazanie podstawowych réznic migdzy typami modeli logitowych oraz prezentacja
przyktadow estymacji roznych typow tych modeli dla r6znych typow danych w ba-
daniach preferencji z wykorzystaniem programu R. Przede wszystkim w artykule
przedstawiono nastgpujace zagadnienia: charakterystyke wybranych typéw modeli
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logitowych, interpretacjg¢ zmiennych objasniajacych w réznych typach tych modeli,
organizacje danych wykorzystywanych w estymacji parametréw réznych typow
modeli, funkcje dostgpne w programie R, ktére moga znalez¢ zastosowanie w esty-
macji modeli logitowych, funkcje napisane w jezyku programowania R, ktore zostaly
wykorzystane w obliczeniach.

2. Modele logitowe kategorii nieuporzadkowanych'

W badaniach preferencji wykorzystujacych metody wyborow dyskretnych szczegol-
nie wazna rol¢ odgrywaja wielomianowe i warunkowe modele logitowe oraz ich
potaczenie w postaci tzw. mieszanych modeli logitowych [Cameron, Trivedi 2009,
s. 500], nazywanych réwniez hybrydowymi modelami logitowymi [Winkelmann,
Boes 2006, s. 154]. Modele te mieszcza si¢ w grupie wielomianowych modeli kate-
gorii nieuporzadkowanych.

Wielomianowy model logitowy jest uogdlnieniem modelu logitowego dla da-
nych binarnych (regresji logistycznej) i moze by¢ stosowany wowczas, kiedy zmien-
na objasniana przyjmuje w sposob dyskretny wartosci ze zbioru liczacego wigcej niz
dwie kategorie, ktorych kolejnos$¢ nie jest istotna. Model ten wywodzi sig z teorii
uzytecznosci losowej oraz tzw. aksjomatu wyboru Luce’a (modelu statej uzyteczno-
sci) [Coombs, Dawes, Tversky 1977, s. 217 i nast.]. Wielomianowy model logitowy
mozna przedstawi¢ w postaci [So, Kuhfeld 1995; Long 1997, s. 151 i nast.; Powers,
Xie 2008, s. 243 i nast.; Cameron, Trivedi 2009, s. 500; Gruszczynski 2010, s. 161]):

b __ SPGB

W= . > Przy czym Bn =0, (1)
Zexp(xfﬁ,)
I=1
gdzie: P, - prawdopodobienstwo wyboru i-tej kategorii przy k-tym stanie zmien-
nych objasniajacych;
Xi — wektor reprezentujacy k-ty wiersz macierzy X (zmiennych objasniaja-
cych);
B, — wektor szacowanych parametrow zwiazany z i-ta kategoria zmiennej
objasniane;.

Oszacowane warto$ci prawdopodobienstw w modelu (1) sumuja si¢ do 1 w ob-
rebie kazdej konfiguracji zmiennych objasniajacych. Rozktad prawdopodobienstw
spetiajacych ten warunek mozna jednak uzyskac przy réznych wartosciach parame-
trow PB,, a zatem model pozostaje zdefiniowany niejednoznacznie. W celu rozwiaza-
nia tego problemu przyjmuje si¢ pewne ograniczenia dotyczace wektora parametréw
nazywane normalizacja, zakladajac np. B, =0. Oznacza to jednocze$nie, ze jedna

! Punkt opracowany na podstawie pracy [Bak 2010].
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z opcji wyboru (np. ostatnia) stanowi profil odniesienia, a pozostate profile sa ro6zne
od tej opcji [Agresti 2002, s. 268].

Macierz X w modelu (1) zawiera charakterystyki respondentdéw, ktorych prefe-
rencje dotyczace produktéw lub ustug sa przedmiotem badan. Charakterystyki re-
spondentdéw sa state wzgledem tych produktow lub ushug.

Warunkowy model logitowy zostat zaproponowany przez McFaddena [1974])
jako uogodlnienie wielomianowego modelu logitowego. Podstawowym kryterium
rozrézniania tych modeli jest charakter zmiennych objasniajacych, tzn. macierzy X
w roéwnaniu (1). Jezeli zmienne objasniajace charakteryzuja konsumentow, to na
ogdt wykorzystuje si¢ wielomianowy model logitowy. Jesli natomiast zmienne
objasniajace opisuja obiekty bedace przedmiotem wyboru (produkty lub ushugi), to
z reguly stosuje si¢ warunkowy model logitowy.

W warunkowym modelu logitowym prawdopodobienstwo wyboru i-tego profilu
ze zbioru liczacego n elementdw jest szacowane na podstawie zaleznosci [So, Ku-
hfeld 1995, s. 7; Long 1997, s. 178 i nast.; Powers, Xie 2008, s. 256 i nast.; Cameron,
Trivedi 2009, s. 500; Gruszczynski 2010, s. 172-173]:

exp(z;,®)
B= ot @
Zexp(z,f,a)
=1
gdzie: Z/Z — k-ty wektor macierzy Z (zmiennych objasniajacych) opisujacy i-ta
opcje;
@ = wektor parametrow (warto$¢ «; jest zwiazana z j-ta zmienna objas-
niajaca).

Macierz Z, w modelu (2) zawiera charakterystyki produktéw lub ustug, wzgle-
dem ktorych badane sa preferencje respondentow. Wartosci zmiennych objasniaja-
cych opisujacych produkty lub ustugi sa specyficzne w przekroju opcji wyboru ofe-
rowanych respondentom (np. w badaniu ankietowym).

Mieszany model logitowy (3) jest polaczeniem modeli (1) i (2), a wigc
uwzglednia charakterystyki zardwno respondentow, jak i opcji wyboru (produktow
lub ustug) [So, Kuhfeld 1995; Powers, Xie 2008, s. 258 i nast.; Cameron, Trivedi
2009, s. 500]:

T T
exp(x; B, +z,a)

- .
D exp(x;B, +z,@)
[

P, = 3)
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3. Estymacja parametrow wielomianowych modeli logitowych
w programie R

Szacowanie parametréw wielomianowych, warunkowych i mieszanych modeli logi-
towych w programie R mozna przeprowadzi¢ z wykorzystaniem funkcji optim ()
z pakietu stats. Funkcje optim mozna wykorzysta¢ do maksymalizacji funkcji
najwickszej wiarygodnosci, ktéra umozliwia znalezienie najlepszego dopasowania
modelu logitowego danych empirycznych (zob. [Jackman 2007]). Kryterium tego
dopasowania jest warto$¢ funkcji wiarygodnosci. Funkcja optim () korzysta z ite-
racyjnych algorytmow optymalizacji: sympleksu (Neldera-Meada), zmiennej metryki
(quasi-Newtona, Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shannona), gradientow sprzezonych
(Fletchera-Reevesa), gquasi-Newtona z ograniczeniami (algorytm L-BFGS-B), sieci
neuronowych (SNN — Simulated Neural Network).

Wybrane argumenty funkcji optim () sa nastgpujace [R Development Core
Team 2011]:

optim(par, fn, gr=NULL, method=c ("Nelder-Mead",
"BFGS", "CG", "L-BFGS-B", "SANN"), control=list())

par wartos$ci poczatkowe szacowanych parametrow,
fn funkcja, ktorej wartos¢ jest optymalizowana,
gr gradient (wektor pochodnych czastkowych),
method algorytm optymalizacji,

control parametry kontrolne.

Funkcja optim () domyslnie shuzy do minimalizacji funkcji najwickszej wia-
rygodnosci, ale parametr kontrolny control=1ist (fnscale=-1)umozliwia
zmiang kierunku optymalizacji w celu maksymalizacji wartosci tej funkcji.

Funkcja najwickszej wiarygodnosci (fnw () ) przekazywana jako argument fn
do funkcji optim () w celu oszacowania parametrow modeli logitowych ma po-
stac:

# fnw(a,x,y) - funkcja najwiekszej wiarygodnosci dla modelu logitowego
# na podstawie: S. Jackman [2007]
# a - wartosci startowe parametrdédw modelu
# x - wartos$ci zmiennych objasniajacych
# y - zmienna objasniana o wartos$ciach TRUE/FALSE (wybdr/brak wyboru)
# wywotanie - jako parametr funkcji optim{stats}
fnw<-function(a,x,y) {
mu<-x%*%a #sktadnik systematyczny modelu - uzytecznos$¢ opcji

eta<-exp (mu) #licznik

suma<-tapply (eta, s, sum) #mianownik

pr<-etaly]/suma #prawdopodobienstwa wyboru opcji
Inw<-sum(log (pr)) #suma logarytméw prawdopodobienstw

return (1nw) #logarytm fnw }.
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4. Wykorzystanie funkcji optim () w estymacji
modeli logitowych

W przyktadach szacowania modeli logitowych (wielomianowego, warunkowego
1 mieszanego) wykorzystano dane (zbior o nazwie travel) z pracy [So, Kuhfeld
1995] opisujace wybor srodka podrézy w zaleznosci od czasu podrozy (travtime)
— jest to zmienna specyficzna dla opcji wyboru o poziomach autotime, planti-
me i trantime. Do wyboru jest jedna z trzech opcji: samochod (auto), samolot
(plane) lub przewdz publiczny autobusem lub pociagiem (transit). Zawartosé
zbioru travel zapisana w pliku travel . csv jest nastgpujaca:

autotime plantime trantime age chosen

1 10.0 4.5 10.5 32 2
2 5.5 4.0 7.5 13 1
3 4.5 6.0 5.5 41 3
4 3.5 2.0 5.0 41 3
5 1.5 4.5 4.0 47 1
6 10.5 3.0 10.5 24 2
7 7.0 3.0 9.0 27 1
8 9.0 3.5 9.0 21 2
9 4.0 5.0 5.5 23 1
10 22.0 4.5 22.5 30 2
11 7.5 5.5 10.0 58 2
12 11.5 3.5 11.5 36 3
13 3.5 4.5 4.5 43 1
14 12.0 3.0 11.0 33 2
15 18.0 5.5 20.0 30 2
16 23.0 5.5 21.5 28 2
17 4.0 3.0 4.5 44 2
18 5.0 2.5 7.0 37 3
19 3.5 2.0 7.0 45 1
20 12.5 3.5 15.5 35 2
21 1.5 4.0 2.0 22 1.

W strukturze tych danych kazdy wiersz przedstawia zbidr (sytuacj¢ wyboru),
z ktorego respondent wybrat jedna z trzech opcji (profilow). Zmienna specyficzna
dla respondentow jest wiek (age), liczba respondentow wynosi 21, natomiast wy-
brany $rodek podrozy reprezentuje zmienna chosen (o wartoSciach 1 - auto,
2 - plane,3 - transit).

W warunkowym modelu logitowym zmienne objasniajace charakteryzuja
przedmiot wyboru (profile tworzace zbior, z ktorego respondent dokonuje wyboru),
a wigc sa specyficzne dla opcji wyboru. Oszacowanie takiego modelu wymaga prze-
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ksztalcenia danych z pliku travel.csv do postaci zapisanej w pliku
travel 2.csv (10 pierwszych wierszy)®:

subject option choice travtime age

[1,] 1 1 0 10.0 32
2,1 1 2 1 4.5 32
(3,1 1 3 0 10.5 32
[4,] 2 1 1 5.5 13
[5,] 2 2 0 4.0 13
[6,] 2 3 0 7.5 13
(7,1 3 1 0 4.5 41
(8, ] 3 2 0 6.0 41
[9,] 3 3 1 5.5 41
[10, ] 4 1 0 3.5 41.

W strukturze tych danych kazdy wiersz przedstawia jedna opcj¢ wyboru (jeden
profil), zmienna subject reprezentuje numer respondenta, zmienna option nu-
mer opcji wyboru (1 - auto,2 - plane,3 - transit),zmienna objasnia-
na choice wskazuje wybrana opcj¢ (1 — wybrana opcja, 0 — niewybrana opcja),
zmienna travtime jest specyficzna dla opcji wyboru i reprezentuje czas podrdzy,
a zmienna age jest specyficzna dla respondentdow i reprezentuje ich wiek (wartosé¢
tej zmiennej powtarza sig trzykrotnie, poniewaz sa trzy opcje wyboru). Liczba wier-
szy w tym zbiorze danych wynosi 63 (21 respondentdéw, 3 opcje wyboru).

Skrypt 1 wykorzystuje funkcje najwigkszej wiarygodnosci fnw () do estymacji
warunkowego modelu logitowego za pomoca funkcji optim ().

Skrypt 1.
source ("fnw.r")
dane<-read.csv2("travel 2.csv", header=TRUE)
head (dane, 6)
attach (dane)
s<-subject #identyfikator respondenta
p<-option #identyfikator opcji
w<-choice==1 #identyfikator wyboru TRUE/FALSE
y<-p[w] #numery wybranych opcji
X<-as.matrix (cbind(travtime)) #macierz danych
k<-dim(X) [2] #liczba zmiennych objasniajacych
a<-rep (0, k) #wartosci startowe parametré4w modelu
nazwy<-colnames (X)
clm<-optim(par=a, fn=fnw, x=X, y=w, control=1ist (trace=TRUE, fnscale=-1),
method="BFGS", hessian=TRUE)
se<-sqgrt (diag(solve (-clmShessian))) #standardowe bledy parametrdéw
B<-clmS$par #parametry

2 Ze wzgledu na ograniczona objeto$é artykutu nie zamieszczono procedur i funkcji wykonuja-
cych przeksztatcenia danych.
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wyniki<-cbind (B, se)

wyniki<-cbind (wyniki,wyniki[,1]/wyniki[,2],exp(wyniki[,1]))
dimnames (wyniki)<-1list (nazwy,c("B","se","Z2","exp(B)"))
print (signif (wyniki, 4)).

W wyniku wykonania skryptu 1 otrzymuje si¢ oszacowanie parametru (B) dla
zmiennej specyficznej dla opcji wyboru (travtime):
B se Z exp (B)
travtime -0.2655 0.1021 -2.599 0.7668.

W wielomianowym modelu logitowym zmienne objasniajace charakteryzuja
respondentow, a wigc sa specyficzne dla podmiotu dokonujacego wyboru. Oszaco-
wanie takiego modelu za pomocg funkcji optim () wymaga przeksztalcenia danych
zpliku travel 2.csv do postaci zapisanej w pliku travel 3.csv (10 pierw-
szych wierszy):

subject option choice travtime auto plane ageauto ageplane

[1,] 1 1 0 10.0 1 0 32 0
[2,] 1 2 1 4.5 0 1 0 32
[3,] 1 3 0 10.5 0 0 0 0
[4,] 2 1 1 5.5 1 0 13 0
[5,] 2 2 0 4.0 0 1 0 13
[6,] 2 3 0 7.5 0 0 0 0
[7,] 3 1 0 4.5 1 0 41 0
[8,] 3 2 0 6.0 0 1 0 41
[9,] 3 3 1 5.5 0 0 0 0
[10,] 4 1 0 3.5 1 0 41 0.

W strukturze tych danych kazdy wiersz przedstawia jedna opcje wyboru. Trzy
wiersze tworza zbior, z ktorego respondent wybrat jedna opcje (profil). Opcje wybo-
ru sa w tym zbiorze reprezentowane przez zmienne zero-jedynkowe (auto, pla-
ne), ktore zostalty pomnozone przez zmienng specyficzna dla respondentéw (age).
W wyniku takiej interakcji powstaty zmienne ageauto i ageplane, ktére repre-
zentuja zmienng specyficzna dla respondentdow age i sa jednoczes$nie specyficzne
dla opcji wyboru. Profilem odniesienia jest opcja trzecia (transit), pominigta
w tym zbiorze.

Skrypt 2 wykorzystuje funkcje najwigkszej wiarygodnosci f£nw () do estymacji
wielomianowego modelu logitowego za pomoca funkcji optim ().

Skrypt 2.
source ("fnw.r")
dane<-read.csv2 ("travel 3.csv", header=TRUE)
head (dane, 6)
attach (dane)
s<-subject #identyfikator respondenta
p<-option #identyfikator opcji



Modele kategorii nieuporzadkowanych w badaniach preferencji 93

w<-choice== #identyfikator wyboru TRUE/FALSE

y<-p[w] #numery wybranych opcji

X<-as.matrix (cbind(auto,plane,ageauto, ageplane)) #macierz danych
k<-dim (X) [2] #liczba zmiennych objasniajacych

a<-rep (0, k) #wartoséci startowe parametrdé4w modelu

nazwy<-colnames (X)

clm<-optim(par=a, fn=fnw, x=X, y=w, control=1list (trace=TRUE, fnscale=-1),
method="BFGS", hessian=TRUE)

se<-sgrt (diag(solve (-clmShessian))) #standardowe bledy parametrdéw
B<-clmS$par #parametry

wyniki<-cbind (B, se)

wyniki<-cbind (wyniki,wyniki[,1]/wyniki[,2],exp (wyniki[,1]))

dimnames (wyniki)<-1list (nazwy,c("B","se","2","exp(B)")) .

print (signif (wyniki,4)).

W wyniku wykonania skryptu 2 otrzymuje si¢ oszacowania parametréow (B) dla
zmiennej specyficznej dla respondentoéw (age):

B se Z exp (B)
auto 3.04900 2.42700 1.256 21.0800
plane 2.72400 2.29400 1.187 15.2400

ageauto -0.07106 0.06518 -1.090 0.9314
ageplane -0.05007 0.05961 -0.840 0.9512.

W tym modelu sa dwa wyrazy wolne (auto i plane) i dwa parametry dla
zmiennej age (ageauto i ageplane), ktore reprezentuja odpowiednio efekt
wplywu na prawdopodobienstwo wyboru samochodu w odniesieniu do przewozu
publicznego i samolotu w odniesieniu do przewozu publicznego.

W mieszanym (hybrydowym) modelu logitowym wystepuja zmienne objasnia-
jace charakteryzujace zarowno respondentdéw, jak i opcje wyboru. Struktura zbioru
danych jest taka sama jak w przypadku wielomianowego modelu logitowego
(travel 3.csv).

Skrypt 3 wykorzystuje funkcje najwigkszej wiarygodnosci £nw () do estymac;ji
mieszanego modelu logitowego za pomoca funkcji optim ().

Skrypt 3.
source ("fnw.r")
dane<-read.csv2 ("travel 3.csv", header=TRUE)
head (dane, 6)
attach (dane)

s<-subject #identyfikator respondenta

p<-option #identyfikator opcji

w<-choice==1 #identyfikator wyboru TRUE/FALSE

y<-p[w] #numery wybranych opcji

X<-as.matrix (cbind(auto,plane,ageauto,ageplane, travtime)) #macierz
danych

k<-dim(X) [2] #liczba zmiennych objasniajacych
a<-rep (0, k) #wartosci startowe parametrdé4w modelu
nazwy<-colnames (X)
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clm<-optim(par=a, fn=fnw, x=X, y=w, control=1ist (trace=TRUE, fnscale=-1),
method="BFGS", hessian=TRUE)

se<-sqgrt (diag(solve (-clmShessian))) #standardowe bledy parametrdéw
B<-clmSpar #parametry

wyniki<-cbind (B, se) #parametry i biledy
wyniki<-cbind (wyniki,wyniki[,1]/wyniki[,2],exp(wyniki[,1]))
dimnames (wyniki)<-1list (nazwy,c("B","se","Z2","exp(B)")) .

print (signif (wyniki, 4)).

W wyniku wykonania skryptu 3 otrzymuje si¢ oszacowania parametrow (B) dla
zmiennych specyficznych dla respondentdéw i opcji wyboru:

B se Z exp (B)
auto 2.50100 2.39600 1.0440 12.20000
plane -2.78000 3.53000 -0.7873 0.06206
ageauto -0.07828 0.06333 -1.2360 0.92470
ageplane 0.01696 0.07442 0.2279 1.01700
travtime -0.60850 0.27130 -2.2430 0.54420.

Oszacowane parametry mieszanego modelu mozna interpretowac¢ w kategoriach
prawdopodobienstwa [Gruszczynski 2002]. Jezeli czas podrozy wzrasta (ujemna
warto§¢ parametru przy zmiennej travtime), to zmniejsza si¢ prawdopodobien-
stwo wyboru takiej opcji. Wraz z rosnacym wiekiem respondentow bedzie malato
prawdopodobienstwo wyboru samochodu (ujemna warto$¢ parametru przy zmienne;j
ageauto) w odniesieniu do prawdopodobienstwa wyboru przewozu publicznego,
natomiast bedzie wzrasta¢ prawdopodobienstwo wyboru samolotu (dodatnia wartos¢
parametru przy zmiennej ageplane) w odniesieniu do prawdopodobienstwa wybo-
ru przewozu publicznego.

5. Podsumowanie

Metoda najwigkszej wiarygodno$ci umozliwia estymacje roéznych typéw modeli
kategorii nieuporzadkowanych. Oferowana w programie R funkcja optim () z pa-
kietu stats wymaga opracowania funkcji najwigkszej wiarygodno$ci dla modeli
logitowych, ktéra mozna wykorzysta¢ w takiej samej postaci do estymacji warunko-
wego, wielomianowego i mieszanego modelu logitowego.

W procedurach estymacji modeli kategorii nieuporzadkowanych wazna role od-
grywa struktura danych empirycznych. Szacowanie réznych typoéw tych modeli wy-
maga przeksztatcania danych do odpowiednich formatow. W tym celu warto konty-
nuowa¢ prace zmierzajace do opracowania uniwersalnych procedur transformacji
danych do pozadanej postaci w zaleznosci od szacowanego modelu.
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MODELS FOR UNORDERED CATEGORIES
IN PREFERENCE ANALYSIS

Summary: Among microeconometric models for unordered categories multinomial logit
model, conditional logit model and mixed logit model are most frequently mentioned. The
character of the independent variables included in the model is mainly the basis for distin-
guishing among these types of models. This distinction is not clearly interpreted. The main
aim of this article is to identify the fundamental differences among the types of logit models
and to present the examples of estimation of various types of this models for various types
of data using R program.

Keywords: preferences, models for unordered categories, R program.





