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Julita Stańczuk
Zachodniopomorski Uniwersytet Technologiczny w Szczecinie

Porównanie rezultatów wielostanowej 
klasyfikacji obiektów ekonomicznych 
z wykorzystaniem analizy 
dyskryminacyjnej oraz sieci neuronowych

Streszczenie: Głównym celem artykułu jest analiza porównawcza jakości klasyfikacji przed-
siębiorstw notowanych na Giełdzie Papierów Wartościowych w Warszawie z wykorzystaniem 
analizy dyskryminacyjnej oraz sztucznych sieci neuronowych.  Wykazano, że sieci neurono-
we, a konkretniej perceptron wielowarstwowy, są lepszym klasyfikatorem dla wielostanowej 
klasyfikacji obiektów ekonomicznych niż analiza dyskryminacyjna. 
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1. Wstęp

Celem artykułu jest porównanie jakości klasyfikacji przedsiębiorstw notowanych na 
Giełdzie Papierów Wartościowych w Warszawie z wykorzystaniem analizy dyskry-
minacyjnej oraz sztucznych sieci neuronowych. 

Na potrzeby badania wykorzystano dane finansowe 286 przedsiębiorstw pocho-
dzące z ich sprawozdań finansowych publikowanych za lata 2006-2007 (dla porów-
nania z wcześniejszymi wynikami). Skonstruowano na ich podstawie 17 wskaźników 
finansowych opisujących kondycję finansową danego podmiotu. Każdy wskaźnik 
obliczono dla obydwu okresów, uzyskując tym samym 34 zmienne z zakresu zadłu-
żenia, rentowności, płynności oraz sprawności działania. Jako zmienną grupującą 
przyjęto rating kredytowy, który został wygenerowany przez bankowy system auto-
matycznej oceny przedsiębiorstw. Uzyskano dzięki temu pięć klas przedsiębiorstw, 
przy czym w pierwszej z nich umieszczone zostały przedsiębiorstwa o najlepszym 
standingu finansowym, natomiast w ostatniej – spółki, których kondycja finansowa 
jest najgorsza.

Przedstawiony w artykule problem jest podsumowaniem prowadzonych przez 
autorkę badań nad klasyfikacją obiektów ekonomicznych [Stańczuk, Trojczak-Go-
lonka 2011].
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2. Analiza dyskryminacyjna jako narzędzie wspierające ocenę 
kondycji finansowej przedsiębiorstw

Analiza dyskryminacyjna jest metodą statystyczną stosowaną w rozwiązywaniu róż-
norodnych problemów klasyfikacyjnych zbiorów o zróżnicowanych cechach. Po-
zwala ona na podstawie obiektów, które są przypisane do dwóch lub więcej grup 
według określonego klasyfikatora, znaleźć funkcję, która umożliwia pogrupowanie 
nowych obiektów na klasy według tego samego czynnika klasyfikacji.

Ze względu na charakter zmiennych wykorzystanych w badaniu trudne do speł-
nienia byłyby założenia zarówno o rozkładzie normalnym zmiennych, jak i takich 
samych macierzach wariancji-kowariancji wszystkich grup przedsiębiorstw. Jednak-
że badania empiryczne wskazują, że naruszenie założenia o rozkładzie normalnym 
nie wpływa znacznie na właściwości dyskryminacyjne zmiennych [Panek 2008]. 

Ważnym etapem analizy jest wyodrębnienie zmiennych dyskryminujących, które 
istotnie różnicują zbiorowość obiektów. Za miarę tego zróżnicowania przyjmuje się 
mierniki wyrażające stosunki wielkości zróżnicowania między grupami do wielko-
ści zróżnicowania wewnątrzgrupowego. Natomiast wartość funkcji dyskryminacyj-
nej stanowi sumę zmiennych  oraz statystycznie wyznaczanych parametrów funkcji. 
Funkcje te są tak konstruowane, aby wskazywały klasy obiektów jak najbardziej 
różniące się od siebie. Najczęściej stosowane są liniowe funkcje dyskryminacji,  
a ich liczba jest o 1 mniejsza niż liczba klas (w tym przypadku 4 funkcje dyskrymi-
nujące). 

Wielowymiarowa analiza dyskryminacyjna jest metodą klasyfikacji danego 
obiektu Oi ze zbioru Ω do jednej z wcześniej ustalonych klas. Natomiast tego za-
kwalifikowania obserwacji Oi o wektorze xi ze zbioru Ω dokonuje się na podstawie 
wartości funkcji dyskryminacyjnej D, którą wyznacza się następująco:

0 1 1 2 2 0( ) ... ,i i k ip iD a a x a x a x a x= + + + + = + T
ix a

gdzie: aT = [a1, a2, …, ap] – wektor współczynników dyskryminacyjnych,
a0 – wartość krytyczna,
xi = [xi1, xi2, …, xip] – wektor zmiennych diagnostycznych (dyskryminacyj-

nych) dla i-tego obiektu.
W celu określenia liczby zmiennych dyskryminacyjnych należy ocenić ich sta-

tystyczną istotność. Wykorzystano do tego test lambda Wilksa. Z kolei statystyka 
cząstkowa lambda Wilksa określa wkład poszczególnych zmiennych do dyskrymi-
nacji klas – im mniejsza wartość statystyki, tym moc dyskryminacyjna zmiennej jest 
większa. Krytyczny poziom p związany jest z tym, czy dana zmienna wnosi istotny 
wkład do modelu.  

Ze względu na to, że w rozpatrywanym przykładzie liczba grup jest większa niż 
dwie, zasadę przypisywania przedsiębiorstwa do określonej klasy związanej z ratin-
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giem kredytowym oparto na twierdzeniu Bayesa. Obliczane jest prawdopodobień-
stwo a posteriori przynależności obiektu o danej wartości funkcji dyskryminacyjnej 
do każdej z grup Gp (p = 1,2, ... 5). Dane przedsiębiorstwo przypisywane jest do tej 
klasy, dla której obliczone prawdopodobieństwo jest największe. Prawdopodobień-
stwo a posteriori P(Gp/d) przynależności obiektu o wartości funkcji dyskryminacji d 
do grupy Gp jest obliczane według wzoru:

1

( / ) ( )
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gdzie: P(Gp) – prawdopodobieństwo a priori przynależności obiektu do grupy 
Gp,

P(d/Gp) – prawdopodobieństwo warunkowe, że funkcja dyskryminacji dla 
obiektu przyjmie określoną wartość d, jeżeli wiemy, do której 
grupy należy obiekt,

P(Gp/d) – prawdopodobieństwo a posteriori przynależności obiektu do gru-
py Gp, jeżeli wartość funkcji dyskryminacji wynosi dla niego d.

Analiza dyskryminacyjna nie jest pozbawiona wad, dlatego też podjęto liczne 
próby wykorzystania innych metod – w tym sztucznych sieci neuronowych – do 
omawianego problemu. Warto jednak zwrócić uwagę, że w wielu przypadkach ja-
kość klasyfikacji z wykorzystaniem analizy dyskryminacyjnej nie ustępuje wyni-
kom z wykorzystaniem sieci neuronowych. 

3. Zadanie klasyfikacji z wykorzystaniem 
sztucznej sieci neuronowej 

Sztuczne sieci neuronowe, które w sposób uproszczony „naśladują” działanie ludz-
kiej sieci neuronowej, są wykorzystywane w wielu dziedzinach (m.in. takich jak 
informatyka, nauki biologiczne, zarządzanie itd.) w zagadnieniach związanych 
z optymalizacją, predykcją czy klasyfikacją. Tak szerokie zainteresowanie ich wy-
korzystaniem w praktyce związane jest z ich licznymi zaletami, m.in. odpornością 
na błędy, zdolnością do uczenia i uogólniania.

W badaniu wykorzystano sieć wielowarstwową jednokierunkową1. Przepływ  
sygnałów odbywa się tylko w jednym kierunku – od wejścia, gdzie pobierane są 
dane wejściowe (w omawianym przypadku wskaźniki finansowe), przez warstwę 
ukrytą, gdzie następuje zasadnicze przetwarzanie neuronowe, do wyjścia, na którym 
sieć podaje rozwiązanie. Neurony połączone są według zasady „każdy z każdym”. 
Jak już wspomniano, warstwa wyjściowa generuje sygnały wyjściowe dla całej sie-

1 Wcześniejsze badania potwierdziły, że taka architektura znacznie lepiej radzi sobie z problemem 
niż chociażby sieci o radialnych funkcjach bazowych.
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ci, stąd liczba neuronów tej warstwy powinna odpowiadać liczbie zmiennych cha-
rakteryzujących wymiar rozwiązywanego zagadnienia – pięć klas oznaczać będzie 
również pięć neuronów w warstwie wyjściowej.

Sieci neuronowe mają także liczne wady. Najistotniejszą z nich jest to, że są one 
mało „komunikatywne” – mają one bowiem cechy „czarnej skrzynki” [Mączyńska, 
Zawadzki 2006].

4. Ocena jakości klasyfikacji przedsiębiorstw 
z wykorzystaniem analizy dyskryminacyjnej

Jako metodę konstrukcji funkcji dyskryminacyjnej wybrano metodę krokową postę-
pującą, która prowadzi do wprowadzenia do modelu kolejnych zmiennych o najwyż-
szej mocy dyskryminacyjnej. Ze względu na zbyt dużą liczbę zmiennych (łącznie 
34 wskaźniki finansowe) ograniczono się jedynie do pokazania zmiennych wprowa-
dzonych do modelu.

Tabela 1 przedstawia te zmienne wraz z podstawowymi statystykami ocenia-
jącymi moc dyskryminacyjną modelu oraz moc dyskryminacyjną poszczególnych 
zmiennych. Dyskryminacja klas przedsiębiorstw przez zmienne znajdujące się 
w modelu jest wysoce istotna (lambda Wilksa = 0,33883, p < 0,0000). 

Tabela 1. Charakterystyki zmiennych wprowadzonych do modelu metodą krokową postępującą

Lambda 
Wilksa

Cząstk.- 
Wilksa F usunięcia p Tolerancja 1-Tolerancja (R2)

w18 0,4026 0,8415 12,7099 0,000000 0,1078 0,8922
w28 0,3745 0,9047 7,1067 0,000019 0,8628 0,1372
w34 0,4192 0,8081 16,0291 0,000000 0,2747 0,7253
w32 0,4069 0,8326 13,5692 0,000000 0,0016 0,9984
w8 0,4155 0,8156 15,2657 0,000000 0,0015 0,9985
w14 0,3910 0,8665 10,3976 0,000000 0,1523 0,8477
w16 0,3596 0,9421 4,1451 0,002824 0,0127 0,9873
w10 0,3556 0,9528 3,3433 0,010795 0,0120 0,9879
w30 0,4061 0,8343 13,4081 0,000000 0,1472 0,8528
w2 0,3794 0,8931 8,0766 0,000004 0,3705 0,6295
w15 0,3579 0,9468 3,7933 0,005097 0,0152 0,9848
w9 0,3547 0,9553 3,1607 0,014605 0,0139 0,9860

Źródło: opracowanie własne w programie STATISTICA.

Największy wkład do dyskryminacji przedsiębiorstw notowanych na GPW, na 
który wskazują zarówno najwyższe wartości statystyki F usunięcia, jak i najniższe 
wartości cząstkowe lambda Wilksa, mają zmienne w34 (relacja wyniku finansowego 
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brutto do pasywów bieżących za 2007 r.), w8 (wskaźnik rentowności majątku włas-
nego za 2007 r.), w32 (wskaźnik rentowności majątku – relacja wyniku finansowego 
przed opodatkowaniem do sumy bilansowej za 2007 r.), w30 (wskaźnik ROA za 
2007 r.) itd. Wybrane zmienne należą więc przede wszystkim do grupy wskaźników 
oceniających rentowność, ale także poziom zadłużenia jednostki gospodarczej czy 
też sprawność działania.

Kolejnym etapem jest ustalenie współczynników funkcji dyskryminacyjnych 
(tab. 2). 

Tabela 2. Wartości współczynników standaryzowanych funkcji dyskryminacyjnych

Funkcja 1 Funkcja 2 Funkcja 3 Funkcja 4
w18 –1,6626 0,3988 –0,6352 0,4559
w28 –0,4561 0,1374 0,1132 –0,1577
w34 –0,9139 1,0026 0,7057 0,0148
w32 –8,9093 –12,9725 16,4231 4,8837
w8 11,0880 12,2709 –16,7866 –6,1667
w14 –0,8677 –0,8949 1,7009 0,6591
w16 2,5477 –1,7183 –2,3965 –0,2360
w10 –2,3874 1,6407 2,0214 –0,8814
w30 –1,3816 –0,8188 –0,2133 0,8674
w2 0,6947 0,3651 0,3745 –0,2781
w15 1,3833 3,0894 1,6239 –2,6594
w9 –1,1849 –3,1386 –1,1318 2,9190

Wartości własne 1,0067 0,2899 0,1207 0,0174
Skumulowana proporcja 0,7017 0,9038 0,9879 1,0000

Źródło: opracowanie własne w programie STATISTICA.

Uzyskano cztery funkcje dyskryminacyjne, lecz jedynie dwie z nich są istotne 
(tab. 3). W przypadku zarówno pierwszej, jak i drugiej funkcji dyskryminacyjnej 
największy wpływ na kształtowanie się ich wartości mają zmienne w8 oraz w32. 

Tabela 3. Wyniki testu istotności zmiennych dyskryminacyjnych

Funkcje
usunięte Wartość – własna Lambda Wilksa χ2 p

0 1,006706 0,338830 299,2439 0,000000
1 0,289927 0,679932 106,6632 0,000000
2 0,120651 0,877063 36,2702 0,014294
3 0,017416 0,982882 4,7742 0,853534

Źródło: opracowanie własne w programie STATISTICA.
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Różnice między średnimi wartościami zmiennych dyskryminacyjnych dla przed-
siębiorstw są znacznie większe dla pierwszej ze zmiennych dyskryminacyjnych niż 
dla drugiej (tab. 4). Pierwsza funkcja dyskryminacyjna odróżnia przede wszystkim 
przedsiębiorstwa o najlepszej kondycji finansowej należące do pierwszej klasy od 
tych, które znalazły się w klasie piątej – standing finansowy tych przedsiębiorstw 
jest najgorszy.

Tabela 4. Średnie wartości zmiennych dyskryminacyjnych

Funkcja 1 Funkcja 2
Klasa pierwsza –1,98092 0,799489
Klasa druga –0,58942 –0,303926
Klasa trzecia 0,07398 –0,550154
Klasa czwarta 0,42593 –0,143565
Klasa piata 1,61234 0,901611

Źródło: opracowanie własne w programie STATISTICA.

W łatwiejszy sposób charakter dyskryminacji można również ocenić z wykorzy-
staniem formy graficznej (rys. 1).

Rys. 1. Wykres rozrzutu punktów reprezentujących przedsiębiorstwa w układzie wyznaczonym 
przez zmienne dyskryminacyjne

Źródło: opracowanie własne w programie STATISTICA.

W przypadku pierwszej zmiennej dyskryminacyjnej współrzędne znacznej licz-
by punktów reprezentujących obiekty z klasy pierwszej mają znacznie niższe warto-
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ści od tych, które reprezentują  klasę piątą. Niewielkie pokrycie zauważono również 
w przypadku klasy drugiej oraz czwartej. Najgorzej natomiast wygląda dyskrymina-
cja grupy trzeciej. Dodatkowo zauważyć można (co potwierdzają wyniki w tab. 4) 
niewielką dyskryminację klas przedsiębiorstw z wykorzystaniem drugiej zmiennej 
dyskryminacyjnej. 

Wprowadzając do modelu 12 wyselekcjonowanych zmiennych w formie wskaź-
ników finansowych, dokonano klasyfikacji 20% przedsiębiorstw (taki sam odsetek 
obiektów niebiorących udziału w uczeniu został wylosowany do próby testującej 
w sieciach neuronowych) zgodnie ze zmienną grupującą – ratingiem kredytowym. 
Tabela 5 przedstawia współczynniki funkcji klasyfikacyjnych dla poszczególnych 
klas.

Tabela 5. Wartości współczynników funkcji klasyfikacyjnych

Klasa pierwsza 
p = 0,12937

Klasa druga 
p = 0,19580

Klasa trzecia
p = 0,22028

Klasa czwarta 
p = 0,31818

Klasa piąta 
p = 0,13636

w18 26,175 11,778 2,542 3,4894 –7,3644
w28 2,012 0,891 0,587 0,3029 –0,1465
w34 4,621 1,744 1,107 0,4458 1,0047
w32 176,845 192,443 208,719 91,7140 31,3827
w8 –208,653 –207,066 –213,582 –94,7100 –28,2220
w14 8,996 8,895 9,311 4,8763 3,5002
w16 –6,760 –0,386 0,884 3,6407 3,0536
w10 7,048 0,666 –0,194 –2,5602 –2,3294
w30 20,311 15,891 9,039 5,4281 –10,0977
w2 –0,893 –0,656 –0,324 –0,3015 0,4398
w15 –3,814 –5,847 –4,303 –4,1668 0,5878
w9 3,656 6,026 4,718 4,2610 –0,0187
Stała –7,366 –4,249 –4,612 –2,7538 –4,3012

Źródło: opracowanie własne w programie STATISTICA.

Tabela 6. Trafność klasyfikacji przedsiębiorstw z wykorzystaniem 
analizy dyskryminacyjnej

Obserwowana klasa rzeczywista Trafność klasyfikacji w %
Pierwsza 51
Druga 46
Trzecia 55
Czwarta 75
Piąta 38
Razem 57,34

Źródło: opracowanie własne w programie STATISTICA.
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Największy wpływ na tworzenie funkcji klasyfikacyjnej w omawianym przykła-
dzie mają we wszystkich grupach zmienne w32 oraz w8. Wyniki klasyfikacji przed-
stawia tab. 6.

Ponad 57% przedsiębiorstw zostało poprawnie zaklasyfikowanych do poszcze-
gólnych grup. Najlepszy wynik (ponad 75%) osiągnięto dla klasy czwartej, natomiast 
najgorszy dla klasy piątej. W przypadku klas 1-3 większa część niepoprawnie skla-
syfikowanych przedsiębiorstw została błędnie przypisana do klasy przedsiębiorstw 
o gorszej kondycji finansowej niż klasa, do której rzeczywiście przynależała.

5. Ocena jakości klasyfikacji przedsiębiorstw 
z wykorzystaniem sieci neuronowych

Do badania wykorzystano sieć jednokierunkową wielowarstwową, uczoną metodą 
wstecznej propagacji błędu, z „nauczycielem” – klasy zostały podane sieci na wej-
ściu. Sieć miała 5 neuronów wyjściowych (pięć klas ryzyka kredytowego), jedną 
warstwę ukrytą, natomiast na wejściu liczba neuronów związana była z wyselekcjo-
nowanymi wskaźnikami finansowymi na podstawie analizy wrażliwości2. 

Analiza wrażliwości pozwala odróżnić zmienne ważne od tych, które niewie-
le wnoszą do modelu. Wykazuje ona stratę, jaką ponosimy, odrzucając konkretną 
zmienną. Podstawową miarą tej analizy jest iloraz błędu uzyskanego przy urucho-
mieniu sieci dla zbioru danych bez jednej zmiennej i błędu uzyskanego z kompletem 
zmiennych. Im większy błąd po odrzuceniu zmiennej w stosunku do pierwotnego 
błędu, tym bardziej wrażliwa jest sieć na brak tej zmiennej. Efektem jest uzyskanie 
zmiennych poszeregowanych pod względem ważności –  tab. 7.

Najważniejszy dla tworzenia modelu okazał się wskaźnik rentowności majątku 
własnego za 2007 r. – w8, który był również bardzo istotny w przypadku analizy 
dyskryminacyjnej. Pozostałe zmienne oceniają kondycję finansową we wszystkich 
aspektach, o których mowa była przy wynikach analizy dyskryminacyjnej. Oprócz 
tego w grupie zmiennych wybranych do modelu sieci neuronowej znalazł się wskaź-
nik natychmiastowej płynności za rok 2006.

Wykonano liczne eksperymenty dla różnej liczby zmiennych w celu wybrania 
ich ostatecznej liczby. Wykazano, że jeśli weźmie się pod uwagę 14 zmiennych 
o najwyższym ilorazie błędu, sieć neuronowa osiąga najlepsze wyniki. Wyniki 
przedstawia tab. 8.

Sieć neuronowa poprawnie zaklasyfikowała ponad 64% obiektów. Trafność kla-
syfikacji dla każdej z klas jest wyższa niż 53%. Najlepiej sieć radzi sobie z przed-
siębiorstwami, które należą pierwotnie do czwartej klasy, natomiast najgorzej, jeśli 
chodzi o klasę piątą. Podobnie jak w przypadku analizy dyskryminacyjnej błąd pole-
gający na zaklasyfikowaniu przedsiębiorstwa o gorszej kondycji finansowej do kla-
sy, gdzie znajdują się te o lepszym standingu, był niższy niż w odwrotnej sytuacji.

2 Selekcja zmiennych z wykorzystaniem analizy wrażliwości wykazała lepsze rezultaty niż wyko-Selekcja zmiennych z wykorzystaniem analizy wrażliwości wykazała lepsze rezultaty niż wyko-
rzystanie algorytmu łączącego tę analizę z uwzględnieniem korelacji pomiędzy zmiennymi.
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Tabela 7. Analiza wrażliwości zmiennych wejściowych

Pozycja Wskaźnik Wartość ilorazu Pozycja Wskaźnik Wartość ilorazu
1 w8 31,45947 18 w29 1,014811
2 w32 29,74717 19 w2 1,012442
3 w31 3,050426 20 w3 1,007699
4 w7 2,533516 21 w19 1,005769
5 w15 1,886779 22 w28 1,005306
6 w9 1,803530 23 w26 1,003841
7 w16 1,499950 24 w20 1,003704
8 w10 1,353835 25 w23 1,003279
9 w11 1,276151 26 w12 1,002267

10 w25 1,258118 27 w24 1,001828
11 w34 1,084451 28 w21 1,001652
12 w18 1,079487 29 w27 1,001311
13 w30 1,066771 30 w1 1,001225
14 w22 1,044461 31 w13 0,981461
15 w33 1,031691 32 w5 0,977781
16 w17 1,029619 33 w14 0,958402
17 w4 1,020874 34 w6 0,926678

Źródło: opracowanie własne w programie STATISTICA.

Tabela 8. Trafność klasyfikacji przedsiębiorstw z wykorzystaniem sztucznych sieci neuronowych

Obserwowana klasa rzeczywista Trafność klasyfikacji w %

Pierwsza 56

Druga 57

Trzecia 69

Czwarta 72

Piąta 53

Razem 64,33

Źródło: opracowanie własne w programie STATISTICA.

6. Podsumowanie

Przeprowadzone badania pozwalają na wyciągnięcie następujących wniosków:
Jakość klasyfikacji z wykorzystaniem analizy dyskryminacyjnej jest zadowa-• 
lająca. Trafność klasyfikacji, mierzona jako liczba przedsiębiorstw poprawnie 
sklasyfikowanych do liczby wszystkich obiektów, wynosi ponad 57%.
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Ponad 64-procentowa trafność klasyfikacji dla sieci neuronowych wskazuje na • 
to, że jest to narzędzie lepsze niż skonstruowana dla danego problemu funkcja 
dyskryminacyjna.
Analiza wykazała, że najlepsze wyniki osiągane są z wykorzystaniem 12 zmien-• 
nych w przypadku analizy dyskryminacyjnej, natomiast 14 w przypadku sieci 
neuronowych. Aż 9 zmiennych w obu metodach pokrywało się, charakteryzując 
i oceniając tym samym te same aspekty działalności przedsiębiorstwa.
Dobór narzędzi do wykorzystania w praktyce dla omawianego problemu zależny • 
będzie nie tylko od jakości klasyfikacji, która przemawia za metodami sztucznej 
inteligencji, ale również od „łatwości” w interpretacji oraz „komunikatywności” 
modelu. Szczególnie w przypadku drugiej analizy nie jesteśmy w stanie powie-
dzieć, w jaki sposób ta klasyfikacja została wykonana, jako że sieci pracują na 
zasadzie „czarnej skrzynki”. 
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a comParison of the results 
of multistate classification of economic objects 
using discriminant analysis  
and artificial neural networks

Summary: The main aim of the article is to compare quality of the classification of compa-
nies listed on the Warsaw Stock Exchange using discriminant analysis and artificial neural 
networks. It has been proved that neural networks, and more specifically multilayer percep-
tron, are a better classifier for the classification of multistate economic objects than the dis-
criminant analysis.

Keywords: classification of companies, neural networks, discriminant analysis.
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