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ZASTOSOWANIE WSTEPNEGO
UWARUNKOWANIA ZMIENNEJ OBJASNIANEJ
DO SELEKCJI ZMIENNYCH

Streszczenie: Paul i in. [2008] zaproponowali metodg wstgpnego uwarunkowania zmiennej
objasnianej, ktora realizuje si¢ w dwoch krokach. W pierwszym przewidywane sa wartosci
zmiennej objasnianej za pomoca metody glownych sktadowych z nauczycielem. W drugim
budowany jest jeszcze raz model regresji, ale na zbiorze uczacym, w ktérym rolg zmiennej
objasnianej odgrywaja jej wartosci teoretyczne estymowane w kroku pierwszym. Tu wyko-
rzystuje si¢ LASSO, ktére pozwala wyeliminowa¢ zmienne nieistotne. W artykule zapropo-
nowano modyfikacj¢ oryginalnej metody oraz za pomoca symulacji oceniono ich przydat-
no$¢ w zadaniu selekcji zmiennych w przypadku modelu liniowego z interakcjami.

Stowa kluczowe: selekcja zmiennych, metoda wstgpnego uwarunkowania, interakcje.

1. Wstep

Zagadnienie selekcji zmiennych zajmuje obecnie znaczace miejsce w literaturze
z zakresu statystycznych metod uczenia czy data mining. Zdolnosci predykcyjne
modeli zaleza w duzym stopniu od jakosci danych, te natomiast zawieraja czegsto
wiele zmiennych nieistotnych. Modelowanie w tych warunkach prowadzi do nad-
miernego dopasowania do danych, a co za tym idzie, mniej doktadnych predykcji dla
nowych obiektéw, ktore nie braty udzialu w etapie uczenia. Identyfikacja zmiennych
istotnie wplywajacych na badane zjawisko ma walory interpretacyjne oraz moze si¢
przyczyni¢ do zmniejszenia kosztow gromadzenia danych w przysziosci. W ostat-
nich latach pojawil si¢ nowy obszar zastosowan dla selekcji zmiennych, ktéry sta-
nowi duze wyzwanie dla statystykow. Mowa o biologii obliczeniowej, a doktadniej
o analizie macierzy ekspresji genow pozyskiwanych z DNA. Jednym z podstawo-
wych zadan jest tu znajdywanie genow reagujacych zmiana ekspresji na zmiany
srodowiskowe (np. podanie leku). Analizowane zbiory danych licza nawet dziesiatki
tysigcy zmiennych (genoéw) i jednoczesnie nieliczne proby uczace (ze wzgledu na
kosztownos$¢ badan), zwykle nie wigcej niz 200, a czasem tylko kilkadziesiat obser-
wacji. Modelowanie predykcyjne jest wtedy szczegoélnie trudne ze wzgledu na: brak
stopni swobody, problem nadmiernego dopasowania do danych, niestabilno$¢ esty-
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mowanych wspotczynnikow oraz problem ze wspotliniowoscia. Takim zbiorom
danych szczegolnie dedykowana jest dyskutowana w tym artykule metoda wstgpne-
go uwarunkowania zmiennej objasnianej (pre-condidtioning) zaproponowana przez
Paula i in. [2008].

Prezentowane w literaturze metody redukcji wymiaru przestrzeni cech mozna po-
dzieli¢ na dwa glowne podejécia. Pierwsze polega na selekcji oryginalnych zmien-
nych wejsciowych na podstawie wybranego kryterium. Istotna role¢ odgrywa tu tech-
nika przeszukiwania przestrzeni wszystkich podzbiorow zmiennych. Wszystkie me-
tody w tym nurcie klasyfikowane sa obecnie do trzech grup (zob. np. [Guyon i in.
2006]): dobér zmiennych przed zastosowaniem algorytmu uczacego (filters), wyszu-
kiwanie optymalnego podzbioru zwiazane z ocena jakos$ci modelu (wrappers) lub
selekcja wewnatrz algorytmu uczacego (embedded methods). Drugie podejscie do
problemu redukcji wymiaru polega na transformacji oryginalnych zmiennych do
przestrzeni o mniejszym wymiarze. Obok popularnej metody glownych sktadowych
zaproponowano tez jej modyfikacje: metode gtownych sktadowych z nauczycielem
(supervised principal components) [Bair 1 in. 2006]. Innym praktykowanym sposo-
bem jest taksonomia cech (zob. np. [Li, Hong 2001; Hastie i in. 2001]). Dyskutowana
w artykule metoda pre-conditioning wykracza jednak poza ramy podanej klasyfikacji.

W artykule proponowana jest modyfikacja metody wstgpnego uwarunkowania
zmiennej objasnianej. Za pomoca symulacji dokonano oceny przydatnosci w zadaniu
selekcji zmiennych zaréwno metody oryginalnej, jak i proponowanej modyfikacji.
Badania przeprowadzono dla modelu liniowego z interakcjami, a migdzy predykto-
rami wprowadzano zaleznoS$ci liniowe. Wzigto rowniez pod uwage przypadek, gdy
liczba zmiennych jest znacznie wigksza od liczby obiektow.

2. Metoda wstegpnego uwarunkowania zmiennej objasnianej

Metoda wstgpnego uwarunkowania zmiennej objasnianej (pre-conditioning) [Paul
i in. 2008] realizowana jest w dwoch krokach. W pierwszym przewidywane sg war-
tosci zmiennej objasnianej za pomoca metody gléwnych sktadowych z nauczycie-
lem. Nastgpnie empiryczne wartosci zmiennej obja$nianej zamieniane sa wartoscia-
mi teoretycznymi estymowanymi przez metode gtéwnych sktadowych z nauczycie-
lem. W drugim kroku budowany jest jeszcze raz model regresji, ale na zbiorze ucza-
cym, w ktérym rolg zmiennej objasnianej odgrywaja jej wartosci teoretyczne esty-
mowane w kroku pierwszym. Tu proponuje si¢ metod¢ LASSO [Tibshirani 1996],
ktoéra pozwala wyeliminowa¢ zmienne nieistotne. Gtowna idea catej tej procedury
jest wyeliminowanie szumu w kroku pierwszym, by uzyska¢ lepsze rezultaty selekcji
zmiennych w kroku drugim.

2.1. Metoda glownych skladowych z nauczycielem

Zaproponowana przez autorow pracy [Bair i in. 2006] metoda gtownych sktadowych
z nauczycielem (supervised principal components) jest odpowiedzia na problem
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klasycznej metody glownych sktadowych stosowanej w regresji, gdzie kierunki mak-
symalizujace wariancje nie musza by¢ wspotliniowe ze zmienna objasniana. Gtowna
idea metody jest wyznaczenie glownych sktadowych tylko dla podzbioru zmiennych
— najbardziej skorelowanych ze zmienna objasniana. Szczegotowo algorytm wyglada
nastgpujaco. W pierwszym kroku oceniana jest waznos¢ predyktorow, a wigc budo-
wany jest ranking. Oryginalnie funkcj¢ kryterium pelni modut wspotczynnika regre-
sji prostej. Nastgpnie dla roznych wartosci progowych wyznaczanych jest m gltow-
nych sktadowych, ale tylko dla zmiennych, ktdre w rankingu przekroczyly ustalony
prog. Wykonywana jest regresja wzgledem nich oraz wybierana optymalna warto$¢
progowa i liczba gtdéwnych sktadowych za pomoca sprawdzania krzyzowego.

2.2. Propozycja modyfikacji

Oryginalnie zaproponowana metoda pre-conditioning pozostawia mozliwosci mody-
fikacji, polegajace na zastosowaniu innych metod regresji w poszczegoélnych kro-
kach. W artykule proponuje si¢ wykorzystanie metody elastic net [Zou, Hastie 2005]
do selekcji zmiennych. Z kolei do wstgpnego uwarunkowania proponowana jest
metoda POLYMARS [Kooperberg, Bose, Stone 1997], ze wzgledu na jej odpornosé
na zmienne nieistotne oraz walory predykcyjne. W przeprowadzonych wstepnie
badaniach symulacyjnych dla modelu liniowego z interakcjami (2) metoda ta wyka-
zywala zdecydowang przewage nad innymi nieparametrycznymi metodami regresji
ze wzgledu na doktadnos¢ predykeji oraz czas obliczen.

3. Selekcja zmiennych za pomoca regularyzowanej
regresji liniowej

Selekcja zmiennych za pomoca regularyzowanej regresji liniowej jest szczeg6lnie
rekomendowana w przypadku duzych wymiaréw przestrzeni cech. Ogromna popu-
larnoscia cieszy sig zaproponowana przez Tibshiraniego [1996] metoda LASSO oraz
algorytm LARS [Efron i in. 2004] oferujacy réwniez rozwiazanie przyblizone
LASSO. LARS jest szybkim algorytmem, ktéry wprowadza iteracyjnie do modelu
zmienne niosace najwigcej informacji o niewyjasnionej czg$ci zmiennosci zmiennej
objasnianej (zob. takze [Kubus 2011]). Maksymalna liczba iteracji jest rowna liczbie
zmiennych. Ostatecznie decyzje¢ o liczbie zmiennych wprowadzanych do modelu
podejmuje si¢ za pomoca kryteriow jakosci modelu. W regularyzowanej regresji
liniowe]j parametry modelu f estymowane sa przez minimalizacje sumy funkcji

straty (czgsto kwadratowej) oraz komponentu kary P, ktory zalezy od wartosci
wspotczynnikow oraz parametréw regularyzacji. Zou i Hastie [2005] zaproponowali
(elastic net):

P(/l,a,ﬂ)zﬂ,-i(aﬂf +(1-a)|B, ) (1)
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gdzie A decyduje o rozmiarze kary za wielko$¢ wspotczynnikow f;, p jest liczba

zmiennych objasniajacych, natomiast parametr @ nadaje wagi wyrazeniom zaczerp-
nigtym z regresji grzbietowej oraz LASSO. Metoda ta cechuje si¢ tym, ze jesli pewna
zmienna objasniajaca jest istotna, to zmienne wspotliniowe z nia sa wlaczane do
modelu. Tej cechy nie ma LASSO. Wbrew powszechnemu postulatowi o niewpro-
wadzaniu do modelu zmiennych redundantnych, wiasnos¢ ta moze by¢ w pewnych
sytuacjach korzystna, np. mozna ja wykorzysta¢ do modelowania interakcji, co zilu-
strowane bedzie w przeprowadzonym dalej eksperymencie.

Zmodyfikowana wersj¢ LASSO zaproponowat Meinshausen [2007]. W meto-
dzie relaxed LASSO estymatory uzyskuje si¢ w dwukrokowej procedurze. Najpierw
algorytm LARS dokonuje selekcji zmiennych, a nastgpnie za pomoca drugiego pa-
rametru regularyzacji wartosci bezwzgledne wspotczynnikow jeszcze raz sa zmniej-
szane (shrinkage). Metoda ta jest szczegodlnie rekomendowana dla wysokich wymia-
réw przestrzeni cech i duzej liczby zmiennych nieistotnych. Wyniki, jakie uzyskat
Meinshausen [2007], dotycza jednak przypadku zmiennych niezaleznych.

4. Eksperyment

Poniewaz w wielu zastosowaniach praktycznych mozna si¢ spodziewaé zaleznosci
migdzy zmiennymi objasniajacymi oraz zachodzacych migdzy nimi interakcji, bada-
nia przeprowadzono wlasnie w takich warunkach. Rozwazany bedzie model:

10
y=pB+ Zﬂjxj + B0X Xy + BXy X + Biax,xs + fyXeX, X + O€, (2)

Jj=1
gdzie £~ N(0;1). Motywacja wyboru takiego modelu byt tez fakt, ze symulacje
prezentowane w artykutach zrédlowych ([Bair i in. 2006; Meinshausen 2007; Paul
i in. 2008; Zou, Hastie 2005]) przeprowadzane sa na og6t dla klasycznego modelu
liniowego wzgledem zmiennych, czasem tylko dla przypadku zmiennych ortogo-
nalnych. Liczebno$ci generowanych zbiordw uczacych oraz testowych ustalono
odpowiednio na 200 oraz 500. Szum gaussowski wprowadzano tylko w zbiorach
uczacych, a jego poziom losowano wedlug formuty: o =m-sd(y), gdzie
m € {0,5; 0,6; 0,7; 0,8;0,9;1}. Rozwazono dwa przypadki ze wzgledu na liczbe
zmiennych p. Po wprowadzeniu dodatkowych zmiennych nieistotnych do zbiordéw
danych uzyskano: p = 100 lub p = 1000. Wprowadzano tez zaleznosci liniowe mig-
dzy zmiennymi w ten sposob, by co piaty predyktor byt kombinacja liniowa poprze-

dzajacych go czterech:

Xsppors = A Xypprs T Qpp X s T A3 Xy s + Ay Xy yns + OLE, 3)

dla k€{0,1, ..., p/5—-1}. Tym razem dla uzyskania silnej zaleznosci poziom szumu

losowano nieco mniejszy: o, =m, -sd(xs,,.s), gdzie m, €{0,1;0,2;0,3; 0,4}.
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Zwroémy uwage, ze zaleznos$ci (3) wprowadzono zaréwno dla zmiennych nieistot-
nych, jak i dla zmiennych z modelu. Wszystkie wspotczynniki (modelu (2) oraz w
zaleznosci (3)), a takze realizacje zmiennych objasniajacych (z wyjatkiem X, ,.s)
generowano losowo z jednowymiarowego, standaryzowanego rozktadu normalnego.
W badaniu wzigto pod uwage nastgpujace metody:
— metode gtownych sktadowych z nauczycielem (spc),
— oryginalna metode wstepnego uwarunkowania zmiennej objasnianej (spctlars),
— metode gtéwnych sktadowych z nauczycielem do wstepnego uwarunkowania
oraz elastic net do selekcji zmiennych (spc+en),
— metod¢ POLYMARS do wstgpnego uwarunkowania oraz elastic net do selekcji
zmiennych (polymars+en).
Liczby wprowadzanych do modelu zmiennych obrazuje tab. 1.

Tabela 1. Srednie liczby wybieranych zmiennych nieistotnych/zmiennych z modelu
(z odchyleniami standardowymi). W nawiasach podano mediany. Wyniki dla 100 symulacji

spc spctlars spcten polymars+en

10,6+18,8/5,841,9 | 13,7422,2/6,5542,1 | 7,849.2/6,7+1,8 | 6,746,65/6,7+1,8

p=100 @) / (6) (3) / (65) G) /(D) @) / (7)

47,0£138,7 /4,9+1,5 | 42,7+69,8 / 5,45+1,5 | 5,65+6,1 /4,0+1,7 5,9+4,8 / 4,65+1,8

p=10001 77 6) ) (s) 7/ (6) 5) / @) @) / (4)

Zrodlo: obliczenia wiasne.

W przypadku p = 100 zaproponowane modyfikacje identyfikuja wigcej zmien-
nych z modelu. Mediany wprowadzanych zmiennych nieistotnych dla spc i spct+lars
sa wprawdzie mniejsze, ale §rednie i odchylenia standardowe wysokie, co §wiadczy
o niestabilno$ci tych metod. W przypadku p = 1000 zaproponowane modyfikacje
wprowadzaja mniej zmiennych nieistotnych, a ponadto wyniki sa bardziej stabilne.
Na przyktad metoda spc wprowadzata czasem ponad 600 zmiennych nieistotnych do
modelu, natomiast oryginalna metoda pre-conditioning (spctlars) dos¢ czesto ok.
200 zmiennych nieistotnych. Zaproponowane modyfikacje identyfikowaly jednak
mniej zmiennych z modelu. Uzyskane wyniki nalezatoby wigc zweryfikowaé bleda-
mi predykeji.

W tym miejscu nalezy podkresli¢, ze dyskutowane metody stosowano wytacznie
w celu wstegpnej selekcji zmiennych. Celem jest zbudowanie modelu liniowego
z interakcjami, wigc w drugim kroku analizy wprowadzone beda wyrazenia interak-
cyjne dla uzyskanego podzbioru zmiennych. Takie postgpowanie wiaze si¢ z szyb-
kim wzrostem wymiaru przestrzeni cech i nie zawsze jest praktyczne. W przypadku
zaproponowanych w artykule modyfikacji wzrost ten nie jest znaczny. Dla p = 1000



Zastosowanie wstgpnego uwarunkowania zmiennej objasniane;... 385

wymiar nowej przestrzeni w zadnej ze 100 symulacji nie przekraczat 200, a wigc byt
przynajmniej pigciokrotnie mniejszy od wymiaru przestrzeni pierwotnej. Do selekcji
zmiennych w drugim etapie analizy zastosowano metode relaxed LASSO. Bledy
predykcji estymowane na zbiorach testowych dla tak uzyskanych modeli liniowych
z interakcjami ilustrujq tab. 2-3. Dla poréwnania przedstawiono tez blgdy dla metody
POLYMARS, ktora stosowano na pelnym zestawie zmiennych. Dla zbadania istot-
nosci réznic migdzy Srednimi zastosowano test rangowanych znakow Wilcoxona dla
obserwacji zestawionych w pary (zob. np. [Aczel 2005]). W przypadku p = 100
srednie w zaproponowanych modyfikacjach okazaly si¢ istotnie mniejsze od $redniej
uzyskanej w oryginalnej metodzie pre-conditioning (p-wartosci w porownaniach
z spcten oraz polymars+en wynosity odpowiednio 0,0022 oraz 0,0013). Z kolei nie
ma istotnych ro6znic w btedach predykcji pomiedzy proponowanymi modyfikacjami
a metoda POLYMARS stosowana dla pelnego zestawu zmiennych wejsciowych.

Tabela 2. Srednie (ze 100 symulacji) bledy predykcji estymowane na zbiorach testowych
wraz z odchyleniami standardowymi w przypadku 100 zmiennych objasniajacych

POLYMARS spctlars spcten polymars+en

blad predykeji 2,39+ 0,93 2,73 +0,87 2,39+0,90 2,38 +1,04

Zrodto: obliczenia wlasne.

W przypadku p = 1000 (tab. 3) srednie btedy predykcji dla modeli liniowych
z selekcja zmiennych za pomoca spcten lub polymarst+en sg istotnie mniejsze od
sredniej uzyskanej metoda POLYMARS (p-wartosci wynosity odpowiednio 0,0016
oraz 0,0435).

Tabela 3. Srednie (ze 100 symulacji) bledy predykcji estymowane na zbiorach testowych
wraz z odchyleniami standardowymi w przypadku 1000 zmiennych objasniajacych

POLYMARS spcten polymars+en

btad predykcji 3,68 +1,92 3,18+ 1,30 3,59 +2,01

Zrodto: obliczenia wiasne.
5. Podsumowanie

W artykule zaproponowano modyfikacje metody wstgpnego uwarunkowania zmien-
nej objasnianej (pre-conditioning) polegajaca na zastosowaniu innych metod regresji
w wymaganych krokach. Badanie przeprowadzono dla modelu liniowego z interak-
cjami, gdzie migdzy predyktorami zachodzity zaleznosci liniowe. Dzigki zapropo-
nowanym modyfikacjom uzyskano lepsze rezultaty w eliminacji zmiennych nieistot-
nych, co pozwolilo na wprowadzanie wyrazen interakcyjnych bez nadmiernego
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wzrostu wymiaru badanej przestrzeni. Po ponowne;j selekcji zmiennych metoda re-
laxed LASSO uzyskano modele liniowe o mniejszych biedach predykcji w porow-
naniu z oryginalna metoda pre-conditioning. W przypadku gdy liczba zmiennych
byta znacznie wigksza od liczby obserwacji, uzyskano tez nieco mniejsze btedy od
metody POLYMARS stosowanej na pelnym zestawie zmiennych wejsciowych.
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THE APPLICATION OF PRE-CONDITIONING
OF EXPLANATORY VARIABLE FOR FEATURE SELECTION

Summary: Paul et al. [2008] proposed pre-conditioning of explanatory variable that con-
sists of two steps. Firstly, supervised principal components are applied for prediction and
then regression model is constructed again. This time the response is replaced with the pre-
viously obtained predictions. The second regression model is LASSO, which eliminates ir-
relevant variables. The modification of original pre-conditioning is proposed in this paper.
The usefulness of original pre-conditioning as well as proposed modifications are assessed
using simulations. The experiment was carried out for linear model with interactions.

Keywords: feature selection, pre-conditioning, interactions.





