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ANALIZA SKUPIEŃ OPARTA NA MIESZANKACH 
UCIĘTYCH ROZKŁADÓW NORMALNYCH  

Streszczenie: W artykule przedstawione zostało najnowsze podejście modelowe, polegające 
na usuwaniu obserwacji oddalonych w trakcie estymacji parametrów mieszanki. W podej-
ściu tym na macierze kowariancji nakładane są pewne ograniczenia, wyznaczane są funkcje 
wiarygodności uciętych zmiennych losowych, a parametry takiej mieszanki szacowane są za 
pomocą zmodyfikowanej wersji algorytmu EM, tj. algorytmu TCLUST [García-Escudero  
i in. 2010, s. 89-109]. Przeprowadzone zostały również badania porównawcze z bardziej po-
pularnym, odpornym modelem mieszanek rozkładów normalnych. 

Słowa kluczowe: model mieszanek, algorytm EM, algorytm TCLUST. 

1. Wstęp 

Analiza skupień oparta na mieszankach rozkładów normalnych nie pozwala na  
osiągnięcie zadowalających wyników podziału w przypadku, gdy w zbiorze danych 
występują obserwacje nietypowe. Do tej pory problem ten rozwiązywano dzięki  
modyfikacji modelu mieszanek, polegającej na dodaniu dodatkowej klasy (rozkładu 
składowego mieszanki) będącej reprezentantem obserwacji wyraźnie różniących się 
od obserwacji typowych [Dasgupta, Raftery 1998, s. 294-302].  

W artykule przedstawione zostanie najnowsze podejście modelowe, polegające 
na usuwaniu obserwacji oddalonych w trakcie estymacji parametrów mieszanki.  
W podejściu tym na macierze kowariancji nakładane są pewne ograniczenia, wyzna-
czane są funkcje wiarygodności uciętych zmiennych losowych, a parametry takiej 
mieszanki szacowane są za pomocą zmodyfikowanej wersji algorytmu EM, tj. algo-
rytmu TCLUST [García-Escudero i in. 2008, s. 1324-1345; 2010, s. 89-109]. W arty-
kule dokonane zostanie również porównanie wyników klasyfikacji dla prezentowa-
nego podejścia oraz wspomnianej już modyfikacji modelu mieszanek rozkładów 
normalnych. 

Obliczenia zostaną przeprowadzone m.in. za pomocą pakietów: tclust, clu-
sterSim, mclust oraz mlbench programu R. 
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2. Ucinanie obserwacji w podejściu modelowym 

Gallegos [2002] oraz Gallegos i Ritter [2005] zaproponowali probabilistyczny model 
dla obserwacji oddalonych (spurious outliers model). Funkcję wiarygodności takiego 
modelu dla obserwacji  można zapisać jako: ix
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 α  – parametr przycięcia (trimming parameter), tj. procent obserwa-

cji nietypowych. 
Liczebność zbioru obserwacji właściwych wyznaczana jest ze wzoru: 
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Zakłada się, że obserwacje nietypowe pochodzą z innego rozkładu prawdopodo-
bieństwa o funkcji gęstości oznaczonej symbolem . Obserwacje te nie biorą 
udziału w maksymalizacji funkcji wiarygodności danej wzorem (1) wtedy, gdy  
spełniony jest poniższy warunek: 
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García-Escudero i in. [2008] dokonali pewnej modyfikacji modelu określonego 

za pomocą wzoru (1), zakładając różne macierze kowariancji ( ) oraz różne wagi 

dla poszczególnych klas ( Funkcję wiarygodności takiego modelu 
można zapisać jako: 
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W modelu tym zakłada się również, że iloraz największej i najmniejszej wartości 
własnej jest mniejszy od pewnej stałej c  bądź jej równy: 

 /n n ,M m c≤  (5) 
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gdzie sj ,λ  to wartości własne macierzy . Podobne ograniczenia na macierz kowa-
riancji nałożone zostały przez Hathawaya [1985] w przypadku mieszanek o jedno-
wymiarowej zmiennej losowej. Zbiór wszystkich parametrów które spełniają 
warunek (5), oznaczany jest jako . W praktyce maksymalizuje się najczęściej 
logarytm funkcji wiarygodności określonej jako: 
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Stała  pozwala w pewien sposób kontrolować ograniczenia nakładane na ma-
cierz kowariancji. W przypadku gdy 

c
1,c = macierz kowariancji jest najbardziej 

ograniczona, co odpowiada ważonej metodzie uciętych k-średnich (weighted version 
of trimmed k-means) [Cuesta-Albertos i in. 1997]. García-Escudero i in. [2010] po-
kazali, że dla c = 50 możliwe jest znalezienie klas o największym rozproszeniu (ob-
serwacji właściwych). 

Oceny parametrów funkcji wiarygodności danej wzorem (8) wyznaczane są za 
pomocą algorytmu TCLUST [García-Escudero i in. 2008]. Algorytm ten jest pewną 
modyfikacją algorytmu EM [Dempster i in. 1977] składającego się z kroku estymacji 
parametrów oraz kroku maksymalizacji funkcji największej wiarygodności, rozsze-
rzoną o tzw. krok koncentracji (concentration step). 

Algorytm TCLUST 
1. Wyznacz wartości początkowe dla wartości przeciętnych 0

1ˆ , , 0ˆsμ μ… , macie-

rzy kowariancji 0
1

ˆ , , 0ˆ
sΣ … Σ  oraz początkowe wagi 0

1ˆ , , 0ˆsπ π…  dla każdego z roz-
kładów składowych. 

2. W l-tej iteracji: 
• Dla każdej obserwacji wyznacz prawdopodobieństwa a posteriori:  
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• Usuń [nα] obserwacji o najniższych wartościach di (przypisz je do klasy  P0). 
Pozostaw („skoncentruj”) pozostałe obserwacje i przydziel je do jednej z klas 

1, ,s uP P P= … , aby spełniony był warunek (10): 
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• Dla każdej klasy  wyznacz liczebność , wartość przeciętną oraz ma-
cierz kowariancji .

sP sn sμ

sΣ  Jeżeli wartości własne wyznaczonej w ten sposób macie-
rzy kowariancji nie spełniają  warunków określonych równaniem (5), problem 
musi zostać rozwiązany ponownie. 

• Wyznacz nowe wartości parametrów , tak by funkcja 
wiarygodności dana wzorem (8) osiągnęła maksimum. 
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3. Procedurę iteracyjną powtarzaj kilkukrotnie. 
Szczegółowe informacje na temat algorytmu TCLUST można znaleźć w pracy 

[García-Escudero i in. 2008; 2010; 2011]. 

3. Analiza empiryczna 

Celem analizy empirycznej jest zbadanie jakości podziału uzyskanego za pomocą  
prezentowanego w artykule podejścia modelowego, polegającego na usuwaniu ob-
serwacji oddalonych. Podejście to zostało dodatkowo porównane z bardziej popular-
ną, odporną analizą skupień opartą na mieszankach rozkładów normalnych [Dasgup-
ta, Raftery 1998; Fraley, Raftery 2002; Witek 2008]1. W badaniu wykorzystano  
4 zbiory generowane w przestrzeni dwuwymiarowej oraz 4 zbiory sztuczne, wyko-
rzystywane w badaniach porównawczych metod taksonomicznych, dostępne w bi-
bliotekach programu R. Zbiory te cechują się różnym stopniem separowalności  
(wśród zbiorów można znaleźć zbiory trudno i łatwo separowalne) o różnej liczbie 
klas. Poniżej przedstawiono krótką charakterystykę analizowanych zbiorów: 

1. 6dnormals – 6 niełatwo separowalnych klas, zawierających łącznie  
500 obserwacji, wygenerowanych za pomocą funkcji mlbench.2dnormals z 
pakietu mlbench. 

2. Zb_gen_1 – 5 łatwo separowalnych klas o kształcie sferycznym, zawierają-
cym łącznie 2500 obserwacji, generowanych za pomocą modelu 8 funkcji clu-
ster.Gen z pakietu clusterSim. 

3. Zb_gen_2 – 5 niełatwo separowalnych klas, zawierających łącznie 2500 ob-
serwacji, generowanych za pomocą modelu 6 funkcji cluster.Gen z pakietu 
clusterSim. 

                    
1 W podejściu tym dokonywana jest modyfikacja modelu mieszanek,  polegająca na dodaniu do-

datkowej klasy (rozkładu składowego mieszanki) będącej reprezentantem obserwacji wyraźnie róż-
niących się od obserwacji typowych. Obserwacje dodatkowej klasy przyjmują zwykle rozkład jedno-
stajny lub rozkład Poissona. 
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4. Nclus – 4 niełatwo separowalne klasy, zawierające łącznie 2200 obserwa-
cji, zbiór dostępny w pakiecie flexmix2. 

5. Zb_gen_3 – 3 łatwo separowalne klasy o kształcie eliptycznym, zawierające 
łącznie 2500 obserwacji, generowanych za pomocą modelu 13 funkcji clu-
ster.Gen z pakietu clusterSim.  

6. M5data – 3 trudno separowalne klasy, zawierające łącznie 1800 obserwa-
cji, zbiór dostępny w pakiecie tclust. 

7. Zb_gen_4 – 2 niełatwo separowalne klasy, zawierające łącznie 2500 obser-
wacji, generowanych za pomocą funkcji rmvnorm z pakietu mvtnorm. 

8. cross – 2 nakładające się na siebie klasy (nierozłączne), zawierające łącz-
nie 500 obserwacji, zbiór dostępny w pakiecie mclust. 

 

Rys. 1. Zbiory danych wykorzystane w analizie empirycznej 

Źródło: obliczenia własne. 

                    
2 W badaniu wygenerowano zbiór za pomocą funkcji ExNclus() o tej samej strukturze, lecz 

czterokrotnie większej liczbie obserwacji niż zbiór Nclus.  
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Wykorzystane w analizie zbiory zostały przedstawione na rys. 1. Do każdego  
z tych zbiorów dodano 10%  obserwacji nietypowych, które znajdowały się: 

a) poza obszarem wszystkich klas, 
b) tworzyły dodatkową klasę o kształcie nieregularnym (spirali), 
c) pomiędzy klasami (na granicy ich seperowalności). 
Rozważane warianty dodawania obserwacji oddalonych dla jednego z analizo-

wanych zbiorów  zilustrowano  graficznie na rys. 2. 

 
Rys. 2. Trzy sposoby dodawania (generowania) obserwacji oddalonych dla zbioru Nclus 

Źródło: obliczenia własne. 
 

 Tabela 1.  Miary Randa (RHA)  dla zbiorów danych 

Zbiór Obserwacje nietypowe mclust tclust 

6dnormals 
a) 0,74 0,71 
b) 0,59 0,70 
c) 0,66 0,66 

Zb_gen_1 
a) 0,98 0,98 
b) 0,96 0,98 
c) 0,90 0,96 

Zb_gen_2 
a) 0,98 0,98 
b) 0,94 0,98 
c) 0,92 0,95 

Nclus 
a) 0,95 0,95 
b) 0,89 0,95 
c) 0,87 0,92 

Zb_gen_3 
a) 0,98 0,98 
b) 0,88 0,98 
c) 0,88 0,97 

M5data 
a) 0,83 0,89 
b) 0,68 0,94 
c) 0,78 0,82 

Zb_gen_4 
 

a) 0,96 0,96 
b) 0,80 0,94 
c) 0,81 0,85 

cross 
a) 0,76 0,73 
b) 0,76 0,74 
c) 0,71 0,65 

Źródło: obliczenia własne. 
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W analizowanych zbiorach znana jest przynależność obiektów do poszczegól-
nych klas. Informacja ta jest jednak traktowana jako informacja a priori, która wyko-
rzystana została do badania zgodności podziałów uzyskanych za pomocą obu odpor-
nych podejść w modelowej analizie skupień.  

Porównania jakości klasyfikacji dokonano za pomocą skorygowanej miary Ran-
da (RHA) [Hubert, Arabie 1985, s. 198]. Obliczenia wykonano w programie R  
z zastosowaniem m.in. funkcji mclust (podejście modelowe z klasą dodatkową) 
oraz tclust (podejście modelowe polegające na ucinaniu obserwacji nietypo-
wych). Uzyskane wyniki przedstawiono w tab. 1. 

Jeżeli chodzi o jakość podziałów dla zbiorów, w których obserwacje nietypowe 
generowane były z rozkładu jednostajnego poza obszarem klas, obie metody dały 
porównywalne wyniki. Jakość podziału wyrażona za pomocą miary Randa dla anali-
zy skupień opartej na mieszankach uciętych rozkładów normalnych jest wyraźnie 
lepsza w przypadku, gdy obserwacje nietypowe tworzą dodatkową klasę o nieregu-
larnym kształcie lub znajdują się pomiędzy klasami. Metoda ta jednak daje nieco 
gorsze wyniki w przypadku zbiorów o klasach nierozłącznych (zbiór „cross”).   

4. Podsumowanie 

Podejście modelowe, polegające na usuwaniu obserwacji oddalonych,  pozwala na 
osiągnięcie zadowalających wyników podziału w przypadku, gdy w zbiorze danych 
występują obserwacje nietypowe. W przypadku obserwacji nietypowych tworzących 
dodatkową klasę o nieregularnym kształcie lub znajdujących się pomiędzy klasami 
metoda ta dała znacznie lepsze wyniki w przypadku zbiorów niejednorodnych  
(z wyjątkiem zbioru „cross”). W dalszych badaniach analizie poddane zostaną rów-
nież zbiory o różnych wymiarach i różnych udziałach obserwacji nietypowych.  
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TRIMMING APPROACH TO THE MIXTURES 
OF NORMAL DISTRIBUTIONS 

Summary: The paper presents trimming approach to the mixtures of normal distributions. 
In this approach the proportion of the most outlying observations is trimmed (during param-
eter estimation), different constraints on the cluster scatter matrices are assumed and trim-
ming likelihood is defined. To estimate the parameter of this kind of mixture mostly the 
modified version of EM, i.e. TCLUST algorithm is applied [García-Escudero et al. 2010,  
p. 89-109]. The results of clustering given by trimming approach and well known robust 
mixtures of normal distributions are compared. 

Keywords: mixture model, EM algorithm, TCLUST algorithm. 




