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Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie 

MODEL ROZKŁADU WYDATKÓW 
A FUNKCJE POPYTU 

Streszczenie: W pracy podjęto problem wpływu zmian poziomu dochodów na kształtowa-
nie się rozkładu wydatków na dany typ dóbr i usług, a nie jedynie na przeciętny ich poziom. 
Wykorzystując jako model rozkładu wydatków teoretyczny rozkład Burra typu III (Dagu-
ma) oraz uzmienniając jego parametry przez odpowiednie funkcje dochodów, uzyskano 
możliwość badania wpływu zmian dochodu na kształtowanie się rozkładu wydatków. Jako 
funkcje dochodów przyjęto funkcję liniową, potęgową oraz funkcję Törnquista. Odpowied-
nie modele wydatków oszacowano na podstawie danych z budżetów gospodarstw domo-
wych z 2009 r. przy wykorzystaniu MNW. 

Słowa kluczowe: rozkład wydatków, parametryzacja rozkładu, funkcje popytu. 

1. Wstęp 

Funkcje popytu w postaci krzywych Engla wiążą wydatki ogółem lub wydatki na 
dane dobro z dochodami konsumenta. Pozwalają więc na przeprowadzenie analizy 
zmian poziomu wydatków (zmian popytu) ze względu na zmianę poziomu dochodu. 

W standardowym podejściu na podstawie modelowania regresyjnego można 
oszacować przeciętny poziom wydatków dla określonego poziomu dochodów go-
spodarstwa domowego. W kolejnym kroku można spróbować określić zmiany całe-
go rozkładu wydatków na dany typ dóbr i usług pod wpływem zmian poziomu do-
chodów. Celem pracy jest więc powiązanie rozkładu wydatków z dochodami za 
pomocą znanych postaci funkcyjnych wykorzystywanych w analizie popytu kon-
sumpcyjnego. Takie podejście umożliwia śledzenie zmian różnych charakterystyk 
rozkładu wydatków wraz ze zmianami poziomu dochodów. 

Jako model rozkładu wydatków wzięto pod uwagę rozkład Burra typu III (Da-
guma). W wielu opracowaniach1 wskazano na użyteczność tego rozkładu teoretycz-

                    
1 Na temat teoretycznych rozkładów dochodów szeroko można znaleźć w [Kleiber, Kotz 2003]. 

Według  McDonald i Xu [1995], empiryczne rozkłady dochodów najlepiej aproksymuje uogólniony 
rozkład Beta drugiego rodzaju, natomiast rozkład Burra typu III okazał się  niewiele gorszy w tym 
względzie. Do podobnych wniosków doszli Bandourian, McDonald i Turley [2002, s. 9], dopasowu-
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nego dla modelowania przede wszystkim rozkładów dochodów, ale także rozkładów 
wydatków. W podstawowej wersji rozkład ten ma trzy parametry, od wartości któ-
rych zależy jego kształt i położenie. Jeśli jeden lub kilka z tych parametrów uczyni 
się funkcjami dochodów, to uzyskuje się możliwość badania wpływu zmian dochodu 
na kształtowanie się rozkładu wydatków. Jednak takie ujęcie związku wydatków 
(popytu) i dochodów nie pozwala na interpretację parametrów w sposób, jaki ma 
miejsce w przypadku „tradycyjnych” krzywych Engla. Jako funkcje dochodów roz-
ważono funkcję liniową, potęgową oraz funkcję Törnquista.  

Odpowiednie modele wydatków oszacowano na podstawie indywidualnych da-
nych z budżetów gospodarstw domowych z 2009 r. przy wykorzystaniu metody naj-
większej wiarygodności (MNW). 

2. Teoretyczny rozkład wydatków a dochody  

Postać funkcji gęstości teoretycznego rozkładu Burra typu III (Daguma) jest następu-
jąca: 
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gdzie: a, b, c są parametrami rozkładu (b > 0, c > 0), natomiast y oznacza wydatki 
(y > 0). 

Dystrybuantę możemy zapisać wzorem: 

 ( ) 1 exp( ) .
cbF y a y−⎡ ⎤= + − ⋅⎣ ⎦  (2) 

Parametry a, b, c estymuje się najczęściej za pomocą MNW, maksymalizując  
w sposób numeryczny funkcję wiarygodności. Po stronie zalet stosowania teoretycz-
nych modeli dochodów czy wydatków należy zapisać także łatwe wyznaczanie war-
tości charakterystyk rozkładu wyłącznie na podstawie oszacowanych parametrów. 
Zazwyczaj oceny te nieco różnią się od wartości uzyskiwanych na podstawie rozkła-
du empirycznego, jednak różnice te nie powinny być znaczące. 

W rozkładzie Burra III moment zwykły rzędu r oblicza się według wzoru2: 

 ( ) ( )1 , expr
ar rm B c r cb b b
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  (3) 

gdzie:  jest funkcją Beta Eulera. ),( qpB

                   
jąc różne modele rozkładu dochodów dla 23 państw z kilku okresów. W Polsce rozkłady Burra do 
opisu rozkładów empirycznych płac, dochodów i wydatków stosował Kot [1995; 1999; 2000], Ulman 
[2011] i Kośny [2001]. 

2 Wszystkie wzory zamieszczono na podstawie pracy [Kot 2000, s. 122-123]. 
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Za pomocą wzoru (3) wyznaczana jest wartość średnia wydatków jako moment 
zwykły rzędu r = 1 oraz wariancja przy wykorzystaniu formuły: 

 2
2 1( )2 .s m m= −  (4) 

Wzór (4) pozwala na wyznaczenie wartości odchylenia standardowego oraz 
współczynnika zmienności według standardowych formuł. 

Kwantyl rzędu p (0 < p < 1) dany jest wzorem: 
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Podstawiając za p wartość 0,5, uzyskuje się formułę na medianę. 
Wartość najczęstszą, czyli modalną, wyznacza się następująco: 
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Spośród miar zmienności (nierówności) – oprócz wyżej wspomnianego współ-
czynnika zmienności – wykorzystany zostanie współczynnik Giniego, którego wzór 
przedstawia się następująco: 
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gdzie  jest funkcją Gamma Eulera. )( pΓ
Powiązanie rozkładu wydatków z dochodami następuje przez uzmiennienie 

przynajmniej jednego z jego parametrów. W tym celu można wybrać odpowiednią 
funkcję, przez którą wprowadzony zostanie poziom dochodów w rozkład wydatków. 
W niniejszej pracy zdecydowano się rozważyć trzy podstawowe funkcje popytu: 
liniową ( xbbw 10 += ), potęgową ( w ) oraz Törnquista dla dóbr podstawo-

wych (

1
0

bxb=

1

0

bx
xb

w
+

= ). Jako parametr, który uzmienniono za pomocą wspomnianych 

funkcji popytu, przyjęto parametr b funkcji (1) lub (2). Odpowiada on za kształt roz-
kładu, przez co ma wpływ na kształtowanie się wszystkich charakterystyk wykorzy-
stywanego rozkładu teoretycznego.  

W przypadku potęgowej funkcji popytu funkcja gęstości warunkowego rozkładu 
Burra III prezentuje się następująco: 

 
1

01

1
0

( 1)
0

1

( ) exp( )( | ) ,
1 exp( )

b

b

b xb

c
b x

c b x a yf y x
a y

− +

+
−

⋅ ⋅ − ⋅
=

⎡ ⎤+ − ⋅⎣ ⎦

 (8) 



Model rozkładu wydatków a funkcje popytu   649 
 
gdzie: y to wydatki, x dochody oraz a, b0, b1, c parametry modelu. W miejsce para-
metru b funkcji (1) wstawiono postać potęgowej funkcji popytu. 

W analogiczny sposób można zapisać funkcje gęstości dla liniowej funkcji popy-
tu oraz funkcji Törnquista. 

3. Wyniki estymacji teoretycznych rozkładów wydatków 

W celu estymacji parametrów modelu rozkładu wydatków wykorzystano indywidu-
alne dane z badania budżetów gospodarstw domowych z 2009 r. zebrane przez GUS. 
Jest to ciągłe badanie reprezentacyjne przeprowadzone metodą rotacji miesięcznej 
gospodarstw domowych3. Taki charakter badania może prowadzić do tego, że  
w ramach badanego miesiąca w gospodarstwie domowym zaobserwowano nadzwy-
czajne wydatki lub nadzwyczajne dochody. Wpływa więc on na zróżnicowanie do-
chodów i wydatków, jak również powoduje nierzadko sytuację, że w okresie bada-
nego miesiąca poziom wydatków w gospodarstwie domowym przewyższa uzyskane 
dochody. Najczęściej sytuacja taka nie zaistniałaby, gdyby obserwowano budżet 
gospodarstwa domowego w dłuższym czasie, np. w ciągu roku.  

W tabeli 1 zestawiono wyniki estymacji MNW modelu rozkładu wydatków ogó-
łem na gospodarstwo oraz wydatków ogółem na osobę. Wszystkie parametry modeli 
okazały się istotne.   

Zarówno dla rozkładu wydatków na gospodarstwo, jak i rozkładu wydatków na 
osobę wartość średnia jest wyraźnie wyższa od wartości środkowej, a tym bardziej 
od wartości najczęstszej, co skutkuje oczekiwaną asymetrią prawostronną rozkładu. 
Poziom zróżnicowania wydatków mierzony współczynnikiem zmienności oraz 
współczynnikiem Giniego jest dość wysoki4. 

Tabela 1. Wyniki estymacji rozkładu Burra III wydatków ogółem na gospodarstwo 
i wydatków ogółem na osobę 

Parametr 
Model dla wydatków 

na gospodarstwo Model dla wydatków na osobę 

ocena p-value ocena p-value 
a –21,0240 0,000 –15,9059 0,000 
b 2,73988 0,000 2,50586 0,000 
c 1,04275 0,000 1,71106 0,000 

Źródło: obliczenia własne na podstawie danych indywidualnych z badania budżetów gospodarstw 
domowych z 2009 r. 

                    
3 Rotacyjne badanie gospodarstw domowych polega na comiesięcznej zmianie gospodarstw pod-

danych badaniu, przez co budżet gospodarstwa (dochody i wydatki) obserwowany jest jedynie przez 
jeden miesiąc. 

4 Współczynnik Giniego przyjmuje wartości z przedziału [0; 1], gdzie 0 oznacza brak nierówno-
ści, a 1 skrajne nierówności. Jednak w praktyce dla państw europejskich obserwuje się wartości nie-
przekraczające 0,4 (zob. wyniki EU-SILC na stronie http://epp.eurostat.ec.europa.eu/portal/page/ 
portal/income_social_inclusion_living_conditions/data/database; dostęp luty 2012). 
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Tabela 2. Charakterystyki rozkładu wydatków ogółem na gospodarstwo 
i wydatków ogółem na osobę 

Kategoria 
wydatków Średnia Mediana Modalna Współczynnik 

zmienności 
Współczynnik 

Giniego 
Wskaźnik 
asymetrii 

Wydatki 
na gospodarstwo 2759,81 2195,96 1665,39 95,89 0,362 0,414 

Wydatki na osobę 981,96 754,43 557,40 112,47 0,366 0,384 

Źródło: obliczenia własne na podstawie danych indywidualnych z badania budżetów gospodarstw 
domowych z 2009 r. 

 
Początkowo oszacowano modele warunkowych rozkładów wydatków i wydat-

ków na osobę przy wykorzystaniu wszystkich trzech wcześniej określonych funkcji 
popytu. W każdym przypadku postać rozkładu sparametryzowana funkcją potęgową 
okazywała się według kryterium Akaike’a najlepiej dopasowana do empirycznych 
danych. Z tego powodu w dalszych rozważaniach poprzestano jedynie na wykorzy-
staniu potęgowej funkcji popytu. W tabeli 3 pokazano oceny parametrów warunko-
wego rozkładu Burra III dla wydatków na gospodarstwo i wydatków na osobę przy 
parametryzacji funkcją potęgową. 

Tabela 3. Wyniki estymacji warunkowego rozkładu Burra III dla wydatków ogółem na gospodarstwo 
i wydatków ogółem na osobę – parametryzacja funkcją potęgową 

Parametr 
Model dla wydatków 

na gospodarstwo Model dla wydatków na osobę 

ocena p-value ocena p-value 
a –32,7329 0,000 –28,0472 0,000 
b0 9,67480 0,000 9,37613 0,000 
b1 –0,102744 0,000 –0,114821 0,000 
c 1,30874 0,000 1,27582 0,000 

Źródło: obliczenia własne na podstawie danych indywidualnych z badania budżetów gospodarstw 
domowych z 2009 r. 

Tabela 4. Charakterystyki rozkładu warunkowego wydatków ogółem na gospodarstwo i wydatków 
ogółem na osobę – parametryzacja funkcją potęgową 

Kategoria 
wydatków 

Przy 
dochodzie Średnia Mediana Modalna 

Współ-
czynnik 

zmienności 

Współ-
czynnik 
Giniego 

Wskaźnik 
asymetrii 

Wydatki 
na gospodarstwo 

1000 1131,69 1048,65 952,83 39,82 0,197 0,397 
3000 2645,93 2407,53 2140,55 45,96 0,221 0,416 
5000 4065,73 3662,62 3218,22 49,28 0,233 0,423 

Wydatki na osobę 500/osobę 522,37 481,60 435,08 41,79 0,205 0,400 
1000/osobę 883,11 803,39 714,30 46,27 0,223 0,413 
1500/osobę 1225,49 1105,00 972,19 49,21 0,234 0,420 

Źródło: obliczenia własne na podstawie danych indywidualnych z badania budżetów gospodarstw 
domowych z 2009 r. 
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Wszystkie parametry są statystycznie istotne. Na ich podstawie i przy wykorzy-
staniu wzorów (3)-(7) można wyznaczyć wartości charakterystyk rozkładu warun-
kowego. W tabeli 4 pokazano kształtowanie się tych wartości dla wydatków ogółem 
na gospodarstwo i wydatków ogółem na osobę przy założonych trzech poziomach 
odpowiednio: dochodu na gospodarstwo i dochodu na osobę. 

Zauważmy, że początkowo średnie wydatków są większe niż założony poziom 
dochodów. Sytuacja ta może być skutkiem wspomnianego rotacyjnego badania bud-
żetów gospodarstw domowych. Nierzadko zdarza się, że w badanym miesiącu gospo-
darstwo więcej wydało, niż uzyskało dochodów. Te zwiększone wydatki są finanso-
wane z oszczędności lub z kredytów i pożyczek. Można przypuszczać, że wydłużenie 
okresu obserwacji budżetów gospodarstw domowych zdecydowanie zmniejszyłoby 
częstość pojawiania się wyższych wydatków niż dochodów w gospodarstwie domo-
wym. Byłoby to zgodne z teorią dochodu permanentnego i przejściowego Friedmana. 
Według tej teorii, poziom konsumpcji wynika z poziomu dochodu permanentnego 
(doświadczanego w dłuższym czasie i oczekiwanego w przyszłości), a nie zależy od 
poziomu dochodu przejściowego. Badanie budżetu gospodarstwa domowego przez 
jeden miesiąc sprzyja fluktuacjom dochodu wywoływanym dochodem przejściowym 
oraz przyczynia się do obserwowania zwiększonych wydatków w danym miesiącu, 
które są ponoszone ze świadomością poziomu dochodu permanentnego pozwalające-
go sfinansować te wydatki w dłuższej perspektywie niż jeden miesiąc.  

Wraz ze wzrostem dochodów w gospodarstwie domowym rośnie poziom 
wszystkich charakterystyk rozkładu wydatków. Spośród miar przeciętnych stosun-
kowo największe przyrosty można zauważyć w przypadku średniej, natomiast naj-
mniejsze dla modalnej, co skutkuje wzrostem asymetrii oraz może być przyczyną 
wzrostu nierówności w rozkładzie wydatków. Uzyskiwanie coraz wyższych docho-
dów niekoniecznie wiąże się z coraz wyższymi wydatkami.  

Tabela 5. Porównanie przeciętnych wartości wydatków na gospodarstwo i wydatków na osobę 
uzyskanych na podstawie rozkładu Burra III oraz potęgowego modelu regresji  

Kategoria wydatków Przy dochodzie Średnia – Burr III Przeciętna 
z modelu regresji 

Wydatki 
na gospodarstwo 

1000 1131,69 1098,60 
3000 2645,93 2465,00 
5000 4065,73 3589,32 

Wydatki na osobę 
500/osobę 522,37 506,20 

1000/osobę 883,11 824,60 
1500/osobę 1225,49 1097,01 

Źródło: obliczenia własne na podstawie danych indywidualnych z badania budżetów gospodarstw 
domowych z 2009 r. 

 
W tabeli 5 porównano średnie wartości wydatków uzyskane na podstawie roz-

kładu Burra III oraz określone za pomocą potęgowego modelu regresji dla wydatków 
i wydatków na osobę. Zmiany średnich wartości wydatków wynikające ze zmian 
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poziomu dochodów są analogiczne dla obydwu metod, jednak wartości średnich  
w rozkładzie Burra są wyższe niż uzyskane na podstawie modelu regresji.  

W tabeli 6 umieszczono wyniki estymacji warunkowego rozkładu Burra dla wy-
branych grup wydatków na osobę. Podobnie jak wcześniej parametry w każdym 
przypadku okazały się istotnie różne od zera. Na ich podstawie wyznaczono wartości 
charakterystyk rozkładu wydatków na dane dobra i usługi, które zestawiono w tab. 7. 

Tabela 6. Wyniki estymacji warunkowego rozkładu Burra III dla wybranych grup wydatków 
na osobę w 2009 r. – parametryzacja funkcją potęgową 

Parametr 
Model dla wydatków 

na żywność 

Model dla wydatków 
na utrzymanie 

mieszkania 

Model dla wydatków 
na transport 

Model dla wydatków 
na łączność 

ocena p-value ocena p-value ocena p-value ocena p-value 
a –25,6255 0,000 –14,4473 0,000 –10,2538 0,000 –12,5614 0,000 
b0 7,56117 0,000 6,42462 0,000 6,85311 0,000 10,1347 0,000 
b1 –0,068143 0,000 –0,122503 0,000 –0,159952 0,000 –0,162377 0,000 
c 0,943204 0,000 0,580334 0,000 0,511393 0,000 0,635264 0,000 

Źródło: obliczenia własne na podstawie danych indywidualnych z badania budżetów gospodarstw 
domowych z 2009 r. 

Tabela 7. Charakterystyki rozkładu warunkowego wybranych grup wydatków na osobę w 2009 r. 
– parametryzacja funkcją potęgową 

Grupa 
wydatków 

Przy 
dochodzie 
na osobę 

Średnia Mediana Modalna Współczynnik 
zmienności 

Współczynnik 
Giniego Asymetria 

Wydatki 
na żywność 

500 186,11 173,98 160,42      40,54     0,205 0,340 
1000 240,52 223,29 204,16      42,91     0,215 0,352 
1500 281,09 259,82 236,29      44,37     0,221 0,359 

Wydatki 
na utrzymanie 
mieszkania 

500 114,98 93,39 70,31      90,47     0,384 0,429 
1000 179,64 139,61 97,09    105,88     0,415 0,434 
1500 238,02 179,54 117,88    117,82     0,434 0,428 

Wydatki 
na transport 

500 51,64 37,57 21,46    131,52     0,463 0,444 
1000 86,50 57,47 24,29    188,47     0,510 0,382 
1500 121,03 75,40 23,13    276,74     0,539 0,292 

Wydatki 
na łączność 

500 28,28 24,91 21,37      64,67     0,308 0,378 
1000 43,05 36,54 29,70      75,90     0,342 0,408 
1500 56,46 46,68 36,46      84,19     0,364 0,421 

Źródło: obliczenia własne na podstawie danych indywidualnych z badania budżetów gospodarstw 
domowych z 2009 r. 

 
Wraz ze wzrostem dochodów na osobę rosną również wydatki na dobra i usługi  

z każdej grupy, na co wskazują przede wszystkim średnia i mediana. W przypadku 
wydatków na transport ich wartość najczęstsza jest mniej więcej jednakowa przy 
różnych poziomach dochodów. Względna stałość poziomu dominujących wydatków 
przy znacznym wzroście średniej odzwierciedla się w znacznym wzroście zróżnico-
wania tych wydatków. Tak wysokie zróżnicowanie jest również obserwowane na 
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podstawie analizy rozkładu empirycznego i występuje dla tych grup wydatków na 
towary i usługi, w przypadku których ich zakup w dłuższym okresie często jest jed-
norazowy. W ramach wydatków na transport istnieją takie pozycje wydatków, które 
ponosi się w większości przypadków stale (z miesiąca na miesiąc) na ustalonym 
poziomie (np. wydatki na bilety komunikacji miejskiej, paliwo itp.). Natomiast są 
tutaj również przypadki dużych wydatków związanych np. z podróżami samolotem 
czy zakupem różnego rodzaju pojazdów, które ponosi się rzadko i które dotyczą 
raczej bogatszych gospodarstw. Obserwując budżety gospodarstw domowych w 
ciągu jednego miesiąca, jesteśmy narażeni na odnotowanie w niektórych gospodar-
stwach relatywnie wysokich wydatków w odniesieniu do tych typowych, co powo-
duje znaczny wzrost zróżnicowania (nierówności) tych wydatków. 

4. Wnioski 

Uzależnienie rozkładu wydatków od poziomu dochodów przez sparametryzowanie 
tego rozkładu dało możliwości analizy zmian w rozkładzie wydatków wynikających 
ze zmian poziomu dochodu, przy czym najlepsze dopasowanie modelu rozkładu 
warunkowego uzyskano przy wykorzystaniu potęgowej funkcji dochodów. Uzyska-
ne wyniki dla wydatków ogółem na gospodarstwo i wydatków ogółem na osobę 
pokazały stosunkowo wolniejszy przyrost wartości modalnej niż średniej oraz rosną-
ce nierówności w rozkładzie wydatków wraz ze wzrostem dochodów. Porównanie 
średnich wartości wydatków w rozkładzie warunkowym oraz wartości przeciętnych 
uzyskanych z modelu regresji (dla funkcji popytu) pokazuje ich dużą zgodność, cho-
ciaż średnie z rozkładu przyjmują nieco większe wartości. 

Zastosowanie prezentowanej metody analizy rozkładu wydatków ze względu na 
poziom dochodów sprawiło pewne kłopoty w przypadku niektórych grup wydatków. 
Problemy te wynikają z rotacyjnego charakteru badania budżetów gospodarstw do-
mowych, przez co w przypadku niektórych grup wydatków (np. wydatków na trans-
port, na odzież i obuwie, restauracje i hotele) obserwujemy bardzo dużą ich różno-
rodność, często przypadkową, co z kolei negatywnie wpływa na wykorzystanie mo-
deli rozkładu wydatków. Problem ten można rozwiązać przez uzyskanie danych  
o wydatkach z okresu dłuższego niż jeden miesiąc. 
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MODEL OF EXPENSES DISTRIBUTION 
AND DEMAND FUNCTIONS 

Summary: The issue of the relationship between the level of income and the shape of ex-
penses distribution is discussed in the paper. The theoretical Burr III (Dagum) distribution 
was used as a model of the empirical distribution of expenses. The parametrisation of the 
distribution by adequate demand functions allowed to analyze the influence changes in the 
level of income on the shape of expenses distribution. The linear, exponential and Törnquist 
function were used as a demand function. All results were based on the data from Polish 
households budget survey from 2009. 

Keywords: expenses distribution, parametrisation of distribution, demand functions. 




