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MODEL ROZKEADU WYDATKOW
A FUNKCJE POPYTU

Streszczenie: W pracy podjgto problem wptywu zmian poziomu dochodéw na ksztattowa-
nie si¢ rozktadu wydatkéw na dany typ dobr i ustug, a nie jedynie na przecigtny ich poziom.
Wykorzystujac jako model rozktadu wydatkow teoretyczny rozktad Burra typu III (Dagu-
ma) oraz uzmienniajac jego parametry przez odpowiednie funkcje dochodow, uzyskano
mozliwo$¢ badania wptywu zmian dochodu na ksztattowanie si¢ rozktadu wydatkow. Jako
funkcje dochodow przyjeto funkcje liniowa, potegowa oraz funkcjg Térnquista. Odpowied-
nie modele wydatkow oszacowano na podstawie danych z budzetéw gospodarstw domo-
wych z 2009 r. przy wykorzystaniu MNW.

Stowa kluczowe: rozktad wydatkow, parametryzacja rozktadu, funkcje popytu.

1. Wstep

Funkcje popytu w postaci krzywych Engla wiaza wydatki ogétem lub wydatki na
dane dobro z dochodami konsumenta. Pozwalaja wigc na przeprowadzenie analizy
zmian poziomu wydatkow (zmian popytu) ze wzgledu na zmiang poziomu dochodu.

W standardowym podejsciu na podstawie modelowania regresyjnego mozna
oszacowaé przecietny poziom wydatkow dla okre§lonego poziomu dochodéw go-
spodarstwa domowego. W kolejnym kroku mozna sprébowac okresli¢ zmiany cate-
go rozktadu wydatkéw na dany typ dobr i ustug pod wpltywem zmian poziomu do-
chodéw. Celem pracy jest wiec powiazanie rozktadu wydatkéw z dochodami za
pomoca znanych postaci funkcyjnych wykorzystywanych w analizie popytu kon-
sumpcyjnego. Takie podejscie umozliwia $ledzenie zmian r6znych charakterystyk
rozktadu wydatkow wraz ze zmianami poziomu dochodow.

Jako model rozktadu wydatkow wzigto pod uwage rozktad Burra typu III (Da-
guma). W wielu opracowaniach' wskazano na uzytecznos¢ tego rozkltadu teoretycz-

' Na temat teoretycznych rozktadow dochodéw szeroko mozna znalezé w [Kleiber, Kotz 2003].
Wedlug McDonald i Xu [1995], empiryczne rozklady dochodéw najlepiej aproksymuje uogélniony
rozktad Beta drugiego rodzaju, natomiast rozktad Burra typu III okazal si¢ niewiele gorszy w tym
wzgledzie. Do podobnych wnioskow doszli Bandourian, McDonald i Turley [2002, s. 9], dopasowu-
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nego dla modelowania przede wszystkim rozktadéw dochodow, ale takze rozktadow
wydatkow. W podstawowej wersji rozklad ten ma trzy parametry, od wartosci kto-
rych zalezy jego ksztalt i potozenie. Jesli jeden lub kilka z tych parametréw uczyni
si¢ funkcjami dochodéw, to uzyskuje si¢ mozliwo$¢ badania wptywu zmian dochodu
na ksztattowanie si¢ rozktadu wydatkow. Jednak takie ujgcie zwiazku wydatkow
(popytu) i dochodéw nie pozwala na interpretacje parametréw w sposob, jaki ma
miejsce w przypadku ,.tradycyjnych” krzywych Engla. Jako funkcje dochodéw roz-
wazono funkcj¢ liniowa, potggowa oraz funkcj¢ Tornquista.

Odpowiednie modele wydatkow oszacowano na podstawie indywidualnych da-
nych z budzetéw gospodarstw domowych z 2009 r. przy wykorzystaniu metody naj-
wigkszej wiarygodnos$ci (MNW).

2. Teoretyczny rozklad wydatkow a dochody
Posta¢ funkcji ggstoscei teoretycznego rozktadu Burra typu III (Daguma) jest nastgpu-

jaca:

—(b+1)

)= c-b-exp(-a)-y
[1 +exp(-a)-y~’ ]H

gdzie: a, b, ¢ sa parametrami rozktadu (b > 0, ¢ > 0), natomiast y oznacza wydatki

> 0).

Dystrybuant¢ mozemy zapisa¢ wzorem:

F(y)=[1+exp(-a)-y™" |

(1

. )
Parametry a, b, ¢ estymuje si¢ najczesciej za pomoca MNW, maksymalizujac
w sposob numeryczny funkcje wiarygodno$ci. Po stronie zalet stosowania teoretycz-
nych modeli dochodow czy wydatkow nalezy zapisac¢ takze tatwe wyznaczanie war-
tosci charakterystyk rozktadu wytacznie na podstawie oszacowanych parametrow.
Zazwyczaj oceny te nieco roznig si¢ od warto$ci uzyskiwanych na podstawie rozkta-
du empirycznego, jednak rdznice te nie powinny by¢ znaczace.
W rozktadzie Burra III moment zwykly rzedu r oblicza si¢ wedlug wzoru’:

m, :B(l—%,c+%)-exp(_%)-r-c,

gdzie: B(p,q) jest funkcja Beta Eulera.

A3)

jac rozne modele rozktadu dochodéw dla 23 panstw z kilku okresow. W Polsce rozktady Burra do
opisu rozktadow empirycznych ptac, dochodéw i wydatkow stosowat Kot [1995; 1999; 2000], Ulman
[2011] i Kosny [2001].

2 Wszystkie wzory zamieszczono na podstawie pracy [Kot 2000, s. 122-123].
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Za pomoca wzoru (3) wyznaczana jest warto$¢ $rednia wydatkow jako moment
zwykly rzgdu r = 1 oraz wariancja przy wykorzystaniu formuty:

st = m, — (mlz) 4)

Wzér (4) pozwala na wyznaczenie wartosci odchylenia standardowego oraz
wspodtczynnika zmiennosci wedhug standardowych formut.
Kwantyl rzedu p (0 < p < 1) dany jest wzorem:

%=p%—@%mﬂﬂ@. )

Podstawiajac za p wartos$¢ 0,5, uzyskuje si¢ formule na mediang.
Warto$¢ najczestsza, czyli modalng, wyznacza si¢ nastgpujaco:

p
Mo =LI‘J;F_IJ 'exp(_%). (6)

Sposrdd miar zmiennos$ci (nierdwnos$ci) — oprocz wyzej wspomnianego wspot-
czynnika zmiennosci — wykorzystany zostanie wspolczynnik Giniego, ktorego wzor

przedstawia si¢ nastgpujaco:
[(c)-T(2c+ !
T )y

- r@o)T(e+ 1)

gdzie I'(p) jest funkcja Gamma Eulera.

- la (7)

Powigzanie rozktadu wydatkéw z dochodami nast¢puje przez uzmiennienie
przynajmniej jednego z jego parametréw. W tym celu mozna wybra¢ odpowiednia
funkcje, przez ktdra wprowadzony zostanie poziom dochodéw w rozktad wydatkdw.
W niniejszej pracy zdecydowano si¢ rozwazy¢ trzy podstawowe funkcje popytu:
liniowa (w=b, + b, x), potggowa (w= boxb‘ ) oraz Tornquista dla dobr podstawo-

byx

wych (w= ). Jako parametr, ktéry uzmienniono za pomoca wspomnianych

xX+b
funkcji popytu, przyjeto parametr b funkcji (1) Iub (2). Odpowiada on za ksztatt roz-
ktadu, przez co ma wptyw na ksztaltowanie si¢ wszystkich charakterystyk wykorzy-
stywanego rozktadu teoretycznego.
W przypadku potegowej funkcji popytu funkcja gestosci warunkowego rozktadu
Burra III prezentuje si¢ nastgpujaco:

—(hox™ +1)

o1y &) expa)
ety ]

; ®)
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gdzie: y to wydatki, x dochody oraz a, by, b;, ¢ parametry modelu. W miejsce para-
metru b funkcji (1) wstawiono posta¢ potegowej funkcji popytu.

W analogiczny sposob mozna zapisaé funkcje gestosci dla liniowej funkcji popy-
tu oraz funkcji Tornquista.

3. Wyniki estymacji teoretycznych rozkladow wydatkow

W celu estymacji parametrow modelu rozktadu wydatkéw wykorzystano indywidu-
alne dane z badania budzetow gospodarstw domowych z 2009 r. zebrane przez GUS.
Jest to ciagle badanie reprezentacyjne przeprowadzone metoda rotacji miesigcznej
gospodarstw domowych®. Taki charakter badania moze prowadzi¢ do tego, ze
w ramach badanego miesiaca w gospodarstwie domowym zaobserwowano nadzwy-
czajne wydatki lub nadzwyczajne dochody. Wpltywa wigc on na zréznicowanie do-
chodow 1 wydatkow, jak rowniez powoduje nierzadko sytuacje, ze w okresie bada-
nego miesigca poziom wydatkow w gospodarstwie domowym przewyzsza uzyskane
dochody. Najczesciej sytuacja taka nie zaistnialaby, gdyby obserwowano budzet
gospodarstwa domowego w dluzszym czasie, np. w ciagu roku.

W tabeli 1 zestawiono wyniki estymacji MNW modelu rozktadu wydatkow ogo-
fem na gospodarstwo oraz wydatkéw ogdtem na osobg. Wszystkie parametry modeli
okazaty sig¢ istotne.

Zaréwno dla rozktadu wydatkéw na gospodarstwo, jak i rozktadu wydatkow na
osobeg warto$¢ $rednia jest wyraznie wyzsza od wartosci srodkowej, a tym bardziej
od wartosci najczestszej, co skutkuje oczekiwana asymetria prawostronng rozktadu.
Poziom zréznicowania wydatkow mierzony wspotczynnikiem zmienno$ci oraz
wspolczynnikiem Giniego jest dosé wysoki®.

Tabela 1. Wyniki estymacji rozktadu Burra III wydatkéw ogotem na gospodarstwo
1 wydatkow ogotem na osobg

Parametr Mg:egloiﬁo‘gziﬁsw Model dla wydatkow na osobg
ocena p-value ocena p-value
a —21,0240 0,000 —15,9059 0,000
2,73988 0,000 2,50586 0,000
c 1,04275 0,000 1,71106 0,000

Zrédto: obliczenia whasne na podstawie danych indywidualnych z badania budzetow gospodarstw
domowych z 2009 r.

? Rotacyjne badanie gospodarstw domowych polega na comiesigcznej zmianie gospodarstw pod-
danych badaniu, przez co budzet gospodarstwa (dochody i wydatki) obserwowany jest jedynie przez
jeden miesiac.

* Wspotczynnik Giniego przyjmuje wartosci z przedziatu [0; 1], gdzie 0 oznacza brak nieréwno-
$ci, a 1 skrajne nierdwnosci. Jednak w praktyce dla panstw europejskich obserwuje sig wartosci nie-
przekraczajace 0,4 (zob. wyniki EU-SILC na stronie http://epp.eurostat.ec.europa.eu/portal/page/
portal/income_social_inclusion_living_conditions/data/database; dostgp luty 2012).
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Tabela 2. Charakterystyki rozktadu wydatkéw ogdtem na gospodarstwo
i wydatkow ogotem na osobg

Kategorrla Srednia | Mediana | Modalna Wspf)lczyr}n}k Wsp{)h;zynmk Wskaznl'l.(
wydatkow zmiennoSci Giniego asymetrii
Wydatki 2759,81 | 219596 | 1665,39 95,89 0,362 0,414
na gospodarstwo
Wydatki na osobg | 981,96 | 754,43 557,40 112,47 0,366 0,384

Zrédlo: obliczenia whasne na podstawie danych indywidualnych z badania budzetow gospodarstw
domowych z 2009 r.

Poczatkowo oszacowano modele warunkowych rozktadow wydatkow i wydat-
kow na osobg przy wykorzystaniu wszystkich trzech wczesniej okreslonych funkcji
popytu. W kazdym przypadku posta¢ rozktadu sparametryzowana funkcja potggowa
okazywata si¢ wedlug kryterium Akaike’a najlepiej dopasowana do empirycznych
danych. Z tego powodu w dalszych rozwazaniach poprzestano jedynie na wykorzy-
staniu potggowej funkcji popytu. W tabeli 3 pokazano oceny parametrow warunko-
wego rozktadu Burra III dla wydatkéw na gospodarstwo 1 wydatkéw na osobg przy
parametryzacji funkcja potggowa.

Tabela 3. Wyniki estymacji warunkowego rozktadu Burra III dla wydatkéw ogdtem na gospodarstwo
i wydatkow ogodtem na osobg — parametryzacja funkcja potegowa

Parametr Mg:zoiﬁogziﬁfsw Model dla wydatkoéw na osobeg
ocena p-value ocena p-value

a —32,7329 0,000 —28,0472 0,000

by 9,67480 0,000 9,37613 0,000

by —0,102744 0,000 —0,114821 0,000

c 1,30874 0,000 1,27582 0,000

Zrodto: obliczenia wiasne na podstawie danych indywidualnych z badania budzetow gospodarstw
domowych z 2009 r.

Tabela 4. Charakterystyki rozktadu warunkowego wydatkow ogodtem na gospodarstwo i wydatkow
ogobtem na osobg — parametryzacja funkcja potggowa

K| ol | St | et | o |comit | comic |
Wydatki 1000 1131,69 | 1048,65 | 952,83 39,82 0,197 0,397
na gospodarstwo |30 264593 | 2407,53 | 2140,55 45,96 0,221 0,416

5000 4065,73 | 3662,62 | 3218,22 49,28 0,233 0,423
Wydatki na osobe | 500/0sobe 522,37 | 481,60 | 435,08 41,79 0,205 0,400
1000/0sobe 883,11 | 803,39 | 714,30 46,27 0,223 0,413
1500/0s0be | 1225,49 | 1105,00 | 972,19 49,21 0,234 0,420

Zrédlo: obliczenia wiasne na podstawie danych indywidualnych z badania budzetéw gospodarstw
domowych z 2009 r.
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Wszystkie parametry sa statystycznie istotne. Na ich podstawie i1 przy wykorzy-
staniu wzorow (3)-(7) mozna wyznaczy¢ warto$ci charakterystyk rozktadu warun-
kowego. W tabeli 4 pokazano ksztaltowanie si¢ tych warto$ci dla wydatkow ogotem
na gospodarstwo i wydatkow ogdtem na osobg przy zatozonych trzech poziomach
odpowiednio: dochodu na gospodarstwo i dochodu na osobg.

Zauwazmy, ze poczatkowo $rednie wydatkow sa wigksze niz zalozony poziom
dochoddéw. Sytuacja ta moze by¢ skutkiem wspomnianego rotacyjnego badania bud-
zetow gospodarstw domowych. Nierzadko zdarza sig, ze w badanym miesiacu gospo-
darstwo wiecej wydato, niz uzyskato dochodow. Te zwickszone wydatki sa finanso-
wane z oszczednosci lub z kredytow i1 pozyczek. Mozna przypuszczaé, ze wydhuzenie
okresu obserwacji budzetow gospodarstw domowych zdecydowanie zmniejszytoby
czesto$¢ pojawiania si¢ wyzszych wydatkow niz dochodow w gospodarstwie domo-
wym. Byloby to zgodne z teoria dochodu permanentnego i przej$ciowego Friedmana.
Wedlug tej teorii, poziom konsumpcji wynika z poziomu dochodu permanentnego
(do$wiadczanego w dluzszym czasie i oczekiwanego w przysztosci), a nie zalezy od
poziomu dochodu przejsciowego. Badanie budzetu gospodarstwa domowego przez
jeden miesiac sprzyja fluktuacjom dochodu wywolywanym dochodem przejsciowym
oraz przyczynia si¢ do obserwowania zwigkszonych wydatkéw w danym miesiacu,
ktore sa ponoszone ze $wiadomoscia poziomu dochodu permanentnego pozwalajace-
go sfinansowac¢ te wydatki w dtuzszej perspektywie niz jeden miesiac.

Wraz ze wzrostem dochodow w gospodarstwie domowym ro$nie poziom
wszystkich charakterystyk rozktadu wydatkow. Sposrod miar przecigtnych stosun-
kowo najwigksze przyrosty mozna zauwazy¢ w przypadku $redniej, natomiast naj-
mniejsze dla modalnej, co skutkuje wzrostem asymetrii oraz moze by¢ przyczyna
wzrostu nierdéwnosci w rozktadzie wydatkow. Uzyskiwanie coraz wyzszych docho-
dow niekoniecznie wiaze si¢ z coraz wyzszymi wydatkami.

Tabela 5. Poré6wnanie przecigtnych wartosci wydatkéw na gospodarstwo i wydatkéw na osobg
uzyskanych na podstawie rozktadu Burra III oraz potggowego modelu regresji

Kategoria wydatkoéw Przy dochodzie Srednia — Burr I . mzfizeizlfér;esji
. 1000 1131,69 1098,60
nWayg‘iast;(‘) darste 3000 264593 2465,00
5000 4065,73 3589,32
500/0sobg 522,37 506,20
Wydatki na osobg 1000/0sobe 883,11 824,60
1500/0sobg 1225,49 1097,01

Zrédto: obliczenia whasne na podstawie danych indywidualnych z badania budzetow gospodarstw
domowych z 2009 r.

W tabeli 5 poréwnano $rednie wartosci wydatkow uzyskane na podstawie roz-
ktadu Burra III oraz okreslone za pomoca potggowego modelu regresji dla wydatkow
i wydatkow na osobg. Zmiany $rednich warto$ci wydatkéw wynikajace ze zmian
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poziomu dochodow sg analogiczne dla obydwu metod, jednak wartosci $rednich
w rozktadzie Burra sa wyzsze niz uzyskane na podstawie modelu regresji.

W tabeli 6 umieszczono wyniki estymacji warunkowego rozktadu Burra dla wy-
branych grup wydatkow na osobg. Podobnie jak wczesniej parametry w kazdym
przypadku okazaty sig istotnie r6zne od zera. Na ich podstawie wyznaczono wartosci
charakterystyk rozktadu wydatkéw na dane dobra 1 ustugi, ktore zestawiono w tab. 7.

Tabela 6. Wyniki estymacji warunkowego rozktadu Burra III dla wybranych grup wydatkow
na osob¢ w 2009 r. — parametryzacja funkcja potggowa

Model dla wydatkéw | MOdel dla wydatkow |y ro o1 g1 wydatkéw | Model dla wydatkéw
. 1 na utrzymanie L,
Parametr na zywnos¢ . . na transport na tacznosc¢
mieszkania
ocena | p-value ocena p-value ocena | p-value ocena p-value
a 25,6255 0,000 |-14,4473 0,000 [-10,2538 0,000 |-12,5614 0,000
bo 7,56117 | 0,000 6,42462 0,000 6,85311 | 0,000 10,1347 0,000
by —0,068143| 0,000 | —0,122503 | 0,000 | —0,159952| 0,000 | —0,162377 0,000
c 0,943204| 0,000 0,580334 | 0,000 0,511393| 0,000 0,635264 0,000

Zrédlo: obliczenia wiasne na podstawie danych indywidualnych z badania budzetéw gospodarstw
domowych z 2009 r.

Tabela 7. Charakterystyki rozktadu warunkowego wybranych grup wydatkéw na osobg w 2009 r.
— parametryzacja funkcja potegowa

Przy . . . .
Grup a dochodzie | Srednia | Mediana | Modalna Wsp f)%czyr’m} k Wqu%gzynmk Asymetria
wydatkow zmienno$ci Giniego
na osobe
Wedatki 500 186,11 | 173,98 | 16042 40,54 0,205 0,340
nayz iv nlos,é 1000 | 240,52 | 223,29 | 204,16 2,91 0,215 0,352
Y 1500 | 281,09 | 259,82 | 23629 44,37 0,221 0,359
Wydatki 500 | 114,98 | 93,39 70,31 90,47 0,384 0,429
na uttzymanie | 1000 | 179,64 | 139,61 97,09 105,38 0,415 0,434
mieszkania 1500 | 238,02 | 179,54 | 117,88 117,82 0,434 0,428
. 500 51,64 | 37,57 21,46 131,52 0,463 0,444
Wydatki
e transhort 1000 86,50 | 57,47 24,29 188,47 0,510 0,382
P 1500 | 121,03 | 75,40 23,13 276,74 0,539 0,292
Wedaki 500 2828 | 2491 21,37 64,67 0,308 0,378
nay1 2znlos'c' 1000 43,05 | 36,54 29,70 75,90 0,342 0,408
b 1500 56,46 | 46,68 36,46 84,19 0,364 0,421

Zrodto: obliczenia wiasne na podstawie danych indywidualnych z badania budzetow gospodarstw
domowych z 2009 r.

Wraz ze wzrostem dochodow na osobg rosna rowniez wydatki na dobra i ushugi
z kazdej grupy, na co wskazuja przede wszystkim $rednia i mediana. W przypadku
wydatkow na transport ich warto$¢ najczestsza jest mniej wigcej jednakowa przy
réznych poziomach dochodow. Wzgledna stalo$¢ poziomu dominujacych wydatkoéw
przy znacznym wzroscie sredniej odzwierciedla si¢ w znacznym wzro$cie zr6znico-
wania tych wydatkéw. Tak wysokie zrdéznicowanie jest rowniez obserwowane na
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podstawie analizy rozkladu empirycznego i wystgpuje dla tych grup wydatkow na
towary i ushugi, w przypadku ktorych ich zakup w dtuzszym okresie czgsto jest jed-
norazowy. W ramach wydatkow na transport istnieja takie pozycje wydatkow, ktore
ponosi si¢ w wigkszosci przypadkow stale (z miesiaca na miesiac) na ustalonym
poziomie (np. wydatki na bilety komunikacji miejskiej, paliwo itp.). Natomiast sa
tutaj rowniez przypadki duzych wydatkéw zwiazanych np. z podrézami samolotem
czy zakupem réznego rodzaju pojazdow, ktore ponosi si¢ rzadko i ktore dotycza
raczej bogatszych gospodarstw. Obserwujac budzety gospodarstw domowych w
ciagu jednego miesiaca, jesteSmy narazeni na odnotowanie w niektorych gospodar-
stwach relatywnie wysokich wydatkow w odniesieniu do tych typowych, co powo-
duje znaczny wzrost zré6znicowania (nierownosci) tych wydatkow.

4. Wnioski

Uzaleznienie rozktadu wydatkow od poziomu dochoddow przez sparametryzowanie
tego rozktadu dato mozliwosci analizy zmian w rozktadzie wydatkéw wynikajacych
ze zmian poziomu dochodu, przy czym najlepsze dopasowanie modelu rozkladu
warunkowego uzyskano przy wykorzystaniu potegowej funkcji dochodow. Uzyska-
ne wyniki dla wydatkow ogodtem na gospodarstwo i wydatkéw ogdtem na osobe
pokazaly stosunkowo wolniejszy przyrost wartosci modalnej niz §redniej oraz rosna-
ce nierownosci w rozktadzie wydatkow wraz ze wzrostem dochodow. Porownanie
srednich warto$ci wydatkow w rozktadzie warunkowym oraz wartosci przecigtnych
uzyskanych z modelu regresji (dla funkcji popytu) pokazuje ich duza zgodnos$¢, cho-
ciaz srednie z rozktadu przyjmuja nieco wigksze wartosci.

Zastosowanie prezentowanej metody analizy rozktadu wydatkéw ze wzgledu na
poziom dochodéw sprawito pewne kiopoty w przypadku niektdrych grup wydatkow.
Problemy te wynikaja z rotacyjnego charakteru badania budzetow gospodarstw do-
mowych, przez co w przypadku niektorych grup wydatkow (np. wydatkow na trans-
port, na odziez i obuwie, restauracje i hotele) obserwujemy bardzo duza ich rézno-
rodnos¢, czgsto przypadkowa, co z kolei negatywnie wplywa na wykorzystanie mo-
deli rozktadu wydatkow. Problem ten mozna rozwiaza¢ przez uzyskanie danych
o wydatkach z okresu dtuzszego niz jeden miesiac.
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MODEL OF EXPENSES DISTRIBUTION
AND DEMAND FUNCTIONS

Summary: The issue of the relationship between the level of income and the shape of ex-
penses distribution is discussed in the paper. The theoretical Burr III (Dagum) distribution
was used as a model of the empirical distribution of expenses. The parametrisation of the
distribution by adequate demand functions allowed to analyze the influence changes in the
level of income on the shape of expenses distribution. The linear, exponential and Térnquist
function were used as a demand function. All results were based on the data from Polish
households budget survey from 2009.

Keywords: expenses distribution, parametrisation of distribution, demand functions.





