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Daniel Iskra 
Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach 

WARTOŚĆ ZAGROŻONA INSTRUMENTU 
FINANSOWEGO SZACOWANA PRZEDZIAŁOWO 

Streszczenie: Szacowanie wartości zagrożonej z przyjętego rozkładu teoretycznego (cen, 
stóp zwrotu) powiązane jest z wcześniejszą estymacją parametrów wybranego rozkładu. Ze 
względu na fakt, iż estymatory użyte do szacowania parametrów modelu są zmiennymi lo-
sowymi, ich oszacowana wartość będzie zależała od próbki użytej w estymacji.  Fakt ten nie 
pozwala zatem na dokładną kalkulację wartości zagrożonej, a jedynie na jej oszacowanie. 
Można go także wykorzystać do konstrukcji przedziałów ufności pokrywających wartość 
zagrożoną z zadanym poziomem ufności. W artykule zostanie przedstawiona procedura wy-
znaczania przedziałów ufności wartości zagrożonej dla instrumentów z dynamiką opisaną 
geometrycznym ruchem Browna o stałych parametrach. 

Słowa kluczowe: wartość zagrożona, prognoza przedziałowa, ryzyko finansowe. 

1. Wstęp 

Wartość zagrożona (wartość narażona na ryzyko, VaR) jest jedną z popularniejszych 
miar wykorzystywanych do pomiaru ryzyka inwestycji finansowych [Alexander 
2008; Holton 2003]. Miara ta określa wielkość straty, której osiągnięcie lub przekro-
czenie w ustalonej chwili czasu t jest równe zadanemu z góry prawdopodobieństwu α  
[Jorion 2001]: 

 ( )( )0 , ,tP S S VaR tα α− ≥ =   (1) 

gdzie: 0 , tS S  – jest odpowiednio wartością początkową i końcową procesu ceny 
instrumentu finansowego, 

 α – jest poziomem tolerancji (poziomem istotności) dla szacowanej war-
tości VaR. 

Ze względu na fakt, iż estymatory użyte do szacowania parametrów rozkładu są 
zmiennymi losowymi, ich oszacowana wartość zależy od próbki użytej w estymacji.  
Fakt ten nie pozwala zatem na dokładną kalkulację wartości zagrożonej, a jedynie na 
jej oszacowanie. Można go także wykorzystać do konstrukcji przedziałów ufności, 
które pokryją wartość zagrożoną z zadanym poziomem istotności. 
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 W artykule zostanie przedstawiona próba wyznaczania przedziałów ufności dla 
VaR [Contreras, Satchell 2003] w przypadku akcji z dynamiką opisaną geometrycz-
nym ruchem Browna. Przedziały te będą wyznaczane symulacyjnie. 

2. Wartość zagrożona 

W pracy do opisania dynamiki ceny akcji został zaadaptowany geometryczny ruch 
Browna o stałych parametrach:  

 ,t
t

t

dS dt dW
S

µ σ= +    (2) 

gdzie: tS  – wartość akcji, 
 ,µ σ  – odpowiednio współczynnik dryfu i współczynnik zmienności, 
 tdW  – przyrost procesu Wienera. 

Rozwiązując równanie Kołmogorowa [Papoulis 2002], można wyznaczyć roz-
kład prawdopodobieństwa zmiennej losowej opisującej logarytmiczną stopę zwrotu  

z akcji 
0

ln t
t

SX
S

 
=  

 
 dla ustalonego czasu t: 

 
2 2

*
*

22

1[ ( ) ]1 2( , ) exp( ) .
22

x

t

x t
P X x t dx

tt

µ σ

σπσ −∞

− − −
≤ = ∫  (3) 

Rozkład ten jest rozkładem normalnym: 

 21(( ) , )
2

N t tµ σ σ−  (4) 

i posłuży do wyznaczania wartości zagrożonej.  
Dokonując przekształceń, wzór (3) można sprowadzić do prostszej postaci, 

otrzymując dystrybuantę standaryzowanego rozkładu normalnego: 

 
2

21( ) ,
2

z x

N z e dx
π

−

−∞

= ∫                                         (5) 

gdzie: 

 

2

0

1ln ( )
2

.

tS t
S

z
t

µ σ

σ

 
− − 

 =                                (6) 

Niech: 
 0t tS S S= − ∆   0( ),t tS S S∆ = −  (7) 
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wówczas tS∆  reprezentuje wielkość VaR, przy czym dodatnia wartość tS∆  oznacza 
spadek, a ujemna – wzrost cen akcji w stosunku do ich wartości początkowej (dla 
horyzontu inwestycji t). Uwzględniając powyższe przekształcenie oraz równości (5) i 

(6), można wyznaczyć wielkość 
0

,tS
S
∆  która reprezentuje względną wartość VaR 

(będzie ona również  nazywana wzVaR). Wielkość ta będzie używana w symulacjach 
w dalszej części  pracy: 

 
1 21( ) ( )

2

0

1 ,
N t ttSwzVaR e

S
α σ µ σ− + −∆

= = −  (8) 

gdzie: α  – ustalony poziom tolerancji, 
 t – ustalony horyzont, 
 μ, σ – współczynnik dryfu i zmienności, 
 1

( )N
−

•  – odwrotna dystrybuanta standardowego rozkładu normalnego. 

3. Symulacje 

Znając parametry μ i σ, można wyznaczyć względną wartość VaR (wzVaR), korzy-
stając ze wzoru (8). W praktyce jednak parametry te należy najpierw oszacować na 
podstawie próbki.  

W przypadku opisywanego modelu można użyć logarytmicznych stóp zwrotu do 
ich estymacji. Jeżeli dynamika cen instrumentu opisana jest geometrycznym ruchem 

Browna, to logarytmiczne stopy zwrotu ln t dt

t

S
S
+ 

 
 

 o okresie dt  mają rozkład nor-

malny:  

 21(( ) ,  ).
2

N dt dtµ σ σ−     (9) 

Do wyznaczenia wzorów na estymatory μ i σ można użyć metody momentów, 
stąd: 

 

2 2

2

ln

,
1( ) ln
2

t dt

t

t dt

t

Sdt D
S

Sdt E
S

σ

µ σ

+

+

   
=       


   − =       

 (10) 

gdzie: ( )E • , 2 ( )D •  – odpowiednio  wartość oczekiwana  i wariancja rozkładu nor-
malnego. 
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Podstawiając do wzorów (10) estymatory na wartość oczekiwaną i wariancję 
rozkładu normalnego, otrzymamy wzory na estymatory µ̂  i σ̂ :  

 

2

2

2

ˆ ln
ˆ

ˆ ln
1 1ˆˆ ln

2

t dt

t

t dt

tt dt

t

SD
S

dt
SD
SSE

S dt dt

σ

µ

+

+

+

   
       =
              = +      

. (11) 

Korzystając ze wzoru (8), na podstawie oszacowanych wartości parametrów µ   
i σ  można postawić prognozę punktową  względnej wartości zagrożonej.  

Do wyznaczenia przedziału ufności pokrywającego wartość wzVaR posłużono 
się metodą symulacji. Dla rozkładu normalnego ( ( ), ( ))N E X D X  nieobciążone 
estymatory wariancji oraz wartości oczekiwanej są niezależne i powiązane ze zmien-
nymi losowymi [Sobczyk 2006]:   

 
2

2

ˆ( 1) ( ) ,
( )

n D XH
D X
−

=  (12) 

 
ˆ( ( ) ( )) 1

ˆ ( )
E X E X nT

D X
− −

= , (13) 

które mają odpowiednio rozkład chi-kwadrat z 1−n  stopniami swobody oraz  
t-Studenta również z 1−n  stopniami swobody, n jest liczebnością próbki. 

Należy obecnie podkreślić, iż rzeczywista wartość zagrożona nie jest zmienną lo-
sową i nie ma rozkładu prawdopodobieństwa, jest to jedna konkretna wartość, po-
dobnie jak np. wartość oczekiwana czy wariancja rozkładu. Można natomiast wy-
znaczyć przedziały ufności, które pokryją wartość zagrożoną przy założonym po-
ziomie ufności. W tym celu skonstruowano zmienną losową *wzVaR  na podstawie 
wzoru (8): 

 ( )*1 2 2 *1( ) ( )
2* 1 ,

N t t
wzVaR e

α σ µ σ− + −
= −  (14) 

gdzie (porównaj wzory (10), (12) i (13)): 

 ( )
2*2 2

ˆ1 ( 1) ( ) 1( ) ,n D XD X
dt H dt

σ −
= =  (15) 

 
ˆ1 1 ( ) 12 * ˆ( ) ( ) ( ( ) )

2 1
TD XE X E X

dt dtn
µ σ− = = −

−
 (16) 

są także zmiennymi losowymi,  
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ˆ ( ),E X  2ˆ ( )D X   – estymatory wartości oczekiwanej i wariancji, 
H, T – zmienne losowe o rozkładzie chi-kwadrat i t-Studenta, oba z 1−n  stop-

niami swobody. 
W badaniach rozkład zmiennej *wzVaR  wyznaczano symulacyjnie na podsta-

wie  10 000 realizacji zmiennej H oraz T. Wartości ˆ ln t dt

t

SE
S
+

  
     

, 2ˆ ln t dt

t

SD
S
+

  
     

 

estymowano na podstawie 100 jednodniowych logarytmicznych stóp zwrotu, co przy 
założeniu 250 dni sesyjnych w roku ustala wartość 1 / 250.dt =   

Symulacje przeprowadzono dla spółek (włączając także indeksy) notowanych na 
Giełdzie Papierów Wartościowych w Warszawie od stycznia 1998 r. do lipca 2011 r. 
Dla każdego instrumentu estymowano parametry modelu na podstawie 100 jedno-
dniowych logarytmicznych stóp zwrotu i weryfikowano zgodność próbki z rozkła-
dem normalnym za pomocą  testu Kołmogorowa-Lillieforsa [Domański, Pruska 
2000] z poziomem istotności 0,05 (hipoteza H0 testu zakłada, że badane wartości 
pochodzą z rozkładu normalnego o wyestymowanych parametrach). Jeżeli test był 
pozytywny, wyznaczano prognozę punktową i przedział ufności dla względnej war-
tości VaR na kolejny dzień ( 1 / 250t = ) dla ustalonego poziomu tolerancji 0,05.α =  
Jeżeli test był negatywny, pomijano taką próbkę. Następnie szereg stóp zwrotu prze-
suwano o jeden dzień i powtarzano procedurę. Dodatkowo żądano także, aby dla 
każdego instrumentu można było skonstruować co najmniej 300 jednodniowych 
prognoz względnej wartości zagrożonej (co najmniej 300 razy powinny być spełnio-
ne założenia modelu). Zadane warunki spełniło 65 instrumentów. 

Na rysunku 1 przedstawiono jednodniowe prognozy punktowe i przedziały ufno-
ści uzyskane w trakcie symulacji dla poziomu ufności 0,95 (dokładniej wartości 
ln(1 ),wzVaR−  por. wzór (7)) wraz ze zrealizowaną logarytmiczną stopą zwrotu dla 
spółki KGHM.  

Na przykład przedział ufności dla poziomu 0,95 (wyznaczany jako 
[ 025,0Q ; 975,0Q ], pQ – kwantyl rzędu p) odczytany z rozkładu *wzVaR  wygenero-
wanego na dzień 29.07.2011 wynosi [0,0215; 0,0313]. Przedział ten powinien pokryć 
wartość zagrożoną z dnia następnego z poziomem ufności 0,95.  Natomiast prognoza 
punktowa obliczona na ten sam dzień wynosi wzVaR = 0,0260 (czyli VaR wynosi 
2,6% w stosunku do wartości początkowej, oszacowane μ  i σ wynoszą odpowiednio 
0,161 i 0,259 w skali roku).  

W tym przypadku rozpiętość przedziału ufności w stosunku do prognozy punk-
towej wynosi 38%. Natomiast średnia wartość rozpiętości przedziałów ufności  
w stosunku do prognoz punktowych z tego samego okresu była równa 37,4%. Od-
chylenie standardowe wyniosło 2,8%, co oznacza niewielkie różnice pomiędzy 
względnymi rozpiętościami przedziałów ufności. 

Zweryfikowano także zgodność prognoz punktowych wartości zagrożonej  z za-
obserwowanymi startami w rzeczywistości. W tym celu użyto testu Kupca z przyję-
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tym 5-procentowym poziomem istotności [Aleksander 2008] (hipoteza zerowa testu 
zakłada, że częstotliwość przekroczeń wartości VaR nie różni się istotnie od założo-
nego poziomu tolerancji α ). Wartość prawdopodobieństwa dla obliczonej statystyki 
wyniosła 0,12, więc nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej (aby odrzucić 
hipotezę H0, wartość ta musiałaby być większa  lub równa 0,95). 

 
wzVAR (KGHM)
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Rys. 1. Jednodniowe prognozy wartości zagrożonej 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Tego samego testu użyto także do przetestowania liczby przekroczeń dla kilku 

wybranych wartości z przedziału ufności. Wartości te to wybrane kwantyle rozkładu 
wzVaR* zawarte w przedziale ufności, np. kwantyle 0,05Q  z każdego przedziału 
można potraktować jako prognozę punktową wartości zagrożonej. W tabeli 1 przed-
stawiono wyniki testu Kupca dla kwantyli rzędu od 0,05 do 0,95 (wartości prawdo-
podobieństwa dla obliczonych statystyk, hipotezę zerową dorzucamy, gdy wartość 
jest większa od 0,95 lub równa 0,95, wartość 0 oznacza idealną zgodność). 

Jak wynika z tab. 1, dla kwantyli niskich i wysokich rzędów test Kupca był nega-
tywny, a prognozy odpowiednio niedoszacowane i przeszacowane. Można jednak 
stwierdzić, że w tym eksperymencie przedział ufności pokrył względną wartość za-
grożoną. 

Opisaną procedurę powtórzono w przypadku pozostałych  instrumentów.  
W pierwszej kolejności sprawdzono dla każdego instrumentu, jaką średnią wartość 
przyjmie rozpiętość przedziału z 95-procentowym poziomem ufności w stosunku do 
prognozy punktowej wzVaR. Najmniejszą zaobserwowaną wartością było 33,6%, naj- 
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Tabela 1. Wyniki testu Kupca 

Q0,05 Q0,1 Q0,15 Q0,2 Q0,25 Q0,3 Q0,35 Q0,4 Q0,45 Q0,5 Q0,55 Q0,6 Q0,65 Q0,7 Q0,75 Q0,8 Q0,85 Q0,9 Q0,95 

1 1 0,98 0,90 0,77 0,70 0,44 0,31 0,10 0,26 0,72 0,86 0,92 0,99 1 1 1 1 1 

 
    0 - 0,25 
      0,25 - 0,5 
    0,5 - 0,75 
    0,75 - 0,95 
     ≥ 0,95 

 

Skala kolorów przypisanych do wartości. Kolor czarny oznacza odrzucenie 
hipotezy zerowej w teście Kupca 

Źródło: opracowanie własne. 
  

większą 39,6%. Wartość średnia dla wszystkich instrumentów to 36,7%. Odchylenie 
standardowe wynosiło ok. 2,5%. Zatem względne rozpiętości przedziałów ufności 
poszczególnych instrumentów nie wykazują większych różnic pomiędzy sobą.  
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Rys. 2. Wyniki testu Kupca  

Źródło: opracowanie własne. 
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Kolejnym krokiem była weryfikacja prognoz punktowych wzVaR  oraz wybra-
nych kwantyli rozkładu wzVaR* (które także są prognozami punktowymi). Na ry-
sunku 2 po lewej stronie przedstawiono wyniki dla wszystkich instrumentów (warto-
ści prawdopodobieństwa dla obliczonych statystyk testu Kupca, hipotezę zerową 
odrzucamy, gdy wartość ta jest większa od 0,95 lub równa 0,95). Pionowy pojedyn-
czy pasek reprezentuje prognozę punktową wzVaR. Instrumenty posortowano rosną-
co ze względu na wartości prawdopodobieństwa statystyki Kupca tej prognozy. Po 
prawej stronie przedstawiono empiryczne częstotliwości przekroczeń wzVaR dla 
odpowiednich kwantyli rozkładu wzVaR*. 

 Można zauważyć, że w każdym przedziale znalazły się prognozy wzVaR 
nieistotnie różne od wartości rzeczywistej. Dla każdego instrumentu optymalna 
prognoza wzVaR była wewnątrz przedziału ufności. Jest to widoczne także na wy-
kresie z częstotliwościami przekroczeń wzVaR. Zaczynając od najmniejszego 
kwantyla, należy stwierdzić, że częstotliwości przekroczeń dla  każdego instrumen-
tu były większe niż założony poziom tolerancji 0,05, a dla największego kwantyla 
– mniejsze niż założone 0,05. Inaczej mówiąc, dla każdego instrumentu w prze-
działach ufności znajdował się kwantyl rzędu p, dla którego częstotliwość przekro-
czeń wzVaR była tak blisko, jak to tylko możliwe, zadanego poziomu tolerancji  
(np. dla niektórych ilości próbek odsetek 0,05 nie zawsze będzie liczbą całkowitą. 
Można stwierdzić zatem, że w świetle przeprowadzonych badań wyznaczone prze-
działy ufności pokryły względną wartość zagrożoną (przy założonym poziomie 
tolerancji 0,05 i horyzoncie jednego dnia).   

4. Podsumowanie 

W artykule wyznaczano prognozy wartości zagrożonej oraz przedziały ufności po-
krywające wartość zagrożoną (dokładniej jej względną wartość w stosunku do ceny 
początkowej instrumentu). Do weryfikacji prognoz użyto testu Kupca. Dla prognoz 
punktowych obliczanych ,,standardowo” (wzór (8)) test Kupca wykazał zgodność 
dla ok. 90% spółek. W przypadku przedziałów z 95-procentowym poziomem ufności  
w każdym przedziale znalazły się prognozy nieistotnie różne od wartości zagrożonej 
i każdy przedział ufności pokrył VaR.  

Średnia względna rozpiętość przedziałów ufności w stosunku do prognozy punk-
towej była podobna dla wszystkich badanych instrumentów i wynosiła ok. 37%. 

W artykule przedstawiono wyniki badań w przypadku modelu, w którym para-
metry były estymowane na podstawie 100 jednodniowych logarytmicznych stóp 
zwrotu. Te same badania przeprowadzono także w przypadku estymacji ze 150 da-
nych, przy czym im dłuższy szereg, tym mniej razy spełnione są założenia modelu 
(w przypadku 200 danych tylko kilkanaście spółek spełniło zakładane warunki 300 
prognoz). Wyniki w obu przypadkach są podobne, aczkolwiek nie identyczne, roz-
piętość przedziałów ufności (w przypadku 150 danych użytych do estymacji) jest 
nieznacznie mniejsza, przy czym, jak wspominano, model można zastosować wów-
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czas mniejszą liczbę razy. W przypadku mniejszych poziomów tolerancji wartości 
zagrożonej obniżenie jej wartości poniżej 0,03 skutkuje znacznym pogorszeniem 
własności prognostycznych modelu. Jest to wynik prawdopodobnie zbyt lekkich 
ogonów rozkładu normalnego, ponieważ znaczna część prognoz wzVaR jest wów-
czas niedoszacowana. 
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CONFIDENCE INTERVAL FOR VALUE AT RISK 

Summary: Calculating Value at Risk from assumed probability distribution is associated 
with the estimation of the parameters of this distribution. Estimators of these parameters are 
random variables. This fact allows us to calculate confidence intervals for Value at Risk. In 
the article, the author calculated confidence intervals for VaR, in case, where the share’s 
price is described by Geometric Brownian Motion. 

Keywords: Value at Risk, interval forecast, financial risk. 


