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Barbara Pawelek, Adam Sagan
Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie

ZMIENNE UKRYTE
W MODELACH EKONOMICZNYCH
— RESPECYFIKACJA MODELU KLEINA I

Streszczenie: Modele strukturalne ze zmiennymi ukrytymi stanowig jedno z dominujgcych
podejs¢ analitycznych w naukach spotecznych. Stanowig one potaczenie dwoch typdw mo-
deli: konfirmacyjnej analizy czynnikowej oraz analizy regresji. Celem pracy jest respecyfi-
kacja modelu Kleina I uwzgledniajaca ekonometryczng i psychometryczng perspektywe
w budowie modelu strukturalnego ze zmiennymi ukrytymi. Polega ona na wprowadzeniu
do modelu Kleina I zmiennych ukrytych i uwzglgdnieniu w procesie budowy modelu bie-
dow pomiaru konstruktow ekonomicznych. W pracy wykorzystano podejscie SEM do sza-
cowania modelu ekonometrycznego z blgdami pomiaru, tozsamo$ciami i ograniczeniami na-
tozonymi na parametry modelu.

Stowa kluczowe: model Kleina I, zmienna ukryta, btad pomiaru.

1. Modele ze zmiennymi ukrytymi
— mie¢dzy psychometria a ekonometria

Modele strukturalne ze zmiennymi ukrytymi (SEM) stanowig jedno z dominujacych
podejs¢ analitycznych w naukach spotecznych. Sg one potaczeniem dwoch typow
modeli: konfirmacyjnej analizy czynnikowej (czg$¢ pomiarowa) oraz analizy regresji
(cze$¢ strukturalna). Wyrazaja one powigzanie tradycji psychometrycznej z jednej
strony i ekonometrycznej z drugiej. Wykorzystanie modeli strukturalnych w psy-
chometrii i badaniach spotecznych dotyczy gtownie probleméw oceny przypadko-
wych i systematycznych btedow pomiaru konstruktow teoretycznych i zwigzanej
z nimi rzetelnosci i trafnosci skal. Konfirmacyjna analiza czynnikowa pozwala na
budowe modelu oceny rzetelnosci i wykorzystanie licznych wskaznikéw tzw. naj-
wigkszej dolnej granicy rzetelno$ci w analizie wiarygodno$ci pomiaru. Czg$¢ struk-
turalna modelu zwigzana z analiza zalezno$ci miedzy konstruktami teoretycznymi
czerpie najsilniej z dorobku ekonometrii [Heckman 2000]. Dotyczy ona problemow
teoretycznej specyfikacji modelu [Spanos 1986], wynikajacych z btedu substancjal-
nego (aproksymacji) lub statystycznego (estymacji) modelu oraz zrozumienia roli
relacji migdzy modelem teoretycznym wyjasniajacym dane a stochastycznym proce-
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sem je generujacym 1 zatozeniami z nim zwigzanymi (dotyczacymi typu rozktadu,
niezaleznos$ci 1 heterogenicznos$ci) [Johansen 2007]. Identyfikacja zalezno$ci przy-
czynowych w badaniach nieeksperymentalnych jest dokonywana w tych modelach
na podstawie zasady wspolnej przyczyny i przyczynowego warunku Markowa [Pearl
2000] przez testowanie efektow mediacyjnych i warunkowej niezalezno$ci zmien-
nych oraz wprowadzanie zmiennych instrumentalnych do modelu [Angrist, Imbens,
Rubin 1996]. Analiza efektow potencjalnych (kontrfaktycznych) w podejsciach eks-
perymentalnych jest dokonywana w SEM najczeSciej z wykorzystaniem modeli
ukrytych réznic [Steyer 2005].

Celem artykutu jest respecyfikacja modelu Kleina I uwzgledniajaca ekonome-
tryczng i psychometryczng perspektywe w budowie modelu strukturalnego ze
zmiennymi ukrytymi. Wykorzystanie dorobku psychometrii w budowie modeli eko-
nometrycznych jest najczesciej zwigzane z wprowadzeniem refleksywnych wskazni-
kéw do modelu pomiarowego zmiennych ukrytych, wystepujacych jako egzo- lub
endogeniczne zmienne w cze¢$ci strukturalnej modelu. W przypadku modelu Kleina I
jego respecyfikacja polega na 1) wprowadzeniu zmiennych ukrytych reprezentuja-
cych odpowiednie konstrukty ekonomiczne wystepujace w klasycznym podejsciu
Kleina jako zmienne jawne, 2) wykorzystaniu jednowskaznikowych zmiennych ob-
serwowalnych w modelach pomiarowych zmiennych ukrytych oraz 3) uwzglednie-
niu w oszacowanym modelu btedu pomiaru konstruktéw ekonomicznych'. Dodat-
kowym celem jest wykorzystanie mozliwo$ci modelowania SEM w szacowaniu
modeli ekonometrycznych z tozsamos$ciami i ograniczeniami natlozonymi na parame-
try modelu.

2. Estymacja modelu Kleina I — porownanie metod

Probe zastosowania metodologii SEM w badaniach ekonomicznych zaczgto od roz-
wazenia wybranych klasycznych modeli ekonometrycznych dla zjawisk makroeko-
nomicznych. W pierwszej kolejnosci wzigto pod uwage model gospodarki USA,
ktéry zostat skonstruowany przez L.R. Kleina w latach czterdziestych (tzw. model
Kleina I). Model ten sktada si¢ (w oryginalnej wersji opublikowanej w 1950 r.)
z szesciu rownan. Model Kleina I jest bardzo czgsto podawany w pracach z zakresu
ekonometrii jako przyktad ukltadu réwnan wspotzaleznych. Zapisy prezentowane
w pracach r6znig si¢ miedzy soba (por. np. [Welfe 2003, s. 245-246; Greene 2003,
s. 381]).

' W podejsciu psychometrycznym w celu oszacowania btedu pomiaru i tym samym oceny rze-
telnosci skali pomiarowej wymagane jest zastosowanie metody powtdrzonych pomiaréw lub stoso-
wanie skal wielopozycyjnych (z co najmniej trzema wskaznikami przypadajacymi na jedng zmienna
ukryta). W respecyfikowanym modelu Kleina I podjeto probe oszacowania btedéw pomiarowych dla
wskaznikow jednopozycyjnych bez powtarzanych pomiardéw, co nie jest catkowicie zgodne z kla-
sycznym podejsciem psychometrycznym.
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W analizie prezentowanej w niniejszym artykule przyjeto nastgpujacg postac
modelu Kleina I (na podstawie [Ekonometria... 2007, s. 16]):

C=a+a,P+o,P_l1+a W +¢, (1)
I=a;+aP+o,P 1+0,K l+¢,, 2)
Wp=a,+a,,E+a,E_1+a,t+¢,, 3)

Y=C+I+G-T, 4)
P=Y-W, (5)
K=K 1+1, (6)
W=Wp+We, ()
E=Y+T-Wg, (8)
gdzie: C — konsumpcja,
1 — inwestycje,
w — place ogdtem,
Wp — place w sektorze prywatnym,
Wg — place w sektorze panstwowym,
P — zysk,
K — kapitat,
E — produkcja sektora prywatnego,
Y — dochod,
T — podatki posrednie,
t — zmienna czasowa,
G — wydatki rzgdowe,

&1, &2, &3 — skladniki losowe, natomiast P_1, K 1 i E 1 oznaczajg warto$ci
zmiennej, odpowiednio, P, K i E z okresu poprzedniego.

Na tak zapisany model (1)-(8) sktadaja si¢ trzy rownania stochastyczne (1)-(3)
i pie¢ rownan tozsamosciowych (4)-(8). Wsérdd zmiennych mozna wyrézni¢ osiem
zmiennych tacznie wspoélzaleznych (C, I, Wp, Y, P, K, W, E) i siedem zmiennych
z gory ustalonych (Wg, G, T,t,P 1,K 1,E 1).

L.R. Klein [1950, s. 135-141] do oszacowania warto$ci zmiennych C, I, G, P,
Wp i Wg wykorzystat 31 zmiennych makroekonomicznych. Na przyktad wzor na
konsumpcje wyglada nastepujaco [Klein 1950, s. 135-136]:

G +C,
CS

C , )

gdzie: C; — wydatki na konsumpcj¢ dobr i ustug (w miliardach dolarow z 1934 r.),
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C, — indywidualne wydatki netto na wynajem (w miliardach dolaréw
71934 1)),
C; — wskaznik wydatkoéw konsumenckich.

Dane statystyczne wykorzystane przez L.R. Kleina do obliczenia poziomu kon-
sumpcji (jednej ze zmiennych endogenicznych w modelu Kleina I) w USA w latach
1920-1941 zaczerpnicto z prac zrodtowych [Painter 1945, s. 873; Kuznets, Epstein,
Jenks 1946, s. 735; Kuznets, Epstein, Jenks 1941, s. 145]. Po wykonaniu obliczen na
danych pierwotnych uzyskano doktadniejsze oceny konsumpcji niz te, ktore sg za-
mieszczone w pracy L.R. Kleina z 1950 r. Wyniki obliczen wykonanych na podsta-
wie danych oryginalnych réznig si¢ +/-0,1 dla lat 1927, 1929, 1932, 1933 i 1935
w stosunku do danych zamieszczonych w pracy L.R. Kleina [1950, s. 135] i wyko-
rzystywanych przez wielu autorow w pdzniejszych pracach (zob. np. [Goldberger,
Nagar, Odeh 1961, s. 563-564; Greene 2003, s. 950]). Po przeksztatceniu oryginal-
nych danych — zgodnie z przyjetymi przez L.R. Kleina zaokragleniami — uzyskuje si¢
takie same wartosci dla zmiennej C jak te opublikowane przez Kleina w 1950 1.

Zadano pytanie o to, czy zachowujac konwencj¢ prezentacji wynikow estyma-
¢ji parametréw modelu Kleina I przyjeta w pracy [Klein 1950], tzn. prezentacji
ocen parametrow z doktadnoscia do drugiego miejsca po przecinku, bgdzie mozna
zobaczy¢ wptyw przyjecia okre§lonego zbioru wartosci konsumpcji (C lub C’).

Tabela 1. Wyniki estymacji rownania dla zmiennej C w modelu Kleina I na podstawie r6znych
warto$ci konsumpcji z wykorzystaniem metody najwigkszej wiarygodnosci z pelng informacja

Zmienna Ocena parametru Ocena bledu Warto$¢ p-value
standardowego
Zmienna zalezna: C — dane z pracy [Klein 1950, s. 135] z doktadnoscig do 1 miejsca po przecinku
const 18,3433 2,48502 1,56e-013 ***
P —0,232387 0,311955 0,4563
P 1 0,385672 0,217357 0,0760*
w 0,801844 0,035893 1,52e-110 ***

Zmienna zalezna: C’ — dane na podstawie prac zrodtowych z doktadnoscia
do 6 miejsc po przecinku

const 18,2960 2,43607 5,89¢-014 ***
P ~0,213747 0,298655 0,4742

P 1 0,375730 0,208096 0,0710%
W 0,799509 0,035622 1,45e-111 ***

Zrédlo: obliczenia whasne z wykorzystaniem programu Gretl 1.9.7.

W tabeli 1 zamieszczono wyniki estymacji rownania dla zmiennej C w modelu
Kleina I metoda najwigkszej wiarygodnosci z pelng informacjg. Analizujac wyniki
zamieszczone w tab. 1, mozna zauwazy¢, ze roznice w ocenach parametrow spowo-
dowane zwickszeniem dokladno$ci oszacowan konsumpcji (przy niezmienionych
warto$ciach pozostatych zmiennych w stosunku do wartosci zamieszczonych w pra-
cy [Klein 1950, s. 135]) sa widoczne — w wielu przypadkach — juz na drugim miejscu
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po przecinku. Podobne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla pozostatych dwoch
réwnan stochastycznych w modelu Kleina L.

3. Model Kleina I z jednowskaznikowymi zmiennymi ukrytymi

W modelach strukturalnych ze zmiennymi ukrytymi stosowanymi w badaniach eko-
nomicznych wykorzystuje si¢ dwie klasy wskaznikow: refleksyjne oraz formatywne.
Pierwszy typ wskaznikow jest zwigzany z tradycjg psychometryczng (klasyczna
teorig testu i teorig reakcji na pozycj¢). Wskazniki formatywne sa podstawowym
rodzajem wskaznikow wykorzystywanych w badaniach spotecznych i ekonomicz-
nych. Wyrézni¢ mozna dwa rodzaje wskaznikow formatywnych. Pierwszy z nich
zwigzany z formatywng zmienng ukrytg jest mierzony z okreslonym btedem pomia-
rowym. Drugi typ zmiennej formatywnej jest najczesciej definiowany w podobny
sposob jak glowna sktadowa, ktora stanowi w cato$ci liniowg kombinacj¢ wskazni-
kéw (bez bledu pomiaru). Wykorzystanie w budowie modelu wskaznikéw zaréwno
formatywnych, jak i refleksyjnych jest charakterystyczne dla modeli z wielorakimi
przyczynami i wielorakimi wskaznikami (MIMIC), w ktorych zmienna ukryta jest
mierzona za pomocg obu typow wskaznikow.

Szczegdlnym typem modeli ze zmiennymi ukrytymi sg modele jednowskazni-
kowe (z refleksyjnym wskaznikiem). Ten rodzaj modeli jest rzadziej spotykany
w badaniach psychologicznych, ktére powszechnie wykorzystuja skale wielopozy-
cyjne, ale maja szerokie zastosowania w badaniach marketingowych i ekonomicz-
nych. Wprowadzenie jednowskaznikowych zmiennych ukrytych moze wynikaé
z nastepujacych przestanek: 1) zalozenie braku btedu pomiarowego, 2) zalozenie, ze
wskaznik formatywny w pelni ksztattuje mierzone zjawisko lub je odzwierciedla bez
btedu pomiaru, 3) taczenie wskaznikow, 4) wykorzystanie skali sumowanych ocen,
5) uzyskanie prostej struktury czynnikowej Thurstone'a.

Podstawowym problemem w stosowaniu jednowskaznikowych modeli pomia-
rowych jest kwestia oszacowania wariancji bledu pomiaru. Przy zalozeniu braku
btedu pomiarowego model pomiaru z jednym wskaznikiem jest tozsamy z modelem,
w ktorym wystepuja jedynie zmienne obserwowalne.

Ocena wariancji btedu dla jednowskaznikowych zmiennych ukrytych wynika
z podstawowego rownania modelu pomiarowego:

c.=A-0+6, (10)

gdzie: o, — wariancja wskaznika,
A — ladunek czynnikowy,
@ — wariancja zmiennej ukrytej,
S, — warlancja bledu.

Korzystajac z rownania (10), mozna pokazac, ze wariancja btedu jest funkcjg wa-
riancji wskaznika i rzetelnosci pomiaru:
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dv:(l_a)'ax’ (11)
gdzie wspotczynnik rzetelnosci pomiaru zmiennej ukrytej jest postaci:
A6
a= . (12)
o

X

Pomiar btgdu zalezy réwniez od roli zmiennych ukrytych w modelu struktural-
nym i rodzaju danych wej$ciowych. Dla niezaleznych zmiennych ukrytych i danych
wyrazonych w postaci macierzy korelacji wariancje wskaznika oraz zmiennej ukrytej
sg rowne 1. Dla zaleznych zmiennych ukrytych skalowanie tych zmiennych zaktada
ustalenie tadunku czynnikowego na poziomie 1. Zmienne ukryte reprezentujace btad
pomiaru s3 réwniez nazywane bledem w zmiennych, za§ zmienna stanowiaca
zmienng ukryta reprezentujaca zaklocenie zwigzane z niewyjasniong wariancja
zmiennej zaleznej jest takze nazywana blgdem w rownaniach. Brak uwzglgdnienia
btedu pomiaru w modelach prowadzi do uzyskiwania obcigzonych parametréw re-
gresji, w ktorych ,,prawdziwa” warto$¢ wspodtczynnika regresji lub korelacji migdzy
zmiennymi ukrytymi jest ,,ttumiona” nierzetelnoscig ich wskaznikéw. Obciazenie
parametrow regresji wynika ze skorelowania sktadnika losowego ze zmienng nieza-
lezna. Dodatkowo brak uwzglednienia btedu pomiarowego powoduje niedoszacowa-
nie wspolczynnika determinacji i obnizenie mocy predykcyjnej modelu [Wansbeck
i Meijer 2000, s. 17].

4. Respecyfikacja modelu Kleina I
— model z ograniczonymi parametrami

Specyfikacja modelu Kleina I w obszarze modelowania strukturalnego wigze si¢
z wykorzystaniem metody najwigkszej wiarygodnosci lub uogélnionej najmniejszej
wariancji resztowej. Zastosowanie rownan tozsamosciowych w modelu powoduje
brak identyfikacji modelu spowodowany niespetnieniem warunku rzedu dla empi-
rycznej i odtworzonej macierzy kowariancji. W celu identyfikacji modelu struktural-
nego obserwowalne zmienne endogeniczne w modelu sg traktowane jako zmienne
ukryte, z ktorych tylko ukryte zmienne zalezne zwigzane z konsumpcja, inwestycja-
mi i ptacami sg mierzone za pomocg jednostkowych tadunkow czynnikowych. Do-
datkowo, w zwigzku z wigksza liczbg identyfikowanych zaleznych zmiennych ukry-
tych niz zmiennych obserwowalnych, ustalone zostaty startowe wartosci parametrow
dla wariancji zaklocen. Ustalenie wartosci poczatkowych powoduje, ze odtworzona
macierz kowariancji jest okreslona dodatnio podczas pierwszych krokow iteracji w
procedurze najszybszego spadku Newtona-Raphsona. Jej zastosowanie jest jednak
zwigzane z otrzymywaniem obcigzonych wartosci statystyki y* oraz bledéw standar-
dowych (zatozenie normalnosci rozktadu wskaznikéw 1 niewielka liczebno$¢ proby)
oraz ztamane jest zatozenie niezaleznosci obserwacji w modelu Kleina 1.



Zmienne ukryte w modelach ekonomicznych — respecyfikacja modelu Kleina I 25

Oszacowanie bledu pomiarowego w modelu Kleina I z jednopozycyjnymi
wskaznikami zmiennych ukrytych zostato przeprowadzone na podstawie trzech me-
tod: 1) indekséw modyfikacyjnych i wartosci oczekiwanej zmiany parametrow,
2) metody dwuetapowej i 3) poszukiwania specyfikacji maksymalizujacej kryteria
informacyjne AIC i BIC. Metoda indeksow modyfikacyjnych nie wskazata na ko-
nieczno$¢ uwzglednienia wariancji lub kowariancji btedéow pomiaru. W podejsciu
dwuetapowym przyjeto nastepujace rozwigzanie: w pierwszym etapie zostal oszaco-
wany model z zerowg wariancjg btedu dla wskaznikow (jest on tozsamy z klasycz-
nym modelem strukturalnym bez zmiennych ukrytych), a w drugim etapie dla usta-
lonych parametréw modelu strukturalnego zostaly oszacowane wariancje bledu (przy
ograniczeniach wynikajacych z modeli przedstawionych na rys. 1). Trzecie podejscie
polegato na eksploracyjnym poszukiwaniu wartosci wariancji bledu dla wskaznikow
minimalizujacych kryteria informacyjne AIC i BIC.

Tabela 2 przedstawia oszacowania wariancji bledéw pomiaru dla trzech symula-
cji. Indeksy modyfikacyjne wskazywaly na uwzglednienie kowariancji migdzy bie-
dami pomiaru zmiennych ukrytych LWp i LT, natomiast rezultaty podejscia dwueta-
powego i poszukiwania specyfikacji okazaty si¢ podobne.

Tabela 2. Oszacowania btedow pomiaru konstruktéw ekonomicznych

Zmienna Indeksy modyfikacyjne dgzgfaquaf;\i/e Ps(l))sezcuyl;;v;cnjlie

C - 0,042 0,00

1 - 0,000 0,00

Wp 0,539 0,000 0,00

P 1 - 0,000 0,00
K1 — 0,237 0,20
E 1 - 0,591 0,60
Wg - 0,000 0,00

T —0,539 0,000 0,00

G - 0,039 0,00

Zrédlo: obliczenia whasne z wykorzystaniem programu Mplus.

Porownujac logarytmy wiarygodnosci, nalezy podkresli¢, ze wprowadzenie ble-
dow pomiaru dla endogenicznych zmiennych opéznionych LK 11 LE 1 (one okaza-
ly si¢ statystycznie istotne) pozwolito na (jedynie niewielkg) poprawe dopasowania
modelu Kleina I (w poréwnaniu do modelu z zerowymi wariancjami bledu) o 1%
(statystyka #* dla modelu ,,bezblednego” wynosita 215,785, a dla modelu z btedami
pomiaru minimalizujacego AIC byta na poziomie 214,523). Na rysunku 1 przed-
stawiony jest model Kleina I oszacowany za pomoca metody najwickszej wiarygod-

2 Podkresli¢ nalezy, ze oszacowania btedow pomiarowych wynikaty jedynie z analiz symulacyj-
nych. Autorzy dotarli jedynie do wielowskaznikowych danych zwiazanych z pomiarem konsumpcji
(zmiennej LC) w modelu Kleina I. Wykorzystanie wielu wskaznikow w pomiarze konstruktow po-
zwoliloby na bardziej realistyczng oceng rzetelnosci pomiaru.
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nosci z jednowskaznikowymi zmiennymi ukrytymi z uwzglgdnieniem btedéw po-
miaru.

0,225%

Rys. 1. Model Kleina I z jednowskaznikowymi zmiennymi ukrytymi

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Na rysunku 1 kazda zmienna ukryta (z wyjatkiem zmiennej czasowej time) jest
mierzona za pomocg wlasciwego dla niej wskaznika z uwzglednieniem btedu pomia-
ru (d). Ladunki czynnikowe 1 wspotczynniki regresji sg oznaczone jako (1), a rOwna-
nia tozsamosciowe jako (#).

5. Uwagi koncowe

Integracja psychometrycznego i ekonometrycznego nurtu w modelach ze zmiennymi
ukrytymi jest obiecujgcym kierunkiem rozwoju tego typu podejscia. Pierwszy z nich
ktadzie szczegodlny nacisk na interpretacje konstruktow ekonomicznych w katego-
riach zmiennych ukrytych, mierzonych za pomoca jedno- lub wielopozycyjnych
wskaznikow z explicite modelowanym btedem pomiarowym. Drugi nurt jest zwigza-
ny z metodologicznie poprawng specyfikacja przyczynowych zaleznosci struktural-
nych migdzy konstruktami. W zaprezentowanym modelu Kleina I parametry modelu
zostaly oszacowane z wykorzystaniem standardowego programu do modelowania
zmiennych ukrytych Mplus 6. Ocena wartosci oszacowanych bledéw pomiarowych



Zmienne ukryte w modelach ekonomicznych — respecyfikacja modelu Kleina I 27

wskazuje, ze wprowadzenie bledéw pomiarowych w zasadzie nie zmienia interpreta-
cji parametrow modelu Kleina I oszacowanych za pomoca metody dwuetapowej
najmniejszych kwadratow. Wprowadzenie zmiennych ukrytych z bledami pomiaru
réwniez nie poprawia uzyskiwanych oszacowan z wyjatkiem istotnego btedu pomia-
ru zmiennych £ 1 i K 1. Oznacza to, ze produkcja sektora prywatnego w modelu
Kleina I stanowigca zroznicowany agregat ekonomiczny oraz (w mniejszym stopniu)
kapital zawierajg w sobie istotny btad pomiarowy.

Uwzglednienie w modelach ekonometrycznych zmiennych ukrytych pozwala na
oszacowanie btedow pomiaru konstruktow i kategorii ekonomicznych i tym samym
na istotne obnizenie bledu specyfikacji modelu ekonometrycznego.
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LATENT VARIABLES IN ECONOMETRIC MODELS
— RESPECIFICATION OF KLEIN I MODEL

Summary: Structural equation models with latent variables becomes one of dominant ana-
lytical approaches in social sciences. Usually, these models have FASEM form, that is com-
bining confirmatory factor analysis (FA) and regression path modeling (SEM). The aim of
the paper is the respecification of Klein I model taking into account both econometric and
psychometric perspectives in the model development, introducing latent variables with
measurement errors of economic constructs. The SEM-based models of Klein I with meas-
urement errors, identities and parameter constrains are developed and compared.

Keywords: Klein model, latent variable, measurement error.



