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METODA WARDA W ZASTOSOWANIU 
KLASYFIKACJI WOJEWÓDZTW POLSKI 
Z RÓŻNYMI MIARAMI ODLEGŁOŚCI

Streszczenie: W  niniejszej  pracy  proponuje  się  porównanie  wyników  klasyfikacji  woje-
wództw Polski z zastosowaniem różnych funkcji celu. Badanie starano się przeprowadzić na 
podstawie danych empirycznych z uzasadnieniem wyboru miary podobieństwa. Porównano 
wyniki otrzymane przy zastosowaniu klasycznej metody Warda oraz algorytmu proponowa-
nego przez formułę Lance’a-Williamsa. Wydaje się, że stosowanie różnych miar odległości 
w klasyfikacji województw Polski metodą Warda daje porównywalne jakości klasyfikacji. Na 
tle zaproponowanych odległości wyróżnia się ważona odległość euklidesowa.

Słowa kluczowe: metoda Warda, jakość klasyfikacji, miary niepodobieństwa.

1. Wstęp 

Problem grupowania obiektów jest problemem odkrywania struktury grupowej na 
podstawie zaobserwowanych danych. Najczęstsze zastosowanie w praktyce ma zde-
finiowanie pewnej funkcji jakości klasyfikacji i szukanie algorytmu, który pozwoli 
na maksymalizację lub minimalizację tej funkcji. Istnieje wiele różnych możliwości 
wyboru takiej funkcji. Stosowane są klasyfikacje na podstawie odległości punktów 
danych od środków grup czy różnych kryteriów związanych z podobieństwem we-
wnątrzgrupowym lub niepodobieństwem pomiędzy grupami. Hierarchiczne metody 
aglomeracji są jedną z takich metod klasyfikacji, a na ich wyniki ogromny wpływ 
ma wybór miary podobieństwa obiektów. W szczególności w klasycznej metodzie 
Warda podkreślany  jest wymóg kwadratu odległości euklidesowej  jako miary po-
dobieństwa obiektów. Mimo znanych uogólnień tej metody, opartej na funkcji celu, 
stosowanie różnych miar odległości nie jest zalecane. W literaturze przedmiotu pod-
kreśla się, że stosowanie innych miar odległości nie ma interpretacji geometrycznej 
[Jain, Dubes 1988; Gatnar, Walesiak (red.) 2004; Walesiak, Gatnar 2009]. Natomiast 
niektórzy autorzy proponują i weryfikują stosowanie klasyfikacji metodą Warda na 
podstawie innych funkcji celu [Batagelj 1988; Szekely, Rizzo 2005] i innych miar 
odległości pomiędzy obiektami [Mirkin 2005]. Motywacją podjęcia tematu jest pró-
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210 Beata Basiura

ba porównania wyników klasyfikacji metodą Warda przy zastosowaniu algorytmu 
klasycznego, stosującego minimalizację funkcji celu, z wynikami uzyskanymi przy 
zastosowaniu algorytmu Lance’a-Williamsa [Lance, Williams, 1967] na przykładzie 
klasyfikacji województw Polski. Badanie starano się przeprowadzić na podstawie 
danych empirycznych z uzasadnieniem wyboru miary podobieństwa.

2. Metoda Warda

2.1. Klasyczny algorytm grupowania obiektów metodą Warda

Metoda Warda to hierarchiczna metoda aglomeracyjna klasyfikacji obiektów, w któ-
rej kryterium wyboru pary zbiorów łączonych w danym kroku jest wartością opty-
malną pewnej funkcji celu. Jak wiadomo, wiele jest możliwości wyboru funkcji celu. 
Jedną z nich, najbardziej popularną, jest suma kwadratów odchyleń poszczególnych 
elementów skupienia od środka ciężkości tego skupienia. Taką interpretację podał 
w swoim artykule J.H. Ward [1963]. Podstawową ideą opisywanej metody jest połą-
czenie, w każdym kroku aglomeracji, takich dwóch podzbiorów, dla których funkcja 
celu dana równaniem (1) jest najmniejsza.

2

1
( ) .

kn

k ik k
k k i

E E z z
=

= = −∑ ∑∑ (1)

Na przykładzie podziału S zbioru obiektów Ω zawierającego podzbiory Cu oraz 
Cv można  opisać myśl  przewodnią  tej  metody.  Punktem wyjścia  jest  odpowiedź 
na pytanie, w jaki sposób zmieni się błąd kwadratowy podziału S, oznaczony jako  
W(S, c), jeśli połączymy dwa skupienia Cu oraz Cv. Porównując dwie klasyfikacje: 
podział S oraz podział S(Cu, Cv), które różnią się tylko tym, że skupienia Cu and Cv 
są połączone w podziale S(Cu, Cv), otrzyma się różnicę błędów kwadratowych daną 
wzorem (2).

( , ) ( ( , ), ) ( , ),W u v u v uvd C C W S C C C W S C= − (2)

przy czym przyjmuje się, że:
 to środek klasy uv u vC C C∪  . Ponieważ te dwa podziały na podzbiory różnią się tyl-

ko tym, że w podziale drugim skupienia Cu oraz Cv są połączone w jeden zbiór, to 
różnica błędów kwadratowych będzie różnicą błędów wyznaczonych dla skupienia 
łącznego Cu ∪ Cv oraz błędów wyznaczonych osobno dla skupień Cu i Cv, co można 
zapisać wzorem (3), w którym  , to środki klas , .u v u vC C C C  

( , ) ( ( , ), ) ( , ) ( , ).W u v u v uv u u v vd C C W S C C C W S C W S C= − − (3)

Na tej podstawie stwierdza się, że sumaryczny błąd kwadratowy połączonych 
skupień jest sumą kwadratowych błędów wyjściowych skupień i odległości Warda 
pomiędzy tymi skupieniami.
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2
2( , ) ( , ).u v

u vW u v
u v

n nd C C d C C
n n

⋅
=

+
(4)

Zgodnie z algorytmem Warda odległość pomiędzy skupieniami można zapisać 
wzorem (4), przyjmując nu jako liczność skupienia Cu, nv jako liczność Cv,  uC  i vC  
jako środki skupień odpowiednio Cu i Cv , a d2 jako odległość euklidesową.

2.2. Algorytm Lance’a-Williamsa

Metoda Warda implementowana jest najczęściej rekurencyjnie, poprzez modyfika-
cję macierzy odległości zgodnie z algorytmem Lance’a-Williamsa [Lance, Williams 
1967]. Algorytm ten wykonywany jest następująco:

Krok 1. Zakłada się, że każdy obiekt stanowi osobną grupę, i wyznacza się ma-
cierz odległości pomiędzy wszystkimi obiektami.

Krok 2. W macierzy odległości szuka się pary skupień najbardziej podobnych, 
dla których odległość jest najmniejsza w całej macierzy. Obiekty tych grup utworzą 
nowe skupienie.

Krok 3. W macierzy odległości wykreśla się jedną kolumnę i jeden wiersz, a na-
stępnie według odpowiedniej  reguły przelicza się odległość nowego skupienia od 
pozostałych klas.

Krok 4. Kroki 1-3 powtarzane są, aż wszystkie obiekty znajdą się w jednej klasie.
Modyfikacja macierzy w kroku 3 wykonywana jest według wzoru (5),

( , ) ( , ) ( , )

( , ),

s i t i
s t i s i t i

i s t i s t

i
s t

i s t

n n n nd C C C d C C d C C
n n n n n n

n d C C
n n n

+ +
∪ = + +

+ + + +
−

+
+ +

 (5)

w którym Cs, Ct są grupami łączonymi w nowy zbiór, Ci jest dowolnym innym pod-
zbiorem, wszystkie d(Ct, Cs) są odległościami pomiędzy grupami Ct i Cs z macierzy 
z kroku poprzedniego, a wszystkie ni oznaczają liczności odpowiednich skupień.

2.3. Uogólniona metoda Warda

W  literaturze  przedmiotu można  znaleźć  uogólnienia  algorytmu Warda.  Batagelj 
[1988]  wprowadził  uogólnioną miarę  niepodobieństwa  dwóch  klas  zdefiniowaną 
następująco:

( ) ( )( , ) ( , ),
( )

W u v
u v u v

u v

w C w CD C C d C C
w C C

⋅
=

∪
  (6)

gdzie w(C) jest wagą skupienia C, d jest miarą niepodobieństwa pomiędzy obiekta-
mi klas, natomiast C~  jest uogólnionym środkiem skupienia C. Mirkin [2005, s.132] 
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proponuje  stosowanie  algorytmu  Lance’a-Williamsa  z  różnymi miarami  odległo-
ści pomiędzy obiektami zbioru Ω. Szekely i Rizzo [2005] zaproponowali specjalną 
miarę  odległości  nazwaną e-distance  pozwalającą na  łączne mierzenie  odległości 
pomiędzy skupieniami i wewnątrz skupień. W efekcie stosowania tej odległości uzy-
skuje się grupy bardziej jednorodne.

3. Wybrane funkcje celu

Większość programów komputerowych pozwala na stosowanie metody Warda z do-
wolną macierzą odległości. Interesujące są zatem wyniki otrzymanej w ten sposób 
klasyfikacji. W niniejszej pracy pokazano wykorzystanie algorytmu metody Warda 
opartego na wprowadzonej wzorem (1) funkcji celu oraz algorytmu Lance’a-Wil-
liamsa z zastosowaniem różnych miar odległości obiektów. Zaprezentowano zasto-
sowanie procedury na trzech zbiorach danych związanych ze wskaźnikami zatrud-
nienia w poszczególnych województwach Polski. Zaproponowano, aby w każdym 
kroku łączyć te dwie grupy, dla których po połączeniu wybrana odległość wszyst-
kich punktów nowego  skupienia od nowego  środka będzie najmniejsza. Zastoso-

wana została następująca funkcja celu 
1

( , ),
kn

k ik k
i

E d z z
=

=∑  przy czym przyjęto jako 
odległość d, co następuje:

d = dα – jako odległość euklidesową w potędze α,
d – jako ważoną odległość euklidesową,
d – jako odległość Canbrerra,
d – jako e-distance daną wzorem (7)
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∑∑
 (7)

gdzie  d̂α  jest odległością euklidesową podniesioną do potęgi α, a n1, n2 to liczności 
grup.

4. Badanie empiryczne

4.1. Zbiór danych

W badaniu empirycznym porównane zostały wyniki klasyfikacji w trzech przypad-
kach. W przykładzie pierwszym, jednowymiarowym, zastosowano zaprezentowaną 
procedurę do klasyfikacji województw Polski charakteryzowanych liczbą wolnych 
miejsc pracy. Przykład drugi prezentuje klasyfikacje województw pod kątem liczby 
wolnych miejsc pracy i procentowego współczynnika przyjęć do pracy. W przykła-
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dzie  trzecim rozważano zbiór województw z pięcioma wskaźnikami zatrudnienia, 
takimi  jak:  liczba wolnych miejsc pracy  (w  tys.), nowo utworzone miejsca pracy 
(w  tys.), zlikwidowane miejsca pracy  (w  tys.), współczynnik zatrudnienia  (w %), 
współczynnik zatrudnienia kobiet (w %). Wszystkie dane pochodzą z rocznika sta-
tystycznego województw wydanego przez GUS w roku 2010. Zgodnie z regułami 
klasyfikacji danych wszystkie zmienne poddane zostały standaryzacji.

4.2. Wyniki

Przeprowadzona  klasyfikacja  województw  dla  trzech  różnych  zbiorów  danych, 
omówionych  powyżej,  pozwoliła  podzielić  zbiór  województw  na  trzy  skupienia. 
Wyniki grupowania nie były jednoznaczne i zależały od wyboru miary odległości 
pomiędzy skupieniami.

Podstawowym pytaniem postawionym na początku niniejszej pracy było, któ-
ra klasyfikacja najlepiej wykrywa strukturę grupową zbioru obiektów. Dla każdej 
klasyfikacji dokonano oceny  jakości na podstawie znanych współczynników oce-
ny jakości. Wybrane zostały cztery współczynniki: indeks Calińskiego i Harabasza 
[1974],  indeks Davies-Bouldina  [1979],  Silhouette  indeks  [Kaufman, Rousseeuw 
1990] oraz współczynnik korelacji kofenetycznej [Sokal, Rohlf 1962]. We wszyst-
kich  indeksach wykorzystano  odległość  zastosowaną w  funkcji  celu. W  oblicze-
niach niektórych indeksów wykorzystano procedury z pakietu ClusterSim programu 
R-project  [Walesiak, Dudek, 2012]. Wybrane wyniki uzyskane w poszczególnych 
przykładach zawierają tab. 1, 2, 3.

Tabela 1. Wybrane wartości współczynników jakości klasyfikacji wyznaczone dla przykładu pierwszego

Odległość Metoda Indeks 
Calińskiego-Harabasza Indeks DB Silhouette 

indeks

Współczynnik 
korelacji 

kofenetycznej

Kwadrat odległości Euklidesa
klasyczna 89,49 0,54 0,74 0,91
L-W 89,49 0,47 0,74 0,91

Odległość euklidesowa
klasyczna 89,49 0,78 0,58 0,94
L-W 80,78 0,49 0,55 0,91

Odległość euklidesowa 
w potędze α = 0,5

klasyczna 11,92 1,74 0,32 0,69
L-W 80,78 0,49 0,41 0,83

Odległość euklidesowa 
w potędze α = 1,5

klasyczna 89,49 0,63 0,68 0,92
L-W 80,78 0,49 0,60 0,92

Odległość euklidesowa 
ważona

klasyczna 53,05 0,31 0,50 0,94
L-W 80,78 0,49 0,55 0,91

e-distance α = 0,5 L-W 80,78 0,49 0,55 0,77
e-distance α = 1,5 L-W 80,78 0,49 0,55 0,93
Canberra klasyczna 11,92 0,65 0,52 0,92
Canberra L-W 4,05 1,59 0,63 0,94

Źródło: opracowanie własne.
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Tabela 2. Wybrane wartości współczynników jakości klasyfikacji wyznaczone dla przykładu drugiego

Odległość Metoda Indeks  
Calińskiego-Harabasza

Indeks 
DB

Silhouette  
indeks

Współczynnik 
korelacji  

kofenetycznej

Kwadrat odległości 
Euklidesa

klasyczna 12,98 2,55 0,58 0,78

L-W 13,54 0,63 0,55 0,74

Odległość euklidesowa
klasyczna 12,99 3,41 0,44 0,84

L-W 12,99 0,80 0,45 0,83

Odległość euklidesowa 
w potędze α = 0,5

klasyczna 12,99 3,53 0,30 0,81

L-W 12,99 0,80 0,30 0,81

Odległość euklidesowa 
w potędze α = 1,5

klasyczna 12,15 2,47 0,59 0,82

L-W 12,15 0,48 0,59 0,81

Odległość euklidesowa 
ważona

klasyczna 12,99 0,29 0,59 0,80

L-W 12,99 0,80 0,53 0,81

e-distance α = 0,5 L-W 12,99 0,80 0,45 0,75

e-distance α = 1,5 L-W 12,99 0,80 0,45 0,85

Canberra klasyczna 7,14 1,54 0,28 0,52

Canberra L- W 4,27 2,13 0,18 0,79

Źródło: opracowanie własne.

Tabela 3. Wybrane wartości współczynników jakości klasyfikacji wyznaczone dla przykładu trzeciego

Odległość Metoda Indeks 
Calińskiego-Harabasza Indeks DB Silhouette  

indeks

Współczynnik 
korelacji  

kofenetycznej

Kwadrat odległości 
Euklidesa

klasyczna 8,37 21,30 0,22 0,36

L-W 8,37 1,05 0,50 0,48

Odległość euklidesowa
klasyczna 8,37 7,76 0,34 0,55

L-W 6,73 1,05 0,29 0,56

Odległość euklidesowa 
w potędze α = 0,5

klasyczna 6,61 3,63 0,14 0,49

L-W 6,73 1,05 0,19 0,61

Odległość euklidesowa 
w potędze α = 1,5

klasyczna 8,37 12,45 0,43 0,40

L-W 8,37 1,05 0,43 0,52

Odległość euklidesowa 
ważona

klasyczna 6,24 0,31 0,32 0,83

L-W 6,73 1,05 0,29 0,56

e-distance α = 0,5 L-W 6,73 1,05 0,29 0,55

e-distance α = 1,5 L-W 6,73 1,05 0,29 0,56

Canberra klasyczna 6,61 1,05 0,38 0,82

Canberra L-W 6,61 1,36 0,38 0,84

Źródło: opracowanie własne.
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O lepszej jakości klasyfikacji mówią wyższe wartości indeksu Calińskiego i Ha-
rabasza, wyższe wartości współczynnika korelacji kofenetycznej oraz niższe indek-
sy Davies-Bouldina. Silhouette indeks z przedziału od 0,5 do 0,7 świadczy o poważ-
nej strukturze klas, natomiast wartości wyższe niż 0,7 charakteryzują silną strukturę 
klas [Gatnar, Walesiak (red.) 2004].

Na  podstawie  przeprowadzonych  badań  można  stwierdzić,  że  dla  przykładu 
pierwszego wyższe współczynniki korelacji kofenetycznej otrzymuje się przy zasto-
sowaniu metody klasycznej i odległości euklidesowej, jej kwadratu lub odległości 
euklidesowej z uwzględnieniem wag. Indeks Calińskiego i Harabasza także przyj-
muje wyższe wartości dla metody klasycznej. Najniższą wartość  indeksu Davies-
-Bouldina zaobserwować można w przypadku zastosowania ważonej odległości eu-
klidesowej w metodzie klasycznej.

W przykładzie drugim wyniki są mniej zróżnicowane. Znów odległość euklide-
sowa ważona wyróżnia  się  najniższym  indeksem Davies-Bouldina.  Indeks Caliń-
skiego i Harabasza jest najwyższy dla kwadratu odległości Euklidesa zastosowane-
go w algorytmie Lance’a-Williamsa. Współczynnik korelacji kofenetycznej osiąga 
wartość największą dla odległości e-distance z wartością α =1,5.

W  przykładzie  trzecim  współczynnik  korelacji  kofenetycznej  jest  najwyższy 
przy zastosowaniu odległości Canberra i ważonej odległości euklidesowej. Po raz 
trzeci  zastosowanie w metodzie  klasycznej  odległości  euklidesowej ważonej wy-
różnia się najniższym indeksem Davies-Bouldina. Indeks Calińskiego i Harabasza 
wskazuje jako najlepszą odległość euklidesową, jej kwadrat oraz potęgę o wykład-
niku α =1,5.

5. Podsumowanie

W niniejszej  pracy  proponuje  się  porównanie wyników  klasyfikacji województw 
Polski metodą Warda z  zastosowaniem  różnych  funkcji  celu. Badanie  starano  się 
przeprowadzić  na  podstawie  danych  empirycznych. W wyniku  uzyskano  podział 
zbioru województw na trzy skupienia. Otrzymane współczynniki jakości klasyfikacji 
nie wskazują, który z algorytmów: klasyczny czy Lance’a-Williamsa powinien być 
stasowany przy klasyfikacji województw. Na tle zaproponowanych miar odległości 
w rozważanych zbiorach danych najlepiej wypada ważona odległość euklidesowa. 
Niestety wydaje  się,  że wybrane współczynniki  jakości klasyfikacji  nie wskazują 
jednoznacznie, który algorytm i którą miarę odległości należy wybrać. Możliwe, że 
bardziej jednoznaczne wyniki otrzymano by przy zastosowaniu innej miary jakości 
klasyfikacji, np. miar opartych o entropię.
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THE WARD METHOD IN THE APPLICATION 
FOR CLASSIFICATION OF POLISH VOIVODESHIPS 
WITH DIFFERENT DISTANCES

Summary: This paper proposes to compare the results of the classification of Polish voivode-
ships with different objective function. It was attempted to perform the study on the basis of 
empirical justification for the selection of the similarity measures. The results obtained using 
the  classical method  of Ward  and  the  algorithm proposed  by  the Lance-Williams  formula 
were compared. It seems that the use of different distance measures in the classification of 
Polish voivodeships using the Word method gives comparable classification quality. Against 
the background of the proposed distance the weighted Euclidean distance is distinguished.

Keywords: Ward’s method, cluster validity, dissimilarity measure, hierarchical agglomera-
tive method.
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