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METODA WARDA W ZASTOSOWANIU
KLASYFIKACJI WOJEWODZTW POLSKI
Z ROZNYMI MIARAMI ODLEGLOSCI

Streszczenie: W niniejszej pracy proponuje si¢ porownanie wynikéw klasyfikacji woje-
wodztw Polski z zastosowaniem réznych funkcji celu. Badanie starano si¢ przeprowadzi¢ na
podstawie danych empirycznych z uzasadnieniem wyboru miary podobienstwa. Poréwnano
wyniki otrzymane przy zastosowaniu klasycznej metody Warda oraz algorytmu proponowa-
nego przez formule Lance’a-Williamsa. Wydaje sig, ze stosowanie roznych miar odleglosci
w klasyfikacji wojewodztw Polski metodg Warda daje poréwnywalne jakosci klasyfikacji. Na
tle zaproponowanych odleglosci wyrdznia si¢ wazona odleglos¢ euklidesowa.

Stowa kluczowe: metoda Warda, jakos¢ klasyfikacji, miary niepodobienstwa.

1. Wstep

Problem grupowania obiektow jest problemem odkrywania struktury grupowej na
podstawie zaobserwowanych danych. Najczestsze zastosowanie w praktyce ma zde-
finiowanie pewnej funkcji jakosci klasyfikacji i szukanie algorytmu, ktory pozwoli
na maksymalizacj¢ lub minimalizacje tej funkcji. Istnieje wiele roznych mozliwosci
wyboru takiej funkcji. Stosowane sg klasyfikacje na podstawie odleglosci punktow
danych od $rodkow grup czy réznych kryteriow zwigzanych z podobienstwem we-
wnatrzgrupowym lub niepodobienstwem pomigdzy grupami. Hierarchiczne metody
aglomeracji sg jedna z takich metod klasyfikacji, a na ich wyniki ogromny wptyw
ma wybor miary podobienstwa obiektow. W szczegdlnos$ci w klasycznej metodzie
Warda podkreslany jest wymog kwadratu odlegtosci euklidesowej jako miary po-
dobienstwa obiektoéw. Mimo znanych uogolnien tej metody, opartej na funkc;ji celu,
stosowanie réznych miar odlegtosci nie jest zalecane. W literaturze przedmiotu pod-
kresla si¢, ze stosowanie innych miar odleglosci nie ma interpretacji geometrycznej
[Jain, Dubes 1988; Gatnar, Walesiak (red.) 2004; Walesiak, Gatnar 2009]. Natomiast
niektorzy autorzy proponujg i weryfikujg stosowanie klasyfikacji metoda Warda na
podstawie innych funkcji celu [Batagelj 1988; Szekely, Rizzo 2005] i innych miar
odleglosci pomiedzy obiektami [Mirkin 2005]. Motywacja podjecia tematu jest pro-
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ba poréwnania wynikow klasyfikacji metodg Warda przy zastosowaniu algorytmu
klasycznego, stosujacego minimalizacje funkcji celu, z wynikami uzyskanymi przy
zastosowaniu algorytmu Lance’a-Williamsa [Lance, Williams, 1967] na przyktadzie
klasyfikacji wojewodztw Polski. Badanie starano si¢ przeprowadzi¢ na podstawie
danych empirycznych z uzasadnieniem wyboru miary podobienstwa.

2. Metoda Warda

2.1. Klasyczny algorytm grupowania obiektow metoda Warda

Metoda Warda to hierarchiczna metoda aglomeracyjna klasyfikacji obiektow, w kto-
rej kryterium wyboru pary zbiorow tagczonych w danym kroku jest wartoscig opty-
malng pewnej funkcji celu. Jak wiadomo, wiele jest mozliwosci wyboru funkcji celu.
Jedna z nich, najbardziej popularna, jest suma kwadratéw odchylen poszczegoélnych
elementow skupienia od $rodka cigzkosci tego skupienia. Taka interpretacj¢ podat
w swoim artykule J.H. Ward [1963]. Podstawowg ideg opisywanej metody jest pota-
czenie, w kazdym kroku aglomeracji, takich dwdch podzbiorow, dla ktorych funkcja
celu dana rownaniem (1) jest najmniejsza.

EZZEk ZZZ(Zik_Ek)Z' (1)

Na przykfadzie podziatu S zbioru obiektow £ zawierajgcego podzbiory C, oraz
C, mozna opisa¢ mySl przewodnig tej metody. Punktem wyjscia jest odpowiedz
na pytanie, w jaki sposob zmieni si¢ btad kwadratowy podziatu S, oznaczony jako
W(S, c), jesli potagczymy dwa skupienia C oraz C . Porownujac dwie klasyfikacje:
podzial S oraz podziat S(C , C), ktore roznig si¢ tylko tym, ze skupienia C and C,
sg potaczone w podziale S(C , C)), otrzyma sig roznicg btgdow kwadratowych dang
wzorem (2).

d, (C,.C,)=W(S(C,.C).C,) - W(S,C), 2

przy czym przyjmuje sig, ze:

aw to Srodek klasy C, U C,. Poniewaz te dwa podzialy na podzbiory ro6znig sig tyl-
ko tym, ze w podziale drugim skupienia C oraz C, sg potagczone w jeden zbidr, to
roznica bledéw kwadratowych bedzie rdznicg blgdow wyznaczonych dla skupienia
tacznego C, U C| oraz bledoéw wyznaczonych osobno dla skupien C, i C, co mozna
zapisa¢ wzorem (3), w ktorym C,,C, to $rodki klas C,,C, .

d,(C,,C,)=W(S(C,,C,),C,)~W(S,.C,)-W(S,,C,). 3)

Na tej podstawie stwierdza si¢, ze sumaryczny btad kwadratowy polaczonych
skupien jest sumg kwadratowych btedow wyjsciowych skupien i odlegtosci Warda
pomiedzy tymi skupieniami.
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n -n JRE—
LV d2(Cu,C). (4)
n +n

u v

d,(C,.C)=

Zgodnie z algorytmem Warda odlegto$¢ pomiedzy skupieniami mozna zapisac
wzorem (4), przyjmujac n, jako liczno$¢ skupienia C , n_ jako licznos¢ C, Cy i C,
jako srodki skupien odpowiednio C i C , a d, jako odleglos¢ euklidesowa.

2.2. Algorytm Lance’a-Williamsa

Metoda Warda implementowana jest najczesciej rekurencyjnie, poprzez modyfika-
cj¢ macierzy odleglosci zgodnie z algorytmem Lance’a-Williamsa [Lance, Williams
1967]. Algorytm ten wykonywany jest nastgpujaco:

Krok 1. Zaktada si¢, ze kazdy obiekt stanowi osobng grupe, i wyznacza si¢ ma-
cierz odlegtosci pomiedzy wszystkimi obiektami.

Krok 2. W macierzy odleglosci szuka si¢ pary skupien najbardziej podobnych,
dla ktorych odleglo$¢ jest najmniejsza w calej macierzy. Obiekty tych grup utworza
nowe skupienie.

Krok 3. W macierzy odlegtos$ci wykresla si¢ jedng kolumng i jeden wiersz, a na-
stepnie wedlug odpowiedniej reguty przelicza si¢ odlegtos¢ nowego skupienia od
pozostatych klas.

Krok 4. Kroki 1-3 powtarzane sa, az wszystkie obiekty znajda si¢ w jednej klasie.

Modyfikacja macierzy w kroku 3 wykonywana jest wedlug wzoru (5),

n,+n,

d(C,uC,,C)= d(C,.C)+—2 N qc,.c)+
n, +n,+n, n,+n,+n

t
o 5)
+——d(C,,C)),

n,+n,+n,
w ktorym C, C, sg grupami faczonymi w nowy zbidr, C, jest dowolnym innym pod-
zbiorem, wszystkie d(C,, C)) sa odlegloSciami pomigdzy grupami C, i C, z macierzy
z kroku poprzedniego, a wszystkie n, oznaczajg licznosci odpowiednich skupien.

2.3. Uogolniona metoda Warda

W literaturze przedmiotu mozna znalez¢ uogdlnienia algorytmu Warda. Batagelj
[1988] wprowadzit uogdlniong miar¢ niepodobienstwa dwodch klas zdefiniowanag
nastepujaco:

D"(C,.¢)= M)y, ¢, ©
w(C,uC)

gdzie w(C) jest wagg skupienia C, d jest miarg niepodobiefnstwa pomigdzy obiekta-

mi klas, natomiast C jest uogdlnionym srodkiem skupienia C. Mirkin [2005, s.132]
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proponuje stosowanie algorytmu Lance’a-Williamsa z r6znymi miarami odlegto-
$ci pomiedzy obiektami zbioru Q. Szekely i Rizzo [2005] zaproponowali specjalna
miar¢ odleglosci nazwang e-distance pozwalajaca na taczne mierzenie odleglosci
pomigdzy skupieniami i wewnatrz skupien. W efekcie stosowania tej odleglosci uzy-
skuje si¢ grupy bardziej jednorodne.

3. Wybrane funkcje celu

Wigkszo$¢ programow komputerowych pozwala na stosowanie metody Warda z do-
wolng macierzg odleglosci. Interesujgce sg zatem wyniki otrzymanej w ten sposob
klasyfikacji. W niniejszej pracy pokazano wykorzystanie algorytmu metody Warda
opartego na wprowadzonej wzorem (1) funkcji celu oraz algorytmu Lance’a-Wil-
liamsa z zastosowaniem réznych miar odlegtosci obiektow. Zaprezentowano zasto-
sowanie procedury na trzech zbiorach danych zwigzanych ze wskaznikami zatrud-
nienia w poszczegdlnych wojewodztwach Polski. Zaproponowano, aby w kazdym
kroku taczy¢ te dwie grupy, dla ktorych po potaczeniu wybrana odlegtos¢ wszyst-
kich punktow nowego skupienia od nowego srodka bedzie najmniejsza. Zastoso-

wana zostata nastgpujaca funkcja celu E, = Zd (z4,z,), przy czym przyjeto jako
odlegtos¢ d, co nastegpuje: =l

d = d*— jako odlegtos¢ euklidesowa w potedze a,

d — jako wazong odlegtos¢ euklidesowa,

d — jako odlegtos¢ Canbrerra,

d — jako e-distance dang wzorem (7)

e(Ci,Cj)zﬂ( ZZd“(c,a ;) - sza(ckl ;)

n1+n2 n1n2klll 1klll

- (7
__sza(ck/ CIJJ

Ny k=1 1=1

gdzie d® jest odlegloscig euklidesowa podniesiong do potegi @, a n,, n, to licznosci
grup.

4. Badanie empiryczne
4.1. Zbioér danych

W badaniu empirycznym poréwnane zostaly wyniki klasyfikacji w trzech przypad-
kach. W przyktadzie pierwszym, jednowymiarowym, zastosowano zaprezentowang
procedure do klasyfikacji wojewodztw Polski charakteryzowanych liczbg wolnych
miejsc pracy. Przyktad drugi prezentuje klasyfikacje wojewodztw pod katem liczby
wolnych miejsc pracy i procentowego wspotczynnika przyje¢ do pracy. W przykta-
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dzie trzecim rozwazano zbidr wojewddztw z pigcioma wskaznikami zatrudnienia,
takimi jak: liczba wolnych miejsc pracy (w tys.), nowo utworzone miejsca pracy
(w tys.), zlikwidowane miejsca pracy (w tys.), wspotczynnik zatrudnienia (w %),
wspotczynnik zatrudnienia kobiet (w %). Wszystkie dane pochodza z rocznika sta-
tystycznego wojewddztw wydanego przez GUS w roku 2010. Zgodnie z regutami
klasyfikacji danych wszystkie zmienne poddane zostaty standaryzacji.

4.2. Wyniki

Przeprowadzona klasyfikacja wojewodztw dla trzech réznych zbiorow danych,
oméwionych powyzej, pozwolita podzieli¢ zbior wojewddztw na trzy skupienia.
Wyniki grupowania nie byly jednoznaczne i zalezalty od wyboru miary odlegtosci
pomiedzy skupieniami.

Podstawowym pytaniem postawionym na poczatku niniejszej pracy byto, kto-
ra klasyfikacja najlepiej wykrywa strukture grupowa zbioru obiektow. Dla kazdej
klasyfikacji dokonano oceny jako$ci na podstawie znanych wspotczynnikow oce-
ny jakosci. Wybrane zostaly cztery wspotczynniki: indeks Calinskiego i Harabasza
[1974], indeks Davies-Bouldina [1979], Silhouette indeks [Kaufman, Rousseeuw
1990] oraz wspotczynnik korelacji kofenetycznej [Sokal, Rohlf 1962]. We wszyst-
kich indeksach wykorzystano odlegtos¢ zastosowana w funkcji celu. W oblicze-
niach niektérych indekséw wykorzystano procedury z pakietu ClusterSim programu
R-project [Walesiak, Dudek, 2012]. Wybrane wyniki uzyskane w poszczegolnych
przyktadach zawierajg tab. 1, 2, 3.

Tabela 1. Wybrane wartosci wspotczynnikow jakosci klasyfikacji wyznaczone dla przyktadu pierwszego

. Wspotezynnik
Odleglosé Metoda _ Indeks Indeks DB | Silhouette lgorela).;ji

Calinskiego-Harabasza indeks .

kofenetycznej
Kwadrat odlegtosci Euklidesa Klasyczna 8949 0,54 0.74 01
L-W 89,49 0,47 0,74 0,91
Odleglosé euklidesowa klasyczna 89,49 0,78 0,58 0,94
L-W 80,78 0,49 0,55 0,91
Odlegtos¢ euklidesowa klasyczna 11,92 1,74 0,32 0,69
w potedze a = 0,5 L-W 80,78 0,49 0,41 0,83
Odleglo$é¢ euklidesowa klasyczna 89,49 0,63 0,68 0,92
w potedze o = 1,5 L-W 80,78 0,49 0,60 0,92
Odleglos¢ euklidesowa klasyczna 53,05 0,31 0,50 0,94
wazona L-W 80,78 0,49 0,55 0,91
e-distance a = 0,5 L-W 80,78 0,49 0,55 0,77
e-distance a = 1,5 L-W 80,78 0,49 0,55 0,93
Canberra klasyczna 11,92 0,65 0,52 0,92
Canberra L-W 4,05 1,59 0,63 0,94

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Tabela 2. Wybrane warto$ci wspotczynnikow jakos$ci klasyfikacji wyznaczone dla przyktadu drugiego

Odleglosé Metoda 5 VIndeks Indeks Si'lhouette Wslz?::é Z?inik
Calinskiego-Harabasza DB indeks Kofenetycznej
Kwadrat odlegtosci klasyczna 12,98 2,55 0,58 0,78
Euklidesa L-W 13,54 0,63 0,55 0,74
klasyczna 12,99 3,41 0,44 0,84
Odlegtos¢ euklidesowa
L-W 12,99 0,80 0,45 0,83
Odleglos¢ euklidesowa klasyczna 12,99 3,53 0,30 0,81
w potedze o = 0,5 L-W 12,99 0,80 0,30 0,81
Odlegto$¢ euklidesowa | klasyczna 12,15 2,47 0,59 0,82
w potedze o = 1,5 L-W 12,15 0,48 0,59 0,81
Odleglo$¢ euklidesowa | klasyczna 12,99 0,29 0,59 0,80
wazona L-Ww 12,99 0,80 0,53 0,81
e-distance o = 0,5 L-W 12,99 0,80 0,45 0,75
e-distance a = 1,5 L-W 12,99 0,80 0,45 0,85
Canberra klasyczna 7,14 1,54 0,28 0,52
Canberra L-W 427 2,13 0,18 0,79

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Tabela 3. Wybrane warto$ci wspotczynnikow jakosci klasyfikacji wyznaczone dla przyktadu trzeciego

Odlegtosé¢ Metoda Caliﬁskig;ie-ll({sarabasza Indeks DB Siilr}:g;:te Wslf(;)rieclza};?iml%
kofenetycznej
Kwadrat odleglo$ci klasyczna 8,37 21,30 0,22 0,36
Euklidesa L-W 8,37 1,05 0,50 0,48
klasyczna 8,37 7,76 0,34 0,55
Odlegtos¢ euklidesowa
L-W 6,73 1,05 0,29 0,56
Odleglo$¢ euklidesowa | klasyczna 6,61 3,63 0,14 0,49
w potedze o= 0,5 L-W 6,73 1,05 0,19 0,61
Odleglo$¢ euklidesowa | klasyczna 8,37 12,45 0,43 0,40
w potedze o= 1,5 L-W 8,37 1,05 0,43 0,52
Odleglo$¢ euklidesowa | klasyczna 6,24 0,31 0,32 0,83
wazona L-W 6,73 1,05 0,29 0,56
e-distance a = 0,5 L-W 6,73 1,05 0,29 0,55
e-distance o = 1,5 L-W 6,73 1,05 0,29 0,56
Canberra klasyczna 6,61 1,05 0,38 0,82
Canberra L-W 6,61 1,36 0,38 0,84

Zrodto: opracowanie wlasne.
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O lepszej jakosci klasyfikacji mowig wyzsze wartosci indeksu Calinskiego i Ha-
rabasza, wyzsze wartosci wspolczynnika korelacji kofenetycznej oraz nizsze indek-
sy Davies-Bouldina. Silhouette indeks z przedziatu od 0,5 do 0,7 $wiadczy o powaz-
nej strukturze klas, natomiast warto§ci wyzsze niz 0,7 charakteryzuja silng strukture
klas [Gatnar, Walesiak (red.) 2004].

Na podstawie przeprowadzonych badan mozna stwierdzi¢, ze dla przyktadu
pierwszego wyzsze wspotczynniki korelacji kofenetycznej otrzymuje si¢ przy zasto-
sowaniu metody klasycznej i odlegtosci euklidesowej, jej kwadratu lub odlegtosci
euklidesowej z uwzglednieniem wag. Indeks Calinskiego i Harabasza takze przyj-
muje wyzsze wartosci dla metody klasycznej. Najnizszg wartos¢ indeksu Davies-
-Bouldina zaobserwowa¢ mozna w przypadku zastosowania wazonej odlegtosci eu-
klidesowej w metodzie klasyczne;j.

W przyktadzie drugim wyniki sg mniej zréznicowane. Zndéw odlegtos¢ euklide-
sowa wazona wyrdznia si¢ najnizszym indeksem Davies-Bouldina. Indeks Calin-
skiego 1 Harabasza jest najwyzszy dla kwadratu odlegtosci Euklidesa zastosowane-
go w algorytmie Lance’a-Williamsa. Wspolczynnik korelacji kofenetycznej osiaga
warto$¢ najwicksza dla odleglosci e-distance z wartoscia a =1,5.

W przyktadzie trzecim wspotczynnik korelacji kofenetycznej jest najwyzszy
przy zastosowaniu odleglosci Canberra i wazonej odleglosci euklidesowej. Po raz
trzeci zastosowanie w metodzie klasycznej odlegtosci euklidesowej wazonej wy-
réznia si¢ najnizszym indeksem Davies-Bouldina. Indeks Calinskiego i Harabasza
wskazuje jako najlepsza odlegtos¢ euklidesowa, jej kwadrat oraz potgge o wyktad-
niku a =1,5.

5. Podsumowanie

W niniejszej pracy proponuje si¢ pordwnanie wynikow klasyfikacji wojewodztw
Polski metoda Warda z zastosowaniem réznych funkcji celu. Badanie starano si¢
przeprowadzi¢ na podstawie danych empirycznych. W wyniku uzyskano podziat
zbioru wojewddztw na trzy skupienia. Otrzymane wspotczynniki jakosci klasyfikacji
nie wskazuja, ktory z algorytmow: klasyczny czy Lance’a-Williamsa powinien by¢
stasowany przy klasyfikacji wojewodztw. Na tle zaproponowanych miar odlegltosci
w rozwazanych zbiorach danych najlepiej wypada wazona odlegtos¢ euklidesowa.
Niestety wydaje si¢, ze wybrane wspdtczynniki jakosci klasyfikacji nie wskazujg
jednoznacznie, ktory algorytm i ktorg miarg odlegtosci nalezy wybraé. Mozliwe, ze
bardziej jednoznaczne wyniki otrzymano by przy zastosowaniu innej miary jakosci
klasyfikacji, np. miar opartych o entropig.
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THE WARD METHOD IN THE APPLICATION
FOR CLASSIFICATION OF POLISH VOIVODESHIPS
WITH DIFFERENT DISTANCES

Summary: This paper proposes to compare the results of the classification of Polish voivode-
ships with different objective function. It was attempted to perform the study on the basis of
empirical justification for the selection of the similarity measures. The results obtained using
the classical method of Ward and the algorithm proposed by the Lance-Williams formula
were compared. It seems that the use of different distance measures in the classification of
Polish voivodeships using the Word method gives comparable classification quality. Against
the background of the proposed distance the weighted Euclidean distance is distinguished.

Keywords: Ward’s method, cluster validity, dissimilarity measure, hierarchical agglomera-
tive method.



