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METODY OCENY JAKOŚCI PROGNOZ RYZYKA 
RYNKOWEGO – ANALIZA PORÓWNAWCZA

Streszczenie: Ze względu na brak obserwowalności realizacji VaR oraz innych, stosowanych 
popularnie na rynku kapitałowym, miar ryzyka, nie istnieje bezpośrednia możliwość oceny 
średniego błędu estymatora. Stosowanie analitycznych wzorów pozwalających na wyznacze-
nie wariancji estymatora jest sprzeczne z założeniem o braku stałości rozkładów zmiennych 
obserwowanych na rynku finansowym. W pracy przedstawiono analizę porównawczą metod 
oceny jakości prognoz ryzyka. Omówione zostały własności testów służących ocenie jakości 
prognoz VaR. Analizie poddano test ilości przekroczeń oraz testy niezależności przekroczeń 
w czasie. Pokazano, że powszechnie stosowane testy zaproponowane w latach 90. ubiegłego 
stulecia charakteryzują się gorszymi własnościami statystycznymi w porównaniu z testem 
Engla i Manganellego z 2004 r. W części empirycznej do oceny ryzyka wykorzystano cztery 
modele VaR, które oceniono z wykorzystaniem rozważanych procedur testowych.

Słowa kluczowe: VaR, test Kupca, test Markowa, dynamiczny test kwantylowy.

1. Wstęp

Począwszy od lat 90. ubiegłego wieku następuje dynamiczny rozwój metod staty-
stycznych związanych z oceną ryzyka rynkowego. Punktem przełomowym było 
wprowadzenie modelu VaR (Value-at-Risk) przez J.P. Morgan w 1993 r. W świetle 
praktyki rynkowej, w ciągu dwóch ostatnich dekad VaR stała się najpopularniej-
szą miarą ryzyka rynkowego. Wraz z rozwojem metod estymacji VaR w literatu-
rze przedmiotu pojawiła się dyskusja dotycząca oceny jakości prognoz generowa-
nych przez alternatywne modele. W nurcie badań nad skutecznością prognoz VaR 
wyłoniły się jakościowo różne grupy. Pierwsza z nich wywodzi się z propozycji  
P. Kupca [1995], który wykorzystał wnioskowanie statystyczne oparte na empirycz-
nej realizacji procesu stochastycznego przekroczeń VaR. W ramach drugiej grupy 
metod wykorzystuje się statystyki opisowe mierzące wielkość przekroczeń VaR 
[Doman, Doman 2004]. 

Procedury testowe oceniające jakość prognoz VaR w różny sposób wykorzystują 
ciąg realizacji procesu przekroczeń VaR. W teście Kupca z 1995 r. wnioskowanie 
oparte zostało na porównaniu empirycznego udziału przekroczeń z prawdopodo-
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bieństwem sukcesu w teoretycznym modelu niezależnych prób Bernoulliego. Od-
dzielną grupę testów stanowią procedury sprawdzające autokorelację przekroczeń 
VaR, gdzie naturalnym kandydatem jest test Ljunga-Boxa z 1978 r. W 1998 r. za-
proponowano test autokorelacji, nazywany testem Markowa, oparty na idei ilorazu 
wiarygodności, na podstawie założenia, że ciąg przekroczeń VaR stanowi fragment 
procesu Markowa pierwszego rzędu [Christoffersen 1998]. W odpowiedzi na pro-
blem niskiej mocy powyższych testów w 2004 r. zaproponowano test oparty na re-
gresji liniowej wykorzystującej realizacje procesu przekroczeń [Engle, Manganelli 
2004].

Celem niniejszej pracy było przeprowadzenie analizy porównawczej własności 
testów statystycznych oceniających jakość prognoz VaR. Porównanie rozmiaru oraz 
mocy badanych testów przeprowadzono z wykorzystaniem eksperymentu symula-
cyjnego. Dodatkowo zaprezentowano badanie empiryczne wykorzystujące badane 
testy statystyczne do oceny modeli VaR dla indeksu DJIA oraz dokonano analizy 
wyników w kontekście wniosków płynących z przeprowadzonego eksperymentu sy-
mulacyjnego. Wyniki testów rozważano w połączeniu z wartościami statystyk opi-
sowych mierzących wielkość przekroczeń VaR.

W drugim punkcie opracowania przedstawione zostały testy statystyczne sto-
sowane do oceny jakości prognoz VaR oraz statystyki opisowe proponowane w li-
teraturze przedmiotu do pomiaru wielkości przekroczeń. Trzeci i czwarty punkt za-
wierają kolejno: opis wniosków z eksperymentu symulacyjnego badającego rozmiar 
i moc rozważanych testów oraz wyniki badania empirycznego. Piąty punkt podsu-
mowuje pracę.

2. Metody oceny jakości prognoz VaR

Punktem wyjścia przy konstrukcji testów statystycznych oceniających jakość mo-
deli VaR jest założenie, że prognozy wartości zagrożonej powinny spełniać dwa po-
stulaty. Pierwszy z nich mówi, że udział przekroczeń VaR (wyjątków) powinien być 
równy założonemu poziomowi tolerancji (unconditional coverage property). Drugi 
postulat nakazuje testowanie autokorelacji przekroczeń (independence property). 
Wystąpienie przekroczenia VaR w okresie t nie powinno wpływać na prawdopodo-
bieństwo wystąpienia przekroczenia w okresie t + 1 [Campbell 2005].

Wnioskowanie statystyczne przy ocenie modeli VaR opiera się na procesie prze-
kroczeń:

1
1

1

1, ( )
,

0, ( )
t t

t
t t

r VaR p
I

r VaR p
+

+
+

<
=  ≥

(1)

gdzie: p – ustalony poziom tolerancji,
rt – wartość stopy zwrotu w okresie t, 
VaRt(p) – wartość prognozy VaR z okresu t. 
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W teście Kupca, sprawdzającym pierwszy wymieniony postulat, zaproponowa-
no, aby ciąg realizacji procesu traktować jako ciąg niezależnych prób Bernoulliego 
o tym samym prawdopodobieństwie sukcesu [Kupiec 1995]. Kryterium oceny ex 
post prognoz wartości zagrożonej sformułowane zostało w postaci testu ilorazu wia-
rygodności restrykcji parametru p w ramach powyższego modelu. Wnioskowanie 
oparte zostało zatem na porównaniu empirycznego udziału przekroczeń, stanowią-
cego oszacowanie bezwarunkowego prawdopodobieństwa sukcesu, z parametrem 
p [Pipień 2006]. Hipoteza zerowa postaci H0 : π1 = p sprawdzana jest za pomocą 
statystyki 

01

01

2
(1)

1 1

(1 )2 log ,
ˆ ˆ(1 )

tt

uc astt
p pLR χ

π π
-

= -
-

 (2)

gdzie: π1 – bezwarunkowe prawdopodobieństwo przekroczenia prognozy VaR,
t0 – liczba realizacji procesu, dla których nie wystąpiło przekroczenie pro-

gnozy VaR,
t1 – liczba realizacji procesu, dla których wystąpiło przekroczenie progno-

zy VaR, 

1
1

0 1

ˆ .t
t t

π =
+

W kontekście testowania autokorelacji możliwe jest wykorzystanie testu Ljun-
ga-Boxa z 1978 r., opartego na badaniu współczynników autokorelacji między prze-
kroczeniami. Hipoteza zerowa tego testu przybiera postać H0 : γk = 0, k = 1, …, K, 
natomiast statystyka testowa

2
2
( )

1

ˆ
( 2) ,

K
k

as K
k

LB t t
t k
γ χ

=

= +
-∑  (3)

gdzie: t – liczba obserwacji,
γk – współczynnik autokorelacji między przekroczeniami rzędu k [Berko-

witz i in. 2011].
W 1998 r., w celu testowania autokorelacji przekroczeń, zaproponowany został 

test Markowa [Christoffersen 1998], w którym wykorzystuje się założenie, że proces 
stanowi fragment jednorodnego łańcucha Markowa z macierzą przejść:

01 01

11 11

1
,

1
π π
π π

- 
 - 

(4)

gdzie: πij – prawdopodobieństwo wystąpienia stanu j w okresie t + 1, pod warunkiem 
że w okresie t wystąpił stan i. 
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Hipoteza zerowa, formułowana w języku warunkowych prawdopodobieństw 
przejścia, H0 : π01 = π11, sprawdzana jest za pomocą statystyki postaci

01

01 00 1011

21 1
(1)

01 01 11 11

ˆ ˆ(1 )2 log ,
ˆ ˆ ˆ ˆ(1 ) (1 )

tt

ind ast t ttLR π π χ
π π π π
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- -
 (5)

gdzie: tij – liczba obserwacji dla których po stanie i nastąpił stan j, 01
01

0

ˆ ,t
t

π =  
11

11
1

ˆ .t
t

π =

W dynamicznym teście kwantylowym (teście DQ), stanowiącym alternatywę 
dla powyższych testów autokorelacji, zaproponowano wykorzystanie procesu po-
staci Hitt = It – p [Engle, Manganelli 2004]. Wówczas, jeżeli zachodzi E(It + 1) = p, 
to E(Hitt + 1) = 0 oraz jeżeli przekroczenia VaR nie są skorelowane, to E(Hitt + 1ωt) = 
0, ∀ωt ∈ Wt. Łączny test dwóch powyższych własności oparty został na regresji Hitt 
= Xβ + ε, gdzie X – macierz m zmiennych objaśniających, w szczególności stała, 
opóźnienia zmiennej It oraz prognozy VaR na okres t1. Procedura testowa polega 
na badaniu istotności powyższej regresji, tj. hipoteza H0 : β = 0 sprawdzana jest za 
pomocą statystyki

2
( )

ˆ ˆ' ,
(1 ) as m
X XDQ

p p
β β χ=

-
 (6)

gdzie: β̂ - oszacowanie MNK wektora parametrów w regresji względem zmiennej 
Hitt.

Poza testami statystycznymi do oceny jakości modelu ryzyka stosuje się staty-
styki opisowe, będące oszacowaniami tzw. oczekiwanego niedoboru, czyli oczeki-
wanej wielkości straty, pod warunkiem że będzie ona większa niż VaR. Pierwsza 
z nich, ESF1 definiowana jest jako średnia arytmetyczna przekroczeń VaR dla tych 
stóp zwrotu, dla których nastąpiło przekroczenie, natomiast druga, ESF2 jest średnią 
stosunków wartości przekroczeń do odpowiednich wartości VaR [Doman, Doman 
2004].

3. Wyniki eksperymentu symulacyjnego

W celu zbadania rozmiaru czterech rozważanych testów wygenerowano T wyni-
ków niezależnych prób Bernoulliego z prawdopodobieństwem sukcesu p, równym 
założonemu poziomowi tolerancji przy szacowaniu VaR. W ten sposób otrzymano 
ciąg realizacji procesu {It}, cechującego się wartością oczekiwaną p oraz brakiem 
autokorelacji. Otrzymany ciąg był zatem zgodny z hipotezą zerową testu Kupca, 

1 W niniejszym opracowaniu uwzględniono pięć opóźnień zmiennej It.
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mówiącą o bezwarunkowym prawdopodobieństwie przekroczenia VaR na poziomie 
p oraz z hipotezami zerowymi pozostałych testów, mówiącymi o braku autokore-
lacji przekroczeń. W teście DQ oszacowania VaR wygenerowano z procesu GAR-
CH(1,1)-normal ze składnikiem losowym niezależnym od zmiennej It

2. Eksperyment 
powtórzono dla długości prób T = 250, 500, …, 1500, wykonując każdorazowo 5000 
replikacji.

W tabeli 1 pokazano oszacowania rozmiaru rozważanych testów wyznaczone 
w oparciu o opisany wyżej eksperyment symulacyjny. Największą rozbieżność mię-
dzy otrzymanym symulacyjnie rozmiarem testu a nominalnym poziomem istotności 
zaobserwowano dla testu Markowa. Rozmiar pozostałych testów, dla prób powyżej 
500 obserwacji, był podobny w różnych procedurach oraz zbliżony do nominalnego. 
Powyżej 1000 obserwacji, dla wszystkich testów zaobserwowano ustabilizowanie 
się rozmiaru testu między poziomami 5 a 6%.

Tabela 1. Rozmiar testów jakości prognoz VaR

Wielkość próby
250 500 750 1000 1250 1500

Test Kupca 0,0637 0,0597 0,0487 0,0573 0,0573 0,0573
Test Markowa 0,0896 0,0950 0,0788 0,0913 0,0913 0,0913
Test LB 0,0627 0,0593 0,0493 0,0513 0,0513 0,0513
Test DQ 0,0700 0,0563 0,0550 0,0570 0,0570 0,0570

Źródło: obliczenia własne.

Symulacyjne porównanie mocy testów przeprowadzono na podstawie ekspe-
rymentów, gdzie zastosowano dwustopniową procedurę, gwarantującą otrzymanie 
szeregu przekroczeń charakteryzującego się liczbą przekroczeń VaR niezgodną 
z hipotezą zerową testu Kupca oraz różną siłą autokorelacji. Pierwszy krok pole-
gał na wygenerowaniu procesu stopy zwrotu, natomiast w drugim kroku otrzyma-
no oszacowania VaR. Do generowania wartości stopy zwrotu wykorzystano proces 
GARCH(1,1), odzwierciedlający zjawisko grupowania zmienności odpowiadające 
za autokorelację przekroczeń. Dzięki temu zapewniono niezgodność z hipotezami 
zerowymi w testach autokorelacji. Szeregi przekroczeń otrzymano jako dodatnią 
różnicę między wartościami stopy zwrotu a oszacowaniami VaR. Oszacowania VaR 
generowano z dziewięciu modeli homoskedastycznych z rozkładem normalnym, 
w których odchylenie standardowe przyjmowano na poziomie od 50 do 90% rzeczy-
wistego odchylenia standardowego procesu. Tak samo jak przy badaniu rozmiaru, 
symulacyjne badanie mocy testów przeprowadzono dla długości prób T = 250, 500, 
…, 1500, wykonując każdorazowo 5000 replikacji.

2 Przegląd modeli GARCH można znaleźć np. w pracy [Fiszeder 2009].
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W tabelach 2 i 3 przedstawiono oszacowania mocy testów, odpowiednio dla dłu-
gości próby 500 i 1000 obserwacji, przy różnych parametrach modelu generującego 
dane. W eksperymentach, w których przyjęto odchylenie standardowe na poziomie 
50–60% rzeczywistej wartości tego parametru, co skutkowało wyraźną niezgodno-
ścią z hipotezą zerową testu Kupca, otrzymano oszacowanie mocy tego testu powy-
żej 70%. Eksperyment symulacyjny pokazał skalę spadku mocy testu Kupca wraz ze 
zbliżaniem się parametrów modelu VaR do parametrów procesu generującego dane 
(rys. 1)3. Przy 90-procentowym odchyleniu standardowym moc tego testu, w zależ-
ności od długości próby, spadała do ok. 60–70%.

Tabela 2. Moc testów jakości prognoz VaR, wielkość próby T = 500

Odchylenie standardowe w modelu generującym oszacowania VaR
σ = 0,50σreal σ = 0,55σreal σ = 0,60σreal σ = 0,65σreal σ = 0,70σreal

Test Kupca 0,8743 0,7970 0,7233 0,6793 0,6725
Test 
Markowa 0,2800 0,2916 0,2937 0,3003 0,3001

Test LB 0,3648 0,4000 0,4333 0,4475 0,4664
Test DQ 0,8868 0,8195 0,7508 0,7030 0,6755

Źródło: obliczenia własne.

Tabela 3. Moc testów jakości prognoz VaR, wielkość próby T = 1000

Odchylenie standardowe w modelu generującym oszacowania VaR
σ = 0,50σreal σ = 0,55σreal σ = 0,60σreal σ = 0,65σreal σ = 0,70σreal 

Test Kupca 0,9564 0,8966 0,8240 0,7510 0,6962
Test Markowa 0,4828 0,4966 0,5035 0,5013 0,5025
Test LB 0,7026 0,7330 0,7552 0,7728 0,7736
Test DQ 0,9714 0,9374 0,9014 0,8780 0,8612

Źródło: obliczenia własne.

Wyniki badania mocy rozważanych testów autokorelacji (Markowa, LB i DQ) 
pokazały małą moc testu Markowa w porównaniu do dwóch pozostałych procedur. 
Dla próby 500 obserwacji wynosiła ona ok. 30% (tab. 2). Spośród testów autoko-
relacji najlepszymi własnościami charakteryzował się test DQ. Dla próby 500 ob-
serwacji, przy wszystkich wariantach doboru parametrów, oszacowanie mocy prze-
kraczało 60%. Najmniejsza zaobserwowana moc w tym teście, otrzymana dla próby 
250 obserwacji w modelu z 90-procentowym odchyleniem standardowym, wynosiła 
ok. 30%. 

3 W tabelach zaprezentowane zostały wyniki dla wybranych modeli oraz wybranych wielkości 
próby, natomiast wszystkie otrzymane wyniki symulacji przedstawione są na rys. 3–6.
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Wyraźna poprawa mocy testów autokorelacji występowała przy wydłużaniu sze-
regu czasowego (rys. 2, 3, 4). Szczególnie szybki wzrost częstości odrzuceń zaob-
serwowano dla testu DQ. Dla prób większych niż 250 obserwacji, w każdym z roz-
ważanych modeli eksperymentu, moc testu DQ przekraczała 60%, zbliżając się do 
jedności przy największych próbach.

4. Wyniki badania empirycznego

Badanie empiryczne pozwoliło na zaprezentowanie analizy wybranych modeli VaR, 
wykorzystującej rozważane testy, na przykładzie rzeczywistego szeregu czasowego 
realizacji stopy zwrotu z indeksu DJIA od początku 1995 r. Zastosowano cztery 
popularne modele VaR (normal, GARCH(1,1)-normal, symulacji historycznej oraz 
Peak over Threshold – POT)4. Po przeprowadzeniu analizy dla całego szeregu od 
1995 r, wszystkie testy powtórzono dla podprób długości 250 obserwacji przesuwa-
nych w badanym okresie.

Tabela 4. Wyniki oceny jakości prognoz VaR w badaniu empirycznym dla indeksu WIG20, T = 3445

Model VaR
Normal GARCH-normal Symulacja historyczna POT

Test Kupca (p-wartość) 0,0000 0,0000 0,0000 0,2904
Test Markowa (p-wartość) 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Test LB (p-wartość) 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Test DQ (p-wartość) 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Udział przekroczeń 0,0681 0,0730 0,0695 0,0461
ESF1 0,0083 0,0083 0,0083 0,0078
ESF2 1,6765 1,7163 1,6957 1,4905

Źródło: obliczenia własne.

Tabela 5. Średnie wyniki oceny jakości prognoz VaR w badaniu empirycznym dla indeksu WIG20, 
T = 250

Model VaR
Normal GARCH-normal Symulacja historyczna POT

Test Kupca (p-wartość) 0,1243 0,0703 0,0979 0,5870
Test Markowa (p-wartość) 0,4272 0,3713 0,4053 0,7231
Test LB (p-wartość) 0,0791 0,0850 0,0975 0,2770
Test DQ (p-wartość) 0,0047 0,0019 0,0096 0,0126

Źródło: obliczenia własne.

4 Omówienie modeli VaR: normal, GARCH(1,1)-normal i symulacji historycznej można znaleźć 
w pracy [Jorion 2007], natomiast opis modelu POT w pracy [McNeil, Saladin 1997].
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Dla całego szeregu, liczącego ponad 3000 obserwacji, wartości statystyk opi-
sowych ESF1 i ESF2 oraz wyniki wszystkich testów przedstawione są w tabeli 4. 
Miara ESF1 pokazała, że udział przekroczeń w rozważanych modelach różnił się 
wyraźnie od założonych 5%. Z wartości ESF2 wyniknęło, że przeciętne przekrocze-
nie VaR stanowiło od ok. 50 do ok. 70% stopy zwrotu. Wszystkie rozważane testy, 
poza testem Kupca dla modelu POT, nakazały odrzucenie zastosowanych modeli. 
Otrzymane p-wartości były biskie zera.

W tabeli 5 przedstawione są uśrednione wyniki testów dla podprób długości 
250 obserwacji. Porównanie wyników dla szeregu liczącego ponad 3000 obserwacji 
z uśrednionymi wynikami dla podprób 250-elementowych pozwoliło na zaobserwo-
wanie wpływu długości próby na wynik testu. Dla dwóch rozważanych rozmiarów 
próby otrzymano znaczne różnice we wskazaniach testów. W przeciwieństwie do 
szeregów obejmujących historię indeksu od 1995 r., dla 250-elementowych szere-
gów brak było podstaw do odrzucenia większości modeli na poziomie istotności 5%. 
Zatem, zgodnie z wynikami eksperymentu symulacyjnego, sprzeczność w wynikach 
dla długich i krótkich prób w przykładzie empirycznym pokazała możliwość popeł-
niania błędów we wnioskowaniu statystycznym przy krótkich szeregach czasowych.

5. Podsumowanie

W niniejszym opracowaniu przedstawiono eksperyment symulacyjny, którego ce-
lem było porównanie własności statystycznych testów stosowanych do oceny pro-
gnoz modeli ryzyka rynkowego. Pokazano, że powszechnie stosowane testy zapro-
ponowane w latach 90. ubiegłego stulecia charakteryzują się gorszymi własnościami 
statystycznymi w porównaniu z testem Engla i Manganellego z 2004 r. Największą 
rozbieżność między wyznaczonym symulacyjnie rozmiarem testu a nominalnym po-
ziomem istotności otrzymano dla testu Markowa z 1998 r. Ponadto wyniki badania 
symulacyjnego pokazały małą moc tego testu w porównaniu z innymi rozważany-
mi testami autokorelacji. Spośród testów autokorelacji najlepszymi własnościami 
charakteryzował się dynamiczny test kwantylowy. Wyraźna poprawa mocy testów 
występowała przy wydłużaniu szeregu czasowego. Dla prób większych niż 250, 
w każdym z rozważanych modeli, moc testu DQ przekraczała 60%, zbliżając się do 
jedności przy największych próbach.

Badanie empiryczne pozwoliło na zaprezentowanie wyników rozważanych testów 
na przykładzie rzeczywistego szeregu czasowego. Porównanie wyników pochodzą-
cych z szeregu ponad 3000 obserwacji z uśrednionymi wynikami dla podprób 250-ele-
mentowych pokazało znaczne różnice we wskazaniach testów. W pierwszym przy-
padku wyniki prawie wszystkich testów odrzuciły zastosowane modele, natomiast 
w drugim, na poziomie istotności 5%, brak było podstaw do odrzucenia większości 
modeli. Różnice w wynikach dla krótkich i długich prób pokazały na przykładzie em-
pirycznym, zgodnie z wynikami badania symulacyjnego, możliwość popełniania błę-
dów we wnioskowaniu statystycznym przy krótkich szeregach czasowych.
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METHODS FOR EVALUATING VALUE-AT-RISK FORECASTS – 
COMPARATIVE ANALYSIS

Summary: Models for risk measurement in capital market rise problems with their evaluation 
due to the lack of possibility to observe real VaR series. Analytical formulas cannot be used 
in case of time-changing distributions of financial variables. In consequence, in the last two 
decades a lot of testing procedures have been proposed to verify quality of risk models. In 
the paper, we presented comparative analysis of methods for evaluating VaR forecasts. We 
analysed test for the number of VaR exceptions as well as tests for autocorrelation of VaR 
violations. We showed that widely used tests from the 1990s have lower power that the prop-
osition of Engle and Mangianelli from 2004. In the empirical part we used four VaR models 
for WIG20 index which were applied with testing procedures.

Keywords: VaR, Kupiec test, Markow test, dynamic quantile test.
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