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ASYMETRIA W UJĘCIU BOSHNAKOVA – 
PROPOZYCJA METODY SZACOWANIA MIAR 
ASYMETRII Z PRÓBY

Streszczenie: W opracowaniu przedstawiona jest koncepcja G.N. Boshnakova, dotycząca 
wybranych, alternatywnych, funkcyjnych i liczbowych miar asymetrii, odzwierciedlających 
asymetrię względem mody rozkładu. W odniesieniu do miar nazywanych krzywą asymetrii 
i współczynnikiem asymetrii zaproponowana jest autorska procedura estymacji, która następ-
nie weryfikowana jest za pomocą badań symulacyjnych.

Słowa kluczowe: asymetria rozkładu, krzywa asymetrii, współczynnik asymetrii.

1. Wstęp

W ekonomicznych badaniach empirycznych niejednokrotnie stwierdza się, że lewe 
i prawe strony analizowanych rozkładów różnią się między sobą. Znamiennym 
przykładem rozkładów niesymetrycznych – w ogólnym sensie – są zwroty z indek-
sów giełdowych czy też tempa wzrostu cen akcji. Wobec tego rozpoznanie rodza-
ju, kierunku i stopnia asymetrii analizowanego rozkładu empirycznego jest bardzo 
istotne, chociażby z tego powodu, że strategia inwestora na czas hossy nie może być 
„odwrotnością” strategii na czas bessy.

Istnieje wiele miar (liczbowych i funkcyjnych) służących badaniu asymetrii roz-
kładów (por. prace [Doksum 1975; MacGillivray 1986]). Jednak każda z nich ze 
względu na swą specyfikę odzwierciedla odmienną własność rozkładu, a ponadto 
każda ma pewne ograniczenia co do zakresu stosowalności.

Niniejsze opracowanie stanowi kontynuację wcześniejszych badań autorów (ze-
branych w opracowaniu [Stachura, Wodecka 2011]) dotyczących pomiaru asymetrii 
rozkładów. Celami opracowania są: 1) prezentacja koncepcji przedstawionej w pra-
cy [Boshnakov 2007], traktującej o alternatywnych, funkcyjnych i liczbowych mia-
rach asymetrii odzwierciedlających asymetrię względem mody, a nie jak zazwyczaj 
względem średniej lub mediany; 2) propozycja metody szacowania zdefiniowanych 
miar asymetrii.
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2. Pomiar asymetrii w ujęciu Boshnakova

Przewagą koncepcji z pracy [Boshnakov 2007] jest zakres jej stosowalności, gdyż 
przy założeniu ciągłości i jednomodalności rozkładu1 nie ma potrzeby czynić żad-
nych innych restrykcji, w szczególności w odniesieniu do momentów rozkładu, 
a zatem nie muszą istnieć nie tylko skośność czy odchylenie standardowe, ale na-
wet i wartość oczekiwana. Samo zaś ujęcie asymetrii w sensie Boshnakova można 
przedstawić następująco. 

Niech dany będzie rozkład ciągły, jednomodalny o gęstości f, dystrybuancie F 
i modzie m. Wówczas dla dowolnie ustalonego l > 02 można dobrać jedyne takie  
x = x(l) oraz y = y(l), że f(m + x) = f(m – y) oraz l = x + y. Powstają w ten sposób 
funkcje x(l) i y(l), które przez parametryzację (x(l), y(l)) określają na płaszczyźnie 
tzw. krzywą asymetrii. Istotę konstrukcji funkcji x(l) i y(l) oraz krzywej asymetrii 
oddają odpowiednio wykresy (a) i (b) na rys. 13.

Rys. 1. Konstrukcja krzywej asymetrii

Źródło: opracowanie własne.

Krzywa asymetrii umożliwia rozpoznanie typu asymetrii rozkładu, ponieważ le-
żąc poniżej prostej y = x (tzn. x(l) ˃ y(l)), wskazuje na asymetrię dodatnią, natomiast 

1 W opracowaniu rozkład ciągły, jednomodalny rozumiany jest ex definitione jako rozkład, którego 
gęstość jest ściśle rosnąca w przedziale (–∞, m) i ściśle malejąca w przedziale (m, +∞), gdzie m jest 
modą. Z punktu widzenia analiz empirycznych szeregów czasowych (takich jak logarytmiczne stopy 
zwroty) przyjmowane założenie nie jest restrykcyjne, gdyż za modelowe rozkłady teoretyczne przyj-
muje się wówczas właśnie tego typu rozkłady.

2 l nie może być jednak większe niż długość nośnika rozkładu, czyli l ≤ diam (supp(f)).
3 Wszystkie prezentowane w opracowaniu wykresy wykonane są w środowisku R.
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leżąc powyżej prostej y = x (tzn. x(l) < y(l)), wskazuje na asymetrię ujemną. Możliwa 
jest także sytuacja jak na rys. 1, w której zmienne względem prostej y = x położenie 
krzywej asymetrii wskazuje, że wewnętrzna (w odniesieniu do mody) część rozkła-
du jest asymetryczna w lewo, zaś stosownie duża część rozkładu – uwzględniająca 
ogony – asymetryczna w prawo. Widać więc, że krzywa asymetrii odzwierciedla 
kierunek i stopień asymetrii rozkładu od mody aż po krańce rozkładu.

Na podstawie funkcji x(l) i y(l) G.N. Boshnakov zdefiniował też znacznie wy-
godniejszą w interpretacji, syntetyczną, liczbową miarę asymetrii (oznaczaną dalej 
ra i nazywaną współczynnikiem asymetrii). W pełni ogólności w tym celu odwo-
łał się do funkcji rozmieszczenia masy (decomposition concentration function) G 
dowolnej miary μ (zadanej na σ-ciele zbiorów Borelowskich ℬ) względem miary 
Lebesgue’a ℒ, określonej:

)(lG  =  sup { µ (A) : ℒ(A) l≤ , ∈A ℬ }  dla 0>l
(1)

)(lG  =  0 dla 0≤l
oraz do istniejącej ℒ-prawie wszędzie pochodnej g tej funkcji (por. [Hengartner, The-
odorescu 1973; Boshnakov 2003]). Na podstawie tych funkcji określił on ra jako:

 ar  =  −+ − rr , (2) 

gdzie: +r = IEg ( l
lx )( ) = )()( ldGl

lx∫
+∞

∞−
, −r = IEg ( l

ly )( ) = ( ) ( ).y l
l dG l

+∞

−∞∫
W przypadku jednak ciągłego, jednomodalnego rozkładu miary probabilistycz-

nej funkcje G oraz g (będące wtedy nota bene dystrybuantą i odpowiadającą jej 
gęstością) daje się wyrazić bardzo prosto, gdyż (por. [Boshnakov 2003]):

)(lG  =  ( ( )) ( ( )),F m x l F m y l+ − −  )(lg  =  ( ( ))f m x l+  dla 0>l (3)
)(lG  =  )(lg  =  0 dla 0≤l .

Tak zdefiniowane współczynniki mają własności: r+, r– ∈ 〈0, 1〉, r+ +r– = 1,  
ra ∈ 〈–1, 1〉. Dzięki temu możliwa jest następująca, typowa interpretacja współczyn-
nika asymetrii. Jeżeli ra < 0, to rozkład charakteryzuje się asymetrią ujemną, a gdy  
ra < 0 – dodatnią. Ponadto wartości |ra| bliskie 1 wskazują na silną asymetrię rozkładu.

Odnotować należy charakterystyczną własność miary ra. Mianowicie decydują-
cy wpływ na jej wartość ma obszar rozkładu zlokalizowany nieopodal mody, a ob-
szary położone coraz dalej od mody mają wpływ coraz mniejszy4. Zatem znaczenie 
ogonów rozkładu może być w niektórych przypadkach wręcz znikome. Wobec tego, 
pomiaru asymetrii przy użyciu ra powinno się dokonywać, gdy badane są rozkłady 
o lekkich ogonach lub przynajmniej gdy – z punktu widzenia prowadzonych analiz – 

4 Własność ta jest bezpośrednią konsekwencją faktu, że g(l) jako gęstość maleje do zera przy 
l →+∞.
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informacje wnoszone z ogonów rozkładów nie są zbyt istotne, tudzież celowo należy 
ograniczyć wkład tych informacji.

3. Metoda szacowania miar asymetrii

Zaproponowana w opracowaniu metoda estymacji nawiązuje wprost do zależności 
danych wzorami (3). Można ją ująć w formę następującego algorytmu.

1. Wyznaczana jest gęstość empiryczna f̂  w postaci linii łamanej opadającej 
na krańcach rozkładu próbkowego do zera5 oraz moda empiryczna m̂  i największa 
wartość gęstości empirycznej M̂  ( M̂ = )ˆ(ˆ mf ).

Wyznaczenie gęstości jest zupełnie osobnym zagadnieniem i można się spotkać 
z wieloma rozwiązaniami tego problemu. Na potrzeby niniejszego opracowania wy-
korzystana jest gotowa funkcja z pakietu R z jej domyślnymi ustawieniami6. Przy 
tym w przypadkach, w których gęstość z próby nie w pełni odpowiada jednomodal-
ności7 rozkładu, dokonywana jest jej korekta, polegająca na tym, że wartości z oto-
czenia każdego minimum lokalnego, leżącego z dala od mody, zostają zawyżone do

Rys. 2. (a) – korekta oszacowania gęstości (linia przerywana – przykładowe oszacowanie gęstości; 
linia ciągła – opisana korekta tego oszacowania); (b) – konstrukcja ciągów x

i
, y

i
, l

i

Źródło: opracowanie własne.

5 Taka postać gęstości jest jedynie intuicyjnym wyobrażeniem ciągu punktów „węzłowych” tej 
gęstości, do których odwołuje się algorytm. Łatwiej jest bowiem w ten sposób wyjaśnić istotę samej 
procedury szacowania. Co więcej, zastosowany estymator jądrowy daje gęstość właśnie w postaci cią-
gu punktów.

6 Użyto funkcję density z gaussowskim jądrem całkowym, zwracającą 512 punktów „węzłowych”. 
Wstępne badania symulacyjne pokazały, że wybór jądra całkowego w zasadzie nie ma wpływu na uzy-
skiwane oszacowania gęstości.

7 Tzn. w przypadkach, gdy z dala od mody rozkładu pojawiają się nieznaczne maksima lokalne.
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wartości maksimum lokalnego, występującego bezpośrednio za tym minimum („za” 
w sensie „dalej od mody”)8 (por. wykres (a) na rys. 2).

2. Ustalany jest ciąg di (i ∈{1, …, n}) poziomów cięć gęstości o wartościach 
z przedziału ˆ(0, )M  w taki sposób, by wartości ciągu skupiały się przy zerze, co 
w konsekwencji sprawia, że odpowiadające poziomom di długości li – wyznaczane 
w dalszym ciągu – przyrastają z grubsza równomiernie (tzn. Dli = li – li–1 są porów-
nywalnych rzędów), dzięki czemu nie jest pomijany wkład obszarów leżących na 
ogonach rozkładu na wartości estymowanych miar.

W opracowaniu wybierano ciągi malejące wykładniczo do zera, postaci: di = 
( )ˆ exp bi

nM ⋅ - , gdzie b > 0 jest parametrem dobieranym zależnie od rozkładu9. Ogól-
nie zaś ciągi te z jednej strony powinny odpowiadać asymptotyce zaniku ogonów 
rozkładu, a z drugiej powinny być na tyle „gęste”, by właściwie pokryć rejon mody.

3. Wyznaczane są ciągi ix , iy , il  w taki sposób, aby il  =  ii yx + , id  =  
)ˆ(ˆ

ixmf +  =  )ˆ(ˆ
iymf - . Procedura ta sprowadza się do prostych operacji algebra-

icznych (co ilustruje wykres (b) na rys. 2).
4. Za pomocą ciągu punktów (xi, yi) aproksymowana zostaje krzywa asymetrii. 

Wystarczy bowiem nanieść te punkty na wykres10.

5. Wyznaczane są sumy11 +s  =  
2

,i

i

n
x

i il
i

d l
=

D∑  -s  =  ii

n

i
l
y ld
i

i D∑
=2

, które służą 

aproksymacji współczynnika asymetrii, obliczanego jako ar̂  =  -+ - rr ˆˆ , gdzie: 

+r̂  =  )(/ -++ + sss , -r̂  =  )(/ -+- + sss . Korekta wartości współczynników +s  i 
-s  do +r̂  i -r̂ , wynika z tego, że suma -+ + ss  obliczana na podstawie próby może 

się nieznacznie różnić od 1, co jest m.in. efektem korekty gęstości empirycznej nad-
mienionej w punkcie 1 algorytmu12.

4. Badania symulacyjne

Aby zweryfikować zaproponowaną procedurę estymacji, przeprowadzono badania 
symulacyjne (wykonane w środowisku R) na podstawie rozkładów: standardowego 
normalnego (SN); t-Studenta o 3 stopniach swobody (TS); asymetrycznie-normal-

8 Trzeba mieć jednak świadomość, że taka transformacja powoduje, że uzyskana funkcja przestaje 
być gęstością (całka z niej jest większa od 1). Skutkuje to w efekcie koniecznością wprowadzenia ko-
rekty w szacowaniu wartości całek, opisanej w kroku 5. algorytmu.

9 Po wstępnych badaniach symulacyjnych przyjęto b = 8.
10 Algorytm w tym momencie można zakończyć, jeśli celem jest tylko oszacowanie krzywej asy-

metrii.
11 Sumy te są przybliżeniami całek definiujących r

+
 i r

–
, opartymi na najprostszej metodzie aprok-

symacji całki za pomocą sumy pól prostokątów odzwierciedlających pole pod całkowaną funkcją.
12 W przedstawianych dalej badaniach symulacyjnych stwierdzane są jedynie dodatnie odstępstwa 

od 1, przeciętnie o ok. 0,01–0,03.
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Rys. 3. Linie kwantylowe z aproksymant krzywych asymetrii (linie przerywane) i teoretyczne krzywe 
asymetrii (ciągłe linie pogrubione)

Źródło: opracowanie własne.
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nego13 z parametrami a = 1,2, b = 0,8 (AN); Pareto-wykładniczego14 z parametrami α 
= 2, λ = 2, c = 0,5 (PW). Dla każdego rozkładu wysymulowano próbę ustalonej liczeb-
ności n (wybrano n = 250 oraz n = 10 000)15 i na jej podstawie wyznaczono aproksy-
mantę krzywej asymetrii, a następnie obliczono wartości: +r̂ , -r̂  i ar̂ . Taką procedu-
rę powtórzono J = 10 000 razy i na podstawie kompletu J replikacji wyznaczono linie 
kwantylowe (rzędów 0,1; 0,3; 0,5; 0,7; 0,9) z aproksymant krzywych asymetrii (ilustra-
cja na rys. 3) oraz mediany z poszczególnych +r̂ , -r̂  i ar̂  (wyniki przedstawia tab. 1).

Wykresy z rys. 3 wskazują w przypadku rozkładów symetrycznych na ideal-
ną zgodność mediany aproksymant krzywej asymetrii z jej odpowiednikiem teore-
tycznym, a w przypadku niesymetrycznych – dość znaczącą zgodność linii kwan-
tylowych z przebiegiem krzywej teoretycznej (w sensie bardzo zbliżonych kształtu 
i krzywizny oraz obejmowania przez linie kwantylowe tej krzywej). Widoczne jest 
także, iż wraz ze wzrostem liczebności próby następuje większe zbliżenie linii 
kwantylowych względem siebie (zaobserwowane również na – nieprezentowanych 
tu – parach wykresów sporządzanych w tych samych skalach).

Tabela 1. Oszacowania liczbowych miar asymetrii i ich wartości teoretyczne16

Roz-
kład

Oszacowania symulacyjne (mediany) Wartości teoretyczne16

n = 10 000 n = 250 numeryczne analityczne

ra r+ r– ra r+ r– ra r+ r– ra r+ r–

SN 0,00292 0,50176 0,49884 –0,0007 0,50024 0,50086 0,0000 0,5000 0,5000 0 0,5 0,5

TS 0,00032 0,50552 0,50515 –0,0012 0,51527 0,51652 0,0000 0,5000 0,5000 0 0,5 0,5

AN 0,11794 0,55897 0,44103 0,07829 0,53915 0,46085 0,1999 0,5999 0,4000 0,2 0,6 0,4

PW 0,01127 0,57703 0,56589 0,07953 0,5872 0,51203 –0,0924 0,4538 0,5462 – – –

Źródło: opracowanie własne.

Wyniki z tab. 1 dotyczące współczynnika asymetrii wskazują na bardzo dobre 
oszacowania tej miary dla rozkładów symetrycznych. Natomiast dla rozkładów nie-

13 Wprowadzenie asymetrii w rozkładzie normalnym sprowadza się do prostego chwytu polegają-
cego na osobnych liniowych przekształceniach ogonów gęstości f standardowego rozkładu normalnego 
do postaci: c×f(at) dla t ≤ 0 i c×f(bt) dla t ≥ 0, gdzie a, b > 0, zaś c = 2ab/(a + b).

14 Rozkład ten ma prawy ogon typu Pareto z parametrem α, a lewy typu wykładniczego z parame-
trem λ. Z kolei stała c odpowiada za rozmieszczenie masy między ogony rozkładu i jest tak dobrana, 
aby rozkład był jednomodalny. Pełna definicja tego rozkładu znajduje się w [Stachura, Wodecka 2011].

15 Liczebność 250 nawiązuje do liczby dni roboczych w ciągu roku kalendarzowego, a liczebność 
10 000 – dająca dużą próbę – stanowi punkt odniesienia do weryfikacji dokładności stosowanych pro-
cedur.

16 Dla niektórych rozkładów nie jest możliwe analityczne wyznaczenie współczynników r
+
, r

–
. 

Stąd podane zostały wartości tych współczynników wyznaczone numerycznie. Porównanie wartości 
numerycznych z analitycznymi (w przypadkach, dla których analityczne istnieją) wskazuje na dużą 
dokładność zastosowanej procedury numerycznej.
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symetrycznych można zaobserwować pewne rozbieżności. Najprawdopodobniej 
wynika to z tego, że wykorzystany estymator jądrowy daje nie w pełni dokładne 
szacowania gęstości, a przez to także mody. Co gorsza ujawnia się wówczas także 
wyraźna tendencja do stałego zawyżania bądź zaniżania wartości mody17, ponieważ 
estymator jądrowy „symetryzuje” przebieg szacowanej gęstości w okolicach mody 
(por. rys. 4). W konsekwencji, pojawiające się na etapie wyznaczania aproksymant 
krzywych asymetrii, odstępstwa od linii teoretycznych nawarstwiają się podczas 
wyznaczania sum s+ oraz s–.

Rys. 4. Rozbieżność oszacowań mody. Linia ciągła przedstawia gęstość teoretyczną,  
linia przerywana zaś – gęstość oszacowaną na podstawie przykładowej próby 
wysymulowanej zgodnie z gęstością teoretyczną

Źródło: opracowanie własne.

5. Podsumowanie

Oprócz podanych już wniosków płynących bezpośrednio z symulacyjnej weryfika-
cji zaproponowanej metody szacowania miar asymetrii należy ponadto wspomnieć 
o faktach ogólniejszych.

Prezentowana metoda szacowania miar, dająca dość dobre oszacowania już 
w swej bieżącej wersji, wymaga wprowadzenia pewnych korekt – zdaniem auto-

17 W dodatkowych badaniach symulacyjnych, weryfikujących efekt jednokierunkowego przesu-
nięcia mody z próby, stwierdzono, że dla analizowanych rozkładów symetrycznych na 1 000 000 po-
wtórzeń odsetki przeszacowanych i niedoszacowanych wartości mody (niezależnie od liczebności prób 
– 250 lub 10 000) są bardzo zbliżone i wynoszą wręcz 50% do 50%, a dodatkowo średnia z estymo-
wanych wartości mody jest bardzo bliska wartości teoretycznej (obciążenie: ok. –0,00025). Natomiast 
w przypadku rozkładów niesymetrycznych analogiczne odsetki są diametralnie inne i wynoszą ok. 
67% do ok. 33%, a rząd obciążenia wzrasta (obciążenie: ok. 0,12 dla liczebności próby 250 i ok. 0,059 
liczebności próby 10 000).
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rów – przede wszystkim w odniesieniu do estymatora gęstości empirycznej. W tym 
zakresie istnieje potrzeba prowadzenia dalszych badań.

Przedstawione miary asymetrii, a w szczególności krzywa asymetrii, w bardzo 
intuicyjny sposób odzwierciedlają typ i stopień asymetrii rozkładu, odwołując się 
przy tym do całego nośnika rozkładu.

Zamieszczona w opracowaniu koncepcja asymetrii rozkładu względem mody 
stanowi, jeśli nie pewną alternatywę, to przynajmniej znaczące uzupełnienie metod 
pomiaru asymetrii w odniesieniu do średniej i mediany. Przewagami tej koncepcji 
są z pewnością prostota intuicji leżących u jej podstaw, a także bardzo duży zakres 
stosowalności.
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BOSHNAKOV’S APPROACH TO ASYMMETRY –  
PROPOSAL OF ESTIMATION OF SAMPLE ASYMMETRY 
MEASURES

Summary: In the paper, a specific approach to measuring the asymmetry of distribution is 
presented. The approach was originally proposed by Boshnakov in 2007 and refers to quite 
intuitive ideas involving a mode of underlying distribution. Consequently, two notions: asym-
metry curve, and asymmetry index are introduced. The authors propose an algorithm that 
serves to estimate mentioned measures, and they verify its accuracy by simulation research.

Keywords: Asymmetry, asymmetry curve, asymmetry index.
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