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ANALIZA WRAŻLIWOŚCI 
ZMIENNOŚCI IMPLIKOWANEJ WZGLĘDEM 
INSTRUMENTU PODSTAWOWEGO OPCJI – 
PODEJŚCIE DYNAMICZNE

Streszczenie: Artykuł przedstawia procedurę i rezultaty zastosowania trzech podejść w ana-
lizie wrażliwości rynkowej zmienności implikowanej względem instrumentu podstawowego. 
Uzyskane wyniki empiryczne dotyczą zastosowania wygładzania wykładniczego; modelu re-
gresji, w którym wariancja warunkowa została opisana za pomocą modelu GARCH(1,1); oraz 
modelu dynamicznych korelacji warunkowych (DCC, Dynamic Conditional Correlation). 
Wyniki te wskazują na znaczne zróżnicowanie dynamiki kształtowania się współczynników 
regresji w zależności od zastosowanego podejścia.

Słowa kluczowe: opcja, zmienność implikowana, hedging.

1. Wstęp

Rynkowa zmienność implikowana jest najczęściej rozumiana jako zmienność in-
strumentu podstawowego wyliczana na podstawie rynkowej ceny opcji z zastosowa-
niem modelu Blacka-Scholesa-Mertona (zob. [Natenberg 1994; Alexander 2008]). 
Zgodnie z tym modelem odchylenie standardowe będące miarą zmienność jest sta-
łe. W rzeczywistości można jednak obserwować istotne różnice w implikowanym 
odchyleniu standardowym. Należą do nich: tzw. uśmiech zmienności (volatility 
smile), struktura terminowa (term structure) zmienności implikowanej oraz zmiany 
w czasie powyższych (zob. [Chance 2004; Bittman 2009]). Zmienność implikowana 
wykazuje poza tym dużą wrażliwość na zmiany ceny instrumentu podstawowego. 
Sytuacja taka występuje także w przypadku opcji na WIG20, będących przedmio-
tem obrotu na Giełdzie Papierów Wartościowych w Warszawie (więcej na ten temat 
[Węgrzyn 2010]).

Celem opracowania jest zaprezentowanie różnych podejść w analizie wrażliwo-
ści rynkowej zmienności implikowanej względem instrumentu podstawowego oraz 
ocena uzyskanych wyników. Wrażliwość ta została przeanalizowana na trzy sposo-
by: z zastosowaniem wygładzania wykładniczego, z zastosowaniem modelu regresji, 
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w którym wariancja warunkowa została opisana za pomocą modelu GARCH(1,1), 
oraz z zastosowaniem modelu dynamicznych korelacji warunkowych (DCC, Dyna-
mic Conditional Correlation).

Przedstawione wyniki badań stanowią przy tym część szerszych badań nad sku-
tecznością hedgingu dynamicznego z zastosowaniem koncepcji delty rynkowej. 
Koncepcja ta, zaproponowana przez C. Alexander [2008], pozwala na zastosowanie 
wrażliwości rynkowej zmienności implikowanej względem ceny instrumentu pod-
stawowego w hedgingu opcyjnym.

Odpowiednich analiz dokonano na podstawie danych z Giełdy Papierów Warto-
ściowych w Warszawie dotyczących kształtowania się indeksu WIG20 oraz zmien-
ności implikowanych będących w obrocie giełdowym opcji na indeks WIG20. 
Analiza objęła okres 2.01.2008 – 31.12.2009, co zapewniło uwzględnienie danych 
z okresu początków kryzysu finansowego oraz okres względnej stabilizacji w dru-
giej połowie 2009 r.

2. Określanie wrażliwości rynkowej zmienności implikowanej 
względem instrumentu podstawowego –  
metoda wygładzania wykładniczego

W celu określenia wpływu instrumentu podstawowego na zmienność implikowa-
ną opcji ATM1 można zastosować model o podstawowej postaci (zob. [Alexander 
2008]): 

,t t t t tY Rα β ε= + +

gdzie: 
( ) ( ) ( ) 1

,t t t tY S S Sθ θ θ
-

= D = -

1

1

,t t
t

t

S SR
S

-

-

-
=

( )tSθ  – zmienność implikowana opcji ATM w czasie t,

tS – poziom ceny instrumentu podstawowego w czasie t.

Aby rozpocząć właściwe analizy, należało najpierw obliczyć odpowiednie sze-
regi czasowe zmienności implikowanych. W celu uzyskania szeregów czasowych 
zmienności implikowanych opcji różniących się tylko kursem wykonania, a nie 
terminem wygasania, dokonano na podstawie zmienności opcji o różnych termi-
nach wygasania oszacowania zmienności dla teoretycznych opcji z takim samym 
okresem do wygaśnięcia (w tym wypadku wybrano liczbę 44 sesji, co odpowiada 
w przybliżeniu 2 miesiącom do terminu wygaśnięcia opcji). Tylko opcje o dwóch 
najbliższych terminach wygasania wykazują akceptowane minimum płynności, dla-

1 Opcja ATM (at-the-money) oznacza opcję, której cena wykonania jest równa cenie instrumentu 
podstawowego. 
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tego na podstawie zmienności implikowanej tych opcji oszacowano zmienność dla 
opcji z wybranym okresem do wygaśnięcia, stosując interpolację (ekstrapolację) li-
niową.

Na podstawie uzyskanych szeregów czasowych zmienności implikowanej obli-
czono zmienność dla opcji będącej cały czas ATM. Zmienność implikowaną opcji 
ATM wyliczano za każdym razem na podstawie zmienności trzech opcji o kursach 
wykonania najbliższych indeksowi WIG20, a do wyliczeń zastosowano w tym wy-
padku interpolację kwadratową. 

W dalszej kolejności, zgodnie z przedstawionym wcześniej modelem, określono 
wpływ zwrotów indeksu WIG20 na zmienność implikowaną opcji kupna ATM. Do 
oszacowania parametru βt zastosowano w pierwszej kolejności metodę średniej ru-
chomej ważonej wykładniczo: 

( )
( )

Cov ,ˆ ,
Var

t t
t

t

Y R
R

λλ

λ

β =

gdzie kowariancja (Covλ) i wariancja (Varλ) były estymowane za pomocą średniej 
ruchomej ważonej wykładniczo przy takiej samej stałej wygładzania λ = 0,95.

Rys. 1. Współczynniki regresji z zastosowaniem wygładzania wykładniczego w okresie od 1.07.2008 
do 31.12.2009 r.

Źródło: obliczenia własne. 

Oszacowane za pomocą wygładzania wykładniczego współczynniki regresji βt 
zostały przedstawione na rys. 1. Na rysunku tym można zaobserwować kształtowa-
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nie się współczynników w okresie od 1.07.2008 do 31.12.2009 r. Współczynniki te 
były zwykle ujemne i kształtowały się w granicach do ok. –1,3 do 0,1. Najsilniejszy 
ujemny wpływ można zaobserwować na początku października 2008 r., kiedy od-
notowano znaczne spadki indeksu WIG20, oraz w marcu 2009 r., gdy indeks zaczął 
wzrastać po długiej tendencji spadkowej. W tym okresie doszło do odwrócenia tren-
du spadkowego na wielu giełdach światowych. 

3. Zastosowanie modelu regresji z wariancją warunkową opisaną 
za pomocą modelu GARCH(1, 1)

W drugim z zastosowanych podejść do określania wpływu zwrotów indeksu WIG20 
na zmienność implikowaną opcji kupna ATM wykorzystano model regresji o nastę-
pującej postaci: 

1 2 1 ,t t t tY c R Yβ β ε-= + + +

gdzie Yt oraz Rt oznaczają jak poprzednio, natomiast wariancja warunkowa εt została 
opisana za pomocą modelu GARCH(1,1). 

Model GARCH(p, q) (generalized autoregressive conditional heteroscedastici-
ty) został po raz pierwszy zaproponowany przez T. Bollersleva [1986] i S.J. Taylora 
[1986] i jest uogólnionym modelem autoregresyjnej heteroskedastyczności warun-
kowej, który można zapisać jako: 

2 2 2 2 2
1 1 1 1 ,t t p t p t q t qσ α β ε β ε γ σ γ σ- - - -= + + ⋅ ⋅ ⋅ + + + ⋅ ⋅ ⋅ +

gdzie: α > 0, βi ≥ 0, γi ≥ 0 (więcej na ten temat: [Doman, Doman 2009; Osińska 2006; 
Pipień 2006]).

Oszacowania parametrów modelu dokonywano dla każdego kolejnego terminu 
za pomocą metody największej wiarygodności z rozkładem normalnym z zastoso-
waniemu programu komputerowego Time Series Modelling v4.31 (zob. [Davidson 
2011]). Dla przykładu w tab. 1 zostały przedstawione wyniki oszacowań na dzień 
31.12.2009 r. (500 obserwacji).

Tabela 1. Przykładowe wyniki oszacowania parametrów modelu

Parametry Oceny parametrów Błędy standardowe Poziomy t Poziomy p
c 0,0005 0,00128 0,389 0,697
β1 –0,43608 0,07909 –5,514 0,000
β2 –0,4081 0,05796 –7,041 0,000

Parametry równania wariancji
α 0,01437 0,0053 – –
β 0,43722 0,15181 2,88 0,004
γ 0,55769 0,1718 3,246 0,001

Źródło: obliczenia własne za pomocą programu Time Series Modelling 4.31.
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Rys. 2. Kształtowanie się współczynników regresji z zastosowaniem GARCH(1,1) oraz z zastosowaniem 
wygładzania wykładniczego w okresie od 1.07.2008 do 31.12.2009 r.

Źródło: obliczenia własne. 

Jak wskazują parametry modelu regresji, wpływ zwrotów indeksu WIG20 na 
zmiany implikowanego odchylenia standardowego był ujemny i istotny statystycz-
nie, podobnie jak wpływ opóźnionych zmian implikowanego odchylenia standar-
dowego. W wypadku parametrów modelu GARCH(1,1) istotne jest, że parametry β 
oraz γ są dodatnie i ich suma jest mniejsza od jedności, co świadczy o stacjonarności 
procesu. W tym wypadku poziom p był bardzo niski, ogólnie jednak poziomy p 
wzrastały przy mniejszej liczbie obserwacji. Na rysunku 2 przedstawiono współ-
czynniki regresji w okresie od 1.07.2008 do 31.12.2009 r. Na podstawie rysunku 
można stwierdzić, że przy tym podejściu współczynniki regresji kształtowały się 
w przedziale od ok. –0,5 do –0,3. Najsilniejszy ujemny wpływ indeksu na zmien-
ność implikowaną można zaobserwować na przełomie września i października 
2008 r. oraz w marcu 2009 r. Aby ułatwić porównanie współczynników regresji uzy-
skanych w wyniku tych dwóch zaprezentowanych podejść, na rys. 2 przedstawiono 
także kształtowanie się współczynników z zastosowaniem wygładzania wykładni-
czego. Na tej podstawie można zaobserwować, że współczynniki oszacowane za 
pomocą drugiego podejścia są zdecydowanie bardziej stabilne. 
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4. Zastosowanie modelu dynamicznych korelacji warunkowych 
DCC

Bardziej zaawansowane podejście do szacowania współczynników regresji może 
polegać na estymowaniu zmieniających się w czasie kowariancji za pomocą wie-
lowymiarowych modeli GARCH, takich jak model dynamicznych korelacji warun-
kowych DCC (Dynamic Conditional Correlation) (zob. [Engle 2002]) lub bardziej 
złożony model BEKK (zob. [Baba i in. 1991; Engle, Kroner 1995]). 

W 1990 r. T. Bollerslev [1990] przedstawił model stałych korelacji warunko-
wych (CCC, Constant Conditional Correlation), w którym zakłada się stałą kore-
lację warunkową w przestrzeni wielowymiarowej. R.F. Engle [2002] zaproponował 
nowy model, który zachowuje łatwość estymowania parametrów modelu stałej ko-
relacji Bollersleva, ale uwzględnia dynamiczne korelacje. Modele dynamicznych 
korelacji warunkowych (DCC) zachowują oszczędność jednowymiarowych modeli 
zmienności GARCH dla poszczególnych zmiennych z prostą, zmienną w czasie po-
dobnie do procesu GARCH korelacją. Te wielowymiarowe modele GARCH różnią 
się tym od innych specyfikacji, że parametry jednowymiarowych modeli GARCH są 
estymowane dla każdej ze zmiennych, a następnie, z wykorzystaniem reszt standary-
zowanych wynikających z pierwszego etapu, szacowana jest zmieniająca się w cza-
sie macierz korelacji (więcej na ten temat [Doman, Doman 2009; Osińska 2006]). 

Zaproponowana przez R.F. Engle’a [2002] struktura korelacji dynamicznej jest 
następująca: 

* 1 * 1
t t t tR Q Q Q- -=

'

1 1 1 1
1 ( ) ,

M N M N

t m n m t m t m n t n
m n m n

Q a b Q a b Qξ ξ- - -
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= - - + + 
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gdzie: Rt – zmienna w czasie macierz korelacji,
*
tQ – macierz diagonalna składająca się z pierwiastków kwadra-

towych elementów diagonalnych ,tQ

Q – bezwarunkowa macierz kowariancji reszt standaryzowa-
nych wynikających z pierwszego etapu estymacji,

( )~ 0,t tN Rξ – reszty standaryzowane przez ich warunkowe odchylenia 
standardowe,

am, bn – parametry skalarne modelu podlegające następującym ogra-
niczeniom: am ≥ 0 dla m = 1, ..., M; bn ≥ 0 dla n = 1, ..., N; 

1 1
1.

M N

m n
m n

a b
= =

+ <∑ ∑

Zasadniczo wymogi dla dodatniej określoności warunkowej kowariancji są takie 
same dla modelu DCC jak dla jednowymiarowego procesu GARCH. Ograniczenia 
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parametrów nie są konieczne, tylko wystarczające do zagwarantowania dodatniej 
określoności macierzy kowariancji warunkowej [Engle, Sheppard 2001].

W przypadku prowadzonych badań został zastosowany model DCC(1,1) w od-
niesieniu do okresu 2.01.2008 – 31.12.2009 r., w którym liczba dostępnych obser-
wacji wyniosła 500. W pierwszym etapie zostały oszacowane za pomocą programu 
Time Series Modelling parametry jednowymiarowych modeli GARCH(1, 1) dla 
zmiennej objaśnianej Yt i zmiennej objaśniającej Rt. Wyniki estymacji zostały przed-
stawione w tab. 2. Oszacowane parametry β oraz γ dla tych modeli wykazują istot-
ność statystyczną (p bliskie zera) i spełniają warunek nieujemności oraz ich sumy są 
w obydwu przypadkach mniejsze od jeden, co świadczy o stacjonarności procesów.

Tabela 2. Wyniki oszacowania parametrów modeli

Parametry Oceny parametrów Błędy standardowe Poziomy t Poziomy p
Parametry równania wariancji dla zmiennej objaśnianej Yt

α 0,0181 0,0053 – –
β 0,37033 0,12271 3,018 0,003
γ 0,56704 0,14095 4,023 0,000

Parametry równania wariancji dla zmiennej objaśniającej Rt

α 0,00977 0,0023 – –
β 0,08861 0,02714 3,265 0,001
γ 0,8904 0,02376 37,475 0,000

Parametry modelu DCC
a 0,06366 59 812,6 0,000 0,999
b 2,055719e-15 8,58782e+8 0,000 0,999

Źródło: obliczenia własne za pomocą programu Time Series Modelling 4.31.

Następnie zostały oszacowane parametry dla modelu DCC. Wyniki estymacji 
tych parametrów zostały również podane w tab. 2. Zarówno parametr a, jak i b są 
w tym wypadku nieistotne statystycznie, co wynika z nałożenia na te parametry 
ograniczeń wynikających z założeń. W pierwszej próbie (bez restrykcji) parametry 
były istotne statystycznie, ale parametr b osiągnął wartość ujemną, co nie gwarantu-
je dodatniej określoności macierzy kowariancji. Przy zastosowaniu ograniczeń osza-
cowanie parametru jest na dodatnim poziomie bardzo zbliżonym do zera.

Model DCC pozwala określić dynamiczne kowariancje warunkowe pomiędzy 
zmiennymi Yt oraz Rt, a model GARCH(1,1) dla zmiennej Rt określa jej wariancję 
warunkową, dlatego współczynnik regresji może zostać oszacowany jako iloraz ko-
wariancji warunkowej i wariancji warunkowej. 

W wyniku zastosowania tego podejścia na podstawie oszacowanych modeli 
(tab. 2) wyznaczono dynamiczne współczynniki regresji. Kształtowanie się tych 
współczynników przedstawiono na rys. 3 wraz ze współczynnikami wynikającymi 
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z zastosowania wygładzania wykładniczego. Na podstawie rysunku można zauwa-
żyć, że współczynniki z zastosowaniem modelu DCC mają znacznie większą dyna-
mikę niż współczynniki wynikające z wygładzania wykładniczego. Kształtują się 
one w przedziale od około –2,8 do 0,2, podczas gdy współczynniki z zastosowaniem 
wygładzania w przedziale od ok. –1,3 do 0,1.

Rys. 3. Kształtowanie się współczynników regresji z zastosowaniem modelu DCC oraz zastosowaniem 
wygładzania wykładniczego w okresie od 1.07.2008 do 31.12.2009 r.

Źródło: obliczenia własne. 

Podobny wniosek można wyciągnąć na postawie porównania modelu DCC(1,1) 
z przedstawionym wcześniej modelem z zastosowaniem GARCH(1,1), w przypad-
ku którego współczynniki regresji kształtowały się stosunkowo stabilnie. Wyniki 
zastosowania modelu DCC(1,1) wskazują zatem na największą dynamikę kształto-
wania się współczynników regresji, w przeciwieństwie do modelu z zastosowaniem 
GARCH(1,1), który wykazał z kolei najmniejszą dynamikę spośród zaprezentowa-
nych podejść.

5. Zakończenie

Głównym celem opracowania były prezentacja i ocena różnych podejść do określa-
nia wrażliwości rynkowej zmienności implikowanej względem instrumentu podsta-
wowego. Przeprowadzona analiza pozwoliła tylko na wstępną ocenę zastosowanych 
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podejść. Aby w pełni porównać praktyczną skuteczność tych podejść, należałoby 
przeprowadzić dalszą analizę ich zastosowania w hedgingu opcyjnym. Zastosowa-
nie w tym celu modelu DCC wymaga jednak większej liczby obserwacji. Większa 
liczba obserwacji pozwoliłaby także na zastosowanie bardziej złożonych modeli. 

W analizie wrażliwości rynkowej zmienności implikowanej względem instru-
mentu podstawowego warto, jak się wydaje, zwrócić w szczególności uwagę na pro-
blem asymetrii. W tym względzie na przykład L. Cappiello, R.F. Engle i K. Shep-
pard [2006], zajmując się ograniczeniami oryginalnego modelu DCC-MV-GARCH 
w zakresie efektów asymetrycznych, wprowadzili asymetrię do samego modelu 
DCC. G.A. Vargas [2006] polecił z kolei nowszy model do skuteczniejszego radze-
nia sobie z efektami asymetrycznymi. Ten nowy model jest rozwinięciem modelu 
blokowej dynamicznej korelacji warunkowej (BDCC, Block Dynamic Conditional 
Correlation) opracowanego przez M. Billio, M. Caporina i M. Gobbo [2006]. Roz-
wój samych tylko modeli DCC daje zatem nowe możliwości analizy współzależno-
ści w zakresie nie tylko dwóch, ale wielu zmiennych. 
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ANALYSIS OF THE SENSITIVITY OF IMPLIED VOLATILITY  
TO THE UNDERLYING INSTRUMENT OF OPTION –  
A DYNAMIC APPROACH

Summary: This paper presents the procedure and results of the application of three approach-
es in the analysis of the sensitivity of market implied volatility to the underlying instrument. 
The empirical results relate to the application of exponential smoothing; regression model, in 
which the conditional variance is explained by the GARCH(1,1) model; and the dynamic con-
ditional correlation (DCC) model. These results show significant differences in the dynamics 
of shaping the regression coefficients depending on the applied approach. 

Keywords: Option, implied volatility, hedging. 
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