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ANALIZA WRAZLIWOSCI

ZMIENNOSCI IMPLIKOWANEJ WZGLEDEM
INSTRUMENTU PODSTAWOWEGO OPCJI —
PODEJSCIE DYNAMICZNE

Streszczenie: Artykul przedstawia procedurg i rezultaty zastosowania trzech podej$¢ w ana-
lizie wrazliwos$ci rynkowej zmienno$ci implikowanej wzgledem instrumentu podstawowego.
Uzyskane wyniki empiryczne dotycza zastosowania wygltadzania wyktadniczego; modelu re-
gresji, w ktorym wariancja warunkowa zostata opisana za pomoca modelu GARCH(1,1); oraz
modelu dynamicznych korelacji warunkowych (DCC, Dynamic Conditional Correlation).
Wyniki te wskazuja na znaczne zréznicowanie dynamiki ksztaltowania si¢ wspotczynnikow
regresji w zaleznosci od zastosowanego podejscia.

Stowa kluczowe: opcja, zmienno$¢ implikowana, hedging.

1. Wstep

Rynkowa zmienno$¢ implikowana jest najczgéciej rozumiana jako zmienno$¢ in-
strumentu podstawowego wyliczana na podstawie rynkowej ceny opcji z zastosowa-
niem modelu Blacka-Scholesa-Mertona (zob. [Natenberg 1994; Alexander 2008]).
Zgodnie z tym modelem odchylenie standardowe bedace miara zmienno$¢ jest sta-
te. W rzeczywisto$ci mozna jednak obserwowac¢ istotne réznice w implikowanym
odchyleniu standardowym. Naleza do nich: tzw. u$miech zmiennosci (volatility
smile), struktura terminowa (term structure) zmienno$ci implikowanej oraz zmiany
w czasie powyzszych (zob. [Chance 2004; Bittman 2009]). Zmienno$¢ implikowana
wykazuje poza tym duza wrazliwos¢ na zmiany ceny instrumentu podstawowego.
Sytuacja taka wystepuje takze w przypadku opcji na WIG20, bedacych przedmio-
tem obrotu na Gieldzie Papierow Wartosciowych w Warszawie (wigcej na ten temat
[Wegrzyn 2010]).

Celem opracowania jest zaprezentowanie réznych podejs¢ w analizie wrazliwo-
sci rynkowej zmiennosci implikowanej wzgledem instrumentu podstawowego oraz
ocena uzyskanych wynikow. Wrazliwosc¢ ta zostala przeanalizowana na trzy sposo-
by: z zastosowaniem wygladzania wyktadniczego, z zastosowaniem modelu regresji,
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w ktérym wariancja warunkowa zostata opisana za pomoca modelu GARCH(1,1),
oraz z zastosowaniem modelu dynamicznych korelacji warunkowych (DCC, Dyna-
mic Conditional Correlation).

Przedstawione wyniki badan stanowia przy tym cz¢$¢ szerszych badan nad sku-
tecznoscia hedgingu dynamicznego z zastosowaniem koncepcji delty rynkowe;.
Koncepcja ta, zaproponowana przez C. Alexander [2008], pozwala na zastosowanie
wrazliwo$ci rynkowej zmiennos$ci implikowanej wzgledem ceny instrumentu pod-
stawowego w hedgingu opcyjnym.

Odpowiednich analiz dokonano na podstawie danych z Gietdy Papierow Warto-
sciowych w Warszawie dotyczacych ksztattowania si¢ indeksu WIG20 oraz zmien-
nosci implikowanych bedacych w obrocie gietdowym opcji na indeks WIG20.
Analiza objeta okres 2.01.2008 — 31.12.2009, co zapewnito uwzglednienie danych
z okresu poczatkéw kryzysu finansowego oraz okres wzglednej stabilizacji w dru-
giej potowie 2009 r.

2. Okreslanie wrazliwosci rynkowej zmiennos$ci implikowanej
wzgledem instrumentu podstawowego —
metoda wygladzania wykladniczego

W celu okreslenia wptywu instrumentu podstawowego na zmienno$¢ implikowa-
na opcji ATM' mozna zastosowa¢ model o podstawowej postaci (zob. [Alexander
2008]):

)]t:at+ﬂth+gt’

gdzie:
Yt = Ae(s)t = Q(S)t - G(S)t—l ’
Rt — St _St—l ,
S

6(S), — zmienno$¢ implikowana opcji ATM w czasie ,
S, — poziom ceny instrumentu podstawowego w czasie .

Aby rozpocza¢ wlasciwe analizy, nalezato najpierw obliczy¢ odpowiednie sze-
regi czasowe zmienno$ci implikowanych. W celu uzyskania szeregéw czasowych
zmienno$ci implikowanych opcji rézniacych si¢ tylko kursem wykonania, a nie
terminem wygasania, dokonano na podstawie zmienno$ci opcji o réznych termi-
nach wygasania oszacowania zmiennosci dla teoretycznych opcji z takim samym
okresem do wygasnigcia (w tym wypadku wybrano liczbg 44 sesji, co odpowiada
w przyblizeniu 2 miesiacom do terminu wygasnigcia opcji). Tylko opcje o dwoch
najblizszych terminach wygasania wykazuja akceptowane minimum ptynnosci, dla-

"' Opcja ATM (at-the-money) oznacza opcje, ktorej cena wykonania jest rOwna cenie instrumentu
podstawowego.
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tego na podstawie zmienno$ci implikowanej tych opcji oszacowano zmienno$¢ dla
opcji z wybranym okresem do wygasnigcia, stosujac interpolacje (ekstrapolacjg) li-
niowa.

Na podstawie uzyskanych szeregow czasowych zmiennos$ci implikowanej obli-
czono zmienno$¢ dla opcji bedacej caty czas ATM. Zmienno$¢ implikowana opcji
ATM wyliczano za kazdym razem na podstawie zmiennos$ci trzech opcji o kursach
wykonania najblizszych indeksowi WIG20, a do wyliczen zastosowano w tym wy-
padku interpolacj¢ kwadratowa.

W dalszej kolejnosci, zgodnie z przedstawionym weczesniej modelem, okreslono
wplyw zwrotow indeksu WIG20 na zmienno$¢ implikowana opcji kupna ATM. Do
oszacowania parametru 8, zastosowano w pierwszej kolejnosci metodg sredniej ru-
chomej wazonej wyktadniczo:

a1 _ Covl(Y;,Rt)
! Var, (R,)

b

gdzie kowariancja (Cov,) i wariancja (Var,) byly estymowane za pomoca $redniej
ruchomej wazonej wyktadniczo przy takiej samej statej wygtadzania 4 = 0,95.

0,2 -

-10-01

.
= -
< e
© =Y
1) S
)

2009-08-01
2009-09-01
009-11-01

2009-06-01
2009-07-

2009-05-01 -

2009-04-01

2009-03-01

2009-02-01

2008-12-01 -

2008-11-01

2008-10-01 -
2|
2009-

1,2

1,4 -

Wspétczynnik regresji

1,6

Rys. 1. Wspotczynniki regresji z zastosowaniem wygladzania wyktadniczego w okresie od 1.07.2008
do 31.12.2009 r.

Zrodto: obliczenia wlasne.

Oszacowane za pomoca wygltadzania wykladniczego wspotczynniki regresji f,
zostaly przedstawione na rys. 1. Na rysunku tym mozna zaobserwowac ksztattowa-



378 Ryszard Wegrzyn

nie si¢ wspotczynnikow w okresie od 1.07.2008 do 31.12.2009 r. Wspotczynniki te
byly zwykle ujemne i ksztaltowaty si¢ w granicach do ok. —1,3 do 0,1. Najsilniejszy
ujemny wplyw mozna zaobserwowaé na poczatku pazdziernika 2008 r., kiedy od-
notowano znaczne spadki indeksu WI1G20, oraz w marcu 2009 r., gdy indeks zaczat
wzrasta¢ po dlugiej tendencji spadkowej. W tym okresie doszto do odwrocenia tren-
du spadkowego na wielu gieldach swiatowych.

3. Zastosowanie modelu regresji z wariancja warunkowag opisana
za pomoca modelu GARCH(1, 1)

W drugim z zastosowanych podejs¢ do okreslania wptywu zwrotow indeksu WIG20
na zmienno$¢ implikowana opcji kupna ATM wykorzystano model regresji o naste-
pujacej postaci:

Y=c+BR +BY  +¢&,

gdzie Y oraz R oznaczaja jak poprzednio, natomiast wariancja warunkowa ¢, zostata
opisana za pomoca modelu GARCH(1,1).

Model GARCH(p, q) (generalized autoregressive conditional heteroscedastici-
ty) zostal po raz pierwszy zaproponowany przez T. Bollersleva [1986] i S.J. Taylora
[1986] i jest uogdlnionym modelem autoregresyjnej heteroskedastycznosci warun-
kowej, ktory mozna zapisac jako:

O-tz =0£+/316‘,2_1 +"'+ﬂp5;2-p +7/1O-z2—1 +"'+7qo-t2—q:
gdzie: >0, 8> 0, y.> 0 (wigcej na ten temat: [Doman, Doman 2009; Osinska 2006,
Pipien 2006]).

Oszacowania parametrow modelu dokonywano dla kazdego kolejnego terminu
za pomoca metody najwigkszej wiarygodnos$ci z rozktadem normalnym z zastoso-
waniemu programu komputerowego Time Series Modelling v4.31 (zob. [Davidson
2011]). Dla przyktadu w tab. 1 zostaly przedstawione wyniki oszacowan na dzien
31.12.2009 r. (500 obserwacji).

Tabela 1. Przyktadowe wyniki oszacowania parametréw modelu

Parametry Oceny parametréow | Btedy standardowe Poziomy ¢ Poziomy p
c 0,0005 0,00128 0,389 0,697
B, —0,43608 0,07909 5,514 0,000
B, —0,4081 0,05796 —7,041 0,000
Parametry rownania wariancji
a 0,01437 0,0053 — —
s 0,43722 0,15181 2,88 0,004
y 0,55769 0,1718 3,246 0,001

Zrédto: obliczenia whasne za pomoca programu Time Series Modelling 4.31.
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Rys. 2. Ksztattowanie si¢ wspolczynnikow regresji z zastosowaniem GARCH(1,1) oraz z zastosowaniem
wygladzania wyktadniczego w okresie od 1.07.2008 do 31.12.2009 r.

Zrodto: obliczenia wlasne.

Jak wskazuja parametry modelu regresji, wptyw zwrotow indeksu WIG20 na
zmiany implikowanego odchylenia standardowego byt ujemny i istotny statystycz-
nie, podobnie jak wplyw opdznionych zmian implikowanego odchylenia standar-
dowego. W wypadku parametréw modelu GARCH(1,1) istotne jest, ze parametry /3
oraz y sa dodatnie i ich suma jest mniejsza od jednosci, co §wiadczy o stacjonarnosci
procesu. W tym wypadku poziom p byl bardzo niski, ogdlnie jednak poziomy p
wzrastaty przy mniejszej liczbie obserwacji. Na rysunku 2 przedstawiono wspot-
czynniki regresji w okresie od 1.07.2008 do 31.12.2009 r. Na podstawie rysunku
mozna stwierdzi¢, ze przy tym podejsciu wspotczynniki regresji ksztattowaty sie
w przedziale od ok. —0,5 do —0,3. Najsilniejszy ujemny wplyw indeksu na zmien-
no$¢ implikowana mozna zaobserwowac na przelomie wrzesnia i pazdziernika
2008 r. oraz w marcu 2009 r. Aby utatwi¢ poroéwnanie wspotczynnikow regresji uzy-
skanych w wyniku tych dwoch zaprezentowanych podejs¢, na rys. 2 przedstawiono
takze ksztattowanie si¢ wspotczynnikow z zastosowaniem wygtadzania wyktadni-
czego. Na tej podstawie mozna zaobserwowac, ze wspotczynniki oszacowane za
pomoca drugiego podejscia sa zdecydowanie bardziej stabilne.
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4. Zastosowanie modelu dynamicznych korelacji warunkowych
DCC

Bardziej zaawansowane podejscie do szacowania wspotczynnikéw regresji moze
polega¢ na estymowaniu zmieniajacych si¢ w czasie kowariancji za pomoca wie-
lowymiarowych modeli GARCH, takich jak model dynamicznych korelacji warun-
kowych DCC (Dynamic Conditional Correlation) (zob. [Engle 2002]) Iub bardziej
ztozony model BEKK (zob. [Baba i in. 1991; Engle, Kroner 1995]).

W 1990 r. T. Bollerslev [1990] przedstawil model statych korelacji warunko-
wych (CCC, Constant Conditional Correlation), w ktorym zaktada si¢ stata kore-
lacj¢ warunkowa w przestrzeni wielowymiarowej. R.F. Engle [2002] zaproponowat
nowy model, ktory zachowuje fatwo$¢ estymowania parametréw modelu stalej ko-
relacji Bollersleva, ale uwzglednia dynamiczne korelacje. Modele dynamicznych
korelacji warunkowych (DCC) zachowuja oszcz¢dnos¢ jednowymiarowych modeli
zmiennosci GARCH dla poszczegdlnych zmiennych z prosta, zmienna w czasie po-
dobnie do procesu GARCH korelacja. Te wielowymiarowe modele GARCH ro6znia
si¢ tym od innych specyfikacji, ze parametry jednowymiarowych modeli GARCH sa
estymowane dla kazdej ze zmiennych, a nastgpnie, z wykorzystaniem reszt standary-
zowanych wynikajacych z pierwszego etapu, szacowana jest zmieniajaca si¢ w cza-
sie macierz korelacji (wigcej na ten temat [Doman, Doman 2009; Osinska 2006]).

Zaproponowana przez R.F. Engle’a [2002] struktura korelacji dynamicznej jest
nastepujaca:

R=0700"

0 =[1—Zam —Zb,,]é 2, b+ 2,0

gdzie: R — zmienna w czasie macierz korelacji,
Q* — macierz diagonalna sktadajaca si¢ z pierwiastkow kwadra-
! towych elementow diagonalnych Q,,
Q — bezwarunkowa macierz kowariancji reszt standaryzowa-

nych wynikajacych z pierwszego etapu estymacii,
é~ N(O, Rt) — reszty standaryzowane przez ich warunkowe odchylenia
standardowe,
— parametry skalarne modelu podlegajace nastepujacym ogra-
niczeniom: ¢ >0dlam=1,..,M;b >0dlan=1, .., N;

M N
>a,+Y b, <l
m=1

n=1

m> n

Zasadniczo wymogi dla dodatniej okreslonosci warunkowej kowariancji sa takie
same dla modelu DCC jak dla jednowymiarowego procesu GARCH. Ograniczenia
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parametréw nie sa konieczne, tylko wystarczajace do zagwarantowania dodatnie;j
okreslonosci macierzy kowariancji warunkowej [Engle, Sheppard 2001].

W przypadku prowadzonych badan zostal zastosowany model DCC(1,1) w od-
niesieniu do okresu 2.01.2008 — 31.12.2009 r., w ktéorym liczba dostgpnych obser-
wacji wyniosta 500. W pierwszym etapie zostaly oszacowane za pomoca programu
Time Series Modelling parametry jednowymiarowych modeli GARCH(1, 1) dla
zmiennej objasnianej Y, i zmiennej objasniajacej R . Wyniki estymacji zostaty przed-
stawione w tab. 2. Oszacowane parametry f§ oraz y dla tych modeli wykazuja istot-
nos$¢ statystyczna (p bliskie zera) i spelniaja warunek nieujemnosci oraz ich sumy sa
w obydwu przypadkach mniejsze od jeden, co §wiadczy o stacjonarno$ci procesow.

Tabela 2. Wyniki oszacowania parametrow modeli

Parametry | Oceny parametréw | Bledy standardowe | Poziomy ¢ Poziomy p
Parametry rownania wariancji dla zmiennej objasnianej Y,

o 0,0181 0,0053 - -
s 0,37033 0,12271 3,018 0,003
y 0,56704 0,14095 4,023 0,000

Parametry rownania wariancji dla zmiennej objasniajacej R,

a 0,00977 0,0023 - -
b 0,08861 0,02714 3,265 0,001
y 0,8904 0,02376 37,475 0,000

Parametry modelu DCC

0,06366 59 812,6 0,000 0,999
2,055719¢-15 8,58782¢+8 0,000 0,999

Zrédlo: obliczenia whasne za pomoca programu Time Series Modelling 4.31.

Nastepnie zostaly oszacowane parametry dla modelu DCC. Wyniki estymacji
tych parametréw zostalty rowniez podane w tab. 2. Zar6wno parametr a, jak i b sa
w tym wypadku nieistotne statystycznie, co wynika z natozenia na te parametry
ograniczen wynikajacych z zatozen. W pierwszej probie (bez restrykcji) parametry
byly istotne statystycznie, ale parametr b osiagnat warto$¢ ujemna, co nie gwarantu-
je dodatniej okreslono$ci macierzy kowariancji. Przy zastosowaniu ograniczen osza-
cowanie parametru jest na dodatnim poziomie bardzo zblizonym do zera.

Model DCC pozwala okresli¢c dynamiczne kowariancje warunkowe pomigdzy
zmiennymi Y oraz R, a model GARCH(1,1) dla zmiennej R, okresla jej wariancjg
warunkowa, dlatego wspolczynnik regresji moze zosta¢ oszacowany jako iloraz ko-
wariancji warunkowej i wariancji warunkowej.

W wyniku zastosowania tego podejscia na podstawie oszacowanych modeli
(tab. 2) wyznaczono dynamiczne wspotczynniki regresji. Ksztalttowanie si¢ tych
wspotczynnikow przedstawiono na rys. 3 wraz ze wspotczynnikami wynikajacymi
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z zastosowania wygladzania wyktadniczego. Na podstawie rysunku mozna zauwa-
zy¢, ze wspotczynniki z zastosowaniem modelu DCC maja znacznie wigksza dyna-
mike niz wspotezynniki wynikajace z wygtadzania wyktadniczego. Ksztaltuja si¢
one w przedziale od okoto —2,8 do 0,2, podczas gdy wspotczynniki z zastosowaniem
wygladzania w przedziale od ok. —1,3 do 0,1.

0,5

-3

— Wspétczynnik z zastosowaniem DCC — Wspotczynnik z zastosowaniem wygtadania wyktadniczego

Rys. 3. Ksztattowanie si¢ wspotczynnikow regresji z zastosowaniem modelu DCC oraz zastosowaniem
wygladzania wyktadniczego w okresie od 1.07.2008 do 31.12.2009 r.

Zrodto: obliczenia whasne.

Podobny wniosek mozna wyciagnaé¢ na postawie porownania modelu DCC(1,1)
z przedstawionym wczesniej modelem z zastosowaniem GARCH(1,1), w przypad-
ku ktorego wspotczynniki regresji ksztattowatly si¢ stosunkowo stabilnie. Wyniki
zastosowania modelu DCC(1,1) wskazuja zatem na najwicksza dynamike ksztalto-
wania si¢ wspotczynnikow regresji, w przeciwienstwie do modelu z zastosowaniem
GARCH(1,1), ktory wykazat z kolei najmniejsza dynamike spos$rdd zaprezentowa-
nych podejsc.

5. Zakonczenie

Glownym celem opracowania byty prezentacja i ocena roznych podej$¢ do okresla-
nia wrazliwo$ci rynkowej zmiennosci implikowanej wzgledem instrumentu podsta-
wowego. Przeprowadzona analiza pozwolita tylko na wstepna oceng zastosowanych
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podejs¢. Aby w petni poréwnaé praktyczna skutecznos¢ tych podej$¢, nalezaloby
przeprowadzi¢ dalsza analiz¢ ich zastosowania w hedgingu opcyjnym. Zastosowa-
nie w tym celu modelu DCC wymaga jednak wigkszej liczby obserwacji. Wigksza
liczba obserwacji pozwolilaby takze na zastosowanie bardziej ztozonych modeli.

W analizie wrazliwosci rynkowej zmienno$ci implikowanej wzgledem instru-
mentu podstawowego warto, jak si¢ wydaje, zwroci¢ w szczegdlnosci uwage na pro-
blem asymetrii. W tym wzglgdzie na przyktad L. Cappiello, R.F. Engle i K. Shep-
pard [2006], zajmujac si¢ ograniczeniami oryginalnego modelu DCC-MV-GARCH
w zakresie efektow asymetrycznych, wprowadzili asymetri¢ do samego modelu
DCC. G.A. Vargas [2006] polecit z kolei nowszy model do skuteczniejszego radze-
nia sobie z efektami asymetrycznymi. Ten nowy model jest rozwinigciem modelu
blokowej dynamicznej korelacji warunkowej (BDCC, Block Dynamic Conditional
Correlation) opracowanego przez M. Billio, M. Caporina i M. Gobbo [2006]. Roz-
woj samych tylko modeli DCC daje zatem nowe mozliwosci analizy wspotzalezno-
sci w zakresie nie tylko dwoch, ale wielu zmiennych.
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ANALYSIS OF THE SENSITIVITY OF IMPLIED VOLATILITY
TO THE UNDERLYING INSTRUMENT OF OPTION —
A DYNAMIC APPROACH

Summary: This paper presents the procedure and results of the application of three approach-
es in the analysis of the sensitivity of market implied volatility to the underlying instrument.
The empirical results relate to the application of exponential smoothing; regression model, in
which the conditional variance is explained by the GARCH(1,1) model; and the dynamic con-
ditional correlation (DCC) model. These results show significant differences in the dynamics
of shaping the regression coefficients depending on the applied approach.

Keywords: Option, implied volatility, hedging.





