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ANALIZA NIESYMETRYCZNYCH DANYCH  
PREFERENCJI Z WYKORZYSTANIEM MODELU  
PUNKTU DOMINUJĄCEGO I MODELU GRAWITACJI 

Streszczenie: W artykule zaprezentowano dwa modele analizy niesymetrycznych danych 
preferencji: model punktu dominującego i model grawitacyjny. W modelu punktu dominu-
jącego na jednej mapie percepcyjnej przedstawia się punkty reprezentujące badane obiekty 
oraz punkt reprezentujący hipotetyczny obiekt posiadający największą przewagę konkuren-
cyjną. Model grawitacyjny został wykorzystany do graficznej prezentacji zmian preferencji 
w czasie. Jego zaletą jest to, że może być stosowany do porównania w różnych okresach 
dwóch, niekoniecznie dokładnie takich samych, zbiorów obiektów. 

Słowa kluczowe: dane niesymetryczne, badanie preferencji, skalowanie wielowymiarowe, 
model punktu dominującego, model grawitacyjny. 

DOI: 10.15611/pn.2015.384.34 

1. Wstęp 

Większość badań wykorzystujących metody skalowania wielowymiarowego prze-
prowadzana jest na podstawie symetrycznej macierzy niepodobieństw ijδ  obrazu-
jących odległości między obiektami iO  oraz jO , gdzie , 1,  2,  ,  i j n=   (n – licz-
ba obiektów)1. W badaniach preferencji macierz niepodobieństw często nie jest 
symetryczna. Jeżeli niesymetryczność wynika np. z błędu pomiaru lub z tenden-
cyjności ocen respondentów, najbardziej popularnym zabiegiem jest uśrednienie 
niediagonalnych elementów macierzy. 

Jednak istnieje szeroka gama problemów badawczych, dla których dane zawarte 
w macierzy niepodobieństw z założenia nie spełniają warunku symetryczności, tzn. 
                      

1 Macierz ta jest nazywana macierzą odległości, jeżeli niepodobieństwo obiektów mierzy się za 
pomocą miar odległości, natomiast macierzą bliskości, gdy niepodobieństwa mierzy się za pomocą 
miar bliskości. 
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ij jiδ δ≠  dla ji ≠  (zob. m.in. [Holyoak, Gordon 1983; Tversky, Gati 1982; Harsh-
man i in. 1982; Chino 1978]). Przykładem może być macierz, w której element  
w i-tym wierszu i j-tej kolumnie przedstawia liczbę osób, którzy w okresie t-1 wybie-
rali markę i, a w okresie t wybierają markę j. Przedstawioną macierz należy trakto-
wać jako macierz podobieństw, ponieważ wysoka wartość elementu macierzy  
oznacza, że konsumenci chętnie dokonują zamiany marki, a tym samym, zgodnie ze 
swoimi preferencjami, traktują je jako podobne. Dla takich danych symetryzacja 
macierzy poprzez uśrednienie odpowiednich wielkości niepodobieństw prowadzi  
do utraty cennych informacji dotyczących analizowanego zjawiska. Tym samym 
konieczne jest zastosowanie metod właściwych dla danych niesymetrycznych. 

W artykule zaprezentowano dwa modele analizy niesymetrycznych danych 
preferencji: model punktu dominującego i model grawitacyjny. Zastosowanie mo-
delu punktu dominującego pozwala na wskazanie na mapie percepcyjnej hipote-
tycznej marki posiadającej przewagę konkurencyjną na rynku. Model grawitacyjny 
oparty na analizie unfolding zostanie wykorzystany do badania zmian preferencji  
w czasie. Jego zaletą jest to, że może być stosowany do porównania w różnych 
okresach dwóch, niekoniecznie dokładnie takich samych, zbiorów obiektów. 

2. Model punktu dominującego 

W modelu punktu dominującego na mapie percepcyjnej dokonuje się rozmieszcze-
nia punktów ix , jx  ( , 1,  2,  ,  i j n=  ) reprezentujących obiekty oraz punktu do-
minującego y reprezentującego obiekt hipotetyczny. Punkt dominujący wyraża 
zjawisko asymetrii dla całej macierzy niepodobieństw (zob. rys. 1). W modelu tym 
przyjmuje się, że podobieństwa ijp  są malejącą funkcją skorygowanych odległości 

ijm (zob. [Okada, Imaizumi 2007)]): 

 ( )ij ijp f m= , (1) 

gdzie:  ( , ) ( )ij i j ij i jm m d u d d= = − −x x  – skorygowana odległość od ix  do jx , 

( )2

1

s

ij ia ja
a

d x x
=

= −∑  – odległość między ix  a jx , 

( )2

1

s

k a ka
a

d y x
=

= −∑  – odległość między  kx ( jik  ,= ) a punktem dominu-

jącym y,  
s – wymiar przestrzeni prezentacji wyników, 
 ( 0)u u >  – waga określająca znaczenie asymetrii w relacjach między 

obiektami. 
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Rys. 1. Wspólna konfiguracja dwóch punktów reprezentujących obiekty oraz punktu dominującego 

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Okada, Imaizumi 2007]. 
 
Jeżeli ji dd < , to skorygowana odległość ix  od jx  jest większa niż odległość 

jx  od ix  ( ),(),( ijji mm xxxx > ), co oznacza, że j-ty obiekt jest bardziej podobny 
do i-tego obiektu niż obiekt i-ty do obiektu j-tgo. W związku z tym, skoro iji dd < , 
to ( ) ( )yxxy ,, jj mm > , tym samym j-ty obiekt jest bardziej podobny do hipotetycz-
nego obiektu reprezentowanego przez punkt dominujący niż obiekt hipotetyczny 
do obiektu j-tego. Ponieważ zależność taka zachodzi dla wszystkich par punktów 
reprezentujących obiekty dlatego punkt dominujący reprezentuje hipotetyczny 
obiekt, którego podobieństwo do wszystkich pozostałych obiektów jest zawsze 
mniejsze niż podobieństwo pozostałych punktów do punktu hipotetycznego.  
W badaniach marketingowych punkt dominujący będzie więc przedstawiał hipote-
tyczną markę posiadającą największą przewagę konkurencyjną, tzn. większa część 
konsumentów będzie skłonna zrezygnować z każdej marki na rzecz marki hipote-
tycznej. Przykład konfiguracji punktów, z której wynika, że największą przewagę 
konkurencyjną posiada marka c, przedstawia rys. 2. 

 

 
Rys. 2. Konfiguracja punktów reprezentujących wybrane marki oraz punkt dominujący 

Źródło: opracowanie własne. 
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Wspólna konfiguracja punktów reprezentujących obiekty i punkt dominujący 
oraz wagi u wyznaczane są za pomocą niemetrycznego skalowania wielowymia-

rowego na podstawie macierzy uśrednionych ocen preferencji ijp∗ =  C , gdzie 

2
jiij

ij
pp

p
+

=∗  oraz dla )0(y  znajdującego się w początku układu współrzędnych 

(por. [Kruskal 1964; Okada, Imaizumi 2007]). 
W kolejnych cyklach iteracyjnych wspólna konfiguracja punktów oraz wagi 

minimalizujące wartość funkcji dopasowania STRESS: 

 ( ) ( )2 2

, 1 , 1
  

ˆ /
n n

ij ij ij
i j i j
i j i j

S m m m m
= =
≠ ≠

= − −∑ ∑ , (2) 

gdzie: ijm̂  – monotoniczna funkcja regresji między ijm  a ijp , 

∑
≠
=−

=
n

ji
ji

ijm
nn

m

 
1,

ˆ
)1(

1 , 

są wyznaczane z wykorzystaniem metody gradientowej. Po K-tym cyklu iteracyj-
nym wynoszą one: 

ia

K
ia

K
ia x

Sxx
δ
δα−= −1 , 

 
a

K
a

K
a y

Syy
δ
δα−= −1 , (3) 

u
Suu KK

δ
δα−= −1 , 

przy czym α  jest współczynnikiem kroku zmieniającym się w każdym cyklu itera-
cyjnym (zob. np. [Bąk 2004, s. 101]). 

3. Model grawitacyjny 

Kolejny model analizy danych niesymetrycznych to model grawitacyjny oparty na 
analizie unfolding. W modelu tym na jednej mapie percepcyjnej przedstawiane są 
punkty reprezentujące zarówno wiersze macierzy preferencji, jak i punkty repre-
zentujące jej kolumny. W przeciwieństwie do klasycznej analizy unfolding, w któ-
rej przyjmuje się założenie, że preferencje respondentów determinowane są przez 
takie same wymiary, w modelu grawitacyjnym uwzględnia się dodatkowe czynni-
ki, które mają wpływ na preferencje. Są nimi m.in. udział w rynku marek, wartość 
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marki, wielkość dochodów, lojalność względem marki. Te dodatkowe czynniki  
w modelu grawitacyjnym określa się jako masy. W zależności od tego, czy są to 
czynniki wynikające z własności badanych obiektów czy respondentów, nazywa 
się je masą obiektu bądź masą respondenta. 

Model grawitacyjny określony jest równaniem (por. [DeSarbo i in. 2002]): 

 









= 2

ij

ij
iij d

SM
p

χβ

ϕ , (4) 

gdzie: ijp  – ocena preferencji i-tego respondenta względem j-tego obiektu, 

iϕ  – pewna monotonicznie nie malejąca funkcja dla i-tego respondenta, 

∑
=

−=
s

a
iajaij yxd

1

2)( – odległość między punktem obiektu (kolumny) jx   

a punktem respondenta (wiersza) iy , 

jM  – masa j-tego obiektu, 

iS  – masa i-tego respondenta, 
β  i χ  – parametry masy. 

W modelu grawitacyjnym przyjmiemy założenie, że oceny preferencji są 
wprost proporcjonalne do iloczynu mas, a odwrotnie proporcjonalne do odległości 
między punktami reprezentującymi wiersze i punktami reprezentującymi kolumny 
macierzy preferencji na mapie percepcyjnej. 

Algorytm grawitacyjnej analizy unfolding ma charakter iteracyjny i jest analo-
giczny jak w przypadku innych metod niemetrycznego skalowania wielowymiaro-
wego. Konfiguracje punktów w kolejnych cyklach iteracyjnych wyznaczane są za 
pomocą metody gradientowej (zob. [Kruskal 1964; Imaizumi 2005]). Jeżeli znane 
są wartości mas, nowe konfiguracje punktów można również wyznaczyć za pomo-
cą transformacji Guttmana (zob. [Borg, Groenen 2005, s. 297-298; Zaborski 
2011]). 

4. Przykład empiryczny 

Celem badania była analiza zmian zachodzących w preferencjach słuchaczy Uni-
wersytetu Trzeciego Wieku w Bolesławcu (woj. dolnośląskie) odnośnie do chęci 
uczestnictwa w określonych formach zajęć w okresie od 2007 r. do 2013 r. W ba-
daniu wzięto pod uwagę zajęcia, na które słuchacze uczęszczają zgodnie z dokona-
nym przez siebie wyborem. Są to: j. angielski, j. niemiecki, obsługa komputera, 
gimnastyka rehabilitacyjna, gimnastyka chińska i joga, zajęcia na basenie oraz 
nordic walking (marsze z kijkami). Nie uwzględniono specjalistycznych zajęć roz-
wijających zainteresowania i umiejętności słuchaczy, takich jak warsztaty malar-
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skie, rękodzieło czy warsztaty muzyczne, oraz cyklicznych otwartych wykładów 
tematycznych. Badaniem objęto 109 słuchaczy uniwersytetu, którzy niezmiennie 
uczestniczyli w zajęciach w analizowanym okresie. Ponieważ zajęcia z gimnastyki 
chińskiej i jogi oraz zajęcia na basenie rozpoczęły się dopiero od roku 2009, bada-
nie podzielono na dwa podokresy, tj. lata 2007-2009 i 2009-2013.  

W tabelach 1 a i b wskazano, jakie zmiany zaszły w dokonywanych przez słu-
chaczy uniwersytetu wyborach zajęć. Element i-tego wiersza i j-tej kolumny przed-
stawia liczbę słuchaczy, którzy na początku analizowanego okresu wybierali i-te 
zajęcia, zaś na koniec okresu j-te zajęcia. 

Tabela 1. Macierze podobieństw między wybranymi zajęciami 

a) lata 2007 – 2009 
Rodzaje zajęć j.ang j.niem komp g.reh g.chin basen n.walk mj 

j. angielski 17 4 4 1 0 4 1 32 
j. niemiecki 2 10 1 2 1 8 1 25 
obsługa komputera 4 2 22 4 1 5 1 39 
gimnastyka rehabilitacyjna 1 1 1 35 1 17 2 58 
nordic walking 0 0 0 1 1 1 4 7 
mi 24 17 28 43 5 35 9  

a) lata 2009 – 2013 
Rodzaje zajęć j.ang j.niem komp g.reh g.chin basen n.walk mj 

j. angielski 17 0 0 3 4 4 3 31 
j. niemiecki 0 8 0 2 7 10 3 30 
obsługa komputera 1 3 6 5 4 12 1 32 
gimnastyka rehabilitacyjna 0 0 0 45 4 6 2 57 
gimnastyka chińska  0 0 0 0 6 3 2 11 
basen 0 0 0 1 0 29 1 31 
nordic walking 0 0 0 1 0 0 9 10 
mi 18 11 6 57 25 64 21  

Źródło: opracowanie własne. 

 
Podobieństwa zawarte w tabeli 1 przekształcono w niepodobieństwa za pomocą 

funkcji grawitacji (zob. tab. 2): 
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Jako masy przyjęto liczby słuchaczy uczestniczących w określonych zajęciach. 
Na podstawie wyznaczonych macierzy niepodobieństw przeprowadzono dla każ-
dego okresu analizę unfolding, w wyniku czego otrzymano konfiguracje punktów 
reprezentujących wybrane rodzaje zajęć (zob. rys. 3). Ponieważ masy obiektów 
były znane, do wyznaczania w kolejnych cyklach iteracyjnych konfiguracji punk-
tów w analizie unfolding wykorzystano transformację Guttmana. 
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Tabela 2. Macierze niepodobieństw między wybranymi zajęciami 

a) lata 2007-2009 
Rodzaje zajęć j. ang. j. niem. komp. g. reh. g. chin. basen n. walk. 

j. angielski 6,72 11,66 14,97 37,09 12,65 16,73 16,97 
j. niemiecki 17,32 6,52 26,46 23,18 11,18 13,29 15,00 
obsługa komputera 15,30 18,21 7,04 20,48 13,96 16,52 18,73 
gimnastyka rehabilitacyjna 37,31 31,40 40,30 8,44 17,03 10,93 16,16 
nordic walking 0 0 0 17,35 5,92 15,65 3,97 

a) lata 2009 – 2013 
Rodzaje zajęć j. ang. j. niem. komp. g. reh. g. chin. basen n. walk. 

j. angielski 5,73 0 0 24,27 13,92 22,27 14,73 
j. niemiecki 0 6,42 0 29,24 10,35 13,86 14,49 
obsługa komputera 24,00 10,83 5,66 19,10 14,14 13,06 25,92 
gimnastyka rehabilitacyjna 0 0 0 8,50 18,87 24,66 24,46 
gimnastyka chińska 0 0 0 0 6,77 15,32 10,75 
basen 0 0 0 42,03 0 8,27 25,51 
nordic walking 0 0 0 23,87 0 0 4,83 

Źródło: opracowanie własne. 

 
Rozkłady punktów na mapach percepcyjnych (rys. 3 a i b) wskazują, że w la-

tach 2007-2009 nie zaszły znaczące zmiany w preferencjach słuchaczy. Pojawiły 
się nowe zajęcia (gimnastyka chińska i zajęcia na basenie),  ale punkty  reprezentu- 

 
a) 

 

b) 

 
 
Rys. 3. Konfiguracje punktów reprezentujących zajęcia a) ο w 2007 r. (1 – j. angielski, 2 – j. nie-
miecki, 3 – obsługa komputera, 4 – gimnastyka rehabilitacyjna, 5 – nordic walking) i ● w 2009 r.;  
b) ο w 2009 r. (1 – j. angielski, 2 – j. niemiecki, 3 – obsługa komputera, 4 – gimnastyka rehabilitacyj-
na, 5 – gimnastyka chińska, 6 – basen, 7 – nordic walking) i ● w 2013 r. 

Źródło: opracowanie własne. 
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jące pozostałe rodzaje zajęć na początku i na końcu analizowanego okresu leżą 
blisko siebie. Odmienna sytuacja ma miejsce w drugim z badanych okresów. Jeżeli 
w 2009 r. trudno jest zauważyć podobieństwa w preferencjach względem uwzględ-
nionych w badaniu zajęć, to w 2013 r. widoczne są grupy zajęć, które pod wzglę-
dem preferencji oceniane są jako podobne. W pierwszej grupie znalazły się j. an-
gielski, j. niemiecki i obsługa komputera, a w drugiej gimnastyka chińska i nordic 
walking. Zajęcia bardzo popularne, jednak różniące się pod względem podobień-
stwa preferencji, to gimnastyka rehabilitacyjna oraz zajęcia na basenie. 

5. Zakończenie 

W artykule zaprezentowano dwie metody skalowania wielowymiarowego dla nie-
symetrycznych danych preferencji. W porównaniu do innych metod analizy danych 
niesymetrycznych (zob. np. [Harshman i in. 1982; Chino 1978; Borg, Groenen 
2005, s. 497-503]) ich zaletą jest to, że posiadają łatwą interpretację geometryczną. 
Zastosowanie modelu punktu dominującego jest szczególnie uzasadnione w bada-
niach pozycji na rynku, gdyż pozwala wskazać na mapie percepcyjnej taki obiekt, 
który posiada przewagę konkurencyjną. Z kolei model grawitacyjny oparty na ana-
lizie unfolding umożliwia analizę zmian zachodzących w preferencjach. Ponieważ 
analizy dokonuje się na podstawie prostokątnej macierzy podobieństw, jego dodat-
kowym atutem jest to, że może być wykorzystywany, gdy w różnych okresach 
ocenie podlegają niekoniecznie takie same zbiory obiektów. 
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ASYMMETRIC PREFERENCE DATA ANALYSIS BY USING  
THE DOMINANCE POINT MODEL AND THE GRAVITY MODEL 

Summary: The paper presents two models of preference asymmetric data analysis:  
the dominance point model and the gravity model. In the dominance point model a joint 
configuration consists of points representing objects and the point which represents the  
hypothetical object having the strongest competitive power. The gravity model was used  
for the graphical presentation of the changes in respondents’ preferences in a definite period. 
Its advantage is that it can be used to compare two, not necessarily exactly the same sets  
of objects in different periods of time.  

Keywords: asymmetric data, preference analysis, multidimensional scaling, dominance po-
int model, gravity model. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 




