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Rozdzia� 1

Bilans materia�owy
Podstaw� wszystkich oblicze� w technologii chemicznej jest bilans materia�owy.

Od jego wykonania rozpoczyna si� projektowanie i rachunek ekonomiczny planowa-
nego lub istniej�cego procesu, a tak�e obliczanie dobowych (zmianowych) ilo�ci zu-
�ytych lub wyprodukowanych materia�ów. Chemik technolog dzieli ca�y proces
wytwarzania na operacje, których funkcjonowanie bada si� oddzielnie. Operacjami
jednostkowymi s� np.: przep�yw p�ynów, reakcje chemiczne, absorpcja, destylacja itd.
Operacje jednostkowe przebiegaj� w urz�dzeniach, zwanych jednostkami proceso-
wymi. Typowymi jednostkami procesowymi s�: reaktory, wymienniki ciep�a, urz�-
dzenia rozdzielaj�ce, kolumny destylacyjne itp.

We wszystkich jednostkach procesowych bez wzgl�du na ich z�o�ono�� obowi�-
zuj� m.in.:

� zasada zachowania masy (z wyj�tkiem reakcji j�drowych),
� zasada zachowania atomów (w reakcjach chemicznych),
� zasada zachowania energii.
Stosuje si� je do sporz�dzania bilansów materia�owych i energetycznych wszyst-

kich procesów chemicznych.
Wi�kszo�� procesów chemicznych zalicza si� do okresowych lub ci�g�ych. Proce-

sy okresowe s� bardziej ekonomiczne, gdy produkty wytwarza si� w ma�ej ilo�ci (np.
w przemy�le farmaceutycznym lub kosmetycznym), natomiast w produkcji wielkoto-
na�owej mamy prawie wy��cznie do czynienia z procesami ci�g�ymi.

Prawo zachowania masy przy bilansowaniu materia�owym jednostki procesowej
mo�na sformu�owa� nast�puj�co:

[masowe nat��enie przep�ywu strumieni dop�ywaj�cych]

– [masowe nat��enie przep�ywu strumieni odp�ywaj�cych]

= [szybko�� akumulacji wewn�trz aparatu]
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Proces ci�g�y przebiegaj�cy tak, �e cz�on odpowiadaj�cy akumulacji jest równy zeru
lub tak ma�y, �e mo�na go pomin��, nazywa si� procesem przebiegaj�cym w stanie
ustalonym. Dla takiego procesu bilans materia�owy sprowadza si� do prostszej postaci:

[masowe nat��enie przep�ywu strumieni dop�ywaj�cych]
= [masowe nat��enie przep�ywu strumieni odp�ywaj�cych]

Nat��enie przep�ywu masy mo�na np. wyra�a� w kg/s lub w kmol/s. W przypadku
reakcji chemicznej wygodniej jest stosowa� t� drug� jednostk� i wtedy mówimy
o molowym nat��eniu przep�ywu strumienia. Termin „nat��enie przep�ywu” bywa
czasem zast�powany okre�leniem „strumie�” i wtedy mówi si� np. o strumieniu mo-
lowym b�d� masowym.

Wi�kszo�� strumieni procesowych zawiera kilka rodzajów zwi�zków chemicznych,
czyli sk�adników. Je�eli w obr�bie uk�adu nie zachodz� reakcje chemiczne, to dla ka�dego
z przep�ywaj�cych sk�adników w stanie ustalonym spe�nione jest równanie:

[nat��enie przep�ywu sk�adnika dop�ywaj�cego]
= [nat��enie przep�ywu sk�adnika odp�ywaj�cego]

Za�o�enie, �e proces przebiega w stanie ustalonym, jest uproszczeniem. Szybko��
akumulacji masy w rzeczywistym procesie mo�e by� ma�a, lecz nigdy nie jest dok�ad-
nie równa zeru. Nat��enia przep�ywu nie s� sta�e, lecz zmieniaj� si� wokó� warto�ci
�rednich. Niemniej jednak koncepcja stanu ustalonego jest wyj�tkowo przydatna do
opisu �redniej szybko�ci produkcji w procesach chemicznych*.

1.1. Analiza bilansu materia�owego

Równanie bilansu materia�owego dla stanu ustalonego, gdy nie przebiegaj� reakcje
chemiczne, wydaje si� do�� proste. Dla procesów o du�ej liczbie strumieni wielo-
sk�adnikowych trudno jednak okre�li� liczb� równa� i liczb� niewiadomych bez prze-
strzegania nast�puj�cych zasad post�powania (10 przykaza� bilansu materia�owego),
które sformu�owa� Himmelblau [20]:

1. Narysowa� schemat procesu, okre�li� obszar bilansowania.
2. Zaznaczy� strumienie (nat��enie przep�ywu) i ich sk�ad.
3. Nanie�� warto�ci znane.
4. Nanie�� lub wyszczególni� warto�ci nieznane.
5. Okre�li� liczb� niezale�nych równa� bilansowych i sprawdzi�, czy uk�ad tych rów-

na� mo�na rozwi�za�. Je�eli nie, znale�� dodatkowe dane lub za�o�y� ich warto�ci.
6. Wybra� uk�ad odniesienia (jednostek).
7. U�o�y� uk�ad równa� bilansowych do rozwi�zania.

_________
*W dalszej cz��ci podr�cznika wszystkie rozwa�ania b�d� dotyczy� procesów w stanie ustalonym.
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8. Wybra� sposób rozwi�zania uk�adu równa�.
9. Rozwi�za� uk�ad równa�.

10. Sprawdzi� poprawno�� rozwi�zania.
Komentarza wymaga tutaj p. 6 dotycz�cy wyboru jednostek, zw�aszcza jednostki

czasu. W uk�adzie SI podstawow� jednostk� czasu jest sekunda, ale chemikowi tech-
nologowi trudno by�oby przyj�� sekund� za okres bilansowania procesu chemicznego.
Dla przyk�adu instalacja produkuj�ca 20 000 Mg (ton) specyfiku rocznie nale�y ju�
raczej do instalacji du�ych. Wielko�� tej produkcji przeliczona na godzin� wynosi
2525,4 kg, na sekund� za� – 0,7015 kg produktu g�ównego przy za�o�eniu 330 dni
produkcyjnych roku. Bilansuj�c proces zgodnie z uk�adem SI, b�dziemy operowa�
ma�ymi i bardzo ma�ymi liczbami, nie daj�cymi wyobra�enia o skali produkcji. Poza
tym ma�e liczby b�d� zaokr�glane przez urz�dzenia licz�ce, co mo�e odbi� si� na do-
k�adno�ci oblicze�. W wielu przypadkach lepiej zatem jest stosowa� tradycyjne jed-
nostki nat��enia przep�ywu masy, tzn. kg/h i kmol/h.

Praktyczne zastosowanie algorytmu 10 przykaza� Himmelblau w obliczeniach bi-
lansowych przedstawiono w przyk�adzie 1.1.

Przyk�ad 1.1. Pilotow� kolumn� destylacyjn� zastosowano do odzyskania roz-
puszczalnika z roztworu wodnego zawieraj�cego 2% molowych tego rozpuszczalnika.
Molowe nat��enie przep�ywu roztworu wynosi 20 kmol/h. Destylat zawiera 80% mo-
lowych rozpuszczalnika, a ciecz wyczerpana – 0,08% mol. Obliczy� nat��enie prze-
p�ywu wszystkich sk�adników (strumienie) i ich sk�ad.

Rys. 1.1. Schemat bilansowy procesu do zadania 1.1
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Zestawienie wielko�ci znanych

U�amki molowe
Nr

strumienia

Wielko��
strumienia,

kmol/h Woda Rozpuszczalnik

1 20 0,98 0,02
2 X 0,20 0,80
3 Y 0,9992 0,0008

Poniewa� suma u�amków molowych ka�dego strumienia wynosi 1, mo�na wi�c
by�o obliczy� u�amek molowy wody w ka�dym strumieniu. W ten sposób wype�niono
punkty 1–4 algorytmu Himmelblau. Jak wida� z tabelki, dwa parametry – X i Y
– pozostaj� nieznane. Okre�lenie liczby niezale�nych równa� bilansowych jest sto-
sunkowo proste. Poniewa� wyst�puj� w uk�adzie dwa sk�adniki – rozpuszczalnik
i woda – istniej� dwa niezale�ne równania bilansu materia�owego:

� dla rozpuszczalnika:

0,02�20 = 0,8X + 0,0008Y,

� dla wody:

0,98�20 = 0,2X + 0,9992Y.

Odpowied�: Z rozwi�zania tego uk�adu równa� otrzymujemy: X = 0,048 kmol/h,
Y = 19,52 kmol/h. Pozostaje jeszcze sprawdzenie poprawno�ci rozwi�zania.

Podany przyk�ad zawiera wszystkie elementy trudniejszych zagadnie�, zwi�za-
nych z bilansem materia�owym.

Jednostk� procesow� opisuje Nc równa� bilansu materia�owego, po jednym dla
ka�dego z Nc sk�adników przez ni� przep�ywaj�cych. Równania ogranicze� dla u�am-
ków molowych oznaczaj�, �e suma u�amków molowych (wagowych) jest równa 1 dla
ka�dego strumienia. Równania ogranicze� procesowych wynikaj� np. ze sk�adu stru-
mieni (powietrze ma sta�y stosunek zawarto�ci tlenu do azotu) lub charakterystyki
pracy jednostki procesowej.

Je�eli granice jednostki procesowej przekracza Ns strumieni i ka�dy strumie� za-
wiera Nc sk�adników, to ca�kowit� liczb� zmiennych Nv we wszystkich równaniach
obliczamy z zale�no�ci:

Nv = Ns(Nc + 1) + Np (1.1)

w której Np jest liczb� parametrów procesowych. Je�eli jeden lub wi�cej sk�adników
nie wyst�puje w jednym lub kilku strumieniach, równanie (1.1) nie obowi�zuje i ca�-
kowit� liczb� zmiennych Nv w równaniach nale�y obliczy�. Jest jeszcze mo�liwe inne
za�o�enie, dopuszczane przez niektórych autorów. Gdy dany sk�adnik nie wyst�puje
w strumieniu, mo�na za�o�y� jego obecno��, przyjmuj�c, �e u�amek molowy (wago-
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wy) tego sk�adnika nale�y do zespo�u zmiennych procesowych i jego warto�� równa
si� zeru. Mo�na wtedy skorzysta� z równania (1.1).

Je�eli istnieje Ne niezale�nych równa� zawieraj�cych wszystkie Nv zmiennych, to
liczba zmiennych projektowych (decyzyjnych) Nd wynosi

Nd = Nv – Ne (1.2)

Liczba równa� musi by� bowiem równa liczbie niewiadomych. Wyra�enie Nd

 – Nv – Ne okre�la liczb� stopni swobody uk�adu. Je�eli liczba stopni swobody jest
dodatnia, uk�ad jest niedookre�lony lub niedostatecznie okre�lony. Je�eli natomiast ma
ona warto�� ujemn�, uk�ad jest nadokre�lony i prawdopodobnie dysponujemy nadmia-
rem danych. Je�eli liczba stopni swobody wynosi zero, to uk�ad jest poprawnie okre-
�lony. W przyk�adzie 1.2 wyja�nimy ten sposób rozumowania.

Przyk�ad 1.2. Roztwór wodny acetonu zawieraj�cy 10% wag. acetonu podaje si�
do kolumny destylacyjnej w ilo�ci 1000 kg/h w celu wydzielenia technicznego aceto-
nu w postaci destylatu o zawarto�ci 99% produktu. Warunki pracy kolumny s� tak
dobrane, aby zawarto�� acetonu w cieczy wyczerpanej wynosi�a nie wi�cej ni�
100 ppm (0,01% wag.).Sporz�dzi� bilans materia�owy pracy kolumny.

Rozwi�zanie. Oznaczamy strumienie cyframi 1, 2, 3. F1, F2, F3 oznacza nat��enie
przep�ywu strumienia, x11 – u�amek wagowy sk�adnika 1 w strumieniu 1, x32 – u�amek
wagowy sk�adnika 2 (wody) w strumieniu 3, pozosta�e oznaczenia wprowadzono we-
d�ug tej samej zasady.

Rys. 1.2. Schemat do przyk�adu 1.2: 1 – aceton, 2 – woda

� Równania bilansowe

313212111 xFxFxF �� (1)
F1 x12 = F2 x22 + F3 x32 (2)
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� Ograniczenia dla u�amków wagowych

x11 + x12 = 1 (3)
x21 + x22 = 1 (4)
x31 + x32 = 1 (5)

� Ograniczenia procesowe : brak (Np = 0).
� Liczba zmiennych

� � � � 901231 ������� pcsv NNNN

� Liczba zmiennych projektowych (decyzyjnych)

459 ����� evd NNN

Z powy�szych rozwa�a� wynika, �e cztery z dziewi�ciu zmiennych s� zmiennymi
projektowymi. Pozosta�e pi�� zmiennych mo�na obliczy� z pi�ciu równa� niezale�-
nych. Po podstawieniu: F1= 1000 kg/h, x11 = 0,10, x21= 0,99 i x31 = 0,0001 obliczamy
pozosta�e zmienne.

F2 = 100,92 kg/h

F3 = 899,08 kg/h
x12 = 0,9000
x22 = 0,0100
x32 = 0,9999

Czytelnik zechce sam sprawdzi�, �e rozwi�zuj�c to proste zadanie, stosowali�my
si� do 10-punktowego algorytmu Himmelblau. W przypadku bardziej skomplikowa-
nych bilansów materia�owych otrzymamy uk�ad wielu równa� liniowych lub (cz�-
�ciej) nieliniowych, którego rozwi�zanie sposobem tradycyjnym mo�e by� bardzo
trudne lub wr�cz niemo�liwe. W takim przypadku nale�y pos�u�y� si� komputerem
i zastosowa� odpowiednio dobrany program, jakich wiele znajduje si� w posiadaniu
przeci�tnego u�ytkownika komputera osobistego.

Przyk�ad 1.3. Surowiec stanowi�cy mieszanin� w�glowodorów rozdziela si� na
dwie frakcje przez destylacj�. Sk�ad tego surowca jest nast�puj�cy (w % mol.): propan
– 20%, izobutan – 30%, izopentan – 20%, pozosta�o�� stanowi za� n-pentan. Do de-
stylatu przechodzi w ca�o�ci propan i 80% izopentanu zawartego w surowcu,
a ponadto destylat zawiera 40% izobutanu. W cieczy wyczerpanej odbiera si� w ca�o-
�ci n-pentan. Przedstawi� bilans pracy kolumny (strumienie i sk�ady) dla strumienia
zasilaj�cego 2000 mol/h.

Rozwi�zanie: Rozwi�zanie przyk�adu opieramy jak zwykle na algorytmie Him-
melblau. Zaczynamy od narysowania schematu, który przedstawiono na rys. 1.3.
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Z tre�ci zadania wynika, �e tylko w strumieniu zasilaj�cym znajduj� si� wszystkie
sk�adniki, kolumna natomiast pracuje w ten sposób, �e do destylatu przechodz� trzy
sk�adniki najbardziej lotne, a w cieczy wyczerpanej nie pojawia si� propan. Po nanie-
sieniu na wykres symboli zmiennych, przyst�pujemy do uk�adania równa� bilanso-
wych, po jednym dla ka�dego sk�adnika.

Rys. 1.3. Schemat bilansowy procesu do przyk�adu 1.3.
Oznaczenia sk�adników: 1– propan, 2 – izobutan, 3 – izopentan, 4 – n-pentan

212111 xFxF � (1)

323222121 xFxFxF �� (2)

333232131 xFxFxF �� (3)

342141 xFxF � (4)

Zapisujemy równania ogranicze� dla u�amków molowych (po jednym na strumie�):

x11 + x12 + x13 + x14 = 1 (5)
x21 + x22 + x33 = 1 (6)
x32 + x33 + x34 = 1 (7)

W ten sposób otrzymali�my 7 równa� (Ne), które wi��� 13 zmiennych proceso-
wych. Z tre�ci zadania wynika, �e mamy do dyspozycji 5 zmiennych decyzyjnych:
nat��enie przep�ywu surowca F1 oraz cztery u�amki molowe. W tej postaci uk�ad ma
jeden stopie� swobody, czyli jest niedostatecznie okre�lony. Mo�emy jednak wyko-
rzysta� warunek, �e 80% izopentanu zawartego w surowcu przechodzi do destylatu
i u�o�y� odpowiednie równanie:

0,8F1x13 = F2x23 (8)
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Przeanalizujmy problem jeszcze raz.
� Liczba zmiennych:

Nv = Ns(Nc + 1) + Np = 3(4 + 1) + 0 = 15

je�eli uwzgl�dnimy, �e u�amki molowe sk�adników nie wyst�puj�cych w strumieniach
s� równe zeru.

� Liczba zmiennych projektowych (decyzyjnych)
Nd = Nv – Ne = 15 –  8 = 7
Liczba zmiennych Nv wynosi 13, a zatem:

Nd = Nv –  Ne = 13 – 8 = 5

Zauwa�my, �e w obydwu przypadkach uk�ad ma zero stopni swobody, czyli jest
poprawnie okre�lony. Uk�ad równa� rozwi�zano za pomoc� programu komputerowe-
go EUREKA. Otrzymano nast�puj�ce wyniki*:

......................................................
Eureka: The Solver, Version 1.0
......................................................

Solution:
Variables Values
F1 = 2000.0000
F2 = 1200.0000
F3 = 800.00000
x11 =.20000000
x12 =.30000000
x13 =.20000000
x14 =.30000000
x21 =.33333333
x22 =.40000000
x23 =.26666667
x32 =.15000000
x33 =.100000000
x34 =.75000000
Maximum error is 5.6843419e-14

......................................................

Nale�y jeszcze sprawdzi� poprawno�� rozwi�zania.
A oto nast�pny przyk�ad, przedstawiaj�cy jeden z etapów technologii otrzymywa-

nia bieli tytanowej, w którym ograniczenia procesowe wynikaj� z uwarunkowa� eko-
logicznych.

_________
*W opracowaniach w j�zyku angielskim cz��� u�amkow� liczby dziesi�tnej oddziela si� od liczb ca�-

kowitych za pomoc� kropki, w j�zyku polskim za� u�ywa si� do tego celu przecinka.
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Przyk�ad 1.4. Biel tytanowa TiO2 jest bia�ym pigmentem kryj�cym, produkowa-
nym na potrzeby przemys�u papierniczego i do wyrobu farb. W nowej instalacji pro-
dukuj�cej ten pigment w ilo�ci 4000 kg na dob� zawiesina zawieraj�ca pigment musi
by� uwolniona od nadmiaru chlorku sodu, tak aby suchy produkt zawiera� nie wi�cej
ni� 100 ppm tej soli (ppm = part per million, 1 ppm = 1· 10–4%). Sól usuwa si�, my-
j�c zawiesin� wod�. Surowa zawiesina bieli tytanowej zawiera 40% wag. TiO2, 20%
soli, reszt� za� stanowi woda. Odmyty pigment po oddzieleniu przez sedymentacj�
zawiera 50% sta�ego TiO2. Woda po dekantacji jest odprowadzana do przep�ywaj�cej
w pobli�u rzeki i agencja ochrony �rodowiska nie godzi si�, aby zawarto�� soli
w odprowadzanych �ciekach przekracza�a 0,5%. Obliczy�, jakiej ilo�ci wody nale�y
u�y�, aby spe�ni� te wymagania.

Rozwi�zanie. Po narysowaniu schematu (rys. 1.4) oraz naniesieniu symboli przed-
stawiaj�cych strumienie wp�ywaj�ce i wyp�ywaj�ce oraz sk�ad liczymy zmienne

Rys. 1.4. Schemat bilansowy procesu do przyk�adu 1.4.
Oznaczenia sk�adników: 1 – TiO2, 2 – NaCl, 3 – woda

opisuj�ce uk�ad. Z rysunku wynika, �e nie wszystkie sk�adniki s� obecne w strumieniach
wchodz�cych i wychodz�cych, co nale�y uwzgl�dni� w obliczeniach. Omawiany uk�ad
opisuje Nv = 13 zmiennych. Post�puj�c wed�ug poznanego ju� algorytmu Himmelblau,
uk�adamy równania bilansowe dla ka�dego ze sk�adników (oznaczenia jak na rys. 1.4).

F1x11 = F4x41 (1)
F1x12 = F3x32 + F4x42 (2)
F1x13 + F2x23 = F3x33 + F4x43 (3)
x11 + x12 + x13 = 1 (4)
x23 = 1 (5)
x32 + x33 = 1 (6)
x41 + x42 + x43 = 1 (7)
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Uk�ad równa� (1)–(7) nie jest wystarczaj�cy do wykonania oblicze�. Mo�emy jednak
u�o�y� jeszcze trzy równania wynikaj�ce z ogranicze� procesowych, dotycz�ce zdolno�ci
produkcyjnej, dopuszczalnej zawarto�ci soli w bieli tytanowej oraz w �ciekach:

F4x41 = 4000 (8)

0001,0
414

424 �
xF
xF (9)

005,0
3332

32 �
� xx
x (10)

W ten sposób otrzymali�my Ne = 10 równa� zawieraj�cych Nv = 13 zmiennych.
Wynika st�d, �e liczba zmiennych decyzyjnych wynosi Nd = 13 – 10 = 3. Zgodnie
z tre�ci� zadania s� nimi: x11 = 0,4, x12 = 0,2 oraz x41 = 0,5. Do rozwi�zania podanego
uk�adu równa� mo�na u�y� programu komputerowego. Oto rozwi�zanie, które uzy-
skano za pomoc� programu EUREKA:
.............................................................
Eureka: The Solver, Version 1.0
.............................................................
Solution:
Variables Values
F1 = 10000.000
F2 = 397920.00
F3 = 399920.00
F4 = 8000.0000
x11 =.40000000
x12 =.20000000
x13 =.40000000
x23 = 1.0000000
x32 =.00500000
x33 =.99500000
x41 =.50000000
x42 =.00005000
x43 =.49995000
Maximum error is 2.2737368e-13
.............................................................

Odpowied�: Wymagana minimalna ilo�� wody przemywaj�cej wynosi zatem
399 920 kg na dzie�.

W dotychczasowych przyk�adach rozwa�ali�my bilanse materia�owe w obr�bie
jednej jednostki procesowej. W instalacjach przemys�u chemicznego rzadko si� zda-
rza, aby ca�y proces ogranicza� si� do pojedynczej jednostki procesowej. Zwykle ma-
my do czynienia z ci�giem operacji, które przebiegaj� od jednej jednostki procesowej
do nast�pnej, w ci�gach aparatów ustawionych szeregowo i równolegle. Nierzadko
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mamy do czynienia z odzyskiwaniem materia�ów i ich ponownym zawracaniem do
procesu produkcyjnego. W ci�gu procesowym tworz� si� tzw. p�tle, które „rozsup�u-
je” si� przez dobór odpowiedniego uk�adu równa�. Zdarza si�, �e jest to uk�ad równa�
liniowych, przewa�nie jednak musimy rozwi�za� uk�ad równa� nieliniowych.

Zadania przytaczane w tym podr�czniku s� tak uk�adane, aby zawiera�y wszystkie
informacje potrzebne do rozwi�zania zadania. W praktyce przemys�owej jednak
z powodu pomy�ek w doborze zmiennych projektowych uzyskiwane wyniki s� cz�sto
sprzeczne lub nie maj� sensu fizycznego, np. otrzymuje si� ujemne warto�ci u�amków
wagowych lub nat��e� przep�ywu. Na podstawie liczby stopni swobody mo�na oce-
ni�, czy rozwa�any uk�ad jest dobrze zdefiniowany:

1. Je�eli Nd – (Nv – Ne) > 0, to liczba zmiennych projektowych jest niedostateczna
i w uk�adzie równa� opisuj�cym proces wyst�puje wi�ksza liczba niewiadomych ni�
równa�.

2. Je�eli Nd – (Nv – Ne) < 0, to równa� jest wi�cej ni� niewiadomych i uk�ad jest
nadokre�lony; mo�e to równie� doprowadzi� do braku rozwi�zania.

3. Je�eli Nd – (Nv – Ne) = 0, to liczba równa� odpowiada liczbie niewiadomych, ale
mo�e wynikn�� problem, gdy ten uk�ad b�dzie uk�adem równa� zale�nych.

Bilanse materia�owe procesów chemicznych, w których wyst�puje wiele jednostek
procesowych, wymagaj� u�o�enia wielu równa� liniowych oraz nieliniowych.
W przypadku, gdy opisuj� one jednocze�nie przep�ywy masy oraz energii, ich liczba
mo�e by� znaczna. Z kolei wyst�powanie równa� nieliniowych mo�e wymaga� zasto-
sowania odpowiedniego sposobu ich rozwi�zywania. Dzisiaj mo�na korzysta� ju�
z programów komputerowych, ale trzeba pami�ta�, �e w wielu przypadkach opraco-
wuje si� programy komputerowe do rozwi�zania konkretnych zada�.

Przyk�ad 1.5. Uk�ad dwóch kolumn destylacyjnych jest u�ywany do rozdzia�u
mieszaniny benzenu, toluenu i ksylenu. Sk�ad mieszaniny jest nast�puj�cy (w % mol.):
20% benzenu, 30% toluenu, reszt� stanowi ksylen. Ciecz wyczerpana z pierwszej
kolumny zawiera 2,5% benzenu i 35% toluenu. Destylat z drugiej kolumny zawiera
wszystkie trzy sk�adniki. Udzia� benzenu wynosi 8%, a toluenu 72%. Obliczy�, jakie
b�d� przep�ywy materia�ów w strumieniach wyj�ciowych z kolumn przy za�o�eniu, �e
nat��enie dop�ywu surowca wynosi 1000 kmol/h.

Rozwi�zanie: Po narysowaniu schematu i naniesieniu symboli zmiennych okazuje
si�, �e uk�ad powy�szy opisywany jest przez Nv = 18 zmiennych procesowych. Dla oby-
dwu jednostek mo�na u�o�y� po trzy równania bilansowe, po jednym dla ka�dego ze
sk�adników, oraz pi�� równa� wyra�aj�cych równania ogranicze� dla u�amków molo-
wych.
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Rys. 1.5. Schemat bilansowy procesu do przyk�adu 1.5

Równania bilansowe:
F1x11 = F2x21 + F3x31 (1)
F1x12 = F2x22 + F3x32 (2)
F1x13 = F3x33 (3)
F3x31 = F4x41 (4)
F3x32 = F4x42 + F5x52 (5)
F3x33 = F4x43 + F5x53 (6)
Równania ogranicze� dla u�amków molowych:
x11 + x12 + x13 = 1 (7)
x21 + x22 = 1 (8)
x31 + x32 + x33 = 1 (9)
x41 + x42 + x43 = 1 (10)
x12 + x13 = 1 (11)
Ograniczenia procesowe: brak

Nd = Nv – Ne = 18 – 11 = 7

Do rozwi�zania tego uk�adu jedenastu równa� musimy zna� 7 parametrów decyzyj-
nych. Przyjmujemy, �e zgodnie z tre�ci� zadania: F1 = 1000 kmol/h, x11 = 0,2,
x12 = 0,3, x31 = 0,025, x32 = 0,35, x41 = 0,08, x42 = 0,72. Podobnie jak w poprzednich przy-
k�adach, do rozwi�zania uk�adu równa� u�ywamy programu komputerowego EUREKA.
Oto nasze rozwi�zanie:
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.............................................................
Eureka: The Solver, Version 1.0
.............................................................
Solution:
Variables Values
F1 = 1000.0000
F2 = 200.00000
F3 = 800.00000
F4 = 250.00000
F5 = 550.00000
x11 =.20000000
x12 =.30000000
x13 =.50000000
x21 =.90000000
x22 =.10000000
x31 =.025000000
x32 =.35000000
x33 =.62500000
x41 =.080000000
x42 =.72000000
x43 =.20000000
x52 =.18181818
x53 =.81818182
.............................................................

Przyk�ad 1.6. W procesie syntezy amoniaku z azotu i wodoru produkty z reaktora
zawieraj� amoniak, nie przereagowany azot i wodór oraz niewielkie ilo�ci zanieczysz-
cze� w postaci argonu i metanu, które znajduj� si� w strumieniu zasilaj�cym i prze-
chodz� przez reaktor nie zmienione. Produkty z reaktora ch�odzi si� i rozdziela
w kondensatorze cz��ciowo skraplaj�cym, który pracuje w temperaturze 306,6 K pod
ci�nieniem 13,79 MPa. Reaktor pracuje pod wysokim ci�nieniem, które utrzymuje si�
po to, aby azotu i wodoru zawracanego do reaktora nie trzeba by�o spr��a�. Obliczy�
wielko�� i sk�ad strumieni opuszczaj�cych kondensator dla strumienia zasilaj�cego
równego 200 kmol/h. Sk�ad strumienia zasilaj�cego i sta�e równowagi ciecz–para wy-
znaczone do�wiadczalnie s� nast�puj�ce:

Sk�adnik Nr
U�amek molowy

w strumieniu
zasilaj�cym

Sta�a równowagi
gaz–ciecz

Azot 1 0,221 1 66,67
Wodór 2 0,663 50,00

Amoniak 3 0,110 0,015
Argon 4 0,002 100,00
Metan 5 0,004 33,33
T = 306,6 K P = 13,79 MPa
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Rys. 1.6. Schemat bilansowy kondensatora do oddzielania amoniaku (przyk�ad 1.6).
Oznaczenia sk�adników uk�adu: 1 – azot, 2 – wodór, 3 – amoniak, 4 – argon, 5 – metan

Rozwi�zanie:

Równania bilansowe

F1x11 = F2x21 + F3x31 (1)
F1x12 = F2x22 + F3x32 (2)
F1x13 = F2x23 + F3x33 (3)
F1x14 = F2x24 + F3x34 (4)
F1x15 = F2x25 + F3x35 (5)

Ograniczenia dla u�amków molowych

x11 + x12 + x13 + x14 + x15 = 1 (6)
x21 + x22 + x23 + x24 + x25 = 1 (7)
x31 + x32 + x33 + x34 + x35 = 1 (8)

Ograniczenia procesowe

x21 = K1x31 (9)
x22 = K2x32 (10)
x23 = K3x33 (11)
x24 = K4x34 (12)
x25 = K5x35 (13)

Równania (9)–(13) wynikaj� bezpo�rednio z definicji sta�ych równowagi ciecz
–para w kondensatorze cz��ciowo skraplaj�cym.

Liczba zmiennych

Nv = Ns(Nc + 1) + Np = 3(5 + 1) + 5 = 23.

Liczba zmiennych decyzyjnych

Nd = Nv - Ne = 23 – 13 = 10
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Do rozwi�zania powy�szego uk�adu równa� wybieramy jako zmienne projektowe
F1, x11, x12, x13, x15 oraz wszystkie sta�e równowagi. Z równania (6) obliczamy bezpo-
�rednio x14, pozostaje wi�c uk�ad 12 równa� nieliniowych z 12 niewiadomymi, który
przed przyst�pieniem do numerycznego obliczania mo�na jeszcze upro�ci� przed do-
konanie podstawie�. Posta� równa� (9)–(13) jest podobna. Mo�na je przedstawi� na-
st�puj�co:

x2j = Kj x3j,  j = 1, 2, ..., 5.

Po podstawieniu w miejsce x2j odpowiedniego wyra�enia Kjx3j w równaniach
(1)–(5) otrzymamy 5 równa� w nast�puj�cej postaci:

F1x1j = F2Kjx3j + F3x3j

W równaniach tych wyst�puje 7 zmiennych, aby zatem uk�ad mo�na by�o rozwi�-
za�, musimy doda� równania (7) oraz (8) z takim samym podstawieniem jak w równa-
niach (1)–(5), tj. Kjx3j zamiast x2j.

Najdogodniej uk�ad ten rozwi�za� metod� Newtona–Raphsona za pomoc� kom-
putera. W tym celu uk�ad nale�y przekszta�ci� do postaci zbli�onej do zapisu macie-
rzowego tak, aby by� on zrozumia�y dla programu komputerowego. W tym celu zapis
zmiennych zostanie dostosowany do zapisu j�zyka Pascal i zmienne X[1], X[2], X[3],
X[4], X[5], X6[6] i X[7] b�d� oznacza� odpowiednio: F2, F3, x31, x32, x33, x34 i x35. Po
dokonaniu odpowiednich przelicze� otrzymuje si� uk�ad równa� nieliniowych
w postaci, w jakiej wprowadza si� go do programu NEWT_RAPH, który omówiono
na ko�cu niniejszego rozdzia�u.

F[1]:= 66.67*X[1]*X[3] + X[2]*X[3] - 44.2;
F[2]:= 50*X[1]*X[4] + X[2]*X[4] - 132.6;
F[3]:= X[3] + X[4] + X[5] + X[6] + X[7] - 1;
F[4]:= 66.67*X[3] + 50*X[4] + 0.015*X[5] + 100*X[6] + 33.33*X[7] - 1;
F[5]:= 0.015*X[1]*X[5] + X[2]*X[5] - 22;
F[6]:= 100*X[1]*X[6] + X[2]*X[6] - 0.4;
F[7]:= 33.33*X[1]*X[7] + X[2]*X[7] - 0.8;

Kolejno�� równa� F[1]–F[7] mo�e by� inna ni� przedstawiona, jednak nale�y
zwróci� uwag�,, aby w równaniu pierwszym by�a zmienna X[1], w drugim – zmienna
X[2] itd. Konieczno�� taka wynika z wybranej metody rozwi�zywania uk�adu równa�
nieliniowych. Program NEWT_RAPH mo�e równie� s�u�y� do rozwi�zywania innych
uk�adów równa� po odpowiedniej modyfikacji, polegaj�cej na wpisaniu innego zesta-
wu równa�. Rozwi�zanie powy�szego uk�adu równa� jest nast�puj�ce:

X[1] = 180,28959 X[2] = 19,71041 X[3] = 0,00367 X[4] = 0,01468
X[5] = 0,981500 X[6] = 0,00002 X[7] = 0,00013
Po obliczeniu z równa� (9)–(13) warto�ci u�amków molowych strumienia F2

otrzymujemy nast�puj�ce rozwi�zanie:
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Tabela 1.1. Wyniki oblicze� w przyk�adzie 1.6

Strumie� xij

Nr
Wydajno��

[kmol/h]
Azot Wodór Amoniak Argon Metan

1 200,0000 0,2210 0,6630 0,1100 0,0020 0,0040

2 180,2896 0,2447 0,7340 0,0147 0,0022 0,0045

3  19,7104 0,00367 0,01468 0,98150 0,00002 0,00013

Przyk�ad 1.7. W kolumnie destylacyjnej rozdziela si� 1000 kg/h mieszaniny za-
wieraj�cej 50% (sk�ad w % mas.) benzenu, reszt� stanowi toluen. Destylat zawiera
98,5% benzenu, ciecz wyczerpana za� – 0,032% benzenu. Stosunek orosienia wynosi
0,585. Sporz�dzi� bilans pracy kolumny.

Rys. 1.7. Schemat bilansowy rozdzia�u benzenu i toluenu
w kolumnie destylacyjnej (do przyk�adu 1.7): 1 – benzen, 2 – toluen

Rozwi�zanie. Destylacj� frakcyjn� mo�na prowadzi� z wi�ksz� efektywno�ci�,
gdy cz��� destylatu jest zawracana do kolumny (zwykle na szczyt) w postaci tzw.
orosienia. Przez stosunek orosienia rozumie si� stosunek nat��enia przep�ywu stru-
mienia zawracanego do kolumny (orosienia) do nat��enia przep�ywu destylatu.

Jak wynika z rys. 1.7, w uk�adzie kolumny destylacyjnej mo�na wyró�ni� dwa ob-
szary bilansowe A i B, zaznaczone prostok�tami. Do obszaru A strumienie dochodz�
z zewn�trz (mo�e by� ich wi�cej, gdy s� jeszcze inne strumienie zasilaj�ce)
i wychodz� na zewn�trz. W obszarze B mo�emy wyró�ni� podsystem, który grupuje
strumienie wewn�trzne. Strumie� odbierany ze szczytu kolumny rozdziela si� na de-
stylat (F4) i orosienie (F5). Je�eli rozdzielacz orosienia potraktuje si� jako samodzieln�
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jednostk� procesow�, to dla kolumny mo�emy napisa� dwa równania bilansowe dla
obydwu sk�adników mieszaniny i dwa dla rozdzielacza. Oznacza to, �e sporz�dza si�
dwa bilanse: dla obszaru A i dla obszaru B.

Dla kolumny:

F1x11 = F2x41 + F3x31 (1)

F1x12 = F2x42 + F3x32 (2)

Dla rozdzielacza:

F2x21 = F4x41 + F5x51

F2x22 = F4x42 + F5x52

Przy za�o�eniu równo�ci sk�adów strumieni F2, F4 i F5 ostatnie dwa równania nie
s� niezale�ne i sprowadzaj� si� do nast�puj�cego wyra�enia:

F2 = F4 + F5 (3)

Ograniczenia dla u�amków masowych:

x11 + x12 = 1 (4)

x31 + x32 = 1 (5)

x41 + x42 = 1 (6)

Ograniczenia procesowe:

585,0
4

5 �
F
F

(7)

Liczba zmiennych Nv = 11 (5 nat��e� przep�ywu, 6 u�amków masowych), liczba
równa� Ne = 7 (3 równania bilansowe, 3 ograniczenia dla u�amków masowych,
1 ograniczenie procesowe). Liczba zmiennych decyzyjnych wynosi zatem;

Nd = Nv - Ne = 11 – 7 = 4

Zgodnie z tre�ci� zadania przyjmujemy: x11, x31, x41 i F1 jako zmienne decyzyjne
(wiadome). Zadanie rozwi�zano, pos�uguj�c si� znanym ju� programem EUREKA.

......................................................
Eureka: The Solver, Version 1.0
.............................................................
Solution:
Variables Values
F1 = 1000.0000
F2 = 778.36306
F3 = 508.91920
F4 = 491.08080
F5 = 287.28227



Rozdzia� 1. Bilans materia�owy20

x11 = .50000000
x12 = .50000000
x31 = .032000000
x32 = .96800000
x41 = .98500000
x42 = .015000000
Maximum error is 5.6843419e-14

......................................................

Przyk�ad 1.8. Dany jest proces technologiczny, w którym otrzymuje si� polimer
w ilo�ci 10000 kg/h. Polimeryzacj� prowadzi si� metod� suspensyjn� z u�yciem czterech
cz��ci wody na jedn� cz��� monomeru. Proces sk�ada si� z nast�puj�cych operacji:

a) polimeryzacji,
b) neutralizacji katalizatora,
c) filtracji,
d) suszenia polimeru,
e) odzysku nieprzereagowanego monomeru.
Parametry procesu:
� stopie� konwersji w jednorazowym przej�ciu przez reaktor – 0,90,
� ilo�� katalizatora – 1kg/100 kg monomeru,
� ilo�� wody do przemywania polimeru na filtrze – 1kg/1 kg polimeru,
� wydajno�� kolumny odzysku monomeru – 98%,
� zawarto�� wody w polimerze po filtracji – 5%,
� zawarto�� wody w produkcie ko�cowym – 0,5%,
� straty polimeru w trakcie suszenia – 1%,
� czynnik neutralizuj�cy katalizator w ilo�ci 0,5 kg/ 1000 kg nieprzereagowanego

monomeru, wprowadzany do strumienia wychodz�cego z reaktora.

Rozwi�zanie. Po narysowaniu schematu procesu, oznaczamy przep�ywaj�ce stru-
mienie, numerujemy wyst�puj�ce w procesie substancje chemiczne i oznaczamy sym-
bolami u�amki masowe wed�ug przyj�tego kryterium: 1 – monomer, 2 – woda,
3 – katalizator, 4 – polimer, 5 – czynnik neutralizuj�cy katalizator, 6 – produkt reakcji
substancji 3 + 5 (zak�adamy prost� sum� mas substancji 3 i 5).

W procesie tym mo�na wyró�ni� 5 jednostek procesowych, przez które przep�ywa
6 substancji, ale nie wszystkie wyst�puj� we wszystkich strumieniach. W takim przy-
padku zmienne opisuj�ce proces trzeba policzy�, co w zasadzie nie jest trudne, ale
samo sformu�owanie warunków zadania, gdy dotyczy ono proces z�o�onego z wielu
jednostek procesowych w taki sposób, aby �ci�le trzyma� si� podanych zasad, mo�e
ju� nie by� takie proste. Podobnie jak w przypadku niektórych zada� matematycz-
nych, zadanie bilansowe mo�na rozwi�zywa� wieloma sposobami. Przyk�adowo
w podanym przyk�adzie oznaczono strumienie: zasilaj�cy i zawracany do reaktora
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Rys. 1.8. Schemat bilansowy procesu do przyk�adu 1.8

jako strumienie mieszaj�ce si� przed wej�ciem do reaktora. Konsekwencj� tego po-
winno by� opisanie strumienia ��czonego jedn� zmienn� nat��enia przep�ywu oraz
trzema zmiennymi sk�adu. Zak�adaj�c, �e obydwa strumienie wchodz� równocze�nie
do reaktora, zmniejszyli�my o cztery liczb� parametrów opisuj�cych nasz proces. Mi-
mo to proces jest opisywany przez 39 zmiennych (Nv = 39), w tym 11 nat��e� prze-
p�ywu i 28 u�amków masowych. Zgodnie z za�o�eniami znanych jest 7 zmiennych: F8,
x82, x62, x52, x35, x111 i x112. Zak�adamy, �e x112 równa si� zeru, co oznacza, �e ubytki
monomeru podczas regeneracji znajduj� si� w cieczy wyczerpanej odprowadzanej z
kolumny destylacyjnej. Aby rozwi�za� bilans materia�owy wed�ug procedury
z poprzednich przyk�adów, nale�a�oby napisa� Ne = Nv – Nd = 39 – 7 = 32 równania two-
rz�ce uk�ad niezale�nych równa� nieliniowych i uk�ad ten rozwi�za�. Zadanie to jest
oczywi�cie wykonalne, ale przedstawimy nieco inny algorytm oblicze�, a do zadania
powrócimy jeszcze w jednym z nast�pnych rozdzia�ów ksi��ki.

Ostatnim etapem procesu jest suszenie polimeru. Dane, jakimi dysponujemy,
umo�liwiaj� wykonanie bilansu masowego suszarki niezale�nie od bilansu pozosta�ej
cz��ci procesu, w którym nale�y „rozsup�a�” p�tl� zawrotu monomeru.

Równania bilansu materia�owego suszarki:
F6x62 = F7x72 + F8x82 (1)
F6x64 = F7x74 + F8x84 (2)

Ograniczenia dla u�amków masowych:

x62 + x64 = 1 (3)
x72 + x74 = 1 (4)
x82 + x84 = 1 (5)
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Po podstawieniu: F8 = 10000 kg/h, x82 = 0,005, x62 = 0,05 �atwo obliczamy pozo-
sta�e warto�ci: x64 = 0,95, x84 = 0,995, x72 = 0,826, x74 = 0,174, F6 = 10579,48 kg/h,
F7 = 579,48 kg/h.

Inne jednostki procesowe pracuj� w tzw. p�tli, bilans materia�owy powinien zatem
by� tak wykonany, aby spe�ni� za�o�enia zawrotu zregenerowanego monomeru. Mo-
�emy podobnie jak w przyk�adzie 1.7 potraktowa� nasz uk�ad jako ca�o�� i, wzi�wszy
pod uwag� strumienie wchodz�ce i wychodz�ce, u�o�y� najpierw równania bilansowe
dla sk�adników procesu, tj. 6 równa� dla sze�ciu sk�adników, a potem uk�ada� równa-
nia oparte na bilansie poszczególnych jednostek procesowych, korzystaj�c tak�e
z równa� ogranicze� procesowych. Mo�na jednak do zagadnienia podej�� inaczej
i zacz�� uk�adanie równa� „od ko�ca”, tj. opieraj�c si� na ograniczeniach (za�o�e-
niach) procesowych i dodaj�c w miar� potrzeb równania bilansowe:

stosunek masowy woda monomer:

F1x11 + F11x111 = 0,25F1x12 (6)

stopie� konwersji w jednorazowym przej�ciu przez reaktor:

0,9F1x11 + 0,9F11x111 = F6x64 (7)

ilo�� katalizatora:

0,001F1x11 + 0,001F11x111 = F1x13 (8)

ilo�� czynnika neutralizuj�cego katalizator:

0,0005�0,1F1x11 + 0,0005�0,1F11x111 = F3x35 (9)

ilo�� produktu powsta�ego w wyniku neutralizacji katalizatora (zak�adamy prost�
sum� mas):

F1x13 + F3x35 = F9x96 (10)

odzysk monomeru w kolumnie regeneracyjnej:

0,98F9x91 = F11x111 (11)

Nast�pnie wypisujemy równania bilansowe, np. bilans wody wokó� filtru, bilans
kolumny, bilans strat monomeru i bilans wody w obr�bie kolumny

F1x12 + F5x52 = F6x62 + F9x92 (12)

F9x91 + F9x92 + F9x96  = F10x101 + F10x102 + F10x106 + F11x111 (13)

F1x11 –F10x101 = 10050,505 (14)

F9x92 = F10x102 (15)

Post�puj�c w ten sposób, tworzymy uk�ad równa� nieliniowych. Istnieje jednak
prosty sposób przekszta�cenia tych równa� w równania liniowe przez przyj�cie

Fixij = fij
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gdzie fij jest nat��eniem przep�ywu sk�adnika j w strumieniu i. Przepiszmy wi�c równania
(6)–(15), dokonuj�c odpowiedniego podstawienia oraz zmieniaj�c ich kolejno��.

f11 – 0,25 f12 + f111 = 0 (1)

f12 – f92 = –9521,531 (2)

0,001 f11 – f13 + 0,001 f111 = 0 (3)

0,00005 f11 – f35 + 0,00005 f111 = 0 (4)

0,98 f91 – f111 = 0 (5)

f91 + f92 – f101 –f102 – f111 = 0 (6)

f13 + f35 – f96 = 0 (7)

f11 – f101 = 10050,505 (8)

f92 – f102 = 0 (9)

0,9 f11 + 0,9 f111 = 10050,505 (10)

W ten sposób uzyskali�my uk�ad 10 równa� liniowych z 10 niewiadomymi.
W równaniu (6) otrzymanym z równania (13) pomini�to sk�adniki f96 i f106, poniewa�
f96 – f106 = 0. Przedstawienie tego uk�adu równa� w zapisie macierzowym uzasadnia
tak�, a nie inn� kolejno�� równa� (1)–(10). Macierzowy zapis równania wykonany
zosta� za pomoc� programu MATHCAD [].
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Je�eli uk�ad sk�ada si� z wi�kszej liczby równa�, celowe jest sprawdzenie, czy
uk�ad ten sk�ada si� z równa� niezale�nych. Do tego celu wygodnie jest zastosowa�
metod� ortogonalizacji Gramma–Schmidta, która wska�e rz�d macierzy, który odpo-
wiada liczbie równa� niezale�nych wyst�puj�cych w uk�adzie. Na metodzie tej opiera
si� program MATRANK napisany w j�zyku Pascal i przedstawiony na ko�cu roz-
dzia�u. Po wprowadzeniu danych rozszerzonej macierzy program MATRANK wyka-
zuje niezale�no�� równa� (1)–(10).
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Do rozwi�zania tego uk�adu mo�na u�y� dowolnego programu rozwi�zuj�cego
uk�ady równa� liniowych. Na ko�cu rozdzia�u przedstawiono program LIN_SYSG,
który mo�e by� do tego celu u�yty. Korzystaj�c jednak z zapisu macierzowego uk�adu
równa� (1)–(10), wykonanego w programie MATHCAD, mo�liwe równie� by�o wy-
korzystanie jego opcji s�u��cej do rozwi�zywania uk�adu równa� liniowych:

0
0

1.007�104

1 4.467�104

2 11.67
3 0.558
4 1.117�104

5 5.419�104

6 11.726
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8 5.419�104�
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M soln: = M–1V soln: =

9 1.094�103

Rozwi�zanie stanowi wektor soln:, który jest zapisany w konwencji programu
MATHCAD, tj. miejsca dziesi�tne s� oddzielone kropk�, oraz numeracja wektora
rozwi�za� zaczyna si� od zera. Na podstawie powy�szego rozwi�zania pozosta�e pa-
rametry procesu mo�na ju� obliczy� za pomoc� prostych dzia�a� arytmetycznych.
W tabeli 1.2 podano bilans materia�owy tego procesu.

Tabela 1.2. Wyniki oblicze� w przyk�adzie 1.8

Nat��enie przep�ywu sk�adnika, fij, kg/hNumer
strumienia  1 2 3 4 5 6

Fi = �fij
kg/h

1 10072,8 44668,9 11,17 – – – 54752,92
2  1116,72 44668,9 11,17 10050,51 – – 55847,31
3 – – – – 0,55 – 0,55
4  1116,72 44668,9 – 10050,51 – 11,72 55847,86
5 – 10050,5 – – – – 10050,51
6 – 528,97 – 10050,51 – – 10579,48
7 – 478,97 – 100 – – 578,97
8 – 50 – 9950 – – 10000
9 1116,72 54190,4 – – – 11,72 55318,88
10 22,33 54190,4 – – –  11,72 54224,49
11 1094,39 – – – – – 1094,39
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1.2. Bilans materia�owy uk�adów z reakcj� chemiczn�

Bilans materia�owy wynika z zastosowania prawa zachowania masy. W poprzed-
nich przyk�adach analizowano bilanse w obr�bie jednostek procesowych, w których
nast�powa� przep�yw masy. Substancje bior�ce w nim udzia� nie zmienia�y jednak cha-
rakteru chemicznego. Nawet w przyk�adzie 1.8, w którym monomer polimeryzowa�, w
bilansie masowym nie mia�o to znaczenia, poniewa� za�o�yli�my, �e nie przebiegaj� reak-
cje uboczne i masa utworzonego polimeru odpowiada�a �ci�le masie spolimeryzowanego
monomeru. Je�eli w obr�bie jednostki procesowej zachodzi reakcja chemiczna, w której
nast�puje zmiana struktury molekularnej i sk�adu ilo�ciowego uk�adu, to mimo �e ca�ko-
wita ilo�� materii jest zachowana, sposób sporz�dzania bilansu masowego musi by� pod-
porz�dkowany regu�om rz�dz�cym przebiegiem reakcji chemicznych.

Równania reakcji chemicznych s� �ród�em wielu informacji, np. równanie syntezy
metanolu

CO2H2 � OHCH3 (1.2.1)

okre�la, w jakich proporcjach wchodz� w reakcj� substraty oraz jaka ilo�� produktu
jest tworzona. Równanie napisane wed�ug tego schematu przedstawia reakcj� odwra-
caln�, w której dla danych warunków ustala si� stan równowagi, w jakim stopniu re-
akcja mo�e zaj�� w kierunku od substratów do produktów, czyli jaki maksymalny
stopie� przereagowania mog� osi�gn�� reagenty. St��enia w stanie równowagi
w okre�lonych warunkach mo�na obliczy� na podstawie funkcji termodynamicznych,
podobnie jak efekt energetyczny reakcji.

Równanie reakcji chemicznej przedstawione wed�ug powy�szego schematu jest
równaniem zbilansowanym. Oznacza to, �e liczba atomów ka�dego pierwiastka jest
taka sama po obu stronach równania. Wspó�czynnik stechiometryczny j-tego sk�adni-
ka �j jest zawsze liczb� wymiern� i cz�sto ca�kowit�. Jest on napisany przed symbo-
lem atomu (cz�steczki) i zgodnie z umow� przyj�to, �e wspó�czynnik stechio-
metryczny jest dodatni dla produktu i ujemny dla substratu. Ka�d� reakcj� chemiczn�
mo�na zatem zapisa� w postaci

� �
j

jj S 0� (1.2.2)

gdzie Sj jest j-tym zwi�zkiem chemicznym, a sumowanie nast�puje po wszystkich
substratach i produktach bior�cych udzia� w reakcji.

Równanie bilansowe dla k-tego pierwiastka w reakcji chemicznej ma posta�:

�
�

��
cN

j
cjkj Nkm

1
...,,2,1,0� (1.2.3)
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w którym mjk jest liczb� atomów k-tego pierwiastka w j-tym zwi�zku, a sumowanie
odbywa si� po wszystkich substratach i produktach.

Rozwa�ane poprzednio uk�ady równa� bilansu materia�owego dla procesów usta-
lonych, nie zwi�zanych z reakcjami chemicznymi, przedstawiano w postaci

�
�

��
cN

j
ciji NjxF

1
...,,2,1,0  (1.2.4)

gdzie Fi jest nat��eniem przep�ywu i-tego strumienia (ze znakiem dodatnim dla stru-
mieni dop�ywaj�cych do uk�adu oraz ze znakiem ujemnym dla strumieni z niego od-
p�ywaj�cych). Lewa strona równania (1.2.4) wyra�a szybko�� akumulacji j-tego
sk�adnika w obr�bie uk�adu i jest ona równa zeru w stanie ustalonym.

Je�eli w uk�adzie zachodzi reakcja chemiczna, to jej szybko�� mo�na wyrazi� za
pomoc� wypadkowej szybko�ci powstawania (zaniku) j-tego sk�adnika wed�ug:

dt

dn
r j

j�
1� (1.2.5)

lub

r
dt

dn
j

j �� (1.2.6)

Zgodnie z równaniem (1.2.6) szybko�� tworzenia lub zaniku j-tego sk�adnika jest
proporcjonalna do wspó�czynnika stechiometrycznego �j. Pochodna dnj /dt jest dodat-
nia dla produktów i ujemna dla substratów reakcji. Dla reakcji syntezy metanolu
(rów. 1.2.1) szybko�� zaniku tlenku w�gla wyra�ona np. w molach na jednostk� czasu
jest dwa razy mniejsza ni� szybko�� zaniku wodoru, co wynika ze stechiometrii reak-
cji. Je�eli przyjmiemy, ze szybko�� tworzenia metanolu wynosi 5 mol/min, to szyb-
ko�� zaniku tlenku w�gla wynosi równie� 5 mol/min, wodoru za� – 10 mol/min.

Uwzgl�dnienie w równaniu bilansu materia�owego (1.2.4) reakcji chemicznej
w reaktorze pracuj�cym w stanie ustalonym prowadzi do wyra�enia:

| wypadkowa szybko�� powstawania  j-tego sk�adnika w reaktorze |

� ����
cN

i
cijij NjxFr ...,,2,1,0� (1.2.7)

Z równania tego wynika, �e szybko�� akumulacji j-tego sk�adnika w reaktorze (równa
zeru w warunkach ustalonych) jest sum� dwóch szybko�ci: wypadkowej szybko�ci
dop�ywu sk�adnika do procesu i szybko�ci jego powstawania w reakcji chemicznej.

Bilans materia�owy reaktora chemicznego opiera si� na prawie zachowania masy,
co wynika z równania reakcji chemicznej i jej stechiometrii. Wypadkow� szybko��
powstawania k-tego pierwiaska, która musi dla ka�dej reakcji chemicznej równa� si�
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zeru, otrzymuje si� przez pomno�enie szybko�ci tworzenia j-tego zwi�zku przez liczb�
atomów k-tego pierwiastka w j-tym zwi�zku mjk i zsumowaniu po wszystkich sk�adni-
kach.

|wypadkowa szybko�� powstawania |ierwiastka k w reaktorze |

�� �
� � �

��
c s cN

j

N

i

N

j
jkjjkiji mrmxF

1 1 1
0� (1.2.8)

Zgodnie z równaniem (1.2.3), drugi cz�on równania (1.2.8) jest równy zeru,
z czego wynika:

��
� �

�
c sN

j

N

i
cjkiji NkmxF

1 1
...,,2,1, (1.2.9)

Z równania (1.2.9) otrzymujemy uk�ad Ne równa� po jednym dla ka�dego z wyst�-
puj�cych pierwiastków. Lewa strona równania przedstawia wypadkowy dop�yw pier-
wiastka k do reaktora i w stanie ustalonym musi on by� równy zeru. Cz�sto uk�ad Ne
równa� utworzony z równania typu (1.2.9) zawiera równania, które nie s� niezale�ne.

W równaniach (1.2.9) nie wyst�puje szybko�� reakcji r. Bez danych szybko�ci
powstawania wzgl�dnie zaniku reagentów, nie mo�na rozwi�za� równa� bilansu mate-
ria�owego. Pewnym udogodnieniem by�aby w takim przypadku znajomo�� wydajno�ci
reakcji. Dane te mo�na uzyska� na podstawie:

� sta�ej równowagi reakcji chemicznej K,
� danych kinetycznych okre�laj�cych szybko�� reakcji.
Sta�a równowagi reakcji chemicznej po�rednio okre�la wydajno�� reakcji w stanie

równowagi, jednak w praktyce wydajno�� produktu jest zawsze mniejsza ni� wydaj-
no�� równowagowa. Warto�� sta�ej równowagi okre�la charakter danej reakcji. Dla
reakcji nieodwracalnych warto�� K jest du�a (K >> 1) i wtedy substrat, który zosta�
u�yty w ilo�ci mniejszej ni� stechiometryczna, jest zu�ywany ca�kowicie.

Rzeczywista wydajno�� reakcji jest funkcj� wyznaczan� przez sta�� równowagi
oraz szybko�� reakcji. Wydajno�� reakcji obliczona na podstawie termodynamicznej
sta�ej równowagi mo�e by� du�a, ale czas dochodzenia do równowagi – zbyt d�ugi.
W takim przypadku czynnikiem decyduj�cym o wydajno�ci jest szybko�� reakcji
w okre�lonych warunkach (temperatura, ci�nienie oraz rodzaj katalizatora). Je�eli
szybko�� reakcji jest ma�a (tj. czas potrzebny do przebiegu reakcji jest d�ugi
w porównaniu z czasem przebywania w reaktorze), stopie� przereagowania jest okre-
�lony przez szybko�� reakcji i wtedy wydajno�� jest mniejsza od wydajno�ci równo-
wagowej obliczonej na podstawie sta�ej równowagi.

W obliczeniach bilansowych korzystne jest wprowadzenie stopnia przemiany, zde-
finiowanego jako stosunek tej ilo�ci sk�adnika, który uleg� przemianie, do ilo�ci tego
sk�adnika wprowadzonego do reakcji. Stopie� przemiany �j sk�adnika j okre�la nast�-
puj�ce wyra�enie
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j

jj
j xF

xFxF

11

2211 �
�� (1.2.10)

gdzie: F1x1j – molowe nat��enie dop�ywu sk�adnika j do reaktora, F2x2j – molowe na-
t��enie wyp�ywu sk�adnika j z reaktora.

Je�eli stosunek molowy dwóch substratów w strumieniu zasilaj�cym jest równy
stosunkowi ich wspó�czynników stechiometrycznych �, to stopie� przemiany obu
substratów b�dzie ten sam. Je�eli substraty nie wyst�puj� w stosunkach stechiome-
trycznych, t stopie� przemiany � b�dzie ró�ny dla ka�dego z substratów. W praktyce
cz�sto stosuje si� nadmiar jednego z reagentów w stosunku do proporcji stechiometrycz-
nych po to, aby uzyska� mo�liwie najwi�kszy stopie� przereagowania innego reagenta.

Przyk�ad 1.9. Przeanalizowa� zagadnienie bilansu materia�owego reaktora,
w którym zachodzi osi�gaj�ca stan równowagi reakcja syntezy amoniaku:

322 2NH3HN ��

Strumie� zasilaj�cy reaktor powstaje w wyniku zmieszania strumienia �wie�ego su-
rowca ze strumieniem zawracanym, zawieraj�cym tak�e pewne ilo�ci amoniaku. Mie-
szanina przed reakcj� i mieszanina poreakcyjna zawieraj� te same sk�adniki: 1 – azot,
2 – wodór, 3 – amoniak, 4 – argon, 5 – metan.

Rys. 1.9. Schemat bilansowy do przyk�adu 1.9

Rozwi�zanie: O wydajno�ci reakcji syntezy amoniaku zgodnie z za�o�eniem za-
dania decyduje sta�a równowagi. Wyra�enie j� okre�laj�ce stanowi równanie ograni-
czenia procesowego:
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Ograniczenie dla u�amków molowych:

x21 + x22 + x23 + x24 + x25 = 1 (2)

Azot N:

2F1x11 + F1x13 = 2F2x21 + F2x23 (3)

Wodór H:

2F1x12 + 3F1x13 = 2F2x22 + 3F2x23 (4)

Równania bilansowe sk�adników oboj�tnych

Argon Ar:

F1x14 = F2x24 (5)

Metan CH4:

F1x15 = F2x25 (6)

Liczba zmiennych:

Nv = Ns (Nc + 1) + Np = 2 (5+1) + 1 = 13

Liczba zmiennych decyzyjnych:

Nd = Nv – Ne = 13 – 6 = 7

Jako zespó� zmiennych decyzyjnych wybieramy: F1 = 219,09 kmol/h, x11 = 0,24531,
x12 = 0,73592, x13 = 0,01330, x14 =0,00183, x15 = 0,00365, K = 0,1878.

Równania (1)–(6) z wyj�tkiem równania (2) s� równaniami nieliniowymi. Do ich
rozwi�zania zastosujemy znany z jednego z poprzednich przyk�adów program
NEWT_RAPH. Musimy je zatem przekszta�ci� do formatu akceptowanego przez pro-
gram. Zamiast F1, x21, x22, x23, x24 i x25 podstawiamy odpowiednio: X[1], X[2], X[3],
X[4],X[5] i X[6].

Po podstawieniu wielko�ci znanych i odpowiednim przekszta�ceniu otrzymujemy
uk�ad równa�, który wpisujemy do programu NEWT_RAPH w procedur� „Funkcja”.
Uk�ad ten ma nast�puj�c� posta�:

F[1]:= X[1]*X[5] - 0.4009;
F[2]:= 2*X[1]*X[2] + X[1]*X[4] - 110.4;
F[3]:= 2*X[1]*X[3] + 3*X[1]*X[4] -331.198;
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F[4]:= X[4]*X[4]/(X[2]*X[3]*X[3]*X[3]) - 0.18786;
F[5]:= X[2] + X[3] + X[4] + X[5] + X[6] - 1;
F[6]:= X[1]*X[6] -0.7996;

Po uruchomieniu programu i podstawieniu warto�ci rozwi�zania próbnego(100,
0,5, 0,5, 0,5, 0,5 i 0,5) otrzymujemy rozwi�zanie:

F2 = 199,9997, x21 = 0,221, x22 = 0,663, x23 = 0,110, x24 = 0,002 i x25 = 0,004.

Bez trudu mo�emy tu rozpozna� zespó� danych u�ytych jako dane wej�ciowe
w przyk�adzie 1.8.

Je�eli mamy do dyspozycji program komputerowy, który ma dobrze zaprogramo-
wany modu� do rozwi�zywania równa� nieliniowych, to mo�emy go zastosowa� do
rozwi�zania podanego uk�adu równa�. Odwo�amy si� do niezawodnego programu
MATHCAD. Program ten wymaga podania warto�ci rozwi�zania próbnego, po czym
pod s�owem kluczowym Given, wpisuje si� uk�ad równa� w klasycznej notacji. Roz-
wi�zanie zawiera wektor oznaczony s�owem kluczowym vec. Sposób oznaczenia
zmiennych, podobny do zastosowanego poprzednio, zosta� podporz�dkowany wyma-
ganiom programu, ��cznie ze sposobem pisania liczb dziesi�tnych (kropka zamiast
przecinka). A oto pe�ny wydruk uk�adu równa� i jego rozwi�zania.

X1=100
X2=0.5
X3=0.5
X4=0.5
X5=0.5
X6=0.5
Given
X1�X5=0.4009
2X1�X2+X1�X4=110.4
2X1�X3+3X1�X4=331.198

1878.03X3X2

2X4 �
�

X2+X3+X4+X5+X6=1
X1�XX6=0.7996
Vec:=Find(X1,X2,X3,X4,X5,X6)

Vec=

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�
�

3-
3-

103.998
102.004

0.11
0.663
0.221

200.003

Porównanie rozwi�za� otrzymanych przez obydwa programy wskazuje na pe�n�
zgodno�� otrzymanych wyników z dok�adno�ci� do przyj�tych granic zbie�no�ci.
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Przyk�ad 1.10. Mieszanin� gazów o stechiometrycznym sk�adzie N2:H2 = 1:3 sto-
sowan� do syntezy amoniaku otrzymuje si� przez zmieszanie dwóch rodzajów gazów:

1 – gazu tzw. technologicznego o sk�adzie: 78% N2, 20% CO i 2% CO2,
2 – gazu wodnego o sk�adzie: 50% H2 i 50% CO.
Sk�ad gazów podano w % molowych. Tlenek w�gla musi zosta� usuni�ty, ponie-

wa� zatruwa katalizator syntezy amoniaku. W tym celu gaz wodny poddaje si� w spe-
cjalnym procesie reakcji z par� wodn�:

CO + H2O = CO2 + H2

Zak�adaj�c, �e dysponujemy gazem technologicznym w ilo�ci 1000 kmol/h oraz �e:
� stosunek molowy N2:H2 w strumieniu ko�cowym musi wynosi� 1:3,
� zawarto�� pary wodnej w strumieniu ko�cowym nie mo�e przekracza� 5% mol.,

obliczy� sk�ad strumienia ko�cowego oraz pozosta�e warto�ci nat��e� przep�ywu.

Rys. 1.10. Schemat bilansowy procesu do przyk�adu 1.10

Rozwi�zanie: Za�ó�my, �e proces usuwania CO oraz mieszania gazów odbywa si�
w jednej jednostce procesowej. Aby zbytnio nie upraszcza� przyk�adu, dodajmy, �e
jest to jednostka procesowa o „dowolnie skomplikowanej konstrukcji”. W rozpatry-
wanym uk�adzie mamy do czynienia z reakcj� chemiczn�, zatem bilans procesu wy-
godnie jest sporz�dzi�, opieraj�c si� na prawie zachowania atomów. Na rysunku 1.10
przedstawiono schemat bilansowy procesu wraz z naniesionymi parametrami okre�la-
j�cymi jego przebieg. W procesie bior� udzia� nast�puj�ce substancje chemiczne:
1 – azot, 2 – tlenek w�gla, 3 – dwutlenek w�gla, 4 – wodór i 5 – para wodna.

Dane s� nast�puj�ce parametry: F1, x11, x12, x22 i x45.

Równania bilansowe dla atomów:

C: F1x12 + F1x13 + F2x22 = F4x43 (1)

O: F1x12 + 2F1x13 + F2x22 + F3x35 = 2F4x43 + F4x45 (2)

H: 2F2x24 + 2F3x35 = 2F4x44 + 2F4x45 (3)
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N: 2F1x14 = 2F4x41 (4)

Ograniczenia dla u�amków molowych:

x11 +x12 +x13 = 1 (5)

x22 +x24 = 1 (6)

x35 = 1 (7)

x41 +x43 +x44 +x45 = 1 (8)

Równania ogranicze� procesowych:
x44/x41 = 3 (9)
Mamy zatem  Nv = 14 zmiennych, które na podstawie za�o�e� zadania wi��e Ne =

9 równa�. Aby rozwi�za� zadanie, musimy zna�

Nd = Nv – Ne = 14 – 9 = 5

zmiennych decyzyjnych. Mo�emy si� zastanowi�, czy zmiennej x35 nie nale�a�oby
umie�ci� w�ród zmiennych decyzyjnych. Warto�� Ne by�aby wówczas mniejsza o 1,
warto�� Nd za� wi�ksza o 1. I w tym przypadku problem by�by poprawnie okre�lony,
tj. liczba stopni swobody by�aby równa zeru, a liczba niewiadomych w uk�adzie rów-
na� odpowiada�aby liczbie równa�. Po rozwi�zaniu tego uk�adu równa� otrzymujemy
nast�puj�ce warto�ci parametrów bilansu masowego:

F1 = 1000,00 kmol/h
F2 = 2140,00 kmol/h
F3 = 1502,10 kmol/h
F4 = 4642,10 kmol/h
x11 = 0,7800
x12 = 0,2000
x13 = 0,0200
x22 = 0,5000
x24 = 0,5000
x35 = 1,000
x41 = 0,1680
x43 = 0,2778
x44 = 0,5040
x45 = 0,0500

Przyk�ad 1.11. W procesie chlorowania benzenu przebiegaj� nast�pcze reakcje
chemiczne, w wyniku których otrzymuje si� mieszanin� mono-, di-, tri- i tetrachloro-
benzenów reakcji:
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C6H6 + Cl2 = C6H5Cl + HCl
C6H5Cl + Cl2 = C6H4Cl2 + HCl
C6H4Cl2 + Cl2 = C6H3Cl3 + HCl
C6H3Cl3 + Cl2 = C6H2Cl4 + HCl

Produktem handlowym o najwi�kszym znaczeniu jest w tym przypadku trichloro-
benzen, u�ywany jako �rodek do prania „na sucho”, ale z charakteru reakcji nast�p-
czych wynika, �e obecno�� pozosta�ych produktów jest nieunikniona. Mieszaj�c chlor
i benzen w stosunku molowym 3,6:1 otrzymuje si� produkt o nast�puj�cym sk�adzie
(w% mol.):

benzen – 1%
chlorobenzen – 7%
dichlorobenzen – 12%
trichlorobenzen – 75%
tetrachlorobenzen – 5%.
Za�o�ywszy, �e do reaktora wprowadza si� 1000 mol/h benzenu, obliczy� nat��e-

nie przep�ywu strumieni wychodz�cych z reaktora.

Rozwi�zanie: W rozwa�anej jednostce procesowej zachodzi reakcja chemiczna
i bilans masowy oprzemy na prawie zachowania atomów. W reakcji bior� udzia� atomy
w�gla, wodoru i chloru. Z bilansu atomów otrzymamy trzy równania bilansowe. Schemat
procesu przedstawiono na rys. 1.11. Oznaczenia reagentów: 1 – chlor, 2 – benzen,
3 – chlorobenzen, 4 – dichlorobenzen, 5 – trichlorobenzen, 6 – tetrachlorobenzen, 7 –
chlorowodór.

Rys. 1.11. Schemat bilansowy procesu do przyk�adu 1.11
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Strumieniami produktów s�: strumie� 3 (gazy uchodz�ce z reaktora) oraz strumie�
4 (produkty chlorowania). Proces opisuje Nv = 13 zmiennych, w�ród których znanych
jest Nd = 7 zmiennych decyzyjnych. Aby wi�c poprawnie sporz�dzi� bilans, trzeba
u�o�y� Nv – Nd = 6 równa�, które b�d� równaniami niezale�nymi.

Równania bilansowe dla atomów:

C: 6F2x22 = 6F4x42 + 6F4x43 + 6F4x44 + 6F4x45 + 6F4x46 (1)

H: 6F2x22 = F3x37 + 6F4x42 + 5F4x43 + 4F4x44 + 3F4x45 + 2F4x46 (2)

Cl: 2F1x11 = 2F3x31 + F3x37 + F4x43 + 2F4x44 + 3F4x45 + 2F4x46 (3)

Ograniczenia dla u�amków molowych (tylko w strumieniach 3 i 4, strumienie ben-
zenu i chloru przyj�to jako strumienie zawieraj�ce wy��cznie chlor i benzen, st�d x11 =
x22 = 1 zosta�y zaliczone do zmiennych decyzyjnych):

x31 + x37 = 1 (4)

x42 + x43 + x44 + x45 +x46 = 1 (5)

Ograniczenia procesowe:

F1 = 3,6F3 (6)

Rozwi�zanie tego uk�adu równa� daje nast�puj�ce zestawienie bilansu materia�o-
wego:

F1 = 3600,0 mol/h

F2 = 1000,0 mol/h

F3 = 3600,0 mol/h

F4 = 1000,0 mol/h

x11 = 1,0000

x22 = 1,0000

x31 = 0,2333

x37 = 0,7666

x42 = 0,0100

x43 = 0,0700

x44 = 0,1200

x45 = 0,7500

x46 = 0,0500
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Przyk�ad 1.12. Oksiran, substancj� wyj�ciow� do produkcji glikolu etylenowego,
otrzymuje si� w reakcji cz��ciowego utleniania etylenu powietrzem z u�yciem katali-
zatora srebrowego. Reakcj� utleniania etylenu do oksiranu zapisujemy nast�puj�co:

C2H4 + 1/2O2 = C2H4O

Niestety, oprócz tej reakcji przebiega tak�e reakcja uboczna ca�kowitego utlenienia
etylenu z utworzeniem ditlenku w�gla i wody

C2H4 + 3O2 == 2CO2 + 2H2O

Strumie� zasilaj�cy reaktor zawiera 10% etylenu, który po przej�ciu przez reaktor
ulega przereagowaniu w 25%, z czego 80% przypada na reakcj� g�ówn�. Obliczy�
sk�ad strumienia opuszczaj�cego reaktor, je�eli nat��enie dop�ywu reagentów do re-
aktora wynosi 1000 kmol/h.

Rozwi�zanie: W procesie utlenienia przebiegaj� dwie równoleg�e reakcje. Doko-
nuj�c bilansu masowego, musimy wzi�� pod uwag� te ograniczenia procesowe, które
wynikaj� z za�o�onego stopnia przereagowania oraz selektywno�ci procesu. Schemat
reaktora przedstawiono na rys. 1.12. Oznaczenia reagentów: 1 – etylen, 2 – tlen, 3 –
azot, 4 – oksiran, 5 – dwutlenek w�gla, 6 – woda.

Rys. 1.12. Schemat utleniania etylenu (do przyk�adu 1.12)

Z warunków selektywno�ci utleniania wynika, �e 20% etylenu przereagowuje
w reakcji g�ównej, 5% za� – w ubocznej (ca�kowitego utleniania). Sporz�dzimy rów-
nania bilansowe reagentów, a nast�pnie uwzgl�dnimy ograniczenia procesowe oraz
ograniczenia dla u�amków molowych:

Równania bilansowe sk�adników:

0,75F1x11 = F2x21 (1)
F1x12 = F2x22 + 0,5F2x24 + 2F2x25 + F2x26 (2)
F1x13 = F2x23 (3)

Równania ogranicze� procesowych:

0,2F1 x11 = F2 x24 (4)
0,05�2F1x11 = F2x25 (5)
F2 x25 = F2 x26 (6)
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Stosunek tlenu do azotu w powietrzu:

x12 /x13 = 0,266 (7)

Równania ogranicze� dla u�amków molowych:

x11+x12+x13 = 1 (8)
x21+x22+x23+x24+x25+x26=1 (9)

Proces utleniania opisuje Nv = 11 zmiennych, które wi��e Ne = 9 równa�. Do roz-
wi�zania tego uk�adu powinna zatem wystarczy� znajomo�� Nd = 2 zmiennych decy-
zyjnych, którymi – zgodnie z tre�ci� zadania – s�: F1 oraz x11. Po rozwi�zaniu uk�adu
równa� otrzymuje si� nast�puj�ce warto�ci:

F1 = 1000,0
F2 = 975,0
x11 = 0,1000
x12 = 0,1890
x13 = 0,7109
x21 = 0,0769
x22 = 0,1529
x23 = 0,7291
x24 = 0,0205
x25 = 0,0102
x26 = 0,0102

1.3. Programy komputerowe

Za��czone programy komputerowe s� prostymi programami opracowanymi do
wykorzystania w komputerach osobistych, pracuj�cych pod systemem DOS. Podsta-
wow� ich cech� jest funkcjonalno��. Mog� one by� �atwo skompilowane za pomoc�
kompilatorów pracuj�cych na platformach Windows. Programy te s� powszechnie
dost�pne; s� osi�galne przez Internet z terminali Politechniki Wroc�awskiej*.

1.3.1. Program MATRANK

Program MATRANK s�u�y do okre�lenia rz�du macierzy metod� ortogonalizacji
Grama–Schmidta. Metoda ta polega na utworzeniu zbioru wektorów ortogonalnych

_________
*Przyk�adowy adres internetowy serwera freeware: http://www.tocows.com/
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z danego zbioru wektorów. Za�ó�my, �e dany jest zbiór wektorów (ka�dy z�o�ony
z n sk�adowych) x1, x2, ..., xm. Zdefiniujmy wektory nast�puj�co:
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Wektory y1, y2, ..., ym s� wzajemnie ortogonalne, a wektor yj jest ortogonalny do
x1, x2, ..., xj – 1. Wielko�� iy jest zwana norm� euklidesow� y i jest definiowana jako
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Je�eli podczas oblicze� zdarza si�, �e norma euklidesowa y w którym� z cz�onów
wynosi zero lub jest bliska zera, to cz�on ten jest odrzucany w kolejnym cyklu obli-
czeniowym. Inaczej mówi�c, ortogonalizacja Grama–Schmidta jest sposobem wyzna-
czania liczby niezale�nych wektorów w zbiorze wektorów.

Program MATRANK w za��czonej wersji bada niezale�no�� rz�dów macierzy,
której wymiar nie mo�e przekracza� 20 rz�dów i 20 kolumn. Badanie macierzy
o wi�kszych wymiarach wymaga przedefiniowania tablicy Amat, mieszcz�cej ele-
menty macierzy A. Dzia�anie programu przedstawia nast�puj�cy przyk�ad.

Proces syntezy metanolu, w którym bior� udzia� nast�puj�ce reagenty: H2, CO,
CO2, CH3OH i H2O (pomijamy sk�adniki oboj�tne), mo�na opisa� za pomoc� nast�-
puj�cych reakcji:

CO + 2H2 = CH3OH (1)
CO2 + H2 = CO + H2O (2)
CO2 + 3H2 = CH3OH + H2O (3)

Dla tego uk�adu równa� chemicznych ustala si� macierz wspó�czynników ste-
chiometrycznych.

Reagent
Reakcja

CO CO2 H2 CH3OH H2O

(1)
(2)
(3)

–1
1
0

0
–1
–1

–2
–1
–3

1
0
1

0
1
1

Po uruchomieniu programu na ekranie pojawia si� informacja o programie oraz
pytanie o liczb� rz�dów macierzy (ca) oraz liczb� kolumn (ra). Nast�pnie program
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��da wprowadzenia warto�ci wspó�czynników (wyrazów macierzy) rz�dami, zgodnie
z kolejno�ci� reakcji. Czynno�ci te zawarte s� w procedurze Wprowadz-Dane. Po niej
uruchamiana jest procedura Grama–Schmidta, której rezultatem s� nast�puj�ce infor-
macje na ekranie monitora:

rz�d macierzy = 2
równanie 1 - niezale�ne,
równanie 2 - niezale�ne,
równanie 3 - zale�ne.

Warto zaznaczy�, �e program MATRANK rozpoznaje niezale�no�� równa� po-
cz�wszy od pierwszego równania. Je�eli w podanym przyk�adzie zamienimy kolej-
no�� równa�, to za równanie zale�ne zostanie uznane równanie trzecie. Oznacza to, �e
w uk�adzie trzech równa� dwa s� równaniami niezale�nymi.

#
#             PROGRAM MATRANK
#

program Matrank;
{$N-}
uses DOS,Crt;
         type Amat = array[1..20,1..20] of real;
              var A:Amat;
                  ra,ca,i,j:integer;

procedure Informacja;

      begin
      ClrScr;
      gotoXY(10,6);
      writeln('Program wyznacza rzad macierzy metoda ortogonalizcji');
      gotoXY(25,8);
      writeln('     Gram-Schmidta');
      gotoXY(8,12);
      writeln;
      end;

procedure Wprowadz_Dane;
      begin
      write('Podaj ilosc rzedow macierzy  (MAXIMUM  20)   ');
      readln (ca);
      writeln;
      write('Podaj ilosc kolumn macierzy  (MAXIMUM  20)   ');
      readln(ra);
      ClrScr;
         for i:= 1 to ca do begin
             for j:= 1 to ra do begin
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                 write('         A (',i,', ',j,' ) =  ');
                 readln (A[j,i]);
                 writeln;
             end;
           ClrScr;
         end;
      end;

procedure Gram_Schmidt ( A:Amat; ra, ca:integer);

      type Bmat = array[1..20,1..20] of real;
   Lmat = array[1..20] of integer;

           var B: Bmat; L: Lmat;
               Term,Term1,Term2,Anorm:real;
            i,j,k,k1,Nrank:integer;

      begin
         for j:=1 to ca do begin

     L[j]:=1;
         end;
          for k:=1 to ra do begin

      B[k,1]:=A[k,1];
  end;

           for j:=2 to ca do begin
     k1:=j-1;

               for k:=1 to ra do begin
          B[k,j]:=A[k,j];

               end;
 for i:=1 to k1 do begin
   if (L[i] = 1 ) then begin

                     Term1:=0;Term2:=0;
      for k:=1 to ra do begin
       Term1:=Term1 + B[k,i]*A[k,j];
        Term2:=Term2 + B[k,i]*B[k,i];

                    end;
                      end;

    Term:=Term1/Term2;
   for k:=1 to ra do begin
     B[k,j]:=B[k,j] - Term*B[k,i];
   end;

                  end;
                     Anorm:=0;

     for k:=1 to ra do begin;
       Anorm:= Anorm + B[k,j]*B[k,j];

                     end;
                   if ( Anorm)< 1E-08 then L[j]:=0;

   end;
Nrank:=0;
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                for j:=1 to ca do begin
                 if ( L[j] ) = 1 then

 Nrank:=Nrank + 1 ;
                end;
                   writeln ('        Rzad macierzy =   ',Nrank);

   writeln;
 for j:=1 to ca do begin
    if (L[j] = 0 ) then

                    writeln('  Rownanie    ',j,'    -     zalezne  ');
    if (L[j] = 1 ) then

                    writeln('  Rownanie    ',j,'    -  niezalezne  ');
                    writeln;
                 end;
       end;

begin
Informacja;
Wprowadz_Dane;
Gram_Schmidt (A, ra,ca);
end.

1.3.2. Program LIN_SYSG
Program LIN_SYSG s�u�y do rozwi�zywania uk�adów równa� liniowych metod�

eliminacji Gaussa. Uk�ad równa� liniowych zapisuje si� w postaci (zgodnej z kon-
wencj� programu Pascal):

A[1,1] X[1] + A[1,2] X[2] + A[1,3] X[3] +..... = B[1]
A[2,1] X[1] + A[2,2] X[2] + A[2,3] X[3] +..... = B[2]
.......................................................... = ......
A[m,1] X1 + A[m,2] X[2] + A[m,3] X[3] + ..... = B[m]

Program LIN-SYSG sk�ada si� z trzech podprogramów: Informacja, Wpro-
wadz_Dane oraz Gauss_Plus. Po uruchomieniu programu na ekranie pojawia sie in-
formacja, �e program rozwi�zuje uk�ad równa� liniowych (maksymalnie 20 równa�
liniowych z 20 niewiadomymi) i poni�ej tej informacji pojawia si� ��danie o podanie
liczby równa� w rozwi�zywanym uk�adzie (ra). Podprogram Wprowadz_Dane wyma-
ga wprowadzenia elementów macierzy wspó�czynników A[m,n] oraz wektora B[m].
Wprowadzone dane s� lokowane w tablicach Amat i Bmat. Po zako�czeniu tej opera-
cji w��cza si� podprogram Gauss_Plus, który rozwi�zuje uk�ad równa� metod� elimi-
nacji Gaussa. Dok�adny opis tej metody mo�na znale�� w podr�cznikach matematyki.

Podprogram Gauss_Pluss oblicza najpierw wyznacznik wprowadzonej macierzy
D1 i w przypadku, gdy równa si� on zeru, program zostaje przerwany i na ekranie
pojawia si� napis: „MACIERZ OSOBLIWA!!!”

Omawiany program nadaje si� do rozwi�zywania wi�kszych uk�adów równa� li-
niowych pod warunkiem przedefiniowania tablic, tak aby mog�y one pomie�ci� wi�k-



                     1.3. Programy komputerowe 41

sz� liczb� danych. Progam LIN_SYSG zosta� u�yty do rozwi�zania uk�adu równa� w
przyk�adzie 1.8.

#
#                           Program LIN_SYSG
#

program Lin_Sysg;
{$N-}
uses DOS,Crt;
         type Amat = array[1..20,1..20] of real;
              Bmat = array[1..20] of real;
              Dmat = array[1..20] of real;
              var A:Amat;B:Bmat;D:Dmat;
                  ra,ca,i,j:integer;

procedure Informacja;

      begin
      ClrScr;
      writeln('         Program ten rozwiazuje uklad rownan liniowych ');
      writeln('         metoda eliminacji Gaussa  ');
      writeln;writeln;
      writeln('     Uklad moze zawierac 20 rownan z 20 niewiadomymi typu ');
      writeln;writeln;
      writeln('    A[1,1]*X[1] + A[1,2]*X[2] + A[1,3]*X[3] + ....      =  B[1]');
      writeln('    ...............................................        ....');
      writeln;
      writeln('    .....       + A[20,19]*X[19] + A[20,20]*X[20]       =  B[20]');
      writeln;
      end;

procedure Wprowadz_Dane;
      begin
      writeln;writeln;
      write('      Podaj ilosc rownan       ');
      readln (ra);
      ca:= ra;
      writeln;
      ClrScr;
      writeln('    Podaj wspolczynniki rownan   ');writeln;

         for i:= 1 to ra do begin
             for j:=1 to ca do begin
                 write('         A (',i,', ',j,' ) =  ');
                 readln (A[i,j]);
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                 writeln;
                 end;
                 ClrScr;
             end;
                   writeln('Podaj wartosci wektora stalych ');writeln;
                   for i:=1 to ra do begin
                     write('         B (',i,' )  =  ');
                     readln (B[i]);
                     writeln;
                   end;
                   ClrScr;
      end;

procedure Gauss_Plus (A:Amat;B:Bmat;ra:integer);

          type Lmat = array[1..20] of integer;
               ARmat = array[1..20] of real;
               B1mat = array[1..20] of real;
               A1mat = array[1..20,1..20] of real;

          var L:Lmat;AR:ARmat;B1:B1mat;A1:A1mat;
              D2,D1,C,M,AW: real;
              L1,rb,ca,i,j,k:integer;

  begin
       rb:=ra;ca:=ra;
       for i:=1 to rb do begin
        for j:=1 to ra do begin
         A1[i,j]:=A[i,j];
        end;
         B1[i]:=B[i];
       end;
       D1:=1;
       for k:=1 to ca-1 do begin
           D2:=0;
           for i:=k to ca do begin
             C:=abs(A[i,k]);
             if ( C >= D2 ) then  begin
               D2:=C;
               L[k]:=i;
             end;
           end;
         L1:=L[k];
           if ( L1 <> k ) then  begin
             D1:=-D1;
             for j:=k to ca do begin
               D2:=A[k,j];
               A[k,j]:=A[L1,j];
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               A[L1,j]:=D2;
             end;
           end;
               for i:=k+1 to ca do begin
                 M:=-A[i,k]/A[k,k];
                 A[i,k]:=M;
                   for j:=k+1 to ca do begin
                     A[i,j]:=A[i,j] + M*A[k,j];
                   end;
               end;
       end;
          for i:=1 to ca do begin
            D1:=D1*A[i,i];
          end;
          if (abs(D1) > 1E-37 ) then begin

       writeln(' Wyznacznik macierzy  A []  =  ',D1);writeln;
          for k:=1 to rb-1 do begin
            L1:=L[k];
              if ( L1 <> k ) then begin
                D2:=B[k];
                B[k]:=B[L1];
                B[L1]:=D2;
              end;
                for i:=k+1 to ca do begin
                  M:=A[i,k];
                  B[i]:=B[i] + M*B[k];
                end;
          end;
          D[ca]:=B[ca]/A[ca,ca];
          for i:= ca-1 downto 1 do begin
            D2:=B[i];
            for j:=i+1 to ca do begin
              D2:=D2 - A[i,j]*D[j];
            end;
            D[i]:=D2/A[i,i];
          end;
             for i:=1 to ca do begin
               AW:=B1[i];
                  for j:=1 to ra do begin
                    AW:=AW - A1[i,j]*D[j];
                  end;
                    AR[i]:=AW;
             end;
          write('     Rozwiazanie                          ');
          writeln('Wektor reszkowy  R = B - A*X');
          writeln;
          for i:=1 to ra do begin
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            writeln('     X [ ',i,' ]   =  ',D[i]:12:5,'           ',AR[i]);
          end;
          end;
             if ( abs(D1) < 1E-37 ) then begin
                GotoXY(20,8);
               writeln (' M A C I E R Z   O S O B L I W A   !!! ');
             end;
        end;

begin
Informacja;
Wprowadz_Dane;
Gauss_Plus (A,B,ra);
end.

 1.3.3. Program NEWTRAPH
Program NEWTRAPH s�u�y do rozwi�zywania uk�adów równa� nieliniowych

metod� Newtona–Raphsona. W odró�nieniu od programu LIN_SYSG, który ��da
podania i wprowadzenia wspó�czynników równa�, program NEWTRAPH zawiera
procedur�, do której wpisuje si� (korzystaj�c z edytora) pe�ny uk�ad równa�
w nast�puj�cej postaci:

F[1]:= f (X[1], X[2],....., X[m]) = 0

F[2]:= f (X[1], X[2],....., X[m]) = 0
................................................. =..
F[m]:= f (X[1], X[2],....., X[m] = 0

W takiej postaci uk�ad równa� umieszcza si� w procedurze Function. Znak równo�ci
i zero wskazuj� na posta�, do której nale�y równanie przekszta�ci�, lecz nie s� one wpi-
sywane do programu. W obecnej postaci procedura Function zawiera uk�ad 7 równa�
nieliniowych, u�o�onych do przyk�adu 1.6. U�ycie tego programu do innego uk�adu rów-
na� jest oczywi�cie mo�liwe. Nale�y wtedy skasowa� obecny zapis i wpisa� nowy uk�ad
równa�. Maksymalnie liczba równa� w obecnej wersji programu wynosi 20.

Po uruchomieniu programu pojawia si� informacja o programie i pytanie o liczb�
równa� w uk�adzie. Nast�pnie program ��da wprowadzenia warto�ci wektora rozwi�-
za� próbnych (pocz�tkowych) ....,,, 21

p
m

pp XXX  Warto�ci próbne zwykle nie odpo-
wiadaj� wektorowi rozwi�za� i obliczone w procedurze FUNCTION warto�ci funkcji
F[i] dla próbnych p

iX s� ró�ne od zera. Ustalenie zestawu warto�ci kolejnego przybli-
�enia podaje metoda Newtona–Raphsona.

Dla warto�ci stanowi�cych przybli�one rozwi�zanie oblicza si� pochodne cz�st-
kowe funkcji F[i], które tworz� macierz pochodnych cz�stkowych (Jacobian):
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Macierz pochodnych cz�stkowych rozszerza si� o wektor [y1, y2,..., ym], dla którego:

� � � � � � � �
pmpp

pp
i x

iF...
x

iF
x

iFxiFy
�
���

�
��

�
����

21
1

Wszystkie elementy macierzy s� znane w punkcie rozwi�zania próbnego. Aby wy-
znaczy� wektor nowego rozwi�zania próbnego, nale�y rozwi�za� odpowiedni uk�ad
równa� liniowych. Powtarzaj�c t� czynno��, dojdziemy do kolejnego rozwi�zania
przybli�onego. Obliczenia ko�czy si�, gdy uzyskana zostanie za�o�ona dok�adno��
(tolerancja) rozwi�zania E:

m...jE
x

xx
p
j

p
jj ,,2,1dla ��

�

Program NEWTRAPH sk�ada si� z nast�puj�cych procedur:

Informacja
Wprowadz Dane
Funkcja
Jacobian
Gauss_Plus
Rezultat

W cz��ci deklaracyjnej zdefiniowano nast�puj�ce wielko�ci:

Xmat – wektor rozwi�za� próbnych,
Fmat – wektor warto�ci F[i],
F1mat – wektor warto�ci F[i] liczonej dla xi powi�kszonej o 0,001 xi w celu wyznaczenia pochodnych
cz�stkowych metod� numeryczn�.

� � � � � �
ipi x

iFiF
x

iF
001,0

1 ��
�
�

Amat – macierz pochodnych cz�stkowych (Jacobian),
Bmat – wektor wrto�ci yi,
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Dmat – wektor rozwi�za�.
Gdy za�o�ona dok�adno�� nie zosta�a osi�gni�ta, Dmat przechodzi w Xmat.
D1 – wyznacznik macierzy (Jacobianu). Gdy D1 = 0, program zostaje przerwany.
E – oczekiwana dok�adno�� oblicze�,
SumE – uzyskiwana dok�adno�� oblicze�, liczona ��cznie dla wszystkich xi.

Po uruchomieniu programu pojawia si� na ekranie monitora informacja o progra-
mie i natychmiast w��cza si� procedura Wprowadz_Dane z ��daniem podania liczby
równa� (ra), wektora rozwi�za� próbnych X[1], X[2] itd. oraz dok�adno�ci oblicze�.
Procedura Rezultat wy�wietla na ekranie wektor rozwi�za�, liczb� cykli iteracyjnych
oraz uzyskan� dok�adno�� (tolerancj�) oblicze�.

Za��czony program zawiera uk�ad równa� z przyk�adu 1.6. Po dokonaniu oblicze�
ukazuj� si� nast�puj�ce informacje na ekranie:

Rozwi�zanie:          Tolerancja:    2,1407577656E-11
Cykli iteracyjnych:   5

X[1] = 180,28959
X[2] =   19,71041
X[3] =     0,00367
X[4] =     0,01468
X[5] =     0,98150
X[6] =     0,00002
X[7] =     0,00013

Zadana dok�adno�� wynosi�a 0,0001.

 #
#                                   Program NEWT_RAPH
#
Program NewtRaph;
{$N-}
uses DOS,Crt;

          type Xmat = array[1..20] of real;
               Fmat = array[1..20] of real;
               F1mat = array[1..20] of real;
               Amat = array[1..20,1..20] of real;
               Bmat = array[1..20] of real;
               Dmat = array[1..20] of real;
          var  X:Xmat;F:Fmat;F1:Fmat;A:Amat;B:Bmat;D:Dmat;
               D1,E,SumE:real;
               i,j,k,ra:integer;

  procedure Informacja;
      begin
      ClrScr;
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      writeln('            Program rozwiazuje uklad rownan nieliniowych ');
      writeln;
      writeln('                    metoda Newtona - Raphsona ');
      writeln;
      writeln('                  Maksymalna ilosc rownan  -  20 ');
      writeln;
      end;

  procedure Wprowadz_Dane;

          begin
            writeln;
            write('         Podaj ilosc rownan   ');
            readln(ra);
            ClrScr;
            writeln;
            writeln('    Podaj wartosci rozwiazan probnych ');
            writeln;
            for i:=1 to ra do begin
                write('    X ( ',i,' )   =    ');
                  readln(X[i]);
            end;
            ClrScr;
            write('    Podaj oczekiwana dokladnosc obliczen    ');
            readln (E);
            ClrScr;
          end;

   procedure Funkcja (X:Xmat;var F:Fmat);

       begin

         F[1]:= 66.67*X[1]*X[3] + X[2]*X[3] - 44.2;

 F[2]:= 50*X[1]*X[4] + X[2]*X[4] - 132.6;

         F[3]:= X[3] + X[4] + X[5] + X[6] + X[7] - 1;

         F[4]:= 66.67*X[3] + 50*X[4] + 0.015*X[5] + 100*X[6] + 33.33*X[7] - 1;
         F[5]:= 0.015*X[1]*X[5] + X[2]*X[5] - 22;

         F[6]:= 100*X[1]*X[6] + X[2]*X[6] - 0.4;

         F[7]:= 33.33*X[1]*X[7] + X[2]*X[7] - 0.8;

        end;

  procedure Jacobian ( X:Xmat;F:Fmat;ra:integer);
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            var DXJ:real;

          begin
            for j:=1 to ra do begin

    Funkcja (X,F);

              DXJ:= X[j]*0.001;
              X[j]:=X[j]+ DXJ;
                Funkcja (X,F1);
                  for i:=1 to ra do begin
                   A[i,j]:=(F1[i]-F[i])/DXJ;
                  end;
                X[j]:=X[j] - DXJ;
             end;
             Funkcja (X,F);
             for i:=1 to ra do begin
                B[i]:= - F[i];
                  for j:=1 to ra do begin
                     B[i]:= B[i] + X[j]*A[i,j];
                  end;
             end;
          end;

procedure Gauss_Plus (A:Amat;B:Bmat;ra:integer);

          type Lmat = array[1..20] of integer;
               ARmat = array[1..20] of real;
               B1mat = array[1..20] of real;
               A1mat = array[1..20,1..20] of real;

          var L:Lmat;AR:ARmat;B1:B1mat;A1:A1mat;
              D2,D1,C,M,AW: real;
              L1,rb,ca,i,j,k:integer;

  begin
       rb:=ra;ca:=ra;
       for i:=1 to ra do begin
         for j:=1 to ca do begin
          A1[i,j]:= A[i,j];
         end;
           B1[i]:=B[i];
       end;

       D1:=1;
       for k:=1 to ca-1 do begin
           D2:=0;
           for i:=k to ca do begin
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             C:=abs(A[i,k]);
             if ( C >= D2 ) then  begin
               D2:=C;
               L[k]:=i;
             end;
           end;
         L1:=L[k];
           if ( L1 <> k ) then  begin
             D1:=-D1;
             for j:=k to ca do begin
               D2:=A[k,j];
               A[k,j]:=A[L1,j];
               A[L1,j]:=D2;
             end;
           end;
               for i:=k+1 to ca do begin
                 M:=-A[i,k]/A[k,k];
                 A[i,k]:=M;
                   for j:=k+1 to ca do begin
                     A[i,j]:=A[i,j] + M*A[k,j];
                   end;
               end;
       end;
          for i:=1 to ca do begin
            D1:=D1*A[i,i];
          end;
            if (abs(D1) < 1E-37 ) then begin;
      writeln('         Wyznacznik macierzy  A []  =  ',D1);writeln;
      writeln('               Macierz osobliwa');
      writeln;
            end;
          for k:=1 to rb-1 do begin
            L1:=L[k];
              if ( L1 <> k ) then begin
                D2:=B[k];
                B[k]:=B[L1];
                B[L1]:=D2;
              end;
                for i:=k+1 to ca do begin
                  M:=A[i,k];
                  B[i]:=B[i] + M*B[k];
                end;
          end;
          D[ca]:=B[ca]/A[ca,ca];
          for i:= ca-1 downto 1 do begin
            D2:=B[i];
            for j:=i+1 to ca do begin
              D2:=D2 - A[i,j]*D[j];
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            end;
            D[i]:=D2/A[i,i];
          end;
          writeln;
          SumE:= 0;
          for i:=1 to ra do begin
          SumE:= SumE + abs((D[i]-X[i])/X[i]);
            X[i]:= D[i];
          end;
       end;

  procedure Rezultat ( ra:integer;X:Xmat);
        begin
        GotoXY(2,2);
        writeln(' Rozwiazanie:    Tolerancja   =   ',SumE);
        writeln;
        writeln('  Cykli iteracyjnych  :    ',k); writeln;
          for i:= 1 to ra do begin
           writeln ('     X [ ',i,' ]   =   ',X[i]:9:5);
           writeln;
          end;
        end;
begin
  Informacja;
  Wprowadz_Dane;
    k:= 0;
    repeat
      Jacobian (X,F,ra);
       Gauss_Plus (A,B,ra);
         k:= k + 1;
    until (SumE < E );
         Rezultat(ra,X);
end.



Rozdzia� 2

Bilans energetyczny
Rozdzia� ten po�wi�cono bilansom energetycznym, które s� przedmiotem zaintere-

sowa� in�yniera technologa. W etapie projektowania bilans energii wykonuje si�, aby
wyznaczy� zapotrzebowanie na energi� w procesach ogrzewania, ch�odzenia oraz
zapotrzebowanie mocy urz�dze� o nap�dzie elektrycznym. Bilansowanie energii
w instalacji ju� pracuj�cej jest konieczne do analizy bie��cego zu�ycia energii i po-
czynienia ewentualnych dzia�a� oszcz�dno�ciowych.

Omawiaj�c w poprzednim rozdziale bilanse materia�owe w obr�bie jednostek
procesowych, opierali�my si� na prawie zachowania masy. W stanie ustalonym
ilo�� materia�u (masa) dop�ywaj�cego do jednostki procesowej jest równa ilo�ci
materia�u (masy), która z tej jednostki odp�ywa, nawet je�li w obr�bie jednostki
nast�puje przemiana chemiczna i powstaj� nowe substancje chemiczne. W przy-
padku bilansu energii zwykle tak nie jest. Entalpia strumienia odp�ywaj�cego
z jednostki procesowej nie jest równa entalpii strumienia wchodz�cego, je�eli
w jednostce procesowej mamy do czynienia z konsumpcj� lub generowaniem ener-
gii, np. w wyniku reakcji chemicznej. Energia w procesach przemiany mo�e by�
przekazywana np. jako energia mechaniczna, ciep�o, energia elektryczna, a prawo
zachowania energii odnosi si� do energii ca�kowitej.

W tym miejscu nale�y przypomnie� pewne poj�cia, którymi b�dziemy si� pos�u-
giwa� w dalszej cz��ci tego rozdzia�u.

Uk�ad jest to arbitralnie wybrana cz��� materii albo otaczaj�cej nas przyrody, albo
wybrane urz�dzenie, b�d�ce przedmiotem naszej uwagi. Pozosta�� cz��� przyrody nazywa
si� otoczeniem. Uk�ad mo�e by� zamkni�ty, to jest taki, który nie wymienia z otoczeniem
ani masy, ani energii, pó�zamkni�ty, któremu przypisuje si� zdolno�� wymiany energii,
lub otwarty. Ten ostatni mo�e wymienia� z otoczeniem zarówno mas�, jak i energi�.

Zmienne stanu uk�adu dzielimy na zmienne intensywne (T, p, st��enia ci), które nie
zale�� od masy uk�adu, oraz na zmienne ekstensywne (m, V, liczby moli sk�adników
ni, energia wewn�trzna, potencja� termodynamiczny), których warto�ci s� proporcjo-
nalne do jego masy.
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Stan uk�adu jest okre�lony przez zmienne stanu i nie zale�y od jego kszta�tu i kon-
figuracji, lecz od jego w�a�ciwo�ci intensywnych.

2.1. Zasada zachowania energii

Zasada zachowania energii mo�e by� stosowana do pojedynczego urz�dzenia (jed-
nostki procesowej), w którym przebiega proces chemiczny, lub do ca�ej instalacji. W
postaci ogólnej zasad� t� mo�na zapisa� nast�puj�co:

Energia na wyj�ciu = energia na wej�ciu + generowanie – konsumcja – akumulacja.

Reakcja chemiczna spowoduje wydzielenie si� energii (reakcja egzotermiczna) lub jej
zu�ycie (reakcja endotermiczna). Dla stanu ustalonego urz�dzenia pracuj�cego w ruchu
ci�g�ym akumulacja zarówno masy, jak i energii b�dzie wynosi� zero. Poniewa� energia
mo�e wyst�powa� w ró�nych formach, wykonanie bilansu energetycznego jest bardziej
skomplikowane ni� wykonanie bilansu masowego. Bior�c pod uwag� jednostk� masy
materia�u (materii), mo�emy wyró�ni� nast�puj�ce formy energii:

� Energia zwi�zana z po�o�eniem

Energia potencjalna = gz (2.1.1)

gdzie z jest wysoko�ci� wzgl�dem arbitralnie przyj�tego poziomu, m, g jest przyspie-
szeniem ziemskim (9,81 m/s2).

� Energia kinetyczna

Energia kinetyczna = 
2

2u (2.1.2)

gdzie u jest pr�dko�ci� liniow�, m/s.

Przyk�ad 2.1. Woda jest przepompowywana ze zbiornika do innego zbiornika,
po�o�onego wy�ej. Obliczy� przyrost w�a�ciwej energii potencjalnej wody, �Ep, gdy
znajdzie si� ona w górnym zbiorniku po pokonaniu ró�nicy poziomów równej 15 m.

Rozwi�zanie. Po podstawieniu danych do równania (2.1.1) dla 1 kg wody otrzyma-
my:

Ep = 1�15�9,81 = 147,15 kg�m�m/s2 = 147,15 J

Przyk�ad 2.2. Woda jest przepompowywana ze zbiornika do innego zbiornika
przez rur� o �rednicy 4 cm z szybko�ci� obj�to�ciow� 0,002 m3/s. Obliczy� w�a�ciw�
energi� kinetyczn�, Ek, wody w rurze.
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Rozwi�zanie. Przyjmuj�c, �e g�sto�� wody wynosi 1 kg/dm3, obliczamy pr�dko��
liniow� wody.

u = 
22 020143

0020
,,

,
r
V

�
�

�
 = 1,592 m/s

Ek = 
2592112

1
,��

 = 1,267 J

Dla porównania ogrzanie 1 kg wody o 10 K (np. od 283 do 293 K) wymaga do-
starczenia energii cieplnej równej 41,8 kJ. Warto�ci energii potencjalnej i kinetycznej
s� zatem rzeczywi�cie niewielkie i w bilansach energii zazwyczaj mog� by� pomijane.

� Energia wewn�trzna (U) jest makroskopow� miar� energii cz�steczkowej, ato-
mowej oraz subatomowej. Jest ona sum� energii ruchu post�powego, obrotowego
i drgaj�cego cz�steczek, energii stanów elektronowych w atomach i cz�steczkach,
energii wi�za� atomów w cz�steczkach oraz energii oddzia�ywa� mi�dzycz�steczko-
wych. Do energii wewn�trznej nale�y równie� energia j�der atomowych, jednak
w zwyk�ych przemianach fizykochemicznych energia ta nie ulega zmianie i mo�e by�
w naszych rozwa�aniach pomini�ta. Energii wewn�trznej nie mo�na zmierzy� bezpo-
�rednio, mo�na j� obliczy� opieraj�c si� na znajomo�ci zmiennych intensywnych,
które w skali makroskopowej daj� si� zmierzy�, takich jak np.: temperatura, ci�nienie,
obj�to�� oraz sk�ad.

Zgodnie z regu�� faz jednosk�adnikowy uk�ad jednofazowy ma dwa stopnie swo-
body. Jego energia wewn�trzna mo�e by� przedstawiona jako funkcja dwóch zmien-
nych, temperatury T i obj�to�ci V

� �V,TUU �

Energia wewn�trzna jest funkcj� stanu, jej ró�niczk� zupe�n� przedstawimy w po-
staci:

dV
V
UdT

T
UdU

TV
�
�

�
�
�

�

�
���

�

�
�
�

�

�
�� (2.1.3)

Zgodnie z definicj� (dU/dT)V jest pojemno�ci� ciepln� uk�adu w sta�ej obj�to�ci, cv.
Wyra�enie (dU/dv)T ma bardzo ma�� warto�� w porównaniu z pojemno�ci� ciepln� i
mo�e by� w zasadzie pomini�te. Po sca�kowaniu równania (2.1.3) mo�na obliczy�
zmian� energii wewn�trznej:

�����
2

1

12

T

T
vdTcUUU (2.1.4)

� Praca jest form� energii przenoszonej mi�dzy uk�adem a otoczeniem. Praca nie
mo�e by� magazynowana. Je�eli dzia�a si�a mechaniczna F w kierunku x od x1 do x2,
to prac�W wyra�a si� wzorem:
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���
2

1

x

x

FdxW (2.1.5)

Praca wykonana przez uk�ad ma warto�� ujemn�, natomiast praca wykonana na
uk�adzie ma warto�� dodatni�. Prac� nazywa si� niekiedy funkcjona�em drogi, gdy�
jej warto�� zale�y nie tylko od stanu pocz�tkowego i ko�cowego, lecz tak�e od drogi,
na której praca jest wykonana.

Je�eli praca jest rezultatem zmiany ci�nienia lub obj�to�ci, to wyra�a si� ona wzorem

��
2

1

V

V

PdVW (2.1.6)

Aby obliczy� prac� obj�to�ciow� z równania (2.1.6), nale�y zna� zale�no�� mi�-
dzy ci�nieniem a obj�to�ci�. W praktyce projektowej lub przemys�owej zachodzi po-
trzeba oszacowania pracy spr��ania lub rozpr��ania gazu i wtedy obliczenie pracy
obj�to�ciowej staje si� konieczno�ci�, poniewa� jej wielko�� mo�e by� znacz�ca.

� Ciep�o (Q) jest definiowane jako cz��� ca�kowitej energii przekazywanej mi�dzy
uk�adem a otoczeniem wskutek istnienia ró�nicy temperatur. Ciep�o mo�e by� przeka-
zywane na drodze przewodzenia, konwekcji i promieniowania. Podobnie jak praca
ciep�o zale�y od drogi, po której nast�puje przemiana, nie jest wi�c funkcj� stanu.

� Entalpi� definiujemy jako sum� energii wewn�trznej uk�adu oraz iloczynu jego
obj�to�ci i ci�nienia:

PVUH �� (2.1.7)

Entalpia – podobnie jak energia wewn�trzna – jest funkcj� stanu i ma ró�niczk�
zupe�n�. Przyjmuj�c, �e entalpia jest funkcj� ci�nienia i temperatury

� �P,THH � (2.1.8)

otrzymujemy ró�niczk� zupe�n� w postaci podobnej do wyra�enia (2.1.3)

dP
P
HdT

T
HdH
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�
�

�
�
�

�

�
���

�

�
�
�

�

�
��  (2.1.9)

Z definicji (�H/�T)P jest pojemno�ci� ciepln� uk�adu pod sta�ym ci�nieniem, cp.
Dla ma�ych i umiarkowanych warto�ci ci�nienia pochodna (�H/�P)T przyjmuje bardzo
ma�e warto�ci i z praktycznego punktu widzenia mo�e by� pomijana w obliczeniach.
Zmian� entalpii oblicza si� przez sca�kowanie równania (2.1.9).

���
2

1

12

T

T
pdTcHH  (2.1.10)

Nie mo�na obliczy� bezwzgl�dnej warto�ci entalpii, lecz jedynie jej zmiany.
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� Energia elektryczna i mechaniczna w bilansie energetycznym s� zwykle
uwzgl�dniane w postaci pracy. W procesach elektrochemicznych udzia� energii elek-
trycznej w tym bilansie jest znacz�cy.

Rozwa�my proces ci�g�y zachodz�cy w stanie ustalonym, pokazany na rys. 2.1.

Rys. 2.1. Schemat ogólny procesu ci�g�ego w stanie ustalonym

Równanie przedstawiaj�ce zasad� zachowania energii z uwzgl�dnieniem ró�nych
jej postaci dla przedstawionego procesu i odniesione do jednostki masy mo�na napisa�
nast�puj�co:

WgzuVPUQgzuVPU ��������� 2

2
2

2221

2
1

111
22

 (2.1.11)

Indeksy 1 i 2 odnosz� si� do wielko�ci na wej�ciu i wyj�ciu, Q oznacza ciep�o
przekazywane przez granic� uk�adu, W za� – prac� wykonywan� przez uk�ad lub na
uk�adzie. Warto�ci Q i W maj� znak dodatni, je�eli ciep�o jest przekazywane do uk�a-
du, ujemny za� – je�eli s� one przekazywane do otoczenia. W procesach chemicznych
warto�ci energii kinetycznej i potencjalnej s� zwykle bardzo ma�e w porównaniu
z warto�ciami ciep�a i pracy i w zasadzie mog� by� pomijane. Wygodnie jest po��czy�
cz�ony przedstawiaj�ce U i PV zgodnie z równaniem (2.1.7) i zast�pi� je wyra�eniem
okre�laj�cym entalpi�. Ponadto je�eli opu�ci si� elementy równania (2.1.11) przedsta-
wiaj�ce energi� kinetyczn� i potencjaln�, to upro�ci si� ono do postaci:

WQHH ��� 12  (2.1.12)

Wyra�enie (2.1.12) jest podstawowym równaniem s�u��cym do sporz�dzania bi-
lansu urz�dze� grzewczych i ch�odz�cych w przemy�le chemicznym. Dla wielu proce-
sów cz�on okre�laj�cy prac� b�dzie równy zeru i wtedy równanie (2.1.12) upro�ci si�
jeszcze bardziej do równania bilansu cieplnego:

12 HHQ ��  (2.1.13)

Je�eli w wyniku reakcji chemicznej uwalnia si� ciep�o (reakcja jest egzotermiczna)
Qr i istnieje potrzeba dostarczenia pewnej ilo�ci ciep�a Qd dla utrzymania wymaganej
temperatury reakcji, to otrzymamy

rd QHHQ ��� 12 (2.1.14)
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2.2. Obliczanie zmian entalpii

Dla wielu pospolitych substancji chemicznych istniej� stabelaryzowane dane war-
to�ci entalpii lub diagramy, z których mo�na odczyta� potrzebne dane dla wymaga-
nych warto�ci temperatury i ci�nienia. Z za�o�enia przyj�to, �e entalpia takich
zwi�zków jak: proste w�glowodory alifatyczne, pospolite gazy, tlenki azotu i siarki
wynosi zero w temperaturze odniesienia. Opieraj�c si� na tych danych oraz korzysta-
j�c z zale�no�ci typu (2.1.10), okre�laj�cej pojemno�� ciepln� jako funkcj� temperatu-
ry, mo�na obliczy� entalpi� tego typu zwi�zków w dowolnej temperaturze:

��
T

T
pT

o

dTcH  (2.2.1)

gdzie HT jest entalpi� molow� (w�a�ciw�, je�eli jest odniesiona do jednostki masy)
w temperaturze T, To za� – temperatur� odniesienia. Równanie (2.2.1) s�u�y do obli-
czania entalpii w przedziale temperatur, w którym nie ma przej�cia fazowego. Je�eli w
rozwa�anym zakresie temperatur wyst�puje przemiana fazowa, zale�no�� cp = f (T)
jest zwykle ró�na dla ró�nych faz. Obliczaj�c zmian� entalpii, nale�y wówczas
uwzgl�dni� entalpi� przej�cia fazowego:

�� ���
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dTcHdTcH 21  (2.2.2)

w którym Tf – temperatura przej�cia fazowego, cp1 – pojemno�� cieplna w fazie 1,
cp2 – pojemno�� cieplna w fazie 2, Hf – entalpia przemiany fazowej.

Bezwzgl�dna warto�� entalpii substancji nie ma sensu fizycznego; entalpi� mierzy
si� zawsze wzgl�dem jakiego� stanu odniesienia. Warto�� taka mia�aby sens wtedy,
gdyby entalpia ka�dej substancji d��y�a do zera, gdy temperatura bezwzgl�dna d��y
do zera. Takiego zjawiska jednak si� nie obserwuje. Nawet w bardzo niskich tempe-
raturach istniej� du�e zmiany entalpii, tak�e energii wewn�trznej, towarzysz�ce reak-
cjom chemicznym. Dzi�ki umownej mo�liwo�ci okre�lenia pewnego stanu odniesienia
(ci�nienie, temperatura, stan skupienia), w którym entalpi� substancji przyjmuje si�
jako równ� zeru, entalpia w równaniach (2.2.1) i (2.2.2) oznacza entalpi� obliczon�
wzgl�dem jej warto�ci w stanie odniesienia Ho, przy czym

o
TT HHHH ����

poniewa� przyj�to, �e Ho w temperaturze odniesienia To wynosi zero. Zmiany entalpii nie
zale�� od stanu odniesienia, poniewa� entalpia tego stanu znosi si� w obliczaniu �H.

Pojemno�� cieplna jest funkcj� temperatury i korzystaj�c z zale�no�ci (2.2.1)
i (2.2.2) nale�y zastosowa� w�a�ciwe wyra�enie wi���ce pojemno�� ciepln� z tempe-
ratur�. Zwykle zale�no�� ta jest przedstawiana w postaci wielomianu:
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32 dTcTbTac p ���� (2.2.3)

W literaturze, zw�aszcza w tej dawniejszej, mo�na spotka� inne postaci tej zale�no�ci.

Przyk�ad 2.3. Obliczy� zmian� entalpii molowej alkoholu metylowego w zakresie
temperatur 298,15–473 K pod ci�nieniem 0,1013 MPa. Temperatura wrzenia alkoholu
metylowego wynosi 337,7 K, a jego molowe ciep�o parowania w temperaturze wrze-
nia – 35,28 kJ/mol.

Rozwi�zanie. Z tabel odczytujemy zale�no�� pojemno�ci cieplnej metanolu od
temperatury

� dla fazy gazowej

cp,g = 21,152 + 0,07092T + 2,587�10–22 – 2,851�10–8 T 3,

� dla fazy ciek�ej, w zakresie 273–348 K dobrym przybli�eniem jest wyra�enie

cp,l = –48,902 + 0,4492T

Do obliczenia zmiany entalpii zastosujemy równanie (2.2.2) i obliczymy oddziel-
nie zmian� entalpii dla fazy ciek�ej �Hl od temperatury 298,15 K do temperatury
wrzenia oraz fazy gazowej �Hg od temperatury wrzenia do 473 K, a sumaryczn�
zmian� entalpii �H otrzymamy przez zsumowanie zmian entalpii w obydwu fazach
oraz warto�ci ciep�a parowania, �Hvap

�H�����Hl + �Hvap + �Hg

� �� ����
7337

15298

4492090248
,

,
l dTT,,H

� �� �� �������
473

7337

3822 10851210587207092015221
,

g dTT,T,T,,H

Po obliczeniu otrzymamy: �Hl = 3,73 kJ/mol, �Hg = 7,07 kJ/mol oraz

�H = 3,73 + 35,28 + 7,07 = 46,08 kJ/mol.

Stabelaryzowane warto�ci molowej pojemno�ci cieplnej poszczególnych substancji
chemicznych s� odniesione do stanu okre�lanego jako stan gazu idealnego i oznaczane
symbolem �

pc

32 dTcTbTac p ����� (2.2.3)

Warto�ci odniesione do stanu gazu idealnego mog� by� równie� stosowane do ob-
liczania funkcji termodynamicznych gazów rzeczywistych, je�eli gazy nie s� poddane
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dzia�aniu zbyt wysokiego ci�nienia. Uzyskiwanie warto�ci cp dla wysokich ci�nie� jest
mo�liwe, je�eli znamy zale�no�� cp od ci�nienia. B�dzie o tym mowa w rozdziale 4.
W tym miejscu mo�na poleci� sposób wyznaczania poprawki polegaj�cy na odczyta-
niu z diagramu warto�ci .cc pp

��  Do odczytania tej poprawki nale�y zna� warto��
temperatury zredukowanej Tr oraz ci�nienia zredukowanego Pr (rys. 2.2).

 Rys. 2.2. Wykres nadmiarowej pojemno�ci cieplnej
w zale�no�ci od parametrów zredukowanych [40, 41]
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Przyk�ad 2.4. Pojemno�� cieplna propenu, odniesiona do stanu gazu idealnego,
dana jest równaniem:

3824 10204210161234507103 T,T,T,,c p
�� �������

Obliczy� warto�� cp w temperaturze 450 K i pod ci�nieniem 15 bar.

Rozwi�zanie. Po podstawieniu do podanego równania T = 450 K otrzymujemy
7487,c p ��  J/(mol�K). Temperatura krytyczna propenu Tc = 365,0 K, ci�nienie kry-

tyczne Pc = 26,2 bar. St�d obliczamy parametry zredukowane.

Tr = T/Tc = 450/365,0 = 1,233; Pr= P/Pc = 15/46,2 = 0,325

Z wykresu na rys. 2.2 odczytujemy poprawk� �
pp cc �  = 4 J/(mol�K) i obliczamy

�
pp cc � + 4 = 87,74 + 4 = 91,74 J/(mol�K).

2.2.1. Ca�kowe ciep�o rozpuszczania

Ciep�o rozpuszczania zale�y od st��enia roztworu. Ca�kowe ciep�o rozpuszczania
dla dowolnego st��enia jest ca�kowit� ilo�ci� ciep�a wydzielonego lub poch�oni�tego
podczas sporz�dzania (z czystych sk�adników) roztworu substancji rozpuszczonej
w rozpuszczalniku. Ca�kowe ciep�o rozpuszczania ekstrapolowane do st��enia nie-
sko�czenie ma�ego jest nazywane standardowym ciep�em rozpuszczania [20] lub
pierwszym ciep�em rozpuszczania [43]. W literaturze s� dost�pne tabele oraz wykresy
ca�kowego ciep�a rozpuszczania w funkcji st��enia. Dane te zosta�y wyznaczone nie-
w�tpliwie z my�l� o tych procesach przemys�owych, w których podczas sporz�dzania
lub rozcie�czania roztworów wyst�puj� znaczne efekty cieplne, jak np. rozcie�czanie
kwasu siarkowego lub sporz�dzanie wodnych roztworów alkaliów. Ca�kowe ciep�o
rozpuszczania mo�e by� u�ywane do obliczania zapotrzebowania na medium grzew-
cze lub ch�odz�ce w procesach sporz�dzania roztworów. Ilustruje to przyk�ad 2.5.

Przyk�ad 2.5. Roztwór wodny NaOH jest sporz�dzany z roztworu o st��eniu 50%
wag. NaOH. Proces prowadzi si� w mieszalniku zaopatrzonym w w��ownic� ch�odz�c�.
Obliczy� ilo�� odprowadzanego ciep�a, które wydzieli si� przy otrzymywaniu 1000 kg
roztworu NaOH o st��eniu 20% wagowych. Przyj��, �e temperatura roztworu st��onego
wprowadzanego do mieszalnika oraz roztworu sporz�dzonego wynosi 298 K.

Rozwi�zanie. Na podstawie danych tabelarycznych ca�kowego ciep�a rozpuszcza-
nia NaOH w wodzie w temperaturze 298 K sporz�dzamy wykres zale�no�ci ciep�a
rozpuszczania od st��enia wyra�onego w molach wody na mol NaOH. Jako podstaw�
bilansowania przyjmiemy 100 g roztworu. Przeliczaj�c st��enie wyra�one w % wag.
na jednostki pokazane na wykresie, otrzymuje si�:
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50% wag. NaOH = (50/18): (50/40) = 2,22 mol H2O/mol NaOH,

20% wag. NaOH = (80/18): (20/40) = 8,89 mol H2O/mol NaOH

Z wykresu odczytujemy warto�ci ca�kowego ciep�a rozpuszczania dla st��e�:

2,22 mol/mol: –27,0 kJ/mol NaOH

8,89 mol/mol: –42,0 kJ/mol NaOH

Rys. 2.3. Ca�kowe ciep�o rozpuszczania NaOH
w wodzie w zale�no�ci od st��enia

Zmiana ca�kowego ciep�a rozpuszczania �Hs = –42,0 – (–27,0) = –15,0 kJ/mol NaOH.

Ciep�o wydzielone w mieszalniku

� � MJ75kJ7500015
40

2,0101000 3
��������

Odpowied�. Podczas rozcie�czania roztworu NaOH wydzieli si� 75 MJ ciep�a.

2.2.2. Standardowa entalpia reakcji

Je�eli w uk�adzie zachodzi reakcja chemiczna, to zazwyczaj nast�puje uwolnienie
lub poch�oni�cie energii, której ilo�� zale�y od typu reakcji oraz od warunków,
w jakich ona przebiega. Standardowa entalpia reakcji jest zmian� entalpii uk�adu
w wyniku przemiany, podczas której substraty w stanie standardowym w ilo�ciach
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stechiometrycznych reaguj�, tworz�c produkty w ilo�ci stechiometrycznej w stanie
standardowym

� � produktysubstraty ��� T,prH
� (2.2.4)

Stan standardowy reagenta gazowego jest to stan czystej substancji pod ci�nieniem
1 atm w temperaturze eksperymentu. Stan standardowy reagenta ciek�ego lub sta�ego
jest to stan czystej substancji pod dowolnym ci�nieniem (najcz��ciej przyjmuje si�

�p = 1 atm) w temperaturze eksperymentu; wygodnie jest przy tym przyj�� Po = 1,000
bar.

Stan standardowy sk�adnika roztworu ciek�ego mo�na zdefiniowa� na dwa sposo-
by:

� jako stan czystej ciek�ej substancji pod zadanym ci�nieniem w temperaturze
eksperymentu,

� jako stan fikcyjnego roztworu doskona�ego o st��eniu sk�adnika równym
1 mol/1000 g rozpuszczalnika pod zadanym ci�nieniem w temperaturze eksperymentu.

Temperatura standardowa jest zawsze temperatur�, w jakiej dokonuje si� ekspery-
mentu, to znaczy temperatur�, w której prowadzono pomiar lub dla której wykonano
obliczenia. Standardowy efekt cieplny reakcji jest zawsze zwi�zany z konkretnym
równaniem stechiometrycznym. Oprócz równania nale�y jeszcze sprecyzowa� stan
skupienia reagentów i temperatur� reakcji. W tablicach termochemicznych podaje si�
warto�ci standardowych entalpii wybranych reakcji w okre�lonej temperaturze, zwykle
298,15 K, (25 �C). Oto przyk�ady:

a) 0 = – NO – 0,5O2 + NO2
�
rH�  = –56,68 kJ

b) 0 = – H2, g – 0,5O2, g + H2Og
�
rH�  = –241,6 kJ

Standardowa entalpia spalania reagentu, Ho
c, jest to efekt cieplny reakcji, w której

1 mol substancji oraz stechiometryczna ilo�� gazowego tlenu w stanie standardowym
reaguj�, w warunkach P,T = const, daj�c produkty spalania w stanie standardowym:

c) 0 = – CH3CH3 – 3,5O2 +2CO2 + 3H2O �
cH� = –1560,92 kJ/mol

d) 0 = – H2, g – 0,5O2, g + H2Ol
�
cH�  = –286,00 kJ/mol

Reakcja spalania wodoru (d) oraz reakcja mi�dzy wodorem i tlenem (b) to przecie�
ta sama reakcja. Ró�nica mi�dzy warto�ciami �

rH�  a �
cH�  wynika z ró�nicy w stanie

skupienia produktu reakcji. W reakcji (b) woda jest w stanie gazowym, w reakcji (d)
za� – w stanie ciek�ym. Ró�nic� mi�dzy warto�ciami ciep�a reakcji (b) i (d) stanowi
utajone ciep�o przemiany fazowej, tj. ciep�o parowania wody.

Znaj�c warto�ci standardowej entalpii spalania substratów i produktów reakcji
mo�na obliczy� standardow� entalpi� tej reakcji na podstawie nast�puj�cej zale�no�ci,
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któr� podajemy w notacji zalecanej przez IUPAC (International Union of Pure and
Applied Chemistry):

� ����
i

i,cir HH �� � (2.2.5)

Wspó�czynniki stechiometryczne reakcji, �i, zdefiniowane jako pochodne liczby
moli reagenta ni wzgl�dem liczby post�pu reakcji, s� dodatnie dla produktów, a ujem-
ne dla substratów reakcji.

Standardowa entalpia tworzenia �
fH� danego zwi�zku chemicznego jest zdefinio-

wana jako zmiana entalpii podczas reakcji tworzenia tego zwi�zku z pierwiastków
w stanie standardowym. Zgodnie z przyj�t� konwencj� entalpia tworzenia pierwiast-
ków równa si� zeru.

Je�eli s� dost�pne warto�ci �
fH� substratów i produktów reakcji, to mo�na obli-

czy� standardow� entalpi� reakcji:

� ���
i

i,fir HH �� � (2.2.6)

Je�eli rozwa�ymy nast�puj�c� reakcj�:

0 = –0,5H2, g – 0,5Cl2,g + HCl g �
rH�  = –92,3 kJ/mol

to standardowa entalpia tworzenia chlorowodoru �
fH� jest równocze�nie standardow�

entalpi� reakcji przedstawionej przez powy�sze równanie.

Przyk�ad 2.6. Obliczy� standardow� entalpi� nast�puj�cej reakcji chemicznej:

0 = –2NH3g – 2,5O2g +2NOg + 3H2Og

Obliczenia wykona� dla T = 298,15 K, P = 1 bar.

Rozwi�zanie. Standardowe entalpie tworzenia �
fH�  reagentów wynosz� (odnie-

sione do tych samych warto�ci T i P):

NH3g: –46,2 kJ/mol; NOg: 90,3 kJ/mol; H2Og: –241,6 kJ/mol.

Standardowa entalpia tworzenia tlenu z definicji wynosi zero. Podstawiaj�c warto-
�ci liczbowe do równania (2.2.6), otrzymujemy:

�
rH� = 2· 90,3 + 3(–241,6) –2(–46,2) = –451,8 kJ

Odpowied�: Standardowa entalpia reakcji utleniania amoniaku wynosi –225,9
kJ/mol.
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Przyk�ad 2.7. Obliczy� standardow� entalpi� reakcji uwodornienia benzenu do
cykloheksanu na podstawie standardowych entalpii spalania reagentów w warunkach:
T = 298,15 K, P = 0,1013 MPa.

0 = – C6H6 – 3H2 + C6H12

Rozwi�zanie. Standardowe entalpie spalania reagentów �
cH� wynosz�:

C6H6: –3287,0 kJ/mol; H2 = –286,0 kJ/mol; C6H12 = –3949,0 kJ/mol

Korzystaj�c z zale�no�ci (2.2.5), otrzymujemy:
�
rH� = – [(–3)�(–286,0) + (–1) �(–3287,0) + (–3949,0)] = –196,0 kJ

Odpowied�: Entalpia reakcji uwodornienia benzenu wynosi –196,0 kJ/mol.

2.3. Wp�yw temperatury i ci�nienia na entalpi� reakcji
Standardowa entalpia reakcji mo�e by� obliczona w dowolnej temperaturze, je�eli

sporz�dzimy bilans energii w hipotetycznym procesie, w którym substraty s� och�a-
dzane (lub ogrzewane) do temperatury standardowej, reakcja jest przeprowadzana
w tej temperaturze, a nast�pnie produkty s� och�adzane (lub ogrzewane) do za�o�onej
temperatury reakcji.

Rys. 2.4. Entalpia reakcji �
TrH ,� w temperaturze T

Na rysunku 2.4 przedstawiono schemat takiego hipotetycznego procesu, w którym
�
TrH ,� oznacza entalpi� reakcji w temperaturze T, �Hsub i �Hprod to zmiana entalpii

substratów i produktów reakcji wskutek ogrzania (ozi�bienia) ich od temperatury

2.3. Wpływ temperatury i ciśnienia na entalpię reakcji
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298,15 K do temperatury reakcji (dla uproszczenia w indeksie dolnym b�d� opuszcza-
ne cyfry po przecinku). Zak�ada si�, �e substraty i produkty reakcji maj� tak� sam�
temperatur�, ale to nie musi by� regu��. Równaniem pomocniczym do obliczania en-
talpii reakcji w temperaturze T b�dzie wi�c

subprod298 HHHH ,rT,r ������� ��  (2.3.1)

gdzie �Hsub i �Hprod s� okre�lone nast�puj�co

�� ������
i

ii
j

ij HH,HH �� subprod

Równanie (2.3.1) mo�na zapisa� w postaci uogólnionej, w której uwzgl�dni si� za-
równo wp�yw temperatury, jak i ci�nienia na entalpi� reakcji.
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Przeanalizujemy teraz sposób obliczania entalpii reakcji w temperaturze innej ni�
298 K, korzystaj�c ze schematu na rys. 2.4. Dla uproszczenia za�o�ymy, �e reakcja prze-
biega w fazie gazowej pod sta�ym ci�nieniem równym ci�nieniu standardowemu. Wtedy
w równaniu (2.3.2) mo�e zosta� opuszczony cz�on ca�ki oznaczonej wzgl�dem ci�nienia.
Przyjmujemy, �e równanie stechiometryczne reakcji mo�na opisa� równaniem:

0 = –�AA – �BB + �CC + �DD (2.3.3)

w którym A i B s� substratami, a C i D – produktami reakcji. Reakcj� t� mo�na zapi-
sa� tradycyjnie, tak jak chemicy ci�gle jeszcze zapisuj� reakcje chemiczne.

DDCBA ���� ��� CBA (2.3.4)

Zak�adamy ponadto, �e substraty maj� tak� sam� temperatur� jak produkty. Je�eli
zgodnie ze schematem na rys. 2.4 b�dziemy oblicza� tradycyjnie ,HH ��

prodsub i �� , aby
potem wykona� odejmowanie, to nale�y u�y� znaków warto�ci bezwzgl�dnej podob-
nie jak w równaniu (2.3.4).

� �dTccH
T

B,pBA,pA� ���
298

sub
��� �� (2.3.5)

� �dTccH
T

D,pDC,pC� ���
298

prod
��� �� (2.3.6)
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Wyra�enia oznaczaj�ce zale�no�� molowej pojemno�ci cieplnej od temperatury maj�
znan� ju� posta� szeregu pot�gowego.

32 TdTcTbac iiiipi �����

dla wszystkich czterech reagentów. Po uwzgl�dnieniu wspó�czynników stechiome-
trycznych reakcji otrzymamy udzia�y poszczególnych reagentów.

� �32
, TdTcTbac AAAAAApA ���� �� � (2.3.7a)

� �32
, TdTcTbac BBBBBBpB ���� �� � (2.3.7b)

� �32
, TdTcTbac CCCCCCpC ���� �� � (2.3.7c)

� �32
, TdTcTbac DDDDDDpD ���� �� � (2.3.7d)

Zdefiniujemy teraz wielko�� �
pc�  jako

���
i

i,pip cc �� � (2.3.8)

oraz zmiany wspó�czynników

���
i

iiaa � (2.3.9a)

���
i

iibb � (2.3.9b)

���
i

iicc � (2.3.9c)

���
i

iidd � (2.3.9d)

Podstawiaj�c otrzymane zale�no�ci do równania (2.3.8) otrzymamy uproszczone
wyra�enie przedstawiaj�ce ró�nic� pojemno�ci cieplnej produktów i substratów
reakcji:

32 dTcTbT�cp ��������� � (2.3.10)

Mo�emy zatem, je�eli znamy standardow� entalpi� reakcji w jednej temperaturze,
np. 298 K, obliczy� standardow� entalpi� reakcji �

TrH ,�  w innej temperaturze:

� ��� ���������������
T

r

T

prTr dTdTcTbTaHdTcHH
298

32
298,

298
298,,

���� (2.3.11)
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Warto�� �
298,rH�  odnosi si� oczywi�cie do temperatury 298,15 K. Je�eli w prze-

dziale ca�kowania wyst�puj� przemiany fazowe substratów lub produktów reakcji,
nale�y to uwzgl�dni�. Zak�adaj�c, �e w temperaturze Tf wyst�puje przemiana fazowa
którego� z reagentów, wyra�enie (2.3.11) przekszta�camy do postaci

�� ���������
���

�

T

f
p

f
i

�

iprTr

f

dTcHdTcHH ,,
298,,

����� � (2.3.12)

gdzie: f
iH ,�� – entalpia przemiany fazowej, �i – wspó�czynnik stechiometryczny re-

agenta zmieniaj�cego stan skupienia, Tf – temperatura przemiany fazowej, f
pc ,��

– �rednia pojemno�� cieplna reagentów powy�ej temperatury przej�cia fazowego.
Je�eli ca�kowanie przeprowadza si� bez ustalania granic ca�kowania, to dla uk�adu,

w którym wszystkie reagenty wyst�puj� w stanie gazowym

1
432

1
3

ITdTcTba�IdTcH pT,r �
�
����

�
�������� � �� (2.3.13)

gdzie: I1 – sta�a ca�kowania, któr� mo�na obliczy� z warunków brzegowych, podstawiaj�c
T = 298,15 K i w miejsce �

T,rH�  warto�� standardowej entalpii reakcji �
298,rH� . Po wy-

znaczeniu sta�ej ca�kowania I1 mo�na ju� oblicza� entalpi� reakcji w dowolnej tempe-
raturze, je�eli reagenty nie ulegaj� przemianom fazowym w rozwa�anym zakresie
temperatur.

Przyk�ad 2.8. Dana jest nast�puj�ca reakcja chemiczna:

0 = –CO2 – 4H2 + CH4 + 2H2O

Zak�adaj�c, �e istnieje katalizator, który pozwala osi�ga� 100% konwersj�,
Obliczy� ilo�� ciep�a, które trzeba dostarczy� lub odprowadzi�, aby reakcj� t�

przeprowadzi� w temperaturze 773 K. Temperatura dostarczanych substratów i pro-
duktów odprowadzanych z reaktora jest taka sama jak w reaktorze.

Sporz�dzi� wykres zale�no�ci entalpii reakcji od temperatury w zakresie 273–1200 K.

Rozwi�zanie. Dane termochemiczne: CO2 H2 CH4 H2O (w stanie gazowym)

Ho
f (298 K), kJ/mol

co
p = a + bT +c T2 + d T3

, J/(mol·K)Zwi�zek
(stan gazowy) kJ/mol,298

�
,fH�

a b·102 c·105 d·108

 CO2 –393,8 19,795 7,343 –5,601 1,715
 H2 0 27,143 0,9273 –1,380 0,7645

 CH4 –74,8 19,251 5,212 1,197 –1,131
 H2O –241,6 32,243 0,1923 1,055 –0,3596
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Podobnie jak w poprzednim przyk�adzie odczytujemy z tabel warto�ci pojemno�ci
cieplnych substratów i produktów i korzystaj�c z wzorów (2.3.9a–d) obliczamy ró�ni-
c� pojemno�ci cieplnej �

pc�
38242 1062361044311045556344 T,T,T,,c p

��� ��������� �

Standardowa entalpia reakcji w temperaturze 298 K wynosi
� � � � � � kJ2164874624128393298 ,,,,H ,r ���������� �

Entalpi� reakcji w temperaturze T oblicza si� z zale�no�ci:

� �� ��� ��������

���
T

,rT,r

dTT,T,T,,

HH

298

38242

298

1062361044311045556344

��

Podstawiaj�c T = 773 K, obliczymy entalpi� reakcji w tej temperaturze. Po obli-
czeniu otrzymujemy

2773, COkJ/mol1,184��� �
rH

Rys. 2.5. Zale�no�� entalpii reakcji (przyk�ad 2.8) od temperatury

Podstawiaj�c dowolne warto�ci T z przedzia�u 273–1200 K, obliczamy odpowia-
daj�ce im warto�ci �

T,rH� , a nast�pnie sporz�dzamy wykres (rys. 2.5). Wynika z nie-
go, �e reakcja ta jest egzotermiczna, a warto�� jej entalpii maleje wraz ze wzrostem
temperatury.

2.3. Wpływ temperatury i ciśnienia na entalpię reakcji



Rozdzia� 2. Bilans energetyczny68

W przyk�adzie 2.8 za�o�ono, �e dostarczane substraty maj� tak� sam� temperatur�
jak produkty. Mo�e to si� zdarzy� w praktyce, ale zwykle jednak w procesach rze-
czywistych temperatura substratów i produktów bywa ustalana eksperymentalnie, tak
aby wykorzysta� dodatkowo ciep�o reakcji. Ponadto reagenty niezwykle rzadko
wchodz� do reakcji w czystej postaci, bez �adnych substancji, które stanowi� czasem
zb�dny balast, bywa jednak, �e musz� by� obecne, gdy np. zachodzi niebezpiecze�-
stwo powstania mieszaniny wybuchowej. Wtedy dodatek sk�adnika oboj�tnego, np.
azotu, staje si� konieczno�ci�.

Reakcje chemiczne rzadko przebiegaj� ze stuprocentow� wydajno�ci�, jak np. re-
akcje spalania. Na ogó� jednak wskutek niepe�nego przereagowania substratów, b�d�
one obecne w strumieniu wychodz�cym z reaktora. W bilansie energetycznym reakcji
wszystkie sk�adniki w strumieniu wchodz�cym i wychodz�cym musz� by� uwzgl�d-
nione. Daje to ostateczn� odpowied�, ile ciep�a nale�y odprowadzi� lub dostarczy� do
uk�adu, aby utrzyma� w stanie stacjonarnym optymalne warunki reakcji chemicznej.

Rozwa�my jeszcze raz reakcj� (2.3.3), ale tym razem przy nast�puj�cych za�o�eniach:
� temperatura substratu A na wej�ciu jest inna ni� substratu B,
� temperatura produktów na wyj�ciu jest inna ni� temperatura substratów,
� produkt C podlega przemianie fazowej mi�dzy temperatur� 298 K a temperatur�

na wyj�ciu z reaktora.

Rys.2.6. Sposób obliczania entalpii w procesie z reakcj� chemiczn�.
Linie ci�g�e wskazuj� arbitraln� drog� obliczania, linie przerywane

obrazuj� rzeczywist� drog� przej�cia wybieran� przez materia�y.
W praktyce ta ostatnia mo�e by� nieznana

Sporz�dzaj�c bilans energetyczny takiego procesu, nale�y – jak poprzednio – wy-
bra� stan standardowy (zwykle P = 1,0 atm, T = 298,15 K). Nast�pnie nale�y obliczy�
zmiany entalpii dla ka�dego strumienia wchodz�cego i wychodz�cego wzgl�dem wy-
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branego stanu odniesienia. Wygodnie jest oblicza� oddzielnie zmiany entalpii stru-
mieni, a nawet indywidualnych sk�adników, entalpie przemian fazowych oraz entalpie
reakcji. Ka�da zmiana entalpii zwi�zana z przemian� fazow� substratów lub produk-
tów nie uwzgl�dniona w entalpii tworzenia musi by� brana pod uwag� w ogólnym
bilansie energii. Poniewa� entalpia jest funkcj� stanu, mo�na w obliczeniach wybra�
dowoln� drog� przemian. Na rysunku 2.6. przedstawiono schematycznie sposób obli-
czania zmiany entalpii w procesie, który rozwa�amy.

2.4. Praca spr��ania i ekspansji gazów

Praca w równaniu bilansu energetycznego nie mo�e by� pomini�ta, je�eli mamy do
czynienia z kompresj� lub z ekspansj� gazów. Aby obliczy� prac� obj�to�ciow�, mo�-
na zastosowa� równanie

��
2

1

V

V

PdVW (2.4.1)

w którym nale�y uwzgl�dni� odpowiedni� zale�no�� mi�dzy ci�nieniem a obj�to�ci�
gazu. Je�eli spr��anie lub rozpr��anie jest izotermiczne, to dla jednostki masy ideal-
nego gazu mamy:

PV = const (2.4.2)

i praca wykonana

1

21

1

2
11 lnln

P
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M
RT

P
PVPW �� (2.4.3)

Indeks 1 odnosi si� do stanu pocz�tkowego, a indeks 2 – do stanu ko�cowego.
W urz�dzeniach przemys�owych spr��anie lub rozpr��anie jest przemian� politropo-
w�, opisan� wyra�eniem

const�nPN (2.4.5)

Prac� dostarczon� lub wykonan� oblicza si� wtedy z nast�puj�cego równania
� � � �

�
�
�

�

�
�
�

�
���

�

�
��
�

�
�

�
�
�
�

�

�
�
�

�
���

�

�
��
�

�
�

�
��

1
1

1
1

1

1

21

1

1

2
11

nnnn

P
P

n
n

M
ZRT

P
P

n
nVZPW (2.4.6)

w którym Z jest wspó�czynnikiem �ci�liwo�ci, R – sta�� gazow�, M – mas� cz�stecz-
kow� gazu. Warto�� n zale�y od rodzaju i sposobu pracy urz�dzenia.
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Prac� potrzebn� do spr��enia gazu lub uzyskan� wskutek jego rozpr��ania mo�na
oszacowa�, obliczaj�c prac� jak dla gazu idealnego i mno��c jej warto�� przez odpo-
wiedni wspó�czynnik efektywno�ci. Dla spr��arek t�okowych np. oblicza si� zwykle
prac� izentropow� (n = �), dla maszyn od�rodkowych za� – prac� politropow�.

Dla wielu substancji s� dost�pne tablice czteroparametrowe (diagramy Moliera),
z których mo�na odczyta� entalpi� i entropi� dla ró�nych warto�ci pocz�tkowych
i ko�cowych ci�nienia oraz temperatury i na tej podstawie oblicza� prac� izentropow�
dla gazu idealnego.

Je�eli diagramy tego rodzaju s� niedost�pne, np. dla z�o�onych mieszanin, to mo�na
pos�u�y� si� metod� Schultza, za pomoc� której okre�la si� prac� politropow� na podsta-
wie dwóch parametrów X i Y, nazwanych uogólnionymi funkcjami �ci�liwo�ci [39].
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Schultz sporz�dzi� wykresy funkcji X i Y, przyjmuj�c jako wspó�rz�dne parametry
zredukowane. Wykresy te s�u�� do obliczenia wyk�adnika politropy n (równ. (2.4.4))
i do wyznaczenia wyk�adnika temperatury politropowej m w nast�puj�cym równaniu:

m

P
PTT �

�
�

�
�
�
�

�
�

1

2
12 (2.4.9)

w którym dla procesu spr��ania warto�� m oblicza si� z równania:
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dla rozpr��ania za� z równania:

� �XE
c
ZRm p
p

�� (2.4.11)

Ep jest efektywno�ci� politropow� zdefiniowan� nast�puj�co:
� dla spr��ania

potrzebnarealniepraca
apolitropowpraca

�pE

� dla rozpr��ania

apolitropowpraca
 wykonanarealniepraca�pE
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Rys. 2.7. Wspó�czynnik �ci�liwo�ci jako funkcja parametrów zredukowanych Tr i Pr
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Rys. 2.8. Funkcja �ci�liwo�ci X wed�ug Schultza [40]
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Rys. 2.9. Funkcja �ci�liwo�ci Y wed�ug Schultza [40]
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Warto�� Ep mo�na odczyta� z wykresów. Przyk�ad jednego z takich wykresów
przedstawiono na rys. 2.10:

� �XmY
n

��
�

1
1 (2.4.12)

Gdy urz�dzenia pracuj� w warunkach odbiegaj�cych od warunków krytycznych,
równania (2.4.9)–(2.4.11) upraszczaj� si� (odpowiednio) do nast�puj�cej postaci:

pE
m

�
� 1�

� (2.4.13)
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� (2.4.14)

m
n

�
�

1
1  (2.4.15)

Rys. 2.10. Efektywno�� politropowa spr��arek od�rodkowych

Wyra�enia powy�sze mog� by� u�ywane do obliczania pracy politropowej oraz tem-
peratury gazu na wyj�ciu. Sposób obliczania pracy (energii) dostarczanej lub odzyskiwa-
nej podczas spr��ania lub rozpr��ania gazów przedstawiaj� nast�puj�ce przyk�ady:

Przyk�ad 2.9. Na stacji przesy�owej spr��a si� metan od ci�nienia atmosferyczne-
go do ci�nienia 10 bar w ilo�ci 8000 kg/h. Spr��arka pracuje z wydajno�ci� izentro-
pow� równ� 0,85. Obliczy� ilo�� energii dostarczanej do spr��arki oraz oszacowa�
temperatur� gazu na wyj�ciu.



2.3. Wp�yw temperatury i ci�nienia na entalpi� reakcji 75

Rozwi�zanie. Przywo�amy tutaj fragment wykresu Moliera sporz�dzonego dla
metanu.

Rys. 2.11. Wykres Moliera

Na wykresie przedstawiono entalpi� i entropi� metanu w zale�no�ci od temperatu-
ry i ci�nienia. Dla pocz�tkowego ci�nienia 1 bar oraz temperatury pokojowej odczy-
tujemy warto�ci entalpii �H1 = 18,81 kJ/mol. Przemieszczaj�c si� wzd�u� drogi
izentropowej, odczytujemy dla P = 10 bar entalpi� �H2 = 25,92 kJ/mol oraz tempera-
tur� gazu – 463 K. Zmiana entalpii wskutek pracy wykonanej izentropowo wynosi:

Praca izentropowa: 25,92 – 18,81 = 7,11 kJ/mol.
Dla efektywno�ci izentropowej: 0,85.
Praca rzeczywi�cie wykonana = 7,11/ 0,85 = 8,36 kJ/mol.
Entalpia ko�cowa wynosi zatem: �H’2 = 18,81 + 8,36 = 27,17 kJ/mol.
Dla warto�ci �H’2 odczytujemy z wykresu Moliera wyj�ciow� temperatur� gazu

– 483 K.
Znaj�c wydatek energii w odniesieniu do 1 mola, mo�emy obliczy� energi� potrzebn�

do spr��enia wymaganej ilo�ci gazu oraz teoretyczn� moc silnika do spr��arki:
Zapotrzebowanie energii: (8000/16) · 8,36·1000 = 4,18·106 kJ/h.
Zapotrzebowanie mocy silnika: (4,18·106)/ 3600 = 1,161 MW.

Przyk�ad 2.10. W procesie produkcji kwasu azotowego jedn� z ko�cowych opera-
cji jest absorpcja tlenków azotu w wodzie pod zwi�kszonym ci�nieniem. Gaz opusz-
czaj�cy wie�� absorpcyjn� pod ci�nieniem 6,0 bar i w temperaturze 298 K zawiera
ponad 99,5% obj. z azotu; reszt� stanowi� �lady NO, NO2, pary wodnej (nasyconej w
520 K) oraz gazów inertnych. W celu odzyskania energii spr��ony gaz u�ywa si� do

2.4. Praca sprężania i ekspansji gazów
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nap�du turbiny, gdzie ulega on dekompresji do ci�nienia 1,5 bar. Nat��enie przep�ywu
gazu wynosi 10 000 kmol/h.

Oszacowa� temperatur� gazu na wyj�ciu z turbiny, je�eli:
� nie by�o wst�pnego podgrzewania gazu na wej�ciu,
� gaz by� wst�pnie podgrzewany do temperatury 673 K.
Obliczy�, jak� teoretyczn� moc mo�e uzyska� turbina, je�eli zastosowano wst�pne

podgrzewanie gazu.

Rozwi�zanie. Gaz opuszczaj�cy wie�� sk�ada si� w 99,5% z azotu, mo�na zatem
przyj�� do oblicze�, �e ma on parametry fizyczne zbli�one do parametrów czystego azotu.

Dane wyj�ciowe: F = 10 000 kmol/h, ci�nienie krytyczne azotu Pc = 33,5 bar, tem-
peratura krytyczna azotu Tc = 126,2 K.

Obj�to�ciowe nat��enie przep�ywu gazu na wyj�ciu:
(10 000/3600)·22,4·(1/1,5) = 41,5 m3/s.
Z wykresu na rys. 2.10 odczytujemy efektywno�� politropow�: Ep = 0,75.
Obliczamy teraz parametry zredukowane na wej�ciu gazu:
Pr = (6/33,5) = 0,18; Tr = (298/126,2) = 2,4.
Dla tych parametrów zredukowanych mo�na przyj��, �e wspó�czynnik �ci�liwo�ci

wynosi 1 (Z = 1). Mo�na te� zastosowa� uproszczone równania (2.4.13)–(2.4.15). Dla
azotu � = 1,4, a zatem:
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� Temperatura na wyj�ciu z turbiny, je�eli nie by�o wst�pnego podgrzewana gazu,
wynosi:
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Oznacza to, �e �lady wody b�d� ulega�y kondensacji, co mo�e powa�nie zak�óca�
prac� turbiny.

� Temperatura na wyj�ciu z turbiny, je�eli gaz wchodz�cy zostaje podgrzany do 673
K:
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Praca wykonywana przez gaz na drodze rozpr��ania politropowego (równanie
(2.4.6))
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molkJW /5,67151
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Praca wykonana: WEp = –6715,5·0,75 = –5036,6 kJ/kmol.
Uzyskana moc turbiny = –5036,6·(10000/3600) = –113990 kJ/s = –13,99 MW.
Przyjmuj�c, �e praca wykonana przez uk�ad ma warto�� ujemn�, postawili�my

znak minus przed warto�ci� mocy, uznaj�c, �e moc generowana przez uk�ad ma rów-
nie� znak minus. W niektórych podr�cznikach mo�na znale�� zapis, zgodnie z którym
praca wykonana na zewn�trz uk�adu ma znak dodatni, wtedy oczywi�cie moc równie�
b�dzie mia�a znak dodatni.

2.5. Analiza bilansu energetycznego jednostki procesowej

Energia jest przekazywana do uk�adu jako praca b�d� jako ciep�o. �aden uk�ad nie
zawiera ciep�a, lecz przekazanie ciep�a do uk�adu lub wykonanie pracy zmienia jego
energi� wewn�trzn�. Przyjmuje si�, �e ciep�o pobierane przez uk�ad ma warto�� do-
datni�, a ciep�o oddawane ma warto�� ujemn�.

Zasada zachowania masy zastosowana do jednostki procesowej w stanie ustalo-
nym ma posta�

�
�

�
N

i
iji xF

1

0 (2.5.1)

gdzie Fi jest strumieniem (nat��eniem przep�ywu) i wraz z jego znakiem. Zgodnie
z zastosowan� konwencj� przyjmuje si�, �e strumie� jest dodatni, gdy dotyczy sub-
stancji wchodz�cych do jednostki, ujemny za�, gdy odnosi si� do substancji wycho-
dz�cych z jednostki. Energia oddawana przez uk�ad ma warto�� ujemn�, a poch�a-
niana – warto�� dodatni�. Ka�demu sk�adnikowi j nie uczestnicz�cemu w reakcji od-
powiada jedno równanie typu (2.5.1).

Dla tych sk�adników, które uczestnicz� w reakcji chemicznej, obowi�zuje zasada za-
chowania atomów, w zwi�zku z czym równanie (2.5.1) nie mo�e by� stosowane. Aby
uwzgl�dni� reakcj� chemiczn� w uk�adzie, w bilansie masowym nale�y wzi�� pod uwag�
stechiometri� reakcji chemicznych, czego wynikiem jest nast�puj�ca posta� równania

��
� �

�
s cN
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j
jkiji mxF

1 1

0 (2.5.2)

w którym: mjk – liczba atomów k pierwiastka w cz�steczce sk�adnika j. Ka�demu
pierwiastkowi znajduj�cemu si� w sk�adnikach reaguj�cych odpowiada jedno równa-
nie typu (2.5.2), ale równania te mog� nie by� niezale�ne.
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Zasada zachowania energii dla jednostki procesowej w stanie ustalonym ma posta�

� �� ����
�

0
1 dt

dW
dt
dQHF ii

N

i
ii

s

(2.5.3)

Fi jest strumieniem wyra�onym w molach (kilomolach) na jednostk� czasu, a �Hi
– entalpi� molow�. Ka�dy cz�on równania (2.5.3) ma wymiar jednostki energii na
jednostk� czasu. Cz�on dQi/dt jest nat��eniem przep�ywu ciep�a przez granic� jednost-
ki procesowej, dWi/dt – nat��eniem przep�ywu energii w postaci pracy.

Wszystkie strumienie energii maj� znaki zgodne z przyj�t� konwencj�: dodatni –
kierunek do wn�trza jednostki procesowej, ujemny – kierunek na zewn�trz jednostki
procesowej.

Ujemna warto�� dQi/dt oznacza, �e ciep�o przep�ywa od jednostki procesowej do
otoczenia (proces egzotermiczny). Dodatnia warto�� dWi/dt oznacza, �e praca jest
wykonana na jednostce procesowej przez otoczenie.

Przep�yw ciep�a przez granic� jednostki procesowej odbywa si� wed�ug mechani-
zmu promieniowania i przewodzenia. Praca mo�e by� elektryczna lub mechaniczna.
Pracy potrzebnej do wt�oczenia strumienia masy do lub na zewn�trz jednostki proce-
sowej nie zapisuje si� jako oddzielny cz�on, lecz jest ona uwzgl�dniona w entalpii
strumienia masy.

Dla okre�lenia oddzia�ywania jednostki procesowej z otoczeniem wa�ne jest
uprzednie okre�lenie jej granic. Je�eli wyst�puje wi�cej ni� jedno oddzia�ywanie
zwi�zane z wymian� masy, ciep�em lub prac�, to potrzebne jest sumowanie zgodnie
z równaniem (2.5.3). Poniewa� równanie to dotyczy stanu ustalonego, musz� wyst�pi�
co najmniej dwa strumienie masy (zasilanie i produkt).

Obliczanie entalpii odnosi si� do miejsca, w którym strumie� przekracza granic�
jednostki procesowej.

Przyk�ad 2.11. Czysta przegrzana para amoniaku pod ci�nieniem 1,7 MPa
i w temperaturze 333 K jest skraplana pod sta�ym ci�nieniem. Powstaj�ca ciecz znaj-
duje si� w równowadze z par�. Molowy strumie� amoniaku jest równy 100 kmol/h.
Obliczy�, jaka musi by� szybko�� odprowadzania ciep�a, aby skraplacz pracowa�
w stanie ustalonym.

Rys. 2.12. Schemat skraplania amoniaku
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Rozwi�zanie. Bilans energetyczny sprowadza si� do zastosowania równania
(2.5.3), które w tym przypadku ma posta�

02211 �����
dt
dQHFHF

Nale�y zwróci� uwag� na stosowanie konwencji o znakach: dodatni dla strumieni
wchodz�cych, a ujemny – dla strumieni opuszczaj�cych skraplacz. Zauwa�my po-
nadto, �e drugim równaniem, bilansuj�cym przep�yw masy jest

F1 = F2

Rozwi�zuj�c te dwa równania wzgl�dem dQ/dt, otrzymamy

� �211 HHF
dt
dQ

����

Warto�ci entalpii mo�na znale�� w tablicach. Oto dane potrzebne do rozwi�zania
naszego przyk�adu.

Stan  T, K  P, MPa
�H*,

kJ/kmol
Para przegrzana NH3  333  1,7  -45,51
Ciecz NH3 w równowadze z par�  316,3  1,7  -65,56

*Dane z programu CHEMCAD.

Rozwi�zaniem zadania jest:

� � � � MJ/h88,200451,45(56,65100211 ���������� HHF
dt
dQ

Odpowied�: Aby skraplacz pracowa� w warunkach ustalonych, nale�y odprowa-
dza� wydzielone ciep�o w ilo�ci -2004,88 MJ/h.

W bardziej skomplikowanym zadaniu, w którym wyst�puje jednostka procesowa
z kilkoma strumieniami wielosk�adnikowymi i kilkoma parametrami procesowymi,
niezb�dne jest przeprowadzenie analizy, której celem b�dzie okre�lenie liczby zmien-
nych projektowych i znalezienie sposobu rozwi�zania uk�adu równa�.

Dla zastosowania równania (2.5.3), potrzebna jest entalpia �Hi ka�dego strumie-
nia. Zgodnie z zasadami termodynamiki entalpia molowa strumienia jednofazowego
zawieraj�cego Nc sk�adników jest funkcj� Nc + 1 zmiennych intensywnych. Dogod-
nym zespo�em zmiennych intensywnych jest temperatura, ci�nienie i sk�ad. Dla ka�-
dego strumienia

� �121 ...,,,,, ����
ciNiii xxxpTHH
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zmienne te, w liczbie Nc + 1, s� niezale�ne. U�amek molowy Nc-tego sk�adnika nie jest
niezale�ny; jest on okre�lony przez warunek na�o�ony na u�amki molowe dla strumie-
nia i

121 ����
ciNii xxx �

Równania opisuj�ce dzia�anie jednostki procesowej mo�na podzieli� na pi�� grup:
1) ograniczenia procesowe,
2) równania bilansu materia�owego,
3) równania ogranicze� dla u�amków molowych (po jednym równaniu na strumie�),
4) równania okre�laj�ce entalpi� (po jednym na strumie�),
5) równanie bilansu energetycznego (jedno dla jednostki procesowej).
Poniewa� entalpia jest funkcj� sk�adu, a tak�e temperatury T i ci�nienia P, zmien-

nymi charakteryzuj�cymi ka�dy strumie� s�:

Typ zmiennej Liczba zmiennych

Sk�ad
T, P
Nat��enie przep�ywu
Entalpia

Nc

2
1
1

W zagadnieniach zwi�zanych z bilansem energetycznym wyst�puje zatem Nc + 4
zmiennych dla ka�dego strumienia. Liczba wszystkich zmiennych dla jednostki proce-
sowej wynosi

� � pwqcsv NNNNNN ����� 4

Nq jest liczb� wyra�e� opisuj�cych ciep�o, Nw – liczb� wyra�e� opisuj�cych prac�,
pozosta�e wielko�ci za� maj� swe zwyk�e znaczenie.

Liczb� zmiennych projektowych dla jednostki procesowej opisuje równanie:

evd NNN ��

Przypomnijmy, �e Ne oznacza liczb� niezale�nych równa�, które opisuj� dan� jed-
nostk� procesow�.

Dla przybli�enia sposobu wykonywania bilansów energetycznych (cieplnych) po-
s�u�� kolejne przyk�ady.

Przyk�ad 2.12. W piecu jako paliwo spala si� propan zgodnie z nast�puj�c� reak-
cj� chemiczn�

0 = –C3H8 –5O2 + 3CO2 + 4H2O

Dla u�atwienia przyjmiemy, �e propan ulega ca�kowitemu spaleniu. Warto�ci
zmiennych projektowych do bilansu materia�owego s� nast�puj�ce:
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F1 = 1 kmol/h (podstawa bilansu), stosunek molowy powietrze/propan F2/F1 wyno-
si 28.

Obliczy� ciep�o dostarczane przez ten piec.

Proces spalania propanu przedstawiono schematycznie na rys. 2.13.

Rozwi�zanie. Sporz�dzimy najpierw bilans materia�owy, który zawsze poprzedza
bilans cieplny. Mo�na by by�o wprawdzie rozwi�zywa� te dwa zadania równocze�nie,
ale wówczas otrzymaliby�my wiele równa�, w tym równa� nieliniowych, przez co
zadanie sta�oby si� bardziej skomplikowane. Wykonamy ��czny bilans masowy
i energetyczny tego procesu, a przy okazji poznamy sposób symulacji procesów za
pomoc� programu komputerowego.

Rys. 2.13. Schemat bilansowy procesu spalania (do przyk�adu 2.12)

Przyjmiemy nast�puj�ce oznaczenia sk�adników: 1 – C3H8, 2 – O2, 3 – CO2,
4 – H2O, 5 – N2.

� Bilans materia�owy
Istot� bilansu materia�owego jest obliczenie nat��enia przep�ywu i sk�adu strumie-

nia 3. Reakcja spalania jest szybka i nieodwracalna, nie b�dzie wi�c ogranicze� wyni-
kaj�cych z uwzgl�dnienia sta�ej równowagi (K >> 1), a w strumieniu gazów
spalinowych nie b�dzie niezu�ytego propanu. Zak�adamy, �e paliwo to czysty propan,
a powietrze zawiera 21% tlenu i 79% azotu.

� Ograniczenia procesowe

Stosunek ilo�ci powietrza do ilo�ci paliwa

28
1

2 �
F
F (1)

Równania bilansu materia�owego
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Sk�adniki reaguj�ce

C: 3F1 = F3x33 (2)

H: 8F1 = 2F3x34 (3)

O: 2F2 x22 = 2F3x32 + 2F3x33 + F3x34 (4)

Sk�adniki oboj�tne
N: F2x25 = F3x35 (5)
Ograniczenia dla u�amków molowych

135343332 ���� xxxx (6)
Liczba zmiennych Nv: 10 (3 nat��enia przep�ywu, 6 u�amków molowych i 1 para-

metr ograniczenia procesowego).
Liczba zmiennych decyzyjnych: Nd = Nv – Ne = 10 – 6 = 4.
Dogodnymi zmiennymi projektowymi (decyzyjnymi) s�: F1 oraz – po za�o�eniu

stosunku ilo�ciowego strumieni 1 i 2 – tak�e F2. Sk�ad powietrza jest nast�puj�cy:
x22 = 0,21, x25 = 0,79.

Oznacza to, �e pozostaje do rozwi�zania uk�ad równa� (2)–(6). Rozwi�zanie to
oka�e si� niezwykle �atwe, je�eli wprowadzimy nast�puj�ce podstawienie:

f3i = F3x3i

Iloczyn F3x3i oznacza nat��enie przep�ywu sk�adnika i (kmol/h) zawartego w strumie-
niu gazów spalinowych (3). Podstawienie to ogranicza si� do równa� (2)–(5), warto�ci
u�amków molowych x3i zostan� obliczone z wielko�ci f3i. Po wstawieniu wielko�ci zna-
nych otrzymany nowy zestaw równa�, który ma niezwykle prost� posta�:

f33 = 3

2f34 = 8

2f32 + 2f34 + f3 4 = 11,76

f35 = 22,12

Obliczone nat��enia przep�ywu sk�adników w strumieniu gazów spalinowych wy-
nosz�:

O2 (f32): 0,88 kmol/h
CO2 (f33): 3,00 kmol/h
H2O (f34): 4,00 kmol/h
N2 (f35): 22,12 kmol/h
Razem: 30 kmol/h

Nat��enie przep�ywu strumienia gazów odlotowych wynosi 30 kmol/h. Z warto�ci
tych mo�na obliczy� u�amki molowe bez korzystania w zasadzie z równania (6). Oto
tabela bilansu materia�owego.
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Sk�ad strumienia (u�amki molowe)
Nr strumienia  Fi, kmol/h

C3H8 O2 CO2 H2O N2

1 1 1 0 0 0 0
2 28 0 0,21 0 0 0,79
3 30 0 0,0293 0,1 0,1333 0,7373

� Bilans energetyczny

Podstaw� bilansu energetycznego b�d� wielko�ci przep�ywów masowych zesta-
wionych w tabeli, odniesionych do 1 kmola propanu przy za�o�eniu, �e zostaje on
w ca�o�ci zu�yty.

Równania i ograniczenia (dotycz� tylko bilansu energetycznego)

Ogólne równanie bilansowe

F1�H1 + F2�H2 – F3�H3 – dQ/dt = 0 (1)

Równania okre�laj�ce entalpi� (zapisane w postaci funkcji)

�H1 = �H1(T1, p1) (2)

�H2 = �H2(T2, p2, x22) (3)

�H3 = �H3(T3, p3, x33, x34, x35) (4)

T1, T2, T3 oraz p1, p2, p3 oznaczaj� temperatur� i ci�nienie poszczególnych strumieni.

Liczba zmiennych:

Nv = 10 (�H1, �H2, �H3,T1, T2, T3, p1, p2, p3), dQ/dt)

Liczba zmiennych decyzyjnych:

Nd = Nv – Ne = 10 – 4 = 6

Wybrano: p1, p2, p3, T1, T2, T3 i odpowiednio przyporz�dkowano im warto�ci liczbo-
we:

p1 = p2 = p3 = 0,1013 MPa, T1 = T2 = 298,15 K, T3 = 1150 K.

Pos�uguj�c si� znanymi warto�ciami F1, F2 i F3 oraz zak�adaj�c, �e w�a�ciwo�ci
gazów nie ró�ni� si� od w�a�ciwo�ci gazów doskona�ych, korzystamy z dowolnej bazy
danych molowych pojemno�ci cieplnych i standardowych entalpii tworzenia i obli-
czamy warto�ci �H1, �H2 oraz �H3, a nast�pnie z ogólnego równania bilansu energe-
tycznego (1) obliczamy dQ/dt.

Spalanie propanu w strumieniu powietrza jest reakcj� chemiczn� i entalpie strumieni
oblicza si� jak entalpie uk�adów reaguj�cych. Pos�u�� do tego równ. (2.3.1), (2.3.10)
i (2.3.11). Dla strumienia 1, z�o�onego wy��cznie z propanu, entalpia równa si� standar-
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dowej entalpii tworzenia 1 kilomola propanu, �
1pc jest pojemno�ci� ciepln� strumienia 1.

Poniewa� propan jest wprowadzany w temperaturze 298 K, mo�emy przyj��, �e

� � MJ/kmol92,103092,1031
1

15,298
111 ���������� � dTcHH

T

pf
��

Dla strumienia 2

000
2

15,298
,2

2
222 ������� ��

�

dTcHxH
T

srp

N

j
fj

c
��

poniewa� entalpie tworzenia azotu i tlenu z definicji s� równe zeru, a T0 = T2.
Dla strumienia 3 nale�y najpierw obliczy� �redni� entalpi� tworzenia oraz �redni�

molow� pojemno�� ciepln� (J/(mol·K). Potrzebne do tego dane s� zawarte w za��czo-
nej tabeli.

Sk�adnik
�
fH�

MJ/kmol
a b·102 c·105 d·108

C3H8 –103,92 –4,224 30,62 –0,1586 3,214
O2  – 28,106 –0,0000368 1,745 –1,065
CO2 –393,77 19,795 7,343 –5,601 1,715
H2O –242,00 32,243 0,1923 1,055 –0,3596
N2 – 31,150 –1,356 2,679 –1,168

�rednia entalpia tworzenia strumienia 3 jest równa

� � � �

� � � � MJ/kmol636,710,07373,00,2421333,0

77,3931,00,00293,03

�������

������� �
jfj Hx

�rednia molowa pojemno�� cieplna strumienia 3 wynosi

� �

39253

2

32
3s,3

10687,7106069,110399,20679,30 TTT

TdTcTbaxc
cN

j
jjjjjrp

���

�

�������

���� ��

Entalpia strumienia 3 jest równa
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� �

MJ/kmol835,42800,28635,71

10687,7106069,110399,20679,30635,71
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298

39253
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sr,333
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Mo�na teraz obliczy� ilo�� wydzielonego ciep�a dQ/dt (równanie bilansowe)

� � � � � � � � MJ13118183542309210310028921031

332211

,,,,,

HFHFHF
dT
dQ

������������

������

Odpowied�: Spalanie w piecu 1 kmol/h propanu w warunkach okre�lonych
w zadaniu mo�e dostarczy� 1181,13 MJ/h energii cieplnej.

Przyk�ad 2.13. Na podstawie za�o�e� do przyk�adu 2.12 obliczy� adiabatyczn�
temperatur� p�omienia propanu.

Rozwi�zanie bilansu materia�owego tego procesu jest takie samo jak poprzednio,
podobna jest tak�e analiza bilansu cieplnego, która prowadzi do tego samego zestawu
równa� (1)–(4) (patrz przyk�ad 2.12).

Wyst�puje tu, jak poprzednio, 10 zmiennych, 4 równania i 6 zmiennych projekto-
wych. Nowy zestaw zmiennych projektowych stanowi� T1, T2, p1, p2, p3 oraz dQ/dt.

Rozwi�zanie. Nowy zestaw zmiennych projektowych wymaga nowego sposobu
rozwi�zywania. �H1 i �H2 oblicza si�, korzystaj�c z danych warto�ci zmiennych pro-
jektowych; z równania (1) otrzymujemy �H3:

3

2211

3
F

dt
dQHFHF

H
����

��

Po obliczeniu warto�ci �H3 rozwi�zujemy równanie (4) wzgl�dem T3.
Przyjmijmy nast�puj�ce warto�ci zmiennych projektowych:

p1 = p2 = p3 = 0,1013 MPa,

T1 = T2 = 298,15 K,

dQ/dt = 0 (p�omie� adiabatyczny).
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Z poprzedniego przyk�adu zaczerpniemy warto�ci entalpii strumienia 1 i 2, które
wynosz�: �H1 = –103,92 MJ/kmol; �H2 = 0 i obliczamy warto�� �H3

� � � � MJ/kmol4643
30

00028921031

3

2211

3

,,,

F
dt
dQHFHF

H

��������

����
��

Równanie, które okre�la zale�no�� �H3 od temperatury, ma nast�puj�c� posta�

dTcHxH
T

rpjfj �� ��
3

15,298
s333

����

Po rozwini�ciu ca�ki oznaczonej oraz podstawieniu �rednich warto�ci wspó�czynni-
ków w wyra�eniu okre�laj�cym pojemno�� ciepln� otrzymuje si� równanie czwartego
stopnia, którego niewiadom� jest adiabatyczna temperatura p�omienia T3. Trzeba zacho-
wa� ostro�no�� przy przeliczaniu jednostek, dotychczas bowiem entalpi� wyra�ali�my
MJ/kmol, pojemno�� cieplna natomiast jest podawana w tablicach w J/(mol�K). Ostatecz-
na posta� równania czwartego stopnia jest nast�puj�ca:

� � 4
3

93
3

62
3

4
33 10921110356510199106793077149 T,T,T,T,Tf ��� ���������

Równanie mo�na rozwi�za� metod� graficzn�, obliczaj�c funkcj� f (T3) dla wybra-
nych warto�ci T w potrzebnym przedziale temperatur. Funkcja f (T3) zeruje si�
w punkcie odpowiadaj�cym warto�ci adiabatycznej temperatury p�omienia. Alterna-
tywn� metod�, równie� dzisiaj niek�opotliw�, jest skorzystanie z pakietu programowe-
go, np. MATHCAD.

Odpowied�: Adiabatyczna temperatura p�omienia wynosi 2183 K.

2.5.1. Równoczesne bilanse materia�owe i energetyczne

W przypadku, gdy równania bilansu materia�owego s� sprz��one z równaniami
bilansu cieplnego, istnieje konieczno�� takiego sformu�owania zagadnienia, aby oby-
dwa bilanse by�y wykonywane równocze�nie. Dzieje si� tak wtedy, gdy zmiennych
wyst�puj�cych w równaniach bilansu materia�owego (nat��enia przep�ywu, sk�ad) nie
mo�na oddzieli� od zmiennych z równa� bilansu energetycznego (entalpia, temperatu-
ra, ci�nienie, nat��enie przep�ywu ciep�a). Dobrym przyk�adem mo�e by� obliczanie
adiabatycznej temperatury p�omienia (w zadaniu 2.12 przyj�to, �e ca�y propan spala
si� i nie zachodz� reakcje uboczne). Zwykle w podwy�szonej temperaturze oprócz
reakcji g�ównej przebiegaj� reakcje uboczne.
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Podobnie jest tak�e w procesach spalania. W podwy�szonej temperaturze przebie-
gaj� cz�sto procesy dysocjacji termicznej produktów oraz inne reakcje niepo��dane,
takie jak termiczny rozk�ad produktów i substratów, reakcje uboczne, nad którymi nie
zawsze udaje si� utrzyma� kontrol�. Wydajno�� tych reakcji jest funkcj� temperatury.
Równa� bilansu materia�owego nie mo�na zatem rozwi�za� niezale�nie od równa�
bilansu energetycznego.

Do zagadnienia tego wrócimy w nast�pnym rozdziale, w którym b�dziemy si�
zajmowa� symulowaniem diagramów strumieniowych z uwzgl�dnieniem bilansowa-
nia masy i energii, a tak�e elementów projektowania procesów chemicznych.

2.6. Bilanse w stanie nieustalonym

W dotychczasowych naszych rozwa�aniach analizowali�my procesy przebiegaj�ce
w stanie stacjonarnym, tzn., takie, w których nie wyst�powa�a akumulacja materia�u
b�d� energii. W procesach chemicznych mamy cz�sto do czynienia z operacjami, któ-
rych przebieg jest funkcj� czasu, a warunki procesu i ilo�ci u�ytych materia�ów zmie-
niaj� si� w czasie. Procesy przebiegaj�ce w stanie nieustalonym s� trudniejsze do
sformu�owania i obliczenia ni� procesy przebiegaj�ce w stanie stacjonarnym, jednak�e
w przemy�le wiele procesów przebiega w sposób podlegaj�cy regu�om stanu nieusta-
lonego, jak np., rozruch i zamykanie procesów stacjonarnych (ci�g�ych), reakcje w
reaktorach okresowych, zmiana warunków procesowych, tak�e perturbacje, powodo-
wane w obr�bie za�o�onych parametrów procesu, kontrolowane przez urz�dzenia ste-
ruj�ce. Jest ich na tyle du�o i s� one wa�ne, st�d te� warto po�wi�ci� im nieco miejsca
w niniejszym opracowaniu. Zanim to zrobimy spróbujemy wróci� niejako do pocz�tku
i dokona� przegl�du procesów i usystematyzowa� materia� zwi�zany z bilansami ma-
sowymi i energetycznymi.

Klasyfikacja procesów chemicznych w oparciu o sposób zachowania parametrów
procesowych w czasie:

1. Proces w stanie ustalonym. To oznacza, �e parametry procesu w dowolnym cza-
sie przyjmuj� warto�ci sta�e.

2.Proces w stanie nieustalonym. Parametry tego procesu (np. temperatura, ci�nie-
nie, sk�ad chemiczny itp.) zmieniaj� si� w czasie, inaczej mówi�c, s� funkcj� czasu.

Klasyfikacja procesów chemicznych w oparciu o sposób prowadzenia
procesu:
1.Proces ci�g�y. W procesie ci�g�ym strumienie zasilaj�ce i opuszczaj�ce jednostk�

procesow� przep�ywaj� ze sta�� masow� szybko�ci� (nat��eniem) przep�ywu.
2.Proces okresowy. Przyk�adem procesu okresowego jest typowa synteza laborato-

ryjna. Do kolbki laboratoryjnej wprowadza si� substraty, zawarto�� kolbki doprowa-
dza si� do odpowiedniej temperatury, utrzymuje w okre�lonych warunkach przez

2.6. Bilanse w stanie nieustalonym
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wymagany okres czasu, a nast�pnie usuwa si� z kolbki zawarto�� (produkt reakcji) do
dalszej przeróbki. W warunkach przemys�owych procesy okresowe s� stosowane naj-
cz��ciej przy produkcji ma�otona�owej, np. w przemy�le farmaceutycznym, kosme-
tycznym itd.

3.Proces semiokresowy. Taki proces wykazuje si� cechami zarówno procesu okre-
sowego jak i ci�g�ego.

Typy bilansów.
a) Bilans ró�niczkowy. Jest bilansem odniesionym do okre�lonego produktu

w czasie i stosuje si� go zwykle przy rozwa�aniu procesów ci�g�ych. W stanie ustalo-
nym, bilans ró�niczkowy odniesiony do dowolnego punktu czasowego daje ten sam
rezultat. W wyra�eniu bilansu ró�niczkowego, ka�dy cz�on reprezentuje przep�yw
masy odniesiony do jednostki czasu, t.j., wyra�a on masowe nat��enie przep�ywu.

b) Bilans ca�kowy. Jest bilansem odniesionym do przedzia�u czasowego, �t. Ozna-
cza on zmian�, jaka zachodzi mi�dzy okre�lonymi punktami, wyra�aj�cymi czas t,
oraz t + �t. Bilans ca�kowy stosowany jest zwykle do procesów okresowych i okre�la,
co sta�o si� z substancjami chemicznymi w trakcie takich procesów. W bilansie ca�-
kowym, ka�dy cz�on wyra�enia matematycznego, opisuj�cego ten proces, ma wymiar
masy.

Fin

Fgen

Fac

Fc

Rys. 2.14. Ogólny schemat procesu z dop�ywem i odp�ywem masy,
generowaniem, konsumpcj� oraz akumulacj�.

Rysunek XXX przedstawia hipotetyczny uk�ad, którego bilans masowy przedsta-
wi� mo�na za pomoc� równania

Fin – Fout + Fgen – Fc = Fac  (2.6.1)

gdzie: Fin , Fout – strumie� wp�ywaj�cy, wyp�ywaj�cy (nat��enia przep�ywu), Fgen –
szybko�� generowania , Fc – szybko�� konsumpcji oraz Fac – szybko�� akumulacji.

Fout
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Bilans ró�niczkowy odnosi si� do okre�lonego momentu w czasie i okre�la nat��e-
nie przep�ywu, generowania itd, wyra�one na jednostk� czasu (kg/s, mol/s itd.).

cgenoutindt
dM FFFF ����  (2.6.2)

dt
dM oznacza zmian� masy (akumulacj�) materia�u M. Dla stanu ustalonego cz�on

ten jest równy zero, st�d

cgenoutin FFFF ����0 (2.6.3)

Powy�sze równanie opisuje tak�e proces z reakcj� chemiczn�, w którym cz���
materia�u jest konsumowana (przereagowuje) , a cz�on Fgen odnosi si� do tworzenia si�
nowej substancji w wyniku reakcji chemicznej. Je�eli w uk�adzie nie zachodzi reakcja
chemiczna, równanie (2.6.3) upraszcza si� do nast�puj�cej postaci:

outin FF ��0  (2.6.4)

Bilans ca�kowy odnosi si� do procesu jako ca�o�ci, który odbywa si� w okre�lo-
nym przedziale czasu t2 –t1 = �t. Odpowiednikiem bilansowego równania ró�niczko-
wego (2.6.3) jest nast�puj�ce równanie bilansu ca�kowego

tFtFtFtF cgenoutin ��������0 (2.6.5)

Dla procesu okresowego, Fin  oraz Fout s� równe zero, st�d

tFtF cgen ���  (2.6.6)

Wyra�enie ogólne, okre�laj�ce bilans energetyczny w stanie nieustalonym mo�na
przedstawi� w sposób analogiczny jak równanie (2.6.2), jednak ze wzgl�du na ró�no-
rodno�� form przekazywania energii, b�dzie ono bardziej z�o�one. Powo�uj�c si� na
Rys. 2.1 oraz równanie (2.1.11), zmian� ca�kowitej energii uk�adu dla jednostkowej
masy wp�ywaj�cej do uk�adu, mo�na wyrazi� wzorem

� AWQEEH potkindt
dE ������� ) (2.6.7)

gdzie �(H + Ekin+Epot) oznacza zmian� w jednostce czasu, ró�nicy na wej�ciu i wyj-
�ciu, odpowiednio entalpii, energii kinetycznej oraz potencjalnej, Q, W oznacza ilo��
wymienianego ciep�a i pracy w jednostce czasu, A oznacza cz�on przypisany innym
rodzajom energii i ich zmianie w jednostce czasu w obr�bie uk�adu. Wyra�enie opi-
suj�ce ca�kowy bilans energii uk�adu w przedziale czasowym mi�dzy t2 i t1 dane jest
wzorem

�� �dtAWQEEHEE
t

t
potkin� ��������

2

1

)12 (2.6.8)

2.6. Bilanse w stanie nieustalonym
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Rozwi�zanie problemów bilansu energetycznego mo�e by� stosunkowo trudne,
jednak w praktyce udaje si� je upro�ci� eliminuj�c niektóre cz�ony z równania (2.6.8)
oraz przyjmuj�c pewne uproszczenia. Post�powanie takie nie zawsze wydaje si� uza-
sadnione zwa�ywszy na powszechn� dost�pno�� komputerów, przystosowanych do
wykonywania oblicze� bilansowych i projektowych.

Przy rozwi�zywaniu zada� bilansowych stanu nieustalonego post�puje si� zgodnie
z regu�ami 10 „przykaza�”, sformu�owanych przez Himmelblau’a, w szczególno�ci
za� nale�y:

a) u�o�y� poprawnie równania opisuj�ce bilans masowy (energetyczny) stanu nie-
ustalonego

b) rozwi�za� powy�sze równania
Zmienn� niezale�n� w bilansach stanu nieustalonego jest czas, za� zmienn� zale�-

n� wybrany parametr uk�adu, zmieniaj�cy si� w czasie (X), st�d te� ogóln� form�
równania opisuj�cego nasz problem b�dzie wyra�enie: (dX/dt) = f(X,t). Ustalaj�c for-
m� matematyczn� zale�no�ci parametru X od czasu t, u�o�ymy równanie ró�niczkowe,
które nale�y rozwi�za� przyjmuj�c pewne, okre�lone lub za�o�one warunki brzegowe.

Sposób wykonywania oblicze� bilansowych stanu nieustalonego przybli�ymy na
podstawie nast�puj�cych przyk�adów.

Przyk�ad 2.14. W zbiorniku w kszta�cie walca, zawieraj�cego 1000 m3 wody,
stwierdzono nieszczelno�� wskutek awarii dolnego zaworu. Do�wiadczony konser-
wator ustali�, �e szybko�� wycieku opisuje dok�adnie równanie kinetyczne o nast�pu-
j�cej postaci

kV
dt
dV

��

w którym V – obj�to�� wody w zbiorniku, k – sta�a szybko�ci wycieku równa 0,02
godz-1. Obliczy� po jakim czasie w zbiorniku zostanie 0,75 % pocz�tkowej obj�to�ci
wody.

V=1000 m3

kV
dt
dV

��

Rys. 2.15. Schemat do przyk�adu 2.14.
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Rozwi�zanie:
Równanie przedstawiaj�ce szybko�� wycieku wody ze zbiornika przypomina rów-

nanie kinetyczne reakcji pierwszego rz�du opisuj�ce ubytek substratu w trakcie reakcji
chemicznej. Po zgrupowaniu zmiennych ca�kujemy obustronnie przyjmuj�c warunki
zadania

V
dVkdt ��

�� ��
t

o

V

V

t

V
dVkdt

0

38,14
1000
750ln

02,0
1ln1

�����
o

t

V
V

k
t

Odpowied�. Zbiornik utraci 25 % obj�to�ci po up�ywie 14,38 godz. (14godz. 23
min.).

Przyk�ad 2.15. Przy fabryce chemicznej istnieje zbiornik wyrównawczy dla od-
prowadzenia �cieków. �cieki odprowadzane do tego zbiornika zawieraj� nie wi�cej
ni� 100 ppm acetonu przy normalnej pracy instalacji. Maksymalne dopuszczalne st�-
�enie acetonu w �ciekach wynosi 160 ppm. Zbiornik wyrównawczy ma pojemno��
500 m3 i mo�na przyj��, �e panuje w nim stan doskona�ego wymieszania. �cieki
wp�ywaj� do zbiornika z szybko�ci� 50 m3/h. Wskutek awarii st��enie acetonu wzro-
s�o do 1000 ppm i pozostawa�o na tym poziomie przez 30 minut. Obliczy�, czy st��e-
nie acetonu w strumieniu odp�ywaj�cym nie przekroczy dopuszczalnej granicy 160
ppm.

Rozwi�zanie.

F=50 m3/h
V=500 m3

100 ==> 1000 ppm 100 ==> ? ppm

Rys. 2.16. Schemat do przyk�adu 2.15.

2.6. Bilanse w stanie nieustalonym
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Wprowad�my oznaczenia wielko�ci wyst�puj�cych w przyk�adzie, st��e� oraz
strumieni wp�ywaj�cego oraz wyp�ywaj�cego.

Masa �cieków w zbiorniku – M = 500 m3 = 500 000 kg,
Nat��enie strumienia wp�ywaj�cego – F = 50 m3/h,
St��enie pocz�tkowe acetonu w zbiorniku – Co = 100 ppm,
St��enie w czasie t po zwi�kszeniu si� st��enia w strumieniu wp�ywaj�cym – C,
St��enie w strumieniu wyp�ywaj�cym – C1 = 1000 ppm,
Zmiana st��enia w przedziale czasu �t = �C,
�rednie st��enie w zbiorniku w przedziale czasu �t = C�r.
Do rozwi�zania zadania zastosujemy zasady bilansu ca�kowego wzgl�dem aceto-

nu, odniesionego do przedzia�u czasu �t. Przy za�o�eniu idealnego wymieszania
przyjmujemy, �e st��enie acetonu na wyj�ciu równa si� st��eniu acetonu w zbiorniku.

Akumulacja = masa na wej�ciu – masa na wyj�ciu

MCCCMtFCtFC �r ������� )(1

t
CMCCF �r �

�
�� )( 1

Przyjmuj�c �t ==> 0 oraz C�r = C , równanie powy�sze mo�emy zapisa� w postaci

dt
dCMCCF �� )( 1

Po rozdzieleniu zmiennych i przyj�ciu warunków brzegowych, ca�kujemy

�� �
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Podstawiaj�c warto�ci podane jako wiadome w tym przyk�adzie otrzymujemy,
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Ce ��� 1000900*05.0 ; C = 144 ppm
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Odpowied�: Maksymalne dopuszczalne st��enie acetonu nie zostanie przekroczone.

Przyk�ad 2.16. W mieszalniku zaopatrzonym w p�aszcz grzejny i mieszad�o przy-
gotowuje si� okresowo roztwór wodny. W tym celu wod� w ilo�ci 5000 kg ogrzewa si�
od 15o C do 80o C. Powierzchnia grzejna wynosi 30 m2, a wspó�czynnik przenikania
ciep�a (ogólny) mo�e by� przyj�ty z szacunkowych oblicze� jako równy 300 W·m-2·K-1.
Mieszalnik ogrzewa si� par� wodn� pod ci�nieniem 2,7 bar. Obliczy� czas potrzebny do
uzyskania wymaganej temperatury.

Para grzejna

Rys. 2.17. Schemat do przyk�adu 2.16.

Rozwi�zanie:
Tempo przyrostu temperatury wody, dT, jest odniesione do ilo�ci ciep�a, dQ, we-

d�ug nast�puj�cej zale�no�ci
dTmCdQ p�

gdzie: m – masa wody w zbiorniku, Cp – w�a�ciwa pojemno�� cieplna (ciep�o w�a-
�ciwe) wody. Iloczyn m�Cp okre�la pojemno�� ciepln� uk�adu (dla u�atwienia, pojem-
no�� cieplna mieszalnika nie b�dzie brana pod uwag�).

Szybko�� przekazywania ciep�a od p�aszcza grzejnego do wody okre�la nast�puj�-
ce równanie

)( TTkA
dt
dQ

s ��

gdzie: k – wspó�czynnik przenikania ciep�a, A – powierzchnia p�aszcza grzejnego,
Ts – temperatura pary grzejnej, T – temperatura wody. Kombinacja powy�szych rów-
na� daje wyra�enie

)( TTkA
dt
dTmC

s
p ��

2.6. Bilanse w stanie nieustalonym
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Przegrupowanie zmiennych i ca�kowanie prowadzi do wzoru obliczeniowego

� ��� �
�

k
k

T

T s

t p

TT
dT

kA
mC

dt
1

0

1

2ln
TT
TT

kA
mC

t
s

sp
k �

�
��

tk okre�la czas potrzebny do osi�gni�cia wymaganej temperatury wody.
mCp= 4,18·5000·1000 J/K,
kA = 300·30 = W/K,
T1 = 15o C, T2 = 80o C, Ts = 129,5o C,
Po podstawieniu

155,129
805,129ln

300·30
10004,18·5000·

�
�

��kt

tk= 1947 sekund = 32 minuty 27 sekund.

Odpowied�: Czas potrzebny do ogrzania wody do temperatury 80o C wynosi ok.
32,5 min.
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Schemat procesu,
symulacja diagramów

strumieniowych

3.1. Wprowadzenie

Schemat procesu jest kluczowym elementem opisu procesu chemicznego. Poka-
zuje on rozmieszczenie aparatów i urz�dze� wybranych do przeprowadzenia procesu
produkcyjnego, kierunek przemieszczania materia�ów, parametry procesu (temperatu-
ra, ci�nienie, w�a�ciwo�ci fizyczne), a tak�e nat��enia przep�ywu oraz sk�ad poszcze-
gólnych strumieni. W zale�no�ci od stanu zaawansowania projektu, schemat mo�e by�
mniej lub bardziej szczegó�owy. Zwykle w pocz�tkowym etapie projektowania spo-
rz�dza si� prosty schemat oparty na za�o�onych b�d� narzuconych bilansach materia-
�owych. W ko�cowym etapie projektu schemat zawiera bardzo szczegó�owe
informacje, takie jak wielko�� i wydajno�� urz�dze�, ich rozmieszczenie przestrzenne
i schemat po��cze� ruroci�gowych, a tak�e szczegó�owe dane o wszystkich substan-
cjach chemicznych, które bior� udzia� w procesie.

Sposoby przedstawiania schematów mog� by� ró�ne w zale�no�ci od tego, jak
szczegó�owe dane ma zawiera� schemat. Najprostszymi schematami s� tzw. schematy
blokowe, w których blok (zwykle prostok�t) reprezentuje urz�dzenie (jednostk� pro-
cesow�) albo kompletny etap w procesie. Schematy blokowe by�y stosowane w przy-
k�adach opisanych w poprzednich rozdzia�ach. W przypadku bardziej szczegó�owych
schematów urz�dzenia s� przedstawiane w postaci ikon, których symbole (podobnie
jak symbole pierwiastków czy zwi�zków chemicznych) s� zrozumia�e dla in�ynierów
chemików na ca�ym �wiecie. W niektórych krajach symbole takie by�y przedmiotem
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prac normalizacyjnych, czego efektem s� ikony o znormalizowanych kszta�tach, przy-
pisane do poszczególnych urz�dze�. Schematy zawieraj�ce takie ikony pojawi� si�
w dalszej cz��ci niniejszego opracowania.

Sposób do��czania danych liczbowych do schematu procesu mo�e by� ró�ny.
Schemat mo�e takie dane zawiera�, lecz nie powinny one zmniejsza� czytelno�ci
schematu. Dane liczbowe s� nieroz��czn� cz��ci� opisu procesu technologicznego,
lecz mog� one by� do��czone do schematu w postaci np. arkusza kalkulacyjnego lub
tabeli. W szczególno�ci nast�puj�ce dane powinny zosta� umieszczone na schemacie
lub by� do��czone w postaci tabel:

1. Sk�ad strumieni:
� nat��enie przep�ywu indywidualnych sk�adników (zazwyczaj w kg/h),
� sk�ad strumieni w u�amkach wagowych lub % wag.
2. Nat��enie przep�ywu strumieni (kg/h).
3. Temperatura strumienia, temperatura wewn�trz aparatu.
4. Ci�nienie, pod jakim pracuje urz�dzenie.
5. Dane fizykochemiczne strumieni (u�rednione):
� g�sto��, kg/m3,
� lepko��, (m�N�s)/m2.
6. Warto�ci entalpii strumienia, kJ/h.
7. Nazwy identyfikacyjne urz�dze�, np. mieszalnik, filtr itp.
8. Nazwy identyfikacyjne strumieni, np. surowy chlorek winylu lub numer (sym-

bol) identyfikacyjny urz�dzenia lub strumienia, je�eli do schematu jest do��czona ta-
bela zawieraj�ca dane liczbowe charakteryzuj�ce proces.

Kolejno�� ikon na schemacie powinna odzwierciedla� kolejno�� operacji i wska-
zywa� kierunek przep�ywu materia�u od urz�dzenia do urz�dzenia, odwzoruj�c rze-
czywist� instalacj� produkcyjn�. Wymiary urz�dze� powinny równie� by� naniesione
w odpowiedniej skali; na schemacie powinny by� uwzgl�dnione urz�dzenia pomocni-
cze, takie jak: pompy, wymienniki ciep�a, punkty kontrolne itp.

Czasy odr�cznego sporz�dzania schematów prawdopodobnie ju� min��y. Dzi� do
sporz�dzania rysunków technicznych i do projektowania s� u�ywane programy kom-
puterowe CAD (Computer Aided Design). Programy te pozwalaj� na sporz�dzenie
schematu procesu technologicznego, a tak�e na obliczenia zwi�zane z bilansem ma-
sowym i energetycznym. Niektóre z nich umo�liwiaj� tak�e wyznaczenie wymiarów
poszczególnych jednostek procesowych, a te najbardziej wyspecjalizowane – wyko-
nanie kompletnego projektu procesu chemicznego.

Programy komputerowe przeznaczone do wspomagania prac projektowych mo�na
podzieli� na dwa typy:

� Programy do pe�nej symulacji procesu, wymagaj�ce du�ych mocy obliczeniowych.
� Proste programy, najcz��ciej u�ywane do sporz�dzania bilansów masowych.
Schemat procesu wraz z obliczeniami bilansowymi sporz�dza si� zwykle w po-

cz�tkowym stadium projektowania. W punkcie wyj�cia in�ynier projektant spotyka si�
z za�o�eniami i ograniczeniami procesu. S� one dwojakiego rodzaju:
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– zewn�trzne:
� w�a�ciwo�ci produktu, zwykle ustalane przez konsumenta lub wynikaj�ce

z wymaga� rynku,
� bezpiecze�stwo przeciwpo�arowe,
� ograniczenia z tytu�u wymaga� ochrony �rodowiska,
– wewn�trzne:
� stechiometria reakcji, wydajno�� i szybko�� reakcji,
� równowagi fazowe, równowagi chemiczne,
� sk�ad azeotropów lub np. powietrza,
� ograniczenia w bilansach energetycznych
� ograniczenia zwi�zane z charakterystyk� pracy urz�dze�.
Proces produkcyjny mo�e by� prowadzony w sposób okresowy lub ci�g�y.

W przypadku procesu okresowego obliczenia bilansowe zwykle odnosi si� do jednej
szar�y produkcyjnej. W przypadku procesu ci�g�ego nale�y wskaza�, ile godzin
w roku instalacja b�dzie pracowa�. Wiadomo, �e konieczne s� postoje instalacji dla
dokonania przegl�dów czy remontów. Je�eli za�o�ymy, �e instalacja b�dzie praco-
wa� 50 tygodni w roku, to nale�y ten fakt uwzgl�dni� w obliczeniach bilansowych
(zwykle podaje si� liczb� godzin roboczych w roku, w tym przypadku by�oby to
8400 godzin). Konieczne jest tak�e zaznaczenie za�o�e�, które przyj�to dla dokona-
nia oblicze�.

Komputerowe programy symulacyjne bardzo u�atwiaj� prac� projektanta, jednak
wiedza ogólna z zakresu technologii i in�ynierii chemicznej jest niezb�dna, aby mo�-
liwe by�o pe�ne wykorzystanie tych narz�dzi. Ostatnie lata rozwoju informatyki przy-
nios�y ca�� gam� pakietów symulacyjnych, które s� dost�pne w ofercie handlowej.
O wielu z nich mo�na si� dowiedzie� z Internetu.

Programy symulacyjne niezale�nie od wielko�ci i stopnia skomplikowania odzna-
czaj� si� podobie�stwem struktury, któr� schematycznie przedstawiono na rys. 3.1.

Rys. 3.1. Schemat blokowy programu symuluj�cego
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Programy te maj� budow� modu�ow�, z�o�on� z nast�puj�cych elementów:
1. Program steruj�cy, który zarz�dza przep�ywem informacji od i do operatora,

a tak�e mi�dzy procedurami graficznymi i obliczeniowymi.
2. Biblioteka jednostek procesowych wraz z procedurami projektowo-oblicze-

niowymi.
3. Baza danych w�a�ciwo�ci fizykochemicznych, obejmuj�ca od kilkuset do kilku

tysi�cy indywidualnych zwi�zków chemicznych.
4. Biblioteka procedur termodynamicznych, s�u��cych do obliczania entalpii stru-

mieni oraz sk�adów równowagowych typu, np. gaz–ciecz.
5. Biblioteka metod matematycznych (numerycznych).
6. Procedury kosztorysowe, s�u��ce do oceny kosztów inwestycyjnych oraz

amortyzacji. Aby wykorzysta� te procedury, program powinien umo�liwia� projekto-
wanie i wymiarowanie jednostek procesowych (aparatury).

3.2. Symulacja przep�ywów masowych

Pe�ne programy symulacyjne zapewniaj� jednoczesne wykonanie bilansu materia�o-
wego i energetycznego, wst�pne obliczenie urz�dze� (aparatury) ��cznie z dok�adnym
arkuszem strumieniowym. Nie s� one niezb�dnie potrzebne w pocz�tkowym etapie pla-
nowania czy te� projektowania procesu technologicznego. Dlatego na rynku oprogramo-
wania komputerowego znalaz�o si� wiele wzgl�dnie prostych programów symulacyjno-
projektowych, przeznaczonych dla u�ytkowników komputerów osobistych.

W obliczeniach bilansów materia�owych i energetycznych programy symulacyjne
pos�uguj� si� zwykle metodami iteracyjnymi. Poszczególne elementy procesu s� li-
czone po kolei, a� do napotkania p�tli, któr� nale�y „rozsup�a�” iteracyjnie, po czym
nast�puje powrót do liczenia sekwencyjnego. Kolejno�� oblicze� wybiera si� w zale�-
no�ci od za�o�e� projektowych procesu.

Przed przyst�pieniem do oblicze� nale�y narysowa� schemat, który pokazuje ko-
lejno�� operacji jednostkowych oraz kierunki przep�ywu substancji bior�cych udzia� w
procesie. Schematy, do których byli�my przyzwyczajeni, tzn. takie, na których s� za-
znaczone ikony aparatów i urz�dze� procesu technologicznego, b�d� w dalszym ci�gu
odgrywa� wa�n� rol� w opisie procesu, a ich sporz�dzenie powinno stanowi� pierw-
szy krok w podejmowaniu pracy projektowej, b�d� symulacyjnej (por. 10 zasad spo-
rz�dzania bilansu materia�owego). Jednak, aby rysunek stanowi� model
cybernetyczny, nale�y go przedstawi� w postaci przep�ywu informacji. Na takim ry-
sunku zamiast jednostek procesowych wyst�puj� modu�y obliczeniowe. Ka�dy modu�
obliczeniowy to uk�ad równa�, który opisuje przep�ywy poszczególnych substancji
chemicznych. Na rys. 3.2a, który w zmienionej postaci przeniesiono z rozdzia�u 1,
przedstawiono klasyczny rodzaj schematu technologicznego, zawieraj�cy ikony jed-
nostek procesowych z ich nazwami. Rysunek 3.2b jest schematem tego samego proce-
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su, ale tu jednostki procesowe s� przedstawione w postaci prostok�tnych modu�ów,
które traktuje si� jako modu�y obliczeniowe.

G�ówn� funkcj�, jak� spe�nia wi�kszo�� aparatów w instalacji przemys�owej, jest
podzia� strumienia wchodz�cego do urz�dzenia na dwa lub wi�cej strumieni wycho-
dz�cych. �ci�lej mówi�c, to substancja chemiczna zawarta w strumieniu jest dzielona
w ró�nych proporcjach mi�dzy strumienie wylotowe. Kolumna destylacyjna np. dzieli
surowiec na destylat i pozosta�o��, a tak�e cz�sto s� jeszcze odbierane strumienie
boczne. Z tego wzgl�du jest do�� wygodny taki opis operacji jednostkowej (urz�dze-
nia), w którym przep�yw dowolnego sk�adnika w strumieniu wychodz�cym wyra�a si�
jako u�amek tego sk�adnika w strumieniu wchodz�cym.

REAKTOR FILTR

SUSZARKA

K
O
L
U
M
N
A

F1 F2 F4

F3 F5

F6

F8

F7

F9

F10

F11

x11, x12, x13

x111, x112

x21, x22

x23, x24

x41, x42
x43, x44

x35 x52

x62, x64

x72, x74

x82, x84

x91, x92, x96

x101, x102,x106

x46

Rys. 3.2. Schemat procesu tradycyjny (a) i blokowy (b); schemat przep�ywu informacji;
1 – reaktor, 2 – neutralizator, 3 – filtr, 4 – suszarka, 5 – kolumna, 6 – zbiornik polimeru

Sposób definiowania parametrów wokó� modu�u obliczeniowego przedstawiono na
rys. 3.3. U�yto tam nast�puj�cych oznacze�:

 i – numer jednostki (modu�u),

a

b
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fi,k – nat��enie dop�ywu sk�adnika k do modu�u i,
ajik – u�amek sk�adnika k wp�ywaj�cego do modu�u i, który opuszcza modu� i, kie-

ruj�c si� do modu�u j. Jest to tzw. wspó�czynnik podzia�u,
gi,0,k – nat��enie dop�ywu sk�adnika k z zewn�trz, tzn. z modu�u 0 (zero).
Taki sposób oznaczania parametrów wynika z koncepcji wspó�czynnika podzia�u,

zaproponowanego przez Nagieva oraz Henleya i Rosena i opisanego przez Sinnotta
[40]. Na koncepcji tej opiera si� zasada opisu procesu za pomoc� uk�adu równa�. Jest
to szczególnie wa�ne, gdy w procesie wyst�puj� strumienie zawracane. Z definicji
wspó�czynnika podzia�u wynika, �e nat��enie przep�ywu dowolnego sk�adnika kiero-
wanego z jednostki i do jednostki j równa si� nat��eniu przep�ywu tego sk�adnika na
wej�ciu do jednostki i pomno�onemu przez wspó�czynnik podzia�u, tzn. fi,kaj,i,k.

Rys. 3.3. Oznaczenie parametrów wokó� jednostki procesowej (modu�u)

Inaczej mówi�c, ilo�� sk�adnika k wyp�ywaj�cego z modu�u i do modu�u j równa
si� ilo�ci sk�adnika wp�ywaj�cego pomno�onej przez wspó�czynnik podzia�u. Stru-
mie� wyp�ywaj�cy z modu�u i mo�e by� strumieniem zasilaj�cym inny modu�, np.
jeden z nast�pnych lub stanowi� strumie� recyrkulacyjny. Zasad� oznaczania strumie-
ni i wspó�czynników podzia�u przedstawiono na rys. 3.4.

Rys. 3.4. Zasada okre�lania wspó�czynników podzia�u

Rozpatrzmy otoczenie modu�u 1. Z bilansu materia�owego otrzymuje si� nast�pu-
j�ce równanie:

g10k + a13k f3k+ a12k f2k= f1k
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Podobny bilans przep�ywów mo�na sporz�dzi� dla wszystkich modu�ów, bior�c
wy��cznie pod uwag� wlot do modu�u jako miejsce bilansowania.

Modu� 2: a21k f1k = f2k

Modu� 3: a32k f2k + g30k + a31k f1k = f3k

Po przekszta�ceniu otrzymujemy uk�ad trzech równa� z trzema niewiadomymi,
którymi s� nieznane przep�ywy f1k, f2k oraz f3k:

f1k – a12k f2k – a13k f3k = g10k

–a21k f1k + f2k = 0
–a31k f1k – a32k f2k+f3k=g30k

Uk�ad ten mo�na napisa� w postaci macierzowej
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Podobne uk�ady równa� powstan� dla innych sk�adników mieszaniny, a sposób
generowania uk�adów równa� jest taki sam dla wszystkich procesów zwi�zanych
z przep�ywem substancji chemicznych. Dla procesów z�o�onych z n modu�ów po-
wstanie n równa� dla ka�dego sk�adnika. Uk�ad n równa� w formie macierzowej
przedstawia si� nast�puj�co;
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W rzeczywisto�ci wi�kszo�� wspó�czynników podzia�u jest równa zeru i macierz
nie jest kompletna. W�ród równa� b�d� równania nieliniowe, poniewa� wspó�czynniki
podzia�u ajik zale�� od nat��enia przep�ywu strumieni wej�ciowych, jak te� od funkcji
modu�u. Niektóre wspó�czynniki podzia�u s� okre�lone przez za�o�enia (warunki pro-
cesu), inne zwykle s� przyjmowane jako niezale�ne od nat��enia przep�ywu, przy-
najmniej w pierwszym przybli�eniu.

Zasilanie pocz�tkowe jest zwykle znane z za�o�e� procesu, zatem je�eli wspó�-
czynniki mog� by� oszacowane, to rozwi�zanie uk�adów równa� daje przep�ywy
wszystkich sk�adników w poszczególnych urz�dzeniach. Wsz�dzie tam, gdzie wspó�-
czynniki podzia�u zale�� od szybko�ci przep�ywów, warto�ci w�a�ciwe powinny by�
obliczane metod� kolejnych przybli�e�.

Wspó�czynniki podzia�u mo�na obliczy�, oceniaj�c funkcje urz�dzenia (aparatu)
i bior�c pod uwag� ograniczenia (za�o�enia) co do sk�adów i przep�ywów wynikaj�ce
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z jako�ci produktów, bezpiecze�stwa, równowag fazowych, zale�no�ci termodyna-
micznych oraz wymaga� projektowych (np. wytrzyma�o�ci mechanicznej).

Procesy z reakcj� chemiczn�
W rektorze chemicznym substraty s� zu�ywane i powstaj� zupe�nie nowe sk�adni-

ki. Produkty reakcji nie mog� by� uznane za cz��� strumienia wlotowego, musz� za-
tem by� uznane za sk�adniki pseudonowe. Reaktor jest wi�c przedstawiany w postaci
dwóch modu�ów. Wspó�czynniki podzia�u dla modu�u pierwszego s� wybrane dla
zbilansowania zaniku substratów spowodowanego przez reakcj� chemiczn�.

Rys. 3.5. Model reaktora chemicznego

Drugi modu� uwzgl�dnia powstawanie produktów reakcji dzi�ki za�o�eniu, �e s� to
niejako substancje doprowadzane z zewn�trz. Je�eli reaktor ma tylko jeden strumie�
wyj�ciowy (jedno po��czenie z inn� jednostk�), to drugi modu� symuluj�cy reaktor
mo�e by� pomini�ty.

Dla zilustrowania sposobu obliczania wspó�czynników podzia�u oraz uk�adania
równa� przeanalizujemy szczegó�owo kolejny przyk�ad.

Przyk�ad 3.1. Na podstawie procesu technologicznego otrzymywania polimeru
metod� suspensyjn� opisanego w przyk�adzie 1.8 u�o�y� zestaw równa� symuluj�cych
przep�ywy substancji w jednostkach procesowych z zastosowaniem metody wspó�-
czynników podzia�u.

Rozwi�zanie: Przedstawimy rys. 3.2b w postaci dostosowanej do rozwi�zywanego
zadania, tzn. jako modu�y obliczeniowe  i oznaczymy je nast�puj�co (rys. 3.6): 1 –
monomer, 2 – woda, 3 – katalizator, 4 – polimer, 5 – czynnik neutralizuj�cy kataliza-
tor, produkt reakcji katalizatora z czynnikiem neutralizuj�cym.

Rysunek 3.6 ró�ni si� od klasycznego schematu pokazanego na rys. 3.2a tym, �e
operacja neutralizowania katalizatora, tam ledwie zaznaczona, tutaj stanowi modu�
obliczeniowy. W zasadzie nie jest konieczne zaznaczanie strumieni opuszczaj�cych
instalacj�, odpowiednie bowiem wielko�ci przep�ywów, a w�a�ciwie odp�ywów, mog�
by� z �atwo�ci� obliczone, je�eli dane s� parametry strumieni dop�ywaj�cych do mo-
du�u. Na przyk�ad modu� nr 6 – zbiornik – zosta� do��czony tylko po to, aby mo�na
by�o w��czy� do analizy produkt procesu, którego strumie� instalacj� wprawdzie
opuszcza, ale jest to przecie� strumie� kluczowy. Zbiornik zosta� tu wybrany arbitral-
nie, równie dobrze mo�na by�oby za�o�y�, �e jest to waga lub urz�dzenie pakuj�ce.
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Uk�ad równa� bilansuj�cych przep�ywy w obr�bie modu�ów jest nast�puj�cy:

f1k – a15k f5k= g10k – wlot do modu�u 1,
–a21k f1k + f2k=g20k –  wlot do modu�u 2,
–a32k f2k + f3k=g30k – wlot do modu�u 3,
–a43k f3k + f4k= 0  –  wlot do modu�u 4,
–a53k f3k + f5k= 0  –  wlot do modu�u 5,
–a64k f4k + f6k= 0  –  wlot do modu�u 6.

Rys. 3.6. Schemat do przyk�adu 3.1: 1 – reaktor,  2 – neutralizator, 3 – filtr,
4 – suszarka, 5 – kolumna, 5 – zbiornik polimeru

W uk�adzie macierzowym uk�ad równa� wygl�da bardziej przejrzy�cie. Wiele
elementów macierzy równa si� zeru, ale nie zawsze macierz wspó�czynników podzia�u
jest tak niekompletna jak w rozpatrywanym przyk�adzie.
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Wyznaczenie wspó�czynników podzia�u

Sk�adnik 1, monomer, k = 1.
Modu� 1 – reaktor. Stopie� konwersji wynosi 0,9, co oznacza, �e tylko 10% mo-

nomeru mo�e opu�ci� reaktor, a211 = 0,1.
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Modu� 2 – neutralizator. Monomer przechodzi nie zmieniony, a311 = 1.
Modu� 3 – filtr. Monomer w ca�o�ci przechodzi do przes�czu, a531 = 1.
Modu� 5 – kolumna. Stopie� odzysku monomeru wynosi 0,98; a151 = 0,98.
Modu� 6 – zbiornik. Monomer tutaj nie dochodzi.
Sk�adnik 2, woda, k = 2.
Modu� 1. Woda w ca�o�ci przechodzi do modu�u 2, a212 = 1.
Modu� 2. Jak wy�ej, a322 = 1.
Modu� 3. Nie znaj�c rozwi�zania przyk�adu 1.8, nie mo�emy dok�adnie poda�, ja-

ka cz��� wody przechodzi z polimerem i ile dostaje si� do przes�czu. Przyjmiemy
zatem, �e 99% wody przechodzi z przes�czem, a432 = 0,01, a532 = 0,99.

Modu� 4. Polimer kierowany do suszarki zawiera 5% wody, po wysuszeniu 0,5%.
Przyjmiemy zatem, �e w przybli�eniu a642 = 0,1.

Modu� 6. Ko�cowy etap procesu. Tutaj ma dop�ywa� polimer w ilo�ci 1000 kg/h,
który zawiera 0,5% wody.

Sk�adnik 3 – katalizator, k = 3.
Modu� 1. Katalizator przechodzi w ca�o�ci przez reaktor, a213 = 1, i dochodzi tylko

do neutralizatora. Pozosta�e wspó�czynniki s� równe zeru.
Sk�adnik 4 – polimer, k = 4.
Polimer tworzy si� w reaktorze i z za�o�enia jest uznany za sk�adnik pseudonowy.

Przez modu�y 2 i 3 przechodzi niepodzielony, a214= 1,a324 = 1,a434 = 1. W suszarce
straty polimeru wynosz� 1% wag., st�d a644 = 0,99.

Sk�adnik 5 – czynnik neutralizuj�cy, k = 5.
Wyst�puje tylko w strumieniu f2k i jest bilansowany przez g205, a215 = 1.
Sk�adnik 6 – produkt reakcji katalizatora i czynnika neutralizuj�cego, k = 6.
Wyst�puje w strumieniach f3k i f5k i nie jest dzielony na cz��ci, a326 = 1, a536 = 1.
Ani katalizator, ani czynnik neutralizuj�cy nie zosta� zdefiniowany pod wzgl�dem

natury chemicznej. Przyj�to jedynie, �e w wyniku neutralizacji katalizatora produkt
neutralizacji powstaje przez proste zsumowanie masy katalizatora i czynnika neutrali-
zuj�cego.

Strumienie wprowadzane z zewn�trz
Aby rozwi�za� zadanie, musimy jeszcze poda� liczb� sk�adników wprowadzanych

do uk�adu oraz otrzymywanych produktów reakcji. Mo�emy dane te dostarczy� na
podstawie za�o�e� do przyk�adu 1.8 (dane w kg/h) bez korzystania z tabeli rozwi�za�:

monomer, g101 = 10072,85.
woda, g102= 44668,91,
katalizator, g103 = 11,17,
polimer, g204 = 10050,51,
czynnik neutralizuj�cy katalizator, g205 = 0,55,
produkt neutralizacji katalizatora, g306 = 11,72.



3.2. Symulacja przep�ywów masowych 105

Do przeprowadzenia oblicze� zosta� napisany program komputerowy BILANMAT,
którego dzia�anie i wydruk opisano w skrypcie: Przyk�ady i zadania do przedmiotu:
podstawy technologii chemicznej, (Wydawnictwo Politechniki Wroc�awskiej, 1991).

Po wprowadzeniu zestawionych wy�ej danych nie uzyskano poprawnego bilansu
wody w uk�adzie. Po dokonaniu zmian wspó�czynników podzia�u metod� prób i b��-
dów wprowadzono nast�puj�ce dane: a432 = 0,00937, a532 = 0,99033, a642 = 0,0945.
Dane ko�cowe wprowadzone do programu podano w tabeli.

ajik Monomer Woda Katalizator Polimer Czynnik
neutralizuj�cy

Produkt reakcji
czynnika

neutralizuj�cego
a15k 0,98 0 0 0 0 0
a21k 0,1 1 1 1 1 0
a32k 1 1 0 1 0 1
a43k 0 0,00937 0 1 0 0
a53k 1 0,99033 0 0 0 1
a64k 0 0,0945 0 0,99 0 0

Ostateczne rozwi�zanie pokazuje wydruk uzyskany z programu BILANMAT:

Modu� Sk�adnik Strumie� wej�ciowy
do modu�u, kg/h

1 1 11167,23
2 1 1116,723
3 1 1116,723
4 1 0
5 1 1116,723
6 1 0

1 2 44668,91
2 2 44668,91
3 2 54719,42
4 2 529,1368
5 2 54190,29
6 2 50,00342

1 3 11,17
2 3 11,17
3 3 0
4 3 0
5 3 0
6 3 0

1 4 0
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2 4 10050,51
3 4 10050,51
4 4 10050,51
5 4 0
6 4 9950,005

1 5 0
2 5 0,55
3 5 0
4 5 0
5 5 0
6 5 0

1 6 0
2 6 0
3 6 11,72
4 6 0
5 6 11,72
6 6 0

Wielko�ci strumieni wp�ywaj�cych (sumarycznie), kg/h
Do modu�u 1 55847,32
Do modu�u 2 55847,87
Do modu�u 3 65898,38
Do modu�u 4 10579,65
Do modu�u 5 55318,73
Do modu�u 6 10000,01

3.3. Pe�na symulacja procesów w stanie ustalonym
Programy komputerowe przeznaczone do pe�nej symulacji procesów s� w stanie

wykona� dok�adny i równoczesny bilans masowy i energetyczny, a ponadto zapro-
jektowa� urz�dzenia pe�ni�ce rol� jednostek procesowych, np. kolumny destylacyjne,
wymienniki ciep�a, reaktory itp. Pierwsze programy tego typu wspomagaj�ce prace
projektowe powsta�y w sekcjach projektowych du�ych przedsi�biorstw produkcyj-
nych, np. FLOWTRAN w Monsanto, FLOWPACK w ICI, ale tak�e uniwersytety
wykaza�y si� aktywno�ci� w tej dziedzinie, dostarczaj�c takie programy, jak: SPE-
EDUP i ASPEN. Istnieje wiele programów komercyjnych przeznaczonych do wspo-
magania prac projektowych. Na rysunku 3.7 przestawiono kopi� (okrojon�) aktualnej
strony internetowej chemistry.about.com, na której wymienia si� popularne i profesjo-
nalne programy typu computer aided design do wspomagania prac projektowych.

Jak ju� wspomniano poprzednio, w programach symulacyjnych pojedyncze jed-
nostki procesowe (aparaty) s� traktowane jako elementy sk�adowe (podobnie jak kost-
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ki LEGO) – które ��czone ze sob� – daj� ostateczny projekt technologiczny. Symulo-
wanie pojedynczych elementów procesu jest stosunkowo proste, jednak�e wzajemne
po��czenie elementów w uk�ad nie zawsze jest �atwe do przeprowadzenia w celu uzy-
skania klarownego modelu. W wielu procesach przemys�owych wyst�puj� strumienie,
które s� zawracane, co wymaga u�ycia metod iteracyjnych przy wykonywaniu bilansu
materia�owego i energetycznego, a ponadto dobrych metod numerycznych. Do obli-
czania pojedynczych jednostek procesowych potrzebne s� banki danych w�a�ciwo�ci
fizykochemicznych i termodynamicznych.

Software: Process Simulation & Modeling Guide picks
Aspen Plus
Information about this standard process simulation package for steady-state modeling from

the supplier.
CHEMCAD
Chemstations' PC-based general purpose process simulation program.
Chemical Process Modeling PC Software
Excel add-ins, Mathcad and Maple files from Lee Partin for chemical plant modeling, dis-

tillation design calculations, pinch analysis... The software is copyrighted but free for personal
or educational use.

DESIGN II for Windows
WinSim's general-purpose process simulator developed specifically for MS Windows (ei-

ther Win 95/NT or Win 3.1/3.11 with Win32s). The full package is available free for down-
load but you must register to get a 2 week password.

HYSIM
Steady state process simulator for the PC from Hyprotech. Incorporates a wide range of

unit operations, heat exchanger design, compressors, valves, and extensive thermophysical
property data.

HYSYS
Integrated package from Hyprotech that covers all process simulation and real-time appli-

cations. Flowsheet based dynamic and steady state process modeling. For MS Windows 32 bit
platforms.

PRO/II
General-purpose process simulator from SIMSCI. Wide range of applications. Windows

95/NT or UNIX Workstations. Demo available.
ProSimPlus
Process simulation software. Not related to BR&E's PROSIM. Site requires Macromedia

Flash Player.
Quick Hydraulics for Windows
Flowsheet simulation plus hydraulic pressure drop calculation for Windows 3.1/95/NT

from Chempute Software. Lacks some of the features of other process simulators for the bene-
fit of lower cost. Restricted demo (2.7 MB) available.

SuperPro Designer
Process simulation program for Win 3.11/95 from Intelligen. Includes equipment sizing and
costing. Demo can be downloaded (total 8 MB!) and is fully functional except for the ability to
save the designs.

Rys. 3.7. Programy symulacyjne strony internetowej http://chemistry.about.com
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Do wspó�dzia�ania poszczególnych elementów procesu konieczny jest program
wiod�cy, który po��czy elementy procesu, banki danych, procedury oblicze� w�a�ci-
wo�ci termodynamicznych i procedury numeryczne. Trzeba jeszcze uwzgl�dni� opty-
malizacj� i analiz� ekonomiczn�. Dzi�ki mo�liwo�ci dokonywania wielokrotnych
zmian parametrów wej�ciowych i po�rednich, któr� zapewnia program symulacyjny,
�atwiej uzyskuje si� optymalny obraz procesu.

3.3.1. Sposoby symulowania procesów

Wykresy strumieniowe przedstawiaj� jednostki procesowe po��czone ze sob�.
Matematyczny model tego uk�adu zawiera:

a) równania bilansu materia�owego i energetycznego,
b) równania modeli; modelem mo�e by� mikser, reaktor, kolumna absorpcyjna itp.
Symulacja procesów chemicznych mo�e dokonywa� si� trzema metodami:
1. Metod� sekwencyjno-modu�ow�. Modu�y oblicza si� po kolei, jeden po drugim.
2. Metoda równoczesnego obliczania modu�ów.
3. Metoda polegaj�ca na rozwi�zywaniu równa� opisuj�cych proces.
Metoda sekwencyjno-modu�owa jest podobna do tradycyjnego sposobu obliczania

i projektowania procesu. Rozwa�a si� kolejno jednostki procesowe, traktuj�c je jako
modu�y. Wprowadzaj�c dane wej�ciowe, otrzymuje si� parametry wyj�ciowe modu�u,
które z kolei s� danymi wej�ciowymi dla modu�u nast�pnego (nat��enie przep�ywu,
sk�ad strumienia, temperatura, ci�nienie, entalpia, parametry jednostki jako urz�dze-
nia). Sposób ten wymaga istnienia biblioteki modu�ów oraz biblioteki metod nume-
rycznych do rozwi�zywania uk�adów równa� liniowych, nieliniowych i ró�nicz-
kowych.

Pierwszym etapem dowolnej symulacji jest sporz�dzenie diagramu strumieniowe-
go procesu zawieraj�cego modu�y (jednostki procesowe) i ukazuj�cego ich wzajemne
powi�zania. Na przyk�ad mieszalnik przedstawia ��czenie dwóch lub wi�cej strumieni,
rozdzia� strumienia na dwa lub wi�cej strumieni mo�e by� rezultatem filtrowania,
destylacji, bocznikowania itp. W przypadku strumieni zawracanych potrzebna jest
opcja oblicze� iteracyjnych dla zapewnienia poprawnych warto�ci, charakteryzuj�-
cych te strumienie.

Sekwencyjno-modu�owa metoda obliczania procesu jest klarowna, poniewa� oblicze-
nia post�puj� zgodnie z kierunkiem wskazywanym przez strza�ki na diagramie. Pewn�
niedogodno�� sprawiaj� recykle, popularnie nazywane p�tlami. Je�eli jest ich wiele, to
nale�y ustali� hierarchi� wa�no�ci i kolejno�� iteracyjnego ich „rozsup�ywania”.

Programami wykorzystuj�cymi sekwencyjno-modu�owy sposób symulowania pro-
cesów s� m.in.: ASPEN/PLUS, PRO/II, CHEMCAD i DESIGN II.

Metoda równoczesnego obliczania wszystkich modu�ów jest podobna do poprzed-
niej. Sk�ada si� ona z nast�puj�cych etapów:

1. W pierwszej iteracji zak�ada si� warto�ci dla strumienia zawracanego i wyko-
nuje si� obliczenia jak w przypadku metody sekwencyjno-modu�owej.
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2. Po obliczeniu w pierwszym przybli�eniu warto�ci wej�ciowych i wyj�ciowych
konstruuje si� liniowe zale�no�ci mi�dzy nimi i uruchamia procedury symulacyjne (roz-
wi�zywanie uk�adu równa�) dla otrzymania nowego kompletu strumieni wej�ciowych.

3. Je�eli dwie kolejne iteracje daj� parametry przypisane strumieniom w zakresie
dozwolonej (za�o�onej) tolerancji, to symulacja jest zako�czona. W przeciwnym razie
nale�y wróci� do fazy pocz�tkowej oblicze�.

Metoda ta jest szybsza w obliczeniach, a ponadto dane dla strumieni wej�ciowych
nie musz� by� podawane; dane dla strumieni wyj�ciowych mog� by� za�o�one pod-
czas linearyzacji. Tak� metod� symulacji stosuje system FLOWPACK (ICI).

W przypadku, gdy istniej� ograniczenia typu liniowego i nieliniowego narzucone
przez optymalizacj�, obydwie metody poprzednie zawodz�. Czas potrzebny do prze-
prowadzenia symulacji jest zbyt d�ugi. W tym przypadku metoda polegaj�ca na roz-
wi�zywaniu równa� okazuje si� najlepsza. Jej efektem s� uk�ady równa� liniowych,
nieliniowych i ró�niczkowych, które s� nast�pnie rozwi�zywane. Tymi równaniami s�
równania opisuj�ce jednostki procesowe, zale�no�ci mi�dzy parametrami strumieni
oraz zale�no�ci wi���ce za�o�enia projektowe, w�a�ciwo�ci fizykochemiczne oraz
termodynamiczne reagentów. �redniej wielko�ci proces technologiczny jest tu opisy-
wany przez kilka tysi�cy równa�. Tak du�a liczba równa� nie mo�e by� rozwi�zywa-
na równocze�nie, ale istniej� sposoby na ��czenie równa� w grupy i ich
rozwi�zywanie w sposób modularny.

Programy oferuj�ce ten sposób symulacji to: SPEEDUP, ASCEND i FLOWSIM.

3.4. Symulacja procesów chemicznych
 za pomoc� programu CHEMCAD

CHEMCAD jest programem przeznaczonym do obliczania parametrów procesów
chemicznych i petrochemicznych. Jest on przypisany firmie COADE/Chemstations
(Houston, USA). Dzi�ki promocyjnej polityce agencji Nor-Par a.s. (Oslo, Norwegia)
sta� si� on programem popularnym w Polsce i jest dost�pny w wi�kszo�ci uczelni
technicznych, w których istniej� wydzia�y chemii i in�ynierii chemicznej. Z tego po-
wodu program CHEMCAD zostanie dok�adniej opisany, a nast�pnie pos�u�ymy si�
nim do rozwi�zania wielu przyk�adów zwi�zanych z technologi� chemiczn�
i projektowaniem procesów chemicznych.

Program CHEMCAD jest programem dost�pnym w wersji przeznaczonej dla
komputera osobistego i pracuje pod kontrol� systemu WINDOWS. System okienkowy
oznacza przyjazne �rodowisko pracy w systemie rozwijanych okienek dialogowych
(pull-out menu). Struktura programu odpowiada schematowi typowego programu sy-
muluj�cego przedstawionemu na rys. 3.1. W programie CHEMCAD mo�na wyró�ni�
nast�puj�ce elementy:

3.4. Symulacja procesów chemicznych za pomocą programu CHEMCAD
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1. Interfejs graficzny umo�liwiaj�cy interaktywne rysowanie schematów procesów.
Bogata biblioteka ikon urz�dze� nie jest jednak zamkni�ta i pozwala na uzupe�nienie
jej o ikony urz�dze� w�asnych u�ytkownika. Ta mo�liwo�� wzbogacania programu o
w�asne elementy pojawia si� niemal we wszystkich opcjach programu.

2. Biblioteka w�a�ciwo�ci fizykochemicznych zawiera dane dla ponad 1800 indywi-
dualnych zwi�zków chemicznych. U�ytkownik mo�e rozszerzy� t� bibliotek�
o w�asne, zdefiniowane zwi�zki.

3. Opcje sta�ych równowagi oraz binarnych wspó�czynników oddzia�ywania
(K-value). Istnieje a� 26 mo�liwo�ci obliczania warto�ci K-value, w tym oparte na
równaniach stanu gazu (m.in. równanie Penga–Robinsona, Soave–Redlicha
–Kwonga) oraz takie jak: UNIFAC, Flory–Higginsa, UNIFAC dla polimerów itp.

4. Biblioteka operacji jednostkowych. Mog� by� tutaj wymienione prawie wszyst-
kie urz�dzenia wyst�puj�ce w procesach technologicznych przemys�u chemicznego.
Dodatkowo program oferuje specjalne pakiety do obliczania destylacji periodycznej,
reaktorów chemicznych i wymienników ciep�a.

5. Mo�liwo�� wyboru jednej z 13 opcji do obliczania entalpii, w tym m.in. mo�liwo��
wyboru najdogodniejszego równania stanu oraz zdefiniowania w�asnego modelu.

6. Mo�liwo�� wykonywania wykresów, w tym wykresów TPXY (temperatura, ci-
�nienie, sk�ad), krzywych fazowych dla strumienia itp.

Rozpoczynaj�c prac� w programie CHEMCAD zaleca si� stosowanie 10 kolejnych
kroków, które przypominaj� 10 zasad bilansu materia�owego sformu�owanych przez
Himmelblau [20]:

1. Rozpocz�cie nowego zadania przez nadanie mu nazwy.
2. Wybór odpowiedniego systemu jednostek. Program pochodzi ze Stanów Zjed-

noczonych i standardowo po uruchomieniu w��cza si� brytyjski system jednostek.
Zmiana na uk�ad SI jest w Europie konieczna.

3. Narysowanie schematu procesu, do czego s�u�y interfejs graficzny i biblioteka
ikon.

4. Zdefiniowanie sk�adników, tj. substancji chemicznych bior�cych udzia� w pro-
cesie. Istnieje mo�liwo�� definiowania w�asnych sk�adników.

5. Wybór opcji termodynamicznych.
6. Wprowadzenie danych charakteryzuj�cych strumienie zasilaj�ce (temperatura,

ci�nienie, sk�ad)
7. Wyspecyfikowanie operacji jednostkowych. Jest to element decyzyjny, który

precyzuje sposób dzia�ania jednostki procesowej. Od danych tu wprowadzonych zale-
�y sk�ad i wielko�� strumieni opuszczaj�cych jednostk�.

8. Przeprowadzenie symulacji.
9. Sprawdzenie wyników. Je�eli uzyskany wynik nie jest satysfakcjonuj�cy, nale�y

zmieni� dane wej�ciowe lub (oraz) parametry pracy jednostki procesowej i przepro-
wadzi� symulacj� jeszcze raz.

10. Opracowanie raportu wyj�ciowego.
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Przyk�ad 3.2. Rozwi�za� zadanie z przyk�adu 2.10 za pomoc� programu CHEM-
CAD. Przyj��, �e sk�ad gazu opuszczaj�cego wie�� jest nast�puj�cy (u�amki molowe):
azot – 0,995, tlenek azotu – 0,002, ditlenek azotu – 0,001, para wodna – 0,002.

Rozwi�zanie: Po uruchomieniu programu rysujemy schemat operacji, któr� b�dzie
dekompresja realizowana w module zwanym Expander lub Compresor. Wybieramy
kompresor od�rodkowy, rysujemy strumienie i definiujemy sk�adniki. W odró�nieniu
od przyk�adu 2.10 nie musimy tutaj stosowa� uproszcze� i uwzgl�dniamy wszystkie
sk�adniki, nawet takie, które wyst�puj� w niewielkich ilo�ciach. Przy du�ym nat��eniu
przep�ywu ich ilo�� b�dzie dostrzegalna. Schemat procesu przedstawiono na rys. 3.8.
Po wprowadzeniu sk�adników i wybraniu parametrów sk�adu strumieni zgodnych z za�o-
�eniem zadania najwa�niejsze jest ustalenie parametrów pracy kompresora. Wi��e si� to z
wprowadzeniem efektywno�ci politropowej równej 0,75 oraz warto�ci ci�nie� na wej�ciu
i wyj�ciu. Po uruchomieniu obliczania generuje si� raport. Przypominamy, �e pierwsza
cz��� zadania dotyczy zastosowania gazu bez wst�pnego ogrzewania. Dla tej cz��ci
przedstawiony jest kompletny raport z oblicze�, aby zorientowa� Czytelnika, co w istocie
on zawiera*. Dla drugiej cz��ci zadania zostan� przedstawione jedynie fragmenty raportu
zwi�zane z najwa�niejszymi wynikami oblicze�.

Rys. 3.8. Schemat ekspansji gazu do przyk�adu 3.2

A) Proces bez wst�pnego podgrzewania gazu
CHEMCAD 4.0.1.5   Politechnika Wroc�awska
Job Code: Dekompresja   Case Code: Dekompresja
FLOWSHEET SUMMARY
Equipment   Label         Stream Numbers
   1 COMP                 1  -2
Stream Connections
Stream     Equipment
          From    To
    1              1
    2        1
Calculation mode : Sequential
Flash algorithm  : Normal
Equipment Calculation Sequence

   1
_________

*Na ko�cu rozdzia�u, w p. 3.4, zamieszczono s�owniczek terminów angielskich u�ywanych w rapor-
tach CHEMCADA, aby u�atwi� Czytelnikowi zapoznanie si� z ich tre�ci�.

3.4. Symulacja procesów chemicznych za pomocą programu CHEMCAD
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No recycle loops in the flowsheet.

COMPONENTS

          ID #         Name

   1        46       Nitrogen
   2       108       Nitric Oxide
   3       109       Nitrogen Dioxide
   4        62       Water

THERMODYNAMICS

 K-value model     :  SRK
                      Water/Hydrocarbon immiscible
 Enthalpy model    :  SRK
 Liquid density    :  Library

Overall Mass Balance        kmol/h                    kg/h
                                 Input          Output             Input            Output
Nitrogen             9949.998     9949.998   278739.238   278739.238
Nitric Oxide            20.000        20.000         600.120         600.120
Nitrogen Dioxide    10.000        10.000         460.050         460.050
Water                     20.000        20.000         360.300         360.292

Total                   9999.997     9999.997    280159.711   280159.711

                      Compressor Summary
Equip. No.                      1
       Name
Type of Compressor:             2
Pressure out            151950.0000
 (Pa)
Efficiency                   0.7500
Actual power             -5541.5786
 (kW)
Cp/Cv                        1.4082
Ideal Cp/Cv                  1.3924
Calc Pout    Pa         151950.0000
Theoretical power  kW    -7859.4741

Stream No.                      1          2
       Name           Gaz z wie�y   Gaz po dekompresji
- - Overall - -
Molar flow kmol/h       9999.9975     9999.9975
Mass flow  kg/h       280159.7114   280159.7114
Temp K                   298.0000      232.0704
Pres Pa               607800.0096   151950.0024
Vapor mole fraction         1.000        0.9981
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Enth MJ/h           -3124.77      -23074.5
Tc K                     127.3028      .3028
Pc Pa                3386777.4618  3386779.1451
Std. sp gr , wtr = 1        0.810         0.810
Std. sp gr , air = 1        .967         0.967
Degree API                43.2720       43.2720
Average mol wt            28.0160       28.0160
Actual dens kg/m3          6.8754        2.2142
Actual vol m3/h        40748.1829   126530.1336
Std liq  m3/h            346.3489      346.3489
Std vap 0 C m3/h      224136.4208   224136.4208
- - Vapor only - -
Molar flow kmol/h       9999.9975     9981.1899
Mass flow  kg/h       280159.7114   279820.7254
Average mol wt            28.0160       28.0348
Actual dens kg/m3          6.8754        2.2115
Actual vol m3/h        40748.1829   126529.7938
Std liq  m3/h            346.3489      346.0099
Std vap 0 C m3/h      224136.4208   223714.8537
Cp J/kmol-K            29521.8801    29452.1950
Z factor                   0.9997        0.9984
Visc Pa-sec           1.772e-005    1.454e-005
Th cond W/m-K             0.0257        0.0205
- - Liquid only - -
Molar flow kmol/h                       18.8076
Mass flow  kg/h                        338.9860
Average mol wt                          18.0245
Actual dens kg/m3                     1000.1173
Actual vol m3/h                          0.3390
Std liq  m3/h                            0.3390
Std vap 0 C m3/h                       421.5390
Cp J/kmol-K                          75306.3111
Z factor                                 0.0018
Visc Pa-sec                            0.007302
Th cond W/m-K                            0.4850
Surf tens N/m                            0.0834

A oto rozwi�zanie drugiej cz��ci zadania, dotycz�cej mocy mo�liwej do uzyskania
z turbiny, je�eli gaz z wie�y absorpcyjnej podgrzeje si� wst�pnie do 672 K. Nie przy-
toczono 1 i 2 strony  raportu, które s� takie same jak poprzednio.

Compressor Summary
Equip. No.                      1
       Name
Type of Compressor:            2
Pressure out            151950.0000
 (Pa)
Efficiency                   0.7500
Actual power            -12720.5459

3.4. Symulacja procesów chemicznych za pomocą programu CHEMCAD
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(kW)
Cp/Cv                        1.3742
Ideal Cp/Cv                  1.3723
Calc Pout    Pa         151950.0000
Theoretical power  kW   -17979.2188

Stream No.                      1              2
       Name           Gaz podgrzany Gaz po dekompresji
- - Overall - -
Molar flow kmol/h       9999.9984     9999.9984
Mass flow  kg/h      280159.7398   280159.7398
Temp K                   672.0000      520.4276
Pres Pa               607800.0096   151950.0024
Vapor mole fraction         1.000         1.000
Enth MJ/h                 108348.       62556.3
Tc K                     127.3028      127.3028
Pc Pa                3386777.4618  3386777.4618
Std. sp gr , wtr = 1        0.810         0.810
Std. sp gr , air = 1        0.967         0.967
Degree API                43.2720       43.2720
Average mol wt            28.0160       28.0160
Actual dens kg/m3          3.0399        0.9832
Actual vol m3/h        92161.2619   284934.4461
Std liq  m3/h            346.3489      346.3489
Std vap 0 C m3/h      224136.4349   224136.4349
- - Vapor only - -
Molar flow kmol/h       9999.9984     9999.9984
Mass flow  kg/h       280159.7398   280159.7398
Average mol wt            28.0160       28.0160
Actual dens kg/m3          3.0399        0.9832
Actual vol m3/h        92161.2619   284934.4461
Std liq  m3/h            346.3489      346.3489
Std vap 0 C m3/h      224136.4349   224136.4349
Cp J/kmol-K            30665.6602    29751.1113
Z factor                   1.0027        1.0007
Visc Pa-sec            3.190e-005    2.674e-005
Th cond W/m-K              0.0554        0.0419

W pierwszym przypadku temperatura gazu na wyj�ciu z turbiny spadnie do 232 K, co
mo�e grozi� kondensacj� i zamarzaniem pary wodnej znajduj�cej si� w gazie i – w kon-
sekwencji – zatykaniem przewodów. Podgrzanie wst�pne gazu nie tylko usuwa to niebez-
piecze�stwo, ale i zwi�ksza moc, któr� mo�na uzyska� z turbiny z 5,541 MW do 12,720
MW.

Przyk�ad 3.3. Na podstawie za�o�e� przyk�adu 2.12 oraz 2.13 wykona� bilans
materia�owy oraz energetyczny spalania propanu, a w szczególno�ci wyznaczy�:

a) ilo�� ciep�a dostarczanego przez piec w temperaturze spalania 1150 K,
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b) adiabatyczn� temperatur� p�omienia.
Do oblicze� wykorzysta� program symulacyjny CHEMCAD.

Rozwi�zanie: Podstaw� bilansowania b�dzie proces spalania propanu w ilo�ci
1 kmol/h przy stosunku molowym powietrze:propan = 28:1. Zarówno temperatura
propanu, jak i powietrza wynosi 298 K. W przypadku a) spalanie odbywa si� w tem-
peraturze 1150 K. Do realizacji procesu mo�na zastosowa� reaktor stechiometryczny,
w którym przebiega reakcja chemiczna mi�dzy propanem a tlenem zawartym w po-
wietrzu wed�ug nast�puj�cego równania:

0 = –C3H8 – 5O2 + 3CO2 + 4H2O

Zapis ten, zgodny z zaleceniem IUPAC, u�atwi definiowanie warunków pracy re-
aktora. Schemat procesu spalania przedstawiono na rys. 3.9.

Rys. 3.9. Schemat procesu do przyk�adu 3.3

Za�o�ono – jak poprzednio – �e w procesie wyst�puj� trzy strumienie, a przed re-
aktorem, który umownie zast�puje piec, umieszczono mieszalnik strumieni propanu
i powietrza. Dla uproszczenia zak�ada si�, �e proces odbywa si� pod ci�nieniem nor-
malnym oraz �e nast�puje ca�kowite spalenie propanu zgodnie z przedstawionym wy-
�ej równaniem, bez przebiegu reakcji ubocznych. Po narysowaniu schematu nale�y,
jak zawsze, wybra� z bazy danych substancje bior�ce udzia� w procesie. Podobnie jak
w przyk�adach 2.12 i 2.13 wybrano nast�puj�ce sk�adniki: propan, tlen, ditlenek w�-
gla, wod� oraz azot. Wspomnijmy, �e w CHEMCAD-zie mo�na zdefiniowa� równie�
powietrze jako niezale�ny sk�adnik procesu. Zasadniczym zadaniem jest podanie pa-
rametrów pracy reaktora. G�ównym sk�adnikiem jest w naszym przypadku propan, dla
którego okre�la si� stopie� konwersji. Zgodnie z za�o�eniami zadania jest on równy 1.
Dla pierwszej cz��ci zadania wybieramy proces izotermiczny i wstawiamy temperatu-
r� T = 1150 K. Dla cz��ci b) wybierzemy opcj� adiabatyczn�. I wreszcie wstawiamy
wspó�czynniki stechiometryczne reakcji, co nie jest trudne, je�eli reakcj� chemiczn�
zapisali�my jak wy�ej. Przypomnijmy, dla substratów wspó�czynniki wpisujemy ze
znakiem minus, dla produktów reakcji – ze znakiem plus. Dla sk�adników neutral-
nych, takich jak azot, wstawiamy zero lub pozostawiamy puste pole.

3.4. Symulacja procesów chemicznych za pomocą programu CHEMCAD
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Po wykonaniu oblicze� i sprawdzeniu ustawiamy opcj� programu na sporz�dzenie
raportów, które uzyskujemy oddzielnie dla procesu izotermicznego i adiabatycznego.

a) Raport oblicze� dla procesu izotermicznego (wybrane fragmenty)

ChemCAD 4.0.1.5   Politechnika Wroc�awska
Job Code: piec   Case Code: piec
FLOWSHEET SUMMARY
Equipment   Label         Stream Numbers
   1 MIXE                 2   1  -3
   2 REAC                 3  -4
Stream Connections
Stream     Equipment
          From    To
   1             1
   2              1
   3        1     2
   4        2
Calculation mode : Sequential
Flash algorithm  : Normal
Equipment Calculation Sequence
   1   2
No recycle loops in the flowsheet.
COMPONENTS
          ID #         Name
   1         4      Propane
   2        47       Oxygen
   3        49       Carbon Dioxide
   4        62       Water
   5        46       Nitrogen
THERMODYNAMICS
K-value model     :  SRK
                      Water/Hydrocarbon immiscible
Enthalpy model    :  SRK
Liquid density    :  Library
Overall Mass Balance        kmol/h                    kg/h
                        Input       Output        Input       Output
Propane 1.000 0.000 44.096 0.000
Oxygen 5.880 0.880 188.154 28.159
CarbonDioxide 0.000 3.000 0.000 132.030
Water 0.000 4.000 0.000 72.060
Nitrogen 22.120 22.120 619.670 619.670

Total 29.000 30.000 851.920 851.919

                      Reactor Summary
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Equip. No.                      2
       Name
Specify thermal mode: 2
K 1150.0000
MJ/h -1181.4637
Key Component 1
Frac. Conversion 1.0000
Calc of Reac. -2.0432e+009
(J/kmol)

Stoichiometrics:
Propane -1.000
Oxygen -5.000
CarbonDioxide 3.000
Water 4.000

Stream No. 1  2  3  4
 Name Propan Powietrze Gazy spalinowe
- - Overall - -
Molar flow kmol/h 1.0000  28.0000 29.0000 30.0000
Mass flow kg/h 44.0960 807.8238 851.9198 851.9188
Temp K 298.0000 298.0000 298.0000 1150.0000
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Vapor mole fraction 1.000 1.000 1.000 1.000
Enth MJ/h -104.802 -0.310642  -105.113 -1286.58
Z factor 0.9843 0.9999 0.9997 1.0003

Na pytanie, jak� ilo�� ciep�a mo�na uzyska� w procesie spalania 1 kilomola propa-
nu w ci�gu godziny w warunkach okre�lonych w zadaniu, odpowied� znajdziemy
w dwóch miejscach. W cz��ci raportu Reactor Summary znajdujemy warto�� MJ/h
–1181,4637, która ujmuje bilans cieplny urz�dzenia. Jest to poszukiwana ilo�� ciep�a,
jak� mo�na uzyska�.

W dalszej cz��ci raportu przedstawiono jest bilans masowy i cieplny strumieni. Stru-
mie� 3 wchodz�cy do reaktora ma temperatur� 298 K i entalpi� �H3 = –105,113 MJ/h,
strumie� 4 wychodz�cy z reaktora ma temperatur� 1150 K i entalpi� �H4

= –1286,58 MJ/h. Ró�nica �H4 – �H3 = –1286,58 – (–105,11) = –1181,47 MJ/h jest
równie� odpowiedzi� na pytanie zawarte w punkcie a).

Raport oblicze� dla procesu adiabatycznego (wybrane fragmenty)

ChemCAD 4.0.1.5   Politechnika Wroc�awska
Job Code: piec   Case Code: piec

FLOWSHEET SUMMARY

COMPONENTS
          ID #        Name

1 4 Propane

3.4. Symulacja procesów chemicznych za pomocą programu CHEMCAD
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2 47 Oxygen
3 49 Carbon Dioxide
4 62 Water
5 46 Nitrogen

THERMODYNAMICS
 K-value model     :  SRK
                      Water/Hydrocarbon immiscible
 Enthalpy model    :  SRK
 Liquid density    :  Library
                      Reactor Summary
Equip. No                       2
       Name
Specify thermal mode:           1
  K                       2152.5662
  MJ/h                   -1181.0000
Key Component                   1
Frac. Conversion             1.0000
Calc H of Reac.        -2.0432e+009
 (J/kmol)
 Stoichiometrics:
 Propane                     -1.000
 Oxygen                      -5.000
 Carbon Dioxide           3.000
 Water                        4.000
Stream No.                      1             2             3             4
       Name Propan Powietrze Gazy spalinowe
- - Overall - -
Molar flow kmol/h 1.0000 28.0000 29.0000 30.0000
Mass flow kg/h 44.0960 807.8238 851.9198 851.9188
Temp K  298.0000 298.0000 297.8999 2152.5661
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Vapor mole fraction 1.000 1.000 1.000 1.000
Enth MJ/h -104.802 -0.310642 -105.113 -105.113

Odpowied�: Podobnie jak w przypadku a) odpowied� znajdziemy w dwóch miej-
scach raportu. W punkcie Reactor Summary podano temperatur� pracy reaktora
– 2152,56 K, a w cz��ci bilansowej raportu podana warto�� temperatury strumienia 4
(gazy spalinowe) jest taka sama.

Porównuj�c warto�ci uzyskane metod� tradycyjn� w przyk�adach 2.12 (1181,13
MJ/h) i 2.13 (2183 K) z warto�ciami obliczonymi za pomoc� programu CHEMCAD,
mo�na stwierdzi�, �e istnieje dobra zgodno�� wyników. Ró�nica mi�dzy obiema war-
to�ciami wynika z dwóch przyczyn. W przyk�adzie 2.13 przyj�to zerow� warto�� en-
talpii strumienia powietrza, a zastosowane tam funkcje molowych pojemno�ci
cieplnych w postaci cp = f(T) mia�y nieco inn� posta� ni� w programie CHEMCAD.
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Przyk�ad 3.4. Eter dietylowy otrzymuje si� przez katalityczne odwodnienie eta-
nolu w temperaturze 450–500 K. Surowiec podaje si� do reaktora po wst�pnym odpa-
rowaniu i podgrzaniu pary do temperatury 450 K. Reaktor sk�ada si� z wi�zki rurek,
wewn�trz których umieszczono sta�y katalizator. Zak�ada si�, �e zu�ycie katalizatora
jest niewielkie i jego obecno�� w strumieniu wychodz�cym z reaktora mo�na pomi-
n��. Strumie� produktów wychodz�cy z reaktora wst�pnie sch�adza si� do temperatury
345 K i poddaje rozdzieleniu w kolumnie, z której odbiera si� eter jako destylat. Pozo-
sta�o�� (produkt dolny) z pierwszej kolumny, zawieraj�ca etanol i wod�, poddaje si�
rozdzieleniu w drugiej kolumnie, a uzyskany produkt górny, zawieraj�cy 92% etanolu,
zawraca si� do reaktora.

Do produkcji eteru u�ywa si� alkoholu etylowego rektyfikowanego o zawarto�ci
95% wag. etanolu. Stopie� przereagowania etanolu przy jednorazowym przej�ciu
przez reaktor wynosi 0,90, a ca�y proces przebiega pod ci�nieniem atmosferycznym.
Sporz�dzi�:  schemat procesu otrzymywania eteru i wykona� bilans materia�owy dla
wielko�ci produkcji 1500 kg eteru na godzin�. Korzystaj�c z programu CHEMCAD
sporz�dzi� bilans energetyczny procesu.

Rozwi�zanie. Sporz�dzaj�c schemat procesu, umieszczamy na planszy ikony
urz�dze�, które w tym procesie powinny by� uwzgl�dnione. Oprócz reaktora i kolumn
rozdzielaj�cych umieszcza si� równie� wymienniki ciep�a, które dadz� nam informa-
cje o ilo�ci ciep�a, jak� trzeba dostarczy� b�d� odebra�, aby doprowadzi� temperatur�
strumieni do wymaganej warto�ci. B�dzie to ta informacja, która jest potrzebna do
oceny zapotrzebowania na energi�. Po narysowaniu schematu procesu i wczytaniu z
bazy danych nast�puj�cych sk�adników procesu: sk�adnik 1 – etanol, sk�adnik
2 – eter dietylowy, sk�adnik 3 – woda, definiujemy sk�ad i w�a�ciwo�ci strumienia
zasilaj�cego. Wprawdzie z tre�ci zadania wynika, �e dana jest wielko�� produkcji,
czyli ilo�� produktu ko�cowego, ale wygodniej jest zacz�� od pocz�tkowej fazy pro-
cesu, je�eli obliczenia prowadzi� b�dziemy krok po kroku, tzn. od jednostki proceso-
wej do nast�pnej jednostki procesowej. Mo�na wi�c za�o�y� wielko�� nat��enia
przep�ywu strumienia zasilaj�cego, np. 2000 kg/h etanolu. Nast�pnym krokiem b�dzie
zdefiniowanie sposobu pracy poszczególnych jednostek procesowych. Zaleca si� przy
tym, szczególnie osobom mniej wprawnym, zdefiniowanie jednostki i uruchomienie
jej obliczania przyciskiem lub komend�: Run Unit. Zazwyczaj wiadomo, jaka jest
funkcja danej jednostki, i po sprawdzeniu sk�adu strumienia opuszczaj�cego t� jed-
nostk� �atwo zorientowa� si�, czy zosta� wybrany odpowiedni algorytm obliczania.
A oto propozycje dla wybranych jednostek procesowych (rys. 3.10).

Mieszalnik (MIXE) (2) ma za zadanie po��czy� przed wej�ciem do reaktora stru-
mie� zasilaj�cy i zwracany. Wystarczy, je�eli w okienku definiuj�cym wpiszemy
warto�� ci�nienia, przy którym mieszalnik pracuje: 101300 Pa.

Wymienniki ciep�a (HTXRT) (1, 3, 5, 8 i 9) s�u�� do wst�pnego oszacowania ob-
ci��enia cieplnego procesu. Podstawowym parametrem do zdefiniowania jest tempe-
ratura strumienia na wyj�ciu z wymiennika. Podane warto�ci s� szacunkowe, takie,
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jakich w pierwszym przybli�eniu mo�na oczekiwa�. W bardziej szczegó�owym pro-
jekcie wymienniki ciep�a by�yby po��czone w system, który umo�liwi�by cz��ciowe
odzyskanie energii.

Rys. 3.10. Schemat procesu otrzymywania eteru dietylowego (do przyk�adu 3.4). Jednostki procesowe:
1, 3, 5, 8 i 9 ( w kó�kach) – wymienniki ciep�a, 2 – mieszalnik, 4 – reaktor,

6 i 7 – kolumny rozdzielaj�ce, numery strumieni – w prostok�tach

Reaktor (REAC) (4). Wybrano reaktor stechiometryczny, przep�ywowy. Reakcja
odwodnienia jest rekcj� egzotermiczn� i wskutek wydzielania ciep�a wyst�pi gradient
temperatury wzd�u� reaktora. Reaktor pracuje optymalnie, je�eli temperatura gazów
na wyj�ciu z reaktora wynosi 500 K. Program wymaga podania rodzaju pracy reakto-
ra, w naszym przypadku jest to reaktor pracuj�cy w trybie izotermicznym pod ci�nie-
niem atmosferycznym. Przyj�cie izotermicznego trybu pracy reaktora pozostaje
w sprzeczno�ci z istnieniem gradientu temperatury wzd�u� reaktora. Przyj�cie tempe-
ratury reakcji ma jednak znaczenie przy obliczaniu bilansu energii w obr�bie reaktora.
Mo�na tak dobra� temperatur� strumienia wchodz�cego do reaktora, �e reaktor b�dzie
pracowa� teoretycznie w sposób autotermiczny. Mo�e to by� jednak niekorzystne ze
wzgl�dów kinetycznych. Zbytnie obni�enie temperatury gazów na wej�ciu mo�e
zmniejszy� szybko�� reakcji i tym samym obni�y� stopie� przereagowania etanolu.
Wzgl�dy praktyczne musz� by� brane pod uwag�, gdy� cz�sto one w�a�nie dyktuj�
warunki pracy reaktora w rzeczywistym procesie.

Uk�ad reaguj�cy definiuje si� przez podanie wspó�czynników stechiometrycznych
reakcji (ujemne dla substratów, dodatnie dla produktów reakcji, zerowe dla sk�adni-
ków oboj�tnych), stopnia przereagowania oraz wskazanie sk�adnika kluczowego,
wzgl�dem którego sporz�dza si� bilans reaktora.

Kolumny rozdzielaj�ce (CSEP) (6, 7). S� to jednostki s�u��ce do okre�lenia stopnia
rozdzia�u sk�adników zawartych w strumieniu dop�ywaj�cym do kolumny.
W szczegó�owym projekcie by�yby umieszczone kolumny destylacyjne. W takim
przypadku rozdzielanie sk�adników jest zwi�zane z zaprojektowan� konstrukcj� ko-
lumny. W przypadku jednostek typu CSEP (ang. Component Separator) stopie� roz-
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dzia�u oraz w�a�ciwo�ci produktu górnego oraz dolnego mo�na zaproponowa� tak,
aby spe�ni� za�o�enia zawarte w tre�ci zadania (lub realnego projektu). W rozwi�zaniu
niniejszego zadania wybrano opcj� ze wskazaniem temperatury produktu górnego w
punkcie wrzenia i dolnego w punkcie rosy oraz warto�ci wspó�czynników podzia�u.
Poj�cie wspó�czynnika podzia�u omówiono w p. 3.1.

Dla pierwszej kolumny przyj�to wspó�czynnik podzia�u dla eteru równy 1, co
oznacza, �e eter jest w ca�o�ci wydzielany w pierwszej kolumnie. W procesie rzeczy-
wistym by�oby to bardziej skomplikowane. Dla kolumny drugiej wybrano warto�ci
wspó�czynników podzia�u tak, aby spe�ni� warunek sk�adu strumienia zawracanego,
który ma zawiera� 92% wagowych etanolu.

Po sekwencyjnym rozwi�zywaniu bilansu wokó� jednostek procesowych urucha-
mia si� obliczenia dla ca�ego procesu. Po sprawdzeniu warto�ci nat��enia przep�ywu
produktu reakcji (eteru), nale�y skorygowa� nat��enie przep�ywu strumienia zasilaj�-
cego, tak aby uzyska� wielko�� produkcji eteru dietylowego na poziomie 1500 kg/h.

Dla rozwa�anego procesu surowiec zasilaj�cy proces, tj., etanol, jest podawany
w ilo�ci 1971,5 kg/h.

A oto wybrane fragmenty raportu oblicze� programu CHEMCAD dotycz�ce sk�a-
du i wielko�ci strumieni.
ChemCAD 4.0.1.5 Politechnika Wroc�awska
Job Code: ETER Case Code: ETER
FLOWSHEET SUMMARY
Equipment Label Stream Numbers

1 HTXR 1 -2
2 MIXE 2 9 -3
3 HTXR 3 -4
4 REAC 4 -5
5 HTXR 5 -6
6 CSEP 6 -7 -8
7 CSEP 8 -9 -10
8 HTXR 10 -11
9 HTXR 7 -12

Stream Connections
Stream Equipment Stream Equipment Stream Equipment

From  To From  To From  To
1 1 5 4 5 9 7 2
2 1 2 6 5 6 10 7 8
3 2 3 7 6 9 11 8
4 3 4 8 6 7 12 9

Calculation mode: Sequential
Flash algorithm: Normal

Equipment Calculation Sequence
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   1    2      3    4    5   6   7   8   9
Equipment  Recycle  Sequence
    -2     3     4     5      6      7
Recycle Cut Streams
     9
Recycle Convergence Method:  Direct Substitution

Max. loop iterations 40
Recycle Convergence Tolerance

Flow rate 1.000E-003
Temperature 1.000E-003
Pressure 1.000E-003
Enthalpy 1.000E-003
Vapor frac. 1.000E-003

COMPONENTS
ID # Name
1 134 Ethanol
2 162 Diethyl Ether
3 62 Water

THERMODYNAMICS
K-value model: NRTL
No corrrection for vapor fugacity
Enthalpy model: Latent Heat
Liquid density: Library
Overall Mass Balance  kmol/h  kg/h

Input Output Input Output
Ethanol 40.655 0.180 1872.925 8.287
Diethyl Ether 0.000 20.237 0.000 1500.060
Water 5.472 25.709 98.575 463.153
Total 46.127 46.127 1971.500 1971.500

Heat Exchanger Summary

Equip. No. 1  3 5 8
Name

T Out Str 1 K 353.0000 450.0000 345.0000 298.0000
Calc Ht Duty 2096.7983 584.5443 -1323.2101 -1203.1785
(MJ/h)
Str1 Pout Pa 101300.0000 101300.0000 101300.0000 101300.0000
Equip. No. 9
Name
T Out Str 1 K  293.0000
Calc Ht Duty -51.9077
(MJ/h)
Str1 Pout Pa 101300.0000

Mixer Summary
Equip. No. 2

Name



3.3. Pe�na symulacja procesów w stanie ustalonym 123

Output PressurePa 101300.0000
Reactor Summary

Equip. No. 4
Name

Specify thermal mode: 2
K 500.0000
MJ/h -165.6428

Key Component 1
Frac. Conversion 0.9000

Calc H of Reac. -1.2010e+007
(J/kmol)
Stoichiometrics:
Ethanol -2.000
Diethyl Ether 1.000
Water 1.000

Component Separator Summary
Equip. No. 6  7

Name
Top Temperature Mode: 1 1
Bottom Temperature Mode: 2 2
Component No. 1 0.9600
Component No. 2 1.0000
Component No. 3 0.0360

Stream No. 1 2 3 4
Name
-Overall-
Molar flowkmol/h 46.1266 46.1266 51.4040 51.4040
Mass flow kg/h 1971.5000 1971.5000 2187.6911 2187.6911
Temp K 298.0000 353.0000 351.3772 450.0000
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Vapor mole fraction 0.0000 1.000 0.8995 1.000
Enth MJ/h -12844.2 -10747.4 -12187.1 -11602.6

Stream No. 5 6 7 8
Name
- -Overall - -
Molar flow kmol/h 51.4040 51.4040 20.2374 31.1666
Mass flow kg/h 2187.6911 2187.6911 1500.0602 687.6308
Temp K 500.0000 345.0000 307.5362 369.2376
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Vapor mole fraction 1.000 0.6958 0.0000 1.000
Enth MJ/h -11768.2 -13091.4 -5622.28 -7421.76

Stream No. 9 10 11 12
Name
- - Overall - -
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Molar flow kmol/h 5.2774 25.8892 25.8892 20.2374
Mass flow kg/h 216.1910 471.4398 471.4398 1500.0602
Temp K 351.4587 372.9642 298.0000 293.0000
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Vapor mole fraction 0.0000 1.000 0.0000 0.0000
Enth MJ/h -1439.70 -6192.02 -7395.20 -5674.19

Stream No. 1 2 3 4
Stream Name
Temp K 298.0000 353.0000 351.3772 450.0000
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Enth MJ/h -12844. -10747. -12187. -11603.
Vapor mass fraction 0.00000 1.0000 0.89982 1.0000
Total kg/h 1971.5000 1971.5000 2187.6911 2187.6911
Flowrates in kg/h
Ethanol 1872.9250 1872.9250 2071.8199 2071.8199
Diethyl Ether 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Water 98.5750 98.5750 115.8712 115.8712

Stream No. 5 6 7 8
Stream Name
Temp K 500.0000 345.0000 307.5362 369.2376
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Enth MJ/h -11768. -13091. -5622.3 -7421.8
Vapor mass fraction 1.0000 0.86360 0.00000 1.0000
Total kg/h 2187.6911 2187.6911 1500.0602 687.6308
Flowrates in kg/h
Ethanol 207.1821 207.1821 0.0000 207.1821
Diethyl Ether 1500.0602 1500.0602 1500.0602 0.0000
Water 480.4487 480.4487 0.0000 480.4487

Stream No. 9 10 11 12
Stream Name
Temp K 351.4587 372.9642 298.0000 293.0000
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Enth MJ/h -1439.7 -6192.0 -7395.2 -5674.2
Vapor mass fraction 0.00000 1.0000 0.00000 0.00000
Total kg/h 216.1910 471.4398 471.4398 1500.0602
Flowrates in kg/h
Ethanol 198.8948 8.2873 8.2873 0.0000
Diethyl Ether 0.0000 0.0000 0.0000 1500.0602
Water 17.2962 463.1525 463.1525 0.0000

Rozwi�zuj�c drug� cz��� zadania, dotycz�c� bilansu energetycznego, pos�u�ymy
si� danymi, zawartymi w raporcie. Jak wida�, CHEMCAD dostarcza danych liczbo-
wych charakteryzuj�cych zarówno jednostki procesowe, jak i poszczególne strumie-
nie. W zagadnieniach dotycz�cych bilansu energii, podstawowych danych dostarcza
charakterystyka obci��enia cieplnego wymienników ciep�a. Stanowi ona ró�nic� en-
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talpii strumienia wychodz�cego i wchodz�cego. Zestawienie tych danych w formie
przydatnej do zbilansowania zada� przypisanych wymiennikom jest nast�puj�ce:

Numer wymiennika ciep�a Obci��enie cieplne [MJ/h]
1 2096,80
3 584,54
5 –1323,21
8 –1203,18
9 –51,91

Razem 103,04 MJ/h.
Z przedstawionych rozwa�a� wynika, �e pierwsze dwa wymienniki pracuj� jako

podgrzewacze, trzy ostatnie za� – jako ch�odnice. Podgrzewacze dostarczaj� wi�cej
ciep�a, ni� odzyskuj� go ch�odnice. Nie jest to jednak koniec bilansu energetycznego.

Pozostaje jeszcze do rozwa�enia reaktor, w którym przebiega egzotermiczna reak-
cja oraz kolumny rozdzielaj�ce.

Obci��enie cieplne reaktora podano w raporcie. Wynosi ono – 65,64 MJ/h, co
oznacza, �e reaktor jest dostarczycielem energii mimo zu�ycia pewnej cz��ci ciep�a
reakcji na ogrzanie strumienia przep�ywaj�cych przeze� gazów od 450 do 500 K.

Warto�� obci��enia cieplnego reaktora otrzymamy równie� z ró�nicy entalpii mi�-
dzy strumieniem wychodz�cym z reaktora (5) i wchodz�cym do reaktora. Nale�y pa-
mi�ta�, �e absolutna warto�� entalpii nie ma sensu fizycznego i mówi�c o entalpii
strumienia mamy na my�li warto�� obliczon� wzgl�dem stanu odniesienia (standar-
dowego) na podstawie odpowiedniego modelu entalpowego. W tym miejscu pos�ugu-
jemy si� modelem ciep�a utajonego.

W przypadku kolumn rozdzielaj�cych program nie oblicza obci��enia cieplnego
i aby je oszacowa�, nale�y wykona� bilans entalpii wokó� kolumny, korzystaj�c
z obliczonych warto�ci entalpii strumieni.

Dla kolumny pierwszej obci��enie cieplne wynosi (�H7, �H8 itd. oznacza entalpi�
strumienia 7, 8 i kolejnych):

(�H7 + �H8) – �H6 = (–5622,3 – 7421,8) – (–13091,4) =  47,3 MJ/h.

Dla kolumny drugiej za� wynosi ono:

(�H9 + �H10) – �H8 = (–1439,7 – 6192,0) – (–7421,8) = –209,9 MJ/h.

Po zsumowaniu warto�ci obci��enia cieplnego poszczególnych modu�ów (dla mie-
szalnika wynosi ono zero) otrzymamy obci��enie cieplne ca�ego procesu.

Obci��enie cieplne procesu wynosi: 103,04 – 165,64 + 47,30 –209,9 = –225,2 MJ/h.
T� sam� warto�� uzyska si�, bilansuj�c entalpi� strumienia 1 (wchodz�cego) oraz

strumieni opuszczaj�cych uk�ad.
Obci��enie cieplne procesu:

(�H11 +�H12) – �H1 = (–7395,2 – 5674,2) – (–12844,2) = –225,2 MJ/h.
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Oznacza to, �e w za�o�onych warunkach proces jest prowadzony jako egzoter-
miczny. Nadwy�ka energii na wyj�ciu z uk�adu w odniesieniu do wej�cia wynika
z egzotermiczno�ci reakcji odwodnienia etanolu. Efekt energetyczny tej reakcji mo�na
wyznaczy� dla przyj�tego modelu entalpii, przeprowadzaj�c reakcj� w warunkach
standardowych w tym samym stechiometrycznym reaktorze, za�o�ywszy ca�kowite
przereagowaniu etanolu w eter. Wynosi on –10,25 MJ/kmol eteru. Mno��c t� warto��
przez liczb� kilomoli eteru otrzymywanego w ci�gu godziny, otrzymujemy:

Entalpia reakcji = (–10,25�1500,06/74,123) = –207,43 MJ/h.

Warto�� entalpii reakcji ró�ni si� od warto�ci obci��enia cieplnego procesu
o –17,76 MJ/h. Jest to zwi�zane z tym, �e w procesie przyj�to temperatur� eteru na
wyj�ciu równ� 293 K, podczas gdy temperatura strumienia wej�ciowego alkoholu oraz
wyj�ciowego wody z kolumny drugiej by�a równa 298 K. Ogrzanie eteru od tempera-
tury 293 K do temperatury 298 K jest zwi�zane w�a�nie z dostarczeniem energii ciepl-
nej w ilo�ci 17,76 MJ/h ciep�a.

Analizuj�c omawiany proces pod wzgl�dem energetycznym, mo�na dostrzec mo�li-
wo�� odzyskiwania cz��ci energii cieplnej z gazów wychodz�cych z reaktora, a tak�e
strumienia wodnego z kolumny drugiej do ogrzania strumienia zasilaj�cego (1) oraz
strumienia wchodz�cego do reaktora. Po uwzgl�dnieniu tej mo�liwo�ci schemat procesu
mo�e by� przedstawiony w zmodyfikowanej formie (rys. 3.11). Rozwi�zanie problemów
bilansu energii w tak przedstawionym procesie pozostawimy Czytelnikowi.

Rys. 3.11. Schemat procesu otrzymywania eteru dietylowego
z uwzgl�dnieniem cz��ciowego odzysku energii cieplnej

Przyk�ad 3.5. Rozwi�za� zagadnienie bilansu materia�owego z przyk�adu 1.8 za
pomoc� pakietu programowego CHEMCAD.
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Rozwi�zanie: Przypomnijmy, �e w przyk�adzie opisano proces otrzymywania po-
limeru w ilo�ci 10000 kg/h metod� polimeryzacji suspensyjnej. Nie sprecyzowano
jednak, jakiego rodzaju jest ten polimer pod wzgl�dem struktury chemicznej. Bilans
oparto na reakcji polimeryzacji, w której z okre�lonej wagowo masy monomeru
otrzymuje si� tyle samo polimeru. Przyj�to, �e nie zachodz� �adne reakcje uboczne
z udzia�em monomeru i polimeru, a straty w ilo�ci 1% powstaj� w trakcie wydzielania
(suszenia) polimeru. Podobne za�o�enia mog� by� przyj�te tak�e przy rozwi�zywaniu
tego zadania za pomoc� programu CHEMCAD. Poniewa� jednak dysponujemy pro-
gramem symulacyjnym, skorzystamy po pierwsze z jego mo�liwo�ci, a po drugie
uwzgl�dnimy wymagania programu. Zmiany, które tutaj wprowadzimy, mo�na przed-
stawi� nast�puj�co:

� Zostanie zwi�kszona liczba jednostek procesowych bior�cych udzia� w procesie.
� Monomer i polimer zostan� zdefiniowane pod wzgl�dem chemicznym.
Wymaga tego modu� reaktora stechiometrycznego, który – jak mo�na by�o ocze-

kiwa� – ��da wprowadzenia wspó�czynników stechiometrycznych reakcji. Jako mo-
nomer wybieramy styren, jeden z najpopularniejszych monomerów, i otrzymamy
polistyren – produkt reakcji. Reakcj� polimeryzacji zapiszemy w nast�puj�cy sposób:

CHCH21000 CHCH2

1000

Jest to zapis znacznie uproszczony, na podstawie którego mo�na by s�dzi�, �e
w reaktorze powstaj� cz�steczki polimeru z�o�one z 1000 cz�steczek monomeru. Tak
w rzeczywisto�ci nigdy nie b�dzie. Po pierwsze, powstanie produkt polidyspersyjny,
z�o�ony z polimerów o ró�nej liczbie przy��czonych merów. Jego ci��ar cz�steczkowy
(�redni!) b�dzie zale�e� od sposobu prowadzenia polimeryzacji. Nie jest wa�ne w tym
wypadku, ile cz�steczek monomeru po��czy si� tworz�c makrocz�steczk�, ale istotne
jest to, �e gdy nie ma reakcji ubocznych, z okre�lonej ilo�ci monomeru, np. 1 kilogra-
ma, powstaje 1 kilogram polimeru.

� Straty polimeru, poprzednio przypisane procesowi suszenia, obecnie zostan�
roz�o�one na dwie inne operacje jednostkowe, poniewa� modu� suszarki w obecnej
wersji programu nie przewiduje wyst�pienia strat w procesie suszenia.

� B�d� wprowadzone elementy bilansu energii przez podanie temperatury strumieni.
Schemat proponowanego procesu przedstawiono na rys. 3.12. Jednostki procesowe

bior�ce udzia� w procesie mo�na pokrótce scharakteryzowa� nast�puj�co:
Reaktor jest reaktorem okresowym z mieszad�em, dzia�a jako reaktor stechiome-

tryczny. Temperatura reakcji wynosi 353 K. Poza temperatur� nale�y wskaza� sk�ad-
nik kluczowy oraz stopie� przereagowania. Reakcja polimeryzacji jest reakcj�
egzotermiczn�, a jej entalpia wynosi – 68,97 MJ/kmol w odniesieniu do monomeru.
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Mieszalnik nr 3. Mieszanina poreakcyjna, opuszczaj�ca reaktor zawiera jeszcze
pewn� ilo�� aktywnego katalizatora (inicjatora) polimeryzacji. Przez wprowadzenie
przez mieszalnik 3 czynnika neutralizuj�cego katalizator przyjmujemy, �e zosta� on
zneutralizowany. Je�eli neutralizacja mia�aby przebiega� na drodze reakcji chemicz-
nej, to nale�a�oby umie�ci� dodatkowy modu� reaktora chemicznego i zdefiniowa�
przebieg pseudoreakcji chemicznej mi�dzy katalizatorem i neutralizatorem. Na po-
trzeby niniejszego przyk�adu za�o�ymy, ze neutralizacja przebiega na drodze fizycznej
obecno�ci czynnika neutralizuj�cego, dzi�ki czemu unikniemy wstawiania dodatko-
wego modu�u reaktora.

Rys. 3.12. Schemat procesu otrzymywania polimeru metod� suspensyjn�. 1,3,15 – mieszalniki,
2 – reaktor, 4 – urz�dzenie myj�ce, 5 – filtr, 6 – suszarka, 7 – kolumna rozdzielaj�ca

Urz�dzenie myj�ce. Urz�dzenie to, oznaczone na schemacie numerem (4), s�u�y do
oddzielania substancji rozpuszczalnych w wodzie od substancji sta�ych. Tu nadmie-
nimy, �e program wymaga podania, który ze sk�adników jest substancj� sta��, je�eli w
procesie wyst�puj� takie jednostki procesowe jak urz�dzenie myj�ce, filtr itp. Podsta-
wowymi parametrami, którymi charakteryzuje si� to urz�dzenie, s�:

LS – stosunek wagowy fazy ciek�ej i sta�ej w strumieniu wylotowym, zawieraj�-
cym sk�adnik sta�y,

Efektywno�� mieszania okre�lona wzorem
Efektywno�� mieszania = (Xins –Xouts)/(Xins – Xoutl)
Xins – u�amek wagowy sk�adników rozpuszczalnych w strumieniu wej�ciowym

zawieraj�cym sk�adnik sta�y,
Xouts – u�amek wagowy sk�adników rozpuszczalnych w strumieniu wyj�ciowym,

zawieraj�cym sk�adnik sta�y,
Xoutl – u�amek wagowy sk�adników rozpuszczalnych w strumieniu wyj�ciowym,
Strata sk�adnika sta�ego (u�amek wagowy).
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Za sk�adniki rozpuszczalne uznano katalizator i czynnik neutralizuj�cy. Przyj�to
nast�puj�ce parametry pracy urz�dzenia: LS = 1, efektywno�� mieszania = 1 i straty
polimeru – 0,5% wag.

Filtr pró�niowy b�bnowy, pracuj�cy w sposób ci�g�y. W niniejszym zadaniu spre-
cyzowano nast�puj�ce parametry pracy urz�dzenia:

� spadek ci�nienia – 40 000 Pa,
� wielko�� (�rednia) ziaren polimeru – 0,1 mm,
� zawarto�� wody w polimerze (na wyj�ciu) – 5% wag.,
� straty polimeru na filtrze – 0,5% wag.
Pozosta�e parametry by�y parametrami standardowymi, przyj�tymi przez program.
Suszarka. Po podaniu temperatury powietrza na wlocie do suszarki (433 K), za-

warto�ci wilgoci w wyj�ciowym polimerze (0,5%), zawarto�ci pary wodnej w gazach
opuszczaj�cych suszark� (4,4% wag.) oraz temperatury polimeru opuszczaj�cego su-
szark� program oblicza ilo�� powietrza potrzebnego do wysuszenia polimeru.

Kolumna rozdzielaj�ca. Dla kolumny okre�lono warto�ci wspó�czynników po-
dzia�u dla styrenu: 98% odzysk monomeru  oraz zawarto�� wody w monomerze nie
przekraczaj�c� granicy rozpuszczalno�ci (0,00001).

Wynik oblicze� bilansowych zawiera skrócony raport z oblicze� wykonanych
przez CHEMCAD.
ChemCAD 4.1.5 Politechnika Wroc�awska
Job Code: polimer
FLOWSHEET SUMMARY
Equipment Label Stream Numbers

1 MIXE 1 12 -2
2REAC 2 -3
3MIXE 4 3 -5
4WASH 6 5 -7 -8
5FLTR 8 -10 -9
6DRYE 13 9 -16 -15
7CSEP 11 -12 -14
15MIXE 7 10 -11

Stream Connections
Stream Equipment Stream Equipment Stream Equipment

From To From To From To
1 1 7 4 15 13 6
2 1 2 8 4 5 14 7
3 2 3 9 5 6 15 6
4 3 10 5 15 16 6
5 3 4 11 15 7
6 4 12 7 1

Calculation mode: Sequential
Flash algorithm: Normal
Equipment Calculation Sequence
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    1     2     3     4     5     15     7     6
Equipment Recycle Sequence
    -1     2     3     4     5     15     7
Recycle Cut Streams
    12
Recycle Convergence Method: Wegstein
Wegstein lower bound -5.00 Wegstein upper bound 0.00
Acceleration frequency 4

ax. loop iterations 100
COMPONENTS

ID # Name
1 178 Styren
2 62 Woda
3 8001 Katalizator
4 8002 Polimer * solid *
5 8003 Czynnik neutr
6 475 Powietrze

THERMODYNAMICS
K-value model: SRK

Water/Hydrocarbon  immiscible
Enthalpy model: SRK
Liquid density: Library
Overall Mass Balance  kmol/h  kg/h

Input Output Input Output
Styren 96.810 0.313 10083.000 32.606
Woda 3034.583 3034.583 54668.003 54668.007
Katalizator 0.100 0.100 11.170 11.170
Polimer 0.000 0.096 0.000 10050.384
Czynnik neutr 0.010 0.010 0.550 0.550
Powietrze 347.549 347.549 10061.877 10061.877
Total 3479.052 3382.651 74824.604 74824.597

Mixer Summary
Equip. No. 1 3 15
Name
Output Pressure Pa 101300.0000 101300.0000

Reactor Summary
Equip. No. 2
Name
Specify thermal mode: 2
K 353.0000
MJ/h -6.6410e+006
Key Component 1
Frac. Conversion 0.9000
Heat of Reaction -6.8970e+010
(J/kmol)
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Stoichiometrics:
Styren -1000.000
Polimer 1.000
Water Wash Summary
Equip. No. 4
Name
Select Thermal mode: 1
LS-Ratio 1.0000
Mixing efficiency 1.0000
Solid loss fraction  0.0050
Heat duty -10403.3750
(MJ/h)
Filter Summary
Equip. No. 5
Name
Select calculation mode:  1
Pressure drop 40000.0000
(Pa)
Filter area 5.4309
(m2)
Cake form angle deg 120.0000
Drum speed, RPM 0.1000
Moisture frac. 0.0500
Solid loss frac. 0.0050
Particle size, micron 100.0000
Sphericity 0.7500
Cake porosity 0.4500
Shape constant 4.1670
Dryer Summary
Equip. No. 6
Name
Prod. moisture frac 0.0050
Final vapor moisture 0.0440
Final solid temp 315.0000
(K)
Component Separator Summary
Equip. No. 7
Name
Top Temperature Specification  298.0000
Bottom Temperature Specificat 298.0000
Component No. 1 0.9800
Component No. 2 1.0000e-005
Stream No. 1 2 3 4
Stream Name Surowce Czynnik neutr.
Temp K 298.0000 298.0000 353.0000 298.0000
Total kg/h 54762.1714 55846.8100  55846.8100  0.5500
Flowrates in kg/h
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Styren 10082.9996 11167.0942 1116.7095 0.0000
Woda  44668.0048 44668.5469 44668.5469 0.0000
Katalizator 11.1700 11.1700 11.1700 0.0000
Polimer 0.0000 0.0000 10050. 3843 0.0000
Czynnik neutr 0.0000 0.0000 0.0000 0.5500
Powietrze 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Stream No. 5 6 7 8
Stream Name
Temp K 352. 9998 298.0000 298.0000 298.0000
Total kg/h 55847.3592 10000.0002 45847.0933  20000.2661
Flowrates in kg/h
Styren 1116.7095 0.0000 916.5689 200.1407
Woda 44668.5469 10000.0002 44870.6542 9797.8911
Katalizator 11.1700 0.0000 9.1681 2.0019
Polimer 10050.3843 0.0000 50.2521 10000.1322
Czynnik neutr 0.5500 0.0000 0.4514 0.0986
Air 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Stream No. 9 10 11  12
Stream Name Zawracany
Temp K  298.0000 298.0000 298.0000 298.0000
Total kg/h 10473.8226 9526.4417 55373.5395 1084.6456
Flowrates in kg/h
Styren 10.4811 189.6596 1106.2285  1084.1040
Woda 513.1001  9284.7913  54155.4455  0.5416
Katalizator 0.1048 1.8971 11.0652 0.0000
Polimer 9950.13 16 50.0008 100.2529 0.0000
Czynnik neutr 0.0052 0.0934 0.5448 0.0000
Powietrze 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Stream No. 13 14 15 16
Stream Name Powietrze �cieki Polimer
Temp K 433.0000 298.0000 315.0000 319.2231
Total kg/h 10061.8774 54288.8938 10001.2599 10534.4401
Flowrates in kg/h
Styren  0.0000 22.1246 1.0214  9.4597
Woda  0.0000 54154.9033 50.0012 463.0989
Katalizator  0.0000  11.0652 0.1048 0.0000
Polimer 0.0000 100.2529 9950.1316 0.0000
Czynnik neutr 0.0000 0.5448 0.0005  0.0047
Powietrze 10061.8774 0.0000 0.0000 10061.8774

Raport zawiera sk�ad strumieni, nat��enie przep�ywu poszczególnych sk�adników
bior�cych udzia� w procesie oraz sumaryczne nat��enie przep�ywu strumieni. Na
wst�pie podano parametry pracy jednostek procesowych. Na uwag� zas�uguje modu�
suszarki, który obliczy� zapotrzebowanie na gor�ce powietrze przeznaczone do usu-
ni�cia wody z polimeru.
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Porównuj�c wyniki otrzymane poprzednio z rozwi�zania przyk�adu 1.8 z wynika-
mi oblicze� programu CHEMCAD, nale�y podkre�li� ich dobr� wzajemn� zgodno��.

Przyk�ad 3.6. Aceton otrzymuje si� w reakcji odwodornienia alkoholu izopropy-
lowego:

CH3CH(OH)CH3 � (CH3)2CO + H2

Izopropanol (98%) odparowuje si�, ogrzewa i podaje do reaktora, gdzie ulega on
odwodornieniu do acetonu. Reakcj� prowadzi si� w temperaturze 720 K pod normal-
nym ci�nieniem. Pary opuszczaj�ce reaktor zawieraj� aceton, wodór, wod� i nieprze-
reagowany izopropanol. Po przej�ciu przez ch�odnic� izopropanol, woda i aceton
skraplaj� si�, po czym s� rozdzielane w rozdzielaczu pracuj�cym w temperaturze
298 K oraz w kolumnie, której zadaniem jest odzyskanie acetonu uniesionego z wodo-
rem. Faz� gazow� zawieraj�c� wodór oraz pary acetonu odprowadza si� na zewn�trz,
faz� ciek�� za� rozdziela si� w kolejnych dwóch kolumnach. Ze szczytu pierwszej
kolumny odbiera si� aceton, który wed�ug wymaga� powinien zawiera� ponad 99%
wag. tego sk�adnika. Ciecz wyczerpan� z pierwszej kolumny, zawieraj�c� nieprzere-
agowany izopropanol i wod�, rozdziela si� w drugiej kolumnie. Jako destylat odbiera
si� izopropanol, którego zawarto�� w destylacie powinna by� taka sama jak w stru-
mieniu zasilaj�cym. Wydajno�� acetonu wynosi oko�o 98%, a stopie� przereagowania
izopropanolu przy jednorazowym przej�ciu przez reaktor wynosi 85–90%.

Przedstawi� schemat procesu i wykona�: a) bilans materia�owy dla strumienia za-
silaj�cego o nat��eniu przep�ywu surowca 100 kmol/h, b) przeanalizowa� proces pod
wzgl�dem energetycznym.

Rozwi�zanie: Reakcja odwodornienia izopropanolu jest endotermiczna. Jest ona
prowadzona w podwy�szonej temperaturze w fazie gazowej wobec katalizatora. Stan-
dardowa entalpia tej reakcji, �

298� ,rH  = 54,89 kJ/mol.
Surowiec musi by� odparowany, a nast�pnie ogrzany do temperatury 720 K przed

wprowadzeniem do reaktora. Gazy opuszczaj�ce reaktor musz� zosta� sch�odzone,
aby wydzieli� si� ciek�y aceton. W procesie technologicznym gor�cy strumie� gazów
opuszczaj�cych reaktor zostanie skierowany do ogrzania gazów wchodz�cych do re-
aktora, i – w razie potrzeby – do wst�pnego ogrzania strumienia zasilaj�cego. Aby
wykona� bilans masy i energii, dobrze jest najpierw przeanalizowa� proces uprosz-
czony i oceni�, z jak� nadwy�k� lub deficytem energii b�dziemy mieli do czynienia.
Schemat procesu przedstawiono na rys. 3.13. Podstawowymi jednostkami proce-
sowymi s�: mieszalniki, wymieniacze ciep�a, reaktor, rozdzielacz równowagowy oraz
kolumny rozdzielaj�ce. Wskutek reakcji chemicznej wydziela si� wodór, który �atwo
daje si� oddzieli� od pozosta�ych sk�adników mieszaniny opuszczaj�cej reaktor; te
ostatnie s� w temperaturze otoczenia cieczami. Pos�u�ymy si� rozdzielaczem równo-
wagowym, którym b�dzie modu� programu CHEMCAD o nazwie VESSEL.

3.4. Symulacja procesów chemicznych za pomocą programu CHEMCAD
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W procesie bior� udzia� cztery indywidua chemiczne: izopropanol, woda, aceton
i wodór, a ca�y proces jest prowadzony pod ci�nieniem normalnym. Oto charaktery-
styka parametrów pracy poszczególnych jednostek procesowych:

Mieszalniki (MIXE). Obydwa pracuj� pod ci�nieniem normalnym, ��cz�c odpo-
wiednie strumienie: (1) – zasilaj�cy i zawracany strumie� izopropanolu, (8) – strumie-
nie fazy ciek�ej z rozdzielacza i pierwszej kolumny.

Wymienniki ciep�a (HTXR). Wymiennik ciep�a (2) jest przeznaczony do odparowania
izopropanolu. Przyj�to, �e temperatura strumienia wychodz�cego wynosi 380 K. Wy-
miennik ciep�a (3) pe�ni funkcj� przegrzewacza par izopropanolu. Uznano, �e temperatura
gazów na wyj�ciu powinna by� równa temperaturze reakcji, czyli 720 K. Wymiennik
ciep�a (5) pe�ni rol� ch�odnicy gazów poreakcyjnych. W tej wersji procesu nie rozwa�a si�
odzysku ciep�a, lecz jedynie bilans energetyczny, wi�c na schemacie nie ma krzy�uj�-
cych si� strumieni w wymiennikach ciep�a.

Rys. 3.13. Schemat otrzymywania acetonu (do przyk�adu 3.6): 1, 8 – mieszalniki, 2, 3, 5 – wymienniki
ciep�a, 4 – reaktor, 6 – rozdzielacz równowagowy, 7, 9, 10 – kolumny rozdzielaj�ce

Reaktor (REAC). Wybrano reaktor stechiometryczny, pracuj�cy w warunkach
izotermicznych w temperaturze 720 K. Reakcja jest endotermiczna, aby zatem utrzy-
ma� sta�� temperatur�, nale�y do reaktora doprowadza� ciep�o. Sk�adnikiem kluczo-
wym jest izopropanol, a stopie� przereagowania przy jednorazowym przej�ciu przez
reaktor wynosi 0,88.

Rozdzielacz równowagowy (VESSEL) (6). Przyj�to, �e mieszanina poreakcyjna
jest sch�adzana do temperatury 298 K i w tej temperaturze wchodzi do rozdzielacza.
Okre�lenie warunków pracy tego urz�dzenia polega na podaniu ci�nienia (atmosfe-
ryczne) oraz sposobu rozdzia�u fazy ciek�ej. Górny strumie� (7) zawiera znaczn� ilo��
acetonu uniesionego z wodorem oraz niewielkie ilo�ci izopropanolu i wody. Sk�adniki
ciek�e, w tym tak�e aceton, b�d� odzyskane w kolumnie (7).
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Kolumny rozdzielaj�ce (CSEP). Ich prac� definiuje si� podobnie jak w poprzed-
nich przyk�adach, podaj�c wspó�czynniki podzia�u oraz temperatur� strumieni wyj-
�ciowych: górnego i dolnego. Zak�ada si�, �e sk�adnik bardziej lotny jest odbierany na
górze kolumny destylacyjnej.

Wspó�czynniki podzia�u dla kolumny
Sk�adnik

7 9 10

Izopropanol 0,0700 0,0400 0,9970
Woda 0,0500 0,0500 0,3500
Aceton 0,0200 0,9990 0,9900
Wodór 1,0000 – –

Po uruchomieniu programu i ewentualnym skorygowaniu danych dla poszczegól-
nych jednostek procesowych i strumieni uzyskuje si� raport, którego wybrane frag-
menty przedstawiaj� za�o�enia oraz wyniki oblicze� bilansowych.

ChemCAD 4.0.1.5 Politechnika Wroc�awska
Job Code: aceton Case Code: aceton
FLOWSHEET SUMMARY

Equipment Label Stream Numbers

1 MIXE 14 1 -2
2 HTXR 2 -3
3 HTXR 3 -4
4 REAC REAKTOR 4 -5
5 HTXR 5 -6
6 VESL 6 -7 -8
7 CSEP 7 -9 -10
8 MIXE 10 8 -11
9 CSEP 11 -12 -13
10 CSEP 13 -14 -15

Stream Connections

Stream Equipment Stream Equipment Stream Equipment
From To From To From To

1 1 6 5 6 11 8 9
2 1 2 7 6 7 12 9
3 2 3 8 6 8 13 9 10
4 3 4 9 7 14 10 1
5 4 5 10 7 8 15 10

Calculation mode: Sequential
Flash algorithm: Normal

Equipment Calculation Sequence
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3.4. Symulacja procesów chemicznych za pomocą programu CHEMCAD
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Equipment Recycle Sequence
-1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Recycle Cut Streams
14

COMPONENTS
ID # Name

1 145 Isopropanol
2 62 Woda
3 140 Aceton
4 1 Wodór

THERMODYNAMICS

Enthalpy model: Latent Heat
Liquid density: Library

Overall Mass Balance kmol/h kg/h

Input Output Input Output
Isopropanol 98.000 0.701 5889.408 42.153
Woda 2.000 2.000 36.030 36.030
Aceton 0.000 97.299 0.000 5651.101
Wodór 0.000 97.299 0.000 196.134

Total 100.000 197.299 5925.438 5925.418

Mixer Summary
Equip. No. 1 8

Name
Output Pressure Pa 101300.0000 101300.0000

Heat Exchanger Summary

Equip. No. 2 3 5
Name
T Out Str 1 K 380.0000 720.0000 298.0000
Calc Ht Duty 5278.5020 5221.3223 -9015.4688
(MJ/h)

Reactor Summary
Equip. No. 4
Name REAKTOR
Specify thermal mode:  2

K 720.0000
MJ/h 5722.7119

Key Component 1
Frac. Conversion 0.8800
Calc H of Reac. 5.5270e+007
(J/kmol)

Stoichiometrics:
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Isopropanol -1.000
Aceton 1.000
Wodór 1.000

Vessel Summary
Equip. No. 6
Name
Param 2 101300.0000
Liquid split based on 1
Liquid flow rate units 1
Liquid stream #1 1.0000e-004

Component Separator Summary

Equip. No.  7 9 10
Name
Top Temperature Specification 298.0000 298.0000 370.0000
Bottom Temperature Mode: 2 0 0
Bottom Temperature Specificat 350.0000 298.0000
Component No. 1 0.0700 0.0400 0.9970
Component No. 2 0.0500 0.0500 0.3500
Component No. 3 0.0200 0.9990 0.9900
Component No. 4 1.0000
Stream No. 1 2 3 4
Stream Name IZOPROPANOL
Temp K 298.0000 334.4722 380.0000 720.0000
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Enth MJ/h -31696. -35293. -30014. -24793.
Vapor mole fraction 0.00000 0.00000 1.0000 1.0000
Total kmol/h 100.0000 113.6438 113.6438 113.6438
Flowrates in kmol/h
Isopropanol 98.0000 110.5666 110.5666 110.5666
Woda 2.0000 2.9815 2.9815 2.9815
Aceton 0.0000 0.0957 0.0957 0.0957
Wodór 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

StreamNo. 5 6 7 8
Stream Name
Temp K 720.0000 298.0000 298.0000 298.0000
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Enth MJ/h -19070. -28085. -8103.0 -19982.
Vapor mole fraction 1.0000 0.63543 1.0000 0.00000
Total kmol/h 210.9423 210.9423 134.0391 76.9032
Flowrates in kmol/h
Isopropanol 13.2680 13.2680 1.9777 11.2903
Woda 2.9815 2.9815 0.5936 2.3878
Aceton 97.3943 97.3943 34.1708 63.2235
Wodór 97.2986 97.2986 97.2969 0.0016

Stream No.  9 10 11 12
Stream Name WODÓR ACETON

3.4. Symulacja procesów chemicznych za pomocą programu CHEMCAD
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Temp K 298.0000 330.2102 330.7081 298.0000
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Enth MJ/h -193.75 -7819.6 -27802. -24223.
Vapor mole fraction 1.0000 1.0000 0.21767 0.00000
Total kmol/h 98.1485 35.8906 112.7939  97.2869
Flowrates in kmol/h
Isopropanol 0.1384 1.8392 13.1295 0.5252
Woda 0.0297 0.5640 2.9518 0.1476
Aceton 0.6834 33.4874 96.7109 96.6142
Wodór 97.2969 0.0000 0.0016 0.0000

Stream No. 13 14 15
Stream Name �CIEKI
Temp K 350.0000 370.0000 298.0000
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Enth MJ/h -4699.8 -3596.4 -533.01
Vapor mole fraction 0.00081678 1.0000 0.00090238
Total kmol/h 15.5069 13.6438 1.8631
Flowrates in kmol/h
Isopropanol 12.6044 12.5666 0.0378
Woda 2.8042 0.9815 1.8227
Aceton 0.0967 0.0957 0.0010
Wodór 0.0016 0.0000 0.0016

Stream No. 1 2 3 4
Stream Name IZOPROPANOL
Temp K 298.0000 334.4722 380.0000 720.0000
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Enth MJ/h -31696. -35293. -30014. -24793.
Vapor mass fraction 0.00000 0.00000 1.0000 1.0000
Total kg/h 5925.4384 6703.8799 6703.8799 6703.8799
Flowrates in kg/h
Isopropanol 5889.4083 6644.6077 6644.6077 6644.6077
Woda 36.0300 53.7112 53.7112 53.7112
Aceton 0.0000 5.5608 5.5608 5.5608
Wodór 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Stream No  5 6 7 8
Stream Name
Temp K 720.0000 298.0000 298.0000 298.0000
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Enth MJ/h -19070. -28085. -8103.0 -19982.
Vapor mass fraction 1.0000 0.34462 1.0000 0.00000
Total kg/h 6703.8600 6703.8600 2310.3178 4393.5418
Flowrates in kg/h
Isopropanol 797.3529 797.3529 118.8509 678.5019
Woda 53.7112 53.7112 10.6946 43.0166
Aceton 5656.66 19 5656.6619 1984.6414 3672.0200
Wodór 196.1344 196.1344 196.1312 0.0033
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Stream No. 9 10 11 12
Stream Name WODÓR ACETON
Temp K 298.0000 330.2102 330.7081 298.0000
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Enth MJ/h -193.75 -7819.6  -27802. -24223.
Vapor mass fraction 1.0000 1.0000 0.21775 0.00000
Total kg/h 244.6783 2065.6397 6459.1815 5645.5719
Flowrates in kg/h
Isopropanol 8.3196 110.5313 789.0333 31.5613
Woda 0.5347 10.1599 53.1764 2.6588
Aceton 39.6928 1944.9485 5616.9685 5611.3518
Wodór 196.1312 0.0000 0.0033 0.0000
Stream No. 13 14 15
Stream Name �CIEKI
Temp K 350.0000 370.0000 298.0000
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Enth MJ/h -4699.8 -3596.4 -533.01
Vapor mass fraction 0.00070065 1.0000 0.00017055
Total kg/h 813.6098 778.4416 35.1683
Flowrates in kg/h
Isopropanol 757.4720 755. 1996 2.2724
Woda 50.5176 17.6812 32.8364
Aceton 5.6170 5.5608 0.0562
Wodór 0.0033 0.0000 0.0033

Stream No. 1 2 3 4
Stream Name IZOPROPANOL
Temp K 298.0000 334.4722 380.0000 720.0000
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Enth MJ/h -31696. -35293. -30014. -24793.
Vapor mass fraction 0.00000 0.00000 1.0000 1.0000
Total kg/h 5925.4384 6703.8799 6703.8799 6703.8799
Component mass%
Isopropanol 99.391943 99.115849 99.115849 99.115849
Woda 0.608056 0.801195 0.801195 0.801195
Aceton 0.000000 0.082949 0.082949 0.082949
Wodór 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

Stream No. 5 6  7 8
Stream Name
Temp K 720.0000 298.0000 298.0000 298.0000
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Enth MJ/h -19070. -28085. -8103.0 -19982.
Vapor mass fraction 1.0000 0.34462 1.0000 0.00000
Total kg/h 6703.8600 6703.8600 2310.3178 4393.5418
Component mass%
Isopropanol 11.893936 11.893936 5.144353 15.443166
Woda 0.801198 0.801198 0.462906 0.979086
Aceton 84.379172 84.379172 85.903388 83.577675
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Wodór 2.925694 2.925694 8.489359 0.000075

Stream No. 9 10 11 12
Stream Name WODÓR ACETON
Temp K 298.0000 330.2102 330.7081  298.0000
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Enth MJ/h -193.75 -7819.6 -27802. -24223.
Vapor mass fraction 1.0000 1.0000 0.21775 0.00
Total kg/h 244.6783 2065.6397 6459.1815 5645.5719
Component mass%
Isopropanol 3.400205 5.350950 12.215686 0.559046
Woda 0.218544 0.491851 0.823269 0.047096
Aceton 16.222456 94.157195 86.960995 99.393857
Wodór 80.158800 0.000000 0.000051 0.000000

Stream No. 13 14 15
Stream Name �CIEKI
Temp K 350.0000 370.0000 298.0000
Pres Pa 101299.9994 101299.9994 101299.9994
Enth MJ/h -4699.8 -3596.4 -533.01
Vapor mass fraction 0.00070065 1.0000 0.00017055
Total kg/h 813.6098  778.4416 35.1683
Component mass%
Isopropanol 93.100154 97.014284 6.461606
Woda 6.209070 2.271354 93.369329
Aceton 0.690376 0.714350 0.159716
Wodór 0.000404 0.000000 0.009343

Analiza bilansu energetycznego

Aby oszacowa� obci��enie cieplne procesu, nale�y uwzgl�dni� warto�ci entalpii
strumienia wchodz�cego (izopropanolu) oraz strumieni wychodz�cych. Poniewa�
szystkie te strumienie maj� temperatur� 298 K, wi�c obliczenia b�d� �atwiejsze. Po-
dobnie jak w przyk�adzie 3.4 entalpia strumienia i oznaczana b�dzie symbolem �Hi,
ale trzeba pami�ta�, �e jest to warto�� liczona wzgl�dem stanu odniesienia.

Entalpia strumienia wchodz�cego (1) �H1 = –31696 MJ/h

Entalpia strumieni wychodz�cych (9) �H9 = –194 MJ/h

(12) �H12 = –24223 MJ/h

(15) �H15 = –533 MJ/h
Obci��enie cieplne: (�H9 + �H12 + �H15) – �H1

= (–194 – 24223 – 533) – (–31696) = 6746 MJ/h
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Jak wida�, proces jest energoch�onny. Obliczona entalpia reakcji w temperaturze
720 K wynosi 55,27 MJ/kmol. Nale�y jeszcze sporz�dzi� bilans energetyczny we-
wn�trz procesu. Jest on równie� istotny, poniewa� reagenty musz� by� dostarczone do
reaktora w postaci pary w temperaturze 720 K i nast�pnie och�odzone do temperatury
otoczenia. Gazy wychodz�ce z reaktora mog� by� u�yte do ogrzania substratów
wchodz�cych do niego. Spróbujmy sporz�dzi� bilans energii cieplnej dla ci�gu nast�-
puj�cych jednostek procesowych: wymienniki ciep�a (2), (3)–reaktor (4)–wymiennik
ciep�a (5).

Jednostka
procesowa

Temperatura
na wyj�ciu, K

Obci��enie cieplne,
MJ/h

Wymiennik ciep�a 2 380 5278,5
Wymiennik ciep�a 3 720 5221,3
Reaktor 4 720 5722,7
Wymiennik ciep�a 5 298 –9015,5
Bilans 7207,0

W rozwa�anym fragmencie procesu wyst�puje du�y deficyt energii, który nie
b�dzie skompensowany przez ciep�o odzyskiwane z gazów wychodz�cych z reak-
tora. W ci�gu pozosta�ych jednostek procesowych obserwuje si� nadwy�k� energii
cieplnej mimo do�� dowolnego szacowania temperatury poszczególnych strumieni
wokó� jednostek procesowych. Wynosi ona –461 MJ/h i warto�� ta poprawnie za-
myka bilans energetyczny procesu.

3.5. S�ownik terminów angielskich

average – �redni
cake porosity – porowato�� keku (na filtrze)
calculation mode – sposób obliczania
components – sk�adniki
dens (density) – g�sto��
drum speed – szybko�� obrotowa b�bna (filtra)
enth – tu: skrót od enthalpy – entalpia
enthalpy model – model entalpowy
equipment – urz�dzenie, aparat
equipment recycle sequence – kolejno�� urz�dze� w p�tli zawrotu
filter area – powierzchnia filtru
flow – przep�yw, p�yni�cie, tu: nat��enie przep�ywu
flowsheet – diagram strumieniowy
fractional conversion – stopie� przemiany
from – od

3.5. Słownik terminów angielskich
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to – do
heat duty – obci��enie cieplne
heat of reaction – ciep�o reakcji
input – wej�cie, wej�ciowy
job code – symbol pracy (projektu)
key component – sk�adnik kluczowy
K-value model – model sta�ej równowagi K-val
label – oznaczenie, znak
liquid – ciecz
LS-Ratio – stosunek ciecz-cia�o sta�e
mass fraction – u�amek wagowy
mixing efficiency – efektywno�� mieszania
moisture fraction – u�amek wilgoci
mole fraction – u�amek molowy
NRTL – non-random two liquid
output – wyj�cie, wyj�ciowy
overall – ogólny
overall mass balance – sumaryczny bilans masowy
particle size – wielko�� (rozmiar) cz�stki
pressure – ci�nienie
pressure drop – spadek ci�nienia
recycle convergence tolerance – tolerancja zbie�no�ci w p�tli zawrotu
sequential – sekwencyjny
shape constant – sta�a charakteryzuj�ca kszta�t
sphericity – sferyczno��
SRK – Soave–Redlich–Kwong  wspó�czynnik Redlicha

–Kwonga
stoichiometrics – stechiometria
stream connections – po��czenia strumieni
stream numbers – numery strumieni
summary – streszczenie
therodynamics – termodynamika
total – ca�kowity
vapor – para
Z-factor – wspó�czynnik �ci�liwo�ci
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W�a�ciwo�ci substancji chemicznych.
 Dane projektowe

Procesy chemiczne, zw�aszcza te oparte na nowoczesnej technologii, s�
w literaturze opisywane tak, aby nie zdradzi� wszystkich tajemnic chronionych pa-
tentami, przy czym nie wszystko co obj�te ochron� patentow�, stanowi istot� procesu.
Pewne dane s� utrzymywane w tajemnicy i w wielu przypadkach one w�a�nie zawie-
raj� najwa�niejsze informacje typu know how. Przyk�adem mo�e by� firma tak znana
jak Coca-Cola. Receptura ekstraktu, z którego sporz�dza si� najpopularniejszy chyba
na �wiecie napój, jest przechowywana w najbezpieczniejszym sejfie w siedzibie firmy
w Atlancie, do którego dost�p ma tylko trzech ludzi z kierownictwa firmy. W przy-
padku wielkiej chemii tajemnic� cz�sto bywa obj�ty proces preparowania katalizatora,
nie za� jego sk�ad, który bardzo szybko zostanie rozpoznany przez dobrego chemika
analityka.

Prace opisuj�ce procesy technologiczne s� zwykle zwi�z�e, daj�c jedynie ogólny
pogl�d na temat chemii procesu i kolejnych operacji jednostkowych. Nie podaje si�
natomiast szczegó�owych danych na temat kinetyki, warunków procesu, parametrów
ruchowych urz�dze� i aparatów oraz na temat w�a�ciwo�ci fizykochemicznych sub-
stancji bior�cych udzia� w procesie. Oczywi�cie istniej� dane �ród�owe na temat w�a-
�ciwo�ci pierwiastków chemicznych i wielu zwi�zków, przewa�nie odnosz�ce si� do
czystych indywiduów, które mo�na przedstawi� wzorem chemicznym. W przemy�le
chemicznym mamy jednak przewa�nie do czynienia z mieszaninami, a produkty tech-
niczne rzadko zawieraj� wi�cej ni� 98% g�ównego sk�adnika.

Od czego wi�c nale�a�oby wi�c zacz�� gromadzenie informacji technologicznych,
gdy chcemy zapozna� si� z procesem wytwarzania okre�lonej substancji chemicznej,
b�d� gdy np. rozpoczynamy prace projektowe? Pierwszym �ród�em informacji mo�e
by� np. wielotomowa Encyclopaedia of Chemical Technology wydawana przez Kirka



Rozdzia� 4. W�a�ciwo�ci substancji chemicznych. Dane projektowe144

i Othmera albo Ullmans Encyclopaedia of Industrial Chemistry. W obydwu wydaw-
nictwach mo�na znale�� opisy wielu procesów przemys�owych, a tak�e dane na temat
w�a�ciwo�ci fizykochemicznych pospolitych produktów przemys�u chemicznego.
Kolejnym �ród�em powinny by� podr�czniki technologii chemicznej, specjalistyczne
opracowania monograficzne, np. Polietylen lub Chemia propylenu, patenty, biuletyny
techniczne, katalogi itp. Wszystkie te informacje powinny w zasadzie wystarczy� do
przygotowania schematu ideowego, sporz�dzenia bilansów ��cznie z bilansem finan-
sowym.

Ksi��ki do�� szybko si� dezaktualizuj�. Najbardziej aktualn� informacj� zawieraj�
czasopisma wydawane periodycznie, np. Hydrocarbon Processing publikuje roczne
przegl�dy nowych procesów petrochemicznych, zamieszczaj�c przy okazji ich sche-
maty oraz ogólne opisy. Patenty nie daj� pe�nej informacji. Wprawdzie w zastrze�e-
niach patentowych mo�na znale�� podstawowe informacje na temat istoty patentu,
któr� w�a�ciciel chcia�by chroni�, ale cz�sto s� to wyniki bada� laboratoryjnych, nie
za� opisy procesów prowadzonych w skali przemys�owej.

�ród�em informacji o w�a�ciwo�ciach fizykochemicznych zwi�zków chemicznych
s� do dzi� International Critical Tables (1933); wiele podr�czników z zakresu tech-
nologii i in�ynierii chemicznej zawiera podobne dane w postaci tabel i diagramów.
Agencje rz�dowe w wielu krajach zajmuj� si� gromadzeniem i publikowaniem mate-
ria�ów przydatnych projektantom i technologom. Przyk�adem mog� by� ameryka�-
skie: National Bureau of Standards z wydawnictwem Selected Values of Thermo-
dynamic Properties oraz NASA, w której bazie danych mo�na znale�� opisy w�a�ci-
wo�ci kilkuset substancji – by� mo�e niewielu – ale w zakresie temperatury do 6000
K. Tak�e w Stanach Zjednoczonych powo�ano do �ycia instytucj� o nazwie The Engi-
neering Sciences Data Unit (ESDU), której zadaniem jest dostarczanie autoryzowa-
nych danych do prac projektowych.

W Polsce w latach pi��dziesi�tych wydano kilkutomowy Kalendarz Chemiczny,
o którym bez przesady mo�na powiedzie�, �e by� nieod��cznym atrybutem in�yniera
chemika w tamtych latach. Pó�niej wydano nieco skromniejszy Poradnik fizykoche-
miczny, tak�e bardzo przydatny ze wzgl�du na liczb� zawartych w nim danych fizyko-
chemicznych.

Zbieraj�c dane, nale�y zachowa� ostro�no��, gdy� w wydawnictwach �ród�owych
mog� zdarza� si� b��dy drukarskie, bywa te�, �e podawane warto�ci zale�� od metody
ich wyznaczania. Projektant nie mo�e pozwoli� sobie na wynikaj�ce st�d pomy�ki.

W ostatnim czasie zosta�y utworzone przez ró�ne instytucje, tak�e uniwersyteckie,
komputerowe bazy danych, które s� w stanie dostarcza� projektantom informacji za-
równo na zamówienie, jak i w trybie on line. Mo�na tu wymieni� STN International,
DIALOG, Compendex, Derwent World Patent Index, NTIS (National Technical Infor-
mation Service, USA), BEILSTEIN ON LINE itp. Wiele pakietów programowych typu
computer aided design, zawiera bazy danych jako elementy sk�adowe. Dla przyk�adu
baza danych pakietu CHEMCAD zawiera dane fizykochemiczne dla ponad 1800 in-
dywidualnych substancji chemicznych.
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Dok�adno�� danych projektowych jest bardzo wa�na, ale zale�y te� od stanu za-
awansowania prac projektowych. Dla prac rozpoznawczych nie jest konieczna du�a
dok�adno��. Wa�na jest wiarygodno�� oraz �wiadomo��, jak dalece dany parametr
wp�ywa na proces. Do tego potrzebne jest pewne do�wiadczenie, a tak�e wyczucie
in�ynierskie.

4.1. Przewidywanie w�a�ciwo�ci fizykochemicznych

Najpewniejszymi warto�ciami liczbowymi dysponuje ten, kto dan� warto�� ozna-
czy do�wiadczalnie. Nie zawsze dost�pne s� jednak dane eksperymentalne i w takim
przypadku trzeba z konieczno�ci pos�ugiwa� si� metodami pozwalaj�cymi przewi-
dzie� poszukiwan� wielko��.

Najbardziej znan� metod� jest metoda inkrementów grupowych lub atomowych.
Przez zsumowanie energii wi�za� mo�na np. obliczy� standardow� entalpi� tworzenia.
Rozwijaj�ca si� pó�tora wieku chemia fizyczna jest nauk�, dzi�ki której mo�na ustali�
korelacje mi�dzy budow� chemiczn� a w�a�ciwo�ciami substancji i dla wielu elemen-
tów strukturalnych cz�steczki mo�na by�o ustali� ich udzia�y liczbowe w okre�lonej
wielko�ci fizykochemicznej. Udzia�y te po zsumowaniu z du�ym przybli�eniem daj�
warto�� otrzymywan� metodami do�wiadczalnymi.

Bardzo u�yteczna jest metoda przewidywania w�a�ciwo�ci oparta na zasadzie sta-
nów odpowiadaj�cych sobie. Podobie�stwo parametrów zredukowanych wi��e si�
z podobie�stwem w�a�ciwo�ci, co jest podstaw� sformu�owania tej zasady.

Idealny system okre�lenia w�a�ciwo�ci fizycznych powinien dostarczy� rzetelnych
danych fizycznych i termodynamicznych dla czystych substancji i ich mieszanin dla
dowolnej temperatury, ci�nienia i sk�adu, wskaza� stan skupienia (cia�o sta�e, ciecz,
gaz), ponadto powinien poinformowa� o mo�liwym b��dzie.

In�ynierowi nie zawsze jest potrzebna najwi�ksza mo�liwa dok�adno��, ale kiedy jej
potrzebuje, a kiedy nie, wskaza� powinna in�ynierska praktyka w po��czeniu z wiedz�.

4.1.1. G�sto��

G�sto�� wi�kszo�ci zwi�zków organicznych wynosi 800–1000 kg/m3, a nieorga-
nicznych – jest zwykle 2–5 razy wi�ksza. G�sto�� wyst�puje w wielu równaniach
projektowych, st�d te� znajomo�� tego parametru jest konieczna. Dla mieszanin mo�-
na przyj��, �e g�sto�� jest wielko�ci� addytywn�. Dla wielu roztworów wodnych ist-
niej� zestawione tabelaryczne b�d� graficzne zale�no�ci g�sto�ci od st��enia (por.
Kalendarz Chemiczny), z których potrzebne dane mo�na odczyta�. G�sto��, jak wia-
domo, jest funkcj� temperatury i st��enia. Je�eli nie jest znany wspó�czynnik tempe-
raturowy okre�laj�cy zale�no�� g�sto�ci od temperatury, mo�na si� pos�u�y� np.
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wspó�czynnikiem rozszerzalno�ci cieplnej, który dla cieczy niepolarnych okre�la rów-
nanie empiryczne zaproponowane przez Smitha

� � 641,0TTc �
��������� (4.1.1)

w którym � jest wspó�czynnikiem rozszerzalno�ci termicznej (K–1), Tc – temperatur�
krytyczn�, T – temperatur�.

Aby obliczy� g�sto�� gazu, mo�emy zastosowa� odpowiednie równanie stanu.
W przypadku, gdy mo�emy zastosowa� równanie stanu gazu idealnego, korzystamy
z zale�no�ci:

obj�to�� molowa = 
p

RT

a w innych przypadkach np. z zale�no�ci

obj�to�� molowa = 
p

ZRT

gdzie Z jest wspó�czynnikiem �ci�liwo�ci, który mo�e by� odczytany z wykresu
(rys. 2.7), je�eli znane s� parametry zredukowane Tr, i Pr, R – sta�� gazow�, P – ci-
�nieniem. Znaj�c obj�to�� i mas� molow�, obliczymy bez trudu g�sto��.

4.1.2. Lepko��

Parametr ten jest znacz�cy zawsze tam, gdzie wyst�puje transport p�ynów lub
przep�yw ciep�a. Dla czystych substancji warto�� lepko�ci mo�na znale�� zwykle
w literaturze w postaci diagramów jako funkcj� temperatury, a tak�e w postaci równa�
empirycznych, np.

�
�
�

�
�
� ��

BT
A 11log� (4.1.2)

lub

2ln DTCT
T
BA �����  (4.1.3)

gdzie A, B, C, D – sta�e, T – temperatura. Warto�ci sta�ych w równaniu (4.1.3) dla
wybranych substancji chemicznych podano w tabeli 4.1.

Lepko�� cieczy zmniejsza si� z temperatur� i zale�no�� t� do�� dobrze opisuj� po-
wy�sze równania. Dla cieczy do�� u�yteczne jest tak�e równanie empiryczne Souder-
sa:
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� � 92loglog ,
M

I
�

���
�

����  (4.1.4)

w którym � – lepko��, mPa·s, � – g�sto�� w danej temperaturze, kg/m3, M – masa
cz�steczkowa, I – wspó�czynnik Soudersa, obliczony addytywnie wed�ug tabeli in-
krementów grupowych.

Tabela 4.1. Warto�ci wspó�czynników A, B, C i D w równ. (4.1.3) [ 35]*

Zakres
temperatury,

KSubstancja A B C D

Od Do

Lepko��
/temperatura

mPa�s/K

Benzen 4,612�100 1,489�103 –2,544�10–2 2,222�10–5 279 561 0,61/298
n-butanol –9,722�100 2,602�103 9,530�10–3 –9,966�10–5 233 562 2,61/298
Chlorobenzen –4,573�100 1,196�103 1,370�10–3 –1,3787�10–6 228 623 0,76/298
Chloroform –4,1723�100 9,153�10–3 2,700�10–3 –4,108�10–6 210 536 0,52/298
Dichlorometan –8,061�100 1,185�103 1,162�10–2 –1,839�10–5 176 514 0,41 /298
Etanol –6,210�100 1,614�103 6,180�10–3 –1,132�10–5 168 516 1,04/298
Etylen –1,774E�101 1,078�103 8,577�10–2 –1,758�10–4 104 282 0,031/273
Fenol –1,851�101 4,350�103 2,429�10–2 –1,547�10–5 314 693 3,25/323
Izopropylobenzen –8,292�100 1,700�103 1,003�10–2 –7,829�10–6 253 633 0,74/298
Metylooksiran –2,717�100 7,000�102 –4,384�10–3 5,363�10–6 261 482 0,30/298
Propan –7,764�100 7,219�102 2,381�10–2 –4,665�10–5 86 269 0,091/298
Styren –2,717�100 9,461�102 –3,173�10–3 1,683�10–6 243 533 0,71/298
Tlenek w�gla –5,402�100 2,422�102 1,062�10–2 –4,522�10–5 73 413 0,21/73
Woda –2,471�101 4,209�103 4,527�10–2 –3,376�10–5 273 643 0,90/298

*Za zezwoleniem The McGraw-Hill Companies.

Równanie (4.1.3) mo�na stosowa� do obliczania lepko�ci gazów oraz par zwi�z-
ków organicznych; tych ostatnich w zakresie temperatur powy�ej temperatury wrze-
nia. Istniej� tak�e korelacje s�u��ce do obliczania lepko�ci gazów pod ma�ym
ci�nieniem, np. wyra�enie Chapmana–Enskoga:

� �

��
�

2

50

9626
O
MT,

,

g �  (4.1.5)

w której : M – masa molowa, T – temperatura absolutna, O – �rednica cz�steczki,
�v – ca�ka zderze� wyznaczana z potencja�u Lennarda–Jonesa. Je�eli mi�dzy cz�-
steczkami nie ma si� wzajemnego przyci�gania, to �v = 1. Wielko�� t� dla gazów nie-
polarnych mo�na wyznaczy� z wyra�enia Neufelda:

� � � �** FT
E

DT
C

BT
A

expexp *
�����  (4.1.6)
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gdzie: T* = kT/� A = 1,16145, B = 0,14874, C = 0,52487, D = 0,77320, E = 2,16178,
F = 2,43787.

Tabela 4.2. Inkrementy grupowe do równania Soudersa

Udzia�y atomowe

Atom Udzia� Atom Udzia�
H 2,7 Cl 60
O 29,7 Br 79
C 50,2 I 110
N 37,0

Udzia�y grupowe

Grupa Udzia� Grupa Udzia�
Wi�zanie C=C –15,5 Podstawnik przy pier�c.

6-cz�onowym:
CH2 55,6 M < 17 –9
Czwartorz�dowy atom C 10 M > 17 –17
OH– 57,1 orto lub para 3
COOH 104,4 COO 90
Pier�cie� 5-cz�onowy –24 NO2 80
Pier�cie� 6-cz�onowy –21

Dla gazów polarnych warto�� potencja�u Lennarda–Jonesa �v jest powi�kszana
o warto�� �p, która stanowi poprawk� zwi�zan� z tzw. parametrem polarno�ci �

�

�

�
�
�� 20,

p (4.1.7)

W przypadku, gdy nie s� dost�pne wielko�ci potrzebne do obliczenia �v, lepko��
gazu mo�na obliczy�, pos�uguj�c si� zredukowan� temperatur� Tr:

�
�

rr T,T,,
r

g
,,T, 058444906180 e941e04614 �� ��

� (4.1.8)

670501660 ,
c

,,
c PMT ��� (4.1.9)

Lepko�� mieszanin gazów, powszechnie wyst�puj�cych w procesach przemys�u che-
micznego, mo�na wyznaczy� metod� Wilkego, do czego s�u�� nast�puj�ce równania:
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� (4.1.10)
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gdzie:�gi – lepko�� czystego sk�adnika i, Mi – jego masa cz�steczkowa .
Dla uk�adów dwusk�adnikowych zale�no�� (4.1.10) ma nast�puj�c� posta�:

2112

22

1221

1
, �

�
�

�
�

yy
y

yy
y

mg
�

�
�

� � (4.1.12)

Nie jest �atwo przewidzie� dok�adn� zale�no�� mi�dzy lepko�ci� a sk�adem mie-
szanin. Dla uk�adów jednorodnych z�o�onych z dwóch gazów o prostej budowie cz�-
steczkowej mo�na zaobserwowa� ró�ny przebieg krzywych zale�no�ci. Lepko��
cieczy przewidzie� jest równie trudno, poniewa� lepko�� rzadko bywa wielko�ci�
addytywn�. W obliczeniach przybli�onych bywa stosowane zmodyfikowane równanie
Soudersa (dla cieczy organicznych), które dla uk�adów dwusk�adnikowych ma posta�:

9,210 3

2211

2211
, ����

�

�
��
�

�

�
�

� �

MxMx
IxIx

mmc �� (4.1.13)

Je�eli znane s� warto�ci lepko�ci dla czystych sk�adników, to mo�na równie� za-
stosowa� nast�puj�ce wyra�enie:

��
i

ciimc x�� , (4.1.14)

w równaniach tych �c,m jest lepko�ci� mieszaniny cieczy, �m – g�sto�ci�, xi, – u�amkiem
molowym, a M1,M2 – mas� cz�steczkow� sk�adników mieszaniny.

Lepko�� wykazuje tak�e zale�no�� od ci�nienia, która dla cieczy jest ma�o znacz�-
ca, ale dla gazów – wyra�na, szczególnie w pobli�u punktu krytycznego dla warto�ci
Tr od 1 do 2. Korelacje, które wi��� lepko�� gazu z ci�nieniem opieraj� si� przewa�nie
na zasadzie podobie�stwa stanów. Istniej� tak�e diagramy w uk�adzie wspó�rz�dnych
zredukowanych, które umo�liwiaj� oszacowanie lepko�ci gazów pod zwi�kszo-
nym ci�nieniem.

W przemy�le chemicznym wyst�puj� nie tylko uk�ady homogeniczne, lecz tak�e
zawiesiny, pasty, emulsje, roztwory polimerów, tzn. uk�ady, które stanowi� tzw. cie-
cze nienewtonowskie. Lepko�� takich uk�adów jest funkcj� napr��enia �cinaj�cego
i najpewniej jest okre�la� j� eksperymentalnie.
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4.1.3. Parametry krytyczne

Do parametrów krytycznych nale�� temperatura krytyczna, ci�nienie krytyczne
i obj�to�� krytyczna (molowa). Dla wielu czystych substancji parametry te s� znane
i dost�pne w literaturze. Opracowano wiele metod obliczeniowych, za pomoc� któ-
rych mo�na obliczy� na podstawie tych danych parametry krytyczne substancji, gdy
brakuje danych do�wiadczalnych. Powsta�y w ten sposób m.in. równania empiryczne,
znane jako równania Lydersena. W formie zmodyfikowanej przez Jobacka maj� one
nast�puj�c� posta� [35]:

� �� � 12
96505840

�

��� Tbc ,,TT � (4.1.15)

� � 2
003201130

����� PAc n,,P � (4.1.16)

��� Vc ,V �517 (4.1.17)

gdzie nA – liczba atomów w cz�steczce, � – inkrement grupowy, Tb – temperatura
wrzenia pod normalnym ci�nieniem. Dane, na podstawie których mo�na korzysta�
z równ. (4.1.15)–(4.1.17) mo�na znale�� w tabeli 4.3. Jednostkami temperatury, ci-
�nienia i obj�to�ci krytycznej s� odpowiednio: K, bar i cm3/mol.

Tabela 4.3. Inkrementy grupowe parametrów krytycznych [35]*

Grupa
funkcyjna

Tc, K
Pc
bar

Vc
cm3/mol

Grupa
funkcyjna

Tc, K
Pc
bar

Vc
cm3/mol

–CH3 0,0141 –0,0012 65 Grupy w pier�cieniu
>CH2 0,0189 0 56 >NH 0,0130 0,0114 29
>CH– 0,0164 0,0020 41 –N= 0,0085 0,0076 34
>C< 0,0067 0,0043 27 –S– 0,0019 0,0051 38
CH2= 0,0113 –0,0028 56 Inne podstawniki
–CH= 0,0129 –0,0006 46 –OH (alkohol) 0,0741 0,0112 28
>C= 0,0117 0,0011 38 –OH (fenol) 0,0240 0,0184 –25
=C= 0,0026 0,0028 36 O=CH– (aldehyd) 0,0379 0,0030 82

Grupy w pier�cieniu >C=O 0,0380 0,0031 62
–CH2– 0,0100 0,0025 48 –COOH 0,0791 0,0077 89
>CH– 0,0122 0,0004 38 –CN 0,0496 –0,0101 91
–CH= 0,0082 0,0011 41 –NO2 0,0437 0,0064 91
–O– 0,0098 0,0048 13 –COO– (ester) 0,0481 0,0005 82
>C=O 0,0284 0,0028 55 –NH2 0,0243 0,0109 38

*Za zezwoleniem The McGraw-Hill Companies.

Parametry krytyczne mieszanin mo�na z powodzeniem oszacowa� addytywnie:
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...21, 21
��� yTyTT ccmc (4.1.18)

W podobny sposób mo�na obliczy� ci�nienie krytyczne i obj�to�� krytyczn� mie-
szaniny (yi – u�amek molowy sk�adnika i).

4.1.4. W�a�ciwo�ci termodynamiczne

W�a�ciwo�ci termodynamiczne omawiane w tym podrozdziale odnosz� si� do sta-
nu gazu idealnego. Takie parametry jak pojemno�� cieplna, standardowa entalpia two-
rzenia, standardowa swobodna entalpia dla wielu pospolitych substancji chemicznych
s� zwykle dost�pne w postaci tabelarycznej lub w postaci komputerowych baz danych.
Nie dotyczy to jednak wszystkich zwi�zków chemicznych, a tak�e ich mieszanin.
Istnieje wiele metod umo�liwiaj�cych oszacowanie tych wielko�ci na podstawie in-
krementów atomowych lub – co jest nieco dok�adniejsze – na podstawie inkrementów
grup funkcyjnych. Zasady takich oblicze� s� podobne do przedstawionych w p. 4.1.3.
Zreszt� ten sam autor (Joback), z którego prac zaczerpni�to dane zawarte w tabeli. 4.3,
opracowa� równie� sposób wyznaczania parametrów termodynamicznych z nast�puj�-
cych korelacji:

���
j

Hjf n,H �2968� � (4.1.19)

���
j

Gjf n,G �8853� � (4.1.20)
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(4.1.21)

gdzie: nj – liczba grup typu j, � – udzia� grupy typu j. Inkrementy grupowe wymienio-
nych wy�ej wielko�ci przedstawiono w tabeli 4.4.

Na uwag� zas�uguje metoda obliczania swobodnej entalpii tworzenia substancji
�
fG� opracowana przez van Krevelena i Chermina, którzy do tego celu zaproponowali

nast�puj�c� zale�no��:

BTAG f ���� (4.1.22)

przy czym A i B s� sta�ymi, które oblicza si� przez sumowanie udzia�ów odpowied-
nich elementów strukturalnych cz�steczki dla dwóch zakresów temperatury od 300 do
600 K i od 600 do 1500 K. Do obliczonej warto�ci wspó�czynnika B dodaje si� po-
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prawk� Rln�, w której oznacza liczb� symetrii cz�steczki (równ� ca�kowitej liczbie
identycznych pozycji, jakie mo�e przybra� cz�steczka podczas obrotów dooko�a
wszystkich swych osi symetrii). Metoda van Krevelena i Chermina zosta�a udo-
skonalona przez Bensona, którego tabela udzia�ów grupowych (standardowej en-
talpii tworzenia oraz entropii) przypomina tabel� 4.3 (Jobacka). W metodzie
Bensona rozró�nia si� jednak s�siedztwo grup funkcyjnych, st�d uzyskiwane wy-
niki s� nieco dok�adniejsze. Pewnym utrudnieniem metod van Krevelena i Bensona
jest potrzeba okre�lenia liczby symetrii, co dla cz�steczek o skomplikowanej bu-
dowie mo�e nie by� �atwe.

Tabela 4.4. Udzia�y grupowe w�a�ciwo�ci termodynamicznych wed�ug Jobacka [35]*

�

�H �G �a �b �c �dGrupa

 kJ/mol  J/(mol�K)
 –CH3 –76,45  –43,96  19,5 –8,08�10–3 –1,53�10–4 –9,67�10–8

 >CH2 –20,64  8,42 –0,91  9,50�10–2 –5,44�10–5  1,19�10–8

 >CH–  29,89  58,36 –23,0  2,04�10–1 –2,65�10–4  1,20�10–7

 >C<  82,23  116,02 –66,2  4,27�10–1 –6,41�10–4  3,01�10–7

 =CH2  –9,63  3,77  23,6 –3,81�10–2  1,72�10–4 –1,03�10–7

 =CH–  37,97  48,53  –8,0  1,05�10–1 –9,63�10–5  3,56�10–8

 =C<  83,99  92,36 –28,1  2,08�10–1 –3,06�10–4  1,46�10–7

 Grupy w pier�cieniu

 –CH2– –26,80  –3,68  6,03  8,54�10–2 –8,00�10–6 –1,80�10–8

 >CH–  8,67  40,99 –20,5  1,62�10–1 –1,60�10–4  6,24�10–8

 >C<  79,72  87,88 –90,9  5,57�10–1 –9,00�10–4  4,69�10–7

 =CH–  2,09  11,30 –2,14  5,74�10–2 –1,64�10–6 –1,59�10–8

 =C<  46,43  54,05 –8,25  1,01�10–1 –1,42�10–4  6,78�10–8

 –O–  –138,16  –98,22  12,2 –1,26�10–2  6,03�10–5 –3,86�10–8

Inne elementy strukturalne

 –F –251,9 –247,2  26,5 –9,13�10–2  1,91�10–4 –1,03�10–7

 –Cl –71,55 –64,31  33,3 –9,63�10–2  1,87�10–4 –9,96�10–8

 –OH
(alk)

–208,1 –189,2  25,7 –6,91�10–2  1,77�10–4 –9,88�10–8

 –OH
(fen)

–221,6 –197,4 –2,81  1,11�10–1 –1,16�10–4 4,94�10–8

–COOH –426,7 –387,9  24,1  4,27�10–2  8,04�10–5 –6,87�10–8

 –O– –132,2 –105,0  25,5 –6,32�10–2  6,03�10–5 –3,86�10–8

 >C=O –133,2 –120,5  6,45  6,70�10–2 –3,57�10–5  2,86�10–9

 >N–  123,3  163,2 –31,1  2,27�10–1 –3,20�10–4  1,46�10–7

–NO2 –66,57 –16,83  25,9 –3,74�10–3  1,29�10–4 –8,88�10–8

 –NH2 –22,02  14,07  26,9 –4,12�10–2  1,64�10–4 –9,76�10–8

*Za zezwoleniem The McGraw-Hill Companies.
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Warto�ci sta�ych A i B van Krevelena i Chermina mo�na znale�� m.in. w tabeli
2.35 w skrypcie Przyk�ady i zadania do przedmiotu podstawy technologii chemicznej
na str. 119.

Wyznaczaj�c S� (298 K) za pomoc� inkrementów grupowych Bensona (tak�e van
Krevelena i Chermina), musimy uwzgl�dni� poprawk� wynikaj�c� z symetrii cz�-
steczkowej. Mechanika statystyczna okre�la bowiem entropi� jako RlnW, gdzie W
oznacza liczb� odró�nialnych konfiguracji cz�steczki. Udzia� entropii konfiguracyjnej
trzeba wzi�� pod uwag�, poniewa� przez rotacj� cz�steczki mo�na doj�� do nierozró�-
nialnych konfiguracji i W musi by� o t� dodatkow� ilo�� pomniejszone. Je�eli � jest
liczb� symetrii, to w�a�ciwa entropia rotacyjna jest równa warto�ci obliczonej po-
mniejszonej o RlnW.

Wed�ug Bensona � jest ca�kowit� liczb� niezale�nych permutacji identycznych
atomów (lub grup) w cz�steczce, któr� mo�na uzyska� przez sztywne obroty elementów
cz�steczki. Inwersje konfiguracji nie s� dozwolone.

Tabela 4.5. Warto�ci liczb symetrii dla wybranych zwi�zków organicznych [35]*

Substancja �zewn  �wewn �

Benzen (6)(2) 1 12
Metan 4 3 12
p-Krezol 2 3 6
1,3,5-Trimetylobenzen 2 34 162
1,2,4-Trimetylobenzen 1 33 27
Cykloheksan 6 1 6
Metanol 1 3 3
Alkohol tert-butylowy 1 34 81
Aceton 2 32 18
Kwas octowy 1 3 3
Anilina 2 1 2
Trimetyloanilina 3 33 81

*Za zezwoleniem The McGraw-Hill Companies

Wygodnie jest rozdzieli� � na dwie cz��ci: �zewn i �wewn (zewn�trzn� i we-
wn�trzn�):

� = �zewn • �wewn (4.1.23)

Propan np. ma dwie grupy –CH3 i ka�da z nich ma trójkrotn� o� symetrii. Rotacja
tych dwóch grup „wewn�trznych” daje �wewn = (3)·(3) permutacji. Cz�steczka jako
ca�o�� ma jedn� dwukrotn� o� symetrii, czyli �zewn = 2 i � = 3·32 = 96. Kilka innych
przyk�adów podano w tabeli 4.5.

Obecno�� asymetrycznego atomu w�gla w cz�steczkach izomerów optycznych
równie� wymaga wprowadzenia poprawki. Je�eli liczba izomerów wynosi �, to entro-
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pi� cz�steczki nale�y zwi�kszy� o Rln�. Stosuj�c metod� Bensona do obliczania
S�(298 K), nale�y zatem najpierw zsumowa� udzia�y grup funkcyjnych (�S), a potem
uwzgl�dni� poprawki z zale�no�ci:

� � � ���
j

Sj RRnS ��� lnlnK298� (4.1.24)

gdzie ��jest liczb� symetrii, a � – liczb� mo�liwych izomerów optycznych.
Do obliczania � �KHf 298� �  oraz � �TCp

�  Co
p nie trzeba uwzgl�dnia� �adnych po-

prawek uwzgl�dniaj�cych symetri� b�d� obecno�� izomerów optycznych:

� � ��
j

jf nH ��K298� � (4.1.25)

a pojemno�� ciepln� w danej temperaturze otrzymuje si� przez zsumowanie udzia�ów
grupowych.

Przyk�ad 4.1. Obliczy� warto�ci �
fH� oraz �

fG�  w temperaturze 298 K dla
n-butanolu oraz 2,3-dimetylopirydyny, korzystaj�c z tabeli inkrementów grupowych.

Rozwi�zanie: Cz�steczka n-butanolu mo�e by� z�o�ona z nast�puj�cych grup: CH3

+ 3CH2 + OH, natomiast cz�steczka 2,3-dimetylopirydyny z: 2CH3 + 2=C< + 3 =CH– +
N. Do oblicze� zastosujemy równ. (4.1.19) i (4.1.20)

a) n-butanol
�
fH� = 68,29 + (–76,45) + 3(–20,64) + (–208,04) = –278,1 kJ/mol

�
fG�  = 53,88 + (–43,96) + 3(+8,42) + (–189,20) = –154,0 kJ/mol

Dane literaturowe: �
fH�  = –274,9 kJ/mol; �

fG�  = –150,9 kJ/mol.

b) 2,3-dimetylopirydyna
�
fH�  = 68,29 + 2(–76,45) + 3(+2,09) + 2(+46,43) + 55,52 = 70,04 kJ/mol

�
fG� = 53,88 + 2(–43,96) + 3(+11,30) + 2(+54,05) + 79,93 = 187,9 kJ/mol.

Dane literaturowe: �
fH� = 68,29 kJ/mol; �

fG�  – brak.

Obliczenia na podstawie danych inkrementów grupowych s� obarczone pewnym
b��dem, który w przypadku zwi�zków o skomplikowanej strukturze mo�e by� znacz-
ny. Cz�sto jednak wykonanie oblicze� mo�e by� konieczne, gdy brak jakichkolwiek
danych, tak jak w przypadku 2,3-dimetylopirydyny.
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4.2. Obj�to�ciowe w�a�ciwo�ci gazów
Obliczanie okre�lonych parametrów gazów z zale�no�ci P-V-T (ci�nienie–obj�to��

–temperatura) jest konieczne, gdy wyznaczamy wymiary urz�dze� i aparatów przemys�u
chemicznego, a tak�e np. ruroci�gów. Wiadomo, �e w�a�ciwo�ci gazu rzeczywistego
ró�ni� si� od w�a�ciwo�ci gazu idealnego, co mo�na wyrazi� za pomoc� wspó�czynnika
�ci�liwo�ci

RT
PVZ � (4.2.1)

Dla gazu idealnego Z = 1, dla gazów rzeczywistych wspó�czynnik �ci�liwo�ci jest
przedstawiany w postaci tabelarycznej, graficznej lub matematycznej jako funkcja Tr,
Pr. Parametr Zc jest równie� przedstawiany jako wspó�czynnik �ci�liwo�ci dla warun-
ków krytycznych. Odpowiednie tabele i wykresy s� powszechnie dost�pne.

Innym sposobem obliczania parametrów gazów jest skorzystanie z równania stanu
gazu rzeczywistego. Takich równa� jest wiele, maj� one swoje zalety i wady. Skom-
plikowana posta� matematyczna równania nie jest dzisiaj �adnym utrudnieniem wobec
rozpowszechnienia techniki komputerowej, st�d te� nie ma potrzeby stosowania rów-
na� uproszczonych. Kolejno zostan� przedstawione nast�puj�ce równania stanu gazu
(p�ynu) rzeczywistego:

� Redlicha–Kwonga (R–K),
� Redlicha–Kwonga–Soave (R–K–S),
� Penga–Robinsona (P–R),
� Benedicta–Webba–Rubina (B–W–R),
� Lee–Kesslera (L–K),
� Wirialne równanie stanu.
Równanie Redlicha–Kwonga jest do�� cz�sto stosowane, chocia� nie nadaje si� do

opisu zachowania gazu w stanie bliskim stanowi krytycznemu oraz stanowi cieczy.
Modyfikacja tego równania dokonana przez Soave,’a pozwala unikn�� tych niedo-
godno�ci. Równanie Penga–Robinsona oraz Lee–Kesslera jest stosowane do gazów
(tak�e w�glowodorów) oraz cieczy. Wirialne równanie stanu jest proste i do�� dok�ad-
ne dla uk�adów o ma�ej g�sto�ci.

Wymienione równania s� cz��ci� sk�adow� wszystkich programów typu CACHE
(Computer Assisted Chemical Engineering) oraz CAD (Computer Aided Design),
w tym tak�e pakietu CHEMCAD.

� Równanie Redlicha–Kwonga zapisujemy w postaci

� �bVVT
a

bV
RTP

, �
�

�
�

50
(4.2.2)

gdzie:

c

,
c

P
TR,a

522427480
� (4.2.3)
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c

c

P
RT,b 086640

� (4.2.4)

Jest ono stosowane do warto�ci Pr = 0,8. Mo�na je przekszta�ci� w równanie trze-
ciego stopnia wzgl�dem wspó�czynnika �ci�liwo�ci Z. Po podstawieniu

52522

427480
,

r

r
, T

P,
TR
aPA �� (4.2.5)

r

r

T
P,

RT
bPB 086640

�� (4.2.6)

równanie (4.2.2) przyjmie posta�:

� � 0223 ������ ABABBZZZ (4.2.7)

Równanie (4.2.7) ma trzy rozwi�zania wzgl�dem Z. Najwi�ksz� otrzyman� war-
to�� Z przypisuje si� fazie gazowej, najmniejsz� – fazie ciek�ej, po�rednia za� nie jest
brana pod uwag�.

Równanie Redlicha–Kwonga–Soave
Modyfikacja równania (4.2.2) przez Soave polega na wprowadzeniu trzeciego pa-

rametru. Fragment równania a/T 0,5 zast�piono cz�onem a(T) zale�nym od temperatury

� �
� �bVV
Ta

bV
RTP

�
�

�
� (4.2.8)

a(T) oblicza si� z wyra�enia

� � � ���� ��
c

c

P
TR,Ta

22427480 (4.2.9)

gdzie

� ������� ���� rT�� 1 (4.2.10)

oraz
25741480 �� �������� ,,m (4.2.11)

� jest wspó�czynnikiem acentrycznym, zdefiniowanym jako:

� �
70

log
,Tr,vp

r
P

�
����� (4.2.12)

Pvp,r jest zredukowanym ci�nieniem pary nasyconej wyznaczonym dla Tr = 0,7.
Wspó�czynnik acentryczny obliczono i stabelaryzowano dla kilkuset p�ynów. Mo�na
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go znale�� we wszystkich bazach danych dla zwi�zków chemicznych (w�a�ciwo�ci
termodynamiczne). Wspó�czynnik acentryczny w razie potrzeby mo�na obliczy� ze
wzoru:

1
3,101

log
1

��
�

�
�
�

�
��
�

�
��
�

�
��

�
� c

br

br P
T
T� (4.2.13)

w którym Tbr jest zredukowan� temperatur� wrzenia, Pc – ci�nieniem krytycznym wy-
ra�onym w kPa. Dla równania Redlicha–Kwonga–Soave

� �
222

42748,0

r

rP
RT
PTaA

�
��

�
(4.2.14)

r

r

T
P,

RT
bPB 086640

�� (4.2.15)

Po podstawieniu otrzymuje si� równanie podobne jak równanie (4.2.7).

Równanie Penga–Robinsona
Peng i Robinson zaproponowali równanie stanu podobne do równania Redlicha

–Kwonga. Jest ono dok�adniejsze przy okre�laniu pr��no�ci pary, g�sto�ci cieczy oraz
równowag fazowych, zw�aszcza w pobli�u obszaru krytycznego. Równanie to ma
nast�puj�c� posta�

� �
� � � �bVbbVV

Ta
bV

RTP
���

�
�

� (4.2.16)

gdzie:

c

c

P
RT,b 07780� (4.2.17)

� � � �

c

c

P
TTR,Ta �22457240

� (4.2.18)

� �5050 11 ,
r

, Tm ���� (4.2.19)

���� �� 269920542261374640 ,,,m  (2.4.20)

Wspó�czynnik �ci�liwo�ci jest dany przez równanie trzeciego stopnia:

� � � � � � 0231 32223 ��������� BBABZBBAZBZ  (4.2.21)

w którym sta�e A i B okre�laj� nast�puj�ce wzory
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22TR
aPA �  (4.2.22)

RT
bPB �  (4.2.23)

Rozwi�zuj�c równanie trzeciego stopnia wzgl�dem Z zarówno z równania R–K–S,
jak i P–R otrzymuje si� trzy rozwi�zania. Najwi�ksz� warto�� przyjmuje si� dla fazy
gazowej, najmniejsz� – dla fazy ciek�ej, po�redni� za� – odrzuca si�.

Równanie Benedicta–Webba–Rubina (B–W–R)

Równanie B–W–R ma osiem sta�ych i zapewnia dobre przybli�enia dla stanu ga-
zowego i ciek�ego:

� �

�
�

�
�
�

���
�

�
�
�

� ���

���
�
�

�
�
� ����

22326
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11

VVVT
c

V
a

aRTb
VT

CARTB
VV

RTP

���
(4.2.24)

Sta�e A0, B0, C0, a, b, c, i � zale�� od rodzaju substancji. Równanie jest do�� skom-
plikowane, ale znalaz�o zastosowanie w przypadku w�glowodorów. Sta�e tego równa-
nia zosta�y stabelaryzowane, a ponadto mo�na je obliczy� na podstawie parametrów
zredukowanych. Niestety, dla ka�dej substancji potrzebna jest znajomo�� 8 warto�ci
sta�ych. Wady tej nie wykazuje modyfikacja tego równania dokonana przez Lee–
Kesslera [22].

Równanie Lee–Kesslera
Równanie Lee–Kesslera ma do�� powszechne zastosowanie; wywodzi si� ono

z teorii stanów odpowiadaj�cych sobie i mo�na je stosowa� nie tylko do w�glowodo-
rów, pod warunkiem, �e dysponuje si� zestawem sta�ych uniwersalnych dla wszyst-
kich zwi�zków chemicznych oraz wspó�czynnik acentryczny � i parametry krytyczne
s� znane.

Wspó�czynnik �ci�liwo�ci p�ynu rzeczywistego jest odniesiony do w�a�ciwo�ci
tzw. p�ynu „prostego”, dla którego � = 0, oraz tzw. p�ynu odniesienia, którym jest
n-oktan.

Algorytm wyznaczania wspó�czynnika �ci�liwo�ci jest nast�puj�cy

1. Pos�uguj�c si� parametrami krytycznymi oblicza si� Tr i Pr.
2. Z równania Lee–Kesslera (4.2.25) oblicza si� idealn� obj�to�� zredukowan�

prostej cieczy � � .V o
r  Dane dla p�ynu prostego zamieszczono w tabeli 4.6:
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gdzie:
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2
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1
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bbB ���� (4.2.26)
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1
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c
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ccC ��� (4.2.27)

rT
ddD 2

1 �� (4.2.28)

� �
� �

c

o
co

r
RT
VPV � (4.2.29)

3. Znaj�c warto�� � �o
rV , oblicza si� wspó�czynnik �ci�liwo�ci dla cieczy prostej

� �
� �

r

o
rro

T
VPZ �  (4.2.30)

4. Pos�uguj�c si� tymi samymi warto�ciami Tr i Pr, obliczamy � �R
rV dla p�ynu od-

niesienia, korzystaj�c z równania (4.2.25) i ze stosownych sta�ych (tab. 4.6).
5. Znaj�c � �R

rV , oblicza si� ponownie wspó�czynnik �ci�liwo�ci, tym razem dla
cieczy odniesienia:

� �
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r

R
rrR

T
VPZ � (4.2.31)

6. Po podstawieniu wspó�czynników �ci�liwo�ci dla cieczy prostej i cieczy odnie-
sienia oblicza si� wspó�czynnik �ci�liwo�ci dla danego uk�adu:

� �
� �

� � � �� �oR
R

o ZZZZ ��
�

�
�
�

���
�
� (4.2.32)

gdzie �(R) = 0,3978 jest wspó�czynnikiem acentrycznym dla n-oktanu. Zalet� równania
Lee–Kesslera w porównaniu z równaniem B–W–R jest to, �e do oblicze� wystarcz�
parametry krytyczne substancji (lub mieszaniny) oraz jej wspó�czynnik acentryczny.
Metod� t� mo�na do�� dok�adnie oszacowa� równie� takie wielko�ci termodynamicz-
ne, jak np. entalpia i entropia.
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Tabela 4.6. Warto�ci sta�ych w równaniu Lee–Kesslera

 Sta�a P�yn prosty P�yn odniesienia

 b1  0,1181193  0,2026579
 b2  0,2657280  0,3315110
 b3  0,1547900  0,0276550
 b4  0,0303230  0,2034880
 c1  0,0236744  0,0313385
 c2  0,0186984  0,0503618
 c3  0,0  0,0169010
 c4  0,0427240  0,0415770

 d1·104  0,1554880  0,4873600
 d2·104  0,6236890  0,0740336

�  0,6539200  1,2260000
�  0,0601670  0,0375400

Stabelaryzowane warto�ci wspó�czynników �ci�liwo�ci dla p�ynu prostego i p�ynu
odniesienia w zale�no�ci od zredukowanego ci�nienia i zredukowanej temperatury
zamieszczono na ko�cu ksi��ki. Je�eli u�ywa si� warto�ci tabelarycznych, to nale�y
najpierw sprowadzi� równanie (4.2.32) do postaci

� � � �10 ZZZ ��� (4.2.33)

w którym

� � � � � �� �01 1 ZZZ R
R

��
�

(4.2.34)

Wirialne równanie stanu

Wirialne równanie stanu przedstawiane jest zwykle w postaci
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V
TBZ (4.2.35)
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PV (4.2.36)

w którym B(T), C(T) to drugi i trzeci wspó�czynnik wirialny (mog� by� tak�e kolejne).
Dla czystych gazów wspó�czynniki wirialne zale�� jedynie od temperatury. Dla p�y-
nów o g�sto�ci mniejszej ni� po�owa g�sto�ci krytycznej równanie to mo�na stosowa�,
uwzgl�dniaj�c tylko drugi wspó�czynnik wirialny. Dla temperatury wy�szej ni� tem-
peratura krytyczna mo�na uwzgl�dnia� tylko drugi i trzeci wspó�czynnik wirialny,
uzyskuj�c zadowalaj�ce rezultaty tak�e w obszarze ci�nienia krytycznego.
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Wirialne równanie stanu mo�na przedstawi� w postaci szeregu pot�gowego
wzgl�dem obj�to�ci lub ci�nienia, jak pokazano poni�ej na przyk�adach ograniczonych
tylko do drugiego wspó�czynnika wirialnego:

V
B

RT
PV �� 1 (4.2.37)

RT
BP

RT
PV �� 1 (4.2.38)

Aby obliczy� obj�to�� molow� z równania (4.2.37), trzeba rozwi�za� równanie
kwadratowe wzgl�dem V. Równanie to dla gazu znajduj�cego si� w stanie zbli�onym
do stanu krytycznego nie ma pierwiastków w zakresie liczb rzeczywistych z powodu
opuszczenia wy�szych cz�onów równania (4.2.36). Dla unikni�cia tej niedogodno�ci
mo�na zastosowa� równanie (4.2.38), które zawsze ma rozwi�zania w postaci liczb
rzeczywistych. Z powodu lepszej dok�adno�ci zalecane jest jednak stosowanie równa-
nia (4.2.37), o ile jest to mo�liwe.

Drugi wspó�czynnik wirialny mo�e by� stosunkowo prosto oszacowany z korelacji
Tsonopoulosa [33]. Dla zwi�zków niepolarnych lub s�abo polarnych

� � � �10 ff
RT
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c

c ��� (4.2.39)

gdzie

� �
832

0 000607,00121,01385,033,01445,0
rrrr TTTT

f ����� (4.2.40)

� �
832

1 008,0423,0331,00637,0
rrr TTT

f ���� (4.2.41)

Dla zwi�zków polarnych równanie (4.2.39) uzupe�nia si� dodatkowym cz�onem
i wtedy

� � � � � �210 fff
RT
BP

c

c ��� � (4.2.42)

przy czym

� �
86

2

rr T
b

T
af �� (4.2.43)

Dla substancji, które nie tworz� wi�za� wodorowych, takich jak etery, ketony itp.

0,10308,41014,2 8214 ������ �� ba rr �� (4.2.44)

µr jest zdefiniowane równaniem
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2

24986

c

cp
r

T

P, �
� � (4.2.45)

w którym moment dipolowy µp podstawia si� w debajach, a Pc – w kPa.
Warto�ci sta�ych a i b dla zwi�zków chemicznych tworz�cych wi�zania wodorowe s�

charakterystyczne dla ka�dego materia�u, dla polarnych haloalkanów natomiast b = 0.
Warto�ci sta�ych a i b dla niektórych substancji zestawiono w tabeli 4.7.

Tabela 4.7. Warto�ci sta�ych a i b w równaniu (4.2.43)

Substancja  a  b

 Metanol  0,0878  0,0560
 Etanol  0,0878  0,0572
 Izopropanol  0,0878  0,0537
n-butanol  0,0878  0,0367

 Izobutanol  0,0878  0,0481
 Fenol  –0,0136  0
 Woda  0,0279  0,0229
 CH3F  –0,04223  0
 CH3Cl  –0,009025  0
 C2H5Cl  –0,006595  0
 1-Chloropropan  0  0
 CH3Br  –0,005392  0

W�ród omówionych równa� stanu nie ma takiego, które by�oby równie dok�adne
we wszystkich zakresach P-V-T oraz dawa�oby dobre przybli�enia niezale�nie od ro-
dzaju substancji. Dla w�glowodorów dobre wyniki daje równanie Redlicha–Kwonga
dla gazów w zakresie ci�nie� zredukowanych Pr mniejszych ni� 0,8. Równanie zmo-
dyfikowane przez Soave mo�na stosowa� równie� dla w�glowodorów w stanie cie-
k�ym i gazowym.

Równanie B–W–R daje bardzo dok�adne wyniki oblicze� dla lekkich w�glowodo-
rów, jego stosowanie jest jednak skomplikowane, zw�aszcza �e wymaga znajomo�ci
o�miu sta�ych dla ka�dej substancji. Tej niedogodno�ci nie ma równanie Lee
–Kesslera, którego zalet� jest to, �e mo�e by� stosowane do innych jeszcze ni� w�-
glowodory po��cze� chemicznych i wymaga znajomo�ci jedynie wspó�czynnika acen-
trycznego (acentryczno�ci) oraz parametrów krytycznych. Obliczenia entalpii t�
metod� s� niejednokrotnie dok�adniejsze ni� innymi metodami. Skomplikowana posta�
równania Lee–Kesslera (tak�e innych równa�) nie sprawia obecnie wi�kszych trudno�ci
wobec rozpowszechnienia metod numerycznych oraz programów wspomagaj�cych obli-
czenia oraz projektowanie. Wymienione równania stanu wchodz� w sk�ad nawet naj-
prostszych pakietów programowych typu Computer Aided Design.
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Mieszaniny gazów (p�ynów)

Równania stanu omawiane w poprzedniej sekcji mog� by� z powodzeniem stoso-
wane do mieszanin p�ynów, je�eli znane s� tzw. regu�y mieszania, czyli sposób obli-
czania (u�redniania) wspó�czynników wyst�puj�cych w równaniach. Do równania
Redlicha–Kwonga sta�e dla mieszanin oblicza si� nast�puj�co

��
i

ii yBBmiesz (4.2.46)

��
i

ii yAA 2121
miesz (4.2.47)

gdzie yi jest u�amkiem molowym sk�adnika i. Pos�uguj�c si� równaniem Redlicha
–Kwonga–Soave, sta�� Bmiesz mo�na oblicza� z równ. (4.2.46), jednak sta�� Amiesz trze-
ba wyznaczy� inaczej, bior�c pod uwag� wzajemne oddzia�ywania sk�adników w mie-
szaninie. Do tego celu s�u�y wyra�enie

���
i j

ijji AyyAmiesz (4.2.48)

gdzie

� �ijjiij kAAA �� 12121 (4.2.49)
kij jest wspó�czynnikiem empirycznym odpowiedzialnym za oddzia�ywania mi�dzy
parami sk�adników; dla pary w�glowodorów kij = 0. Dla uk�adu n-sk�adnikowego ist-
nieje n(n – 1)/2 oddzia�uj�cych binarnie par i od warto�ci wspó�czynników binarnych
kij zale�y dok�adno�� oszacowa� P-V-T dla mieszanin.

W przypadku u�ycia równania Lee–Kesslera trzeba pos�ugiwa� si� nieco bardziej
skomplikowanymi wzorami, za pomoc� których wyra�a si� regu�y mieszania
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Sposób dokonywania oblicze� jest w przypadku mieszanin podobny jak dla czystych
substancji, z tym �e u�ywa si� warto�ci parametrów krytycznych wyznaczonych dla mie-
szanin.

Przyk�ad 4.2. Obliczy� obj�to�� molow� nasyconej pary i cieczy izobutanu
w temperaturze 300 K metod� Redlicha–Kwonga–Soave, Penga–Robinsona oraz Lee–
Kesslera.

Rozwi�zanie: Dane dotycz�ce parametrów krytycznych i wspó�czynnika acen-
trycznego odczytujemy z odpowiednich tabel lub bazy danych.

Tc = 408,2 K; Pc = 36,5 bar (3,65 MPa); � = 0,183.

Pr��no�� pary w równowadze z ciecz� wynosi 3,706 bar (0,3706 MPa) (Reed,
Prausnitz, Poling, 1987)

Obliczamy parametry zredukowane:

1010
536

7063

7350
2408

300

,
,

,
P
PP

,
,T

TT

c
r

c
r

��

���

Po przekszta�ceniu równa� R–K–S i P–R w posta� kubiczn� z u�yciem sta�ych A i
B otrzymuje si� nast�puj�ce wyra�enia, w których wielko�ci� zmienn� jest wspó�-
czynnik �ci�liwo�ci:

a) Równanie R–K–S

0011825,008668,023 ��� ZZZ  = 0

Równanie to ma trzy rozwi�zania, które mo�na otrzyma� za pomoc� programu
komputerowego EUREKA:

Z1 = 0,90574; Z2 = 0,01687; Z3 = 0,07738.

Zgodnie z wcze�niejszym za�o�eniem przyjmuje si� Z1 jako wspó�czynnik �ci�li-
wo�ci dla fazy parowej, Z2 – dla fazy ciek�ej, Z3 – o warto�ci po�redniej – nie jest bra-
ny pod uwag�.

Je�eli znane s� warto�ci Z dla fazy parowej oraz ciek�ej, to mo�na obliczy� ich
obj�to�ci molowe Vg i Vl :

molcm86095
7063

3001483905740 31 /,
,

,,
P
RTZVg �����

molcm5113
7063

3001483016870 32 /,
,

,,
P
RTZVl �����
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b) Równanie P–R

0009738008024098930 23 ���� ,Z,Z,Z

Równanie P–R podobnie jak równanie R–K–S ma trzy rozwi�zania: Z1 = 0,90148;
Z2 = 0,01479; Z3 = 0,07303, z których to ostatnie nie jest brane pod uwag�. Molowe
obj�to�ci fazy parowej i ciek�ej obliczamy tak jak w równaniu R–K–S:

/molcm16067
7063

30014839011480 31 ,
,

,,
P
RTZVg �����

/molcm599
7063

3001483014790 32 ,
,

,,
P
RTZVl �����

c) Równanie Lee–Kesslera

Istniej� dwa sposoby wyznaczania wspó�czynnika �ci�liwo�ci na podstawie rów-
nania Lee–Kesslera:

Pierwszy polega na wyznaczeniu temperatury zredukowanej i ci�nienia zredukowane-
go i odczytaniu na tej podstawie z tabeli wspó�czynników Z(0)dla p�ynu prostego oraz Z(1)

dla p�ynu odniesienia. Nast�pnie oblicza si� wspó�czynnik �ci�liwo�ci Z ze wzoru:

Z(0) = 0,908; Z(1) = –0,0994

Z = 0,908 + 0,183·(–0,0994) = 0,8898

Dost�pne tabele zawieraj� warto�ci wspó�czynników �ci�liwo�ci Z(0) i Z(1) dla fazy
gazowej (dla danych warto�ci parametrów zredukowanych), st�d obliczenia metod�
L–K ograniczaj� si� do obliczenia obj�to�ci molowej w stanie gazowym:

/molcm65988
7063

300148388980 3,
,
,,

P
ZRTVg �����

Drugi sposób obliczania wspó�czynnika �ci�liwo�ci polega na zastosowaniu kom-
puterowej wersji równania Lee–Kesslera. Program taki zosta� napisany w j�zyku Pas-
cal na potrzeby zaj�� projektowych dla studentów. Dla danych warto�ci parametrów
zredukowanych program oblicza Z(0) = 0,9102 i Z(R) = 0,8761, a poniewa� wspó�czyn-
nik acentryczny �R dla p�ynu odniesienia wynosi 0,3978, wi�c:

� � � � � �� � � � 8945,09102,08761,0
3978,0
183,09102,000 ������� ZZZZ R

R�
�

/molcm16020
7063

300148389450 3,
,
,,

P
ZRTVg �����

W literaturze mo�na znale�� nast�puj�ce warto�ci Vg i Vl:

Vg = 6031 cm3/mol; Vl = 105,9 cm3/mol



Rozdzia� 4. W�a�ciwo�ci substancji chemicznych. Dane projektowe166

Oznacza to, �e dla temperatury 300 K równanie L–K daje najlepsze przybli�enie
warto�ci Vg dla izobutanu.

Rys. 4.1. Krzywa równowagi ciecz–para dla izobutanu otrzymana z programu CHEMCAD:
oznaczenia na rysunku: Bubble – punkt wrzenia, Dew – punkt rosy, Critical point – punkt krytyczny

Program CHEMCAD umo�liwia sporz�dzenie krzywej równowagi fazowej gaz
–ciecz w zale�no�ci od temperatury (krzywe punktu wrzenia i rosy). Wykres ten
przedstawiono na rys. 4.1. Z raportu oblicze�, b�d�cych podstaw� wykresu, mo�na
odczyta� nast�puj�ce dane dla izobutanu:

T, K P, Pa Zg (para) Zl (ciecz)
300,04 375565 0,905 0,017

Po podstawieniu tych danych do równania V = ZRT/P otrzymujemy nast�puj�ce
warto�ci obj�to�ci molowej:

Vg = 6010,3 cm3/mol; Vl = 112,9 cm3/mol

Otrzymujemy zbyt du�� warto�� molowej obj�to�ci fazy ciek�ej, natomiast obj�-
to�� molowa pary (po uwzgl�dnieniu nieco wi�kszej warto�ci ci�nienia) wyznaczono
z dok�adno�ci� 0,5%.
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4.3. Lotno�� gazów i cieczy

Znajomo�� lotno�ci (aktywno�ci ci�nieniowej) gazów i ich mieszanin jest potrzeb-
na do obliczania funkcji termodynamicznych, takich jak entalpia i entropia w stanie
nieidealnym oraz do wyznaczania równowag fazowych. Dla czystych gazów lotno��
jest zdefiniowana nast�puj�co:

��
P

VdP
RT

f
0

1ln (4.3.1)

Lotno�� jest czasem nazywana aktywno�ci� ci�nieniow� lub fugatywno�ci�. Lot-
no�� gazu mo�na wyznaczy�, je�eli znamy jego równanie stanu (tj. zale�no�� P–V
–T). W praktyce cz��ciej oblicza si� wspó�czynnik lotno�ci (fugatywno�ci) �, który
dla czystego gazu jest stosunkiem jego lotno�ci do ci�nienia:

P
f

�� (4.3.2)

a dla sk�adnika i w mieszaninie stosunkiem lotno�ci tego sk�adnika do jego ci�nienia
parcjalnego

Py
f

i

i
i �� (4.3.3)

Równanie (4.3.1) odniesione do wspó�czynnika aktywno�ci przyjmuje nast�puj�c�
posta�:

� �
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dPZ
P

�
�

�� 1ln� (4.3.4)

Dla kwadratowych równa� stanu korelacje okre�laj�ce wspó�czynnik aktywno�ci
z zastosowaniem odpowiedniego równania s� nast�puj�ce:

a) równanie Redlicha–Kwonga

� � �
�
�

�
�
� ��

�
�

�
�
������

Z
B

B
ABZZ 1lnln1ln� (4.3.5)

b) równanie Redlicha–Kwonga–Soave.
Posta� tego równania jest analogiczna do równ. (4.3.5), lecz sta�e A i B maj� war-

to�ci charakterystyczne dla równania R–K–S (por. równ. (4.2.7) i (4.2.8)).
c) równanie Penga–Robinsona
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Dla równania Lee–Kesslera wyra�enie okre�laj�ce wspó�czynnik lotno�ci jest nie-
co bardziej z�o�one

� � � ���� ���� lnlnln 0 (4.3.7)
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(4.3.8)

� � � � � �� �01 lnln1ln ��
�

� �� R
R

(4.3.9)

Warto�� ln�(0) oblicza si� z równania (4.3.8) po podstawieniu wspó�czynników
równania Lee–Kesslera dla p�ynu prostego, warto�� ln�(R) za� tego samego równania
ze wspó�czynnikami dla p�ynu odniesienia (tabela 4.4).

Dla wirialnego równania stanu otrzymuje si�

� � ZZ ln12ln ���� (4.3.10)

4.3.1. Mieszaniny gazów

Wspó�czynnik lotno�ci sk�adnika (równ. (4.3.3)) mo�na obliczy�, pos�uguj�c si�
równaniem stanu. Dla równania Redlicha–Kwonga i Redlicha–Kwonga–Soave wyra-
�enia opisuj�ce ln�i maj� tak� sam� posta�, nale�y jednak pami�ta�, �e ró�ni� si� one
warto�ciami sta�ych A i B:
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Sta�e Am i Bm w równaniu R–K oblicza si� na podstawie wzorów (4.2.46) i (4.2.47),
a w równaniu R–K–S – z równa� (4.2.48) i (4.2.49). Z równania Penga–Robinsona
otrzymuje si� nast�puj�ce wyra�enie:
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Wspó�czynniki Am i Bm w równaniu (4.3.12) dotycz� oczywi�cie mieszanin.
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Aby obliczy� wspó�czynnik lotno�ci mieszaniny gazów, mo�na wybra� równanie
stanu Lee–Kesslera i pos�u�y� si� wyra�eniami (4.3.7)–(4.3.9), do których podstawia
si� warto�ci obliczone dla mieszaniny na podstawie równa� (4.2.50)–(4.2.55).

Wirialne równanie stanu mo�na stosowa� do obliczania wspó�czynnika aktywno�ci
sk�adnika i w mieszaninie, je�eli mieszanina gazów znajduje si� pod ma�ym lub
umiarkowanym ci�nieniem. Równanie to, rozwini�te w szereg pot�gowy wzgl�dem
ci�nienia, ograniczone do drugiego wspó�czynnika wirialnego, ma nast�puj�c� posta�:
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RT
P 2ln� (4.3.13)

gdzie Bij jest wspó�czynnikiem oddzia�ywa� binarnych pary zwi�zków chemicznych i–j.

4.3.2. Lotno�� cieczy

Lotno�� L
if sk�adnika i w fazie ciek�ej jest odniesiona do zawarto�ci tego sk�adni-

ka w cieczy (u�amka molowego) przez nast�puj�ce korelacje:

i

i
i x

a
�� (4.3.14)

oL
iii

L
i fxf �� (4.3.15)

w których ai oznacza aktywno�� sk�adnika i, �i jego wspó�czynnik aktywno�ci, a fioL
jest lotno�ci� sk�adnika i w stanie standardowym w temperaturze mieszaniny dla arbi-
tralnie wybranego ci�nienia i sk�adu. Wybór stanu standardowego jest zupe�nie do-
wolny, ale trzeba pami�ta�, �e warto�ci liczbowe �i nie maj� sensu, je�eli nie zostanie
okre�lona warto�� fioL.

Dla wi�kszo�ci roztworów nieelektrolitów przez lotno�� w stanie standardo-
wym (fioL) rozumie si� lotno�� czystego sk�adnika i w temperaturze uk�adu pod
ci�nieniem P dla arbitralnie wybranego sk�adu xi = 1. Cz�sto lotno�� w stanie stan-
dardowym odnosi si� do stanu hipotetycznego, poniewa� zdarza si�, �e sk�adnik i
nie istnieje jako czysta ciecz w danych warunkach temperatury i ci�nienia. Na
szcz��cie istnieje wiele metod ekstrapolacyjnych s�u��cych do oszacowania lotno-
�ci w stanie standardowym.

Je�eli lotno�� w stanie standardowym okre�la si� jako lotno�� czystej cieczy w da-
nej temperaturze i pod danym ci�nieniem, to w granicznym przypadku:

�i � 1, je�eli xi � 1.

Lotno�� czystych cieczy
Do obliczenia lotno�ci czystej cieczy w danych warunkach ci�nienia i temperatury

potrzebne s� dwa parametry: pr��no�� pary nasyconej, która równie� zale�y od tempe-
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ratury, oraz g�sto�� cieczy, która zale�y od temperatury i – w mniejszym stopniu
– od ci�nienia. Pod umiarkowanym ci�nieniem pr��no�� pary jest wa�niejszym para-
metrem. Dodatkowo jeszcze potrzebne s� dane obj�to�ciowe (równanie stanu) pary
sk�adnika i w temperaturze uk�adu, lecz je�li ci�nienie pary nie jest du�e i nie wyst�-
puje dimeryzacja w fazie gazowej, wymaganie to nie jest zbyt istotne.

Lotno�� czystej cieczy i w temperaturze T i pod ci�nieniem P dana jest wyra�e-
niem

� � � � � � � �
���
P

P

L
is

ivpii
L
i

vpi

dP
RT

PTVTTPxPTf ,exp1,, � (4.3.16)

gdzie Pvp oznacza pr��no�� pary, indeks s za� odnosi si� do stanu nasycenia. Wspó�-
czynnik lotno�ci s

i� oblicza si� na podstawie danych obj�to�ciowych dla fazy parowej
opisanymi wy�ej metodami, ViL oznacza obj�to�� molow� cieczy w równowadze
z par� nasycon� w temperaturze T. W temperaturze du�o ni�szej od krytycznej ciecz
jest prawie nie�ci�liwa i w takim przypadku wp�yw ci�nienia na lotno�� cieczy jest
stosunkowo niewielki. Cz��� eksponencjalna równ. (4.3.16) nazywa si� poprawk�
Poyntinga.

Aby zilustrowa� wyniki oblicze� za pomoc� równ. (4.3.16), w tabeli 4.8 zestawio-
no warto�ci lotno�ci wody w ró�nych warunkach ci�nienia i temperatury.

Tabela 4.8. Lotno�� wody

Lotno��, bar
T, K Pvp Stan

nasycenia 41,4 345

310,8 0,06544 0,0654 0,0674 0,0834
422 4,620 4,41 4,50 5,32
533 46,94 39,2 45,7
589 106,4 79,9 90,6

Wspó�czynnik lotno�ci � s jest zawsze mniejszy od jedno�ci i dlatego lotno��
w stanie nasycenia jest mniejsza od ci�nienia. Jednak�e dla ci�nie� wi�kszych od Pvp,
iloczyn � s i poprawki Poyntinga mo�e przekroczy� 1 i dlatego lotno�� w tym zakresie
jest wi�ksza od ci�nienia.

Przyk�ad 4.3. Wyznaczy� krzyw� zale�no�ci wspó�czynnika lotno�ci etanolu w fazie
parowej i ciek�ej od temperatury w zakresie 280–360 K. Przyj��, �e ci�nienie wynosi 1
bar (750 mm Hg). Wyznaczy� temperatur� wrzenia etanolu pod tym ci�nieniem.

Rozwi�zanie: Do wykonania oblicze� lotno�ci cieczy i pary wygodnie jest u�y�
jednego z kubicznych równa� stanu. Zastosujemy równanie Penga–Robinsona
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(4.2.16)–(4.2.21), które jest dost�pne w wersji komputerowej [38]. Warto�ci wspó�-
czynników lotno�ci obliczamy z równania (4.3.6). Wyniki oblicze� przedstawiono
w tabeli oraz na rys. 4.2.

T, K 280 290 300 310 320 330 340 350 360
�para 0,958 0,962 0,966 0,968 0,971 0,974 0,976 0,978 0,980
�ciecz 0,025 0,049 0,091 0,157 0,262 0,419 0,648 0,968 1,406

Rys. 4.2. Zale�no�� wspó�czynnika lotno�ci fazy gazowej i ciek�ej etanolu od temperatury

Przyk�ad 4.4. Wyznaczy� temperatur� wrzenia p�ynów jednosk�adnikowych pod
ci�nieniem 1,0133 bara (760 mm Hg) na podstawie nast�puj�cych danych:

P�yn A: Temperatura krytyczna – 562,9 K, ci�nienie krytyczne – 44,2 bar, wspó�-
czynnik acentryczny – 0,593.

P�yn B: Temperatura krytyczna – 625,0 K, ci�nienie krytyczne – 37,5 bar , wspó�-
czynnik acentryczny – 0,528.

Rozwi�zanie: Temperatura wrzenia cieczy oznacza temperatur� stanu równowagi
mi�dzy faz� ciek�� i faz� gazow� (par�) pod danym ci�nieniem. Stan równowagi okre-
�la równo�� potencja�ów chemicznych, z czego wynika nast�puj�ce wyra�enie:

fg = fl
gdzie fg i fl – lotno�� sk�adnika w fazie gazowej (g) i ciek�ej (l). Zadanie zostanie roz-
wi�zane, je�eli wyznaczymy temperatur�, w jakiej spe�niona jest ta równo��. Zasto-
sujemy równania Penga–Robinsona, podobnie jak w przyk�adzie 4.3. Dla danego
ci�nienia (1,0133 bar) oblicza si� lotno�ci fazy gazowej oraz ciek�ej w zale�no�ci od
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temperatury i nast�pnie sporz�dza si� wykresy przedstawione na rys. 4.3. W punkcie
przeci�cia krzywych odczytuje si� wyznaczon� temperatur� wrzenia, która dla p�y-
nu A wynosi 390,0 K, dla p�ynu B za� – 433,8 K. P�ynem A jest n-butanol, p�ynem B
– cykloheksanol. Odczytane z bazy danych warto�ci temperatury wrzenia pod ci�nieniem
760 mm Hg wynosz�: dla n-butanolu: 390,9 K, dla cykloheksanolu: 434,3 K.

Rys. 4.3. Lotno�� fazy gazowej i ciek�ej jako funkcja temperatury:
a) p�yn A, b) p�yn B); rysunek do przyk�adu 4.4
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Zwa�ywszy, �e do oszacowania temperatury wrzenia zastosowano równanie Pen-
ga–Robinsona, dla którego warto�ciami wej�ciowymi by�y parametry krytyczne oraz
wspó�czynnik acentryczny, a samo równanie jest równaniem empirycznym, dok�ad-
no�� oszacowania punktu wrzenia jest zadowalaj�ca.

4.4. Równowagi fazowe

W procesach przemys�owych mieszaniny p�ynów s� bardzo cz�sto rozdzielane
w operacjach jednostkowych opartych na dyfuzji, takich jak destylacja, absorpcja
i ekstrakcja. Przy projektowaniu instalacji technologicznych, w których dokonuje si�
takich operacji, zaleca si� stosowanie wiarygodnych danych eksperymentalnych opi-
suj�cych zjawiska zwi�zane z ustalaniem si� równowagi fazowej. Niestety, nie zawsze
takie dane s� dost�pne i dlatego cz�sto trzeba si� pos�ugiwa� metodami ekstra- lub
interpolacyjnymi, aby przewidzie� stany równowagowe i móc je ilo�ciowo opisa�.
W ostatnim czasie pojawi�o si� wiele opracowa�, w których metody te omawia si�
szczegó�owo, a jednocze�nie krytycznie. Niestety, ze wzgl�du na konieczne ograni-
czenia zagadnienia te zostan� omówione w skrócie. Miejmy jednak nadziej�, �e sta-
nowi� to b�dzie pomoc w zapoznawaniu si� z t� tematyk�, tak wa�n� w technologii
i in�ynierii chemicznej.

4.4.1. Równowaga ciecz–para

Kryterium równowagi termodynamicznej mi�dzy faz� ciek�� a gazow� w miesza-
ninie wielosk�adnikowej jest równo�� obowi�zuj�ca dla wszystkich sk�adników i tej
mieszaniny

L
i

v
i ff � (4.4.1)

Dla fazy gazowej mo�emy napisa�:

Py
f

i

v
i

i �� (4.4.2)

dla fazy ciek�ej za�
oL
iii

L
i fxf �� (4.4.3)

w równaniach tych f oznacza lotno��, � – wspó�czynnik aktywno�ci, a indeksy v i L od-
nosz� si� do pary (fazy gazowej) oraz cieczy, fioL oznacza lotno�� sk�adnika i w stanie
standardowym, xi jest u�amkiem molowym sk�adnika i w fazie ciek�ej, a yi – w fazie
gazowej.
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Wspó�czynnik lotno�ci �i zale�y od temperatury i ci�nienia, a w przypadku mie-
szaniny wielosk�adnikowej tak�e od u�amków molowych innych sk�adników fazy
parowej. Wspó�czynnik lotno�ci jest tak zdefiniowany, �e gdy P � 0, �i � 1 dla
wszystkich sk�adników. Dlatego dla ma�ych ci�nie� cz�sto przyjmuje si�, �e wspó�-
czynnik lotno�ci jest równy jedno�ci.

Z równa� (4.4.1)–(4.4.3) po odpowiednich podstawieniach otrzymuje si� nast�pu-
j�ce wyra�enie:

ii
oL
iii xyP ��� � (4.4.4)

które mo�na przekszta�ci� do postaci

iii xKy � (4.4.5)

przy czym

i

i
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i

P
fK
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�

� (4.4.6)

Lotno�� czystej cieczy i w temperaturze T i pod ci�nieniem P opisuje równanie
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w którym Pvp,i jest pr��no�ci� pary sk�adnika i, �is jest jego wspó�czynnikiem lotno�ci
w fazie parowej, ViLs oznacza obj�to�� molow� sk�adnika i w cieczy. Z równania
(4.4.7) i (4.4.3) otrzymujemy zale�no��

ii,vpiii JPxPy �� (4.4.8)

w którym
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Dla niskich ci�nie� cz�sto zak�ada si�, ze Ji = 1, je�eli nie jest wymagana szcze-
gólna dok�adno�� oblicze�. Je�eli dodatkowo jeszcze przyjmiemy, �e �i = 1, to równa-
nie (4.4.8) upro�ci si� do postaci znanej jako prawo Raoulta.

Na potrzeby in�yniera projektanta cz�sto wystarczy znajomo�� sta�ej równowagi
(równ. (4.4.6)) i okre�lanej cz�sto terminem Kval (w literaturze angielskiej i w pakietach
typu CHEMCAD). Zwykle projektant napotyka nast�puj�ce problemy do rozwi�zania:

1. Znane s� warto�ci sta�ych równowagi rozwa�anego uk�adu w dostatecznie sze-
rokim zakresie warto�ci temperatury i ci�nienia w postaci tabelalub wykresów, które
w razie potrzeby �atwo przekszta�ci� w równanie odpowiednie do oblicze� numerycz-
nych.
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2. Sta�e równowagi nie s� bezpo�rednio dost�pne, s� natomiast osi�galne dane do
równowag ciecz–para i oddzia�ywa� binarnych w mieszaninie wielosk�adnikowej.

3.  Nie s� dost�pne �adne z wymienionych danych.
Post�powanie w przypadku p. 2 i 3 jest w zasadzie podobne i polega na oszacowaniu

wspó�czynników aktywno�ci w mieszaninie wielosk�adnikowej; najlepiej korzysta�
z równania Gibbsa–Duhema, zgodnie z którym wspó�czynnik aktywno�ci sk�adnika i
w mieszaninie nie jest parametrem niezale�nym, lecz skorelowanym ze wspó�czynnikami
aktywno�ci pozosta�ych sk�adników za pomoc� równa� ró�niczkowych. Dla mieszaniny
dwusk�adnikowej równanie Gibbsa–Duhema przedstawi� mo�na nast�puj�co:
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x
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Istnieje kilka mo�liwo�ci zastosowania równania Gibbsa–Duhema:
1. Je�eli dysponujemy danymi �1 = f (x1), to mo�emy sca�kowa� równanie (4.4.10)

i wyznaczy� �2 jako funkcj� x2. Oznacza to, �e w uk�adzie dwusk�adnikowym znajo-
mo�� wspó�czynnika aktywno�ci jednego sk�adnika mo�e pos�u�y� do obliczenia
wspó�czynnika aktywno�ci drugiego sk�adnika.

2. W przypadku, gdy znamy warto�ci wspó�czynników aktywno�ci obydwu sk�ad-
ników, mo�emy je sprawdzi� pod wzgl�dem zgodno�ci termodynamicznej za pomoc�
równania (4.4.10). Je�eli dane, jakimi dysponujemy, nie spe�niaj� tego równania,
oznacza to, �e s� one niewiarygodne.

3. Je�eli warto�ci �1 i �2 s� niekompletne, to powinni�my skorzysta� z ca�kowej po-
staci równania Gibbsa–Duhemai i za pomoc� kilku równa� obliczy� wspó�czynniki
aktywno�ci w funkcji sk�adu (u�amków molowych). Równania te zawieraj� zwykle
dodatkowe parametry, które mo�na obliczy� z ograniczonej ilo�ci danych. Na tym
w�a�nie polega g�ówna zaleta równania Gibbsa–Duhema i jego znaczenie dla in�ynie-
ra chemika. Niestety, nie istnieje ono w uogólnionej postaci ca�kowej i �eby otrzyma�
zale�no�� mi�dzy � a x dla okre�lonego uk�adu, trzeba zdecydowa� si� na wybór od-
powiedniego modelu. Najlepiej wprowadzi� parametr GE, zwany nadmiarow� swo-
bodn� entalpi�. Dla roztworu dwusk�adnikowego zawieraj�cego n1 i n2 moli obu
sk�adników nadmiarow� entalpi� swobodn� okre�la równanie:

� �221 lnln �� nnRTG E �� � (4.4.11)

Przez zastosowanie równania Gibbsa–Duhema pojawia si� mo�liwo�� skorelowania
poszczególnych wspó�czynników aktywno�ci z GE przez zró�niczkowanie równ. (4.4.11):
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Równania (4.4.12) i (4.4.13) s� bardzo u�yteczne, poniewa� umo�liwiaj� oblicza-
nie wspó�czynników aktywno�ci w ca�ym zakresie sk�adów przez interpolacj� lub
ekstrapolacj� danych. Nale�y przyj�� pewien model matematyczny definiuj�cy GE

jako funkcj� sk�adu. Nast�pnie wyznaczamy parametry tego modelu, które nie powin-
ny zale�e� od sk�adu, ale na ogó� zale�� od temperatury. Po wyznaczeniu parametrów
mo�emy obliczy� wspó�czynniki aktywno�ci dla dowolnego sk�adu mieszaniny (równ.
(4.4.12) i (4.4.13)).

Rozwa�my prosty przyk�ad mieszaniny dwusk�adnikowej w temperaturze T, dla
której wyznaczymy wspó�czynniki aktywno�ci w ca�ym zakresie sk�adu. Wiemy, �e
dla x1 = x2 = 0,5, �1 = �2 = 0,5.

Musimy teraz przyj�� model matematyczny wi���cy GE ze sk�adem. Przyjmiemy,
�e nadmiarowa swobodna entalpia jest proporcjonalna do n1 + n2, i �e GE = 0, gdy
x1 = 0 lub x2 = 0. Najprostszym wyra�eniem, jakie mo�na skonstruowa�, b�dzie

� � � � 212121 xAxnngnnG EE ���� (4.4.14)

w którym gE jest nadmiarow� swobodn� entalpi� przypadaj�c� na mol mieszaniny,
A jest przyj�tym parametrem równania, który zale�y od temperatury. Przez podsta-
wienie równania (4.4.14) do (4.4.11) ze znanymi warto�ciami wspó�czynników ak-
tywno�ci otrzymujemy:
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Zró�niczkowanie równania (4.4.14) (por. równ. (4.4.12) i (4.4.13)) daje
2
2ln AxRT ��� (4.4.16)

2
1ln AxRT ��� (4.4.17)

Z tych dwóch ostatnich równa� mo�emy obliczy� wspó�czynniki aktywno�ci �1 i �2

dla dowolnego sk�adu mieszaniny, chocia� pocz�tkowo dysponowali�my danymi tyl-
ko dla jednego sk�adu.

4.4.2. Równania Margulesa, van Laara i Wilsona

W p. 4.4.1 pokazano, jak po��czy� model funkcji nadmiarowej z równaniem Gibb-
sa–Duhema, aby wyznaczy� wspó�czynniki aktywno�ci. Modeli takich jest wi�cej i s�
one nieco bardziej skomplikowane, a przez to – dok�adniejsze. Oto niektóre z nich:

Równania Margulesa
� Równanie jednoparametrowe (parametr binarny A)

21xAxg E � (4.4.18)
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2
2ln AxRT ��� (4.4.19)

2
12ln AxRT �� (4.4.20)

� Równanie dwuparametrowe (parametry binarne A i B)

� �� �2121 xxBAxxg E ��� (4.4.21)
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Równanie van Laara (parametry binarne A i B)
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Równanie Wilsona (parametry binarne �12 i �21 )
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Równanie Wilsona nadaje si� do opisu mieszanin cieczy i par w uk�adach w stanie
znacznie odbiegaj�cym od stanu idealnego i – mimo prostoty – zapewnia do�� dobr� do-
k�adno�� oblicze�. Parametry oddzia�ywa� binarnych �12 i �21 musz� by� jednak wyzna-
czone eksperymentalnie dla granicznych st��e� (u�amków molowych) obu sk�adników.
Równania (4.4.28) i (4.4.29) przyjmuj� w takim przypadku nast�puj�c� posta�:

0gdy,1lnln 12112 ������
� x��� (4.4.30)
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0gdy,1lnln 212212 ������ x��� (4.4.31)

Istnieje wiele empirycznych korelacji, za pomoc� których mo�na obliczy� wspó�-
czynniki aktywno�ci dla st��e� granicznych. W przypadku uk�adu etanol–woda np.
warto�ci wspó�czynników aktywno�ci dla rozcie�czenia granicznego w temperaturze
373 K wynosz�: dla wody .87,5etanoludlai0,3 �� �

�
�
� ��

Po podstawieniu tych warto�ci do równa� (4.4.30) i (4.4.31) otrzymuje si� warto-
�ci wspó�czynników binarnych: �12 = –0,4410 i �21 = 0,7198. Mo�na wtedy obliczy�
dla danej temperatury wspó�czynniki aktywno�ci dla ca�ego zakresu st��e� (por. ta-
bela 4.9).

Tabela 4.9. Wspó�czynniki aktywno�ci w uk�adzie woda (x1) - etanol (x2) w temperaturze 373 K

x1 x2 �1 �2

 0,001  0,999  3,01  0,999
 0,01  0,99  3,19  0,999
 0,60  0,40  1,101  3,772
 0,50  0,50  1,069  3,891
 0,88  0,12  1,011  4,91
 0,99  0,01  1,00  5,777

 W przypadku mieszaniny wielosk�adnikowej wspó�czynniki oblicza si� parami dla
poszczególnych st��e�, a potem wyznacza si� uogólniony (u�redniony) wspó�czynnik
aktywno�ci.

4.4.3. Wyznaczanie wspó�czynników aktywno�ci metodami udzia�ów grupowych
Dla skorelowania w�a�ciwo�ci termodynamicznych cz�sto przyjmuje si� za�o�enie,

�e cz�steczka chemiczna jest zbudowana z grup funkcyjnych. W wyniku tego otrzy-
muje si� metod� obliczania takich w�a�ciwo�ci, jak pojemno�� cieplna, entalpia mo-
lowa itp. przez sumowanie udzia�ów grupowych. Podstawowym za�o�eniem tej
metody jest addytywno��. Oznacza to, �e udzia� danej grupy funkcyjnej w rozwa�anej
wielko�ci jest niezale�ny od udzia�ów pozosta�ych grup funkcyjnych.

Idea udzia�ów przypisanych grupom funkcyjnym jest atrakcyjna z tego wzgl�du,
�e istnieje ogromna liczba zwi�zków chemicznych i ich mieszanin znajduj�cych zasto-
sowanie w technologii i in�ynierii chemicznej, natomiast liczba grup funkcyjnych, z
których mo�na zbudowa� (metod� „klocków LEGO”) zwi�zek chemiczny, jest ogra-
niczona. Analiza tabel warto�ci inkrementów grupowych wskazuje, �e liczba wy-
szczególnianych grup funkcyjnych nie przekracza stu. Niemniej jednak sposób
wyodr�bniania grup funkcyjnych powinien by� taki, aby nie przes�ania� widocznego
wp�ywu struktury chemicznej cz�steczki na jej w�a�ciwo�ci fizykochemiczne.

4.4.3.1. Metoda udzia�ów grupowych – ASOG
W tym rozdziale zostan� omówione metody przewidywania wielko�ci fizykoche-

micznych metod� ASOG (ang. Analytical Solution of Groups), oparte na podobnych
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zasadach jak metoda inkrementów grupowych. Dla sk�adnika i w mieszaninie warto��
wspó�czynnika aktywno�ci sk�ada si� z dwóch inkrementów: a) z udzia�u konfigura-
cyjnego (entropowego) przypisanego ró�nicy w wielko�ci i strukturze cz�steczek �S,
oraz z udzia�u przypisanego oddzia�ywaniom grup funkcyjnych za pomoc� si� mi�-
dzycz�steczkowymi �G:

G
i

S
ii ��� lnlnln �� (4.4.32)

Inkrement S
i�  zale�y od liczby i rodzaju grup funkcyjnych, np. CH2, CO, CH, OH

w ró�nych cz�steczkach, które stanowi� mieszanin�. Z teorii Flory–Hugginsa wynika,
�e dla mieszaniny aterrmicznej z�o�onej z substancji o niejednakowych cz�steczkach

ii
S
i RR ln1ln ���� (4.4.33)
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i
i xs

sR (4.4.34)

gdzie xj jest u�amkiem molowym sk�adnika j w mieszaninie, sj jest liczb� grup funk-
cyjnych w cz�steczce j. Parametr sj jest niezale�ny od temperatury, a sumowanie
obejmuje wszystkie sk�adniki ��cznie ze sk�adnikiem i.

Aby wyznaczy� �i
G

, potrzebna jest znajomo�� u�amka molowego grupy funkcyjnej
Xk, gdzie k oznacza rodzaj grupy w cz�steczce:
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kjj
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X (4.4.35)

Symbol vkj oznacza liczb� oddzia�uj�cych grup rodzaju k w cz�steczce j. Inkrement
wspó�czynnika aktywno�ci �i

G równa si� wtedy

�� ��
k

*
kkl

k
kkl

G
i vv ��� lnlnln (4.4.36)

przy czym �k oznacza wspó�czynnik aktywno�ci grupy k w mieszaninie, �k
* jest jej

wspó�czynnikiem aktywno�ci w stanie standardowym, który zale�y od stanu cz�stecz-
ki i. Wspó�czynnik aktywno�ci �k jest okre�lony przez równanie Wilsona
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AXAX 1lnln � (4.4.37)

a sumowanie obejmuje wszystkie grupy w mieszaninie.
Równanie (4.4.37) u�ywane jest tak�e do wyznaczania �k

* dla sk�adnika i, ale
w takim przypadku czysty sk�adnik traktuje si� jako mieszanin� grup funkcyjnych.
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Je�eli np. sk�adnikiem i jest woda, heksan (grup� CH3 uznaje si� równowa�n� grupie
CH2) lub benzen, to mamy do czynienia z jednym rodzajem grup funkcyjnych i �k

*

jest równe zero, ale metanol np. traktuje si� jako mieszanin� grup OH i CH3, a to
oznacza, �e �k

* ma warto�� ró�n� od zera. Parametry Akl charakteryzuj� oddzia�ywania
grupowe i zale�� od temperatury. Najwa�niejsze za� jest to, �e w okre�lonej tempera-
turze s� one przypisane grupom funkcyjnym i przyjmuje si�, �e nie zale�� od rodzaju
cz�steczki. Oznacza to, �e parametry obliczone dla danych mieszanin mog� by� u�yte
do oszacowania wspó�czynników aktywno�ci mieszanin z�o�onych z innych substan-
cji, ale maj�cych te same grupy funkcyjne. Je�eli np. chcemy oszacowa� wspó�czyn-
niki aktywno�ci w uk�adzie dwusk�adnikowym keton dibutylowy–nitrobenzen,
musimy zna� parametry oddzia�ywa� grupowych dla grupy metylowej, fenylowej,
karbonylowej i nitrowej. Mo�na je obliczy�, pos�uguj�c si� warto�ciami wyznaczo-
nymi dla innych uk�adów, które zawieraj� te grupy, np. uk�ad aceton
–benzen, nitropropan–toluen, metyloetyloketon–nitroetan.

4.4.3.2. Metoda UNIQUAC i UNIFAC
Metody UNIQUAC (ang. UNIversal QUAsi Chemical equation) i UNIFAC (ang.

UNIversal Functional group Activity Coefficient) daj� dobre przybli�enie równowagi
fazowej ciecz–para oraz ciecz–ciecz dla uk�adów dwu- i wielosk�adnikowych zawie-
raj�cych nieelektrolity, takie jak w�glowodory, ketony, estry, wod�, aminy, alkohole i
innne zwi�zki chemiczne.

Zasady tych metod s� bardzo podobne do za�o�e� metody ASOG. Wspó�czynnik
aktywno�ci cz�steczki sk�ada si� z dwóch inkrementów, z których jeden wynika
z ró�nic w budowie i wielko�ci cz�steczek, drugi za� odpowiada za oddzia�ywania
mi�dzycz�steczkowe.

Metoda UNIFAC unika niedogodno�ci metody ASOG zwi�zanej ze stosowaniem
równania Flory–Hugginsa, a tak�e równania Wilsona, ale przyjmuje pewne elementy
równania UNIQUAC, zaproponowanego przez Abramsa i Prausnitza. W koncepcji
metody UNIQUAC molow� nadmiarow� entalpi� swobodn� wyra�a si� jako sum�
dwóch wielko�ci:

� kombinatorycznej , zwi�zanej z ró�nic� rozmiarów i powierzchni cz�steczki,
� resztkowej, któr� przypisuje si� oddzia�ywaniom si� mi�dzycz�steczkowych.
Stosownie do tego za�o�enia wspó�czynnik aktywno�ci jest tak�e sum� dwu sk�ad-

ników:
R
i

C
ii ��� lnlnln �� (4.4.38)

w której  �i
C jest cz��ci� kombinatoryczn�, �i

R za� cz��ci� resztkow�. Mo�na je obli-
czy� z nast�puj�cych zale�no�ci:
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W równaniach (4.4.39)–(4.4.42) xi oznacza u�amek molowy sk�adnika i, a sumo-
wanie w równaniach (4.4.40) i (4.4.41) odbywa si� po wszystkich sk�adnikach ��cznie
ze sk�adnikiem i. �i jest u�amkiem powierzchni, a �i oznacza po�rednio u�amek obj�-
to�ci. Parametry ri i qi czystych zwi�zków oznaczaj�, miar� obj�to�ci van der Waalsa i
powierzchni molowej. W równaniach UNIQUAC wyst�puj� dwa parametry, �ij

i �ji odnosz�ce si� do cz�steczki zwi�zku chemicznego jako ca�o�ci, które musz� by�
wyznaczone z danych do�wiadczalnych dotycz�cych równowag fazowych. Wiele
danych tego typu zosta�o ju� zestawionych tabelarycznie, dzi�ki czemu równania
UNIQUAC �atwo stosowa� w obliczeniach.

W metodzie UNIFAC cz��� kombinatoryczna wspó�czynnika aktywno�ci (równ.
(4.4.39)) jest u�ywana bezpo�rednio i do równania podstawia si� wielko�ci odnosz�ce
si� do czystych substancji. Parametry ri i qi s� obliczane jako suma obj�to�ci
i powierzchni grup funkcyjnych, a odpowiednie parametry Rk i Qk przypisane grupom
funkcyjnym s� dost�pne w postaci tabelarycznej lub w postaci komputerowej bazy
danych do��czanej do programów komputerowych, które stosuj� równanie UNIFAC:

� � � ��� ��
k

k
i

k
k

ik
i

ki QvqRvr oraz      (4.4.43)

W równaniach tych vi
(i) oznacza liczb� grup funkcyjnych typu k w cz�steczce

sk�adnika i (zawsze liczba ca�kowita). Parametry grupowe Rk i Qk wyznaczone
z obj�to�ci i powierzchni grupowych van der Waalsa oblicza si� z równa�:

9105,2
oraz

17,15 �
�� wk

k
wk

k
AQVR (4.4.44)

Wspó�czynniki normalizacyjne 15,17 oraz 2.5�109 zosta�y wyznaczone na podsta-
wie obj�to�ci i powierzchni zewn�trznej grupy metylenowej w cz�steczce po-
li(etylenu).

Cz��� resztkowa wspó�czynnika aktywno�ci jest podobna jak w metodzie ASOG.
Zamiast równania (4.4.40) stosuje si� wyra�enie
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R
i v ��� lnlnln )( (4.4.45)
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w którym �k jest resztkowym wspó�czynnikiem aktywno�ci grupy k, a �k
(i) – resztko-

wym wspó�czynnikiem aktywno�ci grupy k w roztworze wzorcowym zawieraj�cym
cz�steczki typu i. Parametr ten w równaniu (4.4.45) jest niezb�dny, aby zosta�o spe�-
nione za�o�enie, �e �i �1, gdy xi � 1. Wspó�czynnik aktywno�ci grupy k w cz�stecz-
ce i zale�y od jej budowy. W cz�steczce etanolu np. �k

(i) odnosi si� do roztworu
wzorcowego (etanolu w etanolu) zawieraj�cego 50% mol. grupy COH (�ci�lej
– grupy CH2OH – alkoholowej) i 50% mol. grupy CH3. W roztworze wzorcowym
butanolu (butanol w butanolu) udzia� grup COH (�ci�lej – CH2OH) wynosi 25%, grup
metylenowych – 50%, a pozosta�e 25% przypisuje si� grupie metylowej.

Grupowy wspó�czynnik aktywno�ci �k oblicza si� z poni�szego równania (w tej
postaci s�u�y ono tak�e do obliczania �k

(i)):
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W równaniu (4.4.46) �m jest u�amkiem powierzchni grupy m, a sumowanie odby-
wa si� po wszystkich grupach. �m oblicza sie podobnie jak �i
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� (4.4.47)

gdzie Xm jest u�amkiem molowym grup typu m w mieszaninie. Parametr oddzia�ywa�
mi�dzygrupowych �mn  oblicza si� z równania
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w którym Umn jest wielko�ci� charakteryzuj�c� energi� oddzia�ywa� mi�dzy grupami
typu m i n. Parametr oddzia�ywa� mi�dzygrupowych amn musi by� wyznaczony z da-
nych eksperymentalnych. Nale�y przy tym zaznaczy�, �e amn ró�ni si� od anm, a wy-
miarem tego parametru jest kelwin (K). W bazach danych mo�na znale�� warto�ci
parametrów oddzia�ywa� grupowych amn niemal wszystkich grup funkcyjnych, jakie
wyst�puj� w cz�steczkach zwi�zków organicznych.

W tabelach 4.10 i 4.11 podano parametry kszta�tu i powierzchni niektórych grup
funkcyjnych R i Q oraz parametry oddzia�ywa� grupowych amn i anm..

Grupy funkcyjne w metodzie UNIFAC podzielono wed�ug kryteriów struktural-
nych na grup� g�ówn� i poboczn�. W grupach zosta�y przydzielone odpowiednie nu-
mery: g�ówny i uboczny, dzi�ki czemu �atwiej jest grup� zidentyfikowa�. Cz�steczk�
zwi�zku chemicznego sk�ada si� z elementów grupowych, przy czym w sumowaniu
parametrów R i Q wa�ne s� obydwa numery grupy (tabela 4.10), a w przypadku para-
metrów charakteryzuj�cych oddzia�ywania mi�dzygrupowe specyfikuje si� tylko gru-
py wed�ug numeru g�ównego (tabela 4.11).
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Tabela 4.10. Parametry strukturalne UNIFAC (za zezwoleniem autorów [15,16,18,35])

Grupa g�ówna Grupa poboczna

 Nr  Symbol  Nr  Symbol
R Q

Masa
molowa

1 2 3 4 5 6 7
1 CH2 1 CH3 0,9011 0,848 15,034
1 CH2 2 CH2 0,6744 0,54 14,02
1 CH2 3 CH 0,4469 0,228 13,018
1 CH2 4 C 0,2195 0 12,01
2 C=C 5 CH2=CH 1,3454 1,176 27,044
2 C=C 6 CH=CH 1,1167 0,867 26,036
2 C=C 7 CH2=C 1,1173 0,988 26,036
2 C=C 8 CH=C 0,8886 0,676 25,028
2 C=C 9 C=C 0,6605 0,485 24,02
3 ACH* 10 ACH 0,5313 0,4 13,018
3 ACH 11 AC 0,3652 0,12 12,01
4 ACCH2 12 ACCH3 1,2663 0,968 27,044
4 ACCH2 13 ACCH2 1,0396 0,66 26,036
4 ACCH2 14 ACCH 0,8121 0,348 25,028
5 OH 15 OH 1 1,2 17,008
6 CH3OH 16 CH3OH 1,4311 1,432 32,042
7 H2O 17 H2O 0,92 1,4 18,016
8 ACOH 18 ACOH 0,8952 0,68 29,018
9 CH3CO 19 CH3CO 1,6724 1,488 43,044
9 CH2CO 20 CH2CO 1,4457 1,18 42,036
10 CHO 21 CHO 0,998 0,948 29,018
11 CCOO 22 CH3COO 1,9031 1,728 59,044
11 CCOO 23 CH2COO 1,6764 1,42 58,036
12 HCOO 24 HCOO 1,242 1,188 45,018
13 CH2O 25 CH3O 1,145 1,088 31,034
13 CH2O 26 CH22O 0,9183 0,78 30,026
13 CH2O 27 CH-O 0,6908 0,468 29,018
13 CH2O 28 FCH2O 0,9183 1,1 30,026
14 CNH2 29 CH3NH2 1,5959 1,544 31,058
14 CNH2 30 CH2NH2 1,3692 1,236 30,5
14 CNH2 31 CHNH2 1,1417 0,924 29,042
15 CNH 32 CH3NH 1,4337 1,244 30,5
15 CNH 33 CH2NH 1,207 0,936 29,042
15 CNH 34 CHNH 0,9795 0,624 28,034
16 (C)3N 35 CH3N 1,1865 0,94 29,042
16 (C)3N 36 CH2N 0,9597 0,632 28,034
17 ACNH2 37 ACNH2 1,06 0,816 28,034
18 pirydyna 38 C5H5N 2,9993 2,113 79,098
18 pirydyna 39 C5H4N 2,8332 1,833 78,09
18 pirydyna 40 C5H3N 2,667 1,553 77,082
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cd. tabeli 4.10

1 2 3 4 5 6 7
19 CCN 41 CH3CN 1,8701 1,724 41,052
19 CCN 42 CH2CN 1,6434 1,416 40,044
20 COOH 43 COOH 1,3013 1,224 45,018
20 COOH 44 HCOOH 1,528 1,532 46,026
21 CCl 45 CH2Cl 1,4654 1,264 49,483
21 CCl 46 CHCl 1,238 0,952 48,475
21 CCl 47 CCl 1,006 0,724 47,467
22 CCl2 48 CH2Cl2 2,2564 1,988 84,94
22 CCl2 49 CHCl2 2,0606 1,684 83,932
22 CCl2 50 CCl2 1,8016 1,448 82,924
23 CCl3 51 CHCl3 2,87 2,41 119,389
23 CCl3 52 CCl3 2,6401 2,184 118,381
24 CCl4 53 CCl4 3,39 2,91 153,838
25 ACCl 54 ACCl 1,1562 0,844 47,467
26 CNO2 55 CH3NO2 2,0086 1,868 61,042
26 CNO2 56 CH2NO2 1,7818 1,56 60,034
26 CNO2 57 CHNO2 1,5544 1,248 59,026
27 ACNO2 58 ACNO2 1,4199 1,104 58,018
28 CS2 59 CS2 2,057 1,65 76,142
29 CH3SH 60 CH3SH 1,877 1,676 48,108
29 CH3SH 61 CH2SH 1,651 1,368 47,1
30 furfural 62 furfural 3,168 2,481 96,09
31 DOH 63 (CH2OH)2 2,4088 2,248 60,052
32 I 64 I 1,264 0,992 126,92
33 Br 65 Br 0,9492 0,832 79,916
34 C~C 66 CH~C 1,292 1,088 25,028
34 C~C 67 C~C 1,0613 0,784 24,02
35 Me2SO 68 Me2SO 2,8266 2,472 78,131
36 ACRY 69 ACRY 2,3144 2,052 53,06
37 ClCC 70 Cl(C=C) 0,791 0,724 35,45
38 ACF 71 ACF 0,6948 0,524 31,01
39 DMF 72 DMF-1 3,0856 2,736 73,09
39 DMF 73 DMF-2 2,6322 2,12 71,09
40 CF2 74 CF3 1,406 1,38 69,01
40 CF2 75 CF2 1,0105 0,92 50,01
40 CF2 76 CF 0,615 0,46 31,01
41 COO 77 COO 1,38 1,2 44,01
42 SiH2 78 SiH3 1,6035 1,2632 31,11
42 SiH2 79 SiH2 1,4443 1,0063 30,102
42 SiH2 80 SiH 1,2853 0,7494 29,094
42 SiH2 81 Si 1,047 0,4099 28,086
43 SiO 82 SiH2O 1,4838 1,0621 46,101
43 SiO 83 SiHO 1,303 0,7639 45,093
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cd. tabeli 4.10

1 2 3 4 5 6 7
43 SiO 84 SiO 1,1044 0,4657 44,085
44 NMP** 85 NMP 3,981 3,2 99,13
45 CClF 86 CCl3F 3,0356 2,644
45 CClF 87 CCl2F 2,2287 1,916
45 CClF 88 HCCl2F 2,406 2,116
45 CClF 89 HCClF 1,6493 1,416
45 CClF 90 CClF2  1,8174 1,648
45 CClF 91 HCClF2 1,967 1,828
45 CClF 92 CClF3 2,1721 2,1
45 CClF 93 CCl2F2 2,6243 2,376

*AC – fenyl, ACOH – fenol.
 **N-metylopirolidon.

Obliczenia metod� UNIFAC by�yby do�� uci��liwe, je�eli pos�ugiwaliby�my si�
kalkulatorem, ale s� dost�pne programy komputerowe z kompletnymi bazami danych.
Program wymaga zwykle od operatora z�o�enia cz�steczek substancji znajduj�cych si�
w mieszaninie z elementów strukturalnych (tabela (4.10)), a reszt� oblicze� wykona
komputer wed�ug zadanego algorytmu, obliczy np. wspó�czynniki aktywno�ci sk�ad-
ników mieszaniny w zale�no�ci od sk�adu i temperatury, a tak�e wykona wiele innych
oblicze� opartych na znanych ju� wspó�czynnikach aktywno�ci.

Metoda UNIFAC jest zaimplementowana w programie CHEMCAD, a sposób jej
stosowania zostanie przedstawiony na przyk�adzie.

Przyk�ad 4.5. Dany jest uk�ad n-propanol–woda. Wyznaczy� dla tego uk�adu:
a) pod sta�ym ci�nieniem P = 101330 Pa zale�no�� wspó�czynników aktywno�ci

�1 i �2 od sk�adu, wykres izobarycznej równowagi fazowej ciecz–para oraz zale�no��
sk�adu fazy gazowej (pary) od sk�adu fazy ciek�ej; b) w sta�ej temperaturze 373,15 K
wykres izotermicznej równowagi fazowej ciecz–para, zale�no�� sk�adu fazy gazowej
(pary) od sk�adu fazy ciek�ej.

Rozwi�zanie. Sformu�owane zadania wymagaj� przeprowadzenia wielu oblicze�
numerycznych, dlatego celowe b�dzie zastosowanie odpowiednich programów kom-
puterowych. Do dyspozycji s� stosunkowo proste programy, np. VLMU, UNIFAC
(Sandler, 1992) umo�liwiaj�ce wyznaczenie sk�adu równowagowego para–ciecz. Pro-
gram UNIFAC jest dost�pny w sieci komputerowej jako tzw. free software.

Program UNIFAC wymaga z�o�enia czasteczki zwi�zku chemicznego z elementów
strukturalnych, które przedstawiono w tabeli 4.10. Dla uk�adu n-propanol–woda b�d�
to nast�puj�ce grupy funkcyjne:

Sk�adnik 1 n-propanol Nr grupy Grupa Liczba
1 CH3 1
2 CH2 2
15 OH 1

Sk�adnik 2 Woda 17 H2O 1
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Tabela 4.11. Parametry oddzia�ywa� grupowych amn i anm (w kelwinach) UNIFAC
(za zezwoleniem autorów [15,16,18,35])

Nr grupy 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 CH2 0 86,02 61,13 76,5 986,5 697,2 1318 1333 476,4
2 C=C –35,36 0 38,81 74,15 524,1 787,6 270,6 526,1 182,6
3 ACH –11,12 3,446 0 167 636,1 637,4 903,8 1329 25,77

4 ACCH2 –69,7 –113,6 –146,8 0 803,2 603,3 5695 884,9 –52,1
5 OH 156,4 457 89,6 25,82 0 –137,1 353,5 –259,7 84

6 CH3OH 16,51 –12,52 –50 –44,5 249,1 0 –181 –101,7 23,39
7 H2O 300 496,1 362,3 377,6 –229,1 289,6 0 324,5 –195,4

8 ACOH 275,8 217,5 25,34 244,2 –451,6 –265,2 –601,8 0 –356,1
9 CH2CO 26,76 42,92 140,1 365,8 164,5 108,7 472,5 –133,1 0
10 CHO 505,7 56,3 23,39 106 529 –340,2 480,8 –155,6 128

11 CCOO 114,8 132,1 85,84 –170 245,4 249,6 200,8 –36,72 372,2
12 HCOO 329,3 110,4 18,12 428 139,4 227,8 brak brak 385,4
13 CH2O 83,36 26,51 52,13 65,69 237,7 238,4 –314,7 –178,5 191,1
14 CNH2 –30,48 1,163 –44,85 296,4 –242,8 –481,7 –330,4 brak brak
15 CNH 65,33 –28,7 –22,31 223 –150 –370,3 –448,2 brak 394,6°
16 (C)3N –83,98 –25,38 –223,9 109,9 28,6 –406,8 –598,8 brak 225,3

17 ACNH2 1139 2000 247,5 762,8 –17,4 –118,1 –341,6 –253,1 –450,3
18 Pirydyna –101,6 –47,63 31,87 49,8 –132,3 –378,2 –332,9 –341,6 29,10

19 CCN 24,82 –40,62 –22,97 –138,4 185,4 162,6 242,8 brak –287,5
20 COOH 315,3 1264 62,32 89,86 –151 339,8 –66,17 –11,00 –297,8

21 CCl 91,46 40,25 4,68 122,9 562,2 529 698,2 brak 286,3
22 CCl2 34,01 –23,5 121,3 140,8 527,6 669,9 708,7 brak 82,86
23 CCl3 36,7 51,06 288,5 69,9 742,1 649,1 826,8 brak 552,1
24 CCl4 –78,45 160,9 –4,7 134,7 856,3 709,6 1201 10000 372
25 ACCl 106,8 70,32 –97,27 402,5 325,7 612,8 –274,5 622,3° 518,4
26 CNO2 –32,69 –1,996 10,38 –97,05 261,6 252,6 417,9 brak –142,6

27 ACNO2 5541 brak 1824 –127,8 561,6 brak 360,7 brak –101,5
28 CS2 –52,65 16,62 21,5 40,68 609,8 914,2 1081 1421 303,7

29 CH3SH –7,481 brak 28,41 19,56 461,6 448,6 brak brak 160,6
30 Furfural –25,31 82,64 157,3 128,8 521,6 brak 23,48 brak 317,5

31 DOH 139,9 brak 221,4 150,6 267,6 240,8 –137,4 838,4 135,4
32 I 128 brak 58,68 26,41 501,3 431,3 brak brak 138

33 Br –31,52 174,6 –154,2 1112 524,9 494,7 brak brak –142,6
34 C–C –72,88 41,38 brak brak 68,95 brak brak brak 443,6

35 DMSO 50,49 64,07 –2,504 –143,2 –25,87 695 –240 brak 110,4
36 ACRY –165,9 573 –123,6 397,4 389,3 218,8 386,6 brak brak
37 ClCC 47,41 124,2 395,8 419,1 738,9 528 brak brak –40,9
38 ACF –5,132 –131,7 –237,2 –157,3 649,7 645,9 brak brak brak
39 DMF –31,95 249 –133,9 –240,2 64,16 172,2 –287,1 brak 97,04
40 CF2 147,3 62,4 140,6 brak brak brak brak brak brak

41 COO 529 1397 317,6 615,8 88,63 171 284,4– –167,3 123,4
42 SiH2 –34,36 brak 787,9 brak 1913 brak 180,2° brak 992,4
43 SiO 110,2 brak 234,4 brak brak brak brak brak brak

44 NMP 13,89 –16,11 –23,88 6,214 796,9 brak 832,2 –234,7 brak
45 CClF 30,74 brak 167,9 brak 794,4 762,7 brak brak brak
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Nr grupy 10 11 12 13 14 15 16 17 18

1 677 232,1 507 251,5 391,5 255,7 206,6 920,7 287,8
2 448,8 37,85 333,5 214,5 240,9 163,9 61,11 749,3 280,5
3 347,3 5,994 287,1 32,14 161,7 122,8 90,49 648,2 –4,449
4 586,8 5688 197,8 213,1 19,02 –49,29 23,5 664,2 52,8
5 –203,6 101,1 267,8 28,06 8,642 42,7 –323 –52,39 170
6 306,4 –10,72 179,7 –128,6 359,3 –20,98 53,9 489,7 580,5
7 –116,0 72,87 brak 540,5 48,89 168 304 243,2 459
8 –271,1 –449,4 brak –162,9 brak brak brak 119,9 –305,5
9 –37,36 –213,7 –190,4 –103,6 brak –17,4,2 –169 6201 7,341
10 0 –110,3 766,0 304,1 brak brak brak brak brak
11 185,1 0 –241,8 –235,7 brak, –73,5 –196,7 475,5 brak
12 –236,5 1167, 0 –234,0 brak brak brak brak –233,4
13 –7,838 461,3 457,3 0 –78,36 251,5 5422 brak 213,2
14 brak brak brak 222,1 0 –107,2 –41,11 –200,7 brak
15 brak 136 brak –56,08 127,4 0 –189,2 brak brak
16 brak 2889 brak –194,1 38,89 865,9 0 brak brak
17 brak –294,8 brak brak –15,07 brak brak 0 89,70
18 brak brak 554,4 –156,1 brak brak brak 117,4 0
19 brak –266,6 99,37 38,81 –157,3° –108,5 brak 777,4 134,3
20 –165,5 –256,3 193,9 –338,5 brak brak brak 493,8 –313,5
21 –47,51 35,38 brak 225,4 131,2 brak brak 429,7 brak
22 190,6 –133 brak –197,7 brak brak –141,4 140,8 587,3
23 242,8 176,5 235,6 –20,93 brak brak –293,7 brak 18,98
24 brak 129,5 351,9 113,9 261,1 91,13 316,9 898,2 368,5
25 brak –171,1 383,3 –25,15 108,5 102,2 2951 334,9 brak
26 brak 129,3 brak –94,49 brak brak brak brak brak
27 brak brak brak brak brak brak brak 134,9 2475
28 brak 243,8 brak 112,4 brak brak brak brak brak
29 brak brak 201,5 63,71 106,7 brak brak brak brak
30 brak –146,3 brak –87,31 brak brak brak brak brak
31 brak 152 brak 9,207 brak brak brak 192,3 brak
32 245,9 21,92 brak 476,6 brak brak brak brak brak
33 brak 24,37 brak 736,4 brak brak brak brak –42,71
34 brak brak brak brak brak brak brak brak brak
35 brak 41,57 brak –93,51 brak brak –257 brak brak
36 354,0 175,5 brak brak brak brak brak brak brak
37 183,8 611,3 134,5 –217,9 brak brak brak brak 281,6
38 brak brak brak 167,3 brak –198,8 116,5 brak 159,8
39 13,89° –82,12 –116,7 –158,2 49,70 brak –185,2 343,7 brak
40 brak brak brak brak brak brak brak brak brak
41 577,5° –234,9 145,4 –247,8 brak 284,5 brak –22,1 brak
42 brak brak brak 448,5 961,8 1464 brak brak brak
43 brak brak brak brak –125,2 1604 brak brak brak
44 brak brak brak brak brak brak brak brak brak
45 brak brak brak brak brak brak brak brak brak
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Nr grupy 19 20 21 22 23 24 25 26 27

1 597 663,5 35,93 53,76 24,9 104,3 11,44 661,5 543
2 336,9 318,9 –36,87 58,55 –13,99 –109,7 100,I 357,5 brak
3 212,5 537,4 –18,81 –144,4 –231,9 3 187,0 168 194,9
4 6096 872,3 –114,1 –111 –80,25 –141,3 –211,0 3629 4448
5 6,712 199 75,62 65,28 –98,12 143,1 123,5 256,5 157,1
6 53,28 –202,0 –38,32 –102,5 –139,4 –44,76 –28,25 75,14 brak
7 112,6 –14,09 325,4 370,4 353,7 497,5 133,9 220,6 399,5
8 brak 408,9 brak brak brak 1827 6915 brak brak
9 481,7 669,4 –191,7 –130,3 –354,6 –39,2 –119,8 137,5 548,5
10 brak 497,5 751,9 67,52 –483,7 brak brak brak brak
11 494,6 660,2 –34,74 108,9 –209,7 54,57 442,4 –81,13 brak
12 –47,25 –268,1 brak brak –126,2 179,7 24,28 brak brak
13 –18,51 664,6 301,1 137,8 –154,3 47,67 134,8 95,18 brak
14 358,9 brak –82,92 brak brak –99,81 30,05 brak brak
15 147,1 brak brak brak brak 71,23 –18,93 brak brak
16 brak brak brak –73,85 –352,9 –262,0 –181,9 brak brak
17 –281,6 –396,0 287 –111 brak 882 617,5 brak –139,3
18 –169,7 –153,7 brak –351,6 –114,7 –205,3 brak brak 2845
19 0 brak 4,933 –152,7 –15,62 –54,86 –4,624 –0,515 brak
20 brak 0 13,41 –44,70 39,63 183,4 –79,08 brak brak
21 54,32 519,1 0 108,3 249,6 62,42 153,0 32,73 86,20
22 258,6 543,3 –84,53 0 0 56,33 223,1 108,9° brak
23 74,04 504,2 –157,1 0 0 –30,1 192,1 brak brak
24 492 631,0 11,8 17,97 51,9 0 –75,97 490,9 534,7
25 363,5 993,4 –129,7 –8,309 –0,2266 248,4 0 132,7 2213
26 0,283 brak 113 –9,639 brak –34,68 132,9 0 533,2
27 brak brak 1971 brak brak 514,6 –123,1 –85,12 0
28 335,7 brak –73,09 brak –26,06 –60,71 brak 277,8° brak
29 161,0 brak –27,94 brak brak brak brak brak brak
30 brak 570,6 brak brak 48,48 –133,2 brak brak brak
31 169,6 brak brak brak brak brak brak 481,3 brak
32 brak 616,6 brak –40,82 21,76 48,49 brak 64,28 2448
33 136,9 5256 –262,3 –174,5 brak 77,55 –185,3 125,3 4288
34 329,1 brak brak brak brak brak brak 174,4 brak
35 brak –180,2 brak –215 –343,6 –58,43 brak brak brak
36 –42,31 brak brak brak brak –85,15 brak brak brak
37 335,2 898,2 383,2 301,9 –149,8 –134,2 brak 379,4 brak
38 brak brak brak brak brak –124,6 brak brak brak
39 150,6 –97,77 brak brak brak –186,7 brak 223,6 brak
40 brak brak brak brak brak brak brak brak brak
41 –61,6 1179 182,2 305,4 –193 335,7 956,1 –124,7 brak
42 brak brak brak brak brak brak brak brak brak
43 brak brak brak brak brak 70,81 brak brak brak
44 brak brak brak brak –196,2 brak 161,5 brak brak
45 brak brak brak brak brak brak brak 844,0 brak
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Nr grupy 28 29 30 31 32 33 34 35 36
1 153,6 184,4 354,6 3025 335,8 479,5 298,9 526,5 689
2 76,3 brak 262,9 brak brak 183,8 31,14 179,0 –52,87
3 52,07 –10,43 –64,69 210,7 113,3 261,3 brak 169,9 383,9
4 –9,451 393,6 48,49 4975 259,0° 210,0 brak 4284 –119,2
5 488,9 147,5 –120,5 –318,9 313,5 202,1 727,8 –202,1 74,27
6 –31,09 17,50 brak –119,2 212,1 106,3 brak –399,3 –5,224
7 887,1 brak 188 12,72 brak brak brak –139 160,8
8 8484 brak brak –687,1 brak brak brak brak brak
9 216,1 –46,28 –163,7 71,46 53,59 245,2 –246,6 –44,58 brak
10 brak brak brak brak 117,0 brak brak brak –339,2
11 183 brak 202,3 –101,7 148,3 18,88 brak 52,08 –28,61
12 brak 103,9 brak brak brak brak brak brak brak
13 140,9 –8,538 170,1 –20,11 –149,5 –202,3 brak 128,8 brak
14 brak –70,14 brak brak brak brak brak brak brak
15 brak brak brak brak brak brak brak brak brak
16 brak brak brak brak brak brak brak 243,1 brak
17 brak brak brak 0,1004 brak brak brak brak brak
18 brak brak brak brak brak –60,78 brak brak brak
19 230,9 0,4604 brak 177,5 brak –62,17 –203 brak 81,57
20 brak brak –208,9 brak 228,4 –95 brak –463,6 brak
21 450,1 59,02 brak brak brak 344,4 brak brak brak
22 brak brak brak brak 177,6 315,9 brak 215 brak
23 116,6 brak –64,38 brak 86,4 brak brak 363,7 brak
24 132,2 brak 546,7 brak 247,8 146,6 brak 337,7 369,5
25 brak brak brak brak brak 593,4 brak brak brak
26 320,2 brak brak 139,8 304,3 10,17 –27,7 brak brak
27 brak brak brak brak 2990 –124,0 brak brak brak
28 0 brak brak brak 292,7 brak brak brak brak
29 brak 0 brak brak brak brak brak 31,66 brak
30 brak brak 0 brak brak brak brak brak brak
31 brak brak brak 0 brak brak brak –417,2 brak
32 –27,45 brak brak brak 0 brak brak brak brak
33 brak brak brak brak brak 0 brak 32,90 brak
34 brak brak brak brak brak brak 0 brak brak
35 brak 85,7 brak 535,8 brak –111,2 brak 0 brak
36 brak brak brak brak brak brak brak brak 0
37 167,9 brak brak brak brak brak 631,5 brak 837,2
38 brak brak brak brak brak brak brak brak brak
39 brak –71 brak –191,7 brak brak 6,699 136,6 5,150
40 brak brak brak brak brak brak brak brak brak
41 885,5 brak –64,28 –264,3 288,1 627,7 brak –29,34 –53,91
42 brak brak brak brak brak brak brak brak brak
43 brak brak brak brak brak brak brak brak brak
44 brak –274,1 brak 262,0 brak brak brak brak brak
45 brak brak brak brak brak brak brak brak brak
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Nr grupy 37 38 39 40 41 42 43 44 45
1 –4,189 125,8 485,3 –2,859 387,1 –450,4 252,7 220,3 –5,869
2 –66,46 359,3 –70,45 449,4 48,33 brak brak 86,46 brak
3 –259,1 389,3 245,6 22,67 103,5 –432,3 238,9 30,04 –88,11
4 –282,5 101,4 5629 brak 69,26 brak brak 46,38 brak
5 225,8 44,78 –143,9 brak 190,3 –817,7 brak –504,2 72,96
6 33,47 –48,25 –172,4 brak 165,7 brak brak brak –52,10
7 brak brak 319 brak –197,5 –363,8 brak –452,2 brak
8 brak brak brak brak –494,2 brak brak –659,0 brak
9 –34,57 brak –61,7 brak –18,8 –588,9 brak brak brak
10 172,4 brak –268,8 brak –275,5 brak brak brak brak
11 –275,2 brak 85,33 brak 560,2 brak brak brak brak
12 –11,40 brak 308,9 brak –122,3 brak brak brak brak
13 240,2 –274 254,8 brak 417 1338 brak brak brak
14 brak brak –164,0 brak brak –664,4 275,9 brak brak
15 brak 570,9 brak brak –38,77 448,1 –1327 brak brak
16 brak –196,3 22,05 brak brak brak brak brak brak
17 brak brak –334,4 brak –89,42 brak brak brak brak
18 160,7 –158,8 brak brak brak brak brak brak brak
19 –55,77 brak –151,5 brak 120,3 brak brak brak brak
20 –11,16 brak –228,0 brak –337 brak brak brak brak
21 –168,2 brak brak brak 63,67 brak brak brak brak
22 –91,80 brak brak brak –96,87 brak brak brak brak
23 111,2 brak brak brak 255,8 brak brak –35,68 brak
24 187,1 215,2 498,6 brak 256,5 brak 233,1 brak brak
25 brak brak brak brak –71,18 brak brak –209,7 brak
26 10,76 brak –223,1 brak 248,4 brak brak brak –218,9
27 brak brak brak brak brak brak brak brak brak
28 –47,37 brak brak brak 469,8 brak brak brak brak
29 brak brak 78,92 brak brak brak brak 1004 brak
30 brak brak brak brak 43,37 brak brak brak brak
31 brak brak 302,2 brak 347,8 brak brak –262,0 brak
32 brak brak brak brak 68,55 brak brak brak brak
33 brak brak brak brak –195,1 brak brak brak brak
34 2073 brak –119,8 brak brak brak brak brak brak
35 brak brak –97,71 brak 153,7 brak brak brak brak
36 –208,8 brak –8,804 brak 423,4 brak brak brak brak
37 0 brak 255,0 brak 730,8 brak brak 26,35 brak
38 brak 0 brak –117,2 brak brak brak brak brak
39 –137,7 brak 0 –5,579 72,31 brak brak brak brak
40 brak 185,6 55,80 0 brak brak brak brak 111,8
41 –198 brak –28,65 brak 0 brak brak brak brak
42 brak brak brak brak brak 0 –2166 brak brak
43 brak brak brak brak brak 745,3 0 brak brak
44 –66,31 brak brak brak brak brak brak 0 brak
45 brak brak brak –32,171 brak brak brak brak 0
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Rys. 4.5. W�a�ciwo�ci uk�adu:
n–propanol (1)–woda (2); rozwi�zanie zadania 4.5.

A – wspó�czynniki aktywno�ci,
B – izobara równowagi ciecz–para

C– izobara yi = f(xi),
D – izoterma równowagi ciecz–para,

E– izoterma yi = f(xi)
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Woda w metodzie UNIFAC jest traktowana jako grupa funkcyjna. Wymienione
numery grup to numery poboczne. S� one brane pod uwag� przy konstruowaniu cz�-
steczki i w obliczaniu inkrementu wspó�czynnika aktywno�ci zwi�zanego z obj�to�ci�
i powierzchni� cz�steczki (cz��� kombinatoryczna). W obliczeniach inkrementu reszt-
kowego uwzgl�dniamy jedynie parametry oddzia�ywa� binarnych amn i anm grup
g�ównych (tabela 4.11). W programie CHEMCAD znajduje si� zaimplementowana
metoda UNIFAC, a dzi�ki bazie danych nie ma potrzeby specyfikowania elementów
strukturalnych UNIFAC, je�eli zwi�zek chemiczny mo�na znale�� w bazie danych.
Dla zwi�zków definiowanych przez u�ytkownika nale�y poda� rodzaj i liczb� grup
funkcyjnych (wed�ug UNIFAC), je�eli przewiduje si� wykonywanie tego rodzaju
oblicze�.

Do rozwi�zania zada� w niniejszym przyk�adzie zostanie zastosowany program
CHEMCAD. Przed przyst�pieniem do oblicze� nale�y opracowa� dowolny schemat
z jedn� jednostk� procesow�, np. kolumn� destylacyjn�, rozdzielaczem itp.,
a nast�pnie wybra� z menu opcj� Components i zdefiniowa� sk�adniki, którymi s�
n-propanol i woda. W strumieniu nr 1 np. nale�y poda� liczb� sk�adników. Mo�e to
by� 1 kmol jednego i 1 kmol drugiego sk�adnika. Oblicze� dokonuje si� po wybraniu
z menu g�ównego CHEMCADa w opcji Therm – K-val UNIFACa, a nast�pnie z menu
g�ównego Plot – TPXY. Program zapyta, którego strumienia dotycz� obliczenia. Od-
powiedzi� b�dzie wskazanie myszk� zdefiniowanego strumienia. Wybieraj�c z kolei
warunki izobaryczne (P = 101330 Pa), a nast�pnie izotermiczne (T = 373,15 K), otrzy-
mamy rozwi�zanie zadania. Wyniki przedstawiono na rys. 4.5.

Wykres wspólczynników aktywno�ci potwierdza przyj�te za�o�enie, �e �i � 1,
je�eli x1 � 1. Program UNIFAC przewidzia� istnienie azeotropu dodatniego w uk�a-
dzie dla x1 = 0,42, w warunkach okre�lonych przez zadanie, co wynika równie�
z pozosta�ych wykresów.

4.5. Funkcje odchylenia od stanu idealnego

Za�ó�my, �e L jest funkcj� termodynamiczn� dla czystego sk�adnika (lub okre�lo-
nej mieszaniny) w temperaturze T i pod ci�nieniem P. Je�eli L� jest definiowana jako
ta sama wielko�� w tej samej temperaturze, ale w stanie idealnym pod ci�nieniem od-
niesienia P� , to funkcja odchylenia jest okre�lona jako L - L�.

W stanie standardowym w temperaturze T i pod ci�nieniem P�, obj�to�� molowa
V� dana jest wyra�eniem

�

�

P
RTV � (4.5.1)

Funkcje odchylenia mo�na okre�la� za pomoc� parametrów P-V-T (ci�nienie
–obj�to��–temperatura) albo pos�uguj�c si� równaniami stanu, albo za pomoc� para-
metrów zredukowanych Z = f (Tr , Pr ), np.
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� � � ���� SSTSGGHH ����� (4.5.2)

� � � �1����� ZRTGGAA �� (4.5.3)

� � � � � �1������� ZRTSSTGGFF ��� (4.5.4)
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�
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GG

P
f lnln ��� (4.5.5)

Wielko�� A jest nazywana entalpi� Helmholtza (dA = –PdV ).
Je�eli mo�liwe jest zastosowanie równania stanu, które zawiera parametry kry-

tyczne, to jednocze�nie pos�u�ymy si� i równaniami stanu, i parametrami zredukowa-
nymi. W tym celu najlepiej zastosowa� równanie Lee–Kesslera.

Obliczanie entalpii odchylenia od stanu idealnego
Równanie Lee–Kesslera wymaga przeprowadzenia oblicze� dwojakiego rodzaju;

najpierw podstawia si� parametry równania dla p�ynu prostego, a nast�pnie dla p�ynu
odniesienia. Dla danych warto�ci Tr i Pr obliczamy Vr

(�) i Z(�) , a potem ze wzoru
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rrr VVT
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(4.5.8)

obliczamy
� ��

�

��
�

�
��
�

� �
cRT
HH (4.5.9)

u�ywaj�c sta�ych równania Lee–Kesslera, charakterystycznych dla p�ynu prostego.
Nast�pnie powtarzamy obliczenia, aby wyznaczy� Vr

(R) i Z(R); u�ywamy tych samych
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parametrów Tr i Pr , ale przyjmujemy sta�e dla p�ynu odniesienia. W ten sposób obli-
czamy

� �R

cRT
HH
��
�

�
��
�

� ��

(4.5.10)

i ostatecznie przez �atwe podstawienie otrzymujemy entalpow� funkcj� odchylenia od
stanu idealnego w postaci jednego z poni�szych równa�:
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Je�eli zastosujemy równ. (4.12), to mo�emy skorzysta� z odpowiednich warto�ci
stabelaryzowanych parametrów zredukowanych Tr i Pr.

W podobny sposób mo�na obliczy� entropow� funkcj� odchylenia od stanu ideal-
nego korzystaj�c z nast�puj�cych zale�no�ci:
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przy czym
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Nale�y pami�ta�, �e zgodnie z procedur� obliczeniow� z równania Lee–Kesslera
obliczenia przeprowadza si� dwukrotnie. Najpierw oblicza si� entropow� funkcj� od-
chylenia dla p�ynu prostego(o) nast�pnie dla p�ynu odniesienia (R). Obliczenia finali-
zuje si� za pomoc� zale�no�ci:
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lub je�eli powy�sze równanie przepisze si� w postaci
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mo�na odpowiednie warto�ci dla p�ynu prostego i p�ynu odniesienia odczyta� z tabel,
w których s� one zestawione w zale�no�ci od ci�nienia zredukowanego i temperatury
zredukowanej.

Wspó�czynnik lotno�ci���definiowany jako �= f/P mo�e by� uznany za parametr
okre�laj�cy odchylenie stanu gazu (p�ynu) od stanu idealnego. Jego definicja mo�e
by� równie� oparta na równaniu Lee–Kesslera wed�ug nast�puj�cych zale�no�ci:
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(4.5.18)

Je�eli obliczenia b�d� oparte na danych tabelarycznych odniesionych do Tr i Pr, to
równ. (4.5.18) nale�y dostosowa� do zawarto�ci tabel, przepisuj�c je w postaci

� �� � � �� �1lnlnln ���� �� � (4.5.19)

Istnieje bardzo dogodne równanie Prausnitza–Gunna do obliczania wspó�czynnika
lotno�ci w mieszaninach (roztworach):
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w którym �i jest wspó�czynnikiem lotno�ci sk�adnika i mieszaniny (roztworu)
w danych warunkach T i P, �m – wspó�czynnikiem lotno�ci mieszaniny (roztworu)
w tych samych warunkach, a Zcm i Vcm oblicza si� z zale�no�ci

�� ��
i

cii
i

cmciicm VxVZxZ ,

w której Tcm  i Pcm s� parametrami pseudokrytycznymi mieszaniny (roztworu),
a (H� – H)m – entalpow� funkcj� odchylenia dla mieszaniny.

Przyk�ad 4.6. Oszacowa� odchylenie od stanu idealnego entalpii i entropii dla
propenu w temperaturze 398,15 K pod ci�nieniem 10 MPa.

Rozwi�zanie: Z tabel odczytujemy parametry krytyczne propenu: Tc = 364,9 K,
Pc = 4,6 MPa, Zc = 0,274, oraz wspó�czynnik acentryczny � = 0,144. Nast�pnie obli-
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czamy parametry zredukowane: Tr = T/Tc = 1,09 oraz Pr = P/Pc = 2,17. Na podstawie
danych tabelarycznych do równania Lee–Kesslera odczytujemy:
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Warto�ci do�wiadczalne: H� – H = 10,292 kJ/mol oraz S�– S = 59,64 J/(mol·K)
�wiadcz� o dok�adno�ci oszacowania funkcji odchylenia za pomoc� procedur, jakie
umo�liwia równanie Lee–Kesslera. Ró�nica warto�ci wyznaczonych i obliczonych
wynosi 1,5% (H� – H ) oraz 1,92% (S�– S), co nale�y uzna� za dobre przybli�enie.

Przyk�ad 4.7. Obliczy� warto�� pojemno�ci cieplnej propenu w temperaturze
450 K i pod ci�nieniem 15 bar metod� Lee–Kesslera.

Rozwi�zanie: Zadanie to nawi�zuje do przyk�adu 2.4. Skorzystamy wi�c z obliczonej
tam warto�ci pojemno�ci cieplnej odniesionej do gazu idealnego, �

pc  = 87,74 J/(mol·K),
oraz warto�ci Tr = 1,233 i Pr = 0,325. Warto�� wspó�czynnika acentrycznego propenu
wynosi 0,144.

Z tabel Lee–Kesslera dla podanych parametrów zredukowanych odczytujemy na-
st�puj�ce warto�ci:
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Podobnie jak w przyk�adzie 2.4 obliczamy ró�nic� �
pp cc �

� �� � � �� �

K)J/(mol81,3314,8533,0144,0314,8381,0

1

�������

����� ����
pppppp cccccc �

cp = 87,74 + 3,8 = 91,54 J/(mol·K).

Warto�� ta jest w przybli�eniu zgodna z warto�ci� otrzyman� w przyk�adzie 2.4
(91,7 J/(mol·K)).





Rozdzia� 5

Równowaga chemiczna

Procesy chemiczne izotermiczno-izobaryczne charakteryzuje potencja� termody-
namiczny G (energia swobodna Gibbsa, entalpia swobodna). Jest on ich si�� moto-
ryczn�. W procesach samorzutnych potencja� G zmniejsza si�, d���c do warto�ci mi-
nimalnej. Zmiana potencja�u nie zale�y od drogi procesu chemicznego i wynosi:

� � � ���
i

ii TpTpG ,,� ��  (5.1)

gdzie �i jest potencja�em chemicznym reagenta i, �i – wspó�czynnikiem stechiome-
trycznym tego reagenta. Potencja� chemiczny sk�adnika w mieszaninie gazów wyra�a
zale�no��:

� � � � ��
�

�
��
�

�
�� i

i
ii p

pRTTTp ���
�

� ln, (5.2)

gdzie �i jest wspó�czynnikiem lotno�ci (aktywno�ci ci�nieniowej, fugatywno�ci)
sk�adnika i. Indeks � oznacza stan gazu doskona�ego pod ci�nieniem p� w dowolnej
temperaturze. Wprowadzenie wspó�czynników aktywno�ci

� umo�liwia zachowanie tej samej postaci wyra�enia okre�laj�cego potencja�
chemiczny sk�adnika w roztworze doskona�ym i rzeczywistym,

� umo�liwia scharakteryzowanie ró�nic we w�a�ciwo�ciach tych roztworów.
Po zastosowaniu wzoru (5.2) do obliczenia zmiany entalpii swobodnej reakcji

w roztworze gazowym otrzymuje si�
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Zale�no�� (5.3) nosi nazw� izotermy van’t Hoffa. Standardowa cz��� funkcji wyzna-
cza sta�� równowagi Kp(T)

� � � �TKRTTG pln� �� � (5.4)

Warto�� liczbowa sta�ej Kp jest niezale�na od tego, czy rozwa�a si� roztwór do-
skona�y czy roztwór rzeczywisty. Ró�na w obu przypadkach jest posta� prawa dzia�a-
nia mas. W uk�adzie doskona�ym �i = 1 i
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,  (5.5)

natomiast w roztworze rzeczywistym
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,  (5.6)

a indeks e odnosi si� do stanu równowagi.
W uk�adzie ciek�ym stan standardowy jest zdefiniowany jako stan sk�adnika

w roztworze o st��eniu 1 mol/kg rozpuszczalnika (pod dowolnym ci�nieniem, w do-
wolnej temperaturze). Opis stanu równowagi jest tu nast�puj�cy

� � � �pTKRTpTG m ,ln,� �� � (5.7)

W roztworze rzeczywistym
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gdzie mi oznacza st��enie w molach sk�adnika i w 1  kg rozpuszczalnika, � jest wspó�-
czynnikiem aktywno�ci; w roztworze idealnym rozcie�czonym iloczyn wspó�czynni-
ków aktywno�ci w pot�gach odpowiednich wspó�czynników stechiometrycznych jest
równy 1. Podobnie jak w roztworach gazowych warto�� sta�ej Km jest taka sama
dla roztworu doskona�ego i rzeczywistego.

Za�o�enie doskona�o�ci roztworu ciek�ego, w roztworach nieelektrolitów a zw�aszcza
w roztworach elektrolitów jest bardzo ryzykowne. Praktyczne znaczenie tego typu obli-
cze� jest bardzo ograniczone.

5.1. Obliczanie �G�(T) lub Kp(T)

Obliczanie standardowej entalpii swobodnej reakcji chemicznej �
TrG ,� w tempera-

turze T wykonuje si� w dwóch etapach. W pierwszym etapie korzysta si� z odczyta-
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nych w tablicach wielko�ci �G� reakcji tworzenia substratów i produktów; wielko�ci
te najcz��ciej s� podane dla temperatury 298 K

���
298,tw.sub.298.,tw.prod298, ��� GGGr �� (5.1.1)

oraz warto�ci entalpii reakcji tworzenia �
tw�G substratów i produktów (w temperaturze

298 K) oraz standardowej entropii �
iS substratów i produktów (w temperaturze 298 K).

Wówczas, zgodnie z definicj� funkcji G
���

298,298,298, �298�� rrr SHG �� (5.1.2)

w której standardowe zmiany entalpii i entropii reakcji s� wyra�one wzorami
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298,.298, �� � (5.1.3)
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iir SS ��
298,298,� � (5.1.4)

W drugim etapie uwzgl�dnia si� zmian� pojemno�ci cieplnej reagentów �cp oraz
efekty cieplne zachodz�cych przemian fazowych �Hp.f. i oblicza si� warto��

�
TrG ,� w zadanej temperaturze T

���
TrTrTr STHG ,,, ��� �� (5.1.5)

lub po rozpisaniu:
� w uk�adzie bez przemiany fazowej w zakresie temperatur od 298 do T
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� w razie przemiany fazowej reagenta i w temperaturze T1
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(5.1.7)

przy czym �cp = ��icp,i .
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Obliczenie wymaga znajomo�ci funkcji cp(T) w ca�ym rozpatrywanym zakresie
temperatury.

W uj�ciu Szwarcmana i Tiomkina równ. (5.15) przybiera posta�:
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(5.1.8)

warto�ci Mj(T) s� stabelaryzowanymi funkcjami temperatury, natomiast wspó�czynni-
ki �, �, � i � wyst�puj� w zale�no�ci temperaturowej funkcji okre�laj�cej zmian� po-
jemno�ci cieplnej mieszaniny reaguj�cej

22� ����� TTTc p ���� (5.1.9)

Przyk�ad 5.1. Wyprowadzi� zale�no�� zmiany entalpii swobodnej od temperatury
w reakcji konwersji metanu par� wodn�

224 3HCOOHCH ���

Dane s�:
� standardowe entalpie tworzenia w temperaturze 298 K w J/mol
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4CH ��S , 87,188OH2

��S , 08,198CO ��S , 67,130
2H ��S

� zmiana pojemno�ci cieplnej reagentów w J/(mol�K)
252 1079,110507,7031,68� TTcp
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Rozwi�zanie. Zale�no�� (5.14) mo�na rozpisa� nast�puj�co, uwzgl�dniaj�c funk-
cj� �cp(T),
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Wielko�ci pomocnicze  � 0
�� i J s� w omawianej reakcji równe
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W postaci równania Szwarcmana i Tiomkina otrzymuje si�

� � � � � �� �TMTMTMT

TG Tr

2
5

1
2

0

,

1079,110507,7031,68

03,215288206�

�� �����

���

Entalpia swobodna reakcji jest tu wyra�ona w J/mol.
Je�li znana jest zale�no�� �

TrG ,� ,od temperatury, to z definicji sta�ej równowagi Kp

� � � �TKRTTG pln� ��� (5.1.11)

wynika równie� zale�no�� Kp od temperatury. Z równania (5.1.11) mo�na zatem wy-
znaczy� sta�� równowagi Kp, je�li znana jest zale�no�� � �TG Tr

�
,� . I odwrotnie, do-

�wiadczalne warto�ci sta�ej równowagi Kp obliczone z równowagowych st��e� mog�
by� wykorzystane do okre�lenia zale�no�ci Kp(T), a tym samym równie� zale�no�ci
�G�r(T). Post�powanie takie ilustruje poni�szy przyk�ad.

Przyk�ad 5.2. Na podstawie do�wiadczalnych warto�ci sta�ej równowagi reakcji
konwersji metanu par� wodn� oraz znanej zale�no�ci �cp(T) wyprowadzi� zale�no��
entalpii swobodnej reakcji od temperatury.

Dane:

T 673 703 723 744 763
logKp –3,74 –3,02 –2,56 –2,12 –1,76

�cp  = 68,031 – 7,507�10–2T + 1,79�10–5T2 [J]
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Rozwi�zanie. Zale�no�� wyprowadzona w przyk�adzie 5.1, zawieraj�ca dwie sta�e
Ji� 0

��

JTTTTTHG Tr ����� 32
0, 62

ln�� �����

mo�e zosta� przepisana w postaci

J
T
HTTT

T
Gr �����

��
02 �

62
ln� ���

lub

J
T
HTTTKR p ������

�
02 �

62
lnln ���

Lewa strona ostatniej równo�ci, któr� oznaczymy przez Y, jest liniow� funkcj� od-
wrotno�ci temperatury. Mo�na wi�c napisa�:

Y = aX + b
gdzie X = 1000/T, a warto�ci Y s� zadane w okre�lonej temperaturze.

Wspó�czynniki tej prostej mo�na wyznaczy� metod� najmniejszych kwadratów.
Z oblicze� otrzymuje si� a = 185 952,5 oraz b = 214,553. Poszukiwana zale�no��
przybiera zatem posta�

TT

TTTG Tr

553,21410983,2

10754,3log6741,1565,952185�

36

22
,

���

����

�

��

(5.1.12)

Zale�no�� ta ró�ni si� nieco od zale�no�ci wyprowadzonej w przyk�adzie 5.1; ró�-
nice s� zwi�zane z dok�adno�ci� danych. Mo�na si� spodziewa�, �e z zale�no�ci (5.20)
oszacujemy entalpi� swobodn� reakcji z najwi�ksz� dok�adno�ci�.

Równanie to �atwo przekszta�ci�, tak aby otrzyma� zale�no�� sta�ej równowagi od
temperatury:

201,111056,11096,1log18,89708log 273 �������� �� TTT
T

K p (5.1.13)

Niektóre �ród�a literaturowe podaj� zale�no�� tego typu dla wielu reakcji o zna-
czeniu praktycznym.

5.2. Obliczanie st��enia w stanie równowagi

Do obliczania u�amków molowych reagentów w stanie równowagi korzysta si�
z warto�ci sta�ej równowagi Kp oraz z zale�no�ci mi�dzy sta�ymi Kx i Kp
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(5.2.1)

w której p� oznacza ci�nienie standardowe, p jest ci�nieniem ca�kowitym.

W rzeczywistych roztworach gazowych nale�y zna� warto�ci wspó�czynników
lotno�ci �i. W roztworze doskona�ym wspó�czynniki te s� równe 1.

W celu wykonania oblicze� wygodnie jest ustali� umown� liczb� moli jednego
z reagentów na pocz�tku reakcji jako równ� 1. Liczby moli pozosta�ych reagentów
wynikaj� wówczas ze stechiometrii reakcji i pocz�tkowej liczby moli substratów.
W pojedynczej reakcji wystarczy zapisa� u�amki molowe za pomoc� jednej zmiennej.
W uk�adzie dwóch lub wi�kszej liczby reakcji niezale�nych trzeba wprowadzi� dwie
lub wi�ksz� liczb� zmiennych. W ten sposób oblicza si� ca�kowit� liczb� moli i u�am-
ki molowe, a nast�pnie rozpisuje lew� stron� wyra�enia (5.22) i rozwi�zuje równanie
algebraiczne (lub uk�ad równa�).

Przyk�ad 5.3. W procesie syntezy amoniaku:

322 NH2H3N ��

standardowa entalpia swobodna w temperaturze 1000 K wynosi 122,9 kJ/mol. Zbada�
stany równowagi tej reakcji w stechiometrycznej mieszaninie azotowo-wodorowej,
w zakresie ci�nienia od 0.1 do 100 MPa.

Rozwi�zanie. Obliczenia odniesiono do mieszaniny 1 mola azotu i 3 moli wodoru.
Oznaczaj�c przez x liczb� moli przereagowanego azotu mo�emy napisa�:

322 NH2H3N ��

       1 – x        3(1 – x)           2 x

Podane liczby moli odnosz� si� do dowolnego momentu reakcji. W szczególno�ci
równie� do stanu równowagi; równowagow� warto�� zmiennej x oznaczono xe. Suma-
ryczna liczba moli wynosi 4 – 2 xe. Izoterm� van’t Hoffa (5.3) zapisuje si� w postaci:
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               (5.2.2)

W stanie równowagi 0��G ; równowagowa wielko�� zmiennej xe obliczona
z powy�szego równania dla ró�nych warto�ci ci�nienia wynosi:
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p, MPa           0,1                1                10             100

                              xe              4·10-4            4·10-3          3,8·10-2      0,255
Wida� bardzo du�y wp�yw ci�nienia. Niezwykle silny jest te� wp�yw temperatury.
Obni�enie temperatury z 1000 do 700 K ( )/73,530 molkJG �� sprawia, �e xe =
0,338 pod ci�nieniem p = 10 MPa i xe = 0.731 pod ci�nieniem p = 100 MPa.

Przyk�ad 5.4. Okre�li� oczekiwany, równowagowy sk�ad  mieszaniny reaguj�cej
w procesie syntezy amoniaku ze stechiometrycznej mieszanki azotowo-wodorowej, w
temperaturze 1000 K i pod ci�nieniem 100 MPa.

Rozwi�zanie. Nale�y zastosowa� wyra�enie (5.6) odnosz�ce si� do roztworu
rzeczywistego:
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�                                       (5.2.3)

Wspó�czynniki lotno�ci mo�na oszacowa� ze wzoru:
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P�                                      (5.2.4)

gdzie  Pr i Tr s� zmiennymi zredukowanymi. Zmienne te w warunkach zadania oraz
obliczone warto�ci wspó�czynników lotno�ci zestawiono poni�ej:

H2 :       Tr = 1000/(33,3+8) = 24,2         Pr = 100/(1,37+0,8) = 46,1 �  = 1,14
N2 :               1000/126,1 = 7,9                       100/3,39 = 29,5                              1,27
NH3 :            1000/405,6 = 2,5                       100/11,3 = 8,85                              1,00

Rozpisuj�c wyra�enie na sta�� równowagi w stechiometrycznej mieszance surowców
otrzymuje si�

� �
� �
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x
xxK

e

ee
p

gdzie Kp = 3,8·10-7. K�ad�c p = 100, p0 = 0,1 MPa wyznacza si� xe = 0,31. U�amek
molowy amoniaku w mieszaninie reaguj�cej wynosi ok. 0,18.

Przyk�ad 5.5. Reakcja odwodornienia etylobenzenu do styrenu:

22563256 HCHCHHCCHCHHC ����� �
�



5.2. Obliczanie st��enia w stanie równowagi 207

przebiega na katalizatorze w temperaturze 560ºC. Sta�a równowagi Kp = 0,099. Oceni�
równowagowy stopie� przemiany w warunkach pracy pod ci�nieniem
atmosferycznym oraz pod ci�nieniem zmniejszonym.

Rozwi�zanie.

I. zasilanie reaktora czystym etylobenzenem pod ci�nieniem 0,1 MPa.
Z 1 mola etylobenzenu otrzymuje si� �  moli styrenu, tj.

WStEt ��
�

                                                 1 – � � �

Sumaryczna liczba moli mieszaniny reaguj�cej wynosi 1+�. Wyra�enie na sta��
równowagi Kp jest postaci (5.5):

02

2

1 p
pK

e

e
p �

�
�

�  (5.2.5)

W warunkach gdy p = p0 otrzymuje si� �e = 0,3. Stopie� przereagowania jest wi�c
stosunkowo ma�y. Wiadomo z regu�y przekory, �e wzrostowi wielko�ci � sprzyja
obni�enie ci�nienia. Na przyk�ad, dwukrotne zmniejszenie ci�nienia powoduje
zwi�kszenie równowagowego stopnia przereagowania do warto�ci ok. 0,4,
pi�ciokrotne – do warto�ci ok. 0,58, dziesi�ciokrotne – do warto�ci �e = 0,7.
Realizacja procesu w warunkach podci�nienia jest jednak wyj�tkowo trudna. Dlatego
te� rozwa�ono inny sposób obni�enia ci�nienia parcjalnego mieszaniny reaguj�cej.

II. zasilanie reaktora mieszanin� etylobenzenu i pary wodnej pod ci�nieniem 0,1 MPa.
Za�o�ono, �e mieszanina zasilaj�ca reaktor sk�ada si� z etylobenzenu i pary wodnej
w proporcji 10 moli pary/1 mol etylobenzenu. Jak poprzednio, z 1 mola etylobenzenu
otrzymuje si� � moli styrenu ale, w odró�nieniu od wariantu opisanego w punkcie I.,
sumaryczna liczba moli mieszaniny reaguj�cej wynosi tym razem 16 + �. Wyra�enie
na sta�� równowagi przybiera posta�:

� �� � 0
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ee

e
p ��

�
��

� (5.2.6)

sk�d �e = 0,63.
Zwi�kszenie stosunku: para wodna/etylobenzen do 20 pozwala na dalsze zwi�kszenie
stopnia przereagowania do ok. 0,74.

Stosowanie pary wodnej lub innego sk�adnika rozcie�czaj�cego mieszanin�
reaguj�c� jest zabiegiem spotykanym w realizacji wielu reakcji rozk�adu. W naszym
przyk�adzie, zastosowanie pary wodnej o odpowiedniej temperaturze i w odpowiedniej
ilo�ci, umo�liwia adiabatyczn� realizacj� omawianego procesu. Para wodna
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przeciwdzia�a równie� wywi�zywaniu si� sadzy na katalizatorze oraz w innych
aparatach np. wymiennikach ciep�a.

Cz�sto spotykanym rozwi�zaniem jest stosowanie nadmiaru jednego z reagentów.
Ilustruje to poni�szy przyk�ad

Przyk�ad 5.6. Para wodna i metan w mieszaninie o stosunku molowym 5:1
wchodz� do reaktora w temperaturze 850 K pod ci�nieniem 0,1 MPa. Obliczy� sk�ad
przereagowanych gazów, je�eli za�o�ymy, �e osi�gany jest stan równowagi wzgl�dem
nast�puj�cych reakcji:

224 3HCOOHCH ��� (1)

222 HCOOHCO ��� (2)

Sta�e równowagi tych reakcji wynosz�: Kp1 = 0,574, Kp2 = 2,21.

Rozwi�zanie. Obliczenia zostan� wykonane dla mieszaniny zawieraj�cej pocz�t-
kowo 1 mol metanu (i 5 moli pary wodnej). Je�li przez x oznaczymy liczb� moli tlen-
ku w�gla powstaj�c� w reakcji (1), a przez y – liczb� moli powstaj�cego dwutlenku
w�gla, to liczby moli poszczególnych reagentów w stanie równowagi b�d� wynosi�:

yxnxnyxn ������� 5,1, OHCHCO 24

yxnynyxn ����� COCOH ,,3
22

Sumaryczna liczba moli wynosi 6 + 2x. U�amki molowe w stanie równowagi s�
zatem nast�puj�ce:
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Wyra�enia okre�laj�ce sta�e równowagi przybieraj� nast�puj�c� posta� (Kx = Kp,
gdy� p = p�, �i = 1):
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Rozwi�zanie powy�szego uk�adu równa� daje x � 0,92 oraz y � 0,65. U�amki mo-
lowe sk�adników mieszaniny poreakcyjnej s� wi�c równe

083,0,435,0

,438,0,034,0,010,0

,CO,H

,OH,CO,CH
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Przyk�ad 5.7. Okre�li� równowagowy sk�ad mieszaniny w procesie krakowania
cykloheksanu w temperaturze 783 K pod ci�nieniem 4,1 MPa. Do reaktora wprowadza
si� mieszanin� cykloheksanu i wodoru w stosunku molowym 1:4. Sta�e równowagi
zachodz�cych reakcji

266126 3HHCHC �� (1)

395126 CHHCHC � (2)

wynosz� Kp1 = 1,01�106, Kp2 = 6,6.

Rozwi�zanie. Obliczenia odniesiono do 1 mola cykloheksanu wprowadzanego do
reaktora. Je�li w reakcji (1) przereagowa�o z moli cykloheksanu, a w reakcji (2)
y moli, to liczby moli poszczególnych reagentów wynosz�:

cykloheksanu 1 – z – y,

benzenu z,

metylocyklopentanu y,

wodoru 4+3z.

Sumaryczna liczba moli jest równa 5 + 3z. U�amki molowe w mieszaninie wynosz�:
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Wyra�enia okre�laj�ce sta�� równowagi Kp reakcji (1) i (2) przyjm� nast�puj�c� posta�
(równ. (5.2.1)):
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HC6,6
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Wspó�czynniki lotno�ci cykloheksanu, benzenu i wodoru odczytujemy z wykresu
uniwersalnego dla temperatury zredukowanej i ci�nienia zredukowanego podanego
w tabeli 5.1:

Tabela 5.1. Wielko�ci pomocnicze do wyznaczenia wspó�czynników lotno�ci

Sk�adnik
mieszani-

ny

Temperatura
krytyczna

Ci�nienie
krytyczne

Temperatura
zredukowana

Ci�nienie
zredukowane

Wspó�czynnik
lotno�ci

H2 33,3 + 8 1,28 + 0,8 19 1,97 1,25
C6H6 561 4,77 1,4 0,86 0,9
C6H12 554 4,04 1,4 1.,01 0,9
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Przyj�to, �e wspó�czynnik lotno�ci dla metylocyklopentanu wynosi 0,9.
Podstawiaj�c warto�ci wspó�czynników lotno�ci do równa� (5.2.4) i (5.2.5) i roz-

wi�zuj�c otrzymany uk�ad równa�, znaleziono warto�ci; z = 0,614 i y = 0,335. Rów-
nowagowy sk�ad mieszaniny jest wi�c nast�puj�cy (w % obj.): 85,3% H2, 9,0% C6H6,
4,9% C5H9CH3 i 0,8% C6H12.

Przyk�ad 5.8. Mieszanin� gazów o sk�adzie 14% obj. SO2, 7% obj. O2 i 79% obj. N2,
otrzyman� w procesie pra�enia pirytu, poddano utlenianiu na katalizatorze zgodnie
z reakcj�:

SO2 + 32 SOO
2
1 �

Temperatura wprowadzanej mieszaniny wynosi 803 K, ci�nienie – 0,1 MPa. Osza-
cowa� temperatur� produktów, je�li za�o�y si� adiabatyczny przebieg procesu. Dane
do oblicze�:

� standardowa entalpia tworzenia SO2 w temperaturze 298 K wynosi –297,3 kJ/mol,
SO3 za� –395,75 kJ/mol,

� molowe ciep�a sk�adników mieszaniny w J/(mol�K):
253

SO, 1057,81018,777,47
2

�� ����� TTcp

262
SO, 1031,11068,24,57

3

�� ����� TTcp

254
O, 10315,41046,821,36

2

�� ����� TTcp

Tcp
3

N, 1019,486,27
2

����

� warto�ci logarytmu sta�ej równowagi Kp w ró�nych temperaturach:

T, K 801 852 900 953 1000 1062 1105 1170
log Kp 1,496 1,141 0,816 0,510 0,268 –0,020 –0,208 –0,446

Rozwi�zanie. Obliczenia wykonano dla ilo�ci gazu wprowadzanego do reaktora,
która odpowiada 1 molowi dwutlenku siarki.

� Ilo�� ciep�a potrzebna do ogrzania mieszaniny reagentów do temperatury T

� �

kJ][10731064,151033,22335,189
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(5.2.11)
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� Ciep�o reakcji w temperaturze T:

� �

kJ/mol][2351059,91046,865,94

5,0103,29775,395�
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O,SO,SO,

3
, 223
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(5.2.12)

� Wyra�enie okre�laj�ce zale�no�� sta�ej równowagi od stopnia przereagowania
w stanie równowagi:

� �
�

��
� 5,015,7

5,05,01
�

��
�pK (5.2.13)

� jest stopniem przereagowania dwutlenku siarki, wielko�� 7,15 – 0,5� jest suma-
ryczn� liczb� moli mieszaniny reagentów.

W warunkach zadania ciep�o wydzielone w reakcji zostaje zu�yte do ogrzania mie-
szaniny reagentów do temperatury T. Spe�niona jest wi�c równo��

QH Tr �� �
,�� (5.2.14)

W powy�szym równaniu bilansu cieplnego wszystkie trzy wielko�ci s� zale�ne od
temperatury. Przyj�tej temperaturze odpowiada okre�lona warto�� sta�ej równowagi
Kp. Jej z kolei odpowiada pewna warto�� �. Metod� prób mo�na wskaza� tak� par�,
(T ,�), dla której b�dzie spe�nione równanie bilansowe (5.2.9).

Post�puj�c w ten sposób, znaleziono nast�puj�ce warto�ci: T = 970 K, � = 0,35. W
rzeczywisto�ci temperatura kontaktu b�dzie ni�sza z powodu nieuniknionych strat
cieplnych oraz nie osi�gania sk�adu równowagowego (sko�czony czas reakcji).

Reakcja utleniania dwutlenku siarki jest reakcj� egzotermiczn�. Stan równowagi
jest przesuni�ty w kierunku produktu reakcji w ni�szej temperaturze. Korzystnym jest
wi�c stosowanie niskiej temperatury realizacji procesu. Z drugiej strony, zabezpiecze-
nie odpowiedniej szybko�ci reakcji chemicznej wymaga zastosowania odpowiedniej, z
regu�y wy�szej – ni� wynika to z ogl�du termodynamicznego – temperatury, nawet w
przypadku u�ycia katalizatora. Zatem temperatura musi by� dobierana w sposób naj-
korzystniejszy w zmieniaj�cych si� warunkach sk�adu mieszaniny reaguj�cej i wywi�-
zywanego ciep�a. Zagadnienie wymaga rozwi�zania technicznego zapewniaj�cego
optymaln� temperatur�. Wprowadzenie do zagadnienia przedstawiono poni�ej i zilu-
strowano przyk�adem 5.9.

5.3. Wybór temperatury procesu

Zmian� standardowego potencja�u termodynamicznego, przedstawi� mo�na za po-
�rednictwem zmiany entalpii � H0 i entropii� S0 reakcji:

5.3. Wybór temperatury procesu
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TrTrTr STHG ,,, ��� ��                                          (5.3.1)

Podstawiaj�c t� zale�no�� do równania (5.4) definiuj�cego sta�� równowagi,
otrzymuje si�
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Je�li za�o�y si� sta�e (�rednie) warto�ci zmiany entalpii i entropii to ostatnia
zale�no�� jest to�sama ze sca�kowan� postaci� izobary van’t Hoffa
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� ( 5.3.3)

gdzie � H0
r stanowi efekt cieplny reakcji.

W reakcji endotermicznej � H0
r > 0 logarytm sta�ej równowagi jest rosn�c�

funkcj� temperatury. Oznacza to, �e wzrost temperatury powoduje wzrost sta�ej Kp, co
jest równoznaczne z przesuni�ciem równowagi w kierunku produktów. Zatem
korzystne po�o�enie stanu równowagi reakcji endotermicznej zapewnia si� przez
zwi�kszenie temperatury. Na ogó�, nast�puje wówczas zwi�kszenie szybko�ci reakcji.
Oddzia�ywanie temperatury jest w tym przypadku jednoznaczne.

W reakcji egzotermicznej jest � H0
r < 0; wzrost temperatury powoduje wzrost

warto�ci � G0
r/(RT) i tym samym przesuni�cie równowagi na korzy�� substratów.

Korzystne po�o�enie stanu równowagi reakcji egzotermicznej zapewnia si� obni�aj�c
temperatur�. W ni�szej temperaturze szybko�� reakcji mo�e okaza� si� zbyt niska;
temperatur� nale�y wi�c dobiera� optymalnie.

Przes�anki powy�szych wniosków od strony termodynamicznej, s� jako�ciowo
zawarte w regule przekory. Ograniczenia wynikaj�ce ze zbyt niskiej szybko�ci reakcji
wynikaj� z analizy kinetycznej.

Przyk�ad 5.9. W reakcji odwracalnej

PA �
�

zale�no�� sta�ej równowagi Kc od temperatury jest nast�puj�ca

T
Kc

394095,11log ��� (5.3.4)

W jakiej temperaturze w zakresie 290–350 K nale�y realizowa� przemian� A w P,
aby uzyska� maksymaln� wydajno��? Przyj��, �e st��enie pocz�tkowe substratu wy-
nosi 1, a st��enie pocz�tkowe produktu jest równe zeru.



5.2. Obliczanie st��enia w stanie równowagi 213

Rozwi�zanie. Dla zadanej temperatury z zale�no�ci (5.2.10) mo�na obliczy� war-
to�ci sta�ej równowagi Kc, a nast�pnie z równania

eP

eP
c c

c
K

,

,

1 �
� (5.3.5)

równowagowe st��enie produktu. Warto�ci te s� nast�puj�ce:

T 290 300 310 320 330 340 350
Kc 43,27 15,25 5,75 2,304 0,976 0,435 0,203
Cp,e 0,977 0,938 0,852 0,697 0,494 0,303 0,169

Jak wida�, stopie� przemiany maleje wraz ze wzrostem temperatury. W wy�szej
temperaturze nie mo�na otrzyma� wysokiego stopnia przemiany. Z drugiej strony
jednak cz�sto zdarza si�, �e w ni�szej temperaturze szybko�� reakcji mo�e okaza� si�
zbyt ma�a, aby reakcja przebiega�a z dobr� wydajno�ci�.

Zale�no�� cp,e od temperatury taka jak w podanym przyk�adzie jest charaktery-
styczna dla egzotermicznych reakcji odwracalnych. Wybór temperatury jest zatem
typowym zadaniem optymalizacyjnym (patrz ci�g dalszy przyk�adu – przyk�ad 7.12).

Obecnie dost�pne s� profesjonalne programy, z baz� danych fizykochemicznych i
efektywnymi metodami obliczania wielko�ci charakteryzuj�cych uk�ad chemiczny w
stanie równowagi. Program HSC Chemistry; nazwa wskazuje na stosowane i oblicza-
ne wielko�ci: entalpi� H, entropi� S, ciep�o w�a�ciwe C (w zasadzie Cp), umo�liwia
m.in. sporz�dzanie bilansów materia�owych i cieplnych, obliczanie sk�adu równowa-
gowego, wykre�lanie diagramów entalpii swobodnej � G reakcji w funkcji sk�adu.

5.3. Wybór temperatury procesu





Rozdzia� 6

Kinetyka reakcji chemicznych

6.1. Szybko�� reakcji chemicznej

Szybko�� reakcji chemicznej r wyra�a si� jako zmian� liczby moli reagenta przy-
padaj�c� na jednostk� czasu i jednostk� obj�to�ci uk�adu reaguj�cego b�d� po-
wierzchni (lub masy), na której reakcja zachodzi.

W uk�adzie o jednorodnej temperaturze, ci�nieniu i sk�adzie z pojedyncz� reakcj�
chemiczn� najcz��ciej jest stosowana nast�puj�ca definicja szybko�ci:

td
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V
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11
�

� (6.1.1)

gdzie  ni jest liczb� moli i-tego reagenta (produktu), vi jego wspó�czynnikiem stechio-
metrycznym, V za� obj�to�ci� uk�adu. Je�li obj�to�� uk�adu nie zmienia si� podczas
reakcji, to z definicji (6.1.1) otrzymamy szybko�� zmiany st��enia reagenta:

r
d c
d ti

i�
1
�

(6.1.2)

Tak zdefiniowana szybko�� reakcji r mo�e by� odniesiona do dowolnego reagenta;
reakcja chemiczna jest wówczas albo reakcj� elementarn� albo stechiometrycznie prost�.

Reakcja jest reakcj� elementarn�, je�li uznaje si�, �e zachodzi ona w akcie od-
dzia�ywania reagentów na poziomie molekularnym, tak jak zapisano w jej równaniu
stechiometrycznym. Reakcja stechiometrycznie prosta to taka reakcja, której post�p
mo�na opisa� za po�rednictwem jednej zmiennej, np. stopnia przereagowania. Zazwy-
czaj mechanizm reakcji prostej stechiometrycznie jest z�o�ony i w rzeczywisto�ci na-
le�y ona do reakcji z�o�onych. Ma jednak ona m.in. t� w�a�ciwo��, �e mo�na dla niej
zdefiniowa� szybko�� reakcji r.
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Dla wszystkich innych reakcji z�o�onych nie istnieje poj�cie szybko�ci reakcji zde-
finiowanej równaniem (6.1.2) odnosz�cym si� do ca�ej reakcji z�o�onej.

Reakcja z�o�ona zachodzi w kolejnych etapach, najcz��ciej z udzia�em wielu pro-
duktów przej�ciowych, zwykle nie wyst�puj�cych w równaniu reakcji. Zak�ada si�, �e
ka�dy etap jest reakcj� elementarn�. W opisie kinetycznym przyjmuje si�, �e szybko��
ka�dej reakcji elementarnej jest taka sama zarówno w uk�adzie wielu innych reakcji
elementarnych, jak i w izolowanej reakcji elementarnej. Opisuje j� uk�ad równa� ró�-
niczkowych okre�laj�cych szybko�� zmian st��enia wszystkich sk�adników mieszani-
ny reaguj�cej. Niekiedy uk�ad ten mo�na mniej lub bardziej upro�ci�, a czasami nawet
sprowadzi� do pojedynczego równania, opisuj�cego najcz��ciej szybko�� nagroma-
dzania produktu. Jest to wtedy tzw. zale�no�� makrokinetyczna danej reakcji z�o�onej.
Cz�sto jednak okre�lenia szybko�� reakcji u�ywa si� potocznie równie� w odniesieniu
do reakcji z�o�onych.

Szybko�� reakcji chemicznej pojedynczej, a tak�e szybko�� zmian st��e� sk�adni-
ków uczestnicz�cych w reakcji z�o�onej wyra�one przez szybko�� reakcji elementar-
nych sk�adaj�cych si� na przemian� zale�� od chwilowego st��enia substratów
(i produktów) oraz od temperatury.

6.2. Zale�no�� szybko�ci reakcji od st��enia

Szybko�� reakcji elementarnej jest proporcjonalna do st��enia reagenta w pot�dze od-
powiadaj�cej warto�ci bezwzgl�dnej jego wspó�czynnika stechiometrycznego. W  reakcji
przebiegaj�cej z lewej do prawej strony równania szybko�� reakcji elementarnej wynosi:

� ��
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i
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1 (6.2.1)

Indeks i dotyczy substratów.
Podobnie w reakcji przebiegaj�cej w kierunku przeciwnym wyra�enie to przyj-

muje posta�:

���
i

i
ickr �

1 (6.2.2)

przy czym indeks i odnosi si� teraz do produktów analizowanej reakcji. Wypadkowa
szybko�� odwracalnej reakcji elementarnej jest ró�nic� jej szybko�ci w obu kierun-
kach i zale�nie od molekularno�ci reakcji wynosi:

� w reakcji jednocz�steczkowej
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W przyk�adach tych rz�d reakcji w obu kierunkach jest taki sam. Reakcja jedno-
cz�steczkowa jest pierwszego rz�du, dwucz�steczkowa drugiego rz�du, trójcz�stecz-
kowa za� – trzeciego rz�du. Z kolei np. reakcja:

JJH2HJ 2 ���
�

jest drugiego rz�du, gdy przebiega z lewej strony do prawej i trzeciego rz�du w kie-
runku przeciwnym.

Ka�dej reakcji elementarnej jest przypisane jednoznacznie wyra�enie okre�laj�ce
jej szybko��. Mo�na je zastosowa� do opisu kinetycznego reakcji z�o�onych w sposób
�cis�y (omówiony dalej) lub z du�ym przybli�eniem.

Formalnie niektóre reakcje z�o�one mo�na opisa� za pomoc� równa� kinetycznych
(6.2.1) i (6.2.2). Wyk�adniki pot�gowe przy st��eniach nie s� wtedy wspó�czynnikami
stechiometrycznymi, lecz pewnymi liczbami ca�kowitymi lub wymiernymi. Szybko��
zanikania substratów reakcji r+:

DCBA ���
K

bywa opisywana równaniami do�wiadczalnymi w postaci:
����
DCBA ccckcr �� (6.2.3)

w których wyk�adniki �, �, �, � stanowi� rz�d (reakcji) ze wzgl�du na reagenty A, B,
C i D. Ich suma jest rz�dem reakcji. Zarówno rz�dy cz�stkowe, jak i rz�d ca�ej reakcji
mog� by� dodatnie, ujemne, ca�kowite lub u�amkowe, tak�e równe zeru. Przyk�adami
takiego uj�cia mog� by� nast�puj�ce zale�no�ci:
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52ONkcr �� w reakcji 2252 O4NOON2 ��

22 OSO cckr �� w reakcji 322 2SOO2SO ��

2
NO2

kcr �� w reakcji 22 O2NO2NO ��

23
ClCO 2
ckcr ��  w reakcji 22 COClClCO ��

2
NOO2
ckcr �� w reakcji 22 2NOO2NO ��

Zastosowanie tego typu zale�no�ci do�wiadczalnych jest zwykle ograniczone do
pewnego zakresu sk�adu i temperatury. Wady tej nie maj� zale�no�ci kinetyczne opi-
suj�ce przebieg reakcji elementarnych, podobnie jak zale�no�ci opisuj�ce przebieg
reakcji z�o�onej, w których wykorzystano równania szybko�ci reakcji elementarnych.
Ta cecha zale�no�ci makrokinetycznych umo�liwia sprawdzenie, czy poprawnie za�o-
�ono mechanizm reakcji.

W rzeczywisto�ci w uk�adzie reaguj�cym przebiega wiele reakcji chemicznych. S� to
cz�sto reakcje równoleg�e i nast�pcze; tworzy si� sie� reakcji elementarnych. W niektó-
rych przypadkach tak� sie�, nawet do�� z�o�on�, mo�na opisa� za pomoc� do�� prostego
modelu kinetycznego. Je�li w uj�ciu tym szybko�� reakcji mo�na wyrazi� podobnie jak
w reakcji pojedynczej za pomoc� jednej zmiennej, np. st��enia produktu lub stopnia
przereagowania, to reakcja z�o�ona jest reakcj� stechiometrycznie prost�.

Przyk�adami reakcji stechiometrycznie prostych s�:
� reakcja rozk�adu ozonu:

23 3O2O �

� homogeniczna reakcja katalityczna:

CBA ��

S� to reakcje z�o�one z nast�puj�cych ci�gów reakcji elementarnych:
� rozpad ozonu

2323 2OOOM,OOMO ����� ���
� (6.2.4)

� tworzenie produktu C w obecno�ci katalizatora K

KCBAKAK,KA ��� ���� �� ��
�� �� (6.2.5)

Atomy tlenu w reakcji rozk�adu ozonu oraz produkt przej�ciowy w reakcji katali-
tycznej nie wyst�puj� w równaniu sumarycznym reakcji. W pewnych, cz�sto typo-
wych dla realizacji tych procesów warunkach ci�nienia i temperatury, produkty
przej�ciowe wyst�puj� w uk�adzie w bardzo ma�ych st��eniach. W przybli�eniu mo�-
na wi�c napisa�:
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� Je�li st��enie pocz�tkowe ozonu jest równe 2a i przez 3x oznaczymy st��enie
tlenu, to chwilowe st��enie ozonu wyniesie (2a – 2x), gdy� ma�e st��enie atomów
tlenu mo�na zaniedba�. St��enia substratu i produktu tej reakcji s� wi�c powi�zane
zmienn� x. Szybko�� reakcji rozk�adu ozonu b�dzie oznacza� szybko�� zmiany x:

dt
dxr �

gdy� spe�niona jest zale�no��
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3
1

2
1 ��� (6.2.6)

� Podobnie, je�li st��enia pocz�tkowe A i B s� równe odpowiednio a i b, st��enie
produktu ko�cowego za� – x, to aktualne st��enia substratów (je�li zaniedbamy st��e-
nie produktu przej�ciowego) wynios�: (a – x) oraz (b – x). Szybko�� reakcji, podobnie
jak poprzednio, b�dzie zwi�zana z szybko�ci� zmian warto�ci x wobec istnienia nast�-
puj�cego zwi�zku mi�dzy szybko�ciami zmian st��e�:
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cdr CBA �����  (6.2.7)

Reakcje te s� wi�c reakcjami stechiometrycznie prostymi, ale tylko wówczas, gdy
mo�na zaniedba� bardzo ma�e st��enia produktów przej�ciowych.

Zale�no�� szybko�ci r od st��e� reagentów wyznacza si� najcz��ciej do�wiadczalnie.
W pewnych przypadkach mo�na t� funkcj� uzyska�, odwo�uj�c si� do specjalnych za�o-
�e� co do procesu, np. za�o�enia o istnieniu etapu limituj�cego szybko�� ca�ej reakcji lub
za�o�enia o stacjonarnym st��eniu produktu (wielu produktów) przej�ciowego. Ostatnie z
wymienionych za�o�e� znane jest pod nazw� metody przybli�enia stanu stacjonarnego.

6.3. Przybli�enie stanu stacjonarnego
W przybli�eniu stanu stacjonarnego zak�ada si�, �e po stosunkowo krótkim czasie

od zapocz�tkowania reakcji st��enie produktu przej�ciowego osi�ga praktycznie sta��,
niewielk� warto��. Za�o�enie odnosi si� wi�c do okre�lonego produktu przej�ciowego
– jednego lub kilku, którego szybko�� zmian st��enia (lub produktów) mo�na przy-
równa� do zera. W wielu przypadkach za�o�enie takie prowadzi do znacznego uprosz-
czenia wyra�enia okre�laj�cego szybko�� tworzenia produktu g�ównego (b�dzie to
zale�no�� makrokinetyczna) lub pozwala wskaza�, jaka jest szybko�� ca�ej reakcji
z�o�onej – reakcji stechiometrycznie prostej.

6.3. Przybliżenie stanu stacjonarnego
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W reakcji rozk�adu ozonu (6.2.4) szybko�ci reakcji elementarnych (por. p. 6.2) s�
nast�puj�ce:

.3.23 OO22MOO1MO11 cckrccckcckr ��� � (6.3.1)

Szybko�� zmiany st��enia atomów tlenu wynosi:
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Stacjonarne st��enie atomów tlenu wyznacza równo��: r r1 2� . Otrzymuje si�
z niej okre�laj�ce st��enie atomów tlenu:
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Wyra�enie to podstawione do dowolnego równania okre�laj�cego r1 lub r2 umo�-
liwia zapisanie zale�no�ci szybko�ci od st��enia trwa�ych po��cze�: ozonu i tlenu
(M oznacza dowoln� cz�steczk�: tlenu, ozonu lub innych substancji w uk�adzie):
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(6.3.4)

W reakcji katalitycznej (6.2.5) wyra�enia okre�laj�ce szybko�� poszczególnych
stadiów maj� nast�puj�c� posta�:

BAKAKBA cckrckcckr 22111 ��� � (6.3.5)

Szybko�� zmiany st��enia produktu przej�ciowego wyra�a zale�no��:

21 rr
td
cd AK �� (6.3.6)

Przyj�cie, �e szybko�� ta wynosi zero, oznacza �e:

21 rr �

z czego wynika, �e st��enie produktu przej�ciowego jest sta�e. Je�li uwzgl�dni si� zwi�zek

0KAKK ccc ��

to stacjonarne st��enie AK wyniesie:
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Produkt reakcji C powstaje wtedy z szybko�ci� równ�:
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(6.3.8)

Równanie okre�laj�ce szybko�� zmian st��enia produktu przej�ciowego (6.3.6),
uzupe�nione o równania szybko�ci zmiany st��e� substratów A i B oraz produktu C:

221 r
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dc CBA ����� (6.3.9)

stanowi� pe�ny model kinetyczny procesu katalitycznego (6.2.5). Jego przybli�eniem
jest przybli�enie stanu stacjonarnego (6.3.8).

6.4. Pe�ny uk�ad równa� szybko�ci zmiany st��e�
w reakcji z�o�onej

Równania (6.13) i (6.16) s� przyk�adem pe�nego opisu kinetycznego reakcji. Dla
niektórych reakcji mo�na niekiedy zastosowa� opis przybli�ony, uzyskany metod�
przybli�enia stanu stacjonarnego. Jest to metoda najcz��ciej stosowana w analizie
kinetycznej reakcji z�o�onych. Je�li metoda nie mo�e by� zastosowana, a tak�e nie
mo�na przyj�� innych, nie omawianych tutaj, za�o�e� upraszczaj�cych, to nale�y
w opisie reakcji stosowa� pe�ny uk�ad równa� okre�laj�cych zmiany st��e� wszyst-
kich sk�adników mieszaniny reaguj�cej. Aby wykona� obliczenia, nale�y zebra� dane
kinetyczne, dotycz�ce:

� pe�nego uk�adu równa� szybko�ci (6.3.6) i (6.3.9),
� albo równania przybli�onego (6.3.8).
W pierwszym przypadku b�d� to trzy sta�e szybko�ci reakcji elementarnych sk�a-

daj�cych si� na reakcj� z�o�on� (6.2.5), w drugim za� najcz��ciej pewna zast�pcza
sta�a równa (por. równ. (6.3.8)):
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Sta�a ta zale�y od st��e� A, B i K0. Jej warto�� jest zazwyczaj sta�a w bardzo ogra-
niczonym zakresie zmian omawianych st��e�.

Z zapisu reakcji powstawania wody mo�na by s�dzi�, �e nie jest to reakcja skom-
plikowana:

OH2OH2 222 ��

6.4. Pełny układ równań szybkości zmiany stężeń w reakcji złożonej
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W rzeczywisto�ci reakcja nale�y do reakcji �a�cuchowych, tzw. rozga��zionych,
o skomplikowanym mechanizmie zale�nym od st��enia reagentów, ci�nienia, tempe-
ratury, obecno�ci innych substancji czy rodzaju powierzchni naczynia reakcyjnego.

Poni�ej rozpatrzono uproszczony schemat tej reakcji pod niskim ci�nieniem
i w sta�ej temperaturze. W pocz�tkowym etapie reakcji st��enia centrów aktywnych s�
na tyle ma�e, �e mo�na zaniedba� reakcje, których szybko�� jest proporcjonalna do
iloczynu st��e� no�ników �a�cuchów oraz reakcje, w których uczestniczy woda i nad-
tlenek wodoru. Uwzgl�dniono nast�puj�ce reakcje elementarne:
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(6.4.1)

Pomini�to reakcje odwrotne oraz inne, takie jak:
� rozga��zianie �a�cuchów
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� zrywanie �a�cuchów
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. ���� �
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Sta�e szybko�ci reakcji ze schematu (6.4.1) s� nast�puj�ce (st��enie wyra�ono
w molach na centymetr sze�cienny, czas – w sekundach, R = 1,987 cal/(mol�K)):
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Heterogeniczna reakcja (5) rekombinacji rodników na �ciankach naczynia ma
istotne znaczenie w warunkach bardzo ma�ych ci�nie�. Za�o�ono, �e przebiega ona
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w obszarze kinetycznym: dyfuzja atomów wodoru z obj�to�ci do �cianki jest szybka;
limituje t� reakcj� szybko�� adsorpcji. Warunki takie odpowiadaj� ci�nieniu mniej-
szemu od ok. 100 mm Hg. Warto�� sta�ej szybko�ci k4 jest wówczas iloczynem praw-
dopodobie�stwa adsorpcji cz�stki uderzaj�cej o �ciank� i �redniej pr�dko�ci tej
cz�stki, podzielonym przez �rednic� naczynia. Zale�y ona te� od rodzaju materia�u
i stanu powierzchni �cianki. Przyj�ta do oblicze� warto�� sta�ej k4 odnosi si� do szkla-
nych �cianek op�ukanych kwasem fluorowodorowym.

Z analizy warto�ci sta�ych szybko�ci w temperaturze 800 K wynika, �e przy jedna-
kowych st��eniach centrów aktywnych szybko�� reakcji (3) jest mniejsza od szybko-
�ci reakcji (2) 37 razy, a od reakcji (4) – 105 razy. Oznacza to, �e limituj�cym stadium
jest reakcja (3). Przyrost st��enia atomów wodoru b�dzie znacznie szybszy ni� przy-
rost st��enia atomów tlenu i rodników hydroksylowych. Ma�e warto�ci st��enia tych
po��cze� sugeruj� mo�liwo�� zastosowania do nich przybli�enia stanu stacjonarnego.
Otrzymujemy wtedy nast�puj�ce zale�no�ci z warunków zerowania si� szybko�ci
zmian st��enia atomów tlenu i rodników hydroksylowych:

020 321032 ������ rrrrrr   (6.4.2)

Szybko�� zmiany st��enia atomów wodoru opisuje równanie:

54321
H rrrrr
td
cd

�����
�

(6.4.3)

które po uwzgl�dnieniu warunków (6.4.2) mo�na przepisa� w postaci:

� �� � HMO54O20
H

22
22 ccckkckr

td
cd

����
�

(6.4.4)

Równanie to nale�y rozwi�zywa� ��cznie z równaniami kinetycznymi opisuj�cymi
zmian� st��enia tlenu, wodoru i rodnika HO2:
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(6.4.5)

Przy tym st��enia atomów tlenu i rodnika hydroksylowego wyznaczaj� równo�ci:
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Z rozwi�zania zadania wynikaj� nast�puj�ce wnioski: Dla stechiometrycznej miesza-
niny wodoru z tlenem w temperaturze 800 K st��enie atomów wodoru zale�y od ci�nie-
nia:

� pod ci�nieniem 10 mm Hg (st��enie tlenu 70 mmol�m–3, wodoru 140 mmol�m–3),
odpowiadaj�cym warto�ci z obszaru wybuchowego biegu reakcji st��enie atomów
wodoru jest du�e i niestacjonarne,

� pod ci�nieniem 90 mm Hg (warto�� graniczna) uk�ad zachowuje si� b�d� jak
wybuchowy, b�d� jak niewybuchowy,

� pod ci�nieniem 120 mm Hg (ci�nienie, pod którym reakcja zachodzi z ograniczon�
szybko�ci�) st��enie atomów wodoru ustala si� na stosunkowo niskim poziomie.

6.5. Zale�no�� szybko�ci reakcji od temperatury

Sta�a szybko�ci reakcji elementarnej zmienia si� z temperatur� wed�ug zale�no�ci
Arrheniusa:

�
�
�

�
�
���

RT
EAk exp (6.5.1)

w której E oznacza energi� aktywacji, A – wspó�czynnik przedwyk�adniczy równania.
Z równania eksponencjalnego wynika bardzo silna zale�no�� sta�ej szybko�ci od tem-
peratury; ze wzrostem temperatury ro�nie jej  warto�� liczbowa.

W równaniu kinetycznym reakcji stechiometrycznie prostej oraz w zale�no�ci ma-
krokinetycznej sta�a szybko�ci k jest na ogó� sum� kilku sta�ych szybko�ci ki. Mo�e
ona wykazywa� wyk�adnicz� zale�no�� od temperatury (równ. 6.5.1) w ograniczonym
zakresie. Je�li zatem sta�a szybko�ci danej reakcji nie spe�nia zale�no�ci (6.5.1) nawet
w ograniczonym zakresie zmian temperatury, to oznacza to, �e reakcja jest z�o�ona.

Parametry równania: A i E/R wyznacza si� z warto�ci sta�ej szybko�ci w ró�nych
temperaturach.

6.6. Przyk�ady zada�

Przyk�ad 6.1. W reakcji bezwodnika kwasu octowego (A) z izobutanolem (B)
w roztworze benzenowym w temperaturze 370 K

� � COOHCHHCOOCCHOHHCOCOCH 39439423 ���

wyznaczono st��enie kwasu octowego (P) w zale�no�ci od czasu (tabela 6.1):

6.5. Zależność szybkości reakcji od temperatury
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Tabela 6.1. Wyniki do�wiadczalne. St��enie pocz�tkowe bezwodnika (A) i izobutanolu (B)
równe cA0 = cB0=0,304 kmol�mol–3; cP – st��enie produktu

t, s
cP

kmol�m–3
cA

kmol�m–3

1�
Ac

m3�kmol–1

1�
Ac

m3�kmol–2

600 0,086 0,218 4,587 21,04
1200 0,138 0,166 6,024 36,29
1800 0,167 0,138 7,246 52,51
2400 0,189 0,115 8,696 75,61
3600 0,216 0,088 11,36 129,13
7200 0,250 0,054 18,52 342,93

10800 0,267 0,037 27,03 730,46
14400 0,274 0,029 34,48 1111,11

Nale�y ustali� posta� równania kinetycznego reakcji i wyznaczy� warto�� sta�ej
szybko�ci, korzystaj�c z warto�ci podanych w tabeli 6.1, metod� ca�kow� oraz pos�u-
guj�c si� zró�niczkowanymi wynikami do�wiadczalnymi.

Metoda ca�kowa
Je�li reakcja przebiega jak reakcja rz�du pierwszego, drugiego lub trzeciego, to jej

szybko�� opisuje jedno z równa� kinetycznych:

A
A ck
td
cd

1��  lub 2
2 A

A ck
td
cd

��  lub � �
dc
d t

k cA
A3
3 (6.6.1)

Równania nale�y rozwi�zywa� z warunkiem pocz�tkowym cA0 = 0,304. Po sca�-
kowaniu otrzymuje si� nast�puj�ce zale�no�ci st��enia substratu A od czasu:

tk
cc

tk
cc

tkcc
AAAA

AA 32
0

22
0

10 21111lnln ������ (6.6.2)

Okre�lenie rz�du reakcji polega na sporz�dzeniu trzech wykresów (rys. 6.1): lncA =  f(t),
1/cA = f(t) oraz 21 Ac = f(t). Je�eli jeden z tych wykresów jest lini� prost�, to rz�d reakcji
odpowiada wyk�adnikowi pot�gowemu w równaniu okre�laj�cym jej szybko�� (równ.
(6.6.2)).

Jak wida�, jedynie dla reakcji drugiego rz�du punkty do�wiadczalne uk�adaj� si�
na linii prostej.

Ten sam rezultat mo�na otrzyma� metod� rachunkow�. W tym celu podstawia si�
do�wiadczalne warto�ci st��enia w zale�no�ci od czasu do sca�kowanego równania
kinetycznego (6.6.2) i oblicza odpowiednie sta�e szybko�ci. Je�eli reakcja przebiega
zgodnie z mechanizmem za�o�onego rz�du, to obliczone warto�ci sta�ych szybko�ci
b�d� sta�e w granicach b��du pomiaru. Wyniki oblicze� na podstawie wszystkich da-
nych do�wiadczalnych i trzech analizowanych równa� zestawiono w tabeli 6.2.
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Tabela 6.2. Warto�ci sta�ych szybko�ci k1, k2 i k3 dla za�o�onego
I, II i III rz�du reakcji; wyniki do przyk�adu 6.1

t, s k1�104

s–1
k2�103

m3�kmol–1�s–1
k3�102

m6�kmol–2�s–1

600 5,54 2,16 0,85
1200 5,04 2,28 1,06
1800 4,39 2,20 1,16
2400 4,05 2,25 1,35
3600 3,44 2,24 1,64
7200 2,40 2,11 2,31
10800 1,95 2,20 3,33
14400 1,61 2,09 3,82
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Rys. 6.1. Sprawdzenie rz�du reakcji metod� graficzn�
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Warunek ten jest spe�niony tylko dla sta�ej k2; reakcja jest zatem II rz�du. �rednia
warto�� sta�ej szybko�ci wynosi 2,19�10–3 m3�kmol–1�s–1.

Metoda ró�niczkowa
Metoda ró�niczkowa jest ma�o dok�adna i mo�e by� u�yta jedynie do wst�pnej

oceny rz�du reakcji. Sporz�dza si� wykres zale�no�ci do�wiadczalnie wyznaczonych
warto�ci cA od czasu t, a nast�pnie ustala wspó�czynnik kierunkowy stycznej do wy-
kresu w ka�dym punkcie. Post�powanie takie jest obarczone du�ym b��dem zwi�za-
nym z ró�niczkowaniem wyników do�wiadczalnych.

W prosty sposób ocen� szybko�ci mo�na przeprowadzi� za pomoc� prostych
dzia�a� algebraicznych. W tym celu nale�y obliczy� stosunek przyrostu okre�lonej
funkcji (równ. (6.6.2)) do czasu. Wyniki tych oblicze� zestawiono w tabeli 6.3.

W pierwszej kolumnie podano zmian� st��enia w ka�dym z analizowanych prze-
dzia�ów czasu. W kolejnych kolumnach zestawiono �redni� warto�� st��enia w danym
przedziale, �redni� szybko�� wyra�on� jako stosunek przyrostu funkcji i zmiennej
niezale�nej oraz sta�� szybko�ci k2. Ograniczono si� do równania kinetycznego II rz�du.
Obliczona t� metod� �rednia warto�� sta�ej szybko�ci wynosi 2,14�10–3 m3�kmol–1�s–1, jest
wi�c bliska warto�ci k2 wyznaczonej metod� ca�kow�.

Tabela 6.3. Ró�niczkowa metoda okre�lenia rz�du reakcji (do przyk�adu 6.1)

�cA
kmol�m–3

cA �r
kmol�m–3

610
�t
�

�� Ac

kmol�m–3�s–1

2

310
�t
�

A

A

c
c

��

m3�kmol–1s–1

0,086 0,261 143 2,10
0,052 0,192 87 2,36
0,028 0,152 47 2,04
0,023 0,127 38 2,35
0,027 0,101 22,5 2,20
0,034 0,071 9,5 1,88
0,017 0,046 4,7 2,21
0,007 0,033 2,2 2,00

Przyk�ad 6.2. W reakcji zachodz�cej w fazie ciek�ej mi�dzy trójmetyloamin� (A)
i n-bromopropanem (B) w temperaturze 412 K wyznaczono do�wiadczalnie nast�pu-
j�ce stopnie przemiany (tabela 6.4).

Tabela 6.4. Stopie� przemiany w reakcji trójetyloaminy z bromopropanem;
st��enia pocz�tkowe reagentów cA0 = cB0 = 0,1 mmol�m–3

t, s x, % cA,
 mmol�m–3

cP
mmol�m–3

780 11,2 0,0888 0,0112
2040 25,7 0,0743 0,0257
3540 36,7 0,0633 0,0367
7200 55,2 0,0448 0,0552
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Produktem jest sól czwartorz�dowej aminy zgodnie z reakcj�:

� � � � � � �� ��� BrNCHCHCHCHBrCHCHCHNCH 3223322333

Obliczy� sta�� szybko�ci, zak�adaj�c, �e jest to reakcja nieodwracalna albo I, albo
II rz�du.

Rozwi�zanie. Szybko�� reakcji I i II rz�du opisuj� równania:

BA
A

A
A cck

td
cdck

td
cd

21 lub ���� (6.6.3)

przy czym 
td
cd

td
cd

td
cd PBA ����  oraz cA = cB (w warunkach zadania).

Metoda ca�kowa
Po sca�kowaniu równa� kinetycznych otrzymuje si�:

tk
c
c

A

A
1

0ln � (6.6.4)

dla reakcji I rz�du oraz

tk
cc
c

AA

P
2

0

� (6.6.5)

dla reakcji II rz�du. Po podstawieniu danych z tabeli 6.4 otrzymuje si� warto�ci k1 i k2

(tabela 6.5).

Tabela 6.5. Warto�ci k1 i k2 w reakcji trójmetyloaminy z bromopropanem;
wyniki  oblicze� ca�kowych

t, s k1�104, s–1 k2�103, m3�mmol�s–1

780 1,54 1,63
2040 1,46 1,70
3540 1,30 1,64
7200 1,12 1,71

Warto�ci k2 s� sta�e, k2�r za� wynosi 1,67�10–3 m3�mmol�s–1 z b��dem 2,4%. Reakcja
jest wi�c II rz�du.

Metoda ró�niczkowa
Najpierw sporz�dzono wykres zale�no�ci st��enia produktu w czasie.
Zwi�zana z nachyleniem krzywej w danym punkcie warto�� dcP/dt jest równa

szybko�ci reakcji, gdy�
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r
dt
dc

dt
dc AP ��� (6.6.6)

W wybranych punktach poprowadzono styczne do wykresu funkcji cP(t). Pochod-
n� dcP/dt obliczano z warto�ci wspó�czynnika kierunkowego stycznej do wykresu
w danym punkcie. Otrzymane wyniki podano w tabeli 6.6.
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Rys. 6.2. St��enie produktu P jako funkcja czasu. Reakcja trójetyloaminy z n-bromopropanem

Tabela 6.6. Szybko�� reakcji i ocena warto�ci sta�ych k1 i k2
w reakcji trójmetyloaminy z bromopropanem

cA,
mmol�m–3

510��
dt
dcA

mmol�m–3�s–1

k1�104

s–1
k2�103

mmol�m–3�s–1

0,1 1,58 1,58 1,58
0,09 1,38 1,53 1,70
0,08 1,14 1,42 1,78
0,07 0,79 1,13 1,61
0,06 0,64 1,07 1,78
0,05 0,45 0,90 1,80

Je�eli reakcja by�a pierwszego rz�du, to zgodnie z równaniem:

Ackrckr lnlnlnlub 11 ��� (6.6.7)

wykres zale�no�ci r = f (cA) lub lnr = f  lncA by�by lini� prost�. Gdyby natomiast reak-
cja by�a drugiego rz�du, wówczas zgodnie z zale�no�ci� (st��enia obu substratów s�
sobie równe):
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� � ABA ckrcckr ln2lnlnlublnlnln 22 ���� (6.6.8)

wykres zale�no�ci lnr = f  lncA by�by równie� lini� prost�, ale jej wspó�czynnik kie-
runkowy wynosi�by 2.

Aby zatem sprawdzi�, jakiego rz�du jest omawiana reakcja, nale�y sporz�dzi� wy-
kres zale�no�ci logarytmu szybko�ci od logarytmu st��enia substratu A (rys. 6.3).

log(r) = 1.86 log(c
A

) + 6.73

10,8

11,0

11,2

11,4

11,6

11,8

12,0

12,2

12,4

2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0 3,2
log  cA

log r

Rys. 6.3. Szybko�� reakcji jako funkcja st��enia substratu; reakcja trójetyloaminy z n-bromopropanem

Wida�, �e w granicach b��du pomiarowego punkty do�wiadczalne le�� na linii
prostej, której wspó�czynnik kierunkowy wynosi w przybli�eniu 2. Szybko�� tej reak-
cji opisuje zatem równanie:

Acr ln236,6ln ��� (6.6.9)

co oznacza, �e warto�� sta�ej szybko�ci wynosi k2 � 1,73�10–3 m3�mmol–1 �s–1, a reakcja
jest II rz�du. Uzyskana tu warto�� jest zgodna z warto�ci� obliczon� metod� ca�kow�.
�rednia warto�� wyznaczonej sta�ej k2 wynosi 1,70�10–3 (�,.8%) m3�mmol–1 �s–1.

Przyk�ad 6.3. Reakcja przemiany kwasu �-hydroksymas�owego w lakton:

CH2OH–CH2–CH2–CH2COOH �
�  CH2–CH2–CH2–C=O + H2O

w roztworze wodnym jest odwracaln� reakcj� pierwszego rz�du. Dla pocz�tkowego
st��enia kwasu 0,1823 kmol�m–3 w temperaturze 300 K st��enie laktonu w zale�no�ci
od czasu podano w tabeli 6.7. Obliczy� sta�e szybko�ci k1 i k2.

O
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Rozwi�zanie. Je�li przez A oznaczymy substrat reakcji odwracalnej, a przez B jej
produkt, to szybko�� reakcji opiszemy za pomoc� równania:

BA
A ckck
td
cd

21 ��� (6.6.10)

Tabela 6.7. St��enie laktonu w reakcji przemiany kwasu �-hydroksymas�wego.
Dane do przyk�adu 6.3

t, s cB,
kmol/m–3 � (k1 + k2)�104,

s–1

0 0 0
1,26 0,0241 0,1322 1,588
2,16 0,0373 0,2046 1,525
3,00 0,0499 0,2737 1,567
3,90 0,610 0,3346 1,572
4,80 0,0708 0,3884 1,583
6,00 0,0811 0,4449 1,575
7,20 0,0900 0,4937 1,570
9,60 0,1035 0,5677 1,570

13,20 0,1155 0,6336 1,570
216,00 0,1328 0,7285 �rednia 1,565

Wygodnie jest wprowadzi� do oblicze� stopie� przereagowania �. Wtedy st��enia
substratu i produktu mo�na wyrazi� nast�puj�co:

� � �� 000 oraz1 ABBAA ccccc ���� (6.6.11)

Równanie kinetyczne po przekszta�ceniach przybierze posta�:

� � � ����
��� ekk

td
d

21 (6.6.12)

gdzie �e jest równowagowym stopniem przereagowania.
Równanie ró�niczkowe jest tu zapisane dla jednej zmiennej; jest ni� stopie� prze-

reagowania. Nale�y to równanie rozwi�za� z zerowym warunkiem pocz�tkowym, je�li
na pocz�tku reakcji st��enie produktu by�o równe zeru. Za równowagowy stopie�
przereagowania mo�na przyj�� warto�� stopnia przereagowania po dostatecznie d�u-
gim czasie reakcji (ostatni wiersz w tab. 6.7).

Po sca�kowaniu równania (6.6.12) otrzymuje si� zale�no�� mi�dzy stopniem prze-
reagowania a czasem reakcji:

��
�
�

��
e

e

t
kk ln1

21 (6.6.13)
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Z zale�no�ci tej mo�na obliczy� sum� sta�ych szybko�ci reakcji dla ka�dego st��enia
chwilowego produktu. Wyniki oblicze� zebrano w 4 kolumnie tabeli 6.7. �rednia warto��
k1 + k2 wynosi 1,565�10–4 s–1. Poniewa� stosunek sta�ej szybko�ci k1 do sumy sta�ych
szybko�ci k1 + k2 jest równy równowagowemu stopniowi przereagowania:

21

1

kk
k

e
�

�� (6.6.14)

wi�c dla reakcji A � B otrzymuje si� k1 = 1,141�10–4 s–1, natomiast dla reakcji B � A
k2 = 0,424�10–4 s–1.

Przyk�ad 6.4. Reakcja przy��czenia chlorowodoru do propylenu z wytworzeniem
chlorku izopropylowego:

ClHCHClHC 7363 ��

zachodzi w obecno�ci kwasu fosforowego jako katalizatora. Ze strony lewej na praw�
jest to reakcja drugiego rz�du. Reakcja odwrotna jest pierwszego rz�du. W temperatu-
rze 430 K dla pocz�tkowych ci�nie� parcjalnych substratów równych 267 hPa otrzy-
mano warto�ci ci�nienia produktu podane w tabeli 6.8.

Tabela 6.8. Ci�nienie cz�stkowe chlorku izopropylowego podczas reakcji

t, ks pC, hPa
Prawa strona

równ. (6.6.17)
401 10

1
�

�

K
pKk A

0,6 42 0,2203 3,671
1,2 78 0,5138 4,281
1,8 100 0,7909 4,394
2,4 112 1,0031 4,180
3,0 120 1,1857 3,952
3,6 122 1,2387 3,441
4,8 138 1,8535 3,861
6,0 141 2,0383 3,397
8,4 143 2,1861 2,603
� 155 �rednia 410754,3 ��

Wyznaczy� warto�ci sta�ych szybko�ci reakcji wprost i reakcji odwrotnej.

Rozwi�zanie. Symbolami A i B oznaczono substraty reakcji, symbolem C – jej
produkt. W sta�ej temperaturze st��enie gazu jest jednoznacznie okre�lone przez jego
ci�nienie. Dlatego mo�na zapisa� równanie kinetyczne, pos�uguj�c si� ci�nieniami
parcjalnymi sk�adników:

CBA
A pkppk
td

dp
21 ��� (6.6.15)
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Poniewa� pC = pA0 pA oraz pA0 = pA0 = 267 hPa, wi�c równanie (6.6.13) mo�emy zapi-
sa� w postaci umo�liwiaj�cej rozdzielenie zmiennych:

� �� �bpapk
td

dp
AA

A ���� 1 (6.6.16)

gdzie

2

100 ,
2

411
,

2
411
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��
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Po sca�kowaniu otrzymuje si�:

� �� �
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��
�

�

0

00
1 ln

41
(6.6.17)

Warto�ci odpowiadaj�ce prawej stronie równ. (6.6.15) podano w trzeciej kolumnie
tabeli 6.8, w czwartej za� – warto�ci sta�ej odpowiadaj�cej lewej stronie tego równa-
nia. Sta�� K oszacowano na podstawie znajomo�ci ci�nienia produktu po d�ugim czasie
reakcji:

� �
1

2 hPa0124,0
155267

155 ��
�

�K

Z oszacowanej �redniej warto�ci
K
Kp

k A0
1

41 �
 (tabela 6.8) oblicza si� warto�ci

sta�ych szybko�ci:
14

2
116

1 s1000,1orazshPa1023,1 ����� ����� kk

Przyk�ad 6.5. Okre�li� zale�no�� sta�ej szybko�ci reakcji termicznego rozk�adu
metanu od temperatury. Przyj��, �e reakcja jest pierwszego rz�du. Dane s� warto�ci
stopnia przereagowania metanu � w czterech  ró�nych temperaturach (tabela 6.9).

Tabela 6.9. Warto�ci stopnia przereagowania metanu dla ró�nych czasów reakcji

t, ms �
(T = 1600 K)

�
(T = 1700 K)

t, ms �
(T = 1800 K)

�
(T = 1900 K)

5 0,017 0,110 1 0,118 0,436
10 0,034 0,207 2 0,223 0,682
15 0,050 0,294 3 0,315 0,821
20 0,067 0,371 4 0,396 0,891
25 0,083 0,440 5 0,467 0,943
30 0,098 0,502 6 0,531 0,968
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Rozwi�zanie. W reakcji pierwszego rz�du stopie� przereagowania zmienia si�
z czasem wed�ug zale�no�ci:

� �kt��� exp1� (6.6.18)

Jest to wielko�� niezale�na od st��enia pocz�tkowego substratu.
Poszukiwane warto�ci sta�ej szybko�ci k mo�na wyznacza� osobno dla ka�dej

temperatury lub w post�powaniu uwzgl�dniaj�cym wyniki odniesione do ró�nych
warto�ci temperatury.

W pierwszym przypadku, do�wiadczalne warto�ci stopnia przereagowania �d  na-
le�y porównywa� z wielko�ciami obliczanymi ze wzoru (6.6.16). Wielko�� sta�ej
mo�na okre�li� w procedurze mimimalizacji funkcji odchyle�:

� � � �� �� ��
�

����
6

1

2
, exp1

i
iid ktkS � (6.6.19)

Mo�na te� skorzysta� z zale�no�ci sta�ej szybko�ci od temperatury:

�
�
�

�
�
� ��

T
BAk exp (6.6.20)

i sum� rozszerzy� na 24 punkty pomiarowe:

� �S A B A
B
T td i i

i
, exp exp,� � � � �
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2

1

24

(6.6.21)

Wyznaczanymi wielko�ciami minimalizuj�cymi funkcj� S s� wtedy parametry A i B.
Z oszacowania poszczególnych warto�ci w ró�nych temperaturach uzyskano na-

st�puj�ce parametry równania (6.6.18): A = 33,606 i B = 51784. Z oszacowania na
podstawie równ. (6.6.19) za� – A = 33,665 oraz B = 51 711. Wyniki te s� zbli�one.

Dla ostatniej pary liczb w tabeli 6.9 zale�no�� k(T) jest nast�puj�ca:

�
�
�

�
�
����

T
k 51711exp1017,4 14 (6.6.22)

Dwa kolejne przyk�ady odnosz� si� do reakcji zachodz�cej na powierzchni sta�ego
katalizatora. Reakcje elementarne tworz� wówczas tzw. zamkni�ty ci�g stadiów; cen-
tra aktywne, czyli reaktywne po��czenia przej�ciowe s� odtwarzane w cyklu
zamkni�tym. Ci�gi katalityczne rozwa�a si� w przybli�eniu stanu stacjonarnego.

Przyk�ad 6.6. Rozwa�ono zamkni�ty ci�g katalityczny z centrami aktywnymi
oznaczonymi nast�puj�cymi symbolami: z – miejsce aktywne na powierzchni i z–O
– centrum pokryte atomami tlenu:
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1
2 HOzzOH ����� ��
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k
(1)
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COzCOOz �

���
���

��

�k

k
(2)

Jest to mechanizm reakcji znanej w chemii pod nazw� reakcji gazu wodnego.
Szybko�ci stadiów ci�gu wynosz�:

� � � � � � � �

� � � � � � � �zOzzOz

OzzOzz

22CO2CO22

11H1OH11

2

22
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������

������

aackckr

aackckr
(6.6.23)

Dla prostoty iloczyn sta�ej szybko�ci i odpowiedniego dla tej sta�ej st��enia ozna-
czono dalej liter� a z indeksem informuj�cym, do jakiej reakcji elementarnej iloczyn
ten odnosi si�. Naturalne dla takiego ci�gu jest przybli�enie stanu stacjonarnego:

12 rr � . Wyprowadzi� wyra�enie okre�laj�ce szybko�� tworzenia dwutlenku w�gla.

Rozwi�zanie. Stan stacjonarny

Dzi�ki równo�ci szybko�ci stadiów ��cznie z równaniem bilansu st��enia centrów
aktywnych:

� � � � � �LOzz ��� (6.6.24)

gdzie (L) oznacza ca�kowite st��enie centrów aktywnych, mo�emy poda� wyra�enie
okre�laj�ce szybko�� procesu w stanie stacjonarnym:

� �
2211

2121L
��

��

���
�

�
aaaa

aaaar (6.6.25)

W opisie katalizy, nawet gdy liczba stadiów jest ma�a i pomimo ustalenia si� stanu
stacjonarnego d��y si� do dalszych uproszcze�. Cz�sto mo�na przyj��, �e istnieje
stadium determinuj�ce, tj. takie stadium w ci�gu, które wywiera decyduj�cy wp�yw na
szybko�� ca�ego procesu. Poj�cie „stadium determinuj�ce” nie jest precyzyjnie okre-
�lone. Ta wieloznaczno�� sprawia, �e istniej� jego synonimy: stadium wyznaczaj�ce
szybko��, okre�laj�ce szybko��, limituj�ce szybko��.

W dalszych rozwa�aniach przyj�to, �e przez stadium determinuj�ce w schemacie
reakcji (1), (2) b�dzie to stadium, którego charakterystyka kinetyczna pojawia si� w
opisie kinetycznym ca�ego procesu, a parametry kinetyczne charakteryzuj�ce drugie
stadium nie wyst�puj� w opisie procesu w ogóle lub pojawiaj� si� jako stosunek sta-
�ych szybko�ci, tj. w postaci sta�ej równowagi.
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Stan stacjonarny ze stadium determinuj�cym (2)

Je�li za�o�y si�, �e stadium (2) wyznacza szybko�� reakcji (IV), to w stadium (1)
ustala si� stan równowagi (kwazirównowagi). Z warunku zerowania si� szybko�ci
stadium pierwszego oraz bilansu centrów aktywnych otrzymuje si� nast�puj�ce zale�-
no�ci okre�laj�ce szybko��:
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lub po przekszta�ceniach:
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W wyra�eniu okre�laj�cym szybko�� reakcji wyst�puj� jedynie stosunki sta�ych
szybko�ci stadium (1). Równanie (6.6.25) jest prostsze od równania (6.6.24). Niewiel-
kie  uproszczenie w analizowanym schemacie reakcji staje si� znacz�ce, gdy liczba
stadiów staje si� wi�ksza lub gdy reakcja przebiega wed�ug innego mechanizmu.

Stan stacjonarny ze stadium determinuj�cym (1)
Je�li – przeciwnie ni� poprzednio – za�o�y si�, �e stadium (1) determinuje szyb-

ko�� syntezy gazu wodnego, to w stadium (2) ustali si� stan równowagi (kwazirów-
nowagi). Z warunku zerowania si� szybko�ci stadium drugiego oraz bilansu centrów
aktywnych otrzymuje si� nast�puj�ce zale�no�ci okre�laj�ce szybko��:
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lub po podstawieniu wyra�e� okre�laj�cych ai:
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Tym razem wyra�enie okre�laj�ce szybko�� zawiera sta�e szybko�ci stadium
pierwszego i stosunki sta�ych szybko�ci stadium drugiego. Równanie bko�� (6.6.26)
– podobnie jak poprzednio – jest prostsze od równania (6.6.23). Praktyczna korzy��
polega na tym, �e w wi�kszo�ci przypadków �atwiej s� dost�pne sta�e równowagi ni�
sta�e szybko�ci.
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Przyk�ad 6.7. Dla reakcji utleniania dwutlenku siarki przyj�to nast�puj�cy ci�g
zamkni�ty:

Oz2z2O
1

1

2 ���� ��
�� ���
�k

k
(1)

3

2

2
2 SOzSOOz ���� ��

��� ����
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k
(2)

Szybko�ci reakcji w poszczególnych stadiach ci�gu wynosz�:
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(6.6.30)

Warunek stacjonarno�ci: 2r1 – r2 = 0. Wyprowadzi� wyra�enie okre�laj�ce szyb-
ko�� tworzenia trójtlenku siarki.

Rozwi�zanie. Stan stacjonarny
Szybko�� stadium (1) zale�y od kwadratu st��enia centrów aktywnych; wyra�enia

okre�laj�ce stacjonarn� szybko�� i kryterium stacjonarno�ci maj� zatem bardzo z�o�o-
n� posta� i nie b�d� tu nawet przytoczone. Rozwa�ymy natomiast stan stacjonarny
z odpowiednimi stadiami determinuj�cymi.

Stan stacjonarny z (1) jako stadium determinuj�cym
Je�li szybko�� reakcji determinuje stadium (1), to w stadium (2) ustala si� kwazi-

równowaga. Z warunku tego i równania bilansu centrów aktywnych otrzymuje si�:
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Szybko�� ca�ej reakcji jest równa szybko�ci stadium (1) i wynosi:
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Po rozpisaniu prawej strony tego równania wida�, �e jego licznik jest wyra�eniem
w postaci przypominaj�cej prawo dzia�ania mas:
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Znowu w powy�szych równaniach stadium (2), w którym ustala si� stan równo-
wagi, sta�e szybko�ci wyst�puj� w postaci ilorazu, czyli sta�ej równowagi odpowied-
niego stadium.
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W stanie równowagi reakcji sumarycznej:

322 2SOO2SO �� (6.6.33)

jest oczywi�cie spe�niona równo��: r = 0. Wynika z niej zerowanie si� licznika w za-
le�no�ci (6.6.30), a zarazem oznacza nast�puj�c� zale�no�� mi�dzy sta�ymi szybko�ci
i sta�� równowagi reakcji sumarycznej:

K
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21 (6.6.34)

�atwo zauwa�y�, �e otrzymanie równania reakcji sumarycznej wymaga zsumowa-
nia równa� stadiów reakcji (1) i (2) po pomno�eniu równania reakcji  stadium (2)
przez 2.

Stan stacjonarny z (2) jako stadium determinuj�ce
Je�li o szybko�ci reakcji decyduje stadium drugie, to w stadium pierwszym ustala

si� stan kwazirównowagi. Z warunku tego i równania bilansu centrów aktywnych tym
razem otrzymuje si�:
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Szybko�� ca�ej reakcji jest równa szybko�ci stadium (2) i wynosi:
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lub po uwzgl�dnieniu st��e�:
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Licznik jest przypominaj�cym prawo dzia�ania mas dla reakcji sumarycznej:

322 SOO
2
1SO ��

Z zale�no�ci (6.6.35) wynika nast�puj�ca zale�no�� mi�dzy sta�ymi szybko�ci
a sta�� równowagi:
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Stadium determinuj�ce mo�e nie istnie� w danych warunkach. Mo�e te� ulega�
zmianie (przesuni�ciu) wraz ze zmian� warunków procesu.

Przyk�ad 6.8. W badaniach procesu utleniania dwutlenku siarki na katalizatorze
platynowym w temperaturze 750 K otrzymano wyniki podane w tabeli 6.10.

Przyj��, �e szybko�� reakcji determinuje reakcja powierzchniowa mi�dzy zaadsor-
bowanym na powierzchni katalizatora tlenem a dwutlenkiem siarki z fazy gazowej.
Wyprowadzi� równanie okre�laj�ce szybko�� i obliczy� sta�e tego równania.

Rozwi�zanie. Katalityczna reakcja w uk�adzie gaz–cia�o sta�e zachodzi w kilku
etapach. Zgodnie z za�o�eniem dyfuzja reagentów do i od powierzchni oraz w porach
katalizatora jest relatywnie szybka. Pomija si� je w dalszych rozwa�aniach. Uwzgl�d-
nia si� natomiast nast�puj�ce etapy:

� adsorpcj� tlenu na powierzchni z jednoczesn� dysocjacj� na atomy

XO22XO2 ��� (1)

� reakcj� tlenu atomowego z dwutlenkiem siarki z fazy gazowej

XSOSOXO 32 ���� (2)

� desorpcj� produktu

XSOXSO 33 ��� (3)

Tabela 6.10. Wyniki badania reakcji otrzymywania trójtlenku siarki w reaktorze ró�niczkowym

p, kPaNr
pomiaru SO3 SO2 O2

r, mol�g–1�s–1�106

1 4,28 2,55 18,6 5,5

2 3,31 3,52 19,0 11,0

3 2,72 4,09 19,3 16,5

4 2,36 4,43 19,5 22

5 2,14 4,64 19,6 27,5

6 2,01 4,76 19,7 33

Poniewa� z za�o�enia drugi z wymienionych etapów jest etapem determinuj�cym
szybko�� ca�ego procesu, wi�c zak�ada si�, �e w etapie (I) i (II) osi�gany jest stan
równowagi. Wówczas st��enia zaadsorbowanego tlenu atomowego i trójtlenku siarki
okre�laj� równania:



6.6. Przyk�ady zada� 241

XSOXSOXSOXOXOXO 3332
cpKccpKc ���� �� (6.6.39)

gdzie KO�X oraz XSO3 �
K  s� sta�ymi równowagi chemisorpcji tlenu i trójtlenku siarki, cX

za� jest st��eniem wolnych miejsc na katalizatorze.
Wyra�enie okre�laj�ce szybko�� reakcji powierzchniowej ma posta�:

��
�

�
��
�

�
�� �� XSOXOSO 32

1 c
K

cpkr
s

s (6.6.40)

przy czym Ks = ks/k–s jest stosunkiem sta�ych szybko�ci reakcji powierzchniowej (2)
z lewa na prawo i reakcji przebiegaj�cej w kierunku przeciwnym.

Do równania (6.6.38) podstawia si� wyra�enia okre�laj�ce st��enia zaadsorbowa-
nego tlenu atomowego i trójtlenku siarki (6.6.37), a tak�e st��enie cX wyznaczone
z równania bilansowego st��e� miejsc aktywnych:

XNNXSOXOX 223
cpKcccc ���� ��� (6.6.41)

Uwzgl�dniono tutaj dodatkowo adsorpcj� azotu.
Po wprowadzeniu dodatkowego oznaczenia:

XSO

XO

3 �

��
K
KK

K s

równanie okre�laj�ce szybko�� przybierze posta�:

22332
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(6.6.42)

Za�o�ywszy dodatkowo, �e mianownik ostatniego równania mo�na przybli�y� wy-
ra�eniem:

3SOpBA ���

oraz grupuj�c sta�e, otrzymuje si� ostatecznie:

3

322

SO

SOOSO
1

pBA

p
K

pp
r

�

�
� (6.6.43)



Rozdzia� 6. Kinetyka reakcji chemicznych242

Z niezale�nych bada�, nie rozwa�anych w tym przyk�adzie, ustalono warto�� sta�ej
K = 73. Z wyników pomiarów zestawionych w tabeli 6.10 mo�na wyznaczy� sta�e
A i B równania (6.6.41) (tabela 6.11).

Tabela 6.11. Obliczenie warto�ci pomocniczych
w procedurze wyznaczania sta�ych w równaniu kinetycznym (6.6.41)

Nr
pomiaru 3SOp R�10–6 6

SO 10
3

��Rp 2
3SOp

1 4,28 1,99 8,52 18,32
2 3,31 1,39 4,60 10,96
3 2,72 1,09 2,965 7,398
4 2,36 0,89 2,10 5,570
5 2,14 0,75 1,605 4,580
6 2,01 0,64 1,29 4,040

Suma 16,8 6,75 21,08 50,868

Po przekszta�ceniu równania (6.6.41) do postaci:

R
r

p
K

pp
pBA

SO
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�
��

322

3

SOO
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(6.6.44)

sta�e A i B mo�na obliczy� metod� najmniejszych kwadratów:

5
2

66
10695,5

8,16868,506
1075,68,161008,216 ��

��
������B

5
2

66
10695,4

8,16868,506
1008,218,1610868,5075,6 ���

��
������A

Równanie kinetyczne opisuj�ce szybko�� reakcji utleniania dwutlenku siarki jest
nast�puj�ce:

sg
mol10

695,4695,5
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Jak wszystkie równania rzeczywistego procesu równanie to zawiera parametry do-
�wiadczalne i obowi�zuje dla �ci�le okre�lonej temperatury i sk�adu reagentów.

Przyk�ad 6.9. Kinetyk� reakcji utleniania dwutlenku siarki w okre�lonych warun-
kach opisano wyra�eniem:



6.6. Przyk�ady zada� 243

2

2

322
SO

O
SO2SOO1 p

p
pkppkr �� (6.6.46)

Szybko�� r jest wyra�ona w molach trójtlenku siarki na 1 g katalizatora i 1 s.
Wyprowadzi� zale�no�� okre�laj�c� szybko�� tworzenia trójtlenku siarki (w kmo-

lach na 1 kg katalizatora i 1 godzin�) w zale�no�ci od stopnia przemiany x wyra�one-
go w molach dwutlenku siarki na 1 kg mieszaniny reagentów. Przyj�� ci�nienie równe
101,325 kPa i st��enia pocz�tkowe: 7,8% obj. SO2, 10,8 %obj. O2 oraz 81,4% obj. N2.

Rozwi�zanie. Mieszanina reagentów ma g�sto�� równ� 1,3946 kg/m3 (przyj�to, �e
reagenty zachowuj� si� jak gaz doskona�y). W 1 kg mieszaniny znajduje si�:

2SOmoli497,2
3946,14,22

78 �
�

2Omoli457,3
3946,14,22

108 �
�

2Nmoli056,26
3946,14,22

814 �
�

Je�eli x oznacza liczb� moli przereagowanego dwutlenku lub utworzonego trójtlenku
siarki, to zgodnie ze stechiometri� reakcji:

322 SOO
2
1SO �� (1)

jest  2,497 – x moli SO2, 3,457 – 0,5x moli O2 oraz x moli SO3, a sumaryczna liczba
moli mieszaniny reaguj�cej wynosi:

2,497 – x + 3,457 – 0,5x + x + 26,056 = 32,01 – 0,5x

Szybko�� reakcji ( w kmol�(kg kat.)–1�h–1) jest wi�c ostatecznie równa:
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Rozdzia� 7

Obliczenia reaktorów chemicznych

Reaktorem chemicznym jest ka�dy aparat przeznaczony do prowadzenia reakcji
chemicznych. Projektowanie takich aparatów, sterowanie ich prac�, a tak�e przewi-
dywanie skutków zmian warunków realizacji procesu z reakcj� chemiczn� wymaga
znajomo�ci zwi�zków mi�dzy zmiennymi wej�ciowymi i wyj�ciowymi reaktora. Ina-
czej mówi�c, nale�y dysponowa� opisem ilo�ciowym procesu zachodz�cego w reakto-
rze, czyli tzw. modelem matematycznym reaktora. Na model sk�adaj� si� równania
procesów przebiegaj�cych w reaktorze. S� to procesy wymiany masy i ciep�a; towa-
rzyszy im reakcja chemiczna.

W równaniach modelu uwzgl�dnia si� w�a�ciwo�ci fizyczne sk�adników uk�adu,
warunki mieszania mediów oraz termodynamiczny i kinetyczny opis przemiany che-
micznej. Równania zapisuje si� w postaci zale�no�ci od czasu. Zmienno�� w czasie
jest cech� typow� procesów okresowych i pó�okresowych. Procesy ci�g�e mog� za-
chodzi� w stanie okre�lanym jako stan ustalony, to jest w takich warunkach, w któ-
rych zmienne charakteryzuj�ce stan uk�adu nie zale�� od czasu. Cz�sto wystarczaj�ce
jest ograniczenie si� do rozwa�a� stanu ustalonego. Analiza dynamiki uk�adu o pracy
ci�g�ej jest potrzebna wtedy, gdy d��y si� do zwi�kszenia dok�adno�ci opisu oraz gdy
potrzebne s� informacje, w jaki sposób uk�ad przechodzi z jednego stanu ustalonego
w inny.

Wszystkie modele reaktorów s� modelami uproszczonymi. S� one rezultatem
kompromisu mi�dzy tendencj� do wiernego odtworzenia zachodz�cych zjawisk i pro-
cesów a u�ytkowo�ci� zbudowanych równa�. Nawet przy obecnych mo�liwo�ciach
maszyn cyfrowych ograniczenia opisu istniej� i wi��� si� ze stopniem rozpoznania
zjawiska (procesu) oraz znajomo�ci� i dok�adno�ci� danych fizykochemicznych. ta-
kich jak na przyk�ad sta�e szybko�ci reakcji, wspó�czynniki dyfuzji i inne.

W podr�czniku omówiono jedynie g�ówne modele reaktorów: reaktor o dzia�aniu
okresowym, reaktory o dzia�aniu ci�g�ym typu reaktor zbiornikowy (przelewowy)
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i reaktor rurowy. W najprostszej wersji zak�ada si� albo doskona�e wymieszanie
sk�adników mieszaniny reaguj�cej albo ca�kowity brak mieszania; s� to wówczas
modele reaktorów doskona�ych. Pokazano równie�, jak mo�na w niektórych przypad-
kach rozszerzy� mo�liwo�ci stosowania tych modeli przez pomini�cie niektórych
za�o�e� upraszczaj�cych. Post�powanie wymaga przeprowadzenia bada� dynamiki
uk�adu i prowadzi do modeli reaktorów rzeczywistych.

7.1. Modele reaktorów doskona�ych

Podstaw� rozwa�anych modeli reaktorów stanowi� zasady zachowania materii
i energii. Ogólna posta� takiej zasady jest nast�puj�ca:

(dop�yw do uk�adu) = (odp�yw z uk�adu)

+ (zmiana w reakcji chemicznej) + szybko�� zmiany w uk�adzie) (7.1.1)
Zasada dotyczy strumieni: masy – (ogólne równanie ci�g�o�ci masy), sk�adnika –

(równanie ci�g�o�ci dla sk�adnika), energii (cz��ciej entalpii) – (równanie bilansu energii).
Dla przyk�adu rozwa�my zbiornik, do którego dop�ywa i z którego odp�ywa ciecz.

Zawarto�� zbiornika jest intensywnie mieszana, tak �e w ka�dym jego punkcie w�a-
�ciwo�ci cieczy (w tym g�sto��) s� jednakowe. Przy tym za�o�eniu bilans masy mo�e
by� sporz�dzony dla ca�ej zawarto�ci zbiornika. Je�li wprowadzi si� oznaczenia:

� ciecz dop�ywaj�ca: strumie� o obj�to�ci q0, m3�s–1 i g�sto�ci �0, kg�m–3,
� ciecz wewn�trz zbiornika o obj�to�ci V, m3 i g�sto�ci �, kg�m–3,
� ciecz odp�ywaj�ca: strumie� o obj�to�ci q, m3�s–1 i g�sto�ci �, kg�m–3,

to zgodnie z ogólnym równaniem bilansu (7.1.1) mo�na napisa�:

� � ]skg[ 1
00

����
td
Vdqq ���  (7.1.2)

Ró�nica strumieni masy dop�ywaj�cego i odp�ywaj�cego jest równa szybko�ci groma-
dzenia (zanikania) masy w zbiorniku. W omawianych reaktorach chemicznych szybko��
ta jest równa zeru; w reaktorze nie nast�puje ani nagromadzanie, ani zanikanie masy.

7.1.1. Reaktor przep�ywowy z doskona�ym mieszaniem

Niech w zbiorniku zachodzi reakcja chemiczna

PS � (I)

w której z substratu S powstaje produkt P. Reakcja jest nieodwracalna, wi�c jej szyb-
ko�� opisuje równanie kinetyczne pierwszego rz�du ze sta�� szybko�ci k:
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]dm[mol, 13 ���� sckr S (7.1.3)

r jest zarówno szybko�ci� ubywania substratu S, jak i tworzenia produktu P (por.
rozdz. 6).

Bilans sk�adnika
Poni�ej napisano równanie bilansu sk�adnika S

w uk�adzie zbiornika przelewowego z mieszaniem.
Mieszanie jest tak intensywne, �e mo�na przyj��
za�o�enie, �e st��enie substratu S wewn�trz zbiorni-
ka w obj�to�ci V i w strumieniu odp�ywaj�cym ze
zbiornika s� jednakowe. Poszczególne cz�ony rów-
nania bilansu sk�adnika S s� nast�puj�ce:

� strumie� sk�adnika dop�ywaj�cego do zbior-
nika: ]smol[ 1

0 0

��Scq ,

� strumie� sk�adnika odp�ywaj�cego ze zbiorni-
ka qcS, mol�s–1,

� strumie� sk�adnika zanikaj�cego w reakcji Vr,, mol�s–1. Równanie (7.1.1) przy-
bierze zatem posta�:

� �
td
VcdVckcqcq S

SSS ���00 , ]s[mol 1�� (7.1.4)

Prawa strona równania okre�la akumulacj� sk�adnika S w zbiorniku; w rozwi�zaniach
konstrukcyjnych zabezpieczaj�cych przed gromadzeniem si� (lub „wynoszeniem”)
sk�adnika w zbiorniku akumulacja nie wyst�puje. Je�li strumie� o obj�to�ci q0 i st��e-
nie zasilania 

0Sc nie b�d� zmienia� si� w czasie i nie wyst�puje akumulacja, to równa-
nie bilansu sk�adnika zapiszemy w postaci równania:

r
cqcqV SS �

� 00 (7.1.5)

Je�li strumie� na wlocie i wylocie ze zbiornika jest taki sam, to:

r
cc

q
V SS �

� 0  (7.1.6)

Stosunek obj�to�ci zbiornika i strumienia jest wielko�ci� o wymiarze czasu; jest to
umowny czas przebywania p�ynu w zbiorniku. Je�li wprowadzi si� stopie� przere-
agowania – wielko�� okre�laj�c�, w jakim stopniu zasz�a przemiana substratu S:

0

0

S

SS

c
cc �

�� (7.1.7)

q0

cs0 q

cs

V

Rys. 7.1. Reaktor zbiornikowy
przep�ywowy z mieszaniem
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to równanie (7.1.6) przybierze posta�:

r
c

q
V

S
�� 0�� (7.1.8)

Jest to zwi�zek czasu (wzgl�dnego) przebywania mieszaniny reaguj�cej w zbiorni-
ku ze st��eniem substratu w strumieniu zasilaj�cym, szybko�ci� reakcji chemicznej
i stopniem przereagowania. Obowi�zuje on w warunkach ustalonej pracy. Szybko��
reakcji chemicznej w reaktorze opisanym równaniem (7.1.8) jest sta�a i równa szybko-
�ci reakcji w strumieniu opuszczaj�cym reaktor.

Zbiornik, w którym mieszanie strumienia zasilaj�cego z zawarto�ci� zbiornika jest
natychmiastowe, a wymieszanie tak dobre (doskona�e), �e zawarto�� zbiornika jest
w pe�ni jednorodna, stanowi model reaktora zbiornikowego przelewowego.

W modelu tym, jak wida�, zak�ada si� doskona�e wymieszanie reagentów w ka�-
dym punkcie zbiornika o obj�to�ci V. St��enie w strumieniu opuszczaj�cym reaktor
jest takie samo jak wewn�trz reaktora. Temperatura mieszaniny reaguj�cej jest rów-
nie� wyrównana w ca�ej obj�to�ci reaktora.

Bilans energii (entalpii)

Równanie bilansu energii p�ynu w reaktorze w wielu przypadkach mo�na sprowa-
dzi� do równania bilansu entalpii. Zawiera ono wówczas nast�puj�ce cz�ony:

� strumie� dop�ywaj�cy do uk�adu na drodze konwekcji i przewodzenia,
� strumie� odprowadzany z uk�adu na drodze konwekcji i przewodzenia,
� strumie� wydzielany (poch�aniany) w reakcji chemicznej,
� strumie� odprowadzany (doprowadzany) z uk�adu do wymiennika ciep�a.
Sumuj�c te cz�ony, otrzymuje si� wyra�enie okre�laj�ce szybko�� zmiany entalpii

wewn�trz uk�adu:

� � � � � �
dt

VHdTTFVrHHqHq sr
���� ������ �000 (7.1.9)

gdzie: H – entalpia mieszaniny reaguj�cej J�g–1, � – g�sto��, g�dm3, �Hr – entalpia
reakcji chemicznej, J�mol–1, F – powierzchnia wymiany ciep�a w wymienniku, m2,
� – wspó�czynnik wnikania ciep�a od p�ynu do �cianki, J�m–2�s–1 �K–1, T – temperatura
p�ynu w reaktorze, K, Ts – temperatura �cianki wymiennika, K.

Równanie bilansu mo�na rozpisa� w zale�no�ci od temperatury jako zmiennej, je-
�li za�o�y si� sta�e warto�ci strumienia obj�to�ciowego q, g�sto�ci �, obj�to�ci robo-
czej reaktora V i �redni� warto�� ciep�a w�a�ciwego cp oraz �e entalpia jest iloczynem
cpT. Równanie (7.1.9) przybierze wtedy posta�:

� � � � � �
dt
dTcVTTFVHTTcq psrrp ��� ������ �0 (7.1.10)
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gdzie T0 jest temperatur� strumienia zasilaj�cego.
Dalsze uproszczenie otrzyma si� przy dodatkowych za�o�eniach: o stanie ustalo-

nym przekazywania ciep�a przez �ciank� i odbiorze ciep�a przez p�yn ch�odz�cy
w wymienniku przy zast�pczych warto�ciach powierzchni wymiany ciep�a Fz, tempe-
ratury p�ynu ch�odz�cego Tw i wspó�czynnika przenikania ciep�a kq:

� � � � � �
td
TdcVTTFkVHTTcq pwzqrrp �� ������ �0 (7.1.11)

W przeciwnym wypadku trzeba poda� osobne równania bilansu ciep�a dla �cianki
reaktora i dla p�ynu ch�odz�cego.

W warunkach doskona�ego mieszania temperatura – podobnie jak st��enie – jest
wyrównana w ca�ej obj�to�ci reaktora i prawa strona równania (7.1.10) zeruje si�.
Równania (7.1.8) i (7.1.11) okre�laj�ce, jak zmienia si� st��enie i temperatura, stano-
wi� model nieizotermicznego reaktora przep�ywowego z mieszaniem.

Rozwa�ony model reaktora – zarówno równania bilansu sk�adnika, jak i równanie
bilansu energii – zbudowano, traktuj�c uk�ad jako ca�o��. Równanie reaktora dla wa-
runków pracy ustalonej jest wtedy zwyk�ym równaniem algebraicznym. Pe�ne równa-
nie bilansu sk�adnika jest równaniem ró�niczkowym zwyczajnym wzgl�dem czasu.

Ni�ej rozpatrzono uk�ad przep�ywowy o znacznie bardziej skomplikowanym opi-
sie. Pojawia si� on wówczas, gdy – w odró�nieniu od pe�nego mieszania – za�o�y si�
ca�kowity brak mieszania.

7.1.2. Reaktor przep�ywowy t�okowy

Uk�ady, w których wyst�puj� przestrzenne gradienty w�a�ciwo�ci takich jak st��e-
nie i temperatura s� opisywane za pomoc� równa� ró�niczkowych o pochodnych
cz�stkowych wzgl�dem czasu i wspó�rz�dnych przestrzennych. Konsekwencj� tego
jest konieczno�� zapisania równa� bilansowych dla elementu obj�to�ci dV. Poni�ej
podano równanie bilansu sk�adnika S reaguj�cego w nieodwracalnej reakcji pierwsze-
go rz�du (I).

Bilans sk�adnika

Za�o�ono, �e w naczyniu w kszta�cie rury
przemieszcza si� p�yn w sposób zbli�ony do ruchu
t�oka w cylindrze. W kierunku prostopad�ym do
osi rury w�a�ciwo�ci p�ynu s� jednakowe. W kie-
runku osi wyst�puje gradient st��enia powodowa-
ny zachodz�c� reakcj� chemiczn�. Równanie tym
razem b�dzie si� odnosi� do elementu obj�to�ci dV
wyznaczanego przekrojem poprzecznym rury F

dV

w

Rys. 7.2. Reaktor rurowy
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oraz punktami z oraz z + dz: dV = Fdz.
Cz�ony równania bilansu sk�adnika S s� nast�puj�ce:
� strumie� sk�adnika dop�ywaj�cego do elementu dV: qcS, mol�s–1,

� strumie� sk�adnika odp�ywaj�cego z elementu dV:
� �

,smol, 1��
�

�
� zd

z
qcqc S

S

� strumie� sk�adnika zanikaj�cego w reakcji, w elemencie dV: dVr, mol�s–1,
Szybko�� akumulacji sk�adnika S w obj�to�ci dV wynosi:

� � � �
t
dVcrdVdz

z
cqcqcq SS

SS
�

�
����

�

�
��
�

�

�

�
�� (7.1.12)

Za�o�ono tu sta�� warto�� strumienia obj�to�ciowego q. Je�li przekrój rury F jest
sta�y, to liniowa pr�dko�� przep�ywu w b�dzie równie� sta�a. Po przekszta�ceniu
otrzymuje si�:

t
cr

z
cw SS

�
�

���
�
� (7.1.13)

W warunkach pracy ustalonej znika cz�on opisuj�cy zmienno�� w czasie i otrzy-
muje si�:

r
zd
cdw S �� (7.1.14)

a poniewa� wF = q i Fdz = dV, wi�c

r
cd

q
dV S�� (7.1.15)

Ca�kuj�c równanie (7.1.15), otrzymuje si�:
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00

 (7.1.16)

Jest to podstawowe równanie reaktora z przep�ywem t�okowym. Podaje ono zwi�zek
pomi�dzy stopniem przereagowania i umownym czasem przebywania reagentów
w reaktorze. W odró�nieniu od reaktora przep�ywowego z mieszaniem (w którym
szybko�� reakcji jest sta�a), w reaktorze t�okowym szybko�� reakcji ulega zmianie
w trakcie jej zachodzenia. W przypadku typowej reakcji chemicznej najwi�ksza szyb-
ko�� jest na wlocie do reaktora, najmniejsza za� – w cz��ci wylotowej.

Je�li porównamy zale�no�� (7.1.8) dla reaktora z mieszaniem z zale�no�ci�
(7.1.16) dla reaktora t�okowego, to zauwa�ymy, �e realizacja typowego procesu
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w reaktorze t�okowym jest korzystniejsza ni� w reaktorze z mieszaniem. Wida� to
równie� na rys. 7.3.

�

1/r

0
0

k�

zbsc
��
�

�
��
�

�

0

�

rsc
��
�

�
��
�

�

0

�
1/rk

Rys. 7.3. Porównanie reaktorów przep�ywowych: z doskona�ym mieszaniem i t�okowego;
indeks zb odnosi si� do reaktora zbiornikowego, indeks r – do reaktora rurowego

Czas umowny potrzebny do osi�gni�cia tego samego stopnia przereagowania (pro-
porcjonalny do wielko�ci reaktora i odwrotnie proporcjonalny do strumienia obj�to�ci),
odpowiada polu prostok�ta o bokach 1/rk i �k w przypadku reaktora z mieszaniem i polu
pod krzyw� wyznaczonemu przez odci�te 0 i �k w przypadku reaktora t�okowego. To
ostatnie pole jest mniejsze od pola prostok�ta; mniejsza jest zatem wymagana obj�to��
reaktora t�okowego dla uzyskania tego samego stopnia przereagowania. W reaktorze
t�okowym mo�na zatem zwi�kszy� strumie� reagentów w porównaniu z reaktorem
z mieszaniem, je�li b�dzie zachowany ten sam stopie� przereagowania.

7.1.3. Reaktor zbiornikowy z doskona�ym mieszaniem

W równaniu bilansowym reaktora zbiornikowego
o pracy okresowej nie wyst�puj� cz�ony zwi�zane
z dop�ywem i odp�ywem strumieni reagentów i produk-
tów (rys. 7.4).

Równanie ci�g�o�ci sk�adnika jest wtedy to�samo-
�ci�:

� �
dt
VcdVr S�� (7.1.17)

gdy� dla sta�ej obj�to�ci V jest to równanie definiuj�ce
szybko�� reakcji (szybko�� zanikania substratu S).

Rozwa�ono jeszcze raz reakcj� (I), w której z substratu
S powstaje produkt P. Niech b�dzie zadana wielko�� pro-

za�adowanie

opró�nianie

Rys. 7.4. Reaktor zbiornikowy
z mieszaniem o pracy okresowej
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dukcji FP, tj. liczba moli produktu P wytwarzanego w jednostce czasu. Poniewa� z jed-
nego mola substratu powstaje jeden mol produktu, wiec z prostej proporcji:

jS

P

ttVc

F

��

�

�0

1

uzyskuje si� wyra�enie okre�laj�ce obj�to�� robocz� reaktora V:

� �
�0S

jP

c

ttF
V

�
� (7.1.18)

w którym t oznacza czas reakcji, natomiast tj jest czasem „biegu ja�owego” reaktora
przypadaj�cym na jedn� szar��. Czas reakcji potrzebny do osi�gni�cia stopnia przere-
agowania �k wyra�a równanie kinetyczne reakcji:

��
k

r
dct Sr

�
�

0
0 (7.1.19)

Prawe strony zale�no�ci (7.1.16) i (7.1.19) s� takie same. W przypadku równ. (7.1.16)
prawa strona oznacza umowny czas przebywania mieszaniny reaguj�cej w reaktorze.
W zale�no�ci (7.1.19) jest to rzeczywisty czas reakcji.

W omawianej reakcji nieodwracalnej pierwszego rz�du (I) szybko�� reakcji opi-
suje wyra�enie:

� ����� 10SS kckcr (7.1.20)

Zwi�zek mi�dzy stopniem przereagowania �k i czasem tr jest tutaj nast�puj�cy:
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 Szybko�� reakcji odwracalnej pierwszego rz�du:

PS �� �� �� ��
�k

k
(II)

opisuje równanie:

� � ��
0

10 SSPS ckkcckkcr �� ����� (7.1.22)

które mo�na przekszta�ci� w posta� dogodn� do ca�kowania:
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�
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�

�
��

e
Skcr

�
�10 (7.1.23)

w której �e jest równowagowym stopniem przereagowania zwi�zanym ze sta�� rów-
nowagi K zale�no�ci�:
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� (7.1.24)

Dla reakcji tej zale�no�� mi�dzy stopniem przereagowania �k a czasem tr jest nast�-
puj�ca:
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(7.1.25)

Podobnie mo�na rozpatrzy� reakcje o innej stechiometrii i innym rz�dzie. Na
przyk�ad szybko�� reakcji nieodwracalnej drugiego rz�du:

DCBA ��� ��� k (III)

wynosi:

BAcckr � (7.1.26)

Je�li reaguje stechiometryczna mieszanina substratów A i B, to stopie� przereago-
wania mo�na odnie�� do dowolnego reagenta – A lub B. Je�li jednak który� z sub-
stratów jest doprowadzany w niedomiarze, to stopie� przereagowania (zmieniaj�cy si�
od zera do jedno�ci) nale�y odnie�� do tego reagenta. W pierwszym przypadku, gdy

,00 BA cc �  wyra�enie okre�laj�ce szybko�� reakcji przybierze posta�:

� �22
0 1 ��� Ackr (7.1.27)

W drugim przypadku, gdy ,00 BA cc � stopie� przereagowania okre�la si� dla sub-
stratu A i równanie szybko�ci jest nast�puj�ce:

� �� � � �� ����� ������ Mckccckr AABA 11 2
0000 (7.1.28)

przez M oznaczono stosunek st��e� pocz�tkowych obu substratów: cB0/cA0. Dla M = 1
zale�no�� (7.1.28) staje si� zale�no�ci� (7.1.27).

Zwi�zek mi�dzy ko�cowym stopniem przereagowania �k i czasem tr jest tutaj za-
le�ny od warto�ci M. Dla M ró�nego od 1 mamy:

� �� � � �� ��� ��
�

��
�

kk

M
d

kcMck
dct

AA
Ar

��

��
�

��
�

00 0
2

0
0 1

1
1

(7.1.29)

W dalszych rozwa�aniach miejsca zerowe trójmianu stanowi�cego odwrotno��
funkcji podca�kowej oznaczono przez �1,2:

� � �
�
�

�
�
� ����� MMM 411

2
1 2

2,1� (7.1.30)

Otrzymuje si� wówczas nast�puj�ce wyra�enie okre�laj�ce czas reakcji:



Rozdzia� 7. Obliczenia reaktorów chemicznych254

� �� � � �
� �
� �21

12

2100 210

ln11
���
���

������
�

�

�
�

�
�

��
� �

k

k

AA
r ck

d
kc

t
k

(7.1.31)

Dla M = 1 wyra�enie okre�laj�ce czas reakcji przyjmuje prostsz� posta�:
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(7.1.32)

W reakcji odwracalnej drugiego rz�du w obu kierunkach:

DCBA ��� �� �� ���
�k

k
(IV)

o szybko�ci r = kcAcB –k–cCcD odpowiednie wyra�enia okre�laj�ce szybko�� reakcji
oraz zwi�zek mi�dzy czasem reakcji a stopniem przereagowania s� nast�puj�ce (roz-
patrzono jedynie przypadek, gdy substraty wyst�puj� w stosunku stechiometrycznym
i st��enia pocz�tkowe produktów s� równe zeru):

� � 22
0

22
0 1 �� AA ckckr ���� (7.1.33)

Równanie (7.1.33) po przekszta�ceniach mo�na zapisa� nast�puj�co:

��
�

�
��
�

�
����

�

�
��
�

�
�� �

�
�

�
� 2112

0
ee

Ackr  (7.1.34)

gdzie równowagowy stopie� przereagowania wynosi:
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Zale�no�� czasu od wymaganego stopnia przereagowania jest ju� bardziej skompli-
kowana:

� � � �� �� ���
�

k

eeeA

e
r

d
kc

t
�

�����
��

00

2

12
(7.1.36)

7.2. Najprostsze modele reaktorów rzeczywistych

W rzeczywistym przep�ywie mieszaniny reaguj�cej nie wyst�puje ani ca�kowite
wymieszanie, ani ruch t�okowy p�ynu. Efektywnym sposobem uwzgl�dnienia odst�p-
stwa od warunków doskona�ych jest wprowadzenie do modelu parametru do�wiad-
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czalnego – jednego lub wi�kszej liczby. Parametr wyznacza si� z wyników uzyska-
nych w badaniach dynamiki uk�adu przep�ywowego.

Poni�ej przedstawiono dwa modele z jednym parametrem. S� to: model z dysper-
sj� wzd�u�n� i model komórkowy.

7.2.1. Model z dyspersj� wzd�u�n�

Dokonanie za�o�enia, �e w reaktorze rurowym wyst�puje wymiana masy (i ciep�a)
mi�dzy elementami p�ynu w kierunku osi prowadzi do modelu reaktora rurowego
z dyspersj� wzd�u�n�. Przemieszanie wzd�u�ne jest wynikiem oddzia�ywania dyfuzji
cz�steczkowej, wirowej oraz czynników powoduj�cych nierównomierny przep�yw
masy. Ich wp�yw uwzgl�dnia si� przez wprowadzenie sumarycznego wspó�czynnika,
zwanego wspó�czynnikiem dyspersji osiowej (wzd�u�nej) Ez.

Zak�ada si�, �e strumie� sk�adnika N przemieszczaj�cy si� przez jednostk� prze-
kroju poprzecznego wyra�a równanie:

z
cEN z

�
�

�� (7.2.1)

Równanie ci�g�o�ci zapisane dla substratu S i elementu obj�to�ci dV = Fdz przy-
bierze w tym przypadku posta�:
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Dla sta�ego przekroju F reaktora po podzieleniu przez dV i uporz�dkowaniu
otrzymuje si�:
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Porównuj�c ostatnie równanie z równaniem (7.1.13) dla przep�ywu t�okowego wi-
da� wyra�nie, �e zawiera ono dodatkowy cz�on z parametrem Ez. W warunkach usta-
lonego przep�ywu ze sta�� pr�dko�ci� liniow� w i sta�ym wspó�czynnikiem Ez jest to
równanie ró�niczkowe drugiego rz�du:
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z (7.2.4)

Cz�sto do równania reaktora z dyspersj� osiow� w miejsce wspó�czynnika Ez
wprowadza si� wielko�� bezwymiarow�, tzw. liczb� Pecleta Pe:

z
z E

wLPe � (7.2.5)
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gdzie L jest d�ugo�ci� reaktora. Wówczas równanie (6.6.15) mo�na przepisa� w postaci:
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(7.2.6)

z bezwymiarow� d�ugo�ci� Z = z/L.
Stosunek d�ugo�ci reaktora i liniowej pr�dko�ci przep�ywu jest równy umownemu

czasowi przebywania mediów w reaktorze (wielko��� wprowadzono, gdy omawiano
reaktor t�okowy). Znaj�c warto�� liczby Pecleta i rozwi�zuj�c równanie (7.2.6), mo�na
analitycznie lub liczbowo okre�la� st��enie lub stopie� przereagowania substratu S.

Gdy liczba Pecleta osi�ga du�� warto��, mo�na nie uwzgl�dnia� osiowego przeno-
szenia masy w reaktorze i stosowa� do opisu model reaktora t�okowego. Rzeczywi-
�cie, gdy pominiemy pierwszy cz�on równania (7.2.6), otrzymamy równanie opisuj�ce
przep�yw t�okowy p�ynu (por. równ. (7.1.16)). Dla reaktora rzeczywistego wyznacza
si� warto�� liczby Pecleta, badaj�c zachowanie si� uk�adu przep�ywowego w czasie.
Badania takie s� podstaw� równie� innych modeli. Wyniki opracowuje si�, korzysta-
j�c z rachunku prawdopodobie�stwa i praw statystyki.

Pomiar rozk�adu czasu przebywania

W celu uzyskania informacji o naturze procesów mieszania zachodz�cych we-
wn�trz reaktora wykonuje si� pomiary polegaj�ce na �ledzeniu zachowania si� sub-
stancji wprowadzonej do uk�adu, tzw. trasera (p�ynu wska�nikowego). Traser nie
reaguje z p�ynem przep�ywaj�cym przez reaktor. Wprowadza si� go najcz��ciej
w niewielkiej ilo�ci, tak by nie zaburza� g�ównego strumienia imituj�cego mieszanin�
reaguj�c�. W strumieniu odp�ywaj�cym z reaktora mierzy jest st��enie trasera w funkcji
czasu. Je�li porcja trasera podana jest w bardzo krótkim czasie (granicznie
– impulsowo), to uzyskana zale�no�� stanowi charakterystyk� dynamiczn� reaktora ty-
pu C. (Przy innym sposobie wprowadzania trasera otrzymuje si� charakterystyk� innego
typu). Przedstawia si� j� najcz��ciej w postaci stosunku st��enia trasera w strumieniu
odp�ywaj�cym do st��enia wynikaj�cego z wprowadzonej ilo�ci p�ynu kontrolnego.

Po dostatecznie d�ugim czasie obserwacji ca�a wprowadzana substancja opu�ci
oczywi�cie reaktor. Ta oraz inne cechy funkcji C(t) pozwalaj� przypisa� charaktery-
styce dynamicznej w�a�ciwo�ci funkcji g�sto�ci rozk�adu E(t) definiowanej w uj�ciu
probabilistycznym,. Jest ona miar� rozk�adu czasu przebywania elementów p�ynu
w reaktorze.

Funkcja g�sto�ci rozk�adu czasu przebywania

Z funkcj� E(t) s� zwi�zane tzw. momenty rozk�adu, a w szczególno�ci �rednia sta-
nowi�ca pierwszy moment:
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(�rednia) � � dttEt�
�

�
0

(7.2.7)

oraz wariancja rozk�adu, b�d�ca drugim momentem (centralnym, tj. odniesionym do
�redniej):

� � � � � �2
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2 �redniawariancja �� �
�

dttEt (7.2.8)

�rednia oznacza w tym przypadku �redni czas przebywania p�ynu w reaktorze; jest
on dalej oznaczany symbolem �. Wariancja jest oznaczana symbolem �2.

Je�li w do�wiadczeniu okre�li si� charakterystyk� dynamiczn� C(t), to poniewa� funk-
cja C(t) = E(t), wi�c mo�na obliczy� wielko�ci: � i �2. Dla p�ynu o nie zmieniaj�cej si�
g�sto�ci �redni czas przebywania � jest równy umownemu czasowi przebywania, oblicza-
nemu jako stosunek obj�to�ci reaktora i strumienia obj�to�ciowego reagentów:

q
V�� (7.2.9)

Zwi�zek wariancji z liczb� Pecleta
Wariancj� rozk�adu czasu przebywania mo�na zwi�za� z parametrem modelu.

W modelu reaktora z dyspersj� wzd�u�n� jest to nast�puj�ca zale�no��:
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z
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���� (7.2.10)

Umo�liwia ona obliczenie liczby Pecleta wyst�puj�cej w modelu reaktora rzeczy-
wistego.

W innych modelach reaktora korzysta si� z odpowiednich, w�a�ciwych dla danego
modelu, zwi�zków pomi�dzy wariancj� i parametrem modelu. Przyk�ad takiego
zwi�zku podano w omówionym ni�ej tzw. modelu komórkowym.

7.2.2. Model komórkowy reaktora

Z rysunku 7.5 wida�, �e je�li liczba Pecleta osi�ga du�e warto�ci, to charakterysty-
ka dynamiczna reaktora odpowiada pojedynczemu, krótkotrwa�emu impulsowi. Tak�
charakterystyk� odznacza si� w�a�nie reaktor t�okowy. Je�li za� liczba Pecleta przybie-
ra warto�ci ma�e, to kszta�t charakterystyki staje si� typowy dla reaktora z doskona�ym
mieszaniem.

W uk�adzie szeregowo po��czonych reaktorów z doskona�ym mieszaniem roz-
k�ad czasu przebywania elementów p�ynu jest rozk�adem po�rednim mi�dzy gra-
nicznymi profilami reaktora t�okowego i pojedynczego reaktora z doskona�ym mie-
szaniem (rys. 7.6).
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Rys. 7.5. Charakterystyka dynamiczna uk�adu przep�ywowego
z mieszaniem wzd�u�nym – krzywe dla ró�nych warto�ci liczby Pecleta

Wida�, �e krzywe z rys. 7.6 s� podobne do krzywych przedstawionych na rys.7.5. Gdy
N = 1 oraz N = �, otrzymuje si� modele przep�ywów doskona�ych – z mieszaniem oraz
t�okowy. Dla po�rednich warto�ci N model opisuje zatem ró�ny stopie� przemieszania
wzd�u�nego w reaktorze. Taki model, w którym wykorzystano uk�ad reaktorów z dosko-
na�ym mieszaniem, nazywa si� modelem komórkowym. Parametrem modelu jest liczba
reaktorów N. Jest ona zwi�zana z wariancj� rozk�adu czasu przebywania prostym wzorem:

Rys. 7.6. Charakterystyka dynamiczna
uk�adu N reaktorów z doskona�ym mieszaniem

�

�
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22 1 ��
N

� (7.2.11)

Ten najprostszy model komórkowy reaktora jest zbudowany z N jednakowych re-
aktorów z doskona�ym mieszaniem. Je�li reaktory s� ró�nej wielko�ci, to model ko-
mórkowy staje si� bardziej z�o�ony, ale mo�e on jednak z wi�ksz� dok�adno�ci� od-
wzorowywa� do�wiadczaln� charakterystyk� dynamiczn� rzeczywistego reaktora.

W analizowanej ju� reakcji pierwszego rz�du (I), dla n-tego reaktora modelu ko-
mórkowego otrzymuje si�:
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gdzie �n = Vn/q.
St��enie nieprzereagowanego substratu na wylocie z uk�adu N reaktorów z dosko-

na�ym mieszaniem opisuje wzór:
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SkS N
kcc
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0, (7.2.13)

gdzie � jest czasem przebywania p�ynu w uk�adzie.
Znaj�c warto�� parametru N, mo�na obliczy� ko�cowe st��enie substratu S lub

oczekiwany stopie� przereagowania.
Przedstawione modele reaktorów rzeczywistych wskazuj� na du�e znaczenie zna-

jomo�ci dynamiki uk�adu przep�ywowego. Otrzymana charakterystyka dynamiczna C
(b�d�ca równocze�nie funkcj� g�sto�ci rozk�adu czasu przebywania E), umo�liwia
bowiem – poprzez odpowiedni� zale�no�� wariancji od parametru – okre�lenie para-
metru rozwa�anego modelu reaktora. Mo�na równie� wykorzysta� bezpo�rednio funk-
cj� g�sto�ci E w tzw. modelu ca�kowitej segregacji.

7.2.3. Model ca�kowitej segregacji

Mo�na rozwa�a�, czy proces mieszania p�ynu w reaktorze zachodzi w skali poje-
dynczych cz�steczek, czy te� ich zespo�ów. Je�eli za�o�y�, �e wprowadzany p�yn
tworzy skupiska z�o�one z wielu cz�steczek – pozostaj�ce w takim stanie a� do opusz-
czenia aparatu – otrzymuje si� model ca�kowitej segregacji. Wydaje si� on wielce
prawdopodobny w odniesieniu do pewnych reakcji heterogenicznych, np. w uk�adzie
cia�o sta�e–p�yn.

W modelu tym st��enie substratu S zanikaj�cego w reakcji (I) w elemencie p�ynu
o czasie przebywania t jest okre�lane jak w reaktorze o pracy okresowej. Oznaczaj�c
to st��enie jako cs(t) i uwzgl�dniaj�c poszczególne elementy p�ynu opuszczaj�ce re-
aktor, otrzymuje si� �rednie st��enie substratu w strumieniu wylotowym:
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, )( (7.2.14)

W zale�no�ci tej iloczyn E(t)dt oznacza u�amek elementów p�ynu w strumieniu
opuszczaj�cym reaktor, dla których czas przebywania wynosi od t do (t + dt).

Jako przyk�ad podano zale�no�ci dla reakcji w uk�adzie dwufazowym. Przyj�to na-
st�puj�ce za�o�enia:

� segregacja wyst�puje w skali pojedynczego ziarna fazy rozproszonej w kszta�cie
kuli,

� reakcja zachodzi na powierzchni zmniejszaj�cego si� rdzenia ziarna substratu S,
� szybko�� zu�ywania si� substratu rS, okre�laj�ca szybko�� zmiany �rednicy nie-

przereagowanego ziarna, nie zale�y od �rednicy ziarna,
� proces jest kontrolowany reakcj� chemiczn�, tj. szybko�ci dyfuzji substratu ga-

zowego i produktu gazowego do i z wn�trza ziarna s� znacznie wi�ksze od szybko�ci
reakcji.

Dla t = tz = d0/rS, �S = 1 stopie� przereagowania pojedynczego ziarna �S jest okre�lony
stosunkiem roz�o�onej cz��ci ziarna do jego pocz�tkowej obj�to�ci (o �rednicy d0):

� �
S

S
S r

dt
d

trdt 0
3

0

0 dla1 ���
�

�
��
�

� �
��� (7.2.15)

W uk�adzie wielu cz�stek surowca sta�ego S o tej samej wielko�ci d0 �redni stopie�
jego przereagowania wynika z zastosowania równ. (7.2.14):

� �� � � �dttEt
zt

S�rS � ���
0

, 11 �� (7.2.16)

sk�d po przekszta�ceniu otrzymuje si�:

� �dttE
d

trdzt
S

�rS

3

0 0

0
, 1 � ��

�

�
��
�

� �
��� (7.2.17)

Je�li przyjmie si� na przyk�ad, �e w reaktorze mieszanie jest doskona�e, czyli
przyjmie funkcj� g�sto�ci czasu przebywania w postaci:

� � �
�
��

�
���

��
ttE exp1 (7.2.18)

to przybli�one obliczenie ca�ki z zale�no�ci (7.53) prowadzi do wyra�enia:

�
�
�
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�
�
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�
�

�
�
�����

�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

�
��

�
���� z

zzz
�rS

t
ttt

exp1663
32

, (7.2.19)

W mieszaninie cz�stek sta�ych o ró�nej �rednicy nale�y dokona� u�rednienia
wzgl�dem wielko�ci cz�stek.
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7.3. Przyk�ady oblicze� projektowych
Przyk�ad 7.1. Do reaktora przep�ywowego o obj�to�ci V = 10 dm3 zaopatrzonego

w mieszad�o doprowadza si� wodny roztwór bezwodnika kwasu octowego o strumieniu
obj�to�ciowym q = 0,04 dm3�s–1 i st��eniu c0 = 300 mol�m–3. Sta�a szybko�ci reakcji:

� � COOHCH2OHOCOCH 3223 �� ��� k (V)

prowadzonej w du�ym nadmiarze wody wynosi k = 0,0051 s–1. Obliczy� st��enie
bezwodnika oraz kwasu w strumieniu opuszczaj�cym reaktor w stanie ustalonym.

Rozwi�zanie. Oznaczono przez cA st��enie bezwodnika kwasu, przez cB – st��enie
kwasu. Z dobrym przybli�eniem spe�niona jest równo��:

� �AAB ccc �� 02  (7.3.1)

Równanie ci�g�o�ci sk�adnika A w stanie ustalonym ma posta�:

rVqcqc
kAA ��0 (7.3.2)

z której mo�na obliczy� st��enie substratu A w strumieniu wylotowym z reaktora:

�k
cc A

Ak �
�

1
0  (7.3.3)

gdzie � = V/q jest umownym czasem przebywania, który w warunkach zadania wy-
nosi 250 s.

Ze zale�no�ci (7.3.3) otrzymuje si� ko�cowe st��enie bezwodnika:

3mmol9,131
275,11

300 ���
�

�Akc

Stopie� przereagowania substratu A jest wi�c równy:

56,0
300

9,131300
0

0 ���
�

�
A

AkA

c
cc

�

St��enie kwasu octowego wynosi wtedy 336,2 mol�m–3.
Mo�na �atwo sprawdzi�, �e je�li umowny czas przebywania by�by dwukrotnie wi�k-

szy, tj. wynosi� 500 s, to stopie� przereagowania by�by równy ok. 0,72. Dalsze zwi�ksza-
nie czasu przebywania powoduje coraz mniejszy przyrost stopnia przereagowania. I tak,
je�li umowny czas wyniesie 1000 s, to stopie� przereagowania osi�gnie warto�� blisk�
0,84.

Przyk�ad 7.2. W pojedynczym reaktorze przep�ywowym z doskona�ym miesza-
niem w reakcji nieodwracalnej pierwszego rz�du osi�ga si� stopie� przereagowania

7.3. Przykłady obliczeń projektowych
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równy 0,9. Je�liby zast�pi� ten reaktor bateri� dwóch bli�niaczych reaktorów po��czo-
nych ze sob� szeregowo, to

� jaki stopie� przereagowania mo�na uzyska� przy takiej samej obj�to�ci baterii,
jak� mia� reaktor pojedynczy, je�li zachowa si� równie� strumie� obj�to�ci?

� o ile zwi�kszy si� strumie� obj�to�ci, je�li zachowa si� tak� sam� przemian�
substratu?

Rozwi�zanie. Dla pojedynczego reaktora z równania ci�g�o�ci substratu otrzymuje
si�:

9
1,0
9,0

1
0 ��

�
��

�
���

A

A
p c

ck (7.3.4)

Zachowanie tego samego czasu przebywania

Poniewa� w baterii reaktorów czas przebywania �b = �p, wi�c wobec takich sa-
mych obj�to�ci obu reaktorów baterii, czas przebywania w ka�dym z tych reaktorów
wyniesie � = 4,5 jednostek czasu.

W pierwszym reaktorze st��enie substratu w strumieniu opuszczaj�cym reaktor
wyniesie:

�k

c
c A
A

�
�

1
0

1, (7.3.5)

W drugim reaktorze nast�pi dalsze zmniejszenie st��enia do warto�ci:

�k
c

c A
A

�
�

1
1,

2, (7.3.6)

Z obu zale�no�ci otrzymuje si�:

� �2
0

2, 1 �k
cc A

A
�

�  (7.3.7)

gdzie
� �bAA cc ��� 102,

Ostatecznie stopie� przereagowania oblicza si� z równania:

� �
967,0

5,41
11 2 �

�
��b�

W baterii reaktorów o tej samej obj�to�ci jak pojedynczy reaktor z doskona�ym
mieszaniem stopie� przereagowania jest wi�kszy; w warunkach przyk�adu o 0,067.
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Zachowanie tego samego stopnia przereagowania
Je�li stopie� przereagowania w baterii b�dzie taki sam jak w pojedynczym reakto-

rze, to z równa� (7.3.5) i (7.3.6) otrzymuje si�:

� �
� �� �21 11

1 0

0 ��
�

kk

c
c A
A

��
�� (7.3.8)

przy czym oczywi�cie �1 = �2.
Wielko�� k�1 jest wi�c równa:

1101 ���k

Stosunek wielko�ci k�p odpowiadaj�cy pojedynczemu reaktorowi i wielko�ci (2k�1)b
odpowiadaj�cej baterii – wobec równych obj�to�ci reaktorów zestawionych w baterii –
jest równy stosunkowi strumieni obj�to�ci: baterii i pojedynczego reaktora:

� � � �
1,2

1102

9
1

�
�

��
p

b

b

p

q
q

k
k
�
�

(7.3.9)

Strumie� obj�to�ciowy reagentów w baterii reaktorów z doskona�ym mieszaniem
mo�na zwi�kszy� 2,1 razy w stosunku do strumienia obj�to�ci dla pojedynczego re-
aktora z doskona�ym mieszaniem.

Przyk�ad 7.3. Wodn� zawiesin� krochmalu poddaje si� hydrolizie kwasowej
w reaktorze zbiornikowym o pracy okresowej wed�ug sumarycznego równania reakcji:

� � � � 612625106 OHC...OH1OHC nn kk
n �� ���� ���� (VI)

Z zawiesiny poreakcyjnej mo�na wydzieli� w dalszej przeróbce wytworzony cu-
kier gronowy.

Poda� zale�no�� okre�laj�c� stopie� rozk�adu krochmalu w czasie reakcji w obj�-
to�ci V. Obliczy� �redni� produkcj� cukru na godzin�, je�li w jednej szar�y poddaje
si� hydrolizie 200 kg krochmalu w przeliczeniu na czysty substrat.

Za�o�y�, �e czas nape�niania i opró�niania reaktora wynosi 1400 s, a ca�kowity
czas ca�ego cyklu – 10 800 s. Sta�a szybko�ci reakcji wynosi k = 0,0001 s–1. Zaniedba�
reakcj� zachodz�c� w okresie nape�niania i opró�niania reaktora.

Rozwi�zanie. Przez A oznaczono st��enie krochmalu. Zgodnie z równaniem ki-
netycznym reakcji pierwszego rz�du, stopie� przereagowania substratu A wyniesie:

� � 609,094,0exp1)exp(1 ������� kt�

Jak wida�, jest to warto�� niezale�na od st��enia pocz�tkowego substratu oraz od
obj�to�ci reaktora V.

7.3. Przykłady obliczeń projektowych
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Zgodnie z równaniem stechiometrycznym z 1 kg substratu A otrzymuje si� ok.
1,11 kg cukru gronowego B. Je�li stopie� przereagowania wynosi �, to b�dzie si�
otrzymywa� mB = 1,11� kg B z 1 kg A.

�redni� produkcj� na godzin� mo�na obliczy�, uwzgl�dniaj�c rzeczywisty czas re-
akcji i czas biegu ja�owego reaktora:

� � kg45
10800

3600609,011,12003600200
�����

�
�

j

B
B tt

mM

Produkcja w jednej szar�y wynosi wi�c 135 kg.

Przyk�ad 7.4. Reakcj�:

� � OHOCHCHOHCHCH2 222323 ��� ��
�� ��
�k

k
(VII)

prowadzi si� w obecno�ci katalizatora w reaktorze rurowym. Szybko�� rozk�adu alko-
holu (substratu A) jest opisana równaniem kinetycznym:

� �
]sgmol[,

1
11

2

2

�� ��
���

�
�
�

�
�
� �

�
CCBBAA

CB
AA

pKpKpK
K
pppkK

r (7.3.10)

w którym B oznacza eter, C za� wod�. Wielko�ci K, KA, KB i KC oznaczaj�: sta�� rów-
nowagi reakcji oraz sta�e równowagi adsorpcji A oraz desorpcji B i C. Wielko�� k jest
sta�� szybko�ci reakcji zachodz�cej z lewej strony na praw�.

W temperaturze 290 K i pod ci�nieniem 0,2 MPa warto�ci tych sta�ych s� nast�-
puj�ce:

15

18

15

11110

Pa103,6

Pa107,8

Pa109,2

sPagmol102,1

��

��

��

����

��

��

��

�����

C

B

A

K

K

K

k

Obliczy� ilo�� katalizatora niezb�dn� do przemiany 70% substratu podawanego
ze strumieniem masy równym 23 g�s–1. W obliczeniach za�o�y� model reaktora
t�okowego.

Rozwi�zanie. Z równania ci�g�o�ci sk�adnika A w stanie ustalonym w reaktorze
t�okowym otrzymuje si�:

0�� WdrFd A (7.3.11)
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gdzie FA = FA0(1 – �) jest strumieniem molowym substratu A, W jest mas� katalizato-
ra, zatem

��
7,0

0
0, r

dFW A
� (7.3.12)

(por. równ. (7.1.16) okre�laj�ce obj�to�� reaktora typu t�okowego).
W warunkach zadania wielko�ci strumienia zasilania i stopnia przereagowania

wynosz�:

1
0, smol5,0

46
23 ����AF

ii pxp �

gdzie xi jest u�amkiem molowym sk�adnika i

A
A

AA

A

AA x
x

xx
F

FF
��

�
�

�
� 1

0,

0,

0,

0,� (7.3.13)

gdy� xA0 = 1.
Na podstawie tych zale�no�ci szybko�� reakcji mo�na wyrazi� jako funkcj� stop-

nia przereagowania. Mas� katalizatora obliczymy wówczas z zale�no�ci:

� �� �

� �
�

�
�

�
�
�

� ��

����
�

7,0

0
2

22

2

0, 25,01

5,05,011

K
pkK

dpKpKpKFW

A

CBA
A ��

���� (7.3.14)

Po podstawieniu warto�ci liczbowych parametrów, ci�nienia 0,2 MPa i obliczeniu
numerycznym ca�ki otrzymuje si�:

� �
� � kg853

99,0211039,1
549,08,65,0

7,0

0
24

2

�
���

�
� � � ��

�� dW

Wymagana masa katalizatora wynosi 853 kg.

Przyk�ad 7.5. Reakcja chlorhydryny z wodorow�glanem sodu

NaClCOOHCHOHCHNaHCOClCHOHCH 222322 ����� ���� k (VIII)

w roztworze wodnym jest nieodwracaln� reakcj� o równaniu kinetycznym:

BA
C ckc
dt
dcr �� (7.3.15)

w którym: A = CH2OH�CH2Cl, B = NaHCO3, C = CH2OH�CH2OH.

7.3. Przykłady obliczeń projektowych
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Sta�a szybko�ci k w temperaturze 350 K wynosi: 1,44�10–6 m3�mol–1�s–1.
Obliczy� obj�to�� robocz� reaktora, je�eli proces prowadzi si�:
� w reaktorze zbiornikowym z doskona�ym mieszaniem,
� w reaktorze przep�ywowym z doskona�ym mieszaniem,
� w reaktorze przep�ywowym t�okowym, zak�adaj�c, �e stopie� przereagowania

obu substratów wynosi 95%.
Zamierza si� wytwarza� produkt C w ilo�ci FC = 0,5 mol�s–1 glikolu etylenowego

(111,6 kg�h–1) z substratów podawanych w proporcji stechiometrycznej. St��enia sub-
stratów w pierwotnych roztworach wodnych wynosz� 30% mas. A i 15% mas. B.
Za�o�y� sta�� g�sto�� roztworu reaguj�cego równ� 1,02 g�cm3 w temperaturze 350 K.

Rozwi�zanie. St��enie pocz�tkowe substratów: 1g roztworu chlorhydryny zawiera
30/(80,5�100) moli A. 1g roztworu wodorow�glanu zawiera 15/(84�100) moli B. Oba
roztwory nale�y zmiesza� w takiej proporcji, aby liczba moli A i B by�a równa:

0,0, BA nn �

Nale�y wi�c zmiesza� x gramów roztworu chlorhydryny i y gramów roztworu w�-
glanu w proporcji:

yx
840

5,1
805

3 �

aby otrzyma� 1 kg roztworu, czyli

1000�� yx

sk�d x = 323,944 g, w tym 1,207 mola A; y = 676,056 g, w tym 1,207 mola B w ob-
j�to�ci 3dm9804,01020/1000 �� .

St��enie pocz�tkowe obu substratów wynosi:

33
0,0, mmol123110

9804,0
207,1 ������ BA cc

Roztwory pierwotne substratów nale�y miesza� na doprowadzeniu do reaktora
w proporcji masowej x(A)/y(B).

Reaktor o pracy okresowej

Przy zadanym stopniu przereagowania substratu czas t potrzebny do uzyskania ta-
kiej przemiany okre�la równanie (7.1.19) niezale�nie od obj�to�ci roboczej aparatu:

� �� �
�

k

A
A kc

dct
�

�
�

0
22

0,
0, 1

(7.3.16)
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Oprócz czasu przebiegu reakcji t jest potrzebny pewien czas tj na nape�nienie apa-
ratu i na jego opró�nienie. Przyj�to, �e okres ten nie zale�y od wielko�ci reaktora
i wynosi 1800 s. Aby uzyska� ��dan� produkcj� FC, musi by� spe�niony poni�szy
warunek:

� liczba moli produktu, otrzymana z reaktora o obj�to�ci V w czasie (t + tj) jest
równa VcA0�,

� w jednostce czasu nale�y wyprodukowa� FC moli produktu, zatem

1

0,

�

��

C

jkA

F

ttVc �

a niezb�dna obj�to�� aparatu wynosi:

� �
kA

jC

c

ttF
V

�0,

�
� (7.3.17)

W warunkach zadania otrzymuje si� kolejno:

� �
s107181

95,01
1

231,144,1
1000

1
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0,

���
�

�
��
�

�
�

��
�

�
� � �
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� � 3

0,

m35,5
95,01231

125185,0 �
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��
�

�
kA

jC

c

ttF
V

�
Obj�to�� reaktora zbiornikowego o pracy okresowej wynosi 5,35 m3.

Reaktor zbiornikowy przep�ywowy z doskona�ym mieszaniem

W warunkach pracy ustalonej obj�to�� reaktora jest wprost proporcjonalna do
strumienia obj�to�ci, st��enia pocz�tkowego substratów i stopnia przereagowania oraz
odwrotnie proporcjonalna do szybko�ci reakcji (patrz równanie (7.1.8)):

� �k
k

A r
cqV

�
�

0,�

gdzie szybko�� reakcji odpowiada ko�cowemu stopniowi przereagowania �k.
Strumie� o obj�to�ciowy q nale�y wyznaczy� z warunku zadanej produkcji:

kAC cqF �0,� (7.3.18)

Otrzymuje si�:

� � � �
3

2222
0,

m65,91
95,01231,144,1
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Obj�to�� reaktora zbiornikowego przep�ywowego z doskona�ym mieszaniem musi
by� kilkana�cie razy wi�ksza od obj�to�ci reaktora zbiornikowego okresowego z do-
skona�ym mieszaniem.

Reaktor przep�ywowy t�okowy
W warunkach stanu ustalonego obj�to�� reaktora t�okowego oblicza si� z równania

(7.1.16):

� � � �
3
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22
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0, m58,4
05,0231,144,1
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Z trzech rozwa�anych reaktorów doskona�ych najmniejsz� obj�to�ci� charaktery-
zuje si� reaktor typu t�okowego.

Przyk�ad 7.6. Kinetyk� zmydlania octanu izopropylu (A) roztworem wodorotlen-
ku sodu (B):

� � � � COONaCHCHOHCHNaOHCHCOOCHCH 323233 ��� (IX)

opisano równaniem:

BA
A ckc

dt
dc

�� (7.3.19)

Warto�� sta�ej szybko�ci jest równa k = 2,55�10–5 m3�mol–1�s–1. Obliczy� st��enie octa-
nu i stopie� jego rozk�adu na wylocie z reaktora przep�ywowego o nast�puj�cej funk-
cji g�sto�ci rozk�adu czasu przebywania elementów p�ynu w aparacie:

t, s E(t)�104, s t, s E(t)�104, s t, s E(t)�104, s

440 0 680 28,09 920 9,80
480 2,61 720 30,05 960 5,42
520 6,53 760 30,05 1000 1,31
560 18,94 800 26,78 1040 0,33
600 21,23 840 22,86 1080 0
640 23,51 880 19,92

Reaktor jest zasilany roztworem o st��eniu cA0 200 mol�m–3, cB0 = 300 mol�m–3.

Rozwi�zanie. Za�o�ono model ca�kowitej segregacji z zale�no�ci� (7.2.34) wyko-
rzystuj�c� bezpo�rednio funkcj� g�sto�ci rozk�adu czasu przebywania.

Zale�no�� st��enia substratu od czasu
We wzorze wyst�puje wyra�enie okre�laj�ce st��enie substratu cA(t) w zale�no�ci

od czasu w warunkach doskona�ego mieszania w elemencie p�ynu. Aby je otrzyma�,
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nale�y sca�kowa� równanie kinetyczne. W tym celu trzeba najpierw wyrazi� st��enie
substratu B przez st��enie substratu A:

AAABB cacccc ����� 0,0,

gdzie a = cB0 – cA0.
Z równania kinetycznego reakcji drugiego rz�du otrzymuje si�:

� �AA

A

cac
dckdt
�

�� (7.3.20)

a po obustronnym sca�kowaniu:
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Wyra�enie to mo�na przekszta�ci� do postaci wymaganej we wzorze (7.2.14):

� �
� � � � 1100exp5,1

100

1exp
0,

0, �
�

�
�

ktakt
c
c

atc

A

B
A

Obliczenie �redniego st��enia substratu
�rednie st��enie substratu A w warunkach dynamiki okre�lonej funkcj� E(t) wyra-

�a wzór (7.2.14):

� � � � � �
� ��� �

��
� 1080

4400
, 100255,0exp5,1

100
t

dttEdttEtcc A�rA

Ca�k� t� mo�na obliczy� w sposób przybli�ony jako sum�:

� �
� ��

�
�

17

1
, �

100255,0exp5,1
100 t

t
tEc

i

i
�rA

gdzie �t = 40.
Po podstawieniu warto�ci liczbowych otrzymuje si� cA�r = 12,25 mol�m–3, co ozna-

cza, �e stopie� przereagowania wynosi:

939,0
200

25,12200 ����

St��enie substratu B jest wtedy równe 112, 25 mol�m–3.
Gdyby za�o�y� przep�yw t�okowy ze �rednim czasem przebywania ocenionym na

podstawie funkcji g�sto�ci czasu przebywania:
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Rozdzia� 7. Obliczenia reaktorów chemicznych270

� � � � ttEtdtttE i
i

i �
0
� �
�

��� (7.3.21)

równym 723 s, wówczas oszacowane st��enie substratu A ma warto�� 11,8 mol�m–3.
Odpowiada to stopniowi przereagowania 94,1%.

Przyk�ad 7.7. Mieszanina cz�stek sta�ego reagenta o wymiarach: 30% cz�stek
o promieniu 50 �m, 40% – 100 �m, 30% – 200��m przep�ywa przez reaktor ruchem
t�okowym, oddzia�uj�c z gazem. Za�o�ono, �e wielko�� cz�stki nie ulega zmianie,
sk�ad gazu jest taki sam w ca�ej obj�to�ci oraz �e szybko�� przemiany jest limitowana
przez zachodz�c� reakcj� chemiczn�. Czas ca�kowitego przereagowania cz�stki tz
wynosi 300, 600 i 1200 s. Okre�li� stopie� przereagowania reagenta sta�ego po czasie
480 s.

Rozwi�zanie. W reakcji gazowego reagenta A z cia�em sta�ym B zgodnie z rów-
naniem stechiometrycznym:

produktyBA �� B� (X)

za�o�ono, �e reakcja jest zapocz�tkowywana na zewn�trznej powierzchni cia�a sta�ego.
Strefa reakcji stopniowo przemieszcza si� w g��b ziarna. Za�o�ono te�, �e kuliste
cz�stki o promieniu R nie zmieniaj� swojego kszta�tu.

Wprowadzimy najpierw równanie okre�laj�ce szybko�� procesu, nast�pnie wyzna-
czymy stopie� przereagowania cz�stek o okre�lonym wymiarze i wreszcie u�redniony
stopie� przereagowania.

 Szybko�� procesu
Zak�ada si�, �e szybko�� dyfuzji sk�adnika gazowego przez warstewk� przy�cienn�

gazu oraz szybko�� dyfuzji tego sk�adnika przez warstw� przereagowanego substratu
sta�ego jest du�a. O szybko�ci przemiany decyduje reakcja chemiczna. St��enie sub-
stratu A na powierzchni cz�stki cA,s jest równe st��eniu A w fazie gazowej cA,g, a na
powierzchni nieprzereagowanego jeszcze j�dra (o promieniu rc) st��enie substratu
gazowego jest równe zeru.

Szybko�� procesu odniesiona do powierzchni nieprzereagowanego j�dra wyniesie:

gAsB
B

c

ck
dt
dN

r
r ,2�4

1 ����� (7.3.22)

gdzie: ks – sta�a szybko�ci reakcji powierzchniowej, m�s–1��cA,g = cA,s – st��enie re-
agenta A w strumieniu gazu i na powierzchni cz�stki, mol�m–3.

Zmniejszenie si� promienia rc o warto�� drc jest równoznaczne z przemian� dNB
moli sta�ego substratu:
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ccBcBB drrrddN 23 �4�
3
4 �� ��

�
�

�
�
�� (7.3.23)

Podstawiaj�c ostatnie wyra�enie do równania okre�laj�cego szybko�� procesu,
otrzymuje si�:

gAsB
c

B ck
dt
dr

,�� � (7.3.24)

gdzie �B jest st��eniem molowym substratu B, mol�m–3.
W równanie (7.3.34) szybko�� procesu jest okre�lona przez szybko�� zmiany pro-

mienia rc.

Stopie� przereagowania substratu sta�ego
Stopie� przereagowania okre�lono jako:

3

1 �
�
�

�
�
���
R
rc

B� (7.3.25)

Jest to stosunek tej cz��ci obj�to�ci cz�stki, w której przemiana ju� zasz�a do ca�ko-
witej obj�to�ci cz�stki.

�redni stopie� przereagowania
Niech F oznacza masow� szybko�� zasilania reaktora faz� sta��. F(Ri) jest t� jej

cz��ci�, która jest z�o�ona z cz�stek o wymiarze Ri:

� ���
i

iRFF (7.3.26)

Ka�da cz�stka – niezale�nie od jej rozmiaru – przebywa w reaktorze przez taki
sam czas. Stopie� przereagowania �B(R) jest zwi�zany z czasem t zale�no�ci� otrzy-
man� po sca�kowaniu równ. (7.3.24):

� �
gAsB

cB

ck
rR

t
,�

� �
� (7.3.27)

Czas potrzebny na ca�kowit� przemian� cz�stki (rc = 0), wynosi:

gAsB

B
z ck

Rt
,�

�
� (7.3.28)

Stosunek czasów t i tz jest zwi�zany ze stopniem przereagowania zale�no�ci�:

� �3
1

111 B
c

z R
r

t
t ������ (7.3.29)
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gdzie 1 – �B odpowiada stosunkowi obj�to�ci nieprzereagowanego j�dra do obj�to�ci
cz�stki.

Przy ró�nym wymiarze cz�stek sta�ego reagenta �redni� warto�� stopnia przere-
agowania mo�na oszacowa� z równo�ci:

� �� � � �
� ���
j

j
jB�rB F

RF
R�� 11 , (7.3.30)

przy czym sumowanie obejmuje cz�stki wi�ksze od tych, które ulegn� pe�nemu prze-
reagowaniu. W warunkach zadania:

� �� � � � � �� � � �
F
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BB�rB

200200110010011 , ��� �����
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iz
iB Rt

tR� (7.3.31)

Po podstawieniu warto�ci liczbowych jako wynik ko�cowy otrzymuje si�:

932,0
1200
48013,0

600
48014,01

33

, ��
�
�

�
�
� ���

�
�

�
�
� ����rB�

�redni stopie� przereagowania wynosi 93,2%.

Przyk�ad 7.8. W procesie pra�enia siarczku �elaza czas ca�kowitego przereagowania
cz�stki jest proporcjonalny do promienia. Za�o�ono, �e obróbce b�d� poddane cz�stki
jednakowej wielko�ci. Czas pe�nego przereagowania tz = 1200 s. Okre�li� u�amek nieprze-
reagowanego siarczku w produktach opuszczaj�cych reaktor po �rednim czasie przeby-
wania 3600 s. Reakcja zachodzi w warunkach doskona�ego mieszania.

Rozwi�zanie. Rozwa�ane warunki odpowiadaj� warunkom w uproszczonej war-
stwie fluidalnej. �redni u�amek nieprzereagowanego reagenta sta�ego B dla modelu
ca�kowitej segregacji mo�na okre�li� z równania (7.2.19):

� �� � � � dttEt
zt

B�rB � ���
0

, 11 ��

W warunkach doskona�ego mieszania, gdy �redni czas przebywania jest równy � :

� � �
�
�

�
�
���

��
ttE exp1 (7.3.32)

Wielko�� �B(t) obliczana si� zale�nie od mechanizmu procesu. W przyk�adzie 7.7
wyprowadzono zale�no��, z której wynika, �e je�li etapem limituj�cym szybko�� pro-
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cesu jest reakcja chemiczna, to czas tz jest proporcjonalny do wielko�ci promienia.
Przyj�to wi�c zale�no�� (7.3.29):

� �
3

11 ��
�

�
��
�

�
���

z
B t

tt�

Po sca�kowaniu równania okre�laj�cego �redni� wielko�� przemiany otrzymuje si�:
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, (7.3.33)

Dla warto�ci �/tz = 3600/1200 = 3, uzyskuje si� 1 – �B, �r = 0,105.
Gdyby stadium limituj�cym by�a dyfuzja gazu przez warstw� przereagowanego

ziarna, wówczas czas tz by�by proporcjonalny do kwadratu promienia ziarna. Inna
i znacznie bardziej skomplikowana b�dzie funkcja �B(t).

Przyk�ad 7.9. Badano charakterystyk� dynamiczn� reaktora przep�ywowego prze-
znaczonego do produkcji glikolu etylenowego. W trakcie pomiaru reaktor zasilano
czyst� wod� w ilo�ci takiej jak przewidywany sumaryczny strumie� reagentów.
W odpowiedzi na zak�ócenie impulsowe w chwili t = 0 uzyskano nast�puj�cy rozk�ad
st��enia niereaguj�cej substancji wzorcowej w strumieniu wylotowym C(t):

Tabela 7.1. Dane do przyk�adu 7.9

t, s C(t), mmol�m–3 E(t)�103, s–1

0 4 3,61
4 10 9,01
8 29 26,14
12 36 32,45
16 46 41,47
20 44 39,66
24 32,5 29,30
28 28 25,24
32 21 18,93
36 15 13,52
40 8,3 7,48
44 4,1 3,70
48 2 1,80
52 0,5 0,45
56 ilo�ci �ladowe 0

Obliczy� wielko�� produkcji glikolu, je�li oksiran (w roztworze wodnym) jest po-
dawany w strumieniu 4,9 mol�s–1. Przyj��, �e kinetyk� reakcji

7.3. Przykłady obliczeń projektowych
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OHCHOHCHOHOHC 22242 ���  (XI)

mo�na opisa� równaniem nieodwracalnej reakcji pierwszego rz�du wzgl�dem oksira-
nu z warto�ci� sta�ej szybko�ci k = 0,07 s–1.

Rozwi�zanie. Stopie� przereagowania substratu w reaktorze zostanie obliczony
z wykorzystaniem modeli przep�ywu: z ca�kowit� segregacj� elementów p�ynu,
z dyspersj� wzd�u�n� oraz odtwarzanego przez bateri� szeregowo po��czonych reakto-
rów z doskona�ym mieszaniem (model komórkowy). Wyniki oblicze� zostan� porów-
nane z warto�ci� przemiany w reaktorze t�okowym.

 Podstaw� oblicze� stanowi� dane o rozk�adzie czasu przebywania elementów p�y-
nu w reaktorze: Funkcja g�sto�ci E(t), �redni czas przebywania � oraz wariancja roz-
k�adu czasu przebywania �2. Na podstawie równa� (7.2.27) i (7.2.28) z danych przed-
stawionych w tabeli 7.1 obliczono:

� � 223

0

s2,96,s73,20s,mmmol3,1109 ����� �
�

� ��dttC

Stosunek st��enia C(ti) do warto�ci obliczonej ca�ki � �dttC�
�

0

 jest warto�ci� funkcj�

g�sto�ci E(ti).

Model ca�kowitej segregacji

�rednie st��enie nieprzereagowanego substratu na wylocie z reaktora w warunkach
ca�kowitej segregacji elementów p�ynu opisuje równ. (7.2.14). St��enie cA(t)
w elemencie p�ynu o czasie przebywania t jest warunkowane kinetyk� reakcji.
W nieodwracalnej reakcji pierwszego rz�du:

� � � �ktctc AA �� exp0,

otrzymuje si� zatem:

� � � �dttEktcc A�rA �
�

��
0

0,, exp

lub

� � � �dttEkt�rA �
�

���
0

, exp1� (7.3.34)

W rozwa�anym przyk�adzie do obliczenia stopnia przereagowania wed�ug równa-
nia (7.3.34) wykorzystano dyskretne warto�ci funkcji E(t) zestawione w tabeli 7.1.
Otrzymano stopie� przereagowania równy w przybli�eniu 0,712.
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Model z dyspersj� wzd�u�n�
Ilo�ciow� ocen� wp�ywu dyspersji w modelu reaktora rurowego stanowi liczba

Pecleta Pe. W rzeczywistym reaktorze wyznacza si� j� z danych do�wiadczalnych na
podstawie zale�no�ci (7.2.10):

� �� �
2

2

2
exp12

�
����� PePe

Pe

W naszym przyk�adzie Pe = 7,8.
Równanie modelu, w którym zachodzi nieodwracalna reakcja pierwszego rz�du,

ma analityczne rozwi�zanie okre�laj�ce st��enie nieprzereagowanego substratu:
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2
exp1

2
exp1

2
exp4

22
0, APeAAPeA

PeA
cc AA (7.3.35)

gdzie

Pe
kA �41 �� .

Obliczony ze wzoru (7.3.35) stopie� przereagowania oksiranu wynosi w tym mo-
delu 0,719.

Model komórkowy

Najprostszy opis reaktora przep�ywowego za pomoc� tego modelu odpowiada za-
�o�eniu o jednakowej obj�to�ci ka�dego aparatu w zast�pczej baterii reaktorów. Licz-
b� aparatów N wyznacza si� z równania (7.2.11):

2

2

�
��N

W przyk�adzie n = 4,47.
Rozwi�zanie równania ci�g�o�ci dla substratu A prowadzi do zale�no�ci:

N

AA N
kcc

�

�
�
�

�
�
� �� �10, (7.3.36)

Wyznaczone z tego wzoru st��enie, a nast�pnie stopie� przereagowania oksiranu
wynosi 0,716.

W reaktorze t�okowym ocena stopnia przereagowania jest nast�puj�ca:

� � 765,0exp1 ���� �� k
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�rednia warto�� stopnia przereagowania � dla trzech analizowanych modeli wyno-
si 0,716. Jest to warto�� znacznie mniejsza od warto�ci uzyskanej z modelu reaktora
doskona�ego.

Produkcja glikolu etylenowego

Ilo�� powstaj�cego produktu obliczono, mno��c strumie� molowy oksiranu przez
stopie� przereagowania – �redni z uzyskanych oszacowa�. Molowy strumie� produktu
wynosi 3,51 mol�s–1, co odpowiada masowemu strumieniowi produktu 563,8 Mg
w ci�gu jednego miesi�ca (ci�g�a praca przez 30 dni).

Przyk�ad 7.10. W procesie wytwarzania kwasu fosforowego metod� mokr� pod-
stawowa reakcja zachodzi mi�dzy rozdrobnionym fluoroapatytem a kwasem siarko-
wym:

� � HFO2H5CaSOPO3HO10HSO5HFPOCa 2443242345 ������ (XII)

Szybko�� rozpuszczania pojedynczego ziarna surowca opisuje do�wiadczalne
równanie:

�
�
�

�
�
�

�
��� �

273
303exp106,3 38,026,03

T
ccr SF (7.3.37)

gdzie r jest szybko�ci� rozpuszczania ziarna w mm�s–1, a cF i cS to st��enia kwasu
fosforowego (F) i siarkowego (S) w mieszaninie reaguj�cej, % mas.

Równanie to jest spe�nione dla st��enia kwasu fosforowego w zakresie od 35 do
40% mas. oraz st��enia kwasu siarkowego od 2 do 4% mas. w temperaturze
343–353 K.

Reakcj� prowadzi si� w przep�ywowych reaktorach z doskona�ym mieszaniem.
Wyznaczy� niezb�dn� obj�to�� przestrzeni reakcyjnej, aby sumaryczny stopie� prze-
reagowania polidyspersyjnego fluoroapatytu by� nie mniejszy ni� 99%.

Przyj�� nast�puj�ce parametry pracy instalacji:
� st��enie kwasu fosforowego – 35% mas.,
� st��enie kwasu siarkowego – 2,7% mas.,
� strumie� obj�to�ci mieszaniny q, dm3�s–1,
� temperatura – 353 K.
Udzia� masowy f poszczególnych frakcji ziarnowych w surowcu apatytowym ze-

stawiono w tabeli 7.2.

Tabela 7.2. Dane liczbowe do przyk�adu 7.10

dz, mm 0,324 0,273 0,231 0,195 0,165 0,139 0,115 0,096 0,082 0,071 0,035
f, g�g–1 0,001 0,017 0,048 0,165 0,066 0,113 0,026 0,054 0,125 0,071 0,310
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Porówna� efektywno�� dzia�ania nast�puj�cych uk�adów reaktorowych:
� pojedynczego reaktora,
� kaskady dwóch reaktorów o jednakowej obj�to�ci,
� kaskady trzech reaktorów o jednakowej obj�to�ci.

Rozwi�zanie. Stopie� przereagowania pojedynczego ziarna kulistego opisuj�
równania:

r
d

r
d

t
d

trd

0

0
3

0

0

tdla1
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��
�

� �
��

�

�
 (7.3.38)

�redni stopie� przereagowania surowca monodyspersyjnego o �rednicy ziarn d0

poddawanego rozpuszczaniu w reaktorze przep�ywowym zale�y od rozk�adu czasów
przebywania ziarn w przestrzeni reakcyjnej. Wed�ug modelu ca�kowitej separacji
wynosi on:

� �dttE
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trdrd
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3

0 0

0
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��
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� �
��� (7.3.39)

Przyj�cie, �e funkcja g�sto�ci rozk�adu czasu przebywania w ka�dym aparacie od-
powiada charakterystyce dynamicznej reaktora z doskona�ym mieszaniem:

� � �
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�

�
�
���

��
ttE exp1

prowadzi, w rozwa�anych uk�adach reaktorowych, do wzorów:
� dla pojedynczego reaktora
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213 ,1exp2223
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� dla baterii dwóch reaktorów

� �
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,1exp4346
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� dla baterii trzech reaktorów
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21213
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�������� ���� (7.3.42)

Wielko�� � w przypadku baterii jest sumarycznym czasem przebywania.
Zasilanie uk�adu reaktorowego zawiesin� surowca polidyspersyjnego wymaga

uwzgl�dnienia warto�ci stopnia przereagowania ziarn o ró�nej �rednicy d0,i. Po podziele-
niu populacji ziarn na n frakcji o �rednicach d0,i, i = 1, 2, ..., n, których udzia� masowy
wynosi fi, otrzymuje si� zale�no�� okre�laj�c� sumaryczn� przemian� surowca:

� ��
�

�
n

i
ii�ri df

1
,0,�� (7.3.43)

Metod� prób okre�la si� tak� warto�� �redniego czasu przebywania �, aby by�
spe�niony warunek � � 0,99. Dla przyk�adu przedstawiono pe�ny cykl oblicze� dla
�redniego czasu przebywania równego 1800 s.

Szybko�� rozpuszczania ziarna wynosi:

� � � � 1438,026,0 smm103
80
303exp7,2350036,0 �� ����

�
�

�
�
����r

Obj�to�� pojedynczego reaktora

Wyniki oblicze� stopnia przereagowania dla ka�dej frakcji ziarnowej oraz u�red-
nione wyniki zebrano w tabeli 7.3.

Tabela 7.3. Stopie� przereagowania frakcji ziarnowych
oraz ich udzia� w sumarycznej przemianie; � = 1800 s, wzór (7.3.43).

d0,i, mm A ��r,i fi, g�g–1 ��r,ifi

0,324 1,665 0,866 0,001 0,0009
0,273 1,977 0,885 0,017 0,0151
0,231 2,336 0,901 0,048 0,0433
0,195 2,767 0,916 0,165 0,1511
0,165 3,27 0,928 0,066 0,0612
0,139 3,88 0,939 0,113 0,1061
0,115 4,69 0,949 0,026 0,0247
0,096 5,62 0,957 0,054 0,0517
0,082 6,58 0,963 0,125 0,1204
0,071 7,60 0,968 0,071 0,0687
0,035 15,42 0,984 0,314 0,3090
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Po dodaniu do siebie liczb z ostatniej kolumny otrzymuje si� � = 0,952. Wyzna-
czono dla � = 0,99 warto�� � = 9560 s. Obj�to�� pojedynczego reaktora wyniesie
zatem:

3m5,401956042 ���� �qV

Obj�to�� baterii reaktorów

Dla kaskady 2 i 3 reaktorów obliczono metod� prób nast�puj�ce warto�ci �rednie-
go czasu przebywania i obj�to�ci roboczej uk�adów:

� dwa reaktory: � = 1750 s, V = 73,5 m3,
� trzy reaktory: � = 1250 s, V = 52,5 m3.

Zamiana jednego reaktora na bateri� umo�liwia znaczne zmniejszenie wymaganej
obj�to�ci i skrócenie czasu przemiany.

Przyk�ad 7.11. Wyznaczy� optymalne finansowo warunki wytwarzania produktu
P w reakcji: PS �� �� k  o równaniu kinetycznym:

2
S

S kc
dt
dcr ���

je�li:
� nieprzereagowany substrat pozostaje jako zanieczyszczenie w produkcie,
� produkt oczyszcza si� od nieprzereagowanego substratu, a jednocze�nie nast�-

puje regeneracja i zawracanie substratu do reakcji.
Sta�a szybko�ci reakcji k = 2�10–6 m3�mol–1�s–1, koszt surowca Ks = 10 z��mol–1,

koszt obs�ugi i amortyzacji reaktora Kr = 0,07 z��m–3�s–1, koszt oczyszczania produktu
i odzysku substratu w roztworze o st��eniu cS,0:Kreg = 120 z��mol–1, cena sprzeda�y
czystej substancji P: Kp = 120 z��mol–1, produkcja substancji P: FP = 0,05 mol�s–1,
st��enie substratu w roztworze zasilaj�cym reaktor cS,0 = 100 mol�m–3. Reakcja zacho-
dzi w reaktorze przep�ywowym z doskona�ym mieszaniem.

Rozwi�zanie. Poszukiwane b�d� takie warunki realizacji procesu, dla których ró�-
nica mi�dzy warto�ci� produktu W i kosztami jego wytworzenia K, równa zyskowi Z,
b�dzie w danych warunkach maksymalna:

,max KWZ �� [z��s–1] (7.3.44)

7.3. Przykłady obliczeń projektowych
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Przyj�to, �e warto�� handlowa produktu ro�nie liniowo z zawarto�ci� substancji P,
a ponadto;

� osi�ga warto�� KP dla czystej substancji P,
� jest bez warto�ci handlowej, gdy przemiana jest nie wi�ksza od ok. 30%:

� �
� �4,04,1

7,0
3,0

0,

0, ��
�

� �
�

PP
S

S
PP KF

c
c

KFW (7.3.45)

Wariant bez odzysku surowca

Na koszt wytwarzania sk�ada si� koszt surowca i koszt pracy aparatu:

VKqcKK rSS �� 0, (7.3.46)

przy czym strumie� produktu jest równy:

�0,SP qcF �

a obj�to�� reaktora jest zwi�zana z tym strumieniem zale�no�ci�:

� �22
0,

0,

1 �

�

�
��

S

PS

kc
F

r
qc

V (7.3.47)

Po podstawieniu tych równa� do wyra�enia okre�laj�cego zysk otrzymuje si�:

� �
� �22

0, 1
4,04,1

��
�

�
����

S

rPSP
PP kc

KFKFKFZ (7.3.48)

Je�li przyjmiemy, �e Z jest funkcj� stopnia przereagowania, to z warunku niezb�d-
nego dla maksimum tej funkcji otrzymamy równanie:

� �
� �

0
1

24,1 32
0,

2
�

�
��

�� S

rS
PP kc

KKKF (7.3.49)

które po podstawieniu warto�ci liczbowych przybiera posta�:

� � � � 071101168 2332 ����� ����

Obliczona warto�� � wynosi 0,667.
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Wielko�ci projektowe s� zatem nast�puj�ce:
� strumie� obj�to�ci

134 sm105,7
667,0100

05,0 �� ���
�

�q

� obj�to�� reaktora

� �
3

2 m5,22
667,0102,0

05,0 �
�

�V

� zysk:

� �
� �

875,0
667,0102,0
05,007,0

667,0
05,0104,0934,012005,0 2 �

�
�������Z z��s–1

Wariant z zawracaniem substratu
Wobec sta�ej wielko�ci W, równej 6 z�/s, kryterium optymalno�ci sprowadza si� do

minimum kosztów. Równanie bilansu kosztów sporz�dzono z wykorzystaniem sche-
matu strumieni molowych sk�adników przedstawionego na rys. 7.7.

q’ , cs,0 q Fp

1 2

q’’ , cs,0

cs,0 (1– �)

q

Rys. 7.7. Schemat przep�ywu substancji wed�ug wariantu z regeneracj� substratów:
1 – reaktor przep�ywowy z doskona�ym mieszaniem, 2 – w�ze� oczyszczania produktu

Przemianie ulega qcS,0� moli substratu w ci�gu jednej sekundy, co zgodnie z ry-
sunkiem 7.6, odpowiada:

0,0, SPS cqFqc ���� (7.3.50)

gdzie q� jest strumieniem zasilania zewn�trznego.

7.3. Przykłady obliczeń projektowych
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W procesie oczyszczania produktu regeneruje si� strumie� molowy substratu wiel-
ko�ci:

� � 0,0, 1 SS cqqc ���� � (7.3.51)

��cznie do reaktora dop�ywa strumie� molowy qcS,0 , przy czym zachodz� zwi�zki:

� ��� ����������� 1,, qqqqqqq (7.3.52)

sk�d otrzymuje si� równanie s�u��ce do obliczenia kosztów:

� � rregSSS VKKqcKqcK ���� �� 10,0, (7.3.53)

Równanie mo�na przepisa�, podobnie jak w wariancie poprzednim:

� � �
�
�

�
�
�
�

�

�
���� 22

0, 1
1

��
�

S

r
regSP kc

KKKFK (7.3.54)

Warunek konieczny istnienia minimum przybierze teraz posta�:

� �
0

1
2

32
0,

2
�

�
�

�� S

rreg

kc
KK

(7.3.55)

czyli

� � 071120 23 ��� ��

Wyznaczono nast�puj�ce warto�ci stopnia przereagowania, strumienia i obj�to�ci:

3

1344134

27
102,2",105'102,7

696,0

mV
smqqorazsmq

�

��������

�
�����

�

Zysk w tym wariancie wynosi 0,99 z��s–1.

Przyk�ad 7.12. W egzotermicznej reakcji odwracalnej pierwszego rz�du rozpatry-
wanej w przyk�adzie 5.9 oszacowano równowagowe st��enie produktu w temperatu-
rze z zakresu 290-350 K. Stwierdzono, �e st��enie to, a wi�c i stopie� przereagowania,
malej� wraz ze wzrostem temperatury. Sta�a szybko�ci reakcji zmienia si�
z temperatur� wed�ug zale�no�ci (min-1):

�
�
�

�
�
����

RT
k 60011exp103 7

1 (7.3.56)



7.2. Najprostsze modele reaktorów rzeczywistych 283

gdzie sta�a gazowa R jest wyra�ona w cal/(mol·K). Zale�no�� temperaturowa sta�ej
równowagi jest taka jak w przyk�adzie 5.9.
1) Nale�y wskaza� temperatur�, w której stopie� przereagowania w reakcji realizowa-
nej w warunkach izotermicznych w reaktorze rurowym po czasie 10 min, b�dzie naj-
wi�kszy.
2) Sformu�owa� zadanie: okre�li� czas wymagany do osi�gni�cia maksymalnego
stopnia przereagowania z punktu 1), w warunkach zmiennej temperatury.

Rozwi�zanie. W pierwszej kolejno�ci rozwa�ono realizacj� procesu w warunkach
sta�ej temperatury.

Warunki izotermiczne

Z równania reaktora typu t�okowego (7.1.16), przepisanego w zmiennej �

�� �
��

rk

e

e
A

d
kr

dc
��

��
����

00 1
0  (7.3.57)

otrzymuje si�

��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
���

e
er

k
�
��� 1exp1

 (7.3.58)

W ustalonej temperaturze z badanego zakresu otrzymuje si� wielko�ci �r zebrane na
wykresie (rys.7.8).

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

270 290 310 330 350

T, K

�

�r

�e

Rys.7.8. Stopie� przereagowania: równowagowy �e i uzyskiwany w reaktorze rurowym �r w ró�nej
(sta�ej) temperaturze z zakresu 280–350K.
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Obok krzywej �r  na rysunku przedstawiono krzyw� �e (T).
W warunkach sta�ej temperatury nale�y wybra� temperatur� ok.310 K. Stopie�

przereagowania wynosi wówczas ok. 76%.

Warunki zmiennej temperatury

Stopie� przereagowania �r = 0,76 nale�y osi�gn�� w warunkach zmieniaj�cej si�
temperatury w trakcie zachodzenia procesu. Przyjmuje si�, �e temperatura mo�e by�
ustalana na poziomie ró�nych warto�ci. Jest to za�o�enie, realizacja którego wymaga
odpowiednich rozwi�za� technicznych; w przyk�adzie jest to pomini�te. Inaczej mó-
wi�c poszukiwany jest teoretyczny profil temperatury.

Tak postawione zadanie mo�na zapisa� wykorzystuj�c zale�no�� (7.3.57) w postaci:

� ���
r

Tr
d�

�
��

0 ,
 (7.3.59)

 gdzie szybko�� reakcji r = (k1 + k2)(�e – �) jest funkcj� stopnia przereagowania
i temperatury. Zadanie zapisujemy jako

� � � ���
r

Tr
d

T

�

� �
��

0 ,
minmin  (7.3.60)

Stopie� przereagowania �r nale�y osi�gn�� w najkrótszym czasie zmieniaj�c
temperatur� w trakcie zachodzenia reakcji. Jest to zadanie wyznaczenia takiej funkcji
T(�), która minimalizuje warto�� ca�ki.

Zadanie rozwi�zuje si� metod� rachunku wariacyjnego i otrzymuje nast�puj�ce
wyra�enie na T(�):

� �

� ��
��

�

�
�

1
ln

110

220

12

Ek
EkR

EETopt  (7.3.61)

Dla ka�dej warto�ci stopnia przereagowania � temperatura winna mie� warto��
wyznaczan� przez powy�szy wzór. W miar� zachodzenia reakcji temperatur� nale�y
obni�a� zgodnie ze wzorem (7.3.61). Taki profil temperatury jest optymalny; jest on
charakterystyczny w reakcjach przebiegaj�cych z wydzielaniem ciep�a.

Przyk�ad 7.13. W punkcie 6.4, w charakterze przyk�adu rozwa�ano uproszczony
mechanizm reakcji utleniania wodoru w warunkach niskiego ci�nienia i sta�ej
temperatury. W tym przyk�adzie analizowano spalanie mieszaniny wodoru z powietrzem
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w ustalonym, jednowymiarowym froncie p�omienia. Do frontu nap�ywa mieszanka
palna z okre�lon� pr�dko�ci� liniow� (pr�dko�� spalania). We froncie ma miejsce
przemiana chemiczna; towarzysz� jej procesy fizyczne: wymiana ciep�a (przewodzenie)
i masy (dyfuzja). Przemian� chemiczn� opisuje uk�ad 27 reakcji elementarnych
zachodz�cych z udzia�em 8 po��cze� chemicznych. Wyznaczy� profile st��enia
i temperatury we froncie p�omienia.

Rozwi�zanie. Rozwi�zanie zadania wymaga zastosowania profesjonalnego
programu z dopracowan� metodyk� obliczeniow� i baz� danych transportowych
(dyfuzja, przewodzenie ciep�a) i termochemicznych (entalpie reakcji, ciep�a w�a�ciwe,
sta�e równowagi). Wymogi takie spe�nia np. program CHEMKIN. Zastosowano
podprogram pod nazw� PREMIX z nast�puj�cym uk�adem równa� bilansowych:
Równanie ci�g�o�ci masy:

Au
dt
dm

�� (7.3.62)

Równanie zachowania energii:

� �
�

�����
�
�

�
�
���

I

1i
iii

p
piii

pp
0Mhr

c
A

dx
dTcVY

c
A

dx
dTA

dx
d

c
1

dx
dT

dt
dm (7.3.63)

Równanie ci�g�o�ci sk�adników:

� � I,...,2,1i0MrAVYA
dx
d

dx
dY

dt
dm

iiii
i ����� (7.3.64)

Równanie stanu:

RT
pM

�� (7.3.65)

W powy�szych równaniach x oznacza wspó�rz�dn� drogi, inne wielko�ci oznaczaj�:
dm/dt – strumie� masy,
T – temperatura,
Yi – u�amek masy i-tego sk�adnika,
p – ci�nienie,
u – liniowa pr�dko�� przep�ywu,
� - g�sto��,
Mi – masa molowa sk�adnika, M – �rednia masa molowa,
R – sta�a gazowa,
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� - wspó�czynnik przewodnictwa cieplnego mieszaniny,
cpi – ciep�o w�a�ciwe sk�adnika, cp – �rednie ciep�o w�a�ciwe mieszaniny,
ri – szybko�� tworzenia i-tego sk�adnika,
hi – entalpia sk�adnika,
Vi – szybko�� dyfuzji sk�adnika,
A – powierzchnia przekroju poprzecznego.

Szybko�� tworzenia ri ka�dego sk�adnika jest oddawana przez postulowany me-
chanizm procesu; szybko�� ka�dej reakcji elementarnej jest postaci prawa dzia�ania
mas, a sta�a szybko�ci ka�dej reakcji jest wyra�ona zmodyfikowanym równaniem
Arrheniusa:

�
�
�

�
�
��� �

RT
EexpATkf  (7.3.66)

indeks f oznacza przebieg reakcji z lewej strony na praw� tak jak zapisane zosta�o
równanie reakcji chemicznej, E – energia aktywacji.

W�a�ciwo�ci transportowe sk�adników reprezentowane przez wspó�czynnik prze-
wodzenia ciep�a i wspó�czynnik dyfuzji s� dost�pne w dwóch wersjach: w�a�ciwo�ci
u�rednionych oraz wielko�ci specyfikowanych dla ka�dego sk�adnika mieszaniny.
W przypadku pierwszym zak�ada si�, �e na szybko�� dyfuzji Vi sk�adaj� si�:

� szybko�� dyfuzji (zwyk�a) oddana wyra�eniem Vi,z

dx
dX

X
DV i

i
imzi

1
, �� (7.3.67)

w którym Xi jest u�amkiem molowym, Dij wspó�czynnikiem dyfuzji binarnej, Dim

u�rednionym wspó�czynnikiem dyfuzji opisanym wyra�eniem:

�
�

�
� I

ij
ijj

i
im

DX

YD
/

1
 (7.3.68)

� szybko�� dyfuzji termicznej Wi odnosi si� do po��cze� o ma�ej masie cz�stecz-
kowej (H, H2, He), zadana równaniem:

dx
dT

TX
DW

i

iim
i

1�
�� (7.3.69)
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w którym znak wielko�ci �i  sprawia, �e mo�liwa jest dyfuzja po��czenia z obszaru
o ni�szej temperaturze w obszar o temperaturze wy�szej,

� korekta szybko�ci dyfuzji Vc; wielko�� tak dobierana aby suma u�amków maso-
wych Yi dla ró�nych odleg�o�ci x by�a równa 1 (lub równowa�nie: suma YiVi rów-
na zeru).

Szybko�� dyfuzji Vi jest sum� wielko�� Vi,z , Wi oraz Vc.
W opcji drugiej wspó�czynniki przewodnictwa cieplnego, dyfuzji i termody-

fuzji s� obliczane z uk�adu równa� zawieraj�cych wspó�czynniki dyfuzji binarnej,
u�amki masowe sk�adników oraz termodynamicznych i molekularnych w�a�ciwo�ci
po��cze�. Szybko�� dyfuzji sk�ada si� z dwóch cz�onów; szybko�ci dyfuzji zwyk�ej
oraz termodyfuzji:

�
�

�
I

ij
jijj

i
i dDM

MX
1V (7.3.70)

wielko�� dj jest zdefiniowana jako;

� � p
p
1YXXd iiij ����� (7.3.71)

T
T
1

Y
DW

i

T
i

i �
�

��  (7.3.72)

gdzie Di
T jest wspó�czynnikiem termodyfuzji sk�adnika i.

Warunki graniczne s� zadane po stronie „zimnej” i „gor�cej” p�omienia. W proce-
durze obliczeniowej strumie� masy dm/dt jest wyznaczany w trakcie rozwi�zywania
zadania swobodnej propagacji. Dlatego musi by� sprecyzowane umiejscowienie p�o-
mienia. Dokonuje si� tego przez wybór temperatury w okre�lonym punkcie. Punkt ten
winien by� tak dobrany aby gradienty temperatury i strumienie masy znika�y na zim-
nej granicy. Je�li ten warunek nie jest spe�niony strumie� masy b�dzie zbyt ma�y
z powodu strat ciep�a przez zimn� granic�.

Rozwi�zaniem zagadnienia jest profil temperatury i st��enia sk�adników mieszani-
ny reaguj�cej. Równocze�nie oszacowana jest pr�dko�� spalania.

Kinetyka jest opisana poprzez zestaw przyj�tych do rozwa�a� reakcji elementarnych
i sta�e szybko�ci tych reakcji w okre�lonym kierunku. Sta�a szybko�ci reakcji odwrotnej
do danej reakcji jest obliczana z wykorzystaniem w�a�ciwo�ci termodynamicznych.
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Zestawienie reakcji elementarnych w obliczeniach p�omienia wodorowego

Tabela 7.4. Reakcje elementarne i warto�ci wspó�czynników równania sta�ej szybko�ci reakcji
k=A�Tb�exp(-E/(RT))

Lp Reakcja A [cm, mol, s] b E [cal]
1. OH + H2 = H2O + H 2,14�108 1,52 3 449
2. O + OH = O2 + H 2,02�1014 -0,4 0,0
3. O + H2 = OH + H 5,06�104 2,67 6 290
4. H + O2 (+ M) = HO2 (+ M) 4,52�1013 0,0 0,0
5. H + O2 (+ N2) = HO2 (+ N2) 4,52�1013 0,0 0,0
6. H + O2 (+ H2) = HO2 (+ H2) 4,52�1013 0,0 0,0
7. H + O2 (+ H2O) = HO2 (+ H2O) 4,52�1013 0,0 0,0
8. OH + HO2 = H2O + O2 2,13�1028 -4,827 3 500
9. OH + HO2 = H2O + O2 9,10�1014 0,0 10 964
10. H + HO2 = OH + OH 1,50�1014 0,0 1 000
11. H + HO2 = H2 + O2 8,45�1011 0,65 1 241
12. H + HO2 = O + H2O 3,01�1013 0,0 1 721
13. O + HO2 = O2 + OH 3,25�1013 0,0 0,0
14 OH + OH = O + H2O 3,57�104 2,4 -2 112
15. H + H + M = H2 +M 1,04�1018 -1,0 0,0
16. H + H + H2 = H2 + H2 9,20�1016 -0,6 0,0
17. H + H + H2O = H2 + H2O 6,00�1019 -1025 0,0
18. H + OH + M = H2O +M

H2O (6,4)
2,21�1022 -2,0 0,0

19. H + O + M = OH +M
H2O (6,4)

4,71�1018 -1,0 0,0

20. O + O + M = O2 + M 1,89�1013 0,0 -1 788
21. HO2 + HO2 = H2O2 + O2 4,20�1018 0,0 11 982
22. HO2 + HO2 = H2O2 + O2 1,30�1011 0,0 -1 629
23. OH + OH + M = H2O2 + M 1,24�1014 -0,37 0,0
24. H2O2 + H = HO2 + H2 1,98�1006 2,0 2435,0

25. H2O2 + H = OH + H2O 3,07�1013 0,0 4 217
26. H2O2 + O = OH + HO2 9,55�1006 2,0 3 970
27. H2O2 + OH = H2O + HO2 2,40�1000 4,042 -2 162

Symulacj� spalania mieszanin wodorowo-powietrznych przeprowadzono dla sk�adów
od 9,6 do 81 %H2. Cztery typowe przebiegi st��enia i temperatury podano na rys.7.9.
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Rys.7.9. Zmiana st��enia (xi, mol/mol) i temperatury (T, K) we froncie p�omienia w mieszaninach pal-
nych wodór-powietrze: a) ubogich (11% H2), b) bliskich sk�adu stechiometrycznego (30% H2),

c) o najwy�szej pr�dko�ci spalania (40% H2), d) bogatych (70% H2).





Wykaz wa�niejszych oznacze�

a, b, ... – sta�e (parametry) wielu równa� m.in. zale�no�ci temperaturowej cp oraz
równa� stanu; tak�e – st��enia pocz�tkowe reagenta A, B,...

A, B, ... – symbole substratów i produktów reakcji a tak�e sta�e (parametry) wielu
równa� m.in. zale�no�ci temperaturowej lepko�ci, zale�no�ci temperaturo-
wej entalpii swobodnej tworzenia zwi�zku, równa� stanu zapisanych
w zmiennej Z (wspó�czynnik �ci�liwo�ci) oraz szeregu innych

A – entalpia Helmholtza, J/mol; wspó�czynnik przedwyk�adniczy w zale�no�ci
temperaturowej sta�ej szybko�ci reakcji

ajik – wspó�czynnik podzia�u czyli ta cz��� strumienia sk�adnika „k” zasilaj�cego
modu� „i”, która opuszcza ten modu� i skierowana jest do modu�u „j”

A0, B0, ... – parametry równania stanu (2.2.24)
Ai, Bi, ... – parametry równania stanu odniesione do i-tej substancji
Alk – parametr charakteryzuj�cy oddzia�ywania grup (wzór (4.4.37)
Amix, Bmix, ... – parametry równania stanu mieszanin substancji
a(T) – funkcja temperatury w równaniach stanu (4.2.9) i (4.2.16)
B(T), C(T) – drugi i trzeci wspó�czynnik wirialny; równanie stanu (4.2.36)
B, C, D, b1,...b4, c1,...c4, d1,d2 oraz � i � – parametry równania stanu (4.2.25)
c – st��enie, mol/m3; z odpowiednim indeksem – st��enie sk�adnika opisanego

tym indeksem
cv, cp – pojemno�� cieplna w sta�ej obj�to�ci, pod sta�ym ci�nieniem, J/mol/K
C(T) – charakterystyka dynamiczna uk�adu przep�ywowego
E – energia aktywacji, J/mol
Ek, Ep – energia kinetyczna, energia potencjalna, Ep – efektywno�� politropowa
Ez – wspó�czynnik dyspersji osiowej, m2/s
E(t) – funkcja g�sto�ci rozk�adu zmiennej t
E, F, G, H – wielko�ci pomocnicze w obliczeniach entalpowej i entropowej funkcji

odchylenia od stanu idealnego, zadane wzorami (4.5.7), (4.5.8), (4.5.14)
i (4.5.15)

fji – strumie� i-tego sk�adnika zawarty w j-tym strumieniu; strumie� sk�adnika
„i” wp�ywaj�cy do modu�u „j”, mol/s, kg/s
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f(0), f(1), f(2) – pomocnicze funkcje zredukowanej temperatury zadane wzorami (4.2.40),
(4.2.41) i (4.2.43) w obliczeniach drugiego wspó�czynnika wirialnego

f – aktywno�� ci�nieniowa (lotno��, fugatywno��)
fL, f0L – lotno�� (sk�adnika) w fazie ciek�ej, z indeksem „0”– w stanie standardowym
F – si�a, N; strumie� (nat��enie przep�ywu), mol/s, kg/s; lewa strona równania

F(X)=0; energia swobodna, J/mol; powierzchnia wymiany ciep�a, m2

g – przyspieszenie ziemskie, m/s2

gi0k – strumie� sk�adnika „k” wp�ywaj�cy z zewn�trz, mol/s, kg/s
G – entalpia swobodna, J/mol
GE – nadmiarowa entalpia swobodna (gE – warto�� molowa), J/mol
H – entalpia, J/mol
I – wspó�czynnik w równaniu (4.1.4)
J – wielko�� wyznaczana przez równanie (4.4.9)
k – sta�a szybko�ci, 1/s w reakcji I rz�du, dm3/mol/s w reakcji II rz�du
kij – wspó�czynnik oddzia�ywa� pomi�dzy par� sk�adników
K – sta�a równowagi (Kp lub Kc lub Kx); symbol katalizatora; koszty wytwarza-

nia, z�/s
Kr lub innym – sk�adowa kosztu wytwarzania: np. „r” dotyczy reaktora, z�/m3/s
L – w�a�ciwo�� termodynamiczna; ca�kowita liczba centrów aktywnych;

d�ugo�� reaktora rurowego, m
L0 – warto�� L w stanie idealnym, w warunkach: ci�nienie odniesienia P0,

temperatura T
m – wyk�adnik w równaniu (2.4.9); parametr równania stanu (4.2.9)
mjk – liczba atomów k-tego pierwiastka w j-tym zwi�zku
M – masa cz�steczkowa, g/mol; stosunek st��e� reagentów
n – liczno�� (liczba moli); liczba atomów w cz�steczce; wyk�adnik politropy
ni – liczba moli sk�adnika „i”
N – liczba aparatów w modelu komórkowym reaktora; strumie� sk�adnika

przez jednostk� przekroju poprzecznego, mol/m2/s
Nx – liczba strumieni (indeks s), sk�adników (c), zmiennych (v), niezale�nych

równa� (e), parametrów (p), zmiennych projektowych (decyzyjnych d)
O – �rednica cz�steczki, wzór (4.1.5)
pi – ci�nienie parcjalne, Pa
P – ci�nienie, Pa
Pc, Pr – ci�nienie krytyczne (c), Pa, zredukowane (r)
Pvp – pr��no�� pary, Pa
Pe – liczba Pecleta okre�lana wyra�eniem w L/Ez

q,V – strumie� obj�to�ci, m3/s
Q – ciep�o, J Qr – ciep�o reakcji, J/mol
r – szybko�� reakcji chemicznej, mol/dm3/s; promie� rury, m
R – sta�a gazowa, J/(mol�K}; szybko�� reakcji (5.71); promie� cz�stki cia�a

sta�ego, m,
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R, Q, v, r, q – parametry równa� w metodzie UNIFAC
Ri – wielko�� zwi�zana z ilo�ci� grup funkcyjnych wyra�eniem (4.4.34)
S – entropia, J/mol/K
Sj – ilo�� grup funkcyjnych w cz�steczce „j”
t – czas, s
tj – czas operacji pomocniczych, s
T – temperatura, K
Tc, Tr – temperatura krytyczna (c), K, zredukowana (r)
Tb – normalna temperatura wrzenia, K
u,w – pr�dko�� liniowa, m/s
U – energia wewn�trzna, J/mol
V – obj�to��, m3; obj�to�� molowa, dm3/mol
W – praca, J; liczba odró�nialnych konfiguracji cz�steczki, masa katalizatora,

kg; warto�� produkcji, z�/s
x, y – u�amek molowy, mol/mol; st��enie produktu, mol/dm3

Xk – udzia� grup funkcyjnych rodzaju „k” w cz�steczce
X, Y – uogólnione funkcje �ci�liwo�ci wed�ug (2.4.7) i (2.4.8); zmienne niewia-

dome
z – wspó�rz�dna drogi, m
Z – wspó�czynnik �ci�liwo�ci; zysk, z�/s
� – stopie� przereagowania (przemiany); wspó�czynnik wnikania ciep�a,

J/m2/K
�, �, �, � – rz�d reakcji ze wzgl�du na substancj� A, B, C, D
�, � – parametry równania stanu (2.2.24)
�(T) –funkcja pomocnicza w równaniach stanu (4.2.10) i (4.2.19)
� – wspó�czynnik rozszerzalno�ci cieplnej, 1/K
� – liczba mo�liwych izomerów optycznych; parametr polarno�ci (wzór

(4.1.7))
�L – udzia� grupy wnoszony do w�a�ciwo�ci L:=H,S,G (wzory (4.1.19),(4.1.20),

(4.1.24))
�H – zmiana entalpii, J/mol
�Cp – zmiana pojemno�ci cieplnej w reakcji chemicznej, J/(mol�K)
�a,...,d – udzia� grupowy wnoszony do zale�no�ci cp(T) wed�ug (4.1.21)
�G0

f – standardowa entalpia swobodna tworzenia, J/mol
�Ho

x,298 – standardowa entalpia reakcji (x=r), spalania (c), tworzenia (f)), J/mol
�T, �P, �V – inkrementy grupowe w obliczeniach wielko�ci krytycznych Tc, Pc, Vc

�ij – wielko�� zadana wzorem (4.1.11)
� – wspó�czynnik aktywno�ci
�S, �G – sk�adowa wspó�czynnika aktywno�ci: udzia� konfiguracyjny (S) i oddzia�y-

wa� grup funkcyjnych (G)
�C, �R – wspó�czynnik aktywno�ci zwi�zany z cz��ci� kombinatoryczn� (C) i resztko-

w� (R) nadmiarowej entalpii swobodnej
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�k – wspó�czynnik aktywno�ci grupy „k” w mieszaninie
� – lepko��, mPa�s
� – wspó�czynnik lotno�ci (aktywno�ci ci�nieniowej)
�p – moment dipolowy, D (1D=3,16�10-25 (J�m3)1/2)
�r – wielko�� pomocnicza zadana wzorem (4.2.45)
�ij – parametr oddzia�ywa� binarnych okre�lany z równa� (4.4.28) i (4.4.29)
vi – wspó�czynnik stechiometryczny i-tego reagenta
vkj – liczba oddzia�uj�cych grup rodzaju „k” w cz�steczce „j”
�, �, �, r, q – parametry równa� w metodzie UNIQUAC
� – g�sto��, kg/m3

� – liczba symetrii cz�steczki
�v – ca�ka zderze� (wzór (4.1.5))
�p – poprawka, wzór (4.1.7)
� – umowny czas równy stosunkowi obj�to�ci V i strumienia obj�to�ci q;

warto�� �rednia zmiennej t, s
�2 – wariancja zmiennej t, s2

� – wspó�czynnik acentryczny
� – pomocnicza wielko�� zadana wzorem (4.1.9)
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A. DODATKI

Tabela A.1. Warto�ci Z(o) [Lee-Kessler]

PrTr
0,01 0,05 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8

0,30 0,0029 0,0145 0,029 0,0579 0,1158 0,1737 0,2315
0,35 0,0026 0,013 0,0261 0,0522 0,1043 0,1564 0,2084
0,40 0,0024 0,0119 0,0239 0,0477 0,0953 0,1429 0,1904
0,45 0,0022 0,011 0,0221 0,0442 0,0882 0,1322 0,1762
0,50 0,0021 0,0103 0,0207 0,0413 0,0825 0,1236 0,1647
0,55 0,9804 0,0098 0,0195 0,039 0,0778 0,1166 0,1553
0,60 0,9849 0,0093 0,0186 0,0371 0,0741 0,1109 0,1476
0,65 0,9881 0,9377 0,0178 0,0356 0,071 0,1063 0,1415
0,70 0,9904 0,9504 0,8958 0,0344 0,0687 0,1027 0,1366
0,75 0,9922 0,9598 0,9165 0,0336 0,067 0,1001 0,133
0,80 0,9935 0,9669 0,9319 0,8539 0,0661 0,0985 0,1307
0,85 0,9946 0,9725 0,9436 0,881 0,0661 0,0983 0,1301
0.90 0,9954 0,9768 0,9528 0,9015 0,78 0,1006 0,1321
0,93 0,9959 0,979 0,9573 0,9115 0,8059 0,6635 0,1359
0,95 0,9961 0,9803 0,96 0,9174 0,8206 0,6967 0,141
0,97 0,9963 0.9815 0,9625 0,9227 0,8338 0,724 0,558
0,98 0,9965 0,9821 0,9637 0,9253 0,8398 0,736 0,5887
0,99 0,9966 0,9826 0,9648 0,9277 0,8455 0,7471 0,6138
1.00 0,9967 0,9832 0,9659 0,93 0,8509 0,7574 0,6353
1,01 0,9968 0,9837 0,9669 0,9322 0,8561 0,7671 0,6542
1,02 0,9969 0,9842 0,9679 0,9343 0,861 0,7761 0,671
1,05 0,9971 0,9855 0,9707 0,9401 0,8743 0,8002 0,713
1,10 0,9975 0,9874 0,9747 0,9485 0,893 0,8323 0,7649
1,15 0,9978 0,9891 0,978 0,9554 0,9081 0,8576 0,8032
1,20 0,9981 0,9904 0,9808 0,9611 0,9205 0,8779 0,833
1,30 0,9985 0,9926 0,9852 0,9702 0,9396 0,9083 0,8764
1,40 0,9988 0,9942 0,9884 0,9768 0,9534 0,9298 0,9062
1,50 0,9991 0,9954 0,9909 0,9818 0,9636 0,9456 0,9278
1,60 0,9993 0,9964 0,9928 0,9856 0,9714 0,9575 0,9439
1,70 0,9994 0,9971 0,9943 0,9886 0,9775 0,9667 0,9563
1,80 0,9995 0,9977 0,9955 0,991 0,9823 0,9739 0,9659
1,90 0,9996 0,9982 0,9964 0,9929 0,9861 0,9796 0,9735
2.00 0,9997 0,9986 0,9972 0,9944 0,9892 0,9842 0,9796
2,2 0,9998 0,9992 0,9983 0,9967 0,9937 0,991 0,9886
2,4 0,9999 0,9996 0,9991 0,9983 0,9969 0,9957 0,9948
2,6 1 0,9998 0,9997 0,9994 0,9991 0,999 0,999
2,8 1 1 1,0001 1,0002 1,0007 1,0013 1,0021
3 1 1,0002 1,0004 1,0008 1,0018 1,003 1,0043

3,5 1,0001 1,0004 1,0008 1,0017 1,0035 1,0055 1,0075
4 1,0001 1,0005 1,001 1,0021 1,0043 1,0066 1009



296

Tabela A.1. Warto�ci Z(0)  (ci�g dalszy)

Pr

1 1,2 1,5 2 3 5 7 10
0,2892 0,347 0,4335 0,5775 0,8648 1,4366 2,0048 2,8507
0,2604 0,3123 0,3901 0,5195 0,7775 1,2902 1,7987 2,5539
0,2379 0,2853 0,3563 0,4744 0,7095 1,1758 1,6373 2,3211

0,22 0,2638 0,3294 0,4384 0,6551 1,0841 1,5077 2,1338
0,2056 0,2465 0,3077 0,4092 0,611 1,0094 1,4017 1,9801
0,1939 0,2323 0,2899 0,3853 0,5747 0,9475 1,3137 1,852
0,1842 0,2207 0,2753 0,3657 0,5446 0,8959 1,2398 1,744
0,1765 0,2113 0,2634 0,3495 0,5197 0,8526 1,1773 1.6519
0,1703 0,2038 0,2538 0,3364 0,4991 0,8161 1,1241 1,5729
0,1656 0,1981 0,2464 0,326 0,4823 0,7854 1,0787 1,5047
0,1626 0,1942 0,2411 0,3182 0,469 0,7598 1,0400 1,4456
0,1614 0,1924 0,2382 0,3132 0,4591 0,7388 1.0071 1,3943
0,163 0,1935 0,2383 0,3114 0,4527 0,722 0,9793 1,3496
0,1664 0,1963 0,2405 0,3122 0,4507 0,7138 0,9648 1,3257
0,3705 0,1998 0,2432 0,3138 0,4501 0,7092 0,9561 1,3108
0,1779 0,2055 0,2474 0,3164 0,4504 0,7052 0,948 1,2968
0,1844 0,2097 0,2503 0,3182 0,4508 0,7035 0,9442 1,2901
0,1959 0,2154 0,2538 0,3204 0,4514 0,7018 0,9406 1,2835
0,2901 0,2237 0,2583 0,3229 0,4522 0,7004 0,9372 1,2772
0,4648 0,2370 0,2640 0,326 0,4533 0,6991 0,9339 1,271
0,5146 0,2629 0,2715 0,3297 0,4547 0,698 0,9307 1,265
0,6026 0,4437 0,3131 0,3452 0,4604 0,6956 0,9222 1,2481
0,688 0,5984 0,458 0,3953 0,477 0,695 0,911 1,2232
0,7443 0,6803 0,5798 0,476 0,5042 0,6987 0,9033 1,2021
0,7858 0,7363 0,6605 0,5605 0,5425 0,7069 0,899 1,1844
0,8438 0,8111 0,7624 0,6908 0,6344 0,7358 0,8998 1,158
0,8827 0,8595 0,8256 0,7753 0,7202 0,7761 0,9112 1,1419
0,9103 0,8933 0,8689 0,8328 0,7887 0,82 0,9297 1,1339
0,9308 0,918 0,9 0,8738 0,841 0,8617 0,9518 1,132
0,9463 0,9367 0,9234 0,9043 0,8809 0,8984 0,9745 1,1343
0,9583 0,9511 0,9413 0,9275 0,9118 0,9297 0,9961 1,1391
0,9678 0,9624 0,9552 0,9456 0,9359 0,9557 1,0157 1,1452
0,9754 0,9715 0,9664 0,9599 0,955 0,9772 1,0328 1,1516
0,9865 0,9847 0,9826 0,9806 0,9827 1,0094 1,06 1,1635
0,9941 0,9936 0,9935 0,9945 1,0011 1,0313 1,0793 1,1728
0,9993 0,9998 1,001 1,004 1,0137 1,0463 1,0926 1,1792
1,0031 1,0042 1,0063 1,0106 1 0,0223 1,0565 1,1016
1,0057 1,0074 1,0101 1,0153 1,0284 1,0635 1,1075 1,1848
1,0097 1,012 1,0156 1,0221 1,0368 1,0723 1,1138 1,1834
1,0115 1,014 1,0179 1,0249 1,9401 1,0747 1,1136 1,1773
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Tabela A.2. Warto�ci Z(1) [Lee-Kessler]

PrTr 0,01 0,05 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8
0,3 -0,0008 -0,004 -0,0081 -0,0161 -0,0323 -0,0484 -0,0645
0,35 -0,0009 -0,0046 -0,0093 -0,0185 -0,037 -0,0554 -0,0738
0,4 -0,001 -0,0048 -0,0095 -0,019 -0,038 -0,057 -0,0758
0,45 -0,0009 -0,0047 -0,0094 -0,0187 -0,0374 -0,056 -0,0745
0,5 -0,0009 0 -0,009 -0,0181 -0,036 -0,0539 -0,0716
0,55 -0,0314 -0,0043 -0,0086 -0,0172 -0,0343 -0,0513 -0,0682
0,6 -0,0205 -0,0041 -0,0082 -0,0164 -0,0326 -0,0487 -0,0646
0,65 -0,137 -0,772 -0,0078 -0,0156 -0,0309 -0,0461 -0,0611
0,7 -0,0093 -0,0507 -0,1161 -0,0148 -0,0294 -0,0438 -0,0579
0,75 -0,0064 -0,0339 -0,0744 -0,0143 -0,0282 -0,0417 -0,055
0,8 -0,0044 -0,0228 -0,0487 -0,116 -0,0272 -0,0401 -0,0526
0,85 -0,0029 -0,0152 -0,0319 -0,0715 -0,0268 -0,0391 -0,0509
0,9 -0,0019 -0,0099 -0,0205 -0,0442 -0,1118 -0,0396 -0,0503
0,93 -0,0015 -0,0075 -0,0154 -0,0326 -0,0763 -0,1662 -0,0514
0,95 -0,0012 -0,0062 -0,0126 -0,0262 -0,0589 -0,111 -0,054
0,97 -0,001 -0,005 -0,0101 -0,0208 -0,045 -0,077 -0,1647
0,98 -0,0009 -0,0044 -0,009 -0,0184 -0,039 -0,0641 -0,11
0,99 -0,0008 -0,0039 -0,0079 -0,0161 -0,0335 -0,0531 -0,0796

1 -0,0007 -0,0034 -0,0069 -0,014 -0,0285 -0,0435 -0,0588
1,01 -0,0006 -0,003 -0,006 -0,012 -0,024 -0,0351 -0,0429
1,02 -0,0005 -0,0026 -0,0051 -0,0102 -0,0198 -0,0277 -0,0303
1,05 -0,0003 -0,0015 -0,0029 -0,0054 -0,0092 -0,0097 -0,0032
1,1 0 0 0,0001 0,0007 0,0035 0,0106 0,0236
1,15 0,0002 0,0011 0,0023 0,0052 0,0127 0,0237 0,0396
1,2 0,0004 0,0019 0,0039 0,0084 0,019 0,0326 0,0499
1,3 0,0006 0,003 0,0061 0,0125 0,0267 0,0429 0,0612
1,4 0,0007 0,0036 0,0072 0,0147 0,0306 0,0477 0,0661
1,5 0,0008 0,0039 0,0078 0,0158 0,0323 0,0497 0,0677
1,6 0,0008 0,004 0,008 0,0162 0,033 0,0501 0,0677
1,7 0,0008 0,004 0,0081 0,0163 0,0329 0,0497 0,0667
1,8 0,0008 0,004 0,0081 0,0162 0,0325 0,0488 0,0652
1,9 0,0008 0,004 0,0079 0,0159 0,0319 0,0477 0,0635
2 0,0008 0,0039 0,0078 0,0155 0,031 0,0464 0,0617

2,2 0,0007 0,0037 0,0074 0,0147 0,0293 0,0437 0,0579
2,4 0,0007 0,0035 0,007 0,0139 0,0276 0,0411 0,0544
2,6 0,0007 0,0033 0,0066 0,0131 0,026 0,0387 0,0512
2,8 0,0006 0,0031 0,0062 0,0124 0,0245 0,0365 0,0483
3 0,0006 0,0029 0,0059 0,0117 0,0232 0,0345 0,0456

3,5 0,0005 0,0026 0,0052 0,0103 0,0204 0,0303 0,0401
4 0,0005 0,0023 0,0046 0,0091 0,0182 0,027 0,0357
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Tabela A.2. (ci�g dalszy)

Pr

1 1,2 1,5 2 3 5 7 10
-0,0806 -0,0966 -0,1207 -0,1608 -0,2407 -0,3996 -0,5572 -0,7915
-0,0921 -0,1105 -0,1379 -0,1834 -0,2738 -0,4523 -0,6279 -0,8863
-0,0946 -0,1134 -0,1414 -0,1879 -0,2799 -0,4603 -0,6335 -0,8936
-0,0929 -0,1113 -0,1387 -0,184 -0,2734 -0,4475 -0,6162 -0,8606
-0,0893 -0,1069 -0,133 -0,1762 -0,2611 -0,4253 -0,5831 -0,8099
-0,0849 -0,1015 -0,1263 -0,1669 -1,9423 -0,3991 -0,5446 -0,7521
-0,0803 -0,096 -0,1192 -0,1572 -1,8005 -0,3718 -0,5047 -0,6928
-0,0759 -0,0906 -0,1122 -0,1476 -1,6606 -0,3447 -0,4653 -0,6346
-0,0718 -0,0855 -0,1057 -0,1385 -1,5252 -0,3184 -0,427 -0,5785
-0,0681 -0,0808 -0,0996 -0,1298 -1,3954 -0,2929 -0,3901 -0,525
-0,0648 -0,0767 -0,094 -0,1217 -1,2703 -0,2682 -0,3545 -0,474
-0,0622 -0,0731 -0,0888 -0,1138 -1,1498 -0,2439 -0,3201 -0,4254
-0,0604 -0,0701 -0,084 -0,1059 -1,0308 -0,2195 -0,2862 -0,3788
-0,0602 -0,0687 -0,081 -0,1007 -0,9596 -0,2045 -0,2661 -0,3516
-0,0607 -0,0678 -0,0188 -0,0967 -0,9118 -0,1943 -0,2526 -0,3339
-0,0623 -0,0669 -0,0759 -0,0921 -0,8633 -0,1837 -0,2391 -0,3163
-0,0641 -0,0661 -0,074 -0,0893 -0,5307 -0,1783 -0,2322 -0,3075
-0,068 -0,0646 -0,0715 -0,0861 -0,8133 -0,1728 -0,2254 -0,2989
-0,0879 -0,0609 -0,0678 -0,0824 -0,7877 -0,1672 -0,2185 -0,2902
-0,0223 -0,0473 -0,0621 -0,0778 -0,7629 -0,1615 -0,2116 -0,2816
-0,0062 0,0227 -0,0524 -0,0722 -0,7355 -0,1556 -0,2047 -0,2731
0,022 0,1059 0,0451 -0,0432 -0,8519 -0,137 -0,1835 -0,2476
0,0476 0,0897 0,163 0,0698 -0,4919 -0,1021 -0,1469 -0,2056
0,0625 0,0943 0,1548 0,1667 0,1667 -0,0611 -0,1084 -0,1642
0,0719 0,0991 0,1477 0,199 0,199 -0,0141 -0,0678 -0,1231
0,0819 0,1048 0,142 0,1991 0,2079 0,0875 0,0176 -0,0423
0,0857 0,1063 0,1383 0,1894 0,2397 0,1737 0,1008 0,035
0,0864 0,1055 0,1345 0,1806 0,2433 0,2309 0,1717 0,1058
0,0855 0,1035 0,1303 0,1729 0,2381 0,2631 0,2255 0,1673
0,0838 0,1008 0,1259 0,1658 0,2305 0,2788 0,2628 0,2179
0,0816 0,0978 0,1216 0,1593 0,2224 0,2846 0,2871 0,2576
0,0792 0,0947 0,1173 0,1532 0,2144 0,2848 0,3017 0,2876
0,0767 0,0916 0,1133 0,1476 0,2069 0,2819 0,3097 0,3096
0,0719 0,0857 0,1057 0,1374 0,1932 0,272 0,3135 0,3355
0,0675 0,0803 0,0989 0,1285 0,1812 0,2602 0,3089 0,3459
0,0634 0,0754 0,0929 0,1207 0,1706 0,2484 0,3009 0,3475
0,0598 0,0711 0,0876 0,1138 0,1613 0,2372 0,2915 0,3443
0,0565 0,0672 0,0828 0,1076 0,1529 0,2268 0,2817 0,3385
0,0497 0,0591 0,0728 0,0949 0,1356 0,2042 0,2584 0,3194
0,0443 0,0527 0,0651 0,0849 0,1219 0,1857 0,2378 0,2994
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Tabela A.3. Warto�ci [(Ho - H)/RTc], [Lee-Kessler]

PrTr 0,01 0,05 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8
0,3 6,045 6,043 6,04 6,034 6,022 6,011 5,999
0,35 5,906 5,904 5,901 5,895 5,882 5,81 5,858
0,4 5,763 5,761 5,757 5,751 5,738 5,726 5,713
0,45 5,615 5,612 5,609 5,603 5,59 5,517 5,564
0,5 5,465 5,463 5,459 5,453 5,44 5,427 5,414
0,55 0,032 5,312 5,309 5,303 5,29 5,218 5,265
0,6 0,027 5,162 5,159 5,153 5,141 5,129 5,116
0,65 0,023 0,118 5,008 5,002 4,991 4,98 4,968
0,1 0,02 0,101 0,213 4,848 4,838 4,828 4,818
0,15 0,017 0,088 0,183 4,687 4,679 4,612 4,664
0,8 0,015 0,018 0,16 0,345 4,507 4,504 4,499
0,85 0,014 0,069 0,141 0,3 4,309 4,313 4,316
0,9 0,012 0,062 0,126 0,264 0,596 4,074 4,094
0,93 0,011 0,058 0,118 0,246 0,545 0,96 3,92
0,95 0,011 0,056 0,113 0,235 0,516 0,885 3,763
0,97 0,011 0,054 0,109 0,225 0,49 0,824 1,356
0,98 0,01 0,053 0,101 0,221 0,478 0,197 1,273
0,99 0,01 0,052 0,105 0,216 0,466 0,713 1,206

1 0,01 0,051 0,103 0,212 0,455 0,75 1,151
1,01 0,01 0,05 0,101 0,208 0,445 0,728 1,102
1,02 0,01 0,049 0,099 0,203 0,434 0,708 1,06
1,05 0,009 0,046 0,094 0,192 0,407 0,654 0,955
1,1 0,008 0,042 0,086 0,175 0,367 0,581 0,827
1,15 0,008 0,039 0,079 0,16 0,334 0,523 0,732
1,2 0,007 0,036 0,073 0,148 0,305 0,474 0,657
1,3 0,006 0,031 0,063 0,127 0,259 0,399 0,545
1,4 0,005 0,027 0,055 0,11 0,224 0,341 0,463
1,5 0,005 0,024 0,048 0,097 0,196 0,297 0,4
1,6 0,004 0,021 0,043 0,086 0,173 0,261 0,35
1,7 0,004 0,019 0,038 0,076 0,153 0,231 0,309
1,8 0,003 0,017 0,034 0,068 0,137 0,206 0,275
1,9 0,003 0,015 0,031 0,062 0,123 0,185 0,246
2 0,003 0,014 0,028 0,056 0,111 0,167 0,222

2,2 0,002 0,012 0,023 0,046 0,092 0,137 0,182
2,4 0,002 0,01 0,019 0,038 0,076 0,114 0,15
2,6 0,002 0,008 0,016 0,032 0,064 0,095 0,125
2,8 0,001 0,001 0,014 0,027 0,054 0,08 0,105
3 0,001 0,006 0,011 0,023 0,045 0,067 0,088

3,5 0,001 0,004 0,007 0,015 0,029 0,043 0,056
4 0 0,002 0,005 0,009 0,017 0,026 0,033
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Tabela A.3. (ci�g dalszy)

Pr

1 1,2 1,5 2 3 5 7 10
5,987 5,975 5,957 5,927 5,868 5,748 5,628 5,446
5,845 5,833 5,814 5,783 5,721 5,595 5,469 5,278
5,7 5,687 5,668 5,636 5,572 5,442 5,311 5,113

5,551 5,538 5,519 5,486 5,421 5,288 5,154 4,95
5,401 5,388 5,369 5,336 5,27 5,135 4,999 4,791
5,252 5,239 5,22 5,187 5,121 4,986 4,849 4,638
5,104 5,091 5,073 5,041 4,976 4,842 4,704 4,492
4,956 4,945 4,927 4,896 4,833 4,702 4,565 4,353
4,808 4,797 4,781 4,752 4,693 4,566 4,432 4,221
4,655 4,646 4,632 4,607 4,554 4,434 4,303 4,095
4,494 4,488 4,478 4,459 4,413 4,303 4,178 3,974
4,316 4,316 4,312 4,302 4,269 4,173 4,056 3,857
4,108 4,118 4,127 4,132 4,119 4,043 3,935 3,744
3,953 3,976 4 4,02 4,024 3,963 3,863 3,678
3,825 3,865 3,904 3,94 3,958 3,91 3,815 3,634
3,658 3,732 3,796 3,853 3,89 3,856 3,767 3,591
3,544 3,652 3,736 3,806 3,854 3,829 3,743 3,569
3,376 3,558 3,67 3,758 3,818 3,801 3,719 3,548
2,584 3,441 3,598 3,706 3,782 3,774 3,695 3,526
1,796 3,283 3,516 3,652 3,744 3,746 3,671 3,505
1,627 3,039 3,422 3,595 3,705 3,718 3,647 3,484
1,359 2,034 3,03 3,398 3,583 3,632 3,575 3,42
1,12 1,487 2,203 2,965 3,353 3,484 3,453 3,315

0,968 1,239 1,719 2,479 3,091 3,329 3,329 3,211
0,857 1,076 1,443 2,079 2,807 3,166 3,202 3,107
0,698 0,86 1,116 1,56 2,274 2,825 2,942 2,899
0,588 0,716 0,915 1,253 1,857 2,486 2,679 2,692
0,505 0,611 0,774 1,046 1,549 2,175 2,421 2,486
0,44 0,531 0,667 0,894 1,318 1,904 2,177 2,285

0,387 0,466 0,583 0,777 1,139 1,672 1,953 2,091
0,344 0,413 0,515 0,683 0,996 1,476 1,751 1,908
0,307 0,368 0,458 0,606 0,88 1,309 1,571 1,736
0,276 0,33 0,411 0,541 0,782 1,167 1,411 1,577
0,226 0,269 0,334 0,437 0,629 0,937 1,143 1,295
0,187 0,222 0,275 0,359 0,513 0,761 0,929 1,058
0,155 0,185 0,228 0,297 0,422 0,621 0,756 0,858
0,13 0,154 0,19 0,246 0,348 0,508 0,614 0,689

0,109 0,129 0,159 0,205 0,288 0,415 0,495 0,545
0,069 0,081 0,099 0,127 0,174 0,239 0,27 0,264
0,041 0,048 0,058 0,072 0,095 0,116 0,11 0,061
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Tabela A.4. Warto�ci [(Ho -H)/RTc](1) [Lee-Kessler]

PrTr

0,01 0,05 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8
0,3 11,098 11,096 11,095 11,091 11,083 11,076 11,069
0,35 10,656 10,655 10,654 10,653 10,65 10,646 10,643
0,4 10,121 10,121 10,121 10,12 10,121 10,121 10,121
0,45 9,515 9,515 9,516 9,517 9,519 9,521 9,523
0,5 8,868 8,869 8,87 8,872 8,876 8,88 8,884
0,55 0,08 8,211 8,212 8,215 8,221 8,226 8,232
0,6 0,059 7,568 7,57 7,573 7,579 7,585 7,591
0,65 0,045 0,247 6,949 6,952 6,959 6,966 6,973
0,7 0,034 0,185 0,415 6,36 6,367 6,373 6,381
0,75 0,027 0,142 0,306 5,796 5,802 5,809 5,816
0,8 0,021 0,11 0,234 0,542 5,266 5,211 5,278
0,85 0,017 0,087 0,182 0,401 4,753 4,754 4,758
0,9 0,014 0,07 0,144 0,308 0,751 4,254 4,248
0,93 0,012 0,061 0,126 0,265 0,612 1,236 3,942
0,95 0,011 0,056 0,115 0,241 0,542 0,994 3,737
0,97 0,01 0,052 0,105 0,219 0,483 0,837 1,616
0,98 0,01 0,05 0,101 0,209 0,457 0,776 1,324
0,99 0,009 0,048 0,097 0,2 0,433 0,722 1,154

1 0,009 0,046 0,093 0,191 0,41 0,675 1,034
1,01 0,009 0,044 0,089 0,183 0,389 0,632 0,94
1,02 0,008 0,042 0,085 0,175 0,37 0,594 0,863
1,05 0,007 0,037 0,075 0,153 0,318 0,498 0,691
1,1 0,006 0,03 0,061 0,123 0,251 0,381 0,507
1,15 0,005 0,025 0,05 0,099 0,199 0,296 0,385
1,2 0,004 0,02 0,04 0,08 0,158 0,232 0,297
1,3 0,003 0,013 0,026 0,052 0,1 0,142 0,177
1,4 0,002 0,008 0,016 0,032 0,06 0,083 0,1
1,5 0,001 0,005 0,009 0,018 0,032 0,042 0,048
1,6 0 0,002 0,004 0,007 0,012 0,013 0,011
1,7 0 0 0 0 -0,003 -0,009 -0,017
1,8 0 -0,001 -0,003 -0,006 -0,015 -0,025 -0,037
1,9 -0,001 -0,003 -0,005 -0,011 -0,023 -0,037 -0,053
2 -0,001 -0,003 -0,007 -0,015 -0,03 -0,047 -0,065

2,2 -0,001 -0,005 -0,01 -0,02 -0,04 -0,062 -0,083
2,4 -0,001 -0,006 -0,012 -0,023 -0,047 -0,071 -0,095
2,6 -0,001 -0,006 -0,013 -0,026 -0,052 -0,078 -0,104
2,8 -0,001 -0,007 -0,014 -0,028 -0,055 -0,082 -0,11
3 -0,001 -0,007 -0,014 -0,029 -0,058 -0,086 -0,114

3,5 -0,002 -0,008 -0,016 -0,031 -0,062 -0,092 -0,122
4 -0,002 -0,008 -0,016 -0,032 -0,064 -0,096 -0,127
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Tabela A.4. (ci�g dalszy)

Pr

1 1,2 1,5 2 3 5 7 10
11,062 11,055 11,044 11,027 10,992 10,935 10,872 10,781
10,64 10,637 10,632 10,624 10,609 10,581 10,554 10,529
10,121 10,121 10,121 10,122 10,123 10,128 10,135 10,15
9,525 9,527 9,531 9,537 9,549 9,576 9,611 9,663
8,888 8,892 8,899 8,909 8,932 8,978 9,03 9,111
8,238 8,243 8,252 8,267 8,298 8,36 8,425 8,531
7,596 7,603 7,614 7,632 7,669 7,745 7,824 7,95
6,98 6,987 6,997 7,017 7,059 7,147 7,239 7,381

6,388 6,395 6,407 6,429 6,475 6,574 6,677 6,837
5,824 5,832 5,845 5,868 5,918 6,027 6,142 6,318
5,285 5,293 5,306 5,33 5,385 5,506 5,632 5,824
4,763 4,771 4,784 4,81 4,872 5,008 5,149 5,358
4,249 4,255 4,268 4,298 4,371 4,53 4,688 4,916
3,934 3,937 3,951 3,987 4,073 4,251 4,422 4,662
3,712 3,713 3,73 3,773 3,873 4,068 4,248 4,497
3,47 3,467 3,492 3,551 3,67 3,885 4,077 4,336

3,332 3,327 3,363 3,434 3,568 3,795 3,992 4,257
3,164 3,164 3,223 3,313 3,464 3,705 3,909 4,178
2,471 2,952 3,065 3,186 3,358 3,615 3,825 4,1
1,375 2,595 2,88 3,051 3,251 3,525 3,742 4,023
1,18 1,723 2,65 2,906 3,142 3,435 3,661 3,947

0,877 0,878 1,496 2,381 2,8 3,167 3,418 3,722
0,617 0,673 0,617 1,261 2,167 2,72 3,023 3,362
0,459 0,503 0,487 0,604 1,497 2,275 2,641 3,019
0,349 0,381 0,381 0,361 0,934 1,84 2,273 2,692
0,203 0,218 0,218 0,178 0,3 1,066 1,592 2,086
0,111 0,115 0,108 0,07 0,044 0,504 1,012 1,547
0,049 0,046 0,032 -0,008 -0,078 0,142 0,556 1,08
0,005 -0,004 -0,023 -0,065 -0,151 -0,082 0,217 0,689
-0,027 -0,04 -0,063 -0,109 -0,202 -0,223 -0,028 0,369
-0,051 -0,067 -0,094 -0,143 -0,241 -0,317 -0,203 0,112
-0,07 -0,088 -0,117 -0,169 -0,271 -0,381 -0,33 -0,092

-0,085 -0,105 -0,136 -0,19 -0,295 -0,428 -0,424 -0,255
-0,106 -0,128 -0,163 -0,221 -0,331 -0,493 -0,551 -0,489
-0,12 -0,144 -0,181 -0,242 -0,356 -0,535 -0,631 -0,645
-0,13 -0,156 -0,194 -0,257 -0,376 -0,567 -0,687 -0,754

-0,137 -0,164 -0,204 -0,269 -0,391 -0,591 -0,729 -0,836
-0,142 -0,17 -0,211 -0,278 -0,403 -0,611 -0,763 -0,899
-0,152 -0,181 -0,224 -0,294 -0,425 -0,65 -0,827 -1,015
-0,158 -0,188 -0,233 -0,306 -0,442 -0,68 -0,874 -1,097

.
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Tabela A.5. Warto�ci [(So -S)/R], [Lee-Kessler]

PrTr 0,01 0,05 0,1 0,2 0,4 0,6 0,6
0,3 11,614 10,008 9,319 8,635 7,961 1,514 7,304
0,35 11,185 9,579 8,89 8,205 7,529 7,14 6,869
0,4 10,802 9,196 8,506 7,821 1,144 6,755 6,483
0,45 10,453 8,841 8,157 7,472 6,794 6,404 6,132
0,5 10,131 8,531 7,841 7,156 6,479 6,089 5,816
0,55 0,038 8,245 7,555 6,81 6,193 5,803 5,531
0,6 0,029 7,983 7,294 6,61 5,933 5,544 5,273
0,65 0,023 0,122 7,052 6,368 5,694 5,306 5,036
0,1 0,018 0,096 0,206 6,14 5,467 5,082 4,814
0,75 0,015 0,078 0,164 5,917 5,248 4,866 4,6
0,8 0,013 0,064 0,134 0,294 5,026 4,649 4,388
0,85 0,011 0,054 0,111 0,239 4,785 4,418 4,166
0,9 0,009 0,046 0,094 0,199 0,463 4,145 3,912
0,93 0,008 0,042 0,085 0,119 0,408 0,15 3,723
0,95 0,008 0,039 0,08 0,168 0,377 0,611 3,556
0,97 0,007 0,037 0,075 0,157 0,35 0,607 1,056
0,98 0,007 0,036 0,073 0,153 0,337 0,58 0,971
0,99 0,007 0,035 0,071 0,148 0,326 0,555 0,903

1 0,007 0,034 0,069 0,144 0,315 0,532 0,847
1,01 0,007 0,033 0,067 0,139 0,304 0,51 0,799
1,02 0,006 0,032 0,065 0,135 0,294 0,491 0,757
1,05 0,006 0,03 0,06 0,124 0,267 0,439 0,656
1,1 0,005 0,026 0,053 0,108 0,23 0,311 0,537
1,15 0,005 0,023 0,047 0,096 0,201 0,319 0,452
1,2 0,004 0,021 0,042 0,085 0,177 0,211 0,389
1,3 0,003 0,017 0,033 0,068 0,14 0,217 0,298
1,4 0,003 0,014 0,027 0,056 0,114 0,114 0,231
1,5 0,002 0,011 0,023 0,046 0,094 0,143 0,194
1,6 0,002 0,01 0,019 0,039 0,079 0,12 0,162
1,7 0,002 0,008 0,017 0,033 0,067 0,102 0,137
1,8 0,001 0,007 0,014 0,029 0,058 0,088 0,117
1,9 0,001 0,006 0,013 0,025 0,051 0,076 0,102
2 0,001 0,006 0,011 0,022 0,044 0,067 0,089

2,2 0,001 0,004 0,009 0,018 0,035 0,053 0,07
2,4 0,001 0,004 0,007 0,014 0,028 0,042 0,056
2,6 0,001 0,003 0,006 0,012 0,023 0,035 0,046
2,8 0 0,002 0,005 0,01 0,02 0,029 0,039
3 0 0,002 0,004 0,008 0,017 0,025 0,033

3,5 0 0,001 0,003 0,006 0,012 0,017 0,023
4 0 0,001 0,002 0,004 0,009 0,013 0,017
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Tabela A.5. (ci�g dalszy)

Pr

1 1,2 1,5 2 3 5 7 10
7,099 6,935 6,14 6,497 6,182 5,841 5,683 5,578
6,663 6,497 6,299 6,052 5,128 5,376 5,194 5,06
6,275 6,109 5,909 5,66 5,33 4,967 4,772 4,619
5,924 5,157 5,557 5,306 4,974 4,603 4,401 4,234
5,608 5,441 5,24 4,989 4,656 4,282 4,014 3,899
5,324 5,151 4,956 4,706 4,373 3,998 3,788 3,607
5,066 4,9 4,7 4,451 4,12 3,747 3,537 3,353
4,83 4,665 4,467 4,22 3,892 3,523 3,315 3,131
4,61 4,446 4,25 4,007 3,684 3,322 3,117 2,935

4,399 4,238 4,045 3,807 3,491 3,138 2,939 2,761
4,191 4,034 3,846 3,615 3,31 2,97 2,117 2,605
3,976 3,825 3,646 3,425 3,135 2,812 2,629 2,463
3,738 3,599 3,434 3,231 2,964 2,663 2,491 2,334
3,569 3,444 3,295 3,108 2,86 2,577 2,412 2,262
3,433 3,326 3,193 3,023 2,79 2,52 2,362 2,215
3,259 3,188 3,081 2,932 2,719 2,463 2,312 2,17
3,142 3,106 3,019 2,884 2,682 2,436 2,287 2,148
2,972 3,01 2,953 2,835 2,646 2,408 2,263 2,126
2,178 2,893 2,819 2,784 2,609 2,38 2,239 2,105
1,391 2,736 2,198 2,73 2,571 2,352 2,215 2,083
1,225 2,495 2,706 2,673 2,533 2,325 2,191 2,062
0,965 1,523 2,328 2,483 2,415 2,242 2,121 2,001
0,142 1,012 1,557 2,081 2,202 2,104 2,007 1,903
0,607 0,79 1,126 1,649 1,968 1,966 1,897 1,81
0,512 0,651 0,89 1,308 1,127 1,827 1,789 1,722
0,385 0,478 0,628 0,891 1,299 1,554 1,581 1,556
0,303 0,372 0,478 0,663 0,99 1,303 1,386 1,402
0,246 0,299 0,381 0,52 0,777 1,088 1,208 1,26
0,204 0,247 0,312 0,421 0,628 0,913 1,05 1,13
0,172 0,208 0,261 0,35 0,519 0,173 0,915 1,013
0,147 0,177 0,222 0,296 0,438 0,661 0,799 0,908
0,127 0,153 0,191 0,255 0,375 0,57 0,702 0,815
0,111 0,134 0,167 0,221 0,325 0,497 0,62 0,733
0,087 0,105 0,13 0,172 0,251 0,388 0,492 0,599
0,07 0,084 0,104 0,138 0,201 0,311 0,399 0,496

0,058 0,069 0,086 0,113 0,164 0,255 0,329 0,416
0,048 0,058 0,072 0,094 0,131 0,213 0,217 0,353
0,041 0,049 0,061 0,08 0,116 0,181 0,236 0,303
0,029 0,034 0,042 0,056 0,081 0,126 0,166 0,216
0,021 0,025 0,031 0,041 0,059 0,093 0,123 0,162
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Tabela A.6. Warto�ci [(So - S)/R](1), [Lee-Kessler]

PrTr 0,01 0,05 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8
0,3 16,782 16,774 16,764 16,744 16,705 16,665 16,626
0,35 15,413 15,408 15,401 15,387 15,359 15,333 15,305
0,4 13,99 13,986 13,981 13,972 13,953 13,934 13,915
0,45 12,564 12,561 12,558 12,551 12,537 12,523 12,509
0,5 11,202 11,2 11,197 11,192 11,182 11,172 11,162
0,55 0,115 9,948 9,946 9,942 9,935 9,928 9,921
0,6 0,078 8,828 8,826 8,823 8,817 8,811 8,806
0,65 0,055 0,309 7,832 7,829 7,824 7,819 7,815
0,7 0,04 0,216 0,491 6,951 6,945 6,941 6,937
0,75 0,029 0,156 0,34 6,173 6,167 6,162 6,158
0,8 0,022 0,116 0,246 0,578 5,475 5,468 5,462
0,85 0,017 0,088 0,183 0,408 4,853 4,841 4,832
0,9 0,013 0,068 0,14 0,301 0,744 4,269 4,249
0,93 0,011 0,058 0,12 0,254 0,593 1,219 3,914
0,95 0,01 0,053 0,109 0,228 0,517 0,961 3,697
0,97 0,01 0,048 0,099 0,206 0,456 0,797 1,57
0,98 0,009 0,046 0,094 0,196 0,429 0,134 1,27
0,99 0,009 0,044 0,09 0,186 0,405 0,68 1,098

1 0,008 0,042 0,086 0,177 0,382 0,632 0,977
1,01 0,008 0,04 0,082 0,169 0,361 0,59 0,883
1,02 0,008 0,039 0,078 0,161 0,342 0,552 0,807
1,05 0,007 0,034 0,069 0,14 0,292 0,46 0,642
1,1 0,005 0,028 0,055 0,112 0,229 0,35 0,47
1,15 0,005 0,023 0,045 0,091 0,183 0,275 0,361
1,2 0,004 0,019 0,037 0,075 0,149 0,22 0,286
1,3 0,003 0,013 0,026 0,052 0,102 0,148 0,19
1,4 0,002 0,01 0,019 0,037 0,072 0,104 0,133
1,5 0,001 0,007 0,014 0,027 0,053 0,076 0,097
1,6 0,001 0,005 0,011 0,021 0,04 0,057 0,073
1,7 0,001 0,004 0,008 0,016 0,031 0,044 0,056
1,8 0,001 0,003 0,006 0,013 0,024 0,035 0,044
1,9 0,001 0,003 0,005 0,01 0,019 0,028 0,036
2 0 0,002 0,004 0,008 0,016 0,023 0,029

2,2 0 0,001 0,003 0,006 0,011 0,016 0,021
2,4 0 0,001 0,002 0,004 0,008 0,012 0,015
2,6 0 0,001 0,002 0,003 0,006 0,009 0.012
2,8 0 0,001 0,001 0,003 0,005 0,008 0.010
3 0 0,001 0,001 0,002 0,004 0,006 0.008

3,5 0 0 0,001 0,001 0,003 0,004 0.006
4 0 0 0,001 0,001 0,002 0,003 0.005
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Tabela A.6 (ci�g dalszy)

Pr

1 1,2 1,5 2 3 5 7 10
16,586 16,547 16,488 16,39 16,195 15,837 15,468 14,925
15,278 15,251 15,211 15,144 15,011 14,751 14,496 14,153
13,896 13,877 13,849 13,803 13,714 13,541 13,376 13,144
12,496 12,482 12,462 12,43 12,367 12,248 12,145 11,999
11,153 11,143 11,129 11,107 11,063 10,985 10,92 10,836
9,914 9,907 9,897 9,882 9,853 9,806 9,169 9,732
8,799 8,794 8,787 8,777 8,76 8,736 8,723 8,72
7,81 7,807 7,801 7,794 7,784 7,779 7,785 7,811

6,933 6,93 6,926 6,922 6,919 6,929 6,952 7,002
6,155 6,152 6,149 6,147 6,149 6,174 6,213 6,285
5,458 5,455 5,453 5,452 5,461 5,501 5,555 5,648
4,826 4,822 4,82 4,822 4,839 4,898 4,969 5,082
4,238 4,232 4,23 4,236 4,267 4,351 4,442 4,578
3,894 3,885 3,884 3,896 3,941 4,046 4,151 4,3
3,658 3,647 3,648 3,669 3,728 3,851 3,966 4,125
3,406 3,391 3,401 3,437 3,517 3,661 3,788 3,957
3,264 3,247 3,268 3,318 3,412 3,569 3,701 3,875
3,093 3,082 3,126 3,195 3,306 3,477 3,616 3,796
2,399 2,868 2,967 3,067 3,2 3,387 3,532 3,717
1,306 2,513 2,784 2,933 3,094 3,297 3,45 3,64
1,113 1,655 2,557 2,79 2,986 3,209 3,369 3,565
0,82 0,831 1,443 2,283 2,655 2,949 3,134 3,348

0,577 0,64 0,618 1,241 2,067 2,534 2,767 3,013
0,437 0,489 0,502 0,654 1,471 2,138 2,428 2,708
0,343 0,385 0,412 0,447 0,991 1,767 2,115 2,43
0,226 0,254 0,282 0,3 0,481 1,147 1,569 1,944
0,158 0,178 0,2 0,22 0,29 0,73 1,138 1,544
0,115 0,13 0,147 0,166 0,206 0,479 0,823 1,222
0,086 0,098 0,112 0,129 0,159 0,334 0,604 0,969
0,067 0,076 0,087 0,102 0,127 0,248 0,456 0,775
0,053 0,06 0,07 0,083 0,105 0,195 0,355 0,628
0,043 0,049 0,057 0,069 0,089 0,16 0,286 0,518
0,035 0,04 0,048 0,058 0,077 0,136 0,238 0,434
0,025 0,029 0,035 0,043 0,06 0,105 0,178 0,322
0,019 0,022 0,027 0,034 0,048 0,086 0,143 0,254
0.015 0,018 0.021 0.028 0.041 0.074 0.120 0.210
0.012 0,014 0.018 0.023 0.035 0.065 0.104 0.180
0.010 0,012 0.015 0.020 0.031 0.058 0.093 0.158
0.007 0,009 0.011 0.015 0.024 0.046 0.073 0.122
0.006 0,007 0.009 0.012 0.020 0.038 0.060 0.1
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Tabela A.7. Warto�ci [(Cp - Cp
o)/R](o) , [Lee-Kessler]

PrTr 0,01 0,05 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8
0,3 2,805 2,807 2,809 2,814 2,83 2,842 2,854
0,35 2,808 2,81 2,812 2,815 2,823 2,835 2,844
0,4 2,925 2,926 2,928 2,933 2,935 2,94 2,945
0,45 2,989 2,99 2,99 2,991 2,993 2,995 2,997
0,5 3,006 3,005 3,004 3,003 3,001 3 2,998
0,55 0,118 3,002 3 2,997 2,99 2,984 2,978
0,6 0,089 3,009 3,006 2,999 2,986 2,974 2,963
0,65 0,069 0,387 3,047 3,036 3,014 2,993 2,973
0,7 0,054 0,298 0,681 3,138 3,099 3,065 3,033
0,75 0,044 0,236 0,526 3,351 3,284 3,225 3,171
0,8 0,036 0,191 0,415 1,032 3,647 3,537 3,44
0,85 0,03 0,157 0,336 0,194 4,404 4,158 3,957
0,9 0,025 0,131 0,277 0,633 1,858 5,679 5,095
0,93 0,023 0,118 0,249 0,56 1,538 4,208 6,72
0,95 0,021 0,111 0,232 0,518 1,375 3,341 9,316
0,97 0,02 0,104 0,217 0,48 1,24 2,778 9,585
0,98 0,019 0,101 0,21 0,463 1,181 2,563 7,35
0,99 0,019 0,098 0,204 0,447 1,126 2,318 6,038

1 0,018 0,095 0,197 0,431 1,076 2,218 5,156
1,01 0,018 0,092 0,191 0,417 1,029 2,076 4,516
1,02 0,017 0,089 0,185 0,403 0,986 1,951 4,025
1,05 0,016 0,082 0,169 0,365 0,872 1,648 3,047
1,1 0,014 0,071 0,147 0,313 0,724 1,297 2,168
1,15 0,012 0,063 0,128 0,211 0,612 1,058 1,67
1,2 0,011 0,055 0,113 0,237 0,525 0,885 1,345
1,3 0,009 0,044 0,089 0,185 0,4 0,651 0,946
1,4 0,007 0,036 0,072 0,149 0,315 0,502 0,711
1,5 0,006 0,029 0,06 0,122 0,255 0,399 0,557
1,6 0,005 0,025 0,05 0,101 0,21 0,326 0,449
1,7 0,004 0,021 0,042 0,086 0,116 0,271 0,371
1,8 0,004 0,018 0,036 0,073 0,15 0,229 0,311
1,9 0,003 0,016 0,031 0,063 0,129 0,196 0,265
2 0,003 0,014 0,021 0,055 0,112 0,17 0,229

2,2 0,002 0,011 0,021 0,043 0,086 0,131 0,175
2,4 0,002 0,009 0,011 0,034 0,069 0,104 0,138
2,6 0,001 0,007 0,014 0,028 0,056 0,084 0,112
2,8 0,001 0,006 0,012 0,023 0,046 0,01 0,093
3 0,001 0,005 0,01 0,02 0,039 0,058 0,078

3,5 0,001 0,003 0,007 0,013 0,027 0,04 0,053
4 0 0,002 0,005 0,01 0,019 0,029 0,038
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Tabela A.7. (ci�g dalszy)

Pr

1 1,2 1,5 2 3 5 1 10
2,866 2,878 2,896 2,921 2,989 3,122 3,251 3,466
2,853 2,861 2,875 2,897 2,944 3,042 3,145 3,313
2,951 2,956 2,965 2,979 3,014 3,085 3,164 3,293
2,999 3,002 3,006 3,014 3,032 3,079 3,135 3,232
2,997 2,996 2,995 2,995 2,999 3,019 3,054 3,122
2,973 2,968 2,961 2,951 2,938 2,934 2,947 2,988
2,952 2,942 2,921 2,907 2,874 2,84 2,831 2,847
2,955 2,938 2,914 2,878 2,822 2,753 2,12 2,109
3,003 2,975 2,937 2,881 2,792 2,681 2,621 2,582
3,122 3,076 3,015 2,928 2,195 2,629 2,537 2,469
3,354 3,277 3,176 3,038 2,838 2,601 2,473 2,313
3,79 3,641 3,41 3,24 2,931 2,599 2,427 2,292

4,677 4,359 4 3,585 3,096 2,626 2,399 2,227
5,766 5,149 4,533 3,902 3,236 2,657 2,392 2,195
7,127 6,01 5,05 4,18 3,351 2,684 2,391 2,115
10,011 7,451 5,785 4,531 3,486 2,716 2,393 2,159
13,27 8,611 6,279 4,743 3,56 2,733 2,395 2,151
21,948 10,362 6,891 4,983 3,641 2,152 2,398 2,144
***** 13,281 7,686 5,255 3,729 2,773 2,401 2,138
22,295 18,967 8,708 5,569 3,821 2,794 2,405 2,131
13,184 31,353 10,062 5,923 3,92 2,816 2,408 2,125
6,458 20,234 16,457 7,296 4,259 2,891 2,425 2,11
3,649 6,51 13,256 9,787 4,927 3,033 2,462 2,093
2,553 3,885 6,985 9,094 5,535 3,186 2,508 2,083
1,951 2,158 4,43 6,911 5,11 3,326 2,555 2,079
1,297 1,711 2,458 3,85 4,193 3,452 2,628 2,017
0,946 1,208 1,65 2,462 3,573 3,282 2,626 2,068
0,728 0,912 1,211 1,747 2,647 2,917 2,525 2,038
0,58 0,119 0,938 1,321 2,016 2,508 2,347 1,978

0,475 0,583 0,752 1,043 1,586 2,128 2,13 1,889
0,397 0,484 0,619 0,848 1,282 1,805 1,907 1,778
0,336 0,409 0,519 0,706 1,06 1,538 1,696 1,656
0,289 0,35 0,443 0,598 0,893 1,32 1,505 1,531
0,22 0,265 0,334 0,446 0,661 0,998 1,191 1,292

0,173 0,208 0,261 0,341 0,51 0,779 0,956 1,086
0,14 0,168 0,21 0,278 0,401 0,624 0,78 0,917

0,116 0,138 0,172 0,221 0,332 0,512 0,647 0,779
0,097 0,116 0,144 0,19 0,271 0,427 0,545 0,668
0,066 0,079 0,098 0,128 0,181 0,289 0,374 0,472
0,048 0,057 0,071 0,093 0,135 0,209 0,212 0,35
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Tabela A.8. Warto�ci [(Cp - Cp
o)/R](1) , [Lee-Kessler]

PrTr 0,01 0,05 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8
0,3 8,462 8,445 8,424 8,381 8,281 8,192 8,102
0,35 9,775 9,762 9,746 9,713 9,646 9,568 9,499
0,4 11,494 11,484 11,471 11,438 11,394 11,343 11,291
0,45 12,651 12,643 12,633 12,613 12,573 12,532 12,492
0,5 13,111 13,106 13,099 13,084 13,055 13,025 12,995
0,55 0,511 13,035 13,03 13,021 13,002 12,981 12,961
0,6 0,345 12,679 12,675 12,668 12,653 12,637 12,62
0,65 0,242 1,518 12,148 12,145 12,137 12,128 12,117
0,1 0,174 1,026 2,698 11,557 11,564 11,563 11,559
0,75 0,129 0,726 1,747 10,967 10,995 11,011 11,019

0 0,097 0,532 1,212 3,511 10,49 10,536 10,566
0,85 0,075 0,399 0,879 2,247 9,999 10,153 10,245
0,9 0,058 0,306 0,658 1,563 5,486 9,793 10,18
0,93 0,05 0,263 0,56 1,289 3,89 ***** 10,285
0,95 0,046 0,239 0,505 1,142 3,215 9,389 9,993
0,97 0,042 0,217 0,456 1,018 2,712 6,588 *****
0,98 0,04 0,207 0,434 0,962 2,506 5,711 *****
0,99 0,038 0,198 0,414 0,911 2,324 5,027 *****

1 0,037 0,189 0,394 0,863 2,162 4,477 10,511
1,01 0,035 0,181 0,376 0,819 2,016 4,026 8,437
1,02 0,034 0,173 0,359 0,778 1,884 3,648 7,044
1,05 0,03 0,152 0,313 0,669 1,559 2,812 4,679
1,1 0,024 0,123 0,252 0,528 1,174 1,968 2,919
1,15 0,02 0,101 0,205 0,424 0,91 1,46 2,048
1,2 0,016 0,083 0,168 0,345 0,722 1,123 1,527
1,3 0,012 0,058 0,116 0,235 0,476 0,715 0,938
1,4 0,008 0,042 0,083 0,166 0,329 0,484 0,624
1,5 0,006 0,03 0,061 0,12 0,235 0,342 0,437
1,6 0,005 0,023 0,045 0,089 0,173 0,249 0,317
1,7 0,003 0,017 0,034 0,068 0,13 0,187 0,236
1,8 0,003 0,013 0,027 0,052 0,1 0,143 0,18
1,9 0,002 0,011 0,021 0,041 0,078 0,111 0,14
2 0,002 0,008 0,017 0,032 0,062 0,088 0,11

2,2 0,001 0,005 0,011 0,021 0,04 0,057 0,072
2,4 0,001 0,004 0,007 0,014 0,028 0,039 0,049
2,6 0,001 0,003 0,005 0,01 0,02 0,028 0,035
2,8 0 0,002 0,004 0,008 0,014 0,021 0,026
3 0 0,001 0,003 0,006 0,011 0,016 0,02

3,5 0 0,001 0,002 0,003 0,006 0,009 0,012
4 0 0,001 0,001 0,002 0,004 0,006 0,008
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Tabela A.8. (ci�g dalszy)

Pr

1 1,2 1,5 2 3.O00 5 7 10
8,011 7,92 7,785 7,558 7,103 6,27 5,372 4,02
9,43 9,36 9,256 9,08 8,728 8,013 7,29 6,285

11,24 11,188 11,11 10,98 10,709 10,17 9,625 8,803
12,451 12,409 12,347 12,243 12,029 11,592 11,183 10,533
12,964 12,933 12,886 12,805 12,639 12,288 11,946 11,419
12,939 12,917 12,882 12,823 12,695 12,407 12,103 11,673
12,589 12,574 12,55 12,506 12,407 12,165 11,905 11,526
12,105 12,092 12,06 12,026 11,943 11,728 11,494 11,141
11,553 11,536 11,524 11,495 11,416 11,208 10,985 10,661
11,024 11,022 11,013 10,986 10,898 10,677 10,448 10,132
10,583 10,59 10,587 10,556 10,446 10,176 9,917 9,591
10,297 10,321 10,324 10,278 10,111 9,74 9,433 9,075
10,349 10,409 10,401 10,279 9,94 9,389 8,999 8,592
10,769 10,815 10,801 10,523 9,965 9,225 8,766 8,322
11,42 11,607 11,387 10,865 10,055 9,136 8,621 8,152
13,001 ***** 12,498 11,445 10,215 9,061 8,485 7,986
***** ***** ***** 11,856 10,323 9,037 8,42 7,905
***** ***** ***** 12,388 10,457 9,011 8,359 7,826
***** ***** ***** 13,081 10,617 8,99 8,293 7,747
***** ***** ***** ***** 10,805 8,973 8,236 7,67
***** ***** ***** ***** 11,024 8,96 8,182 7,595
7,173 2,277 ***** ***** 11,852 8,939 8,018 7,377
3,877 4,002 3,927 ***** ***** 8,933 7,759 7,031
2,587 2,844 2,236 7,716 12,812 8,849 7,504 6,702
1,881 2,095 1,962 2,965 9,494 8,508 7,206 6,384
1,129 1,264 1,321 1,288 3,855 6,758 6,365 5,735
0,743 0,833 0,904 0,905 1,652 4,524 5,193 5,035
0,517 0,58 0,639 0,666 0,907 2,823 3,944 4,289
0,374 0,419 0,466 0,499 0,601 1,755 2,811 3,545
0,278 0,312 0,349 0,38 0,439 1,129 2,06 2,867
0,212 0,238 0,267 0,296 0,337 0,764 1,483 2,287
0,164 0,185 0,209 0,234 0,267 0,545 1,085 1,817
0,13 0,146 0,166 0,187 0,217 0,407 0,812 1,446

0,085 0,096 0,11 0,126 0,15 0,256 0,492 0,941
0,058 0,066 0,076 0,089 0,109 0,18 0,329 0,644
0,042 0,048 0,056 0,066 0,084 0,137 0,239 0,466
0,031 0,036 0,042 0,051 0,067 0,11 0,187 0,356
0,024 0,028 0,033 0,041 0,055 0,092 0,153 0,285
0,015 0,017 0,021 0,026 0,038 0,067 0,108 0,19
0,1 0,012 0,015 0,019 0,029 0,054 0,085 0,146
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Tabela A.9. Warto�ci [log(f/P)] (o) ,[Lee-Kessler]

PrTr 0,01 0,05 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8
0,3 -3,708 -4,402 -4,696 -4,985 -5,261 -5,412 -5,512
0,35 -2,471 -3,166 -3,461 -3,751 -4,029 -4,183 -4,285
0,4 -1,566 -2,261 -2,557 -2,848 -3,128 -3,283 -3,387
0,45 -0,879 -1,575 -1,871 -2,162 -2,444 -2,601 -2,707
0,5 -0,344 -1,04 -1,336 -1,628 -1,912 -2,07 -2,177
0,55 -0,008 -0,614 -0,911 -1,204 -1,488 -1,647 -1,755
0,6 -0,007 -0,269 -0,566 -0,859 -1,144 -1,304 -1,413
0,65 -0,005 -0,026 -0,283 -0,576 -0,862 -1,023 -1,132
0,7 -0,004 -0,021 -0,043 -0,341 -0,627 -0,789 -0,899
0,75 -0,003 -0,017 -0,035 -0,144 -0,43 -0,592 -0,703
0,8 -0,003 -0,014 -0,029 -0,059 -0,264 -0,426 -0,537
0,85 -0,002 -0,012 -0,024 -0,049 -0,123 -0,285 -0,396
0,9 -0,002 -0,01 -0,02 -0,041 -0,086 -0,166 -0,276
0,93 -0,002 -0,009 -0,018 -0,037 -0,077 -0,122 -0,214
0,95 -0,002 -0,008 -0,017 -0,035 -0,072 -0,113 -0,176
0,97 -0,002 -0,008 -0,016 -0,033 -0,067 -0,105 -0,148
0,98 -0,002 -0,008 -0,016 -0,032 -0,065 -0,101 -0,142
0,99 -0,001 -0,007 -0,015 -0,031 -0,063 -0,098 -0,137

1 -0,001 -0,007 -0,015 -0,03 -0,061 -0,095 -0,132
1,01 -0,001 -0,007 -0,014 -0,029 -0,059 -0,091 -0,127
1,02 -0,001 -0,007 -0,014 -0,028 -0,057 -0,088 -0,122
1,05 -0,001 -0,006 -0,013 -0,025 -0,052 -0,08 -0,11
1,1 -0,001 -0,005 -0,011 -0,022 -0,045 -0,069 -0,093
1,15 -0,001 -0,005 -0,009 -0,019 -0,039 -0,059 -0,08
1,2 -0,001 -0,004 -0,008 -0,017 -0,034 -0,051 -0,069
1,3 -0,001 -0,003 -0,006 -0,013 -0,026 -0,039 -0,052
1,4 -0,001 -0,003 -0,005 -0,01 -0,02 -0,03 -0,04
1,5 0 -0,002 -0,004 -0,008 -0,016 -0,024 -0,032
1,6 0 -0,002 -0,003 -0,006 -0,012 -0,019 -0,025
1,7 0 -0,001 -0,002 -0,005 -0,01 -0,015 -0,02
1,8 0 -0,001 -0,002 -0,004 -0,008 -0,012 -0,015
1,9 0 -0,001 -0,002 -0,003 -0,006 -0,009 -0,012
2 0 -0,001 -0,001 -0,002 -0,005 -0,007 -0,009

2,2 0 0 -0,001 -0,001 -0,003 -0,004 -0,005
2,4 0 0 0 -0,001 -0,001 -0,002 -0,003
2,6 0 0 0 0 0 -0,001 -0,001
2,8 0 0 0 0 0 0 0,001
3 0 0 0 0 0,001 -0,001 0,002

3,5 0 0 0 0,001 0,001 0,002 0,003
4 0 0 0 0,001 0,002 0,003 0,004
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Tabela A.9. (ci�g dalszy)

Pr

1 1,2 1,5 2 3 5 7 10
-5,584 -5,638 -5,697 -5,759 -5,81 -5,782 -5,679 -5,461
-4,359 -4,416 -4,479 -4,547 -4,611 -4,608 -4,53 -4,352
-3,463 -3,522 -3,588 -3,661 -3,135 -3,752 -3,694 -3,545
-2,785 -2,845 -2,913 -2,99 -3,071 -3,104 -3,063 -2,938
-2,256 -2,317 -2,387 -2,468 -2,555 -2,601 -2,572 -2,468
-1,835 -1,897 -1,969 -2,052 -2,145 -2,201 -2,183 -2,096
-1,494 -1,557 -1,63 -1,715 -1,812 -1,878 -1,869 -1,795
-1,214 -1,278 -1,352 -1,439 -1,539 -1,612 -1,611 -1,549
-0,981 -1,045 -1,12 -1,208 -1,312 -1,391 -1,396 -1,344
-0,785 -0,85 -0,925 -1,015 -1,121 -1,204 -1,215 -1,172
-0,619 -0,685 -0,76 -0,851 -0,958 -1,046 -1,062 -1,026
-0,479 -0,544 -0,62 -0,711 -0,819 -0,911 -0,93 -0,901
-0,359 -0,424 -0,5 -0,591 -0,7 -0,794 -0,817 -0,793
-0,296 -0,361 -0,437 -0,527 -0,637 -0,732 -0,756 -0,735
-0,258 -0,322 -0,398 -0,488 -0,598 -0,693 -0,719 -0,699
-0,223 -0,287 -0,362 -0,452 -0,561 -0,657 -0,683 -0,665
-0,206 -0,27 -0,344 -0,434 -0,543 -0,639 -0,666 -0,649
-0,191 -0,254 -0,328 -0,417 -0,526 -0,622 -0,649 -0,633
-0,176 -0,238 -0,312 -0,401 -0,509 -0,605 -0,633 -0,617
-0,168 -0,224 -0,297 -0,385 -0,493 -0,589 -0,617 -0,602
-0,161 -0,21 -0,282 -0,37 -0,477 -0,573 -0,601 -0,588
-0,143 -0,18 -0,242 -0,327 -0,433 -0,529 -0,557 -0,546
-0,12 -0,148 -0,193 -0,267 -0,368 -0,462 -0,491 -0,482

-0,102 -0,125 -0,16 -0,22 -0,312 -0,403 -0,433 -0,426
-0,088 -0,106 -0,135 -0,184 -0,266 -0,352 -0,382 -0,377
-0,066 -0,08 -0,1 -0,134 -0,195 -0,269 -0,296 -0,293
-0,051 -0,061 -0,076 -0,101 -0,146 -0,205 -0,229 -0,226
-0,039 -0,047 -0,059 -0,077 -0,111 -0,157 -0,176 -0,173
-0,031 -0,037 -0,046 -0,06 -0,085 -0,12 -0,135 -0,129
-0,024 -0,029 -0,036 -0,046 -0,065 -0,092 -0,102 -0,094
-0,019 -0,023 -0,028 -0,036 -0,05 -0,069 -0,075 -0,066
-0,015 -0,018 -0,022 -0,028 -0,038 -0,052 -0,054 -0,043
-0,012 -0,014 -0,017 -0,021 -0,029 -0,037 -0,037 -0,024
-0,007 -0,008 -0,009 -0,012 -0,015 -0,017 -0,012 0,004
-0,003 -0,004 -0,004 -0,005 -0,006 -0,003 0,005 0,024
-0,001 -0,001 -0,001 -0,001 0,001 0,007 0,017 0,037
0,001 0,001 0,002 0,003 0,005 0,014 0,025 0,046
0,002 0,003 0,003 0,005 0,009 0,018 0,031 0,053
0,004 0,005 0,006 0,008 0,013 0,025 0,038 0,061
0,005 0,006 0,007 0,1 0,016 0,028 0,041 0,064
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Tabela A.10. Warto�ci [log (f/P)](1) , Lee-Kessler

PrTr

0,01 0,05 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8
0,3 -8,778 -8,779 -8,781 -8,785 -8,79 -8,797 -8,804
0,35 -6,528 -6,53 -6,532 -6,536 -6,544 -6,551 -6,559
0,4 -4,912 -4,914 -4,916 -4,919 -4,929 -4,931 -4,945
0,45 -3,726 -3,728 -3,73 -3,734 -3,742 -3,75 -3,758
0,5 -2,838 -2,839 -2,841 -2,845 -2,853 -2,861 -2,869
0,55 -0,013 -2,163 -2,165 -2,169 -2,177 -2,184 -2,192
0,6 -0,009 -1,644 -1,646 -1,65 -1,657 -1,664 -1,671
0,65 -0,006 0,031 -1,242 -1,245 -1,252 -1,258 -1,265
0,7 -0,004 -0,021 -0,044 -0,927 -0,934 -0,94 -0,946
0,75 -0,003 -0,014 -0,03 -0,675 -0,682 -0,688 -0,694
0,8 -0,002 -0,01 -0,02 -0,043 -0,481 -0,487 -0,493
0,85 -0,001 -0,006 -0,013 -0,028 -0,321 -0,327 -0,332
0,9 -0,001 -0,004 -0,009 -0,018 -0,039 -0,199 -0,204
0,93 -0,001 -0,003 -0,007 -0,013 -0,029 -0,048 -0,141
0,95 -0,001 -0,003 -0,005 -0,011 -0,023 -0,037 -0,103
0,97 0 -0,002 -0,004 -0,009 -0,018 -0,029 -0,042
0,98 0 -0,002 -0,004 -0,008 -0,016 -0,025 -0,035
0,99 0 -0,002 -0,003 -0,007 -0,014 -0,021 -0,03

1 0 -0,001 -0,003 -0,006 -0,012 -0,018 -0,025
1,01 0 -0,001 -0,003 -0,005 -0,01 -0,016 -0,021
1,02 0 -0,001 -0,002 -0,004 -0,009 -0,013 -0,011
1,05 0 -0,001 -0,001 -0,002 -0,005 -0,006 -0,007
1,1 0 0 0 0 0,001 0,002 0,004
1,15 0 0 0,001 0,002 0,005 0,008 0,011
1,2 0 0,001 0,002 0,003 0,007 0,012 9017
1,3 0 0,001 0,003 0,005 0,011 0,017 0,023
1,4 0 0,002 0,003 0,006 0,013 0,02 0,027
1,5 0 0,002 0,003 0,007 0,014 0,021 0,028
1,6 0 0,002 0,003 0,007 0,014 0,021 0,029
1,7 0 0,002 0,004 0,007 0,014 0,021 0,029
1,8 0 0,002 0,003 0,007 0,014 0,021 0,028
1,9 0 0,002 0,003 0,007 0,014 0,021 0,026
2 0 0,002 0,003 0,007 0,013 0,02 0,027

2,2 0 0,002 0,003 0,006 0,013 0,019 0,025
2,4 0 0,002 0,003 0,006 0,012 0,018 0,024
2,6 0 0,001 0,003 0,006 0,011 0,017 0,023
2,8 0 0,001 0,003 0,005 0,011 0,016 0,021
3 0 0,001 0,003 0,005 0,01 0,015 0,02

3,5 0 0,001 0,002 0,004 0,009 0,013 0,018
4 0 0,001 0,002 0,004 0,008 0,012 0,016
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Tabela A.10 (ci�g dalszy)

Pr

1 1,2 1,5 2 3 5 7 10
-8,811 -8,818 -8,828 -8,845 -8,88 -8,953 -9,022 -9,126
-6,567 -6,575 -6,587 -6,606 -6,645 -6,723 -6,8 -6,919
-4,954 -4,962 -4,974 -4,995 -5,935 -5,115 -5,195 -5,312
-3,766 -3,774 -3,786 -3,806 -3,845 -3,923 -4,001 -4,114
-2,877 -2,884 -2,896 -2,915 -2,953 -3,027 -3,101 -3,208
-2,199 -2,207 -2,218 -2,236 -2,273 -2,342 -2,41 -2,51
-1,677 -1,684 -1,695 -1,712 -1,747 -1,812 -1,875 -1,967
-1,271 -1,278 -1,287 -1,304 -1,336 -1,397 -1,456 -1,539
-0,952 -0,958 -0,967 -0,983 -1,013 -1,07 -1,124 -1,201
-0,7 -0,705 -0,714 -0,728 -0,756 -0,809 -0,856 -0,929

-0,499 -0,504 -0,512 -0,526 -0,551 -0,6 -0,645 -0,709
-0,338 -0,343 -0,351 -0,364 -0,388 -0,432 -0,473 -0,53
-0,21 -0,215 -0,222 -0,234 -0,256 -0,296 0,333 -0,384

-0,146 -0,151 -0,158 -0,17 -0,19 -0,228 -0,262 -0,31
-0,108 -0,114 -0,121 -0,132 -0,151 -0,187 -0,22 -0,265
-0,075 -0,08 -0,087 -0,097 -0,116 -0,149 -0,18 -0,223
-0,059 -0,064 -0,071 -0,081 -0,099 -0,132 -0,162 -0,203
-0,044 -0,05 -0,056 -0,066 -0,084 -0,115 -0,144 -0,184
-0,031 -0,036 -0,042 -0,052 -0,069 -0,099 -0,127 -0,166
-0,024 -0,024 -0,03 -0,038 -0,054 -0,084 -0,111 -0,149
-0,019 -0,015 -0,018 -0,026 -0,041 -0,069 -0,095 -0,132
-0,007 -0,002 0,008 0,007 -0,005 -0,029 -0,052 -0,085
0,007 0,012 0,025 0,041 0,042 0,026 0,008 -0,019
0,016 0,022 0,034 0,056 0,074 0,069 0,057 0,036
0,023 0,029 0,041 0,064 0,093 0,102 0,096 0,081
0,03 0,038 0,049 0,071 0,109 0,142 0,15 0,148

0,034 0,041 0,053 0,074 0,112 0,161 0,181 0,191
0,036 0,043 0,055 0,074 0,112 0,167 0,197 0,218
0,036 0,043 0,055 0,074 0,11 0,167 0,204 0,234
0,036 0,043 0,054 0,072 0,107 0,165 0,205 0,242
0,035 0,042 0,053 0,07 0,104 0,161 0,203 0,246
0,034 0,041 0,052 0,068 0,101 0,157 0,2 0,246
0,034 0,04 0,05 0,066 0,097 0,152 0,196 0,244
0,032 0,038 0,041 0,062 9091 0,143 0,186 0,236
0,03 0,036 0,044 0,058 0,086 0,134 0,176 0,227

0,028 0,034 0,042 0,055 0,08 0,127 0,167 0,217
0,027 0,032 0,039 0,052 0,076 0,12 0,158 0,208
0,025 0,03 0,037 0,049 0,072 0,114 0,151 0,199
0,022 0,026 0,033 0,043 0,063 0,101 0,134 0,179
0,02 0,023 0,029 0,038 0,057 0,09 0,121 0,163
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