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CHARAKTERYSTYKA WYBRANYCH METOD 
WYRÓWNYWANIA TABLIC TRWANIA ŻYCIA 
– WNIOSKI DLA ZASTOSOWAŃ AKTUARIALNYCH 

Streszczenie: W artykule scharakteryzowano trzy najczęściej stosowane grupy metod wy-
równywania tablic trwania życia: metody mechaniczne, metody analityczne oraz metody 
oparte na splajnach. Celem artykułu jest przedstawienie wad i zalet tych metod oraz wynika-
jących stąd wniosków co do zastosowań aktuarialnych. Dokonano porównania metod pod 
względem: stopnia wygładzenia, stopnia dopasowania, przydatności do interpolacji i ekstra-
polacji, możliwości odwzorowania prawidłowości globalnych i lokalnych. Własności wy-
branych metod zostały zilustrowane na podstawie danych demograficznych. Dane te posłu-
żyły do zbudowania surowych (niewyrównanych) tablic trwania życia, a następnie wyrów-
naniu zostały poddane roczne prawdopodobieństwa zgonu. 

Słowa kluczowe: wyrównywanie, tablica trwania życia, prawdopodobieństwo zgonu. 

1. Wstęp 

W ubezpieczeniach na życie do kalkulacji składek netto niezbędne jest przyjęcie 
założenia o rozkładzie czasu trwania życia w analizowanej populacji. Na podstawie 
danych konstruuje się tablice trwania życia będące nieparametrycznym modelem 
wymierania populacji według płci i wieku. Jednakże wartości tablicowe estymowane 
bezpośrednio na podstawie danych empirycznych charakteryzują się zwykle nieregu-
larnym przebiegiem i wahaniami tym większymi, im mniejsza jest liczebność próby. 
W celu wyeliminowania nieregularności surowe tablice trwania życia poddaje się 
wyrównywaniu. 

W artykule zaprezentowano trzy najczęściej stosowane grupy metod wyrów-
nywania funkcji tablicowych: metody mechaniczne, metody analityczne oraz  
metody oparte na splajnach. Celem artykułu jest przedstawienie wad i zalet tych 
metod istotnych z punktu widzenia zastosowań aktuarialnych. Dokonano porów-
nania procedur wyrównywania pod względem możliwości: wygładzenia, dopaso-
wania, interpolacji ekstrapolacji oraz odwzorowania prawidłowości globalnych  
i lokalnych.  
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2. Istota wyrównywania tablic trwania życia 

Wyrównywaniu podlegają najczęściej prawdopodobieństwa zgonu lub współczynni-
ki zgonów, na podstawie których wyznacza się pozostałe funkcje tablicowe dla ko-
lejnych wartości wieku 1 2, , , Nx x …

ˆ, Ny…

x . Wyrównywanie polega na zastąpieniu ciągu 
surowych (niewyrównanych) wartości wybranej funkcji tablicowej  
przez wartości , które według subiektywnej opinii badacza charakte-
ryzują się większą regularnością i odzwierciedlają istotę zjawiska. W procesie wy-
równywania konieczna jest jednoczesna ocena wygładzenia

1 2, , , Ny y y…

1 2ˆ ˆ, ,y y

1 ciągu otrzymanych 
wartości i dobroci dopasowania wartości wyrównanych do surowych. Niestety po-
prawa wygładzenia związana jest zwykle z pogorszeniem dopasowania.  

Określenie stopnia gładkości ciągu wyrównanych wartości jest intuicyjne i su-
biektywnie. Polega na stwierdzeniu, czy wartości te nie zmieniają się zbyt gwałtow-
nie oraz czy nie występują nagłe zmiany kierunku przebiegu wykresu. Pojęcie gład-
kości jest zapożyczone z matematyki, gdzie funkcją gładką nazywa się funkcję, dla 
której istnieją ciągłe pochodne wszystkich rzędów. Ponieważ w wyniku wyrówny-
wania otrzymuje się dyskretny ciąg wartości , analizę pochodnych 
zastępuje się badaniem ciągu różnic sąsiednich wyrazów 

1 2ˆ ˆ ˆ, , , Ny y y…

iŷ ii yy ˆˆ 1 −=Δ +  (różnice 

rzędu 1), różnic tych różnic  (różnice rzędu 2), itd. Do oceny 
gładkości wykorzystuje się miary oparte na różnicach rzędu najczęściej drugiego lub 
trzeciego, m.in.: sumę kwadratów różnic, sumę wartości bezwzględnych różnic, 
przeciętną wartość różnicy dzieloną przez średnią wartość wyrazu. 

iŷii yy ˆˆ 1
2 Δ−Δ=Δ +

Jako miarę dopasowania można przyjąć sumę wartości bezwzględnych odchyleń 
(lub kwadratów odchyleń) wartości surowych od wyrównanych, odchylenie standar-
dowe reszt lub odchylenie standardowe reszt przypadające na wartość średnią. Od-
chylenia nie mogą mieć charakteru systematycznego. 

Ocena wygładzenia i dopasowania zależy nie tylko od metody wyrównywania, 
ale także w znacznym stopniu od nieregularności występujących w zbiorze wartości 
surowych. Znaczenie wyrównywania jest tym większe, im mniejszy jest zbiór da-
nych, co zaprezentowano na rys. 1 dla populacji mężczyzn i kobiet w Polsce oraz 
województwie pomorskim. Stosując przedstawione w artykule metody wyrównywa-
nia, otrzymano średnie odchylenie wartości surowych od wyrównanych większe  
w województwie pomorskim niż w Polsce prawie 4-krotnie w przypadku mężczyzn  
i ponad 6-krotnie w przypadku kobiet. 

 

                    
1 Wielu autorów zamiennie używa pojęcia wyrównywanie i wygładzanie, lecz jest to podejście 

upraszczające. W niniejszym podejściu wygładzanie jest cechą wyrównywanego ciągu wartości  
i ocena stopnia wygładzenia jest obok oceny dopasowania podstawowym kryterium oceny efektów 
wyrównywania [Fogelson 1931; London 1985]. 
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Rys. 1. Roczne niewyrównane (surowe) prawdopodobieństwa zgonu w Polsce 
oraz województwie pomorskim w 2009 r. 

Źródło: opracowanie własne. 

Własności wybranych metod wyrównywania zostały zilustrowane w dalszej czę-
ści artykułu na przykładzie danych dla województwa pomorskiego. Dane te posłuży-
ły do zbudowania surowych (niewyrównanych) tablic trwania życia2 w roku 2009,  
a następnie wyrównaniu zostały poddane roczne prawdopodobieństwa zgonów męż-
czyzn i kobiet w wieku 20–59 lat. Przykładowe wyrównane ciągi wartości potrakto-
wano jedynie jako ilustrację efektów wygładzenia i dopasowania  scharakteryzowa-
nych metod, pozostawiając badaczowi wybór odpowiedniej metody w zależności od 
zastosowań praktycznych. 

3. Charakterystyka mechanicznych metod wyrównywania 

Wyrównywanie mechaniczne polega na tym, że każda z wartości  
wyrównywana jest oddzielnie za pomocą średniej arytmetycznej nieważonej lub 
ważonej wyznaczonej z sąsiednich wartości. Procedura wyrównywania mechanicz-
nego polega na kilkukrotnym powtórzeniu działań według wzorów o stałych współ-

1 2, , , Ny y y…

                    
2 Tablice surowe zbudowano zgodnie z metodologią opisaną w [Trwanie życia w 2009 r., s. 36–37]. 
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czynnikach. Skonstruowanie procedury wyrównywania sprowadza się do wyboru: 
liczby uśrednianych wartości (zwykle nieparzysta liczba), systemu wag, liczby po-
wtórzeń procedury [London 1985; Wieniecki 1976]. Do metod tych należy metoda 
średnich ruchomych powtarzana kilkakrotnie oraz metody sumacyjne, w których 
wzór wyrównawczy można przedstawić jako kombinację liniową kilku różnych for-
muł dla wielokrotnych metod średnich ruchomych, co pozwala na usunięcie znie-
kształceń systematycznych powstających przy korzystaniu ze średnich ruchomych. 

Wzór na i-tą wyrównywaną wartość można zapisać jako liniową kombinację wy-
razu i-tego oraz wyrazów sąsiednich: 

 ˆ ,i i m i m i i i n i ny a y a y a y− − + += + + + +… …   (1) 

dla , gdzie . Stosowane w praktyce procedu-

ry wyrównywania mechanicznego prowadzą do wzoru (1) symetrycznego względem 
składnika środkowego, czyli 

1, 2, ,i m m N n= + + −…

m

1=∑
−=

+

n

mk
kia

n=  oraz ria +ria − =  [London 1985]. Wzór (1) 
można przedstawić także w postaci sumacyjnej, tzn. jako kombinację liniową sum 
wielokrotnych: sum pojedynczych , sum podwój-

nych  itd. Przykładowe procedury 
wyrównywania mechanicznego przedstawiono za pomocą wzorów sumacyjnych  
w tab. 1. 

kii y +++…ki
k

i y −
+ +=∑ 12

∑ +

+

+ ++ 21 k
mi…

y+…
1∑2k

i∑∑ +

−

++ ++= 1212,12 k
mi

mk
i …

Tabela 1. Wybrane wzory na i-tą  wyrównywaną wartość w postaci sumacyjnej 

Metoda Wzór w postaci sumacyjnej Liczba 
wyrazów 

Wittsteina 5,51
25ˆi i

y = ∑  9 

Finlainsona 5,5,51
125ˆi i

y = ∑  13 

Woolhouse’a 
5,5,5 5,5,5,31

125ˆ 10 3i i i
y ⎡ ⎤= −⎣ ⎦∑ ∑  15 

Spencera 
7,5,5,3,3 7,7,5,51

350ˆi i i
y ⎡ ⎤= −⎣ ⎦∑ ∑  21 

Karupa 
5,5,5,3 5,5,5 5,5,51

625 3 3
ˆ 3 2 2i i i i
y

− +
⎡ ⎤= − −⎣ ⎦∑ ∑ ∑  19 

Altenburgera 
2,2 2,4 4,41

256ˆ 100 20i i i
y

i
⎡ ⎤= − +⎣ ⎦∑ ∑ ∑  7 

Kinga 
5 5

5 5
ˆ 0,216 0,008i i i
y

− +

5

i
⎡ ⎤= − +⎣ ⎦∑ ∑ ∑  15 

Minimalna 
7,7 15 5,5,5 31

1105ˆ 75 78 10 30 60i ii i i i
y y⎡ ⎤= − − − −⎣ ⎦∑ ∑ ∑ ∑  15 

Źródło: opracowanie własne na podstawie: [Fogelson 1931; London 1985; Wieniecki 1976]. 



Charakterystyka wybranych metod wyrównywania tablic trwania życia...  183 
 

Wymienione w tab. 1 procedury zastosowano do wyrównania rocznych prawdo-
podobieństw zgonów mężczyzn i kobiet w województwie pomorskim w roku 2009. 
Najlepsze wygładzenie dał 21-wyrazowy wzór Spencera, najgorsze zaś 7-wyrazowy 
wzór Altenburgera. Natomiast w ocenie dopasowania procedura Spencera zajmowała 
jedno z ostatnich miejsc, a najlepsza była metoda Altenburgera. Zbyt wierne odtwo-
rzenie lokalnych nieregularności oraz niezadowalający efekt wygładzenia w meto-
dzie Altenburgera mogą stać się w tym przypadku powodem odrzucenia tej metody.  

Na rys. 2 przedstawiono fragment wyrównywanej funkcji prawdopodobieństwa 
zgonu dla przedziału wieku od 20 do 40 lat, aby lepiej przybliżyć istotę wyrówny-
wania (por. rys. 1). 
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Rys. 2. Wybrane mechaniczne metody wyrównywania rocznych prawdopodobieństw zgonu 
w województwie pomorskim w 2009 r. 

Źródło: opracowanie własne na podstawie obliczeń w programie Excel. 
 
Metody mechaniczne charakteryzują się tym, że: 

nie opierają się na analitycznej postaci funkcji dla całego przebiegu procesu, jednak-
że i-tą wyrównywaną wartość można przedstawić jako funkcję 12 +n  empirycznych 
wartości , ˆ ( , , , ,i i n i iy f y y y− += … … )n

1) możliwe jest odwzorowanie lokalnych prawidłowości poprzez odpowiedni 
wybór procedury wygładzającej (uwzględnienie zbyt dużej liczby wyrazów prowa-
dzi do wyrównania istotnych prawidłowości), 
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2) stopień gładkości poprawia się wraz ze zwiększaniem liczby uśrednianych 
wartości i liczby powtórzeń procedury uśredniania, lecz wiąże się to z coraz więk-
szą liczbą niewyrównanych wyrazów początkowych i końcowych oraz niwelowa-
niem lokalnych prawidłowości, 

3) dopasowanie wartości wyrównanych do surowych jest lepsze, im mniejsza 
liczba uśrednianych wartości i im mniejsza liczba powtórzeń procedury, 

4) z powodu braku analitycznej postaci funkcji nie pozwalają na interpolację 
oraz ekstrapolację. 

4. Charakterystyka analitycznych metod wyrównywania 
Wyrównywanie analityczne polega na znalezieniu funkcji, która możliwie najlepiej 
opisuje przebieg procesu wymierania w zależności od wieku x jako jedynej zmiennej 
objaśniającej. Badacz zakłada a priori postać analityczną funkcji 
 0 1ˆ ( ; , , , )i iy f x a a an= …  (2) 

zależną od nieznanych parametrów  Ograniczeniem metody analitycz-
nej jest narzucenie a priori kształtu funkcji. Podejście to sprowadza się więc do 
sprawdzenia słuszności dokonanego wyboru postaci funkcji na podstawie miar dopa-
sowania. Ze względu na nieliniowy przebieg procesu wymierania parametry funkcji 
szacuje się najczęściej za pomocą ważonej metody najmniejszych kwadratów bądź 
metody największej wiarygodności. 

0 1, , , .na a a…

Pierwsze znane analityczne prawa wymieralności powstały w związku z kalkula-
cjami aktuarialnymi. Matematyk A. de Moivre w roku 1725 wykorzystał funkcję 
intensywności zgonów o wykresie hiperboli do wyznaczenia renty dożywotniej. 
Model umieralności sformułowany w roku 1825 przez aktuariusza B. Gompertza,  
a następnie zmodyfikowany w roku 1867 przez W. Makehama zakładał wykładniczy 
wzrost intensywności zgonów wraz z wiekiem. Prawo Gompertza-Makehama jest do 
tej pory wykorzystywane w naukach aktuarialnych [Bowers i in. 1997]. Jako modele 
analityczne współczynników zgonu osób dorosłych najczęściej są stosowane funkcje 
wykładnicze, potęgowe, wielomianowe, logistyczne oraz funkcje złożone, np. wie-
lomianowo-wykładnicze [Tabeau i in. 2001]. Obecnie za jeden z najlepszych modeli 
umieralności demografowie uznają złożony model Heligmana-Pollarda (1980),  
w którym prawdopodobieństwo zgonu jest sumą trzech wyrażeń opisujących umie-
ralność w przedziałach wieku 0–10, 10–40 oraz 40 i więcej lat. 

Zwiększenie dopasowania wartości teoretycznych do empirycznych można osiąg-
nąć, konstruując złożone modele z dużą liczbą parametrów. W praktyce poszukiwane 
są możliwie najprostsze modele z jak najmniejszą liczbą parametrów, zwłaszcza że do 
celów aktuarialnych zwykle nie jest konieczne konstruowanie złożonych modeli od-
wzorowujących proces przeżycia od momentu urodzin do najstarszego obserwowane-
go wieku [Keyfitz 1982; London 1985; Wieniecki 1976]. 

W procesie wyrównywania szczególne znaczenie mają funkcje wielomianowe. 
Wybór wielomianu nie jest związany z poszukiwaniem naturalnego prawa rządzące-
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go procesem wymierania, lecz z prawem matematycznym mówiącym, że dowolną 
funkcję ciągłą określoną na przedziale domkniętym można aproksymować wielo-
mianem. Z tego powodu do ilustracji wyrównywania metodami analitycznymi wy-
brano wielomiany (rys. 3 prezentuje fragment wyrównywanej funkcji prawdopodo-
bieństwa zgonu). Ponieważ wielomiany są gładkie w sensie matematycznym, więc 
jedynym kryterium wyboru postaci wielomianu jest dobroć dopasowania. Dla wie-
lomianów stopnia od 5 do 7 otrzymano odchylenie standardowe reszt nieco wyższe 
niż w przypadku mechanicznej metody Spencera. 
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Rys. 3. Wybrane analityczne metody wyrównywania rocznych prawdopodobieństw zgonu 
w województwie pomorskim w 2009 r. 

Źródło: opracowanie własne na postawie obliczeń w programie Statistica. 
 
Metody analityczne mają następujące własności: 
1) opierają się na przyjętej arbitralnie postaci funkcyjnej zależności między 

zmiennymi, lecz zwykle postać analityczna funkcji jest trudna do zidentyfikowania, 
2) wyrównywanie jest nielokalne, tzn. na poziom jednej wyrównywanej warto-

ści wpływają wszystkie pozostałe, co powoduje, że nawet pojedynczy odstający 
punkt może znacząco wpłynąć na przebieg całej funkcji, 

3) wybór funkcji ciągłej i różniczkowalnej k-krotnie zapewnia określony  
a priori stopień gładkości, 
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4) dopasowanie wartości wyrównanych do surowych zależy od postaci funkcji: 
lepsze dopasowanie zwykle łatwiej jest osiągnąć za pomocą złożonej funkcji  
z dużą liczbą parametrów, 

5) dzięki określonej postaci analitycznej funkcji w całej dziedzinie wyrówny-
wania możliwa jest interpolacja oraz ekstrapolacja. 

5. Charakterystyka metod wyrównywania opartych na splajnach 

Metody oparte na splajnach są metodami pośrednimi między metodami mechanicz-
nymi a analitycznymi. Wyrównywanie analityczne skomplikowanego przebiegu 
zjawiska prowadzi do rozbudowanej funkcji z dużą liczbą parametrów, stąd pomysł, 
aby krzywą podzielić na mniejsze fragmenty, które można aproksymować prostszy-
mi funkcjami. Fragmenty krzywych łączy się tak, aby zapewnić odpowiedni stopień 
wygładzenia na połączeniach (stopień gładkości jest więc założony a priori). Można 
to osiągnąć poprzez nałożenie warunków równości pochodnych do określonego rzę-
du w punktach połączeń. Metody te oparte są najczęściej na aproksymacji wielomia-
nami niskiego stopnia. Funkcję składającą się z gładko sklejonych fragmentów wie-
lomianów nazywa się splajnem (spline) lub funkcją sklejaną. Istotą tej metody jest 
wygładzanie analityczne w podprzedziałach zamiast w całej dziedzinie. W ten spo-
sób wyrównywane wartości zależą, podobnie jak w metodach mechanicznych, od 
zbioru sąsiednich wartości surowych. 

Do wyrównywania wykorzystuje się najchętniej B-splajny (base spline) lub  
P-splajny (penalized spline) [Eilers, Currie, Durban 2006; Eilers, Marx 1996]. Efekt 
wyrównywania B-splajnami zależy od wyboru stopnia wielomianu k (w praktyce 
zazwyczaj  lub 2=k 3=k ), liczby węzłów (knots) i ich położenia (najczęściej 
stosuje się węzły równoodległe). Węzły muuu ≤≤≤ …10  ( ) dzielą dzie-
dzinę funkcji sklejanej na podprzedziały, w których wyznacza się zbiór splajnów 
bazowych określonych wzorem rekurencyjnym Mansfielda-de Boora-Coxa: 
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Każdy podprzedział, z wyjątkiem k pierwszych i k ostatnich podprzedziałów, jest 
pokryty przez 1+k  funkcji bazowych [Eilers, Marx 1996]. Liniowa kombinacja 
funkcji bazowych daje funkcję sklejaną stopnia k, za pomocą której otrzymuje się 
wyrównane wartości: 
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Parametry  otrzymuje się metodą najmniejszych kwadratów. ja
W przypadku P-splajnów przy wyznaczaniu parametrów  konstruuje się funk-

cję straty (penalized function) uwzględniającą różnice ustalonego rzędu między są-
siednimi współczynnikami . Zagadnienie to można rozwiązać, minimalizując 
funkcję straty, lub przedstawić w postaci uogólnionego modelu regresji, w którym 
współczynniki wyznacza się metodą największej wiarygodności [Eilers, Currie,  
Durban 2006]. 

ja

ja

Na rys. 4 przedstawiono fragment funkcji prawdopodobieństwa zgonu wyrów-
nywanej za pomocą B-splajnów stopnia drugiego i trzeciego z węzłami położonymi 
w równych odległościach co 4 lata. Ponieważ stopień gładkości został założony  
a priori poprzez wybór stopnia splajnu, więc ocenie podlega jedynie dobroć dopa-
sowania. Dopasowanie splajnów stopnia 2 i 3 okazało się lepsze niż funkcji wielo-
mianowych do stopnia 7 włącznie. W porównaniu z prezentowaną wcześniej metodą 
mechaniczną Spencera splajn stopnia 2 jest prawie tak samo dobrze dopasowany, 
natomiast splajn stopnia 3 jest dopasowany nieco lepiej. 
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Rys. 4. Wyrównywanie splajnami rocznych prawdopodobieństw zgonu  
w województwie pomorskim w 2009 r. 

Źródło: opracowanie własne na podstawie obliczeń w programie R. 
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Cechy charakterystyczne metod opartych na splajnach: 
1) postać analityczna funkcji określona jest na podprzedziałach zmiennej nie-

zależnej, 
2) wyznaczanie funkcji na wielu podprzedziałach pozwala na zachowanie lo-

kalnych prawidłowości, 
3) stopień gładkości zależy od warunków nałożonych na krzywe w miejscach 

łączenia, 
4) dopasowanie jest lepsze, im większa jest liczba podprzedziałów, na których 

dokonano aproksymacji, 
5) znajomość postaci funkcji oszacowanej w podprzedziale umożliwia interpo-

lację wewnątrz tego podprzedziału, 
6) różne postaci funkcji w podprzedziałach nie pozwalają na ekstrapolację po-

za dziedzinę wyrównywania. 

6. Podsumowanie 

Scharakteryzowane powyżej trzy grupy metod wyrównywania różnią się pod wzglę-
dem możliwości: wygładzenia, dopasowania, interpolacji i ekstrapolacji oraz odwzo-
rowania prawidłowości globalnych i lokalnych. Wybór metody wyrównywania ma 
wpływ na wyniki kalkulacji aktuarialnych [Jackowska 2010]. Metody analityczne 
gwarantują największą gładkość, lecz trudniej uzyskać zadowalające dopasowanie. 
Natomiast można dobrać metody mechaniczne lub metody oparte na splajnach, nie-
wiele odbiegające gładkością i znacznie lepiej dopasowane, przy czym splajny łączą 
zaletę metod mechanicznych pozwalającą na zachowanie lokalnych prawidłowości  
z możliwością uzyskania założonego stopnia gładkości na połączeniach funkcji.  

W zastosowaniach praktycznych może pojawić się konieczność interpolacji lub 
ekstrapolacji. Dane demograficzne pozwalają na oszacowanie dyskretnego ciągu 
wartości tablicowych dla kolejnych roczników wieku 1 2, , , Nx x …

]Nx

x , natomiast dzię-
ki interpolacji można poznać wartości funkcji tablicowej w wieku pośrednim, co 
może być wykorzystane w kalkulacjach aktuarialnych, w których wiek określany jest 
z większą dokładnością niż rok, tzw. wiek ułamkowy (fractional age) [Bowers i in. 
1997]. Zwykle z powodu braku danych lub zbyt małych liczebności dla najstarszych 
roczników pojawia się konieczność ekstrapolacji wartości tablicowych do przyjętego 
w kalkulacjach granicznego wieku życia. W metodach analitycznych określa się 
postać funkcji na całym przedziale , więc możliwe jest dokonanie interpo-
lacji oraz ekstrapolacji, natomiast w metodach opartych na splajnach postać funkcyj-
na określona jest na podprzedziałach dziedziny , więc możliwa jest tylko 
interpolacja. Metody mechaniczne nie są oparte na postaci analitycznej funkcji, za-
tem nie pozwalają ani na interpolację, ani ekstrapolację. 

],[ 1 Nxx

,[ 1x

Zalety metod można łączyć, wyrównując dany ciąg wartości różnymi metodami, 
np. poszukiwanie modelu analitycznego można poprzedzić wstępnym wyrównaniem 
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największych odchyleń metodą lokalną lub wykorzystać model analityczny jedynie 
do ekstrapolacji dla zaawansowanych wiekiem roczników, a dla młodszych roczni-
ków zastosować metody lokalne. 
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CHARACTERIZATION OF SELECTED METHODS 
OF THE GRADUATION OF LIFE TABLES IN THE PERSPECTIVE 
OF THEIR ACTUARIAL APPLICATIONS 

Summary: This paper deals with characteristic features of three most commonly used types 
of methods of the graduation of life tables: mechanical methods, analytical methods and 
spline methods. The aims of this paper include discussing their advantages and disad-
vantages and presenting conclusions concerning their actuarial applications. In the compari-
son of these methods, we take into consideration the following factors: smoothness, good-
ness of fit, usefulness for interpolation and extrapolation as well as possibilities of modeling 
global and local tendencies. The properties of these methods are illustrated with demograph-
ic data. The data are used to construct ungraduated life tables, and next, annual death proba-
bilities are graduated. 

Keywords: graduation, life table, death probability. 


