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Przedmowa

Jedn¡ z podstawowych koncepcji, gª¦boko zakorzenion¡ w rozwoju nauki i po-
st¦pie cywilizacyjnym, jest poszukiwanie prostych i efektywnych modeli reprezen-
tuj¡cych zªo»one procesy i skomplikowane zjawiska �zyczne. Reprezentacja danych
wielowymiarowych w przestrzeni o mniejszej liczbie wymiarów jest modelowaniem
powszechnie stosowanym w wielu dziedzinach nauki, takich jak uczenie maszyn,
ekstrakcja cech oraz analiza i przetwarzanie danych. Metody analizy skªadowych
gªównych (ang. Principal Component Analysis) oraz analizy skªadowych nieza-
le»nych (ang. Independent Component Analysis) s¡ typowymi przykªadami takiej
reprezentacji danych.

Nieujemna faktoryzacja macierzy � ang. Nonnegative Matrix Factorization

(NMF)1 � nale»y do grupy metod reprezentacji danych w �zredukowanej� prze-
strzeni liczb nieujemnych. Podstawowa wersja metody NMF zakªada przybli»on¡
i liniow¡ dekompozycj¦ macierzy nieujemnej (np. macierzy nieujemnych danych
pomiarowych) na macierze (faktory) o nieujemnych elementach i zwykle mniej-
szym rz¦dzie. Nieujemne i cz¦stokro¢ rzadkie faktory maj¡ pewne wªa±ciwo±ci cha-
rakterystyczne, znaczeniowe i na ogóª do±¢ ªatw¡ interpretacj¦: nieujemn¡ macierz
danych mo»na przedstawi¢ jako liniow¡ i addytywn¡ kombinacj¦ pewnych wekto-
rów nieujemnych cech rzadkich. Przykªadowo, metod¡ NMF dekomponuje si¦ ob-
razy twarzy na obrazy cz¦±ci skªadowych (cech), takich jak: oczy, usta, wªosy, uszy
itp. Lokalno±¢, rzadko±¢, a przede wszystkim nieujemno±¢ wektorów reprezentacji
i mo»liwo±¢ ich statystycznej zale»no±ci s¡ wªa±ciwo±ciami, które odró»niaj¡ NMF
od wielu popularnych metod dekompozycji danych, np. od wspomnianych metod
analizy skªadowych gªównych lub analizy skªadowych niezale»nych. Dodatkowo,
du»a elastyczno±¢ nieujemnej faktoryzacji macierzy w dostosowaniu do charakteru

1 Poniewa» w polskim ±rodowisku akademickim nie s¡ jeszcze rozpowszechnione polskie
skrótowce metod nieujemnej faktoryzacji macierzy i tensorów, autor niniejszej monogra�i zde-
cydowaª si¦ pozosta¢ przy znanych skrótowcach angielskoj¦zycznych: NMF i NTF.
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estymowanych faktorów (rzadko±¢, gªadko±¢, ortogonalno±¢, unimodalno±¢ itp.),
rozkªadu i mocy spektralnej zakªóce« danych pomiarowych, wymiaru dekompo-
nowanej macierzy, stopnia dokªadno±ci aproksymacji modelu, a tak»e struktury
modelu, znajduje odzwierciedlenie w rosn¡cej popularno±ci tej metody w ró»nych
dziedzinach nauki, takich jak informatyka, elektronika, telekomunikacja, biome-
dycyna, chemia, ekonomia itd. Opublikowany w czasopi±mie �Nature� w 1999 roku
artykuª autorstwa Lee i Seunga, który tak znacz¡co spopularyzowaª metod¦ NMF,
ma ju» ponad 4500 cytowa« wedªug Google Scholar (stan z marca 2014).

Nieujemna faktoryzacja tensora � ang. Nonnegative Tensor Factorization

(NTF) � jest metod¡, któr¡ mo»na interpretowa¢ jako rozszerzenie nieujemnej
faktoryzacji macierzy do reprezentowania danych zebranych w postaci tensora
(wielowymiarowej tablicy liczb). Jest szczególnie przydatna do ekstrakcji dwuwy-
miarowych rzadkich i nieujemnych reprezentacji ze zbiorów obrazów dekompono-
wanych. W podstawowej wersji mo»e by¢ opisana znanym modelem PARAFAC
(ang. Parallel Factors) lub CANDECOMP (ang. Canonical Decomposition) z na-
rzucon¡ nieujemno±ci¡ na estymowane faktory. Z kolei, ten model jest szczególnym
przypadkiem modelu dekompozycji Tuckera, znanym równie» jako N -modalna
analiza skªadowych gªównych.

Autor niniejszej monogra�i uwa»a, »e metody NMF i NTF, pomimo swej du»ej
popularno±ci w literaturze angielskoj¦zycznej, s¡ sªabo znane w polskim ±rodowi-
sku akademickim i prawie w ogóle nie s¡ omawiane w publikacjach polskoj¦zycz-
nych. Celem niniejszej monogra�i habilitacyjnej jest zapoznanie Czytelnika z pod-
stawami teoretycznymi, algorytmami oraz wybranymi zastosowaniami podanych
metod. Ksi¡»ka zawiera nie tylko przegl¡d podstawowych zagadnie« zwi¡zanych
z metodami NMF i NTF, ale tak»e wyniki wieloletnich bada« prowadzonych przez
autora niniejszej pracy. Wyniki te s¡ w znacz¡cej cz¦±ci nowe, a te które autor
ju» opublikowaª w renomowanych czasopismach angielskoj¦zycznych, materiaªach
znanych konferencji mi¦dzynarodowych i wspóªautorowanej monogra�i wydanej
przez Wiley and Sons s¡ zamieszczone w formie porównawczej.

Ksi¡»ka adresowana jest gªównie do ±rodowiska akademickiego, ale mo»e by¢
równie» przydatna in»ynierom zajmuj¡cym si¦ przetwarzaniem i analiz¡ danych,
sygnaªów czy obrazów. Zawiera bowiem nie tylko materiaª przeznaczony do stu-
diowania tej tematyki, ale równie» pseudokody algorytmów, które mog¡ by¢ ªatwo
zaimplementowane w ró»nych ±rodowiskach obliczeniowych.

Ksi¡»ka zawiera osiem rozdziaªów gªównych oraz wykaz literatury.
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Rozdziaª pierwszy ma charakter wprowadzaj¡cy. Zawiera gruntowny opis mo-
delu i algorytmu naprzemiennej optymalizacji (estymacji) faktorów, estymacji
rz¦du faktoryzacji oraz krótki zarys historyczny omawianych metod.

W kolejnym rozdziale (rozdz. 2) omówiono podstawowe funkcje celu, stoso-
wane w nieujemnych faktoryzacjach. S¡ to miary metryczne lub miary rozbie»-
no±ci mi¦dzy rozkªadami prawdopodobie«stwa. Omówiono podstawowe rodziny
miar rozbie»no±ci, a tak»e zinterpretowano ich zwi¡zek z charakterystyk¡ danych
obserwowanych.

Rozdziaª trzeci wprowadza Czytelnika do teorii nieujemnej faktoryzacji ma-
cierzy, zawiera interpretacj¦ geometryczn¡ analizowanego modelu i warunki jed-
noznaczno±ci faktoryzacji. Omówiono te» kryteria wymuszaj¡ce okre±lone cechy
faktorów.

W rozdziale czwartym przedstawiono podstawowe algorytmy numeryczne sto-
sowane w metodach NMF i NTF, zwªaszcza te, którymi autor zajmowaª si¦ w swo-
ich badaniach. Zamieszczono pseudokody wybranych algorytmów, jak równie» em-
piryczne wyniki bada« ich zbie»no±ci dla syntetycznych problemów wyst¦puj¡cych
w metodzie NMF. Rozdziaª ten zawiera równie» krótki przegl¡d podstawowych
metod inicjalizacji iteracyjnego algorytmu naprzemiennej optymalizacji funkcji
celu, który jest fundamentaln¡ cz¦±ci¡ metod NMF i NTF, a tak»e kryteria za-
trzymania tego algorytmu.

W rozdziale pi¡tym zaprezentowano ró»ne struktury modelu NMF, które
s¡ szczególnymi przypadkami b¡d¹ rozszerzeniami podstawowego modelu NMF.
W zale»no±ci od zastosowania, struktury te wymuszaj¡ okre±lon¡ charakterystyk¦
faktorów.

Rozdziaª szósty dotyczy faktoryzacji tensorów, ze szczególnym uwzgl¦dnie-
niem modelu NTF. Przedstawiono modele, zwi¡zki mi¦dzy nimi oraz szczególne
podej±cia algorytmiczne.

W rozdziale siódmym pokazano wybrane zastosowania metod NMF i NTF,
zwªaszcza tych, które wykorzystuj¡ algorytmy omawiane w rozdziale czwartym.
Omówiono trzy podstawowe obszary zastosowa«: grupowanie danych, nadzoro-
wana klasy�kacja obiektów/obrazów i ±lepa separacja ¹ródeª.

Rozdziaª ósmy jest podsumowaniem zaprezentowanego materiaªu, zawiera ko-
mentarze wyników eksperymentów, wnioski, a tak»e przewidywane kierunki ba-
da«.





Wykaz oznacze«

Wybrane symbole

R zbiór liczb rzeczywistych
R+ zbiór nieujemnych liczb rzeczywistych
RI zbiór I-wymiarowych wektorów rzeczywistych
RI×J zbiór macierzy o wymiarze I × J i elementach z ciaªa

liczb rzeczywistych
RI×J×K zbiór tensorów trzeciego stopnia o wymiarze I×J×K

i elementach z ciaªa liczb rzeczywistych
C zbiór liczb zespolonych
Z zbiór liczb caªkowitych
a skalar
a wektor (kolumnowy)
ai = [a]i ∈ RI i-ty element I-wymiarowego wektora rzeczywistego a
A macierz
aij = [A]ij ∈ RI×J ij-ty element rzeczywistej macierzy A o wymiarach

I × J
aj = a∗,j = [A]∗,j j-ty wektor kolumnowy (I × 1) macierzy

A = [a1, . . . ,aj , . . . ,aJ ] ∈ RI×J

ai = ai,∗ = [A]i,∗ i-ty wektor wierszowy (1× J) macierzy
A = [aT

1 , . . . ,a
T
i , . . . ,a

T
I ]

T ∈ RI×J

A tensor (wielowymiarowa tablica liczb)
ai1i2...iN = [A]i1i2...iN

∈ RI1×I2×...IN i1i2 . . . iN -ty element (N -tego stopnia lub N -wymiaro-
wego) tensora A o rzeczywistych elementach

A zbiór obiektów pewnej klasy (wektorów, macierzy, ten-
sorów, funkcji itp.)

#{A} lub |A| moc (liczebno±¢) zbioru A
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AT macierz transponowana
A−1 macierz odwrotna
Aα = [aαij ] podniesienie do pot¦gi α ka»dego elementu macierzy A

A† pseudoodwrotno±¢ Moora�Penrosa macierzy A
rank(A) rz¡d macierzy A
tr(A) ±lad macierzy A
cond(A) wska¹nik uwarunkowania macierzy A
span(A) podprzestrze« wektorowa rozpi¦ta na kolumnach macierzy A
det(A) wyznacznik macierzy A
diag(a) macierz diagonalna zawieraj¡ca na gªównej przek¡tnej elementy

wektora a
vec(A) wektoryzacja macierzy A = [aij ] ∈ RI×J :

vec(A) = [a11, a21, . . . aI1, a12, . . . aIJ ]
T ∈ RIJ

mtx(a, I, J) matrycyzacja wektora a ∈ RN :

mtx(a, I, J) =


a1 aI+1 · · · aN−I+1

a2 aI+2 · · · aN−I+2
...

...
. . .

...
aI a2I · · · aN

 ∈ RI×J (je±li

N = IJ)
R(A) obraz (przestrze« kolumnowa) macierzy A
N(A) j¡dro (przestrze« zerowa) macierzy A
λmax(A) maksymalna warto±¢ wªasna macierzy A
λmin(A) minimalna warto±¢ wªasna macierzy A
λi(A) i-ta warto±¢ wªasna macierzy A
σi(A) i-ta warto±¢ osobliwa macierzy A
A ≥ 0 macierz A o nieujemnych elementach aij ≥ 0
A ≥ ε macierzA o dodatnich elementach aij ≥ ε, gdzie ε jest dodatni¡

staª¡
0 wektor lub macierz samych zer
In macierz jednostkowa rozmiaru n× n
In tensor jednostkowy n-tego stopnia
1I×J macierz wymiaru I × J zawieraj¡ca same jedynki
D(P ||Q) funkcja miary podobie«stwa (rozbie»no±ci lub odlegªo±ci) po-

mi¦dzy obiektami P i Q (skalarami, wektorami, macierzami
lub tensorami)
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p(x) lub px(x) funkcja g¦sto±ci prawdopodobie«stwa zmiennej x
U [0, 1] równomierny rozkªad prawdopodobie«stwa na odcinku [0, 1]
N (µ, σ2) standardowy rozkªad normalny o parametrach µ i σ2

argmin
θ
J (θ) warto±¢ θ, która minimalizuje funkcj¦ J (θ)

∇xiD gradient funkcji D wzgl¦dem zmiennej xi
∇XD gradient funkcji D wzgl¦dem wszystkich zmiennych w X

, z de�nicji
exp(a) = ea funkcja eksponencjalna zmiennej a
ln(a) logarytm naturalny zmiennej a

sign (a) funkcja znaku =


1 dla a > 0
0 dla a = 0
−1 dla a < 0

[a]+ = max{0, a} projekcja na przestrze« R+; ujemne warto±ci zmiennej a s¡
zamieniane na warto±ci zerowe

|a| warto±¢ bezwzgl¦dna (moduª) zmiennej a
∥a∥p norma lp wektora a, gdzie p = 0, 1, 2, . . . ,∞
E {X} warto±¢ oczekiwana zmiennej losowej X
⟨a, b⟩ iloczyn skalarny (wewn¦trzny) wektorów a ∈ RI i b ∈ RI :

⟨a, b⟩ = aTb ∈ R
⟨A,B⟩ iloczyn skalarny (wewn¦trzny) macierzy A ∈ RI×J i B ∈

RI×J : ⟨A,B⟩ = tr(ATB) = tr(BTA) ∈ R
a ◦ b iloczyn zewn¦trzny wektorów a ∈ RI i b ∈ RJ :

a ◦ b = abT ∈ RI×J

A⊗B iloczyn Kroneckera macierzyA = [aij ] ∈ RI×J iB ∈ RM×N :
A⊗B = [aijB] ∈ RIM×JN

A⊙B iloczyn Khatri�Rao macierzy A = [a1, . . . ,aJ ] ∈ RI×J

i B = [b1, . . . , bJ ] ∈ RM×J :
A⊙B = [a1 ⊗ b1, . . . ,aJ ⊗ bJ ] ∈ RIM×J

A~B iloczyn Hadamarda (iloczyn Schura lub iloczyn po wspóª-
rz¦dnych) A = [aij ] ∈ RI×J i B = [bij ] ∈ RI×J : A ~ B =
[aijbij ] ∈ RI×J

A⊘B dzielenie elementów macierzy A = [aij ] ∈ RI×J i B = [bij ] ∈
RI×J : A⊘B =

[
aij
bij

]
∈ RI×J

G ×n A iloczyn tensora G = [gj1j2,...,jN ] ∈ RJ1×J2×...×JN i macierzy
A = [aij ] ∈ RI×Jn wzgl¦dem modu n:

G ×nA =
[∑Jn

jn=1 gj1,...,jNaijn

]
∈ RJ1×...×Jn−1×I×Jn+1×...×JN
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G×̄na iloczyn tensora G = [gj1j2,...,jN ] ∈ RJ1×J2×...×JN i wektora a ∈ RJn

wzgl¦dem modu n:

G×̄na =
[∑Jn

jn=1 gj1,...,jNajn

]
∈ RJ1×...×Jn−1×Jn+1×...×JN

G(n) rozwini¦cie (ang. unfolding) lub matrycyzacja tensora G ∈
RJ1×J2×...×JN wzgl¦dem n-tego modu do macierzy G(n) ∈
RJn×

∏
p ̸=jn

Jp

A(n) n-ty faktor dekompozycji tensora

a
(n)
j j-ty wektor kolumnowy faktora A(n)

{A} zbiór wszystkich faktorów dekompozycji A(1),A(2), . . . ,A(N)

{aj} zbiór j-tych wektorów kolumnowych wszystkich faktorów
a
(1)
j ,a

(2)
j , . . . ,a

(N)
j

A⊙ A(N) ⊙A(N−1) ⊙ · · · ⊙A(1)

A⊙−n A(N) ⊙ · · · ⊙A(n+1) ⊙A(n−1) ⊙ · · · ⊙A(1)

A⊗ A(N) ⊗A(N−1) ⊗ · · · ⊗A(1)

A⊗−n A(N) ⊗ · · · ⊗A(n+1) ⊗A(n−1) ⊗ · · · ⊗A(1)

Ŷ estymowana macierz Y
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Wybrane skrótowce

Skrótowiec Wyra»enie angielskie De�nicja polska

AIC Akaike Information Crite-
rion

Kryterium AIC

ALS Alternating Least Squares Naprzemienna optymalizacja wedªug
kryterium najmniejszych kwadratów

BSS Blind Source Separation �lepa separacja ¹ródeª

CNMF Constrained NMF Metoda NMF z ograniczeniami

CP CANDECOMP/PARAFAC Dekompozycja CP

EMML Expectation-Maximization
Maximum-Likelihood
algorithm

Algorytm maksymalizacji funkcji wia-
rygodno±ci za pomoc¡ algorytmu
maksymalizacji warto±ci oczekiwanej

EVD Eigenvalue Decomposition Dekompozycja macierzy wzgl¦dem
warto±ci wªasnych

HALS Hierarchical Alternating Le-
ast Squares

Hierarchiczna i naprzemienna opty-
malizacja wedªug kryterium najmniej-
szych kwadratów

ICA Independent Component
Analysis

Analiza skªadowych niezale»nych

IS Itakura�Saito divergence Miara lub dywergencja Itakura�Saito

ISRA Image Space Reconstruction
Algorithm

Algorytm rekonstrukcji obrazu mini-
malizuj¡cy odlegªo±¢ euklidesow¡

KL Kullback�Leibler divergence Miara lub dywergencja Kullbacka�
Leiblera

MRF Markov Random Field Losowe pole Markowa

NMF Nonnegative Matrix Facto-
rization

Nieujemna faktoryzacja macierzy

NTD Nonnegative Tucker Decom-
position

Nieujemna faktoryzacja Tuckera

NTF Nonnegative Tensor Factori-
zation

Nieujemna faktoryzacja tensora
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PAF Patch Alignment Frame-
work

Struktura wy±rodkowywania ªat

PARAFAC Parallel Factor Analysis Dekompozycja PARAFAC

PCA Principal Component Ana-
lysis

Analiza skªadowych gªównych

PLSI Probabilistic Latent Se-
mantic Indexing

Probabilistyczne indeksowanie seman-
tyczne

RALS Regularized Alternating
Least Squares

Zregularyzowana naprzemienna opty-
malizacja wedªug kryterium najmniej-
szych kwadratów

RLA Richardson-Lucy Algori-
thm

Algorytm zaproponowany przez Ri-
chardsona i Luciego

SIR Signal-to-Interference Ra-
tio

Wspóªczynnik sygnaª/zakªócenie

SNR Signal-to-Noise Ratio Wspóªczynnik sygnaª/szum

SVD Singular Value Decomposi-
tion

Dekompozycja macierzy wzgl¦dem
warto±ci osobliwych

SVM Support Vector Machine Klasy�kator wektorów podpieraj¡-
cych



1. Wprowadzenie

Intensywny rozwój techniki pozyskiwania danych cyfrowych spowodowaª, »e
ilo±¢ danych jest cz¦stokro¢ zbyt du»a do przetwarzania i analizy klasycznymi
narz¦dziami informatycznymi. Istnieje wi¦c potrzeba kompresji lub �redukcji� po-
zyskiwanej informacji do takiej formy, która byªaby zarówno dobr¡ reprezentacj¡
pozyskanych danych, jak i ªatw¡ do przetwarzania i przechowywania w pami¦ci
wirtualnej. Zadanie reprezentacji danych mo»na zrealizowa¢ przez tzw. redukcj¦
wymiarowo±ci modelu, czyli transformacj¦ wielowymiarowych danych oryginal-
nych do przestrzeni o zredukowanej liczbie wymiarów. Transformacja ta powinna
mie¢ takie wªa±ciwo±ci, aby �zredukowane� dane zawieraªy maksymaln¡ ilo±¢ istot-
nych informacji, odzwierciedlaªy ukryt¡ struktur¦ oryginalnych danych, a tak»e
aby miaªy ªatw¡ interpretacj¦.

Tematyka redukcji wymiarowo±ci modelu jest szeroko omawiana w literaturze,
np. w [29, 244, 334, 404, 419]. Rozwa»ania przedstawione w niniejszej pracy ogra-
niczaj¡ si¦ do pewnej grupy metod redukcji wymiarowo±ci modelu, które mog¡
by¢ równie» postrzegane jako metody ekstrakcji cech (ang. feature extraction).

Generalnie, ekstrakcja cech mo»e by¢ wykonywana metodami liniowymi lub
nieliniowymi, z danych zapisanych w postaci macierzy lub tensora (wielowymia-
rowej tablicy liczb). Do podstawowych liniowych metod ekstrakcji cech z danych
macierzowych nale»y zaliczy¢: analiz¦ skªadowych gªównych (PCA � ang. Prin-
cipal Component Analysis) [214, 347], analiz¦ skªadowych niezale»nych (ICA �
ang. Independent Component Analysis) [7, 200], liniow¡ analiz¦ dyskryminacyjn¡
(LDA � ang. Linear Discriminant Analysis) [299, 373] i zwi¡zany z ni¡ liniowy
dyskryminator Fiszera (ang. Fisher linear discriminant) [132], analiz¦ czynnikow¡
(FA � ang. Factor Analysis) [56, 318] i wreszcie nieujemn¡ faktoryzacj¦ macierzy
(NMF � ang. Nonnegative Matrix Factorization) [257, 258, 338, 341].

Je±li dane obserwowane wyra»one s¡ w postaci wielowymiarowego tensora
o wymiarach ªatwych do interpretowania lub maj¡cych �zyczne znaczenie, eks-
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trakcji cech mo»na dokona¢, stosuj¡c dekompozycj¦ Tuckera (ang. Tucker De-

composition) [435, 436], metod¦ PARAFAC (ang. PARAllel FACtor analysis)
[173, 175] lub CANDECOMP [53], metod¦ HOSVD (ang. Higher-Order Singular
Value Decomposition) [103], nieujemn¡ faktoryzacj¦ tensora (NTF � ang. Non-
negative Tensor Factorization) [54, 224, 339, 397] lub multiliniowe rozszerzenia
metod PCA i LDA [295].

Nieliniowe metody ekstrakcji cech [260] zasadniczo dziel¡ si¦ na dwie grupy.
Do pierwszej nale»y zaliczy¢ metody j¡drowe, które transformuj¡ nieliniowo ory-
ginalne dane do przestrzeni cech o znacznie wi¦kszym wymiarze. Nast¦pnie, z tej
przestrzeni wykonywana jest redukcja modelu metodami liniowymi. Drug¡ grup¦
stanow¡ metody transformuj¡ce oryginalne dane wielowymiarowe do przestrzeni
cech w tzw. zanurzonej nieliniowej rozmaito±ci (ang. embedded nonlinear manifold)
o ni»szym wymiarze.

Wªa±ciwo±ci i charakter cech estymowanych s¡ ró»ne w zale»no±ci od zastoso-
wanej metody. Przykªadowo metoda PCA dostarcza ortogonalnych reprezentacji
o maksymalnej wariancji, metoda ICA za± znajduje skªadowe, które s¡ zarówno
statystycznie niezale»ne, jak i niegaussowskie. Cechy uzyskiwane metodami PCA
i ICA mog¡ zatem zawiera¢ elementy ujemne, które nie maj¡ �zycznego znacze-
nia ani ªatwej interpretacji, gdy obserwowane dane s¡ nieujemne, jak np. obrazy,
widma, spektrogramy mocy widmowej lub macierz rozkªadu prawdopodobie«stw.
Istnieje wi¦c potrzeba wymuszania nieujemno±ci ekstrahowanych cech dla nie-
ujemnych danych obserwowanych.

Przedmiotem rozwa»a« w niniejszej monogra�i s¡ metody NMF i NTF, które
z zaªo»enia mog¡ by¢ zastosowane do ekstrakcji cech lub redukcji wymiarowo±ci
modelu, je±li obserwowane dane s¡ nieujemne albo mog¡ by¢ ªatwo i z maªym
bª¦dem przeksztaªcone do postaci nieujemnej.

1.1. Podstawowe modele

W algebrze numerycznej znanych jest wiele faktoryzacji macierzy, np. LU,
QR, EVD, SVD czy faktoryzacja Choleskiego [30, 154], które s¡ kluczowymi na-
rz¦dziami w analizie i implementacji wielu algorytmów do oblicze« numerycznych.

Metody NMF i NTF nie s¡ jeszcze obecnie zaliczane do podstawowych metod
algebry numerycznej, ale niew¡tpliwie s¡ istotnymi narz¦dziami w modelowaniu,
przetwarzaniu i analizie danych nieujemnych. Znalazªy liczne zastosowania w ró»-
nych dziedzinach nauki, badaniach stosowanych i technikach in»ynierskich.
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Metoda NMF najcz¦±ciej ogranicza si¦ do liniowego modelu dekompozycji ma-
cierzy nieujemnej na iloczyn dwóch macierzy o nieujemnych elementach. Metoda
NTF jest opisywana multiliniowym modelem dekompozycji wielowymiarowego
tensora na iloczyn supertensora jednostkowego i nieujemnych macierzy modalnych
wzdªu» ka»dego modu (wymiaru), czyli tzw. nieujemna wersja modelu PARAFAC.
Nale»y jednak podkre±li¢, »e nie s¡ to jedyne modele, które de�niuj¡ nieujemn¡
faktoryzacj¦ macierzy lub tensora. W rozdziale tym omówiono jedynie podstawowe
wersje modeli NMF i NTF. Inne warianty nieujemnej faktoryzacji macierzy lub
tensora znajduj¡ si¦ w rozdziale 5 i 6.

1.1.1. Nieujemna faktoryzacja macierzy

De�nicja 1.1. Zadaniem metody NMF jest znalezienie dla nieujemnej macierzy1

Y ∈ RI×T
+ takich nieujemnych i peªnego rz¦du macierzy (faktorów) A ∈ RI×J

+

i X ∈ RJ×T
+ , aby

Y = AX, (1.1)

dla zadanej liczby J oraz przy ewentualnie dost¦pnej wiedzy a priori o charakterze

poszukiwanych faktorów.

Zbiór nieujemnych liczb rzeczywistych oznaczony jest przez R+. Liczba J jest
cz¦sto okre±lana mianem rz¦du faktoryzacji.

Model mo»na wyrazi¢ równowa»n¡ postaci¡:

Y =

J∑
j=1

ajxj =

J∑
j=1

aj ◦ bj , (1.2)

gdzie aj jest j-t¡ kolumn¡ macierzy A = [a1, . . . ,aJ ], xj jest j-tym wierszem
macierzy X, bj jest j-t¡ kolumn¡ macierzy B = [b1, . . . , bJ ] = [xT

1 , . . . ,x
T
J ] =

XT ∈ RT×J
+ , za± symbol ◦ oznacza iloczyn zewn¦trzny macierzy. Ze wzoru (1.2)

wynika, »e model (1.1) mo»na wyrazi¢ przez dekompozycj¦ macierzy nieujemnej
Y na sum¦ J nieujemnych macierzy aj ◦ bj rz¦du pierwszego.

Formuªa (1.2) jest blisko zwi¡zana z nieujemn¡ faktoryzacj¡ rz¦du (ang. Non-
negative Rank Factorization) [208] lub tzw. nieujemnym rz¦dem (ang. Nonnegative
Rank) macierzy nieujemnej [90]. Nieujemny rz¡d macierzy Y okre±lany jest jako

1 Macierz nieujemna de�niowana jest jako macierz o nieujemnych elementach. Macierz,
której wszystkie warto±ci wªasne s¡ nieujemne okre±lana jest jako macierz nieujemnie okre±lona.
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najmniejsza naturalna liczba J w (1.2), dla której nieujemn¡ macierz Y mo»na
rozªo»y¢ na sum¦ nieujemnych macierzy rz¦du pierwszego.

Faktoryzacja okre±lona formuª¡ (1.1) mo»liwa jest dla w¡skiej klasy macie-
rzy Y � klasy macierzy faktoryzowalnych. W praktyce, ten przypadek zdarza si¦
rzadko, poniewa» trudno znale¹¢ takie sytuacje, w których dokªadny i liniowy mo-
del deterministyczny w peªni opisuje rzeczywisto±¢. Dlatego te» najcz¦±ciej model
NMF dotyczy faktoryzacji przybli»onej i mo»e by¢ okre±lony nast¦puj¡co:

Y = AX +N , (1.3)

gdzie Y ∈ RI×T ,A ∈ RI×J
+ ,X ∈ RJ×T

+ , natomiastN ∈ RI×T � macierz zaburze«
modelu, szumów lub macierz bª¦dów residualnych.

Modelu (1.3) nie mo»na ª¡czy¢ ze wspomnianym modelem nieujemnej faktory-
zacji rz¦du. Metoda NMF w ogólnym znaczeniu dotyczy faktoryzacji przybli»onej
i mo»e by¢ zastosowana do znacznie szerszej klasy macierzy nieujemnych ni» nie-
ujemna faktoryzacja rz¦du.

Poniewa» zwykle zaburzenia de�niowane macierz¡ N nie maj¡ okre±lonego
znaku, macierz Y = [yit] w modelu (1.3) mo»e nie by¢ macierz¡ nieujemn¡. Gdy
taka sytuacja wyst¦puje, nale»y najpierw wykona¢ transformacj¦: ∀i, t : yit ←
max{0, yit}, sprowadzaj¡c¡ nieujemne elementy do warto±ci zerowej. To dziaªanie,
chocia» mo»e zmienia¢ rozkªad elementów w N , usprawnia prac¦ algorytmów
numerycznych dla estymacji, z zaªo»enia nieujemnych faktorów A i X.

Model (1.3) obowi¡zuje dla znacznie szerszej klasy macierzy Y ni» model
(1.1). Je±li nawet nieujemna macierz Y nie mo»e by¢ opisana modelem (1.1),
zwykle mo»e by¢ lepiej lub gorzej aproksymowana modelem przybli»onej faktory-
zacji (1.3). Dokªadno±¢ przybli»enia zale»y od wielu czynników, mi¦dzy innymi,
liczby J , algorytmu u»ytego do estymacji faktorów, czy te» liczby iteracji procesu
estymacji.

Faktory A i X maj¡ ró»n¡ interpretacj¦ w zale»no±ci od zastosowania. W dal-
szej cz¦±ci krótko scharakteryzowano przykªadowe zastosowania metody NMF:
analiza skupie«, nadzorowana klasy�kacja i ±lepa separacja ¹ródeª. Dokªadny opis
wybranych zastosowa« znajduje si¦ w rozdziale 8.

Jedn¡ z podstawowych aplikacji nieujemnej faktoryzacji macierzy jest analiza
skupie« (ang. clustering) wielowymiarowych danych nieujemnych. W tym zastoso-
waniu przyjmuje si¦, »e kolumny macierzy Y = [y1, . . . ,yT ] ∈ RI×T

+ s¡ wektorami
obserwacji, które nale»y przydzieli¢ do zadanej liczby skupie«. Stosuj¡c model
NMF do Y , kolumny macierzyA = [a1, . . . ,aJ ] ∈ RI×J

+ mog¡ by¢ interpretowane
jako wektory wskazuj¡ce geometryczne ±rodki skupie« (centroidy), a ka»dy ele-
ment xjt macierzy X = [xjt] ∈ RJ×T

+ jest wska¹nikiem (prawdopodobie«stwem)
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przynale»no±ci wektora yt do j-tego skupienia. Zakªada si¦, »e liczba J okre±la
liczb¦ skupie«.

W przypadku nadzorowanej klasy�kacji wektory kolumnowe macierzy Y s¡
I-wymiarowymi wektorami ucz¡cymi i znana jest przynale»no±¢ ka»dego wek-
tora do okre±lonej klasy. Po zastosowaniu metody NMF do macierzy Y , kolumny
macierzy A = [a1, . . . ,aJ ] ∈ RI×J

+ s¡ rzadkimi i nieujemnymi wektorami cech
(ang. feature vectors). Natomiast kolumny macierzy X = [x1, . . . ,xT ] ∈ RJ×T

+

s¡ J-wymiarowymi, trenuj¡cymi wektorami koduj¡cymi (gdzie J ≪ I), zawie-
raj¡cymi nieujemne wspóªczynniki liniowej kombinacji wektorów cech, o wªa±ci-
wo±ciach dyskryminacyjnych. Rzutuj¡c wektory testowe na podprzestrze« kolum-
now¡ macierzy A (wektorów cech), otrzymuje si¦ J-wymiarowe testowe wektory
koduj¡ce. Mog¡ one by¢ ªatwo porównane z trenuj¡cymi wektorami koduj¡cymi,
stosuj¡c np. reguª¦ k najbli»szych s¡siadów (ang. k-NN).

W ±lepej separacji ¹ródeª, wiersze macierzy Y reprezentuj¡ obserwowane
i zmieszane (poprzez superpozycj¦) sygnaªy lub zwektoryzowane obrazy. Macierz
A jest macierz¡ mieszaj¡c¡, a wiersze macierzy X okre±laj¡ ¹ródªowe sygnaªy lub
jednowymiarowe reprezentacje obrazu.

Je±li kolumny macierzy Y s¡ zwektoryzowanymi obrazami obiektów podob-
nych do siebie, wektory cech w macierzy A s¡ rzadkimi reprezentacjami charakte-
rystycznych i wspólnych cz¦±ci tych obrazów (obiektów). Przykªadowo, je±li ma-
cierz Y utworzona jest z wy±rodkowanych, przeskalowanych i monochromatycz-
nych obrazów twarzy, wektory cech reprezentuj¡ cz¦±ci charakterystyczne twarzy,
takie jak oczy, nos, uszy, usta itp. Takie wektory cech s¡ wektorami cz¡stkowych

reprezentacji w odró»nieniu od wektorów cech uzyskiwanych metod¡ PCA, które
maj¡ charakter holistyczny. Wniosek ten, opublikowany w pracy [257], najpraw-
dopodobniej znacz¡co przyczyniª si¦ do intensywnego rozwoju metody NMF.

1.1.2. Nieujemna faktoryzacja tensora

De�nicja 1.2. N -wymiarowa tablica (ang. N -way array) liczb rzeczywistych jest

okre±lana mianem tensora2 Y = [yi1,i2,...,iN ] ∈ RI1×I2×...×IN o stopniu N , gdzie

In oznacza liczb¦ elementów tensora wzdªu» n-tego modu (n-tego wymiaru tablicy)

2 Stosowany w �zyce czy matematyce tensor typu (p, q) jest (p + q)-liniowym odwzorowa-
niem: y : V p⊗ (V ∗)q →W , gdzie V jest przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªemW , V ∗ jest przestrzeni¡
sprz¦»on¡ do V , a ⊗ oznacza iloczyn tensorowy. Jest to tensor p-krotnie kowariantny i q-krotnie
kontrawariantny. Tensor zde�niowany w tej monogra�i jest uproszczon¡ (kowariantn¡) wersj¡
tensora typu (p, q). Przyj¦to bowiem, kieruj¡c si¦ charakterystyk¡ obserwacji oraz modelem je
opisuj¡cym, »e p = N oraz q = 0, a zatem tensor ten nie ma cz¦±ci kontrawariantnej.
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oraz yi1,i2,...,iN jest elementem tensora Y przy ustalonych indeksach i1, i2, . . . , iN
dla in ∈ {1, . . . , In}, 1 ≤ n ≤ N .

Wedªug de�nicji 1.2 tensor zerowego stopnia jest skalarem, tensor pierwszego
stopnia (N = 1) jest wektorem, tensor drugiego stopnia (N = 2) jest macierz¡,
a dla N > 2 tensor taki nazwany jest tensorem wy»szego stopnia lub tensorem
wielowymiarowym.

Model okre±lony przez (1.2) ªatwo rozszerzy¢ do postaci dekompozycji nie-
ujemnego tensora wy»szego stopnia, przyjmuj¡c, »e nieujemny N -tego stopnia
tensor Y ∈ RI1×I2×...×IN

+ mo»na wyrazi¢ przez sum¦ nieujemnych tensorówN -tego
stopnia i rz¦du pierwszego, a wi¦c

Y =

J∑
j=1

u
(1)
j ◦ u

(2)
j ◦ . . . ◦ u

(N)
j , (1.4)

gdzie u
(n)
j ≥ 0 dla j = 1, . . . , J oraz n = 1, . . . , N .

Model de�niuje nieujemn¡ faktoryzacj¦ tensora, czyli metod¦ NTF. Je±li wek-
tory u

(n)
j nie maj¡ okre±lonego znaku, model (1.4) jest równowa»ny standardo-

wemu modelowi PARAFAC lub CANDECOMP.
Dla N = 2 model (1.4) sprowadza si¦ do postaci (1.2), przyjmuj¡c u

(1)
j = aj

oraz u
(2)
j = xT

j .
Podobnie jak model (1.2) ªatwo przeksztaªci¢ do postaci (1.1), model (1.4)

mo»na równie» wyrazi¢ jako:

Y = I ×1 U
(1) ×2 U

(2) ×3 . . .×N U (N), (1.5)

gdzie I ∈ RJ×...×J
+ � tensor jednostkowy stopnia N (zawiera jedynki na gªów-

nej diagonali i zera poza), U (n) ∈ RIn×J
+ dla n = 1, . . . , N , oraz ×n � iloczyn

tensor-macierz3 wzgl¦dem n-tego modu.
Podobnie jak dla modelu NMF, w praktycznych zastosowaniach model do-

kªadnej faktoryzacji (1.5) zast¦powany jest przybli»on¡ wersj¡:

Y = I ×1 U
(1) ×2 U

(2) ×3 . . .×N U (N) +N , (1.6)

gdzie N ∈ RI1×I2×...×IN � tensor zaburze« modelu, np. szumów.

3 Niech G = [gj1j2,...,jN ] ∈ RJ1×J2×...×JN oraz macierz A = [aij ] ∈ RI×Jn . Ilo-

czyn tensor-macierz wzgl¦dem modu n wyra»a si¦ jako G ×n A =
[∑Jn

jn=1 gj1,...,jN aijn

]
∈

RJ1×...×Jn−1×I×Jn+1×...×JN .
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Nieujemna faktoryzacja tensora jest multiliniowym rozszerzeniem metody
NMF, co sugeruje, »e jest to metoda do ekstrakcji rzadkich i nieujemnych wek-
torów, reprezentuj¡cych ukryte cechy tensora wzgl¦dem ka»dego z modów. To
podej±cie jest szczególnie przydatne w analizie danych wielowymiarowych, gdzie
ka»dy wymiar ma oddzieln¡ interpretacj¦ lub znaczenie. Przykªadowo, spektro-
gramy sygnaªów obserwowanych wielokanaªowo mog¡ tworzy¢ tensor trzeciego
stopnia, gdzie poszczególne mody zwi¡zane s¡ z wielko±ciami pomiarowymi: czas,
cz¦stotliwo±¢, kanaª. Stosuj¡c NTF do takich danych, mo»na uzyska¢ wektory
reprezentuj¡ce rozkªad cech ukrytych (nieobserwowanych) w funkcji czasu, cz¦-
stotliwo±ci oraz indeksu kanaªu. Cechy te maj¡ �zyczne znaczenie i mog¡ by¢
ªatwo interpretowane. Gdyby ekstrakcja cech odbywaªa si¦ z wektoryzowanych
spektrogramów, informacja o rozkªadzie �udziaªu� komponentów ukrytych (ang.
latent components) w obserwacjach wzgl¦dem czasu i cz¦stotliwo±ci byªaby utra-
cona.

Wybrane zastosowania modelu NTF, takie jak nadzorowana klasy�kacja ob-
razów, omówiono w rozdziale 8.

1.2. Algorytm naprzemiennej minimalizacji funkcji celu

Zadanie postawione w de�nicji 1.1 jest najcz¦±ciej rozwi¡zywane algorytmem
naprzemiennej minimalizacji (ang. alternating minimization algorithm) zadanej
funkcji celu D(Y ||AX), która jest miar¡ rozbie»no±ci (braku podobie«stwa) mi¦-
dzy macierz¡ obserwacji Y a estymowan¡ macierz¡ modelu AX. To podej±cie do
estymacji faktorów A i X jest stosowane w prawie wszystkich wariantach metody
NMF.

Algorytm naprzemiennej minimalizacji jest przedmiotem bada« od wczesnych
lat pi¦¢dziesi¡tych XX wieku. W¦gierscy matematycy: Csiszár i Tusnády [98] sfor-
muªowali warunki jego zbie»no±ci na podstawie 3-punktowych i 4-punktowych
wªa±ciwo±ci. W pracy [327] algorytm ten zostaª rozszerzony do wersji adaptacyj-
nej. Obecnie jest stosowany w wielu dziedzinach nauki, takich jak przetwarzanie
sygnaªów, teoria informacji, statystyka, ekonomia itp.

Zadaniem algorytmu naprzemiennej minimalizacji jest znale¹¢ punkt przeci¦-
cia si¦ dwóch lub wi¦cej zbiorów argumentów minimalizowanej funkcji. Przyjmuj¡c
0 ≤ D(Y ||AX) ≤ +∞ dla ka»dego A ∈ A i X ∈ X, gdzie A i X s¡ zbiorami
odpowiednich macierzy A i X, zadanie naprzemiennej minimalizacji funkcji celu
D(Y ||AX) sprowadza si¦ do problemu znalezieniach takiej pary {A,X}, dla
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której

min
{A,X}∈A×X

D(Y ||AX). (1.7)

Zadanie to mo»na realizowa¢, rozwi¡zuj¡c naprzemiennie dwa problemy minima-
lizacji funkcji celu D(Y ||AX):

A(n) = arg min
A∈A

D(Y ||AX(n−1)) oraz X(n) = arg min
X∈X

D(Y ||A(n)X), (1.8)

zaczynaj¡c od dowolnej macierzy pocz¡tkowej X(0) ∈ X, gdzie n ≥ 1 jest nume-
rem kroku optymalizacji naprzemiennej. Warunki zbie»no±ci algorytmu (1.8) s¡
okre±lone twierdzeniem 1.1.

Twierdzenie 1.1. Dla funkcji celu D(Y ||AX) speªniaj¡cej warunek D : A×X→
R ∪ {+∞}, algorytm (1.8) jest zbie»ny do

d = lim
n→∞

D(Y ||A(n)X(n)) = min
{A,X}∈A×X

D(Y ||AX), (1.9)

je±li istnieje A ∈ A taka, »e D(Y ||AX(0)) < ∞ i je»eli istnieje nieujemna funk-

cja ΦA : A × A → R+ ∪ {+∞} taka, »e dla ∀n ≥ 1 speªnione s¡ nast¦puj¡ce

wªa±ciwo±ci:

• 3-punktowa (A,A(n+1),X(n)):

D(Y ||AX(n)) ≥ D(Y ||A(n+1)X(n)) + ΦA(A,A
(n+1)), ∀A ∈ A, (1.10)

• 4-punktowa (A,X,A(n),X(n)):

D(Y ||AX(n)) ≤ D(Y ||AX) + ΦA(A,A
(n)), ∀A ∈ A, ∀X ∈ X. (1.11)

Dowód twierdzenia 1.1 znajduje si¦ w pracy [98], a tak»e w zmody�kowanej
i uproszczonej wersji [44].

Z twierdzenia 1.1 wynika, »e sekwencja punktów {A(n),X(n)} dla n ≥ 1 ge-
nerowana algorytmem (1.8) speªnia warunek monotoniczno±ci:

D(Y ||A(0)X(0)) ≥ . . . ≥ D(Y ||A(n)X(n)) ≥ D(Y ||A(n+1)X(n))

≥ D(Y ||A(n+1)X(n+1)) ≥ . . . ≥ d. (1.12)

Je±li faktor A(n) speªnia 3-punktow¡ wªa±ciwo±¢ dla ka»dego n, to z (1.10)
wynika:

D(Y ||A(n)X(n))−D(Y ||A(n+1)X(n)) ≥ ΦA(A
(n),A(n+1)), (1.13)
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a po uwzgl¦dnieniu (1.12) otrzymuje si¦:

D(Y ||A(n)X(n)) ≥ D(Y ||A(n+1)X(n)) + ΦA(A
(n),A(n+1))

≥ D(Y ||A(n+1)X(n+1)) + ΦA(A
(n),A(n+1)). (1.14)

Z warunku (1.11) okre±laj¡cego 4-punktow¡ wªa±ciwo±¢ wynika, »e dla faktora
A(n) speªniona jest nierówno±¢:

ΦA(A
(n),A(n+1)) ≥ D(Y ||A(n)X(n+1))−D(Y ||A(n)X(n)) ≥ 0. (1.15)

Je±li wi¦c speªniony jest warunek (1.12), mo»na wnioskowa¢ z (1.14) i (1.15),
»e monotoniczna i nieujemna sekwencja limn→∞{ΦA(A

(n),A(n+1))} → 0.
Byrne wspomniaª [44], »e A i X mog¡ by¢ podzbiorami niekoniecznie tej samej

przestrzeni metrycznej. Algorytm (1.8) mo»e by¢ wi¦c rozszerzony do postaci:

A(n) = arg min
A∈A

DA(Y ||AX(n−1)) oraz X(n) = arg min
X∈X

DX(Y ||A(n)X), (1.16)

dla n ≥ 1, gdzie DA(Y ||AX) i DX(Y ||AX) s¡ ró»nymi funkcjami celu. Roz-
szerzony algorytm (1.16) przydatny jest w metodzie NMF, zwªaszcza wtedy gdy
wyst¦puje du»a ró»nica w rozmiarach lub wªa±ciwo±ciach macierzy A i X. Ak-
tualizacja macierzy A i X mo»e zatem odbywa¢ si¦ ró»nymi algorytmami nume-
rycznymi.

Uproszczony schemat (szkielet) algorytmu naprzemiennej estymacji faktorów
A i X w modelu NMF zilustrowano algorytmem 1.

Algorytm 1. Algorytm naprzemiennej estymacji faktorów

Wej±cie: Y ∈ RI×T , J � rz¡d faktoryzacji
Wyj±cie: Estymowane faktory Â i X̂

1 Inicjalizacja: A(0) ∈ RI×J
+ i X(0) ∈ RJ×T

+ ; n = 0;
2 repeat

3 n← n+ 1;

4 A(n) ← AlgorytmA(Y ,A(n−1),X(n−1)) ; // Aktualizacja faktora A

5 X(n) ← AlgorytmX(Y ,A(n),X(n−1)) ; // Aktualizacja faktora X

6 until Kryterium zatrzymania jest speªnione;
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1.3. Estymacja liczby komponentów ukrytych

Rz¡d faktoryzacji J w metodzie NMF lub NTF jest zwykle ustalony �z góry�
i podany jako parametr faktoryzacji, który okre±la liczb¦ komponentów ukry-
tych w estymowanych faktorach. Stopie« trudno±ci w estymowaniu wªa±ciwego
rz¦du faktoryzacji zale»y od dokªadno±ci modelowania danych obserwowanych.
Je±li dane obserwowane mo»na ªatwo opisa¢ modelem (1.3), a zaburzenia modelu
wyra»one macierz¡ N nie zmieniaj¡ w istotnym stopniu rozkªadu znacz¡cych
warto±ci osobliwych macierzy kowariancji danych obserwowanych, to parametr J
mo»na do±¢ dokªadnie estymowa¢. Wniosek ten wynika z nast¦puj¡cego twierdze-
nia.

Twierdzenie 1.2. Niech b¦dzie dany zbiór wektorów obserwowanych ỹt ∈ RI dla

t = 1, . . . , T , stacjonarnego (w szerszym sensie) procesu stochastycznego. Je±li

∀t : ỹt = yt + nt, gdzie nt ∼ N (0, σ2NII) oraz nt nie jest skorelowany z yt, to

σi(Cỹt
) = σi(Cyt

)+σ2N dla i = 1, . . . , I, gdzie σi(Z) jest i-t¡ warto±ci¡ osobliw¡

macierzy Z, a Cy jest macierz¡ kowariancji zmiennych losowych w wektorze y.

Dowód 1.1. Macierz kowariancji danych zaburzonych ỹt mo»na zapisa¢ jako:

Cỹt
= E

{
(ỹt − E(ỹt))(ỹt − E(ỹt))

T
}
= E{ẏtẏ

T
t }+ 2E{ẏtn

T
t }+ E{ntn

T
t }

= Cyt
+ σ2NII , (1.17)

gdzie ẏt = yt −E(yt), E(·) oznacza warto±¢ oczekiwan¡, a z zaªo»enia E(nt) = 0,
E{ẏtn

T
t } = 0 oraz E{ntn

T
t } = σ2NII . Macierze kowariancji Cỹt

∈ RI×I i Cyt
∈

RI×I s¡ symetryczne, a wi¦c stosuj¡c twierdzenie o diagonalizacji symetrycznej

i rzeczywistej macierzy w bazie jej wektorów wªasnych, uzyskuje si¦: σi(Cỹt
) =

σi(Cyt
) + σ2N , gdzie σi(Cỹt

) i σi(Cyt
) s¡ warto±ciami osobliwymi odpowiednio

macierzy Cỹt
i Cyt

.

Przyjmuj¡c, »e dla modelu (1.3), rank(A) = rank(X) = J oraz J ≤
min{I, T}, zbiór warto±ci osobliwych macierzy kowariancji Cyt

mo»na przedsta-
wi¢ wektorem: σ(Cyt

) = [σ1, . . . , σJ , 0, . . . 0]
T ∈ RI , gdzie σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σJ .

Z twierdzenia 1.2 wynika, »e σ(Cỹt
) = [σ1+σ

2
N , . . . , σJ +σ

2
N , σ

2
N , . . . , σ

2
N ]T ∈ RI .

Je±li wariancja szumu σ2N jest znana i speªniona jest zale»no±¢ σJ > σ2N , to pa-
rametr J mo»na wyznaczy¢ jako J = #{i : σi > σ2N}, gdzie #{K} oznacza
liczebno±¢ zbioru K. Je±li wariancja szumu jest nieznana, ale sªuszna jest zale»-
no±¢ σJ ≫ σ2N , nie trudno zidenty�kowa¢ warto±ci osobliwe, które znacz¡co ró»ni¡
si¦ od wariancji szumu. Rozwa»ania zilustrowano przykªadem 1.1.
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Przykªad 1.1. Zakªadaj¡c, J = 40, I = 3J , T = 1000, wygenerowano nieujemne
macierze A = [aij ] ∈ RI×J

+ i X = [max{0, xij}] ∈ RJ×T
+ , gdzie ∀i, j : aij ∼ U [0, 1]

(rozkªad równomierny), ∀j, t : xjt ∼ N (0, 1). Nast¦pnie otrzymano macierz Ỹ =
AX +N , gdzie N = [nit] ∈ RI×T oraz ∀i, t : nit ∼ N (0, σ2N ). W kolejnym kroku
wyznaczono warto±ci osobliwe macierzy kowariancji C ˜Y

∈ R120×120, zakªada-
j¡c stacjonarno±¢ procesu {y1, . . . ,yT }. Rozkªad warto±ci osobliwych σi(C ˜Y

) dla
i = 1, . . . , I pokazano na rysunku 1.1(a) dla trzech przypadków zaburze« modelu:
(i) bez szumu (σ2N = 0), (ii) SNR = 40 dB, co odpowiada σ2N = 4, 572×10−4, (iii)
SNR = 20 dB (σ2N = 4, 75 × 10−2). Wspóªczynnik SNR (ang. Signal-to-Noise
Ratio) wyra»a stosunek sygnaª/szum. Rysunek 1.1(a) potwierdza teoretyczne roz-
wa»ania, oparte na twierdzeniu 1.2. Nale»y jednak zaznaczy¢, »e wykonuj¡c obli-
czenia numeryczne na maszynie o sko«czonej precyzji obliczeniowej (w tym przy-
padku ograniczonej do eps = 2−52), najmniejsze warto±ci osobliwe nie mog¡ by¢
zerowe, a jedynie mog¡ mie¢ minimalne warto±ci bliskie liczby eps. Z rysunku
1.1(a) wynika, »e dla ka»dego analizowanego zaburzenia modelu mo»liwe jest do-
kªadne wyznaczenie liczby J , chocia» dla SNR = 20 dB zadanie znalezienia
punktu zaªamania krzywej rozkªadu warto±ci osobliwych nie jest takie ªatwe. Nie-
mniej jednak wizualnie punkt ten jest dostrzegalny.

W przykªadzie 1.1 omówiono typowy sposób wyznaczania liczby J dla ma-
cierzy obserwacji nale»¡cej do tzw. klasy macierzy faktoryzowalnych. Macierze

(a) (b)

Rys. 1.1. Rozkªad warto±ci osobliwych macierzy kowariancji obserwacji dla zadania:
(a) faktoryzowalnego � generowanego modelem (1.3); (b) niefaktoryzowalnego

� baza obrazów ORL. Krzywa EDW przedstawia funkcj¦ rozkªadu empirycznej dystrybuanty
wariancji wzgl¦dem indeksu warto±ci osobliwej
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tej klasy mo»na dokªadnie opisa¢ modelem (1.3) i generowane s¡ poprzez nie-
ujemne faktory peªnego rz¦du, z dopuszczalnymi addytywnymi zaburzeniami mo-
delu. Zbiór warto±ci osobliwych macierzy kowariancji obserwacji zawiera klaster
J du»ych warto±ci i klaster I − J maªych warto±ci, a ró»nica pomi¦dzy klastrami
jest ªatwo zauwa»alna.

Jak ju» wcze±niej wspomniano, metod¦ NMF mo»na stosowa¢ do przybli»onej
faktoryzacji macierzy, czyli do macierzy niefaktoryzowalnych. Rozkªad warto±ci
osobliwych macierzy kowariancji obserwacji dla tej klasy macierzy jest ci¡gªy
i gªadki, a podziaª na wspomniane klastry nie jest ªatwy. Jakakolwiek reduk-
cja wymiarowo±ci modelu wi¡»e si¦ wi¦c ze strat¡ cz¦±ci informacji o ukrytych
komponentach. Ten przypadek zilustrowano przykªadem 1.2.

Przykªad 1.2. Niech wiersze macierzy Y b¦d¡ zwektoryzowanymi obrazami
z bazy ORL4. Baza ta zawiera 400 zdj¦¢ twarzy 40 osób, w ró»nym wieku oraz ró»-
nym kolorze skóry. Twarze s¡ zró»nicowane ze wzgl¦du na pro�l uj¦cia, mimik¦,
gradient o±wietlenia oraz okluzj¦. S¡ to obrazy monochromatyczne, wy±rodko-
wane i przeskalowane, o rozdzielczo±ci 112 × 92 pikseli, zatem: I = 400 oraz
T = 112× 92 = 10304.

Rozkªad warto±ci osobliwych macierzy kowariancji CY ∈ R400×400 zilustro-
wano na rysunku 1.1(b). Jak wida¢, rozkªad ten jest gªadki, ci¡gªy i monotonicz-
nie malej¡cy. W zakresie do pierwszych okoªo pi¦¢dziesi¦ciu warto±ci osobliwych
mo»na zauwa»y¢ do±¢ stromy trend malej¡cy, a nast¦pnie zarysowuje si¦ trend
ªagodny. Nie mo»na jednak wyszczególni¢ wyra¹nych klastrów podziaªu warto±ci.
Jest to wi¦c przypadek macierzy niefaktoryzowalnej, któr¡ mo»na jedynie aproksy-
mowa¢ przez model NMF. Problem znalezienia odpowiedniego rz¦du faktoryzacji
dla takiej macierzy Y jest bardzo skomplikowany i nie ma jasnych kryteriów
pozwalaj¡cych wybra¢ optymaln¡ warto±¢ parametru J .

Na rysunku 1.1(b) pokazano równie» wykres empirycznej dystrybuanty wa-
riancji (EDW ) w funkcji liczby warto±ci osobliwych. Funkcja EDWi dla i-tej
warto±ci osobliwej zde�niowana jest nast¦puj¡co:

EDWi = 100

∑i
r=1 σr(CY )∑I
i=1 σi(CY )

. (1.18)

Funkcja ta okre±la, tzw. wariancj¦ wyja±nion¡ (ang. explained variance), u»ywaj¡c
terminologii stosowanej dla metody PCA. Stosuj¡c metod¦ NMF w celu redukcji
wymiaru modelu mo»na zaªo»y¢ jaka cz¦±¢ wariancji pierwotnego modelu powinna

4 http://people.cs.uchicago.edu/∼dinoj/vis/orl/
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zosta¢ zachowana w modelu zredukowanym. Nast¦pnie dla zaªo»onej wariancji
mo»na wyznaczy¢ parametr J , stosuj¡c krzyw¡ EDW .

Na przykªadzie 1.2 pokazano, »e ani rozkªad warto±ci osobliwych macierzy ko-
wariancji obserwacji, ani funkcja EDW nie wskazuj¡ wystarczaj¡co dokªadnie na
optymaln¡ warto±¢ parametru J . W przypadku macierzy niefaktoryzowalnych na-
le»y uwzgl¦dni¢ równie» inne czynniki, np. koszt obliczeniowy faktoryzacji, cechy
charakterystyczne faktorów, a nawet spójno±¢ faktorów podczas powtarzania fak-
toryzacji. Przykªadowo, stosuj¡c model NMF do macierzy opisanej w przykªadzie
1.2, parametr J okre±la liczb¦ wektorów cech. Je±li ta liczba jest maªa, wektory
cechy powinny odzwierciedla¢ tylko skªadowe wspólne obrazów o mocy widmowej
skupionej w zakresie maªych cz¦stotliwo±ci. Zwi¦kszaj¡c parametr J , rozszerza si¦
zakres widmowy cech, czyli w wektorach cech pojawia si¦ coraz wi¦cej szczegóªów.
Nale»y te» pami¦ta¢ o tym, »e koszt obliczeniowy metody NMF znacz¡co ro±nie
ze wzrostem liczby J .

W przypadku gdy wybór metody szacowania parametru J nie jest prosty,
zwykle zakªada si¦ J ≪ IT

I+T dla silnej nadmiarowo±ci5 obserwowanych danych Y .
Natomiast gdy nadmiarowo±¢ jest sªabsza, wystarczy zaªo»enie J ≤ min{I, T}
oraz T ≫ I lub I ≫ T .

Zadanie znalezienia optymalnej warto±ci rz¦du J mo»e by¢ równie» sformuªo-
wane jako zadanie poszukiwania takiej minimalnej warto±ci J , dla której stopie«
dopasowania modelu do obserwacji jest mo»liwie du»y. Tak postawione zadanie
mo»e by¢ realizowane metod¡ DIFFIT (ang. di�erence in �t), która zostaªa zapro-
ponowana przez Timmermana i Kiersa [432] w celu estymacji liczby komponentów
ukrytych w dekompozycji trójstopniowego tensora. Metoda ta jest szczególnie
skuteczna, gdy wyst¦puj¡ zaburzenia (nieregularno±ci) przebiegu funkcji (1.18),
wykrywa bowiem nieregularn¡ zmian¦ (uskok) w przebiegu funkcji dopasowania:

fk = 1− ||Y − Â(k)X̂(k)||F
||Y ||F

, (1.19)

gdzie Â(k) ∈ RI×k
+ oraz X̂(k) ∈ Rk×T

+ s¡ faktorami estymowanymi dla rz¦du
faktoryzacji równego k (k = 1, 2, . . . ,K). Funkcja ta jest miar¡ wariancji wyja-

5 Poj¦cie nadmiarowo±ci (ang. redundancy) najcz¦±ciej wyst¦puje w teorii informacji i okre-
±la ró»nic¦ mi¦dzy liczb¡ bitów u»ytych do przesªania danej wiadomo±ci a liczb¡ bitów koniecz-
nych do zapisania istotnej informacji w przesyªanej wiadomo±ci. W tematyce redukcji modelu,
termin ten ma analogiczne znaczenie, a mianowicie okre±la ró»nic¦ mi¦dzy liczb¡ wymiarów
przestrzeni danych obserwowanych a minimaln¡ liczb¡ wymiarów przestrzeni danych ¹ródªo-
wych lub ukrytych, nios¡cych istotn¡ informacj¦. Nadmiarowo±¢ wyra»a wi¦c stopie« kompresji
informacji.
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±nionej, a wi¦c powinna by¢ monotonicznie rosn¡ca wzgl¦dem k. Nieregularno±ci
w przebiegu funkcji fk mog¡ by¢ ªatwiej zaobserwowane przez analiz¦ przebiegu
przyrostów:

gk = fk − fk−1, dla k = 2, 3, . . . ,K. (1.20)

Je±li dla jakiej± warto±ci rz¦du k przyrost warto±ci dopasowania jest relatywnie
du»y w stosunku do warto±ci przyrostu dla rz¦du k+1 i jednocze±nie dla kolejnych
warto±ci rz¦du nie uzyskuje si¦ tak du»ego przyrostu, to nale»y przypuszcza¢, »e
k jest warto±ci¡ optymaln¡. Poniewa» funkcj¡ gk w (1.20) mo»e nie by¢ funkcj¡
monotonicznie malej¡c¡, analiz¦ przyrostów (1.20) przeprowadza si¦ dla, tzw. se-
kwencyjnie maksymalnych przyrostów. S¡ to elementy zbioru {gk}, dla których
przy danym k speªniony jest warunek gk > gk+l dla l = 1, . . . ,K − k. Elementy
te oznaczono poprzez gk(m), gdzie m = 1, . . . ,M oraz M ≤ K − 1 jest liczb¡ se-
kwencyjnie maksymalnych przyrostów. Nast¦pnie przyrosty te s¡ oceniane przez
analiz¦ wspóªczynnika istotno±ci przyrostu (ang. salience value):

ξk(m) =
gk(m)

gk(m+1)
. (1.21)

Stosunkowo du»a warto±¢ wspóªczynnika ξk(m) sugeruje, »e wª¡czenie do mo-
delu komponentu k(m) w stosunku do liczby komponentów k(m−1) spowodowaªo
znaczny wzrost warto±ci dopasowania modelu, natomiast wzrost ten nie jest ju»
taki znacz¡cy podczas przej±cia z liczby k(m) dla k(m + 1). Optymalne dopaso-
wanie modelu A(k)X(k) do danych w Y powinno zatem wyst¡pi¢ dla

J = argmax
m

ξk(m), (1.22)

pod warunkiem, »e ξk(m) > τ , gdzie τ = k−1||Y ||2F jest progow¡ warto±ci¡ okre±la-
j¡c¡ ±redni¡ cz¦±¢ wariancji obserwacji przypadaj¡c¡ na pojedynczy komponent.
Metod¦ DIFFIT mo»na te» ªatwo zastosowa¢ do estymacji liczby komponentów
ukrytych w modelu NTF.

Wspomniane metody estymacji rz¦du faktoryzacji, pomimo swej popularno-
±ci, nie wyczerpuj¡ wszystkich zagadnie« dotycz¡cych omawianej tematyki. Es-
tymacji parametru J w modelu NMF mo»na tak»e dokona¢ metod¡ SURE (ang.
Stein's Unbiased Risk Estimator) [438], je±li wariancja szumu σ2 jest znana, bay-
esowsk¡ metod¡ z aproksymacj¡ Laplace'a [309], metodami walidacji krzy»owej
(ang. cross-validation) [141, 418], metod¡ selekcji rz¦du modelu (ang. model order

selection) [178] stosowan¡ w wielowymiarowym grupowaniu probabilistycznym,
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a tak»e metodami: CORCONDIA (ang. Core Consistency Diagnostic) [37] sto-
sowan¡ gªównie w dekompozycji Tuckera, MAP (ang. Minimum Average Par-

tial) [532], QDA (ang. Quotient of Di�erences in Additional values) [328] oraz
ARD (ang. Automatic Relevance Determination) [421, 422].

Przegl¡d metod estymacji liczby komponentów ukrytych dla wielowymiaro-
wych modeli (PARAFAC lub TUCKER) mo»na odnale¹¢ w siódmym rozdziale
ksi¡»ki [408], a tak»e w pierwszym rozdziale monogra�i [89].

1.4. Zarys historyczny

Podstawowy model NMF pojawiª si¦ po raz pierwszy w pracy �«skich naukow-
ców: Paatero i Tappera [341], opublikowanej w 1994 roku i pocz¡tkowo wyst¦powaª
pod nazw¡ �dodatnia faktoryzacja macierzy� (PMF � ang. Positive Matrix Facto-

rization). Mo»na te» spotka¢ si¦ ze stwierdzeniem [113, 268], »e pierwsze wzmianki
o tego rodzaju faktoryzacji pochodz¡ ju» z lat siedemdziesi¡tych XX wieku z nie-
publikowanych prac Goluba [154]. Idei NMF mo»na te» doszukiwa¢ si¦ w pracy
Lawtona i Sylvestra [256] z 1971 roku. W 1997 roku Paatero [338, 339] usprawniª
metod¦ PMF stosuj¡c iteracyjne algorytmy wa»onych najmniejszych kwadratów
oraz rozszerzyª metod¦ PMF do modelu PARAFAC z nieujemnymi faktorami.
Pocz¡tkowe zastosowanie metody PMF ograniczaªo si¦ gªównie do chemometrii
i analizy ±rodowiska naturalnego.

Jednak»e, intensywny rozwój metody NMF rozpocz¡ª si¦ dopiero po ukazaniu
si¦ w czasopi±mie �Nature� w 1999 roku pracy autorów Lee i Seunga [257] na temat
zwi¡zku modelu NMF z percepcyjnymi wªa±ciwo±ciami struktury neuronowej mó-
zgu. W artykule tym zaproponowano rozwi¡zanie zadania nieujemnej faktoryzacji
macierzy przez naprzemienn¡ minimalizacj¦ funkcji celu za pomoc¡ prostych al-
gorytmów multiplikatywnych. W kolejnej, bardzo wa»nej pracy na temat metody
NMF, któr¡ przedstawiono na konferencji NIPS 2000, Lee i Seung [258] udowod-
nili, »e zaproponowane algorytmy multiplikatywne gwarantuj¡ monotoniczno±¢
naprzemiennej minimalizacji odlegªo±ci euklidesowej oraz uogólnionej dywergencji
Kullbacka�Leiblera.

Nale»y jednak zauwa»y¢, »e zarówno algorytm naprzemiennej optymaliza-
cji funkcji celu, jak te» algorytmy multiplikatywne stosowane w pracach Lee
i Seunga znane byªy ju» od kilku lat przed ukazaniem si¦ tych prac. Csiszár i Tu-
snády [98] w 1984 roku opublikowali dowód zbie»no±ci algorytmu naprzemiennej
optymalizacji funkcji celu. Algorytm multiplikatywny minimalizuj¡cy dywergen-
cj¦ Kullbacka�Leiblera stosowany byª ju» w astronomii w latach siedemdziesi¡-
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tych XX wieku, a obecnie znany jest pod nazw¡ RLA (ang. Richardson�Lucky
Algorithm) [296, 379] lub jako EMML (ang. Expectation-Maximization Maximum

Likelihood) [43, 248, 400]. Natomiast algorytm multiplikatywny minimalizuj¡cy
odlegªo±¢ euklidesow¡ to algorytm ISRA (ang. Image Space Reconstruction Al-

gorithm) [100], zaproponowany w 1986 roku przez Daube-Witherspoona i Mueh-
llehnera do rekonstrukcji obrazu pozytronowej tomogra�i emisyjnej. Prace Lee
i Seunga nie wniosªy zatem nowych rozwi¡za« do teorii algorytmów, a jedynie
pokazaªy, »e zadanie nieujemnej faktoryzacji macierzy mo»na rozwi¡za¢ znacznie
pro±ciej ni» dotychczas s¡dzono. Ponadto, ujawniªy ogromny potencjaª metody
NMF w uczeniu maszyn i rozwi¡zywaniu problemów sztucznej inteligencji.

W pierwszych latach ubiegªego dziesi¦ciolecia model NMF rozwijaª si¦ gªównie
w kierunku nast¦puj¡cych zastosowa«: rozpoznawania i klasy�kacji obrazów twa-
rzy [41, 126, 163�166, 267, 454], grupowania danych [457], klasy�kacji obrazów po-
zytronowej tomogra�i emisyjnej [1, 261], analizy i klasy�kacji dokumentów teksto-
wych [330, 343, 346, 461], separacji widm spektralnych [152, 359, 385�387], analizy
ekspresji genów [38, 228, 374], a tak»e transkrypcji muzyki [405, 407]. W pracach
tych stosowano gªównie algorytmy multiplikatywne, podstawowe lub w wersjach
zmody�kowanych, np. uwzgl¦dniaj¡cych w funkcji celu dodatkowe czªony kary lub
regularyzuj¡ce. W ten sposób uzyskiwano, poza nieujemno±ci¡, równie» inne cechy
faktorów, takie jak rzadko±¢, gªadko±¢, ortogonalno±¢ oraz niezale»no±¢. Spo±ród
wielu takich mody�kacji najcz¦±ciej spotyka si¦ w literaturze odwoªania do nast¦-
puj¡cych algorytmów: NNSC [194], SCNMF [195], LNMF [126, 267], FNMF [454],
DNMF [473], GNMF [47], nsNMF [344] oraz algorytmy Dinga (ONMF, Uni-NMF,
Tri-NMF, wypukªy NMF) [110, 113]. Kolejn¡ grup¦ algorytmów multiplikatyw-
nych stanowi¡ algorytmy minimalizuj¡ce inne miary rozbie»no±ci, np. dywergencj¦
Csiszára [71, 74, 82, 87], Bregmana [107], β [236] oraz Itakura�Saito [128, 130].

Ró»ne zastosowania modelu NMF oraz wady algorytmów multiplikatywnych
staªy si¦ motywacj¡ do powstania licznej grupy algorytmów niemultiplikatywnych.
Do najwa»niejszych (wedªug liczby cytowa« w Google Scholar) nale»y zaliczy¢:
algorytm Hoyera [195], rzutowania gradientu zaproponowany przez C. Lina [280],
quasi-Newtona [495] oraz jego mody�kacje [220, 497], HALS [84] lub RRI [189],
zbiorów aktywnych [223], projekcyjny Barzilai�Borweina [171], BPP [225] oraz
CBGP [31].

W kolejnym etapie rozwoju pojawiªy si¦ zªo»one modele NMF, np. splotowy
[12, 405, 406], trójczªonowy [110, 113, 344, 469, 470], wielowarstwowy [78, 80],
wa»ony [163, 166, 232, 298, 518], j¡drowy [40, 259, 275], a�niczny [254], a tak»e
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symetryczny [55, 181, 269, 292, 439, 447] jako szczególny przypadek modelu pod-
stawowego.

Modelem zªo»onym rozszerzaj¡cym podstawowy model NMF do dekompozy-
cji nieujemnego i wielowymiarowego tensora jest NTF, który jest szczególnym
przypadkiem modelu PARAFAC lub CANDECOMP [53, 173]. Z kolei, PARA-
FAC jest szczególnym przypadkiem dekompozycji Tuckera [435, 436], która znana
byªa ju» w latach sze±¢dziesi¡tych XX wieku. Algorytmy multiplikatywne dla me-
tody NTF zostaªy zaproponowane przez Shashua, Hanzana i Polaka [176, 397]
w pracach, które ukazaªy si¦ w 2005 roku. Podobnie jak NMF, NTF rozwija
si¦ równie» bardzo intensywnie, motywowany wieloma istotnymi zastosowaniami
[133, 136, 183, 224, 235, 319, 398].

Obszerny przegl¡d algorytmów stosowanych do omawianych fakotryzacji znaj-
duje si¦ w [19, 85, 89, 413].

W ostatnich kilku latach mo»na dostrzec jeszcze silniejszy wzrost zaintereso-
wania metodami NMF i NTF. Liczba artykuªów dotycz¡cych metody NMF lub
NTF, publikowanych w czasopismach i materiaªach znanych konferencji, ro±nie
w tempie wykªadniczym, a liczba cytowa« artykuªów Lee i Seunga przekroczyªa
4500 wedªug Google Scholar (stan z marca 2014).





2. Podstawowe funkcje celu

Funkcja celu D(Y ||AX), wyst¦puj¡ca w algorytmie naprzemiennej minima-
lizacji, powinna by¢ tak sformuªowana, aby wyra»aªa miar¦ rozbie»no±ci mi¦dzy
macierzami Y i AX. Miara ta mo»e by¢ de�niowana przez odlegªo±¢ mi¦dzy
dwoma obiektami w przestrzeni euklidesowej lub przez ró»nic¦ (dywergencj¦)
mi¦dzy rozkªadami prawdopodobie«stw w przestrzeni probabilistycznej. Funk-
cja celu w metodzie NMF powinna by¢ nieujemna i osi¡ga¢ warto±¢ zero, gdy
Y = AX. Je±li jest to miara odlegªo±ci, powinna by¢ ponadto symetryczna, tzn.
D(Y ||AX) = D(AX||Y ), a tak»e speªnia¢ nierówno±¢ trójk¡ta: D(Y ||Q) ≤
D(Y ||Z) + D(Z||Q). Typowymi miarami odlegªo±ci s¡ funkcje odlegªo±ci eukli-
desowej, Mahalanobisa, czy Minkowskiego. Miary dywergencji rozkªadów praw-
dopodobie«stwa generuj¡ pewne topologie na przestrzeni uogólnionych rozkªa-
dów prawdopodobie«stwa, ale nie s¡ metrykami odlegªo±ci ze wzgl¦du na ich
asymetri¦ i niespeªnianie nierówno±ci trójk¡ta. Przykªadowymi statystycznymi
miarami rozbie»no±ci s¡ dywergencje: Kullbacka�Leiblera, Csiszára, Bregmana,
Jensena�Shannona oraz Rényi.

Wybór funkcji celu jest bardzo istotny w praktycznych zastosowaniach, tzn.
wtedy gdy posªugujemy si¦ modelem przybli»onej faktoryzacji (1.3). W takim
przypadku, kryterium wyboru powinno by¢ przede wszystkim warunkowane roz-
kªadem zaburze« modelu, czyli macierz¡ N w (1.3), lub rozkªadem prawdopo-
dobie«stwa danych obserwowanych. Inne czynniki decyduj¡ce o wyborze danej
funkcji celu to rozmiar i wªa±ciwo±ci faktorów (rzadko±¢, gªadko±¢ i rozkªad g¦-
sto±ci prawdopodobie«stwa), zastosowany algorytm optymalizacji, a tak»e koszt
wyznaczania gradientu, hesjanu i jego odwrotno±ci.

Krótko scharakteryzowano najwa»niejsze rodziny miar odlegªo±ci lub dywer-
gencji statystycznych, które stosuje si¦ w ró»nych zastosowaniach metod NMF
i NTF.
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2.1. Odlegªo±¢ euklidesowa

Przyjmuj¡c, »e kolumny macierzy N = [n1, . . . ,nT ] ∈ RI×T w modelu
(1.3) s¡ wektorami zmiennych losowych niezale»nych i o identycznym rozkªa-
dzie gaussowskim ze ±redni¡ µ(nt) = 0 dla t = 1, . . . , T i macierz¡ kowarian-
cji ΣN = σ2NII ∈ RI×I

+ , macierz N mo»e by¢ modelowana ª¡cznym rozkªadem
gaussowskim:

p(N) =
1

((2π)I det{ΣN})T/2
exp

{
−1

2
tr(NTΣ−1

N N)

}
, (2.1)

gdzie σ2N > 0 � wariancja zaburze«.
Poniewa» N = Y −AX, problem estymacji faktorów A i X dla danej ma-

cierzy Y mo»e by¢ wyra»ony za pomoc¡ zadania maksymalizacji funkcji g¦sto±ci
prawdopodobie«stwa (2.1) ze wzgl¦du na macierz A i X.

Wedªug kryterium AIC (ang. Akaike Information Criterion) [2], maksyma-
lizacja funkcji g¦sto±ci prawdopodobie«stwa sprowadza si¦ do znalezienia takich
macierzy A i X, które minimalizuj¡ funkcj¦ AIC = TI − 2 ln p(N). Przyjmuj¡c
D(Y ||AX) , AIC, uzyskuje si¦

D(Y ||AX) = tr
(
(Y −AX)TΣ−1

N (Y −AX)
)
+ const. (2.2)

Dla ΣN = σ2NII ∈ RI×I
+ , funkcja (2.2) sprowadza si¦ do postaci:

D(Y ||AX) =
1

σ2N
||Y −AX||2F + const, (2.3)

gdzie || · ||F oznacza norm¦ Frobeniusa. Poniewa» punkty stacjonarne funkcji (2.3)
nie zale»¡ od wariancji σ2N ani od jej warto±ci staªej, do celów optymalizacji nu-
merycznej przyj¦to uproszczon¡ wersj¦, któr¡ krótko nazwano funkcj¡ odlegªo±ci

euklidesowej:

D(Y ||AX) = ||Y −AX||2F , (2.4)

chocia» de facto jest to funkcja kwadratu odlegªo±ci euklidesowej.
Funkcja (2.4) jest nieujemn¡ funkcj¡ kwadratow¡, symetryczn¡, osi¡ga war-

to±¢ zerow¡ dla Y = AX, speªnia nierówno±¢ trójk¡ta oraz ma regularn¡ i prost¡
struktur¦ macierzy hesjanu. Te wªa±ciwo±ci funkcji oraz fakt, »e najcz¦±ciej spoty-
kane zaburzenia modelu w praktycznych zastosowaniach maj¡ rozkªad gaussowski,
najprawdopodobniej przyczyniªy si¦ do jej du»ej popularno±ci, nie tylko w rozwi¡-
zywaniu zada« nieujemnej faktoryzacji macierzy lub tensora, ale tak»e w wielu
dziedzinach nauki.
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2.2. Dywergencja Csiszára

Dywergencja Csiszára (ang. Csiszar f -divergence) nale»y do rodziny f -dywer-
gencji, która byªa niezale»nie zaproponowana w 1963 roku i rozwijana przez wielu
naukowców, m.in. Csiszára [96, 97], Morimoto [317] oraz Aliego i Silveya [3].
Jest miar¡ rozbie»no±ci mi¦dzy rozkªadami prawdopodobie«stwa P i Q pewnej
rzeczywistej zmiennej losowej X okre±lonej w zbiorze warto±ci Ω i wyra»a si¦
nast¦puj¡co:

DC(P ||Q) =
∑
x∈Ω

q(x)f

(
p(x)

q(x)

)
, (2.5)

gdzie p(x) i q(x) s¡ funkcjami g¦sto±ci prawdopodobie«stwa odpowiednich roz-
kªadów P i Q, natomiast f : [0,∞)→ (−∞,∞) jest funkcj¡ wypukª¡ na zbiorze
(0,∞), ci¡gª¡ w zerze oraz f(1) = 0.

Niech p = [p1, . . . , pN ]T ∈ RN
+ i q = [q1, . . . , qN ]T ∈ RN

+ b¦d¡ sko«czonymi
i dyskretnymi reprezentacjami odpowiednich funkcji g¦sto±ci prawdopodobie«stwa
p(x) i q(x), zatem

DC(p||q) =
N∑

n=1

qnf

(
pn
qn

)
, (2.6)

gdzie pn ≥ 0, qn ≥ 0 dla n = 1, . . . , N . Dla pn = 0 i qn = 0, przyj¦to: 0f
(
0
0

)
= 0,

a gdy pn > 0 i qn = 0, wówczas 0f
(pn

0

)
= limqn→0+ qnf

(
pn
qn

)
= pnf

′(∞).

Z dywergencji Csiszára (2.5) lub (2.6) mo»na wyznaczy¢ wiele innych miar
rozbie»no±ci, de�niuj¡c odpowiednio funkcj¦ f(·). Przykªady podano w tabeli 2.1
dla p i q oraz z = pn

qn
∈ R.

W dalszych rozwa»aniach skupiono si¦ na dywergencji α w kontek±cie jej za-
stosowa« do rozwi¡zywania zada« nieujemnej faktoryzacji.

2.2.1. Dywergencja α

Dywergencja α byªa przedmiotem zainteresowa« wielu wybitnych naukowców,
m.in. Cherno�a [63], Amariego [4], Liese'a i Vajdy [277], Cressie'a i Reada [376],
Minka [308], Taneja [424] oraz Zhu i Rohwera [530]. Obecnie jest stosowana
w wielu dziedzinach nauki. Miara ta byªa równie» szczegóªowo badana przez zespóª
prof. A. Cichockiego [71, 82, 87, 89] z RIKEN Brain Science Institute w Japonii
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Tabela 2.1. Przykªadowe funkcje f(z) i odpowiadaj¡ce im miary rozbie»no±ci dla z = pn
qn

Funkcja f(z) Miara rozbie»no±ci D(P ||Q)

z ln(z) dla z ≥ 0 Dywergencja Kullbacka�Leiblera:
∑
n

pn ln

(
pn
qn

)
|z − 1| Odlegªo±¢ TV:

∑
n

qn

∣∣∣∣pnqn − 1

∣∣∣∣
(z − 1)2 Dywergencja Pearson-χ2:

1

2

∑
n

(pn − qn)
2

qn

(
√
z − 1)2 Odlegªo±¢ Hellingera: 2

∑
n

(√
p
n
−√

q
n

)2
z(zα−1 − 1)

α2 − α
+

1− z

α
Dywergencja α:

∑
n

pn
(pn/qn)

α−1 − 1

α(α− 1)
+
qn − pn

α

w kontek±cie jej zastosowania do zada« nieujemnych faktoryzacji, co doprowadziªo
do powstania rodziny algorytmów dla modeli NMF, NTF i innych podobnych
faktoryzacji. W niniejszym rozdziale ograniczono si¦ jedynie do podania podsta-
wowych wªa±ciwo±ci tej miary rozbie»no±ci.

Niech

D
(α)
A (p||q) =

∑
n

pn
(pn/qn)

α−1 − 1

α(α− 1)
+
qn − pn
α

, (2.7)

dla α ∈ [−∞,+∞] oznacza dywergencj¦ α podan¡ w tabeli 2.1. Funkcja (2.7) jest
wypukªa ze wzgl¦du na p lub q, nieujemna oraz osi¡ga warto±¢ zerow¡ dla p = q.

Rozwa»aj¡c szczególne przypadki tej miary, dla wybranych warto±ci parame-
tru α, uzyskuje si¦ dla:

• α = −1, dywergencj¦ Neyman-χ2 lub odwrotn¡ dywergencj¦ Pearson-χ2:

D
(−1)
A (p||q) = 1

2

∑
n

(pn − qn)2

pn
, (2.8)

• α = 0, dualn¡ dywergencj¦ Kullbacka�Leiblera lub dualn¡ dywergencj¦ I:

D
(0)
A (p||q) = lim

α→0
D

(α)
A (p||q) =

∑
n

qn ln

(
qn
pn

)
+ pn − qn

, DKL(q||p), (2.9)
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• α = 1/2, odlegªo±¢ Hellingera:

D
(1/2)
A (p||q) = 2

∑
n

(
√
pn −

√
qn)

2, (2.10)

• α = 1, uogólnion¡ dywergencj¦ Kullbacka�Leiblera lub dywergencj¦ I:

D
(1)
A (p||q) = lim

α→1
D

(α)
A (p||q) =

∑
n

pn ln

(
pn
qn

)
+ qn − pn

, DKL(p||q), (2.11)

• α = 2, dywergencj¦ Pearson-χ2:

D
(2)
A (p||q) = 1

2

∑
n

(pn − qn)2

qn
. (2.12)

Po przyj¦ciu, »e qn aproksymuje pn w funkcji (2.7) dla n = 1, . . . , N , je±li α →
−∞, qn ≤ pn; gdy α → ∞, qn ≥ pn; gdy α ≤ 0 i pn → 0 ⇒ qn → 0; dla α > 1
oraz pn > 0 ⇒ qn > 0.

2.2.2. Dywergencja Kullbacka�Leiblera

Standardow¡ posta¢ dywergencji Kullbacka�Leiblera (KL) [245] mo»na wyra-

zi¢ jako: DKL(q||p) =
∑

n pn ln
(
pn
qn

)
dla

∑N
n=1 pn =

∑N
n=1 qn = 1. Uogólniona

dywergencja Kullbacka�Leiblera, dana zale»no±ci¡ (2.11), rozszerza standardow¡
posta¢ o czªony normalizuj¡ce i mo»e by¢ stosowana jako miara rozbie»no±ci do-
wolnych ci¡gów liczb pn ≥ 0 i qn ≥ 0 dla n = 1, . . . , N .

Podobnie jak dla odlegªo±ci euklidesowej (2.4) pomi¦dzy macierzami Y i AX
a rozkªadem gaussowskim macierzy N istnieje równie» zwi¡zek mi¦dzy uogól-
nion¡ dywergencj¡ KL i rozkªadem prawdopodobie«stwa opisuj¡cym obserwacje.
Zakªadaj¡c, »e elementy {yit} macierzy Y s¡ realizacjami zmiennych losowych
{Yit} o rozkªadzie Poissona, a elementy macierzy AX s¡ ±rednimi tych zmien-
nych, zatem ∀i, t : yit ∼ Poisson(Yit;λit), gdzie λit = E{Yit} =

∑J
j=1 aijxjt.

�¡czny rozkªad prawdopodobie«stwa dla macierzy Y przyjmuje posta¢:

p(Y = Y |AX) =
I∏

i=1

T∏
t=1

λyitit

yit!
exp(−λit). (2.13)
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Stosuj¡c kryterium AIC do rozkªadu (2.13) oraz wzór Stirlinga, uzyskuje si¦:

D(Y ||AX) = TI − 2 ln p(Y = Y |AX)

= 2
∑
i,t

(λit − yit ln(λit) + ln(yit!)) + TI

= 2
∑
i,t

(
λit + yit ln

(
yit
λit

)
− yit +O(log(yit))

)
+ TI

= 2DKL(Y ||AX) + const, (2.14)

gdzie

DKL(Y ||AX) =
∑
i,t

yit ln

(
yit∑J

j=1 aijxjt

)
+

J∑
j=1

aijxjt − yit (2.15)

jest uogólnion¡ dywergencj¡ KL wedªug (2.11), która aproksymuje nieujemn¡
macierz Y nieujemnym estymatorem AX. Zagadnienie maksymalizacji rozkªadu
Poissona przez minimalizacj¦ uogólnionej dywergencji KL jest dobrze znane i wy-
st¦puje, np. w problematyce rekonstrukcji obrazów tomogra�cznych, zwªaszcza
w pozytronowej tomogra�i emisyjnej [127, 248]. W metodzie NMF problem mini-
malizacji uogólnionej dywergencji KL pojawiª si¦ po raz pierwszy w pracach Lee
i Seunga [257, 258].

2.2.3. Model Tweedie dla dywergencji α

Rozwa»ania przedstawione w rozdziale 2.2.2 pokazaªy, »e uogólniona dywer-
gencja KL jest optymaln¡ miar¡ rozbie»no±ci pomi¦dzy macierz¡ Y a AX, je±li
elementy macierzy Y modelowane s¡ rozkªadem Poissona. Rodzi si¦ wi¦c pyta-
nie, jaki jest zwi¡zek dywergencji α we wzorze (2.7) z rozkªadem zaburze« N
w modelu (1.3) lub rozkªadem elementów macierzy Y ? Odpowiedzi na tak posta-
wione pytanie mo»na szuka¢, analizuj¡c model Tweedie [215, 437] i jego zwi¡zek
z dywergencj¡ α.

Model Tweedie lub model dyspersji [409] z parametrami: pozycji (ang. location
parameter) µ i dyspersji (ang. dispersion parameter) σ2, opisuje rodzin¦ rozkªadów
eksponencjalnych, których funkcje g¦sto±ci prawdopodobie«stwa mo»na przedsta-
wi¢ jako:

p(y;µ, σ2) = a(y, σ2) exp

{
− 1

2σ2
d(y;µ)

}
, (2.16)
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gdzie y ∈ C, µ ∈ Ω , σ2 > 0, a ≥ 0 jest wspóªczynnikiem skaluj¡cym, niezale»nym
od µ, a d(y;µ) jest funkcj¡ jednostkowego odchylenia (ang. unit deviance). Funk-
cja d(y;µ) musi speªnia¢ nast¦puj¡ce wªa±ciwo±ci: d(y; y) = 0 dla ∀y ∈ Ω oraz
d(y;µ) > 0 dla ∀y ̸= µ.

Niech Z oznacza zmienn¡ losow¡ o zªo»onym rozkªadzie Poissona (ang. com-

pound Poisson), czyli

Z =
N∑

n=1

Xn,

gdzie N ∼ Poisson(λ) oraz Xn ∼ Gamma(µG, σ
2
G). Mo»na wykaza¢ [119, 215,

409], »e rozkªad zmiennej losowej Z mo»e by¢ równie» opisany modelem Tweedie,
tzn. Z ∼ Tweediep(µ, σ2), z funkcj¡ d(y;µ) wyra»on¡ zale»no±ci¡:

d(y;µ) = 2

(
y2−p

(1− p)(2− p)
− yµ1−p

1− p
+
µ2−p

2− p

)
(2.17)

dla p ∈ [−∞, 0] ∪ (1, 2) ∪ (2,+∞], gdzie:

p =
1 + 2σ2G
1 + σ2G

, µ = λµG, σ2 =
λ1−pµ2−p

G

2− p
.

Zale»no±¢ (2.17) mo»na przeksztaªci¢ do postaci:

d(y;µ) = 2µ1−p

(
y2−pµ−(1−p)

(1− p)(2− p)
− y

1− p
+

µ

2− p

)

= 2µ1−p

(
y
(y/µ)1−p − 1

(1− p)(2− p)
+
µ− y
2− p

)
. (2.18)

�atwo zauwa»y¢, »e d(y;µ) = 2µ1−pDα
A(y||µ), gdzie Dα

A(y||µ) jest dywergencj¡ α
(wedªug tabeli 2.1) z parametrem α = 2− p. Dla p = 3/2 uzyskuje si¦:

d(y;µ) = 2

(
−4√y + 2

y
√
µ
+ 2
√
µ

)
=

4
√
µ
(
√
y −√µ)2 = 2

√
µ
D

(1/2)
A (y||µ), (2.19)

gdzie D(1/2)
A (y||µ) jest odlegªo±ci¡ Hellingera wyra»on¡ przez zale»no±¢ (2.10).



42 Rozdziaª 2

Je±li p = 0, model (2.16) opisuje rozkªad normalny zmiennej losowej y, a funk-
cja jednostkowego odchylenia sprowadza si¦ do postaci:

d(y;µ) = (y − µ)2 = 2µD
(2)
A (y||µ), (2.20)

gdzie D(2)
A (y||µ) jest dywergencj¡ Pearson-χ2, dan¡ zale»no±ci¡ (2.12). Gdy p = 3,

model Tweedie wyra»a odwrotny rozkªad gaussowski z funkcj¡:

d(y;µ) =
(y − µ)2

yµ2
= 2µ−2D

(−1)
A (y||µ), (2.21)

gdzie D(−1)
A (y||µ) jest dywergencj¡ Neyman-χ2.

Dla p = 1 lub p = 2, funkcja (2.17) jest osobliwa i podobnie jak dla (2.9)
i (2.11) musi by¢ wyznaczona w granicy. Z literatury [119, 409] wiadomo, »e dla
p = 1 model Tweedie opisuje rozkªad Poissona zmiennej losowej y, a funkcja
d(y;µ) ma posta¢:

d(y;µ) = 2

(
y ln

(
y

µ

)
− y + µ

)
= 2DKL(y||µ), (2.22)

gdzie DKL(y||µ) jest uogólnion¡ dywergencj¡ KL, zgodnie z (2.11). Je±li p = 2,
model Tweedie okre±la rozkªad Gamma [119, 409], a odpowiadaj¡ca funkcja jed-
nostkowego odchylenia ma posta¢:

d(y;µ) = 2

(
ln

(
µ

y

)
+
y

µ
− 1

)
= 2µ−1DKL(µ||y), (2.23)

gdzie DKL(µ||y) jest dualn¡ wersj¡ uogólnionej dywergencji KL.

Tabela 2.2. Zale»no±¢ mi¦dzy uogólnion¡ dywergencj¡ α a modelem Tweedie

α Miara rozbie»no±ci p Rozkªad Tweedie

−1 Dywergencja Neyman-χ2 3 Odwrotny gaussowski

0 Dualna uogólniona dywergencja KL 2 Gamma

1
2

Odlegªo±¢ Hellingera 3
2

Zªo»ony Poissona

1 Uogólniona dywergencja KL 1 Poissona

2 Dywergencja Pearson-χ2 0 Gaussowski
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Zakªadaj¡c, »e czynnik µ1−p jest jedynie parametrem skaluj¡cym wariancj¦
w modelu (2.16), podane rozwa»ania pokazuj¡ relacj¦ mi¦dzy parametrem α funk-
cji (2.7) a rozkªadem prawdopodobie«stwa zmiennych losowych w macierzy Y .
Zwi¡zki te podano w tabeli 2.2.

2.3. Dywergencja Bregmana

Dywergencja Bregmana [35], podobnie jak dywergencja Csiszára, tworzy ro-
dzin¦ znanych miar rozbie»no±ci i mo»e by¢ stosowana jako miara rozbie»no±ci
mi¦dzy wektorami, rozkªadami g¦sto±ci prawdopodobie«stwa lub funkcjami.

Mo»na j¡ równie» opisa¢ modelem eksponencjalnych rozkªadów. Jest stoso-
wana w wielu dziedzinach nauki. Dhillon i Sra [107], korzystaj¡c z tej miary
rozbie»no±ci, zaproponowali multiplikatywne algorytmy do rozwi¡zywania zada«
nieujemnej faktoryzacji macierzy. W niniejszej monogra�i miara ta zastosowana
jest do oceny rozbie»no±ci mi¦dzy wektorami.

Dla danych wektorów p, q ∈ RN oraz ±ci±le wypukªej funkcji ϕ : RN → R
klasy C1, standardowa dywergencja Bregmana [35] ma posta¢:

Dϕ(p||q) = ϕ(p)− ϕ(q)− (p− q)T∇ϕ(q), (2.24)

gdzie ∇ϕ(q) jest gradientem funkcji ϕ(·) w punkcie q.
Zamieniaj¡c skªadniki w (2.24), uzyskuje si¦:

ϕ(p) = ϕ(q) + (p− q)T∇ϕ(q) +Dϕ(p||q). (2.25)

�atwo zauwa»y¢, »e dywergencja Bregmana jest reszt¡ szeregu Taylora roz-
wini¦cia pierwszego stopnia funkcji ϕ(·) wzgl¦dem punktu q. Miara (2.24) jest
nieujemna, wypukªa wzgl¦dem p, ale niekoniecznie wzgl¦dem q, a tak»e Dϕ(p||q)
= 0, je±li p = q.

W zale»no±ci od de�nicji funkcji ϕ(·) uzyskuje si¦ wiele znanych miar rozbie»-
no±ci lub odlegªo±ci. Przykªadowe funkcje ϕ(·) i odpowiadaj¡ce im miary rozbie»-
no±ci znajduj¡ si¦ w tabeli 2.3.

2.3.1. Dywergencja β

Pierwsze wzmianki o dywergencji β pochodz¡ z materiaªów seminaryjnych
Eguchiego i Kano [122], wygªoszonych w 2001 roku w Institute of Statistical Ma-

thematics (ISM) w Tokio. Nast¦pnie Minami i Eguchi [306] pokazali, »e miara ta
mo»e by¢ bardzo efektywna w ±lepej separacji sygnaªów. Dywergencja ta znalazªa
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Tabela 2.3. Funkcje ϕ(z) i odpowiadaj¡ce im miary rozbie»no±ci

Funkcja ϕ(z) Miara rozbie»no±ci D(p||q)

z ln(z) dla z ≥ 0 Uogólniona dywergencja KL:
∑
n

pn ln

(
pn
qn

)
− pn + qn

− ln(z) dla z ≥ 0 Dywergencja Itakura�Saito:
∑
n

ln

(
qn
pn

)
+
pn
qn

− 1

1
2
z2 Kwadrat odlegªo±ci euklidesowej:

1

2
||p− q||22

1
2

∑
m,n zmwmnzn Kwadrat odlegªo±ci Mahalanobisa:

1

2
||p− q||2W

równie» liczne zastosowania w metodzie NMF. Kompass [236], stosuj¡c pewn¡
mody�kacj¦ tej miary, przedstawiª multiplikatywny algorytm, ª¡cz¡cy dwa pod-
stawowe algorytmy zaproponowane przez Lee i Seunga [257, 258]. W rozdziale
szóstym monogra�i [89] mo»na odnale¹¢ projekcyjne algorytmy Newtona, które
minimalizuj¡ dywergencj¦ β. Févotte i Idier [130] rozszerzyli grup¦ algorytmów
multiplikatywnych dla dywergencji β o dodatkowe dwa, bazuj¡ce na zagadnie-
niu minimalizacji tzw. funkcji majoryzacji i maksymalizacji korekty pomocniczej
funkcji kosztu. Rozwa»ania teoretyczne na temat zwi¡zku dywergencji Bregmana
i β w kontek±cie zastosowania do metody NMF znajduj¡ sie w [184]. Dywergencja
β jest równie» stosowana do estymacji faktorów w metodzie NTF, np. w [87, 134].
Cichocki i Amari [70, 72] sformuªowali now¡ klas¦ dywergencji AB, która ª¡czy
dywergencje α i β, a tak»e zaproponowali nowe algorytmy multiplikatywne dla
nieujemnej faktoryzacji macierzy, minimalizuj¡ce dywergencj¦ AB.

Dywergencja β jest szczególnym przypadkiem dywergencji Bregmana. Je±li
funkcja ϕ w (2.24) zostanie zde�niowana jako:

ϕ(z) =


1

β(β+1)

(
zβ+1 − (β + 1)z + β

)
dla β ∈ R\{−1, 0}

z − ln(z)− 1, z ≥ 0 dla β = −1
z ln(z)− z + 1, z ≥ 0 dla β = 0

(2.26)

to dla pn, qn ≥ 0 uzyskuje si¦ dywergencj¦ β:

D
(β)
B (p||q) =



∑
n

pβ+1
n − qβ+1

n

β(β + 1)
− qβn(pn − qn)

β
dla β ∈ R\{−1, 0}∑

n

ln

(
qn
pn

)
+
pn
qn
− 1 dla β = −1∑

n

pn ln

(
pn
qn

)
− pn + qn dla β = 0

(2.27)
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Dywergencja β, podobnie jak dywergencja α, ª¡czy w sobie wiele znanych miar
rozbie»no±ci lub odlegªo±ci, takich jak uogólniona dywergencja KL oraz odlegªo±¢
euklidesowa. Jest to funkcja parametru β, co oznacza mo»liwo±¢ parametrycz-
nej adaptacji miary rozbie»no±ci do rozkªadu zaburze« N w modelu (1.3) lub
rozkªadu g¦sto±ci prawdopodobie«stwa danych obserwowanych. Jak ªatwo zauwa-
»y¢, dywergencja β w (2.27) dla β = 0 jest uogólnion¡ dywergencj¡ KL, czyli

D
(0)
B (p||q) = DKL(p||q). Je±li β = 1, uzyskuje si¦ kwadrat odlegªo±ci euklideso-

wej: D(1)
B (p||q) = 1

2

∑
n(pn − qn)2 =

1
2 ||p− q||22. Dla β = −1, funkcja D(−1)

B (p||q)
sprowadza si¦ do dywergencji Itakura�Saito (IS) [205], podanej w tabeli 2.3.

Miara IS jest szczególnie przydatna dla percepcyjnej oceny dopasowania
widma g¦sto±ci mocy sygnaªu rekonstruowanego do widma jego oryginaªu. Miara
ta jest niezmiennicza ze wzgl¦du na amplitud¦ widma, co jest szczególnie istotne
dla oceny spektrogramów sygnaªów akustycznych o du»ej dynamice i szerokim pa-
±mie. Ze wzgl¦du na te wªa±ciwo±ci, miara IS jest równie» stosowana w metodzie
NMF, np. do ±lepej separacji widm sygnaªów akustycznych [128, 336].

2.3.2. Model Tweedie dla dywergencji β

Dywergencj¦ β dla β ∈ R\{−1, 0} mo»na przeksztaªci¢ do postaci:

D
(β)
B (p||q) =

∑
n

pβ+1
n − qβ+1

n

β(β + 1)
− qβn(pn − qn)

β

=
∑
n

pβ+1
n

β(β + 1)
− pnq

β
n

β
+
qβ+1
n

β + 1
. (2.28)

Po podstawieniu β = 1− p do (2.28) otrzymuje si¦:

D
(β)
B (p||q) =

∑
n

p2−p
n

(1− p)(2− p)
− pnq

1−p
n

1− p
+
q2−p
n

2− p

=
1

2

∑
n

d(pn; qn), (2.29)

gdzie d(pn; qn) dla pn = y i qn = µ jest funkcj¡ jednostkowego odchylenia w mo-
delu Tweedie, która wyra»a si¦ zale»no±ci¡ (2.17) dla p ∈ [−∞, 0]∪(1, 2)∪(2,+∞].
Dla β = 0 oraz β = −1, funkcja d(pn; qn) przyjmuje odpowiednio posta¢ (2.22)
oraz (2.23).
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Tabela 2.4. Zale»no±¢ mi¦dzy uogólnion¡ dywergencj¡ β a modelem Tweedie

β Miara rozbie»no±ci p Rozkªad Tweedie

−2 D
(−2)
B (p||q) 3 Odwrotny gaussowski

−1 Dywergencja IS 2 Gamma

(−1, 0) D
(β)
B (p||q) (1, 2) Zªo»ony Poissona

0 Uogólniona dywergencja KL 1 Poissona

1 Kwadrat odlegªo±ci euklidesowej 0 Gaussowski

Z tego wynika, »e minimalizacja dywergencji β dla dowolnej warto±ci para-
metru β odpowiada maksymalizacji odpowiedniej funkcji rozkªadu g¦sto±ci praw-
dopodobie«stwa danych obserwowanych. Znak sumy w (2.29) oznacza, »e odpo-
wiednia funkcja rozkªadu (g¦sto±ci) prawdopodobie«stwa jest funkcj¡ ª¡czn¡, tzn.
modeluje wielowymiarowy charakter rozkªadu.

Podane rozwa»ania pokazuj¡, »e zwi¡zek mi¦dzy warto±ci¡ parametru β w dy-
wergencji β a rozkªadem g¦sto±ci prawdopodobie«stwa opisuj¡cego zmienne lo-
sowe w Y lub N (dla odlegªo±ci euklidesowej) mo»na do±¢ ªatwo okre±li¢. Nale»y
równie» wspomnie¢, »e w przypadku dywergencji β, wariancja modelu Tweedie nie
jest skalowana, tak jak dla dywergencji α. Model Tweedie ma zatem ªatwiejsz¡
interpretacj¦. Podobnie jak dla dywergencji α, przykªadowe zale»no±ci podano
w tabeli 2.4.

2.4. Inne funkcje celu

W podanych rozwa»aniach przedstawiono krótki przegl¡d przez fundamen-
talne i najbardziej znane miary odlegªo±ci lub rozbie»no±ci, które s¡ stosowane do
rozwi¡zywania zada« nieujemnej faktoryzacji macierzy i tensorów. Zagadnienia
te b¦d¡ jeszcze poruszane w niniejszej monogra�i w kontek±cie algorytmów opty-
malizacji lub zastosowa«. Obszerne omówienie miar odlegªo±ci lub rozbie»no±ci
stosowanych w nieujemnych faktoryzacjach mo»na odnale¹¢ w drugim rozdziale
ksi¡»ki [89].

Nale»y równie» wspomnie¢, »e istniej¡ tak»e inne, nietypowe funkcje celu
stosowane w omawianych zagadnieniach. Przykªadowo, Sandler i Lindenbaum
[388, 389] zastosowali do metody NMF miar¦ EMD (ang. Earth Mover's Di-

stance), która jest bardzo skuteczna w ocenie podobie«stwa obrazów z lokal-
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nymi deformacjami lub rozmyciem scen (ang. blurring). Miara ta, znana równie»
jako metryka Wassersteina, okre±la podobie«stwo rozkªadów prawdopodobie«stw,
zwªaszcza wyra»onych przez wielowymiarowe histogramy.

Miary analizowane w niniejszym rozdziale dotycz¡ jedynie zwi¡zku macierzy
obserwowanej Y z macierz¡ estymowan¡ AX. Je±li dost¦pna jest dodatkowa in-
formacja o charakterze estymowanych faktorów, funkcja celu okre±laj¡ca zwi¡zek
mi¦dzy Y a AX zwykle ulega rozszerzeniu o dodatkowe czªony, tzw. czªony kary
lub czªony regularyzuj¡ce. Te zagadnienia b¦d¡ omawiane w nast¦pnym rozdziale.





3. Podstawy teoretyczne

Metoda NMF, pomimo swej du»ej elastyczno±ci w dostosowaniu do danego
zadania, ma te» pewne ograniczenia. Wªa±ciwy wybór odpowiedniego modelu
faktoryzacji, funkcji celu, algorytmu optymalizacji tej funkcji, a tak»e metod ini-
cjalizacji i zatrzymania procedur iteracyjnych nie jest zadaniem ªatwym i wy-
maga znajomo±ci podstaw teoretycznych metody NMF. W niniejszym rozdziale
omówiono wybrane zagadnienia problemu niejednoznaczno±ci faktorów w modelu
NMF oraz sposoby wyboru po»¡danego rozwi¡zania.

3.1. Niejednoznaczno±¢ nieujemnej faktoryzacji
macierzy

Model faktoryzacji (1.1) w ogólnym przypadku nie okre±la faktorów A i X
jednoznacznie. Mog¡ wi¦c istnie¢ takie Ā ∈ RI×J

+ i X̄ ∈ RJ×T
+ , które speªniaj¡

zale»no±¢ Y = ĀX̄ dla Ā ̸= A i X̄ ̸= X. Wynika z tego, »e

Y = AX = AQQ−1X = ĀX̄, (3.1)

gdzie Ā = AQ i X̄ = Q−1X oraz Q ∈ RJ×J � macierz niejednoznaczno±ci. Je±li
rank(A) = rank(X) = rank(Y ) = J , to span(A) = span(Y ) = span(Ā). Wynika
st¡d wniosek, »e wektory kolumnowe macierzy A i Ā okre±laj¡ baz¦ dla tej samej
przestrzeni, a wi¦cQ ∈ RJ×J jest macierz¡ przesuni¦cia bazy lub macierz¡ rotacji,
dla której rank(Q) = J .

Zadanie okre±lenia zbioru wszystkich klas macierzy Q, dla których speªniona
jest zale»no±¢ (3.1), jest bardzo trudne i zale»ne od wªa±ciwo±ci macierzy Y . Jed-
nak»e nietrudno zauwa»y¢, »e to»samo±¢ (3.1) jest speªniona dla co najmniej jednej
klasy macierzy, tzw. skalowanej macierzy permutacyjnej. Wedªug [253, 307], je±li
nieujemna macierz nale»y do tej klasy, jej odwrotno±¢ jest zawsze nieujemna. Tak
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wi¦c, niejednoznaczno±ci skali i permutacji w faktorach s¡ podstawowymi cechami
przyj¦tego modelu. Aby usun¡¢ takie niejednoznaczno±ci, konieczna jest wiedza
a priori o uporz¡dkowaniu i skalowaniu wektorów kolumnowych w macierzy A
lub wektorów wierszowych w macierzy X. Przyj¦to wi¦c nast¦puj¡c¡ de�nicj¦
jednoznaczno±ci modelu NMF:

De�nicja 3.1. Przyjmuje si¦, »e faktory A i X otrzymane w wyniku nieujemnej

faktoryzacji macierzy Y s¡ jednoznaczne, je±li ich niejednoznaczno±¢ ograniczona

jest tylko do skalowania i permutacji kolumn w A i odpowiednio wierszy w X.

Niejednoznaczno±¢ skali i permutacji estymowanych macierzy wyst¦puje
w wielu problemach ±lepej separacji ¹ródeª i w praktyce zwykle nie stanowi
istotnego utrudnienia. Jednak istnienie tych niejednoznaczno±ci nie pozostaje bez
wpªywu na iteracyjny proces estymacji faktorów.

Niejednoznaczno±¢ permutacji powoduje, »e funkcja celu klasy C1 ma wiele
globalnych minimów, a wi¦c taka funkcja nie mo»e by¢ wypukªa w caªym ob-
szarze rozwi¡za« dopuszczalnych. Wynika st¡d konkluzja, »e ka»da funkcja celu
(nawet odlegªo±¢ euklidesowa) minimalizowana naprzemiennie wedªug algorytmu
(1.8) jest niewypukªa jednocze±nie wzgl¦dem obu faktorów A i X. Wypukªo±¢
funkcji celu mo»na jedynie analizowa¢ wzgl¦dem jednego z faktorów, przy drugim
ustalonym jako zbiór parametrów.

Minimalizacja niewypukªej funkcji celu metodami gradientowymi nie gwaran-
tuje znalezienia rozwi¡zania po»¡danego, tzn. jednego z wielu minimów global-
nych. Co wi¦cej, z powodu wyst¦powania równie» innych niejednoznaczno±ci, funk-
cja celu mo»e mie¢ ró»ne minima lokalne oraz punkty przegi¦cia, a to oznacza,
»e naprzemienna minimalizacja mo»e utkn¡¢ w jednym z punktów stacjonarno±ci,
który jest daleki od rozwi¡zania po»¡danego. Aby minimalizowa¢ takie ryzyko
nale»y, oprócz wªa±ciwego wyboru algorytmu numerycznego i metody inicjalizacji
faktorów, równie» ªagodzi¢ wpªyw niejednoznaczno±ci skali na proces minimaliza-
cji naprzemiennej.

3.1.1. Normalizacja faktorów

Niech Q = D, gdzie D = diag(d1, . . . , dJ) ∈ RJ×J
+ , b¦dzie diagonaln¡ macie-

rz¡ o nieujemnych elementach. Je±li ∀j : 0 < dj < ∞, rank(D) = J i macierz
Y pozostaje niezmiennicza wzgl¦dem Q. W wyniku kolejnych kroków naprze-
miennej minimalizacji funkcji celu mo»e jednak zdarzy¢ si¦, »e ∃j : dj → 0, czyli
przeksztaªcenia liniowe QA : A → Ā i QX : X → X̄ nie s¡ odwracalne. Je±li
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∃j : āj → 0⇒ rank(Ā) < J , a z kolei x̄j →∞, wywoªuj¡c numeryczn¡ niestabil-
no±¢ algorytmów aktualizacji macierzy X. Analogiczna sytuacja mo»e wyst¡pi¢
dla dj → ∞. Aby unikn¡¢ zªego skalowania i w konsekwencji niestabilno±ci nu-
merycznej, mo»na po ka»dym kroku naprzemiennej minimalizacji normalizowa¢
kolumny w A lub wiersze w X. Zwykle po ka»dym kroku aktualizacji macierzy
A przyjmuje si¦ nast¦puj¡ce normalizacje:

A← ADA, X ←D−1
A X, (3.2)

gdzie

DA = diag{||a1||−1
p , ||a2||−1

p , . . . , ||aJ ||−1
p }, (3.3)

dla p ∈ [0,∞] oraz ∀j : ||aj ||p > 0. Natomiast po aktualizacji macierzy X nor-
malizacja ma posta¢:

A← AD−1
X , X ←DXX, (3.4)

gdzie

DX = diag{||x1||−1
p , ||x2||−1

p , . . . , ||xJ ||−1
p } dla ∀j : ||xj ||p > 0. (3.5)

Po uwzgl¦dnieniu normalizacji (3.2) i (3.4), algorytm naprzemiennej estymacji
faktorów (algorytm 1 w rozdz. 1) ma posta¢ algorytmu 2.

W zale»no±ci od zastosowania parametr p okre±laj¡cy norm¦ w (3.3) i (3.5)
mo»e przybiera¢ ró»ne warto±ci z zakresu [0,∞]. Je±li p = 2, normalizacja za-
pewnia jednostkowe dªugo±ci wektorów wedªug normy euklidesowej. Najcz¦±ciej
jednak p = 1, czyli normalizacja do jednostkowych norm l1. Taka normalizacja fa-
woryzuje rzadkie elementy w wektorach. Ma te» ªatw¡ interpretacj¦ statystyczn¡,
poniewa» elementy tak znormalizowanego nieujemnego wektora mog¡ wyra»a¢
pewne prawdopodobie«stwo.

Normalizacja faktorów nie zawsze ma posta¢ �dwustronnego� skalowania (3.2)
i (3.4). Mo»e by¢ równie» zrealizowana w znacznie uproszczonej formie, np.
stosuj¡c normalizacj¦ A ← ADA tylko po aktualizacji macierzy A. Oczywi-
±cie takie podej±cie zmienia warto±¢ funkcji celu i utrudnia jej optymalizacj¦,
ale nie zmienia kierunków wektorów kolumnowych w A. Badania eksperymen-
talne [89, 112, 225, 395, 461] pokazuj¡, »e takie � jednostronne� skalowanie jest
wystarczaj¡ce do ekstrakcji po»¡danych komponentów ukrytych w wielu zastoso-
waniach modelu NMF.
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Algorytm 2. Algorytm naprzemiennej estymacji znormalizowanych

faktorów

Wej±cie: Y ∈ RI×T , J � rz¡d faktoryzacji, p � parametr metryki
normalizacji faktorów

Wyj±cie: Estymowane faktory Â i X̂

1 Inicjalizacja: A(0) ∈ RI×J
+ i X(0) ∈ RJ×T

+ ; n = 0;
2 repeat

3 n← n+ 1;

4 A(n) ← AlgorytmA(Y ,A(n−1),X(n−1)) ; // Aktualizacja faktora A

5 D
(n)
A = diag{||a(n)

1 ||−1
p , ||a(n)

2 ||−1
p , . . . , ||a(n)

J ||−1
p };

6 A(n) ← A(n)D
(n)
A , X(n−1) ← (D

(n)
A )−1X(n−1) ; // Normalizacja

7 X(n) ← AlgorytmX(Y ,A(n),X(n−1)) ; // Aktualizacja faktora X

8 D
(n)
X = diag{||x(n)

1 ||−1
p , ||x(n)

2 ||−1
p , . . . , ||x(n)

J ||−1
p } ;

9 A(n) ← A(n)(D
(n)
X )−1, X(n) ←D

(n)
X X(n) ; // Normalizacja

10 until Kryterium zatrzymania jest speªnione;

Ding, Li i Peng [112] pokazali jeszcze inn¡ posta¢ normalizacji faktorów w mo-
delu NMF, przyj¦to bowiem:

Y = AX = ADAD
−1
A D−1

X DXX = ĀDX̄, (3.6)

gdzie Ā = ADA, X̄ = DXX oraz D = diag[dj ] = D−1
A D−1

X dla DA i DX

wyra»onych odpowiednio przez (3.3) i (3.5), gdy p = 1. Z zale»no±ci (3.6) wynika,
»e ∀j :

∑I
i=1 āij = 1 oraz ∀j :

∑T
t=1 x̄jt = 1. Je±li macierz Y jest znormalizowana,

tak aby
∑I

i=1

∑T
t=1 yit = 1, to 1 =

∑I
i=1

∑T
t=1

∑J
j=1 āijdj x̄jt =

∑J
j=1 dj . Te

przeksztaªcenia pokazuj¡, »e NMF z normalizacj¡ wedªug (3.6) i dla p = 1 jest
modelowo równowa»na metodzie PLSI (ang. Probabilistic Latent Semantic Inde-

xing) [193], stosowanej w analizie dokumentów tekstowych. Jednak eksperymenty
przeprowadzone w [112] pokazuj¡, »e metody PLSI i NMF daj¡ ró»ne wyniki, po-
niewa» wykazuj¡ zbie»no±¢ do ró»nych lokalnych minimów funkcji celu, pomimo
tej samej inicjalizacji.

Niejednoznaczno±ci skali i permutacji nie s¡ jedynymi niejednoznaczno±ciami
w modelu NMF. W wielu zastosowaniach wybór wªa±ciwego spo±ród zbioru mo»-
liwych rozwi¡za« musi by¢ wspomagany dodatkow¡ informacj¡ a priori o charak-
terze poszukiwanych faktorów. Problem ten pokazano na przykªadzie 3.1.
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Przykªad 3.1. Niech

A =

[
3 2
7 2

]
, X =

[
x1(t)
x2(t)

]
, (3.7)

gdzie x1(t) i x2(t) s¡ danymi nieujemnymi sygnaªami, zatem

Y =

[
y1(t)
y2(t)

]
= AX =

[
3x1(t) + 2x2(t)
7x1(t) + 2x2(t)

]
. (3.8)

�atwo pokaza¢, »e mo»liwa jest równie» inna nieujemna dekompozycja macierzy
Y , w wyniku której uzyskuje si¦:

Y =

[
3x1(t) + 2x2(t)
7x1(t) + 2x2(t)

]
= ĀX̄ =

[
0 1
4 1

] [
x1(t)

3x1(t) + 2x2(t)

]
. (3.9)

Z zale»no±ci (3.9) wynika, »e

Ā =

[
0 1
4 1

]
, X̄ =

[
x1(t)

3x1(t) + 2x2(t)

]
(3.10)

s¡ nowymi nieujemnymi faktorami, które nie wynikaj¡ z niejednoznaczno±ci ska-
lowania i permutacji. Stosuj¡c normalizacj¦ faktorów A i Ā wedªug normy l1,
uzyskuje si¦:

ADA =

[
0, 3 0, 5
0, 7 0, 5

]
, ĀDĀ =

[
0 0, 5
1 0, 5

]
. (3.11)

Analizuj¡c unormowan¡ odlegªo±¢ euklidesow¡ mi¦dzy faktorami: estymowanym
Ā i oryginalnym A, otrzymuje si¦:

δA =
||Ā−A||F
||A||F

= 0, 5505, δAD =
||ĀDĀ −ADA||F
||ADA||F

= 0, 4082, (3.12)

gdzie δA jest wzgl¦dnym bª¦dem estymacji bez normalizacji, a δAD jest wyzna-
czony po normalizacji. Normalizacja zmniejszyªa bª¡d estymacji, ale nie jest wy-
starczaj¡ca do wyeliminowania innych niejednoznaczno±ci. Konieczna jest wi¦c
wiedza aprioryczna na temat estymowanych faktorów. Zakªadaj¡c, »e estymo-
wane sygnaªy x1(t) i x2(t) s¡ nieujemne i rzadkie, nietrudno zauwa»y¢, »e rzad-
ko±¢ sygnaªu x̄2(t) = 3x1(t) + 2x2(t) jest mniejsza ni» sygnaªu x2(t). W takim
przypadku zastosowanie pewnych sposobów wymuszaj¡cych rzadko±¢ estymowa-
nej macierzy X mo»e usprawni¢ poszukiwania wªa±ciwego rozwi¡zania.
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3.1.2. Miary rzadko±ci

W literaturze mo»na spotka¢ ró»ne de�nicje i miary rzadko±ci. Sygnaª lub
wektor mo»e by¢ intuicyjnie oceniony jako rzadki (ang. sparse), je±li przyjmuje
warto±¢ zerow¡ dla znacznej liczby jego próbek lub elementów. Jednak obiektywna
ocena rzadko±ci wektora lub zbioru wektorów wymaga okre±lenia precyzyjnych
miar. Najprostszy sposób obiektywnej oceny rzadko±ci wektora bazuje na normie
l0, która okre±la liczb¦ niezerowych elementów wektora. Je±li analizowany wektor
zawiera niewielkie zaburzenia, np. wywoªane szumem o maªej mocy widmowej,
lepiej jest zlicza¢ te niezerowe elementy, których warto±ci przekraczaj¡ pewien
zaªo»ony poziom. Taka miara rzadko±ci zostaªa podana przez Stadlthannera i in.
[414]. Hoyer [195] wprowadziª miar¦ rzadko±ci opart¡ na wspóªczynniku stosunku
normy l1 do l2. Niech x ∈ RT

+, wówczas

Sp(x) =

√
T − ||x||1

||x||2√
T − 1

∈ [0, 1]. (3.13)

Wedªug miary (3.13), wektor zawieraj¡cy tylko jeden dodatni element jest dosko-
nale rzadki, tzn. Sp([0, . . . , 0, ξ, 0, . . . , 0]) = 1 dla ∀ξ > 0, natomiast wektor o ele-
mentach tej samej dodatniej warto±ci jest kompletnie g¦sty, tzn. Sp([ξ, . . . , ξ]) = 0
dla ∀ξ > 0. Omawiane miary rzadko±ci nie s¡ jednak zbyt u»yteczne do oceny rzad-
ko±ci grupy sygnaªów lub macierzy. Do oceny caªo±ciowej lub grupowej rzadko±ci
macierzy lepiej nadaj¡ si¦ miary stosowane w literaturze [468, 527, 528].

De�nicja 3.2. Grupow¡, p-tego stopnia rzadko±¢ macierzy X = [xjt] ∈ RJ×T
+ ,

mo»na zde�niowa¢ nast¦puj¡co:

SG(p)(X) =
#
{
t :
∑J

j=1 bjt = J − p
}

T
∈ [0, 1], (3.14)

dla p = 1, . . . , J , gdzie bjt =

{
1 dla xjt > 0
0 w przeciwnym razie

Miara SG(p)(X) w (3.14) okre±la stosunek liczby kolumn w macierzy X, które
maj¡ dokªadnie p zerowych warto±ci do liczby wszystkich kolumn. Je±li wymagana
jest dodatkowa informacja o rozkªadzie zerowych elementów w j-tym wierszu ma-
cierzy X, mo»na zastosowa¢ miar¦ SI

(p)
j (X), zde�niowan¡ w (3.15).
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De�nicja 3.3. Indywidualna p-tego stopnia rzadko±¢ macierzy X = [xjt] ∈ RJ×T
+

dla jej j-tego wiersza wyra»a si¦ nast¦puj¡co:

SI
(p)
j (X) =


#
{
t : xjt = 0,

∑J
j=1 bjt = J − p

}
T (SG(p)(X))

dla SG(p)(X) > 0,

0 dla SG(p)(X) = 0.

(3.15)

Dla p = 1, . . . , J oraz ∀j : SI(p)j (X) ∈ [0, 1]. Je±li w j-tym wierszu macierzy X

nie wyst¦puje ani jeden element zerowy, to SI(p)j (X) = 0, a gdy wszystkie elementy

tego wiersza s¡ zerowe, wówczas SI(p)j (X) = 1.

3.1.3. Podej±cie geometryczne

Faktoryzacja (1.1) oznacza, »e ka»dy wektor kolumnowy yt mo»na wyrazi¢
przez nieujemn¡ liniow¡ kombinacj¦ nieujemnych wektorów kolumnowych w ma-
cierzy A. Taka kombinacja wektorów {aj} nazywana jest kombinacj¡ koniczn¡
(ang. conic combination). Wspóªczynniki tej kombinacji dla ∀yt s¡ zawarte w od-
powiednim wektorze xt. Ten algebraiczny model ma te» interpretacj¦ geome-
tryczn¡.

Niech I ≥ J oraz U = {u1,u2, . . . ,uJ} ⊂ RI
+ b¦dzie zbiorem nieujem-

nych wektorów, a e1 = [1, 0, . . . , 0]T ∈ RI
+, e2 = [0, 1, 0, . . . , 0]T ∈ RI

+, . . .,
eI = [0, . . . , 0, 1]T ∈ RI

+ wektorami bazy kanonicznej I-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej. Aby wyja±ni¢ geometryczne podej±cie, zde�niowano nast¦puj¡ce
zbiory wypukªe:

• Sto»ek wielo±cianowy (ang. polyhedral cone)

C(U) =

u : u =

J∑
j=1

αjuj , αj ≥ 0

 , (3.16)

• Sto»ek dualny (ang. dual cone):

C∗(U) =
{
v : vTu ≥ 0, ∀u ∈ C(U)

}
, (3.17)

• Otoczka wypukªa (ang. convex hull)

H(U) =

u : u =
J∑

j=1

αjuj , αj ≥ 0,
J∑

j=1

αj = 1

 , (3.18)
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• Otoczka a�niczna (ang. a�ne hull)

A(U) =

u : u =
J∑

j=1

αjuj ,
J∑

j=1

αj = 1, ∀j : αj ∈ R

 , (3.19)

• (I−1)-wymiarowy standardowy lub probabilistyczny simpleks (ang.
standard (I − 1)-simplex)

S(I−1) =

{
x : x =

I∑
i=1

αiei, αi ≥ 0,

I∑
i=1

αi = 1

}
, (3.20)

• Ortant nieujemny (ang. nonnegative orthant)

RI
+ =

{
x : x =

I∑
i=1

αiei, αi ≥ 0

}
. (3.21)

• Ortant dodatni (ang. positive orthant)

RI
++ =

{
x : x =

I∑
i=1

αiei, αi > 0

}
. (3.22)

Z zale»no±ci (3.16), (3.20) i (3.21) wynika, »e C(U) ⊂ RI
+ oraz S(I−1) ⊂ RI

+.
Podobnie H(U) ⊂ A(U) oraz RI

++ ⊂ RI
+, gdzie RI

++ jest zbiorem otwartym, RI
+

za± jest zbiorem zamkni¦tym.
Mi¦dzy zbiorami prymalnym C(U) i dualnym C∗(U) zachodz¡ relacje [115, 253,

381]:
• (C∗(U))∗ = C(U),
• (RI

++)
∗ = RI

++,
• C(U) ⊆ C(B)⇒ C∗(B) ⊆ C∗(U),
• je±li C(U) i C(B) s¡ zbiorami zamkni¦tymi i gdy C(U) ⊂ C(B) ⇒ C∗(B) ⊂
C∗(U),

• je»eli C(U) generowany jest elementami zbioru U = {uT
1 , . . . ,u

T
J }, gdzie uj

jest j-tym wierszem odwracalnej macierzy U , to C∗(U) = C(U−1), gdzie U−1

zawiera kolumny macierzy U−1.

De�nicja 3.4. Promie« ekstremalny (ang. extreme ray) sto»ka wielo±cianowego

C(U) jest okre±lony poprzez taki ur ∈ C(U), którego nie mo»na wyrazi¢ przez ±ci±le

wypukª¡ kombinacj¦ liniow¡ � ze wspóªczynnikami kombinacji w przedziale (0, 1)
� dowolnych ró»nych wektorów nale»¡cych do C(U).
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De�nicja 3.5. Sto»ek wielo±cianowy, w którym wszystkie promienie ekstremalne

s¡ liniowo niezale»ne nazywany jest sto»kiem simplicjalnym (ang. simplicial cone).

Je±li C(U) = {u = Uα|α ≥ 0} jest sto»kiem simplicjalnym, to ∀u ∈ C(U)
istnieje jednoznaczny wektor α, który zawiera informacj¦ o konicznej kombinacji
wektorów ekstremalnych w U .

De�nicja 3.6. Sko«czony zbiór punktów, generuj¡cych otoczk¦ wypukª¡ H(U),
nazywany jest wielokomórk¡ (ang. polytope).

De�nicja 3.7. Je±li zbiór wektorów U = {u1, . . . ,uJ} jest a�nicznie niezale»ny,

to otoczka wypukªa H(U) jest (J − 1)-wymiarowym simpleksem S(U) [381].

Wektory z U w de�nicji 3.7 wyznaczaj¡ J wierzchoªków (J − 1)-wymiarowego
simpleksu. Simpleks jest obiektem geometrycznym, ªatwym do wizualizowania
dla 1 ≤ J ≤ 4. Gdy J = 1, 2, 3, 4, otrzymuje si¦, kolejno: punkt, odcinek, trój-
k¡t, czworo±cian. Dla wy»szych modów wizualizacja nie jest ªatwa. Ka»dy punkt
u ∈ S(U) mo»e by¢ wyra»ony we wspóªrz¦dnych barycentrycznych simpleksu jako
kombinacja wypukªa jego wierzchoªków.

Wniosek 3.1. Poniewa» ∀t : yt =
∑J

j=1 xjtaj oraz ∀j, t : xjt ≥ 0, z de�nicji

(3.16) wynika, »e ∀t : yt ∈ C(A), gdzie A = {a1,a2, . . . ,aJ} ⊂ RI
+, zatem wektory

yt macierzy Y nale»¡ do sto»ka wielo±cianowego C(A), generowanego wektorami
zbioru A. Ponadto, je±li rank(A) = J oraz I ≥ J , zbiór A zawiera wektory liniowo
niezale»ne, a wi¦c C(A) jest sto»kiem simplicjalnym.

Przyjmuj¡c skalowanie niezerowych kolumn macierzy A wedªug (3.2) i (3.3)
dla p = 1, uzyskuje si¦:

∀t :
I∑

i=1

yit =
I∑

i=1

J∑
j=1

(
aij∑I
l=1 alj

)(
I∑

l=1

aljxjt

)
=

I∑
i=1

J∑
j=1

āij x̄jt =
J∑

j=1

x̄jt.

Skalowanie niezerowych kolumn macierzy Y wedªug:

Ȳ = Y DY = ĀX̄DY = Ā ¯̄X, (3.23)

gdzie Ā = ADA, X̄ = D−1
A X oraz ¯̄X = X̄DY dla

DY = diag{||y1||−1
1 , ||y2||−1

1 , . . . , ||yT ||−1
1 }, (3.24)

prowadzi do równo±ci: 1 =
∑I

i=1 ȳit =
∑J

j=1
¯̄xjt. Wynika st¡d, »e ∀t : ȳt =∑J

j=1
¯̄xjtāj , gdzie ∀j, t : ¯̄xjt ≥ 0 oraz

∑J
j=1

¯̄xjt = 1, zatem zbiór wektorów
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Ā = {ā1, ā2, . . . , āJ} ⊂ RI
+ rozpina otoczk¦ wypukª¡ H(Ā), do której na-

le»¡ wektory zbioru Ȳ = {ȳ1, ȳ2, . . . , ȳT } ⊂ RI
+. Ponadto, je±li A = {a1,a2,

. . . ,aJ} ⊂ RI
+ zawiera wektory a�nicznie niezale»ne, to wektory przeskalowane

w zbiorze Ā = {ā1, ā2, . . . , āJ} ⊂ RI
+ s¡ równie» a�nicznie niezale»ne. Na mocy

de�nicji 3.7 zbiór punktów generowanych wektorami zbioru Ȳ ⊂ RI
+ zawarty

równie» jest w (J − 1)-wymiarowym simpleksie S(Ā) z J wierzchoªkami wyzna-
czonymi przez zbiór Ā oraz wspóªrz¦dnymi barycentrycznymi ¯̄xjt. Przeksztaªcenie
(3.23) pokazuje tak»e, »e skalowanie (3.24) realizuje rzutowanie punktów zawar-
tych w sto»ku wielo±cianowym C(Y) na hiperpªaszczyzn¦ H = {y| < y,1 >= 1}
wzdªu» wektorów yt. Wynikiem takiego rzutowania jest wi¦c przekrój zbioru C(Y)
hiperpªaszczyzn¡ tn¡c¡ H. Je±li I ≥ J , ka»dy punkt rzutowany na H jest równie»
punktem na (I − 1)-wymiarowym probabilistycznym simpleksie S(I−1), zde�nio-
wanym przez (3.20). W ogólnym przypadku, wynikiem przekroju b¦dzie wielo-
komórka. Dla Ā = ADA zachodzi odwzorowanie: DY : C(Y) → H(Ȳ), gdzie
H(Ȳ) ⊆ H(Ā) ⊆ S(I−1) ⊂ RI

+. Podane rozwa»ania zilustrowano przykªadem 3.2
dla I = 3 i J = 2 oraz I = J = 3.

Przykªad 3.2. Niech A = [aij ] ∈ RI×J
+ i X = [xjt] ∈ RJ×T

+ b¦d¡ nieujemnymi
macierzami o losowych elementach generowanych wedªug zasady: ∀i, j : aij ∼
U [0, 1] (rozkªad równomierny) oraz ∀j, t : xjt = max{0, x̌jt}, gdzie x̌jt ∼ N (0, 1).
Zakªadaj¡c I = 3 oraz T = 1000, wyznaczono odpowiednie macierze Y = AX dla
J = 2 oraz J = 3. Rozkªad obserwowanych punktów generowanych przez kolumny

(a) (b)

Rys. 3.1. Rozkªad punktów generowanych przez wektory yt dla: (a) J = 2; (b) J = 3.
Czarnymi kwadratami zaznaczono kierunki wektorów aj
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macierzy Y w R3
+ pokazano na rysunku 3.1(a) dla J = 2 oraz rysunku 3.1(b)

dla J = 3. Z obu rysunków wynika, »e obserwowane punkty zawarte s¡ w sto»-
kach wielo±cianowych C(Y) ⊂ R3

+, generowanych przez zbiory Y = {y1, . . . ,yT }.
Z bardzo du»ym prawdopodobie«stwem mo»na stwierdzi¢, »e w obu przypadkach
macierze X po permutacji kolumn mog¡ by¢ wyra»one w postaci:

X = [Xp D(X)
p ] ∈ RJ×T

+ , (3.25)

gdzie Xp ∈ RJ×(T−J) jest dowoln¡ macierz¡ nieujemn¡ (lub dodatni¡), a D
(X)
p =

diag(dj) ∈ RJ×J
+ jest macierz¡ diagonaln¡ peªnego rz¦du. Promienie ekstremalne

zatem zarówno sto»ka C(A), jak i C(Y) generowane s¡ wektorami kolumnowymi
macierzy A. W obu przypadkach: C(Y) ⊆ C(A) ⊂ R3

+. Nast¦pnie, stosuj¡c prze-
ksztaªcenie (3.23), przeskalowano niezerowe kolumny obu macierzy Y . W wyniku
przeskalowania otrzymano punkty, które znajduj¡ si¦ na dwuwymiarowym pro-
babilistycznym simpleksie S(2) (trójk¡cie równobocznym dla I = 3). Na rysunku
3.2(a) pokazano przekroje zbiorów C(Y) i C(A) pªaszczyzn¡ tn¡c¡ H dla J = 2.
Podobne przekroje pokazano na rysunku 3.2(b) dla J = 3. Zakªadaj¡c skalowa-
nie: Ā = ADA, przekroje te tworz¡ zbiory H(Ȳ) i H(Ā). W obu przypadkach
wierzchoªki otoczek wypukªychH(Ā) s¡ takie same jak wierzchoªki otoczekH(Ȳ).
�atwo zauwa»y¢, »e punkty zbioru H(Ȳ) dla J = 3 zawarte s¡ w dwuwymiaro-
wym simpleksie S(Ā) (trójk¡t), którego wierzchoªki wyznaczone s¡ wektorami

(a) (b)

Rys. 3.2. Przekroje zbiorów C(Y) pªaszczyzn¡ tn¡c¡ H dla: (a) J = 2; (b) J = 3.
Czarnymi kwadratami zaznaczono poªo»enia wektorów āj . Wektory bazy kanonicznej

zaznaczono jako: (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). Przekrój zbioru RI
+ wzgl¦dem pªaszczyzny H

jest dwuwymiarowym simpleksem probabilistycznym S(2)
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kolumnowymi macierzy Ā. Dla J = 2, zbiór H(Ȳ) nale»y do jednowymiarowego
simpleksu S(Ā). Jest to odcinek, którego ko«ce okre±lone s¡ poªo»eniami wektorów
kolumnowych w Ā.

Przedstawione rozwa»ania, poparte przykªadem 3.2, prowadz¡ do nast¦puj¡-
cych wniosków:

Wniosek 3.2. Wedªug de�nicji (1.1), zadanie nieujemnej faktoryzacji macierzy
w uj¦ciu geometrycznym sprowadza si¦ do znalezienia J promieni ekstremalnych
sto»ka wielo±cianowego C(A) w RI

+, zawieraj¡cego wszystkie wektory kolumnowe
macierzy Y .

Wniosek 3.3. Je±li zadanie nieujemnej faktoryzacji macierzy nale»y do klasy
zada« faktoryzowalnych (pkt 1.3) wedªug modelu dokªadnego (1.1), to jest
równowa»ne zadaniu znalezienia J wierzchoªków otoczki wypukªej H(Ā) lub
(J − 1)-wymiarowego simpleksu S(Ā), zawieraj¡cego wszystkie wektory ȳt, prze-
skalowane zgodnie z przeksztaªceniem (3.23).

3.1.4. Warunki jednoznaczno±ci

Rozwa»ania teoretyczne na temat jednoznaczno±ci faktorów w modelu NMF
mo»na odnale¹¢ w wielu pracach, np. [66, 115, 233, 253, 324, 335, 391, 414, 427,
441, 449, 481]. W uj¦ciu geometrycznym, dana macierz Y ma jednoznaczn¡ nie-
ujemn¡ faktoryzacj¦, je±li istnieje tylko jeden sto»ek simplicjalny w RI

+, zawiera-
j¡cy wszystkie wektory kolumnowe macierzy Y . Niew¡tpliwie, warunek ten nie
jest speªniony dla szerokiej klasy macierzy Y , pomijaj¡c omówione wcze±niej nie-
jednoznaczno±ci skali i permutacji. Donoho i Stodden [115] wykazali, »e je±li

∀i, t : yit ≥ ϵ > 0, (3.26)

to istnieje wiele ró»nych sto»ków simplicjalnych, które s¡ w RI
+ i zawieraj¡ wszyst-

kie dane z macierzy Y . Przykªadowo, sto»ek symplicjalny C(B), generowany wek-
torami zbioru B = {e1+δ1, . . . , eJ+δ1} dla 0 < δ < ϵ równie» zawiera wszystkie
wektory macierzy Y , je±li speªniony jest warunek (3.26).

Przykªad 3.3. Dla macierzy A ∈ R3×3
+ i X ∈ R3×1000

+ , analizowanych w przy-
kªadzie 3.2, wygenerowano macierz obserwacji Y = AX̃, przyjmuj¡c X̃ = X + ϵ
oraz ϵ > 0. Poniewa» ∀i, j : aij > 0 oraz ∀j, t : x̃jt > 0, wi¦c ∀i, t : yij > 0.
Speªniony jest wi¦c warunek (3.26). Nast¦pnie, wektory yt przeskalowano wedªug
(3.23). Rozkªad punktów generowanych przez ȳt na powierzchni dwuwymiarowego
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(a) (b)

Rys. 3.3. Rozkªad punktów generowanych wektorami ȳt na dwuwymiarowym
probabilistycznym simpleksie S(2) dla: (a) g¦stych macierzy A i X (ϵ = 1

2
); (b) rzadkich

macierzy A i X (ϵ = 0). Czarnymi kwadratami zaznaczono poªo»enia wektorów āj

probabilistycznego simpleksu S(2) pokazano na rysunku 3.3(a) dla ϵ = 1
2 . W tym

eksperymencie, cond(A) = 3, 9, czyli macierz A jest dobrze uwarunkowana. Na
powierzchni tej zaznaczono równie» poªo»enia wektorów āj dla j = 1, 2, 3.

Z rysunku 3.3(a) wynika, »e C(Y) ⊂ C(A) oraz promienie ekstremalne zbioru
C(A) nie wyznaczaj¡ promieni ekstremalnych zbioru C(Y). Dlatego »aden z wierz-
choªków otoczki wypukªej H(Ȳ) nie pokrywa si¦ z poªo»eniem jakiegokolwiek
wektora āj . Nie do±¢, »e istnieje niesko«czenie wiele takich C(A) ⊂ RI

+, które
zawieraj¡ wszystkie wektory yt, to równie» promienie ekstremalne zbioru C(Y)
nie wyznaczaj¡ kolumn macierzy A. Nieujemna faktoryzacja takich danych jest
z pewno±ci¡ niejednoznaczna.

Z przykªadu 3.3 wynika, »e je±li ∀i, j : aij > 0 i ∀j, t : xjt > 0, to speªniony
jest warunek (3.26), a zatem taka macierz Y nie ma jednoznacznej nieujemnej
faktoryzacji. Mo»na wnioskowa¢, »e co najmniej jedna z macierzy A lub X musi
by¢ w pewnym stopniu rzadka, aby oczekiwa¢ jednoznaczno±ci takiej faktoryzacji.
Aby wyja±ni¢ struktur¦ rzadko±ci macierzy X, nale»y odpowiedzie¢ na pytanie,
kiedy promienie ekstremalne sto»ka wielo±cianowego C(Y) wyznaczaj¡ wektory
kolumnowe macierzy A, a wi¦c s¡ te» promieniami sto»ka simplicjalnego C(A).

De�nicja 3.8. Macierz X = [x1, . . . ,xT ] ∈ RJ×T
+ jest wystarczaj¡co rzadka, je±li

istnieje taka macierz diagonalna X̃ ∈ RJ×J
+ o peªnym rz¦dzie (rank(X̃) = J),

której wektory kolumnowe tworz¡ podzbiór wektorów kolumnowych macierzy X.
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�atwo zauwa»y¢, »e je±li macierzX po permutacji jej kolumn mo»na przedsta-
wi¢ w postaci (3.25), to wedªug de�nicji 3.8 macierz ta jest wystarczaj¡co rzadka

oraz Y = AX = [AXp AD
(X)
p ]. Wynika z tego konkluzja, »e wszystkie pro-

mienie ekstremalne sto»ka wielo±cianowego C(Y) s¡ wyznaczane przez kolumny
macierzy A, czyli s¡ równie» promieniami ekstremalnymi zbioru C(A).

Je±li wszystkie wierzchoªki otoczki wypukªej H(Ā) okre±lone s¡ przez pewien
podzbiór J liniowo niezale»nych wektorów kolumnowych macierzy Ȳ , to zadanie
postawione we wniosku 3.3 sprowadza si¦ do znalezienia wierzchoªków wieloko-
mórki wypukªej w podprzestrzeni RI

+. Poniewa» dla przyj¦tych zaªo»e«, taka wie-
lokomórka ma dokªadnie J wierzchoªków, czyli tak sformuªowane zadanie mo»e
prowadzi¢ do jednoznacznej faktoryzacji, pod pewnymi dodatkowymi warunkami.
Aby jednak stwierdzi¢ czy taka faktoryzacja jest jednoznaczna bez dodatkowych
warunków, nale»y wykaza¢, »e sto»ek C(A) jest jedynym sto»kiem simplicjalnym
w RI

+, zawieraj¡cym wszystkie wektory kolumnowe macierzy Y . Alternatywnie,
wystarczy udowodni¢, »e je±li ∃ C(B) : C(A) ⊂ C(B) ⊂ RI

+, gdzie B ̸= A, to
nieujemna faktoryzacja takiej macierzy Y jest niejednoznaczna. Analizuj¡c dane
z przykªadu 3.2 dla J = 2, mo»na sformuªowa¢ nast¦puj¡ce twierdzenie:

Lemat 3.1. Niech A ∈ R3×2
+ i X ∈ R2×1000

+ b¦d¡ macierzami z przykªadu 3.2 dla

J = 2. Poniewa» wektory zbioru Ā = {ā1, ā2} nie le»¡ na brzegu simpleksu S(2),
wi¦c nieujemna faktoryzacja macierzy Y = AX ∈ R3×1000

+ bez dodatkowych wa-

runków jest niejednoznaczna.

Dowód 3.1. Na rysunku 3.2(a) pokazano, »e ∀t : ȳt ∈ H(Ā), gdzie Ā = {ā1, ā2}.
Poniewa» ∀i, j : aij > 0, wi¦c »aden punkt wskazywany przez āj nie le»y na granicy

obszaru wyznaczonego przez S(2). Niech v̄ = αā1 + (1 − α)ā2 dla α ∈ R. Je±li

α ∈ [0, 1], to v̄ ∈ H(Ā) ⊂ S(2) ⊂ R3
+. Je±li α ∈

[
max
i,ξi<0

ξi, 0

)
∪
(
1, min

i,ξi>0
ξi

]
,

gdzie ξi =
[ā2]i

[ā2 − ā1]i
dla i = 1, . . . , I, to v̄ ∈ S(2) ⊂ R3

+, ale v̄ ̸∈ H(Ā). Wynika

st¡d, »e ∃v̄1, v̄2 : v̄1, v̄2 ̸∈ H(Ā) oraz ∀t : ȳt = βv̄1 + (1 − β)v̄2, gdzie β ∈
(0, 1). Przyjmuj¡c B̄ = {v̄1, v̄2}, z podanych rozwa»a« otrzymuje si¦: B̄ ̸= Ā
oraz C(Ā) ⊂ C(B̄) ⊂ RI

+, a wi¦c nieujemna faktoryzacja macierzy Y z przykªadu

3.2 dla J = 2 nie jest jednoznaczna.

Dowód 3.1 dotyczy jedynie prostego przypadku dla J = 2. Post¦puj¡c ana-
logicznie mo»na wykaza¢ dla J > 2 sªuszno±¢ tezy, »e nieujemna faktoryzacja
macierzy Y jest generalnie niejednoznaczna, je±li macierz A jest caªkowicie g¦sta.
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Przykªad 3.4. Dla rzadkiej macierzy

A =

 0, 5 0 0, 2
0 0, 5 0, 3
0, 5 0, 4 0


i rzadkiej macierzy X ∈ R3×1000

+ (analizowanej w przykªadzie 3.2) wyznaczono
macierz Y ∈ R3×1000

+ , któr¡ nast¦pnie przeskalowano do postaci Ȳ zgodnie
z (3.23). Rozkªad punktów generowanych przez wektory ȳt na powierzchni S(2)
pokazano na rysunku 3.3(b). Poniewa» ∀j, ∃m : āmj = 0 oraz wektory zbioru
Ā = {ā1, ā2, ā3} s¡ liniowo niezale»ne, st¡d ka»dy wierzchoªek otoczki wypu-
kªej H(Ā) ma jeden punkt wspólny z brzegiem obszaru S(2). Wynika z tego
wniosek, »e nie istnieje taki sto»ek simplicjalny C(B), który speªniaªby warunek:
C(A) ⊂ C(B) ⊂ RI

+. Nieujemna faktoryzacja takiej macierzy Y jest zatem jedno-
znaczna, z pomini¦ciem trywialnego przypadku, gdy A = I oraz X = Y , gdzie I
jest macierz¡ jednostkow¡ (równie» z permutacj¡ kolumn). Przypadek trywialny
mo»e wyst¡pi¢, poniewa» wszystkie wektory kolumnowe z Y zawarte s¡ w RI

+.

Wizualizacja danych w przestrzeni RI
+ dla I > 3 nie jest ªatwa. Jednak dla

I = 4 i J ≤ 4 mo»na wizualizowa¢ rozkªad elementów zbiorów Ā i Ȳ, poniewa»
simpleks probabilistyczny S(3) jest czworo±cianem foremnym. Rozwa»ania na te-
mat jednoznaczno±ci nieujemnej faktoryzacji dla I = 4 i J = 3 przedstawiono
w przykªadzie 3.5.

Przykªad 3.5. Niech X ∈ R3×1000 b¦dzie macierz¡ rzadk¡, generowan¡ wedªug
zasady z przykªadu 3.2. Dla

A =


0 0, 3 0, 5
0, 6 0 0, 2
0, 2 0, 4 0
0, 2 0, 3 0, 3

 , (3.27)

wyznaczono zbiór elementów Y = {y1, . . . ,yT }, które nast¦pnie przeskalowano,
otrzymuj¡c zbiór Ȳ. Macierz X dla T = 1000 jest z bardzo du»ym prawdo-
podobie«stwem wystarczaj¡co rzadka (wedªug de�nicji 3.8) i mo»na stwierdzi¢,
»e promienie ekstremalne sto»ka wielo±cianowego C(Y) s¡ elementami zbioru
A = {a1,a2,a3}. Poniewa» rank(A) = 3 i ∀j, ∃m : amj = 0, wi¦c elementy
zbioru Ȳ s¡ wspóªpªaszczyznowe oraz ka»dy wierzchoªek otoczki wypukªej H(Ā)
ma punkt wspólny z jedn¡ ze ±cian sympleksu S(3). Sytuacj¦ t¦ zilustrowano na
rysunku 3.4(a). Wierzchoªki simpleksu S(3) i otoczki wypukªej H(Ā) zaznaczono,
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(a) (b)

Rys. 3.4. Rozkªad punktów generowanych przez wektory ȳt w trójwymiarowym
probabilistycznym simpleksie S(3) dla: (a) J = 3; (b) J = 2. Czarnymi kwadratami
zaznaczono poªo»enia wektorów āj . Czarne okr¦gi (dla I = 3) pokazuj¡ poªo»enia

wektorów b̄j , które wyznaczaj¡ nieujemn¡ faktoryzacj¦ macierzy Y = AX

odpowiednio, niewypeªnionymi i wypeªnionymi kwadratami. Wszystkie elementy
zbioru Ȳ (zaznaczone czarnymi punktami) zawarte s¡ w H(Ā). Pªaszczyzna prze-
chodz¡ca przez punkty zbioru Ȳ przecina kraw¦dzie simpleksu S(3) w punktach
zbioru B = {b1, b2, b3} ∈ S(3), które s¡ ró»ne od punktów zbioru Ā. Wynika
z tego wniosek, »e ∃ C(B) : C(A) ⊂ C(B) ⊂ RI

+, gdzie B ̸= A, a zatem nieujemna
faktoryzacja takiej macierzy Y jest niejednoznaczna. Macierz B utworzona z ele-
mentów zbioru B jest nast¦puj¡ca:

B =


0, 66 0 0
0 0, 825 0
0 0 0, 7333

0, 34 0, 175 0, 2667

 . (3.28)

Poniewa» ∀j :
∑4

i=1 aij =
∑4

i=1 bij = 1, wi¦c niejednoznaczno±¢ ta nie jest powo-
dowana niejednoznaczno±ci¡ skalowania. �atwo sprawdzi¢, »e wszystkie elementy
macierzy XB = B†Y s¡ nieujemne oraz XB ̸= X, gdzie B† jest macierz¡ pseu-
doodwrotn¡ do B.

Z przykªadu 3.4 wida¢, »e nieujemna faktoryzacja macierzy dla I = 3 jest
jednoznaczna, je±li zbiór Ā skªada si¦ z wektorów niezale»nych i wszystkie wierz-
choªki otoczki wypukªej H(Ā) maj¡ punkty wspólne z brzegiem simpleksu proba-
bilistycznego S(2). Z kolei, przykªad 3.5 dowodzi, »e dla I = 4 warunek styczno±ci
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otoczki wypukªej H(Ā) z brzegiem obszaru wyznaczonego poprzez S(3) nie jest
wystarczaj¡cy, aby taka faktoryzacja byªa jednoznaczna. Z tego wniosek, »e wie-
lokomórka tworzona poprzez H(Ā) musi mie¢ bardzo specy�czne �zaczepienie�
w simpleksie probabilistycznym, aby oczekiwa¢ jednoznacznej nieujemnej fakto-
ryzacji. Przykªad 3.6 ilustruje przypadek jednoznacznej faktoryzacji dla I = 4
i J = 2.

Przykªad 3.6. Niech X ∈ R2×1000 b¦dzie rzadk¡ macierz¡, generowan¡ wedªug
zasady z przykªadu 3.2 oraz niech macierz A b¦dzie dana nast¦puj¡co:

A =


0, 2 0, 8
0, 7 0, 3
1 0
0 1

 . (3.29)

Rozkªad punktów {yt} macierzy Y = AX, zrzutowanych na S(3), pokazano na
rysunku 3.4(b). Punkty te tworz¡ otoczk¦ wypukª¡ H(Ȳ) i s¡ wspóªliniowe, po-
niewa» rank(A) = 2. Wierzchoªki otoczki wypukªej H(Ȳ) stykaj¡ si¦ ze ±cianami
simpleksu S(3), w tym przypadku nie istniej¡ inne punkty wspóªliniowe zawarte
w S(3) i nie zawarte w H(Ȳ). Dlatego faktoryzacja takiej macierzy Y musi by¢
jednoznaczna.

Faktory A i X estymowane s¡ naprzemiennie wedªug algorytmu 2. Je±li wi¦c
faktoryzacja Y = AX przy danym rz¦dzie J jest jednoznaczna, to równie» jed-
noznaczna b¦dzie faktoryzacja Y T = XTAT , przy tym samym rz¦dzie J . Ta
dualna zasada faktoryzacji przekªada si¦ te» na interpretacj¦ geometryczn¡ fakto-
ryzacji. Warunek konieczny jednoznaczno±ci nieujemnej faktoryzacji macierzy Y
zakªada, »e promienie ekstremalne sto»ka wielo±cianowego C(Y) s¡ elementami
zbioru A = {a1,a2, . . . ,aJ}. Z tego wniosek, »e promienie ekstremalne sto»ka
wielo±cianowego C(YT), gdzie YT = {yT

1
,yT

2
, . . . ,yT

I
} powinny by¢ równie» ele-

mentami zbioru XT = {xT
1 ,x

T
2 , . . . ,x

T
J }, gdzie xT

j jest transponowanym j-tym
wektorem wierszowym macierzy X.

Analogicznie do modelu (3.25), je±li macierz AT , w wyniku permutacji jej
kolumn, mo»na przeksztaªci¢ do postaci:

AT = [AT
p D(A)

p ] ∈ RJ×I
+ , (3.30)

gdzie Ap ∈ R(I−J)×J jest dowoln¡ macierz¡ nieujemn¡ (lub dodatni¡), a D(A) ∈
RJ×J
+ jest macierz¡ diagonaln¡ peªnego rz¦du, wówczas

Y T = XTAT = [XTAT
p XTD(A)].
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Wszystkie zatem promienie ekstremalne sto»ka wielo±cianowego C(YT) s¡ wyzna-
czane przez wiersze macierzy X, czyli s¡ równie» promieniami ekstremalnymi
zbioru C(XT).

Wniosek 3.4. Je±li macierz A ∈ RI×J
+ w wyniku permutacji wierszy sprowadza

si¦ do postaci (3.30), jak i macierz X ∈ RJ×T
+ po permutacji kolumn ma posta¢

(3.25), to nieujemna faktoryzacja macierzy Y = AX ∈ RI×T
+ dla zadanego rz¦du

faktoryzacji J jest jednoznaczna.

Stosuj¡c miary rzadko±ci wyra»one przez (3.14) i (3.15), dla macierzy X ∈
RJ×T
+ postaci (3.25) grupowa rzadko±¢ (J − 1)-stopnia wynosi: SG(J−1)(X) = J

T ,
gdy Xp jest macierz¡ caªkowicie g¦st¡. Z kolei, indywidualn¡ (J − 1)-stopnia

rzadko±¢ macierzy X dla jej j-tego wiersza mo»na wyrazi¢ jako: SI(J−1)
j (X) =

J−1
J .

Wniosek 3.5. Je±li SG(J−1)(AT ) ≥ J
I i ∀j : SI

(J−1)
j (AT ) ≥ J−1

J , a tak»e

SG(J−1)(X) ≥ J
T i ∀j : SI

(J−1)
j (X) ≥ J−1

J , to nieujemna faktoryzacja macierzy

Y = AX ∈ RI×T
+ dla zadanego rz¦du faktoryzacji J jest jednoznaczna.

Macierz X w przykªadzie 3.6 sprowadza si¦ do postaci (3.25), macierz (3.29)
za± mo»na wyrazi¢ przez (3.30), a zatem wniosek 3.4 potwierdza jednoznaczno±¢
nieujemnej faktoryzacji macierzy Y z tego przykªadu. Stosuj¡c analogiczne podej-
±cie do macierzy Y z przykªadu 3.5, mo»na ªatwo zauwa»y¢, »e macierzy (3.27) nie
mo»na sprowadzi¢ do postaci (3.30) przez permutacje jej wierszy. Pomimo speª-
nienia warunku (3.25), z wniosku 3.4 wynika, »e nieujemna faktoryzacja takiej
macierzy Y mo»e nie by¢ jednoznaczna.

Nale»y zauwa»y¢, »e implikacje odwrotne ni» wyst¦puj¡ce we wnioskach 3.4
i 3.5 nie zawsze s¡ prawdziwe, potwierdza to przykªad 3.4. Macierzy A z tego
przykªadu nie mo»na wyrazi¢ przez (3.30), a mimo to nieujemna faktoryzacja
macierzy Y jest jednoznaczna. Wnioski 3.4 i 3.5 dotycz¡ jedynie pewnej klasy
macierzy Y . Mo»na wi¦c stwierdzi¢, »e zbiór wszystkich macierzy, które maj¡
jednoznaczn¡ nieujemn¡ faktoryzacj¦ zawiera macierze, które speªniaj¡ zaªo»enia
twierdze« we wnioskach 3.4 i 3.5.

Kolejne kryteria jednoznaczno±ci modelu NMF podane zostaªy przez Laur-
berga i in. [253].

Twierdzenie 3.1. Je±li rank(Y ) = J , nieujemna faktoryzacja macierzy Y jest

jednoznaczna, gdy nieujemny ortant RJ
+ jest jedynym sto»kiem simplicjalnym,

generowanym przez J promieni ekstremalnych, który speªnia warunek C(AT) ⊆
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RJ
+ ⊆ C∗(X), gdzie C∗(X) jest sto»kiem dualnym, AT = {aT

1 , . . . ,a
T
I } oraz

X = {x1, . . . ,xT }.

Dowód twierdzenia 3.1 mo»e by¢ przeprowadzony na podstawie dowodu przed-
stawionego przez Thomasa [428] dla problemu Bermana [16]. Korzystaj¡c z lite-
ratury [253], twierdzenie to mo»na zilustrowa¢ nast¦puj¡cym przykªadem:

Przykªad 3.7. Niech

X =

 ξ 1 1 ξ 0 0
1 ξ 0 0 ξ 1
0 0 ξ 1 1 ξ

 , A = XT , (3.31)

gdzie 0 < ξ < 1. Wektory kolumnowe macierzy X wyznaczaj¡ promienie eks-
tremalne sto»ka wielo±cianowego C(AT). Sto»ek dualny C∗(X) wyznaczono na
podstawie wskazówek podanych w [216]. Przecinaj¡c te sto»ki pªaszczyzn¡ tn¡c¡
H : x1 + x2 + x3 = 1 w R3 uzyskano otoczki wypukªe: H(ĀT) i H∗(X̄). Punkty
o wspóªrz¦dnych (1, 0, 0), (0, 1, 0) i (0, 0, 1) s¡ wierzchoªkami simpleksu proba-
bilistycznego S(2). Na rysunku 3.5 zaznaczono zbiory H(ĀT), H∗(X̄) oraz S(2)
(trójk¡t równoboczny) dla (a) ξ = 0, 2; (b) ξ = 0, 4; (c) ξ = 0, 5; (d) ξ = 0, 6.

Przykªad 3.7 pokazuje, »e dla ξ = 0, 2 jest speªniony warunek H(ĀT) ⊂ S(2) ⊂
H∗(X̄). Dlatego te» RJ

+ jest jedynym sto»kiem simplicjalnym speªniaj¡cym wa-
runek C(AT) ⊆ RJ

+ ⊆ C∗(X), a wi¦c dla tego przypadku macierz Y utworzona
z macierzy A i X podanych w (3.31) ma jednoznaczn¡ nieujemn¡ faktoryza-
cj¦. Do podobnych wniosków mo»na doj±¢, analizuj¡c przypadek ξ = 0, 4. Gdy
ξ = 0, 5, mo»na ªatwo zauwa»y¢, »e S(2) nie jest jedynym wielok¡tem, który
speªnia warunek H(ĀT) ⊂ H(B̄) ⊂ H∗(X̄) dla H(B̄) = S(2). Lini¡ przerywan¡
zaznaczono wielok¡t, który zawarty jest w H∗(X̄) i zawiera H(ĀT). Implikuje to
wniosek, »e dla ξ = 0, 5 nieujemna faktoryzacja macierzy Y jest niejednoznaczna.
Dla ξ = 0, 6, S(2) ̸⊂ H∗(X̄), a zatem odpowiednia macierz Y nie ma jednoznacznej
nieujemnej faktoryzacji.

Niech P (B) oznacza pole wielok¡ta B. Z rysunku 3.5 wynika, »e dla ξ ≥ 0, 5:
P (S(2)) ≥ 3

2P (H(Ā
T)) i P (S(2)) ≥ 1

2P (H
∗(X̄)). Dla ξ < 0, 5: P (S(2)) <

3
2P (H(Ā

T)) i P (S(2)) < 1
2P (H

∗(X̄)). Po uwzgl¦dnieniu wniosku 3.4 oraz poda-
nych rozwa»a« mo»na stwierdzi¢, »e dla ξ = 0, P (S(2)) = P (H(ĀT)). Tak wi¦c
w przykªadzie 3.7, nieujemna faktoryzacja macierzy Y jest jednoznaczna, je±li
P (S(2)) = νP (H(ĀT)) dla 1 ≤ ν < 3

2 i P (S(2)) = ζP (H∗(X̄)) dla ζ < 1
2 .
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(a) (b)

(c) (d)

Rys. 3.5. Przekroje odpowiednich zbiorów wypukªych wzgl¦dem pªaszczyzny tn¡cej
H : x1 + x2 + x3 = 1 w R3, przechodz¡cej przez punkty o wspóªrz¦dnych: (1, 0, 0), (0, 1, 0)
i (0, 0, 1). Zbiory generowane s¡ macierz¡ (3.31) dla: (a) ξ = 0, 2; (b) ξ = 0, 4; (c) ξ = 0, 5;

(d) ξ = 0, 6. Trójk¡t równoboczny zaznaczony lini¡ pogrubion¡ oznacza simpleks
probabilistyczny S(2). Poªo»enia wektorów wierszowych ai zaznaczono punktami ∗. Punkty te
na pªaszczy¹nie H tworz¡ wielok¡t wypukªy H(ĀT) (obszar ciemnoszary). Poªo»enia promieni
ekstremalnych sto»ka dualnego C∗(X) zaznaczono symbolami o. Wielok¡t zaznaczony kolorem
jasnoszarym ilustruje zbiór H∗(X̄), który jest przekrojem sto»ka C∗(X) pªaszczyzn¡ tn¡c¡ H
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Wedªug wniosków 3.4 i 3.5, macierz Y z przykªadu 3.7 ma jednoznaczn¡ nie-
ujemn¡ faktoryzacj¦ tylko dla ξ = 0. Dla ξ > 0 macierz Y ma posta¢:

Y =



ξ2 + 1 2ξ ξ ξ2 ξ 1
2ξ ξ2 + 1 1 ξ ξ2 ξ
ξ 1 ξ2 + 1 2ξ ξ ξ2

ξ2 ξ 2ξ ξ2 + 1 1 ξ
ξ ξ2 ξ 1 ξ2 + 1 2ξ
1 ξ ξ2 ξ 2ξ ξ2 + 1

 ,

a wi¦c ∀i, t : yit > 0. Kryterium (3.26) równie» nie sugeruje jednoznaczno±ci
nieujemnej faktoryzacji dla jakiegokolwiek ξ > 0. Twierdzenie 3.1 okre±la zatem
jednoznaczno±¢ nieujemnej faktoryzacji pod wzgl¦dem szerszej klasy macierzy fak-
toryzowalnych. Jednak, warunki jednoznaczno±ci podane w twierdzeniu 3.1 nie s¡
zawsze ªatwe do zbadania. Gdy J > 3, zbadanie warunku C(AT) ⊆ RJ

+ ⊆ C∗(X)
jest zadaniem trudnym i dlatego kryteria okre±lone we wnioskach 3.4 i 3.5 mog¡
mie¢ wi¦ksze znaczenie praktyczne.

Laurberg i in. [251, 253] podali równie» inne twierdzenia dotycz¡ce jedno-
znaczno±ci nieujemnej faktoryzacji macierzy. Jedno z nich zakªada, »e je±li zbiór
wektorów kolumnowych pary macierzy [AT ,X] jest wystarczaj¡co rozproszony
oraz silnie granicznie zamkni¦ty, to nieujemna faktoryzacja macierzy Y = AX
jest jednoznaczna. Zbiór nieujemnych wektorów {x1, . . . ,xT } ∈ RI

+ jest wystar-
czaj¡co rozproszony, gdy ∀t : xt > γ

∑
p̸=t xp dla γ > 0. Natomiast zbiór ten

jest granicznie zamkni¦ty, je±li ∀t ̸= p : xt < γxp dla γ > 0. Silna graniczna za-
mkni¦to±¢ zbioru implikuje jego graniczn¡ zamkni¦to±¢ oraz dodatkowo speªnienie
warunku ograniczonego wska¹nika uwarunkowania pewnej podmacierzy, utworzo-
nej ze zbioru wektorów analizowanego zbioru. Szczegóªy de�nicji silnej granicznej
zamkni¦to±ci zbioru mo»na odnale¹¢ w literaturze [252, 253]. W przykªadzie 3.7
zbiór wektorów kolumnowych pary macierzy [AT ,X] jest wystarczaj¡co rozpro-
szony oraz granicznie zamkni¦ty dla ξ ≥ 0. Je±li dodatkowo ξ < 1

2 , zbiór ten
speªnia warunki silnej granicznej zamkni¦to±ci, a wi¦c nieujemna faktoryzacja od-
powiedniej macierzy Y jest jednoznaczna. W ogólnym przypadku analiza speªnie-
nia zaªo»e« tego twierdzenia nie jest ªatwa, dlatego te» podobnie jak w przypadku
twierdzenia 3.1 jego u»yteczno±¢ praktyczna wydaje si¦ by¢ ograniczona.

Rozwa»ania dotycz¡ce niejednoznaczno±ci faktorów w modelu NMF mo»na
odnale¹¢ równie» w innych pracach. Gillis [145] analizowaª bardziej praktyczne
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warunki badania jednoznaczno±ci faktorów. Wynikaj¡ one z bada« przedstawio-
nych przez Moussaoui, Brie i Idiera [321]. Warunki te zawarto w twierdzeniu 3.2.

Twierdzenie 3.2. Niech Ij = {i : aij ̸= 0} oraz Tj = {t : xjt ̸= 0}. Je±li
nieujemna faktoryzacja macierzy Y jest jednoznaczna, to dla j1, j2 ∈ {1, . . . , J},
̸ ∃j1 ̸= j2, aby Ij1 ⊆ Ij2 oraz Tj1 ⊆ Tj2.

Dowód twierdzenia 3.2 mo»na odnale¹¢ w pracy [145], a tak»e w literaturze
[196, 197]. Z twierdzenia tego wynika, »e w ka»dej kolumnie macierzy A oraz
w ka»dym wierszu macierzy X powinien by¢ co najmniej jeden element o zerowej
warto±ci. S¡ to tzw. warunki konieczne do istnienia jednoznacznej nieujemnej
faktoryzacji macierzy Y .

Huang, Sidiropoulos i Swami [196, 197] zaproponowali tak»e warunki wystar-
czaj¡ce, które rozszerzaj¡ warunki podane w twierdzeniu 3.1. Niech

Q =
{
ξ ∈ RJ : ξT1J ≥

√
J − 1||ξ||2

}
(3.32)

b¦dzie sto»kiem simplicjalnym drugiego stopnia, a

Q∗ =
{
ξ ∈ RJ : ξT1J = ||ξ||2

}
(3.33)

dualnym sto»kiem drugiego stopnia. �atwo zauwa»y¢, »e Q ⊂ Q∗ dla J > 2
oraz wersory {e1, . . . , eJ} s¡ promieniami ekstremalnymi sto»ka Q∗, poniewa»
∀j : eTj 1J = ||eJ ||2. Warunki wystarczaj¡ce s¡ podane w twierdzeniu 3.3.

Twierdzenie 3.3. Je±li macierz A speªnia warunki:

Q ⊆ C(AT) oraz Q∗ ∩ C∗(AT) = {ξej |ξ ≥ 0, j = 1, . . . , J} , (3.34)

a macierz X speªnia warunki:

Q ⊆ C(X) oraz Q∗ ∩ C∗(X) = {ξej |ξ ≥ 0, j = 1, . . . , J} , (3.35)

gdzie AT = {aT
1 , . . . ,a

T
I } ⊂ RJ

+ oraz X = {x1, . . . ,xT } ⊂ RJ
+, to faktoryzacja

Y = AX przy zadanym rz¦dzie faktoryzacji J jest jednoznaczna.

Dowód twierdzenia 3.3 przedstawiono w pracy [197]. Wynika z tego, »e wszyst-
kie promienie ekstremalne sto»ków C∗(AT) oraz C∗(X) powinny by¢ zawarte w Q∗.
Jednak tylko wersory {e1, . . . , eJ}, które s¡ równie» promieniami ekstremalnymi
sto»ków C∗(AT) i C∗(X), musz¡ by¢ na brzegu obszaru Q∗, »eby faktoryzacja
mogªa by¢ jednoznaczna. Aby jednak jednoznacznie stwierdzi¢, czy dane faktory



Podstawy teoretyczne 71

A i X s¡ jednoznaczne, konieczne jest tak»e sprawdzenie warunków Q ⊆ C(AT)
i Q ⊆ C(X), co jest zadaniem NP-kompletnym [197, 441] dla du»ych wymiarów.
Twierdzenie to nadal ma maªe znaczenie praktyczne, chocia» mo»e mie¢ istotny
wpªyw na rozwój bada« podstawowych.

Podane rozwa»ania na temat jednoznaczno±ci faktoryzacji dotycz¡ tylko fak-
toryzacji dokªadnej, tzn. opisanej modelem (1.1). Model ten ma istotne znaczenie
w rozwa»aniach teoretycznych, zwªaszcza w celu wyja±nienia podstaw metody
NMF. Jak ju» wspomniano, w praktyce najcz¦±ciej wyst¦puje model faktoryzacji
przybli»onej (1.3), gdzie rz¡d faktoryzacji nie jest ªatwy do wyznaczenia. W takim
przypadku znalezienie jednoznacznych nieujemnych faktorów jest prawie niemo»-
liwe. Pomimo to stosowanie metody NMF do problemów niefaktoryzowalnych ma
nadal sens, je±li otrzymywane faktory zawieraj¡ istotne cechy i maj¡ �zyczn¡ in-
terpretacj¦. Co wi¦cej, wynik nieujemnej faktoryzacji macierzy niefaktoryzowalnej
jest cz¦sto powtarzalny z bardzo du»ym prawdopodobie«stwem, je±li stosuje si¦
dodatkowe zaªo»enia i pewn¡ klas¦ metod aktualizacji faktorów. Kolejn¡, bardzo
istotn¡ zalet¡ metody NMF jest mo»liwo±¢ uzyskiwania faktorów o okre±lonych
cechach, np. rzadkich reprezentacjach cz¡stkowych. W wielu zastosowaniach wa»-
niejsze s¡ cechy faktorów i ich potencjaª do reprezentacji danych ni» ich jedno-
znaczno±¢.

Problem reprezentacji danych dla problemu niefaktoryzowalnego przedsta-
wiono w przykªadzie 3.8.

Przykªad 3.8. Niech

Y =

 y
1

y
2

y
3

 ∈ RI×T
+ ,

gdzie y
i
= vec(Y i)

T jest zwektoryzowanym i-tym obrazem Y i z bazy zdj¦¢ twa-
rzy ORL. Baza ta zostaªa opisana w przykªadzie 1.2. Do analizy wybrano zdj¦cia
pokazane na rysunku 3.6. Obrazy Y 1 i Y 2 przedstawiaj¡ ró»ne uj¦cia twarzy tej
samej osoby, a wi¦c nale»¡ do tej samej klasy problemu klasy�kacji obiektów.
Obrazy Y 2 i Y 3 pochodz¡ z ró»nych klas. Na rysunku 3.7(a) przedstawiono roz-
kªad punktów {ȳt} generowanych macierz¡ Y na simpleksie probabilistycznym
S(2), gdzie y

1
= vec(Y 1)

T , y
2
= vec(Y 2)

T i y
3
= vec(Y 3)

T . Na rysunku 3.7(b)
pokazano podobny rozkªad punktów {ȳt}, ale wektorami wierszowymi macierzy
Y s¡: y

1
= vec(Y 1)

T , y
2
= vec(Y 3)

T i y
3
= vec(Y 4)

T .

Z rysunku 3.7(a) wynika, »e pomimo rozproszenia punków {ȳt} prawie na caªej
powierzchni obszaru S(2) do±¢ ªatwo mo»na wskaza¢ obszar o bardzo du»ej kon-
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Rys. 3.6. Wybrane zdj¦cia z bazy ORL: Y 1 � klasa 1, Y 2 � klasa 1, Y 3 � klasa 2, Y 4 � klasa 3

(a) (b)

Rys. 3.7. Rozkªad punktów generowanych przez wektory ȳt na dwuwymiarowym
probabilistycznym simpleksie S(2) dla trzech zwektoryzowanych zdj¦¢ z bazy ORL (I = 3)

i liczbie klas: (a) J = 2 (dwie klasy); (b) J = 3 (trzy klasy)

centracji punktów pomiarowych. Jest to obszar przypominaj¡cy odcinek, a zatem
rozkªad znacz¡cej liczby punktów {ȳt} mo»na modelowa¢ otoczk¡ wypukª¡ H(Ā),
gdzie Ā = {ā1, ā2} s¡ wektorami niezale»nymi. Wniosek ten jest uzasadniony, po-
niewa» obrazy Y 1 i Y 2 nale»¡ do tej samej klasy, a Y 3 reprezentuje odmienn¡
klas¦. Modeluj¡c wi¦c rozkªad punktów {ȳt} lini¡ regresyjn¡, mo»na wyznaczy¢
poªo»enia punktów {ā1, ā2} na obszarze S(2), stosuj¡c np. dopasowanie wedªug
kryterium najmniejszych kwadratów. �atwo jednak zauwa»y¢, »e nawet gdyby
punkty {ā1, ā2} znajdowaªy si¦ na brzegu simpleksu S(2), to ∃t : ȳt ̸∈ H(Ā), a za-
tem macierz X = A†Y zawieraªaby elementy ujemne, gdzie A = [a1,a2] ∈ R3×2.
Do podobnych wniosków mo»na doj±¢, opisuj¡c rozkªad punktów {ȳt} otoczk¡
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wypukª¡ H(Ā) dla zbioru niezale»nych wektorów Ā = {ā1, ā2, ā3}, przy czym w
tym przypadku H(Ā) mo»e zawiera¢ znacznie wi¦cej wektorów ȳt ni» dla J = 2.
Prawdopodobnie mo»na byªoby znale¹¢ takie J > 3, aby ∀t : ȳt ∈ H(Ā) ⊂ S(2)
dla Ā = {ā1, ā2, . . . , āJ}, ale takie modelowanie nie prowadziªoby do redukcji
wymiarowo±ci. Z analizy rysunku 3.7(b) wynika, »e rozkªad punktów {ȳt} mo»e
by¢ aproksymowany ró»nymi otoczkami wypukªymi H(Ā) dla J = 3, chocia»
»aden ze zbiorów H(Ā) ⊂ S(2) nie b¦dzie obejmowaª wszystkich punktów {ȳt}.
Mo»liwe jest jednak wybranie takich dodatnich wektorów Ā = {ā1, ā2, ā3}, dla
których wiele punktów ȳt znajdzie si¦ na brzegu otoczki wypukªej H(Ā), co pro-
wadzi do znacznej rzadko±ci macierzy X. Wektory wierszowe macierzy X mog¡
zatem mie¢ cechy rzadkich wektorów reprezentacji danych, pomimo »e nieujemna
faktoryzacja macierzy Y jest niejednoznaczna i mo»e by¢ tylko w wi¦kszym lub
mniejszym stopniu aproksymowana.

3.2. Cechy faktorów

W przypadku gdy nieujemna faktoryzacja macierzy jest niejednoznaczna,
wybór odpowiednich faktorów spo±ród zbioru mo»liwych nieujemnych faktorów
mo»e by¢ wspomagany dodatkowymi informacjami. Mo»e to by¢, tzw. informacja
a priori o charakterze poszukiwanych faktorów. Tak¡ informacj¦ mo»na wª¡czy¢
do procesu aktualizacji faktorów, stosuj¡c ró»ne sposoby, takie jak �ltracja fak-
torów podczas ich aktualizacji, transformacja lub rzutowanie na podprzestrze«
o charakterystycznych wªa±ciwo±ciach lub poprzez wnioskowanie statystyczne.
To ostatnie podej±cie jest najcz¦±ciej stosowane w zastosowaniach praktycznych
i zwykle realizowane jest przez twierdzenie Bayesa:

p(A,X|Y ) =
p(Y |A,X)p(A,X)

p(Y )
, (3.36)

gdzie p(A,X|Y ) � rozkªad g¦sto±ci prawdopodobie«stwa a posteriori, p(A,X)
� rozkªad g¦sto±ci prawdopodobie«stwa a priori dla zmiennychA iX, p(Y |A,X)
� ª¡czny rozkªad g¦sto±ci prawdopodobie«stwa obserwacji Y = [yit] dla danych
faktorów A i X, natomiast p(Y ) � rozkªad brzegowy dla Y .

Gdy zmienne losowe A i X s¡ statystycznie niezale»ne: p(A,X) =
pA(A)pX(X). Rozkªady a priori pA(A) i pX(X) w ogólnym przypadku maj¡
form¦ rozkªadów Gibbsa:

pA(A) =
1

ZA
exp {−αAUA(A)} , pX(X) =

1

ZX
exp {−αXUX(X)} (3.37)
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gdzie ZA i ZX � funkcje podziaªu (ang. partition functions) lub staªe normali-
zuj¡ce, αA ≥ 0 i αX ≥ 0 � parametry kary lub regularyzacji, UA(A) i UX(X)
� funkcje energii caªkowitej odpowiednich zmiennych A i X.

Stosuj¡c kryterium AIC (rozdz. 2.1) do (3.36) z uwzgl¦dnieniem (3.37), zada-
nie maksymalizacji funkcji g¦sto±ci prawdopodobie«stwa a posteriori sprowadza
si¦ do zadania minimalizacji zregularyzowanej funkcji celu Ψ(A,X):

Ψ(A,X) = − ln p(A,X|Y ) = − ln p(Y |A,X)− ln p(A)− ln p(X) + const

= D(Y ||AX) + αAUA(A) + αXUX(X) + const, (3.38)

gdzie D(Y ||AX) = − ln p(Y |A,X) mo»e by¢ dowoln¡ miar¡ podobie«stwa po-
mi¦dzy macierzami Y i AX. Funkcje te zostaªy szczegóªowo omówione w roz-
dziale 2. Wyra»enia αAUA(A) i αXUX(X) s¡ czªonami kary lub regularyzacji
(w przypadku wyst¡pienia zªego uwarunkowania), wymuszaj¡cymi okre±lon¡ cha-
rakterystyk¦ macierzy A i X. Funkcje UA(A) i UX(X) s¡ miarami cech faktorów
(np. rzadko±¢, g¦sto±¢, ortogonalno±¢, itp.), a parametry kary αA i αX umo»liwiaj¡
regulowanie ilo±ci wprowadzanej informacji a priori.

3.2.1. Rzadko±¢ faktorów

Rzadko±¢ faktorów A i X mo»na wymusza¢, zakªadaj¡c, »e ich rozkªady
a priori opisane s¡ ª¡cznymi rozkªadami Laplace'a, ze ±rednimi µ(A)

ij = µ
(X)
jt = 0

oraz parametrami skali λA i λX , zatem:

pA(A) =
∏
i,j

1

2λA
exp

{
−
|aij − µ(A)

ij |
λA

}
, pX(X) =

∏
j,t

1

2λX
exp

{
−
|xjt − µ(X)

jt |
λX

}
.

(3.39)
Po podstawieniu (3.39) do (3.38), funkcje UA(A) i UX(X) mo»na wyrazi¢ w po-
staci:

UA(A) =

I∑
i=1

J∑
j=1

aij =

I∑
i=1

||ai||1, UX(X) =

J∑
j=1

T∑
t=1

xjt =

T∑
t=1

||xt||1, (3.40)

dla aij ≥ 0 oraz xij ≥ 0. Parametry kary wynosz¡ odpowiednio αA = λ−1
A i αX =

λ−1
X .
Minimalizacja zregularyzowanej funkcji celu (3.38), zªo»onej z funkcji (3.40)

oraz funkcji odlegªo±ci euklidesowej (2.4), sprowadza si¦ do rozwi¡zania nast¦pu-
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j¡cych liniowych zada« najmniejszych kwadratów z ograniczeniami nieujemno±ci
i zregularyzowanych wedªug normy l1:

min
ai≥0

||yT
i
−XTaT

i ||22 + αA||ai||1, dla i = 1, . . . , I (3.41)

min
xt≥0

||yt −Axt||22 + αX ||xt||1, dla t = 1, . . . , T (3.42)

�atwo zauwa»y¢, »e zadania (3.41) i (3.42), z pomini¦ciem ogranicze« nieujem-
no±ci, s¡ równowa»ne tzw. zadaniom LASSO (ang. Least Absolute Shrinkage and

Selection Operator) [431] lub BPD (ang. Basis Pursuit De-noising) [60], które s¡
formuªowane w celu poszukiwania rzadkich rozwi¡za« dla podokre±lonych zada«
najmniejszych kwadratów. Norma l1 dla wielu problemów do±¢ dobrze aprok-
symuje norm¦ l0, zwªaszcza dla du»ych zada« podokre±lonych [116]. Ponadto,
funkcje celu w obu zadaniach (3.41) i (3.42) s¡ wypukªe ze wzgl¦du na ich ar-
gumenty, co znacznie uªatwia ich minimalizacj¦. Takie podej±cie do wymuszania
rzadko±ci zostaªo wprowadzone przez Hoyera [194] w tzw. nieujemnym kodowaniu
rzadkim, a nast¦pnie badane i wykorzystywane w ró»nych algorytmach nieujemnej
faktoryzacji macierzy [83, 89, 121, 201, 289].

Wymuszanie rzadko±ci mo»na równie» realizowa¢ przez miar¦ rzadko±ci
z (3.13). Po wykonaniu pewnych przeksztaªce« uzyskuje si¦:

UA(A) = (ξA||vec(A)||2 − ||vec(A)||1)2 , (3.43)

UX(X) = (ξX ||vec(X)||2 − ||vec(X)||1)2 , (3.44)

gdzie ξA =
√
IJ − (

√
IJ − 1)ηA i ξX =

√
JT − (

√
JT − 1)ηX , a ηA, ηX ∈ [0, 1] s¡

parametrami steruj¡cymi rzadko±ci¡.
Rzadko±¢ mo»na równie» regulowa¢ przez uogólnion¡ miar¦ ró»norodno±ci

(ang. diversity measure) J (p,q):

J (p,q) =

J∑
j=1

(||xj ||q)p, (3.45)

gdzie 0 ≤ p ≤ 1 i q ≥ 1. Miara ta okre±la grupow¡ rzadko±¢ macierzy X
przez wynikow¡ ocen¦ rzadko±ci jej wierszy. Zostaªa zaproponowana przez Cot-
tera i innych [95] w celu usprawnienia estymacji rzadkich rozwi¡za« problemu
podokre±lonego z danych (wektorów) pomiarowych, rejestrowanych w czasie dys-
kretnym. Jej minimalizacja mo»e by¢ realizowana za pomoc¡ rodziny algorytmów
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M-FOCUSS [95, 500], które mog¡ by¢ równie» zastosowane do zada« nieujemnej
faktoryzacji macierzy lub tensora.

W pracy [497] miara (3.45) zostaªa zastosowana do wymuszania rzadko±ci
faktorów w metodzie NMF w kontek±cie ±lepej separacji ¹ródeª. Miar¦ t¦ zmody-
�kowano, tak aby uwzgl¦dniaªa pro�le rzadko±ci kolumn macierzy X oraz wierszy
macierzy A, zatem:

UX(X) = J (2,1) =

T∑
t=1

(||xt||1)2 = tr(XT1J×JX), (3.46)

UA(A) = J (2,1) =

I∑
i=1

(||ai||1)2 = tr(A1J×JA
T ), (3.47)

gdzie q = 1 i p = 2 oraz 1J×J ∈ RJ×J � macierz samych jedynek. Funkcj¦
UX(X), wyra»on¡ poprzez (3.46), mo»na odnale¹¢ w ró»nych zastosowaniach
metody NMF. Kim i Park [222, 223] zastosowali j¡ do wymuszania rzadko±ci
w faktorze X i taki algorytm nazwali SNMF/R. Analogicznie, SNMF/L oznacza
algorytm NMF z wymuszaniem rzadko±ci wedªug (3.47), tzn. tylko w faktorze A.
Je±li D(Y ||AX) wyra»ona jest przez funkcj¦ odlegªo±ci euklidesowej (2.4), to za-
dania minimalizacji zregularyzowanej funkcji celu (3.38), w poª¡czeniu z funkcjami
(3.46) i (3.47) oraz przy ograniczeniach nieujemno±ci, mo»na zapisa¢ odpowiednio:

min
X≥0

∣∣∣∣∣∣∣∣( A√
αX11×J

)
X −

(
Y

01×T

)∣∣∣∣∣∣∣∣2
F

, (3.48)

min
A≥0

∣∣∣∣∣∣∣∣( XT

√
αA11×J

)
AT −

(
Y T

01×I

)∣∣∣∣∣∣∣∣2
F

. (3.49)

Funkcja (3.46) ma równie» zastosowanie w ±lepej separacji widm absorpcyj-
nych lodu astro�zycznego, realizowanej za pomoc¡ zregularyzowanego algorytmu
NMF [290].

Nale»y równie» wspomnie¢, »e wymuszanie rzadko±ci w jednym z estymowa-
nych faktorów cz¦sto powoduje wymuszenie �nierzadko±ci�, czyli gªadko±ci w dru-
gim faktorze. Jest to powodowane tym, »e oba faktory s¡ ze sob¡ zwi¡zane
w sposób multiplikatywny. Jednoczesne wymuszanie rzadko±ci w obu faktorach
A i X mo»e powodowa¢ pogorszenie dopasowania modelu do obserwowanych da-
nych, czyli zwi¦kszanie warto±ci funkcji celu (3.38). Aby modelowa¢ to zjawisko,
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Pascuala-Montano i pozostali wspóªautorzy [344] zaproponowali model nsNMF
(ang. non-smooth NMF), w którym wymuszanie rzadko±ci w jednym z estymo-
wanych faktorów odbywa si¦ w inny sposób ni» bayesowski model wprowadzania
informacji a priori. Model nsNMF zakªada nast¦puj¡ dekompozycj¦ macierzy Y :

Y = ASX, (3.50)

gdzie A ∈ RI×J
+ oraz X ∈ RJ×T

+ .
Macierz S ∈ RJ×J

+ zde�niowano nast¦puj¡co:

S = (1− θ)IJ +
θ

J
1J×J , (3.51)

gdzie IJ ∈ RJ×J � macierz jednostkowa oraz 0 ≤ θ ≤ 1.
Je±li θ = 0, model (3.50) sprowadza sie do podstawowego modelu NMF. Gdy

θ = 1, wektory kolumnowe macierzy SX s¡ maksymalnie gªadkie, tzn. wszystkie
ich elementy maj¡ takie same niezerowe warto±ci. Wymuszanie gªadko±ci w macie-
rzyX b¦dzie skutkowa¢ wymuszaniem rzadko±ci w macierzyA. Analogicznie, je±li
wymuszanie gªadko±ci odbywa si¦ przez czynnik AS, to faktor X charakteryzuje
si¦ du»¡ rzadko±ci¡.

Rzadko±¢ faktora X mo»na równie» regulowa¢ przez odpowiedni dobór wek-
torów bazowych w macierzy A. Analogicznie, rzadko±¢ faktora A jest zale»na od
wyboru wektorów wierszowych w macierzy X. Stwierdzenie to mo»na wyja±ni¢,
stosuj¡c podej±cie geometryczne do modelu NMF. Z de�nicji 3.4, wniosku 3.1 oraz
skalowania (3.23) i (3.24) wynika, »e je±li ȳt jest wierzchoªkiem otoczki wypukªej
H(Ā), gdzie Ā = {ā1, . . . , āJ} jest zbiorem przeskalowanych wektorów kolumno-
wych macierzy A, to wektor wspóªrz¦dnych barycentrycznych ¯̄xt ma tylko jeden
element niezerowy. Gdy za± ȳt le»y na kraw¦dzi ª¡cz¡cej dwa wierzchoªki otoczki
H(Ā), wówczas co najwy»ej dwa elementy wektora ¯̄xt s¡ niezerowe. Wynika st¡d,
»e rzadko±¢ faktora X zale»y od wyboru wektorów zbioru Ā.

Niech H(Ȳ) oznacza otoczk¦ wypukª¡ utworzon¡ z elementów zbioru Ȳ =
{ȳ1, . . . , ȳT }. �atwo zauwa»y¢, »e je±li ∃t : ȳt ∈ H(Ȳ) i ȳt ̸∈ H(Ā), to odpo-
wiedni wektor ¯̄xt ma co najmniej jeden element ujemny. Przyj¦te ograniczenia
nieujemno±ci dla faktora X implikuj¡ warunek: H(Ȳ) ⊆ H(Ā). Wynika st¡d, »e
vol(H(Ȳ)) ≤ vol(H(Ā)), gdzie vol(H) jest obj¦to±ci¡ wielokomórki utworzonej
z otoczki wypukªej H. Zatem istnieje taka dolna granica obj¦to±ci dla H(Ā),
poni»ej której jakie± elementy macierzy X staj¡ si¦ ujemne. Z drugiej strony,
oczywiste jest, »e vol(H(Ā)) ≤ vol(S(I−1)), gdzie S(I−1) jest (I−1)-wymiarowym
simpleksem probabilistycznym. Je±li vol(H(Ȳ)) < vol(H(Ā)) oraz ∃j : āj ∈ H(Ā)
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i āj ̸∈ H(Ȳ), to ̸ ∃t : ȳt = āj . Nie mo»na wi¦c wyrazi¢ macierzy X w postaci
(3.25), co mo»e oznacza¢ niejednoznaczno±¢ faktoryzacji.

Z przedstawionych rozwa»a« wynika, »e wymuszanie rzadko±ci w faktorze X
mo»na realizowa¢ przez minimalizowanie obj¦to±ci otoczki wypukªej H(Ā). Pod-
czas ograniczenia nieujemno±ci dla obu faktorów, podej±cie to ma na celu znale-
zienie takiego zbioru Ā, dla którego vol(H(Ā)) → vol(H(Ȳ)). Zadanie estymacji
macierzy A mo»e by¢ wi¦c sformuªowane w postaci nast¦puj¡cego zadania opty-
malizacji nieliniowej z ograniczeniami obszaru rozwi¡za« dopuszczalnych:

min
A≥0

vol (H ([a1, . . . ,aJ ])) , p.o. Y = AX oraz 1TI A = 1TJ . (3.52)

Problem (3.52) rozwa»ano w kontek±cie modelu NMF w wielu pracach, np.
[233, 303, 391, 449, 527]. Stosuj¡c metod¦ mno»ników Lagrange'a [329] oraz mo-
deluj¡c podobie«stwo macierzy Y i AX funkcj¡ D(Y ||AX), zadanie (3.52) mo»e
by¢ przeksztaªcone do postaci równowa»nej:

min
A≥0
{D(Y ||AX) + λvol (H ([a1, . . . ,aJ ]))} , p.o. 1TI A = 1TJ , (3.53)

gdzie λ ≥ 0 jest wspóªczynnikiem kary.
Zgodnie z zapisem (3.38) otrzymuje si¦:

UA(A) = vol (H ([a1, . . . ,aJ ])) , (3.54)

oraz αA = λ.
Je±li J = I + 1 oraz wektory zbioru A = {a1, . . . ,aJ} s¡ a�nicznie nieza-

le»ne, to H(Ā) jest I-wymiarowym simpleksem S(Ā). Wynika st¡d, »e funkcja
kary UA(A) mo»e by¢ modelowana przez vol

(
S(Ā)

)
, gdzie:

vol (S ([ā1, . . . , āJ ])) =
1

(J − 1)!
|det ([ā2 − ā1, . . . , āJ − ā1])| , (3.55)

lub alternatywnie:

vol (S ([ā1, . . . , āJ ])) =
1

(J − 1)!

∣∣∣∣det([ 1 . . . 1
ā1 . . . āJ

])∣∣∣∣ . (3.56)

Gdy J ≤ I, macierz

[
1 . . . 1
ā1 . . . āJ

]
∈ R(I+1)×J jest prostok¡tna, co uniemo»li-

wia obliczenie wyznacznika.
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Miao i Qi [303] zaproponowaªy, aby aproksymowa¢ vol (H ([a1, . . . ,aJ ])) dla
J ≤ I, stosuj¡c (J − 1)-wymiarowe zredukowane wektory bazowe Ã = {ãj} ∈
R(J−1)×J . Wektory takie mo»na uzyska¢ przez rzutowanie I-wymiarowych wek-
torów bazowych z macierzy A na podprzestrze« rozpi¦t¡ na wektorach kom-
ponentów gªównych macierzy obserwacji Y . W zwi¡zku z tym Ã = UT (A −
T−1Y 1T1

T
J ), gdzie kolumny macierzy U ∈ RI×(J−1) s¡ (J − 1) najbardziej zna-

cz¡cymi komponentami gªównymi macierzy Y (uzyskane metod¡ PCA). Ponadto,
ze wzgl¦du na ªatwo±¢ optymalizacji warto±¢ bezwzgl¦dna w (3.56) zostaªa zast¡-
piona funkcj¡ kwadratow¡, co nie zmienia punktów ekstremalnych funkcji (3.56).
W efekcie funkcja UA(A) w (3.54) przyjmuje posta¢:

UA(A) = det

([
1 . . . 1
ã1 . . . ãJ

])2

, (3.57)

gdzie αA = λ
2(J−1)! . Algorytm NMF minimalizuj¡cy funkcj¦ odlegªo±ci euklideso-

wej, zregularyzowan¡ czªonem (3.57), nazwano MVC-NMF (ang. Minimum Vo-

lume Constrained NMF) [303].
Schachtner, Pöppel i Lang [303] wyra»aj¡ czªon kary UA(A) przez miar¦ zgrub-

nie aproksymuj¡c¡ obj¦to±¢ vol (H ([a1, . . . ,aJ ])) dla J ≤ I. W ich podej±ciu
UA(A) = | det(ATA)|, po zaªo»eniu normalizacji wektorów kolumnowych w ma-
cierzy A.

3.2.2. Gªadko±¢ faktorów

Gªadko±¢ faktorów A i X mo»na wymusza¢ przez modelowanie rozkªadu ele-
mentów w macierzach ª¡cznymi rozkªadami gaussowskimi:

pA(A) ∝
∏
i,j

exp

{
−
(aij − µ(A)

ij )2

2σ2A

}
, pX(X) ∝

∏
j,t

exp

{
−
(xjt − µ(X)

jt )2

2σ2X

}
,

(3.58)

gdzie µ(A)
ij i µ(X)

jt � znane a priori ±rednie, σ2A i σ2X � odpowiednie wariancje.
Po uwzgl¦dnieniu (3.58) w (3.38) uzyskuje si¦:

UA(A) =
I∑

i=1

J∑
j=1

(
aij − µ(A)

ij

σA

)2

= tr
(
(A− Ā)Σ−1

A (A− Ā)T
)
, (3.59)
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UX(X) =

J∑
j=1

T∑
t=1

(
xjt − µ(X)

jt

σX

)2

= tr
(
(X − X̄)TΣ−1

X (X − X̄)
)
, (3.60)

gdzie Ā = [µ
(A)
ij ], X̄ = [µ

(X)
jt ], ΣA = diag(σ2A) oraz ΣX = diag(σ2X).

Po zaªo»eniu Ā = 0 i X̄ = 0 oraz ΣA = ΣX = IJ ∈ RJ×J (skalowane
komponenty), otrzymuje si¦:

UA(A) = tr
(
AAT

)
= ||A||2F , UX(X) = tr

(
XTX

)
= ||X||2F . (3.61)

Dla funkcji odlegªo±ci euklidesowej (2.4), zregularyzowana funkcja celu (3.38)
w poª¡czeniu z czªonami (3.61) ma posta¢:

Ψ(A,X) = ||Y −AX||2F + αA||A||2F + αX ||X||2F + const. (3.62)

Czªony te mog¡ speªnia¢ funkcje standardowej regularyzacji Tichonowa [30], sto-
sowanej w rozwi¡zywaniu ¹le uwarunkowanych lub ¹le postawionych zada« naj-
mniejszych kwadratów. Zadanie minimalizacji funkcji (3.62) ze wzgl¦du na ma-
cierz A i X oraz przy ograniczeniach nieujemno±ci mo»na sformuªowa¢ w nast¦-
puj¡cej postaci:

min
X≥0

∣∣∣∣∣∣∣∣( A√
αXIJ

)
X −

(
Y

0J×T

)∣∣∣∣∣∣∣∣2
F

, (3.63)

min
A≥0

∣∣∣∣∣∣∣∣( XT

√
αAIJ

)
AT −

(
Y T

0J×I

)∣∣∣∣∣∣∣∣2
F

. (3.64)

Mo»na tak»e pokaza¢, »e minimalizacja funkcji (3.62) jest równowa»na nast¦-
puj¡cym zadaniom:

min
A
||Y −AX||2F p.o. ||A||2F ≤ ∆2

A, (3.65)

min
X
||Y −AX||2F p.o. ||X||2F ≤ ∆2

X , (3.66)

gdzie parametry ∆A i ∆X s¡ odwrotnie proporcjonalne do odpowiednich parame-
trów αA i αX . W dalszej cz¦±ci pracy parametry te b¦d¡ nazywane promieniami
obszarów zaufania. Okre±laj¡ one stopie« gªadko±ci estymowanych rozwi¡za«
i s¡ zwykle wybierane kompromisowo mi¦dzy minimalnym bª¦dem residulanym
a stopniem gªadko±ci rozwi¡zania. Z zada« (3.65) i (3.66) wynika, »e czªony
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regularyzuj¡ce w (3.62) nie tylko stabilizuj¡ ¹le postawione problemy, ale tak»e
wymuszaj¡ okre±lon¡ wariancj¦ rozwi¡za« (dla Ā = 0 i X̄ = 0), a tym samym
odpowiedni¡ gªadko±¢ estymowanych faktorów.

Funkcje UA(A) i UX(X) mog¡ te» by¢ zde�niowane na podstawie modelu lo-
sowego pola Markowa (MRF � ang. Markov Random Field). Jest on powszechnie
stosowany do opisu lokalnej gªadko±ci w rekonstrukcji obrazów � zwªaszcza tomo-
gra�cznych. Zakªadaj¡c jedynie interakcje mi¦dzy elementami wektorów kolum-
nowych macierzy A oraz elementami wektorów wierszowych macierzy X, funkcje
UA(A) i UX(X) maj¡ nast¦puj¡ce postaci:

UA(A) =
∑
i,j

∑
l∈Si

νilψ (aij − alj , δA) , (3.67)

UX(X) =
∑
j,t

∑
l∈St

νtlψ (xjt − xjl, δX) . (3.68)

Dla pierwszego rz¦du interakcji, czyli dla najbli»szego s¡siedztwa, zbiory Si
oraz St s¡ wyra»one nast¦puj¡co: Si = {i− 1, i+ 1} oraz St = {t− 1, t+ 1}, za±
wspóªczynniki wagowe wynosz¡ odpowiednio νil = 1 i νtl = 1. Dla drugiego rz¦du
interakcji: Si = {i − 2, i − 1, i + 1, i + 2} oraz St = {t − 2, t − 1, t + 1, t + 2}.
Parametry δA i δX s¡ czynnikami skaluj¡cymi, natomiast ψ (ξ, δ) jest funkcj¡
potencjaªu zmiennej ξ. Przykªadowe funkcje potencjaªu, które mog¡ by¢ stosowane
w metodzie NMF, zamieszczono w tabeli 3.1.

Tabela 3.1. Funkcje potencjaªu zmiennej ξ

Autorzy (nazwa) Funkcja: ψ(ξ, δ) Literatura

Funkcja gaussowska (ξ/δ)2

Besag (Laplace'a) |ξ/δ| [25]

Bouman i Sauer (GGMRF) |ξ/δ|p [33]

Geman i McClure
16

3
√
3

(ξ/δ)2

(1 + (ξ/δ)2)
[142]

Geman i Reynolds
|ξ/δ|

1 + |ξ/δ| [143]

Green δ ln[cosh(ξ/δ)] [157]

Hebert i Leahy δ ln
[
1 + (ξ/δ)2

]
[182]
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Wedªug bada« przeprowadzonych przez Lange'a [247], optymalnie dobrana
funkcja potencjaªu powinna by¢: nieujemna, parzysta, ψ(ξ = 0) = 0, ±ci±le ro-
sn¡ca dla ξ > 0, nieograniczona, wypukªa z ograniczon¡ pierwsz¡ pochodn¡.
Po±ród funkcji przedstawionych w tabeli 3.1, jedynie funkcja Greena speªnia
podane wªa±ciwo±ci. Skuteczno±¢ tej funkcji zostaªa potwierdzona licznymi ba-
daniami w kontek±cie nast¦puj¡cych zastosowa«: ±lepa separacja nieujemnych
sygnaªów [496], ±lepa separacja obrazów [498], ±lepa separacja sygnaªów aku-
stycznych w modelu podokre±lonym [483], estymacja komponentów ukrytych
w modelu NTF [517], a tak»e ró»ne aspekty tomogra�cznej rekonstrukcji obra-
zów [369, 477, 480, 482, 514, 516].

Skuteczno±¢ stosowania funkcji Greena jest jednak uzale»niona nie tylko od
doboru parametrów kary αA i αX w (3.38), ale tak»e od parametrów skaluj¡cych
δA i δX w (3.67) i (3.68). W modelu estymacji bayesowskiej, parametry te mo»na
traktowa¢ jako hiperparametry. Ich estymacja przez maksymalizacj¦ rozkªadów
granicznych lub maksymalizacj¦ funkcji wiarygodno±ci typu II wymaga u»ycia
skomplikowanych narz¦dzi statystyki matematycznej [514].

Funkcja gaussowska ψ (ξ, δ) = (ξ/δ)2, podana w tabeli 3.1, nie ma ograniczonej
pierwszej pochodnej, ale jej parametr skaluj¡cy δ mo»e by¢ poª¡czony z parame-
trem kary α. W efekcie, dla modelu MRF z gaussowsk¡ funkcj¡ potencjaªu tylko
dwa parametry kary powinny by¢ okre±lone. Mo»na te» pokaza¢, »e model ten
sprowadza si¦ do modelu jednoczesnej autoregresji (SAR � ang. Simultaneous

Auto-regression) [24, 380, 456]. Jest on powszechnie stosowany w wielu dziedzi-
nach nauki [316, 380] do modelowania interakcji mi¦dzy zmiennymi losowymi,
zaburzonymi szumem gaussowskim.

Niech aj ∈ RI
+ jest j-tym wektorem kolumnowym macierzy A, a xj ∈ R1×T

+

j-tym wektorem wierszowym macierzyX. Model SAR zakªada, »e zmienne losowe
w wektorach aj i xj modelowane s¡ równaniami stochastycznymi:

aj = S(A)aj + ϵ, xj = xjS
(X) + ϵT , (3.69)

gdzie S(A) ∈ RI×I oraz S(X) ∈ RT×T s¡ symetrycznymi macierzami przestrzen-
nych zale»no±ci pomi¦dzy zmiennymi losowymi, ϵ ∼ N (0, σ2I) jest wektorem
jednorodnego szumu gaussowskiego o wariancji σ2, a I jest macierz¡ jednostkow¡
o odpowiednim wymiarze.

Wedªug [138, 316], macierze przestrzennych zale»no±ci mog¡ by¢ wyra»one
jako S(A) = γZ(A) i S(X) = γZ(X), gdzie γ jest staª¡, dobran¡ tak, aby macie-
rze C(A) = II − S(A) i C(X) = IT − S(X) byªy dodatnio okre±lone. Macierze
Z(A) = [z

(A)
mi ] i Z

(X) = [z
(X)
tn ] s¡ binarnymi, symetrycznymi i wst¦gowymi macie-

rzami wska¹ników s¡siaduj¡cych elementów w odpowiednich wektorach aj i xj .
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Dla interakcji pierwszego rz¦du, zachodz¡ relacje: z(A)
1,2 = z

(A)
I,I−1 = z

(A)
m,m−1 =

z
(A)
m,m+1 = 1 dla m ∈ {2, . . . , I − 1}; z(X)

2,1 = z
(X)
T−1,T = z

(X)
n−1,n = z

(X)
n+1,n = 1 dla

n ∈ {2, . . . , T − 1}. Dla pozostaªych elementów: zmi = ztn = 0. Dla interakcji
P -tego rz¦du, ka»dy element aij i xjt ma odpowiednie zbiory s¡siadów: {ai−ν,j},
{ai+ν,j}, {xj,t−ν}, {xj,t+ν} dla ν = 1, . . . , P . W konsekwencji, Z(A) i Z(X) s¡
symetrycznymi macierzami wst¦gowymi z P wst¦gami pod i nad gªówn¡ dia-
gonaln¡. Elementy wst¦g s¡ równe jedno±ci, pozostaªe za± elementy s¡ zerowe.
Macierze C(A) i C(X) s¡ dodatnio okre±lone, je»eli γ < (2P )−1 dla interakcji
P -tego rz¦du [138, 316]. Najcz¦±ciej wybiera si¦: γ = (2P )−1− ϵ̃, gdzie ϵ̃ jest staª¡
o maªej warto±ci, np. ϵ̃ = 10−16.

Po przeksztaªceniu równania (3.69) dla aj uzyskuje si¦: ϵ = (II − S(A))aj =
C(A)aj . Poniewa» ϵ ∼ N (0, σ2I), zatem

p(aj) ∝ exp

{
− 1

2σ2
ϵT ϵ

}
= exp

{
− 1

2σ2
||C(A)aj ||22

}
.

Podobne zale»no±ci mo»na wyprowadzi¢ dla wektora xj . Wynika st¡d, »e dla
modelu SAR rozkªady Gibbsa podane w (3.37) mo»na wyrazi¢ poprzez ª¡czne
wielowymiarowe rozkªady normalne:

pA(A) =

J∏
j=1

Z−1
A exp

{
−αA

2
||C(A)aj ||22

}
, (3.70)

pX(X) =

J∏
j=1

Z−1
X exp

{
−αX

2
||xjC

(X)||22
}

(3.71)

gdzie ZA =
(

2π
αA

)I/2 (∏I
i=1 λ

2
i (C

(A))
)−1/2

, a λi(C(A)) jest i-t¡ warto±ci¡ wªa-

sn¡ macierzy C(A). Podobnie ZX =
(

2π
αX

)T/2 (∏T
t=1 λ

2
t (C

(X))
)−1/2

. Dla P = 1:

λi(C
(A)) ∼= 1 − cos

(
πi
I

)
oraz λt(C(X)) ∼= 1 − cos

(
πt
T

)
, co znacznie upraszcza

estymacj¦ hiperparametrów.
Z rozkªadów (3.70) i (3.71) wynika, »e zregularyzowana funkcja celu w (3.38)

ma posta¢:

Ψ(A,X) = D(Y ||AX) + αA||C(A)A||2F + αX ||XC(X)||2F + const. (3.72)

Macierze C(A) i C(X) w (3.72) mog¡ by¢ równie» de�niowane przez inne mo-
dele ni» SAR i MRF. W pracy [62] zaªo»ono, »e wiersze macierzy X reprezentuj¡
gªadkie sygnaªy w dziedzinie czasu. W zwi¡zku z tym, przyj¦to wygªadzanie tych
sygnaªów wedªug modelu wa»onego u±redniania: x̄t = αx̄t−1 + (1 − α)xt, gdzie
0 < α < 1 jest parametrem wygªadzania, a x̄t jest u±rednionym t-tym wek-
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torem kolumnowym macierzy X. W rezultacie macierz C(X) przyjmuje posta¢
C(X) = I−T , gdzie T ∈ RT×T jest macierz¡ Toeplitza z przesuwanym szablonem
wygªadzania.

Wygªadzanie pro�lu czasowego komponentów modelu NMF mo»na odnale¹¢
równie» w innych pracach. Przykªadowo, Virtanen [443] zaproponowaª wygªadza-
nie struktury czasowej ¹ródªowych sygnaªów akustycznych, estymowanych z na-
gra« monofonicznych, stosuj¡c model MRF z gaussowsk¡ funkcj¡ potencjaªu.
Févotte, Bertin i Durrieu [128] zaproponowali wygªadzanie pro�lu czasowego esty-
mowanych komponentów poprzez modelowanie rozkªadów a priori wedªug ªa«cu-
chów Markowa, z funkcjami g¦sto±ci prawdopodobie«stwa rozkªadów Gamma lub
inwersyjnym Gamma. Koncepcj¦ t¦ wykorzystano równie» w innych pracach doty-
cz¡cych ±lepej separacji sygnaªów akustycznych za pomoc¡ metody NMF [21, 91].

W nawi¡zaniu do modelu (3.50) nale»y zauwa»y¢, »e wymuszanie gªadko±ci
rzadko odbywa si¦ jednocze±nie dla obu faktorów A i X. Najcz¦±ciej czªon kary
wymuszaj¡cy gªadko±¢ jest stosowany tylko do jednego z faktorów, a drugi faktor
estymowany jest bez informacji a priori lub z wymuszaniem rzadko±ci. Zakªada-
j¡c jednoczesne wymuszanie gªadko±ci w faktorze A oraz rzadko±ci w X wedªug
czªonu (3.46), zregularyzowana funkcja celu ma posta¢:

Ψ(A,X) = D(Y ||AX) + αA||C(A)A||2F + αX tr(XT1J×JX) + const

= D(Y ||AX) + αA||C(A)A||2F + αX ||1TJX||22 + const. (3.73)

Je±li C(A) = II oraz D(Y ||AX) jest funkcj¡ odlegªo±ci euklidesowej, to zadanie
minimalizacji funkcji (3.73) ze wzgl¦du na macierz A i przy ograniczeniach nie-
ujemno±ci sprowadza si¦ do postaci (3.64). Natomiast dla estymacji faktora X
uzyskuje si¦ zadanie (3.48). Dla C(A) ̸= II , funkcj¦ (3.73) mo»na przedstawi¢
w postaci:

Ψ(A,X) = ||Y −AX||2F + αA||C(A)A||2F + αX ||1TJX||22 + const

= ||vec(Y )− (XT ⊗ II)vec(A)||22 + ||(IJ ⊗
√
αAC

(A))vec(A)||22
+ αX ||1TJX||22 + const, (3.74)

gdzie symbol ⊗ oznacza iloczyn Kroneckera. W efekcie, zadanie estymacji fak-
tora A wyra»a si¦ nast¦puj¡co:

min
A≥0

∣∣∣∣∣∣∣∣( XT ⊗ II

IJ ⊗
√
αAC

(A)

)
vec(A)−

(
vec(Y )
0IJ

)∣∣∣∣∣∣∣∣2
2

. (3.75)

Dla faktora X zadanie estymacji ma posta¢ (3.48).
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Po zaªo»eniu wymuszania gªadko±ci w faktorze X oraz rzadko±ci w faktorze
A zregularyzowan¡ funkcj¦ celu mo»na zde�niowa¢ jako:

Ψ(A,X) = ||Y −AX||2F + αA||A1J ||22 + αX ||XC(X)||2F + const

= ||vec(Y )− (IT ⊗A)vec(X)||22 + ||(
√
αX(C(X))T ⊗ IJ)vec(X)||22

+ αA||A1J ||22 + const. (3.76)

zatem:

min
X≥0

∣∣∣∣∣∣∣∣( IT ⊗A√
αX(C(X))T ⊗ IJ

)
vec(X)−

(
vec(Y )
0JT

)∣∣∣∣∣∣∣∣2
2

. (3.77)

Zadanie estymacji faktora A przyjmuje posta¢ (3.49).

3.2.3. Ortogonalno±¢ faktorów

W pewnych zastosowaniach modelu NMF, efekt niejednoznaczno±ci faktorów
mo»na osªabia¢ lub eliminowa¢ przez zaªo»enie, »e jeden z estymowanych faktorów
speªnia równie» dodatkowe warunki ortogonalno±ci. W rezultacie mo»na sformu-
ªowa¢ nast¦puj¡ce zadania, których wybór zale»ny jest od danego zastosowania:

• ortogonalizacja kolumn w faktorze A:

min
A≥0, X≥0

D(Y ||AX), p.o. ATA = IJ , (3.78)

• ortogonalizacja wierszy w faktorze X:

min
A≥0, X≥0

D(Y ||AX), p.o. XXT = IJ . (3.79)

Wniosek 3.6. Faktory A i X w zadaniu (3.78) s¡ niejednoznaczne tylko co do
permutacji kolumn w macierzy A i wierszy w macierzy X.

Dowód 3.2. Z zale»no±ci (3.1) i z warunku ortogonalno±ci dla Ā wynika ĀT Ā =
QTATAQ = IJ . Poniewa» ATA = IJ , a zatem Q = IJ albo Q jest macierz¡

permutacyjn¡, albo Q jest macierz¡ ortogonaln¡. Gdyby Q = [qmn] byªa macierz¡

ortogonaln¡, wówczas ∃m ̸= n : qmn < 0. Poniewa» ATA = IJ , wi¦c ∀i, ∃m :
aim > 0 oraz ∀j ̸= m : aij = 0, zatem [AQ]in =

∑J
j=1 aijqjn = aimqmn < 0,

a wi¦c Q nie mo»e by¢ macierz¡ ortogonaln¡. Z tego wynika, »e jedyna niejedno-

znaczno±¢ w faktorze A to niejednoznaczno±¢ permutacji kolumn, a w faktorze X
to permutacja wierszy.
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Podobny wniosek mo»na równie» udowodni¢ dla zadania (3.79). Nale»y rów-
nie» zauwa»y¢, »e wymuszanie ortogonalno±ci faktora i jednoczesnej jego nieujem-
no±ci prowadzi do wymuszania du»ej rzadko±ci. Mo»na stwierdzi¢, »e ortogonalny
model NMF (ang. ONMF � Orthogonal NMF) jest szczególnym przypadkiem mo-
delu NMF z wymuszaniem rzadko±ci.

Zregularyzowana funkcja celu (3.38) dla zada« (3.78) lub (3.79) ma posta¢:

Ψ(A,X) = D(Y ||AX) + αA||ATA− IJ ||2F + αX ||XXT − IJ ||2F , (3.80)

gdzie αA ≥ 0 oraz αX ≥ 0. Je±li rozwi¡zywane jest zadanie (3.78), to αA > 0
i αX = 0. Dla zadania (3.79), αA = 0 i αX > 0.

Zadania (3.78) i (3.79) mog¡ te» by¢ postrzegane jako zadania naprzemien-
nej minimalizacji funkcji celu z kwadratowymi ograniczeniami równo±ciowymi.
Wprowadzaj¡c macierze mno»ników Lagrange'a ΛA ∈ RJ×J i ΛX ∈ RJ×J , od-
powiednio dla ogranicze« w zadaniach (3.78) i (3.79), funkcj¦ celu mo»na zapisa¢
nast¦puj¡co:

Ψ(A,X) = D(Y ||AX) + tr
(
ΛT

A(A
TA− IJ)

)
+ tr

(
ΛT

X(XXT − IJ)
)
. (3.81)

Dla zada« (3.78) i (3.79) zregularyzowan¡ funkcj¦ celu mo»na równie» wyrazi¢
w postaci:

Ψ(A,X) = D(Y ||AX) + αA

J∑
m=1

∑
n ̸=m

[ATA]mn + αX

J∑
m=1

∑
n̸=m

[XXT ]mn. (3.82)

Zaªo»enia ortogonalno±ci minimalizuj¡ równie» nadmiarowo±¢ informacji w es-
tymowanych komponentach. Tak jest w przypadku algorytmu LNMF (ang. Local
NMF) [267], w którym narzucono kilka ogranicze« na estymowane faktory, tak aby
estymowane cechy, reprezentowane wektorami bazowymi, miaªy jeszcze silniejszy
charakter rozªo»onych przestrzennie skupie«. Przyj¦to wi¦c nast¦puj¡ce zaªo»enia:

• ortogonalno±¢ wektorów bazowych � warunek ten zrealizowano przez narzu-
cenie ortogonalno±ci na kolumny macierzy A, zgodnie z drugim czªonem
funkcji celu (3.82).

• gªadko±¢ wektorów bazowych � po zaªo»eniu skalowania wektorów kolum-
nowych do jednostkowej normy l1, tj. ∀j : ||aj ||1 = 1, wymuszanie gªad-
kich lokalnych skupie« mo»na realizowa¢ przez minimalizacj¦ funkcji kary
UA(A) = ||A||2F .

• ekspresywno±¢ wektorów koduj¡cych � wariancja wektorów wierszowych
w macierzy X powinna by¢ maksymalizowana, co przy narzuconym skalo-
waniu wektorów bazowych powoduje, »e tylko najistotniejsze informacje s¡



Podstawy teoretyczne 87

kodowane w macierzyX. Maksymalizacja wariancji jest realizowana poprzez
minimalizacj¦ funkcji UX(X) = −||X||2F .

Z podanych zaªo»e« wynika, »e funkcja celu dla algorytmu LNMF ma posta¢:

Ψ(A,X) = D(Y ||AX) + αA

J∑
m=1

∑
n ̸=m

[ATA]mn + αA||A||2F − αX ||X||2F

= D(Y ||AX) + αA

J∑
m=1

J∑
n=1

[ATA]mn − αX

J∑
m=1

[XXT ]mm. (3.83)

Algorytm LNMF [267] nale»y do grupy fundamentalnych algorytmów NMF
i mo»na go uwa»a¢ za inicjatora modelu ONMF. Ze wzgl¦du na zaªo»enia orto-
gonalno±ci faktorów, LNMF jest w jakim± sensie podobny do metody estymacji
komponentów gªównych (PCA). Zaªo»enia nieujemno±ci powoduj¡ jednak, »e es-
tymowane komponenty metod¡ LNMF maj¡ zupeªnie inne cechy ni» estymowane
metod¡ PCA.

W pó¹niejszym okresie pojawiaj¡ si¦ kolejne tego typu algorytmy. Zespóª na-
ukowy profesora Dinga [109, 112, 113, 268] opublikowaª multiplikatywne algo-
rytmy minimalizuj¡ce funkcj¦ (3.81) oraz badaª zwi¡zek ortogonalnego modelu
NMF z algorytmem grupowania k-±rednich. Z ich bada« wynika, »e algorytm NMF
z ortogonalnymi wierszami macierzy X jest równowa»ny metodzie k-±rednich. Je-
±li za± ortogonalno±¢ jest speªniona w przybli»eniu, to ten przypadek odpowiada
rozmytemu algorytmowi k-±rednich (ang. fuzzy k-means). Istotny wkªad w rozwój
tej tematyki ma równie» zespóª naukowy profesora Choi [64, 469, 470], który
opublikowaª multiplikatywne algorytmy dla modelu ONMF, operuj¡ce na roz-
maito±ci Stiefela. Li, Wu i Peng [274] zaproponowali multiplikatywny algorytm
minimalizuj¡cy funkcj¦ (3.80). Zbie»no±¢ algorytmów dla modelu ONMF jest ba-
dana w pracy [311]. Kolejne algorytmy dla modelu ONMF mo»na tak»e odnale¹¢
w pracach [283, 361, 448].

3.2.4. Korelacja faktorów

Estymacja faktorów w nieujemnej faktoryzacji macierzy odbywa si¦ tzw. me-
tod¡ uczenia bez nauczyciela. Niemniej jednak metoda NMF jest równie» stoso-
wana w technikach nadzorowanego uczenia, a zwªaszcza w nadzorowanej klasy�ka-
cji obiektów. W takim przypadku wspomaganie procesu uczenia mo»na realizowa¢
przez wymuszanie odpowiedniej korelacji wektorów wspóªczynników uczenia lub
kodowania. Obiekty nale»¡ce do tej samej klasy powinny by¢ ze sob¡ bardziej
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skorelowane ni» obiekty pochodz¡ce z ró»nych klas. Niejednoznaczno±¢ estymacji
faktorów w modelu NMF pozwala w jakim± stopniu na wybór okre±lonych cech
estymowanych wektorów. Regulacj¦ korelacji wektorów wspóªczynników uczenia
lub kodowania mo»na realizowa¢ przez wprowadzenie odpowiedniego rozkªadu
a priori dla wektorów kolumnowych w faktorze X, czyli rozkªadu p(X) w funk-
cji celu (3.38). W konsekwencji, funkcja kary UX(X) mo»e by¢ zde�niowana na
podstawie próbkowych macierzy kowariancji mi¦dzy wektorami wspóªczynników
kodowania.

Takie podej±cie do metody NMF zostaªo zapocz¡tkowane przez Wanga i po-
zostaªych autorów pracy [454]. Jest ono motywowane liniow¡ analiz¡ dyskrymina-
cyjn¡ (ang. LDA � Linear Discriminant Analysis), opracowan¡ przez Fishera [132]
w 1936 roku. Celem metody LDA jest znalezienie liniowej kombinacji cech, które
najlepiej rozró»niaj¡ dwie lub wi¦cej klas obiektów. W literaturze metoda LDA
bywa te» okre±lana skrótowcem FLDA (ang. Fisher LDA), algorytm NMF za±
oparty na metodzie FLDA jest okre±lany jako FNMF (ang. Fisher NMF) [454].

Podobne podej±cie do nadzorowanej klasy�kacji obiektów z wykorzystaniem
metody NMF i LDA zaproponowali Zafeiriou i inni w [473]. W pracy tej szczegó-
ªowo omówiono problem wspomagania estymacji wektorów cech w modelu NMF
za pomoc¡ kryterium dyskryminacyjnego Fishera. W rezultacie przedstawiono
algorytm DNMF (ang. Discriminant NMF), w którym czªon kary αXUX(X) jest
de�niowany nieco inaczej ni» w FNMF. W algorytmie DNMF, czªon kary UX(X)
okre±lony jest na podstawie próbkowych macierzy kowariancji wewn¡trzgrupowej
i mi¦dzygrupowej � podobnie jak w wieloklasowej metodzie FLDA.

Niech K = {1, . . . ,K} b¦dzie zbiorem indeksów K klas, a Z = {zt}t=1,...,T

zbiorem indeksów klas przyporz¡dkowanych do T próbek, gdzie zt oznacza indeks
klasy, do której nale»y t-ta próbka (wektor kolumnowy) macierzy X. Niech Rk =
{t : zt = k} b¦dzie zbiorem indeksów próbek nale»¡cych do k-tej klasy. Liczebno±¢
zbioru Rk oznaczono poprzez |Rk|. Macierze kowariancji wewn¡trzgrupowej SX

i mi¦dzygrupowej SX̄ mo»na zatem zde�niowa¢ nast¦puj¡co:

SX =
∑
k∈K

|Rk|∑
ρ=1

(x(k)
ρ − x̄(k))(x(k)

ρ − x̄(k))T , (3.84)

SX̄ =
∑
k∈K
|Rk|(x̄(k) − x̄)(x̄(k) − x̄)T , (3.85)

gdzie x
(k)
ρ jest ρ-t¡ próbk¡ w k-tej klasie, x̄(k) jest wektorem próbkowej ±redniej

k-tej klasy, natomiast x̄ jest wektorem próbkowej ±redniej wszystkich wektorów
kolumnowych w macierzy X.
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Macierz SX wyra»a sumaryczne rozproszenie wewn¡trzgrupowe, czyli roz-
proszenie próbek w X wzgl¦dem ich warto±ci ±rednich. Macierz rozproszenia
mi¦dzygrupowego SX̄ okre±la rozproszenie centralnych punktów klas. Wektory
kolumnowe w X b¦d¡ miaªy charakter dyskryminacyjny, je±li rozproszenie we-
wn¡trzgrupowe b¦dzie minimalizowane, natomiast rozproszenie mi¦dzygrupowe
maksymalizowane. St¡d czªon kary αXUX(X) w (3.38) dla tego typu algorytmów
NMF ma posta¢:

αXUX(X) = γ tr(SX)− δ tr(SX̄), (3.86)

gdzie γ > 0, δ > 0, macierze SX i SX̄ s¡ modelowane odpowiednio zale»no±ciami
(3.84) i (3.85). Gdy wektorami kolumnowymi macierzy Y s¡ próbki ucz¡ce, w obu
algorytmach FNMF i DNMF wyst¦puj¡ jedynie czªony kary αXUX(X), a wi¦c
αA = 0.

Algorytmy FNMF i DNMF byªy analizowane, mody�kowane i ulepszane w ko-
lejnych pracach [42, 239]. W pracy [502] pokazano, »e czªon kary w (3.86) mo»e
by¢ wyra»ony w postaci funkcji kwadratowej, co w poª¡czeniu z funkcj¡ odle-
gªo±ci euklidesowej znacznie uªatwia zadanie optymalizacji. De�niuj¡c macierz
M = [mst] ∈ RT×T dla (s, t) ∈ {1, . . . , T}, k = 1, . . . ,K, tak aby:

mst =

{ 1
|Rk| , je»eli (s, t) ∈ Rk

0, w przeciwnym razie
(3.87)

ªatwo zauwa»y¢, »e macierz SX mo»na przeksztaªci¢ do postaci:

SX = (X −XM)(X −XM)T = XW 1X
T , (3.88)

gdzie W 1 = (IT −M)(IT −M)T oraz IT ∈ RT×T jest macierz¡ jednostkow¡.
Podobnie macierz SX̄ mo»e by¢ przedstawiona jako:

SX̄ = (XM −XET )(XM −XET )
T = XW 2X

T , (3.89)

gdzie ET = 1
T 11

T , 1 = [1, 1, . . . , 1]T ∈ RT oraz W 2 = (M −ET )(M −ET )
T .

Zregularyzowan¡ funkcj¦ celu (3.38) dla czªonu kary (3.86) mo»na zatem wy-
razi¢ nast¦puj¡co:

Ψ(A,X) = D(Y ||AX) + γ tr(SX)− δ tr(SX̄) = D(Y ||AX) + tr(XWXT )

= D(Y ||AX) + ||XW
1
2 ||2F , (3.90)

gdzie W = γW 1−δW 2 jest macierz¡ symetryczn¡. Tak wi¦c czªon kary w (3.90)
ma podobn¡ posta¢ jak w funkcji (3.72), jednak»e w tym przypadku macierz
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wagowa W
1
2 wymusza okre±lone korelacje pomi¦dzy wektorami kolumnowymi

macierzy X.
Wymuszanie cech dyskryminacyjnych problemu klasy�kacji binarnej mo»na

te» realizowa¢ przez poª¡czenie modelu NMF z klasy�katorem wektorów podpie-
raj¡cych (ang. SVM � Support Vector Machine). Das Gupta i Xiao [99] de�niuj¡
funkcj¦ kary UX(X) we wzorze (3.38) na podstawie funkcji celu w SVM, zatem:

UX(X) = ||w||22 + C

T∑
t=1

L(ỹt,w
Txt + β0), (3.91)

gdzie w ∈ RJ , ∀t : ỹt ∈ {−1, 1} jest indeksem klasy, do której nale»y próbka yt,
C jest wspóªczynnikiem kary, β0 jest staª¡ przesuni¦cia, natomiast L(ỹt, ϕ) jest
lokaln¡ funkcj¡ celu, zwykle de�niowan¡ jako: L(ỹt, ϕ) = max{0, (1 − ϕỹt)p} dla
p = 1 lub p = 2. W ogólnym przypadku, skupienia próbek ucz¡cych mog¡ nie by¢
ªatwe do separacji hiperpªaszczyzn¡, czyli liniow¡ funkcj¡ w przestrzeni obserwa-
cji. Uwzgl¦dniaj¡c zale»no±ci nieliniowe, wektor w normalny do hiperpªaszczyzny
dyskryminacyjnej (separuj¡cej klasy) mo»na wyrazi¢ w bazie funkcji nieliniowych:
w =

∑T
l=1 βlϕ(xl), gdzie ∀t : ϕ(xt) jest nieliniowym przeksztaªceniem cech, zwy-

kle do przestrzeni o wi¦kszej liczbie wymiarów. W rezultacie rzutowane dane s¡
rzadsze, a funkcj¦ kary (3.91) mo»na zapisa¢ jako:

UX(X) =
1

C

T∑
l,t=1

βlβtk(xt,xl) +

T∑
t=1

L

(
ỹt,

T∑
l=1

βlk(xl,xt)

)

= C−1βTKβ +

T∑
t=1

L(ỹt,k
T
t β), (3.92)

gdzie K = [k1, . . . ,kt] = [k(xt,xl)], β = [βt] dla t, l ∈ {1, . . . , T}, a k(xt,xl) =
⟨ϕ(xt), ϕ(xl)⟩ jest funkcj¡ j¡drow¡ wzgl¦dem przeksztaªcenia ϕ(·).

Poª¡czenie modelu NMF z klasy�katorem SVM pojawia si¦ równie» w pracy
[531], gdzie funkcja kary UX(X) wyra»ona jest przez dualn¡ form¦, czyli wzgl¦dem
mno»ników Lagrange'a funkcji ograniczaj¡cych. Tak wi¦c:

UX(X) =
1

2

T∑
l,t=1

λlλtỹlỹtx
T
l xt −

T∑
t=1

λt, (3.93)

gdzie λt ≥ 0 � t-ty mno»nik Lagrange'a.
Zoidi, Tefas i Pitas [531] poª¡czyli funkcj¦ kary (3.93) z funkcj¡ celu algorytmu

DNMF, uzyskuj¡c kompleksowy algorytm do nadzorowanej klasy�kacji.
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3.2.5. Lokalna niezmienniczo±¢ faktorów

Celem metody NMF jest znalezienie takich nieujemnych wektorów {xt}
w przestrzeni RJ

+, które dla danych wektorów bazowych {aj} najlepiej aprok-
symuj¡ topologi¦ wektorów {yt} w przestrzeni RI

+, gdzie I ≫ J . Cai i inni [49]
zakªadaj¡, »e je±li dwa dowolne punkty ys i yt poªo»one s¡ blisko siebie wzgl¦-
dem pewnej metryki w przestrzeni RI

+, to punkty xs i xt w nowej bazie wekto-
rów reprezentacji b¦d¡ równie» poªo»one blisko siebie. Stosuj¡c wybrane modele
z geometrii ró»niczkowej i topologii, lokaln¡ geometri¦ rozkªadu punktów w RI

+

mo»na ªatwiej analizowa¢ w pewnej podprzestrzeniM, zanurzonej i niezmienni-
czej wzgl¦dem RI

+. Taka podprzestrze« b¦dzie nazywana rozmaito±ci¡ (ang. ma-

nifold). Ka»dy punkt rozmaito±ci J-wymiarowej ma homeomor�czne s¡siedztwo
w otwartym podzbiorze przestrzeni RI

+. Niech liniowe odwzorowanie ϕ : yt → xt

dla t = 1, . . . , T b¦dzie okre±lone rodzin¡ funkcji ϕj : yt → xjt dla j = 1, . . . , J ,
rzutuj¡cych próbki {yt} na podprzestrze« span{a1, . . . ,aJ}. Je±li funkcje ϕj s¡
gªadkie w podprzestrzeni M, powinny zachowywa¢ lokaln¡ geometri¦ rozkªadu
próbek {yt} w RI

+. Miar¦ gªadko±ci w podprzestrzeniM mo»na wyrazi¢ poprzez
funkcjonaª:

||ϕ||2M =

J∑
j=1

||ϕj ||2M =

J∑
j=1

∫
x∈M

||∇Mϕj ||2dPX(x), (3.94)

gdzie PX(x) jest funkcj¡ g¦sto±ci rozkªadu prawdopodobie«stwa, z którego prób-
kowane s¡ obserwacje x w rozmaito±ci M, a ∇Mϕj jest gradientem funkcji ϕj
wzdªu»M.

Poniewa» zarówno rozmaito±¢ M jak i rozkªad PX(x) nie s¡ dane w postaci
jawnej, st¡d miara (3.94) musi by¢ estymowana empirycznie, czyli na podstawie
próbkowych estymatorów. W pracach [49, 68] pokazano, »e funkcjonaª (3.94) mo»e
by¢ aproksymowany do postaci dyskretnej przez struktur¦ grafu, którego wierz-
choªkami s¡ punkty {yt} w RI

+, kraw¦dziami za± s¡ poª¡czenia punktów z naj-
bli»szych s¡siadów. Kraw¦dzie modelowane s¡ macierz¡ wagow¡ W = [wst], gdzie
wst reprezentuje kraw¦d¹ ª¡cz¡c¡ s-ty wierzchoªek z t-tym wierzchoªkiem grafu.
Macierz ta mo»e by¢ wyra»ona na ró»ne sposoby. Przykªadowo, k najbli»szych
s¡siadów mo»e by¢ modelowane:

• binarnie:

wst =

{
1, je»eli s ∈ Nk(yt) lub t ∈ Nk(ys)
0, w przeciwnym razie

(3.95)
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• j¡drem gaussowskim lub j¡drem przewodnictwa ciepªa (ang. heat kernel):

wst =

{
exp

{
− ||ys−yt||22

2δ2

}
, je»eli s ∈ Nk(yt) lub t ∈ Nk(ys)

0, w przeciwnym razie
(3.96)

• miar¡ kosinusow¡:

wst =

{
yT
s yt, je»eli s ∈ Nk(yt) lub t ∈ Nk(ys)
0, w przeciwnym razie

(3.97)

gdzie Nk(y) � zbiór indeksów (wska¹ników) k najbli»szych s¡siadów próbki y,
δ � wspóªczynnik skali.

Miara gªadko±ci (3.94) mo»e by¢ wi¦c aproksymowana do postaci:

||ϕ||2M ∼=
1

2

J∑
j=1

T∑
s,t=1

wst(ϕj(ys)− ϕj(yt))
2

=

J∑
j=1

 T∑
t=1

(ϕj(yt))
2

T∑
s=1

wst −
T∑

s,t=1

(ϕj(yt))(ϕj(ys))wst


=

J∑
j=1

 T∑
t=1

x2jtdtt −
T∑

s,t=1

xjtxjswst

 =

T∑
t=1

dttx
T
t xt −

T∑
s,t=1

wstx
T
s xt

= tr(XDXT )− tr(XWXT ) = tr(XLXT ) = ||XL
1
2 ||2F , (3.98)

gdzie dtt =
∑T

s=1wst, D = diag(dtt) ∈ RT×T
+ , L = D −W .

Wygªadzanie funkcji ϕj w rozmaito±ciM jest równowa»ne minimalizacji funk-
cji (3.98). W algorytmie GNMF (ang. Graph regularized NMF) [47, 49] funkcja
(3.98) jest traktowana jako czªon regularyzuj¡cy w funkcji celu (3.38), a zatem jej
minimalizacja realizowana jest przez minimalizacj¦ zregularyzowanej funkcji celu:

Ψ(A,X) = D(Y ||AX) + αX ||XL
1
2 ||2F . (3.99)

Takie podej±cie równowa»ne jest integracji, tzw. mapy Laplace'a (ang. Laplace
eigenmaps) [13] z funkcj¡ celu w metodzie NMF.

W algorytmie LPNMF (ang. Locality Preserving NMF) [48] miara gªadko±ci
(3.94) jest wyra»ona przez dywergencj¦ KL mi¦dzy próbkami z danego s¡siedztwa,
zatem:

||ϕ||2M ∼=
1

2

J∑
j=1

T∑
s,t=1

wst (DKL(xt||xs) +DKL(xs||xt))
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=
1

2

J∑
j=1

T∑
s,t=1

wst

(
xjt log

xjt
xjs

+ xjs log
xjs
xjt

)
, (3.100)

gdzie DKL(·, ·) � dywergencja KL.
Miara gªadko±ci (3.100) jest szczególnie przydatna, gdy funkcja celu

D(Y ||AX) jest równie» wyra»ona przez dywergencj¦ KL.
Algorytmy GNMF i LPNMF s¡ szczególnie u»yteczne w rozwi¡zywaniu zada«

grupowania danych. Dla dwustronnego grupowania danych (ang. co-clustering),
czyli dla jednoczesnego grupowania wierszy i kolumn macierzy Y , Shang i inni
[396] zaproponowali, aby czªon modeluj¡cy lokaln¡ niezmienniczo±¢ byª zastoso-
wany zarówno do kolumn macierzy X, jak i wierszy macierzy A.

W klasy�kacji obiektów lepsz¡ skuteczno±ci¡ charakteryzuj¡ si¦ algorytmy hy-
brydowe. Wykorzystuj¡ one zarówno informacj¦ o strukturze grafu s¡siedztwa, jak
i informacj¦ dyskryminacyjn¡ o przynale»no±ci próbek ucz¡cych do danych klas.
�¡czenie tych dwóch rodzajów informacji mo»e odbywa¢ si¦ ró»nymi sposobami.

Przykªadowo, An, Yoo i Choi [5] de�niuj¡ dwie wagowe macierze grafu:

W (w) = [w
(w)
st ] dla k najbli»szych s¡siadów próbek nale»¡cych do tej samej klasy

oraz W (z) = [w
(z)
st ] dla k najbli»szych s¡siadów próbek nale»¡cych do ró»nych

klas. W rezultacie, czªon ψ1 = 1
2

∑T
s,t=1w

(w)
st ||ϕ(ys) − ϕ(yt)||22 powinien by¢ mi-

nimalizowany. Natomiast czªon ψ2 = 1
2

∑T
s,t=1w

(z)
st ||ϕ(ys)− ϕ(yt)||22 nale»y mak-

symalizowa¢, podobnie jak czªon zale»no±ci mi¦dzyklasowej w algorytmie DNMF.
Zgodnie z zale»no±ci¡ (3.98) macierz mapy Laplace'a ma posta¢: L = L(w)−L(z),
gdzie L(w) modeluje graf poª¡cze« wewn¡trzklasowych, L(z) za± dotyczy poª¡cze«
mi¦dzyklasowych. Niestety tak wyznaczona macierz L mo»e nie by¢ dodatnio
okre±lona, co komplikuje proces optymalizacji.

Guan i inni [160] zauwa»yli, »e funkcj¦ UX(X) we wzorze (3.38), mo»na przed-
stawi¢ w postaci:

UX(X) = ψ1 − ψ2 = tr(XL(w)XT )− tr(XL(z)XT )

= tr

(
X
(
(L̃(z))−

1
2

)T
L(w)

(
L̃(z)

)− 1
2
XT

)
, (3.101)

gdzie L̃(z) = L(z) + ξI oraz ξ > 0 jest staª¡ o maªej warto±ci, tak aby macierz
L̃(z) byªa dodatnio okre±lona. W algorytmie MD-NMF (ang. Manifold regularized

Discriminative NMF) [160], oprócz czªonu (3.101), przyj¦to równie» czªony wymu-
szaj¡ce ortogonalno±¢ wektorów bazowych w macierzy A oraz czªon wymuszaj¡cy
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gªadko±¢ wektorów wierszowych w macierzyX. W konsekwencji, zregularyzowana
funkcja celu w algorytmie MD-NMF ma posta¢:

Ψ(A,X) = D(Y ||AX) +
α

2
tr(AEJA

T ) +
β

2
tr(XXT ) +

γ

2
UX(X), (3.102)

gdzie D(Y ||AX) wyra»ona jest przez uogólnion¡ dywergencj¦ KL, α, β, γ ≥ 0,
EJ = 11T − IJ , 1 = [1, . . . , 1]T ∈ RJ , natomiast UX(X) jest podana w (3.101).

Regularyzacja zada« optymalizacji w metodzie NMF za pomoc¡ struktury
grafu k najbli»szych s¡siadów jest równie» rozwa»ana w innych pracach [466, 522].
Zhang i inni [519] badaj¡ lokaln¡ niezmienniczo±¢ faktorów w modelu NMF w kon-
tek±cie rozpoznawania obrazów twarzy. Ich podej±cie ma na celu znalezienie ta-
kiego przeksztaªcenia z niskowymiarowej przestrzeni rozmaito±ci do wysokowy-
miarowej przestrzeni obserwacji, aby przeksztaªcenie to zachowywaªo struktur¦
lokalnej topologii.

Gu i Zhou [158] zakªadaj¡, »e ka»dy punkt obserwacji (wektor kolumnowy
w macierzy Y ) mo»e by¢ aproksymowany przez liniow¡ kombinacj¦ k wektorów
obserwacji z jego najbli»szego s¡siedztwa, zatem:

min
mst

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣yt −

∑
s∈Nk(yt)

mstys

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

2

, p.o.
∑

s∈Nk(yt)

mst = 1, (3.103)

oraz mst = 0 dla s ̸∈ Nk(yt). Macierz M = [mst] ∈ RT×T jest macierz¡ wspóª-
czynników liniowej kombinacji wektorów k najbli»szych s¡siadów. U»ywaj¡c ta-
kich samych lub podobnych wspóªczynników liniowej kombinacji, ka»dy wektor
w niskowymiarowej przestrzeni rozmaito±ci mo»e by¢ zrekonstruowany, gdy znane
s¡ wska¹niki jego k najbli»szych s¡siadów. W rezultacie funkcja UX(X)ma posta¢:

UX(X) =

T∑
t=1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣xt −

∑
s∈Nk(yt)

mstxs

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

2

= tr
(
X(I −M)(I −M)TXT

)
= tr(XLXT ), (3.104)

gdzie macierz L ma podobn¡ interpretacj¦ jak macierz mapy Laplace'a.
Guan i inni [161] de�niuj¡ czªon kary UX(X) na podstawie, tzw. struktury

wy±rodkowywania ªat (ang. PAF � Patch Alignment Framework) [520]. Metoda
PAF ª¡czy w sobie kilka znanych algorytmów redukcji wymiarowo±ci modelu:
FLDA, mapy Laplace'a, LLE (ang. Locally Linear Embedding) [383], ISOMAP
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[426] oraz LPP (ang. Locality Preserving Projections) [177]. W metodzie PAF dla
ka»dej próbki yt z macierzy obserwacji Y de�niuje si¦ tzw. ªat¦:

Y (t) =
[
yt,yt1 , . . . ,ytk1 ,yt1 , . . . ,ytk2

]
∈ RI×(k1+k2+1)

+ , (3.105)

gdzie próbki {yt1 , . . . ,ytk1} stanowi¡ zbiór k1 najbli»szych s¡siadów próbki yt,
nale»¡cych do tej samej klasy co próbka yt, natomiast zbiór {yt1 , . . . ,ytk2

} za-
wiera k2 najbli»szych s¡siadów próbki yt, które nie nale»¡ do klasy próbki yt.

Analogicznie, zbiór X(t) =
[
xt,xt1 , . . . ,xtk1 ,xt1 , . . . ,xtk2

]
∈ RJ×(k1+k2+1)

+ sta-

nowi ªat¦ dla próbki xt. Lokalna strategia wy±rodkowywania ªaty X(t) ma na
celu znalezienie takiej macierzy X(t), dla której speªnione jest zadanie:

min
X

{
tr
(
X(t)L(t)(X(t))T

)}
, (3.106)

gdzie L(t) jest macierz¡ koduj¡c¡ informacj¦ dyskryminacyjn¡ i lokaln¡ topologi¦
ªaty X(t). Ka»da ªata X(t) ma wªasny ukªad wspóªrz¦dnych. Zbiór ªat {X(t)}
mo»e by¢ jednak reprezentowany wzgl¦dem globalnego ukªadu wspóªrz¦dnych
X = [x1, . . . ,xT ], zakªadaj¡c przeksztaªcenie X(t) = XS(t), gdzie S(t) jest ma-
cierz¡ selekcji wspóªrz¦dnych dla t-tej ªaty. Globalna strategia wy±rodkowywania
ªat sprowadza si¦ do rozwi¡zania nast¦puj¡cego zadania:

X∗ = argmin
X

T∑
t=1

tr
(
X(t)L(t)(X(t))T

)
= argmin

X

T∑
t=1

tr
(
XS(t)L(t)(S(t))TXT

)
= argmin

X
tr

(
X

(
T∑
t=1

S(t)L(t)(S(t))T

)
XT

)
= argmin

X
tr(XLXT ), (3.107)

gdzie L =
∑T

t=1 S
(t)L(t)(S(t))T .

W algorytmie NPAF (ang. Nonnegative PAF) [161] zadanie (3.107) jest zinte-
growane z zadaniem NMF przez czªon funkcji kary w (3.38). Tak wi¦c UX(X) =
tr(XLXT ). Podobnie jak w algorytmach GNMF, DNMF, czy MD-NMF, macierz
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mapy Laplace'a L jest okre±lana na podstawie przyj¦tych cech faktorów. W po-
dej±ciu hybrydowym, inspirowanym algorytmem MD-NMF [160], macierz L ma

posta¢: L =
(
(L̃(z))−

1
2

)T
L(w)

(
L̃(z)

)− 1
2
, gdzie

L(w) =
T∑
t=1

S
(t)
(w)L

(t)
(w)(S

(t)
(w))

T , L̃(z) = L(z) + ξI =
T∑
t=1

S
(t)
(z)L

(t)
(z)(S

(t)
(z))

T + ξI,

L
(t)
(w) =

[
k1 −eT(w)

e(w) diag(e(w))

]
, L

(t)
(z) =

[
k2 −eT(z)
e(z) diag(e(z))

]
, (3.108)

dla e(w) = [1, . . . , 1]T ∈ Rk1 i e(z) = [1, . . . , 1]T ∈ Rk2 . Macierze selekcji S(t)
(w)

i S(t)
(z) okre±laj¡ grafy poª¡cze« najbli»szych s¡siadów, odpowiednio dla wewn¡trz-

klasowych i mi¦dzyklasowych próbek. Podobnie jak dla mapy Laplace'a, ma-
cierz L mo»e by¢ przeksztaªcona do postaci: L = D −W . Jednak w odró»-

nieniu od GNMF, dla NPAF uzyskuje si¦: D =
(
(L(z))−

1
2

)T
D̃(w)

(
L(z)

)− 1
2
oraz

W =
(
(L(z))−

1
2

)T
S(w)

(
L(z)

)− 1
2
, gdzie D̃(w) = D(w) + ξI = diag

(
eTTW + ξ

)
.

Poniewa» macierz L(z) nale»y do klasyM -macierzy i jest dodatnio okre±lona, wi¦c
(L(z))−

1
2 jest macierz¡ nieujemn¡. Podobnie symetryczno±¢ macierzy L(z) impli-

kuje symetryczno±¢ macierzy (L(z))−
1
2 , a zatem macierze D i W s¡ symetryczne

i nieujemne.
Reasumuj¡c, w wielu algorytmach NMF (zwªaszcza z wymuszaniem lokalnej

niezmienniczo±ci) funkcj¦ celu mo»na przedstawi¢ w postaci:

Ψ(A,X) = D(Y ||AX) +
αA

2
tr(ATLAA) +

αX

2
tr(XLXXT ), (3.109)

gdzie αA, αX ≥ 0 s¡ parametrami regularyzuj¡cymi, a macierze LA ∈ RI×I oraz
LX ∈ RT×T s¡ symetrycznymi i dodatnio okre±lonymi macierzami wymuszaj¡-
cymi okre±lone cechy kolumn macierzy A i wierszy macierzy X. Je±li funkcja
D(Y ||AX) wyra»ona jest przez odlegªo±¢ euklidesow¡, to funkcja celu w (3.109)
jest kwadratowa. Minimalizacja takiej funkcji przy ograniczeniach nieujemno±ci
mo»e by¢ realizowana ró»nymi algorytmami numerycznymi.

Aby zastosowa¢ metody programowania kwadratowego do estymacji faktora
A, funkcj¦ celu w (3.109) przeksztaªcono do postaci:
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Ψ(A,X) =
1

2
||Y −AX||2F +

αA

2
||L

1
2
AA||

2
F + const

=
1

2
||y − (XT ⊗ II)a||22 +

αA

2
||(IJ ⊗L

1
2
A)a||

2
2 + const

=
1

2
aTQAa+ cTAa+ const, (3.110)

gdzie y = vec(Y ) ∈ RIT
+ , a = vec(A) ∈ RIJ

+ , QA = XXT ⊗ II + αA(IJ ⊗
LA) ∈ RIJ×IJ

+ oraz cA = −vec(Y XT ) ∈ RIJ .
Podobnie dla estymacji faktora X, funkcj¦ celu (3.109) mo»na przedstawi¢

w postaci:

Ψ(A,X) =
1

2
||Y −AX||2F +

αX

2
||XL

1
2
X ||

2
F + const

=
1

2
||y − (IT ⊗A)x||22 +

αX

2
||(L

1
2
X ⊗ IJ)x||22 + const

=
1

2
xTQXx+ cTXx+ const, (3.111)

gdzie x = vec(X) ∈ RJT
+ , QX = IT ⊗ ATA + αXLX ⊗ IJ ∈ RJT×JT oraz

cX = −vec(ATY ) ∈ RJT .





4. Algorytmy

Zadanie minimalizacji funkcji celu (3.38) ze wzgl¦du na nieujemne faktory A
iX mo»na realizowa¢ za pomoc¡ ró»nych algorytmów optymalizacji numerycznej.
Wybór wªa±ciwego algorytmu do danego zadania z reguªy nie jest ªatwy, poniewa»
zale»y od wielu czynników. Z pewno±ci¡ w wyborze tym nale»y uwzgl¦dni¢ funkcj¦
celu D(Y ||AX), czynniki kary UA(A) i UX(X), a tak»e szybko±¢ zbie»no±ci da-
nego algorytmu. Oprócz tych czynników istotne znaczenie ma te» rodzaj problemu
(faktoryzowalny lub niefaktoryzowalny), jednoznaczno±¢ lub niejednoznaczno±¢
faktoryzacji, rozkªad i moc zaburze« modelu, stopie« rzadko±ci oraz wymiar fak-
torów. Mo»na zatem stwierdzi¢, »e wybór algorytmu optymalizacji znacz¡co zale»y
od danych poddawanych faktoryzacji, a zatem od danego zastosowania.

W rozdziale tym omówiono wybrane algorytmy optymalizacji numerycznej,
które s¡ stosowane do ró»nych zada« zarówno modelu NMF, jak i NTF. S¡ to
algorytmy, którymi mo»na estymowa¢ (aktualizowa¢) faktory A i X w algoryt-
mie naprzemiennej estymacji znormalizowanych faktorów (kroki 4 i 7 w algoryt-
mie 2). Funkcja AlgorytmA w kroku 4 realizuje aktualizacj¦ faktora A w n-tym
kroku iteracyjnym (n = 1, 2, . . .), zatem zwraca pewn¡ aproksymacj¦ rozwi¡zania
nast¦puj¡cego zadania:

A(n) = arg min
A≥0

Ψ(A,X(n−1)), (4.1)

gdzie Ψ(A,X(n−1)) � funkcja celu wyra»on¡ przez (3.38) dla zmiennej X przy-
bieraj¡cej warto±ci z X(n−1).

Analogicznie, funkcja AlgorytmX w kroku 7 aproksymuje rozwi¡zanie zadania:

X(n) = arg min
X≥0

Ψ(A(n),X), (4.2)

gdzie A = A(n) w n-tym kroku iteracyjnym.
Zadania (4.1) i (4.2) mo»na rozwi¡zywa¢ ró»nymi algorytmami optymalizacji

numerycznej, zwªaszcza algorytmami optymalizacji nieliniowej z ograniczeniami
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nieujemno±ci. S¡ to zwykle algorytmy iteracyjne, w których nale»y okre±li¢ przy-
bli»enie pocz¡tkowe (inicjalizacja) oraz kryterium zatrzymania procesu iteracyj-
nego. W dalszej cz¦±ci pracy, kroki iteracyjne tych algorytmów nazwano iteracjami

wewn¦trznymi, a kroki iteracyjne algorytmu 2 okre±lono mianem iteracji naprze-

miennych lub iteracji zewn¦trznych.
Problem doboru przybli»enia pocz¡tkowego dla faktorówA(0) iX(0) wyst¦puje

zarówno w algorytmie 2, jak równie» w iteracyjnych algorytmach aproksymacji
zada« (4.1) i (4.2). Metody doboru faktorów A(0) i X(0) omówiono w rozdziale
4.1. Natomiast, je±li nie okre±lono inaczej, przybli»eniem pocz¡tkowym dla zada-
nia (4.1) jest aproksymacja A(n−1), a dla zadania (4.2) przybli»eniem tym jest
aproksymacja X(n−1).

Kryteria zatrzymania zarówno procesu iteracji zewn¦trznych, jak i procesów
iteracji wewn¦trznych przedstawiono w rozdziale 4.3.

Z zaªo»enia D(Y ||AX) = D(Y T ||XTAT ) wynika, »e je±li D(Y ||AX) =
DA(Y ||AX) = DX(Y ||AX) w algorytmie (1.16) oraz pomijaj¡c funkcje kary
UA(A) i UX(X) w (3.38), zadania estymacji faktorów A i X s¡ symetryczne ze
wzgl¦du na ich argumenty. Symetryczno±¢ oznacza, »e stosuj¡c dany algorytm do
estymacji macierzy X w ukªadzie równa« AX = Y , macierz A mo»e by¢ równie»
estymowana tym samym algorytmem, stosuj¡c go do transponowanego ukªadu
równa«: XTAT = Y T . Co wi¦cej, je±li UA(A) = ||LAA||2F i UX(X) = ||XLX ||2F
oraz D(Y ||AX) = DA(Y ||AX) = DX(Y ||AX), to zadania (4.1) i (4.2) wyka-
zuj¡ tak»e podobne cechy symetryczno±ci. Mog¡ by¢ wi¦c estymowane tym samym
algorytmem optymalizacji. Z podanych zaªo»e« wynika, »e je±li krok 7 w algoryt-
mie 2 realizowany jest wedªug funkcji: X(n) ← AlgorytmX(Y ,A(n),X(n−1)), to
krok 4 tego algorytmu (aktualizacj¦ macierzy A) mo»na wykona¢ wedªug nast¦-
puj¡cej reguªy aktualizacji:

A(n) ←
(
AlgorytmX(Y T , (X(n−1))T , (A(n−1)))T

)T
. (4.3)

Poniewa» przypadek symetryczno±ci zada« nieujemnej faktoryzacji macierzy
ze wzgl¦du na ich argumenty jest do±¢ cz¦sty w zastosowaniach praktycznych,
w dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu rozwa»ania ograniczono gªównie do algorytmów
numerycznych aproksymuj¡cych zadanie (4.2). Zaªo»ono bowiem, »e zadanie (4.1)
mo»e by¢ rozwi¡zane za pomoc¡ reguªy (4.3). W przypadkach, w których reguªa
symetryczno±ci argumentów nie obowi¡zuje lub opis procedury aktualizacji fak-
tora A jest konieczny, podano peªen opis algorytmów optymalizacji (zarówno dla
A jak i X). Nale»y te» zauwa»y¢, »e liczba argumentów wej±ciowych dla funkcji
AlgorytmX w kroku 4 mo»e by¢ inna ni» w kroku 7, nawet dla zada« symetrycz-
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nych. Ró»nica ta mo»e wynika¢, np. z przyj¦cia czªonów kary, ró»nych dla ka»dego
z estymowanych faktorów.

4.1. Inicjalizacja faktorów

Inicjalizacja faktorów w metodzie NMF oraz w wybranych modelach NTF, np.
w nieujemnej dekompozycji Tuckera, odgrywa istotn¡ rol¦ ze wzgl¦du na zbie»-
no±¢ procesu iteracji naprzemiennych. Je±li rozwa»any problem ma jednoznaczn¡
faktoryzacj¦ (wedªug de�nicji 3.1), inicjalizacja jest istotna tylko ze wzgl¦du na
szybko±¢ procesu zbie»no±ci. Gdy dodatkowo problem nie ma jednoznacznej fak-
toryzacji, wówczas wybór przybli»enia pocz¡tkowego mo»e mie¢ znacz¡cy wpªyw
na �nalny wynik estymacji faktorów. Wynika to z przyj¦tego schematu naprze-
miennych optymalizacji funkcji celu. Dowolna funkcja celu wyra»ona w postaci
D(Y ||AX), która jest ±ci±le wypukªa wzgl¦dem jednego zbioru argumentów {aij}
albo {xjt}, nie zachowuje swojej wªa±ciwo±ci wypukªo±ci ze wzgl¦du na ª¡czny
zbiór argumentów. Oznacza to, »e nawet funkcja odlegªo±ci euklidesowej w (2.4),
która jest wypukªa ze wzgl¦du na argument A albo X, mo»e mie¢ wiele lokal-
nych minimów w ª¡cznym zbiorze rozwi¡za« dopuszczalnych. Minimalizacja takiej
funkcji wedªug algorytmu 2 mo»e prowadzi¢ do zbie»no±ci lokalnej, tzn. do punktu
stacjonarnego funkcji celu, który nale»y do zbioru rozwi¡za« dopuszczalnych,
ale nie jest punktem optymalnego minimum. Wª¡czenie odpowiedniej informacji
a priori o cechach poszukiwanego rozwi¡zania (rozdz. 3.2), wybór odpowiedniego
algorytmu optymalizacji funkcji celu oraz wybór odpowiedniego przybli»enia po-
cz¡tkowego s¡ bardzo istotne w celu zmniejszenia ryzyka zatrzymywania si¦ pro-
cesu zbie»no±ci w niekorzystnym punkcie stacjonarno±ci funkcji celu.

Tematyka inicjalizacji faktorów w metodzie NMF jest omawiana w wielu pra-
cach, np. [34, 39, 89, 125, 207, 230, 249, 378, 453, 457, 458, 465, 472, 490, 521].
W dalszej cz¦sci scharakteryzowano wybrane metody inicjalizacji faktorów, które
mog¡ by¢ szczególnie przydatne w rozwa»anych zastosowaniach (rozdziaª 7)
i mog¡ te» by¢ wykorzystane w pewnych obszarach dekompozycji tensorów.

4.1.1. Inicjalizacja losowa

Typowe i zarazem najprostsze podej±cie do inicjalizacji faktorów zakªada, »e
przybli»enia pocz¡tkowe dla obu faktorów s¡ generowane z rozkªadów równomier-
nych:



102 Rozdziaª 4

A(0) = [a
(0)
ij ], X(0) = [x

(0)
jt ], gdzie ∀i, j, t : a(0)ij , x

(0)
jt ∼ U [0, 1]. (4.4)

Jednak takie podej±cie niesie ze sob¡ do±¢ du»e ryzyko, zarówno zbyt powolnej
zbie»no±ci, jak i zatrzymywania si¦ procesu naprzemiennych optymalizacji w nie-
optymalnych punktach ekstremalnych. Ryzyko to mo»na minimalizowa¢, je±li ini-
cjalizacja losowa odbywa si¦ wielokrotnie, a nast¦pnie spo±ród zbioru testowanych
przybli»e« pocz¡tkowych zostan¡ wybrane te inicjalizatory, dla których proces
zbie»no±ci iteracji naprzemiennych speªnia dane kryterium selekcji.

W wielostartowej inicjalizacji losowej (ang. multi-start random initialization)
[89] kryterium selekcji okre±lono na podstawie szybko±ci zbie»no±ci procesu na-
przemiennych iteracji w jego fazie pocz¡tkowej. Zaªo»ono, »e przybli»enie pocz¡t-
kowe, dla którego uzyskano najmniejsz¡ warto±¢ funkcji celu po wykonaniu usta-
lonej liczby iteracji N , daje najwi¦ksze szanse na uzyskanie optymalnej faktoryza-
cji. Kryterium to jest motywowane domniemaniem, »e szybsza redukcja warto±ci
funkcji celu odbywa si¦ wzdªu» bardziej stromego kierunku poprawy, a zatem
kierunku wyznaczaj¡cego gª¦bsze minimum funkcji celu. W przeciwnym razie,
powolna zbie»no±¢ w pocz¡tkowej fazie aktualizacji faktorów mo»e oznacza¢, »e
proces zbie»no±ci pod¡»a w kierunku pªytkiego lokalnego minimum.

Algorytm 3 przedstawia wielostartow¡ inicjalizacj¦ losow¡. Funkcja [Ak,Xk]

← nmf−algorithm(A
(0)
k ,X

(0)
k , J,N) w kroku 3 mo»e by¢ realizowana dowolnym

algorytmem NMF. W zale»no±ci od przyj¦tego algorytmu parameter N mo»e mie¢
ró»ne warto±ci, ale zwykle N = 10.

W pracy [89] pokazano, »e algorytm 3 jest szczególnie efektywny w poª¡czeniu
z wielowarstwowym modelem NMF [78], zwªaszcza dla danych rzadkich i sªabo
nadmiarowych.

Algorytm 3. Wielostartowa inicjalizacja losowa

Wej±cie: Y ∈ RI×T
+ , J � rz¡d faktoryzacji, K � liczba restartów, N �

liczba pocz¡tkowych kroków naprzemiennych,
Wyj±cie: A(0) ∈ RI×J

+ , X(0) ∈ RJ×T
+ � pocz¡tkowe przybli»enia faktorów

1 for k = 1, . . . ,K do

2 Inicjalizacja: Inicjalizuj losowo A
(0)
k i X(0)

k wedªug reguªy (4.4);

3 [Ak,Xk]← nmf−algorithm(A
(0)
k ,X

(0)
k , J,N); // Aktualizacje

4 dk = D(Y ||AkXk);

5 kmin = argmin1≤k≤K dk;

6 Ustaw: A(0) ← Akmin
, X(0) ←Xkmin
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Usprawnione wersje inicjalizacji losowej zaproponowano te» w pracy [249].
W jednej wersji macierz A(0) jest utworzona z u±rednienia pewnej liczby losowo
wybranych kolumn macierzy Y , tak aby liczba u±rednionych wektorów wynosiªa
J . W innej wersji, kolumny macierzy A(0) s¡ wybierane spo±ród tych wektorów
kolumnowych macierzy Y , które maj¡ najwi¦ksze dªugo±ci w metryce l2. S¡ to
zwykle wektory o najmniejszej rzadko±ci. Te rodzaje inicjalizacji pozwalaj¡ uzy-
ska¢ troch¦ lepsze wyniki faktoryzacji ni» kompletnie losowa inicjalizacja, zwªasz-
cza dla danych o du»ej rzadko±ci.

4.1.2. Inicjalizacja wektorami centroidów

Inicjalizacj¦ faktorów wmetodzie NMFmo»na te» realizowa¢ za pomoc¡ metod
grupowania danych, np. metod¡ k-±rednich (ang. k-means) [238, 244]. Wild i pozo-
stali autorzy prac [457, 458] zaproponowali, aby wektory bazowe w A(0) byªy wek-
torami centroidów, otrzymanymi za pomoc¡ sferycznej metody k-±rednich. Ide¦
t¦ wyra»ono algorytmem 4. Wektory centroidów {cj} s¡ to wektory wskazuj¡ce
centralne punkty skupie«, zwane te» ±rodkami skupie« obserwowanych danych.
Wektory J centroidów dla grupy wektorów obserwacji {yt} wyszukiwane s¡ na

Algorytm 4. Inicjalizacja sferyczn¡ metod¡ k-±rednich

Wej±cie: Y ∈ RI×T
+ � macierz obserwacji, J � rz¡d faktoryzacji,

Wyj±cie: A(0) ∈ RI×J
+ � pocz¡tkowe przybli»enie dla faktora A,

1 Inicjalizacja: Inicjalizuj losowo J centroidów {c(0)j }, gdzie j = 1, . . . , J ;

ȳt =
yt

||yt||2
dla t = 1, . . . , T ; // Normalizacja do jednost. normy l2

2 Ustaw k = 0 ;
3 repeat

4 k ← k + 1;

5 Oblicz: d(k)tj = ȳT
t c

(k−1)
j ; // Kosinusowa miara podobie«stwa

6 π
(k)
j =

{
t : d

(k)
tj = d̂

(k)
t , gdzie d̂

(k)
t = maxl=1,...,J d

(k)
tl

}
; // Podziaª

7 c
(t)
j =

∑
t∈π(k)

j

yt

||
∑

t∈π(k)
j

yt||2
; // Aktualizacja centroidów

8 until Kryterium stopu speªnione;

9 Ustaw: A(0) = [ĉ1, . . . , ĉJ ], gdzie ĉj jest estymatorem j-tego centroidu



104 Rozdziaª 4

podstawie kosinusowej miary podobie«stwa (ang. Cosine Similarity), wyra»onej
nast¦puj¡co:

cos(∠(ȳt, cj)) = ȳT
t cj , (4.5)

gdzie ȳt jest t-tym wektorem obserwacji, znormalizowanym do jednostkowej
normy l2, a cj jest znormalizowanym wektorem j-tego centroidu. Wynika st¡d, »e
ko«ce wektorów ȳt poªo»one s¡ na sferze o jednostkowym promieniu, natomiast
podobie«stwo mi¦dzy wektorami ȳt i cj mo»e by¢ wyra»one przez miar¦ k¡ta
pomi¦dzy tymi wektorami. Miar¦ (4.5) wykorzystano w kroku 5 algorytmu 4.

W kroku 6 wyznaczany jest zbiór π(k)j zawieraj¡cy indeksy wektorów {yt} przy-
pisanych do j-tej grupy, gdzie j = 1, . . . , J . W kolejnym kroku aktualizowane s¡
wektory centroidów.

Algorytm 4 jest efektywniejszy ni» losowa metoda inicjalizacji. Wymaga jednak
do±¢ du»ego nakªadu obliczeniowego oraz realizuje niewypukª¡ optymalizacj¦. Nie
gwarantuje zatem znalezienia optymalnych wektorów przybli»enia pocz¡tkowego.

Ulepszon¡ wersj¦ algorytmu 4 zaproponowano w pracy [465], gdzie miara po-
dobie«stwa mi¦dzy wektorami okre±lona jest przez dywergencj¦ KL. Metod¦ t¦
wyra»ono algorytmem 5. To podej±cie jest geometrycznie równowa»ne znajdowa-
niu wektorów centroidów, które s¡ kolinearne z promieniami ekstremalnymi sto»ka
wielo±cianowego, okre±lonego poprzez zbiór wektorów obserwacji {yt}. Podobnie
jak inicjalizacja sferyczn¡ metod¡ k-±rednich, metoda ta wykazuje lepsze wªa±ci-
wo±ci ni» inicjalizacja losowa, ale równie» jest wra»liwa na wybór pocz¡tkowych
wektorów {c(0)j }.

Kim i Choi [230] zaproponowali inicjalizacj¦ z zastosowaniem hierarchicznego
grupowania. W metodzie tej estymowana jest macierz X(0) poprzez hierarchiczne
grupowanie wierszy macierzy Y . W kroku inicjalizacyjnym wiersze macierzy Y
dzielone s¡ na I grup, a nast¦pnie dla ka»dej dowolnej pary grup obliczany jest
wspóªczynnik CRO (ang. Closeness to Rank-One):

CRO(Y (m,n)) =
σ21∑R
r=1 σ

2
r

=
σ21

||Y (m,n)||2F
, (4.6)

gdzie σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σR ≥ 0 s¡ warto±ciami osobliwymi macierzy

Y (m,n) =

[
Y (m)

Y (n)

]
,

R � rz¡d macierzy Y (m,n) oraz Y (m) i Y (n) s¡ macierzami zawieraj¡cymi
wiersze macierzy Y odpowiednio przypisane do m-tej i n-tej grupy. Nast¦pnie
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Algorytm 5. Inicjalizacja strukturyzowan¡ metod¡ k-±rednich

Wej±cie: Y ∈ RI×T
+ � macierz obserwacji, J � rz¡d faktoryzacji,

Wyj±cie: A(0) ∈ RI×J
+ � pocz¡tkowe przybli»enie dla faktora A

1 Inicjalizacja: Inicjalizuj losowo J centr. {c(0)j }, gdzie j = 1, . . . , J ; k = 0

ȳt =
yt

||yt||1
dla t = 1, . . . , T ; // Normalizacja do jednost. normy l1

2 repeat

3 k ← k + 1;

4 d
(k)
tj =

I∑
i=1

(
ȳit ln

(
ȳit

c
(k−1)
ij

)
− ȳit + c

(k−1)
ij

)
; // Dywergencja KL

5 π
(k)
j =

{
t : d

(k)
tj = d̂

(k)
t , gdzie d̂

(k)
t = minl=1,...,J d

(k)
tl

}
; // Podziaª

6 c
(t)
j =

∑
t∈π(k)

j

yt

||
∑

t∈π(k)
j

yt||1
; // Aktualizacja centroidów

7 until Kryterium stopu speªnione;

8 Ustaw: A(0) = [ĉ1, . . . , ĉJ ], gdzie ĉj jest estymatorem j-tego centroidu

wyszukiwana jest taka para grup, dla której wspóªczynnik CRO w (4.6) ma
najwi¦ksz¡ warto±¢ (blisk¡ jedno±ci). Grupy te ª¡czone s¡ w jedna grup¦, dla
której obliczane s¡ wspóªczynniki CRO w stosunku do pozostaªych grup. Itera-
cyjna procedura ª¡czenia grup powtarzana jest do momentu utworzenia J grup.
Wspóªczynnik CRO w (4.6) jest przybli»on¡ miar¡ liniowej zale»no±ci wektorów
w Y (m,n). Je±li CRO(Y (m,n)) = 1, wektory wierszowe lub kolumnowe macierzy
CRO(Y (m,n)) s¡ liniowo zale»ne.

�atwo zauwa»y¢, »e podana procedura inicjalizacyjna mo»e by¢ równie» za-
stosowana do estymacji faktora A(0), tworz¡c grupy z kolumn macierzy Y . Gdy
speªniony jest warunek J ≤ I ≪ T , estymacja faktora X(0) wymaga znacznie
wi¦kszego nakªadu obliczeniowego ni» dla faktora A(0).

Koszt obliczeniowy omawianej procedury inicjalizacyjnej znacznie zale»y od
nadmiarowo±ci zadania poddanego faktoryzacji. Je±li I ≫ J i T ≫ J , metoda ta
wymaga ogromnego nakªadu obliczeniowego, który wynika z wielokrotnego obli-
czania wspóªczynnika CRO. Ju» w pierwszym kroku iteracyjnym nale»y wyzna-

czy¢ warto±ci osobliwe a» dla

(
I
2

)
macierzy Y (m,n) ∈ R2×T . Liczba kroków

iteracyjnych wynosi I − J . W celu zmniejszenia kosztu obliczeniowego warto±ci
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osobliwe macierzy Y (m,n) mog¡ by¢ wyznaczone z warto±ci osobliwych macie-
rzy Y (m,n)(Y (m,n))T , czyli z macierzy 2 × 2 w pocz¡tkowym kroku iteracyjnym.
Kolejne redukcje kosztu obliczeniowego mog¡ by¢ otrzymane przez zastosowanie
uproszcze« zaproponowanych w pracy [230].

Metoda inicjalizacji za pomoc¡ hierarchicznego grupowania wydaje si¦ wi¦c
najefektywniejsza dla problemów faktoryzowalnych o maªej nadmiarowo±ci i przy
sªabych zaburzeniach szumowych modelu faktoryzacji.

Inicjalizacj¦ faktorów w modelu NMF mo»na te» realizowa¢ innymi meto-
dami grupowania danych, np. przez rozmyte grupowanie C-±rednich (ang. Fuzzy
C-means) [378, 521].

Wspóln¡ cech¡ metod inicjalizacji opartych na metodach grupowania wekto-
rów obserwacji jest poszukiwanie takich wektorów inicjalizacyjnych, które wska-
zuj¡ punkty centralne (centroidy) grup danych. W uj¦ciu geometrycznym zakªa-
daj¡c, »e obserwowane dane w macierzy Y po przeskalowaniu tworz¡ sto»ek wie-
lo±cianowy C(Ȳ) ⊂ RI

+, wektory centroidów wskazuj¡ na takie obszary w C(Ȳ),
które zawieraj¡ najwi¦ksze koncentracj¦ punktów wyznaczonych przez Ȳ . Je±li
jednak wierzchoªki otoczki wypukªej H(Ȳ) s¡ znacznie oddalone od punktów cen-
tralnych, takie metody inicjalizacji nie b¦d¡ efektywne.

4.1.3. Inicjalizacja wektorami osobliwymi

Koncepcja wykorzystania rozkªadu SVD (ang. Singular Value Decomposition)
macierzy Y do inicjalizacji faktorów w metodzie NMF pojawiªa si¦ ju» w pracy
[249]. W podej±ciu tym wektory kolumnowe macierzy A(0) uzyskiwane s¡ z wek-
torów osobliwych macierzy Y za pomoc¡ dekompozycji centroidów (ang. centroid
decomposition) [67]. Metoda ta nie jest jednak zbyt skuteczna, je±li macierz ob-
serwacji jest du»ych rozmiarów.

Dla zada« faktoryzacji o du»ych rozmiarach lepszym rozwi¡zaniem wydaje
si¦ by¢ metoda inicjalizacji NNDSVD (ang. Nonnegative Double SVD), zapro-
ponowana przez Boutsidisa i Gallopoulosa [34]. Metoda ta wykorzystuje aprok-
symacje macierzy rz¦du pierwszego utworzone z wektorów osobliwych macierzy
Y , tak aby rozwi¡zanie przybli»one byªo nieujemne i zawieraªo mo»liwie du»¡
cz¦±¢ widmow¡ macierzy obserwacji. W podej±ciu tym wykorzystano twierdzenie
Eckarta�Younga [30], z którego wynika, »e dowolna macierz Y mo»e by¢ aprok-
symowana macierz¡ Ŷ (r) o rz¦dzie r ≤ rank(Y ) wedªug zasady:
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Ŷ (r) =

r∑
j=1

σjC
(j) = arg min

Z∈RI×T

{
||Y −Z||2F | r = rank(Z) ≤ rank(Y )

}
, (4.7)

gdzie σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr ≥ σmin ≥ 0 � warto±ci osobliwe macierzy Y , a C(j) =
ujv

T
j ∈ RI×T � macierz rz¦du 1 utworzona z wektorów osobliwych macierzy

Y =
∑rank(Y )

j=1 σjujv
T
j .

Z twierdzenia Perrona-Frobeniusa [17] wynika, »eC(1) ≥ 0, a zatem tylko wek-
tory osobliwe odpowiadaj¡ce najistotniejszej warto±ci osobliwej mog¡ by¢ u»yte
bezpo±rednio do aproksymacji nieujemnych faktorów w modelu NMF. Aby jednak
wykorzysta¢ cz¦±¢ informacji widmowej zawartej wC(j) dla j > 1, Boutsidis i Gal-
lopoulos [34] zastosowali dekompozycj¦: ∀j : C(j) = C

(j)
+ −C

(j)
− , gdzie C

(j)
+ ≥ 0

jest macierz¡ otrzyman¡ z C(j) przez zamienienie elementów ujemnych warto-
±ciami zerowymi, a C

(j)
− ≥ 0 zawiera warto±ci bezwgl¦dne elementów ujemnych

z C(j) i elementy zerowe w miejscu elementów dodatnich w C(j). Wynika z tego:

∀j : C(j) = ujv
T
j = (u

(+)
j − u

(−)
j )(v

(+)
j − v

(−)
j )T

=
(
u
(+)
j (v

(+)
j )T + u

(−)
j (v

(−)
j )T

)
−
(
u
(+)
j (v

(−)
j )T + u

(−)
j (v

(+)
j )T

)
= C

(j)
+ −C

(j)
− , (4.8)

gdzie wektory u
(+)
j ,u

(−)
j ∈ RI

+ zostaªy utworzone z wektora uj ∈ RI oraz wektory

v
(+)
j ,v

(−)
j ∈ RT

+ otrzymano z vj ∈ RT , podobnie jak macierze C
(j)
+ i C(j)

− z C(j).

Ze wzoru (4.8) wynika, »e je±li rank(C(j)) = 1, to rank(C
(j)
+ ) ≤ 2 oraz

rank(C
(j)
− ) ≤ 2. Po uwzgl¦dnieniu (4.7) rozkªad macierzy C

(j)
+ i C(j)

− wzgl¦dem
ich warto±ci osobliwych mo»na wyrazi¢ nast¦puj¡co:

C
(j)
+ = µ̂

(+)
j û

(+)
j (v̂

(+)
j )T + µ̂

(−)
j û

(−)
j (v̂

(−)
j )T , (4.9)

C
(j)
− = ξ̂

(−)
j û

(−)
j (v̂

(+)
j )T + ξ̂

(+)
j û

(+)
j (v̂

(−)
j )T , (4.10)

gdzie µ̂(+)
j = ||u(+)

j ||2||v
(+)
j ||2, µ̂

(−)
j = ||u(−)

j ||2||v
(−)
j ||2, ξ̂

(−)
j = ||u(−)

j ||2||v
(+)
j ||2

oraz ξ̂(+)
j = ||u(+)

j ||2||v
(−)
j ||2 � odpowiednio warto±ci osobliwe, natomiast û(+)

j =

u(+)
j

||u(+)
j ||2

, û(−)
j =

u(−)
j

||u(−)
j ||2

, v̂(+)
j =

v(+)
j

||v(+)
j ||2

i v̂(−)
j =

v(−)
j

||v(−)
j ||2

� wektory osobliwe. Po

wstawieniu (4.8), (4.9) i (4.10) do (4.7) otrzymano:
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Ŷ (r) = σ1C
(1) +

r∑
j=2

σjC
(j) = σ1C

(1) +

r∑
j=2

σjC
(j)
+ −

r∑
j=2

σjC
(j)
−

= σ1C
(1) +

r∑
j=2

σjµ̂
(+)
j û

(+)
j (v̂

(+)
j )T + R̂, (4.11)

gdzie R̂ =
∑r

j=2 σjµ̂
(−)
j û

(−)
j (v̂

(−)
j )T −

∑r
j=2 σjC

(j)
− .

W metodzie NNDSVD zaªo»ono:

A(0)X(0) = σ1C
(1) +

r∑
j=2

σjµ̂
(+)
j û

(+)
j (v̂

(+)
j )T = Ŷ (r) − R̂, (4.12)

co dla r = J prowadzi do algorytmu 6. Funkcja [UJ ,ΣJ ,V J ] = psvd(Y , J) reali-
zuje cz¦±ciow¡ dekompozycj¦ macierzy Y wzgl¦dem jej J najwi¦kszych warto±ci
osobliwych (ang. Partial SVD).

Algorytm 6. Inicjalizacja metod¡ NNDSVD

Wej±cie: Y ∈ RI×T
+ � macierz obserwacji, J � rz¡d faktoryzacji,

Wyj±cie: A(0) ∈ RI×J
+ , X(0) ∈ RJ×T

+ � przybli»enia pocz¡tkowe dla A i X,

1 Inicjalizacja: Oblicz [UJ ,ΣJ ,V J ] = psvd(Y , J), gdzie
ΣJ = diag(σj) ∈ RJ×J zawiera J najwi¦kszych warto±ci osobliwych,
UJ = [u1, . . . ,uJ ] ∈ RI×J jest macierz¡ utworzon¡ z odpowiednich J
lewych wektorów osobliwych, V J = [v1, . . . ,vJ ] ∈ RT×J zawiera J prawych
wektorów osobliwych ; // Cz¦±ciowy rozkªad SVD

2 Inicjalizuj: a(0)
1 =

√
σ1u1 oraz x

(0)
1 =

√
σ1v

T
1 ;

3 for j = 2, . . . , J do

4 µ̂
(+)
j = ||u(+)

j ||2||v
(+)
j ||2, µ̂

(−)
j = ||u(−)

j ||2||v
(−)
j ||2 ;

5 if µ̂
(+)
j > µ̂

(−)
j then

6 a
(0)
j =

√
σjµ̂

(+)
j u

(+)
j

||u(+)
j ||2

oraz x
(0)
j =

√
σjµ̂

(+)
j (v

(+)
j )T

||v(+)
j ||2

,

7 else

8 a
(0)
j =

√
σjµ̂

(−)
j u

(−)
j

||u(−)
j ||2

oraz x
(0)
j =

√
σjµ̂

(−)
j (v

(−)
j )T

||v(−)
j ||2

,

9 Ustaw: A(0) =
[
a
(0)
1 , . . . ,a

(0)
J

]
oraz X(0) =

[
(x

(0)
1 )T , . . . , (x

(0)
J )T

]T
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4.1.4. Inicjalizacja wektorami bidiagonalizacji Lanczosa

Metoda NNDSVD bazuje na J wektorach osobliwych macierzy Y . Pomimo
zastosowania rozkªadu PSVD, koszt wyznaczenia tych wektorów wci¡» mo»e by¢
zbyt wysoki w stosunku do kosztu zastosowanego algorytmu NMF, zwªaszcza
je±li macierz Y jest du»ych rozmiarów. Dla rzadkich i du»ych zada« nieujemnej
faktoryzacji macierzy lub tensorów koszt ten mo»na znacz¡co zmniejszy¢, je±li
zamiast rozkªadu PSVD zastosuje si¦ bidiagonalizacj¦ Lanczosa [154]. Podobnie
jak w (4.7), macierz Y ∈ RI×T mo»na aproksymowa¢ macierz¡ Ŷ (r) = U rBrV

T
r ,

gdzie U r = [u1, . . . ,ur] ∈ RI×r i V r = [v1, . . . ,vr] ∈ RT×r s¡ macierzami orto-
gonalnymi, a Br ∈ Rr×r jest górn¡ macierz¡ bidiagonaln¡:

Br =



α1 β1 · · · 0

0 α2
. . .

...
. . . . . . . . .

...
. . . . . . βr−1

0 · · · 0 αr


dla r ≤ rank(Y ). (4.13)

Zakªadaj¡c αr ̸= 0 i βr ̸= 0 dla r = 1, . . . , J , macierze U r, V r i Br mo»na
ªatwo wyznaczy¢ algorytmem Lanczosa dla bidiagonalizacji macierzy prostok¡t-
nych [154] (algorytm 7). Podobnie jak w (4.11), macierz Ŷ (r) mo»na przedstawi¢
w postaci:

Ŷ (r) = U rBrV
T
r =

r∑
j=1

αjujv
T
j +

r−1∑
j=1

βjujv
T
j+1

=

r∑
j=1

αjujv
T
j +

r∑
j=2

βj−1uj−1v
T
j

= α1C
(1) +

r∑
j=2

αjC
(j)
+ −

r∑
j=2

αjC
(j)
− +

r∑
j=2

βj−1D
(j)
+ −

r∑
j=2

βj−1D
(j)
−

= α1C
(1) +

r∑
j=2

αjµ̂
(C+)
j û

(C+)
j (v̂

(C+)
j )T +

r∑
j=2

βj−1µ̂
(D+)
j û

(D+)
j−1 (v̂

(D+)
j )T

+ R̂, (4.14)

gdzie C(j) = ujv
T
j = C

(j)
+ −C

(j)
− , D(j) = uj−1v

T
j = D

(j)
+ −D

(j)
− ,

{
û
(C+)
j , v̂

(C+)
j

}
jest par¡ wektorów osobliwych odpowiadaj¡cych warto±ci osobliwej µ̂(C+)

j macie-
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Algorytm 7. Bidiagonalizacja Lanczosa

Wej±cie: Y ∈ RI×T
+ � macierz obserwacji, J � rz¡d faktoryzacji,

Wyj±cie: U r, V r i Br � macierze wynikowe,

1 Inicjalizacja: v1 ∈ RT � losowy wektor o jednostkowej normie l2;
2 ṽ0 = v1, β0 = 1, u0 = 0;
3 for k = 1, . . . , J do

4 vk =
ṽk−1

βk−1
;

5 ũk = Y vk − βk−1uk−1;
6 αk = ||ũk||2;
7 uk = ũk

αk
;

8 ṽk = Y Tuk − αkvk;
9 βk = ||ṽk||2;

rzy C
(j)
+ , natomiast

{
û
(D+)
j−1 , v̂

(D+)
j

}
zawiera wektory osobliwe zwi¡zane z warto-

±ci¡ osobliw¡ µ̂(D+)
j macierzy D

(j)
+ . Macierz R̂ w (4.14) mo»na wyrazi¢ w podobny

sposób jak w (4.11), co prowadzi do aproksymacji:

A(0)X(0) = Ŷ (r) − R̂ (4.15)

Finalna posta¢ inicjalizacji opartej na bidiagonalizacji Lanczosa jest wyra»ona
algorytmem 8.

Podobna metoda inicjalizacji przez bidiagonalizacj¦ Lanczosa macierzy obser-
wacji zostaªa równie» zaproponowana przez Wanga, Xie i Lu [453] w celu inicja-
lizacji ortogonalnej wersji NMF.

4.1.5. Inicjalizacja wierzchoªkami otoczki wypukªej

Metoda inicjalizacji faktora A(0) za pomoc¡ estymowanych poªo»e« wierz-
choªków otoczki wypukªej, utworzonej przez zbiór danych obserwowanych zostaªa
przedstawiona w [490]. Metoda ta opiera si¦ na wniosku 4.1

Wniosek 4.1. Niech wektory kolumnowe macierzy Ȳ , skalowanej wedªug zale»-
no±ci (3.23), rozpinaj¡ otoczk¦ wypukª¡ H(Ȳ) ⊂ RI

+, gdzie Ȳ = {ȳ1, . . . , ȳT }. Za-
kªadaj¡c dokªadny model faktoryzacji, tzn. wedªug de�nicji 1.1, gdzie faktorX na
mocy de�nicji 3.8 jest wystarczaj¡co rzadki, wierzchoªki otoczki wypukªej H(Ȳ)
okre±lone s¡ przez te kolumny macierzy Ȳ , które rozpinaj¡ wielokomórk¦ w RI

+

o najwi¦kszej obj¦to±ci [449].
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Algorytm 8. Inicjalizacja bidiagonalizacj¡ Lanczosa

Wej±cie: Y ∈ RI×T
+ � macierz obserwacji, J � rz¡d faktoryzacji,

Wyj±cie: A(0) ∈ RI×J
+ , X(0) ∈ RJ×T

+ � przybli»enia pocz¡tkowe dla A i X,

1 Inicjalizacja: Oblicz UJ ∈ RI×J , V J ∈ RT×J i BJ ∈ RJ×J stosuj¡c
Algorytm 7 ; // Bidiagonalizacja Lanczosa

2 Inicjalizuj: a(0)
1 = α1u1 oraz x

(0)
1 = vT

1 ;
3 for j = 2, . . . , J do

4 µ̂
(C+)
j = ||u(+)

j ||2||v
(+)
j ||2, µ̂

(C−)
j = ||u(−)

j ||2||v
(−)
j ||2 ;

5 µ̂
(D+)
j = ||u(+)

j−1||2||v
(+)
j ||2, µ̂

(D−)
j = ||u(−)

j−1||2||v
(−)
j ||2 ;

6 if µ̂
(C+)
j > µ̂

(C−)
j then

7 ǎ
(0)
j =

αj

√
µ̂
(C+)
j u

(+)
j

||u(+)
j ||2

oraz x̌
(0)
j =

√
µ̂
(C+)
j (v

(+)
j )T

||v(+)
j ||2

,

8 else

9 ǎ
(0)
j =

αj

√
µ̂
(C−)
j u

(−)
j

||u(−)
j ||2

oraz x̌
(0)
j =

√
µ̂
(C−)
j (v

(−)
j )T

||v(−)
j ||2

,

10 if µ̂
(D+)
j > µ̂

(D−)
j then

11 a
(0)
j = ǎ

(0)
j +

βj−1µ̂
(D+)
j u

(+)
j−1

||u(+)
j−1||2

oraz x
(0)
j = x̌

(0)
j +

µ̂
(D+)
j (v

(+)
j )T

||v(+)
j ||2

,

12 else

13 a
(0)
j = ǎ

(0)
j +

βj−1µ̂
(D−)
j u

(−)
j−1

||u(−)
j−1||2

oraz x
(0)
j = x̌

(0)
j +

µ̂
(D−)
j (v

(−)
j )T

||v(−)
j ||2

,

14 Ustaw: A(0) =
[
a
(0)
1 , . . . ,a

(0)
J

]
oraz X(0) =

[
(x

(0)
1 )T , . . . , (x

(0)
J )T

]T
Niech Ȳ (J) = [ȳ

(J)
1 , . . . , ȳ

(J)
J ] ∈ RI×J

+ b¦dzie macierz¡ utworzon¡ z J wektorów
kolumnowych macierz Ȳ , gdzie J ≤ I. Z wniosków 3.3 oraz 4.1 wynika:

A = [a1, . . . ,aJ ] = arg max
¯Y (J)⊂ ¯Y

vol(Ȳ (J)), (4.16)

gdzie vol(Ȳ (J)) oznacza obj¦to±¢ wielokomórki rozpi¦tej na wektorach kolumno-
wych macierzy Ȳ (J), a wektory kolumnowe w macierzy A wyznaczaj¡ J wierz-
choªków otoczki wypukªej H(Ȳ).



112 Rozdziaª 4

Stosuj¡c uproszczenia zaproponowane przez Schachtnera, Pöppela i Langa
[303], miar¦ vol(Ȳ (J)) mo»na aproksymowa¢ zale»no±ci¡:

vol(Ȳ (J)) =
∣∣∣det{(Ȳ (J))T (Ȳ (J))

}∣∣∣ , (4.17)

Zakªadaj¡c dokªadny model faktoryzacji (bez zaburze« szumowych), zadanie
(4.16) mo»e by¢ rozwi¡zane algorytmem rekursywnych estymacji miary obj¦to±ci
w (4.17). W kroku inicjalizacyjnym macierzy Y przeksztaªcana jest do postaci Ȳ ,
stosuj¡c skalowanie wedªug zale»no±ci (3.23). Wektory kolumnowe macierzy Ȳ
rozpinaj¡ otoczk¦ wypukª¡ H(Ȳ). Nast¦pnie w pierwszym kroku iteracyjnym po-
szukiwany jest taki wektor ȳt ze zbioru wektorów kolumnowych macierzy Ȳ ,
który jest najbardziej oddalony od wektora z = 1

T

∑T
n=1 ȳn, wedªug danej me-

tryki D(ȳt||z). Punkt z jest geometrycznym ±rodkiem punktów {ȳt}. Mo»e to by¢
równie» dowolny losowo wybrany wektor z ∼ U [0, 1] ∈ RI

+. Funkcja D najcz¦±ciej
de�niowana jest przez kwadrat odlegªo±ci euklidesowej. W przypadku wektorów
rzadkich mo»e to by¢ równie» metryka l1. Przyj¦to, »e wybrany wektor ȳt wyzna-
cza jeden z poszukiwanych wierzchoªków otoczki wypukªej H(Ȳ), a wi¦c a1 = ȳt.
W nast¦pnym kroku wybierany jest kolejny wektor ȳs ze zbioru Ȳ , który mak-
symalizuje pole powierzchni równolegªoboku rozpi¦tego na wektorach ȳt i ȳs.
Poniewa» wektory ȳt i ȳs s¡ znormalizowane do jednostkowej normy l1, mo»na
wi¦c s¡dzi¢, »e w kroku tym poszukiwany jest taki wierzchoªek otoczki wypukªej
H(Ȳ), który jest najbardziej odlegªy od wierzchoªka wyznaczonego przez wektor
ȳt. Z wniosku 4.1 wynika, »e a2 = ȳs. W kolejnym kroku poszukiwany jest na-
st¦pny wektor ȳq, który maksymalizuje obj¦to±¢ sto»ka simplicjalnego rozpi¦tego
na wektorach ȳt, ȳs i ȳq. Wektory te wyznaczaj¡ trójk¡t na S(I−1) o najwi¦kszej
powierzchni, a wi¦c s¡ wierzchoªkami otoczki wypukªej H(Ȳ) wedªug wniosku 4.1
i st¡d a3 = ȳq. W ka»dym kolejnym kroku baza wektorów wierzchoªków otoczki
wypukªej H(Ȳ) rozszerzana jest o kolejny wektor z Ȳ , który wedªug miary (4.17)
maksymalizuje obj¦to±¢ sto»ka simplicjalnego rozpi¦tego na wektorach bazowych.
Procedura ta zatrzymywana jest po znalezieniu J wektorów z macierzy Ȳ , które
wyznaczaj¡ wierzchoªki otoczki wypukªej H(Ȳ).

Po rozwi¡zaniu zadania (4.16) uzyskuje si¦ faktor A, dla zaªo»e« podanych
we wniosku 4.1. Jednak w praktycznych zastosowaniach, zaªo»enia te mog¡ nie
by¢ ªatwe do speªnienia (zwªaszcza model dokªadnej faktoryzacji). Dlatego te»
przyj¦to, »e estymowany faktor A wedªug kryterium (4.16) jest wykorzystywany
jedynie jako przybli»enie pocz¡tkowe w procesie aktualizacji faktorów w metodzie
NMF.
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Algorytm 9. CHV

Wej±cie: Y ∈ RI×T
+ , J � rz¡d faktoryzacji, p � liczba najbli»szych s¡siadów

Wyj±cie: A ∈ RI×J
+ � macierzy estymowanych wektorów bazowych

1 Inicjalizacja: A = 0, Zamie« ujemne elementy (je±li wyst¦puj¡) w Y
elementami zerowymi i usu« kolumny zerowe z Y ;

2 Ȳ =
{

y1
||y1||1

, . . . ,
yT

||yT ||1

}
; // Skalowanie

3 z = 1
T

∑T
t=1 ȳt ∈ RI

+;
4 rt = D(ȳt,z);

5

[
r(sort),K(0)

p

]
= sort(r, p, descend), gdzie r = [rt] ∈ RT ;

6 a1 =
1

p

∑
k∈K(0)

p

ȳk ;

7 for j = 1, 2, . . . , J − 1 do
8 d = [dt] = 0;
9 for t = 1, 2, . . . , T do

10 D = [a1, . . . ,aj , ȳt] ∈ RI×(j+1)
+ ;

11 dt = det(DTD);

12

[
d(sort),Kp

]
= sort(d, p, descend), gdzie d = [dt] ∈ RT ;

13 aj+1 =
1
p

∑
k∈Kp

ȳk;

W przypadku pojawienia si¦ zaburze« modelu dokªadnej faktoryzacji lub dla
problemów niefaktoryzowalnych, podana procedura mo»e wyszukiwa¢ takie wierz-
choªki otoczki wypukªej H(Ȳ), które nie s¡ promieniami ekstremalnymi sto»ka
simplicjalnego C(A) dla A = {a1, . . . ,aJ} ⊂ RI

+ wedªug de�nicji 3.4 i na mocy
wniosku 3.1. Aby minimalizowa¢ bª¦dy estymacji dla takiego przypadku, zmody-
�kowano podan¡ procedur¦. W ka»dym kroku rekurencyjnym zamiast wybiera¢
po jednym wektorze ze zbioru Ȳ , wybieranych jest p wektorów, które maj¡ naj-
wi¦kszy wpªyw na miar¦ (4.17). Nast¦pnie wyznacza si¦ wektor geometrycznego
±rodka tych wektorów. Zaªo»ono bowiem, »e tak estymowany wektor ±rodka jest
zgrubnym estymatorem promienia ekstremalnego sto»ka simplicjalnego C(A).

Finalna posta¢ zaproponowanego algorytmu rekursywnego wyra»ona jest al-
gorytmem 9. Funkcja [c(sort),K] = sort(c, p, descend) sortuje elementy wektora
c w porz¡dku malej¡cym, c(sort) zawiera p najwi¦kszych warto±ci z c, a K jest
zbiorem indeksów posortowanych elementów. Liczb¦ p = 1, 2, . . . nale»y dobiera¢
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eksperymentalnie i powinna ona by¢ tym wi¦ksza, im wi¦ksza jest liczba próbek
obserwacji i moc zakªóce«.

4.2. Warunki optymalno±ci

Niech F (x) = F (x1, . . . , xJ) : RJ → R, gdzie x ∈ Ω ⊆ RJ , b¦dzie nieliniow¡
funkcj¡, a Ω zbiorem rozwi¡za« dopuszczalnych (ang. feasible set). Zadanie (4.2)
mo»e by¢ wyra»one w postaci ogólnej jako zadanie optymalizacji nieliniowej:

min
x∈Ω

F (x), (4.18)

przy ograniczeniach:

ĉi(x) ≥ d̂i : i = 1, 2, . . . ,m1, (4.19)

či(x) ≤ ďi : i = m1 + 1, . . . ,m2, m1 ≤ m2, (4.20)

c̄i(x) = d̄i : i = m2 + 1, . . . ,m, m2 ≤ m, (4.21)

gdzie ĉi(x) : RJ → R, či(x) : RJ → R, oraz c̄i(x) : RJ → R s¡ funkcjami
ró»niczkowalnymi w punkcie x ∈ Ω . Lokalne minimum x∗ zadania (4.18) jest
punktem stacjonarnym funkcji Lagrange'a [329]:

L(x,λ,θ,ν) = F (x)−
m1∑
i=1

λi(ĉi(x)− d̂i)

−
m2∑

i=m1+1

θi(či(x)− ďi)−
m∑

i=m2+1

νi(c̄i(x)− d̄i), (4.22)

gdzie λ = [λi] ∈ Rm1 , θ = [θi] ∈ Rm2−m1 , oraz ν = [νi] ∈ Rm−m2 s¡ tzw. mno»ni-
kami Lagrange'a. Je»eli x∗ jest lokalnym minimum zadania (4.18), to w punkcie
tym speªnione s¡ tzw. warunki optymalno±ci Karusha�Kuhna�Tuckera (KKT):

∇xL(x∗,λ∗,θ∗,ν∗) = 0, λ∗ = [λ∗i ], θ
∗ = [θ∗i ], ν

∗ = [ν∗i ], (4.23)

λ∗i (ĉi(x
∗)− d̂i) = 0, θ∗i (či(x

∗)− ďi) = 0, ν∗i (c̄i(x
∗)− d̄i) = 0, (4.24)

λ∗i ≥ 0, θ∗i ≤ 0, (4.25)
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gdzie ν∗i � mno»nik dowolnego znaku, λ∗, θ∗ i ν∗ � wektory mno»ników Lagrange'a
w punkcie x∗.

Z warunku stacjonarno±ci funkcji Lagrange'a w (4.22) wynika:

∇xF (x
∗)− (λ∗)T∇xĉ(x

∗)− (θ∗)T∇xč(x
∗)− (ν∗)T∇xc̄(x

∗) = 0. (4.26)

Pomijaj¡c ograniczenia (4.20) i (4.21), a dla ogranicze« (4.19) zakªadaj¡c:
m1 = J , ĉi(x) = xi oraz d̂i = 0 dla i = 1, . . . , J , z (4.24), (4.25) i (4.26) wynika,
»e warunki KKT przyjmuj¡ posta¢:

x∗ ≥ 0, g(x∗) ≥ 0, g(x∗)Tx∗ = 0, (4.27)

gdzie g(x) = ∇xF (x) = λ.
Dla zadania minimalizacji zregularyzowanej funkcji celu w (3.38) i przy ogra-

niczeniach nieujemno±ci dla A i X, funkcja Lagrange'a wyra»a si¦ nast¦puj¡co:

L(A,X,ΛA,ΛX) = Ψ(A,X)− tr
(
ΛT

AA
)
− tr

(
ΛT

XX
)
, (4.28)

gdzie ΛA = [λ
(A)
ij ] ∈ RI×J

+ i ΛX = [λ
(X)
jt ] ∈ RJ×T

+ � macierze mno»ników La-
grange'a. Poniewa» to zadanie minimalizacji jest regularne, optymalne rozwi¡zanie
(A∗,X∗) speªnia konieczne warunki optymalno±ci KKT:

∇AL(A∗,X∗,Λ∗
A,Λ

∗
X) = 0, ∇XL(A∗,X∗,Λ∗

A,Λ
∗
X) = 0, (4.29)

A∗ ≥ 0, Λ∗
A ≥ 0, tr

(
(Λ∗

A)
TA∗) = 0, (4.30)

X∗ ≥ 0, Λ∗
X ≥ 0, tr

(
(Λ∗

X)TX∗) = 0. (4.31)

W punkcie stacjonarnym speªnione s¡ warunki:

(λ∗ij)
(A) = 0 i a∗ij > 0 lub (λ∗ij)

(A) ≥ 0 i a∗ij = 0, (4.32)

(λ∗jt)
(X) = 0 i x∗jt > 0 lub (λ∗jt)

(X) ≥ 0 i x∗jt = 0, (4.33)

a tak»e warunki komplementarno±ci:

a∗ij(λ
∗
ij)

(A) = 0 oraz x∗jt(λ
∗
jt)

(X) = 0. (4.34)

Je±li (λ∗ij)
(A) = 0, gdy a∗ij = 0 lub je±li (λ∗jt)

(X) = 0, gdy x∗jt = 0, to rozwi¡zanie
jest zdegenerowane.
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Podobnie jak w (4.27), warunek (4.31) w punkcieX∗ mo»na zapisa¢ w postaci:

X∗ ≥ 0, GX(X∗) ≥ 0, tr
(
GX(X∗)TX∗) = 0, (4.35)

gdzie GX = ∇XΨ(A,X) ∈ RJ×T � macierz gradientów.
Analogicznie w punkcie A∗ uzyskuje si¦:

A∗ ≥ 0, GA(A
∗) ≥ 0, tr(GA(A

∗)TA∗) = 0, (4.36)

gdzie GA = ∇AΨ(A,X) ∈ RI×J .

4.3. Kryteria stopu

Dobór wªa±ciwej liczby zarówno iteracji naprzemiennych, jak i iteracji we-
wn¦trznych w algorytmie 2 istotny jest nie tylko ze wzgl¦du na minimalizacj¦
kosztu obliczeniowego, ale tak»e ze wzgl¦du na dopasowanie modelu do danych ob-
serwowanych. Nale»y zauwa»y¢, »e w przypadku metody NMF nie zawsze wi¦ksza
liczba iteracji naprzemiennych oznacza wi¦ksz¡ dokªadno±¢ estymacji faktorów.
Aby oczekiwa¢ progresywnej poprawy jako±ci estymowanych faktorów, algorytmy
wykorzystane do aktualizacji faktorów musz¡ zapewnia¢ monotoniczno±¢ procesu
zbie»no±ci iteracji wewn¦trznych oraz zadanie musi by¢ faktoryzowalne i bez za-
burze« modelu. W praktyce metod¦ NMF stosuje si¦ cz¦sto do przybli»onej fakto-
ryzacji danych zaburzonych. W takim przypadku przerwanie wszelakich procesów
iteracyjnych w odpowiednim momencie mo»e by¢ bardzo istotne ze wzgl¦du na
oczekiwany rezultat. Dla zada« sprzecznych (zaburzonych lub niefaktoryzowal-
nych) wi¦ksza liczba iteracji zwykle oznacza du»y wpªyw zaburze« modelu na
wynik estymowanych faktorów.

Wybór odpowiedniego momentu przerwania procesu iteracyjnego nie jest ªa-
twy. Istnieje wiele kryteriów zatrzymania procesów iteracyjnych. Najprostsze kry-
terium zakªada przerywanie zarówno procesu iteracji wewn¦trznych, jak i ze-
wn¦trznych po wykonaniu �z góry� ustalonej liczby iteracji. Dobór tej liczby jest
zwykle intuicyjny lub poprzedzony obserwacjami zachowania funkcji celu w zada-
niach nale»¡cych do podobnej klasy problemów. Bardziej zaawansowane kryteria
stopu wymagaj¡ poniesienia pewnego kosztu obliczeniowego.

Niech A(n) i X(n) b¦d¡ estymatorami macierzy A i X w n-tym kroku iteracji
naprzemiennych, Ψ(A,X) funkcj¡ celu w (3.38), a ε parametrem progowym zwi¡-
zanym z bª¦dem dopasowania modelu, de�niowanym przez u»ytkownika. Proces
iteracji naprzemiennych mo»na przerwa¢, gdy speªniony jest co najmniej jeden
z podanych warunków:



Algorytmy 117

• kryterium dopasowania modelu do obserwacji, mierzone warto±ci¡ funkcji
celu:

Ψ(A(n),X(n)) ≤ ε, (4.37)

• kryterium dopasowania modelu do obserwacji, mierzone znormalizowan¡ od-
legªo±ci¡ euklidesow¡:

||Y −A(n),X(n)||F
||Y ||F

≤ ε, (4.38)

• kryterium stagnacji funkcji celu:

|Ψ(A(n),X(n))−Ψ(A(n−1),X(n−1))|
Ψ(A(1),X(1))

≤ ε, dla n = 2, 3, . . . (4.39)

• kryterium jednoczesnej stagnacji aktualizacji obu faktorów:

||A(n)X(n) −A(n−1)X(n−1)||F
||A(1)X(1)||F

≤ ε, dla n = 2, 3, . . . (4.40)

• kryterium stagnacji aktualizacji jednego z faktorów:

||A(n) −A(n−1)||F
||A(1)||F

≤ ε lub ||X
(n) −X(n−1)||F
||X(1)||F

≤ ε dla n = 2, 3, . . . (4.41)

• kryterium gradientów rzutowanych:

||∇PΨ(A(n),X(n))||2F ≤ ε||∇Ψ(A(1),X(1))||2F , (4.42)

gdzie

∇Ψ(A,X) =

[
∇AΨ(A,X)

(∇XΨ(A,X))T

]
=

[
GA

GXT

]
∈ R(I+T )×J , (4.43)

∇PΨ(A,X) =

[
GP

A

GP
XT

]
, GP

A =
[
(gPA)ij

]
, GP

XT =
[
(gPX)jt

]T
, (4.44)

(gPA)ij =

{
∇aijΨ(A,X), je»eli aij > 0,

min
(
∇aijΨ(A,X), 0

)
, je»eli aij = 0,

(4.45)

(gPX)jt =

{
∇xjtΨ(A,X), je»eli xjt > 0,

min
(
∇xjtΨ(A,X), 0

)
, je»eli xjt = 0.

(4.46)
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Kryterium (4.42) zostaªo zaproponowane przez Lina w pracy [280]. Jest ono
wyra»one przez miar¦ odlegªo±ci aktualizacji A(n) i X(n) od punktu stacjonar-
no±ci, okre±lonego warunkami KKT . �atwo zauwa»y¢, »e gdy speªnione s¡ wa-
runki optymalno±ci (4.36) i (4.35) dla A(n) → A∗ i X(n) → X∗, wówczas
||∇PΨ(A∗,X∗)||2F → 0 oraz ||∇Ψ(A∗,X∗)||2F ≥ 0.

Kryterium to mo»na równie» zastosowa¢ do przerywania iteracji wewn¦trznych
w algorytmie 2. Dla aktualizacji macierzy A (krok 4) i X (krok 7) w n-tym kroku
iteracji zewn¦trznych, kryteria stopu maj¡ postaci:

||∇PΨ(A(k),X(n−1))||2F ≤ ε̄A oraz ||∇PΨ(A(n),X(k))||2F ≤ ε̄X , (4.47)

gdzie k = 1, 2, . . . jest numerem kroku iteracji wewn¦trznych, a parametry ε̄A
i ε̄X okre±laj¡ tolerancje bª¦dów aktualizacji. Zwykle przyjmuje si¦:

ε̄A = ε̄X = max(0, 001, ε)||∇Ψ(A(1),X(1))||2F . (4.48)

Je±li proces iteracji wewn¦trznych zatrzymuje si¦ po wykonaniu zaledwie
pierwszej iteracji, to wspóªczynniki tolerancji ε̄A oraz ε̄X s¡ zmniejszane, np.
wedªug reguªy:

ε̄X ←
ε̄X
10
, ε̄A ←

ε̄A
10
, (4.49)

co pozwala na wykonanie wi¦kszej liczby iteracji wewn¦trznych w kolejnym kroku
iteracji zewn¦trznej.

4.4. Algorytmy multiplikatywne

Algorytmy multiplikatywne s¡ powszechnie stosowane w aktualizacji faktorów
w modelu NMF. To dzi¦ki tym algorytmom Lee i Seung [257, 258] tak znacz¡co
spopularyzowali metod¦ NMF. Istotn¡ ich zalet¡ jest prostota, ªatwo±¢ imple-
mentacji, a tak»e niski koszt obliczeniowy przypadaj¡cy na pojedynczy krok ite-
racyjny.

Typowe podej±cie do wyznaczenia multiplikatywnych reguª aktualizacji fakto-
rów bazuje na metodzie gradientu prostego [329] z odpowiednio dobranym wspóª-
czynnikiem dªugo±ci kroku. Niech X = [x1, . . . ,xT ] ∈ RJ×T

+ oraz ∇xtΨ(A,xt)
b¦dzie gradientem funkcji celu (3.38) w punkcie xt dla t = 1, . . . , T . Algorytm
gradientu prostego dla aktualizacji wektora xt mo»na wyrazi¢ nast¦puj¡co:

xt ← xt − η∇xtΨ(A,xt), (4.50)
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gdzie η jest wspóªczynnikiem dªugo±ci kroku. Je±li ∇xtΨ(A,xt) mo»na
przedstawi¢ w postaci: ∇xtΨ(A,xt) = ∇+

xt
Ψ(A,xt) − ∇−

xt
Ψ(A,xt), gdzie

∇+
xt

Ψ(A,xt) > 0 i ∇−
xt

Ψ(A,xt) ≥ 0, a wspóªczynnik dªugo±ci kroku b¦dzie

okre±lony przez macierz diagonaln¡: η = diag

(
xt

∇+
xt

Ψ(A,xt)

)
∈ RJ×J , to reguª¦

(4.50) mo»na ªatwo zapisa¢ w postaci:

xt ← xt ~∇−
xt

Ψ(A,xt)⊘∇+
xt

Ψ(A,xt), (4.51)

gdzie symbole ~ i ⊘ oznaczaj¡ odpowiednio mno»enie oraz dzielenie elementów
wektorów lub w postaci równowa»nej:

xjt ← xjt

[
∇−

XΨ(A,X)
]
jt[

∇+
XΨ(A,X)

]
jt

. (4.52)

Analogiczne reguªy mo»na przedstawi¢ dla aktualizacji faktora A. �atwo zauwa-
»y¢, »e je±li w pierwszym kroku iteracyjnym xjt > 0 i speªnione s¡ warunki
∇+
xt

Ψ(A,xt) > 0 i ∇−
xt

Ψ(A,xt) ≥ 0 w kolejnych krokach iteracyjnych, to se-
kwencje iteracyjne {xjt} algorytmu (4.52) s¡ nieujemne.

4.4.1. Algorytm MUE

Algorytm MUE (ang.Multiplicative Updates for Euclidean distance) jest multi-
plikatywnym algorytmem minimalizuj¡cym funkcj¦ odlegªo±ci euklidesowej (2.4).
Bazuje na znanym algorytmie ISRA (ang. Image Space Reconstruction Algori-

thm), zaproponowanym przez Daube-Witherspoona i Muehllehnera [100] do re-
konstrukcji obrazu tomogra�cznego. W metodzie NMF algorytm MUE pojawiª
si¦ po raz pierwszy w pracy Lee i Seunga [257], opublikowanej w czasopi±mie �Na-
ture� w 1999 roku. Algorytm ten jest niew¡tpliwie fundamentalnym algorytmem
nieujemnej fatoryzacji macierzy. Mo»na go ªatwo wyprowadzi¢, stosuj¡c reguª¦
aktualizacji (4.52).

Niech Ψ(A,X) = 1
2D(Y ||AX), gdzie D(Y ||AX) dana jest zale»no±ci¡ (2.4).

Gradienty funkcji Ψ(A,X) ze wzgl¦du na A i X maj¡ postaci:

GA = ∇AΨ(A,X) = AXXT − Y XT , (4.53)

GX = ∇XΨ(A,X) = ATAX −ATY . (4.54)
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Gdy przyjmie si¦ ∇+
AΨ(A,X) = AXXT i ∇−

AΨ(A,X) = Y XT oraz
∇+

XΨ(A,X) = ATAX i ∇−
XΨ(A,X) = ATY , wówczas na podstawie reguªy

iteracyjnej (4.52) uzyskuje si¦ algorytm MUE:

aij ← aij

[
Y XT

]
ij[

AXXT
]
ij

, xjt ← xjt

[
ATY

]
jt[

ATAX
]
jt

. (4.55)

Twierdzenie 4.1. Je±li w pierwszym kroku iteracyjnym ∀i, j, t : aij > 0 i xjt > 0,
to reguªy aktualizacji (4.55) nie zwi¦kszaj¡ warto±ci funkcji Ψ(A,X), a wi¦c speª-

niaj¡ warunek monotoniczno±ci w (1.12).

W celu udowodnienia twierdzenia 4.1 zde�niowano funkcj¦ pomocnicz¡ dla
funkcji celu Ψ(A,x) (de�nicja 4.1).

De�nicja 4.1. Funkcja G(x,x(n)) nazywana jest funkcj¡ pomocnicz¡ dla dowol-

nej funkcji Ψ(x), je±li speªnia nast¦puj¡ce warunki:

G(x,x(n)) ≥ Ψ(x), G(x,x) = Ψ(x). (4.56)

Pomysª wykorzystania funkcji pomocniczej do udowodnienia twierdzenia 4.1
pojawiª si¦ w pracy [258]. Nie jest to jednak nowy pomysª, byª bowiem ju» wcze-
±niej wykorzystywany w wielu obszarach matematyki, np. w dowodzie zbie»no±ci
algorytmu EM (ang. Expectation-Maximization) [105].

Lemat 4.1. Funkcja

G(xt,x
(n)
t ) = Ψ(x

(n)
t ) + (xt − x

(n)
t )T∇xtΨ(x

(n)
t )

+
1

2
(xt − x

(n)
t )T H̃(x

(n)
t )(xt − x

(n)
t ) (4.57)

jest funkcj¡ pomocnicz¡ dla funkcji Ψ(xt) =
1
2 ||yt−Axt||22 dla t = 1, . . . , T , gdzie

H̃(x
(n)
t ) = diag

(
(ATAx

(n)
t )⊘ x

(n)
t

)
. (4.58)

Dowód 4.1. Warunek G(xt,xt) = Ψ(xt) jest oczywisty. Aby pokaza¢, »e G(xt,

x
(n)
t ) ≥ Ψ(xt), funkcjeΨ(xt) rozwini¦to w szereg Taylora wzgl¦dem punktu x

(n)
t :

Ψ(xt) = Ψ(x
(n)
t ) + (xt − x

(n)
t )T∇xtΨ(x

(n)
t )

+
1

2
(xt − x

(n)
t )TH(x

(n)
t )(xt − x

(n)
t ), (4.59)

gdzie H(x
(n)
t ) = ATA.
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Podany warunek jest speªniony, je±li:

(xt − x
(n)
t )TM(x

(n)
t )(xt − x

(n)
t ) ≥ 0, (4.60)

gdzie M = H̃(x
(n)
t )−ATA. Niech RJ ∋ z ̸= 0 oraz M = [mjl], zatem

zTMz =
∑
j,l

zjmjlzl =
∑
j

z2j
[ATAx

(n)
t ]j

x
(n)
jt

−
∑
j,l

zj [A
TA]jlzl

=
∑
j

z2j

∑
l[A

TA]jlx
(n)
lt

x
(n)
jt

−
∑
j,l

zj [A
TA]jlzl

=
1

2

∑
j,l

z2j
[ATA]jlx

(n)
lt

x
(n)
jt

+
1

2

∑
j,l

z2l
[ATA]ljx

(n)
jt

x
(n)
lt

−
∑
j,l

zj [A
TA]jlzl

=
1

2

∑
j,l

[ATA]jl

zj
√√√√x

(n)
lt

x
(n)
jt

− zl

√√√√x
(n)
jt

x
(n)
lt

2

≥ 0. (4.61)

Z zale»no±ci (4.61) wynika, »e macierz M jest nieujemnie okre±lona, a zatem

speªniony jest warunek (4.60) i tym samym G(xt,x
(n)
t ) ≥ Ψ(xt).

Lemat 4.2. Aktualizacja x
(n+1)
t generowana algorytmem (4.55) w n-tym kroku

iteracyjnym dla faktora X minimalizuje funkcj¦ pomocnicz¡ G(xt,x
(n)
t ), zatem

x
(n+1)
t = argmin

xt

G(xt,x
(n)
t ). (4.62)

Dowód 4.2. Z warunku stacjonarno±ci funkcji G(xt,x
(n)
t ) wynika:

∇xtG(xt,x
(n)
t ) = ∇xtΨ(x

(n)
t ) + H̃(x

(n)
t )(xt − x

(n)
t )

= ATAx
(n)
t ⊘ x

(n)
t ~ xt −ATyt = 0. (4.63)

St¡d otrzymujemy formuª¦ iteracyjn¡ x
(n+1)
t = x

(n)
t ~ATyt ⊘ATAx

(n)
t dla n =

0, 1, . . ., która jest równowa»na regule (4.55) dla aktualizacji macierzy X.

Z de�nicji 4.1 oraz lematu 4.2 wynika:

Ψ(x
(n+1)
t ) ≤ G(x(n+1)

t ,x
(n)
t ) ≤ G(x(n)

t ,x
(n)
t ) = Ψ(x

(n)
t ). (4.64)
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Analogiczne rozwa»ania mo»na pokaza¢ dla aktualizacji macierzyA. Wynika st¡d,
»e reguªy aktualizacji speªniaj¡ warunek monotoniczno±ci w zale»no±ci (1.12), co
ko«czy dowód twierdzenia 4.1.

Algorytm MUE w (4.55), pomimo speªniania warunku monotoniczno±ci, nie
gwarantuje zbie»no±ci do punktu optymalnego (A∗,X∗) okre±lonego przez wa-
runki optymalno±ci KKT. Aby tak¡ zbie»no±¢ uzyska¢, Lin [279] zaproponowaª
usprawnion¡ wersj¦ algorytmu MUE. W wersji tej, wspóªczynnik dªugo±ci kroku η
w (4.50) dla aktualizacji elementu xjt przyjmuje posta¢:

ηjt =
x̄jt

[ATAX̄]jt + ϵ
, (4.65)

gdzie X̄ = [x̄jt] ∈ RJ×T
+ ,

x̄jt =

{
xjt, je»eli [GX ]jt ≥ 0,

max(xjt, ρ), je»eli [GX ]jt < 0,
(4.66)

GX � macierz gradientu w (4.54), ϵ, ρ > 0 � staªe o maªej warto±ci.
Zmody�kowany algorytm MUE dla aktualizacji elementu xjt ma posta¢:

xjt ← xjt −
x̄jt

[ATAX̄]jt + ϵ
[GX ]jt, (4.67)

Je±li ρ = 0 oraz czªony kary w funkcji celu (3.38) zostan¡ zde�niowane w nast¦-
puj¡cy sposób: UA(A) =

∑
i,j aij , UX(X) =

∑
j,t xjt, αA = αX = ϵ, to zmody�-

kowany algorytm MUE sprowadza si¦ do postaci:

aij ← aij

[
Y XT

]
ij[

AXXT + ϵ
]
ij

, xjt ← xjt

[
ATY

]
jt[

ATAX + ϵ
]
jt

. (4.68)

Zde�niowane czªony regularyzuj¡ce wymuszaj¡ odpowiedni poziom rzadko±ci
estymowanych faktorów (rozdz. 3.2.1), zale»ny od warto±ci parametru ϵ. Inne
wersje algorytmu MUE z wymuszaniem rzadko±ci estymowanych faktorów mo»na
odnale¹¢ w pracach [83, 89].

W praktyce, u»ycie parametru ϵ w implementacji algorytmu MUE jest ko-
nieczne, nie tylko ze wzgl¦du na wymuszanie rzadko±ci, ale przede wszystkim
ze wzgl¦du na stabilizacj¦ numeryczn¡ algorytmu. �atwo zauwa»y¢, »e je±li
∃j, t : [ATAX(n)]jt → 0 oraz x(n)jt > 0 i [ATY ]jt > 0 w n-tym kroku iteracyj-

nym, to stosuj¡c algorytm MUE w (4.55), uzyskuje si¦: x(n+1)
jt → ∞. W oblicze-

niach zmiennopozycyjnych o sko«czonej precyzji, taki przypadek spowoduje bª¡d
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przepeªnienia, a tym samym pojawienie si¦ nieokre±lonych warto±ci (typu NaN)
w aktualizowanych macierzach. Dlatego te» najcz¦±ciej w praktyce przyjmuje si¦:
ϵ = eps = 2−52.

Istotn¡ zalet¡ algorytmu MUE jest jego maªa zªo»ono±¢ obliczeniowa, która
zale»y znacz¡co od kosztu wyznaczenia odpowiednich gradientów GA i GX . Zªo-
»ono±¢ obliczeniow¡ wyra»e« Y XT i ATY , które wyst¦puj¡ w licznikach formuª
iteracyjnych w (4.68), mo»na oszacowa¢ jako O(IJT ). Dla wyra»e« w mianow-
nikach, zªo»ono±¢ obliczeniowa zale»y od sposobu ich obliczania. Stosuj¡c form¦:
A(XXT ) i (ATA)X uzyskuje si¦ O(J2(I + T )), natomiast O(IJT ) dla form
(AX)XT i AT (AX). Je±li J ≪ T lub J ≪ I, pierwsza forma prowadzi do mniej-
szego kosztu obliczeniowego. Finalnie, zªo»ono±¢ obliczeniow¡ algorytmu MUE
mo»na oszacowa¢ jako O(IJT + J2I + J2T ).

Niestety maªa zªo»ono±¢ obliczeniowa (szacowana dla wykonania pojedynczej
iteracji) nie oznacza niskiego kosztu obliczeniowego aktualizacji faktorów. Na-
le»y równie» bra¢ pod uwag¦ szybko±¢ zbie»no±ci algorytmu. Caªkowity koszt
obliczeniowy (aktualizacji faktorów), to koszt obliczeniowy pojedynczej iteracji
pomno»ony przez liczb¦ iteracji wymagan¡ do speªnienia okre±lonego kryterium
zatrzymania.

Han i inni autorzy pracy [170] z roku 2009 analizowali szybko±¢ zbie»no±ci
algorytmu ISRA, który jest blisko zwi¡zany z algorytmem MUE. Niech

P(xt) = {j : xjt > 0} , A(xt) = {j : xjt = 0} , (4.69)

s¡ odpowiednio zbiorami indeksów zmiennych pasywnych i aktywnych w punkcie
xt, zatem P(xt) ∪ A(xt) = {1, 2, . . . , J}. Z ich bada« wynika, »e je±li w punk-
cie granicznym x∗

t speªnione s¡ warunki komplementarno±ci (4.34) oraz ma-
cierz zredukowanego hesjanu HR(x

∗
t ) = [ATA]j1,j2 ∈ Rr×r, dla j1, j2 ∈ P(x∗

t )
i r = |P(x∗

t )|, jest dodatnio okre±lona w tym punkcie, to wspóªczynnik asymp-

totycznej zbie»no±ci sekwencji iteracyjnej {x(n)
t } dla n = 1, 2, . . . mo»na wyrazi¢

jako:

ρ̃ = max {ρ(Ir −D1HR(x
∗
t )), ρ(D2)} , (4.70)

gdzie

D1 = diag

(
xjt∗

[ATAx∗
t ]j

dla j ∈ P(x∗
t )

)
, (4.71)

D2 = diag

(
[ATyt]j

[ATAx∗
t ]j

dla j ∈ A(x∗
t )

)
, (4.72)
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oraz ρ(·) jest promieniem spektralnym macierzy. Z zale»no±ci (4.70) wynika górna
granica wspomnianego wspóªczynnika zbie»no±ci:

ρ̃ ≤ max

{
1− ρ1 min

1≤j≤r
λj(HR(x

∗
t )), ρ2

}
< 1, (4.73)

ρ1 = minj∈P(x∗t )

{
x∗jt

[ATAx∗t ]j

}
, ρ2 = maxj∈A(x∗t )

{
[ATyt]j

[ATAx∗t ]j

}
, a λj(·) jest j-t¡

warto±ci¡ wªasn¡ macierzy. Z rozwa»a« przeprowadzonych w pracy [170] wynika,
»e ρ̃ = 0, je±li macierz ATA jest dodatnio okre±lon¡ macierz¡ diagonaln¡. Dla
losowo generowanych macierzy A i wektora yt, wspóªczynnik ρ̃ . 1, co oznacza
bardzo powoln¡ zbie»no±¢.

4.4.2. Algorytm MKL

Algorytm MKL (ang. Multiplicative updates for KL divergence) jest mul-
tiplikatywnym algorytmem minimalizuj¡cym uogólnion¡ dywergencj¦ KL, wy-
ra»on¡ przez (2.15). Bazuje na algorytmach RLA (ang. Richardson�Lucky Al-

gorithm) [296, 379] i EMML (ang. Expectation-Maximization Maximum Likeli-

hood) [43, 248, 400]. W metodzie NMF pojawiª si¦ po raz pierwszy w pracy Lee
i Seunga [257]. Obecnie nale»y do fundamentalnych algorytmów NMF. Podobnie
jak algorytm MUE, mo»na go wyprowadzi¢ z reguªy aktualizacji (4.52).

Niech funkcja Ψ(A,X) = DKL(Y ||AX), gdzie DKL(Y ||AX) wyra»ona jest
zale»no±ci¡ (2.15). Gradienty funkcji Ψ(A,X) ze wzgl¦du na aij i xjt mo»na
przedstawi¢ w postaci:

∇aijΨ(A,X) =
T∑
t=1

xjt

(
1− yit∑J

p=1 aipxpt

)
, (4.74)

∇xjtΨ(A,X) =

I∑
i=1

aij

(
1− yit∑J

p=1 aipxpt

)
. (4.75)

Dekomponuj¡c gradienty (4.74) i (4.75) na skªadniki: ∇+
aijΨ(A,X) =∑T

t=1 xjt i ∇−
aijΨ(A,X) =

∑T
t=1

xjtyit∑J
p=1 aipxpt

oraz ∇+
xij

Ψ(A,X) =
∑I

i=1 aij

i∇−
xjt

Ψ(A,X) =
∑I

i=1
aijyit∑J

p=1 aipxpt
, a nast¦pnie stosuj¡c reguª¦ aktualizacji (4.52),

otrzymuje si¦ algorytm MKL:

aij ←
aij∑T
t=1 xjt

T∑
t=1

xjtyit∑J
p=1 aipxpt

, xjt ←
xjt∑I
i=1 aij

I∑
i=1

aijyit∑J
p=1 aipxpt

. (4.76)
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Post¦puj¡c podobnie jak dla algorytmu MUE, zde�niowano funkcj¦ pomocnicz¡
G(xt,x

(n)
t ) dla funkcji celu w zale»no±ci (2.15).

Lemat 4.3. Funkcja

G(xt,x
(n)
t ) =

∑
i

(yit ln yit − yit) +
∑
i,j

aijxjt

−
∑
i,j

yit
aijx

(n)
jt∑

p aipx
(n)
pt

(
ln aijxjt − ln

aijx
(n)
jt∑

p aipx
(n)
pt

)
(4.77)

jest funkcj¡ pomocnicz¡ dla funkcji Ψ(xt) = DKL(yt||Axt), gdy t = 1, . . . , T .

Dowód 4.3. Warunek G(xt,xt) = Ψ(xt) nie wymaga dowodu. Aby pokaza¢,

»e G(xt,x
(n)
t ) ≥ Ψ(xt), zastosowano nierówno±¢ Jensena1 do wypukªej funkcji

− ln
∑J

j=1 aijxjt dla aij > 0 i xjt > 0, otrzymuj¡c:

− ln

J∑
j=1

aijxjt ≤ −
J∑

j=1

ςijt ln
aijxjt
ςijt

, (4.78)

dla ∀i, j, t : ςijt > 0 oraz
∑J

j=1 ςijt = 1. Je±li ςijt =
aijx

(n)
jt∑

p aipx
(n)
pt

, zachodzi nierówno±¢:

− ln

J∑
j=1

aijxjt ≤ −
J∑

j=1

aijx
(n)
jt∑

p aipx
(n)
pt

(
ln aijxjt − ln

aijx
(n)
jt∑

p aipx
(n)
pt

)
, (4.79)

a wi¦c speªniony jest warunek G(xt,x
(n)
t ) ≥ Ψ(xt).

Reguªy iteracyjne (4.76) nie zwi¦kszaj¡ warto±ci funkcji celu Ψ(A,X), je±li
przybli»enie pocz¡tkowe speªnia warunek ∀i, j, t : aij > 0 i xjt > 0. Wynika
to z nierówno±ci (4.64), poniewa» przybli»enia iteracyjne faktora X realizowane
algorytmem (4.76) s¡ rozwi¡zaniami zadania (4.62) z funkcj¡ pomocnicz¡ (4.77).
Analogiczne rozwa»ania mo»na pokaza¢ dla aktualizacji faktora A, zatem speª-
niony jest warunek monotoniczno±ci w (1.12).

Implementuj¡c formuªy aktualizacji (4.76) na maszynach obliczeniowych
o sko«czonej precyzji, nale»y doda¢ staª¡ eps do wyra»enia

∑J
p=1 aipxpt w celu

1 Dla rzeczywistej i wypukªej funkcji ϕ, liczb {xj} w jej dziedzinie i wspóªczynników wago-

wych ςj > 0, gdy j = 1, . . . , J , speªniona jest nierówno±¢ Jensena: ϕ

(∑J
j=1 ςjxj∑J
j=1 ςj

)
≤

∑J
j=1 ςjϕ(xj)∑J

j=1 ςj
.
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unikni¦cia niestabilno±ci numerycznej algorytmu. Ponadto, stosuj¡c te formuªy
do estymacji faktorów w algorytmie 2 oraz skaluj¡c estymowane komponenty do
jednostkowych norm l1, czyli dla p = 1, formuªy aktualizacji (4.76) mo»na upro-
±ci¢. W notacji macierzowej uproszczone formuªy iteracyjne algorytmu MKL maj¡
postaci:

A(n) = A(n−1) ~
(
Y ⊘ (A(n−1)X(n−1) + ϵ)

)
(X(n−1))T , (4.80)

X(n) = X(n−1) ~ (A(n))T
(
Y ⊘ (A(n)X(n−1) + ϵ)

)
, (4.81)

gdzie n � indeks kroku iteracji naprzemiennych oraz ϵ = eps.
W algorytmie 2 krok 4 realizowany jest formuª¡ (4.80), natomiast krok 7 for-

muª¡ (4.81).
Zªo»ono±¢ obliczeniow¡ algorytmu MKL mo»na oszacowa¢ funkcj¡ O(IJT ).

Eksperymenty numeryczne [89] pokazuj¡, »e zbie»no±¢ algorytmu MKL jest rów-
nie» bardzo powolna.

4.4.3. Algorytm α-NMF

Multiplikatywny algorytm minimalizuj¡cy dywergencj¦ α, wyra»on¡ wzorem
(2.7), zostaª zaproponowany w pracy [82]. W literaturze [70, 74, 89] cz¦sto wy-
st¦puje pod nazw¡ α-NMF. Dowód zbie»no±ci tego algorytmu przedstawiono
w pracy [74].

Niech w dywergencji α, p = yt oraz q = Axt dla t = 1, . . . , T . Po przyj¦ciu

Ψ(A,X) =
∑T

t=1D
(α)
A (yt||Axt) i po przeksztaªceniach uzyskuje si¦:

Ψ(A,X) =
∑
i,t

yit

(
yit∑J

j=1 aijxjt

)α−1

− 1

α(α− 1)
+

∑J
j=1 aijxjt − yit

α

=
∑
i,t

yitϕ

(∑J
j=1 aijxjt

yit

)
, (4.82)

gdzie ϕ(x) = 1
α(1−α)

(
α+ (1− α)x− x1−α

)
jest funkcj¡ wypukª¡ dla x ̸= 0

i α ∈ R.
Stosuj¡c w zale»no±ci (4.82) nierówno±¢ Jensena do funkcji ϕ(·), mo»na otrzy-

ma¢ funkcj¦ pomocnicz¡ G(X,X(n)) dla funkcji Ψ(A,X):



Algorytmy 127

Ψ(A,X) =
∑
i,t

yitϕ

(∑J
j=1 aijxjt

yit

)
≤
∑
i,j,t

yitςijtϕ

(
aijxjt
yitςijt

)
= G(X,X(n)), (4.83)

gdzie ςijt =
aijx

(n)
jt∑J

j=1 aijx
(n)
jt

> 0. �atwo zauwa»y¢, »e ∀i, t :
∑

j ςijt = 1. Funkcja

G(X,X(n)) speªnia oba warunki podane w (4.56).
Posªuguj¡c si¦ reguª¡ iteracyjn¡ (4.62), algorytm aktualizacji faktoraX mo»na

otrzyma¢ z warunku stacjonarno±ci funkcji pomocniczej G(X,X(n)), zatem z wa-
runku:

∇xjtG(X,X(n)) =
1

α

I∑
i=1

aij

(
1−

(
yitςijt
aijxjt

)α)
= 0, (4.84)

wynika formuªa iteracyjna dla aktualizacji faktora X:

x
(n+1)
jt = x

(n)
jt


∑I

i=1 aij

(
yit∑J

p=1 aipx
(n)
pt

)α

∑I
i=1 aij


1
α

, (4.85)

dla α ̸= 0 i n-tego kroku iteracyjnego.
Wykonuj¡c analogiczne przeksztaªcenia, mo»na otrzyma¢ nast¦puj¡c¡ formuª¦

iteracyjn¡ dla aktualizacji faktora A:

a
(n+1)
ij = a

(n)
ij


∑T

t=1 xjt

(
yit∑J

p=1 aipx
(n)
pt

)α

∑T
t=1 xjt


1
α

, (4.86)

dla α ̸= 0.
Z podobnych wzgl¦dów jak w algorytmach MUE i MKL, implementuj¡c for-

muªy iteracyjne (4.85) i (4.86), do wyra»enia aipx
(n)
pt nale»y doda¢ staª¡ ϵ = eps,

je±li α > 0, a tak»e do yit, je±li α < 0 i ∃i, t : yit → 0.
W pracach [82, 89] formuªy iteracyjne (4.85) i (4.86) wyprowadzone s¡ za po-

moc¡ innych przeksztaªce«. Posªu»ono si¦ bowiem gradientow¡ reguª¡ aktualizacji
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zmiennych transformowanych. Przykªadowo, do aktualizacji faktora X reguªa ta
dana jest zale»no±ci¡:

X ← Φ−1 (Φ(X)− η∇XΨ(A,X)) , (4.87)

gdzie Φ : R+ → R+ � monotoniczna funkcja projekcji dla X ≥ 0.
Po przyj¦ciu Φ(x) = xα uzyskuje si¦ formuª¦ iteracyjn¡ w (4.85). Dla

Φ(x) = ln(x) otrzymuje si¦ reguª¦ aktualizacji wzdªu» gradientów eksponen-
cjalnych, dzi¦ki której wyprowadzono rodzin¦ algorytmów multiplikatywnych
SMART-NMF [71, 89]. S¡ to algorytmy minimalizuj¡ce ró»ne miary statystyczne.
Podej±cie to jest motywowane algorytmem SMART (ang. Simultaneous Multi-

plicative Algebraic Reconstruction Technique), stosowanym np. w rekonstrukcji
obrazów tomogra�cznych [368, 369].

Teoretyczn¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ algorytmu α-NMF mo»na równie» zgrub-
nie oszacowa¢ jako O(IJT ), uwzgl¦dniaj¡c jedynie operacje mno»enia elemen-
tarnego. Niestety faktyczna zªo»ono±¢ obliczeniowa jest znacznie wi¦ksza, je±li
uwzgl¦dni si¦ koszt pot¦gowania elementów macierzy, zwªaszcza je±li pot¦gi te nie
s¡ liczbami caªkowitymi. Podobnie jak algorytmy MUE i MKL, algorytm α-NMF
równie» charakteryzuje si¦ bardzo powoln¡ zbie»no±ci¡.

4.4.4. Algorytm β-NMF

Multiplikatywny algorytm β-NMF zostaª zaproponowany przez Kompassa
w [236], a nast¦pnie badany i rozwijany w pracach [71, 82, 89, 128]. Algorytm
ten minimalizuje dywergencje β, wyra»on¡ w (2.27) dla β ∈ [0, 1]. Poni»ej przed-
stawiono sposób wyprowadzenia formuª iteracyjnych algorytmu β-NMF, przepro-
wadzaj¡c podobne rozwa»ania jak dla algorytmu α-NMF. Sposób ten wydaje si¦
prostszy od przedstawionego w pracy [236].

Niech zatem p = yt, q = Axt oraz Ψ(A,X) =
∑T

t=1D
(β)
B (yt||Axt) dla

β ∈ R\{−1, 0}. Funkcj¦ Ψ(A,X) mo»na przeksztaªci¢ do postaci:

Ψ(A,X) =
∑
i,t

yβ+1
it − (

∑J
j=1 aijxjt)

β+1

β(β + 1)
−

(
∑J

j=1 aijxjt)
β(yit − (

∑J
j=1 aijxjt))

β

=
∑
i,t

yβ+1
it ϕ

(∑J
j=1 aijxjt

yit

)
, (4.88)

gdzie ϕ(x) = 1
β(β+1)

(
1− (β + 1)xβ + βxβ+1

)
. Dla x ∈ R+ oraz β ∈ (0, 1] speª-

niony jest warunek: ∂2ϕ(x)
∂x2 = (1 − β)xβ−2 + βxβ−1 > 0, a zatem w tym zakresie



Algorytmy 129

parametru funkcja ϕ(·) jest ±ci±le wypukªa w R+. Stosuj¡c w zale»no±ci (4.88)
nierówno±¢ Jensena do funkcji ϕ(·), uzyskuje si¦ funkcj¦ pomocnicz¡ G(X,X(n))
dla funkcji Ψ(A,X):

Ψ(A,X) =
∑
i,t

yβ+1
it ϕ

(∑J
j=1 aijxjt

yit

)
≤
∑
i,j,t

yβ+1
it ςijtϕ

(
aijxjt
yitςijt

)
= G(X,X(n)), (4.89)

gdzie ςijt =
aijx

(n)
jt∑J

j=1 aijx
(n)
jt

> 0 oraz ∀i, t :
∑

j ςijt = 1.

Funkcja G(X,X(n)) w (4.89) speªnia oba warunki podane w (4.56). Rozwi¡za-
nie zadania (4.62) mo»na uzyska¢ z warunku stacjonarno±ci funkcji G(X,X(n)),
zatem:

∇xjtG(X,X(n)) =

I∑
i=1

yβ+1
it aij

[(
aijxjt
yitςijt

)β

−
(
aijxjt
yitςijt

)β−1
]
= 0. (4.90)

Po przeksztaªceniach równania (4.90) otrzymujemy reguª¦ aktualizacji faktora X:

x
(n+1)
jt = x

(n)
jt

∑I
i=1 aijyit

(∑J
p=1 aipx

(n)
pt

)β−1

∑I
i=1 aij

(∑J
p=1 aipx

(n)
pt

)β , (4.91)

w n-tym kroku iteracyjnym. Analogicznie formuªa iteracyjna dla aktualizacji fak-
tora A ma posta¢:

a
(n+1)
ij = a

(n)
ij

∑T
t=1 xjtyit

(∑J
p=1 aipx

(n)
pt

)β−1

∑T
t=1 xjt

(∑J
p=1 aipx

(n)
pt

)β . (4.92)

�atwo zauwa»y¢, »e dla β = 0, formuªy iteracyjne (4.91) i (4.92) sprowadzaj¡
si¦ do algorytmu (4.76), czyli minimalizuj¡ uogólnion¡ dywergencj¦ KL. Z rozwa-
»a« przedstawionych w rozdziale 4.4.2 wynika, »e dla β = 0, formuªy iteracyjne
w (4.91) i (4.92) nie zwi¦kszaj¡ uogólnionej dywergencji KL. Algorytm ten jest
wi¦c zbie»ny do jakiego± punktu granicznego, pomimo »e dla β = 0 funkcja ϕ(·)
w zale»no±ci (4.88) nie jest ±ci±le wypukªa w dziedzinie [0,∞). W praktyce zaob-
serwowano, »e algorytm ten nie zwi¦ksza warto±ci dywergencji β nawet dla β > 1
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lub β < 0 (wª¡czaj¡c dywergencj¦ IS). Jednak dla tego przypadku nie jest jeszcze
znany dowód zbie»no±ci.

Je±li β ̸= 0 lub β ̸= 1, algorytm β-NMF charakteryzuje sie najwi¦kszym kosz-
tem obliczeniowych przypadaj¡cym na pojedyncz¡ iteracj¦, jak równie» bardzo
powoln¡ zbie»no±ci¡.

4.4.5. Algorytmy zregularyzowane

Zregularyzowane algorytmy multiplikatywne minimalizuj¡ zregularyzowan¡
funkcj¦ celu podan¡ w (3.38), gdzie jeden lub oba czªony kary s¡ w pewien sposób
okre±lone. Czªony te mog¡ by¢ powi¡zane z prawie ka»d¡ funkcj¡ celu, a zatem
ka»dy z omawianych wcze±niej algorytmów multiplikatywnych mo»e by¢ rozsze-
rzony o pewne elementy, wynikaj¡ce z istnienia czªonów kary. Przykªadowo, dla
zregularyzowanej funkcji celu:

Ψ(A,X) =
1

2
||Y −AX||2F + αAUA(A) + αXUX(X), (4.93)

gdy αA, αX ≥ 0, zregularyzowany algorytm MUE przyjmuje posta¢:

aij ← aij

[
Y XT

]
ij

max
{
ϵ,
[
AXXT

]
ij
+ αA∇aijUA(A)

} , (4.94)

xjt ← xjt

[
ATY

]
jt

max
{
ϵ,
[
ATAX

]
jt
+ αX∇xjtUX(X)

} , (4.95)

gdzie ϵ = eps.
Dla czªonów kary wyst¦puj¡cych w zadaniach (3.41) i (3.42), ∇aijUA(A) = 1

oraz ∇xjtUX(X) = 1, a zatem funkcje max{·, ·} wyst¦puj¡ce w reguªach (4.94)
i (4.95) mog¡ by¢ pomini¦te.

Je±li UA(A) i UX(X) s¡ dane zale»no±ciami (3.67) i (3.68), to

∇aijUA(A) =
∑
l∈Si

(
νil
δA

)
∂ψ (aij − alj , δA)

∂aij
, (4.96)

∇xjtUX(X) =
∑
l∈St

(
νtl
δX

)
∂ψ (xjt − xjl, δX)

∂xjt
. (4.97)

Algorytm multiplikatywny oparty na iteracyjnej formule (4.95), który wy-
musza gªadko±¢ wektorów wierszowych w macierzy X za pomoc¡ czªonu (4.97),



Algorytmy 131

zostaª zaproponowany w pracy [496]. W pracy tej badano ró»ne funkcje poten-
cjaªu w kontek±cie u»yteczno±ci do ±lepej separacji gªadkich sygnaªów ukrytych.
Najefektywniejsze wyniki uzyskano dla funkcji potencjaªu ψ(ξ, δ), zaproponowa-
nej przez Greena [157] (tabela 3.1) do usprawnienia bayesowskiej rekonstrukcji
obrazów tomogra�cznych. Podobne wyniki otrzymano stosuj¡c ten algorytm do
±lepej separacji obrazów [498].

Jednym z fundamentalnych algorytmów w grupie zregularyzowanych algoryt-
mów multiplikatywnych jest algorytm LNMF [267]. Jego funkcja celu ma posta¢
(3.83), gdzie D(Y ||AX) wyra»ona jest uogólnion¡ dywergencj¡ KL. Algorytm
ten mo»na wyprowadzi¢ w podobny sposób jak algorytm MKL. Przyj¦to, »e po-
mocnicze funkcje celu, G̃(A,A(n)) dla faktora A i G̃(X,X(n)) dla faktora X,
mo»na wyrazi¢ zale»no±ciami:

G̃(A,A(n)) = GA(A,A
(n)) + Υ(A,X), (4.98)

G̃(X,X(n)) = GX(X,X(n)) + Υ(A,X), (4.99)

Υ(A,X) = αA

J∑
m=1

J∑
n=1

[ATA]mn − αX

J∑
m=1

[XXT ]mm, (4.100)

gdzie GX(X,X(n)) =
∑T

t=1G(xt,x
(n)
t ) oraz G(xt,x

(n)
t ) ma posta¢ (4.77). Funk-

cj¦ GA(A,A
(n)) mo»na przedstawi¢ w podobny sposób jak funkcj¦ GX(X,X(n)).

Poniewa» funkcja G(x,x(n)
t ) speªniaja warunki (4.56), mo»na wi¦c ªatwo udowod-

ni¢, »e funkcje G̃(A,A(n)) i G̃(X,X(n)) s¡ funkcjami pomocniczymi dla funkcji
celu w algorytmie LNMF. Zgodnie z formuª¡ aktualizacji w (4.62), aproksymacja
X(n+1) mo»e by¢ wyznaczona z warunku: ∇XG̃(X,X(n)) = 0, zatem:

∇xjtG̃(X,X(n)) =
I∑

i=1

aij −
I∑

i=1

1

xjt

aijx
(n)
jt yit∑

p aipx
(n)
pt

− 2αXxjt = 0. (4.101)

Sprowadzaj¡c równanie (4.101) do postaci równania kwadratowego dla xjt > 0,
zakªadaj¡c normalizacj¦:

∑I
i=1 aij = 1, a nast¦pnie wybieraj¡c rozwi¡zanie do-

puszczalne, otrzymuje si¦ formuª¦ iteracyjn¡:

x
(n+1)
jt =

1−
√

1− 8αX x̂
(n)
jt

4αX
, gdzie x̂

(n)
jt =

I∑
i=1

aijx
(n)
jt yit∑

p aipx
(n)
pt

(4.102)

dla αX > 0.
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Po przyj¦ciu x̄(n)jt = sup(x̂
(n)
jt ) oraz αX ≪ 1

8x̄
(n)
jt

aktualizacje x(n+1)
jt w (4.102)

mo»na aproksymowa¢ zale»no±ci¡: x(n+1)
jt

∼= ξ
√
x̂
(n)
jt , gdzie ξ > 0 jest skalarem.

Je±li wektory wierszowe w X s¡ normalizowane, formuªa aktualizacji w (4.102)
sprowadza si¦ do reguªy iteracyjnej algorytmu LNMF podanego w [267] dla fak-
tora X:

x
(n+1)
jt =

√√√√x
(n)
jt

I∑
i=1

aijyit∑
p aipx

(n)
pt

. (4.103)

Z warunku ∇AG̃(A,A
(n)) = 0 otrzymujemy:

∇aij G̃(A,A
(n)) =

T∑
t=1

xjt −
T∑
t=1

1

aij

a
(n)
ij xjtyit∑
p a

(n)
ip xpt

− 2αA

J∑
p=1

aip = 0. (4.104)

Dla rozwi¡zania dopuszczalnego uzyskuje si¦ formuª¦ iteracyjn¡ faktora A:

a
(n+1)
ij =

b
(n)
ij −

√
(b

(n)
ij )2 − 8αAâij

4αA
, gdzie âij =

T∑
t=1

a
(n)
ij xjtyit∑
p a

(n)
ip xpt

(4.105)

oraz b(n)ij =
∑T

t=1 xjt − 2αA
∑

p ̸=j a
(n)
ip dla αA > 0.

Stosuj¡c algorytmy multiplikatywne, mo»na równie» minimalizowa¢ zregulary-
zowane funkcje celu w (3.80) i (3.81), wymuszaj¡ce ortogonalno±¢ estymowanych
komponentów. Aby wyprowadzi¢ algorytm minimalizuj¡cy funkcj¦ celu w (3.80)
ze wzgl¦du na X zaªo»ono, »e funkcja D(Y ||AX) wyra»ona jest przez odlegªo±¢
euklidesow¡ w (2.4). Ortogonalno±¢ wymuszana jest tylko w wierszach macierzy
X, czyli αA = 0 i αX > 0. Z przyj¦tych zaªo»e« wynika, »e funkcj¦ celu w (3.81)
mo»na przedstawi¢ w postaci:

Ψ(A,X) = ||Y −AX||2F + αX ||XXT − IJ ||2F
= tr(Y TY )− 2 tr(Y TAX) + tr(XTATAX)

+ αX tr(XXTXXT )− 2αX tr(XXT ) + αXJ. (4.106)

Punkt stacjonarny funkcji Ψ(A,X) wyst¦puje dla takiego X, dla którego
∇XΨ(A,X) = 0, a zatem:
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∇XΨ(A,X) = −2ATY + 2ATAX + 4αXXXTX − 4αXX

= ∇+
XΨ(A,X)−∇−

XΨ(A,X) = 0, (4.107)

gdzie ∇+
XΨ(A,X) = 2ATAX + 4αXXXTX oraz ∇−

XΨ(A,X) = 2ATY
+4αXX. Stosuj¡c formuª¦ aktualizacji w (4.52), algorytm iteracyjny aktualizacji
faktora X ma posta¢:

X ←X ~
(
ATY + 2αXX

)
⊘
(
ATAX + 2αXXXTX

)
. (4.108)

Je±li αA > 0 i αX = 0, to

A← A~
(
Y XT + 2αAA

)
⊘
(
AXXT + 2αAAATA

)
. (4.109)

Li, Wu i Peng [274] wyprowadzili formuªy iteracyjne podobne jak w (4.108)
i (4.109), stosuj¡c inne podej±cie, a mianowicie oparte na analizie warunków opty-
malno±ci KKT. Nast¦pnie de�niuj¡c funkcj¡ pomocnicz¡ udowodnili, »e algorytm
ten gwarantuje monotoniczn¡ zbie»no±¢ do punktu stacjonarnego.

Minimalizacja funkcji celu w (3.81) za pomoc¡ algorytmów multiplikatyw-
nych jest troch¦ bardziej skomplikowana, nale»y bowiem te» estymowa¢ macierze
mno»ników Lagrange'a ΛA i ΛX . Zakªadaj¡c, »e D(Y ||AX) jest wyra»ona przez
funkcj¦ odlegªo±ci euklidesowej (2.4) oraz ΛA = 0, funkcj¦ celu w (3.81) prze-
ksztaªcono do postaci:

Ψ(A,X) = ||Y −AX||2F + tr(ΛT
X(XXT − IJ))

= −2 tr(Y TAX) + tr(XTATAX) + tr(ΛT
XXXT ) + const

= −2 tr(Y TAX) + tr
(
(ATA+ΛT

X)XXT
)
+ const. (4.110)

Ding i pozostali autorzy pracy [113] udowodnili, »e dla dowolnych macierzy
symetrycznych U ∈ RP×P

+ i V ∈ RQ×Q
+ oraz macierzy S = [spq] ∈ RP×Q

+ , S̃ =

[s̃pq] ∈ RP×Q
+ , jest speªniona nierówno±¢:

P∑
p=1

Q∑
q=1

[US̃V ]pqs
2
pq

s̃pq
≥ tr(STUSV ). (4.111)

Niech U = ATA + ΛT
X , V = IT , S = X oraz S̃ = X(n). Korzystaj¡c

z nierówno±ci (4.111) oraz nierówno±ci ξ ≥ 1 + ln(ξ) dla ξ > 0, uzyskuje si¦
funkcj¦ pomocnicz¡ G(X,X(n)) do funkcji (4.110):
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G(X,X(n)) = −2
∑
j,t

[ATY ]jtx
(n)
jt

(
1 + ln

xjt

x
(n)
jt

)

+
∑
j,t

[(ATA+ΛT
X)X(n)]jtx

2
jt

x
(n)
jt

+ const. (4.112)

Z warunku ∇XG(X,X(n)) = 0 oraz z reguªy (4.62) otrzymano:

x
(n+1)
jt = x

(n)
jt

√
[ATY ]jt

[(ATA+ΛT
X)X(n)]jt

. (4.113)

Do wyznaczenia macierzy mno»ników Lagrange'a ΛX wykorzystano warunek
komplementarno±ci podany w (4.34), z którego wynika: ∇XΨ(A,X∗)~X∗ = 0,
zatem:

11×J (∇XΨ(A,X)~X)1T×1 = 11×J

([
AT (AX − Y ) +ΛT

XX
]
~X

)
1T×1

= tr
(
AT (AX − Y )XT

)
+ tr

(
ΛT

XXXT
)
= 0. (4.114)

Po uwzgl¦dnieniu warunku ortogonalno±ci XXT = IJ w zale»no±ci (4.114)
otrzymano macierz mno»ników ΛX :

ΛX = ATY XT −ATA. (4.115)

Dla n-tej iteracji macierz mno»ników ma posta¢: Λ(n)
X = ATY (X(n))T−ATA.

Po podstawieniu do (4.113) algorytm minimalizuj¡cy funkcj¦ (4.110) ze wzgl¦du
na X ma nast¦puj¡c¡ form¦:

x
(n+1)
jt = x

(n)
jt

√
[ATY ]jt

[ATY (X(n))TX(n)]jt
. (4.116)

Po przyj¦ciu ATA = IJ oraz ΛX = 0 w (3.81) algorytm dla aktualizacji
macierzy A ma posta¢:

a
(n+1)
ij = a

(n)
ij

√
[Y XT ]ij

[A(n)(A(n))TY XT ]ij
. (4.117)

Poszukiwanie rozwi¡za« zadania minimalizacji funkcji celu wyra»onej w po-
staci (3.81) mo»na te» realizowa¢ multiplikatywnymi algorytmami aproksymacji
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w rozmaito±ci Stiefela (ang. Stiefel manifold) [417]. Algorytmy bazuj¡ce na ta-
kim podej±ciu mo»na odnale¹¢ w pracach [64, 469, 470]. Zakªadaj¡c aktualizacj¦
faktora X, rozmaito±¢ Stiefela okre±la w przestrzeni RJ×T zbiór macierzy orto-
gonalnych, speªniaj¡cych warunek XXT = IJ . Niech Ψ(A,X) = 1

2D(Y ||AX),
gdzie D(Y ||AX) jest funkcj¡ odlegªo±ci euklidesowej w (2.4). Gradient funkcji
Ψ(A,X) jest styczny do rozmaito±ci Stiefela w punkcieX(n). Jest to tzw. gradient
naturalny [64, 120] na tej rozmaito±ci i dla Ψ(A,X) w punkcie X(n) wyra»ony
jest nast¦puj¡co:

∇̃XΨ(A,X(n)) = ∇XΨ(A,X(n))−X(n)
(
∇XΨ(A,X(n))

)T
X(n)

= AT (AX(n) − Y )−X(n)
(
AT (AX(n) − Y )

)T
X(n)

= X(n)Y TAX(n) −ATY . (4.118)

Stosuj¡c reguª¦ aktualizacji w (4.52), gdzie gradient dany jest zale»no±ci¡
(4.118), otrzymuje si¦:

X(n+1) = X(n) ~ (ATY )⊘ (X(n)Y TAX(n)), (4.119)

A(n+1) = A(n) ~ (Y XT )⊘ (A(n)XY TA(n)). (4.120)

Kolejne algorytmy wymuszaj¡ce ortogonalno±¢ estymowanych faktorów oraz
ich zastosowanie mo»na odnale¹¢, np. w pracach [311, 361].

Do kolejnej grupy zregularyzowanych algorytmów multiplikatywnych nale»y
zaliczy¢ algorytmy FNMF i DNMF. Poniewa» algorytm DNMF powstaª na ba-
zie FNMF, podane rozwa»ania dotycz¡ tylko algorytmu DNMF. Algorytm ten
minimalizuje zregularyzowan¡ funkcj¦ celu (3.90). Aby wyprowadzi¢ reguª¦ itera-
cyjn¡ aktualizacji faktora X, zde�niowano funkcj¦ pomocnicz¡ G̃(X,X(n)) zgod-
nie z (4.99). Skªadnik GX(X,X(n)) wyra»ono za pomoc¡ funkcji pomocniczej
algorytmu MKL, a Υ(A,X) jako czªon regularyzuj¡cy w funkcji (3.90), zatem:

G̃(X,X(n)) = G(X,X(n)) + tr(XWXT ). (4.121)

Przyjmuj¡c oznaczenia takie jak w (3.88)�(3.90), z warunku ∇XG̃(X,X(n))
= 0 wynika:

∇XG̃(X,X(n)) = ∇XG(X,X(n)) +XW

= ∇XG(X,X(n)) + γXW 1 − δXW 2
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= ∇XG(X,X(n)) + γX(IT −M)(IT −M)T

− δX(M −ET )(M −ET )
T = ∇XG(X,X(n)) + γX

− 2γXM + (γ − δ)XMMT + 2δXMET
T − δXETE

T
T

= 0. (4.122)

Po podstawieniu za G(X,X(n)) funkcj¦ z (4.77) oraz wyra»eniu macierzy M

za pomoc¡ (3.87), równanie
[
∇XG̃(X,X(n))

]
jt
= 0 mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

∇xjtG̃(X,X(n)) =
I∑

i=1

aij −
I∑

i=1

1

xjt

aijx
(n)
jt yit∑

p aipx
(n)
pt

+ γxjt

− γ + δ

|Rk|
∑
k∈Rk

xjk +
δ

T

T∑
s=1

xjs = 0. (4.123)

W algorytmie DNMF zaproponowanym w pracy [473] przyj¦to, »e wektory
kolumnowe macierzy A podlegaj¡ skalowaniu do jednostkowej normy l1, czyli∑I

i=1 aij = 1. Ponadto, przyj¦to »e ostatni skªadnik w (4.123) w nieznacznym
stopniu zale»y od xjt, a wi¦c mo»e by¢ aproksymowany przez j-ty element ±red-

niej próbkowej wektorów {x(n)
t }. Niech x̄(n) = [x̄

(n)
j ], gdzie x̄(n)j = 1

T

∑T
s=1 x

(n)
js .

Uwzgl¦dniwszy te zaªo»enia, równanie (4.123) dla xjt > 0 mo»na przeksztaªci¢ do
równania kwadratowego:

αjtx
2
jt + β

(n)
jt xjt + c

(n)
jt = 0, (4.124)

gdzie

αjt = γ−γ + δ

|Rk|
, β

(n)
jt = 1+δx̄

(n)
j −

γ + δ

|Rk|
∑

k∈Rk\{t}

x
(n)
jk , c

(n)
jt = −

I∑
i=1

aijx
(n)
jt yit∑

p aipx
(n)
pt

.

Je±li γ > γ+δ
|Rk| , to αjt > 0. Warunek ten speªniony jest w praktycznych zasto-

sowaniach, poniewa» |Rk| ≥ 2 i zwykle przyjmuje si¦: 0 < δ < γ < 1. Poniewa»

c
(n)
jt < 0, wi¦c

(
β
(n)
jt

)2
− 4αjtc

(n)
jt >

(
β
(n)
jt

)2
> 0. Z podanych rozwa»a« wynika,

»e rozwi¡zaniem zadania (4.62) z funkcj¡ pomocnicz¡ (4.121) jest nast¦puj¡cy
pierwiastek równania (4.124):

x
(n+1)
jt =

−β(n)jt +

√(
β
(n)
jt

)2
− 4αjtc

(n)
jt

2αjt
. (4.125)
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Je±li x(0)jt > 0, sekwencje iteracyjne {x(n)jt } generowane formuª¡ (4.125) s¡ nie-
ujemne.

Przyjmuj¡c uproszczenia podane w pracy [473], ostatni skªadnik równania
(4.123) mo»na zapisa¢ w postaci: δ

T

∑T
s=1 xjs = δ

T xjt +
δ
T

∑
s ̸=t xjs. Zakªadaj¡c,

»e czªon δ
T

∑
s ̸=t xjs jest okre±lony na podstawie macierzy X(n), wspóªczynniki

αjt i β
(n)
jt w (4.124) mo»na wyrazi¢ w postaci uproszczonej:

αjt = γ − γ + δ

|Rk|
+
δ

T
, β

(n)
jt = 1 +

δ

T

∑
s̸=t

x
(n)
js −

γ + δ

|Rk|
∑

k∈Rk\{t}

x
(n)
jk , (4.126)

oraz c(n)jt pozostaje bez zmian. Je±li |Rk| ≥ 2 i 0 < δ < γ < 1, to αjt > 0.
Algorytmy NMF z klasy�katorem SVM (tzw. NMF/SVM), które zapropono-

wano w pracy [531], równie» nale»¡ do klasy algorytmów multiplikatywnych. Dalej
krótko scharakteryzowano algorytm, który minimalizuje funkcj¦ celu (3.38), gdzie
D(Y ||AX) = αDKL(Y ||AX), αX = 1 i αA = 0, a funkcja kary UX(X) wyra-
»ona jest przez (3.93). Tak zde�niowana funkcja celu zale»y równie» od wektora
mno»ników Lagrange'a λ = [λt] ∈ RT , zatem de facto jest postaci: Ψ(A,X,λ).
Jest to funkcja wypukªa ze wzgl¦du na argumentyA,X lub λ. Parameter α powi-
nien pocz¡tkowo mie¢ du»¡ warto±¢, a nast¦pnie jego warto±¢ powinna male¢, np.
wykªadniczo, w funkcji liczby iteracji naprzemiennych. Dla minimalizacji funkcji
Ψ(A,X,λ) ze wzgl¦du na poszczególne argumenty przyj¦to nast¦puj¡ce funkcje
pomocnicze:

G(A,A(n)) = α
∑
i,t

(yit ln yit − yit) + α
∑
i,j,t

aijxjt

− α
∑
i,j,t

yit
a
(n)
ij xjt∑
p a

(n)
ip xpt

(
ln aijxjt − ln

a
(n)
ij xjt∑
p a

(n)
ip xpt

)

+
1

2

T∑
l,t=1

J∑
j=1

λlλtỹlỹtxjlxjt −
T∑
t=1

λt. (4.127)

G(X,X(n)) = α
∑
i,t

(yit ln yit − yit) + α
∑
i,j,t

aijxjt

− α
∑
i,j,t

yit
aijx

(n)
jt∑

p aipx
(n)
pt

(
ln aijxjt − ln

aijx
(n)
jt∑

p aipx
(n)
pt

)
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+
1

2

T∑
l,t=1

J∑
j=1

m+
tlx

(n)
jl

x
(n)
jt

x2jt −m−
tlx

(n)
jt x

(n)
jl

1 + ln
xjtxjl

x
(n)
jt x

(n)
jl


−

T∑
t=1

λt

)
, (4.128)

G(λ,λ(n)) = α
∑
i,t

(yit ln yit − yit) + α
∑
i,j,t

aijxjt

− α
∑
i,j,t

yit
aijxjt∑
p aipxpt

(
ln aijxjt − ln

aijxjt∑
p aipxpt

)

+
1

2

T∑
l,t=1

(
n+tlλ

(n)
l

λ
(n)
t

λ2t − n−tlλ
(n)
t λ

(n)
l

(
1 + ln

λtλl

λ
(n)
t λ

(n)
l

)

−
T∑
t=1

λt

)
, (4.129)

gdzie ntl = ỹlỹt
∑J

j=1 xjlxjt, n
+
tl = max(ntl, 0), n

−
tl = max(−ntl, 0), mtl =

λlλtỹlỹt, m
+
tl = max(mtl, 0) oraz m

−
tl = max(−mtl, 0). Dowody potwierdzaj¡ce, »e

funkcje (4.127), (4.128) i (4.129) s¡ funkcjami pomocniczymi funkcji Ψ(A,X,λ)
(wedªug de�nicji 4.1) mo»na odnale¹¢ w pracach [394, 531].

Reguªy iteracyjne naprzemiennej aktualizacji argumentów {A,X,λ} uzyski-
wane s¡ z warunków stacjonarno±ci odpowiednich funkcji (4.127), (4.128) i (4.129).
Warunek: ∇aijG(A,A

(n)) , 0 prowadzi zatem do podobnej reguªy iteracyjnej
jak w algorytmie MKL (reguªa aktualizacji w (4.76) dla macierzy A). Z kolei,
z warunku: ∇xijG(X,X(n)) , 0 uzyskuje si¦:

α

(
I∑

i=1

aij −
I∑

i=1

1

xjt

aijx
(n)
jt yit∑

p aipx
(n)
pt

)
+

T∑
l=1

m+
tlx

(n)
jl

x
(n)
jt

xjt −
m−

tlx
(n)
jt x

(n)
jl

xjt

 = 0.

Wykonuj¡c podobne przeksztaªcenia jak dla algorytmu DNMF, uzyskuje si¦
reguª¦ aktualizacji dla faktora X w postaci (4.125), gdzie:

α
(n)
jt =

T∑
l=1

m+
tlx

(n)
jl , β

(n)
jt = αx

(n)
jt

I∑
i=1

aij , (4.130)
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c
(n)
jt = −(x(n)jt )2

T∑
l=1

(
α aijyit∑
p aipx

(n)
pt

+m−
tlx

(n)
jl

)
. (4.131)

Warunek stacjonarno±ci: ∇λtG(λ,λ
(n)) , 0 równie» prowadzi do równania

kwadratowego, z którego wynika nast¦puj¡ca reguªa aktualizacji:

λ
(n+1)
t = λ

(n)
t

1 +

√
1 + 4(

∑T
l=1 n

+
tlλ

(n)
l )(

∑T
l=1 n

−
tlλ

(n)
l )

2
∑T

l=1 n
+
tlλ

(n)
l

. (4.132)

Na podstawie lematu 4.2 i zale»no±ci (4.64) podane reguªy iteracyjne algo-
rytmu NMF/SVM zapewniaj¡ monotoniczn¡ zbie»no±¢. Jednak ze wzgl¦du na
naprzemienn¡ minimalizacj¦ a» trzech argumentów, algorytm ten mo»e ªatwiej
zatrzymywa¢ si¦ w nieoptymalnych punktach stacjonarnych funkcji celu.

Algorytmy multiplikatywne stosuje si¦ równie» do modelu NMF z wymusza-
niem lokalnej niezmienniczo±ci (rozdz. 3.2.5). S¡ to algorytmy, takie jak GNMF
[47, 49], MD-NMF [160] oraz NPAF [161]. Wspóln¡ cech¡ tych algorytmów jest
mo»liwo±¢ wyra»enia funkcji celu w postaci:

Ψ(A,X) = D(Y ||AX) + αX tr(XLXXT ) + αA tr(ATLAA), (4.133)

gdzie LX ∈ RT×T oraz LA ∈ RI×I . Niech LX = L+
X−L

−
X , gdzie L

+
X ∈ RT×T

+ oraz
L−

X ∈ RT×T
+ . Je±li D(Y ||AX) jest funkcj¡ odlegªo±ci euklidesowej, to z warunku

stacjonarno±ci ∇XΨ(A,X) , 0 otrzymuje si¦:

∇XΨ(A,X) = 2ATAX + 2αXXL+
X − 2ATY − 2αXXL−

X

= ∇+
XΨ(A,X)−∇−

XΨ(A,X) = 0, (4.134)

gdzie ∇+
XΨ(A,X) = 2ATAX + 2αXXL+

X oraz ∇−
XΨ(A,X) = 2ATY

+2αXXL−
X .

Stosuj¡c reguª¦ aktualizacji (4.52), uzyskuje si¦ algorytm iteracyjny aktuali-
zacji faktora X:

X ←X ~ (ATY + αXXL−
X)⊘ (ATAX + αXXL+

X). (4.135)

Reguª¦ aktualizacji faktora A mo»na wyznaczy¢ w podobny sposób.
W algorytmie GNMF [47, 49] macierz LX mo»na przedstawi¢ w postaci: LX =

D − Ŵ , gdzie D ∈ RT×T
+ oraz Ŵ ∈ RT×T

+ . St¡d formuªa iteracyjna faktora X
ma posta¢:

X ←X ~ (ATY + αXXŴ )⊘ (ATAX + αXXD). (4.136)
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W algorytmie tym funkcja UA(A) nie jest de�niowana, a zatem warunek sta-
cjonarno±ci: ∇AΨ(A,X) , 0 prowadzi do reguªy aktualizacji algorytmu MUE
faktora A.

Formuªy iteracyjne w (4.135) lub (4.136) mo»na równie» wyprowadzi¢,
minimalizuj¡c odpowiednio zde�niowane funkcje pomocnicze. Dla czªonów
tr(XLXXT ) lub tr(ATLAA) funkcje te mo»na ªatwo wyrazi¢ przez nierówno±¢
(4.111). Minimalizacja takich funkcji prowadzi do podobnych formuª iteracyjnych.
Formuªy te gwarantuj¡ monotoniczn¡ zbie»no±¢, na warunkach okre±lonych w de-
�nicji 4.1, lemacie 4.2 i zale»no±ci (4.64).

4.5. Algorytmy projekcyjne najmniejszych kwadratów

Algorytmy projekcyjne najmniejszych kwadratów wykorzystywane do estyma-
cji nieujemnych faktorów zarówno w modelu NMF, jak i NTF s¡ projekcyjnymi
wersjami algorytmu ALS (ang. Alternating Least Squares). Jest to najstarszy i za-
razem najprostszy algorytm naprzemiennej estymacji zmiennych wedªug kryte-
rium najmniejszych kwadratów. Koncepcja zastosowania algorytmu ALS do esty-
macji faktorów w dekompozycji PARAFAC pojawiªa si¦ w pracy Harshmana [173],
a tak»e niezale»nie w pracy Carrolla i Changa [53] jako model zwany CANDE-
COMP. Nast¦pnie, idea ta byªa rozwijana i stosowana w wielu obszarach bada«
naukowych [104, 235, 240, 241, 340, 408].

Podstawowa wersja algorytmu ALS nie gwarantuje znalezienia faktorów o nie-
ujemnych elementach. Aby jednak algorytm ten byª u»yteczny do estymacji nie-
ujemnych faktorów, konieczne s¡ usprawnienia, wymuszaj¡ce nieujemne rozwi¡-
zania. Najprostsz¡ i do±¢ popularn¡ technik¡ wymuszania nieujemno±ci jest rzu-
towanie estymowanych faktorów na nieujemny ortant, czyli zast¡pienie ujemnych
elementów w estymowanym faktorze warto±ciami zerowymi. Rzutowanie to dla
elementu ξ ∈ R realizowane jest przeksztaªceniem:

[ξ]+ = max{0, ξ}. (4.137)

W praktycznych zastosowaniach najcz¦±ciej wykonuje si¦ rzutowanie na dodatni
ortant, czyli [ξ]ϵ = max{ϵ, ξ}, gdzie ϵ > 0 i ξ ∈ R. Takie podej±cie stosowane jest
we wszystkich algorytmach projekcyjnych najmniejszych kwadratów, omawianych
w rozdziale 4.5, a tak»e w wielu pracach na temat nieujemnej faktoryzacji macie-
rzy, np. w [18, 19, 89, 194, 395].

Podstawowe algorytmy projekcyjne ALS pomimo swej prostoty w implemen-
tacji i niskiego kosztu obliczeniowego maj¡ bardzo istotn¡ wad¦, a mianowicie nie
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gwarantuj¡ monotoniczno±ci procesu iteracyjnego ani te» zbie»no±ci do punktu
stacjonarnego, okre±lonego warunkami optymalno±ci KKT. Pomimo tych wad, ba-
dania eksperymentalne [81, 489] pokazuj¡, »e dla specy�cznych zada« algorytmy
te zachowuj¡ monotoniczn¡ zbie»no±¢. Nie mo»na wi¦c ich wykluczy¢ z obszaru
zastosowania modelu NMF lub NTF.

4.5.1. Algorytm ALS

Algorytm ALS w wersji podstawowej minimalizuje funkcj¦ odlegªo±ci eukli-
desowej (2.4), naprzemiennie ze wzgl¦du na argumenty A i X. Z warunków
stacjonarno±ci funkcji celu w (3.38), gdzie D(Y ||AX) jest funkcj¡ w (2.4) oraz
αA = αX = 0, wynika:

∇AΨ(A,X) = 2(AX − Y )XT , 0, (4.138)

∇XΨ(A,X) = 2AT (AX − Y ) , 0. (4.139)

Zakªadaj¡c rank(A) = rank(X) = J dla J ≤ min{I, T}, z równa« (4.138)
i (4.139) otrzymano algorytm ALS:

A = Y XT (XXT )−1 = Y X†, X = (ATA)−1ATY = A†Y , (4.140)

gdzie X† i A† s¡ pseudoodwrotno±ciami Moore'a�Penrose'a odpowiednich macie-
rzy X i A. Po zastosowaniu przeksztaªcenia (4.137), uzyskuje si¦ naprzemienny
algorytm projekcyjny najmniejszych kwadratów2:

A =
[
Y X†

]
+
, X =

[
A†Y

]
+
. (4.141)

Zªo»ono±¢ obliczeniow¡ algorytmu (4.140) dla aktualizacji faktora A lub X
mo»na zgrubnie oszacowa¢ jako O(J3 + J2(I + T ) + IJT ), przyjmuj¡c »e koszt
obliczania macierzy odwrotnych w (4.140) wynosi O(J3).

Algorytm postaci (4.141) jednak rzadko stosowany jest w praktyce. Pomimo
zaªo»e« rank(A∗) = rank(X∗) = J oraz rank(A(0)) = rank(X(0)) = J dla
J ≤ min{I, T}, naprzemienna estymacja faktorów mo»e spowodowa¢, »e w n-tym
kroku iteracyjnym rankϵ(A

(n)) < J lub rankϵ(X
(n)) < J . Funkcja rankϵ(·) ozna-

cza numeryczny rz¡d macierzy, szacowany jako liczba warto±ci osobliwych, które
s¡ wi¦ksze od przyj¦tej tolerancji ϵ. Niech rankϵ(A

(n)) < J w n-tym kroku itera-
cyjnym. W takim przypadku estymacja faktora X(n) odbywa si¦ z utrat¡ cz¦±ci

2 W dalszej cz¦±ci pracy naprzemienny algorytm projekcyjny najmniejszych kwadratów jest
oznaczany skrótowcem ALS, zgodnie z powszechnie przyj¦t¡ nomenklatur¡.
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informacji widmowej, co mo»e przekªada¢ si¦ na gorszy wynik estymacji faktora
A(n+1). W praktyce lepsze efekty uzyskuje si¦, je±li proces estymacji faktorów
podlega kontroli, np. przez odpowiedni¡ regularyzacj¦.

4.5.2. Algorytm RALS

Zregularyzowane algorytmy ALS (RALS � ang. Regularized ALS) minimalizuj¡
funkcj¦ celu w (3.38), gdzie D(Y ||AX) jest funkcj¡ w (2.4), a czªony regularyzu-
j¡ce s¡ lub mog¡ by¢ modelowane funkcjami kwadratowymi. Niech Ψ(A,X) jest
postaci (3.62) dla αA > 0 i αX > 0, wówczas

∇AΨ(A,X) = 2(AX − Y )XT + 2αAA , 0, (4.142)

∇XΨ(A,X) = 2AT (AX − Y ) + 2αXX , 0. (4.143)

Po przeksztaªceniu równa« (4.142) i (4.143) oraz uwzgl¦dnieniu rzutowania
(4.137) otrzymuje si¦ projekcyjny algorytm RALS:

A =
[
Y XT (XXT + αAIJ)

−1
]
+
, X =

[
(ATA+ αXIJ)

−1ATY
]
+
. (4.144)

Je±li αA > 0 i αX > 0, macierze odwrotne w (4.144) istniej¡ niezale»nie od rz¦du
macierzy A i X.

Gdyby zaªo»y¢, »e rank(A) = J oraz faktorX jest rzadki, a informacja a priori
o rzadko±ci tego faktora modelowana jest czªonem UX(X) w (3.46), wówczas
reguªa aktualizacji faktora X miaªaby posta¢:

X =
[
(ATA+ αX1J×J)

−1ATY
]
+
, (4.145)

gdzie αX > 0 oraz 1J×J ∈ RJ×J
+ jest macierz¡ samych jedynek. Je±li rzad-

ko±¢ wymuszana jest w faktorze A, rank(X) = J i αA > 0, to po uwzgl¦d-
nieniu funkcji (3.47) reguªa aktualizacji dla macierzy A ma posta¢: A =[
Y XT (XXT + αA1J)

−1
]
+
.

Zgodnie z modelem (3.50) wymuszanie rzadko±ci powinno odbywa¢ si¦ tylko
w jednym z estymowanych faktorów. Je±li faktor X aktualizowany jest wedªug
(4.145), to faktor A powinien by¢ estymowany wedªug reguªy (4.144) lub innej
wymuszaj¡cej gªadko±¢ estymowanego faktora.

Stosuj¡c algorytm RALS nale»y tak»e mie¢ na uwadze wªa±ciwy dobór parame-
trów αA i αX . Korzystaj¡c z reguªy aktualizacji w (4.144) oraz je±li rank(A) < J
lub rank(X) < J , zadania estymowane s¡ ¹le uwarunkowane, a parametry αA
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i αX maj¡ charakter parametrów regularyzacji. W takim przypadku mo»na zasto-
sowa¢ typowe narz¦dzia do estymacji parametrów regularyzacji Tichonowa. Mog¡
to by¢ metody krzywej L (ang. L-curve) lub metody uogólnionej walidacji krzy-
»owej (ang. Generalized Cross-Validation � GCV) [30, 172]. Je±li jednak faktory
A i X s¡ peªnego rz¦du i dobrze uwarunkowane, to wspomniane metody esty-
macji parametrów regularyzacji nie s¡ u»yteczne. W takim przypadku zadaniem
czªonów kary w funkcji celu (3.38) nie jest regularyzacja ¹le postawionych lub ¹le
uwarunkowanych zada«, a wymuszanie okre±lonych cech estymowanych faktorów.
Parametry te powinny by¢ tak dobierane, aby uzyska¢ zadawalaj¡cy charakter
estymowanych faktorów. Niestety, tak sformuªowane zadanie jest bardzo trudne
do realizacji w praktycznych zastosowaniach. Zwykle nie mo»na �z góry� oszaco-
wa¢ jaki jest stopie« rzadko±ci lub gªadko±ci estymowanego faktora. W praktyce,
najcz¦±ciej parametry te dobierane s¡ na podstawie symulacji.

Mo»liwe jest te» alternatywne rozwi¡zanie, polegaj¡ce na adaptacyjnym
lub zaplanowanym wspomaganiu procesu aktualizacji faktorów dan¡ informacj¡
a priori. Tak wi¦c, parametry kary αA lub αX mog¡ zmienia¢ si¦ z krokami itera-
cji naprzemiennych. Sposób ich zmian mo»e by¢ okre±lony przez narzucon¡ reguª¦
deterministyczn¡ lub poprzez reguª¦ adaptacyjn¡, zale»n¡ od oceny pewnych cech.

Wyniki bada« eksperymentalnych przedstawione w wielu pracach [81, 89, 484�
486, 497, 502, 511] pokazuj¡, »e parametry kar powinny przyjmowa¢ du»e warto±ci
na pocz¡tku iteracyjnego procesu aktualizacji faktorów, a nast¦pnie warto±ci tych
wspóªczynników powinny asymptotycznie male¢ w funkcji liczby iteracji do pewnej
maªej warto±ci progowej. Podej±cie to b¦dzie analizowane i wyja±niane w dalszej
cz¦±ci pracy. Przyj¦to wi¦c nast¦puj¡ce reguªy:

• eksponencjalna:

α(n) = ᾱ+ α(0) exp{−τn}, (4.146)

• bisekcyjna:

α(n) = ᾱ+ α(0)2−n, (4.147)

gdzie α(n) � parametr αA lub αX w n-tym kroku iteracyjnym, α(0) > 0 � pocz¡t-
kowa warto±¢ parametru, 0 < τ ≤ 1 � szybko±¢ zmian parametru, ᾱ > 0 � warto±¢
progowa parametru.

Omówione algorytmy RALS nie wyczerpuj¡ w peªni tej tematyki. Obszerny
przegl¡d ró»nych wersji algorytmu RALS mo»na znale¹¢ w pracach [81, 89].
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4.6. Algorytmy blokowo-sekwencyjne

Algorytmy sekwencyjne minimalizuj¡ funkcj¦ celu Ψ(A,X) w taki sposób,
aby w danym kroku iteracyjnym aktualizowana byªa tylko pojedyncza zmienna
aij lub xjt, odpowiednio z grupy zmiennych estymowanych {A,X}. Koszt ob-
liczeniowy takich algorytmów jest zwykle wi¦kszy ni» algorytmów równolegªych,
czyli np. algorytmów ALS przedstawionych w rozdziale 4.5. Niemniej jednak, algo-
rytmy sekwencyjne generalnie charakteryzuj¡ si¦ lepszymi wªa±ciwo±ciami zbie»-
no±ci (szybko±¢ i stacjonarno±¢) ni» wspomniane algorytmy równolegªe. W celu
zmniejszenia kosztu obliczeniowego, wybrane algorytmy sekwencyjne mo»na cz¦-
±ciowo �zrównolegli¢�, czyli sekwencyjnie aktualizowa¢ grupy (bloki) zmiennych.
Zmienne estymowane wyst¦puj¡ce w faktorach A i X mo»na pogrupowa¢ w na-
st¦puj¡cy sposób: A = [a1, . . . ,aJ ] i X = [x1; . . . ; xJ ], gdzie wektory aj i xj

mo»na traktowa¢ jako bloki zmiennych dla j = 1, . . . , J .
Dla minimalizacji blokowo-sekwencyjnej, zadania w (4.1) i (4.2) mo»na wyrazi¢

w n-tym kroku iteracji nast¦puj¡co:

a
(n)
j = arg min

a∈Ω(j)
A ⊂RI

+

Ψ
([

a
(n)
1 , . . . ,a

(n)
j−1,a,a

(n−1)
j+1 , . . . ,a

(n−1)
J

]
,X(n−1)

)
(4.148)

dla j = 1, . . . , J (sekwencyjnie), Ω
(j)
A = {a1j , . . . , aIj} oraz A(n) =

[a
(n)
1 , . . . ,a

(n)
J ] ∈ RI×J

+ .
Dla faktora X otrzymujemy:

x
(n)
j = arg min

x∈Ω(j)
X ⊂RT

+

Ψ
(
A(n),

[
x
(n)
1 ; . . . ;x

(n)
j−1;x;x

(n−1)
j+1 ; . . . ;x

(n−1)
J

])
, (4.149)

gdzie Ω
(j)
X = {xj1, . . . , xjT } oraz X(n) = [x

(n)
1 ; . . . ;x

(n)
J ] ∈ RJ×T

+ .

4.6.1. Algorytm HALS

Algorytm HALS (ang. Hierarchical ALS) nale»y do grupy algorytmów
blokowo-sekwencyjnych. Zostaª zaproponowany przez zespóª naukowy prof. Ci-
chockiego [84] do estymacji faktorów w metodzie NMF i NTF. Niezale»nie,
identyczny algorytm, ale wyst¦puj¡cy pod nazw¡ RRI (ang. Rank-one Resi-

due Iteration) zostaª równie» przedstawiony w pracach [26, 188, 189]. Technika
blokowo-sekwencyjnej optymalizacji funkcji celu, le»¡c¡ u podstaw algorytmu
HALS, zostaªa równie» wykorzystana do minimalizacji innych funkcji celu, takich
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jak dywergencja α lub β [89]. Bardzo efektywne techniki jego implementacji omó-
wiono w pracach [75, 76]. Obecnie liczne prace [61, 148, 149, 226, 227, 265, 266]
pokazuj¡, »e algorytm HALS jest jednym z najskuteczniejszych algorytmów esty-
macji faktorów w modelu NMF, jak i NTF, u»yteczny w wielu zastosowaniach.

Koncepcja algorytmu HALS jest bardzo prosta. Korzystaj¡c z modelu (1.2)
oraz funkcji odlegªo±ci euklidesowej (2.4), funkcj¦ celu (3.38) mo»na przedstawi¢
nast¦puj¡co:

Ψ(A,X) =
1

2
||Y −

J∑
j=1

ajxj ||2F + αAUA(A) + αXUX(X) + const

=
1

2
||Y −

∑
r ̸=j

arxr − ajxj ||2F + αAUA(A) + αXUX(X) + const

=
1

2
||Y (j) − ajxj ||2F + αAUA(A) + αXUX(X) + const, (4.150)

gdzie Y (j) = Y −
∑

r ̸=j arxr ∈ RI×T
+ dla j = 1, . . . , J .

W punktach stacjonarno±ci funkcji (4.150) s¡ speªnione warunki:

∂

∂aj
Ψ(A,X) =

(
ajxj − Y (j)

)
xT
j + αA

∂UA(A)

∂aj
, 0, (4.151)

∂

∂xj

Ψ(A,X) = aT
j

(
ajxj − Y (j)

)
+ αX

∂UX(X)

∂xj

, 0. (4.152)

Stosuj¡c rzutowanie (4.137) oraz zakªadaj¡c αA = αX = 0, aj ̸= 0 i xj ̸= 0,
równania (4.151) i (4.152) prowadz¡ do podstawowej wersji algorytmu HALS:

aj ←

[
Y (j)xT

j

xjx
T
j

]
+

, xj ←

[
aT
j Y

(j)

aT
j aj

]
+

. (4.153)

Reguªy (4.153) w poª¡czeniu z algorytmem 2 i skalowaniem dla p = 2 mog¡ by¢
uproszczone do postaci:

aj ←
[
Y (j)xT

j

]
+
, xj ←

[
aT
j Y

(j)
]
+
, (4.154)

dla j = 1, . . . , J .
Je±li UA(A) i UX(X) s¡ modelowane wyra»eniami (3.61), to z równa« (4.151)

i (4.152) oraz z przeksztaªcenia (4.137) otrzymuje si¦:

aj ←

[
Y (j)xT

j

xjx
T
j + 2αX

]
+

, xj ←

[
aT
j Y

(j)

aT
j aj + 2αX

]
+

. (4.155)
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Dla UA(A) i UX(X) zde�niowanych odpowiednio poprzez (3.47) i (3.46), zregu-
laryzowany algorytm HALS ma posta¢:

aj ←

[
Y (j)xT

j − 2αX
∑

r ̸=j ar

xjx
T
j + 2αX

]
+

, xj ←

[
aT
j Y

(j) − 2αX
∑

r ̸=j xj

aT
j aj + 2αX

]
+

(4.156)

Reguªy aktualizacji (4.153) mog¡ by¢ implementowane na ró»ne sposoby.
W pracach [75, 76] zaproponowano bardzo efektywn¡ technik¦ implementacji,
a zmody�kowany algorytm nazwano FAST-HALS. Technika ta oparta jest na
nast¦puj¡cych przeksztaªceniach:

aj ←

[
Y (j)xT

j

xjx
T
j

]
+

=

[
(Y −AX + ajxj)x

T
j

xjx
T
j

]
+

=

[
aj +

Y xT
j −AXxT

j

||xj ||22

]
+

=

[
aj +

[Y XT ]∗,j −A[XXT ]∗,j

[XXT ]jj

]
+

, (4.157)

xj ←

[
aT
j Y

(j)

aT
j aj

]
+

=

[
aT
j (Y −AX + ajxj)

aT
j aj

]
+

=

[
xj +

aT
j Y − aT

j AX

||aj ||22

]
+

=

[
xj +

[ATY ]j,∗ − [ATA]j,∗X

[ATA]jj

]
+

. (4.158)

�atwo zauwa»y¢, »e macierze Y XT i XXT w (4.157) oraz macierze ATY
i ATA w (4.158) mog¡ by¢ wyznaczone przed rozpocz¦ciem odpowiednich ak-
tualizacji sekwencyjnych. Takie podej±cie znacznie zmniejsza koszt obliczeniowy
w stosunku do standardowej implementacji reguª (4.153). Przykªadowo, reguªa
aktualizacji w (4.158) mo»e by¢ zaimplementowana za pomoc¡ algorytmu 10.

Zªo»ono±¢ obliczeniow¡ algorytmu 10 mo»na oszacowa¢ jako O(kJ2T )
+ O(J2I+IJT ), gdzie k jest liczb¡ iteracji. Dla pojedynczego kroku iteracyjnego,
zªo»ono±¢ obliczeniowa jest podobna jak dla algorytmu MUE.

W pracy [147] wykazano, »e je±li w algorytmie (4.153) projekcja na nieujemny
ortant zast¡piona jest projekcj¡ na dodatni ortant oraz warto±ci pocz¡tkowe s¡
dodatnie, to algorytm ten zbie»ny jest do punktu stacjonarnego okre±lonego wa-
runkami optymalno±ci KKT. Dla pozostaªych algorytmów HALS nie s¡ znane teo-
retyczne dowody ich zbie»no±ci, ale badania eksperymentalne [89] potwierdzaj¡,
»e zbie»no±¢ tego typu algorytmów jest monotoniczna.
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Algorytm 10. HALS

Wej±cie: A ∈ RI×J , Y ∈ RI×T , X(0) ∈ RJ×T , kmax � maksymalna liczba
iteracji wewn¦trznych,

Wyj±cie: X � estymowany faktor

1 Inicjalizacja: C = ATY , B = ATA;
2 for k = 0, 1, . . . , kmax do

3 for j = 1, . . . , J do

4 x
(k+1)
j =

[
x
(k)
j +

cj−bjX
(k)

bjj

]
+

; // Aktualizacje projekcyjne

4.6.2. Algorytm SCWA

Algorytm SCWA (ang. Sequential Coordinate-Wise Algorithm) zostaª zapro-
ponowany przez Franca i pozostaªych wspóªautorów pracy [135] do rozwi¡zywania
liniowych zada« najmniejszych kwadratów z ograniczeniami nieujemno±ci. Po raz
pierwszy zastosowano go do modelu NMF [499], a nast¦pnie w wersji zregulary-
zowanej do nadzorowanej klasy�kacji obrazów twarzy [502].

W niniejszej pracy przedstawiona jest zregularyzowana wersja algorytmu
SCWA, gdzie czªon regularyzuj¡cy wyra»ony jest funkcj¡ kwadratow¡. Jest to
algorytm przeznaczony do estymacji faktora X, jednak»e mo»e by¢ ªatwo zaadap-
towany równie» do estymacji faktora A. Je±li wi¦c funkcja celu D(Y ||AX) jest
funkcj¡ odlegªo±ci euklidesowej, zadanie minimalizacji zregularyzowanej funkcji
celu sprowadza si¦ do zadania programowania kwadratowego (ang. QP �Quadratic
Programming). Czªon kary modelowany funkcj¡ kwadratow¡ jest do±¢ uniwersalny
i powszechny w metodzie NMF. Zregularyzowane funkcje celu z takim czªonem
s¡ omówione w rozdziale 3.2.

Niech Ψ(A,X) dana jest funkcj¡ (3.90), gdzie D(Y ||AX) jest funkcj¡ odle-
gªo±ci euklidesowej w (2.4). Funkcj¦ Ψ(A,X) mo»na przeksztaªci¢ do postaci:

Ψ(A,X) = ||Y −AX||2F + ||XW
1
2 ||2F

= tr(XTATAX)− 2 tr(XTATY ) + tr(XWXT ) + const

=
∑
p,u,v

xupxvp[A
TA]uv − 2

∑
p,u

xup[A
TY ]up +

∑
u,p,r

xupwprxur

=
(
[ATA]jj + wtt

)
x2jt
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+

2
∑
u̸=j

xut[A
TA]uj − 2[ATY ]jt +

∑
r ̸=t

wtrxjr +
∑
p ̸=t

wptxjp

xjt

+
∑
p̸=t

∑
u,v

xupxvp[A
TA]uv − 2

∑
p̸=t

∑
u

xup[A
TY ]up

+
∑
u̸=j

∑
v ̸=j

xutxvt[A
TA]uv − 2

∑
u̸=j

xut[A
TY ]ut

+
∑
p̸=t

∑
r ̸=t

xjpwprxjr +
∑
u ̸=j

∑
p,r

xupwprxur + const

= x2jtαjt + xjtβjt + γjt. (4.159)

Minimalizacja funkcji (4.159) wzgl¦dem xjt prowadzi do nast¦puj¡cego roz-
wi¡zania analitycznego:

x∗jt = argmin
xjt

D (Y ||AX) = argmin
xjt

{
x2jtαjt + xjtβjt + γjt

}
= max

xjt

(
0,− βjt

2αjt

)
, (4.160)

gdzie

αjt = [ATA]jj + wtt, (4.161)

βjt = 2
∑
u̸=j

xut[A
TA]uj − 2[ATY ]jt +

∑
r ̸=t

wtrxjr +
∑
p̸=t

wptxjp. (4.162)

Zakªadaj¡c, »e W ∈ RT×T jest symetryczna, wyra»enie βjt w (4.162) mo»e by¢
zapisane jako:

βjt = 2[ATAX −ATY ]jt − 2[ATA]jjxjt + 2xjwt − 2wttxjt, (4.163)

gdzie xj = [xj1, . . . , xjT ] ∈ R1×T .
Po wstawieniu (4.161) i (4.163) do (4.160) reguªa aktualizacji dla xjt ma po-

sta¢:

xjt ← max

(
0, xjt −

gjt + xjwt

[ATA]jj + wtt

)
, (4.164)

gdzie gjt = [ATAX −ATY ]jt.
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Reguª¦ (4.164) mo»na ªatwo zwektoryzowa¢ wzgl¦dem indeksu t. Niestety wek-
toryzacja wzgl¦dem indeksu j nie jest mo»liwa bez zmiany charakteru aktualizacji.
Dlatego te» reguªa (4.164) nale»y do rodziny algorytmów blokowo-sekwencyjnych.

Pomijaj¡c czªon regularyzacji w (4.159), czyli dla W = 0, reguª¦ aktualizacji
w (4.164) dla ∀j : aj ̸= 0 mo»na przeksztaªci¢ do postaci:

xjt ← max

(
0,

aT
j ajxjt − gjt

aT
j aj

)
= max

(
0,

aT
j ajxjt − aT

j (Axt − yt)

aT
j aj

)

= max

0,
aT
j

(
yt −

∑
r ̸=j arxrt

)
aT
j aj

 =

[
aT
j y

(j)
t

aT
j aj

]
+

, (4.165)

gdzie y
(j)
t = yt −

∑
r ̸=j arxrt ∈ RI .

Algorytm SCWA bez regularyzacji sprowadza si¦ do algorytmu HALS, wyra-
»onego za pomoc¡ (4.153) dla aktualizacji faktora X.

Gdyby macierz A ∈ RJ×J
+ byªa symetryczna, tzn. A = AT , wówczas dla

W = 0 i ∀j : aj ̸= 0, algorytm (4.164) sprowadzaªby si¦ do algorytmu Kacz-
marza [217, 362, 423], znanego w rekonstrukcji obrazów tomogra�cznych. Jednak
symetryczna macierz A jest maªo prawdopodobna w modelu NMF.

Pomijaj¡c rzutowanie na nieujemny ortant, reguª¦ (4.165) dla n-tego kroku
iteracyjnego mo»na zapisa¢ w postaci:

x
(n)
jt =

aT
j (yt −

∑j−1
r=1 arx

(n)
rt −

∑J
r=j+1 arx

(n−1)
rt )

aT
j aj

, (4.166)

gdzie j = 1, . . . , J i t = 1, . . . , T . Reguªa (4.166) jest wi¦c formuª¡ iteracyjn¡
algorytmu Gaussa�Seidela dla rozwi¡zywania równa« normalnych pierwszego ro-
dzaju [30, 154]. Wynika st¡d, »e podstawowe algorytmy HALS i SCWA s¡ pro-
jekcyjnymi wersjami liniowego algorytmu Gaussa�Seidela. Poniewa» macierz nor-
malna ATA = [aT

uav] ∈ RJ×J
+ dla u, v ∈ {1, . . . , J} jest macierz¡ symetryczn¡

i dodatnio okre±lon¡, je±li rank(A) = J dla J ≤ I, wi¦c na mocy twierdzenia

10.1.2 [154] algorytm Gaussa�Seidela w (4.166) jest zbie»ny dla dowolnego x(0)jt .
Szczegóªowa analiza zbie»no±ci algorytmów blokowo-sekwencyjnych stosowanych
w kontek±cie modelu NMF zostaªa przedstawiona w pracy [31].
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4.7. Gradientowe algorytmy kierunków poprawy

Formuª¦ iteracyjn¡ gradientowych algorytmów kierunków poprawy dla aktu-
alizacji wektora xt ∈ RJ w k-tym kroku iteracji wewn¦trznych mo»na wyrazi¢
nast¦puj¡co:

x
(k+1)
t = x

(k)
t + η

(k)
t p

(k)
t , (4.167)

gdzie p(k)
t ∈ RJ jest kierunkiem poprawy, okre±laj¡cym kierunek poszukiwa« mini-

mum funkcji celu, a η(k)t > 0 jest dªugo±ci¡ kroku poszukiwa« lub wspóªczynnikiem
uczenia.

Analogiczn¡ formuª¦ iteracyjn¡ mo»na zapisa¢ dla aktualizacji i-tego wektora
wierszowego macierzy A. Dla tego typu algorytmów, k-ty krok iteracyjny jest
rozumiany jako krok iteracji wewn¦trznych, natomiast n-ty krok iteracyjny jako
krok iteracji zewn¦trznych (naprzemiennych). W ka»dym n-tym kroku iteracji
naprzemiennych zakªada si¦, »e aktualizacja zarówno faktora A, jak i faktora X,
wymaga wykonania okre±lonej liczby (zwykle wi¦kszej od jeden) kroków iteracji
wewn¦trznych.

Aby sekwencje iteracyjne generowane przez (4.167) byªy nieujemne, trzeba
okre±li¢ strategi¦ wymuszania nieujemno±ci. Typowym i najprostszym rozwi¡za-
niem jest zastosowanie rzutowania (4.137) do (4.167), co w efekcie prowadzi do
formuªy iteracyjnej algorytmu rzutowania gradientu dla ogranicze« przedziaªo-
wych [153]:

x
(k+1)
t =

[
x
(k)
t + η

(k)
t p

(k)
t

]
+
. (4.168)

Niestety takie podej±cie nie gwarantuje zbie»no±ci procesu iteracyjnego do
punktu stacjonarnego okre±lonego warunkami KKT . Niemniej jednak reguª¦ ak-
tualizacji (4.168) mo»na zastosowa¢ do modelu NMF lub NTF, je±li poª¡czy si¦ j¡
z odpowiednim kryterium zatrzymania, np. z kryterium gradientów rzutowanych
w (4.42).

Nieujemno±¢ iteracyjnych aktualizacji mo»na te» wymusza¢ poprzez odpo-
wiedni dobór dªugo±ci kroku η(k)t . Je±li aktualizowany faktor X jest rzadki, mo»na

zaªo»y¢: ∀t : minj x
(k+1)
jt = 0. W rezultacie z reguªy (4.167) otrzymuje si¦:

η
(k)
t = min

j

{
−
x
(k)
jt

p
(k)
jt

dla p
(k)
jt < 0

}
, (4.169)

gdzie p(k)
t = [p

(k)
jt ] ∈ RJ . W przeciwnym razie wspóªczynnik η(k)t mo»na otrzyma¢

z zaªo»enia ∃t : minj x
(k+1)
jt = 0.
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Wektor kierunku poprawy p
(k)
t mo»e by¢ de�niowany na ró»ne sposoby.

Wspóln¡ cech¡ gradientowych metod kierunków poprawy jest zaªo»enie, »e wek-
tor ten jest wyznaczany na podstawie gradientu funkcji celu w pewnym punkcie
� niekoniecznie punkcie x

(k)
t . W wielu metodach omawianych w niniejszej pracy

wektor kierunku poprawy mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

p
(k)
t = −B(k)

t g
(k)
t , (4.170)

gdzie g
(k)
t = ∇xtΨ(A, x̄

(k)
t ) ∈ RJ � gradient funkcji Ψ(A,xt) w punkcie x̄

(k)
t ,

B
(k)
t ∈ RJ×J � macierz skaluj¡ca, która mo»e przybiera¢ ró»ne formy, w zale»no±ci

od przyj¦tej metody.
Punkt x̄(k)

t mo»e by¢ wybierany jako punkt x(k)
t (metoda gradientów prostych)

albo mo»e by¢ de�niowany przez funkcj¦ okre±lon¡ na zbiorze punktów {x(k)
t }

(metoda gradientów optymalnych). Je±li B(k)
t jest macierz¡ dodatnio okre±lon¡,

to (g
(k)
t )Tp

(k)
t = −(g(k)t )TB

(k)
t g

(k)
t < 0. Sugeruje to, »e przesuwaj¡c si¦ z punktu

x
(k)
t w kierunku wektora p

(k)
t , mo»liwe jest zmniejszenie warto±ci funkcji celu,

tzn. Ψ(A,x
(k+1)
t ) < Ψ(A,x

(k)
t ) dla dowolnego x

(0)
t ∈ RJ . Je±li B(k)

t jest macierz¡

nieujemnie okre±lon¡, to Ψ(A,x
(k+1)
t ) ≤ Ψ(A,x

(k)
t ).

W niniejszym rozdziale przedstawiono wybrane algorytmy NMF, które nale»¡
do rodziny gradientowych algorytmów kierunków poprawy. Formuªy iteracyjne
bazuj¡ wprost na reguªach (4.167) lub (4.168). Nale»y jednak zauwa»y¢, »e algo-
rytmy multiplikatywne przedstawione w rozdziale 4.4, algorytmy projekcyjne naj-
mniejszych kwadratów (rozdz. 4.5) oraz algorytmy blokowo-sekwencyjne (rozdz.
4.6) mo»na równie» w jakim± sensie zakwali�kowa¢ do rodziny gradientowych
algorytmów kierunków poprawy. Zgodnie z reguª¡ aktualizacji (4.50) algorytmy
multiplikatywne wynikaj¡ bezpo±rednio z formuªy iteracyjnej algorytmu gradien-
towego. Mo»na ªatwo pokaza¢, »e algorytmy ALS, omówione w rozdziale 4.5, s¡
szczególnymi przypadkami projekcyjnej metody Newtona, która bazuje na sche-
macie (4.168) [89]. Analogicznie, zgodnie z (4.165) metody HALS i SCWA, mo»na
wyrazi¢ formuª¡ (4.168). Niemniej jednak wspomniane algorytmy zaliczono do od-
dzielnych grup algorytmów, ze wzgl¦du na ich �nalne reguªy aktualizacji faktorów.

4.7.1. Projekcyjna metoda Landwebera

Metoda Landwebera [20], nazywana te» metod¡ Richardsona pierwszego ro-
dzaju [30], bazuje na regule iteracyjnej (4.167), w której kierunek poprawy wy-

ra»ony jest przez (4.170), gdzie B
(k)
t = IJ , zatem: p(k)

t = −∇xtΨ(A,x
(k)
t ). Je±li
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Ψ(A,xt) = 1
2D(Y ||Axt), gdzie D(Y ||Axt) jest funkcj¡ odlegªo±ci euklidesowej

w (2.4), to p
(k)
t = −AT (Ax

(k)
t −yt). Sekwencje iteracyjne {x

(k)
t } generowane tak¡

reguª¡ dla dowolnego x
(0)
t ∈ RJ s¡ zbie»ne do rozwi¡zania w sensie kryterium naj-

mniejszych kwadratów, tzn. limk→∞ x
(k)
t = x∗

t , je±li η
(k)
t ∈ (0, ηmax). Aby wyzna-

czy¢ ηmax, reguª¦ iteracyjn¡ w (4.167) mo»na przeksztaªci¢ do postaci: x(k+1)
t =

x
(k)
t −η

(k)
t AT (Ax

(k)
t −yt) = (IJ −η(k)t ATA)x

(k)
t +η

(k)
t ATyt = G

(k)
t x

(k)
t +bt. Se-

kwencje {x(k)
t } s¡ zbie»ne, je±li ρ(G

(k)
t ) < 1, gdzie ρ(G(k)

t ) = max1≤j≤J |λj(G(k)
t )|

jest promieniem spektralnym macierzy G
(k)
t , a λj(G

(k)
t ) jest jej j-t¡ warto±ci¡

wªasn¡. �atwo zauwa»y¢, »e je±li ηmax =
2

λmax(A
TA)

, gdzie λmax(A
TA) jest

maksymaln¡ warto±ci¡ wªasn¡ macierzy ATA, to ρ(G(k)
t ) < 1.

Niestety estymacja maksymalnej dªugo±ci kroku ηmax bezpo±rednio z de�nicji
wymaga zbyt du»ego kosztu obliczeniowego. Dlatego takie podej±cie nie mo»e
by¢ zastosowane do omawianych metod faktoryzacji macierzy lub tensorów. Po-
niewa» macierz A jest macierz¡ nieujemn¡, λmax(A

TA) mo»e by¢ oszacowana
na podstawie twierdzenia Perrona-Frobeniusa [17]. Je±li ATA ∈ RJ×J

+ jest ma-
cierz¡ nieredukowaln¡3, promie« spektralny macierzy ATA speªnia nierówno±ci:
min1≤u≤J

∑J
v=1[A

TA]uv ≤ ρ(ATA) ≤ max1≤u≤J
∑J

v=1[A
TA]uv. Z tego wynika:

ηmax =
2

max1≤u≤J
∑J

v=1[A
TA]uv

. (4.171)

Stosuj¡c ograniczenia nieujemno±ci wedªug reguªy w (4.168), projekcyjny al-
gorytm Landwebera mo»na wyrazi¢ nast¦puj¡c¡ formuª¡ iteracyjn¡:

X(k+1) =
[
X(k) − ηXAT (AX(k) − Y )

]
+
, ηX = ξηmax, (4.172)

gdzie 0 < ξ . 1.
Johansson i inni wspóªautorzy pracy [213] pokazali, »e proces iteracyjny

w (4.172) mo»na dodatkowo przyspieszy¢, je±li macierz B
(k)
t w (4.170) zde�nio-

wana jest jako diagonalna macierz skaluj¡ca, tzn.

B
(k)
t = D = diag

(
[ATA1J ]

−1
j

)
. (4.173)

3 Dowolna macierz kwadratowa jest macierz¡ nieredukowaln¡, wtedy i tylko wtedy, gdy nie
mo»na j¡ sprowadzi¢ do macierzy blokowej górnotrójk¡tnej przez jednoczesne permutacje jej
wierszy i kolumn.
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Dla tak zde�niowanej macierzy skaluj¡cej, projekcyjny algorytm Landwebera
w (4.172) sprowadza si¦ do algorytmu OPL (ang. Oblique Projected Landweber):

X(k+1) =
[
X(k) −DAT (AX(k) − Y )

]
+
, (4.174)

gdzie D jest wyra»one przez (4.173).
�atwo zauwa»y¢, »e wspóªczynnik ηmax zawarty jest w de�nicji macierzy D.

W pracy [213] udowodniono, »e sekwencje iteracyjne {X(k)} generowane przez
(4.174) dla A ∈ RI×J

+ i X(0) ≥ 0 s¡ zbie»ne do rozwi¡zania liniowego zada-
nia najmniejszych kwadratów przy ograniczeniach nieujemno±ci. Algorytm OPL
zostaª zastosowany po raz pierwszy do modelu NMF w pracy [499].

4.7.2. Algorytm rzutowania gradientu

Typowym przedstawicielem algorytmów rzutowania gradientu w metodzie
NMF jest algorytm zaproponowany przez Lina w [280]. Oznaczono go skrótowcem:
LPG (ang. Lin's Projected Gradient). Algorytm ten bazuje na formule iteracyjnej,

podanej w (4.168), gdzie dªugo±¢ kroku η(k)t estymowano w sposób przybli»ony na
podstawie reguªy Armijo [23]. Reguªa ta okre±la jeden z podstawowych warunków
Wolfe'a [329], wymaganych w celu zapewnienia wystarczaj¡cej poprawy wzdªu»

kierunku p
(k)
t . Dªugo±¢ kroku η

(k)
t dobierana jest z ci¡gu liczb: 1, β, β2, β3, . . .,

gdzie β ∈ (0, 1). Optymalna dªugo±¢ kroku speªnia warunek: η(k)t = βmk dla
pewnej nieujemnej liczby caªkowitej mk = 0, 1, 2, . . ., dobranej w taki sposób,
aby:

Ψ(A,x
(k+1)
t )−Ψ(A,x

(k)
t ) ≤ σ

(
∇xtΨ(A,x

(k)
t )
)T

(x
(k+1)
t − x

(k)
t ), (4.175)

gdzie σ ∈ (0, 1). W praktyce najcz¦±ciej: σ = 0, 01. Bertsekas [22] udowodniª,

»e istnieje takie η(k)t > 0, dla którego punkt graniczny aproksymacji (4.168) jest
punktem stacjonarnym.

Lin [280] zastosowaª do metody NMF równie» zmody�kowan¡ wersj¦ reguªy

Armijo. Lin oraz Moré [281] zauwa»yli, »e η(k)t i η(k−1)
t mog¡ mie¢ podobne war-

to±ci. Dlatego zamiast rozpoczyna¢ proces selekcji dªugo±ci kroku od warto±ci
η
(k)
t = β0 = 1, mo»na zaczyna¢ od warto±ci η(k−1)

t , a nast¦pnie krok ten zwi¦k-
sza¢ lub zmniejsza¢ w zale»no±ci od warunku (4.175). Je±li w kroku pocz¡tkowym

speªniony jest warunek (4.175), η(k)t nale»y zwi¦ksza¢. W przeciwnym wypadku,

parameter η(k)t jest zmniejszany, zgodnie z pierwotn¡ zasad¡ Armijo. Takie podej-
±cie znacz¡co obni»a koszt obliczeniowy procesu aktualizacji.
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4.7.3. Algorytm gradientów skalowanych

Algorytm gradientów skalowanych bazuje na algorytmie gradientowych punk-
tów wewn¦trznych (IPG � ang. Interior-Point Gradient), który ukazaª si¦ w pracy
Merritta i Zhanga [302]. Przeznaczony jest do rozwi¡zywania liniowych zada«
najmniejszych kwadratów z ograniczeniami nieujemno±ci. Do metody NMF za-
stosowano go w pracach [85, 89, 499]. Algorytm ten realizuje aktualizacje addy-

tywne wedªug reguªy (4.167), gdzie kierunek poprawy p
(k)
t okre±lony jest przez

(4.170). Macierz B(k)
t zde�niowana jest przez diagonaln¡ macierz skaluj¡c¡ � st¡d

algorytm skalowanych gradientów. Przyj¦to wi¦c: B(k)
t = diag

{
x
(k)
jt

[ATAX(k)
]jt

}
.

W rezultacie kierunek poprawy ma posta¢:

P (k) = −D̃(k) ~∇XΨ(A,X(k)), (4.176)

gdzie D̃(k) = X(k) ⊘ATAX(k) � macierz skaluj¡ca.
Je±li ∀t : η(k)t = 1 w (4.167), algorytm ten sprowadza si¦ do algorytmu MUE,

przedstawionego w rozdziale 4.4.1. W algorytmie IPG [302] faktor X aktualizo-
wany jest wedªug reguªy:

X(k+1) = X(k) + η(k)P (k). (4.177)

Dªugo±¢ kroku η(k) dobierana jest w taki sposób, aby aktualizacje byªy nieujemne
i je±li to mo»liwe, zgodne z reguª¡ najszybszego spadku (ang. steepest descent).

Tak wi¦c η(k) = min{τ η̂(k), η̄(k)}, gdzie η̂(k) = argmaxη

{
X(k) + ηP (k) ≥ 0

}
,

τ . 1 oraz η̄(k) = argminη Ψ(A,X(k) + ηP (k)). Krok η̂(k) zapewnia nieujemno±¢
aktualizacji i mo»e by¢ dobierany na podstawie reguªy (4.169), zatem: η̂(k) =

minj,t

{
−x

(k)
jt

p
(k)
jt

dla p
(k)
jt < 0

}
. Je±li Ψ(A,X) = 1

2D(Y ||AX), gdzie D(Y ||AX)

jest funkcj¡ odlegªo±ci euklidesowej, otrzymuje si¦:

Ψ(A,X(k) + ηP (k)) =
1

2
||Y −AX(k) + ηAP (k)||2F

=
1

2
η2 tr

(
(P (k))TATAP (k)

)
+ η tr

(
(P (k))TG(k)

)
+ const, (4.178)

gdzieG(k) = ∇XΨ(A,X(k)) = AT (AX(k)−Y ). Z warunku ∂
∂ηΨ(A,X(k+1)) , 0

oraz z (4.178) wynika:

η̄(k) = − (vec(P (k)))Tvec(G(k))

(vec(AP (k)))Tvec(AP (k))
. (4.179)
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Dªugo±ci kroków η̂(k) i η̄(k) mog¡ by¢ te» de�niowane, oddzielnie dla ka»dego t
i wówczas faktor X aktualizowany jest wedªug reguªy (4.167), gdzie η

(k)
t =

min{τ η̂(k)t , η̄
(k)
t }. Parametr η̂(k)t estymowany jest na podstawie (4.169), natomiast:

η̄
(k)
t = − (p

(k)
t )Tg

(k)
t

(Ap
(k)
t )TAp

(k)
t

, (4.180)

gdzie g
(k)
t = ∇xtΨ(A,x

(k)
t ). Takie podej±cie zapewnia lepsz¡ jako±¢ estymacji,

ale koszt obliczeniowy jest nieco wi¦kszy.

4.7.4. Algorytm gradientów optymalnych

Algorytm gradientów optymalnych opracowano na podstawie metody Neste-
rowa [326], przeznaczonej do rozwi¡zywania zada« optymalizacji nieliniowej bez
ogranicze« dziedziny. Jest to metoda gradientowa, której wspóªczynnik zbie»no-
±ci wynosi O(1/k2), je±li minimalizowana funkcja f(·) ∈ C1,1

L : RM → R jest
wypukª¡ funkcj¡ klasy C1,1

L (z ci¡gªym gradientem i jednostajnie ci¡gª¡ z wa-
runkiem Lipschitza). �atwo zauwa»y¢, »e funkcja odlegªo±ci euklidesowej w (2.4)
jest funkcj¡ klasy C1,1

L , zarówno ze wzgl¦du na argument A, jak i X. Niech
Ψ(A,X) = 1

2D(Y ||AX), gdzie D(Y ||AX) wyra»one jest poprzez (2.4), zatem:

||∇AΨ(A,X)−∇AΨ(Ā(k),X)||F ≤ LA||A− Ā(k)||F , (4.181)

||∇XΨ(A,X)−∇XΨ(A, X̄(k))||F ≤ LX ||X − X̄(k)||F , (4.182)

gdzie {A, Ā(k)} ∈ RI×J , {X, X̄(k)} ∈ RJ×T . Czynniki LA = ||XXT ||2 i LX =
||ATA||2 s¡ staªymi Lipschitza.

Z nierówno±ci (4.181) i (4.182) wynika:

Ψ(A,X) ≤ Ψ(Ā(k),X) +
⟨
∇AΨ(Ā(k),X),A− Ā(k)

⟩
+
L̃A

2
||A− Ā(k)||2F

= FA(A, Ā
(k)), (4.183)

Ψ(A,X) ≤ Ψ(A, X̄(k)) +
⟨
∇XΨ(A, X̄(k)),X − X̄(k)

⟩
+
L̃X

2
||X − X̄(k)||2F

= FX(X, X̄(k)). (4.184)

je±li LA ≤ L̃A i LX ≤ L̃X .
W celu minimalizacji funkcji Ψ(A,X) ze wzgl¦du na X przyj¦to, »e

FX(X, X̄(k)) w (4.184) jest funkcj¡ pomocnicz¡, której wªa±ciwo±ci okre±lone s¡
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w de�nicji 4.1. Jest to funkcja wypukªa i okre±lona na zbiorze RJ×T
+ dla LX ≤ L̃X .

Stosuj¡c metod¦ gradientów proksymalnych (ang. proximal gradient) [11, 92, 326],
uzyskuje si¦:

X(k+1) = proxh(X̄
(k)) = argmin

X

(
h(X) + FX(X, X̄(k))

)
, (4.185)

gdzie proxh(X̄
(k)) � operator proksymalny pewnej wypukªej funkcji h(X). Dla

h(xjt) =

{
0, je»eli xjt ∈ R+,
∞, w przeciwnym razie

(4.186)

reguªa aktualizacji faktora X jest nast¦puj¡ca:

X(k+1) =
[
X̄(k) − L̃−1

X GX(X̄(k))
]
+
, (4.187)

gdzie GX(X̄(k)) = ∇XΨ(A, X̄(k)) = AT (AX̄(k) − Y ).
Punkt X̄(k) jest punktem linearyzacji funkcji pomocniczej FX(X, X̄(k)).

Mo»na go zde�niowa¢ na ró»ne sposoby. Je±li X̄(k) = X(k), to reguªa aktualizacji
w (4.187) mo»e by¢ interpretowana jako reguªa iteracyjna projekcyjnej metody
Landwebera. W metodzie Nesterowa X̄(k) jest wyznaczany jako punkt ekstrapo-
lacji kierunków {X(k−1),X(k)}. St¡d:

X̄(k) = X(k) + β(k)(X(k) −X(k−1)). (4.188)

Stosuj¡c podej±cie Nesterowa [326], optymalny wspóªczynnik zbie»no±ci se-
kwencji iteracyjnej w (4.187) uzyskuje si¦, gdy czynnik β(k) wyra»ony jest przez

β(k) = γ(k−1)−1
γ(k) . Parameter γ(k) obliczany jest z równania (γ(k))2 − γ(k) −

(γ(k−1))2 = 0.
Finalna wersja algorytmu gradientów optymalnych dla aktualizacji faktora

X wyra»ona jest algorytmem 11, gdzie kmax oznacza maksymaln¡ liczb¦ iteracji
wewn¦trznych. Algorytm aktualizacji faktoraA jest analogiczny do algorytmu 11.

Twierdzenie 4.2. Je±li sekwencje iteracyjne {X(k)} i {Z(k)} generowane s¡ al-

gorytmem 11 dla k ≥ 1, oraz X∗ = limk→∞X(k), to

Ψ(A,X(k))−Ψ(A,X∗) ≤
2LX ||X(k) −X∗||2F

(k + 2)2
. (4.189)

Dowód twierdzenia 4.2 mo»na odnale¹¢ w pracy [11].
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Algorytm 11. Iteracje Nesterowa

Wej±cie: A ∈ RI×J , Y ∈ RI×T , X(0) ∈ RJ×T
+ , kmax � maksymalna liczba

iteracji wewn¦trznych
Wyj±cie: X � estymowany faktor

1 Inicjalizacja: Z(0) = X(0), LX = ||ATA||2, γ(0) = 1;
2 for k = 1, 2, . . . , kmax do

3 G
(k)
X = AT (AZ(k−1) − Y ) ; // Gradient w punkcie Z(k)

4 X(k) =
[
Z(k−1) − L−1

X G
(k)
X

]
+
; // Aktualizacje projekcyjne

5 γ(k) =
1+
√

4(γ(k−1))2−1
2 , β(k) = γ(k−1)−1

γ(k) ;

Z(k) = X(k) + β(k)(X(k) −X(k−1)) ; // Kierunek poprawy

Maksymalna liczba iteracji kmax w algorytmie 11 mo»e by¢ okre±lana przez
odpowiednie kryterium zatrzymania, np. kryterium gradientów rzutowanych
w (4.42). Mo»liwe te» s¡ inne podej±cia. Przykªadowo, w pracy [504] liczb¦ t¦
dobierano wedªug zasady: kmax = min {10, n}, gdzie n jest krokiem iteracji ze-
wn¦trznych. To podej±cie motywowane jest reguªami (4.146) i (4.147). Silniejszy
wpªyw parametrów regularyzacji w pocz¡tkowej fazie naprzemiennej aktualizacji
faktorów jest równowa»ny w kontek±cie regularyzacji wcze±niejszemu przerywaniu
iteracji wewn¦trznych. Jest to tzw. regularyzacja przez wcze±niejsze przerywanie
procesu iteracyjnego (ang. truncated iterations).

Metoda Nesterowa wykorzystywana jest w ró»nych dziedzinach przetwarzania
sygnaªów i obrazów [11, 92, 529], a tak»e w grupowaniu dokumentów teksto-
wych [162]. W pracy [504] pokazano, »e metoda ta jest równie» bardzo efektywna
w klasy�kacji obrazów tekstur. Badano j¡ równie» w kontek±cie ekstrakcji wekto-
rów cech z obrazów bazy ORL i z obrazów hiperspektralnych [462]. Nowe algo-
rytmy NMF bazuj¡ce na metodzie Nesterowa mo»na te» odnale¹¢ w pracy [159].

4.8. Algorytmy punktów wewn¦trznych

Metody punktów wewn¦trznych (ang. interior-point methods) s¡ powszechnie
stosowane do rozwi¡zywania zada« optymalizacji liniowej i nieliniowej z ogra-
niczeniami [155, 329]. Obecnie wiele jest algorytmów bazuj¡cych na metodzie
punktów wewn¦trznych, które mog¡ by¢ wykorzystane w metodzie NMF. Przy-
kªadowo, w pracy [491] podj¦to prób¦ estymacji nieujemnych faktorów za pomoc¡
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zmody�kowanego algorytmu IIP (ang. Inexact Interior-Point). Jest to algorytm
zaproponowany przez Bonettini i Sera�ni [32] do debluringu obrazów. Próba ta
okazaªa si¦ bardzo efektywna, zwªaszcza w kontek±cie zada« ±lepej separacji sygna-
ªów spektralnych. Inn¡ mody�kacj¦ tego algorytmu zastosowano do klasy�kacji
obrazów tekstur.

W celu zastosowania algorytmu IIP do aktualizacji faktorów A i X w modelu
NMF, zadania (4.1) i (4.2) nale»y przeksztaªci¢ do zada« programowania kwadra-
towego. Je±li funkcja celu Ψ(A,X) jest funkcj¡ kwadratow¡, to przeksztaªcenie
jest bardzo proste. Niech Ψ(A,X) = 1

2D(Y ||AX)+ αA
2 ||A||

2
F + αX

2 ||X||
2
F , gdzie

D(Y ||AX) jest funkcj¡ odlegªo±ci euklidesowej w (2.4). W celu estymacji faktora
A funkcj¦ Ψ(A,X) mo»na przedstawi¢ w postaci:

Ψ(A,X) =
1

2

I∑
i=1

||yT
i
−XTaT

i ||22 +
αA

2

I∑
i=1

||ai||22 +
αX

2
||X||2F

=
I∑

i=1

(
1

2
ai(XXT + αAIJ)a

T
i − y

i
XTaT

i +
1

2
y
i
yT
i

)
+

αX

2
||X||2F , (4.190)

gdzie y
i
∈ R1×T

+ i ai ∈ R1×J
+ � i-te wektory wierszowe odpowiednich macierzy Y

i A.
Analogicznie do estymacji faktora X uzyskuje si¦:

Ψ(A,X) =
1

2

T∑
t=1

||yt −Axt||22 +
αX

2

T∑
t=1

||xt||22 +
αA

2
||A||2F

=
T∑
t=1

(
1

2
xT
t (A

TA+ αXIJ)xt − yT
t Axt +

1

2
yT
t yt

)
+

αA

2
||A||2F . (4.191)

Dalsze rozwa»ania ograniczaj¡ si¦ do estymacji faktora X, poniewa» estyma-
cja faktora A mo»e by¢ zrealizowana w podobny sposób, uwzgl¦dniaj¡c funkcj¦
(4.190). Dla aktualizacji faktora X, zadanie (4.2) mo»na wi¦c wyrazi¢ za pomoc¡
zadania programowania kwadratowego:

min
xt

1

2
xT
t Qxt + cTt xt + const, p.o. xt ≥ 0, dla t = 1, . . . , T, (4.192)

gdzie ct = −ATyt ∈ RJ oraz Q = ATA+ αXIJ ∈ RJ×J
+ .
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Metody punktów wewn¦trznych poszukuj¡ iteracyjnie takiego rozwi¡zania pro-
blemu (4.192), które w punkcie stacjonarno±ci funkcji celu speªnia warunki opty-
malno±ci KKT. W prymalno-dualnych metodach punktów wewn¦trznych [329],
warunki KKT formuªowane s¡ w postaci ukªadów równa« nieliniowych, które na-
st¦pnie rozwi¡zywane s¡ za pomoc¡ metody Newtona.

Zadanie programowania (4.192) mo»e by¢ analizowane w kontek±cie zadania
(4.18), zatem funkcja Lagrange'a (4.22) zwi¡zana z zadaniem (4.192) jest postaci:

L(xt,λt) =
1

2
xT
t Qxt + cTt xt − λT

t xt, (4.193)

gdzie λt ∈ RJ
+ � wektor nieujemnych mno»ników Lagrange'a.

Z warunków stacjonarno±ci funkcji (4.193) wynika:

∇xtL(x∗
t ,λ

∗
t ) = Qx∗

t + ct − λ∗
t = 0, dla (λ∗

t ,x
∗
t ) ≥ 0. (4.194)

Zgodnie z zale»no±ci¡ (4.34) warunek komplementarno±ci ma posta¢:

(λ∗
t )

Tx∗
t = 0. (4.195)

Istot¡ prymalno-dualnych metod punktów wewn¦trznych jest poszukiwanie
punktu (λ∗

t ,x
∗
t ) ≥ 0 metod¡ Newtona w taki sposób, aby kierunek poprawy byª

przesuni¦ty do wn¦trza nieujemnego ortantu. Takie podej±cie prowadzi do zwi¦k-
szenia dªugo±ci kroku poszukiwa« w ka»dym kroku iteracyjnym. Odlegªo±¢ ak-
tualizacji od granicy nieujemnego ortantu jest nast¦pnie iteracyjnie zmniejszana,
proporcjonalnie z odst¦pem dualnym. W wyniku tego przesuni¦cia warunek kom-
plementarno±ci w k-tym kroku iteracji wewn¦trznych przyjmuje posta¢:

(λ
(k)
t )Tx

(k)
t = τ

(k)
t , (4.196)

gdzie τ (k)t > 0 � parametr przesuni¦cia, λ(k)
t i x(k)

t � wektory estymowane w k-tym
kroku iteracyjnym.

Niech D
(k)
λ = diag(λ

(k)
t ) ∈ RJ×J

+ , D
(k)
x = diag(x

(k)
t ) ∈ RJ×J

+ oraz 1J =
[1, . . . , 1]T ∈ RJ , zatem warunek (4.196) mo»na zapisa¢ w postaci:

D
(k)
λ D(k)

x 1J = τ
(k)
t 1J . (4.197)

Równania (4.194) i (4.197) mog¡ by¢ wyra»one przez odwzorowanie F : R2J →
R2J :

F(x(k)
t ,λ

(k)
t ) =

[
Qx

(k)
t + ct − λ

(k)
t

D
(k)
λ D

(k)
x 1J − τ (k)t 1J

]
= 0, (x

(k)
t ,λ

(k)
t ) ≥ 0. (4.198)
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Stosuj¡c metod¦ Newtona do (4.198), otrzymuje si¦:[
Q −IJ

D
(k)
λ D

(k)
x

][
∆x

(k)
t

∆λ
(k)
t

]
= −

[
Qx

(k)
t + ct − λ

(k)
t

D
(k)
λ D

(k)
x 1J − τ (k)t 1J

]
, (4.199)

gdzie d
(k)
t =

[
∆x

(k)
t

∆λ
(k)
t

]
� newtonowski kierunek poprawy.

Ukªad równa« w (4.199) mo»e by¢ przeksztaªcony do nast¦puj¡cych formuª
iteracyjnych:

T
(k)
t ∆x

(k)
t = w

(k)
t , (4.200)

∆λ
(k)
jt =

τ
(k)
t − λ(k)jt ∆x

(k)
jt

x
(k)
jt

− λ(k)jt , (4.201)

gdzie T
(k)
t = Q+ diag

(
λ
(k)
jt

x
(k)
jt

)
oraz w

(k)
t = −Qx

(k)
t − ct + diag

(
τ
(k)
t

x
(k)
jt

)
1J .

Poniewa» macierz T
(k)
t jest symetryczna i dodatnio okre±lona, gdy rank(A)

= J , ukªad równa« w (4.200) mo»e by¢ rozwi¡zany za pomoc¡ faktoryzacji Cho-

leskiego. Niech T
(k)
t , RTR, gdzie R ∈ RJ×J jest górn¡ macierz¡ trójk¡tn¡,

zatem:

z
(k)
t = RT \w(k)

t , ∆x
(k)
t = R\z(k)

t , (4.202)

gdzie operator \ oznacza podstawienie wsteczne (ang. backward substitution). Fak-
toryzacja Choleskiego wymaga wykonania ok. J3

6 elementarnych operacji, nato-
miast koszt obliczeniowy podstawie« w (4.202) to ok. J2. Caªkowity koszt oblicze-
niowy wyznaczenia rozwi¡zania ukªadu równa« w (4.200) za pomoc¡ faktoryzacji
Choleskiego wynosi ok. 1

6J
3 + 1

2IJ
2 + J2 elementarnych operacji arytmetycznych

dla J ≫ 1. Je»eli ukªad równa« w (4.200) byªby rozwi¡zywany metod¡ eliminacji
Gaussa z kompletnym wyborem elementów gªównych, caªkowity koszt oblicze-
niowy takiego podej±cia wynosiªby ok. 2

3J
3 + 1

2IJ
2 dla J ≫ 1.

Nast¦pnie xt i λt aktualizowane s¡ wedªug reguª:

x
(k+1)
t = x

(k)
t + α

(k)
t ∆x

(k)
t , λ

(k+1)
t = λ

(k)
t + α

(k)
t ∆λ

(k)
t , (4.203)

gdzie dªugo±¢ kroku α
(k)
t ∈ (0, 1) dobierana jest w taki sposób, aby

(x
(k+1)
t , λ

(k+1)
t ) > 0. Podej±cie to realizowane jest wedªug podobnej zasady jak

w (4.169), zatem
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α
(k)
t = ξ min

j, ∆x
(k)
jt <0, ∆λ

(k)
jt <0

(
1,−

x
(k)
jt

∆x
(k)
jt

,−
λ
(k)
jt

∆λ
(k)
jt

)
, (4.204)

gdzie ξ . 1.

Parametr przesuni¦cia τ (k)t powinien zale»e¢ od tzw. odlegªo±ci dualnej oraz

limk→∞ τ
(k)
t = 0. Na podstawie reguª podanych w [32], przyj¦to: τ (k)t = µ

(k)
t ρ,

gdzie ρ ≤ ρmax < 1 oraz µ(k)t =
µ̄
(k)
t +¯̄µ

(k)
t

2 . Parametr µ̄(k)t = J−1(λ
(k)
t )Tx

(k)
t okre±la

odlegªo±¢ dualn¡, natomiast ¯̄µ
(k)
t = 1√

J
ϕ(λ

(k)
t ,x

(k)
t ) motywowany jest przybli»on¡

metod¡ Newtona, gdzie

ϕ(λ
(k)
t ,x

(k)
t ) =

√
||Qx

(k)
t + ct − λ

(k)
t ||22 + ||D

(k)
λ D

(k)
x 1J ||22 (4.205)

jest miar¡ rozbie»no±ci punktu (λ
(k)
t ,x

(k)
t ) od punktu stacjonarno±ci, okre±lonego

warunkami KKT. Je±li τ (k)t → 0, to punkt (x(k)
t ,λ

(k)
t ) powinien speªnia¢ warunki

KKT. Kryterium zatrzymania iteracji wewn¦trznych mo»e wi¦c by¢ okre±lone
przez parameter τ (k)t . Proces iteracyjny jest zatrzymywany, je±li ∀t : τ (k)t < τstop,
gdzie τstop jest de�niowanym parametrem progowym.

Parametry regularyzacji αA i αX odpowiednio w (4.190) i (4.191) mog¡ by¢
ustalane zgodnie z reguªami, podanymi w (4.146) i (4.147). W pracy [491] przyj¦to,
»e parameter αA dobierany jest zgodnie z reguª¡ bisekcji w (4.147), a parameter
αX ustawiono na bardzo maª¡ warto±¢, tak aby Q = ATA+αXIJ byª¡ macierz¡
dodatnio okre±lon¡. Przyj¦to wi¦c: αX = 10−8. Podej±cie to byªo motywowane
wiedz¡ aprioryczn¡ o charakterze estymowanych faktorów. W metodzie ±lepej se-
paracji sygnaªów spektralnych, która byªa badana w [491], wszystkie elementy ma-
cierzy A byªy dodatnie, a jedynie macierz X byªa rzadka. W takiej sytuacji, czªon
αAUA(A) w funkcji (3.38) powinien wymusza¢ gªadko±¢ estymowanego faktoraA,
a zatem wybór funkcji UA(A) = ||A||2F jest uzasadniony. Z kolei, czªon αXUX(X)
powinien by¢ pomini¦ty lub okre±lony przez funkcj¦ wymuszaj¡c¡ rzadko±¢ w fak-
torze X. W najprostszym podej±ciu przyj¦to: αX = 0. Z kolei, w pracy [486] oba
faktory A i X s¡ rzadkie, zatem αA = αX = 10−8.

Algorytm IIP, pomimo du»ej efektywno±ci w rozwi¡zywaniu zada« nieujemnej
faktoryzacji macierzy, ma te» istotne wady. Poniewa» macierz T (k)

t zale»y od x
(k)
t

oraz λ(k)
t , ukªad równa« w (4.200) rozwi¡zywany jest sekwencyjnie z wykorzysta-

niem faktoryzacji Choleskiego dla ka»dego t. Je±li T jest du»e, koszt obliczeniowy
aktualizacji wszystkich wektorów kolumnowych macierzy X jest znacz¡cy. Je±li
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I ≫ 1, koszt aktualizacji faktora A jest równie» poka¹ny. W rezultacie, algorytm
IIP w aktualnej formie efektywny jest tylko do rozwi¡zywania zada« o relatywnie
maªych wymiarach.

4.9. Algorytmy zbioru aktywnego

Algorytmy zbioru aktywnego (ang. active-set algorithm), omawiane w ni-
niejszej pracy, s¡ zmody�kowanymi wersjami znanego algorytmu NNLS (ang.
Non-Negative Least Squares). Algorytm ten zostaª zaproponowany przez Lawsona
i Hansona [255] w 1974 roku do rozwi¡zywania liniowych zada« najmniejszych
kwadratów z ograniczeniami nieujemno±ci. Rozwi¡zanie estymowane algorytmem
NNLS speªnia warunki optymalno±ci KKT. Obecnie istnieje kilka wersji algorytmu
NNLS, które stosowane s¡ w wielu dziedzinach nauki.

Kim i Park [223] byli pionierami w zastosowaniu algorytmu NNLS do ak-
tualizacji faktorów w metodzie NMF. Zaproponowali trzy wersje: CNMF (ang.
Constrained NMF), SNMF/L i SNMF/R. W metodzie CNMF, algorytm NNLS
zastosowano do rozwi¡zania zada« (3.63) i (3.64), wymuszaj¡cych gªadko±¢ esty-
mowanych faktorów. W SNMF/L, zadanie aktualizacji faktora A wyra»one jest
przez (3.49), a zadanie aktualizacji faktora X przez (3.63). Natomiast w SNM-
F/R, faktor A aktualizowany jest wedªug (3.64), a faktor X wedªug (3.48). Ka»de
z tych zada« rozwi¡zywane jest algorytmem NNLS. W pracy [223] pokazano, »e
algorytm NNLS znacznie przyspiesza proces zbie»no±ci iteracji zewn¦trznych do
punktu stacjonarnego okre±lonego warunkami KKT. Badania przeprowadzono na
danych biomedycznych, pochodz¡cych z pracy [153].

Pewna mody�kacja algorytmu NNLS okazaªa si¦ równie» bardzo efektywna
w innych zastosowaniach modelu NMF. Zregularyzowany algorytm NNLS w po-
ª¡czeniu z reguª¡ bisekcji w (4.147) charakteryzuje si¦ du»¡ efektywno±ci¡ w gru-
powaniu i klasy�kacji dokumentów tekstowych [485], w klasy�kacji obrazów tek-
stur [486] oraz w ±lepej separacji sygnaªów spektralnych [484].

4.9.1. Algorytm LH-NNLS

Algorytm 12 przedstawia oryginaln¡ wersj¦ algorytmu NNLS [255]. W niniej-
szym rozdziale oznaczany jest skrótowcem LH-NNLS. Algorytm ten rekursywnie
znajduje takie rozwi¡zanie liniowego zadania najmniejszych kwadratów z ograni-
czeniami nieujemno±ci, które speªnia warunki optymalno±ci KKT. Zbiór zmien-
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nych estymowanych jest iteracyjnie dzielony na zbiór zmiennych bazowych i dopeª-
niaj¡cy zbiór zmiennych niebazowych. Proces iteracyjnego podziaªu jest zatrzy-
mywany, gdy zmienne w obu zbiorach speªniaj¡ warunki KKT. W punkcie okre-
±lonym przez warunki KKT zmienne bazowe maj¡ dodatnie warto±ci, a zmienne
niebazowe warto±ci zerowe.

Niech P = {j : xjt > 0} b¦dzie zbiorem pasywnym, zawieraj¡cym indeksy
zmiennych bazowych, a R = {1, . . . , J}\P zbiorem aktywnym z indeksami po-
zostaªych zmiennych (niekoniecznie niebazowych). W konsekwencji przyj¦to na-

st¦puj¡cy podziaª elementów wektorów: ∀t : xt = [x
(P )
t ;x

(R)
t ] ∈ RJ oraz gt =

[gjt] = ∇xtD(yt||Axt) = [g
(P )
t ; g

(R)
t ] ∈ RJ , gdzie xt jest t-t¡ kolumn¡ macierzy

X. Kolumny macierzy A mog¡ by¢ podzielone analogicznie: A = [AP AR], gdzie
AP = [a∗,P ] oraz AR = [a∗,R]. Algorytm 12 inicjalizowany jest przybli»eniem:
xt = 0, a zatem pocz¡tkowo przyj¦to, »e wszystkie zmienne rozwi¡zania nale»¡
do zbioru aktywnego. Nast¦pnie, w zbiorze aktywnym rekursywnie wyszukiwane
s¡ indeksy tych zmiennych, które nie speªniaj¡ warunków KKT. Wyszukiwanie to
realizowane jest zgodnie z zasad¡, »e je±li ∃m : gmt < −τ dla dowolnej warto±ci
progowej τ > 0, to xmt nie mo»e by¢ zmienn¡ niebazow¡. Indeks m przenoszony
jest zatem ze zbioru R do zbioru P (linia 6). Nast¦pnie zmienne bazowe aktu-
alizowane s¡ przez rozwi¡zanie nast¦puj¡cego liniowego zadania najmniejszych
kwadratów bez ogranicze« (linia 9):

x̄
(P )
t = argmin

x
(P )
t

{
||yt −APx

(P )
t ||2

}
, (4.206)

gdzie AP � macierz peªnego rz¦du, utworzona dla zaktualizowanego zbioru P .
Je±li po aktualizacji w wektorze x̄

(P )
t znajduj¡ si¦ elementy ujemne, to dªu-

go±¢ kroku wzdªu» kierunku poprawy jest zbyt du»a i nale»y j¡ odpowiednio
zmniejszy¢. Kierunek poprawy okre±lony jest wektorem pt = x̄

(P )
t − x

(P )
t . We-

dªug zasady (4.169) maksymalna dªugo±¢ kroku wzdªu» kierunku pt wynosi: αt =

min
j∈P

x̄
(P )
jt ≤0

{
x
(P )
jt

x
(P )
jt − x̄

(P )
jt

}
. Dla takiej dªugo±ci kroku aktualizacja x

(P )
t ← x

(P )
t + pt

zawiera elementy z granicy obszaru rozwi¡za« dopuszczalnych, co prowadzi do
aktualizacji zbiorów P i R (linia 14). Nast¦pnie, ponownie wykonywane jest zada-
nie (4.206). Wszystkie zmienne, których indeksy nale»¡ do zbioru R przybieraj¡
warto±ci zerowe.
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Algorytm 12. LH-NNLS

Wej±cie: A ∈ RI×J , yt ∈ RI , kmax

Wyj±cie: x∗
t ≥ 0, gdzie x∗

t = argminxt≥0 ||yt −Axt||2
1 Inicjalizacja: P = ∅, R = {1, . . . , J}, xt = 0, gt = −ATyt, k = 0;
2 repeat

3 k ← k + 1 ;
4 m = argminj∈R{gjt}; // indeks zmiennej pasywnej

5 if R ̸= ∅ i gmt < −τ then
6 P ← P ∪m i R← R\m ; // aktualizacja zbiorów

7 else

8 STOP: xt jest optymalnym rozwi¡zaniem

9 x̄
(P )
t =

(
(AP )

TAP

)−1
(AP )

Tyt gdzie AP = [a∗,P ] ∈ RI×|P | ;

10 while min{x̄(P )
t } ≤ 0 do

11 αt = min
j∈P

x̄
(P )
jt ≤0

{
x
(P )
jt

x
(P )
jt − x̄

(P )
jt

}
; // dªugo±¢ kroku

12 x
(P )
t ← x

(P )
t + αt(x̄

(P )
t − x

(P )
t );

13 N =
{
j : x

(P )
jt = 0

}
; // indeksy nowych zmiennych aktywnych

14 P ← P\N oraz R← R ∪N ;

15 x̄
(P )
t =

(
(AP )

TAP

)−1
(AP )

Tyt, gdzie AP = [a∗,P ] ∈ RI×|P | ;

16 xt ←
[
x
(P )
t ; x

(R)
t

]
∈ RJ

+, gdzie x
(P )
t = x̄

(P )
t oraz x

(R)
t = 0 ;

17 gt = AT (APx
(P )
t − yt) ; // gradient

18 until k > kmax;

Wedªug [255], p¦tla wewn¦trzna algorytmu 12 jest wykonywana nie wi¦cej ni»
|P | − 1 razy. Liczba iteracji w p¦tli gªównej zale»y od stopnia rzadko±ci rozwi¡-
zania, ale nie jest wi¦ksza ni» |P | dla x∗

t .
Bro oraz de Jong [36] znacz¡co przyspieszyli ten algorytm dla I ≫ J , sugeru-

j¡c, aby macierz normalna ATA oraz ATyt byªy obliczane przed wykonywaniem
operacji p¦tlowych. Nast¦pnie zadanie w (4.206) realizowane jest w nast¦puj¡cy
sposób:

x̄
(P )
t =

(
(ATA)P,P

)−1
(ATyt)P . (4.207)
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Pomimo tych znacz¡cych uproszcze« odwrotno±¢ macierzy (ATA)P,P w algoryt-
mie 12 musi by¢ obliczana dla ka»dego wektora yt, co wymaga znacznego kosztu
obliczeniowego dla macierzy Y o du»ej liczbie kolumn.

4.9.2. Algorytm FC-NNLS

Van Benthem i Keenan [15] zaproponowali algorytm FC-NNLS (ang. Fast
Combinatorial NNLS), który znacz¡co przysiesza algorytm NNLS dla zada« z da-
nymi zapisanymi w postaci macierzy Y o du»ej liczbie kolumn. Ich koncepcja
opiera si¦ na zaªo»eniu, »e dla rzadkiej estymowanej macierzy X ∈ RJ×T

+ , gdzie
T ≫ J prawdopodobie«stwo znalezienia wektorów kolumnowych {xt}, które maj¡
identyczny pro�l rozkªadu elementów o zerowej warto±ci jest du»e. Po okre±leniu
zbioru pasywnego P dla ka»dego wektora yt, aktualizacja kolumn xt, które maj¡
identyczny pro�l rzadko±ci (wspólny zbiór P ), mo»e odbywa¢ si¦ z wykonaniem
tylko jednej odwrotno±ci macierzy (ATA)P,P . Pomijaj¡c wektor xt = 0, liczba
wszystkich mo»liwych pro�li rzadko±ci macierzy X wynosi 2J − 1 dla T ≥ J .
Zakªadaj¡c, »e ka»dy pro�l jest tak samo prawdopodobny dla T ≫ J , uzyskuje
si¦ ok. T

2J
-krotne przyspieszenie oblicze« w stosunku do algorytmu LH-NNLS.

Algorytm FC-NNLS przedstawiono za pomoc¡ algorytmu 13. Jest to algorytm
rekurencyjny oparty na zaªo»eniach algorytmu NNLS. W linii 3 wyznaczane jest
rozwi¡zanie liniowego zadania najmniejszych kwadratów bez ogranicze«. Nast¦p-
nie w linii 5 wyszukiwane s¡ te wektory kolumnowe estymowanej macierzy X,
które maj¡ co najmniej jeden element niedodatni. Kolumny te podlegaj¡ rekur-
sywnej aktualizacji, zgodnie z procedur¡ algorytmu NNLS. Fundamentaln¡ cz¦±ci¡
algorytmu FC-NNLS jest funkcja cssls (linie 9 i 19), której realizacj¦ przedsta-
wiono w algorytmie 14. Funkcja ta, na podstawie informacji o rozkªadzie elemen-
tów niebazowych, w ka»dej aktualizowanej kolumnie macierzyX znajduje wspólne
pro�le rzadko±ci. Nast¦pnie dla ka»dego pro�lu estymuje odpowiednie kolumny
w X. Indeksy kolumn, które nie speªniaj¡ kryterium zatrzymania, umieszczane
s¡ w zbiorze F w linii 23. Proces rekursywnej aktualizacji zatrzymywany jest, gdy
zbiór F jest pusty, tzn. wszystkie kolumny z X speªniaj¡ warunki optymalno±ci
KKT .

Nale»y zauwa»y¢, »e algorytm CSSLS ma inn¡ posta¢ ni» ten, zaproponowany
w pracy [15]. Dzi¦ki wykorzystaniu funkcji unique z Matlaba, znajdowanie wspól-
nych pro�li rzadko±ci w estymowanym faktorze X mo»na byªo zrealizowa¢ znacz-
nie pro±ciej ni» w [15]. Takie podej±cie znacz¡co przyspiesza algorytm FC-NNLS.



166 Rozdziaª 4

Algorytm 13. FC-NNLS

Wej±cie : A ∈ RI×J , Y ∈ RI×T , kmax � maksymalna liczba iteracji
wewn¦trznych,

Wyj±cie : X∗ ≥ 0, gdzie X∗ = argminX≥0
1
2 ||Y −AX||2F ,

1 Inicjalizacja: M = {1, . . . , T}, N = {1, . . . , J};
2 Oblicz: B = [bij ] = ATA i C = [cit] = ATY ;
3 X = B−1C ; // minimalizacja bez ogranicze«

4 P = [pjt], gdzie pjt =

{
1, je»eli xjt > 0,
0, w przeciwnym razie

; // zbiór pasywny

5 F = {t ∈M :
∑

j pjt < J} ; // kolumny do zoptymalizowania

6 xjt ←
{
xjt, je»eli pjt = 1,
0, w przeciwnym razie

;

7 while F ̸= ∅ do
8 P F = [p∗,F ] ∈ RJ×|F |, CF = [c∗,F ] ∈ RJ×|F |, k = 0 ;
9 [x̄∗,F ] = cssls(B,CF ,P F ) ; // aktualizacja zmiennych bazowych

10 H = {t ∈ F : minj∈N{x̄jt} < 0} ; // kolumny do optymalizacji

11 while H ̸= ∅ oraz k ≤ kmax do

12 k ← k + 1;
13 St = {j : x̄jt < 0 i pjt > 0, j ∈ N, t ∈ H} ;
14 αjt =

xjt
xjt − x̄jt

dla j ∈ St i t ∈ H ;

15 jt = arg min
j∈St

{αjt} dla t ∈ H ;

16 x∗,t ← x∗,t + α∗
t (x̄∗,t − x∗,t), gdzie α∗

t = αjt,t dla t ∈ H;
17 xjt,t = 0, pjt,t = 0 dla t ∈ H ; // zmienne aktywne

18 PH = [p∗,H ] ∈ RJ×|H|, CH = [c∗,H ] ∈ RJ×|H| ;
19 [x̄∗,H ] = cssls(B,CH ,PH);
20 H = {t ∈ F : minj∈N{x̄jt} < 0} ; // kolumny do optymalizacji

21 W F = [w∗,F ] = CF −BX̄F , gdzie X̄F = [x̄∗,F ] ; // ujemny gradient

22 J = {t ∈ F : wjt(1− pjt) ≤ 0, ∀j ∈ N} ; // kolumny zoptymalizow.

23 F ← F\J ; // kolumny do optymalizacji

24 if F ̸= 0 then

25 pjt =

{
1, je»eli j = argmaxj∈N {wjt(1− pjt), ∀t ∈ F} ,
pjt, w przeciwnym razie

;

26 [x∗,F ] = [x̄∗,F ];

4.9.3. Zregularyzowany NNLS

W metodzie CNMF, któr¡ zaproponowano w pracy [223], przyj¦to, »e para-
metry regularyzacji nie ulegaj¡ zmianie w procesie aktualizacji faktorów. W pra-
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Algorytm 14. CSSLS

Wej±cie: B ∈ RJ×J , C ∈ RJ×K , P ∈ RJ×K

Wyj±cie: X ∈ RJ×K

1 M = {1, . . . ,K}, N = {1, . . . , J}, P = [p1, . . . ,pK ] ;
2 Znajd¹ zbiór L jednoznacznych kolumn w P :
U = [u1, . . . ,uL] = unique{P } ;

3 for j = 1, . . . , L do

4 hj = {t ∈M : pt = uj} ; // kolumny o wspólnym profilu rzadk.

5 xuj ,hj
=
(
[B]uj ,uj

)−1
[C]uj ,hj

; // aktualizacja zm. bazowych

cach [484, 485] zastosowano równie» model CNMF, ale o zmniejszaj¡cym si¦ para-
metrze regularyzacji wraz ze wzrostem liczby iteracji zewn¦trznych. Podobnie jak
w algorytmach RALS (omówionych w rozdz. 4.5) oraz w algorytmach punktów
wewn¦trznych (rozdz. 4.8), jeden z parametrów regularyzacji αA lub αX dobie-
rany byª zgodnie z reguª¡ (4.146) lub (4.147). Zakªadaj¡c, »e macierz A ∈ RI×J

++

jest g¦sta a macierz X ∈ RJ×T
+ rzadka, zmianie powinien podlega¢ parameter αA.

Parameter αX nale»y dobra¢ w taki sposób, aby zapewniaª stabilno±¢ numeryczn¡
i mo»liwie maªy bª¡d regularyzacji. W przypadku odwrotnym, regulacji podlega
tylko parameter αX .

Finaln¡ wersj¦ algorytmu CNMF, któr¡ badano w pracach [484�486, 494], wy-
ra»ono za pomoc¡ algorytmu 15, gdzie estymowane faktory skalowane s¡ do jed-
nostkowej normy l1. Funkcje fcnnls(Y ,A, αX) oraz fcnnls(Y T ,XT , αA) znaj-
duj¡ rozwi¡zania odpowiednich zada« (3.63) oraz (3.64), za pomoc¡ algorytmu 13.

Parameter αA dobierany jest zgodnie z reguª¡ bisekcji w (4.147), gdzie α(0) > 0
przyjmuje zwykle du»e warto±ci (np. wi¦ksze ni» 100). �atwo zauwa»y¢, »e po
wykonaniu kilkunastu iteracji zewn¦trznych, warto±¢ tego parametru jest ju» tak
maªa, »e bª¡d regularyzacji jest pomijalnie maªy. Podej±cie to mo»na intuicyj-
nie wyja±ni¢ przez analiz¦ charakteru aktualizacji faktorów. Je±li αA osi¡ga du»e
warto±ci, aktualizacja A ← Y XT (XXT + αAIJ)

−1 mo»e by¢ aproksymowana
przez reguª¦: A ← A − α−1

A GA, gdzie GA = ∇AΨ(A,X). Taka aktualizacja
odbywa si¦ zatem wzdªu» gradientowego kierunku poprawy, ale o bardzo maªej
dªugo±ci kroku: η = α−1

A . Je±li αA maleje, dªugo±¢ kroku zwi¦ksza si¦, ale te»
elementy pozadiagonalne w macierzy hesjanu H = ∇2

AΨ(A,X) = XXT zaczy-
naj¡ odgrywa¢ coraz bardziej znacz¡c¡ rol¦. Gdy αA → ᾱ→ 0, kierunek poprawy
ma charakter newtonowski. W pocz¡tkowym etapie aktualizacji, gdy przybli»enie
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Algorytm 15. RNNLS

Wej±cie: Y ∈ RI×T
+ , J � rz¡d faktoryzacji, α(0) � pocz¡tkowa warto±¢

parametru regularyzacji, ᾱ � warto±¢ progowa parametru,
Wyj±cie: Estymowane faktory A i X,

1 Inicjalizacja: A(0) ∈ RI×J
+ i X(0) ∈ RJ×T

+ , n = 0;
2 repeat

3 n← n+ 1;

4 X(n) = fcnnls
(
Y ,A(n−1), 10−12

)
; // Aktualizacja X

5 D
(n)
X = diag{||x(n)

1 ||
−1
1 , ||x(n)

2 ||
−1
1 , . . . , ||x(n)

J ||
−1
1 } ;

6 X(n) ←D
(n)
X X(n) ; // Normalizacja

7 Ā(n) = fcnnls
(
Y T , (X(n))T , α(n−1)

)
; // Aktualizacja A

8 A(n) = (Ā(n))T ;

9 D
(n)
A = diag{||a(n)

1 ||
−1
1 , ||a(n)

2 ||
−1
1 , . . . , ||a(n)

J ||
−1
1 };

10 A(n) ← A(n)D
(n)
A , X(n) ← (D

(n)
A )−1X(n) ; // Normalizacja

11 α(n) = max
{
ᾱ, 2−nα(0)

}
; // Reguªa bisekcji parametru

12 until Kryterium zatrzymania jest speªnione;

pocz¡tkowe A(0) jest bardzo dalekie od punktu optymalnego A∗ lub w pobli»u
punktów siodªowych, gradientowy kierunek aktualizacji jest zwykle �bezpieczniej-
szy� ni» newtonowski. Umo»liwia bowiem ªatwiejsze unikni¦cie zatrzymywania
si¦ w punktach siodªowych lub lokalnych maksimach funkcji celu. Gdy aktualiza-
cje znajduj¡ si¦ blisko wªa±ciwego punktu stacjonarnego, newtonowski charakter
aktualizacji znacznie przyspiesza zbie»no±¢ do punktu stacjonarnego.

Dobór parametru αA wedªug reguªy bisekcji (4.147) mo»na te» uzasadni¢ na
podstawie analizy geometrycznej aktualizacji realizowanych algorytmem 15.

Niech Y ∈ RI×T
+ jest macierz¡ faktoryzowaln¡, wedªug modelu dokªadnej

faktoryzacji w (1.1), gdzie A ∈ RI×J
++ oraz X ∈ RJ×T

+ jest macierz¡ wystarczaj¡co
rzadk¡ (wedªug def. 3.8). Zbiory kolumn macierzy A i Y tworz¡ odpowiednie
sto»ki wielo±cianowe C(A) i C(Y), gdzie A = {a1, . . . ,aJ} ⊂ RI

++ oraz Y =
{y1, . . . ,yT } ⊂ RI

+. Po wykonaniu skalowania wedªug (3.23) i (3.24), otrzymujemy
odpowiednie otoczki wypukªe H(Ā) i H(Ȳ), gdzie Ā = {ā1, . . . , āJ} ⊂ RI

++

oraz Ȳ = {ȳ1, . . . , ȳT } ⊂ RI
+. Poniewa» macierz X speªnia warunek (3.25), oba

zbiory wypukªe H(Ā) i H(Ȳ) maj¡ wspólne wierzchoªki. Zgodnie z wnioskiem
3.3, zadanie nieujemnej faktoryzacji macierzy dla klasy zada« faktoryzowalnych
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sprowadza si¦ do znalezienia tych wierzchoªków. Poniewa» ∀i, j : aij > 0, macierzy
A nie mo»na sprowadzi¢ do postaci (3.30), a wi¦c wedªug wniosku 3.4 faktoryzacja
macierzy Y jest niejednoznaczna. Mo»liwy jest zatem przypadek: C(Y) ⊂ C(Ã) ⊂
RI
+, gdzie C(Ã) jest sto»kiem simplicjalnym utworzonym przez kolumny macierzy

Ã, gdzie Ã ̸= A oraz Ã ∈ RI×J
+ .

Niech Y (Zn) = [y∗,Zn ] ∈ RI×|Zn|
+ , gdzie Zn =

{
t :
∑J

j=1 p
(n)
jt = J

}
oraz p(n)jt s¡

elementami macierzy P w algorytmie 13 (linia 4), zastosowanym do aktualizacji
faktora X w n-tym kroku iteracji naprzemiennych. Zbiór Zn zawiera wi¦c indeksy
tych kolumn macierzy X, które maj¡ wszystkie elementy dodatnie. Aproksyma-
cj¦ X(1) (dla n = 1) w algorytmie 15 (linia 4) uzyskano za pomoc¡ algorytmu
FC-NNLS, gdzie A(0) ∈ RI×J

+ jest przybli»eniem pocz¡tkowym (rozdz. 4.1). Je±li

C(A(0)) ∩ C(Y) ̸= ∅, gdzie A(0) = {a(0)
1 , . . . ,a

(0)
J }, po wyznaczeniu X(1) otrzy-

muje si¦ Y (Z1) =
{
y : y ∈ C(Y) ∧ y ∈ C(A(0))

}
. Nast¦pnie wiersze macierzy X(1)

skalowane s¡ do jednostkowej normy l1 (linie 5 i 6 w algorytmie 15).
Je±li pocz¡tkowa warto±¢ parametru regularyzacji α(0) jest wystarczaj¡co

du»a, tzn. kiedy speªniony jest warunek: α(0) ≫ σmax(X
(1)), gdzie σmax(X

(1))
jest najwi¦ksz¡ warto±ci¡ osobliw¡ macierzy X(1), to:

A(1) = Y (X(1))T (X(1)(X(1))T + α(0)IJ)
−1 ∼=

1

α(0)
Y (X(1))T . (4.208)

Poniewa» α(0) > 0, a tak»e ∀i, t : yit ≥ 0 i ∀j, t : x(1)jt ≥ 0, gdzie X(1) = [x
(1)
jt ],

zatem z aproksymacji (4.208) otrzymuje si¦: ∀i, j : a(1)ij ≥ 0. Wynika st¡d, »e F = ∅
w algorytmie 13, a zatem algorytm ten zatrzymuje si¦ po wykonaniu pierwszej
iteracji aktualizacji faktora A. W wyniku skalowania: ∀j :

∑T
t=1 x

(1)
jt = 1 (linia 6

w algorytmie 15), kolumny macierzy A(1) s¡ wypukªymi kombinacjami liniowymi
wektorów kolumnowych macierzy Y . Po przeskalowaniu kolumn macierzy A(1)

do jednostkowej normy l1 (linie 9 i 10 w algorytmie 15), otrzymujemy C(A(1)) ⊆
C(Y), gdzie A(1) = {a(1)

1 , . . . ,a
(1)
J }. Po wykonaniu pierwszej iteracji zewn¦trznej

w algorytmie 15, wektory kolumnowe macierzy A(1) znajduj¡ si¦ wewn¡trz sto»ka
wielo±cianowego C(Y).

Je±li α(n) ≫ σmax(X
(n)) dla n > 1, kolejne iteracje naprzemienne nie zmie-

niaj¡ znacz¡co wektorów kolumnowych w macierzach A(n). W konsekwencji na-
le»y oczekiwa¢ stagnacji wektora residualnego w funkcji liczby iteracji zewn¦trz-
nych. Niech A(n) = {a(n)

1 , . . . ,a
(n)
J }. Poniewa» C(A(n)) ⊆ C(Y), wi¦c je±li yt ∈

C(A(n)), to równie» yt ∈ Y (Zn+1), gdzie Zn+1 =
{
t :
∑J

j=1 p
(n+1)
jt = J

}
. Wszyst-
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kie wektory kolumnowe macierzyX(Zn+1), gdzieX(Zn+1) = [x∗,Zn+1 ] ∈ RJ×|Zn+1|
+ ,

mog¡ by¢ wi¦c wyznaczone w pierwszej iteracji algorytmu 13 (linia 7). Pozostaªe
kolumny macierzy X zawieraj¡ zmienne niebazowe, które poddane s¡ aktualizacji
w wewn¦trznej p¦tli iteracyjnej algorytmu 13. W wyniku tej aktualizacji, pewne
zmienne niebazowe z tych kolumn staj¡ si¦ aktywne (maj¡ zerowe warto±ci).

Gdy α(n) ≈ σmax(X
(n+1)), najwi¦ksza warto±¢ osobliwa macierzy X(n+1)

ma znacz¡cy udziaª w estymacji A(n+1), a wi¦c minimalizacja funkcji celu
Ψ(A,X(n+1)) ze wzgl¦du naA zwi¦ksza obj¦to±¢ sto»ka simplicjalnego C(A(n+1)).
Wynika to z faktu, »e algorytm 13 przerywa wewn¦trzn¡ p¦tl¦ iteracyjn¡ (linie 11
do 20), je±li tylko aktualizowane rozwi¡zanie speªnia warunki KKT. W rezultacie
zbiór zmiennych aktywnych jest tak maªy, jak to tylko mo»liwe, aby rozwi¡zanie
byªo nieujemne. Taka strategia zastosowana do aktualizacji faktora A maksy-
malizuje obj¦to±¢ sto»ka simplicjalnego C(A(n+1)), poniewa» wszystkie elementy
znajduj¡ce si¦ ±ci±le wewn¡trz tego sto»ka nale»¡ do zbioru pasywnego.

Wedªug prac [123, 382, 501] liniowe zadanie najmniejszych kwadratów z regu-
laryzacj¡ Tichonowa mo»na wyrazi¢ przez zadanie poszukiwania rozwi¡zania we-
dªug kryterium najmniejszych kwadratów w obszarze zaufania (ang. trust-region):

min
A

1

2
||Y −AX||2F , p.o. ||A||2F ≤ ∆, (4.209)

gdzie ∆ > 0 � promie« obszaru zaufania, który jest odwrotnie proporcjonalny do
parametru regularyzacji.

Zmniejszaj¡c parametr regularyzacji α(n), zwi¦ksza si¦ ∆, co prowadzi do
zwi¦kszania obszaru zaufania. W rezultacie coraz wi¦cej zmiennych z A, które
byªy aktywne w poprzednich krokach iteracji naprzemiennych jest przesuwanych
do zbioru zmiennych pasywnych. Zwi¦ksza si¦ wi¦c obj¦to±¢ sto»ka simplicjal-
nego C(A(n+1)) a» do momentu kiedy wszystkie wektory kolumnowe macierzy Y
znajd¡ si¦ w C(A(n+1)). Moment ten oznacza, »e promienie ekstremalne sto»ka
C(A∗) zgodne s¡ z promieniami ekstremalnymi sto»ka C(Y), a wi¦c w punkcie
{A∗,X∗} speªnione s¡ warunki optymalno±ci KKT. Podobnie jak w metodach
obszarów zaufania, gdzie promie« ∆ jest adaptacyjnie dobierany, w rozwa»anym
podej±ciu szybko±¢ przyrostu obj¦to±ci sto»ka C(A(n+1)) jest kontrolowana przez
parametr α(n). Je±li zmiana parametru α(n) odbywa si¦ zbyt szybko, zwi¦ksza
si¦ ryzyko zbie»no±ci aktualizacji do takiego Ã ∈ RI×J

+ , dla którego A∗ ̸= Ã

i C(Y) ⊂ C(Ã) ⊂ RI
+. Eksperymenty numeryczne przeprowadzone w pracach

[484, 485] pokazuj¡, »e zmiana parametru αA wedªug reguªy bisekcji (4.147) nie
jest zbyt szybka.
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Je±li obserwowane dane s¡ w jaki± sposób zaburzone lub zaszumione, warto±¢
progowa parametru ᾱ w algorytmie 15 powinna by¢ wi¦ksza ni» dla modelu do-
kªadnej faktoryzacji. W tym przypadku zadanie doboru wªa±ciwej warto±ci tego
parametru lub liczby iteracji naprzemiennych mo»e by¢ formuªowane w kontek±cie
standardowej regularyzacji zada« ¹le postawionych.

Przykªad 4.1. Niech X ∈ R3×1000
+ b¦dzie macierz¡ o losowych elementach, gene-

rowanych podobnie jak w przykªadzie 3.2. Zgodnie z de�nicj¡ 3.8, wygenerowana
macierz jest wystarczaj¡co rzadka. Niech A ∈ R3×3

++ ma posta¢:

A =

 0, 7 0, 1 0, 2
0, 1 0, 6 0, 3
0, 2 0, 3 0, 5

 , (4.210)

gdzie ∀j :
∑I

i=1 aij = 1. Zakªadaj¡c dokªadny model faktoryzacji (1.1), wygene-
rowano macierz Y = AX ∈ R3×1000. Nast¦pnie macierz t¦ poddano faktoryzacji
algorytmem 15. Iteracyjny proces aktualizacji faktorów zilustrowano na rysun-
kach 4.1�4.3, gdzie przedstawiono geometri¦ przekrojów analizowanych zbiorów
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Rys. 4.1. Geometria aktualizacji na S(2) dla λ0 = 100 i dokªadnego modelu faktoryzacji.
Po 30 iteracjach naprzemiennych wspóªczynnik SIR dla estymacji macierzy A

wynosi 47, 47 dB
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Rys. 4.2. Geometria aktualizacji na S(2) dla λ0 = 0 i dokªadnego modelu faktoryzacji.
Po 30 iteracjach naprzemiennych wspóªczynnik SIR dla estymacji macierzy A

wynosi 11, 31 dB

pªaszczyzn¡ tn¡c¡, przechodz¡c¡ przez punkty (1, 0, 0), (0, 1, 0) i (0, 0, 1) kar-
tezja«skiego ukªadu wspóªrz¦dnych w R3. Przekrój ten jest wi¦c sympleksem
probabilistycznym S(2), który w R3 jest trójk¡tem równobocznym. Punkty yt

dla t = 1, . . . , T tworz¡ sto»ek wielo±cianowy C(Y), którego przekrój wzgl¦dem
wspomnianej pªaszczyzny tn¡cej jest otoczk¡ wypukª¡ H(Ȳ) ⊂ S(2). Wektory ko-
lumnowe aj (j = 1, 2, 3) macierzy w (4.210) tworz¡ otoczk¦ wypukª¡H(A) ⊂ S(2).
Na rysunkach 4.1�4.3 poªo»enia tych wektorów oznaczono symbolem ⋆. Ponie-
wa» macierz X jest wystarczaj¡co rzadka, otoczki wypukªe H(A) i H(Ȳ) maj¡
wspólne wierzchoªki. Wektory yt, wyznaczaj¡ce brzeg obszaru H(Ȳ), otrzymane
s¡ z takich wektorów xt, które maj¡ co najmniej jeden element o zerowej warto±ci.

Kolumny macierzy inicjalizacyjnej A(0) tworz¡ zbiór C(A(0)), taki »e C(A(0))∩
C(Y) ̸= ∅. �atwo zauwa»y¢, »e po wyznaczeniu X(1) algorytmem 13, kolumny
macierzy Y (Z1) wyznaczaj¡ punkty zbioru C(A(0))∩C(Y). Poªo»enia kolumn ma-
cierzy A(1) oraz A(n) (dla n = 2, 3, . . .) oznaczono odpowiednio symbolami � oraz
2. Na rysunkach 4.1 i 4.3 pokazano geometri¦ odpowiednich zbiorów dla zregu-
laryzowanych aktualizacji faktora A. Je±li α(0) = 100, speªniony jest warunek:
α(0) > σmax(X

(1)), gdzie σmax(X
(1)) ≈ 41. Z rysunków tych wynika, »e wektory

kolumnowe aproksymacji A(1) znajduj¡ si¦ wewn¡trz zbioru C(Y).
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Rys. 4.3. Geometria aktualizacji na S(2) dla λ0 = 100 i zaburzonego modelu faktoryzacja,
gdzie SNR = 30 dB. Po 30 iteracjach naprzemiennych wspóªczynnik SIR

dla estymacji macierzy A wynosi 32, 21 dB.

Z kolei, na rysunku 4.2 zilustrowano aktualizacje bez regularyzacji, tzn. dla
α(0) = 0. W tym przypadku wszystkie wektory kolumnowe macierzyA(1) znajduj¡
si¦ poza zbiorem C(Y) i w do±¢ du»ej odlegªo±ci od wektorów macierzy oryginal-
nej A. W drugiej iteracji, kolumny macierzy Y (Z2) nale»¡ do C(A(1)). Ponadto,
wi¦kszo±¢ wektorów yt nale»y do C(A(1)), co sugeruje szybki proces zbie»no±ci,
ale niestety do niewªa±ciwego minimum funkcji celu.

Na rysunku 4.3 pokazano zregularyzowane aktualizacje faktorów estymowa-
nych z zaburzonych wektorów obserwacji ỹt = yt + nt, gdzie nt ∼ N (0, σ2NII).
Wariancja szumu σ2N dobrana jest w taki sposób, aby dla danych zaburzonych
wspóªczynnik SNR = 30 dB. W wyniku zaburze« modelu, promienie ekstremalne
sto»ka wielo±cianowego C(Y) nie pokrywaj¡ si¦ z promieniami ekstremalnymi
zbioru C(A). Pomimo to, aproksymacje A(n) dla n > 1 s¡ zbie»ne do macierzy
oryginalnej A.

Estymowane macierze A(n) s¡ równie» oceniane za pomoc¡ wspóªczyn-
nika SIR (ang. Signal-to-Interference Ratio) [89]. Dla analizowanych przy-
padków, które przedstawiono na rysunku 4.1�4.3, uzyskano kolejno: SIR =
47, 47; 11, 31; 32, 21 dB, po 30 krokach iteracji zewn¦trznych.
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4.10. Algorytmy quasi-Newtona

Metoda Newtona [23], wykorzystuj¡c przybli»enia gªadkiej i nieliniowej funkcji
celu Ψ(A,xt) funkcj¡ kwadratow¡ ψ(A,xt), generuje takie sekwencje iteracyjne

{x(k)
t } wedªug schematu aktualizacji w (4.167), które zbie»ne s¡ do punktu x∗

t

b¦d¡cego rozwi¡zaniem ukªadu równa« ∇xtΨ(A,x∗
t ) = 0. Niech b¦dzie dane

rozwini¦cie funkcji Ψ(A,xt) w szereg Taylora wzgl¦dem punktu x
(k)
t :

Ψ(A,x
(k)
t + p

(k)
t ) = Ψ(A,x

(k)
t ) + (∇xtΨ(A,x

(k)
t ))Tp

(k)
t +

1

2
(p

(k)
t )TH(x

(k)
t )p

(k)
t

+ O(||p(k)
t ||32), (4.211)

gdzie H(x
(k)
t ) = ∇2

xt
Ψ(A,x

(k)
t ) ∈ RJ×J jest macierz¡ drugich pochodnych

lub tzw. macierz¡ hesjanu. Zakªadaj¡c przybli»enia szeregiem stopnia drugiego,
z (4.211) oraz z warunku stacjonarno±ci: ∇p(k)

t
Ψ(A,x

(k)
t + p

(k)
t ) = 0, otrzymu-

jemy: 0 = ∇xtΨ(A,x
(k)
t ) + H(x

(k)
t )p

(k)
t , z czego wynika kierunek poszukiwa«

Newtona:

p
(k)
t = −H−1(x

(k)
t )∇xtΨ(A,x

(k)
t ). (4.212)

Porównuj¡c (4.212) z (4.170), uzyskuje si¦: B(k)
t = H−1(x

(k)
t ). Macierz H(x

(k)
t )

jest macierz¡ symetryczn¡. Je±li macierz ta jest równie» dodatnio okre±lona, to
wektor p(t)

t w (4.212) jest newtonowskim kierunkiem poprawy.

Twierdzenie 4.3. Je±li Ψ(A,xt) jest funkcj¡ co najmniej dwukrotnie ró»niczko-

waln¡, a w punkcie x∗
t : ∇xtΨ(A,x∗

t ) = 0, hesjan H(x∗
t ) jest dodatnio okre±lony,

ci¡gªy w sensie Lipschitza w s¡siedztwie tego punktu i gdy punkt x
(0)
t jest wystarcza-

j¡co blisko wzgl¦dem punktu x∗
t , wówczas sekwencje iteracyjne {x

(k)
t } generowane

metod¡ Newtona zbie»ne s¡ do punktu x∗
t z kwadratowym wspóªczynnikiem zbie»-

no±ci.

Dowód twierdzenia 4.3 podano w pracy [329].
Gdy Ψ(A,xt) wyra»ona jest przez funkcje odlegªo±ci euklidesowej w (2.4),

wówczas ∇xtΨ(A,x
(k)
t ) = 2AT (Ax

(k)
t − yt) i ∀t : H(x

(k)
t ) = 2ATA. Je-

±li H(x
(k)
t ) jest macierz¡ dodatnio okre±lon¡, to z (4.167) i (4.212) wynika:

x∗
t = (ATA)−1ATyt. Rozwi¡zanie w sensie najmniejszych kwadratów uzyski-

wane jest ju» po wykonaniu pojedynczej iteracji. Wniosek ten jest oczywisty, po-
niewa» funkcja (2.4) jest kwadratowa, a macierz A jest peªnego rz¦du. Tak wi¦c,
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dla minimalizacji naprzemiennej funkcji odlegªo±ci euklidesowej, metoda Newtona
prowadzi do algorytmu ALS (rozdz. 4.5.1).

Metoda Newtona, pomimo tak du»ej szybko±ci zbie»no±ci, rzadko bywa sto-
sowana bezpo±rednio do rozwi¡zywania zada« nieujemnej faktoryzacji macierzy
i tensorów. W wyniku naprzemiennej minimalizacji funkcji celu, macierz hesjanu
zarówno dla aktualizacji faktora X, jak i faktora A mo»e nie by¢ dodatnio okre-
±lona. Ponadto, je±li przybli»enie pocz¡tkowe x

(0)
t jest dalekie od punktu x∗

t , to
macierz hesjanu w kolejnych iteracjach mo»e by¢ bardzo ¹le uwarunkowana, co
równie» prowadzi do niestabilno±ci procesu aktualizacji. W rezultacie, nawet dla
funkcji odlegªo±ci euklidesowej, naprzemienne iteracje Newtona mog¡ prowadzi¢
do zwi¦kszania funkcji celu i w konsekwencji do powa»nych niestabilno±ci nume-
rycznych.

Aby minimalizowa¢ ryzyko wyst¡pienia problemów niestabilno±ci numerycz-
nej, konieczna jest mody�kacja metody Newtona, w której newtonowski charakter
kierunku poprawy jest w okre±lony sposób kontrolowany. W takim przypadku ma-
cierzB(k)

t aproksymuje w pewien sposób odwrotn¡ macierz hesjanu. Takie metody
nazwano w niniejszej pracy metodami quasi-Newtona4.

4.10.1. Regularyzacja hesjanu

Metody quasi-Newtona z regularyzacj¡ hesjanu zostaªy po raz pierwszy za-
stosowane do zada« nieujemnej faktoryzacji macierzy w pracy [495], a nast¦pnie
w wersji usprawnionej w [497]. W najprostszym podej±ciu dodatni¡ okre±lono±¢
hesjanu mo»na wymusza¢ przez wprowadzenie regularyzacji Tichonowa. W rezul-
tacie kierunek poprawy tak otrzymanej metody quasi-Newtona ma posta¢:

p
(k)
t = −

(
H(x

(k)
t ) + αXIJ

)−1
∇xtΨ(A,x

(k)
t ), (4.213)

gdzie αX ≥ 0 jest parametrem regularyzacji.

�atwo zauwa»y¢, »e je±li αX ≫ λmax

(
H(x

(k)
t )
)
, gdzie λmax(·) jest maksy-

maln¡ warto±ci¡ wªasn¡ macierzy, to p
(k)
t = −α−1

X ∇xtΨ(A,x
(k)
t ). W takim przy-

padku kierunek poprawy jest okre±lony przez iteracje Landwebera (rozdz. 4.7.1)
z bardzo maª¡ dªugo±ci¡ kroku poprawy: ηX = α−1

X . Z drugiej strony, je±li αX = 0,

4 Do metod quasi-Newtona zaliczono zarówno metody o zregularyzowanym hesjanie, jak
i metody, w których hesjan aproksymowany jest na podstawie historii gradientów. Nale»y jed-
nak wspomnie¢, »e w wybranych ¹ródªach literatury do metod quasi-Newtona zalicza si¦ tylko
metody tej drugiej grupy.
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kierunek poprawy w (4.213) jest czysto newtonowski. Tak wi¦c, parameter αX

okre±la charakter aktualizacji. Na pocz¡tku procesu aktualizacji faktorów powi-
nien przyjmowa¢ raczej du»e warto±ci, aby nie spowodowa¢ zaburze« stabilno±ci
numerycznej procesu aktualizacji. Je±li aktualizacje s¡ blisko punktu optymal-
nego, to zmniejszenie tego parametru prowadzi do znacznego zwi¦kszenia szyb-
ko±ci zbie»no±ci � zgodnie z twierdzeniem 4.3. Zmiana tego parametru w funkcji
iteracji zewn¦trznych mo»e odbywa¢ si¦ zgodnie z reguªami (4.146) lub (4.147).

Jak ju» wspomniano, metoda Newtona umo»liwia uzyskanie ogromnej szyb-
ko±ci zbie»no±ci, je±li funkcja celu speªnia okre±lone zaªo»enia (twierdzenie 4.3)
i proces aktualizacji faktorów jest odpowiednio kontrolowany. Metoda ta jest wi¦c
szczególnie przydatna, je±li zadanie faktoryzacji wymaga poszukiwa« gª¦bokich
minimów funkcji celu. Dotyczy to gªównie zada« faktoryzowalnych i o niewielkiej
mocy zaburze« modelu.

Stosuj¡c metod¦ quasi-Newtona ze zregularyzowanym hesjanem, funkcja celu
powinna, oprócz wªa±ciwo±ci wspomnianych w twierdzeniu 4.3, by¢ takiej po-
staci, aby jej macierz hesjanu mo»na byªo ªatwo wyznaczy¢ analitycznie. Dy-
wergencje statystyczne α i β, które omówiono w rozdziale 2, maj¡ wspomniane
wªa±ciwo±ci. Metody quasi-Newtona stosowane do minimalizacji tych dywergencji
w kontek±cie ±lepej separacji nieujemnych ¹ródeª szczegóªowo omówiono w litera-
turze [89, 495, 497]. W dalszym ci¡gu krótko scharakteryzowano wybrane zagad-
nienia tej tematyki.

Dywergencja α dla modelu NMF wyra»ona jest zale»no±ci¡ (4.82). Niech g
(k)
t =

∇xtΨ(A,x
(k)
t ) ∈ RJ b¦dzie gradientem tej funkcji wzgl¦dem xt, zatem:

g
(k)
t =

 α−1AT
[
1−

(
yt ⊘ q

(k)
t

)α]
dla α ̸= 0,

AT ln
(
q
(k)
t ⊘ yt

)
dla α = 0,

(4.214)

gdzie q
(k)
t = Ax

(k)
t oraz symbol ⊘ oznacza dzielenie elementów wektora. Macierz

hesjanu ma posta¢:

H
(k)
t = AT diag

(
h
(k)
t

)
A ∈ RJ×J , (4.215)

gdzie:

h
(k)
t =

yα
t

α
(
q
(k)
t

)α+1 ∈ RJ dla α ̸= 0, h
(k)
t =

1

q
(k)
t

∈ RJ dla α = 0. (4.216)
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Dywergencja β ma posta¢ (4.88). Gradient tej funkcji wzgl¦dem xt mo»na
zapisa¢ nast¦puj¡co:

g
(k)
t = ∇xtΨ(A,x

(k)
t ) = AT

[(
q
(k)
t − yt

)
~ (q

(k)
t )β−1

]
∈ RJ , (4.217)

gdzie ~ oznacza iloczyn Hadamarda. Macierz hesjanu ma równie» podobn¡ struk-
tur¦ jak w (4.215), gdzie

h
(k)
t = (βq

(k)
t − (β − 1)yt)~ (q

(k)
t )β−2 ∈ RJ . (4.218)

Poniewa» dla obu dywergencji macierz H(x
(k)
t ) zale»y zarówno od indeksu t,

jak i kroku iteracyjnego k, koszt obliczeniowy tej metody w podej±ciu aktualiza-
cji sekwencyjnej jest znacz¡cy, zwªaszcza je±li macierz Y ma wiele kolumn (dla
aktualizacji faktora X). W literaturze [89, 495, 497] metod¦ t¦ zastosowano do
jednoczesnej aktualizacji wszystkich kolumn macierzy X. Przyj¦to wi¦c nast¦pu-
j¡c¡ reguª¦ aktualizacji faktora X:

X(k+1) = mtx

([
vec(X(k)) + p(k)

]
+
, J, T

)
, (4.219)

gdzie mtx(x, J, T ) ∈ RJ×T tworzy macierz z wektora x ∈ RJT , vec(·) za± jest
funkcj¡ wektoryzacji. Wektor kierunku poprawy p(k) wyznaczono z ukªadu rów-
na«:

(H(k) + αXIJT )p
(k) = −vec(G(k)), (4.220)

gdzie H(k) = ∇2
XΨ(A,X(k)) = diag

(
[H

(k)
t ]t=1,...,T

)
∈ RJT×JT oraz G(k) =

[g
(k)
1 , . . . , g

(k)
T ] ∈ RJ×T . W takim podej±ciu macierz hesjanu H(k), pomimo

du»ych rozmiarów, jest rzadka i o blokowo-diagonalnej strukturze. Do rozwi¡za-
nia ukªadu równa« o takich wªa±ciwo±ciach skuteczna wydaje si¦ zredukowana
faktoryzacja QR (ang. Q-less QR) dla macierzy rzadkich [495, 497]. W rezultacie,
ukªad równa« w (4.220) sprowadza si¦ do postaci:

R(k)p(k) = −w(k), (4.221)

gdzie (H(k) + αXIJT ) = Q(k)R(k). Tego rodzaju faktoryzacja QR, zwy-
kle realizowana przez obroty Givensa, zwraca bezpo±rednio wektor w(k) =
(Q(k))Tvec(G(k)), zamiast macierzy Q(k), co znacznie zmniejsza zapotrzebowa-
nie na zasoby pami¦ci. Ukªad równa« w (4.221) mo»e by¢ ªatwo rozwi¡zany przez
podstawienie wsteczne, poniewa» R(k) jest górn¡ macierz¡ trójk¡tn¡.



178 Rozdziaª 4

Ukªad równa« (4.220) mo»na te» rozwi¡za¢ metod¡ gradientów sprz¦»onych,
poniewa» macierz H(k) + αXIJT jest symetryczna i dodatnio okre±lona. Je±li
dodatkowo zastosuje si¦ odpowiednio dobrane uwarunkowanie wst¦pne, przy-
spieszenie procesu zbie»no±ci mo»e by¢ znacz¡ce. Takie podej±cie zastosowano
w pracy [180] do usprawnienia oblicze« algorytmem FOCUSS.

W metodach regularyzacji hesjanu, przedstawionych w literaturze [89, 495,
497], wymuszanie nieujemno±ci odbywa si¦ przez zastosowanie rzutowania we-
dªug reguªy (4.137). Takie podej±cie nie gwarantuje zbie»no±ci do punktu opty-
malnego wedªug warunków KKT. Dlatego te» metod¦ t¦ nale»y stosowa¢ ª¡cz-
nie z kryterium zatrzymania, podanym w (4.42). Usprawnione wersje metody
quasi-Newtona, które gwarantuj¡ zbie»no±¢ do punktów stacjonarnych wedªug
warunków KKT, mo»na odnale¹¢ w pracach [220, 221] w kontek±cie zastosowa«
do modelu NMF.

4.10.2. Algorytm obszaru zaufania

Algorytm obszaru zaufania (ang. trust region) zastosowano do metody NMF
w pracy [492], w kontek±cie ±lepej separacji sygnaªów nieujemnych. Algorytm
ten minimalizuje funkcj¦ celu Ψ(A,xt) przez iteracyjne poszukiwanie takich kie-

runków poprawy {p(k)
t }, które prowadz¡ do minimalizacji funkcji kwadratowych{

ψk(A, (x
(k)
t + p

(k)
t ))

}
, aproksymuj¡cych funkcj¦ celu w zadanych obszarach za-

ufania, otaczaj¡cych punkty aktualizacji {x(k)
t }. Zakªada si¦, »e w k-tym kroku

iteracyjnym obszar ten wyznaczany jest przez kul¦ B o ±rodku w punkcie x
(k)
t

i promieniu∆
(k)
t , adaptacyjnie dobieranym w procesie aktualizacji. Wynika z tego,

»e w k-tym kroku iteracyjnym, funkcja celu Ψ(A,xt) aproksymowana jest nast¦-
puj¡cym modelem kwadratowym:

ψk(A,d
(k)
t ) = Ψ(A,x

(k)
t ) + (g

(k)
t )Td

(k)
t +

1

2
(d

(k)
t )TH

(k)
t d

(k)
t , (4.222)

gdzie d
(k)
t = xt − x

(k)
t jest kierunkiem poszukiwa«, który speªnia warunek

||d(k)
t ||2 ≤ ∆

(k)
t , g(k)t = ∇xtΨ(A,x

(k)
t ) ∈ RJ oraz H(k)

t = ∇2
xt

Ψ(A,x
(k)
t ) ∈ RJ×J

s¡ odpowiednio gradientem i hesjanem funkcji Ψ(A,xt) w punkcie x
(k)
t . Kula

B = {x : ||x − x
(k)
t ||2 ≤ ∆

(k)
t } nazywana jest obszarem zaufania. Promie« ∆

(k)
t

wyznacza wielko±¢ obszaru zaufania, otaczaj¡cego punkt x
(k)
t , w którym model

kwadratowy (4.222) powinien wiernie aproksymowa¢ funkcj¦ Ψ(A,xt).
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Kierunek poprawy p
(k)
t , nazywany równie» kierunkiem próbnym, wyznacza si¦

z nast¦puj¡cego zadania minimalizacji funkcji ψk(A,d
(k)
t ):

p
(k)
t = argmin

d(k)
t

ψk(A,d
(k)
t ) p.o. ||d(k)

t ||2 ≤ ∆
(k)
t . (4.223)

Nast¦pnie kierunek ten podlega ocenie na podstawie dopasowania modelu (4.222)

do funkcji Ψ(A,xt) w punkcie x
(k)
t + p

(k)
t . Jako±¢ dopasowania mierzona jest

wspóªczynnikiem zysku ρ
(k)
t . Wyra»a on stosunek rzeczywistej zmiany warto±ci

funkcji celu do prognozowanej zmiany wedªug modelu kwadratowego, zatem:

ρ
(k)
t =

Ψ(A,x
(k)
t )−Ψ(A,x

(k)
t + p

(k)
t )

ψk(A,0)− ψk(A,p
(k)
t )

. (4.224)

Je±li ρ(k)t < 0, to kierunek p
(k)
t powoduje wzrost warto±ci funkcji celu Ψ(A,x

(k)
t

+ p
(k)
t ) i dlatego musi zosta¢ odrzucony, a promie« ∆

(k)
t zmniejszony. Gdy

ρ
(k)
t = 1, dopasowanie jest doskonaªe, a zatem obszar zaufania powinien by¢
powi¦kszony, aby przyspieszy¢ proces zbie»no±ci. Rozszerzenie obszaru zaufania
realizowane jest wedªug zasady: ∆(k+1)

t = min(2∆
(k)
t , ∆̄), gdzie ∆̄ jest maksymal-

nym dopuszczalnym promieniem obszaru. Je±li ρ(k)t ∈ [0, 25; 0, 75], to w nast¦p-

nym kroku iteracyjnym promie« ∆
(k)
t pozostaje bez zmian.

Zadanie minimalizacji funkcji (4.223) mo»e by¢ rozwi¡zane za pomoc¡
wielu metod, np. wyznaczenia punktu Cauchy'ego, metody dogleg, dwuwy-
miarowej minimalizacji w podprzestrzeni lub algorytmu CG-Steihauga [329].
W pracy [492] wybrano metod¦ punktu Cauchy'ego ze wzgl¦du na symetryczn¡
i blokowo-diagonaln¡ struktur¦ macierzy hesjanu dla dywergencji α i β. Me-
toda ta wyznacza kierunek poprawy, wykorzystuj¡c skalowany kierunek gradien-
towy o najszybszym spadku warto±ci funkcji celu. Prowadzi to do zale»no±ci:
p
(k)
t = τ

(k)
t p̂

(k)
t , gdzie wektor p̂(k)

t jest wyznaczany z nast¦puj¡cego zadania:

p̂
(k)
t = argmin

d(k)
t

{
Ψ(A,x

(k)
t ) + (g

(k)
t )Td

(k)
t

}
p.o. ||d(k)

t ||2 ≤ ∆
(k)
t , (4.225)

które wynika z liniowej aproksymacji zadania (4.223). �atwo zauwa»y¢, »e roz-
wi¡zanie zadania (4.225) mo»e by¢ przedstawione w postaci analitycznej:

p̂
(k)
t = − ∆

(k)
t

||g(k)
t ||2

g
(k)
t . (4.226)
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Wynika st¡d, »e metoda punktu Cauchy'ego charakteryzuje si¦ liniowym wspóª-
czynnikiem zbie»no±ci. Je±li jest speªniony warunek:

(p̂
(k)
t )Tg

(k)
t = −ξ(g(k)

t )Tg
(k)
t < 0,

gdzie ξ = ∆
(k)
t

||g(k)
t ||2

> 0, p̂(k)
t jest kierunkiem poprawy.

Skalar τ (k)t > 0 okre±la dªugo±¢ kroku wzdªu» kierunku p̂
(k)
t , zatem:

τ
(k)
t = argmin

τ>0
ψk(A, τ p̂

(k)
t ) p.o. ||τ p̂(k)

t ||2 ≤ ∆
(k)
t . (4.227)

Dla zadania (4.227) model (4.222) jest postaci:

ψk(A, τ p̂
(k)
t ) = Ψ(A,x

(k)
t ) + τ(g

(k)
t )T p̂

(k)
t +

τ2

2
(p̂

(k)
t )TH

(k)
t p̂

(k)
t . (4.228)

Je±li (g
(k)
t )TH

(k)
t g

(k)
t ≤ 0, funkcja ψk(A, τ p̂

(k)
t ) jest monotonicznie malej¡ca

wzgl¦dem zmiennej τ dla g
(k)
t ̸= 0. W tym przypadku dªugo±¢ kroku dobiera si¦

w taki sposób, aby punkt x(k+1)
t znajdowaª si¦ na granicy obszaru zaufania, czyli

τ
(k)
t = 1. W przeciwnym razie, gdy (g

(k)
t )TH

(k)
t g

(k)
t > 0, funkcja ψk(A, τ p̂

(k)
t )

jest kwadratowa i skalar τ (k)t dobierany jest wedªug reguªy najszybszego spadku,

speªniaj¡c warunek: ∂
∂τψk(A, τ p̂

(k)
t ) , 0, zatem:

τ̂
(k)
t = − (g

(k)
t )T p̂

(k)
t

(p̂
(k)
t )TH

(k)
t p̂

(k)
t

=
||g(k)

t ||32
∆

(k)
t

(
g
(k)
t

)T
H

(k)
t g

(k)
t

. (4.229)

Je±li jednak krok ten powoduje, »e punkt x(k+1)
t wychodzi poza obszar zaufania,

to przyjmuje si¦: τ (k)t = 1. Ogólnie, dªugo±¢ kroku τ (k)t mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

τ
(k)
t =

{
1, je»eli (g

(k)
t )TH

(k)
t g

(k)
t ≤ 0,

min
(
1, τ̂

(k)
t

)
, w przeciwnym przypadku.

(4.230)

Uwzgl¦dniaj¡c symetryczn¡ i blokowo-diagonaln¡ struktur¦ macierzy hesjanu
H(k), wyra»enie (g

(k)
t )TH

(k)
t g

(k)
t w (4.229) i (4.230) mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

(g
(k)
t )TH

(k)
t g

(k)
t = (g

(k)
t )TAT diag(h

(k)
t )Ag

(k)
t = 1TJ

(
h
(k)
t ⊙ (Ag

(k)
t )2

)
,
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=
[
1TJ

(
Ȟ(k) ⊙ (AG(k))2

)]
t
, (4.231)

gdzie Ȟ(k) =
[
h
(k)
1 , . . . ,h

(k)
T

]
∈ RJ×T , G(k) =

[
g
(k)
1 , . . . , g

(k)
T

]
∈ RJ×T oraz

1J = [1, . . . , 1]T ∈ RJ . Operacja pot¦gowania wykonywana jest oddzielnie dla
ka»dego elementu macierzy.

Korzystaj¡c z zale»no±ci (4.231), dªugo±¢ kroku w (4.229) mo»na wyrazi¢ na-
st¦puj¡co:

τ̂
(k)
t =

[
1TJ (G

(k))3
]
t

∆
(k)
t

[
1TJ

(
Ȟ(k) ⊙ (AG(k))2

)]
t

. (4.232)

Wyra»enie (4.226) mo»e by¢ wi¦c uproszczone do postaci:

X̂(k) = −1J

(
∆(k)

1TJ (G
(k))2

)
⊙G(k), (4.233)

dla ∆(k) = [∆
(k)
1 , . . . ,∆

(k)
T ] ∈ R1×T , a punkt Cauchy'ego mo»na wyrazi¢ zale»no-

±ci¡:

X̃(k) = 1Jτ
(k) ⊙ X̂(k), (4.234)

gdzie τ (k) = [τ
(k)
1 , . . . , τ

(k)
T ] ∈ R1×T wynika z zale»no±ci (4.230) i (4.232).

Stosuj¡c uproszczenia przedstawione w (4.231), obliczanie punktu Cauchy'ego
wymaga znacznie mniejszego kosztu obliczeniowego ni» w przypadku wykorzysta-
nia peªnej macierzy hesjanu H = ∇2

XD(Y ||AX) ∈ RJT×JT . Ponadto wyra»enia

(g
(k)
t )TH

(k)
t g

(k)
t mog¡ by¢ obliczane bez konieczno±ci stosowania oblicze« sekwen-

cyjnych wzgl¦dem indeksu t.
Finalny algorytm obszaru zaufania dla aktualizacji macierzy X zapisano za

pomoc¡ algorytmu 16 (iteracje TR).
Rozwi¡zuj¡c zadania (4.1) i (4.2) algorytmem TR oraz bazuj¡c na algoryt-

mie 2, otrzymuje si¦ algorytm TR-NMF (algorytm 17). W ka»dym kroku iteracji
naprzemiennych, aktualizacja zarówno faktora A, jak i X wymaga wykonania
kilku kroków iteracji wewn¦trznych (liczba kTR w algorytmie 16). Aby wykona¢

iteracje wewn¦trzne, nale»y okre±li¢ pocz¡tkowe promienie obszarów zaufania∆(0)
A

i ∆(0)
X . W algorytmie 17 promienie te zmieniane s¡ podczas iteracji zewn¦trznych,

tzn. ostatnia aktualizacja w n-tym kroku iteracyjnym algorytmu 17 jest przybli-
»eniem pocz¡tkowym dla kroku (n+ 1). Zaczynaj¡c proces iteracji zewn¦trznych
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Algorytm 16. Iteracje TR

Wej±cie: Y ∈ RI×T
+ , A ∈ RI×J

+ , X(0) ∈ RJ×T
+ � przybli»enie pocz¡tkowe,

kTR � liczba iteracji, ∆(0) ∈ RT � pocz¡tkowy promie« obszaru
zaufania,

Wyj±cie: X ∈ RJ×T
+ � estymowany faktor

1 for k = 0, 1, . . . , kTR do

2 Wyznacz punkty Cauchy'ego X̃(k) = [x̃
(k)
1 , . . . , x̃

(k)
T ] za pomoc¡ (4.234);

3 Wyznacz wspóªczynniki zysku ρ(k)t wedªug (4.224);

4 if ρ
(k)
t > 3

4 oraz ||x̃(k)
t ||2 = ∆

(k)
t then

5 ∆
(k+1)
t = min(2∆

(k)
t , ∆̄) ; // Rozszerzenie obszaru zaufania

6 X(k+1) =
[
X(k) + X̃(k)

]
+
;

7 else if 3
4 ≥ ρ

(k)
t ≥ 1

4 then

8 ∆
(k+1)
t = ∆

(k)
t ;

9 X(k+1) =
[
X(k) + X̃(k)

]
+
;

10 else

11 ∆
(k+1)
t = 1

4 ||x̃
(k)
t ||2 ; // Redukcja obszaru zaufania

12 X(k+1) = X(k);

od bardzo maªych warto±ci ∆(0)
A ≥ 0 i ∆(0)

X ≥ 0, pocz¡tkowe dªugo±ci kierunków
poprawy s¡ bardzo krótkie (kula B o bardzo maªym promieniu). Nast¦pnie, pro-
mie« obszaru zaufania zwi¦ksza si¦, gdy zmniejsza si¦ warto±¢ funkcji celu. Jest to
analogiczna sytuacja do aktualizacji quasi-newtonowskich, w których pocz¡tkowa
warto±¢ parametru regularyzacji hesjanu osi¡ga bardzo du»e warto±ci, prowadz¡c
do aktualizacji gradientowej o bardzo maªej dªugo±ci kroku. Jednak w tym przy-
padku dªugo±¢ kroku zmieniana jest adaptacyjnie, w zale»no±ci od funkcji celu
i faktoryzowanych danych.

Aktualizacje w algorytmie 16 mog¡ by¢ przerywane za pomoc¡ dowolnego
kryterium stopu (rozdz. 4.3). Najcz¦±ciej jednak parametr kTR ma staª¡ warto±¢,
np. kTR = 5.

4.10.3. Tªumione iteracje Newtona

Algorytm tªumionych iteracji Newtona (ang. Damped Newton Iterations) zo-
staª zaproponowany w pracy [511] i jest przeznaczony do separacji sygnaªów nie-



Algorytmy 183

Algorytm 17. TR-NMF

Wej±cie: Y ∈ RI×T
+ , J � rz¡d faktoryzacji, ∆ � pocz¡tkowy promie«

obszaru zaufania, ∆̄ � maksymalny promie« obszaru zaufania
Wyj±cie: Estymowane faktory: A ∈ RI×J

+ oraz X ∈ RJ×T
+

1 Inicjalizacja: A(0) oraz X(0), n = 0, ∆(0)
X = ∆1TT , ∆

(0)
A = ∆1TI ;

2 repeat

3

[
X(n+1),∆

(n+1)
X

]
= AlgorytmTR(Y ,A(n),X(n),∆

(n)
X , ∆̄);

4 d̄
(n+1)
j =

∑T
t=1 x

(n+1)
jt ,

X(n+1) ← diag

{(
d̄
(n+1)
j

)−1
}
X(n+1), A(n) ← A(n)diag

{
d̄
(n+1)
j

}
;

5

[
Ā(n+1),∆

(n+1)
A

]
= AlgorytmTR(Y T , (X(n+1))T , (A(n))T ,∆

(n)
A , ∆̄);

6 A(n+1) = (Ā(n+1))T , ¯̄d
(n+1)
j =

∑I
i=1 a

(n+1)
ij ;

7 X(n+1) ← diag
{
¯̄d
(n+1)
j

}
X(n+1), A(n+1) ← A(n+1)diag

{(
¯̄d
(n+1)
j

)−1
}
;

8 n← n+ 1;
9 until Kryterium zatrzymania jest speªnione;

ujemnych, je±li T ≫ I oraz gdy liczba I nie jest du»o wi¦ksza od rz¦du fakto-
ryzacji J (nadmiarowo±¢ zadania faktoryzacji nie jest zbyt du»a). Algorytm ten
minimalizuje zregularyzowan¡ funkcj¦ odlegªo±ci euklidesowej. Zadanie estyma-
cji faktora A zrealizowano za pomoc¡ zmody�kowanego zadania programowania
kwadratowego. Dla estymacji faktora X zastosowano zmody�kowan¡ wersj¦ me-
tody Newtona. Parameter regularyzacji dobierany jest adaptacyjnie na podstawie
informacji o zachowaniu funkcji celu.

Niech Ψ(A,X) = 1
2D(Y ||AX) + αA

2 ||A||
2
F , gdzie αA ≥ 0 oraz D(Y ||AX)

jest funkcj¡ odlegªo±ci euklidesowej (2.4). Po przeksztaªceniach uzyskuje si¦:

Ψ(A,X) =
1

2
||Y −AX||2F +

αA

2
||A||2F

=
1

2
tr(Y Y T )− tr(Y XTAT ) +

1

2
tr(ATXXTA) +

αA

2
||A||2F

=
1

2

(
vec(AT )

)T (
II ⊗XXT + αAIIJ

)
vec(AT )

−
(
vec(XY T )

)T
vec(AT ) + const. (4.235)
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Funkcj¦ Ψ(A,X) mo»na te» przedstawi¢ w postaci:

Ψ(A,X) =
1

2
tr(XTATAX)− tr

(
(ATY )TX

)
+

1

2
tr(Y TY ) +

αA

2
tr(ATA)

=
1

2
vec(X)T (IT ⊗ATA)vec(X)−

(
vec(ATY )

)T
vec(X)

+ const. (4.236)

Niech QA = II ⊗ XXT + αAIIJ ∈ RIJ×IJ , QX = IT ⊗ ATA ∈ RJT×JT ,
cA = −vec(XY T ) ∈ RIJ , cX = −vec(ATY ) ∈ RJT , ā = vec(AT ) ∈ RIJ oraz
x̄ = vec(X) ∈ RJT . Zadanie wyznaczenia faktorów A i X mo»na wi¦c sprowadzi¢
do zada« programowania kwadratowego z ograniczeniami nieujemno±ci:

min
ā

1

2
āTQAā+ cTAā, p.o. ā ≥ 0, (4.237)

min
x̄

1

2
x̄TQX x̄+ cTX x̄, p.o. x̄ ≥ 0. (4.238)

Poniewa» funkcja celu Ψ(A,X) jest kwadratowa, wi¦c macierze QA i QX s¡
równie» macierzami hesjanu tej funkcji, odpowiednio w punktach A i X.

Do rozwi¡zania zada« (4.237) i (4.238) mo»na zastosowa¢ ró»ne metody, np.
takie jak metod¦ zbiorów aktywnych (rozdz. 4.9) lub metod¦ punktów wewn¦trz-
nych (rozdz. 4.8) [329]. Poniewa» macierze QA i QX maj¡ ogólnie du»e rozmiary,
w pracy [511] przyj¦to pewne uproszczenia:

Je±li ∀i, j : aij > 0, z warunku stacjonarno±ci: ∂
∂aij

Ψ(A,X) = QAā+ cA = 0

wynika: ā = −Q−1
A cA. Uwzgl¦dniaj¡c jednak mo»liw¡ rzadko±¢ macierzy A, roz-

wi¡zanie zadania (4.237) powinno speªnia¢ warunki KKT. Niech ā = [ās] dla
s = 1, . . . , IJ oraz P = {s : ās > 0} jest zbiorem elementów pasywnych. Wektor

ā(R) = [āP ] ∈ R|P|
+ zawiera tylko dodatnie elementy z wektora ā. Po zaªo»eniu, »e

znany jest pro�l rzadko±ci wektora ā, czyli zbiór P, wektor ā(R) mo»na wyznaczy¢
za pomoc¡ zredukowanego ukªadu równa«:

Q
(R)
A ā(R) = −c(R)

A , p.o. ā(R) > 0, (4.239)

gdzie Q
(R)
A = DAQADA −DA + IIJ oraz c

(R)
A = DAcA.

Macierz skaluj¡ca DA ma posta¢:

DA = diag
(
vec(ZT

A)
)
, (4.240)

gdzie ZA � macierz binarna, zawieraj¡ca informacje o rozkªadzie elementów pa-
sywnych w macierzy A.
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Zde�niowano j¡ w nast¦puj¡cy sposób:

ZA = [z
(A)
ij ], z

(A)
ij =

{
1, je»eli aij > ϵA,

0, je»eli |aij | ≤ ϵA oraz ∂
∂aij

Ψ(A,X) > ϵG.
(4.241)

Je±li ϵA = ϵG = 0, to macierz ZA dotyczy rozwi¡zania speªniaj¡cego warunki
optymalno±ci KKT. Je»eli ∃i, j : aij = 0 i ∂

∂aij
D(Y ||AX) = 0, to rozwi¡zanie jest

zdegenerowane i ten przypadek wymaga odpowiedniej regularyzacji [329].
Zbiór elementów pasywnych P nie jest jednak znany �z góry� i powinien by¢

estymowany podczas procesu aktualizacji faktorów. W algorytmie GPCG [89, 497]
do estymacji tego zbioru zastosowano metod¦ rzutowania gradientu. Takie podej-
±cie jest bardzo skuteczne, ale wymaga znacznego kosztu obliczeniowego. W pracy
[511] przyj¦to podej±cie uproszczone. Zaªo»ono bowiem, »e na pocz¡tku procesu
aktualizacji wszystkie elementy przybli»enia pocz¡tkowego s¡ dodatnie. Nast¦p-
nie, je±li macierz A∗ zawiera elementy o zerowej warto±ci, to w procesie iteracyj-
nych aktualizacji i po zaªo»eniu ϵA > 0 i ϵG > 0 ze zbioru P stopniowo usuwane s¡
indeksy elementów aktywnych (o zerowej warto±ci). Je±li w k-tym kroku iteracyj-

nym, ∃i, j : |a(k)ij | ≤ ϵA oraz ∂
∂aij

Ψ(A(k),X) > ϵG, to z
(A)
ij = 0 i element a(k)ij nie

podlega dalszej aktualizacji wedªug (4.239). Ponadto, usuni¦cie takiego elementu
pozostaje bez wpªywu na efekt aktualizacji pozostaªych elementów macierzy A,
natomiast jest istotne ze wzgl¦du na szybko±¢ zbie»no±ci. Je±li liczba elementów
zerowych w macierzy A∗ jest znacz¡ca, przyspieszenie oblicze« jest poka¹ne, po-
niewa» macierz Q

(R)
A w (4.239) staje si¦ macierz¡ rzadsz¡. Parametry ϵA i ϵG

zwykle ustawiane s¡ na staªe warto±ci progowe, np. ϵA = 10−4 i ϵG = 10−8, ale
mog¡ te» by¢ zmniejszane z iteracjami zewn¦trznymi, wedªug podobnych zasad
jak parametry regularyzacji.

Macierz Q
(R)
A jest dodatnio okre±lona i o blokowo-diagonalnej strukturze. Do

rozwi¡zania ukªadu równa« (4.239) z macierz¡ Q
(R)
A o takich wªa±ciwo±ciach

mo»na zastosowa¢ metod¦ gradientów sprz¦»onych [185]. Aby jednak aktualizo-
wane rozwi¡zanie byªo nieujemne, do generowanych sekwencji iteracyjnych {ā(k)}
zastosowano rzutowanie (4.137). Tak otrzyman¡ metod¦ nazwano projekcyjn¡ me-
tod¡ gradientów sprz¦»onych.

Je±li T ≫ I, macierz QX ma bardzo du»e rozmiary, a zatem rozwi¡zanie
zadania (4.238) za pomoc¡ omówionej strategii obliczeniowej wymagaªoby zbyt
du»ych zasobów pami¦ci i du»ego kosztu obliczeniowego. Poniewa» macierz QX

ma struktur¦ blokowo-diagonaln¡ o identycznych blokach, zadanie (4.238) mo»e
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by¢ realizowane, stosuj¡c pewne mody�kacje metody Newtona. Przyj¦to bowiem
nast¦puj¡c¡ reguª¦ aktualizacji:

X ← [X + PX ~ZX ]+ , (4.242)

gdzie PX = −(ATA)−1AT (AX − Y ) ∈ RJ×T jest newtonowskim kierunkiem
poprawy. Macierz skaluj¡c¡ ZX zde�niowano podobnie jak dla macierzy A, a za-
tem:

ZX = [z
(X)
jt ], z

(X)
jt =

{
1, je»eli xjt > ϵX ,

0, je»eli |xjt| ≤ ϵX oraz ∂
∂xjt

Ψ(A,X) > ϵG.
(4.243)

gdzie ϵX ≥ 0 i ϵG ≥ 0 s¡ staªymi.
Je±li parameter αA ma pocz¡tkowo du»¡ warto±¢, tzn. gdy αA ≫ λmax(XXT ),

gdzie λmax(·) jest maksymaln¡ warto±ci¡ wªasn¡ macierzy, aktualizacje macie-
rzy A maj¡ charakter gradientowy o bardzo maªej dªugo±ci kroku wzdªu» kie-
runku poprawy. Utrzymanie takiej warto±ci parametru αA w procesie iteracji na-
przemiennych powoduje stagnacj¦ bª¦du residualnego na du»ym poziomie. Aby
zmniejszy¢ poziom bª¦du, konieczna jest równie» odpowiednia zmiana parametru
αA. Przyj¦to zatem nast¦puj¡c¡ procedur¦ zmian tego parametru: (a) pocz¡tkow¡
warto±¢ parametru αA nale»y ustawi¢ na do±¢ du»¡ warto±¢, np. αA = 104; (b)
estymacja bª¦du residualnego w n-tym kroku iteracji naprzemiennych: r(n) =
||Y − A(n)X(n)||F /||Y ||F ; (c) je»eli c(n) = r(n−1) − r(n) < τ dla n > n1, gdzie
τ > 0 jest warto±ci¡ progow¡ (np. τ = 10−6), to wyst¦puje stagnacja bª¦du
residualnego. Konieczne jest zatem zmniejszenie warto±ci parametru regularyza-
cji, np. wedªug reguªy: αA ← αA

2 , a nast¦pnie kontynuowanie procesu iteracji
naprzemiennych do napotkania nast¦pnego punktu stagnacji. Je»eli cl < 0 dla
∀l ∈ {n− 2, n− 1, n} oraz dla n > n2, proces aktualizacji faktorów nale»y zako«-
czy¢. Parameter n1 okre±la minimaln¡ liczb¦ iteracji zewn¦trznych, powy»ej której
mo»liwa jest zmiana parametru αA. Wprowadzenie parametru n1 wynika z za-
ªo»enia, »e w pierwszych krokach iteracji naprzemiennych aktualizacja faktorów
nie powinna mie¢ charakteru newtonowskiego. Przyspieszenie procesu zbie»no±ci
mo»liwe jest wi¦c po przekroczeniu danej liczby, np. n1 = 5. Z kolei, parameter n2
wyznacza minimaln¡ liczb¦ iteracji zewn¦trznych (zwykle n2 & 30). Zabezpiecza
on przez wcze±niejszym przerwaniem procesu aktualizacji faktorów z powodu sªa-
bej zmiany warto±ci bª¦du residualnego w trzech kolejnych krokach iteracyjnych.

Finaln¡ wersj¦ algorytmu tªumionych iteracji Newtona dla metody NMF
przedstawiono za pomoc¡ algorytmu 18 (algorytm DN).
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Algorytm 18. DN

Wej±cie: Y ∈ RI×T
+ , J � rz¡d faktoryzacji, λ � pocz¡tkowa warto±¢

parametru tªumienia, τ � próg stagnacji, n1 � inicjalizacja
tªumienia, n2 � minimalna liczba iteracji zewn¦trznych,
nmax � maksymalna liczba iteracji zewn¦trznych

Wyj±cie: Estymowane faktory: A oraz X
1 Inicjalizacja: A(0) oraz X(0); n = 0;
2 repeat

3 n← n+ 1 ;
4 begin Aktualizacja dla A

5 Q
(n)
A = II ⊗X(n−1)(X(n−1))T + λIIJ , c

(n)
A = −vec(X(n−1)Y T ) ;

6 Wyznacz Z
(n)
A wedªug (4.241) oraz D

(n)
A wedªug (4.240) ;

7 Q
(R)
A = D

(n)
A Q

(n)
A D

(n)
A −D

(n)
A + IIJ oraz c

(R)
A = D

(n)
A c

(n)
A ;

8 Wyznacz ā(R), rozwi¡zuj¡c ukªad równa« w (4.239) za pomoc¡
projekcyjnej metody gradientów sprz¦»onych ;

9 A(n) = (mtx(ā, J, I))T , gdzie ā =
[
ā(R);0

]
;

10 begin Aktualizacja dla X

11 P
(n)
X = ((A(n))TA(n))−1(A(n))T (A(n)X(n−1) − Y ) ;

12 Oblicz Z
(n)
X za pomoc¡ (4.243) ;

13 X(n) =
[
X(n−1) − P

(n)
X ⊙Z

(n)
X

]
+
;

14 Oblicz d(n)j = ||a(n)
j ||2, gdzie a

(n)
j jest j-t¡ kolumn¡ macierzy A(n) ;

15 A(n) ← A(n) diag{(d(n)j )−1} ;
16 X(n) ← diag{d(n)j }X

(n) ;

17 r(n) = ||Y −A(n)X(n)||F
||Y ||F

;

18 Dla n > 1, oblicz c(n) = r(n−1) − r(n) ;
19 if c(n) < τ oraz n > n1 then

20 λ← λ
2 ;

21 until n > nmax lub c(l) < 0 dla n > n2 oraz ∀l ∈ {n− 2, n− 1, n};

4.10.4. Algorytm punktów wewn¦trznych w obszarach zaufania

Algorytm punktów wewn¦trznych w obszarach zaufania (ang. IPTR �
Interior-Point Trust-Region) zostaª zaproponowany przez Rojas i Steihauga [382]
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do rozwi¡zywania liniowych zada« najmniejszych kwadratów z ograniczeniami
nieujemno±ci i regularyzacj¡ Tichonowa. W algorytmie tym zadanie tak sfor-
muªowane jest przeksztaªcane do zadania minimalizacji kwadratowej funkcji celu
z logarytmiczn¡ (wewn¦trzn¡) funkcj¡ kary, a nast¦pnie aproksymowane przez za-
danie programowania kwadratowego z kwadratowymi ograniczeniami. Tak otrzy-
mane zadanie rozwi¡zywane jest za pomoc¡ algorytmu LSTRS (ang. Large-Scale
Trust-Region Subproblem), który jest algorytmem obszaru zaufania, stosowanym
do rozwi¡zywania bardzo du»ych zada« programowania kwadratowego. Z kolei,
parameter kary jest zmniejszany wraz z iteracjami wewn¦trznymi, podobnie jak
parameter przesuni¦cia w algorytmie punktów wewn¦trznych (rozdz. 4.8).

Algorytm IPTR zostaª po raz pierwszy zastosowany do modelu NMF w pracy
[501], gdzie funkcj¦ kosztu wyra»ono przez zregularyzowan¡ funkcj¦ odlegªo±ci
euklidesowej. Nast¦pnie algorytm ten zostaª rozszerzony do dywergencji α i β
w pracy [211]. Dalej krótko scharakteryzowano algorytm zaproponowany w [501].

Uwzgl¦dniaj¡c koncepcj¦ algorytmu obszaru zaufania do aktualizacji macie-
rzy X, sformuªowano nast¦puj¡ce zadanie:

min
X

Ψ(A,X), p.o. ||X||F ≤ ∆, X ≥ 0, (4.244)

gdzie ∆ > 0 � promie« obszaru zaufania.
Niech Ψ(A,X) = 1

2D(Y ||AX), gdzie D(Y ||AX) jest funkcj¡ odlegªo±ci eu-
klidesowej w (2.4). Uwzgl¦dniaj¡c przeksztaªcenia (4.236), zadanie (4.244) mo»e
by¢ wyra»one w postaci zadania (4.18), przy ograniczeniach (4.19)�(4.21). Wynika
z tego, »e:

F (X) =
1

2
(vec(X))TQvec(X) + tr(CTX), (4.245)

gdzie Q = IT ⊗ATA ∈ RJT×JT
+ , C = −ATY ∈ RJ×T , a funkcje ogranicze« s¡

postaci:

ĉjt(X) = xjt, d̂jt = 0, j = 1, . . . , J, t = 1, . . . , T,

č(X) = ||X||F , ď = ∆,
c̄(X) = 0, d̄ = 0.

Posªuguj¡c si¦ zale»no±ci¡ (4.22), funkcja Lagrange'a przyjmuje posta¢:

L(X,Λ, θ) = F (X)− tr(ΛTX)− θ

2

(
||X||2F −∆2

)
, (4.246)

z nast¦puj¡cymi warunkami KKT:
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∇XF (X)− θX −Λ = 0, θ ≤ 0, λjt ≥ 0, Λ = [λjt], (4.247)

θ
(
||X||2F −∆2

)
= 0, tr(ΛTX) = 0. (4.248)

Po podstawieniu (4.245) do (4.247) macierz X mo»e by¢ wyznaczona z zale»no±ci:

(Q− θIJT )vec(X) = −vec(C −Λ). (4.249)

Pomijaj¡c macierz Λ, rozwi¡zanie ukªadu równa« (4.249) mo»e by¢ interpreto-
wane jako rozwi¡zanie liniowego zadania najmniejszych kwadratów z regularyza-
cj¡ Tichonowa. Macierz Λ zawiera mno»niki Lagrange'a, wymuszaj¡ce nieujemne
rozwi¡zanie, które nie jest rozwi¡zaniem w sensie kryterium najmniejszych kwa-
dratów. Macierz ta mo»e by¢ estymowana w procesie iteracyjnych aktualizacji, np.
stosuj¡c podobne podej±cie jak w algorytmie punktów wewn¦trznych (rozdz. 4.8).
Rojas i Steihaug [382] zaproponowali jednak inn¡ technik¦, a mianowicie, zamiast
estymowa¢ macierz mno»ników Lagrange'a estymuj¡ jedynie jeden parametr, za-
st¦puj¡c miar¦ odlegªo±ci dualnej tr(ΛTX) funkcj¡ kary wewn¦trznej. Takie po-
dej±cie wymusza rozwi¡zanie dodatnie, a ponadto zmniejsza zªe uwarunkowanie
macierzy hesjanu. Dlatego te», mo»e by¢ szczególnie przydatne do estymowania
faktorów g¦stych. Funkcj¦ kary wyra»ono za pomoc¡ funkcji logarytmicznej:

ϕ(X) = λ

J∑
j=1

T∑
t=1

lnxjt, (4.250)

gdzie λ ≥ 0. W rezultacie, funkcja celu w poª¡czeniu z funkcj¡ kary ma posta¢:

Ψ(A,X) =
1

2
||Y −AX||2F −

θ

2

(
||X||2F −∆2

)
− ϕ(X). (4.251)

Funkcja ϕ(X) wprowadza do zadania optymalizacji do±¢ siln¡ nieliniowo±¢.
Aby mo»na byªo zadanie minimalizacji wyrazi¢ za pomoc¡ zadania programowania
kwadratowego, funkcja Ψ(A,X) musi by¢ aproksymowana szeregiem Taylora do
stopnia drugiego wzgl¦dem punktu X, zatem:

Ψ (A,X +∆X) ∼= Ψ(A,X) + tr(GT∆X) +
1

2
vec(∆X)THvec(∆X), (4.252)

gdzie:

G = ∇XΨ(A,X) = AT (AX − Y )− θX − λ[x−1
jt ] ∈ RJ×T , (4.253)
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H = ∇2
XΨ(A,X) = IT ⊗ATA− θIJT

+ λdiag(vec([x−2
jt ])) ∈ RJT×JT . (4.254)

Zadanie minimalizacji funkcji celu w obszarze zaufania ma posta¢:

min
∆X

Ψ (A,X +∆X) , p.o. ||X +∆X||F ≤ ∆. (4.255)

Po wstawieniu funkcji (4.252) do zadania (4.255) oraz podstawieniuZ = X+∆X,
uzyskuje si¦ zadanie programowania kwadratowego:

min
Z

{
1

2
vec(Z)THvec(Z) + tr(CT

ZZ)

}
, p.o. ||Z||F ≤ ∆, (4.256)

gdzie

CZ = −2λ[x−1
jt ]−ATY , λ ≥ 0, θ ≤ 0. (4.257)

Zadanie to jest wi¦c równowa»ne prymalnemu zadaniu programowania kwadrato-
wego:

min
X

{
1

2
vec(X)T

(
IT ⊗ATA

)
vec(X)− tr(Y TAX)

}
,

p.o. xjt ≥ 0, ||X||F ≤ ∆ (4.258)

Macierz H jest dodatnio okre±lona, gdy A jest macierz¡ peªnego rz¦du. Nie-
mniej jednak, mo»liwe jest zªe uwarunkowanie macierzy hesjanu, zwªaszcza gdy
macierz A jest bardzo rzadka. Gdy ∃j, s : xjs → 0, λ < ∞ i |θ| < ∞, wówczas
hss → ∞, gdzie s = j + (t − 1)J , H = [hmn], m,n ∈ {1, . . . , JT}. Regularyza-
cja hesjanu przez du»¡ warto±¢ parametru |θ| mo»e by¢ wi¦c istotna, zwªaszcza
w pocz¡tkowych iteracjach tego algorytmu.

Do rozwi¡zania zadania (4.256) mo»na zastosowa¢ algorytmy programowa-
nia kwadratowego z ograniczeniami nierówno±ciowymi, zwªaszcza ograniczeniami
sferycznymi [329]. Problem ten mo»e by¢ te» aproksymowany przez punkt Cau-
chy'ego, stosowany w metodach obszarów zaufania (rozdz. 4.10.2). Mo»liwe jest
te» wyznaczenie macierzy Z dla problemu kwadratowego bez ogranicze« (pomi-
jaj¡c ograniczenia ||Z||F ≤ ∆), a nast¦pnie przeskalowanie macierzy Z, tak aby
speªnione byªo ograniczenie. To ostatnie podej±cie zastosowano w pracy [501].

Po wyznaczeniu macierzy Z, macierz X estymowana jest na podstawie reguªy
aktualizacji: X ←X+η(Z−X), gdzie η jest parametrem dªugo±ci kroku. Mo»na
go dobiera¢, stosuj¡c reguª¦ (4.169) dla zapewnienia nieujemnych aktualizacji.
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Iteracyjna aktualizacja macierzy X wymaga te» iteracyjnej aktualizacji para-
metru λ w macierzach (4.253) i (4.254). Niech Φ(Z) = 1

2vec(Z)THvec(Z) +
tr(CT

ZZ) b¦dzie funkcj¡ celu w zadaniu (4.256). Z warunku stacjonarno±ci:
∇ZΦ(Z∗) = 0 wynika:

Hz = −vec(CZ), (4.259)

gdzie z = vec(Z) ∈ RJT .
Po wstawieniu (4.254) i (4.257) do (4.259), po przeksztaªceniach otrzymuje

si¦:

−
(
IT ⊗ATA− θIJT

)
z + vec(ATY )

= 2λvec([x−1
jt ])− λdiag(vec([x

−2
jt ]))z. (4.260)

Z kolei, z zale»no±ci (4.249) uzyskuje si¦:

vec(Λ) = −
(
IT ⊗ATA− θIJT

)
vec(X) + vec(ATY ). (4.261)

Maj¡c na uwadze wyra»enie (4.261), lew¡ stron¦ równania w (4.260) mo»na zatem
aproksymowa¢ wektorem mno»ników Lagrange'a, st¡d:

vec(Λ̃) ∼= 2λvec([x−1
jt ])− λdiag(vec([x

−2
jt ]))z. (4.262)

Miar¦ odlegªo±ci dualnej tr(ΛTX) w (4.246) mo»na wi¦c wyrazi¢ nast¦puj¡-
cym estymatorem: tr(Λ̃TX) = vec(Λ̃)Tvec(X) ∼= λJT . Wynika st¡d, »e parame-
ter λ mo»e by¢ estymowany w k-tym kroku iteracyjnym wedªug reguªy aktualiza-
cji:

λ(k) =
ρ

JT
vec(Λ(k))Tvec(X(k)), (4.263)

gdzie ρ ∈ (0, 1).
W pracy [501] algorytm ten zostaª zastosowany do aktualizacji tylko macierzy

A. Macierz X aktualizowano za pomoc¡ projekcyjnego algorytmu najmniejszych
kwadratów (rozdz. 4.5.1). Takie podej±cie jest wskazane, je±li macierz X jest
znacznie wi¦ksza od macierzy A. Algorytm ten wykazuje si¦ du»¡ skuteczno±ci¡
w rozwi¡zywaniu zada« ±lepej separacji sygnaªów nieujemnych, ale niestety jest
algorytmem o du»ych wymaganiach zasobu pami¦ci i do±¢ wolnym. Jest to spowo-
dowane tym, »e w ka»dym kroku iteracji wewn¦trznych, algorytm ten rozwi¡zuje
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Algorytm 19. IPTR

Wej±cie: Y ∈ RI×T
+ � macierz danych, J � rz¡d faktoryzacji, θ ∈ R+ �

parameter regularyzacji, kmax � maksymalna liczba iteracji
wewn¦trznych, ρ, η, εA, εX � inne parametry,

Wyj±cie: Faktory: A ∈ RI×J
+ oraz X ∈ RJ×T

+ .
1 Inicjalizacja: A ∈ RI×J

+ ; n = 0;

2 Y ← diag
{
σ−1(y

i
)
}
Y , gdzie σ(y

i
) jest odchyleniem standardowym i-tego

wiersza macierzy Y ; // Skalowanie wierszy macierzy Y do

jednostkowej wariancji

3 repeat

4 n← n+ 1;
5 X ← max{εX , (ATA)−1ATY };
6 H = II ⊗XXT + θIIJ , c̄ = vec

(
XY T

)
;

7 λ = − ρ
IJ 1

T
I (Y − 1I1

T
JX)XT1J , a = 1IJ , k = 0;

8 repeat

9 k ← k + 1;
10 I = {t : at ≥ εA}, gdzie a = [at] ; // Zbiór pasywny

11 A = {t : at < εA}, ; // Zbiór aktywny

12 H̄ ←HI,I − λdiag
{
a−2
I
}
;

13 cZ ← 2λa−1
I − c̄I ;

14 [R,w]← lqr(H̄, cZ); // Zredukowana faktoryzacja QR

15 z̃ = R\w;

16 h̃ = z̃ − aI ;

17 aI ← aI +min
{
1, τ min(aI ⊘ h̃)

}
h̃;

18 aA = 0;

19 λ←
(
ρλ
IJ

) (
2|I| − 1T (z̃ ⊘ aI)

)
;

20 until |λ| < ρη
IJ ||aI ||2 lub k > kmax;

21 A← mtx(a, I, J)T ;
22 aij ← aij∑I

q=1 aqj
; // Normalizacja do jednostkowej normy l1

23 until Kryterium zatrzymania jest speªnione;

zadanie programowania kwadratowego z macierz¡ Q ∈ RJT×JT . Liczba
iteracji wewn¦trznych nie jest jednak du»a i dla typowych zada« zwykle nie
przekracza pi¦ciu iteracji.
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Je±li aktualizowany faktor jest rzadki, mo»liwe jest znaczne przyspieszenie pro-
cesu zbie»no±ci, przyjmuj¡c podobn¡ strategi¦ do aktualizacji faktora A (rozdz.
4.10.3) jak w algorytmie tªumionych iteracji Newtona. Wprowadzono zatem po-
j¦cie zbioru pasywnego, który zde�niowano w nast¦puj¡cy sposób: I = {t : at ≥
εA}, gdzie εA ≥ 0 jest parametrem progowym. Zbiór ten zawiera indeksy tych
zmiennych, które nale»y aktualizowa¢ w bie»¡cym kroku iteracyjnym. Macierz
HI,I zatem otrzymano z macierzy H przez usuni¦cie z niej tych wierszy i od-
powiednich kolumn, których indeksy nie s¡ zawarte w zbiorze I. Do estymacji
wektora z z ukªadu równa« (4.259) zastosowano zredukowan¡ faktoryzacj¦ QR,
podobnie jak dla rozwi¡zania zadania (4.220).

Algorytm NMF, w którym zastosowano algorytm punktów wewn¦trznych
w obszarach zaufania (algorytm IPTR) do aktualizacji macierzy A oraz projek-
cyjny algorytm najmniejszych kwadratów do aktualizacji macierzy X, wyra»ono
za pomoc¡ algorytmu 19. Eksperymentalnie stwierdzono, »e algorytm ten jest
do±¢ wra»liwy na skalowanie obserwowanych komponentów. Najlepszy rezultat
uzyskuje si¦, je±li komponenty te maj¡ jednakow¡ wariancj¦. Dlatego te» wiersze

macierzy Y przeskalowano nast¦puj¡co: Y ← diag
{
σ−1(y

i
)
}
Y , gdzie σ(y

i
) jest

odchyleniem standardowym i-tego wiersza macierzy Y . Po wykonaniu faktoryza-

cji, wiersze macierzyA nale»y przeskalowa¢ wedªug zasady:A← diag
{
σ(y

i
)
}
A.

4.10.5. Algorytm spektralnego rzutowania gradientu

Metoda spektralnego rzutowania gradientu (ang. SPG � Spectral Projected

Gradient) [28] ª¡czy w sobie standardow¡ metod¦ rzutowania gradientu [22, 23]
oraz niemonotoniczn¡ metod¦ Barzilai�Borweina (BB) [10, 375], sªu»¡c¡ do wy-
znaczania dªugo±ci kroku w gradientowych metodach kierunków poprawy. Jest
stosowana do minimalizacji wypukªej funkcji celu z przedziaªowymi ogranicze-
niami obszaru rozwi¡za« dopuszczalnych. Mo»e by¢ ªatwo zastosowana do esty-
macji faktorów w modelu NMF. Zmody�kowan¡ wersj¦ metody SPG, wyst¦puj¡c¡
pod nazw¡ GPSR-BB (ang. Gradient Projection for Sparse Reconstruction-BB),
zaproponowano w pracy [131] do estymacji rzadkich rozwi¡za« dla podokre±lonych
zada« najmniejszych kwadratów. Tak¡ wersj¦ metody SPG zastosowano po raz
pierwszy do nieujemnej faktoryzacji macierzy [499], a nast¦pnie wykorzystano j¡
do jednoortogonalnej nieujemnej dekompozycji Tuckera [487]. Zregularyzowan¡
wersj¦ metody SPG zastosowano tak»e do nadzorowanej klasy�kacji obrazów
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ORL [512]. Inne zmody�kowane wersje metody BB analizowano w kontek±cie
zastosowania modelu NMF w pracach [171, 271, 434].

Metoda SPG bazuje na regule aktualizacji (4.167), w której kierunek poprawy

p
(k)
t aktualizacji wektora xt zde�niowany jest nast¦puj¡co:

p
(k)
t =

[
x
(k)
t − (α

(k)
t )−1∇xtΨ(A,x

(k)
t )
]
+
− x

(k)
t , (4.264)

dla parametru α
(k)
t > 0 dobranego w taki sposób, aby macierz α(k)

t IJ aprok-
symowaªa macierz hesjanu. Jest to wi¦c metoda quasi-Newtona, gdzie macierz
hesjanu w k-tej iteracji wewn¦trznej modelowana jest w nast¦puj¡cy sposób:
H

(k)
t = ∇2

xt
Ψ(A,x

(k)
t ) ∼= α

(k)
t IJ = H̃

(k)
t ∈ RJ×J . Równanie siecznej funk-

cji Ψ(A,xt) na odcinku (x
(k)
t ,x

(k+1)
t ) ma posta¢: H̃

(k+1)
t s

(k)
t = w

(k)
t , gdzie

w
(k)
t = ∇xtΨ(A,x

(k+1)
t ) − ∇xtΨ(A,x

(k)
t ) oraz s

(k)
t = x

(k+1)
t − x

(k)
t . Je±li

(s
(k)
t )Tw

(k)
t > 0, równanie to ma rozwi¡zanie. Z liniowego zadania najmniejszych

kwadratów: min
α
(k+1)
t

1
2 ||H̃

(k+1)
t s

(k)
t −w

(k)
t ||22 otrzymujemy:

α
(k+1)
t =

(w
(k)
t )Ts

(k)
t

(s
(k)
t )Ts

(k)
t

. (4.265)

W pracach [89, 499] metod¦ GPSR-BB przystosowano do równolegªego prze-
twarzania wszystkich wektorów kolumnowych macierzy X. Reguª¦ aktualizacji
(4.167) mo»na zapisa¢ w postaci:

X(k+1) = X(k) + P (k) diag{η(k)}, (4.266)

gdzie η(k) ∈ RT
+ jest wektorem dªugo±ci kroków poprawy, które minimalizuj¡

funkcj¦ Ψ(A,X(k+1)). Kolumny macierzy P (k) ∈ RJ×T s¡ kierunkami poprawy,
odpowiednio dla aktualizacji wektorów {xt}. Zgodnie z (4.264), macierz ta ma
posta¢:

P (k) =
[
X(k) −G

(k)
X D(k)

]
+
−X(k), (4.267)

gdzie G
(k)
X = ∇XΨ(A,X(k)) ∈ RJ×T oraz D(k) = diag{α(k)

t } ∈ RT×T .

Dla zbioru wektorów {xt}, czynniki {α(k)
t } wyznaczane s¡ z nast¦puj¡cych

równa« siecznych: S(k)H̃(k+1) = W (k), gdzie S(k) = X(k+1)−X(k) oraz W (k) =
∇XΨ(A,X(k+1))−∇XΨ(X(k)).
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Je±li Ψ(A,X) = 1
2 ||Y − AX||2F , macierz W (k) upraszcza si¦ do postaci:

W (k) = ATAS(k). Z reguªy (4.266) uzyskuje si¦: S(k) = P (k) diag{η(k)}. W re-
zultacie otrzymano:

α(k+1) =
diag

{
(S(k))TW (k)

}
diag

{
(S(k))TS(k)

} =
diag

{
(S(k))TATAS(k)

}
diag

{
(S(k))TS(k)

}
=

diag
{
(P (k))TATAP (k)

}
diag

{
(P (k))TP (k)

} =
1TJ

[
P (k) ~ (ATAP (k))

]
1TJ

[
P (k) ~ P (k)

] , (4.268)

gdzie symbol ~ oznacza iloczyn Hadamarda, a diag{X} jest wektorem utworzo-
nym z elementów gªównej diagonalnej macierzy X.

Metod¦ SPG mo»na te» do±¢ ªatwo zastosowa¢ do zregularyzowanej funkcji
celu, wyra»onej w postaci (3.99). Takie podej±cie nie wymaga wektoryzacji ma-
cierzy X, co znacz¡co zmniejsza koszt obliczeniowy. Dla funkcji celu w (3.99),

G
(k)
X = ∇XΨ(A,X(k)) = AT (AX(k) − Y ) + αXX(k)LX oraz macierz W (k)

przyjmuje posta¢: W (k) = ATAS(k) + αXS(k)LX . W konsekwencji, z równania
siecznych otrzymuje si¦:

α(k+1) =
diag

{
(S(k))TW (k)

}
diag

{
(S(k))TS(k)

} =
diag

{
(S(k))TATAS(k) + αX(S(k))TS(k)LX

}
diag

{
(S(k))TS(k)

}
=

diag
{
(P (k))TATAP (k) + αX(P (k))TP (k)Z(k)LX(Z(k))−1

}
diag

{
(P (k))TP (k)

}
=

1TJ

[
P (k) ~

(
ATAP (k) + αXP (k)Z(k)LX(Z(k))−1

)]
1TJ

[
P (k) ~ P (k)

] . (4.269)

Poniewa» macierz Z(k) = diag{η(k)} jest diagonalna, wyznaczenie wyra»enia
Z(k)LX(Z(k))−1 nie wymaga poniesienia du»ego kosztu obliczeniowego.

Dªugo±¢ kroku uczenia η(k) uzyskuje si¦ z zadania:

η
(k)
∗ = argmin

η(k)
Ψ
(
A,X(k) + P (k) diag{η(k)}

)
, (4.270)

stosuj¡c np. reguª¦ Armijo [329].
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Algorytm 20. SPG

Wej±cie: Y ∈ RI×T
+ , A ∈ RI×J

+ , X(0) ∈ RJ×T
+ � przybli»enie pocz¡tkowe,

kmax � liczba iteracji wewn¦trznych, αmin > 0, αmax > 0,
∀t : ᾱ(0)

t = αmax+αmin
2 ,

Wyj±cie: X̂ � estymowany faktor,
1 for k = 0, 1, . . . , kmax do

2 G
(k)
X = ∇XΨ(A,X(k)) = AT (AX(k) − Y ) ; // Gradient

3 P (k) =
[
X(k) −G

(k)
X diag{(ᾱ(k)

t )−1}
]
+
−X(k) ; // Kierunek poprawy

4 η̄(k) = max{0,min{1,η(k)}} ; // gdzie η(k) dany jest w (4.271)

5 X(k+1) = X(k) + P (k) diag{η̄(k)};
6 ᾱ(k+1) = max{αmin,min{αmax,α

(k+1)}} ; // gdzie α(k+1) wyra»ony

jest przez (4.268)

Je±li αX = 0, z warunku stacjonarno±ci: ∂
∂η(k)Ψ(A,X(k+1)) , 0 oraz z (4.266)

otrzymano reguª¦ aktualizacji dla η(k) w postaci analitycznej:

η(k) = −
1TJ

[
P (k) ~G

(k)
X

]
1TJ

[
P (k) ~ (ATAP (k))

] . (4.271)

Finalna posta¢ zmody�kowanego algorytmu SPG wyra»ona jest przez algo-
rytm 20.

Uwaga: Zªo»ono±¢ obliczeniow¡ pojedynczego kroku iteracyjnego algorytmu SPG

dla aktualizacji macierzy X mo»na zgrubnie oszacowa¢ funkcj¡ O(IJT )+O(J2T ).
Uwzgl¦dniaj¡c czªon regularyzuj¡cy oraz zakªadaj¡c, »e wyra»enieX(k)LX wymaga

kosztu obliczeniowego O(JT 2), caªkowita zªo»ono±¢ zregularyzowanego algorytmu

SPG wynosi O(IJT ) + O(J2T ) + O(JT 2). Je±li macierz LX jest bardzo rzadka,

zªo»ono±¢ t¦ mo»na jeszcze zmniejszy¢.

4.11. Wyniki testów numerycznych

Algorytmy numeryczne omawiane w niniejszym rozdziale byªy obszernie ba-
dane i testowane w ró»nych pracach, z wykorzystaniem ró»nych zbiorów danych.
W tym rozdziale przedstawiono jedynie wybrane wyniki bada« symulacyjnych,
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które zostaªy wykonane na danych syntetycznych, pochodz¡cych gªównie z zada«
±lepej separacji sygnaªów nieujemnych. W badaniach tych macierz obserwacji Y
generowana jest na podstawie znanych macierzyA iX, które nazwano macierzami
oryginalnymi. Dla modelu dokªadnej faktoryzacji, macierz Y wyznaczona jest
przez zale»no±¢ (1.1). Dane dla modelu przybli»onej faktoryzacji generowane s¡
wedªug modelu (1.3). Przyj¦to, »e N = [n1, . . . ,nT ], gdzie ∀t : nt ∼ N (0, σ2t II).
Wariancje szumu σ2t dobierano w taki sposób, aby uzyska¢ zamierzon¡ warto±¢
wspóªczynnika SNR.

Estymowane macierze Â i X̂ oceniano jako±ciowo wedªug miary SIR (ang.
Signal-to-Interference Ratio) [89]:

SIR(A) =
1

J

J∑
j=1

SIR
(A)
j , gdzie SIR

(A)
j = −20 log

(
||âj − aj ||2
||aj ||2

)
, (4.272)

SIR(X) =
1

J

J∑
j=1

SIR
(X)
j , gdzie SIR

(X)
j = −20 log

( ||x̂j − xj ||2
||xj ||2

)
, (4.273)

gdzie âj � j-ty wektor kolumnowy macierzy Â, x̂j � j-ty wektor wierszowy ma-

cierzy X̂.

4.11.1. Testy metod inicjalizacji faktorów

Metody inicjalizacji faktorów modelu NMF omówiono w rozdziale 4.1. W celu
oszacowania ich efektywno±ci przeprowadzono eksperyment estymacji faktorów
oryginalnych A i X w zadaniu ±lepej separacji sygnaªów nieujemnych. Do realiza-
cji tego zadania wykorzystano dokªadny oraz zaburzony model NMF, odpowiednio
(1.1) oraz (1.3). Macierze oryginalne A = [aij ] ∈ RI×J

+ oraz X = [xjt] ∈ RJ×T
+

wygenerowano losowo w nast¦puj¡cy sposób:

∀i, j : aij ∼ U [0, 1], (4.274)

∀j, t : xjt = max{0, ξjt}, gdzie ξjt ∼ N (0, 1). (4.275)

Przyj¦to: I = 100, J = 10 oraz T = 1000.
Do oceny przybli»e« pocz¡tkowych A(0) oraz X(0) wybrano nast¦puj¡ce me-

tody: inicjalizacja losowa (rozdz. 4.1.1), wielostartowa inicjalizacja losowa (algo-
rytm 3) (K = N = 10), inicjalizacja sferyczn¡ metod¡ k-±rednich (algorytm 4),
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Rys. 4.4. Statystyki rozkªadu wspóªczynników SIR macierzy Â estymowanych algorytmem
HALS. Przybli»enia pocz¡tkowe A(0) i X(0) uzyskano za pomoc¡ nast¦puj¡cych metod

inicjalizacji faktorów: 1 � zwykªa losowa, 2 � wielostartowa inicjalizacja losowa, 3 � inicjalizacja
sferyczn¡ metod¡ k-±rednich, 4 � NNDSVD, 5 � inicjalizacja bidiagonalizacj¡ Lanczosa,

6 � metoda CHV. Statystyki pokazano dla: (a) SNR = 20 dB, (b) SNR = 40 dB. Dla danych
bez zaburze« szumowych metoda CHV estymuje macierz A ze wspóªczynnikiem SIR > 200 dB

metoda NNDSVD [34] (algorytm 6), inicjalizacja bidiagonalizacj¡ Lanczosa (al-
gorytm 8) oraz metoda CHV (algorytm 9) z funkcj¡ D wyra»on¡ przez kwadrat
odlegªo±ci euklidesowej.

Ocen¦ efektywno±ci badanych metod przeprowadzono na podstawie wniosko-
wania statystycznego z danej liczby prób. Wygenerowano 100 ró»nych macierzy
Y , gdzie macierze A i X otrzymywane byªy wedªug odpowiednich zale»no±ci
(4.274) i (4.275). Macierze A(0) i X(0) dla ka»dej próby estymowane byªy za
pomoc¡ badanych metod inicjalizacji faktorów. Nast¦pnie przeprowadzono fak-
toryzacj¦ ka»dej macierzy Y algorytmem HALS. Dla ka»dej próby wykonywano
50 iteracji naprzemiennych. Estymowane macierze Â i X̂ oceniano wedªug miar
SIR w (4.272) i (4.273). Statystyki rozkªadów warto±ci wspóªczynników SIR uzy-
skanych dla próbek Â przedstawiono na rysunku 4.4. W eksperymencie tym sto-
sowano dane zaburzone zakªóceniami szumowymi o ró»nej mocy. W tabeli 4.1
zamieszczono wyniki estymacji macierzy A(0) uzyskane tylko metod¡ CHV (bez
ª¡czenia z jakimkolwiek algorytmem NMF).

Wniosek 4.2. Wyniki przedstawione w tabeli 4.1 pokazuj¡, »e dla danych fakto-
ryzowalnych i niezakªóconych, metoda CHV dla p = 1 znajduje macierz A(0), dla
której SIR > 200 dB. W takim przypadku nie ma potrzeby stosowania jakichkol-
wiek algorytmów NMF. Niestety, nawet dla niezbyt silnych zakªóce« szumowych
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Tabela 4.1. �rednie warto±ci wspóªczynnika SIR dla estymacji macierzy A(0), uzyskane
algorytmem CHV dla 100 próbek (bez algorytmu NMF). Parametr p de�niuje liczb¦

najbli»szych s¡siadów. W nawiasach podano odchylenia standardowe

Dane dokªadne SIR = 40 dB SIR = 30 dB SIR = 20 dB

p = 1 204,5 (49,95) 21,66 (2,61) 11,98 (2,27) 3,37 (0,92)

p = 3 24,98 (18,07) 10,13 (2,74) 7,45 (1,92) 5,02 (0,92)

p = 10 8,66 (0,51) 8,17 (0,5) 7,4 (0,44) 6,2 (0,43)

(SNR = 30 dB), wspóªczynnik SIR dla macierzy A(0) znacz¡co maleje i dlatego
aproksymacj¦ A(0) mo»na jedynie traktowa¢ jako przybli»enie pocz¡tkowe dla
metody NMF.

Na rysunku 4.4 pokazano, »e dla faktoryzacji przybli»onej, dla której SNR ≥
40 dB oraz wystarczaj¡co rzadkiej macierzy X (wedªug def. 3.8), metoda CHV
prowadzi do najlepszej jako±ci estymacji macierzyA(0). Jednak jako±¢ ta znacz¡co
zale»y od mocy zakªóce« modelu faktoryzacji. Je±li SNR ∼= 40 dB oraz p = 1,
macierz A(0) estymowana jest ze wspóªczynnikiem SIR ≥ 21 dB (tabela 4.1),
a po zastosowaniu algorytmu HALS, wspóªczynnik SIR dla estymacji faktora A
zwi¦ksza sie do warto±ci ok. 30 dB. Gdy dane obserwowane s¡ silnie zaburzone
(SNR ≤ 20 dB), konieczna jest adaptacja parametru p w algorytmie 9 do okre-
±lonego poziomu mocy zakªóce«. Ponadto, z rysunku 4.4 wynika, »e dla silnych
zakªóce« metoda k-±rednich b¦dzie najlepszym wyborem.

4.11.2. Liniowe zadanie najmniejszych kwadratów

W podanym eksperymencie numerycznym oceniano przebieg zbie»no±ci wy-
branych algorytmów iteracyjnych w liniowym zadaniu najmniejszych kwadratów:

min
X
||Y −AX||F , p.o. X ≥ 0. (4.276)

Testy wykonano, stosuj¡c dane wygenerowane z losowych macierzy A ∈ RI×J
+

i X ∈ RJ×T
+ . Zaªo»ono: I = 100, J = 10, T = 1000 oraz ∀i, j : aij ∼ U(0, 1), czyli

aij > 0. Macierz X ∈ RJ×T
+ byªa równie» generowana z rozkªadu równomiernego.

Nast¦pnie ok. 50% jej elementów losowo wybranych zast¡piono zerami, tak aby
w ka»dym jej wektorze kolumnowym co najmniej dwa elementy byªy dodatnie.

Do bada« wybrano nast¦puj¡ce algorytmy:
• MUE � algorytm multiplikatywny, wyra»ony reguª¡ (4.68) do aktualizacji ma-
cierzy X (rozdz.4.4.1),
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• HALS � algorytm blokowo-sekwencyjny (rozdz. 4.6.1) do aktualizacji macie-
rzy X, przedstawiony za pomoc¡ algorytmu 10,

• OPL � skalowany i projekcyjny algorytm Landwebera (rozdz. 4.7.1), wyra-
»ony reguª¡ iteracyjn¡ w (4.174),

• LPG � algorytm rzutowania gradientu (rozdz. 4.7.2), zaproponowany przez
Lina w [280],

• IPG � algorytm gradientów skalowanych, przedstawiony w rozdziale. 4.7.3,
• OG � algorytm gradientów optymalnych, wyra»ony przez iteracje Nesterowa
w algorytmie 11 (rozdz. 4.7.4),

• SPG � algorytm spektralnego rzutowania gradientu, wyra»ony przez algorytm
20 w rozdziale 4.10.5,

• IIP � algorytm punktów wewn¦trznych, opisany w rozdziale 4.8.
Proces iteracyjny ka»dego algorytmu inicjalizowano macierz¡ X(0), któr¡ wy-

generowano z rozkªadu równomiernego. Macierz ta byªa taka sama dla ka»dego
algorytmu. W celu oszacowania ±rednich szybko±ci zbie»no±ci, eksperyment ten
powtarzano 100 krotnie, gdzie za ka»dym razem losowo dobierano macierze A, X
oraz X(0). �rednie warto±ci oraz odchylenia standardowe wska¹ników uwarunko-
wania tych macierzy wynosz¡ odpowiednio: cond(A) = 7, 4, σ(cond(A)) = 0, 4,
cond(X) = 2, 88, σ(cond(X)) = 0, 053.

Szybko±ci zbie»no±ci procesu iteracyjnego oceniano na podstawie u±rednio-
nych przebiegów znormalizowanej odlegªo±ci euklidesowej (bª¦du residualnego):

Ψ(A,X(k)) = ||Y −AX(k)||F
||Y ||F

w funkcji liczby iteracji k oraz u±rednionego czasu

wykonywania si¦ algorytmów. Przebiegi te pokazano na rysunku 4.5.

Wniosek 4.3. Na rysunku 4.5(a) pokazano, »e algorytm IIP charakteryzuje si¦
najwi¦ksz¡ szybko±ci¡ zbie»no±ci, znacznie ró»ni¡c¡ si¦ od pozostaªych algoryt-
mów. Wniosek ten nie jest zaskakuj¡cy, poniewa» jest to algorytm oparty na ak-
tualizacjach wzdªu» kierunku Newtona. W odró»nieniu od prostej, projekcyjnej
metody Newtona (rozdz. 4.10), algorytm ten zapewnia monotoniczn¡ zbie»no±¢.
Nale»y jednak zauwa»y¢, »e regularyzacja hesjanu i wprowadzenie parametru prze-
suni¦cia τ (k)t > 0 w (4.196) ograniczaj¡ bª¡d residualny od doªu, co jest widoczne
w postaci stagnacji bª¦du poni»ej warto±ci ok. 10−10. Z drugiej strony, taka stagna-
cja jest ªatwiejsza do wykrycia przez kryteria zatrzymania procesów iteracyjnych
i nie ma znacz¡cego wpªywu na �nalny wynik aproksymacji rozwi¡zania. W tym
rankingu na kolejnych miejscach znalazªy si¦ algorytmy: HALS, SPG, OG, LPG,
OPL, IPG i MUE. Algorytm MUE okazaª si¦ najwolniejszy, co potwierdza analiz¦
teoretyczn¡ zamieszczon¡ w rozdziale 4.4.1.
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Rys. 4.5. Znormalizowany bª¡d residualny: ||Y −AX(k)||F /||Y ||F w liniowym zadaniu
najmniejszych kwadratów w funkcji: (a) liczby iteracji, (b) czasu przetwarzania
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Nale»y jednak zauwa»y¢, »e efektywna szybko±¢ zbie»no±ci procesu iteracyj-
nego zale»y zarówno od wspóªczynnika zbie»no±ci, jak i kosztu obliczeniowego
przypadaj¡cego na pojedynczy krok iteracyjny. Wspóªczynnik zbie»no±ci mo»na
szacowa¢ na podstawie bª¦du residualnego danych dokªadnych, czyli na pod-
stawie rysunku 4.5(a). Zªo»ono±¢ obliczeniowa jest trudniejsza do oszacowania
numerycznego, poniewa» zale»y od wielu czynników: ±rodowiska obliczeniowego,
techniki implementacji oraz rzadko±ci macierzy. W badaniach tych zªo»ono±¢ ob-
liczeniowa wnioskowana jest na podstawie czasu wykonywania si¦ algorytmów.
W konsekwencji, efektywna szybko±¢ zbie»no±ci algorytmów mo»e by¢ szacowana
z przebiegów bª¦du residualnego w funkcji czasu, co pokazane jest na rysunku
4.5(b). W takiej klasy�kacji, zdecydowanie najlepszy okazaª si¦ algorytm HALS.
Algorytm MUE równie» w tej klasy�kacji okazaª si¦ najgorszy, pomimo »e jego
zªo»ono±¢ obliczeniowa jest bardzo maªa.

Podane testy pokazuj¡, »e algorytm HALS i ewentualnie algorytm SPG s¡
najlepszymi kandydatami do efektywnego rozwi¡zywania liniowego zadania naj-
mniejszych kwadratów. Z kolei, algorytm MUE charakteryzuje si¦ najmniejsz¡
szybko±ci¡ zbie»no±ci.

4.11.3. Testy prostych algorytmów NMF

Mianem prostych algorytmów NMF nazwano takie algorytmy, które naprze-
miennie minimalizuj¡ nieregularyzowan¡ funkcj¦ odlegªo±ci euklidesowej, tzn. bez
jakichkolwiek czªonów kary w funkcji celu. Do testów wybrano algorytmy badane
w rozdziale 4.11.2, a tak»e dodatkowo:

• ALS � projekcyjny algorytm najmniejszych kwadratów omówiony w rozdziale
4.5 i wyra»ony przez reguªy (4.141),

• FC-NNLS � algorytm zmiennych aktywnych wyra»ony przez algorytm 13 (za-
stosowany zarówno do aktualizacji faktora X, jak i A),

Testy algorytmów numerycznych stosowanych do rozwi¡zania problemu
nieujemnej faktoryzacji przeprowadzono na pewnego rodzaju platformie testowej,
bazuj¡cej na algorytmie 2 i wspólnej dla wszystkich badanych algorytmów oraz
zada«. Platforma ta wyra»ona przez algorytm 21 jest wzorowana struktur¡
algorytmu LPG [280]. Celem zastosowania takiej platformy testowej byªo
zbudowanie takiego ±rodowiska testowego, w którym testy wykonywane b¦d¡
w tych samych warunkach, tzn. przy jednakowej inicjalizacji, normalizacji oraz
kryteriach zatrzymania.
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Algorytm 21. Algorytm NMF stosowanych w testach

Wej±cie : Y ∈ RI×T
+ , J � rz¡d faktoryzacji, kmax � maksymalna liczba iteracji

wewn¦trznych, nmax � maksymalna liczba iteracji zewn¦trznych, εproj
� tolerancja dla kryterium gradientów rzutowanych, εΨ � tolerancja
stagnacji funkcji celu, c̃ � czynnik skaluj¡cy funkcj¦ celu,

Wyj±cie : Estymowane faktory Â i X̂

1 Inicjalizacja: A(0) ∈ RI×J
+ i X(0) ∈ RJ×T

+ ; n = 0;

2 G
(0)
A = ∇AΨ(A(0),X(0)), G(0)

X = ∇XΨ(A(0),X(0)) ; // Grad. pocz¡tk.

3 εgrad =
∥∥∥[(G(0)

A )T G
(0)
X

]∥∥∥
F
, ε

(0)
A = ε

(0)
X = max

{
10−8, εproj

}
εgrad ;

4 f (0) = c̃Ψ(A(0),X(0)) ; // Pocz¡tkowa warto±¢ funkcji celu

5 repeat

6 n← n+ 1;

7 ε
(n)
P = ||∇PΨ(A(n),X(n))||F , gdzie ∇PΨ(A,X) jest macierz¡ gradientów
rzutowanych, wyra»on¡ przez (4.44) � (4.46);

8 if ε
(n)
P < εprojεgrad then

9 stop

10

[
(A(n))T , (G

(n)
A )T , k

(n)
A

]
← AlgorytmX(Y T , (X(n−1))T , (A(n−1))T , ε

(n)
A , kmax);

11 if k
(n)
A = 1 then

12 ε
(n+1)
A =

ε
(n)
A

10 ,
13 else

14 ε
(n+1)
A = ε

(n)
A ,

15 D
(n)
A = diag{||a(n)

1 ||
−1
1 , . . . , ||a(n)

J ||
−1
1 };

16 A(n) ← A(n)D
(n)
A , X(n−1) ← (D

(n)
A )−1X(n−1) ; // Normalizacja

17

[
X(n),G

(n)
X , k

(n)
X

]
← AlgorytmX(Y ,A(n),X(n−1), ε

(n)
X , kmax);

18 if k
(n)
X = 1 then

19 ε
(n+1)
X =

ε
(n)
X

10 ,
20 else

21 ε
(n+1)
X = ε

(n)
X ,

22 D
(n)
X = diag{||x(n)

1 ||
−1
1 , . . . , ||x(n)

J ||
−1
1 } ;

23 A(n) ← A(n)(D
(n)
X )−1, X(n) ←D

(n)
X X(n) ; // Normalizacja

24 f (n) = c̃Ψ(A(n),X(n)) ; // Funkcja celu

25 until |f (n−1) − f (n)| ≤ εΨ lub n > nmax;
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Algorytm 22. AlgorytmX

Wej±cie: Y ∈ RI×T
+ , A ∈ RI×J

+ , X(0) ∈ RJ×T
+ � przybli»enie pocz¡tkowe,

kmax � maksymalna liczba iteracji wewn¦trznych, ε � tolerancja,
Wyj±cie: X̂ � estymowany faktor, G(kX)

X � estymowany gradient,
kX � liczba wykonanych iteracji,

1 for k = 1, 2, . . . , kmax do

2 X(k) ← ReguªaX(Y ,A,X(k−1));

3 G
(k)
X = ∇XΨ(A,X(k)); // Gradient funkcji celu w k-tym kroku

4 ε
(k)
P = ||GP

X ||F , gdzie GP
X =

[
(gPX)jt

]
jest macierz¡ gradientu

rzutowanego, wedªug zale»no±ci (4.46);

5 if ε
(k)
P < ε then

6 stop

Ponadto, przy takich zaªo»eniach, porównania badanych algorytmów mog¡
by¢ ªatwo odniesione do algorytmu LPG, który jest uznawany za jeden z najefek-
tywniejszych algorytmów NMF.

W algorytmie 21 wprowadzono potrójne kryterium zatrzymania procesu ite-
racji zewn¦trznych i podwójne dla iteracji wewn¦trznych. Oba procesy mog¡ by¢
przerwane po wykonaniu zadanej liczby iteracji lub gdy speªnione jest kryterium
gradientów rzutowanych (4.42), przy zadanym poziomie bª¦du tolerancji ε. Ite-
racje zewn¦trzne mog¡ by¢ dodatkowo przerwane, gdy speªnione jest kryterium
stagnacji funkcji celu w (4.39), przy zaªo»onej tolerancji εΨ . Stosowanie tak wielu
ró»nych kryteriów stopu ma na celu badanie ich efektywno±ci dla ró»nych klas da-
nych. Ponadto, kryteria stagnacyjne mog¡ by¢ nieskuteczne, je±li przebieg funkcji
celu ma charakter �uktuacyjny, np. z powodu niestabilno±ci numerycznych. W al-
gorytmie tym przyj¦to te», »e aktualizacja obu faktorów odbywa si¦ za pomoc¡
tego samego algorytmu numerycznego, zgodnie z zasad¡ (4.3). Rozwi¡zanie za-
równo zadania (4.1), jak i zadania (4.2) odbywa si¦ przez iteracyjny AlgorytmX,
który wykonuje pewn¡ liczb¦ iteracji wewn¦trznych. Algorytm 22 przedstawia
jego realizacj¦, z uwzgl¦dnieniem kryterium zatrzymania iteracji wewn¦trznych.
Sugeruj¡c si¦ prac¡ [280] przyj¦to, »e je±li algorytm 22 zatrzymywany jest po
wykonaniu pojedyncznego kroku iteracyjnego, to tolerancja ε zmniejszana jest
dziesi¦ciokrotnie, aby w nast¦pnym kroku iteracji zewn¦trznych umo»liwi¢ wy-
konywanie wi¦kszej liczby kroków iteracji wewn¦trznych. Podobnie jak w [280],
zaªo»ono kmax = 10. W przypadku algorytmu ALS, kryterium zatrzymywania ite-
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racji wewn¦trznych nie jest stosowane, poniewa» algorytm ten zawsze wykonuje
tylko jednej krok iteracyjny. Jest to pojedynczy krok reguªy aktualizacji Newtona.
W badaniach algorytmu ALS nie stosowano równie» kryterium gradientów rzuto-
wanych ze wzgl¦du na konieczno±¢ wyznaczania gradientów funkcji celu w ka»dym
kroku iteracyjnym, co znacz¡co zwi¦ksza zªo»ono±¢ obliczeniow¡.

W testach przyj¦to normalizacj¦ faktorów do jednostkowej normy l1. Norma-
lizacj¦ przeprowadzono wedªug zale»no±ci w (3.2) i (3.4).

Podane testy wykonano zarówno dla faktoryzowalnych, jak i niefaktoryzowal-
nych zada« nieujemnej faktoryzacji macierzy. Macierze Y w zadaniach faktory-
zowalnych utworzono na podstawie modelu (1.3), stosuj¡c dane wygenerowane
z losowych macierzy A ∈ RI×J

+ i X ∈ RJ×T
+ , gdzie ∀j, t : xjt = max{0, ξjt} oraz

ξjt ∼ N (0, 1), zatem rzadko±¢(X) = 50%. Badano zadania o ró»nym stopniu
rzadko±ci faktora A = [aij ] ∈ RI×J

+ . Je±li rzadko±¢(A) = 0%, to ∀i, j : aij ∼
U(0, 1). W przypadku gdy rzadko±¢(A) = 50%, ∀i, j : aij = max{0, ξ(A)

ij } oraz
ξ
(A)
ij ∼ N (0, 1). W pozostaªych przypadkach rzadko±ci, ξ(A)

ij ∼ N (µA, 1), gdzie
µA dobierano dla okre±lonego stopnia rzadko±ci macierzy A. Elementy macierzy
zaburze« N = [nit] ∈ RI×T generowane s¡ z rozkªadu gaussowskiego N (0, σ2)
o wariancji σ2 dobieranej w taki sposób, aby uzyska¢ zaªo»on¡ warto±¢ wspóª-
czynnika SNR. Ujemne elementy macierzy Y zast¡piono warto±ci¡ zerow¡. Do
badania zadania niefaktoryzowalnego wykorzystano obrazy twarzy z bazy ORL.

Badania algorytmów dla zada« faktoryzowalnych przeprowadzono dla ró»nych
typów danych, ró»ni¡cych si¦ rozmiarem, liczb¡ estymowanych komponentów,
stopniem rzadko±ci estymowanych komponentów oraz moc¡ zaburze« szumowych
modelu. Krótko scharakteryzowano badane zadania:

• Zadanie A: I = 100, T = 1000, J = 10; rzadko±¢(A) = 0%; N = 0 (model
bez zakªóce«).

• Zadanie B: I = 100, T = 1000, J = 10; rzadko±¢(A) = 0%, SNR = 20 dB.
• Zadanie C: I = 100, T = 1000, J = 10; rzadko±¢(A) = 50%; N = 0 (model
bez zakªóce«).

• Zadanie D: I = 100, T = 1000, J = 10; rzadko±¢(A) = 50%; SNR =
[0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40] dB.

• Zadanie E: I = 100, T = 1000, J = 10; N = 0 (model bez zakªóce«);
rzadko±¢(A) = [0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90]%.

• Zadanie F: I = 100, T = 1000, J = [5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50];
rzadko±¢(A) = 50%; N = 0 (model bez zakªóce«).

• Zadanie G: I = 30; Pozostaªe parametry jak w zadaniu A.
• Zadanie H: I = 30; Pozostaªe parametry jak w zadaniu B.
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• Zadanie I: I = T = 2000, J = 100, rzadko±¢(A) = 50%; N = 0 (model
bez zakªóce«).

• Zadanie J: I = T = 2000, J = 100, rzadko±¢(A) = 50%; SNR = 20 dB.
• Zadanie K: I = T = 20000, J = 500, rzadko±¢(A) = 50%; N = 0 (model
bez zakªóce«).

• Zadanie L: I = T = 20000, J = 500, rzadko±¢(A) = 50%; SNR = 20 dB.
W wielu zadaniach macierz A jest dodatnia, a zatem faktoryzacja macierzy Y

nie jest jednoznaczna. Badane algorytmy mog¡ zatrzymywa¢ si¦ w niewªa±ciwych
lokalnych minimach funkcji celu. Aby minimalizowa¢ problem lokalnej zbie»no±ci,
eksperyment powtarzano 100-krotnie dla ró»nych realizacji macierzy A i X oraz
ró»nych przybli»e« pocz¡tkowych A(0) i X(0) (rozdz. 4.1.1). Wyniki uzyskane ze
wszystkich prób u±redniono. Estymowane faktory Â i X̂ oceniano, stosuj¡c miary
SIR podane w (4.272) i (4.273).

Szybko±¢ zbie»no±ci procesów aktualizacji faktorów oceniono na podstawie

przebiegu znormalizowanego bª¦du residualnego: ||Y −A(n)X(n)||F
||Y ||F

w funkcji liczby

iteracji naprzemiennych. Krzywe bª¦dów otrzymane dla zada« A, B i C poka-
zano odpowiednio na rysunkach 4.6(a)�4.8(a). Przebiegi znormalizowanego bª¦du
residualnego w funkcji czasu wykonywania si¦ algorytmów przedstawiono na ry-
sunkach 4.6(b)�4.8(b). Rezultaty pokazane na rysunkach 4.6�4.8 uzyskano dla
nast¦puj¡cych zaªo»e«: nmax = 500, εproj < 10−8, εΨ = 10−15.

Zªo»ono±¢ obliczeniow¡ algorytmów mo»na tak»e oszacowa¢ zgrubnie na pod-
stawie u±rednionego czasu wykonywania si¦ zadanej liczby iteracji zewn¦trznych.
Algorytmy byªy kodowane w programie Matlab 2008a i wykonywane na kompu-
terze z dwoma procesorami CPU X5650 Xeon (ª¡cznie 12 rdzeni), 32 nm, 64 bit,
RAM 64 GB. Czas wykonywania si¦ 500 iteracji zewn¦trznych w zadaniu A za
pomoc¡ algorytmów: MUE, ALS, HALS, OPL, LPG, IPG, OG, SPG, FC-NNLS,
IIP wynosiª odpowiednio: 4,03; 1,2; 2,92; 4,93; 6,21; 8,41; 4,96; 6,71; 11,53; 64,98
sekund. W warto±ciach tych zawarto równie» czas oceny warunków zatrzymania
procesów iteracji wewn¦trznych, jak i zewn¦trznych.

Wniosek 4.4. Z rysunku 4.6(a) wynika, »e algorytm FC-NNLS najgª¦biej eksplo-
ruje funkcj¦ celu po wykonaniu 500 kroków iteracyjnych. Jednak uwzgl¦dniaj¡c
czas wykonywania si¦ iteracji zewn¦trznych, najlepszy okazuje si¦ algorytm HALS
� rysunek 4.6(b). W pocz¡tkowej fazie aktualizacji, algorytm ALS wykazuje si¦
nieznacznie wi¦ksz¡ efektywno±ci¡ ni» algorytm HALS, jednak po ok. 0,5 sekundy
zatrzymuje si¦ w punkcie pªytkiego lokalnego minimum. Efektywno±¢ rozumiana
jest jako szybko±¢ zbie»no±ci (gradient bª¦du residualnego w danej chwili) wzgl¦-
dem czasu wykonywania si¦ algorytmu. Ranking efektywno±ci algorytmów NMF
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Rys. 4.6. Znormalizowany bª¡d residualny: ||Y −A(n)X(n)||F /||Y ||F w zadaniu A w funkcji:
(a) liczby iteracji zewn¦trznych, (b) czasu przetwarzania. Dla n = 500 uzyskano SIR(X) =

19,9; 24,33; 36,88; 32,1; 34;02; 21,28; 35,45; 35,6; 37,29; 32,95 dB, odpowiednio dla
algorytmów: MUE, ALS, HALS, OPL, LPG, IPG, OG, SPG, FC-NNLS, IIP
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Rys. 4.7. Znormalizowany bª¡d residualny: ||Y −A(n)X(n)||F /||Y ||F w zadaniu B w funkcji:
(a) liczby iteracji zewn¦trznych, (b) czasu przetwarzania. Dla n = 500 uzyskano SIR(X) =
15,33; 15,04; 17,64; 17,51; 17,62; 16,01; 17,64; 17,64; 17,64; 17,64 dB, odpowiednio dla

algorytmów: MUE, ALS, HALS, OPL, LPG, IPG, OG, SPG, FC-NNLS, IIP
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Rys. 4.8. Znormalizowany bª¡d residualny: ||Y −A(n)X(n)||F /||Y ||F w zadaniu C w funkcji:
(a) liczby iteracji zewn¦trznych, (b) czasu przetwarzania. Dla n = 500 uzyskano SIR(X) =

62,08; 195; 308,87; 191,7; 300,6; 40,46; 299,6; 198,2; 124,7; 62,35 dB, odpowiednio dla
algorytmów: MUE, ALS, HALS, OPL, LPG, IPG, OG, SPG, FC-NNLS, IIP
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otrzymany w zadaniu A jest podobny do rankingu przedstawionego we wniosku
4.3. Jednak algorytmy NMF znacznie pªyciej minimalizuj¡ funkcj¦ celu ni» algo-
rytmy w liniowym zadaniu najmniejszych kwadratów z ograniczeniami nieujemno-
±ci. Efekt ten mo»e równie» wynika¢ z ograniczenia eksploracji przez naprzemienne
skalowanie estymowanych komponentów.

Zadanie B pokazuje, »e je±li dane obserwowane podlegaj¡ zaburzeniom, wi¦k-
szo±¢ badanych algorytmów NMF zachowuje si¦ podobnie. Z rysunku 4.7(a)
mo»na wnioskowa¢, »e ju» po kilkudziesi¦ciu iteracjach procesy iteracyjne zbie-
gaj¡ si¦ do tego samego punktu. Na rysunku 4.7(b) pokazano, »e równie» i tym
razem algorytm HALS charakteryzuje si¦ najwi¦ksz¡ efektywno±ci¡, jednak w tym
przypadku ró»nice w efektywno±ci algorytmów nie s¡ znacz¡ce. Po 500 krokach
iteracyjnych, a» 7 algorytmów pozwala uzyska¢ jako±¢ estymowanych faktorów na
porównywalnym poziomie. Nieznacznie gorsze wyniki (warto±ci SIR(X)) uzyskano
algorytmami: MUE, ALS i IPG.

W zadaniu C algorytm HALS zbiega si¦ do najgª¦bszego minimum w cza-
sie najkrótszym ze wszystkich pozostaªych algorytmów, co jest ªatwo zauwa»alne
na rysunku 4.8. Podobnie jak w poprzednich zadaniach, algorytm ALS zbiega
si¦ pocz¡tkowo szybciej ni» HALS, jednak po ok. 120 iteracjach zatrzymuje si¦
w pªytszym lokalnym minimum funkcji celu. Algorytm ALS generalnie charak-
teryzuje si¦ niemonotoniczn¡ zbie»no±ci¡. Zjawisko to jest delikatnie zauwa»alne
na rysunku 4.6. Ponadto, z przeprowadzonych bada« wynika, »e pierwszy krok
iteracyjny algorytmu ALS bardzo cz¦sto zwi¦ksza funkcj¦ celu, a minimalizacja
nast¦puje dopiero w kolejnych krokach.

Z testów przeprowadzonych dla zada« A, B i C wynika, »e algorytm HALS
jest najefektywniejszy. Kolejne miejsca zajmuj¡ algorytmy OG, LPG i SPG. Algo-
rytm FC-NNLS umo»liwia uzyskanie najlepszej jako±ci estymowanych faktorów,
jednak przy wi¦kszym koszcie obliczeniowym. Najsªabiej w rankingu efektywno-
±ci wypadªy algorytmy MUE i IPG. Algorytm IIP estymuje faktory z podobn¡
jako±ci¡ jak jak FC-NNLS, jednak jego koszt obliczeniowy jest znacz¡c¡ wi¦kszy
od pozostaªych algorytmów.

Na rysunku 4.9 przedstawiono odpowiednio u±rednione warto±ci wspóªczyn-
nika SIR(X) oraz u±rednione liczby iteracji zewn¦trznych jakie uzyskano poszcze-
gólnymi algorytmami, przy zmieniaj¡cej si¦ warto±ci tolerancji stagnacji funkcji
celu εΨ dla danych z zadania A. Analogicznie wyniki zilustrowano na rysunku 4.10
dla zadania B. Stosuj¡c dane z zadania A, zbadano te» jaki jest wpªyw tolerancji
kryterium gradientów rzutowanych εproj w poszczególnych algorytmach na jako±¢
estymowanych faktorów oraz liczb¦ iteracji zewn¦trznych. Wyniki pokazano na
rysunku 4.11.
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Rys. 4.9. Zadanie A � wpªyw tolerancji stagnacji funkcji celu εΨ na: (a) u±rednione warto±ci
wspóªczynników SIR(X), (b) u±rednione liczby iteracji zewn¦trznych. Algorytmy: 1 � MUE,
2 � ALS, 3 � HALS, 4 � OPL, 5 � LPG, 6 � IPG, 7 � OG, 8 � SPG, 9 � FC-NNLS, 10 � IIP
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Wniosek 4.5. Z rysunku 4.9 wynika, »e kryterium stagnacji funkcji celu przy
ustalonej warto±¢ tolerancji εΨ nie prowadzi do uzyskania tej samej jako±ci es-
tymowanych faktorów za pomoc¡ ró»nych algorytmów. Poza algorytmem ALS
zale»no±¢ wspóªczynnika SIR(X) od parametru εΨ jest monotonicznie malej¡ca.
Z rysunku 4.9(a) mo»na wnioskowa¢, »e je±li εΨ < 10−4 dla zadania A, to
SIR(X) > 15 dB, co zwykle oznacza akceptowaln¡ jako±¢ estymacji. Je±li obserwo-
wane dane s¡ dokªadne (zadanie A), funkcja celu mo»e osi¡gn¡¢ bardzo gª¦bokie
minimum (co jest widoczne na rys. 4.6 i rys. 4.8), a zatem sensowne jest, aby para-
metr εΨ przyjmowaª maªe warto±ci. Z rysunku 4.9(a) wynika, »e zmiana warto±ci
tolerancji εΨ z 10−7 na 10−8 w algorytmach HALS i OG spowodowaªa znaczny
przyrost wspóªczynnika SIR(X). Z kolei, na rysunku 4.9(b) pokazano, »e zmiana
ta odbyªa si¦ w wyniku prawie dwukrotnego wzrostu liczby iteracji w algorytmie
OG i ponad trzykrotnego w algorytmie HALS. Uwzgl¦dniaj¡c jednak niski koszt
obliczeniowy obu algorytmów, rozs¡dne wydaje si¦ dobieranie maªych warto±ci
tolerancji εΨ w obu algorytmach. Rysunek 4.9 dowodzi równie», »e w zadaniu A
zadowalaj¡c¡ jako±¢ estymowanych faktorów mo»na uzyska¢ nawet algorytmami
MUE i IPG, kosztem ogromnej liczby iteracji (ponad 5000).

Z rysunku 4.10(a) wynika, »e dla danych zaburzonych (zadanie B) wszystkie
algorytmy poza ALS umo»liwiaj¡ uzyskanie podobnej jako±ci estymacji dla εΨ =
10−7. Algorytm ALS nie radzi sobie z danymi zaburzonymi. Wi¦kszo±¢ badanych
algorytmów nie poprawia znacz¡co jako±ci estymowanych faktorów przy zmianie
tolerancji z 10−6 na 10−7. Z rysunku 4.10(b) mo»na wnioskowa¢, »e algorytmy
ALS, HALS, LPG, OG, SPG, FC-NNLS i IIP wykonuj¡ poni»ej 200 iteracji dla
εΨ = 10−7. Dla wi¦kszo±ci algorytmów zadowalaj¡c¡ jako±¢ estymacji uzyskuje
si¦ ju» poni»ej 100 iteracji.

Rysunek 4.11(a) potwierdza przypuszczenie, »e kryterium gradientów rzuto-
wanych w poª¡czeniu z algorytmami projekcyjnymi najlepiej okre±la jako±¢ esty-
mowanych faktorów. Dla εproj = 10−5, wszystkie algorytmy poza LPG i FC-NNLS
umo»liwiaj¡ uzyskanie faktorów o podobnej jako±ci. Parameter εproj nie mo»e jed-
nak mie¢ zbyt du»ej warto±ci. Je±li εproj ≥ 10−4, »aden z badanych algorytmów
nie pozwala uzyska¢ akceptowalnej jako±ci estymacji. Ponadto, kryterium to nie
dziaªa poprawnie z algorytmem FC-NNLS dla »adnej z testowanej warto±ci tole-
rancji εproj. Jest to spowodowane zastosowaniem innego kryterium zatrzymania
iteracji wewn¦trznych w algorytmie FC-NNLS ni» w algorytmie 22. W ka»dym
kroku iteracji zewn¦trznych kryterium stopu w FC-NNLS do±¢ dokªadnie speª-
nia warunki KKT. Dlatego te» parameter ε(k)P w algorytmie 22 przyjmuje bardzo
maªe warto±ci ju» w pocz¡tkowych krokach iteracji zewn¦trznych. Jak pokazano
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Rys. 4.12. U±rednione warto±ci wspóªczynników SIR(X)

dla ró»nych warto±ci wspóªczynnika SNR w zadaniu D

na rysunku. 4.11(b) prowadzi to do przerywania procesu aktualizacji faktorów ju»
w drugim kroku iteracyjnym.

W zadaniach D, E i F iteracje zewn¦trzne s¡ przerywane, gdy speªnione jest
kryterium stagnacji funkcji celu dla εΨ = 10−5. Pozostaªe parametry dobrano
tak, aby nie powodowaªy wcze±niejszego zatrzymania procesu iteracyjnego.

W zadaniu D badano wpªyw mocy zakªóce« szumowych na jako±¢ estymowa-
nych faktorów. Jako±¢ t¦, wyra»on¡ miar¡ u±rednionego wspóªczynnika SIR(X),
zilustrowano na rysunku 4.12. W zadaniu E oceniano zale»no±¢ wspóªczynnika
SIR(X) od stopnia rzadko±ci macierzy A. Wyniki bada« przedstawiono na ry-
sunku 4.13. Zadanie F pokazuje jaki jest wpªyw rz¦du faktoryzacji na jako±¢
estymacji faktora X. Zale»no±¢ u±rednionego wspóªczynnika SIR(X) od rz¦du
faktoryzacji J pokazano na rysunku 4.14.

Wniosek 4.6. Na rysunku 4.12 pokazano, »e zale»no±¢ jako±ci estymacji od
wspóªczynnika SNR w zadaniu D jest nieomal liniowa dla SNR ∈ [5; 25] [dB].
W tym zakresie wspóªczynnika SNR, wszystkie badane algorytmy wykazuj¡ si¦
podobn¡ jako±ci¡ estymacji, a jedynie ró»n¡ efektywno±ci¡, co wynika te» z ry-
sunku 4.7(a). Znacz¡ce ró»nice w jako±ci estymowanych komponentów dla za-
dania D wyst¦puj¡ dopiero przy bardzo sªabych zaburzeniach modelu, tzn. dla
SNR ≥ 30 dB.
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Wniosek 4.7. Przedstawiony rysunek 4.13 dowodzi, »e wybór algorytmu do roz-
wi¡zania zadania E ma ogromne znaczenie. Dla zada« bardzo rzadkich najlep-
sz¡ jako±¢ estymacji otrzymano za pomoc¡ algorytmów: ALS, LPG i FC-NNLS.
Do±¢ dobre rezultaty uzyskuje si¦ algorytmem IIP. W tych algorytmach nawet
10-procentowa rzadko±¢ macierzy A przy 50-procentowej rzadko±ci macierzy X
ma istotne znaczenie. W pozostaªych algorytmach wzrost rzadko±ci macierzy A
nie wpªywa znacz¡co na popraw¦ jako±ci estymacji.

Wniosek 4.8. Z rysunku 4.14 wynika, »e wszystkie algorytmy umo»liwiaj¡ uzy-
skanie bardzo dobrej jako±ci estymacji w zadaniu F, je±li nadmiarowo±¢ obserwacji
jest znacz¡ca (stosunek I/J ma du»¡ warto±¢ dla T ≫ max{I, J}). Je±li jednak
rz¡d faktoryzacji ro±nie, przy niezmieniaj¡cych si¦ wymiarach macierzy obser-
wacji, jako±¢ estymacji silnie zale»y od zastosowanego algorytmu. Przy sªabej
nadmiarowo±ci ( IJ = 2) tylko algorytmy FC-NNLS i IIP daj¡ satysfakcjonuj¡ce
rezultaty. Gdy jednak J = 45, akceptowaln¡ jako±¢ estymacji uzyskuje si¦ ju»
algorytmami HALS i LPG. Nie s¡ to jednak du»e warto±ci SIR(X) tak jak otrzy-
mane algorytmem FC-NNLS.

W tabeli 4.2 zamieszczono u±rednione wspóªczynniki SIR oceny jako±ci es-
tymacji faktora X w zadaniach C, I, J, K i L. Poniewa» rzadko±¢(A) =
rzadko±¢(X) = 50%, a wi¦c z du»ym prawdopodobie«stwem zadania te maj¡
jednoznaczn¡ nieujemn¡ faktoryzacj¦. Rozmiary zada« K i L s¡ du»e (pod k¡tem
modelu NMF), a zatem do estymacji faktorów wybrano tylko najszybsze i naj-
efektywniejsze algorytmy: ALS i HALS. W ka»dym przypadku proces iteracyjny
zatrzymywano po wykonaniu 500 iteracji zewn¦trznych. Zgodnie z wcze±niejszymi
zaªo»eniami i algorytmem 22, HALS mo»e wykonywa¢ nawet 10 iteracji wewn¦trz-
nych w ka»dym kroku naprzemiennym. Tabela 4.2 zawiera równie» czas realizacji
zada«.

Tabela 4.2. U±rednione wspóªczynniki SIR do oceny jako±ci estymacji faktora X
i czas wykonywania si¦ 500 iteracji algorytmami ALS i HALS dla zada« C, I, J, K i L

Zadanie C I J K L
ALS SIR [dB] 195,2 180,2 20,35 162,3 16,8

Czas [s] 2,27 84,51 86,8 13896 13904
HALS SIR [dB] 299,1 171,9 20,69 72,27 16,95

Czas [s] 7,4 498,4 481,1 48672 48456
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Wniosek 4.9. Z tabeli 4.2 wynika, »e czas wykonywania si¦ algorytmów ro±nie
wykªadniczo z liczb¡ komponentów ukrytych J . Mo»na tak»e wnioskowa¢, »e je±li
zadania maj¡ jednoznaczn¡ nieujemn¡ faktoryzacj¦ (faktory wystarczaj¡co rzad-
kie), wówczas metod¦ NMF mo»na stosowa¢ nawet do faktoryzacji bardzo du»ych
zada« i z du»¡ liczb¡ komponentów ukrytych (J = 500 w zadaniach K i L). Je±li
w zadaniach tych dane s¡ dokªadne (bez zaburze«), symulacje pokazuj¡, »e lep-
sze wyniki uzyskuje si¦ algorytmem ALS, chocia» mo»liwa jest niemonotoniczna
zbie»no±¢. Taki charakter zbie»no±ci nie jest jednak du»ym utrudnieniem w prak-
tyce. W badaniach zaobserwowano, »e najcz¦±ciej wzrost funkcji celu nast¦puje
tylko po pierwszym kroku iteracyjnym algorytmu ALS, a nast¦pnie utrzymywany
jest trend malej¡cy. Dla danych zaburzonych, troch¦ lepsze wyniki uzyskuje si¦
algorytmem HALS.

Badania algorytmów NMF stosowanych do aproksymacji faktorów dla zada-
nia niefaktoryzowalnego przeprowadzono na podstawie obrazów z bazy ORL.
Wybrano po 8 obrazów z ka»dej klasy, co sumarycznie stanowi 320 obrazów,
ka»dy o rozdzielczo±ci 112 na 92 pikseli. Po zwektoryzowaniu ka»dego obrazu
i zapisaniu go jako wektora kolumnowego, uzyskano macierz Y ∈ R10304×320

+ .
Do okre±lenia rz¦du faktoryzacji zastosowano metod¦ DIFFIT, omówion¡ w roz-
dziale 1.3. Stosuj¡c kryterium stagnacji funkcji celu oraz inicjalizacj¦ losow¡ po-
wtarzan¡ 100-krotnie, uzyskano nast¦puj¡ce wyniki estymacji rz¦du faktoryza-
cji: Ĵ = 22, 28, 19, 34, 25, 37, 26, 36, 28, odpowiednio algorytmami: MUE, HALS,
OPL, LPG, IPG, OG, SPG, FC-NNLS, IIP. Mediana próbek wskazuje na opty-
malny rz¡d faktoryzacji wynosz¡cy 28. Tak wi¦c, przyjmuj¡c J = 28, wyznaczono
u±rednione krzywe znormalizowanego bª¦du residualnego, które przedstawiono na
rysunku 4.15.

Wniosek 4.10. Krzywe bª¦du pokazane na rysunku 4.15 zachowuj¡ si¦ bardzo
podobnie jak te, które pokazano na rysunku 4.7. Mo»na wi¦c wnioskowa¢, »e
zadania niefaktoryzowalne nale»y traktowa¢ podobnie, pod wzgl¦dem zachowania
zbie»no±ci algorytmów, jak zadania faktoryzowalne z do±¢ silnymi zaburzeniami
modelu. Zarówno w zadaniu niefaktoryzowalnym, jak i w zadaniu B, najgª¦bsz¡
minimalizacj¦ funkcji celu uzyskuje si¦ algorytmami FC-NNLS i IIP po kilkunastu
iteracjach. Najgorzej wypada algorytm ALS. Zwi¦kszaj¡c jednak liczb¦ iteracji
do ok. 100, mo»na zauwa»y¢ wyra¹n¡ stagnacj¦ bª¦du na podobnym poziomie we
wszystkich algorytmach. Bez uwzgl¦dniania informacji apriorycznej, cechy esty-
mowane badanymi algorytmami b¦d¡ podobne, je±li estymacja b¦dzie wykonana
z wystarczaj¡c¡ liczb¡ iteracji. Je±li istotny jest czas faktoryzacji, wybór algo-
rytmu do zadania niefaktoryzowalnego powinien uwzgl¦dnia¢ efektywno±¢ estyma-
cji oraz ªatwo±¢ implementacji czªonów wymuszaj¡cych okre±lone cechy faktorów.
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Rys. 4.15. Znormalizowany bª¡d residualny: ||Y −A(n)X(n)||F /||Y ||F dla estymacji
komponentów ukrytych z obrazów bazy ORL w funkcji liczby iteracji zewn¦trznych,
uzyskany za pomoc¡ algorytmów: MUE, ALS, HALS, OPL, LPG, IPG, OG, SPG,

FC-NNLS, IIP

4.11.4. Testy zregularyzowanych algorytmów NMF

Zregularyzowanymi algorytmami NMF nazwano takie algorytmy, które mini-
malizuj¡ funkcj¦ odlegªo±ci euklidesowej, rozszerzon¡ o staªe lub zanikaj¡ce czªony
kary. Badano czªony wymuszaj¡ce w estymowanych faktorach odpowiedni poziom
rzadko±ci (rozdz. 3.2.1) lub gªadko±ci (rozdz. 3.2.2). Wyniki bada« przedstawiono
dla nast¦puj¡cych zada« faktoryzowalnych: A, B, G, H, I i J (rozdz. 4.11.3).
W zadaniach A, B, G i H macierz A jest g¦sta, a macierz X jest rzadka w 50 pro-
centach. Czªony kary powinny wymusza¢ gªadko±¢ komponentów w macierzy A
i rzadko±¢ faktora X. W zadaniach I i J, rzadko±¢ mo»e by¢ wymuszana w do-
wolnym faktorze. Uwzgl¦dniaj¡c cechy estymowanych faktorów, testy numeryczne
wykonano nast¦puj¡cymi algorytmami:

• RALS(L1) � zregularyzowany projekcyjny algorytm ALS, gdzie reguª¦ aktu-
alizacji faktora A wyra»ono przez (4.144), a reguª¦ aktualizacji faktora X
przez (4.145). Przyj¦to eksperymentalnie: αA = 10−12 oraz parameter αX

zmieniaj¡cy si¦ wedªug reguªy (4.147), gdzie ᾱ = 10−12 oraz α(0) = 10.
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• RALS(L2) � zregularyzowany projekcyjny algorytm ALS, wyra»ony przez
reguªy (4.144). Przyj¦to eksperymentalnie: αX = 10−12 oraz parametr αA

wyznaczany reguª¡ (4.147) dla ᾱ = 10−12 oraz α(0) = 1000.
• RNNLS(L1) � algorytm FC-NNLS (wyra»ony przez algorytm 13), zastoso-
wany do zadania (3.48), gdzie parametr αX dobierany jest wedªug reguªy
(4.147) dla ᾱ = 10−12 oraz α(0) = 10. Macierz A aktualizowana jest algo-
rytmem FC-NNLS, zastosowanym do zadania (3.64) dla αA = 10−12.

• RNNLS(L2) � algorytm RNNLS (wyra»ony przez algorytm 15), gdzie ᾱ =
10−12 oraz α(0) = 1000.

• DN � algorytm 18 z parametrami n1 = 3, n2 = 30, nmax = 1000, τ = 10−5,
λ = 1000,

• IPTR � algorytm 19 z parametrami θ = 1000, kmax = 10, ρ = 10−6, η = 10−4,
εA = εX = 10−12.

Podobnie jak w rozdziale 4.11.3 estymacje faktorów przeprowadzono
100-krotnie dla ró»nych przybli»e« pocz¡tkowych, generowanych z rozkªadu
U [0, 1]. Statystyk¦ rozkªad próbek wspóªczynnika SIR dla oceny jako±ci estymacji
macierzy X w zadaniach A, B, G, H, I, J pokazano na rysunku 4.16. Ponadto,
w celu przeprowadzania ªatwej analizy porównawczej zamieszczono wyniki ba-
da« algorytmów ALS, HALS oraz FC-NNLS. Iteracje zewn¦trzne w badanych
algorytmach przerywano, gdy speªnione byªo kryterium stagnacji funkcji celu dla
εobj = 10−5 w zadaniach A, B, G i H. W zadaniach I i J przyj¦to εobj = 10−8,
poniewa» dla wi¦kszych warto±ci tego parametru obserwowano lokaln¡ stagnacj¦
funkcji celu w pocz¡tkowych krokach iteracyjnych.

Przebieg znormalizowanego bª¦du residualnego ||Y − A(n)X(n)||F /||Y ||F
w funkcji czasu wykonywania si¦ algorytmów przedstawiono na rysunku 4.17.

Wniosek 4.11. Z rysunków 4.16 oraz 4.17 wynika, »e czªony regularyzuj¡ce po-
prawiaj¡ jako±¢ estymacji, je±li macierz A jest g¦sta, a zatem zadanie faktoryzacji
jest niejednoznaczne. Je±li model jest dokªadny, poprawa mo»e by¢ znacz¡ca, co
jest szczególnie widoczne na rysunkach 4.16(a) i (c). Dla danych dokªadnych al-
gorytm DN pozwala uzyska¢ znacz¡co lepsze wyniki. Niestety, jest on efektywny
tylko dla zada« o relatywnie maªych wymiarach, poniewa» jego zªo»ono±¢ ob-
liczeniowa jest du»a. W ka»dym jego kroku iteracji zewn¦trznych wyznaczana
jest macierz hesjanu QA ∈ RIJ×IJ dla aktualizacji macierzy A. Podobn¡ zªo»o-
no±ci¡ obliczeniow¡ charakteryzuje si¦ algorytm IPTR, który równie» jest do±¢
efektywny dla danych dokªadnych i najskuteczniejszy dla danych zaburzonych
(rys. 4.16(b),(d)). Efektywno±¢ algorytmu DN dla danych zaburzonych zauwa»al-
nie sªabnie, ale mo»na j¡ poprawi¢ w szerokim zakresie przez optymalny dobór
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Rys. 4.16. Statystyka rozkªadu próbek SIR do oceny jako±ci estymacji macierzy X
w zadaniach: (a) G, (b) H, (c) A, (d) B, (e) I, (f) J. Algorytmy: 1 � ALS, 2 � HALS,
3 � FC-NNLS, 4 � RALS(L1), 5 � RALS(L2), 6 � RNNLS(L1), 7 � RNNLS(L2),

8 � DN, 9 � IPTR
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Rys. 4.17. Znormalizowany bª¡d residualny: ||Y −A(n)X(n)||F /||Y ||F
w funkcji czasu wykonywania si¦ algorytmów, zastosowanych do rozwi¡zania zadania A

parametrów λ i τ . Efektywno±¢ algorytmu IPTR jest równie» zale»na od doboru
parametrów, zwªaszcza θ i ρ. Je±li macierz A jest g¦sta, parametr λ powinien
by¢ du»ej warto±ci (ok. 1000). Niestety, zbie»no±¢ algorytmu IPTR nie jest mo-
notoniczna, co jest widoczne na rysunku 4.17. Zadania I i J najprawdopodobniej
maj¡ jednoznaczn¡ faktoryzacj¦ (rzadko±¢(A) = rzadko±¢(X) = 50%). Z rysunku
4.16 wynika, »e dla takich zada« nie ma potrzeby stosowania zregularyzowanych
algorytmów NMF.

4.11.5. Testy uogólnionych algorytmów NMF

Mianem uogólnionych algorytmów NMF nazwano algorytmy, które minimali-
zuj¡ uogólnione miary podobie«stwa, takie jak np. dywergencja α lub β (rozdz. 2).
Do bada« wybrano algorytmyMKL (rozdz. 4.4.2) oraz TR-NMF (algorytm 17) dla
dywergencji β. Ten pierwszy jest multiplikatywnym algorytmem minimalizuj¡cym
uogólnion¡ dywergencj¦ Kullbacka�Leiblera, która jest szczególnym przypadkiem
dywergencji β (dla β = 0).

Podobnie jak w rozdziaªach 4.11.3 i 4.11.4 faktory pocz¡tkowe A(0) i X(0)

generowane byªy z rozkªadu U [0, 1]. Estymacj¦ faktorów powtarzano 100-krotnie
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Rys. 4.18. Statystyka rozkªadu próbek SIR do oceny jako±ci estymacji macierzy X
za pomoc¡ wybranych algorytmów minimalizuj¡cych dywergencj¦ β: (a) dane bez zakªóce«,

(b) dane zaburzone (SNR = 20 dB). Dla porównania zamieszczono równie» wyniki
uzyskane algorytmami MUE i HALS

dla ró»nych przybli»e« pocz¡tkowych. Proces aktualizacji faktorów zatrzymywany
byª po wykonaniu 500 iteracji zewn¦trznych.

Algorytmy te zastosowano do zadania A. Nast¦pnie dane dokªadne z zadania
A zaburzono addytywnie szumem binarnym o mocy SNR = 20 dB, w którym
prawdopodobie«stwo pojawienia si¦ impulsu zakªócaj¡cego wynosiªo 0,5. Takie
zaburzenia nie maj¡ rozkªadu gaussowskiego.

Na rysunku 4.18 pokazano statystyk¦ rozkªadu próbek SIR w celu oceny
jako±ci estymacji macierzy X, stosuj¡c dane dokªadne i zaburzone. Algorytm
TR-NMF dla β = 0 oznaczono skrótem TR-KL. Dla β = 1 uzyskuje si¦ funkcj¦
odlegªo±ci euklidesowej � st¡d TR-E. Algorytm TR-IS minimalizuje dywergencj¦
Itakura�Saito, a zatem uzyskuje si¦ go z TR-NMF dla β = −1.

Warto±ci funkcji celu D(β)
B (Y ||A(n)X(n)) wzgl¦dem iteracji zewn¦trznych po-

kazano na rysunku 4.19 dla zadania A.

Wniosek 4.12. Z rysunku 4.18 mo»na wnioskowa¢, »e stosowanie innej miary
rozbie»no±ci ni» odlegªo±¢ euklidesowa do estymacji faktorów w zadaniu A nie
jest konieczne. Nawet je±li dane obserwowane s¡ zaburzone szumem niegaussow-
skim, najlepsz¡ jako±¢ estymacji faktorów uzyskano algorytmami HALS i TR-E,
czyli takimi, które minimalizuj¡ odlegªo±¢ euklidesow¡. Takie rezultaty najpraw-
dopodobniej wynikaj¡ z podej±cia numerycznego do minimalizacji funkcji celu.
�atwiej bowiem minimalizowa¢ algorytmem TR funkcj¦ kwadratow¡ ni» dywer-
gencj¦ β. Z kolei, wyniki uzyskane algorytmami MKL i MUE (rys. 4.18) sugeruj¡



224 Rozdziaª 4

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
10

-3

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

Liczba kroków iteracyjnych: n

D
B(β

) (Y
||
A

(n
)
X

(n
)
)

MKL
TR-KL
TR-E
TR-IS

Rys. 4.19. Wykres funkcji D(β)
B (Y ||A(n)X(n)) wzgl¦dem iteracji zewn¦trznych w zadaniu A

raczej wi¦ksz¡ efektywno±¢ miary KL. S¡ to algorytmy o podobnej charakterystyce
zbie»no±ci. Rysunek 4.19 pokazuje, »e gª¦bsze minimum dywergencji β uzyskuje
si¦ algorytmem TR-KL ni» algorytmem TR-E, co mo»e mie¢ istotne znaczenie
w aproksymacji zada« niefaktoryzowalnych.

Nale»y jednak zauwa»y¢, »e w pewnych zastosowaniach statystyczne rozkªady
zaburze« modelu i elementów faktorów mog¡ by¢ dalekie od rozkªadów gaussow-
skich. Dlatego te» minimalizacja uogólnionych miar rozbie»no±ci mo»e prowadzi¢
do uzyskania estymatorów komponentów ukrytych o lepszej jako±ci ni» dla od-
legªo±ci euklidesowej. Jednak taka minimalizacja jest z reguªy trudniejsza do re-
alizacji. Tak wi¦c, algorytmy minimalizuj¡ce uogólnione miary rozbie»no±ci mog¡
by¢ wolniejsze i numerycznie bardziej niestabilne.



5. Struktura modelu NMF

Nieujemna faktoryzacja macierzy nie zawsze oznacza faktoryzacj¦ wedªug pod-
stawowego modelu, wyra»onego w (1.1). W ogólnym znaczeniu model NMF mo»e
by¢ bardziej zªo»ony i wyra»ony w postaci generycznej, z którego wynika mo-
del (1.1) lub by¢ szczególnym przypadkiem tego modelu. Te ró»ne postacie modelu
NMF s¡ motywowane ró»nymi zastosowaniami. Wspóln¡ ich cech¡ jest dekom-
pozycja macierzy nieujemnej i nieujemno±¢ wszystkich lub wybranych faktorów.
Dalej krótko scharakteryzowano najpopularniejsze struktury modelu NMF.

5.1. Struktura symetryczna

Struktura symetryczna modelu NMF jest szczególnym przypadkiem modelu
(1.1). Zwykle bywa okre±lana jako symetryczna i nieujemna faktoryzacja macierzy
(ang. Symmetric NMF). Jej model ma posta¢:

Y = AAT , (5.1)

gdzie Y ∈ RI×I
+ � macierz symetryczna i nieujemnie okre±lona, A ∈ RI×J

+ oraz
J � rz¡d faktoryzacji.

Faktoryzacja macierzy (5.1) nie zawsze istnieje. Minimalna warto±¢ rz¦du J ,
dla której istnieje taka faktoryzacja nazywana jest rz¦dem caªkowicie dodatnim
lub rz¦dem cp (ang. completely positive rank). Generalnie speªniona jest zale»no±¢:
0 ≤ rank(Y ) ≤ I − rank(Y ) ≤ rankcp(Y ). Je±li faktoryzacja ta nie istnieje, to
rankcp(Y ) → ∞. W takim przypadku symetryczny model NMF mo»e opisywa¢
dane obserwowane tylko w sposób przybli»ony, czyli: Y ∼= AAT .

Niech P ∈ RJ×J
+ jest macierz¡ permutacji, czyli PP T = IJ . Dla macierzy P

speªniona jest to»samo±¢: Y = AAT = APP TAT = (AP )(AP )T = ĀĀT ,
gdzie Ā = AP ∈ RI×J

+ i Ā ̸= A. Tak wi¦c, faktoryzacja (5.1) nie jest
jednoznaczna ze wzgl¦du na permutacj¦ faktorów. Ten rodzaj faktoryzacji nie



226 Rozdziaª 5

wykazuje jednak niejednoznaczno±ci ze wzgl¦du na skal¦ faktorów, poniewa»
Y = (AD)(AD)T = AD2AT ̸= AAT dla D = diag([dj ]) ∈ RJ×J

++ i D ̸= IJ .
Inne rodzaje niejednoznaczno±ci w modelu (5.1) analizowane s¡ w pracy [197].

Model faktoryzacji w (5.1) jest te» szczególnym przypadkiem, tzw. struktural-
nej nieujemnej faktoryzacji macierzy [190, 439], której model jest postaci:

Y = AXAT , (5.2)

gdzie Y ∈ RI×I
+ � macierz symetryczna i nieujemnie okre±lona, A ∈ RI×J

+ , X ∈
RJ×J
+ � macierz symetryczna, J � rz¡d faktoryzacji.
Je±li X = IJ , model (5.2) sprowadza si¦ do modelu (5.1).

5.1.1. Algorytmy multiplikatywne

Estymacja faktora A w modelu (5.1) nie wymaga stosowania algorytmu na-
przemiennej minimalizacji funkcji celu, czyli algorytmu 2. Zadanie to najcz¦-
±ciej realizowane jest za pomoc¡ multiplikatywnych algorytmów iteracyjnych,
minimalizuj¡cych sekwencyjnie przyj¦t¡ funkcj¦ celu. Takie podej±cie zostaªo
zapocz¡tkowane w pracach [109, 293, 475] w kontek±cie grupowania probabi-
listycznego. Obecnie tematyka ta jest omawiana w wielu innych pracach, np.
[181, 269, 292, 410, 439, 447].

W tego rodzaju faktoryzacji funkcj¦ celu najcz¦±ciej de�niuje si¦ przez odle-
gªo±¢ euklidesow¡, zatem:

Ψ(A) =
1

2
||Y −AAT ||2F =

1

2

I∑
m=1

I∑
n=1

(
ymn −

J∑
r=1

amranr

)2

. (5.3)

Z warunku stacjonarno±ci funkcji celu wynika:

∇aijΨ(A) =
I∑

m=1

amj

J∑
r=1

amrair −
I∑

m=1

ymiamj

+

I∑
n=1

anj

J∑
r=1

airanr −
I∑

n=1

yinanj , 0. (5.4)

Poniewa» Y jest macierz¡ symetryczn¡, z (5.4) otrzymuje si¦:

∇AΨ(A) = 2AATA− 2Y A = ∇+
AΨ(A)−∇−

AΨ(A) , 0, (5.5)
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gdzie ∇+
AΨ(A) = 2AATA oraz ∇−

AΨ(A) = 2Y A. Stosuj¡c reguª¦ aktualizacji
(4.52), uzyskuje si¦:

A← A~ (Y A)⊘ (AATA). (5.6)

Reguª¦ multiplikatywnych aktualizacji (5.6) mo»na zaimplementowa¢ równo-
legle lub sekwencyjnie. Wedªug implementacji równolegªej reguªa (5.6) ma posta¢
iteracyjn¡:

a
(k+1)
ij = a

(k)
ij

[Y A(k)]ij

[A(k)(A(k))TA(k)]ij
, k = 0, 1, . . . (5.7)

gdzie k � numer kroku iteracyjnego, A(0) � przybli»enie pocz¡tkowe.
W pracy [181] pokazano, »e formuªa iteracyjna w (5.7) nie gwarantuje zbie»-

no±ci do punktu stacjonarnego, a ponadto funkcja celu Ψ(A(k)) wzgl¦dem k ma
charakter oscylacyjny. Aby przybli»enia iteracyjne byªy zbie»ne do punktu sta-
cjonarnego, reguª¦ (5.6) nale»y implementowa¢ w taki sposób, aby aktualizacje
odbywaªy si¦ chocia» cz¦±ciowo sekwencyjnie. Macierz A mo»e by¢ estymowana
przez sekwencyjne przemiatanie jej wierszy, kolumn lub kolejnych elementów.

Sekwencyjna aktualizacja kolumn macierzy A mo»e by¢ realizowana
wedªug zasady podanej w (4.148). De�niuj¡c A

(k+1)
j = [a

(k+1)
1 , . . . ,a

(k+1)
j−1 ,a

(k)
j ,

. . . ,a
(k)
J ] ∈ RI×J

+ , reguªa (5.6) w takiej implementacji ma posta¢:

a
(k+1)
j = a

(k)
j ~ (Y a

(k)
j )⊘ (A

(k+1)
j (A

(k+1)
j )Ta

(k)
j ) (5.8)

= a
(k)
j ~

Y a
(k)
j[∑

p<j a
(k+1)
p (a

(k+1)
p )T +

∑
p≥j a

(k)
p (a

(k)
p )T

]
a
(k)
j

,

dla j = 1, . . . , J .

Niech (A
(k+1)
i )T =

[
(a

(k+1)
1 )T , . . . , (a

(k+1)
i−1 )T , (a

(k)
i )T , . . . , (a

(k)
I )T

]
∈ RJ×I

+ .

Wiersze macierzy A mog¡ by¢ równie» estymowane sekwencyjnie wedªug re-
guªy iteracyjnej:

a
(k+1)
i = a

(k)
i ~

y
i
A

(k+1)
i

a
(k)
i (A

(k+1)
i )TA

(k+1)
i

(5.9)

= a
(k)
i ~

∑
p<i yipa

(k+1)
p +

∑
p≥i yipa

(k)
p

a
(k)
i

[∑
p<i(a

(k+1)
p )Ta

(k+1)
p +

∑
p≥i(a

(k)
p )Ta

(k)
p

] ,
dla i = 1, . . . , I.
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Algorytm 23. Algorytm podwójnie sekwencyjny

Wej±cie: Y ∈ RI×I
+ � macierz danych, J � rz¡d faktoryzacji,

Wyj±cie: Â � estymowany faktor

1 Inicjalizacja: A ∈ RI×J
+ ;

2 repeat

3 for i = 1, . . . , I do
4 for j = 1, . . . , J do

5 V = Y A;
6 U = AATA+ eps;

7 aij ← aij
[V ]ij
[U ]ij

;

8 until Kryterium stopu jest speªnione;

Sekwencyjna aktualizacja wszystkich elementów macierzy A odbywa si¦ przez
u»ycie dwóch p¦tli for dla indeksów i i j. Zakªadaj¡c, »e p¦tla dla aktualizacji
wzgl¦dem indeksu j jest zagnie»d»ona w p¦tli inkrementacji indeksu i, reguªa
iteracyjna ma posta¢:

a
(k+1)
ij = a

(k)
ij

∑
n<i yina

(k+1)
nj +

∑
n≥i yina

(k)
nj

ξ
(k+1)
ij

, (5.10)

gdzie

ξ
(k+1)
ij =

∑
n<i

a
(k+1)
nj

∑
r<j

a
(k+1)
ir a(k+1)

nr +
∑
n<i

a
(k+1)
nj

∑
r≥j

a
(k)
ir a

(k+1)
nr

+
∑
n>i

a
(k)
nj

∑
r<j

a
(k+1)
ir a(k)nr + a

(k)
ij

∑
r<j

(a
(k+1)
ir )2 + (a

(k)
ij )3

+
∑
n>i

a
(k)
nj

∑
r≥j

a
(k)
ir a

(k)
nr . (5.11)

Algorytm NMF wykorzystuj¡cy formuª¦ iteracyjn¡ podan¡ w (5.10) i (5.11)
nazwano algorytmem podwójnie sekwencyjnym, który przedstawiono za pomoc¡
algorytmu 23.

Koszt obliczeniowy reguªy (5.7) w pojedynczym kroku iteracyjnym mo»na
oszacowa¢ jako O(I2J). Stosuj¡c algorytm 23, koszt ten wynosi ok. O(I3J2). Jest
to ró»nica znacz¡ca, zwªaszcza gdy liczba I jest du»a. Je±li I ≫ J , to najefektyw-
niejsza wydaje si¦ reguªa aktualizacji w (5.8), której koszt obliczeniowy mo»na
oszacowa¢ jako O(I2J2).
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Pomimo »e reguªa (5.7) nie gwarantuje zbie»no±ci, mo»liwa jest taka mody-
�kacja reguªy (5.6), która w implementacji równolegªej prowadzi do zbie»no±ci
procesu aktualizacji faktora. W pracy [181] zaproponowano reguª¦ iteracyjn¡ dla
implementacji równolegªej i udowodniono, »e takie podej±cie zapewnia monoto-
niczn¡ zbie»no±¢ do punktu stacjonarnego, okre±lonego warunkami optymalno±ci
KKT. Reguªa ta minimalizuje funkcj¦ odlegªo±ci euklidesowej, któr¡ po przeksztaª-
ceniach mo»na zapisa¢ w postaci:

Ψ(A) =
1

2
||Y −AAT ||2F =

1

2
tr(Y TY )− tr(Y TAAT ) +

1

2
tr(AATAAT )

= Ψ1(A) +
1

2
Ψ2(A) + const, (5.12)

gdzie Ψ1(A) = − tr(Y TAAT ) oraz Ψ2(A) = tr(AATAAT ).
W celu zapewnienia monotoniczno±ci iteracyjnego procesu aktualizacji fak-

tora A, zde�niowano odpowiednie funkcje pomocnicze dla czªonów Ψ1(A) i
Ψ2(A). Jest to podej±cie podobne jak dla algorytmów multiplikatywnych, omó-
wionych w rozdziale 4.4.

Lemat 5.1. Funkcja

G1(A,A
(k)) = tr

(
Y A(k)(A(k))T

)
− 2 tr

(
Y A(k)AT

)
(5.13)

jest funkcj¡ pomocnicz¡ dla funkcji Ψ1(A), zgodnie z de�nicj¡ 4.1.

Dowód 5.1. Warunek Ψ1(A
(k)) = G1(A

(k),A(k)) jest oczywisty i nie wymaga

dowodu. Z kolei, warunek G1(A,A
(k)) ≥ Ψ1(A), dla Y = Y T , wynika z prze-

ksztaªcenia:

G1(A,A
(k))−Ψ1(A) = tr

(
Y A(k)(A(k))T

)
− 2 tr

(
Y A(k)AT

)
+ tr

(
Y TAAT

)
= tr

(
Y (A(k)(A(k))T − 2A(k)AT +AAT )

)
= tr

(
Y (A−A(k))(A−A(k))T

)
≥ 0 (5.14)

Lemat 5.2. Niech

G2(A,A
(k)) =

I∑
i=1

J∑
j=1

[A(k)(A(k))TA(k)]ij

(a
(k)
ij )3

a4ij . (5.15)

Wedªug de�nicji 4.1 G2(A,A
(k)) jest funkcj¡ pomocnicz¡ dla funkcji Ψ2(A).
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Dowód 5.2. Funkcj¦ Ψ2(A) mo»na przeksztaªci¢ do postaci:

Ψ2(A) = tr(AATAAT ) = ||AAT ||2F =
I∑

p=1

I∑
q=1

 J∑
j=1

apjaqj

2

≤
∑
p,q,j

ςpqj

(
apjaqj
ςpqj

)2

=
∑
p,q,j

ς−1
pqja

2
pja

2
qj

=
J∑

j=1

[
(A2)TΘjA

2
]
jj
, (5.16)

gdzie Θj = [ς−1
pqj ] ∈ RI×I

+ , A2 = [a2ij ] ∈ RI×J
+ , ςpqj =

a
(k)
pj a

(k)
qj

[A(k)(A(k))T ]pq
oraz ∀p, q :∑

j ςpqj = 1. Nierówno±¢ w (5.16) wynika z zastosowania nierówno±ci Jensena

do rzeczywistej i wypukªej funkcji kwadratowej. Korzystaj¡c z nierówno±¢ (4.111)

z podstawieniami: S = A2, U = Θj, V = IJ oraz s̃pq = (a
(k)
ij )2, uzyskuje si¦:

Ψ2(A) ≤
J∑

j=1

[
(A2)TΘjA

2
]
jj
≤

I∑
i=1

J∑
j=1

[
Θj(A

(k))2
]
ij
a4ij

(a
(k)
ij )2

=
∑
i,j

∑I
q=1

[
A(k)

(
A(k)

)T
]
iq

(
a
(k)
qj

)2

a
(k)
ij a

(k)
qj

a4ij

(a
(k)
ij )2

=
∑
i,j

[A(k)(A(k))TA(k)]ij

(a
(k)
ij )3

a4ij

= G2(A,A
(k)). (5.17)

Funkcj¦ pomocnicz¡ funkcji Ψ(A) w (5.12) mo»na wyrazi¢ jako: G(A,A(k)) =
G1(A,A

(k)) + 1
2G2(A,A

(k)) + const. Z lematów 4.2, 5.1 i 5.2 oraz z warunku
stacjonarno±ci funkcji pomocniczej G(A,A(k)) wynika:

∇aijG(A,A
(k)) = 2

[A(k)(A(k))TA(k)]ij

(a
(k)
ij )3

a3ij − 2[Y A(k)]ij , 0. (5.18)

Z zadania (4.62) oraz z (5.18) otrzymuje si¦ reguª¦ aktualizacji faktora A:

a
(k+1)
ij = a

(k)
ij

3

√√√√√√
[
Y A(k)

]
ij[

A(k)(A(k))TA(k)
]
ij

, (5.19)
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która dla A(0) > 0 zapewnia monotoniczn¡ zbie»no±¢ funkcji celu Ψ(A(k)) i mo»e
by¢ implementowana równolegle.

Reguªa iteracyjna w (5.19) charakteryzuje si¦ wi¦c niskim kosztem obliczenio-
wym, ale jej zbie»no±¢ jest do±¢ powolna. W celu przyspieszenia procesu zbie»no-
±ci, reguª¦ t¦ w pracy [181] poª¡czono z reguª¡ (5.7) w taki sposób, »e je±li w k-tym
kroku iteracyjnym speªniony jest warunek: Ψ(A(k+1)) ≤ Ψ(A(k)), to aktualizacja
faktora realizowana jest wedªug reguªy (5.7). W przeciwnym przypadku aktu-
alizacja w k-tym kroku wykonywana jest wedªug reguªy (5.19). Takie podej±cie
gwarantuje monotoniczno±¢ procesu zbie»no±ci oraz znacz¡co przyspiesza proces
aktualizacji.

5.1.2. Algorytmy addytywne

Algorytmy multiplikatywne charakteryzuj¡ si¦ zwykle bardzo powoln¡ zbie»-
no±ci¡, zwªaszcza je±li przybli»enia iteracyjne znajduj¡ si¦ blisko punktu stacjo-
narnego. Je±li poszukiwane jest do±¢ dokªadne przybli»enie rozwi¡zania, czyli pro-
blem jest faktoryzowalny i zaburzenia modelu s¡ znikome, to zdecydowanie lep-
szym podej±ciem do problemu estymacji faktora jest zastosowanie sekwencyjnych
algorytmów addytywnych.

Dalej zaprezentowano algorytm sekwencyjny, oparty na algorytmie HALS
(rozdz. 4.6.1) i algorytmie quasi-Newtona z regularyzacj¡ hesjanu (rozdz. 4.10.1).
Algorytm ten mo»na przedstawia¢ w ró»nych wersjach, w zale»no±ci od sposobu
estymacji parametru regularyzacji. Przeprowadzaj¡c przeksztaªcenia podobne jak
w rozdziale (4.6.1), funkcj¦ celu (5.3) mo»na wyrazi¢ w nast¦puj¡cy sposób:

Ψ(A) =
1

2
||Y −

J∑
j=1

aja
T
j ||2F =

1

2
||Y −

∑
r ̸=j

ara
T
r − aja

T
j ||2F

=
1

2
||Y (j) − aja

T
j ||2F =

1

2
tr
(
(Y (j))TY (j)

)
− tr

(
Y (j)aja

T
j

)
+

1

2
tr
(
aja

T
j aja

T
j

)
=

1

2
aT
j aja

T
j aj − aT

j Y
(j)aj + const, (5.20)

Nast¦pnie stosuj¡c metod¦ quasi-Newtona do funkcji (5.20), kierunek poprawy
w k-tym kroku iteracyjnym aktualizacji wektora aj wyznaczany jest z nast¦puj¡-
cego ukªadu równa«:(

H(a
(k)
j ) + αAII

)
p
(k)
j = −∇ajΨ(a

(k)
j ), (5.21)



232 Rozdziaª 5

gdzie

∇ajΨ(aj) = 2||aj ||22aj − 2Y (j)aj , (5.22)

H(aj) = ∇2
aj

Ψ(aj) = 2
(
2aja

T
j + ||aj ||22II − Y (j)

)
. (5.23)

Parametr αA ≥ 0 w (5.21) speªnia zadanie regularyzacji hesjanu i powinien by¢

tak dobrany, aby macierz
(
H(a

(k)
j ) + αAII

)
byªa dodatnio okre±lona. Wówczas

do rozwi¡zania ukªadu równa« w (5.21) mo»na wykorzysta¢ metod¦ gradientów
sprz¦»onych.

Jest wiele sposobów doboru parametru αA, które dalej krótko scharakteryzo-
wano:

• Reguªa eksponencjalna, wyra»ona przez (4.146). Jest to najprostszy i naj-
mniej kosztowny sposób, jednak jego skuteczno±¢ do±¢ znacz¡co zale»y od
doboru warto±ci parametrów α(0), ᾱ i τ . Zwykle zªe uwarunkowanie macierzy
hesjanu wyst¦puje w pierwszych kilkunastu iteracjach, gdy aproksymacje
iteracyjne s¡ jeszcze do±¢ dalekie od punktu stacjonarnego. W tej fazie, pa-
rametr αA powinien przyjmowa¢ do±¢ du»e warto±ci, a nast¦pnie powinien
by¢ stopniowo zmniejszany do dodatniej warto±ci progowej ᾱ.

• Poprawka wzgl¦dem minimalnej warto±ci wªasnej macierzy hesjanu:

αA = (1 + τ)|λmin(H(aj))|, (5.24)

gdzie τ & 0 � dodatnia warto±¢ progow¡.
Tak dobierany parametr zapewnia dodatni¡ okre±lono±¢ macierzy hesjanu
w ka»dym kroku iteracyjnym. Jednak wyznaczenie minimalnej warto±ci wªa-
snej tej macierzy jest do±¢ kosztowne. W implementacji praktycznej zada-
nie to mo»na realizowa¢ metod¡ Powera z przesuni¦t¡ odwrotno±ci¡ (ang.
Shifted-Inverse Power Method).

• Faktoryzacja Choleskiego: Je±li dla pewnej progowej warto±ci parametru

ᾱA > 0, H̃ =
(
H(a

(k)
j ) + ᾱAII

)
jest macierz¡ dodatnio okre±lon¡, to

H̃ = RTR, gdzie R jest górn¡ macierz¡ trójk¡tn¡ peªnego rz¦du. Nast¦p-

nie p(k)
j = −R\

(
RT \∇ajΨ(a

(k)
j )
)
, gdzie operator \ realizuje podstawienie

wsteczne. W przeciwnym razie warto±¢ parametru αA jest zwi¦kszana we-
dªug reguªy: αA ← 2αA.

Algorytm aktualizacji faktora A wedªug faktoryzacji Choleskiego przedsta-
wiono za pomoc¡ algorytmu 24. Funkcja [R, p] = chol(H) realizuje faktoryzacj¦
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Algorytm 24. QN-HALS z faktoryzacj¡ Choleskiego

Wej±cie: Y ∈ RI×I
+ � macierz danych, J � rz¡d faktoryzacji,

ᾱA & 0 � progowa warto±¢ parametru regularyzacji
Wyj±cie: Â � estymowany faktor

1 Inicjalizacja: A ∈ RI×J
+ ;

2 repeat

3 for j = 1, . . . , J do

4 p = 1, αA = ᾱA, s = 1;

5 Y (j) = Y −
∑

r ̸=j ara
T
r ;

6 Hj = 2aja
T
j + ||aj ||22II − Y (j), gj = ||aj ||22aj − Y (j)aj ;

7 while p > 0 do
8 [R, p] = chol (Hj + αAIJ); // faktoryzacja Choleskiego

9 if p > 0 then
10 αA = 2sᾱA; // podwajanie parametru

11 s← s+ 1;

12 pj = −R\
(
RT \gj

)
; // kierunek poprawy

13 aj ←
[
aj + pj

]
+
; // aktualizacja faktora

14 until Kryterium stopu jest speªnione;

Choleskiego macierzy H. Je±li H jest macierz¡ dodatnio okre±lon¡, to p = 0
i zwracana macierz R jest peªnego rz¦du. W przeciwnym razie p > 0 i wówczas
wykonywana jest p¦tla while, w której zwi¦kszany jest parameter regularyzacji do
momentu speªnienia warunku dodatniej okre±lono±ci zregularyzowanej macierzy
hesjanu.

5.1.3. Wyniki bada«

Niech A = [aij ] ∈ RI×J
+ , rank(A) = J dla I ≥ J oraz ∀i, j : aij = max{0, ǎij},

gdzie ǎij ∼ N (0, 1). Zakªadaj¡c, I = 100 oraz J = 10, wygenerowano macierz
obserwacji Y = AAT .

Macierz A estymowano za pomoc¡ nast¦puj¡cych algorytmów: 1 � podwójnie
sekwencyjny (algorytm 23); 2 � sekwencyjna aktualizacja wierszy, wyra»ona
przez (5.9); 3 � sekwencyjna aktualizacja kolumn, wyra»ona przez (5.8);
4 � hybrydowa reguªa równolegªa ª¡cz¡ca formuªy (5.7) i (5.19); 5 � QN-HALS
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(a) (b)

Rys. 5.3. Statystyka rozkªadu próbek SIR dla estymacji macierzy A
po wykonaniu 200 iteracji algorytmami 1�6: (a) dane niezaburzone, (b) dane zaburzone

z reguª¡ (5.24); 6 � QN-HALS z faktoryzacj¡ Choleskiego (algorytm 24). Przybli-
»enia pocz¡tkowe A(0) generowano z rozkªadu równomiernego U [0, 1].

Badania przeprowadzono dla syntetycznych danych niezaburzonych (model
dokªadny) oraz z addytywnymi zaburzeniami gaussowskimi, dla których SNR =
30 dB.

Jako±¢ faktoryzacji oceniano na podstawie przebiegu bª¦du residualnego oraz
statystyk rozkªadu wspóªczynników SIR estymowanej macierzy Â. U±rednione

przebiegi znormalizowanego bª¦du residualnego
||Y −A(k)

(
A(k)

)T
||F

||Y ||F
w funkcji

liczby iteracji k pokazano na rysunku 5.1 dla danych niezaburzonych oraz na ry-
sunku 5.2 dla danych zaburzonych (SNR = 30 dB). Do wyznaczenia u±rednionego
bª¦du wykorzystano wyniki bada« uzyskane dla 100 losowych próbek przybli»e«
pocz¡tkowych. Statystyki rozkªadu próbek SIR uzyskane po 200 krokach iteracyj-
nych zilustrowano na rysunku 5.3(a) dla danych niezaburzonych oraz na rysunku
5.3(b) dla danych zaburzonych.

Nast¦pnie, przeprowadzono kolejny eksperyment, w którym przerywanie ite-
racyjnego procesu aktualizacji faktora obywaªo si¦ wedªug kryterium gradientów
rzutowanych w (4.42). Oczywi±cie w tym przypadku funkcja celu Ψ(A(k)) za-
le»y tylko od jednego argumentu, tzn. macierzy A(k). Tak wi¦c, proces iteracyjny
jest przerywany, gdy speªniony jest warunek: ||GP ||F ≤ ε||∇AΨ(A(1))||F , gdzie
GP = [gPij ] oraz

gPij =

{
∇aijΨ(A), je»eli aij > 0,

min
(
∇aijΨ(A), 0

)
, je»eli aij = 0.

(5.25)
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Tabela 5.1. �rednie warto±ci wspóªczynnika SIR, liczba iteracji i czas wykonywania
algorytmów dla ε = 10−3 (dane dokªadne) i ε = 10−2 (dane zaburzone z SNR = 30 dB).

W nawiasach podano odchylenia standardowe. W przypadku algorytmu 5
dla danych zaburzonych, przerywanie procesu iteracyjnego nast¦powaªo

po wykonaniu maksymalnej liczby iteracji, czyli kmax = 1000

Algorytm
Dane dokªadne SNR = 30 dB

SIR [dB] Liczba iter. Czas [s] SIR [dB] Liczba iter. Czas [s]

1 49,79 (1,12) 1261 (337) 137,4 27,79 (0,9) 229 25,04

2 49,91 (1,39) 1406 (452) 15,73 27,57 (0,81) 238 2,672

3 49,81 (1,09) 1291 (397) 1,829 27,72 (0,86) 244 0,3456

4 52,25 (2,1) 1765 (513) 1,244 29,25 (1,71) 299 0,21

5 44,84 (1,83) 38 (6) 0,6178 0,97 (0,366) 1000 61,42

6 45,05 (1,55) 34 (6) 0,1552 24,49 (1,88) 23 0,1173

W tabeli 5.1 przedstawiono u±rednione wspóªczynniki SIR, liczb¦ iteracji oraz
czas wykonywania algorytmów (mierzony w Matlabie 2008a) dla danych niezabu-
rzonych (ε = 10−3) i danych zaburzonych (ε = 10−2).

Kolejne badania przeprowadzono dla danych generowanych podobnie, ale
o wi¦kszym rozmiarze. Przyj¦to: I = 1000 oraz J = 100. Do estymacji macie-
rzy A wybrano nast¦puj¡ce algorytmy: 3 � sekwencyjna aktualizacja kolumn, wy-
ra»ona przez (5.8); 4 � hybrydowa reguªa równolegªa ª¡cz¡ca formuªy (5.7) i (5.19);
6 � QN-HALS z faktoryzacj¡ Choleskiego (algorytm 24). Badania przeprowadzono
dla 100 inicjalizacji losowych, podobnie jak poprzednio. W tym przypadku badane
algorytmy zatrzymywane byªy po wykonaniu 300 iteracji. U±rednione wyniki ba-
da« przedstawiono w tabeli 5.2. Przebiegi znormalizowanego bª¦du residualnego
w funkcji liczby iteracji pokazano na rysunku 5.4 dla danych dokªadnych i zabu-
rzonych (SNR = 30 dB).

Tabela 5.2. �rednie warto±ci wspóªczynnika SIR i czas wykonywania algorytmów
dla estymacji macierzy A z danych dokªadnych i zaburzonych (SNR = 30 dB).

W nawiasach podano odchylenia standardowe

Algorytm
Dane dokªadne SNR = 30 dB

SIR [dB] Czas [s] SIR [dB] Czas [s]

3 0,6468 (0,0712) 506,1 (11,2) 0,6267 (0,0744) 455,5 (11,1)

4 0,6238 (0,0635) 27,1 (0,0954) 0,6198 (0,0673) 26,1 (0,0971)

6 56,47 (2,37) 1831,6 (13,33) 25,9 (0,0327) 1635,7 (12,85)
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5.2. Struktura wielowarstwowa

Koncepcja wielowarstwowej struktury modelu NMF (ang. multilayer NMF)
pojawiªa si¦ po raz pierwszy w pracy [1]. Nast¦pnie, struktura ta byªa badana
i mody�kowana w kolejnych pracach. Obszerne badania tej struktury, zwªaszcza
w kontek±cie zastosowa« do ±lepej separacji sygnaªów nieujemnych, mo»na od-
nale¹¢ w pracach zespoªu naukowego prof. Cichockiego [71, 78, 80, 86, 88, 89],
a tak»e w innych pracach, np. [237, 391, 414].

W takim podej±ciu do modelu NMF, faktory A i X s¡ estymowane w pro-
cesie sekwencyjnych dekompozycji. W pierwszym kroku, dla zadanego rz¦du J ,
wykonywana jest faktoryzacja Y = A(1)X(1) ∈ RI×T

+ , otrzymuj¡c faktory:
A(1) ∈ RI×J

+ oraz X(1) ∈ RJ×T
+ . W drugim kroku, realizowana jest faktoryza-

cja: X(1) = A(2)X(2), gdzie A(2) ∈ RJ×J
+ oraz X(2) ∈ RJ×T

+ . Do wykonania
drugiego kroku stosuje si¦ algorytm taki sam jak w kroku pierwszym, ale z innym
przybli»eniem pocz¡tkowym, zatem w l-tym kroku wykonywana jest faktoryzacja:
X(l−1) = A(l)X(l). Procedura sekwencyjnej dekompozycji zatrzymywana jest po



238 Rozdziaª 5

wykonaniu L kroków sekwencyjnych. W rezultacie, procedur¦ t¦ mo»na opisa¢ za
pomoc¡ nast¦puj¡cego modelu:

Y = A(1)A(2) · · ·A(L)X(L). (5.26)

Je±li na faktory {A(l)} dla l = 1, 2, . . . , L nie jest narzucona dodatkowa informacja
aprioryczna, to model ten sprowadza si¦ do podstawowej postaci Y = AX, gdzie
A = A(1)A(2) · · ·A(L) oraz X = X(L).

Takie podej±cie �zycznie oznacza, »e macierz mieszaj¡ca A reprezentuje sys-
tem kaskadowego poª¡czenia L podsystemów mieszaj¡cych. Jest to wielowar-
stwowy system mieszaj¡cy, skªadaj¡cy si¦ z L warstw. Kluczowe znaczenie w tym
podej±ciu ma proces sekwencyjnego uczenia faktorów w kolejnych warstwach sys-
temu, tzn. uczenia warstwa po warstwie. Inicjalizacja przybli»e« pocz¡tkowych
faktorów w ka»dej warstwie jest losowa. Nale»y te» zauwa»y¢, »e je±li J ≪ I,
proces uczenia w kolejnych warstwach jest szybszy ni» dla warstwy pierwszej.
Jest to powodowane tym, »e macierze X(l) ∈ RJ×T

+ dla l = 1, . . . , L s¡ mniejsze
ni» macierz Y ∈ RI×J

+ . Zwykle te» kolejne faktory A(l) s¡ rzadsze. Je±li w l-tej
warstwie otrzymuje si¦ tak¡ macierz X(l), która nie mo»e by¢ ju» dalej faktory-
zowana (np. jej wektory wierszowe s¡ liniowo niezale»ne), wówczas faktory A(s)

dla s > l powinny by¢ zbie»ne do macierzy jednostkowej IJ .
W pracach [78, 80, 89] zauwa»ono, »e wielowarstwowy model NMF znacznie

zmniejsza ryzyko stagnacji procesu aktualizacji faktorów w niepo»¡danym punkcie
stacjonarnym, zwªaszcza je±li ka»da warstwa inicjalizowana jest przez wielostar-
tow¡ inicjalizacj¦ losow¡ (algorytm 3). Ponadto, faktory X(l) dla l = 2, 3, . . . , L
zwykle lepiej aproksymuj¡ rozwi¡zanie dokªadne ni» faktorX(1). Wielowarstwowy
model NMF mo»na teoretycznie realizowa¢ za pomoc¡ dowolnego algorytmu. Jed-
nak w pracach [80, 89] zaobserwowano, »e najlepsze efekty w ±lepej separacji
sygnaªów nieujemnych uzyskuje si¦, je±li jego faktory estymuje si¦ za pomoc¡ gra-
dientowych algorytmów kierunków poprawy (rozdz. 4.7). Zadania estymacji nie
powinny zawiera¢ faktorów zbyt du»ych rozmiarów, w których wyst¦puje silna
nadmiarowo±¢, ale mog¡ by¢ ¹le uwarunkowane. W pracy [78] pokazano, »e mo-
del ten jest bardzo efektywny, gdy proces mieszania realizowany jest macierz¡
Hilberta. W badaniach wykorzystano macierz Hilberta A ∈ R5×4

+ , dla której
cond(A) = 8956. Dla grupy 5 sygnaªów nieujemnych, pochodz¡cych z pakietu
narz¦dziowego NMFLAB [79], wielowarstwowy model NMF znacz¡co poprawiª ja-
ko±¢ estymowanych faktorów. Wspóªczynniki SIR faktorów estymowanych w dzie-
si¡tej warstwie zwi¦kszyªy si¦ o ponad 90 dB w stosunku do pierwszej warstwy.
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5.3. Struktura splotowa

Model (1.1) w zastosowaniu do ±lepej separacji sygnaªów nieujemnych opi-
suje proces jednoczesnego i liniowego mieszania nieujemnych sygnaªów ¹ródªo-
wych. Takie modelowanie w wielu zastosowaniach jest jednak zbyt uproszczone.
Przykªadowo, je±li sygnaªy ¹ródªowe propagowane s¡ wielodrogowo, wówczas sy-
gnaªy obserwowane zawieraj¡ nie tylko prost¡ mieszanin¦ sygnaªów ¹ródªowych,
ale równie» �echa� sygnaªów bezpo±rednich, czyli sygnaªy odbite, docieraj¡ce do
punktów obserwacji z opó¹nieniem. W takim przypadku, model mieszania sy-
gnaªów powinien uwzgl¦dnia¢ sygnaªy zmieszane, rejestrowane bezpo±rednio oraz
z opó¹nieniem. Podej±cie to prowadzi do splotowego modelu mieszania sygnaªów
¹ródªowych, który mo»na wyrazi¢ nast¦puj¡co:

yit =
J∑

j=1

L−1∑
l=0

aijlxj,t−l, (5.27)

gdzie L � dªugo±¢ �ltru mieszaj¡cego.
W reprezentacji macierzowej model (5.27) mo»na zapisa¢ jako:

Y =
L−1∑
l=0

A(l)
l→
X, (5.28)

gdzie
l→
X jest macierz¡ przesuni¦t¡ wzgl¦dem macierzy X o l kolumn w prawo.

Niech X = [x1,x2, . . . ,xT ] ∈ RJ×T . Tak wi¦c:
1→
X = [0,x1, . . . ,xT−1] ∈ RJ×T ,

2→
X = [0,0,x1, . . . ,xT−2] ∈ RJ×T ,

1←
X = [x2, . . . ,xT ,0] ∈ RJ×T oraz

2←
X =

[x3, . . . ,xT ,0,0] ∈ RJ×T .
Model (5.28) jest powszechnie stosowany w technikach ±lepej separacji sy-

gnaªów ¹ródªowych propagowanych wielodrogowo. Stosuje si¦ go te» do ekstrak-
cji niestacjonarnych pro�li cz¦stotliwo±ciowych ze spektrogramów sygnaªów aku-
stycznych. Niech Y ∈ RI×T

+ reprezentuje rozkªad amplitudy dyskretnej i krótko-
czasowej transformaty Fouriera (amplituda spektrogramu) sygnaªu y(t). Liczba I
oznacza liczb¦ próbek w dziedzinie cz¦stotliwo±ci, a T liczb¦ ramek czasowych.
Stosuj¡c model (1.1), kolumny macierzy A zawieraj¡ pro�le cz¦stotliwo±ciowe,
wiersze macierzy X s¡ pro�lami czasowymi. W tym modelu, pro�le cz¦stotliwo-
±ciowe s¡ niezmienne w funkcji czasu. Je±li jednak zastosuje si¦ model (5.28),
pro�le cz¦stotliwo±ciowe reprezentowane macierzami A(j) = [aijl] ∈ RI×L

+ zale»¡
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od czasu (indeks l odpowiada ramkom czasowym). Takie podej±cie zwykle do-
kªadniej reprezentuje sygnaªy obserwowane (zwªaszcza sygnaªy akustyczne), ale
jest trudniejsze w podej±ciu numerycznym.

Do estymacji faktorów {A(l)} oraz X mo»na zastosowa¢ wiele ró»nych metod,
w zale»no±ci od przyj¦tej informacji apriorycznej o cechach estymowanych fakto-
rów. Zakªadaj¡c, »e faktory te zawieraj¡ tylko nieujemne elementy, ich estymacj¦
mo»na realizowa¢ za pomoc¡ algorytmów nieujemnej faktoryzacji macierzy.

Smaragdis jest pionierem w rozwoju splotowego modelu NMF (ang. con-

volutive NMF). W pracy [405] zaproponowaª algorytm multiplikatywny, mini-
malizuj¡cy uogólnion¡ dywergencj¦ KL mi¦dzy macierz¡ obserwacji a mode-
lem (5.28). Koncepcja ta zostaªa wykorzystana w wielu innych pracach, np.
[89, 332, 354, 406, 446, 455]. W pracy [332] mo»na odnale¹¢ algorytmy multi-
plikatywne minimalizuj¡ce dywergencj¦ β, a w pracy [446] omówiono algorytmy
multiplikatywne minimalizuj¡ce odlegªo±¢ euklidesow¡. Algorytmy projekcyjne
najmniejszych kwadratów przedstawiono w pracy [354].

Poni»ej przedstawiono algorytm multiplikatywny minimalizuj¡cy dywergen-
cj¦ α. Jest to zmody�kowana wersja formuª iteracyjnych w (4.85) i (4.86), w któ-
rych uwzgl¦dniono podobne zaªo»enia jak we wspomnianych algorytmach dla splo-
towego modelu NMF. Reguªy aktualizacji faktorów w n-tym kroku iteracyjnym
maj¡ wi¦c posta¢:

a
(n+1)
ijl = a

(n)
ijl


∑T

t=1 xjt

(l−1)→[(
yit∑J

p=1 aiplx
(n)
pt

)α]
∑T

t=1 xjt


1
α

, (5.29)

x
(n+1)
jt =

⟨
x
(n)
jt


∑I

i=1 aijl

(l−1)←[(
yit∑J

p=1 aiplx
(n)
pt

)α]
∑I

i=1 aijl


1
α⟩

, (5.30)

dla l = 1, . . . , L oraz α ̸= 0. Operator ⟨·⟩ oznacza u±rednianie po indeksie l.
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5.4. Struktura trójczªonowa

Struktur¦ trójczªonowego modelu NMF mo»na przedstawi¢ w nast¦puj¡cej
postaci generycznej:

Y = ASX, (5.31)

gdzieA ∈ RI×J , S ∈ RJ×R orazX ∈ RR×T . Ograniczenia nieujemno±ci mog¡ by¢
narzucone na wszystkie lub wybrane faktory. Zakªada si¦, »e macierze {A,S,X}
s¡ peªnego rz¦du.

Je±li macierz S w modelu (5.31) jest wyra»ona przez (3.51), J = R <
min{I, T}, a macierze A i X zawieraj¡ nieujemne elementy, to otrzymuje si¦
tzw. model nsNMF, opisany w rozdziale 3.2.1.

5.4.1. Struktura dwuortogonalna

Gdy na faktory w modelu (5.31) nie s¡ narzucone dodatkowe ograniczenia
(oprócz nieujemno±ci), model ten mo»na ªatwo sprowadzi¢ do standardowego
(dwuczªonowego) modelu przez przeksztaªcenia: A← AS oraz X ← SX.

Je±li faktory w modelu (5.31) maj¡ dodatkowe ograniczenia aprioryczne, po-
dane przeksztaªcenie nie zawsze jest mo»liwe. Przykªadem takiej struktury modelu
NMF mo»e by¢ model tri-NMF, wprowadzony przez Dinga i pozostaªych autorów
pracy [113]. W modelu tym Y ∈ RI×T

+ ,A ∈ RI×J
+ , S ∈ RJ×R

+ ,X ∈ RR×T
+ , J ≪ I,

R ≪ T oraz dodatkowo ATA = IJ i XXT = IR. Taka struktura modelu NMF
nazwana jest dwuortogonalnym modelem NMF.

Dwuortogonalny model NMF stosowany jest przede wszystkim do dwustron-
nego lub dwumodalnego grupowania danych (ang. co-clustering). Je±li Y ∈ RI×T

+

jest macierz¡ danych, to macierz A zawiera informacje o grupowaniu wierszy,
X o grupowaniu kolumn, a S o relacjach pomi¦dzy grupami. Parametry J i R
okre±laj¡ odpowiednio liczb¦ grup wierszy oraz kolumn.

Zakªadaj¡c, »e funkcja celu wyra»ona jest przez odlegªo±¢ euklidesow¡, zadanie
estymacji faktorów w dwuortogonalnym modelu NMF mo»na wyrazi¢ nast¦pu-
j¡co:

min
A≥0, S≥0, X≥0

1

2
||Y −ASX||2F , p.o. ATA = IJ , XXT = IR. (5.32)

Do rozwi¡zania zadania (5.32) stosuje si¦ algorytm naprzemiennej minimali-
zacji funkcji celu, podobnie jak dla dwuczªonowego modelu NMF. Jednak w tym
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przypadku, przeª¡czenie odbywa si¦ mi¦dzy trzema grupami argumentów. Zadanie
optymalizacji jest wi¦c trudniejsze ni» w przypadku typowego modelu NMF. Bez
dodatkowych informacji o ortogonalno±ci faktorów A i X, naprzemienna minima-
lizacja funkcji celu byªaby zbyt wra»liwa na stagnacj¦ w nieoptymalnych punktach
stacjonarnych. Jednak silna informacja aprioryczna, wymuszaj¡ca ortogonalno±¢
skrajnych faktorów znacz¡co poprawia problem niejednoznaczno±ci faktoryzacji.
Nale»y zauwa»y¢, »e bez ogranicze« nieujemno±ci faktorów A i X, model dwu-
ortogonalnej faktoryzacji sprowadza si¦ do dekompozycji macierzy wzgl¦dem jej
warto±ci osobliwych (SVD). Taka faktoryzacja jest jednoznaczna.

Nieujemne faktory A i X, w których wymusza si¦ dodatkowo ortogonalno±¢,
mo»na estymowa¢ za pomoc¡ algorytmów ortogonalnego modelu NMF. Przykªa-
dowo, mog¡ to by¢ formuªy iteracyjne (4.117) i (4.116), które dla zadania (5.32)
maj¡ postaci:

a
(n+1)
ij = a

(n)
ij

√
[Y XTST ]ij

[A(n)(A(n))TY XTST ]ij
, (5.33)

x
(n+1)
rt = x

(n)
rt

√
[STATY ]rt

[STATY (X(n))TX(n)]rt
, (5.34)

gdzie j = 1, . . . , J , r = 1, . . . , R oraz n jest numerem kroku iteracji naprzemien-
nych.

Aby wyznaczy¢ faktor S, funkcj¦ celu przeksztaªcono do postaci:

Ψ(S) =
1

2
||Y −ASX||2F =

1

2
tr
(
Y TY

)
− tr

(
Y TASX

)
+

1

2
tr
(
XTSTATASX

)
=

1

2
tr
(
STATASXXT

)
− tr

(
XY TAS

)
+ const. (5.35)

Stosuj¡c nierówno±¢ (4.111) do czªonu tr
(
STATASXXT

)
z podstawieniami

U = ATA i V = XXT , a tak»e wykorzystuj¡c nierówno±¢ ξ ≥ 1 + ln(ξ) dla
ξ > 0, zde�niowano nast¦puj¡c¡ funkcj¦ pomocnicz¡ G(S,S(n)) dla minimalizacji
funkcji (5.35) ze wzgl¦du na S:

G(S,S(n)) = −
∑
j,r

[ATY XT ]jrs
(n)
jr

(
1 + ln

sjr

s
(n)
jr

)
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+
1

2

∑
j,r

[ATAS(n)XXT ]jrs
2
jr

s
(n)
jr

+ const. (5.36)

Rozwa»aj¡c podobne zadanie jak w (4.62) oraz z warunku stacjonarno±ci
∇SΨ(S) , 0, otrzymuje si¦ reguª¦ iteracyjn¡:

s
(n+1)
jr = s

(n)
jr

√
[ATY XT ]jr

[ATAS(n)XXT ]jr
. (5.37)

Usprawnion¡ wersj¦ algorytmu dla dwuortogonalnego modelu NMF zapro-
ponowano w pracy [451]. Algorytm ten oprócz wspomnianych ogranicze« za-
kªada te» lokaln¡ niezmienniczo±¢ faktorów, co prowadzi do uczenia na pew-
nej rozmaito±ci zanurzonej w przestrzeni obserwacji, podobnie jak w rozdziale
3.2.5. Inne algorytmy dla dwuortogonalnego modelu NMF mo»na odnale¹¢ w pra-
cach [59, 270, 470].

5.4.2. Liniowa kombinacja funkcji bazowych

W wielu zastosowaniach modelu NMF wektory bazowe lub wektory cech mog¡
by¢ aproksymowane przez liniow¡ kombinacj¦ jednomodalnych funkcji bazowych.
W pracy [488] zaproponowano, aby do modelowania wektorów kolumnowych ma-
cierzy A wykorzysta¢ radialne funkcje bazowe, wyra»one przez funkcje gaussow-
skie (ang. Gaussian Radial Basis Functions). Funkcje te s¡ nieujemne, ograni-
czone, gªadkie i jednomodalne. Zaªo»ono, »e ich liniowa kombinacja dobrze aprok-
symuje dan¡ klas¦ sygnaªów spektralnych. Narzucenie jednomodalno±ci mo»e osªa-
bi¢ problem niejednoznaczno±ci faktorów, poniewa» ograniczenie to jest postrze-
gane jako wiedza aprioryczna o cechach estymowanych faktorów. Takie podej±cie
mo»e by¢ szczególnie przydatne w chromatogra�i gazowej ze spektrometri¡ mas
(ang. Gas Chromatography-Mass Spectrometry) [278], analizie danych �uorescen-
cyjnych [152, 167] oraz spektroskopii Ramana [264, 310, 385].

W tej strukturze modelu NMF zakªada si¦, »e w modelu (1.1) j-ty wektor
kolumnowy macierzy A, dla j = 1, . . . , J , reprezentowany jest przez liniow¡ kom-
binacj¦ pewnych wektorów bazowych {ϕ1, . . . ,ϕM} ⊂ RI , zatem:

aj =
M∑

m=1

smjϕm (5.38)

gdzie {smj} ∈ R s¡ wspóªczynnikami skaluj¡cymi. Wektory bazowe generowane
s¡ za pomoc¡ funkcji bazowych ϕ(θ) w taki sposób, »e ∀m, i : ϕm = [ϕm(θi)] ∈ RI
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oraz ϕm : R → R. De�niuj¡c macierze Φ = [ϕ1, . . . ,ϕM ] ∈ RI×M oraz S =
[smj ] ∈ RM×J , uzyskuje si¦ nast¦puj¡cy model NMF:

Y = ΦSX, p.o. ΦS ≥ 0 oraz X ≥ 0, (5.39)

gdzie A = ΦS ∈ RI×J
+ .

Funkcje bazowe {ϕm(θi)} mog¡ mie¢ ró»ne postaci. Mo»na je wyrazi¢ przez
funkcje gaussowskie:

ϕm(θi) = exp

{
−(θi −∆am)2

2σ2

}
, (5.40)

gdzie θi = ∆ai dla i = 1, . . . , I, ∆a > 0 � ustalony krok, σ2 > 0 � zaªo»ona
wariancja. Gdy M = I, wówczas ∆a = 1 oraz σ2 = 1. Je±li estymowane wek-
tory cech (wektory aj) modelowane s¡ superpozycj¡ funkcji gaussowskich o du»ej
wariancji, to jest mo»liwy przypadek: M < I.

Zakªadaj¡c, »e bª¡d residualny modelu (5.39) ma rozkªad gaussowski, zadania
estymacji faktorów S i X maj¡ nast¦puj¡ce postaci:

min
X

1

2
||Y −ΦSX||2F , p.o. X ≥ 0, (5.41)

min
S

1

2
||Y −ΦSX||2F , p.o. ΦS ≥ 0. (5.42)

Zadanie (5.41) mo»na rozwi¡za¢ za pomoc¡ dowolnego algorytmu numerycz-
nego dla liniowego zadania najmniejszych kwadratów z ograniczeniami nieujem-
no±ci. W pracy [488] zadanie to rozwi¡zano, stosuj¡c algorytm FC-NNLS (algo-
rytm 13 w rozdziale 4.9.2).

W celu rozwi¡zania zadania (5.42), funkcj¦ celu przeksztaªcono do postaci
zwektoryzowanej:

Ψ(S,X) =
1

2
||Y −ΦSX||2F =

1

2
||ȳ − (XT ⊗Φ)s̄||22

=
1

2
ȳT ȳ − ȳT (XT ⊗Φ)s̄+

1

2
s̄T (XXT ⊗ΦTΦ)s̄, (5.43)

gdzie s̄ = vec(S) ∈ RJM oraz ȳ = vec(Y ) ∈ RIT s¡ odpowiednio zwektoryzo-
wanymi macierzami S oraz Y . Z zale»no±ci (5.43) wynika, ze zadanie estymacji
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faktora S mo»na wyrazi¢ przez zadanie programowania kwadratowego przy ogra-
niczeniach nierówno±ciowych:

min
s̄

1

2
s̄TQs̄+ cT s̄, p.o. (IJ ⊗Φ)s̄ ≥ 0, (5.44)

gdzie Q = XXT ⊗ ΦTΦ ∈ RJM×JM oraz c = −(X ⊗ ΦT )ȳ ∈ RJM . Zadanie
(5.44) wymaga poniesienia du»ego kosztu obliczeniowego ale mo»e by¢ uspraw-
nione, poniewa» obie macierze Q i IJ ⊗Φ s¡ symetryczne, a ta druga jest dodat-
kowo bardzo rzadka. Je±li T ≫ J oraz I ≫ J , wektor c powinien by¢ obliczany
przez wektoryzacj¦ macierzy ΦTY XT , czyli:

c = −(X ⊗ΦT )ȳ = −vec
{
ΦTY XT

}
. (5.45)

Dla M = I, ∆a = 1 oraz σ2 = 1: λmin(Φ
TΦ) > 0, gdzie λmin(·) jest

minimaln¡ warto±ci¡ wªasn¡ macierzy. Poniewa» dla innych parametrów mo»-
liwy jest przypadek λmin(XXT ) = 0, zatem macierz Q mo»e by¢ nieujemnie
okre±lona. Maªe warto±ci wªasne macierzy XXT mog¡ pojawi¢ si¦, gdy wier-
sze macierzy Y s¡ silnie skorelowane lub ¹le skalowane. Taki przypadek mo»e
wyst¡pi¢, zwªaszcza w pocz¡tkowych iteracjach. Aby unikn¡¢ zªego uwarunkowa-
nia macierzy Q, nale»y zastosowa¢ odpowiedni¡ regularyzacj¦ zadania estymacji.
W pracy [488] zaproponowano standardow¡ regularyzacji Tichonowa z malej¡-
cym parametrem regularyzacji. To podej±cie motywowane jest zregularyzowanym
algorytmem NNLS (rozdz. 4.9.3). W pocz¡tkowym etapie aktualizacji, parametr
ten przyjmuje du»e warto±ci, a nast¦pnie szybko maleje z iteracjami do pew-
nej maªej warto±ci progowej. Uwzgl¦dniaj¡c ten typ regularyzacji, zadanie (5.44)
jest wypukªe i w rezultacie ka»dy algorytm do rozwi¡zywania wypukªych zada«
programowania kwadratowego mo»e by¢ tutaj zastosowany. W pracy [488] zasto-
sowano algorytm zmiennych aktywnych [329], poniewa» zaªo»ono, »e macierz S
mo»e by¢ rzadka. Algorytm punktów wewn¦trznych (rozdz. 4.8) mo»e by¢ równie»
zastosowany do rozwi¡zania tego problemu, jednak»e z troch¦ wi¦kszym kosztem
obliczeniowym.

Kompletn¡ wersj¦ algorytmu tej struktury modelu NMF przedstawiono za
pomoc¡ algorytmu 25, którego nazwano algorytmem GRBF. Badania ekspery-
mentalne przeprowadzone w pracy [488] pokazuj¡, »e zbie»no±¢ tego algorytmu
jest monotoniczna. Dowolne zatem kryterium stopu z rozdziaªu 4.3 mo»e by¢
tutaj zastosowane.

Podobn¡ struktur¦ modelu NMF zaproponowano w pracy [503], w której
macierz funkcji bazowych Φ generowana byªa przez krzywe B-sklejane oraz
S ∈ RM×J

+
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Algorytm 25. GRBF

Wej±cie: Y ∈ RI×T , J � rz¡d faktoryzacji, M � liczba funkcji bazowych,
∆a � prede�niowany krok, σ2 � wariancja wst¦pna,
α0 � pocz¡tkowa warto±¢ parametru regularyzacji,
ᾱ � progowa warto±¢ parametru regularyzacji

Wyj±cie: Faktory Â oraz X̂

1 Inicjalizacja: A(0) oraz X(0), n = 0;

2 Wyznacz macierz Φ ∈ RI×M wedªug (5.40);
3 repeat

4 α(n+1) = max {ᾱ, 2−nα0} ; // Reguªa parametru regularyzacji

5 X(n+1) ← fcnnls(A(n),Y , α(n+1)) ; // Aktualizacja macierzy X

6 Q(n+1) = X(n+1)(X(n+1))T ⊗ΦTΦ + α(n+1)IJM ∈ RJM×JM ;

c(n+1) = −vec
{
ΦTY (X(n+1))T

}
∈ RJM ;

7 Rozwi¡» zadanie (5.44);

8 Wyznacz S(n+1) = mtx(s̄(n+1),M, J) ; // Aktualizacja macierzy S

9 A(n+1) = ΦS(n+1) ∈ RI×J ; // Aktualizacja macierzy A
10 n← n+ 1;
11 until Kryterium zatrzymania jest speªnione;

5.4.3. Struktura wypukªa

W wypukªej strukturze modelu NMF (ang. convex NMF) zakªada si¦, »e wek-
tory bazowe macierzyA s¡ wypukª¡ kombinacj¡ wektorów obserwacji {yt}, zatem:

∀j : aj =

T∑
t=1

stjyt, p.o.

T∑
t=1

stj = 1 oraz ∀j, t : sjt ≥ 0. (5.46)

Po podstawieniu zale»no±ci (5.46) do modelu (1.1) uzyskuje si¦ model wypukªy
NMF:

Y = Y SX, (5.47)

gdzie S = [stj ] ∈ RT×J
+ , X ∈ RJ×T

+ , 1TTS = 1TJ , 1
T
JX = 1TT , a J jest rz¦-

dem faktoryzacji. Model (5.47) nie ogranicza elementów macierzy Y ∈ RI×T do
warto±ci nieujemnych. Jest on wi¦c w jakim± sensie podobny do modelu (5.39),
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jednak w tym przypadku wektorami bazowymi s¡ wypukªe kombinacje wektorów
obserwacji i macierz Y mo»e mie¢ elementy ujemne.

Wypukªa struktura modelu NMF zostaªa zaproponowana przez Dinga i po-
zostaªy autorów pracy [110] do grupowania danych o warto±ciach bez ograni-
cze« znaku. Jest on równie» analizowany i geometrycznie interpretowany w pra-
cach [429, 430], a tak»e w [124] w kontek±cie jego zastosowania do obrazowania
hiperspektralnego.

Je±li wektory kolumnowe macierzy Y s¡ próbkami danych, które nale»y pogru-
powa¢, a J jest liczb¡ oczekiwanych grup, to wektory kolumnowe macierzy Y S
wyznaczaj¡ punkty ±rodkowe skupie«, a wektory kolumnowe macierzy X okre-
±laj¡ prawdopodobie«stwo przynale»no±ci danych próbek do okre±lonych skupie«.
Zaªo»enie, »e punkty ±rodkowe skupie« wyznaczane s¡ przez kombinacj¦ wypu-
kª¡ wszystkich wektorów danych, nale»y traktowa¢ jako informacj¦ aprioryczn¡
o faktorach modelu, co w rezultacie znacz¡co poprawia efekt grupowania.

W celu wyznaczenia faktorów S i X zaªo»ono, »e funkcja celu wyra»ona
jest przez odlegªo±¢ euklidesow¡. Niech [B]+ = [max{0, bmn}] oraz [B]− =
[max{0,−bmn}] dla dowolnej macierzy B = [bmn] ∈ RM×N . Uwzgl¦dniaj¡c po-
dane operatory, funkcja celu po przeksztaªceniach sprowadza si¦ do postaci:

Ψ(S,X) =
1

2
||Y − Y SX||2F =

1

2
tr
(
Y TY

)
− tr

(
Y TY SX

)
+

1

2
tr
(
STY TY SXXT

)
= − tr

(
X[Y TY ]+S

)
+ tr

(
X[Y TY ]−S

)
+

1

2
tr
(
ST [Y TY ]+SXXT

)
− 1

2
tr
(
ST [Y TY ]−SXXT

)
+ const. (5.48)

W pracy [110] zaproponowano aby ka»dy ze skªadników funkcji celu w (5.48)
aproksymowa¢ odpowiedni¡ funkcj¡ pomocnicz¡. Wykorzystuj¡c nierówno±¢ ξ ≥
1 + ln(ξ) dla ξ > 0, skªadnik tr

(
X[Y TY ]+S

)
mo»na ograniczy¢ z doªu przez

nierówno±¢:

tr
(
X[Y TY ]+S

)
≥
∑
t,j

[
X[Y TY ]

]+
jt
s
(n)
tj

(
1 + ln

stj

s
(n)
tj

)
= G1(S,S

(n)). (5.49)

Analogicznie, skªadnik: Ψ̃ = 1
2 tr

(
ST [Y TY ]−SXXT

)
mo»e by¢ ograniczony po-

przez nierówno±¢:

Ψ̃ ≥ 1

2

∑
j,t,p,r

[Y TY ]−pt[XXT ]rjs
(n)
tr s

(n)
pj

(
1 + ln

strspj

s
(n)
tr s

(n)
pj

)
= G2(S,S

(n)). (5.50)
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Stosuj¡c nierówno±¢ α ≤ α2+β2

2β dla dowolnych α, β > 0, skªadnik tr
(
X[Y TY ]−S

)
mo»e by¢ ograniczony z góry przez nierówno±¢:

tr
(
X[Y TY ]−S

)
≤
∑
t,j

[
X[Y TY ]−

]
jt

s2tj + (s
(n)
tj )2

2s
(n)
tj

= G3(S,S
(n)). (5.51)

Z kolei, korzystaj¡c z nierówno±ci (4.111) skªadnik 1
2 tr

(
ST [Y TY ]+SXXT

)
mo»na ograniczy¢ nast¦puj¡co:

1

2
tr
(
ST [Y TY ]+SXXT

)
≤

∑
t,j

[
[Y TY ]+S(n)XXT

]
tj
s2tj

s
(n)
tj

= G4(S,S
(n)). (5.52)

Z zale»no±ci (5.49)�(5.52) wynika, »e funkcja pomocnicza G(S,S(n)) dla funk-
cji (5.48) wzgl¦dem argumentu S jest wypukªa i ma posta¢: G(S,S(n)) =
G4(S,S

(n)) + G3(S,S
(n)) − G2(S,S

(n)) − G1(S,S
(n)) + const. Z warunku sta-

cjonarno±ci ∇SG(S,S
(n)) , 0 otrzymuje si¦ minimum globalne, które zgodnie

z zadaniem (4.62) prowadzi do nast¦puj¡cej reguªy iteracyjnej dla aktualizacji
faktora S:

s
(n+1)
tj = s

(n)
tj

√√√√√√
[
[Y TY ]+XT + [Y TY ]−S(n)XXT

]
tj[

[Y TY ]−XT + [Y TY ]+S(n)XXT
]
tj

. (5.53)

Przeprowadzaj¡c analogiczne przeksztaªcenia uzyskuje si¦ nast¦puj¡c¡ reguª¦ ite-
racyjn¡ dla aktualizacji faktora X:

x
(n+1)
jt = x

(n)
jt

√√√√√√
[
ST [Y TY ]+ + ST [Y TY ]−SX(n)

]
jt[

ST [Y TY ]− + ST [Y TY ]+SX(n)
]
jt

. (5.54)

Aby reguªy iteracyjne (5.53) i (5.54) prowadziªy do estymacji faktorów w modelu
(5.47), nale»y po ka»dym kroku iteracyjnym normalizowa¢ wektory kolumnowe
macierzy S i X do jednostkowej normy l1.

Szczególnym przypadkiem wypukªej struktury modelu NMF jest tzw. pro-
jekcyjna (ang. Projective NMF) [467] lub grupowa (ang. Cluster�NMF) [110]
struktura modelu NMF. W strukturach tych zakªada si¦ symetryczno±¢ faktorów.
Wprowadzaj¡cX , ST do modelu (5.47), uzyskuje si¦ grupow¡ struktur¦ modelu
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NMF, która jest blisko zwi¡zana z metod¡ grupowania k-±rednich. Projekcyjn¡
struktur¦ modelu NMF [467] wyra»a si¦ nast¦puj¡cym modelem: Y = AATY ,
gdzie Y ∈ RI×T

+ , a A ∈ RI×J
+ jest nieujemn¡ macierz¡ projekcyjn¡, której ko-

lumny s¡ w przybli»eniu ortogonalne. MacierzA w tymmodelu zawiera informacj¦
o wska¹nikach grup. Je±li grupy wektorów wierszowych w macierzy Y s¡ rozª¡czne,
to ATA = IJ . W takim przypadku, je±li aij = 1 oraz ∀m ̸= i : amj = 0, to i-ty
wiersz macierzy Y nale»y do j-tej grupy.

5.5. Struktura a�niczna

Je±li macierze A i X w modelu (1.1) nie zawieraj¡ elementów o zerowej
warto±ci, nieujemna faktoryzacja macierzy Y = AX jest niejednoznaczna. Je±li
tylko jeden z faktorów zawiera elementy pozytywne, mo»liwe jest przeksztaªcenie
a�niczne wektorów wierszowych lub kolumnowych macierzy AX, które ªagodzi
problem niejednoznaczno±ci faktoryzacji. To przeksztaªcenie prowadzi do struk-
tury a�nicznego modelu NMF (ang. A�ne NMF), która zostaªa zaproponowana
w pracy [254]. Zakªadaj¡c, »e macierz A zawiera tylko elementy dodatnie, model
tej struktury mo»na przedstawi¢ nast¦puj¡co:

Y = AX + a01
T
T , (5.55)

gdzie a0 ∈ RI
+ � wektor przesuni¦cia wzgl¦dem skªadowej staªej. Nale»y go dobra¢

w taki sposób, aby estymowana macierz Â zawieraªa mo»liwie du»o elementów
zerowych lub o wzgl¦dnie maªej warto±ci.

Stosuj¡c funkcj¦ odlegªo±ci euklidesowej dla modelu (5.55), reguªa aktualizacji
wektora a0 jest postaci:

a0 ← a0 ~
Y 1T

(AX + a01
T
T )1T

. (5.56)

Konsekwentnie, stosuj¡c algorytm multiplikatywny, reguªy aktualizacji dla fakto-
rów A i X wyra»aj¡ si¦ nast¦puj¡co:

aij ← aij

[
Y XT

]
ij[

(AX + a01
T
T )X

T
]
ij

, xjt ← xjt

[
ATY

]
jt[

AT (AX + a01
T
T )
]
jt

. (5.57)

Poniewa» oczekuje si¦, »e estymowana macierz A jest mo»liwie rzadka, efek-
tywniejsze rozwi¡zanie uzyskuje si¦, je±li dla estymacji faktora A zastosuje si¦
zregularyzowany algorytm, zwªaszcza z wymuszaniem rzadko±ci (rozdz. 4.4.5).



250 Rozdziaª 5

Z kolei, je±li macierz X zawiera tylko elementy dodatnie, a A jest macierz¡
rzadk¡, to model a�niczny NMF ma posta¢:

Y = AX + 1Ix0, (5.58)

gdzie x0 ∈ R1×T
+ .

Po wykonaniu podobnych przeksztaªce«, reguªa aktualizacji dla x0 wyra»a si¦
nast¦puj¡co:

x0 ← x0 ~
1TI Y

1TI (AX + 1Ix0)
. (5.59)

5.6. Struktura nieliniowa

Struktura nieliniowa modelu NMF, nazywana te» struktur¡ j¡drow¡ modelu
NMF (ang. Kernel NMF), zostaªa zaproponowana w pracy [40]. Bazuje na kon-
cepcji transformacji danych obserwowanych z przestrzeni RI do przestrzeni RP

o zwykle du»o wi¦kszym wymiarze (P ≫ I), w której zwi¡zki korelacyjne mi¦-
dzy wektorami danych s¡ ªatwiejsze do interpretacji. Takie podej±cie stosowane
jest w wielu metodach j¡drowych, np. w j¡drowej analizie komponentów gªów-
nych [399].

Niech ϕ : yt → ϕ(yt) ∈ RP
+, zatem Y → ϕ(Y ) = [ϕ(y1), . . . , ϕ(yT )] ∈ RP×T

+ .
Struktur¦ nieliniow¡ modelu NMF mo»na wyrazi¢ nast¦puj¡co:

ϕ(Y ) = ϕ(A)X = ZX, (5.60)

gdzie Z ∈ RP×J
+ oraz X ∈ RJ×T

+ . Je±li funkcja transformuj¡ca ϕ jest odpowiednio
dobrana, to nieliniowe zale»no±ci korelacyjne mi¦dzy próbkami zbioru {yt} w prze-
strzeni RI mog¡ sta¢ si¦ liniowe w przestrzeni RP , co uªatwia ich przetwarzanie
i interpretacj¦.

Przyjmuj¡c, »e funkcja celu dla estymacji faktorów modelu (5.60) wyra»ona
jest przez odlegªo±¢ euklidesow¡, wówczas:

Ψ(Z,X) =
1

2
||ϕ(Y )−ZX||2F =

1

2
tr
(
(ϕ(Y ))Tϕ(Y )

)
− tr

(
(ϕ(Y ))TZX

)
+

1

2
tr
(
XTZTZX

)
=

1

2
tr(XTKZX)− tr(KZY X)

+ const, (5.61)
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gdzie KZ = (ϕ(A))Tϕ(A) ∈ RJ×J
+ oraz KZY = (ϕ(Y ))Tϕ(A) ∈ RT×J

+ s¡ macie-
rzami j¡dra. Ich elementy wyznaczane s¡ przez funkcje j¡dra: ∀i, j ∈ {1, . . . , J} :
[KZ ]ij = ⟨ϕ(ai), ϕ(aj)⟩ = κZ(ai,aj) oraz [KZY ]tj = ⟨ϕ(yt), ϕ(aj)⟩ =
κZY (yt,aj). Funkcje te najcz¦±ciej de�niowane s¡ przez funkcj¦ wielomia-

now¡: κ(ξi, ξj) =
⟨
ξi, ξj

⟩d
dla d > 0 lub funkcj¦ gaussowsk¡ κ(ξi, ξj) =

exp

{
− ||ξi−ξj ||22

2σ2

}
z wariancj¡ σ2 dla dowolnych wektorów rzeczywistych ξi i ξj .

�atwo zauwa»y¢, »e chocia» przeksztaªcenie ϕ transformuje dane z RI do RP , gdzie
P ma bardzo du»¡ warto±¢, w implementacji praktycznej nie ma potrzeby wyko-
nywania tej transformacji. Nale»y tylko wyznaczy¢ macierze j¡dra KZ i KZY ,
które nie s¡ zbyt du»e.

Gradient funkcji celu (5.61) ze wzgl¦du na X mo»na przedstawi¢ w postaci:

∇XΨ(Z,X) = KZX −KZY = ∇+
XΨ(Z,X)−∇−

XΨ(Z,X). (5.62)

Stosuj¡c formuª¦ (4.52), uzyskuje si¦ reguª¦ aktualizacji dla faktora X:

X(n+1) = X(n) ~K
(n)
ZY ⊘ (K

(n)
Z X(n)). (5.63)

Niech Ψ(Z,X) =
∑T

t=1Ψt(aj ,xt), gdzie Ψt(aj ,xt) = 1
2 ||ϕ(yt) −∑J

j=1 ϕ(aj)xjt||22. Gradient funkcji Ψt(aj ,xt) ze wzgl¦du na aj ma posta¢:

∇ajΨt(aj ,xt) =
J∑

i=1

xitxjtκ̇Z(ai,aj)ai −
T∑
t=1

xjtκ̇ZY (yt,aj)yt, (5.64)

gdzie κ̇ � pochodna elementów odpowiedniej macierzy j¡dra.
Przykªadowo, dla funkcji gaussowskiej:

κ̇(ξi, ξj) =
∂

∂ξj
κ =

(
ξi − ξj
σ2

)
exp

{
−
||ξi − ξj ||22

2σ2

}
.

Na podstawie ogólnej formuªy iteracyjnej (4.52), reguªa aktualizacji dla faktora
A wyra»a si¦ nast¦puj¡co:

A(n+1) = A(n) ~ (Y K̇
(n)
ZY )⊘ (A(n)D(n)K̇

(n)
Z ), (5.65)

gdzie K̇
(n)
ZY = [κ̇ZY (yt,aj)], K̇

(n)
Z = [κ̇Z(ai,aj)] oraz D(n) = diag

(∑T
t=1 xjt

)
.
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Buciu i pozostali autorzy pracy [40] udowodnili, »e multiplikatywne reguªy
aktualizacji (5.63) i (5.65) zapewniaj¡ monotoniczn¡ zbie»no±¢ do punktu stacjo-
narnego.

Wyniki bada« struktury nieliniowej modelu NMF mo»na odnale¹¢ te» w in-
nych pracach. Przykªadowo, w pracy [275] faktoryzacja ta w poª¡czeniu z dyskry-
minacyjn¡ funkcj¡ kary zostaªa zrealizowana za pomoc¡ algorytmu rzutowania
gradientu, a nast¦pnie wykorzystana do klasy�kacji obrazów twarzy. Metoda ta
znalazªa równie» inne zastosowania, np. w analizie sygnaªów encefalogra�i elek-
trycznej [259]. Struktura nieliniowa modelu NMF z j¡drem Mercera analizowana
jest w pracy [342]. Inne zastosowania tego typu faktoryzacji mo»na odnale¹¢, np.
w literaturze [6, 273].



6. Modele dekompozycji tensorów

W wielu metodach ekstrakcji cech, reprezentacji danych ukrytych lub redukcji
wymiarowo±ci modelu, dane obserwowane zapisywane s¡ w postaci tabeli wielo-
wymiarowej, która zgodnie z de�nicj¡ 1.2 nazywana jest tensorem. Tak zapisane
dane z reguªy mog¡ by¢ przeksztaªcone do tablicy dwuwymiarowej (macierzy)
i w takiej formie reprezentowane odpowiednim modelem dekompozycji macierzy.
Mo»liwe jest te» inne podej±cie, polegaj¡ce na reprezentacji obserwowanych da-
nych bezpo±rednio za pomoc¡ odpowiedniego modelu dekompozycji tensora.

W niniejszym rozdziale omówiono kilka wybranych modeli dekompozycji ten-
sora, zwªaszcza tensora o elementach nieujemnych. Przedstawiono modele funda-
mentalne, takie jak model CP lub model dekompozycji Tuckera oraz zwi¡zki mi¦-
dzy nimi. Nast¦pnie rozwa»ano ró»ne mody�kacje modeli podstawowych, struk-
tury uproszczone i rozszerzenia.

Podobnie jak w modelu NMF, estymacja faktorów w modelach dekompozycji
tensorów zwykle realizowana jest za pomoc¡ algorytmu naprzemiennej minimali-
zacji funkcji celu. Dla wybranych modeli omówiono podej±cie algorytmiczne oraz
ich potencjalne zastosowania.

6.1. Wybrane dziaªania na tensorach

Przedstawiono wybrane dziaªania na tensorach, które s¡ istotne do zrozumie-
nia dalszych rozwa»a«. Przyj¦to oznaczenia podobnie jak w pracach [89, 235].
Niech Y = [yi1,i2,...,iN ] ∈ RI1×I2×...×IN b¦dzie tensorem N -tego stopnia, nazywa-
nym równie» tensorem N -modalnym.

• Rozwini¦cie tensora (matrycyzacja) wzgl¦dem n-tego modu: Tensor Y mo»na
przeksztaªci¢ do macierzy wzgl¦dem dowolnego modu n, gdzie n = 1, . . . , N .
Niech Y (n) ∈ RIn×

∏
p̸=n Ip b¦dzie macierz¡ otrzyman¡ z tensora Y przez jego

rozwini¦cie wzgl¦dem n-tego modu. W wyniku takiego rozwini¦cia, element
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tensora yi1,i2,...,iN znajduje si¦ w macierzy Y (n) na pozycji (in, j), gdzie

j = 1 +
N∑

m̸=n

(im − 1)Jm dla Jm =


1, je»eli m = 1,
1, je»eli m = 2 i n = 1,∑m−1

l ̸=n Il, w przeciwnym razie.
(6.1)

Przykªadowo, rozwijaj¡c tensor Y ∈ RI1×I2×I3 wzgl¦dem modu pierwszego
uzyskuje si¦ macierz Y (1) = [yi1,j ] ∈ RI1×I2I3 , gdzie j = i2 + (i3 − 1)I2. Dla
modu drugiego: Y (2) = [yi2,j ] ∈ RI2×I1I3 oraz j = i1 + (i3 − 1)I1. Z kolei,
rozwini¦cie tego tensora wzgl¦dem modu trzeciego prowadzi do macierzy:
Y (3) = [yi3,j ] ∈ RI3×I1I2 oraz j = i1 + (i2 − 1)I1.

• Iloczyn tensor-macierz wzgl¦dem n-tego modu: Iloczyn tensora Y =
[yi1,i2,...,iN ] ∈ RI1×I2×...×IN i macierzy U = [uj,in ] ∈ RJ×In wzgl¦dem n-tego
modu jest tensorem:

Z = [zi1,...,in−1,j,in+1,...,iN ] = Y ×n U ∈ RI1×...×In−1×J×In+1×...×IN , (6.2)

który wyra»a si¦ nast¦puj¡co:

zi1,...,in−1,j,in+1,...,iN =

In∑
in=1

yi1,...,in,...,iNuj,in . (6.3)

Dla ró»nych modów mno»enie tensor-macierz jest przemienne tylko ze
wzgl¦du na kolejno±¢ faktorów, tzn. Y ×n U ×m V = Y ×m V ×n U
dla dowolnych modów takich, »e m ̸= n. Je»eli mody s¡ takie same, to
Y ×n U ×n V = Y ×n (V U).

• Iloczyn tensor-wektor wzgl¦dem n-tego modu: Iloczyn tensora Y =
[yi1,i2,...,iN ] ∈ RI1×I2×...×IN i wektora u = [uin ] ∈ RIn wzgl¦dem n-tego modu
jest tensorem Z = Y×̄nu ∈ RI1×...×In−1×In+1×...×IN o stopniu (N − 1).

• Iloczyn skalarny (wewn¦trzny) tensorów: Iloczyn wewn¦trzny tensorów
X ,Y ∈ RI1×I2×...×IN ma posta¢:

⟨X ,Y⟩ =
I1∑

i1=1

I2∑
i2=1

· · ·
IN∑

iN=1

xi1,i2,...,iN yi1,i2,...,iN . (6.4)

• Norma Frobeniusa tensora:

||Y||F =

√√√√ I1∑
i1=1

I2∑
i2=1

· · ·
IN∑

iN=1

y2i1,i2,...,iN , (6.5)

zatem ||Y||2F = ⟨Y,Y⟩.
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Rozwijaj¡c tensor Z w (6.2) wzgl¦dem n-tego modu, uzyskuje si¦:

Z(n) = UY (n) ∈ RJ×
∏

p̸=n Ip . (6.6)

Niech
{
U (1) ∈ RJ1×I1 ,U (2) ∈ RJ2×I2 , . . . ,U (N) ∈ RJN×IN

}
jest zbiorem N ma-

cierzy oraz Y ∈ RI1×I2×...×IN . Wykonuj¡c mno»enia tensor�macierz wzgl¦dem
wszystkich modów, otrzymuje si¦ tensor:

Z = Y ×1 U
(1) ×2 U

(2) ×3 . . .×N U (N) ∈ RJ1×J2×...×JN . (6.7)

Podobnie jak w zale»no±ci (6.6), w wyniku rozwini¦cia tensora Z wzgl¦dem n-tego
modu, uzyskuje si¦ macierz:

∀n : Z(n) = U (n)Y (n)

(
U (N) ⊗ . . .⊗U (n+1) ⊗U (n−1) ⊗ . . .⊗U (1)

)T
= U (n)Y (n)

(
U⊗−n

)T
, (6.8)

gdzie U⊗−n = U (N) ⊗ . . . ⊗U (n+1) ⊗U (n−1) ⊗ . . . ⊗U (1) ∈ R(
∏

p̸=n Jp×
∏

p̸=n Ip),
a symbol ⊗ oznacza iloczyn Kroneckera.

Niech IN ∈ RJ×...×J b¦dzie superdiagonalnym tensorem jednostkowym o stop-
niu N . Tensor ten jest odpowiednikiem macierzy jednostkowej w przestrzeni
RJ×J , zatem ij1,j2,...,jN = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy j1 = j2 = . . . = jN oraz
ij1,j2,...,jN = 0 w pozostaªych przypadkach. Niech

U =
{
U (1) ∈ RI1×J ,U (2) ∈ RI2×J , . . . ,U (N) ∈ RIN×J

}
. (6.9)

Mno»¡c tensor IN przez macierze zbioru U wzgl¦dem wszystkich modów, uzyskuje
si¦ tensor:

Y = IN ×1 U
(1) ×2 U

(2) ×3 . . .×N U (N) ∈ RI1×I2×...×IN . (6.10)

Rozwijaj¡c tensor Y w (6.10) wzgl¦dem n-tego modu, uzyskuje si¦ macierz:

∀n : Y (n) = U (n)
(
U (N) ⊙ . . .⊙U (n+1) ⊙U (n−1) ⊙ . . .⊙U (1)

)T
= U (n)

(
U⊙−n

)T
, (6.11)

gdzie U⊙−n = U (N) ⊙ . . .⊙U (n+1) ⊙U (n−1) ⊙ . . .⊙U (1) ∈ R(
∏

p̸=n Ip×J).
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Symbol ⊙ oznacza iloczyn Khatri�Rao i dla macierzy U (v) =
[
u
(v)
1 , . . . ,u

(v)
J

]
∈ RIv×J oraz U (w) =

[
u
(w)
1 , . . . ,u

(w)
J

]
∈ RIw×J , gdzie v, w ∈ {1, . . . , N}, wyra»a

si¦ postaci¡:

U (v) ⊙U (w) =
[
u
(v)
1 ⊗ u

(w)
1 , . . . ,u

(v)
J ⊗ u

(w)
J

]
∈ RIvIw×J . (6.12)

Iloczyn Khatri�Rao nie jest przemienny. Dla podanych macierzy U (v) i U (w)

zachodzi to»samo±¢:(
U (v) ⊙U (w)

)T (
U (v) ⊙U (w)

)
= (U (v))TU (v) ~ (U (w))TU (w), (6.13)

gdzie symbol ~ oznacza iloczyn Hadamarda.

6.2. Nieujemna faktoryzacja tensora

Model nieujemnej faktoryzacji tensora Y ∈ RI1×I2×...×IN mo»na wyrazi¢ w po-
staci (1.5). Jak ju» wspomniano, pomijaj¡c ograniczenia nieujemno±ci w faktorach
{U (n)} dla n = 1, . . . , N , model ten sprowadza si¦ do modeli CANDECOMP (ang.
Canonical Decomposition) i PARAFAC (ang. Parallel Factors). S¡ to identyczne
modele, które ukazaªy si¦ w literaturze niezale»nie w 1970 roku. Model CANDE-
COMP zostaª opracowany przez Carrolla i Changa [53], a model PARAFAC zostaª
zaproponowany przez Harshmana [173]. Obecnie modele te cz¦sto wyst¦puj¡ pod
wspóln¡ nazw¡ modelu CP [89, 235].

Model CP znalazª zastosowanie w wielu dziedzinach nauki [89, 408]. W zale»-
no±ci od zastosowania, estymowane faktory maj¡ ró»ne znaczenia i interpretacj¦.
Dekomponuj¡c obserwowany tensor Y ∈ RI1×I2×...×IN wedªug modelu CP, uzy-
skuje si¦ zbiór macierzy {U (n)}, gdzie U (n) odpowiada n-temu modowi tensora Y.
Z kolei, wektory kolumnowe ka»dej macierzy U (n) reprezentuj¡ estymowane kom-
ponenty ukryte. Przykªadowo, niech tensor Y ∈ RI1×I2×I3 skªada si¦ z I3 spek-
trogramów o I1 próbkach cz¦stotliwo±ci i I2 ramkach czasowych, uªo»onych war-
stwowo wzgl¦dem trzeciego modu. Wówczas wektory kolumnowe macierzy U (1)

okre±laj¡ pro�le cz¦stotliwo±ci, wektory kolumnowe z U (2) s¡ komponentami cza-
sowymi, wektory z U (3) za± zawieraj¡ informacje o komponentach ukrytych wzgl¦-
dem trzeciego modu. Estymowane faktory mog¡ mie¢ te» inn¡ interpretacj¦. Niech

U
(1,2)
j = u

(1)
j (u

(2)
j )T ∈ RI1×I2 dla j = 1, . . . , J . Poniewa» ∀j : rank

(
U

(1,2)
j

)
= 1,

wi¦c macierze te mo»na interpretowa¢ jako spektrogramy cech ukrytych. Z kolei,
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elementy wektorów {u(3)
j } s¡ wspóªczynnikami ich liniowej kombinacji. Wynika

st¡d, »e i-ty spektrogram obserwowany mo»na wyrazi¢ za pomoc¡ modelu:

Y (i) = U (1) diag(u
(3)
i )(U (2))T , (6.14)

gdzie i = 1, . . . , I3, u
(3)
i ∈ R1×J jest i-tym wektorem wierszowym macierzy U (3),

a Y (i) = [Y]∗,∗,i ∈ RI1×I2 . Faktory U (1) i U (2) s¡ wspólne dla wszystkich spektro-
gramów w tensorze Y. Tak wi¦c, model CP umo»liwia ekstrakcj¦ wspólnych cech
zbioru macierzy oraz odpowiednich wspóªczynników skaluj¡cych.

Wymuszaj¡c nieujemno±¢ wszystkich estymowanych faktorów, zarówno eks-
trahowane cechy, jak i wspóªczynniki ich liniowej kombinacji s¡ nieujemne. Jest
to sytuacja podobna jak w modelu NMF, jednak w tym przypadku estymowane
cechy s¡ dwuwymiarowe (macierze). Zakªadaj¡c nieujemno±¢ faktorów w modelu
(6.14) oraz wykonuj¡c podstawienia U (1) = A oraz U (2) = XT , ªatwo zauwa»y¢,
»e nieujemna faktoryzacja tensora Y ∈ RI1×I2×I3

+ mo»e by¢ interpretowana w kon-
tek±cie nieujemnej faktoryzacji macierzy warstwowych, uporz¡dkowanych wzgl¦-
dem jednego z modów � w tym przypadku modu trzeciego. Tak wi¦c, model CP
z nieujemnymi faktorami mo»na postrzega¢ jako rozszerzenie koncepcji modelu
NMF do reprezentacji nieujemnego tensora wielowymiarowego. Taka interpreta-
cja pojawiªa si¦ po raz pierwszy w pracach Shashua, Hanzana i Polaka [176, 397],
a zaproponowany model zostaª nazwany modelem NTF. W pracach tych zapro-
ponowano te» algorytmy multiplikatywne do estymacji faktorów w nieujemnej
dekompozycji tensora, które s¡ prostymi rozszerzeniami algorytmu MUE (rozdz.
4.4.1).

W wielu zastosowaniach nieujemno±¢ estymowanych faktorów jest motywo-
wana wªa±ciwo±ciami ekstrahowanych cech i ich �zyczn¡ interpretacj¡. Dlatego
te» ograniczenia nieujemno±ci s¡ szczególnie istotne w przypadku przybli»onej de-
kompozycji tensora, tzn. gdy dane obserwowane podlegaj¡ zaburzeniom, zgodnie
z modelem (1.6). W takim przypadku, pomini¦cie tych ogranicze« mo»e prowadzi¢
do znacznych zaburze« estymowanych faktorów, co w efekcie mo»e uniemo»liwi¢
ich wªa±ciw¡ interpretacj¦.

Dokªadny model NTF, tzn. model wyra»ony przez (1.4) lub (1.5), mo»na te»
interpretowa¢ jako rozszerzenie poj¦cia nieujemnej faktoryzacji rz¦du dla repre-
zentacji tensora. Koncepcja reprezentacji dowolnego tensora przez sko«czon¡ sum¦
tensorów rz¦du pierwszego pojawiªa si¦ ju» w pracach Hitchcocka [187] w 1927
roku. Tak wi¦c, liczb¦ J w modelu (1.4) mo»na interpretowa¢ jako nieujemny rz¡d
tensora Y, natomiast w modelu CP jako rz¡d faktoryzacji. W przypadku modelu



258 Rozdziaª 6

(1.6), liczba J ma jednak inne znaczenie, okre±la bowiem liczb¦ estymowanych
komponentów lub cech, podobnie jak dla modelu NMF.

W odró»nieniu od modelu NMF, dekompozycja tensora wedªug modelu CP
jest jednoznaczna w znacznie szerszym sensie. Oczywi±cie poj¦cie jednoznaczno±ci
rozumiane jest w sposób podobny jak dla modelu NMF (def. 3.1), czyli z wyª¡cze-
niem niejednoznaczno±ci co do permutacji i skalowania wektorów kolumnowych
w faktorach. Zagadnienie jednoznaczno±ci w tego rodzaju faktoryzacji analizo-
wane jest w wielu pracach, pocz¡wszy od prac Harshmana [173, 174]. Dla tensora
Y ∈ RI1×I2×I3 o stopniu N = 3, Kruskal [242, 243] udowodniª, »e dekompozycja
wedªug modelu CP jest jednoznaczna, gdy speªniony jest warunek:

rankk(U
(1)) + rankk(U

(2)) + rankk(U
(3)) ≥ 2J + 2, (6.15)

gdzie rankk(U) jest najwi¦ksz¡ naturaln¡ liczb¡ k, dla której ka»dy podzbiór
k wybranych kolumn macierzy U jest zbiorem wektorów liniowo niezale»nych.
Sidiropoulos oraz Bro [403] rozszerzyli nierówno±¢ (6.15) do tensorów stopnia N ,
uzyskuj¡c nast¦puj¡cy warunek wystarczaj¡cy:

N∑
n=1

rankk(U
(n)) ≥ 2J +N − 1. (6.16)

Warunek ten jest tak»e warunkiem koniecznym dla J ≤ 3 [425]. De Lathau-
wer [102] podaª proste i u»yteczne w praktycznych zastosowaniach zale»no±ci dla
oceny jednoznaczno±ci dekompozycji tensora stopnia trzeciego i czwartego w mo-
delu CP. Dla Y ∈ RI1×I2×I3 dekompozycja jest jednoznaczna, je±li J < I3 oraz
J(J−1) ≤ 1

2I1(I1−1)I2(I2−1). Z kolei, dla Y ∈ RI1×I2×I3×I4 konieczny warunek
jednoznaczno±ci ma posta¢: J(J − 1) ≤ 1

2I1I2I3(3I1I2I3 − I1I2 − I1I3 − I2I3 −
I1 − I2 − I3 + 3) oraz J < I4. Wyniki bada« nad jednoznaczno±ci¡ dekompozycji
wedªug modelu CP mo»na odnale¹¢ te» w innych pracach, np. [272, 415, 416].

Ograniczenie nieujemno±ci narzucone na faktory w modelu CP mo»na inter-
pretowa¢ jako informacj¦ aprioryczn¡ o estymowanych faktorach. Taka informacja
prowadzi do zmniejszenia stopni swobody w wyborze optymalnego rozwi¡zania.
Intuicyjnie mo»na wi¦c przypuszcza¢, »e ograniczanie to powinno jeszcze bar-
dziej rozszerza¢ warunki jednoznaczno±ci modelu NTF w stosunku do modelu
CP. Badania jednoznaczno±ci modelu NTF dla tensorów stopnia trzeciego mo»na
odnale¹¢ w pracy [420].
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6.2.1. Estymacja faktorów

Estymacj¦ faktorów w nieujemnej faktoryzacji tensora realizuje si¦ iteracyjnie
i sekwencyjnie wzgl¦dem kolejnych modów. W celu estymacji faktora U (n) w mo-
delu (1.5), tensor Y ∈ RI1×I2×...×IN

+ rozwijany jest wzgl¦dem n-tego modu wedªug
zale»no±ci (6.11). W rezultacie uzyskuje si¦ nadokre±lony ukªad równa« liniowych:

Y (n) = U (n)
(
U⊙−n

)T
, (6.17)

gdzie Y (n) ∈ R
In×

∏
p̸=n Ip

+ , U (n) ∈ RIn×J
+ oraz U⊙−n ∈ R

∏
p̸=n Ip×J

+ .
Podobnie jak dla modelu NMF, dopasowanie modelu do danych obserwowa-

nych mo»na wyrazi¢ za pomoc¡ ró»nych funkcji celu. Wymuszanie odpowiednich
cech faktorów mo»na realizowa¢ przez odpowiednie funkcje kary. Niech

Ψ(U (n)) = D
(
Y (n)||

[
U (n)

(
U⊙−n

)T ])
+ αnΦn(U

(n)) (6.18)

jest zregularyzowan¡ funkcj¡ celu, gdzie czªon D(·, ·) okre±la miar¦ rozbie»no±ci
pomi¦dzy argumentami, Φn(U

(n)) jest funkcj¡ kary, a αn ≥ 0 jest parametrem
regularyzuj¡cym. Estymacja macierzy U (n) w ukªadzie równa« (6.17) sprowadza
si¦ wi¦c do rozwi¡zania nast¦puj¡cego zadania optymalizacji nieliniowej z ograni-
czeniami:

U
(n)
∗ = argmin

U(n)
Ψ(U (n)), p.o. U (n) ≥ 0. (6.19)

Zakªadaj¡c, »e funkcja D
(
Y (n)||

[
U (n)

(
U⊙−n

)T ])
w (6.18) wyra»ona jest

przez odlegªo±¢ euklidesow¡, a czªon regularyzuj¡cy nie jest uwzgl¦dniany
(αn = 0), wówczas zadanie estymacji faktora U (n) sprowadza si¦ do liniowego
zadania najmniejszych kwadratów z ograniczeniami nieujemno±ci, zatem:

U
(n)
∗ = argmin

U(n)

1

2
||Y (n) −U (n)

(
U⊙−n

)T ||2F , p.o. U (n) ≥ 0. (6.20)

Do estymacji macierzy U (n) w zadaniu (6.20) mo»na zastosowa« ró»ne algorytmy
numeryczne, zwªaszcza algorytm zbioru aktywnego, który przedstawiono w roz-
dziale 4.9. Stosuj¡c algorytm FC-NNLS (algorytm 13), zadanie (6.20) sprowadza
si¦ do poszukiwania nieujemnego rozwi¡zania ukªadu równa« normalnych:(

U⊙−n
)T

U⊙−n

(
U (n)

)T
=
(
Y (n)U

⊙−n
)T
, (6.21)
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Algorytm 26. Algorytm sekwencyjny dla modelu NTF

Wej±cie: Y ∈ RI1×I2×...×IN
+ � tensor danych, J � rz¡d faktoryzacji,

p � parametr metryki skaluj¡cej
Wyj±cie: {Û (n)} � zbiór estymowanych faktorów

1 Inicjalizacja: ∀n : U (n) ∈ RIn×J
+ ;

2 repeat

3 for n = 1, . . . , N do

4 Y (n) = matrycyzacja(Y, n) ∈ R
In×

∏
p̸=n Ip

+ ; // rozwini¦cie

tensora wzgl¦dem n-tego modu

5 Wyznacz macierz U
(n)
∗ przez rozwi¡zanie zadania (6.19);

6 if n ̸= N then

7 U (n) = U
(n)
∗ diag{||u(n)

1 ||−1
p , . . . , ||u(n)

J ||−1
p }; // skalowanie

8 until Kryterium stopu jest speªnione;

gdzie

(
U⊙−n

)T
U⊙−n =

(
U (N)

)T
U (N) ~ . . .~

(
U (n+1)

)T
U (n+1)

~
(
U (n−1)

)T
U (n−1) ~ . . .~

(
U (1)

)T
U (1). (6.22)

Nale»y zauwa»y¢, »e stosuj¡c to»samo±¢ w (6.22) uzyskuje si¦ redukcj¦ kosztu
obliczeniowego oraz zmniejsza zapotrzebowanie na zasoby pami¦ci.

Z podobnych wzgl¦dów jak w modelu NMF, wektory kolumnowe faktorów
nale»y skalowa¢ w procesie aktualizacji do jednostkowych norm lp. Aby jednak
normalizacja ta nie zwi¦kszaªa warto±ci funkcji celu, nale»y j¡ przeprowadza¢ dla
kolejnych estymowanych faktorów z wyj¡tkiem jednego. Zwykle przyjmuje si¦, »e
normalizowane s¡ wektory kolumnowe macierzy {U (n)} dla n = 1, . . . , N − 1.

Finalna wersja algorytmu sekwencyjnej estymacji faktorów w modelu NTF
wyra»ona jest za pomoc¡ algorytmu 26.

6.2.2. Model NTF1

Model NTF1 zostaª zaproponowany w pracy [88]. Jest on rozszerzeniem mo-
delu NTF i dla tensora Y ∈ RI1×I2×I3

+ mo»na go sformuªowa¢ w nast¦puj¡cej
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postaci:

Y (i) = U (1) diag(u
(3)
i )(U

(2)
i )T , dla i = 1, . . . , I3, (6.23)

gdzie U (1) ∈ RI1×J
+ , u

(3)
i ∈ R1×J jest i-tym wektorem wierszowym macierzy

U (3) ∈ RI3×J
+ , Y (i) = [Y]∗,∗,i ∈ RI1×I2

+ jest i-t¡ macierz¡ warstwow¡ tensora Y
wzgl¦dem trzeciego modu, a {U (2)

i } ∈ RI2×J
+ jest zbiorem I3 macierzy cech ukry-

tych modu drugiego. Porównuj¡c model (6.23) z modelem CP w (6.14), ªatwo
zauwa»y¢, »e zasadnicza ró»nica mi¦dzy modelami NTF i NTF1 polega na tym,
»e w modelu NTF faktor U (2) jest wspólnych dla wszystkich warstw Y (i). Zbiór

macierzy transponowanych
{
(U

(2)
i )T

}
tworzy tensor U (2) ∈ RJ×I2×I3

+ , który ró»ni

si¦ od Y wymiarem wzgl¦dem modu pierwszego. Je±li J ≪ I1, NTF1 mo»e by¢
interpretowany jako model redukcji nadmiarowo±ci tylko wzgl¦dem modu pierw-
szego.

Z powodu niejednoznaczno±ci skali w modelu (6.23), wektory kolumnowe

w macierzach U (1) i {U (2)
i } powinny by¢ jednocze±nie normalizowane do jed-

nostkowej normy lp, aby mo»na byªo estymowa¢ macierz U (3). W przeciwnym
razie macierz U (3) b¦dzie absorbowana przez pozostaªe faktory.

W celu estymacji macierzy U (1), tensor Y nale»y rozwin¡¢ wzgl¦dem modu

pierwszego, zatem: Y (1) =
[
Y (1),Y (2), . . . ,Y (I3)

]
∈ RI1×I2I3

+ . Z modelu (6.23)

wynika:

Y (1) = U (1)U
(2)
(1), (6.24)

gdzie

U
(2)
(1) =

[
diag(u

(3)
1 )(U

(2)
1 )T , . . . , diag(u

(3)
I3

)(U
(2)
I3

)T
]
∈ RJ×I2I3

+ (6.25)

jest macierz¡ rozwini¦cia tensora U (2) wzgl¦dem pierwszego modu. Poniewa» ma-
cierze U (1) i U (2)

(1) w (6.24) s¡ nieujemne, I1 > J oraz I2I3 ≫ J , mo»na je esty-
mowa¢ za pomoc¡ metody NMF. W ka»dym kroku naprzemiennej optymalizacji
funkcji celu D(Y (1)||U (1)U

(2)
(1)), kolumny estymowanej macierzy Û (1) powinny

by¢ skalowane do jednostkowej normy lp, gdzie zwykle p = 1 lub p = 2. Esty-

mowana macierz Û
(2)
(1) przeksztaªcana jest do tensora Û (2) za pomoc¡ przeksztaª-

cenia odwrotnego do rozwini¦cia. Tensor Û (2) ∈ RJ×I2×I3
+ skªada si¦ z macie-

rzy warstwowych Ŵ i ∈ RJ×I2
+ uporz¡dkowanych wzdªu» modu trzeciego. Wy-

nika z tego, »e i-ty wektor wierszowy macierzy U (3) mo»na zapisa¢ w postaci:
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u
(3)
i =

[
||ŵ(i)

1 ||p, ||ŵ
(i)
2 ||p, . . . , ||ŵ

(i)
J ||p

]
, gdzie ŵ

(i)
j jest j-tym wektorem wierszo-

wym macierzy Ŵ i. Z kolei, macierze {U (2)
i } wyznaczane s¡ przez normalizacj¦:

U
(2)
i = diag

(
(u

(3)
i )−1

)
Ŵ T

i .

Nale»y zauwa»y¢, »e estymacja faktorów wedªug modelu (6.24) mo»e by¢ rów-
nie» przeprowadzona, je±li obserwowane macierze {Y (i)}maj¡ ró»ne liczby kolumn
lub s¡ niekompletne.

6.2.3. Model NTF2

Model NTF2 [87] bazuje na podobnej koncepcji jak model NTF1, jednak w tym
przypadku redukcja wymiarowo±ci odbywa si¦ wzgl¦dem modu drugiego. Model
ten mo»na przedstawi¢ w nast¦puj¡cej postaci:

Y (i) = U
(1)
i diag(u

(3)
i )(U (2))T dla i = 1, . . . , I3, (6.26)

gdzie U (2) ∈ RI2×J
+ , a

{
U

(1)
i

}
∈ RI1×J

+ jest zbiorem I3 macierzy cech ukrytych

wzgl¦dem modu pierwszego. Pozostaªe oznaczenia s¡ takie same jak w modelu
NTF1. W tym przypadku faktor U (2) jest wspólny dla wszystkich warstw ten-

sora Y wzgl¦dem modu trzeciego, zbiór macierzy
{
U

(1)
i

}
tworzy tensor U (1) ∈

RI1×J×I3
+ . Je±li J ≪ I2, to tensor U (1) mo»na interpretowa¢ jako zredukowany

tensor Y wzgl¦dem modu drugiego.
Po rozwini¦ciu tensora Y wzgl¦dem modu drugiego uzyskuje si¦:

Y (2) = U (2)U
(1)
(2), (6.27)

gdzie

U
(1)
(2) =

[
diag(u

(3)
1 )(U

(1)
1 )T , . . . , diag(u

(3)
I3

)(U
(1)
I3

)T
]
∈ RJ×I1I3

+ (6.28)

jest macierz¡ rozwini¦cia tensora U (1) wzgl¦dem modu drugiego.
Poniewa» model (6.27) wyra»a si¦ w sposób podobny jak model (6.24), esty-

macja jego faktorów realizowana jest w taki sposób jak w NTF1.

6.2.4. Modele hybrydowe

Istotnym problemem w realizacji dekompozycji NTF lub CP mo»e by¢ zªe uwa-
runkowanie estymowanych faktorów {U (n)}. Najcz¦±ciej wynika to z du»ej korela-
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cji mi¦dzy estymowanymi zmiennymi lub wspóªliniowo±ci niektórych komponen-
tów. W uj¦ciu geometrycznym, je±li k¡t zawarty mi¦dzy dowoln¡ par¡ wektorów
jest maªy w stosunku do k¡tów innych par wektorów, to macierz tworzona przez
zbiór takich wektorów jest ¹le uwarunkowana. Estymacja zada« najmniejszych
kwadratów z macierzami ¹le uwarunkowanymi jest generalnie trudna do realizacji
pod wzgl¦dem numerycznym. Niestety, taki przypadek nast¦puje w przypadku
estymacji faktorów w dekompozycjach tensorów.

Problem zªego uwarunkowania faktorów w dekompozycji tensorów badany byª
w wielu pracach. Krótko scharakteryzowano wybrane metody stosowane do roz-
wi¡zywania wspomnianego problemu.

W pracy [524] zaproponowano hybrydow¡ metod¦ estymacji faktorów w mo-
delu CP, ª¡cz¡c¡ ±lep¡ separacj¦ sygnaªów z sekwencyjn¡ dekompozycj¡ macierzy
wzgl¦dem jej warto±ci osobliwych. W metodzie tej, oznaczonej jako CP-SMBSS,
zakªada si¦, »e znane s¡ cechy jednego z estymowanych faktorów i mog¡ one
by¢ ªatwo wyra»one za pomoc¡ wiedzy apriorycznej. Mo»e to by¢ informacja do-
tycz¡ca nieujemno±ci estymowanych faktorów, ale najlepsze efekty uzyskuje si¦,
je±li estymowane komponenty w tym faktorze s¡ liniowo niezale»ne.

Zakªadaj¡c, »e wektory kolumnowe w U (n) s¡ liniowo niezale»ne, a U⊙−n

w modelu (6.17) jest macierz¡ mieszaj¡c¡, wówczas faktor U (n) mo»e by¢ es-
tymowany z Y (n) za pomoc¡ odpowiedniego algorytmu estymacji komponentów
niezale»nych � tzw. algorytmu ICA. Przegl¡d takich algorytmów mo»na odnale¹¢,
np. w [69]. Stosuj¡c metod¦ estymacji komponentów gªównych, a nast¦pnie odpo-
wiedni algorytm ICA do Y T

(n) uzyskuje si¦: Y
T
(n) = Â(n)Ŝ(n). Zgodnie z modelem

(6.17), Â(n) = U⊙−nQ oraz Ŝ(n) = (U (n)Q−T )T , gdzie Q jest uogólnion¡ macie-
rz¡ permutacyjn¡. Sygnaªy reprezentowane wektorami wierszowymi w Ŝ(n) s¡ sta-
tystycznie niezale»ne. Macierz Ŝ(n) mo»na te» estymowa¢ innymi metodami, np.
przez bayesowskie wnioskowanie statystyczne, a nast¦pnie Â(n) = Y T

(n)(Ŝ
(n))†.

Znaj¡c estymator Û (n) = (QŜ(n))T , pozostaªe faktory U (p) dla p ̸= n mog¡ by¢
jednoznacznie estymowane z wykorzystaniem dekompozycji macierzy wzgl¦dem
jej warto±ci osobliwych. Niech â

(n)
j = û

⊙p̸=n

j ∈ R
∏

p̸=n Ip jest j-tym wektorem

kolumnowym macierzy Â(n), który mo»na przeksztaªci¢ do macierzy wedªug za-
le»no±ci:

Â
(N)
j = mtx

â
(n)
j , IN ,

∏
p̸={n,N}

Ip

 = û
(N)
j (â

(N−1)
j )T ∈ RIN×Ir , (6.29)

gdzie Ir =
∏

p̸={n,N} Ip. Macierz Â
(N)
j jest rz¦du pierwszego, a zatem wektory

û
(N)
j oraz â

(N−1)
j odpowiadaj¡ lewemu i prawemu wektorowi osobliwemu i mog¡
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by¢ ªatwo estymowane na podstawie rozkªadu macierzy Â
(N)
j wzgl¦dem jej jedy-

nej warto±ci osobliwej. Aby zrealizowa¢ to zadanie, mo»na wykorzysta¢ metod¦
pot¦gow¡ (ang. Power iteration) do wyznaczania dominuj¡cej warto±ci wªasnej

i odpowiadaj¡cego wektora wªasnego. W celu obliczenia wektora û
(N−1)
j , â(N−1)

j

przeksztaªcany jest do macierzy w sposób podobny jak w (6.29), zatem:

Â
(N−1)
j = mtx

â
(N−1)
j , IN−1,

∏
p ̸={n,N,N−1}

Ip


= û

(N−1)
j (â

(N−2)
j )T ∈ RIN−1×Ir , (6.30)

gdzie Ir =
∏

p̸={n,N−1,N} Ip. Podobnie jak w (6.29), wektor û
(N−1)
j jest lewym

wektorem osobliwym macierzy Â
(N−1)
j rz¦du pierwszego. Tak wi¦c, kolejne wek-

tory {û(N−1)
j , . . . , û

(1)
j } obliczane s¡ w podobny sposób. Powtarzaj¡c podan¡ pro-

cedur¦ wyznaczania wektorów {û(n)
j } dla j = 1, . . . , J otrzymuje si¦ zbiór esty-

mowanych faktorów {Û (n)}.
Problem zªego uwarunkowania estymowanych faktorów mo»na te» skutecznie

osªabia¢ przez tzw. metod¦ redukcji modów (ang. mode reduction), zapropono-
wan¡ w pracy [526] i przeznaczon¡ dla tensorów o du»ej liczbie modów. Metoda
ta skªada si¦ zasadniczo z trzech kroków: redukcji liczby modów, dekompozycji
tensora zredukowanego oraz estymacji faktorów tensora oryginalnego. Redukcja
liczby modów ma na celu przeksztaªcenie tensora obserwacji Y o stopniu N do
tensora Y{K} o stopniu K < N i wymiarze I{K}

1 × I
{K}
2 × . . . I

{K}
K , przy po-

dziale zbioru indeksów modów {1, . . . , N} na K podzbiorów, zgodnie z sekwencj¡
{n0, n1, . . . , nK}, gdzie n0 = 1 i nK = N . Zadanie to realizowane jest przez wek-
toryzacj¦ tensora Y, a nast¦pnie tensoryzacj¦ do postaci Y{K} lub przez funkcj¦
reshape w Matlabie. W wyniku takiego grupowania, model CP w (1.4) mo»na
zapisa¢ w nast¦puj¡cej postaci:

Y{K} =

J∑
j=1

w
(1)
j ◦w

(2)
j ◦ . . . ◦w

(K)
j ∈ RI

{K}
1 ×I

{K}
2 ×...I

{K}
K , (6.31)

gdzie w
(k)
j = ⊙nk

p=nk−1+1u
(p)
j =

[
u
(nk−1+1)
j ⊗ . . .⊗ u

(nk)
j

]
∈ R

∏nk
p=nk−1+1 Ip . Niech

∀k : W (k) = [w
(k)
1 , . . . ,w

(k)
J ], wówczas W (k) = ⊙nk

p=nk−1+1U
(p). Znaj¡c zbiór fak-



Modele dekompozycji tensorów 265

torów {W (k)}, faktory {U (n)} mo»na otrzyma¢ rozwi¡zuj¡c sekwencyjnie liniowe
zadanie najmniejszych kwadratów:

min
u
(p)
j

||w(k)
j −⊙

nk
p=nk−1+1u

(p)
j ||

2
F , ∀j, k. (6.32)

Zadanie to mo»na zrealizowa¢ tak samo jak w metodzie CP-SMBSS, czyli przez
kolejne przeksztaªcenia (6.29) i (6.30), a nast¦pnie rozkªad odpowiednich macierzy
wzgl¦dem warto±ci osobliwych.

6.3. Dekompozycja Tuckera

Podstawowy model dekompozycji Tuckera pojawiª si¦ w literaturze [436] po raz
pierwszy w 1966 roku. Obecnie ró»ne wersje tego modelu stosowane s¡ w wielu ob-
szarach przetwarzania informacji, m.in. w analizie obrazów twarzy [440, 445, 450],
rozpoznawaniu cyfr r¦cznie pisanych [390], grupowaniu i segmentacji obrazów
[350, 356] oraz ekstrakcji cech ukrytych [231]. Przegl¡d typowych zastosowa« tego
modelu mo»na odnale¹¢ w pracach: [89, 235, 319].

Dla tensora Y ∈ RI1×I2×...×IN o N -tym stopniu model dekompozycji Tuckera
mo»na przedstawi¢ w nast¦puj¡cej postaci:

Y = G ×1 U
(1) ×2 U

(2) ×3 . . .×N U (N)

=

J1∑
j1=1

J2∑
j2=1

· · ·
JN∑

jN=1

gj1,j2,...,jNu
(1)
j1
◦ u(2)

j2
◦ . . . ◦ u(N)

jN
, (6.33)

gdzie G = [gj1,j2,...,jN ] ∈ RJ1×J2×...×JN , dla Jn ≤ In i n = 1, . . . , N , jest tensorem

rdzeniowym, a U (n) = [u
(n)
1 , . . . ,u

(n)
Jn

] = [uin,jn ] ∈ RIn×Jn jest faktorem, zawie-
raj¡cym cechy n-tego modu tensora Y. Tensor G jest rz¦du (J1, J2, . . . , JN ), tzn.
∀n : rank(G(n)) = Jn, gdzie G(n) jest macierz¡ rozwini¦cia tensora G wzgl¦dem
n-tego modu.

6.3.1. Ortogonalno±¢ faktorów

W oryginalnej wersji modelu Tuckera [436], faktory {U (n)} s¡ kolumnowo or-
togonalne, tzn. ∀n : (U (n))TU (n) = IJn ∈ RJn×Jn . De Lathauwer [103] udowod-
niª, »e jakikolwiek zespolony tensor Y ∈ CI1×I2×...×IN mo»e by¢ przedstawiony
za pomoc¡ modelu (6.33), gdzie ∀n : U (n) ∈ CIn×In jest macierz¡ unitarn¡,
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a G ∈ CI1×I2×...×IN jest tensorem zespolonym o nast¦puj¡cych wªa±ciwo±ciach:
⟨Gin=p,Gin=r⟩ = 0, je±li p ̸= r oraz ⟨Gin=p,Gin=r⟩ > 0, gdy p = r, a tak»e
||Gin=1||F ≥ ||Gin=2||F ≥ . . . ≥ ||Gin=N ||F . Tensor Gin=p ∈ CI1×...In−1×In+1×...IN

jest podtensorem otrzymanym z G, gdy jego indeks in = p (wzdªu» n-tego modu).
Tak zde�niowany model zostaª nazwany modelem HOSVD (ang. Higher-Order
Singular Value Decomposition) i mo»e by¢ interpretowany jako dekompozycja ten-
sora Y wzgl¦dem jego warto±ci osobliwych. W odró»nieniu od rozkªadu SVD ma-
cierzy, tensor rdzeniowy G w tym modelu nie jest superdiagonalny, jak intuicyjnie
mo»na byªoby oczekiwa¢, a tensorem g¦stym o zespolonych elementach.

Rozwijaj¡c tensor Y ∈ CI1×I2×...×IN wzgl¦dem n-tego modu oraz uwzgl¦dnia-
j¡c zale»no±¢ (6.8), uzyskuje si¦:

∀n : Y (n) = U (n)G(n)

(
U (N) ⊗ . . .⊗U (n+1) ⊗U (n−1) ⊗ . . .⊗U (1)

)H
= U (n)G(n)

(
U⊗−n

)H
. (6.34)

Poniewa»
(
U⊗−n

)H
U⊗−n = I ∈ R

∏
p̸=n Ip×

∏
p̸=n Ip oraz G(n) ma wiersze

wzajemnie ortogonalne, wi¦c zale»no±¢ (6.34) mo»na zapisa¢ w postaci: Y (n) =

U (n)Σ(n)(V (n))H , gdzieΣ(n) ∈ RIn×In jest macierz¡ diagonaln¡, zawieraj¡c¡ war-
to±ci osobliwe, posortowane w kierunku malej¡cym, a (V (n))HV (n) = I ∈ RIn×In .
Tak wi¦c, faktor U (n) mo»na ªatwo estymowa¢ przez dekompozycj¦ macierzy Y (n)

wzgl¦dem jej warto±ci osobliwych. Mo»na te» zamiast rozkªadu SVD wykorzysta¢
rozkªad EVD, co z reguªy prowadzi do zmniejszenia kosztu obliczeniowego. W ta-
kim przypadku, kolumny macierzy U (n) s¡ wektorami wªasnymi hermitowskiej
macierzy Y (n)(Y (n))

H ∈ CIn×In . Maj¡c estymowane faktory {U (n)}, tensor rdze-
niowy otrzymuje si¦ wedªug zasady: G ← Y ×1 (U (1))H ×2 (U (2))H ×3 . . . ×N

(U (N))H . �atwo zauwa»y¢, »e w modelu HOSVD estymacja faktorów odbywa si¦
sekwencyjnie, ale nie s¡ wykonywane aktualizacje wedªug iteracji naprzemiennych.
Tak wi¦c, proces sekwencyjnych estymacji nie jest powtarzany.

6.3.2. Nieujemno±¢ faktorów

Usuwaj¡c ograniczenia ortogonalno±ci faktorów, model (6.33) mo»na prze-
ksztaªci¢ do innych znanych modeli. Je±li G = IN ∈ RJ1×J2×...×JN , gdzie IN
jest tensorem jednostkowym N -tego stopnia, to model dekompozycji Tuckera
sprowadza si¦ do modelu CP. Gdy dodatkowo ∀n : U (n) ∈ RIn×Jn

+ , model ten
sprowadza si¦ do modelu NTF. Je±li tensor rdzeniowy nie jest superdiagonalny,
a jego elementy jak i elementy faktorów {U (n)} s¡ nieujemne, to jest to tzw. model
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NTD (ang. Nonnegative Tucker Decomposition) [231]. Z kolei, w modelach SNTD
(ang. Semi-NTD) [89], ograniczenia nieujemno±ci narzucone s¡ tylko na wybrane
faktory.

W modelu NTD estymacja faktorów realizowana jest w procesie naprzemien-
nych optymalizacji funkcji celu, podobnie jak w metodzie NMF. Rozwijaj¡c ten-
sor Y wzgl¦dem n-tego modu, uzyskuje si¦:

Y (n) = U (n)G(n)

(
U (N) ⊗ . . .⊗U (n+1) ⊗U (n−1) ⊗ . . .⊗U (1)

)T
(6.35)

= U (n)G(n)

(
U⊗−n

)T
,

gdzie U⊗−n ∈ R
∏

p̸=n Ip×
∏

p̸=n Jp
+ jest macierz¡ nieujemn¡. Przyjmuj¡c podobne

oznaczenia jak w (6.18), zregularyzowana funkcja celu ma posta¢:

Ψ
(
U (n),G(n)

)
= D

(
Y (n)||

[
U (n)G(n)

(
U⊗−n

)T ])
+ αnΦn(U

(n)) + γnΓ(G(n)), (6.36)

gdzie αnΦn(U
(n)) i γnΓ(G(n)) s¡ odpowiednimi czªonami regularyzuj¡cymi. Za-

danie estymacji faktorów {U (n)} mo»na wyrazi¢ w postaci (6.19). Do rozwi¡zania
tak postawionego zadania mo»na zastosowa¢ ró»ne algorytmy numeryczne, np.
te, które omówiono w rozdziale 4. Estymacj¦ macierzy G(n) mo»na zrealizowa¢
w analogiczny sposób.

De�niuj¡c funkcj¦ celu jako odlegªo±¢ euklidesow¡ oraz pomijaj¡c czªony regu-
laryzacji, estymacja faktorów i tensora rdzeniowego sprowadza si¦ do rozwi¡zania
liniowych zada« najmniejszych kwadratów z ograniczeniami nieujemno±ci. Ponie-
wa» zadania te maj¡ siln¡ nadmiarowo±¢, metody najmniejszych kwadratów s¡
tutaj szczególnie przydatne. W wielu zastosowaniach u»yteczny mo»e okaza¢ si¦
projekcyjny algorytm ALS (rozdz. 4.5.1), który dla aktualizacji faktorów {U (n)}
jest postaci:

U (n) =

[
Y (n)U

⊗−nGT
(n)

(
G(n)(U

⊗−n)TU⊗−nGT
(n)

)−1
]
+

, (6.37)

dla n = 1, . . . , N . Stosuj¡c analogiczne podej±cie, tensor rdzeniowy G mo»e by¢
estymowany wedªug reguªy:

G ←
[
Y ×1 (U

(1))† ×2 (U
(2))† ×3 . . .×N (U (N))†

]
+
, (6.38)
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gdzie (U (n))† =
(
(U (n))T (U (n))

)−1
(U (n))T ∈ RJn×In jest pseudoodwrotno±ci¡

Moore'a�Penrose'a macierzy U (n). Kolumny macierzy U (n) dla n = 1, . . . , N − 1

powinny by¢ normalizowane do jednostkowej normy lp, czyli u
(n)
l ← u(n)

l

||u(n)
l ||p

, gdzie

l = 1, . . . , Jn oraz p = 1 lub p = 2.

6.3.3. Cechy mieszane

Cechy mieszane faktorów mo»na uzyska¢ w modelach typu SNTD. Przykªadem
tego typu modeli mo»e by¢ model UO-NTD (ang. Uni-orthogonal NTD), który
zaproponowano w pracy [487]. W modelu tym jeden z faktorów jest macierz¡
ortogonaln¡, pozostaªe faktory s¡ macierzami nieujemnymi, a tensor rdzeniowy
jest bez ogranicze« znaku. Tak wi¦c, model ten ekstrahuje mieszane cechy de-
komponowanego tensora. Takie podej±cie ª¡czy w sobie modele NTD i HOSVD.

Model UO-NTD zostaª opracowany w celu klasy�kacji obrazów. Niech obrazy
ucz¡ce o rozdzielczo±ci I1 × I2 pikseli, uªo»one warstwowo, tworz¡ tensor Y ∈
RI1×I2×I3
+ , gdzie I3 jest liczb¡ obrazów. Model UO-NTD tensora Y jest postaci:

Y = G ×1 U
(1) ×2 U

(2) ×3 U
(3), (6.39)

gdzie G ∈ RJ1×J2×J3 jest tensorem rdzeniowym, U (1) = [u
(1)
i1,j1

] ∈ RI1×J1
+ oraz

U (2) = [u
(2)
i2,j2

] ∈ RI2×J2
+ s¡ macierzami nieujemnymi, a U (3) ∈ RI3×J3 jest macie-

rz¡ o ortogonalnych kolumnach, tzn. (U (3))TU (3) = IJ3 . Przyjmuje si¦, »e liczba
J3 jest równa liczbie klas, do których nale»¡ obrazy ucz¡ce, a liczby J1 oraz J2
powinny speªnia¢ warunki: 1 ≤ J1 ≪ I1 oraz 1 ≤ J2 ≪ I2. Estymacja faktorów i
tensora rdzeniowego w modelu UO-NTD realizowana jest wedªug algorytmu 27.
Funkcja U (n) ← nnls(Y (n),Z

(n),U
(n)
0 , kmax) zwraca rozwi¡zanie przybli»one dla

zadania: minU
1
2 ||Y (n)−UZ(n)||2F , p.o. U ≥ 0, gdzie U (n)

0 ∈ RIn×Jn
+ jest przybli-

»eniem pocz¡tkowym, a kmax jest maksymaln¡ liczb¡ iteracji.
Ka»da warstwa tensora G ×1U

(1)×2U
(2) ∈ RI1×I2×J3 wzdªu» trzeciego modu

mo»e by¢ postrzegana jako obraz bazowy albo obraz cechy o naturze holistycznej
(podobnie jak w metodzie analizy komponentów gªównych). Przykªadowo, dla
klasy�kacji obrazów cyfr, ka»dy bazowy obraz powinien reprezentowa¢ pojedyn-
cz¡ cyfr¦. Wynika st¡d, »e ka»da warstwa (obraz) tensora Y wzdªu» trzeciego
modu jest liniow¡ kombinacj¡ obrazów bazowych. Wspóªczynniki kombinacji s¡
wyra»one przez wektory wierszowe macierzy U (3), które nazwano wektorami ko-
duj¡cymi.
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Algorytm 27. UO-NTD

Wej±cie: Y ∈ RI1×I2×I3 , J1, J2, J3 � rz¦dy dekompozycji,
kmax � maksymalna liczba iteracji

Wyj±cie: Faktory: U (1) ∈ RI1×J1
+ , U (2) ∈ RI2×J2

+ oraz U (3) ∈ RI3×J3 ,
G ∈ RJ1×J2×J3 � tensor rdzeniowy

1 Inicjalizacja: U (1) ∈ RI1×J1
+ , U (2) ∈ RI2×J2

+ , U (3) ∈ RI3×J3 , G ∈ RJ1×J2×J3 ;
2 repeat

3 Z(1) = G(1)(U
(3) ⊗U (2))T ;

4 U (1) ← nnls(Y (1),Z
(1),U (1), kmax) ; // Aktualizacja dla U (1)

5 u
(1)
l ←

u(1)
l

||u(1)
l ||2

, gdzie l = 1, . . . , J1 ; // Normalizacja dla U (1)

6 Z(2) = G(2)(U
(3) ⊗U (1))T ;

7 U (2) ← nnls(Y (2),Z
(2),U (2), kmax) ; // Aktualizacja dla U (2)

8 u
(2)
l ←

u(2)
l

||u(2)
l ||2

, gdzie l = 1, . . . , J2 ; // Normalizacja U (2)

9 Z(3) = G(3)(U
(2) ⊗U (1))T ;

10 U (3) = Y (3)(Z
(3))T (Z(3)(Z(3))T )−1 ; // Aktualizacja dla U (3)

11 u
(3)
l ←

u(3)
l

||u(3)
l ||2

, gdzie l = 1, . . . , J3 ; // Normalizacja dla U (3)

12 U (3) ← U (3)
(
(U (3))TU (3)

)−1/2
; // Ortogonalizacja kolumn

13 G ← Y ×1 (U
(1))† ×2 (U

(2))† ×3 (U
(3))T ; // Aktualizacja dla G

14 until Kryterium stopu jest speªnione;

Klasy�kacja nienadzorowana mo»e by¢ realizowana przez grupowanie wekto-
rów koduj¡cych. W klasy�kacji nadzorowanej wyznaczane s¡ testowe wektory ko-
duj¡ce przez rzutowanie obrazów testowych na podprzestrze« rozpinaj¡c¡ obrazy
bazowe. Nast¦pnie, ka»dy obraz testowy klasy�kowany jest na podstawie przyj¦tej
miary podobie«stwa mi¦dzy odpowiadaj¡cym wektorem koduj¡cym a wektorami
koduj¡cymi obrazów ucz¡cych.

Niech T ∈ RI1×I2×R
+ zawiera obrazy testowe, uªo»one wzdªu» trzeciego modu,

podobnie jak obrazy ucz¡ce w Y, gdzie R jest liczb¡ obrazów testowych. Po roz-
wini¦ciu tensora T wzdªu» trzeciego modu uzyskuje si¦ macierz T (3) ∈ RR×I1I2

+ .
Niech indeksy klas obrazów ucz¡cych zawarte s¡ w wektorze c(u) ∈ ZI3 . Algo-
rytm 28 estymuje wektor c(t) ∈ ZR zawieraj¡cy indeksy klas obrazów testowych.
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Algorytm 28. Klasy�kacja nadzorowana

Wej±cie: G ∈ RJ1×J2×J3 , U (1) ∈ RI1×J1
+ , U (2) ∈ RI2×J2

+ , U (3) ∈ RI3×J3 ,
c(u) ∈ ZI3 � indeksy klas obrazów ucz¡cych,
T ∈ RI1×I2×R

+ � obrazy testowe
Wyj±cie: c(t) ∈ ZR � indeksy klas obrazów testowych

1 Z(3) = G(3)(U
(2) ⊗U (1))T ;

2 U (test) = T (3)(Z
(3))T (Z(3)(Z(3))T )−1 ; // Testowe wektory koduj¡ce

3 u
(t)
l ←

u(t)
l

||u(t)
l ||2

, gdzie l = 1, . . . , J3 ; // Normalizacja dla U (t)

4 c(t) ← knnclassify(U (test),U (3), c(u), 1, ′correlation′) ; // Klasyfikacja

NN

Funkcja knnclassify w czwartym kroku algorytmu 28 pochodzi z pakietu
narz¦dziowego Bioinformatics w programie Matlab. Funkcja ta klasy�kuje ka»dy
wiersz macierzy U (test) do jednej z grup wierszy macierzy U (3) wedªug metody
k najbli»szych s¡siadów. W algorytmie 28 przyj¦to k = 1 oraz korelacyjn¡ miar¦
okre±lania podobie«stwa wektorów.

6.4. Dekompozycja du»ych zbiorów danych

Intensywny rozwój technik pozyskiwania i przetwarzania danych cyfrowych
oraz zapotrzebowanie na gromadzenie du»ej ilo±ci informacji znacz¡co przyczy-
niªy si¦ do powstania ogromnych zbiorów danych, o rozmiarze cz¦sto przekra-
czaj¡cym setki terabajtów, a nawet czasami petabajtów. Ekstrakcja cech oraz
redukcja wymiarowo±ci modelu z tak ogromnych zbiorów danych jest zadaniem
bardzo trudnym, nawet dla obecnych superszybkich komputerów i wyspecjalizo-
wanych technik obliczeniowych. Oprócz ogromnych zasobów sprz¦towych i du»ej
mocy obliczeniowej, konieczna jest optymalizacja procesu obliczeniowego. W ta-
kim przypadku istotne znaczenie maj¡ zarówno wªasno±ci numeryczne u»ytego
algorytmu, jak i optymalny podziaª zadania obliczeniowego w celu realizacji obli-
cze« wspóªbie»nych.

Algorytmy sekwencyjne, które stosowane s¡ we wszystkich wspomnianych
metodach dekompozycji tensorów (np. algorytm 26), realizuj¡ estymacj¦ fak-
torów przez sekwencyjne rozwini¦cia tensora obserwacji wzdªu» kolejnych mo-
dów. �atwo zauwa»y¢, »e je±li Y jest tensorem o bardzo du»ych wymiarach,
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∀n : Y (n) jest macierz¡ zawieraj¡c¡ ogromn¡ liczb¦ kolumn. Przykªadowo, niech

Y ∈ R100×1000×1000, wówczas Y (1) ∈ R100×106 . Dekomponuj¡c Y wedªug modelu
NTF, zadanie (6.20) dla n = 1 jest bardzo silnie nadokre±lone, a realizacja iloczynu
Khatri�Rao w U⊙−1 ∈ R106×J wymaga ogromnego kosztu obliczeniowego oraz
du»ej ilo±ci pami¦ci operacyjnej. Takie podej±cie znacz¡co ogranicza u»yteczno±¢
omawianych metod w przetwarzaniu du»ych zbiorów danych.

Aby dekomponowa¢ tensory o du»ych rozmiarach lub o du»ej liczbie modów,
nale»y zastosowa¢ ró»ne usprawnienia w implementacji algorytmów obliczenio-
wych. W literaturze mo»na odnale¹¢ wiele propozycji takich usprawnie«. W naj-
prostszym podej±ciu macierz Y (n) ∈ RIn×

∏
p̸=n Ip mo»na zredukowa¢ do znacznie

mniejszej przez wybranie niewielkiej liczby najbardziej znacz¡cych kolumn. Nie
s¡ jednak znane jasne kryteria takiego wyboru. Problem ten byª dyskutowany
w wielu pracach, np. [75, 89, 352]. Wybór ten mo»e te» by¢ motywowany metod¡
faktoryzacji CUR [117, 297].

Innym, efektywniejszym podej±ciem jest tzw. siatkowy model NTF lub siat-
kowa wersja modelu CP, któr¡ zaproponowano w [349], a nast¦pnie rozszerzono
w [352] z wykorzystaniem innych reguª aktualizacji faktorów. W siatkowym mo-
delu NTF, oznaczonym w dalszej cz¦±ci pracy skrótowcem gNTF (ang. Grid
NTF), tensor obserwacji Y ∈ RI1×I2×...×IN dzieli si¦ przestrzennie na bloki

Y(k) ∈ RIk1×Ik2×...×IkN o mniejszym wymiarze, gdzie k = [k1, k2, . . . , kN ],
1 ≤ kn ≤ Kn, a Kn jest liczb¡ bloków tensora wzdªu» n-tego modu. Podziaª
ten wyznaczony jest przez równomiern¡ siatk¦ podziaªu, a ka»dy blok jest pew-
nym fragmentem tensora Y o takim samym stopniu, ale mniejszym wymiarze. Tak
wi¦c: ∀n :

∑
kn
Ikn = In. Ka»dy z bloków mo»e by¢ wi¦c reprezentowany modelem

dekompozycji tensora, np. modelem CP, który speªnia warunki jednoznaczno±ci,
przy pewnych sªabych zaªo»eniach, zatem:

Y(k) = IN ×1 U
(1)
(k1)
×2 U

(2)
(k2)
×3 . . .×N U

(N)
(kN ) ∈ RIk1×Ik2×...×IkN , (6.40)

gdzie U
(n)
(kn)

∈ RIkn×J . Z kolei, U (n) =
[
(U

(n)
(1) )

T , (U
(n)
(2) )

T , . . . , (U
(n)
(Kn)

)T
]T
∈

RIn×J , zgodnie z modelem (6.10). Po rozwini¦ciu tensora Y(k) wzgl¦dem n-tego
modu uzyskuje si¦:

Y
(k)
(n) = U

(n)
(kn)

(
U

⊙−n

(k)

)T
, (6.41)

gdzie U
⊙−n

(k)
= U

(N)
(kN ) ⊙ . . .⊙U

(n+1)
(kn+1)

⊙U
(n−1)
(kn−1)

⊙ . . .⊙U
(1)
(k1)
∈ R

∏
p̸=n Ikp×J .
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Stosuj¡c funkcj¦ odlegªo±ci euklidesowej w celu estymacji faktorów {U (n)
(kn)
},

funkcja celu ma posta¢:

Ψ(U
(n)
(kn)

) =
1

2
||Y (k)

(n) −U
(n)
(kn)

(
U

⊙−n

(k)

)T
||2F . (6.42)

Z warunku stacjonarno±ci: ∇
U

(n)
kn

Ψ(U
(n)
(kn)

) = 0 otrzymuje si¦ reguª¦ aktualizacji

dla U
(n)
(kn)

wedªug kryterium najmniejszych kwadratów:

U
(n)
(kn)
←


∑

k1, . . . , kn−1

kn+1, . . . , kN

Y
(k)
(n)U

⊙−n

(k)




∑

k1, . . . , kn−1

kn+1, . . . , kN

(
UT

(k)
U (k)

)~−n



−1

.

(6.43)

Poniewa» z zaªo»enia blok Y(k) w (6.43) nie ma zbyt du»ych rozmiarów, zatem

macierz Y (k)
(n)U

⊙−n

(k)
jest ju» mo»liwa do wyznaczenia. Ponadto, macierze te mog¡

by¢ obliczane równolegle na wielu procesorach.
Reguªa aktualizacji w (6.43) mo»e by¢ jeszcze dodatkowo usprawniona w celu

przetwarzania du»ych zbiorów danych. Phan i Cichocki [349, 352] zaproponowali

aby faktoryzacje bloków Y(k) realizowa¢ niezale»nie, w podej±ciu równolegªym,
a nast¦pnie otrzymane wyniki zintegrowa¢. Stosuj¡c dekompozycj¦ CP do ka»dego
z bloków Y(k), uzyskuje si¦ faktory {W (n)

(k)
} wedªug modelu:

Y(k) = IN ×1 W
(1)

(k)
×2 W

(2)

(k)
×3 . . .×N W

(N)

(k)
, (6.44)

gdzie W
(n)

(k)
∈ RIkn×Jk . Uwzgl¦dniaj¡c model (6.44) w obliczeniach macierzy

Y
(k)
(n)U

⊙−n

(k)
, otrzymuje si¦:

Y
(k)
(n)U

⊙−n

(k)
∼= W

(n)

(k)

(
W

⊙−n

(k)

)T
U

⊙−n

(k)
= W

(n)

(k)

(
W T

(k)
U (k)

)~−n

= W
(n)

(k)

(
A(k) ⊘

(
(W

(n)

(k)
)TU

(n)
(kn)

))
, (6.45)
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gdzie A(k) = (W T
(k)

U (k))
~ ∈ RJk×J . Przyjmuj¡c B(k) = (UT

(k)
U (k))

~ ∈ RJ×J ,

reguªa aktualizacji algorytmu ALS ma posta¢:

U
(n)
(kn)

= TS−1, (6.46)

gdzie

T =
∑

k1, . . . , kn−1

kn+1, . . . , kN

W
(n)

(k)

(
A(k) ⊘

(
(W

(n)

(k)
)TU

(n)
(kn)

))
, (6.47)

S =
∑

k1, . . . , kn−1

kn+1, . . . , kN

(
B(k) ⊘

(
(U

(n)
(kn)

)TU
(n)
(kn)

))
. (6.48)

Stosuj¡c podej±cie multiplikatywne w celu minimalizacji funkcji (6.42), uzy-
skuje si¦ siatkow¡ wersj¦ algorytmu MUE:

U
(n)
(kn)
← U

(n)
(kn)

~ [T ]+ ⊘
(
U

(n)
(kn)

S
)
, (6.49)

gdzie [ξ]+ = max{0, ξ}.
Podobnie jak w rozdziale 4.6.1, funkcj¦ celu w (6.42) mo»na tak»e przedstawi¢

w postaci:

Ψ(U
(n)
(kn)

) =
1

2
||Y(k) −

∑
r ̸=j

u(k1)
r ◦ . . . ◦ u(kN )

r −
(
u
(k1)
j ◦ . . . ◦ u(kN )

j

)
||2F

=
1

2
||Y(k)

(+j) −
(
u
(k1)
j ◦ . . . ◦ u(kN )

j

)
||2F , (6.50)

gdzie Y(k)
(+j) = Y

(k) −
∑

r ̸=j u
(k1)
r ◦ . . . ◦ u(kN )

r ∈ RIk1×Ik2×...×IkN dla j = 1, . . . , J .

Z warunku stacjonarno±ci: ∂

∂u(kn)
j

Ψ(U
(n)
(kn)

) = 0 wynika reguªa aktualizacji algo-

rytmu HALS, która jest analogiczna do reguª (4.153):

u
(kn)
j =

∑
k1, . . . , kn−1

kn+1, . . . , kN

Y(k)
(+j)×̄−n

(
u
(k1)
j ◦ . . . ◦ u(kN )

j

)
∑

k1, . . . , kn−1

kn+1, . . . , kN

(
(u

(k)
j )Tu

(k)
j

)~−n
. (6.51)
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Bazuj¡c na podobnych przeksztaªceniach jak w (4.157) i (4.158), Phan i Cichocki

[352] uzyskali prost¡ reguª¦ aktualizacji dla faktora u
(kn)
j :

u
(kn)
j ← u

(kn)
j +

1

c
(kn)
j

(
tj −U (n)sj

)
, (6.52)

gdzie:

c
(kn)
j =

∑
k1, . . . , kn−1

kn+1, . . . , kN

(
(u

(k)
j )Tu

(k)
j

)~−n

. (6.53)

Wektory tj i sj s¡ j-tymi kolumnami odpowiednich macierzy T i S w (6.47)
i (6.48). W pracy [351] algorytm HALS zostaª równie» zastosowany do oblicze«
faktorów w siatkowych wersjach ró»nych modeli dekompozycji Tuckera.

Omawiane algorytmy mo»na do±¢ ªatwo zaimplementowa¢ w programie Mat-
lab na maszynie wieloprocesorowej z wykorzystaniem p¦tli parfor i pakietu na-
rz¦dziowego Parallel Computing Toolbox. Takie implementacje przedstawiono
w pracach [349, 351, 352].



7. Przykªadowe zastosowania

modeli NMF i NTF

W niniejszym rozdziale omówiono wybrane zastosowania modelu NMF i NTF,
zwªaszcza w kontek±cie ±lepej separacji sygnaªów ¹ródªowych, grupowania danych
oraz nadzorowanej klasy�kacji obrazów. Przedstawione przykªady ukazuj¡ jedy-
nie potencjalne obszary zastosowa« i nie stanowi¡ ich kompleksowego przegl¡du.
Metody nieujemnej faktoryzacji macierzy i tensorów s¡ narz¦dziami wykorzysty-
wanymi w przetwarzaniu danych, sygnaªów czy obrazów, a ich zastosowania s¡
ró»norodne. Oprócz omówionych, przykªadowych zastosowa« nale»y wspomnie¢,
»e s¡ to metody, które wykorzystuje si¦ równie» w wielu innych dziedzinach nauki
i przemysªu, takich jak np. bioinformatyka [38, 52, 106, 139, 198, 222, 228, 229,
288, 300, 333, 374, 414], astronomia [201], telekomunikacja [101, 250, 402] itd.

7.1. �lepa separacja ¹ródeª

Zadaniem ±lepej separacji ¹ródeª jest estymowanie sygnaªów ¹ródªowych oraz
wspóªczynników ich mieszania na podstawie obserwacji sygnaªów zmieszanych
i apriorycznej wiedzy na temat estymowanych wielko±ci. Zakªadaj¡c liniowy model
jednoczesnego mieszania J sygnaªów ¹ródªowych xj(t) dla j = 1, . . . , J , i-ty ob-
serwowany sygnaª zmieszany yi(t) jest postaci:

yi(t) =

J∑
j=1

aijxj(t) + ni(t), (7.1)

gdzie aij � wspóªczynnik wagowy mieszania (wkªad j-tego sygnaªu ¹ródªowego do
i-tej obserwacji), ni(t) � addytywny szum zakªócaj¡cy obserwowany sygnaª.

Zadaniem ±lepej separacji ¹ródeª jest estymowanie sygnaªów xj(t) i wspóªczyn-
ników {aij} na podstawie obserwowanych sygnaªów yi(t) i wiedzy apriorycznej,
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zarówno na temat charakteru estymowanych wielko±ci, jak i rozkªadu szumu za-
kªócaj¡cego.

Wiedza aprioryczna mo»e tak»e dotyczy¢ ogranicze« estymowanych wielko±ci
lub innych pomocniczych obserwacji modelowanych zjawisk. Wiedza ta jest na-
st¦pnie reprezentowana wybranym modelem apriorycznym. W zale»no±ci od za-
stosowa«, w modelu tym najcz¦±ciej zakªada si¦ statystyczn¡ niezale»no±¢ sygna-
ªów ¹ródªowych albo odpowiedni¡ rzadko±¢ lub nieujemno±¢ pewnych parametrów
zwi¡zanych z estymowanymi wielko±ciami.

Zakªadaj¡c, »e zarówno wspóªczynniki mieszaj¡ce, jak i sygnaªy ¹ródªowe
s¡ rzeczywiste i nieujemne oraz obserwuj¡c I sygnaªów zmieszanych w oknie
czasowym zawieraj¡cym T próbek, model (7.1) sprowadza si¦ do postaci (1.3),
gdzie A = [aij ] ∈ RI×J

+ , X = [xj(t)] ∈ RJ×T
+ , Y = [yi(t)] ∈ RI×T oraz

N = [ni(t)] ∈ RI×T . Tak wi¦c, zadanie estymacji parametrów modelu (7.1) mo»e
by¢ wyra»one w kontek±cie nieujemnej faktoryzacji macierzy Y .

7.1.1. Separacja sygnaªów spektralnych

Przykªady zastosowa« modelu NMF w analizie sygnaªów spektralnych mo»na
odnale¹¢ w wielu pracach. S¡ to gªównie metody sªu»¡ce do ±lepej separacji lub
ekstrakcji sygnaªów widmowych w spektroskopii Ramana [264, 310, 320, 385],
spektroskopii �uorescencyjnej [151, 152, 167], spektroskopii re�eksyjnej [169, 345],
rozplataniu obrazów mikroskopowych [348], obrazowaniu przesuni¦cia chemicz-
nego [386], rozplataniu widm lodu astro�zycznego [201, 202, 290, 291], chroma-
togra�cznej spektroskopii masy gazu [278], a przede wszystkim w obrazowaniu
hiperspektralnym [27, 58, 118, 156, 168, 186, 199, 203, 204, 209, 210, 303, 322,
360, 370, 433, 489, 533].

We wspomnianych technikach separacji sygnaªów spektralnych zakªada si¦, »e
obserwowane widma stanowi¡ mieszanin¦ liniow¡ widm ró»nych zwi¡zków skªado-
wych. S¡ to tzw. endmembery (ang. endmembers), czyli zwi¡zki czyste spektralnie.
Zakªadaj¡c, »e kolumny macierzy Y reprezentuj¡ zmierzone widma zmieszane,
wówczas wedªug modelu faktoryzacji (1.1), kolumny macierzy A powinny zawie-
ra¢ widma zwi¡zków czystych spektralnie, a macierz XT powinna reprezentowa¢
macierz mieszaj¡c¡. Wynika st¡d, »e element xjt w macierzy X okre±la rozkªad
koncentracji lub abundancj¦ (ang. abundance) widma j-tego endmembera w t-tym
widmie zmierzonym. Rz¡d faktoryzacji J jest zakªadan¡ liczb¡ endmemberów.
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Rys. 7.1. Widma Ramana: (a) oryginalne; (b) estymowane algorytmem HALS
z zaburzonych sygnaªów zmieszanych o wspóªczynniku SNR = 20 dB.

Dla sygnaªów estymowanych: SIR = 23, 81 dB
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W dalszej cz¦±ci przedstawiono przykªad zastosowania modelu NMF do
±lepej separacji widm Ramana. W badaniach wykorzystano benchmark sze-
±ciu widm Ramana, pochodz¡cych z bazy danych projektu RRUFFTM1. Na
rysunku 7.1(a) zilustrowano wyselekcjonowane widma nast¦puj¡cych zwi¡z-
ków chemicznych (od góry): aspiryna (C9H8O4), α-D laktoza jednowodna
(C12H24O12), kofeina (C8H10N4O2), stearynian magnezu (Mg(C18H35)2)2), piry-
metamina (C12H13CIN4) oraz paracetamol (C8H9NO2). S¡ to widma wzbudzane
laserem o dªugo±ci fali 780 nm. �ródªowe sygnaªy widmowe próbkowano ponownie,
tak aby ka»dy sygnaª skªadaª si¦ z 500 próbek, zatem A ∈ R500×6

+ . Obserwowano
100 sygnaªów zmieszanych. Elementy macierzy X ∈ R6×100

+ generowano wedªug
zasady: ∀j, t : xjt = max{0, x̃jt}, gdzie x̃jt ∼ N (0, 1).

Do estymacji macierzy A i X wybrano nast¦puj¡ce algorytmy: MUE (rozdz.
4.4.1), HALS (rozdz. 4.6.1), LPG (rozdz. 4.7), RNNLS(L2) (algorytm 15) oraz
GRBF (algorytm 25). Ocen¦ efektywno±ci algorytmów przeprowadzono na podsta-
wie analizy statystycznej rozkªadu 100 próbek wspóªczynnika SIR dla estymatora
Â. W ka»dej próbie statystycznej macierze A(0) i X(0) generowane byªy losowo
z rozkªadu równomiernego. W algorytmie GRBF przyj¦to nast¦puj¡ce parametry:
M = I = 500, ∆a = 1, σ2 = 1, α0 = 10, ᾱ = 10−12. Parametr α0 byª równie» taki
sam w algorytmie RNNLS(L2). Algorytmy zatrzymywano, je±li speªnione byªo
kryterium stagnacji funkcji celu dla εobj = 10−5.
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Rys. 7.2. Statystyka rozkªadu próbek SIR dla estymacji macierzy A z danych:
(a) bez zaburze« modelu; (b) z addytywnymi zaburzeniami modelu o SNR = 20 dB

1 http://rru�.info
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Tabela 7.1. Wspóªczynniki SIR i czas estymacji uzyskane za pomoc¡ wybranych algorytmów
z danych zaburzonych i przy inicjalizacji metod¡ CHV. Dla danych dokªadnych metoda CHV

estymuje macierz A z jako±ci¡, dla której SIR > 250 dB.

Algorytmy MUE HALS LPG RNNLS(L2) GRBF
SIR [dB] 21,99 23,81 23,98 23 23,45
Czas [s] 0,691 0,134 1,361 0,906 879,8

Na rysunku 7.2 przedstawiono statystyk¦ rozkªadu próbek wspóªczynnika SIR
dla estymacji macierzy A z danych dokªadnych oraz z danych zakªóconych szu-
mem o takiej mocy widmowej, dla której SNR = 20 dB. Nast¦pnie, estymacj¦
przeprowadzono z tych samych danych zaburzonych, ale dla macierzy A(0) wy-
znaczonej za pomoc¡ algorytmu CHV (algorytm 9). W tabeli 7.1 zamieszczono
warto±ci wspóªczynników SIR dla estymacji faktora A oraz czas estymacji, uzy-
skane wybranymi algorytmami. Ponadto, sygnaªy estymowane algorytmem HALS
pokazano na rysunku 7.1(b).

Wniosek 7.1. Z rysunku 7.2 wynika, »e algorytm GRBF pozwala uzyska¢ naj-
lepsz¡ jako±¢ estymacji, gdy separowane sygnaªy s¡ lokalnie gªadkie, a sygnaªy
zmieszane nie s¡ zakªócone silnym szumem. Dla SNR = 20 dB, algorytm GRBF
nadal przewy»sza jako±ci¡ estymacji inne badane algorytmy, ale ró»nica nie jest
znacz¡ca. Niestety, lepsza jako±¢ estymacji algorytmem GRBF odbywa si¦ kosz-
tem ogromnej zªo»ono±ci obliczeniowej. Porównanie czasu estymacji znajduje si¦
w tabeli 7.1. Nale»y te» zauwa»y¢, »e w tych badaniach oba estymowane faktory
s¡ rzadkie. Dlatego te» adaptacyjna zmiana parametru regularyzacji w obu algo-
rytmach GRBF i RNNLS(L2) nie wpªywa znacz¡co na popraw¦ jako±ci estymacji.
Niemniej jednak, zastosowanie zmiennej regularyzacji stabilizuje estymacje. Z ry-
sunku 7.2 wynika, »e wariancja rozkªadu próbek SIR uzyskanych algorytmem
RNNLS(L2) jest maªa w obu przypadkach testowych. Je±li dane obserwowane
s¡ dokªadne i problem jest dobrze uwarunkowany, metoda inicjalizacji CHV wy-
starczaj¡co dobrze estymuje sygnaªy ¹ródªowe i nie s¡ potrzebne »adne algorytmy
NMF do dalszej poprawy jako±ci estymacji. Gdy jednak wyst¦puj¡ zaburzenia mo-
delu, jako±¢ estymacji za pomoc¡ metody CHV szybko maleje ze wzrostem mocy
zaburze«. Dla SNR ≤ 20 dB, metoda CHV powinna by¢ ª¡czona z algorytmami
NMF.

7.1.2. Separacja sygnaªów akustycznych

Model (7.1), opisuj¡cy proces jednoczesnego mieszania sygnaªów ¹ródªowych,
jest zbyt uproszczony w praktycznych zastosowaniach ±lepej separacji sygnaªów
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akustycznych. Zakªadaj¡c, »e sygnaªy te docieraj¡ do mikrofonów wielodrogowo,
model mieszania sygnaªów ¹ródªowych powinien mie¢ posta¢ splotow¡. Sygnaª
rejestrowany i-tym mikrofonem mo»na wi¦c opisa¢ nast¦puj¡c¡ formuª¡:

ỹi(t) =

J∑
j=1

L−1∑
l=0

ãijlx̃j(t− l) + ñi(t), (7.2)

gdzie ãijl � wspóªczynnik �ltru (mieszaj¡cego) o sko«czonej odpowiedzi impulso-
wej, x̃j(t) � j-ty sygnaª ¹ródªowy (j = 1, . . . , J), ñi(t) � addytywny szum zakªó-
caj¡cy, L � rz¡d �ltru.

Model (7.2) w reprezentacji czasowo-cz¦stotliwo±ciowej mo»na wyrazi¢ nast¦-
puj¡co:

yift =

J∑
j=1

aijfxjft + nift, (7.3)

lub równowa»nie w postaci macierzowej:

Y f = AfXf +N f , (7.4)

gdzie Y f = [yift]f ∈ CI×T , Af = [aijf ]f ∈ CI×J , Xf = [xjft]f ∈ CJ×T , N f =
[nift]f ∈ CI×T , oraz f = 1, . . . , F jest indeksem próbki cz¦stotliwo±ci.

Macierze {Y f} uªo»one warstwowo tworz¡ tensor obserwacji Y = [yift] ∈
CI×F×T . Analogicznie, uzyskuje si¦ A = [aijf ] ∈ CI×J×F oraz X = [xjft] ∈
CJ×F×T . Zakªada si¦, »e szum nift jest stacjonarny i przestrzennie nieskorelowany.
St¡d

nift ∼ Nc(0, σ
2
i ), (7.5)

gdzie Nc(0, σ
2
i ) � rozkªad gaussowski liczb zespolonych o ±redniej równej zero

i wariancji σ2i .
Dla zaªo»onego rozkªadu zmiennych losowych nift w (7.5) estymacja faktorów

{Af} i {Xf} w modelu (7.4) mo»e by¢ zrealizowana algorytmem naprzemiennej
minimalizacji funkcji celu, wynikaj¡cej z przyj¦tego rozkªadu. Jednak w tym przy-
padku ograniczenia nieujemno±ci nie mog¡ by¢ bezpo±rednio zastosowane do ele-
mentów estymowanych faktorów. Mo»na jednak opisa¢ elementy macierzy {Xf}
za pomoc¡ modelu, którego pewne parametry s¡ nieujemne i mog¡ by¢ estymo-
wane przez NMF.
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Benaroya i pozostali autorzy pracy [14] zaproponowali, aby ¹ródªowy sygnaª
akustyczny x̃(t) modelowa¢ za pomoc¡ superpozycji procesów gaussowskich mo-
dulowanych amplitudowo:

x̃(t) =

R∑
r=1

hr(t)w̃r(t), (7.6)

gdzie hr(t) jest sygnaªem moduluj¡cym w r-tym komponencie (r = 1, . . . , R),
a w̃r(t) jest stacjonarnym procesem gaussowskim o ±redniej zero i widmowej g¦sto-
±ci mocy σ2r (f). Po zastosowaniu krótkoczasowej transformaty Fouriera (STFT)
do sygnaªu (7.6), uzyskuje si¦ reprezentacj¦ czasowo-cz¦stotliwo±ciow¡:

xft ∼ Nc

(
0,

R∑
r=1

hr(t)σ
2
r (f)

)
. (7.7)

Spektrogram lub widmowa g¦sto±¢ energii w oknie czasowym sygnaªu (7.7) ma
posta¢: |xft|2 =

∑R
r=1wfrhrt, gdzie wfr = σ2r (f) oraz hrt = hr(t).

Model (7.7) mo»na te» wyrazi¢ w postaci równowa»nej [14, 128, 336]:

xft =

R∑
r=1

crft (7.8)

gdzie crft ∼ Nc

(
0, hr(t)σ

2
r (f)

)
= Nc (0, wfrhrt). Wspóªczynnik crft jest r-tym

komponentem ukrytym zmiennej losowej xft. Macierz kowariancji takich kompo-
nentów ma posta¢:

Σ
(c)
ft = diag ([wfrhrt]r) = diag

([
|crft|2

]
r

)
. (7.9)

W rezultacie, |xft|2 =
∑R

r=1wfrhrt =
∑R

r=1 |crft|2.
Stosuj¡c model (7.7) do reprezentacji sygnaªów ¹ródªowych, spektro-

gram j-tego sygnaªu ¹ródªowego x̃j(t) mo»na wyrazi¢ zale»no±ci¡: |xjft|2 =∑Rj

rj=1 |c
(j)
rjft
|2 =

∑Rj

rj=1w
(j)
frj
h
(j)
rjt
, gdzie c(j)rjft

jest rj-tym komponentem ukrytym
j-tego sygnaªu ¹ródªowego, a Rj jest liczb¡ komponentów ukrytych w tym sygnale.
Spektrogram sygnaªu x̃j(t) zatem mo»na modelowa¢ przez nieujemn¡ faktoryzacj¦
macierzy:

|Xj |2 = W jHj , (7.10)
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gdzie Xj ∈ CF×T , W j ∈ RF×Rj

+ oraz Hj ∈ RRj×T
+ . Wektory kolumnowe ma-

cierzy W j reprezentuj¡ pro�le cz¦stotliwo±ci, a wektory wierszowe macierzy Hj

wyra»aj¡ pro�le czasowe w j-tym sygnale ¹ródªowym.
Niech

cft = [cr]ft =
[
c
(1)
1ft, . . . , c

(1)
R1ft

, c
(2)
1ft, . . . , c

(2)
R2ft

, . . . , c
(J)
1ft, . . . , c

(J)
RJft

]
∈ CR (7.11)

jest wektorem zawieraj¡cym wszystkie komponenty ukryte, które wyst¦puj¡
w ft-tym pikselu spektrogramów w J sygnaªach ¹ródªowych. Liczba tych kom-
ponentów wynosi R, gdzie r = 1, . . . , R. Niech Rj jest zbiorem indeksów elemen-
tów wektora cft, które zwi¡zane s¡ z j-tym sygnaªem ¹ródªowym. Zbiory {Rj}
speªniaj¡ warunki: Rj ∩ Ri = ∅ dla i ̸= j oraz

∪J
j=1Rj = {1, . . . , R}. Niech

W = [wfr] = [w
(j)
frj

] ∈ RF×R
+ oraz H = [hrt] = [h

(j)
rjt

] ∈ RR×T
+ , gdzie j = 1, . . . , J

oraz rj = 1, . . . , Rj , s¡ macierzami utworzonymi w podobny sposób jak wek-
tor cft. Tak wi¦c, model faktoryzacji spektrogramu j-tego sygnaªu ¹ródªowego
mo»na zapisa¢ w postaci: |xjft|2 =

∑
r∈Rj

|crft|2 =
∑

r∈Rj
wfrhrt. De�niuj¡c

|c̄ft|2 =
∑R

r=1 |crft|2, macierz C̄ =
[
|c̄ft|2

]
∈ RF×T

+ mo»na wyrazi¢ za pomoc¡
nieujemnej faktoryzacji: C̄ = WH .

Zakªadaj¡c, »e liczba komponentów ukrytych dla ka»dego sygnaªu ¹ródªowego
jest taka sama, tzn. R1 = R2 = . . . = RJ , R̄, wówczas R = JR̄. Niech Āf =
[Af , . . . ,Af ] ∈ CI×R jest mieszaj¡c¡ macierz¡ rozszerzon¡ [336], utworzon¡ z R̄
macierzy Af . Poniewa» xjft =

∑
r∈Rj

crft, model (7.3) mo»na przeksztaªci¢ do
postaci:

yift =
J∑

j=1

aijf
∑
r∈Rj

crft + nift =
R∑

r=1

āirfcrft + nift, (7.12)

gdzie Āf = [āirf ].
Dla tak sformuªowanego modelu, zadanie ±lepej separacji sygnaªów ¹ródªowych

sprowadza si¦ do naprzemiennej estymacji nast¦puj¡cych zbiorów argumentów:
A = [aijf ] ∈ CI×J×F , C = [crft] ∈ CR×F×T , W ∈ RF×R

+ , H ∈ RR×T
+ , oraz

Σn = diag
(
[σ2i ]

)
∈ RI×I

+ . Wykorzystuj¡c wiedz¦ aprioryczn¡ o charakterze esty-
mowanych faktorów, zadanie estymacji wspomnianych argumentów sprowadza si¦
do maksymalizacji prawdopodobie«stwa a posteriori:

P (C,W ,H|Y,A,Σn) =
P (Y|C,A,Σn)P (C|W ,H)P (W )P (H)

P (Y|A,Σn)
. (7.13)
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Zasad¦ Bayesa w zale»no±ci (7.13) mo»na równie» wyrazi¢ w postaci:

lnP (Y, C,W ,H|A,Σn) = lnP (Y|C,A,Σn) + lnP (C|W ,H)

+ lnP (W ) + lnP (H). (7.14)

Z zaªo»enia (7.5) oraz z modelu (7.12) wynika, »e ª¡czny warunkowy rozkªad
g¦sto±ci prawdopodobie«stwa dla zmiennych obserwowanych w Y ma posta¢:

P (Y|C,A,Σn) =
∏
i,f,t

Nc

(
R∑

r=1

āirfcrft, σ
2
i

)
=
∏
f,t

Nc(Afxft,Σn). (7.15)

Uwzgl¦dniaj¡c (7.15), zlogarytmowana funkcja wiarygodno±ci (ang. log-likeli-

hood), wyra»ona pierwszym czªonem zale»no±ci (7.14), ma posta¢:

lnP (Y|C,A,Σn) = −
∑
f,t

(yft − Āfcft)
HΣ−1

n (yft − Āfcft)−
∑
f,t

ln detΣn

= −
∑
f,t

(yft −Afxft)
HΣ−1

n (yft −Afxft)

−
∑
f,t

ln detΣn + const, (7.16)

gdzie cft = [c1ft, . . . , cRft]
T ∈ CR, xft = [x1ft, . . . , xJft]

T ∈ CJ oraz yft =

[y1ft, . . . , yIft]
T ∈ CI .

�¡czny i warunkowy rozkªad g¦sto±ci prawdopodobie«stwa dla zmiennych lo-
sowych w C wynika z modeli (7.7) i (7.8):

P (C|W ,H) =
R∏

r=1

F∏
f=1

T∏
t=1

Nc (0, wfrhrt)

=
R∏

r=1

F∏
f=1

T∏
t=1

|πwfrhrt|−1 exp

{
−
|crft|2

wfrhrt

}
. (7.17)

Zlogarytmowana funkcja wiarygodno±ci modeluj¡ca tensor C ma posta¢:

lnP (C|W ,H) = −
∑
r,f,t

(
ln(wfrhrt) +

|crft|2

wfrhrt

)
+ const. (7.18)

�atwo zauwa»y¢, »e warto±¢ bezwzgl¦dna z funkcji (7.18) sprowadza si¦ do dywer-
gencji Itakura�Saito (IS), któr¡ podano w tabeli 2.3. Ten rodzaj dywergencji jest
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szczególnie przydatny do oceny wiarygodno±ci dopasowania spektrogramów [205].
Z kolei, dywergencja IS jest szczególnym przypadkiem dywergencji β dla β → −1
� zale»no±¢ (2.27).

Rozkªady aprioryczne P (W ) oraz P (H) w (7.13) mog¡ by¢ zde�niowane
na ró»ne sposoby. Févotte i pozostali autorzy pracy [128] zaproponowali, aby
modelowa¢ je za pomoc¡ ªa«cuchów Markowa i odwrotnego rozkªadu Gamma.
W pracy [483] wyra»one s¡ przez rozkªad Gibbsa, w którym funkcja potencjaªu
przyjmuje posta¢ funkcji Greena. Takie podej±cie zostaªo zaczerpni¦te z tematyki
rekonstrukcji obrazów tomogra�cznych i prowadzi do estymacji spektrogramów
lokalnie gªadkich. Przegl¡d typowych funkcji potencjaªu wykorzystywanych w roz-
kªadach Gibbsa pokazano w tabeli 3.1. Zagadnienie wygªadzania spektrogramów
pro�li czasowych i cz¦stotliwo±ci w modelu (7.10) zostaªo szczegóªowo omówione
w pracy [493], gdzie zbadano efektywno±¢ stosowania ró»nych funkcji potencjaªu
w ±lepej separacji sygnaªów akustycznych, zmieszanych jednocze±nie i splotowo.

Maksymalizacj¦ prawdopodobie«stwa a posteriori w (7.13) zrealizowano al-
gorytmem EM (ang. Expectation-Maximization). Jest to iteracyjny algorytm za-
proponowany przez Dempstera [105] do znajdowania estymatorów maksymalnej
wiarygodno±ci parametrów zadanego modelu statystycznego. Jest stosowany do
takich modeli statystycznych, w których wyst¦puj¡ zmienne ukryte, a parame-
try estymowane nie mog¡ by¢ wyznaczone w postaci analitycznej. Ka»da iteracja
skªada si¦ z dwóch etapów: kroku E i kroku M.W kroku E wyznaczana jest warto±¢
oczekiwana zlogarytmowanej funkcji wiarygodno±ci wzgl¦dem rozkªadu warunko-
wego zmiennych ukrytych, przy zadanych zmiennych obserwowanych i estymato-
rach parametrów z poprzedniej iteracji. Z kolei, w kroku M realizowana jest mak-
symalizacja wyznaczonej warto±ci oczekiwanej wzgl¦dem parametrów modelu.

Aby zrealizowa¢ krok E, zlogarytmowan¡ funkcj¦ wiarygodno±ci w (7.16) prze-
ksztaªcono do postaci:

lnP (Y|C,A,Σn) = −T
∑
f

tr
{
Σ−1

n R
(yy)
f

}
+ T

∑
f

tr
{
AH

f Σ−1
n R

(yx)
f

}
+ T

∑
f

tr
{
Σ−1

n Af (R
(yx)
f )H

}
− T

∑
f

tr
{
AH

f Σ−1
n AfR

(xx)
f

}
−

∑
f,t

ln detΣn, (7.19)
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gdzie R
(yy)
f = 1

T

∑
t yfty

H
ft oraz R

(xx)
f = 1

T

∑
t xftx

H
ft � macierze korelacji wªa-

snych, R(yx)
f = 1

T

∑
t yftx

H
ft � macierz korelacji wzajemnych.

Ozerov i pozostali autorzy pracy [336] zauwa»yli, »e rozkªad P (Y, C|A,Σn)
mo»e by¢ wyra»ony poprzez rodzin¦ wykªadniczych funkcji g¦sto±ci prawdopodo-
bie«stwa [105]. Wynika st¡d, »e zbiór macierzy korelacyjnych i tensora spektrogra-

mów komponentów ukrytych {R(yy)
f ,R

(yx)
f ,R

(xx)
f , |crft|2} tworzy tzw. statystyk¦

wystarczaj¡c¡. Sygnaªy ¹ródªowe xft oraz komponenty ukryte cft mog¡ by¢ esty-
mowane poprzez wyznaczenie warunkowych warto±ci oczekiwanych z rozkªadów
aposteriorycznych P (xft|yft) oraz P (cft|yft), zatem

P (xft|yft) =
P (yft,xft)

P (yft)

=

(πI+J detΣft)
−1 exp

{
−
[

ȳft

x̄ft

]H
(Σft)

−1

[
ȳft

x̄ft

]}
(πI detΣ

(y)
ft )

−1 exp
{
−(ȳft)

H(Σ
(y)
ft )

−1ȳft

}
= (πJ detΓ ft)

−1 exp {−Ψft} , (7.20)

gdzie ȳft = yft − E(yft), x̄ft = xft − E(xft), Γ ft = Σ
(x)
ft −Σ

(xy)
ft (Σ

(y)
ft )

−1Σ
(yx)
ft ,

Σft =

[
Σ

(y)
ft Σ

(yx)
ft

Σ
(xy)
ft Σ

(x)
ft

]
, Ψft =

[
ȳft

x̄ft

]H
(Σft)

−1

[
ȳft

x̄ft

]
−(ȳft)

H(Σ
(y)
ft )

−1ȳft.

Macierz Σ−1
ft w (7.20) mo»e by¢ wyra»ona w postaci:

Σ−1
ft =

 (Σ(y)
ft −Σ

(yx)
ft (Σ

(x)
ft )

−1Σ
(xy)
ft

)−1
−(Σ(y)

ft )
−1Σ

(yx)
ft Γ−1

ft

−Γ−1
ft Σ

(xy)
ft (Σ

(y)
ft )

−1 Γ−1
ft

 .
Stosuj¡c wzór Shermana�Morrisona�Woodbury'ego, uzyskuje si¦:

(Σ
(y)
ft −Σ

(yx)
ft (Σ

(x)
ft )

−1Σ
(xy)
ft )−1 = (Σ

(y)
ft )

−1 + (Σ
(y)
ft )

−1Σ
(yx)
ft Γ−1

ft Σ
(xy)
ft (Σ

(y)
ft )

−1.
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St¡d

Ψft =
(
x̄ft −Σ

(xy)
ft (Σ

(y)
ft )

−1ȳft

)H
Γ−1

ft

(
x̄ft −Σ

(xy)
ft (Σ

(y)
ft )

−1ȳft

)
= (xft − x̂ft)

H (Σ̂
(x)
ft )

−1 (xft − x̂ft) , (7.21)

gdzie

x̂ft = E(xft) +Σ
(xy)
ft (Σ

(y)
ft )

−1
(
yft − E(yft)

)
, (7.22)

Σ̂
(x)
ft = Γ ft = Σ

(x)
ft −Σ

(xy)
ft (Σ

(y)
ft )

−1Σ
(yx)
ft . (7.23)

W rezultacie: P (xft|yft) = Nc(xft; x̂ft, Σ̂
(x)
ft ). Z modelu (7.7) wynika E(xft) = 0

i w konsekwencji E(yft) = 0. Poniewa» szum nft, modelowany przez (7.5), jest
o zerowej ±redniej i nieskorelowany z xft, wi¦c

Σ
(yx)
ft = E

(
(yft − E(yft))(xft − E(xft))

H
)

= E
(
(Afxft + nft)x

H
ft

)
= AfE(xftx

H
ft) + E(nftx

H
ft)

= AfΣ
(x)
ft . (7.24)

Po wstawieniu (7.24) oraz Σ
(xy)
ft = (Σ

(yx)
ft )H = Σ

(x)
ft A

H
f do (7.22) i (7.23)

uzyskuje si¦ odpowiednie estymatory aposterioryczne:

x̂ft = Σ
(x)
ft A

H
f (AfΣ

(x)
ft A

H
f +Σn)

−1yft, (7.25)

Σ̂
(x)
ft = Σ

(x)
ft −Σ

(x)
ft A

H
f (AfΣ

(x)
ft A

H
f +Σn)

−1AfΣ
(x)
ft . (7.26)

Analizuj¡c w podobny sposób rozkªad P (cft|yft), uzyskuje si¦: P (cft|yft) =

Nc(cft; ĉft, Σ̂
(c)
ft ). W rezultacie, formuªa aktualizacji dla komponentów ukrytych

ma posta¢:

ĉft = Σ
(c)
ft Ā

H
f (ĀfΣ

(c)
ft Ā

H
f +Σn)

−1yft, (7.27)

Σ̂
(c)
ft = Σ

(c)
ft −Σ

(c)
ft Ā

H
f (ĀfΣ

(c)
ft Ā

H
f +Σn)

−1ĀfΣ
(c)
ft . (7.28)
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Z kolei, z warunkowych warto±ci oczekiwanych statystyki wystarczaj¡cej wynikaj¡
estymatory macierzy korelacji w (7.19):

R̂
(yy)
f = R

(yy)
f , R̂

(yx)
f =

1

T

∑
t

yftE(xH
ft) =

1

T

∑
t

yftx̂
H
ft, (7.29)

R̂
(xx)
f =

1

T

∑
t

E(xft)E(xH
ft) + Σ̂

(x)
ft =

1

T

∑
t

x̂ftx̂
H
ft + Σ̂

(x)
ft , (7.30)

|crft|2 ← E(crft)E(cHrft) + (Σ̂
(c)
ft )rr = |ĉrft|

2 + (Σ̂
(c)
ft )rr. (7.31)

W kroku M estymowane s¡ parametry, które maksymalizuj¡ praw-
dopodobie«stwo a posteriori w (7.13). Z warunku stacjonarno±ci

∂
∂Af

lnP (Y, C,W ,H|A,Σn) = 2T (−Σ−1
n R

(yx)
f + Σ−1

n AfR
(xx)
f ) = 0 uzyskuje

si¦: Af = R̂
(yx)
f (R̂

(xx)
f )−1. Z kolei warunek

∂

∂Σ−1
n

lnP (Y, C,W ,H|A,Σn) = 0,

prowadzi do estymatora

Σn = diag
{
R

(yy)
f −Af (R̂

(yx)
f )H − R̂

(yx)
f AH

f +AfR̂
(xx)
f AH

f

}
.

Nast¦pnie, z warunku ∂
∂wfr

lnP (Y, C,W ,H|A,Σn) = 0, otrzymuje si¦:

wfr =
1

T

T∑
t=1

|crft|2

hrt
− αW∇wfr

U(W ). (7.32)

Analogicznie, warunek ∂
∂hrt

lnP (Y, C,W ,H|A,Σn) = 0 prowadzi do reguªy ak-
tualizacji:

hrt =
1

F

F∑
f=1

|crft|2

wfr
− αH∇hrtU(H), (7.33)

gdzie U(W ) i U(H) s¡ odpowiednio funkcjami UA(W ) i UX(H) w (3.67) i (3.68).
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Podany algorytm badany byª w ró»nych pracach [331, 483, 493] w kontek±cie
±lepej separacji sygnaªów akustycznych rejestrowanych stereofonicznie. Do bada«
wykorzystano dane testowe pochodz¡ce z kampanii SiSEC20082. S¡ to stereofo-
niczne sygnaªy akustyczne, zmieszane syntetycznie i wygenerowane zarówno dla
modelu mieszania jednoczesnego, jak i splotowego. Badano cztery grupy sygnaªów
¹ródªowych: mowa trzech m¦»czyzn (grupa male3), mowa trzech kobiet (grupa
female3), muzyka generowana przez trzy nieperkusyjne instrumenty muzyczne
(grupa nodrums), muzyka generowana przez dwie gitary i jeden instrument per-
kusyjny (grupa wdrums). Analizowano nagrania dziesi¦ciosekundowe, próbkowane
z cz¦stotliwo±ci¡ 16 kHz. Poniewa» w ka»dym testowanym przypadku liczba sy-
gnaªów ¹ródªowych jest wi¦ksza ni» liczba sygnaªów rejestrowanych, model mie-
szania sygnaªów ¹ródªowych jest podokre±lony. Macierz mieszaj¡ca generowana
byªa z rozkªadu równomiernego. Dla modelu splotowego przyj¦to, »e czas pogªosu
w pomieszczeniu rejestruj¡cym d¹wi¦k wynosi 250 ms, a odst¦p pomi¦dzy mikro-
fonami dookólnymi wynosi jeden metr.

Przeksztaªcenie sygnaªów obserwowanych z dziedziny czasu do dziedziny
czasowo-cz¦stotliwo±ciowej zrealizowano za pomoc¡ krótkoczasowej dyskretnej
transformaty Fouriera. Dªugo±¢ okna czasowego wynosiªa 1024 i 2048 pró-
bek, odpowiednio dla sygnaªów zmieszanych jednocze±nie i splotowo. Macierze
{W ,H,Σn} oraz tensor A inicjalizowano zgodnie z zasadami podanymi w pracy
[336]. Ka»dy eksperyment powtarzano 100-krotnie dla ró»nych przybli»e« pocz¡t-
kowych. Proces iteracyjnych aktualizacji zatrzymywany byª po wykonaniu 1500
iteracji.

Parametry regularyzacji αW i αH dobierano wedªug zasady:

αk =

{
α, je»eli k > k1,
0, w przeciwnym razie

(7.34)

gdzie k � numer kroku iteracyjnego.
Zgodnie z [493], k1 = kmax

2 , gdzie kmax jest maksymaln¡ liczb¡ iteracji, czyli
k1 = 750. Parametr α szacowano eksperymentalnie.

Na rysunku 7.3 przedstawiono u±rednione warto±ci wspóªczynników SIR w ba-
danych grupach dla oceny jako±ci estymacji sygnaªów ¹ródªowych w modelu
mieszania jednoczesnego. Estymacji dokonano nast¦puj¡cymi algorytmami: GGP
[442], SABM+SSDP [459], EM-NMF [336] oraz MRF-NMF [493] z funkcjami po-
tencjaªu: Greena (GR) [157], Heberta i Leahiego (HL) [182] oraz gaussowskimi
G(1) i G(2). Funkcja G(1) oznacza, »e model MRF uwzgl¦dniaª tylko interak-

2 http://sisec2008.wiki.irisa.fr



Przykªadowe zastosowania modeli NMF i NTF 289

Male3 Female3 Nodrums Wdrums
0

5

10

15

20

25

30

35

Grupy testowe

S
IR

 [
d

B
]

EM-NMF
MRF-NMF: GR
MRF-NMF: HL
MRF-NMF: G(1)
MRF-NMF: G(2)
GGP
SABM+SSDP

Rys. 7.3. U±rednione warto±ci wspóªczynników SIR sygnaªów ¹ródªowych,
estymowanych nast¦puj¡cymi algorytmami: EM-NMF [336], MRF-NMF [493]

z ró»nymi funkcjami potencjaªu (GR, HL, G(1) i G(2)), GGP [442] i SABM+SSDP [459]

cje pierwszego rz¦du. Dla funkcji G(2) interakcje mi¦dzy pikselami byªy zarówno
pierwszego, jak i drugiego rz¦du.

Stosuj¡c algorytmy GGP i SABM+SSDP, czas estymacji wynosiª odpowiednio
5 i 2 sekundy. Algorytm EM-NMF jest znacznie wolniejszy, wykonanie bowiem
1500 iteracji trwaªo a» 2456 sekund dla modelu mieszania jednoczesnego. Zasto-
sowanie funkcji wygªadzaj¡cych do algorytmu EM-NMF nieznacznie zwi¦kszyªo
czas obliczeniowy.

W pracy [493] pokazano efekty estymacji sygnaªów ¹ródªowych w modelu
mieszania splotowego. Niestety algorytmami MRF-NMF nie udaªo si¦ uzyska¢
zadowalaj¡cego wyniku dla tego modelu. Dla wszystkich przypadków testowych
SIR < 2, 5 dB. Spo±ród testowanych algorytmów splotowych, tylko splotowy
NMF, zaproponowany przez Smaragdisa [406], umo»liwia uzyskanie dla grupy
wdrums estymacji o wspóªczynniku SIR > 8 [dB].

Wniosek 7.2. Zastosowanie funkcji wygªadzaj¡cych do algorytmu EM-NMF po-
prawia jako±¢ estymowanych sygnaªów, je±li ich spektrogramy zawieraj¡ pro�le lo-
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kalnie gªadkie. Tak jest w przypadku zbioru testowego nodrums. Je±li w sygnaªach
akustycznych pojawiaj¡ si¦ d¹wi¦ki instrumentów perkusyjnych lub szarpanych
(grupa wdrums), to stosowanie tych funkcji nieznacznie poprawia estymowane sy-
gnaªy, a nawet mo»e pogorszy¢ wyniki estymacji, gdy najbli»sze s¡siedztwo próbek
wygªadzanych jest zbyt du»e.

7.2. Grupowanie danych

Grupowanie danych (ang. clustering) ma na celu przyporz¡dkowanie wektorów
danych, obiektów lub wzorców do grup o podobnych cechach. Grupowanie mo»e
by¢ zasadniczo podzielone na hierarchiczne i podziaªowe [206]. W hierarchicznym
grupowaniu wykonywana jest zagnie»d»ona seria podziaªów o zmiennym poziomie
podobie«stwa cech. Grupowanie podziaªowe jednocze±nie dzieli zbiór danych na
grupy wedªug zaªo»onego kryterium optymalizacji. Jest stosowane w grupowaniu
du»ych zbiorów danych ze wzgl¦du na niski koszt obliczeniowy w porównaniu do
grupowania hierarchicznego.

Wiele jest algorytmów grupowania podziaªowego. Metoda k-±rednich (ang.
k-means) jest prawdopodobnie najpopularniejsza [238, 244]. Niemniej jednak,
w ostatnich kilku latach mo»na zauwa»y¢ rosn¡c¡ popularno±¢ metody NMF
w tego rodzaju grupowaniu [18, 19, 45�47, 49, 113, 181, 198, 268, 346, 395, 447,
461].

Niech kolumny macierzy Y = [y1, . . . ,yT ] ∈ RI×T
+ s¡ wektorami danych,

które nale»y podzieli¢ na J grup. Stosuj¡c NMF do macierzy Y uzyskuje si¦
nieujemne macierze A ∈ RI×J

+ i X ∈ RJ×T
+ . Kolumny macierzy A s¡ wektorami

centroidów (centralne punkty skupie«), a macierz X zawiera informacje o przyna-
le»no±ci wektorów obserwacji do poszczególnych skupie«. Je±li kolumny macierzy
Y i X przeskalowane s¡ do jednostkowych norm l1, wówczas xjt okre±la praw-
dopodobie«stwo przynale»no±ci t-tego wektora danych do j-tej grupy. Je±li ka»dy
element zbioru obserwacji przyporz¡dkowany jest tylko do jednego skupienia, X
jest macierz¡ binarn¡.

7.2.1. Grupowanie twarde

W grupowaniu twardym zakªada si¦, »e ka»dy element zbioru danych przypo-
rz¡dkowany jest tylko do jednej grupy. Ten rodzaj grupowania najcz¦±ciej stosuje
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si¦ do analizy skupie« rozª¡cznych. Podany przykªad nawi¡zuje do takiego rodzaju
grupowania.

Przykªad 7.1. Niech

Y =

[
3, 1 2, 7 3, 3 2, 9 1, 1 0, 7 1, 2

0, 8 1, 2 0, 9 1, 1 1, 7 2, 1 2, 2

]
. (7.35)

�atwo zauwa»y¢, »e pierwsze 4 kolumny nale»¡ do jednej grupy, a pozostaªe ko-
lumny do drugiej grupy, zatem X przybiera nast¦puj¡c¡ posta¢:

X =

[
1 1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 1 1 1

]
. (7.36)

Obliczaj¡c macierz A z zale»no±ci A = Y X+, gdzie X+ jest macierz¡ pseudo-
odwrotn¡ do macierzy X, uzyskuje si¦:

A =

[
3 1

1 2

]
. (7.37)

Wektor kolumnowy a1 jest zatem ±redni¡ algebraiczn¡ pierwszych czterech ko-
lumn macierzy Y , a a2 � ±redni¡ algebraiczn¡ pozostaªych kolumn tej macierzy.
Dlatego te», kolumny macierzy A mog¡ by¢ interpretowane jako wektory central-
nych punktów skupie«.

Grupowanie twarde mo»na realizowa¢ ró»nymi algorytmami NMF. W pracy
[478] zaproponowano tzw. póªbinarny NMF (ang. Semi-binary NMF), w któ-
rym zakªada si¦ binarno±¢ macierzy X. W dalszych rozwa»aniach metoda ta b¦-
dzie oznaczana skrótowcem SB-NMF. W tym podej±ciu zde�niowano nast¦puj¡c¡
funkcj¦ celu:

Ψ(xt) =
I∑

i=1

ψ ([yt −Axt]i , δ) , (7.38)

gdzie ψ(ξ, δ) = δ2 ln cosh
(
ξ
δ

)
jest funkcj¡ logistyczn¡, znan¡ te» jako funkcja

potencjaªu Greena (tabela 3.1) [157]. W bayesowskiej rekonstrukcji obrazów
wykorzystywana jest do oceny lokalnej gªadko±ci obrazów zawieraj¡cych obiekty
o wyrazistych kraw¦dziach. Dla δ ≥ 1, ψ(ξ, δ) modeluje funkcj¦ kwadratow¡,
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a dla δ < 1, aproksymuje norm¦ l1. Ma jednak t¦ istotn¡ zalet¦ w stosunku do
normy l1, »e jest to funkcja wypukªa klasy C∞.

Generalnie ψ(ξ, δ)mo»e mie¢ ró»ne formy, w zale»no±ci od rozkªadu elementów
wektorów bª¦du residualnego: rt = yt − Axt (rozdz. 2). W celu estymacji roz-
wi¡zania binarnego xt, przyj¦to podej±cie statystyczne, oparte na maksymalizacji
statystki Gibbsa�Boltzmanna:

PΨ (xt) =
exp

{
− 1

Tn
Ψ(xt)

}
∑

xt∈{0,1}J exp
{
− 1

Tn
Ψ(xt)

} , (7.39)

skojarzonej z funkcj¡ celu Ψ(xt) w (7.38). Maksymalizacja tej statystyki realizo-
wana jest w procesie iteracyjnych aktualizacji, gdzie szybko±¢ zbie»no±ci do glo-
balnego maksimum funkcji PΨ (xt) regulowana jest parametrem temperatury Tn.
Takie podej±cie zaczerpni¦to z metod rekonstrukcji obrazu w tomogra�i dyskret-
nej [358, 480, 482, 516] i bazuje na nast¦puj¡cym twierdzeniu:

Twierdzenie 7.1. Je±li x∗
t jest punktem globalnego maksimum rozkªadu Gib-

bsa�Boltzmanna w (7.39), to

lim
Tn→0

⟨xt⟩PΨ
→ x∗

t , (7.40)

gdzie < · >PΨ
oznacza warto±¢ oczekiwan¡ wzgl¦dem funkcji g¦sto±ci prawdopodo-

bie«stwa rozkªadu PΨ .

Dowód 7.1. Je±li ∀xt ̸= x∗
t : Ψ(xt) ≥ Ψ(x∗

t ), to:

lim
Tn→0

⟨xt⟩PΨ
= lim

Tn→0

∑
xt∈{0,1}J

xt

exp
{
− 1

Tn
Ψ(xt)

}
∑

xt∈{0,1}J exp
{
− 1

Tn
Ψ(xt)

}
= lim

Tn→0

∑
xt∈{0,1}J xt exp

{
1
Tn

(Ψ(x∗
t )−Ψ(xt))

}
∑

xt∈{0,1}J exp
{

1
Tn

(Ψ(x∗
t )−Ψ(xt))

}
= lim

Tn→0

∑
xt ̸=x∗t

xt exp
{

1
Tn

(Ψ(x∗
t )−Ψ(xt))

}
+ x∗

t∑
xt ̸=x∗t

exp
{

1
Tn

(Ψ(x∗
t )−Ψ(xt))

}
+ 1

→ x∗
t .

Poniewa» ka»dy wektor xt jest w postaci kanonicznej (zawiera tylko jeden ele-
ment niezerowy o jednostkowej warto±ci), mianownik funkcji (7.39) dla ka»dego yt

mo»na upro±ci¢ do postaci:
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DΨ
t =

∑
xt∈{0,1}J

exp

{
− 1

Tn
Ψ(xt)

}
=

[
exp

{
− 1

Tn
Ψ(IJ)

}]
1J

=

[
exp

{
− 1

Tn

I∑
i=1

ψ
(
[yt1

T
J −A]i, δ

)}]
1J , (7.41)

gdzie IJ ∈ RJ×J � macierz jednostkowa.
Znaj¡c dzielniki {DΨ

t }, rozkªad Gibbsa�Boltzmanna mo»na ªatwo obliczy¢.
Dla PΨ (IJ) uzyskuje si¦ J liczb rzeczywistych w przedziale [0, 1]. Zgodnie z twier-
dzeniem 7.1:

lim
Tn→0

PΨ (xt = x∗
t )→ 1 oraz lim

Tn→0
PΨ (xt ̸= x∗

t )→ 0,

a zatem dokªadnie jeden wektor kolumnowy macierzy IJ prowadzi do rozwi¡zania
x∗
t .
Poniewa» macierzA aktualizowana jest iteracyjnie w procesie naprzemiennych

optymalizacji, wi¦c aktualizacja macierzy X powinna równie» pod¡»a¢ stopniowo
w kierunku rozwi¡zania binarnego. Szybko±¢ zbie»no±ci zale»na jest od parametru
Tn. Aby jednak unika¢ zatrzymywania procesu aktualizacji faktorów w nieopty-
malnych lokalnych minimach funkcji celu (niewypukªej wzgl¦dem minimalizacji
naprzemiennej), temperatura Tn powinna mie¢ do±¢ du»e warto±ci pocz¡tkowe.
Nast¦pnie, powinna si¦ stopniowo i do±¢ ªagodnie zmniejsza¢ w procesie naprze-
miennych iteracji. Zgodnie z twierdzeniem 7.1, rozwi¡zanie binarne uzyskuje si¦
dla Tn → 0. Przyjmuj¡c aktualizacj¦ wedªug reguªy X ← ⟨X⟩PΨ

, zerowe warto±ci
w aktualizowanej macierzy X mogªyby si¦ pojawi¢ ju» w pierwszych iteracjach
naprzemiennych. Aby jednak unika¢ takiego przypadku, w pracy [478] przyj¦to
nast¦puj¡c¡ reguª¦ aktualizacji:

∀t : xt ← (DΨ
t )−1 exp

{
− 1

Tn

I∑
i=1

ψ
(
[yt1

T
J −A]i, δ

)}
. (7.42)

Takie podej±cie uzasadnione jest obserwacj¡: PΨ (IJ) ∈ [0, 1]J oraz
limTn→0 PΨ (IJ) ∈ {0, 1}J .

Dla równolegªego przetwarzania wszystkich wektorów kolumnowych macie-
rzy Y , wyra»enie ψ(·, δ) w (7.42) mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

Ψ = ψ(Y ⊗ 1TJ − 1TT ⊗A) ∈ RJ×JT . (7.43)
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Po uwzgl¦dnieniu macierzy (7.43) �nalna reguªa aktualizacji macierzy X ma
posta¢:

X ← R̃⊘
(
1J ⊗ 1TJ R̃

)
, (7.44)

gdzie

R̃ = mtx

(
exp

{
−
1TJΨ

Tn

}
, J, T

)
.

Aby aktualizacje (7.44) prowadziªy do aproksymacji binarnej, temperatur¦ Tn
dobierano zgodnie z zasad¡ symulowanego wy»arzania. Podobnie jak w (4.146)
przyj¦to nast¦puj¡c¡ reguª¦ eksponencjaln¡:

Tn = T̄ + T0 exp {−τn} , (7.45)

gdzie T̄ > 0 � minimalna temperatura progowa, T0 > 0 � temperatura pocz¡t-
kowa, 0 < τ < 1 � parametr szybko±ci zmiany temperatury, n � numer kroku
iteracji naprzemiennych.

W pracy [478] aktualizacje macierzy A s¡ realizowane projekcyjnym algoryt-
mem Newtona.

W celu oszacowania efektywno±ci grupowania zamieszczono wyniki wybra-
nych testów numerycznych. Grupowaniu poddano zbiór próbek, wygenerowanych
z mieszaniny trzech rozkªadów gaussowskich, zatem Y =

[
Y (1) Y (2) Y (3)

]
,

gdzie Y (r) =
[
y
(r)
t

]
∈ RI×Tr

+ oraz y
(r)
t ∼ N (µr,Σr) dla r = 1, . . . , R. Przyj¦to:

I = R = 3 oraz

µ1 =
[
10 20 30

]T
, µ2 =

[
40 100 50

]T
, µ3 =

[
50 20 50

]T
,

Σ1 =

 1 0 0
0 0, 1 0, 3
0 0, 3 10

 , Σ2 = σ22I3, Σ3 = diag
([

50 1 0, 1
])
.

�atwo zauwa»y¢, »e ka»da z macierzyΣr jest dodatnio okre±lona. Przeprowadzono
cztery testy z nast¦puj¡cymi parametrami:

• test 1: T1 = T2 = T3 = 5, σ22 = 20,
• test 2: T1 = T2 = T3 = 500, σ22 = 20,
• test 3: T1 = 5, T2 = 500, T3 = 10, σ22 = 20,
• test 4: T1 = 50, T2 = 500, T3 = 50, σ22 = 40.
Rozkªad próbek w przestrzeni R3

+ z testu 2 zilustrowano na rysunku 7.4.
Badania przeprowadzono nast¦puj¡cymi metodami: SB-NMF, HALS (al-
gorytm 10), UO-NMF (póªortogonalny NMF [113]), k-±rednich dla odlegªo±ci
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Rys. 7.4. Przestrzenny rozkªad próbek z Testu 2

euklidesowej (E) oraz miary kosinusowej (C). Jako±¢ grupowania oceniano za po-
moc¡ miary Purity, wyra»onej przez wspóªczynnik P :

P =
100

T

J∑
j=1

max
1≤n≤J

ljn, (7.46)

gdzie ljn � liczba elementów, które jednocze±nie nale»¡ do n-tej oryginalnej katego-
rii i j-tej grupy. Jest to miara okre±laj¡ca tzw. czysto±¢ grupowania lub dokªadno±¢
grupowania. Je±li P = 100, grupowanie jest idealne.

W tabeli 7.2 zamieszczono u±rednione wspóªczynniki P uzyskane do oceny
jako±ci grupowania ze 100 prób. W ka»dej próbie pocz¡tkowa macierz A(0) w me-
todach NMF generowana byªa z rozkªadu równomiernego.

Wniosek 7.3. Z tabeli 7.2 wynika, »e algorytm SB-NMF pozwala uzyska¢ naj-
lepsze efekty grupowania, je±li obserwowane dane zawieraj¡ skupienia rozª¡czne.
Metod¦ t¦ mo»na stosowa¢ do grupowania zarówno rzadkich, jak i bardzo g¦-
stych skupie« oraz gdy wyst¦puje du»a ró»nica w liczebno±ci skupie«. Niestety,
metoda ta ma te» wiele ogranicze«. Mianowicie, dane obserwowane musz¡ by¢
nieujemne, liczba skupie« nie mo»e by¢ wi¦ksza ni» wymiar wektorów {yt}, tzn.
J ≤ I, a tak»e skupienia musz¡ by¢ rozª¡czne. Ten ostatni warunek oznacza,
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Tabela 7.2. U±rednione warto±ci wspóªczynnika P dla ró»nych testów i algorytmów.
W nawiasach podano liczb¦ prób, w których uzyskano P = 100

Algorytm Test 1 Test 2 Test 3 Test 4

SB-NMF 100 (100) 100 (100) 99,80 (99) 99,51 (96)

HALS 96,67 (71) 95,17 (14) 95,92 (42) 95,37 (33)

UO-NMF 95,67 (65) 92,47 (4) 61,93 (0) 69,85 (0)

k-±rednich (C) 95,76 (58) 95,09 (67) 53,72 (1) 77,93 (44)

k-±rednich (E) 98,98 (72) 96,1 (75) 53,59 (0) 66,77 (16)

»e skupienia danych obserwowanych w otoczce wypukªej H(Ȳ) nie mog¡ mie¢
cz¦±ci wspólnych. W przypadku skupie« maj¡cych cz¦±ci wspólne, efektywno±¢
grupowania t¡ metod¡ zmniejsza si¦ znacz¡co. W takim przypadku, lepiej jest za-
stosowa¢ algorytm HALS bez dodatkowych czªonów kary. Ogólnie, je±li grupowane
dane s¡ nieujemne, metody NMF pozwalaj¡ uzyska¢ lepsze wyniki grupowania ni»
powszechnie stosowane metody k-±rednich.

7.2.2. Grupowanie probabilistyczne

Zass i Shashua [475] wykazali, »e j¡drowa metoda k-±rednich (ang. kernel
k-means), metoda znormalizowanych cie¢ (ang. normalized cuts) oraz spektralna
analiza skupie« (ang. spectral clustering) mog¡ by¢ wyra»one w kontek±cie za-
dania symetrycznej i nieujemnej faktoryzacji macierzy podwójnie stochastycznej.
Jednak ze wzgl¦du na inne podej±cie numeryczne wyniki stosowania wspomnia-
nych technik grupowania danych mog¡ nie by¢ równowa»ne. Niezale»nie, Ding
i pozostali wspóªautorzy prac [109, 112] doszli do podobnych wniosków. Grupo-
wanie za pomoc¡ metody NMF mo»na te» interpretowa¢ jako metod¦ rozmytego
grupowania k-±rednich (ang. fuzzy k-means).

Takie podej±cie do zagadnienia grupowania danych mo»e by¢ wykorzystane
zarówno w grupowaniu twardym, jak i mi¦kkim. W tym ostatnim, poszukiwana
jest macierz prawdopodobie«stwa przynale»no±ci elementów zbioru obserwacji do
poszczególnych skupie«, a zatem dopuszcza si¦, »e skupienia cz¦±ciowo nachodz¡
na siebie. Taki rodzaj grupowania nazwano grupowaniem probabilistycznym [475].

Niech Y = [y1, . . . ,yT ] ∈ RI×T jest macierz¡ wektorów obserwacji (nieko-
niecznie nieujemnych), które nale»y przyporz¡dkowa¢ do J grup (niekoniecznie
rozª¡cznych). W grupowaniu probabilistycznym poszukuje si¦ macierzy prawdopo-
dobie«stwa X ∈ RJ×T

+ , gdzie xjt jest prawdopodobie«stwem przynale»no±ci wek-
tora yt do j-tej grupy, gdzie t = 1, . . . , T oraz j = 1, . . . , J . Je±li ka»da próbka yt
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nale»y do co najmniej jednej grupy, to XT1J = 1T . Poniewa» ∀j, t : 0 ≤ xjt ≤ 1,
wi¦c Ṽ = XTX ∈ RT×T

+ jest nieujemn¡ macierz¡ symetryczn¡ i podwójnie sto-
chastyczn¡, tzn. Ṽ 1T = 1T oraz 1TT Ṽ = 1TT . Wynika st¡d, »e nieznana macierz
X mo»e by¢ estymowana na podstawie macierzy Ṽ , stosuj¡c symetryczny mo-
del NMF (omawiany w rozdz. 5.1). Z kolei, podwójnie stochastyczn¡ macierz Ṽ
mo»na otrzyma¢ z macierzy podobie«stw V = [vst] ∈ RT×T

+ , generowanej podob-
nie jak w spektralnej analizie skupie«. Elementy tej macierzy wyznaczane s¡ przez
pewn¡ funkcj¦ j¡dra, która modeluje relacje geometryczne mi¦dzy dowolnymi pa-
rami obserwowanych elementów. J¡dro przeksztaªcenia mo»e by¢ wyra»one przez
ró»ne funkcje. Przykªadowo, dla j¡dra gaussowskiego (rozdz. 3.2.5):

vst = κ(ys,yt) = exp

{
− d

2
st

2σ2

}
, (7.47)

gdzie dst = ||ys − yt||2, a σ2 jest wariancj¡ odlegªo±ci elementów, dobieran¡ pa-
rametrycznie.

Przeksztaªcenie V : V −→ Ṽ mo»na realizowa¢ przez, np. iteracyjn¡ normali-
zacj¦ [475, 476]. Zass i Shashua [475, 476] pokazali, »e nast¦puj¡cy proces itera-
cyjny jest zbie»ny do macierzy podwójnie stochastycznej. Przyjmuj¡c Ṽ (0) = V ,
dla k = 0, 1, 2, . . .:

Ṽ (k+1) = (D(k))−
1
2 Ṽ (k)(D(k))−

1
2 , gdzie D(k) = diag

(
Ṽ (k)1T

)
. (7.48)

Je±li grupowaniu podlegaj¡ obrazy, wspóªczynniki dst w (7.47) mog¡ by¢
wyznaczane przez odlegªo±ci euklidesowe mi¦dzy zwektoryzowanymi obrazami
ys = vec(Y (s)) i yt = vec(Y (t)) lub mi¦dzy obrazami odpowiednio prze�ltrowa-
nymi. Niech F(Y ) oznacza obraz poddany �ltracji (przeksztaªceniu) F , zatem:
ys = vec(F(Y (s))) oraz yt = vec(F(Y (t))). Do �ltracji mo»na zastosowa¢ ró»ne
�ltry (lub transformacje), w zale»no±ci od przetwarzanych obrazów. Przykªadowo,
w celu ekstrakcji cech konturów analizowanych obiektów mo»na zastosowa¢ �ltry
górnoprzepustowe, np. F(Y ) = ∇Y . Do ekstrakcji pewnych cech obrazów twarzy
u»yteczne mog¡ okaza¢ si¦ �ltr Gabora, transformata falkowa lub inne narz¦dzia
przetwarzania obrazów [372].

7.2.3. Grupowanie dokumentów tekstowych

Model NMF mo»e by¢ stosowany zarówno do grupowania twardego (gdy sku-
pienia s¡ rozª¡czne), jak i mi¦kkiego (gdy skupienia cz¦±ciowo nachodz¡ na siebie).
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Istotnym jednak warunkiem stosowania modelu NMF jest nieujemno±¢ macierzy
obserwacji i jej odpowiednia rzadko±¢. W zwi¡zku z tym, najcz¦±ciej bywa on
stosowany w grupowaniu dokumentów tekstowych ze wzgl¦du na charakter ich
cech semantycznych.

Xu i pozostali wspóªautorzy pracy [461] pokazali, »e nieujemna faktoryza-
cja macierzy mo»e realizowa¢ ekstrakcj¦ cech semantycznych dokumentów teksto-
wych, a nast¦pnie pogrupowa¢ je ze wzgl¦du na podobie«stwo tych cech. Praca ta
zaowocowaªa znacznym rozwojem tej tematyki. Obecnie wiele jest ró»nych podej±¢
do zagadnienia grupowania dokumentów tekstowych za pomoc¡ metody NMF.

W odró»nieniu od metody ukrytego indeksowania semantycznego (ang. LSI
� Latent Semantic Indexing), wektory cech semantycznych z modelu NMF s¡
nieujemne, rzadkie i mog¡ by¢ cz¦±ciowo skorelowane. Wspóªczynniki liniowej
kombinacji tych wektorów s¡ równie» nieujemne, co oznacza addytywno±¢ kombi-
nacji. Takie cechy semantyczne s¡ ªatwiejsze do interpretowania. Zakªadaj¡c rz¡d
faktoryzacji równy liczbie tematów, ka»dy wektor cechy semantycznej powinien
reprezentowa¢ jeden z tematów. Dokument zatem mo»e by¢ reprezentowany przez
addytywn¡ kombinacj¦ wektorów cech semantycznych.

Stosuj¡c podej±cie zaproponowane w [461], dokumenty tekstowe, przeznaczone
do grupowania, nale»y najpierw podda¢ odpowiedniemu przetwarzaniu przez ana-
lizator skªadniowy, tzw. parser. Usuwane s¡ znaki przestankowe (kropki, przecinki
itp.) oraz tekst zamieniany jest na strumie« sªów. Nast¦pnie kolekcja dokumen-
tów reprezentowana jest przez tzw. macierz wyra»enie-dokument, któr¡ oznaczono
symbolem Y . Ka»dy jej wiersz reprezentuje pojedyncze i znaczeniowe sªowo wy-
st¦puj¡ce w analizowanej kolekcji dokumentów, za± kolumny modeluj¡ pro�le sªów
w analizowanych dokumentach. Element yit macierzy Y jest de�niowany wedªug
zale»no±ci:

yit = tit log

(
T

di

)
, (7.49)

gdzie tit � cz¦stotliwo±¢ wyst¡pienia i-tego sªowa w t-tym dokumencie, di � liczba
dokumentów zawieraj¡cych i-te sªowo.

Nast¦pnie, ∀t : yt normalizowany jest do jednostkowej normy l1 lub l2. Macierz
Y charakteryzuje si¦, oprócz nieujemno±ci jej elementów, równie» du»¡ rzadko±ci¡,
poniewa» ka»dy dokument zawiera jedynie niewielki podzbiór sªów z tych, które
wyst¦puj¡ w caªej kolekcji dokumentów.

Ze wzgl¦du na tak specy�czne wªa±ciwo±ci macierzy Y , algorytmy NMF znaj-
duj¡ liczne zastosowania w analizie dokumentów tekstowych. W niniejszej pracy
przedstawiono przykªadowe wyniki grupowania dokumentów tekstowych za po-
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(a) (b)

Rys. 7.5. Macierze korelacji dokumentów z bazy danych: (a) Reuters, (b) TopicPlanet

moc¡ algorytmów NMF. Wybrano kolekcje dokumentów z dwóch ogólnodost¦p-
nych baz danych: Reuters i TopicPlanet. Z pierwszej bazy danych wylosowano
2500 dokumentów o nast¦puj¡cych tematach: acq, co�ee, crude, eran, gold, inte-
rest, money-fx, ship, sugar, trade, zatem J = 10. Po przetworzeniu przez analiza-
tor skªadniowy uzyskano macierz Y ∈ R6191×2500. Z kolei, z bazy TopicPlanet

wybrano 888 dokumentów, które przynale»¡ do 6 tematów: air-travel, broadband,
cruises, domain-names, investments, technologies. Dokumenty te po przetworze-
niu daj¡ 8190 sªów znaczeniowych i w efekcie Y ∈ R8190×888 oraz J = 6. Na
rysunku 7.5 zilustrowano macierze korelacji dokumentów uporz¡dkowanych we-
dªug przynale»no±ci klasowej.

Do grupowania wykorzystano nast¦puj¡ce algorytmy: MUE (rozdz. 4.4.1), pro-
jekcyjny ALS (rozdz. 4.5), HALS (algorytm 10), LPG (rozdz. 4.7.2) [280], OG
(rozdz. 4.7.4), SPG (rozdz. 4.10.5), FC-NNLS (algorytm 13), TR-KL (algorytm
17 dla β = 0), SB-NMF (rozdz. 7.2.1), UO-NMF(A) (póªortogonalny NMF z or-
togonaln¡ macierz¡ A [113]), UO-NMF(X) (póªortogonalny NMF z ortogonaln¡
macierz¡ X [113]), BiO-NMF (dwuortogonalny NMF � Rozdz. 5.4.1), Cx-NMF
(wypukªy NMF � rozdz. 5.4.3), k-±rednich (E) (metoda k-±rednich dla funkcji
odlegªo±ci euklidesowej) oraz k-±rednich (C) (metoda k-±rednich dla miary kosi-
nusowej).

Algorytm UO-NMF(A) zakªada ortogonalno±¢ cech semantycznych. Estymuje
macierz A wedªug reguªy (4.117), a macierz X wedªug odpowiedniej reguªy
w (4.68). Je±li macierz A estymowana jest wedªug (4.68), a macierz X za pomoc¡
(4.116), uzyskuje si¦ algorytm UO-NMF(X). Taki algorytm wymusza ortogonalne
i nieujemne wektory liniowej kombinacji wektorów cech semantycznych.
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Rys. 7.6. Statystyka rozkªadu miary P dla baz danych: (a) Reuters, (b) TopicPlanet.
Grupowanie dokumentów tekstowych przeprowadzono algorytmami: 1 � MUE, 2 � ALS,

3 � HALS, 4 � LPG, 5 � OG, 6 � SPG, 7 � FC-NNLS, 8 � TR-KL, 9 � SB-NMF,
10 � UO-NMF(A), 11 � UO-NMF(X), 12 � BiO-NMF, 13 � Cx-NMF,

14 � k-±rednich (E), 15 � k-±rednich (C)

Dla badanych algorytmów przyj¦to, »e liczba iteracji zewn¦trznych zawarta
jest w przedziale [10�30]. Wewn¡trz tego przedziaªu iteracje przerywano, gdy speª-
nione byªo kryterium stagnacji funkcji celu dla εΨ = 10−6. Pozostaªe parametry
algorytmów przyj¦to podobnie jak w poprzednich badaniach.

Dla ka»dego algorytmu wykonano 100 prób Monte Carlo, dobieraj¡c losowe
przybli»enia pocz¡tkowe z rozkªadu równomiernego. Dla ka»dej próby wyznaczano
dokªadno±¢ grupowania, stosuj¡c miar¦ Purity w (7.46). Statystyk¦ rozkªadu wy-
ników zilustrowano na rysunku 7.6.

Wniosek 7.4. Z rysunku 7.5 wynika, »e dokumenty bazy Reuters charakteryzuj¡
si¦ silniejsz¡ korelacj¡ mi¦dzyklasow¡ i sªabsz¡ wewn¡trzklasow¡ ni» dokumenty
w bazie TopicPlanet. Na rysunku tym trudno nawet zauwa»y¢ podziaª doku-
mentów na 10 skupie«. St¡d te» o wiele trudniej grupowa¢ dokumenty w bazie
Reuters, co potwierdzaj¡ wyniki bada« pokazane na rysunku 7.6. Badania po-
kazuj¡ równie», »e proste algorytmy NMF (MUE, ALS, HALS, LPG, OG, SPG,
FC-NNLS) pozwalaj¡ uzyska¢ podobn¡ dokªadno±¢ grupowania. Istotne zmiany
w rozkªadzie wspóªczynnika P wyst¦puj¡ dla algorytmów NMF silnie regularyzo-
wanych. Tak jest w przypadku algorytmu SB-NMF, który daje najlepsze wyniki
grupowania dokumentów w bazie TopicPlanet. Z drugiej strony bardzo sªabo
funkcjonuje dla skupisk cz¦±ciowo nachodz¡cych na siebie, tak jak np. w bazie
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Reuters. Dla dokumentów z bazy Reuters najlepsz¡ dokªadno±¢ grupowania
uzyskano algorytmem TR-KL. Badania te nie pokazuj¡ jednoznacznie dlaczego
uzyskano tak dobry wynik tylko dla bazy Reuters, ale mo»na przypuszcza¢, »e
cz¦stotliwo±¢ wyst¦powania sªów w dokumentach bazy Reuters najlepiej opisa¢
statystyk¡ Poissona. Najprawdopodobniej miara odlegªo±ci euklidesowej nie jest
zbyt efektywna dla grupowania takich zbiorów danych. Wida¢ bowiem wyra¹n¡
ró»nic¦ mi¦dzy wynikami uzyskanymi metod¡ k-±rednich z odlegªo±ci¡ euklidesow¡
i miar¡ kosinusow¡.

7.3. Klasy�kacja nadzorowana

Zadaniem klasy�kacji statystycznej jest okre±lenie przynale»no±ci obserwo-
wanego obiektu do danej klasy lub grupy. Klasy�kacj¦ nienadzorowan¡ mo»na
interpretowa¢ jako grupowanie danych. W przypadku klasy�kacji nadzorowanej
przynale»no±¢ obserwowanego obiektu do okre±lonej klasy jest realizowana wedªug
reguªy decyzyjnej lub dyskryminacyjnej, która tworzona jest na podstawie zbioru
obiektów ucz¡cych. Klasy�kacja taka skªada si¦ zatem z dwóch etapów: uczenia
i testowania. W procesie uczenia okre±lana jest reguªa decyzyjna: FK : Y → K opi-
suj¡ca odwzorowanie zbioru obiektów ucz¡cych yt ∈ Y w zbiór klas K. W procesie
testowania, reguªa ucz¡ca FK wykorzystana jest do okre±lenia przyporz¡dkowania
obiektu testowego ỹ o wªa±ciwo±ciach takich jak obiekty w zbiorze Y, do odpo-
wiedniej klasy ze zbioru K. Realizowana jest zatem funkcja k̃ = FK(ỹ), gdzie
k̃ ∈ K.

Przyjmuj¡c oznaczenia z rozdziaªu 3.2.4, niech Y = [y1, . . . ,yT ] ∈ RI×T
+

jest macierz¡ obiektów ucz¡cych, K = {1, . . . ,K} zbiorem indeksów K klas,

a Z(Y ) = {z(Y )
1 , . . . , z

(Y )
T } zbiorem indeksów klas, do których przyporz¡dkowane

s¡ próbki {yt}. Zakªada si¦, »e T >> K oraz ∀yt : z
(Y )
t ∈ K. Stosuj¡c NMF

do macierzy Y uzyskuje si¦ macierze A ∈ RI×J
+ oraz X ∈ RJ×T

+ . Niech A† jest
odwrotno±ci¡ Moore'a�Penrose'a macierzy A, zatem A† okre±la przeksztaªcenie
FK : yt → xt. Poniewa» rank(A) = J i J ≤ I, przeksztaªcenie FK jest jedno-

znaczne i izomor�czne. Niech Z(X) = {z(X)
1 , . . . , z

(X)
T } jest zbiorem indeksów klas,

do których przyporz¡dkowane s¡ próbki {xt}. Zbiór Z(X) powinien by¢ to»samy ze
zbiorem Z(Y ). Wektory kolumnowe macierzy A okre±laj¡ w pewnym sensie reguª¦
decyzyjn¡. Nie jest to jednak odwzorowanie FK : Y → K, a jedynie FX : Y → X ,
gdzie zbiór X zawiera obiekty o przynale»no±ci klasowej takiej samej jak obiekty
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w zbiorze Y, ale reprezentowane w przestrzeni o mniejszej liczbie wymiarów ni»
obiekty Y . Metoda NMF realizuje wi¦c redukcj¦ wymiarowo±ci modelu.

W procesie testowania, dla obiektu testowego ỹ realizowane jest przeksztaªce-
nie: FX : ỹ → x̃. Klasa, do której przynale»y obiekt x̃, okre±lana jest na podstawie
zadania:

k = arg min
1≤t≤T

D(x̃||xt), (7.50)

gdzie D(x̃||xt) mo»e by¢ dowoln¡ funkcj¡ celu z rozdziaªu 2.
Klasy�kacja nadzorowana jest wa»nym zagadnieniem w wielu dziedzinach na-

uki. W niniejszej pracy przedstawiono jedynie wyniki prac [486, 487, 502, 504]
z zakresu wykorzystania modelu NMF i NTF do klasy�kacji obrazów twarzy,
tekstur, cyfr r¦cznie pisanych i d¹wi¦ków instrumentów muzycznych.

7.3.1. Klasy�kacja obrazów twarzy

Do klasy�kacji wykorzystano obrazy twarzy z bazy ORL3. W bazie jest 400
frontowych zdj¦¢ twarzy czterdziestu osób (po dziesi¦¢ na osob¦). Zdj¦cia wyko-
nano w laboratorium: AT &T Laboratories Cambridge, w okresie od kwietnia 1992
roku do kwietnia 1994 roku, o ró»nych gradientach o±wietlenia, w ró»nych pozach
(oczy otwarte/zamkni¦te, ró»ne miny) i dla ró»nych efektów okluzji (np. okulary).
Zdj¦cia wykonano na ciemnym tle.

Testy przeprowadzono zgodnie z zasad¡ stosowan¡ w pracach [165, 267]. Ob-
razy z bazy danych �zwektoryzowano�, tzn. z t-tego obrazu Y t ∈ RN×M

+ utworzono
wektor kolumnowy yt = vec(Y t) ∈ RNM

+ . Zbiór T obrazów ucz¡cych mo»na wi¦c
zapisa¢ w postaci macierzy Y ∈ RNM×T

+ , a T̃ obrazów testowych jako macierz

Ỹ ∈ RNM×T̃
+ . Stosuj¡c NMF lub inny algorytm redukcji wymiarowo±ci modelu do

macierzy Y , uzyskuje si¦ macierz A ∈ RNM×J zawieraj¡c¡ J wektorów cech oraz
macierz X ∈ RJ×T zawieraj¡c¡ T wektorów koduj¡cych. W procesie testowania
do estymacji wektorów x̃t nale»y zastosowa¢ taki sam algorytm jak w procesie
uczenia dla macierzy X. Klasy�kacj¦ wektorów {x̃t} zrealizowano wedªug reguªy
(7.50), gdzie D(x̃||xt) jest funkcj¡ tzw. metryki Manhattanu [419].

Przykªadowe wektory cech ekstrahowane za pomoc¡ metody NMF (algo-
rytm MKL), a nast¦pnie przeksztaªcone do postaci macierzowej przez operator
mtx(·, N,M), pokazano na rysunku 7.7 (a), dla J = 16. Obrazy te ilustruj¡ cechy
rzadkie, reprezentuj¡ce pewne wspólne fragmenty obrazów trenuj¡cych. Na ry-

3 http://people.cs.uchicago.edu/∼dinoj/vis/orl/
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(a) (b)

Rys. 7.7. Przykªadowe obrazy cech estymowanych metodami: (a) NMF; (b) PCA

sunku 7.7 (b) pokazano obrazy cech ekstrahowane z tych samych obrazów, ale za
pomoc¡ metody PCA (metoda komponentów gªównych). S¡ to cechy holistyczne,
które nie s¡ rzadkie, ale wzajemnie ortogonalne.

Do bada« wykorzystano nast¦puj¡ce algorytmy: PCA (metoda komponentów
gªównych) [214, 238, 347], MUE (rozdz. 4.4.1), LPG (rozdz. 4.7.2), RNNLS(L2)
(algorytm 15), MKL (rozdz. 4.4.2) oraz SCWA (rozdz. 4.6.2). W algorytmie
SCWA zastosowano reguª¦ (4.144) do aktualizacji macierzy A oraz reguª¦ (4.164)
dla macierzy X. Parameter regularyzacji αA w (4.144) wyznaczano reguª¡ (4.146)

dla α(0)
A = 108, τ = 1 i ᾱ = 10−12. Dla macierzy W w (4.164) przyj¦to: γ = 10−3,

δ = 10−6. Liczba iteracji wewn¦trznych w SCWA dla aktualizacji faktora X wy-
nosiªa a» 100. Dla mniejszej liczby iteracji nie udawaªo si¦ uzyska¢ zadowalaj¡cych
wyników. Eksperymentalnie stwierdzono, »e liczba iteracji zewn¦trznych powinna
wynosi¢ ok. 50. W tym przypadku iteracje zewn¦trzne maj¡ charakter regulary-
zacji, poniewa» dla wi¦kszej liczby iteracji nast¦puje tzw. przeuczenie i wyniki
klasy�kacji s¡ gorsze. Zatrzymanie procesu aktualizacji mo»e jednak nast¡pi¢
wcze±niej, je±li speªnione jest kryterium stagnacji funkcji celu dla εΨ = 10−6.

Klasy�kacj¦ obrazów twarzy z bazy ORL realizowano równie» w innych pra-
cach. Porównanie efektywno±ci algorytmów MUE, LNMF (rozdz. 4.4.5), DNMF
(rozdz. 4.4.5), SCWA, GNMF (rozdz. 3.2.5), MD-NMF (rozdz. 3.2.5) oraz SPG
mo»na odnale¹¢ w pracach [502, 512].

Algorytmy NMF inicjalizowano metod¡ CHV (algorytm 9). Do oceny efek-
tywno±ci klasy�kacji zastosowano 5-krotn¡ walidacj¦ krzy»ow¡ [238]. Dokªadno±¢
klasy�kacji zde�niowano jako stosunek procentowy liczby poprawnie sklasy�ko-
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Rys. 7.8. Dokªadno±¢ klasy�kacji obrazów testowych w funkcji rz¦du J

wanych obrazów testowych do liczby wszystkich obrazów testowych. U±rednione
wyniki wspóªczynnika rozpoznania pokazano na rysunku 7.8.

Wniosek 7.5. Zadanie klasy�kacji obrazów twarzy jest zwykle bardzo trudne,
poniewa» (�sherowska) miara zró»nicowania grup [244] takich obrazów przyjmuje
relatywnie maªe warto±ci. Badania pokazuj¡, »e pewne algorytmy NMF wyka-
zuj¡ si¦ wi¦ksz¡ efektywno±ci¡ w realizacji tego zadania ni» metoda komponen-
tów gªównych (zwªaszcza je±li rz¡d faktoryzacji jest du»y). Najwi¦ksz¡ efektyw-
no±¢ klasy�kacji uzyskano algorytmem MKL, co potwierdza wi¦ksz¡ przydatno±¢
miary KL dla oceny podobie«stwa obrazów ni» funkcji odlegªo±ci euklidesowej.
Wª¡czenie informacji o u±rednionych odlegªo±ciach mi¦dzyklasowych i wewn¡trz-
klasowych do funkcji celu w metodzie NMF ma na celu zwi¦kszenie efektywno±ci
klasy�kacji. Jednak badania pokazuj¡, »e to podej±cie wymaga do±¢ precyzyjnej
oceny warto±ci parametrów regularyzacji. Z rysunku 7.8 wynika, »e je±li rz¡d
faktoryzacji jest wystarczaj¡co du»y (np. J > 15), to nie wpªywa on istotnie na
wynik klasy�kacji.
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7.3.2. Klasy�kacja obrazów tekstury

Klasy�kacja obrazów tekstury jest zadaniem do±¢ trudnym i wymaga realizacji
pewnego procesu przetwarzania wst¦pnego. Tekstura w obrazie ma cz¦sto struk-
tur¦ nieregularn¡, zdeformowan¡, obrócon¡ i przeskalowan¡. Dlatego te», proces
ten skªada si¦ z kilku etapów: ekstrakcji charakterystycznych obszarów lokalnych,
ich selekcji oraz transformacji niezmienniczych.

Do ekstrakcji charakterystycznych obszarów lokalnych stosuje si¦ ró»ne detek-
tory niezmiennicze wzgl¦dem transformacji a�nicznych. Nale»¡ do nich a�niczne
detektory Harrisa�Laplace'a [282], Harrisa [304] oraz hesjanu [305]. Detektory te
znajduj¡ w obrazie obszary, które s¡ podobne przez geometryczne transformacje,
takie jak skalowanie, rotacja oraz powinowactwo osiowe. Obszary te mog¡ ró»ni¢
si¦ znacz¡co w zale»no±ci od zastosowanych detektorów. Przykªadowo, detektor
Harrisa wyszukuje obszary eliptyczne o jednorodnej luminancji, podczas gdy po-
zostaªe detektory znajduj¡ obszary o du»ej dynamice gradientu luminancji.

Liczba lokalnych obszarów dla ka»dego obrazu ucz¡cego i testowego powinna
by¢ du»a, aby maksymalizowa¢ ilo±¢ globalnej informacji ekstrahowanej. Takie po-
dej±cie prowadzi jednak do znacznego zwi¦kszenia kosztu obliczeniowego procesu
uczenia, ze wzgl¦du na mnogo±¢ próbek ucz¡cych. Aby redukowa¢ nadmiarowo±¢
informacji, wybierane s¡ tylko te obszary lokalne, które s¡ najmniej skorelowane
ze sob¡ (ró»ni¡ si¦ miedzy sob¡ znacz¡co). Celem takiego wyboru jest utworzenie
znacz¡co zró»nicowanego zbioru ucz¡cego i o maªej nadmiarowo±ci, uczenie bo-
wiem maszyn na próbkach o niewielkim zró»nicowaniu cech jest maªo efektywne.

Tak wyselekcjonowane obszary lokalne s¡ nast¦pnie przetwarzane przez de-
skryptor SIFT (ang. Scale-Invariant Feature Transform)4 [294] w celu selekcji cech
niezmienniczych ze wzgl¦du na skal¦, a przede wszystkim rotacj¦ oraz cz¦±ciowo
na zmiany luminancji. Cechy te tworz¡ tzw. wektory punktów kluczowych. Dla
ka»dego wybranego obszaru lokalnego generowana jest grupa K wektorów w R128.
Zakªadaj¡c P obrazów ucz¡cych oraz ekstrakcj¦ Rp obszarów lokalnych dla p-tego
obrazu ucz¡cego, caªkowita liczba wektorów kolumnowych macierzy Y wynosi:
T =

∑P
p=1

∑Rp

r=1Kr, gdzie Kr jest liczb¡ punktów kluczowych dla r-tego obszaru

lokalnego, zatem Y ∈ R128×T . W wyniku nieujemnej faktoryzacji macierzy Y
otrzymuje si¦ macierze A oraz X. Klasy�kacja realizowana jest w J-wymiarowej
przestrzeni wektorów kolumnowych macierzy X. Dla ka»dego obrazu testowego
znajdowany jest zbiór R wektorów punktów kluczowych, stosuj¡c procedur¦ po-

4 W badaniach wykorzystano kod Matlaba dla deskryptora SIFT, pochodz¡cy ze strony:
http://www.cs.ubc.ca/∼lowe/keypoints/
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T1 T2 T3 T4 T5 T6

T7 T8 T9 T10 T11 T12

T13 T14 T15 T16 T17 T18

Rys. 7.9. Przykªadowe obrazy tekstury dla ka»dej klasy

dobn¡ jak w procesie uczenia. Rzutuj¡c te wektory na span(A) uzyskuje si¦ zbiór
wektorów {x̃1, . . . , x̃R} ⊂ RJ

+. Nast¦pnie dla wszystkich wektorów punktów klu-
czowych w obrazie testowym znajdowany jest zbiór ich przynale»no±ci klasowej
{kr}, gdzie kr = argmin1≤t≤T D(x̃r||xt) dla r = 1, . . . , R. Indeks klasy, do której
nale»y obraz testowy wyznaczany jest na podstawie funkcji k = mode{kr}, gdzie
mode{·} jest warto±ci¡ modaln¡ (dominant¡) zbioru.

Badania omawiane w tej pracy przeprowadzono na obrazach tekstur, pocho-
dz¡cych z bazy UIUC 5. Wybrano obrazy nale»¡ce do 18 kategorii tekstur, których
przykªady pokazano na rysunku 7.9. W ka»dej grupie znajduje si¦ 16 obrazów.
S¡ to obrazy o niejednorodnych i znacznie zdeformowanych teksturach. Ocen¦
jako±ci klasy�kacji przeprowadzono, stosuj¡c 4-krotn¡ walidacj¦ krzy»ow¡. Ka»da
próba liczy 12 obrazów ucz¡cych i 4 obrazy walidacyjne. Dla ka»dego obrazu
wygenerowano 40 obszarów lokalnych za pomoc¡ odpowiedniego detektora a�-
nicznego. Przykªadowe obszary lokalne identy�kowane przez detektory Harrisa,

5 http://perso.telecom-paristech.fr/∼xia/texture.html
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(a) (b) (c)

Rys. 7.10. Obszary lokalne (zaznaczone w elipsach) w przykªadowym obrazie z klasy T18,
wyszukiwane za pomoc¡ a�nicznych detektorów: (a) Harrisa; (b) Harrisa�Laplace'a;

(c) hesjanu

Harrisa�Laplace'a i hesjanu w wybranym obrazie z kategorii T18 (rys. 7.9) zilu-
strowano na rysunku 7.10. W kolejnym etapie dokonano selekcji 20 obszarów o naj-
mniejszej korelacji z ka»dej grupy obszarów lokalnych, a nast¦pnie wyznaczane s¡
punkty kluczowe. Ich liczba dobierana jest adaptacyjnie (od kilku do kilkudzie-
si¦ciu) przez deskryptor SIFT w zale»no±ci od danego obrazu. Macierz Y , zawie-
raj¡c¡ wektory punktów kluczowych dla obrazów ucz¡cych, poddano nieujemnej
faktoryzacji. Ró»ne algorytmy NMF mog¡ by¢ zastosowane do realizacji tej fakto-
ryzacji. Przykªady mo»na odnale¹¢ w pracach [371, 486, 504]. Z przeprowadzony
bada« wynika, »e je±li proces aktualizacji faktorów przerywany jest wedªug kry-
terium stagnacji funkcji celu dla maªej warto±ci tolerancji bª¦du aktualizacji, to
liczba bª¦dów klasy�kacji nie zale»y istotnie od wyboru algorytmu NMF. Dlatego
te» rezultaty klasy�kacji pokazano poni»ej tylko dla algorytmu HALS (algorytm
10). W kryterium stagnacji funkcji celu przyj¦to εΨ = 10−6. Obie macierze po-
cz¡tkoweA(0) iX(0) estymowano za pomoc¡ metody CHV (algorytm 9). Poniewa»
macierz Y nie nale»y do klasy macierzy faktoryzowalnych, wi¦c rz¡d faktoryzacji
ustalono eksperymentalnie. Wybrano J = 20. Funkcje D(Y ||AX) oraz D(x̃r||xt)
wyra»ono przez odlegªo±¢ euklidesow¡.

Dla ka»dej próby walidacyjnej i ka»dego badanego algorytmu wygenerowano
macierz konfuzji [234, 444]. Na rysunku 7.11 przedstawiono diagramy Hintona ma-
cierzy konfuzji u±rednionych po wszystkich próbach. W badaniach tych obszary lo-
kalne wyszukiwano za pomoc¡ a�nicznych detektorów: Harrisa, Harrisa�Laplace'a
oraz hesjanu.

Wniosek 7.6. Omawiany proces klasy�kacji tekstury skªada si¦ z wielu etapów.
Metoda NMF stosowana jest tylko do redukcji wymiarowo±ci modelu i tym samym
ekstrakcji cech rzadkich z macierzy punktów kluczowych. Efektywno±¢ klasy�kacji
zale»y wi¦c od wielu czynników. Z przeprowadzonych bada« wynika, »e najlep-
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Rys. 7.11. Diagramy Hintona macierzy konfuzji z zastosowaniem a�nicznych detektorów:
(a) Harrisa (85,76%); (b) Harrisa�Laplace'a (96,53%); (c) hesjanu (97,22%).

W nawiasach podano ±redni¡ dokªadno±¢ klasy�kacji

sze efekty klasy�kacji obrazów tekstury pokazanych na rysunku 7.9 uzyskuje si¦
wtedy, gdy obszary lokalne wyszukiwane s¡ za pomoc¡ a�nicznego detektora he-
sjanu. Detektor Harrisa�Laplace'a równie» umo»liwia uzyskanie wysokiej jako±ci
klasy�kacji, chocia» najcz¦±ciej nie radzi sobie z obrazami z klasy T5. Najsªabiej
wypada detektor Harrisa, zwªaszcza dla obrazów z klasy T1 i T10. S¡ to obrazy za-
wieraj¡ce du»e obszary lokalne o jednorodnej strukturze. Dlatego zbiór ucz¡cy nie
jest wystarczaj¡co zró»nicowany. Wybór algorytmu NMF nie jest bardzo istotny.
Jednak uwzgl¦dniaj¡c wyniki bada« przedstawionych w rozdziale 4.11.3, rozs¡dny
wydaje si¦ wybór algorytmu HALS.

7.3.3. Klasy�kacja obrazów algorytmem UO-NTF

Algorytm UO-NTD omówiono w rozdziale 6.3.3. Bazuje on na nieujemnej
dekompozycji Tuckera (ang. NTD � Nonnegative Tucker Decomposition), w któ-
rym jedna z estymowanych macierzy jest ortogonalna. Do estymacji nieujemnych
faktorów wykorzystano algorytm SPG, omówiony w rozdziale 4.10.5. Nieujemna
dekompozycja Tuckera jest uogólnieniem modelu NTF. Algorytm UO-NTD zostaª
zbadany dla ró»nych zada« klasy�kacji obiektów: (A) instrumentów muzycznych,
(B) cyfr r¦cznie pisanych, (C) obrazów twarzy.

W zadaniu (A) wybrano nagrania d¹wi¦ków 6 instrumentów muzycznych (wio-
lonczela, saksofon sopranowy, skrzypce, fagot, �et i pianino). Nagrania pochodz¡
z bazy MIS6 Uniwersytetu Iowa. Do testów wyselekcjonowano 4 sekundowe frag-

6 http://theremin.music.uiowa.edu
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(a) (b)
Wiolonczela Wiolonczela Saksofon sopranowy Saksofon sopranowy

Skrzypce Skrzypce Fagot Fagot

Flet Flet Pianino Pianino

Rys. 7.12. Przykªadowe próbki testowe: (a) spektrogramy nagra« muzycznych w zadaniu (A);
(b) cyfry r¦cznie pisane w zadaniu (B)

menty, zawieraj¡ce istotne informacje. Ka»dy fragment rejestrowany jest z cz¦sto-
tliwo±ci¡ próbkowania 44,1 kHz. Testy przeprowadzono wedªug zasady 5-krotnej
walidacji krzy»owej. W ka»dej próbie zbiór ucz¡cy utworzony jest z 56 fragmen-
tów nagra« (próbek), a zbiór testowy z 12 próbek. Fragmenty nagra« przeksztaª-
cono do spektrogramów za pomoc¡ krótkoczasowej dyskretnej transformaty Fo-
uriera. Z ka»dego spektrogramu wyselekcjonowano komponenty widmowe z za-
kresu od 86 Hz do 10,9 kHz. Nast¦pnie fragmenty zlogarytmowanych spektro-
gramów (widma amplitudowego) poddano decymacji do 64 próbek cz¦stotliwo±ci
i 128 próbek czasu. W konsekwencji, zbiór próbek ucz¡cych wyra»ono za pomoc¡
tensora Y ∈ R64×128×56, a zbiór próbek testowych tworzy tensor T ∈ R64×128×12.
Zlogarytmowane widma amplitudowe spektrogramów przykªadowych próbek te-
stowych pokazano na rysunku 7.12(a).

W zadaniu (B) do klasy�kacji wykorzystano obrazy cyfr r¦cznie pisanych. S¡
to cyfry od 0 do 9, utworzone w celu realizacji pracy [474]. Ka»da klasa zawiera
10 wariantów tej samej cyfry. S¡ to obrazy o rozdzielczo±ci 64 × 64 piksele. Sto-
suj¡c 5-krotn¡ walidacj¦ krzy»ow¡, zbiór ucz¡cy zawiera 80 obrazów, a zatem
Y ∈ R64×64×80. W ka»dej próbie walidacyjnej zbiór testowy skªada si¦ z 20 ob-
razów (2 na ka»d¡ klas¦) � czyli T ∈ R64×64×20. Przykªadowe obrazy testowe
pokazano na rysunku 7.12(b).
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Rys. 7.13. Diagramy Hintona macierzy konfuzji: (a) NTD: 6 instrumentów muzycznych;
(b) NTD: 10 cyfr r¦cznie pisanych; (c) NTD: 40 obrazów twarzy;

(d) UO-NTD: 6 instrumentów muzycznych;
(e) UO-NTD: 10 cyfr r¦cznie pisanych; (f) UO-NTD: 40 obrazów twarzy

W zadaniu (C) wykorzystano ponownie obrazy z bazy ORL. Przyj¦to podobny
podziaª obrazów jak w rozdziale 7.3.1, czyli w ka»dej próbie 5-krotnej walidacji
krzy»owej 80 obrazów tworzy zbiór testowy, a pozostaªe 320 obrazów wykorzystane
jest w procesie uczenia.

W badaniach porównano algorytmy UO-NTD oraz NTD bez wymuszania
ortogonalno±ci macierzy U (3). Ka»dy z algorytmów inicjalizowano losowo 100
razy oraz przerywano proces aktualizacji faktorów po 10 iteracjach zewn¦trznych.
W algorytmie SPG przyj¦to nast¦puj¡ce parametry: kmax = 3, αmin = 10−8,
αmax = 104.

Wyniki klasy�kacji w postaci diagramów Hintona macierzy konfuzji u±rednio-
nych po próbach walidacyjnych pokazano na rysunku 7.13. U±redniona dokªadno±¢
klasy�kacji δ oraz czas obliczeniowy zawarte s¡ w tabeli 7.3.
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Tabela 7.3. U±redniona dokªadno±¢ klasy�kacji (δ), standardowe odchylenie (Std.)
oraz czas wykonania 10 iteracji zewn¦trznych w zadaniach: (A), (B) i (C)

Zadanie
NTD UO-NTD

δ [%] Std. [%] Czas [s] δ [%] Std. [%] Czas [s]
(A) 73,12 9,01 0,989 93,04 8,32 1,001
(B) 84,85 2,34 0,686 93,38 3,56 0,697
(C) 84,03 2,72 5,05 94,96 1,88 5,13

Wniosek 7.7. Badania pokazuj¡, »e ortogonalizacja macierzy U (3) w algorytmie
UO-NTD znacz¡co poprawia efekty klasy�kacji. Uzyskano równie» troch¦ wi¦ksz¡
dokªadno±¢ klasy�kacji obrazów twarzy algorytmem UO-NTD ni» zwykª¡ metod¡
NMF dla J = 20 (rys. 7.8). W zadaniu (C) rozrzut wyników dokªadno±ci klasy-
�kacji w próbach walidacyjnych jest mniejszy ni» dla pozostaªych zada«. W tym
aspekcie najgorsze wyniki uzyskano w zadaniu (A). Sugeruje to konieczno±¢ sto-
sowania pewnych technik przetwarzania wst¦pnego w celu ekstrakcji cech, nie-
zmienniczych wzgl¦dem czasu. Podobnie, w zadaniu (B) lepsze wyniki uzyskuje
si¦, gdy obrazy cyfr s¡ scentralizowane i odpowiednio przeskalowane.





8. Podsumowanie

W niniejszej pracy przedstawiono podstawy nieujemnej faktoryzacji macierzy,
a tak»e najwa»niejsze kierunki rozwoju tej metody. Omówiono zarówno fundamen-
talne modele NMF, jak i jego zªo»one struktury, szczególne przypadki oraz roz-
szerzenia do modeli tensorowych. Pokazano zwi¡zki mi¦dzy modelami, rozwa»ano
ich wªa±ciwo±ci charakterystyczne i zastosowanie w analizie danych wielowymiaro-
wych. Znaczna cz¦±¢ pracy dotyczy algorytmów numerycznych stosowanych w es-
tymacji nieujemnych faktorów, ª¡cznie z metodami ich inicjalizacji i kryteriami
zatrzymania procesów iteracyjnych. Scharakteryzowano typowe funkcje celu sto-
sowane w metodzie NMF oraz zwi¡zki mi¦dzy nimi i odpowiadaj¡cymi rozkªadami
prawdopodobie«stwa. Rozwa»ano problem niejednoznaczno±ci faktorów w modelu
NMF. Przedstawiono warunki jednoznaczno±ci oraz interpretacj¦ geometryczn¡
faktorów popart¡ licznymi przykªadami. Zaprezentowano niezwykª¡ adaptacyj-
no±¢ metody NMF do charakteru poszukiwanego rozwi¡zania. Cechy estymowane
t¡ metod¡ mog¡ znacz¡co zale»e¢ od modelu, wprowadzanej informacji apriorycz-
nej i algorytmu numerycznego aktualizuj¡cego faktory. Taka elastyczno±¢ tej me-
tody mo»e by¢ postrzegana jako jej wada przez niedo±wiadczonych u»ytkowników,
natomiast daje ogromne mo»liwo±ci tym, którzy poszukuj¡ specjalistycznego na-
rz¦dzia do przetwarzania lub analizy specy�cznych danych. Dzi¦ki wspomnianym
mo»liwo±ciom i zwykle maªej zªo»ono±ci obliczeniowej, metoda NMF ma ogromny
potencjaª aplikacyjny. W pracy omówiono jedynie typowe zastosowania, skupia-
j¡c si¦ przede wszystkim na ±lepej separacji sygnaªów nieujemnych, grupowaniu
danych i klasy�kacji nadzorowanej.

Praca zawiera zarówno materiaª dobrze ugruntowany, przegl¡dowy, jak i nowe
wyniki bada«, cz¡stkowe wnioski, komentarze autorskie i uwagi. Powstaªa na bazie
wielu prac autorskich i wspóªautorskich, zwi¡zanych bezpo±rednio z omawian¡
tematyk¡ i opublikowanych w ró»nych formach: artykuªy periodyczne czasopism
z listy �ladel�jskiej [78, 80, 85, 181, 493, 494, 497, 501, 502] i innych czasopism
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zagranicznych [384, 499, 511], ksi¡»ka monogra�czna [89], rozdziaªy w ksi¡»kach
[481, 485], materiaªy znanych konferencji mi¦dzynarodowych [71, 73, 77, 81�84,
87, 88, 355, 357, 478, 483, 484, 486�492, 495, 496, 498, 503, 504, 512, 517] oraz
patent [86]. Do prac autorskich i wspóªautorskich, które s¡ po±rednio zwi¡zane z t¡
tematyk¡, ale staªy si¦ inspiracj¡ do powstania omawianych metod, nale»y zaliczy¢
nast¦puj¡ce pozycje: artykuªy z listy �ladel�jskiej [180, 362, 369, 480, 500, 506],
inne artykuªy [477, 479, 509, 516], rozdziaªy w ksi¡»kach [140, 482] oraz materiaªy
konferencyjne [179, 363�367, 505, 507, 508, 510, 513�515]. Poni»ej przedstawiono
uwagi ko«cowe, które mog¡ uªatwi¢ wybór odpowiedniego modelu i algorytmu do
przetwarzania lub analizy obserwowanych danych.

Istotny kierunek bada« w rozwoju metody NMF jest zwi¡zany z zagadnieniem
wyboru odpowiedniego algorytmu numerycznego do aktualizacji faktorów. W pio-
nierskich pracach nad modelem NMF dominowaªy dwa podej±cia algorytmiczne:
multiplikatywne lub projekcyjne najmniejszych kwadratów, tzw. algorytm ALS.
Obecnie prawie nie spotyka si¦ algorytmu ALS w aktualizacji faktorów modelu
NMF poniewa» jego zbie»no±¢ nie jest monotoniczna, co utrudnia kontrol¦ pro-
cesu zbie»no±ci. Natomiast algorytmy multiplikatywne zwykle charakteryzuj¡ si¦
bardzo powoln¡ zbie»no±ci¡ i st¡d nie nadaj¡ si¦ do gª¦bokiej eksploracji punktów
stacjonarnych funkcji celu. Niemniej jednak, je±li obserwowane dane s¡ zaburzone
lub zadanie faktoryzacji nale»y do klasy zada« niefaktoryzowalnych, to gª¦boka
eksploracja funkcji celu jest bezcelowa. W pracy badano ró»ne algorytmy nume-
ryczne w kontek±cie wielu zastosowa«. Badania te prowadz¡ do konkluzji, »e nie
istnieje taki algorytm (�zªoty ±rodek� lub super-algorytm), który byªby bezkon-
kurencyjny we wszystkich zastosowaniach modelu NMF. W wielu przypadkach
algorytmem pierwszego wyboru mo»e by¢ HALS lub RNNLS. Du»y potencjaª
aplikacyjny maj¡ te» algorytmy OG i SPG, zwªaszcza dlatego, »e do±¢ ªatwo
w nich zaimplementowa¢ ró»ne funkcje kary lub regularyzuj¡ce. Dla minimalizacji
uogólnionych funkcji celu, innych ni» funkcja odlegªo±ci euklidesowej, obiecuj¡ce
wªa±ciwo±ci ma algorytm obszarów zaufania (TR). Jednak precyzyjny wybór al-
gorytmu powinien by¢ zale»ny od wielu czynników, zwªaszcza wªa±ciwo±ci obser-
wowanych danych i charakteru poszukiwanych faktorów. Je±li dane s¡ dokªadne,
opisane modelem faktoryzowalnym, a funkcja celu nale»y do klasy C1,1, z pew-
no±ci¡ najlepszym wyborem b¦d¡ algorytmy quasi-Newtona. Je±li jednak model
faktoryzacji jest tylko przybli»ony lub silnie zaburzony, szybko±¢ zbie»no±ci danego
algorytmu nie jest a» tak istotna. W takim przypadku, nale»y bra¢ pod uwag¦
inne czynniki, takie jak charakter zbie»no±ci, stabilno±¢ numeryczn¡ algorytmu
oraz ªatwo±¢ przystosowania go do wª¡czenia informacji apriorycznej.
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Do estymacji faktorów w metodzie NMF mo»na stosowa¢ ró»ne funkcje celu.
Funkcja odlegªo±ci euklidesowej jest prawdopodobnie najcz¦±ciej stosowana, po-
niewa» zwykle zakªada si¦, »e bª¡d residualny ma rozkªad gaussowski. Ponadto,
minimalizacja funkcji kwadratowej algorytmami numerycznymi jest ªatwiejsza ni»
jakiejkolwiek innej nieliniowej funkcji. Badania przeprowadzone w niniejszej pracy
pokazuj¡ jednak, »e nie we wszystkich zastosowaniach funkcja odlegªo±ci eukli-
desowej jest najlepszym wyborem. Przykªadowo, w klasy�kacji obrazów twarzy
(rozdz. 7.3.1) lepsze rezultaty uzyskano, stosuj¡c uogólnion¡ dywergencj¦ KL.
Podobnie jest w grupowaniu dokumentów tekstowych z bazy Reuters (rozdz.
7.2.2). W separacji sygnaªów akustycznych (rozdz. 7.1.2) efektywniej jest modelo-
wa¢ podobie«stwo mi¦dzy zbiorem komponentów ukrytych a modelem NMF przez
dywergencj¦ IS. Równie» liczne przykªady z literatury potwierdzaj¡, »e w wielu
zastosowaniach modelu NMF lepsze wyniki uzyskuje si¦ innymi miarami podo-
bie«stwa ni» odlegªo±¢ euklidesowa.

W wielu zastosowaniach modelu NMF estymowane faktory powinny te» cha-
rakteryzowa¢ si¦ innymi cechami, poza nieujemno±ci¡. Wymuszanie okre±lonych
cech jest zwykle realizowane przez odpowiednie czªony regularyzuj¡ce w funkcji
celu. Niestety, zadanie estymacji parametrów regularyzacji nie jest ªatwe, a koszt
ich estymacji mo»e wielokrotnie przekracza¢ koszt estymacji poszukiwanych fakto-
rów. W pracy zaproponowano, aby wybrane parametry regularyzacji zmienia¢ we-
dªug �z góry� narzuconej reguªy. Badania pokazuj¡, »e takie podej±cie jest bardzo
efektywne w pewnych zastosowaniach. Przykªadowo, je±li jeden z estymowanych
faktorów jest rzadki, a drugi g¦sty, wymuszanie gªadko±ci w faktorze g¦stym,
wedªug reguªy bisekcyjnej lub eksponencjalnej prowadzi do wi¦kszej stabilno±ci
algorytmu i dokªadniejszej estymacji faktorów. Takie podej±cie jest jednak maªo
efektywne w takich zastosowaniach, w których wszystkie estymowane faktory s¡
rzadkie. Nale»y te» wspomnie¢, »e ilo±¢ wprowadzanej informacji apriorycznej
powinna by¢ dobierana bardzo uwa»nie. Je±li regularyzacja jest za silna, to nie
tylko estymowane faktory mog¡ by¢ przeregularyzowane, ale te» mog¡ wyst¡pi¢
problemy ze stabilizacj¡ numeryczn¡ algorytmu i utrat¡ jego monotonicznego cha-
rakteru zbie»no±ci. Przykªadowo, tak jest w algorytmach LNMF i DNMF, które
pomimo podej±cia multiplikatywnego, nie wykazuj¡ si¦ monotoniczn¡ zbie»no±ci¡
dla du»ych warto±ci parametrów regularyzacji.

Najcz¦±ciej przez poj¦cie NMF rozumiana jest dekompozycja macierzy na dwa
faktory o nieujemnych elementach. W rozdziale 5 pokazano, »e istniej¡ jeszcze inne
struktury modelu NMF, przeznaczone do specy�cznych zastosowa«. W pewnych
sytuacjach struktury te s¡ blisko zwi¡zane z zagadnieniem wymuszania okre-
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±lonych cech faktorów w modelu podstawowym. Tak jest w przypadku struk-
tur trójczªonowych. W strukturze dwuortogonalnej (rozdz. 5.4.1) ortogonalno±¢
wymusza si¦ w dwóch spo±ród trzech estymowanych faktorów. Takie podej±cie
motywowane jest dekompozycj¡ macierzy wzgl¦dem jej warto±ci osobliwych. Jest
to jednak pseudoortogonalno±¢, poniewa» nieªatwo jest znale¹¢ takie nieujemne
i ortogonalne wektory kolumnowe faktorów, które nie stanowiªyby bazy kano-
nicznej. Z drugiej strony, nawet przy braku perfekcyjnej ortogonalno±ci, faktory
takie powinny by¢ bardzo rzadkie. Wymuszanie ortogonalno±ci z jednoczesnym
warunkiem nieujemno±ci faktorów prowadzi do rzadko±ci w faktorach. Z kolei,
du»a rzadko±¢ faktorów zwi¦ksza szans¦ na ich jednoznaczno±¢. Struktury mo-
delu NMF omówione w rozdziale 5 umo»liwiaj¡ te» skuteczniejsze wprowadza-
nie informacji apriorycznej do estymowanego modelu. Przykªadowo, je±li estymo-
wane sygnaªy s¡ lokalnie gªadkie, a zwªaszcza unimodalne, dobrym rozwi¡zaniem
wydaje si¦ zastosowanie struktury liniowej kombinacji funkcji bazowych (rozdz.
5.4.2). Potwierdzaj¡ to równie» wyniki bada« przedstawionych w rozdziale 7.1.1.
Szczególnym przypadkiem trójczªonowej struktury modelu NMF jest tzw. NMF
wypukªy (rozdz. 5.4.3). Jest to struktura przeznaczona do grupowania danych
bez ogranicze« nieujemno±ci. Tego typu struktura wykazuje si¦ równie» lepszymi
wªa±ciwo±ciami jednoznaczno±ci faktoryzacji, je±li poszukiwane wektory bazowe
znajduj¡ si¦ w zbiorze wektorów obserwowanych. Model NMF nie zawsze oznacza
posta¢ liniow¡. W pewnym zastosowaniu zwi¡zki mi¦dzy cechami danych obser-
wowanych mog¡ by¢ nieliniowe. Do ekstrakcji takich cech stosuje si¦ nieliniow¡
struktur¦ NMF (rozdz. 5.6). W innym zastosowaniu obserwowane sygnaªy wyra-
»one s¡ przez splot sygnaªów ¹ródªowych z funkcj¡ j¡drow¡. Modelowanie takiego
przypadku mo»na realizowa¢ splotow¡ struktur¡ modelu NMF (rozdz. 5.3). Nie-
stety takie podej±cie jest zwi¡zane ze znacznym wzrostem liczby stopni swobody
w estymacji faktorów, co zwykle oznacza wi¦ksz¡ liczb¦ lokalnych minimów funk-
cji celu. Pojawia si¦ wi¦c kompromis mi¦dzy dokªadno±ci¡ modelowania danych
obserwowanych a trudno±ci¡ estymacji parametrów modelu.

W pracy scharakteryzowano najbardziej znane metody badania jednoznaczno-
±ci faktorów w modelu NMF. S¡ to raczej metody przydatne w rozwa»aniach teo-
retycznych, zastosowanie bowiem ich do oceny faktorów w przestrzeniach wielowy-
miarowych sprowadza si¦ do zadania klasy NP. Co wi¦cej, metody te umo»liwiaj¡
raczej ocen¦ jednoznaczno±ci ju» istniej¡cych faktorów, a nie daj¡ odpowiedzi na
pytanie czy dana macierz obserwacji ma jednoznaczn¡ nieujemn¡ faktoryzacj¦.
Mo»na przypuszcza¢, »e ten aspekt modelu NMF b¦dzie jeszcze silnie rozwijany
w przyszªo±ci. Nale»y jednak zaznaczy¢, »e niejednoznaczno±¢ faktorów w wielu
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zastosowaniach modelu NMF nie jest istotnym problemem. Jest to takie zastoso-
wanie, jak np. nadzorowana klasy�kacja, w której model NMF najcz¦±ciej stosuje
si¦ do ekstrakcji cech o okre±lonym charakterze. Nie jest wi¦c szczególnie istotne
czy cechy te s¡ jednoznaczne czy nie, a jedynie to czy prowadz¡ do wªa±ciwej
reguªy dyskryminacyjnej. Inaczej jest jednak w grupowaniu danych czy ±lepej
separacji obrazów. W tych zastosowaniach, niejednoznaczno±ci inne ni» skalowa-
nie lub permutacja faktorów mog¡ prowadzi¢ do bª¦dnej interpretacji estymowa-
nych faktorów. Problem niejednoznaczno±ci faktorów mo»na te» ªagodzi¢ przez
odpowiedni dobór informacji apriorycznej. Jak ju» wspomniano zadanie to nie
jest ªatwe, ale pokazuje ogromn¡ elastyczno±¢ modelu NMF w dostosowaniu do
danych obserwowanych. Przykªadowo, je±li model NMF jest stosowany do grupo-
wania twardego, to wymuszanie binarno±ci w jednym z estymowanych faktorów
jest celowe i prowadzi do znacznie wi¦kszej stabilizacji estymacji.

Odpowiednikiem metody NMF w reprezentacji danych przedstawionych w po-
staci tensorów wielomodalnych jest metoda NTF. Estymacja faktorów w tej meto-
dzie jest zwykle realizowana przez cykliczne stosowanie metody NMF do macierzy,
otrzymanych w wyniku rozwini¦cia (matrycyzacji) tensora obserwacji wzgl¦dem
kolejnych modów. Tak wi¦c, NTF realizowany jest za pomoc¡ metody NMF, ale
nie s¡ to jednak metody równowa»ne pod k¡tem wªa±ciwo±ci estymowanych cech.
Przykªadowo, cechy estymowane metod¡ NMF z macierzy zwektoryzowanych ob-
razów twarzy mog¡ charakteryzowa¢ si¦ odmienn¡ lokalno±ci¡ ni» cechy estymo-
wane podstawow¡ metod¡ NTF z tensora obrazów uporz¡dkowanych wzdªu» jed-
nego z modów. Komponenty ukryte otrzymane za pomoc¡ modelu NTF wzdªu»
modu uporz¡dkowania obrazów mog¡ mie¢ lepsze wªa±ciwo±ci dyskryminacyjne
ni» wektory macierzy koduj¡cej w NMF. Badania przedstawione w pracy (rozdz.
7) pokazuj¡, »e algorytm UO-NTD pozwala uzyska¢ troch¦ wi¦ksz¡ dokªadno±¢
klasy�kacji obrazów twarzy z bazy ORL ni» metody NMF. Mo»na wi¦c przy-
puszcza¢, »e metody nieujemnej dekompozycji tensorów s¡ bardziej odpowiednie
do klasy�kacji obrazów wielowymiarowych. Metodami tymi mo»na te» ekstraho-
wa¢ cechy multiliniowe z danych wielomodalnych. Przykªadowo, stosuj¡c metod¦
NTF do wielomodalnego tensora zbioru spektrogramów, ka»da estymowana ce-
cha reprezentowana jest wielomodalnym tensorem rz¦du pierwszego, gdzie ka»dy
mod odpowiada jednej dziedzinie obserwacji. Przy odpowiedniej informacji aprio-
rycznej o wªa±ciwo±ciach cech wzgl¦dem dowolnego modu, ªatwiej realizowa¢ ich
selekcj¦ oraz interpretacj¦. Takie podej±cie stosowane jest m.in. do ekstrakcji cech
multiliniowych w analizie sygnaªów EEG [93, 94, 287].
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Metoda NMF, pomimo niew¡tpliwych zalet i szerokiego obszaru zastosowa-
nia, ma te» pewne ograniczenia. Wiele z nich to pozorne wady, które wynikaj¡
raczej z rozpowszechnianych bª¦dnych opinii i generalizowanych wniosków z bada«
empirycznych. Uwa»a si¦ bowiem, »e metoda NMF nie nadaje si¦ do ekstrakcji
du»ej liczby komponentów ukrytych, nawet je±li nadmiarowo±¢ obserwacji jest
znacz¡ca. Ten powszechnie przyj¦ty pogl¡d nie jest w peªni prawdziwy, poniewa»
liczba ekstrahowanych komponentów jest silnie zale»na od liczby promieni eks-
tremalnych �widocznych� w sto»ku wielo±cianowym, który jest generowany przez
dane obserwowane. Je±li wi¦c zadanie nieujemnej faktoryzacji macierzy jest jed-
noznaczne i dobrze uwarunkowane (nie ma kolinearnych promieni ekstremalnych),
nie ma trudno±ci z ekstrakcj¡ komponentów ukrytych, nawet je±li ich liczba jest
du»a. Potwierdzaj¡ to badania przeprowadzone w rozdziale 4.11.3, gdzie udaªo
si¦ poprawnie estymowa¢ nawet 500 komponentów. Oczywi±cie im wi¦ksza jest
ta liczba, tym silniejsza musi by¢ nadmiarowo±¢, a to prowadzi do znacznego
zwi¦kszenia kosztu obliczeniowego. Je±li jednak zadanie faktoryzacji jest niejed-
noznaczne, a dane zaburzone silnym szumem, to nawet przy silnej nadmiarowo±ci
obserwacji mog¡ wyst¡pi¢ problemy z estymacj¡ kilku komponentów. W takim
przypadku informacje aprioryczne o charakterze poszukiwanych faktorów maj¡
istotne znaczenie.

W rozdziale 7 zaprezentowano wybrane zastosowania metod nieujemnej fak-
toryzacji macierzy i tensorów. Przyj¦to podziaª zastosowania na trzy podstawowe
obszary: ±lep¡ separacj¦ ¹ródeª, grupowanie danych oraz nadzorowan¡ klasy�ka-
cj¦. Nie oznacza to jednak, »e zastosowanie tych metod ogranicza si¦ tylko do tych
obszarów. Obecnie metody te stosowane s¡ w tak ró»nych dziedzinach, jak bioche-
mia, biomedycyna, elektronika, telekomunikacja, geologia, astronomia itp. Jak ju»
wspomniano, skuteczno±¢ metody NMF zale»y przede wszystkim od danych fak-
toryzowanych. Je±li dane te s¡ nieujemne, rzadkie i wyst¦puje silna nadmiarowo±¢
obserwacji, mo»na przypuszcza¢, »e komponenty ukryte estymowane metod¡ NMF
b¦d¡ u»yteczne i zgodne z oczekiwaniami. Nie mo»na jednak zakªada¢, »e w da-
nym obszarze zastosowa«, NMF jest de�nitywnie efektywniejszy ni» inne metody
redukcji wymiarowo±ci modelu lub ekstrakcji cech. Wspomniane obszary bada« s¡
intensywnie rozwijane od wielu dziesi¦cioleci i w literaturze mo»na odnale¹¢ wiele
ró»nych kierunków ich rozwoju. Metody NMF i NTF to tylko jedne z narz¦dzi,
które mog¡ by¢ wykorzystane do rozwi¡zania specy�cznych zada«. Liczne wyniki
bada« przedstawione w literaturze oraz w rozdziale 7 sugeruj¡, »e metoda NMF
jest efektywniejsza w zadaniach klasy�kacji obrazów (np. obrazów twarzy), doku-
mentów tekstowych i wyra»e« genów ni» metoda komponentów gªównych. S¡ to
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jednak badania eksperymentalne, a zatem wnioski odnosz¡ si¦ jedynie do pewnej,
do±¢ w¡skiej klasy danych obserwowanych. Wynika z tego, »e metody NMF i NTF
maj¡ du»y potencjaª aplikacyjny, ale ich skuteczno±¢ w rozwi¡zywaniu danego
zadania zale»y od wielu czynników.

Prace z zakresu metod nieujemnej faktoryzacji macierzy i tensorów, publi-
kowane w ci¡gu ostatnich kilkunastu lat, pokazuj¡ zdumiewaj¡ce tempo rozwoju
tych metod. W niniejszej pracy przedstawiono gruntowny przegl¡d metod z pierw-
szej dekady XXI wieku. Kierunki rozwoju z ostatnich kilku lat zostaªy potrakto-
wane w tej pracy selektywnie, skupiaj¡c si¦ przede wszystkim na osi¡gni¦ciach
autorskich.

W obszarze najnowszych bada« dotycz¡cych omawianych zagadnie« nale»y
wyró»ni¢ nast¦puj¡ce kierunki, które nie zostaªy omówione w niniejszej pracy.
Kierunki te mog¡ istotnie wpªywa¢ na rozwój metod nieujemnej faktoryzacji ma-
cierzy i tensorów w najbli»szej przyszªo±ci.

• Podej±cie probabilistyczne. Jak ju» wspomniano, zadanie minimalizacji zre-
gularyzowanej funkcji celu równowa»ne jest zadaniu maksymalizacji funkcji
wiarygodno±ci lub prawdopodobie«stwa a posteriori. Obecnie coraz cz¦±ciej
spotyka si¦ modelowanie estymowanych faktorów rozkªadami a priori sprz¦-
»onymi ze wzgl¦du na rodzin¦ rozkªadów opisuj¡cych dane obserwowane,
co w rezultacie prowadzi do rozkªadów a posteriori z tej samej rodziny co
rozkªad a priori. Z kolei, hiperparametry rozkªadów a priori modeluje si¦
rozkªadami hierarchicznymi. W wyniku takiego podej±cia estymacja para-
metrów mo»e by¢ realizowana przez peªne wnioskowanie bayesowskie, co
znacznie uªatwia zadanie estymacji hiperparametrów (czyli odpowiedników
parametrów regularyzuj¡cych). Do wyznaczenia estymatorów o najwi¦kszej
wiarygodno±ci stosuje si¦ ró»ne metody, takie jak maksymalizacja warto±ci
oczekiwanej algorytmem EM (ang. expectation-maximization), próbkowanie
Gibbsa (ang. Gibbs sampler) lub bayesowska zasada wariacyjna (ang. Varia-
tional Bayes). Takie podej±cie do estymacji faktorów w modelu NMF mo»na
odnale¹¢ w wielu pracach, np. [57, 108, 129, 191, 392, 393, 471, 523].
W obszarze rozwoju metody NMF zarysowuje si¦ równie» kolejny kierunek
zwi¡zany z podej±ciem probabilistycznym. Jest to nieparametryczna esty-
macja bayesowska, która oprócz estymacji faktorów umo»liwia równie» esty-
macj¦ liczby komponentów ukrytych [191, 192, 392, 471]. Do grupy bayesow-
skich metod estymacji rz¦du faktoryzacji nale»y równie» metoda ARD (and.
Automatic Relevance Determination) [422], blisko zwi¡zana z tzw. rzadkim
uczeniem bayesowskim (ang. SBL � Sparse Bayesian Learning).
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• Dynamiczny model NMF. �ródªowe sygnaªy estymowane metod¡ NMF cz¦-
sto maj¡ pewn¡ struktur¦ czasow¡, która z kolei mo»e by¢ opisana in-
nym modelem, np. ªa«cuchem Markowa. W najnowszych publikacjach nt.
modelu NMF mo»na równie» odnale¹¢ modele hybrydowe, ª¡cz¡ce NMF
z ukrytymi modelami Markowa (ang. HMM � Hidden Markov Model)
[312, 313, 315, 323, 325, 337]. Takie podej±cie u»yteczne jest w opisie sy-
gnaªów, które zawieraj¡ ukryte pro�le czasowe. Przykªadowo, sygnaª mowy
w ka»dej ramce czasowej jest cz¦±ci¡ pewnego fonemu (jednostki mowy),
a wi¦c mo»e by¢ modelowany zmienn¡ dyskretn¡ o sko«czonej liczbie sta-
nów. W innym zastosowaniu dyskretna zmienna stanu mo»e okre±la¢ pro�l
aktywacji elementów tzw. sªownika, czyli bazy wektorów skªadowych. Dyna-
miczny model NMF mo»e te» oznacza¢ poª¡czenie nieujemnego systemu dy-
namicznego z modelem NMF lub predykcj¦ zmiennych ukrytych za pomoc¡
�ltru Kalmana [137, 314]. Takie podej±cie jest bardzo skuteczne w wygªa-
dzaniu lub �ltracji pro�lu czasowego sygnaªów ¹ródªowych.

• Separowalny model NMF. W obszarze bada« dotycz¡cych nieujemnej fak-
toryzacji macierzy zarysowuje si¦ nowy kierunek rozwoju algorytmów geo-
metrycznych, które nie bazuj¡ na niewypukªej minimalizacji zadanej funkcji
celu. Jest to podej±cie blisko zwi¡zane z wypukª¡ struktur¡ modelu NMF.
Algorytmy separowalnego modelu NMF poszukuj¡ w zbiorze wektorów ob-
serwowanych takich J wektorów, które tworz¡ promienie ekstremalne sto»ka
wielo±cianowego, generowanego wektorami obserwacji. Arora i pozostali au-
torzy pracy [8] udowodnili, »e istnieje taki algorytm dla separowalnego mo-
delu NMF, który znajduje dokªadne rozwi¡zanie w czasie wielomianowym
ze wzgl¦du na I, T oraz J . W pracy [377] zadanie separowalnego modelu
NMF wyra»ono przez zadanie programowania liniowego i pokazano, »e ta-
kie rozwi¡zanie jest bardziej odporne na zakªócenia szumowe ni» algorytm
w pracy [8]. W kolejnych pracach [124, 146, 150, 246, 286] pojawiaj¡ si¦
jeszcze doskonalsze algorytmy do rozwi¡zania omawianego zadania, które
wykazuj¡ si¦ wi¦ksz¡ odporno±ci¡ na zaburzenia szumowe (porównywaln¡
z typowymi algorytmami NMF) oraz automatycznie okre±laj¡ rz¡d faktory-
zacji.

• Model minimalizacji rz¦du. Zadanie estymacji faktora niskiego rz¦du w mo-
delu NMF mo»na równie» wyrazi¢ przez zadanie minimalizacji normy nukle-
arnej: minX ||X||∗, p.o. AX = Y oraz X ≥ 0, gdzie ||X||∗ =

∑J
j=1 σi(X)

jest norm¡ nuklearn¡, a σi(X) jest i-t¡ warto±ci¡ osobliw¡ macierzy X.
Norma nuklearna jest szczególnie u»yteczna w poszukiwaniu rzadkich fakto-
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rów o minimalnym rz¦dzie. Obecnie zagadnienia zwi¡zane z minimalizacj¡
normy nuklearnej s¡ intensywnie badane. Pojawiªy si¦ te» pierwsze algo-
rytmy dla NMF, które bazuj¡ na takim podej±ciu [263, 460, 464].

• Podej±cie algorytmiczne: Zagadnienie wyboru algorytmu numerycznego za-
równo dla standardowego modelu NMF, jak i jego ró»nych wariantów i struk-
tur nadal znajduje si¦ w obszarze zainteresowa« wielu badaczy. Obszerny
przegl¡d algorytmów przedstawiono w rozdziale 4. Po±ród ostatnio zapropo-
nowanych strategii numerycznych do rozwi¡zywania zada« nieujemnej fak-
toryzacji macierzy lub tensora na szczególne wyró»nienie zasªuguj¡: itera-
cje Bregmana [212, 401], metoda naprzemiennych kierunków (ang. ADMM
� Alternating Direction Method of Multipliers) [50, 124, 285, 464], algo-
rytmy prymalno-dualne [65, 460], algorytmy gradientów proksymalnych
i proksymalno-liniowych [462, 463], a tak»e metoda podziaªu proksymalnego
(ang. proximal splitting) [412].

• Inne strategie obliczeniowe. Nieujemna faktoryzacja macierzy mo»e by¢ rów-
nie» realizowana za pomoc¡ elementarnych operacji na jej wierszach i kolum-
nach, je±li macierz ta speªnia okre±lone warunki. Kaczorek [218] zapropono-
waª prost¡ metod¦ nieujemnej faktoryzacji macierzy z cykliczn¡ struktur¡.
Do najnowszych kierunków rozwoju metod faktoryzacji macierzy (ª¡cznie
z modelem NMF) nale»y równie» zaliczy¢ strukturyzowan¡ faktoryzacj¦ ma-
cierzy, któr¡ obszernie omówiono w pracy [9]. W takich metodach faktory-
zacji zakªada si¦, »e estymowane faktory maj¡ specy�czn¡ struktur¦.

• Modele dekompozycji tensorów. Ostatnie lata rozwoju omawianych zagad-
nie« zaowocowaªy równie» wieloma nowymi modelami dekompozycji tenso-
rów, zwªaszcza strukturalnymi lub blokowymi. S¡ to modele, takie jak BTD
(ang. Block Term Decomposition), KPD (ang. Kronecker Product Decompo-

sition) oraz strukturalne modele CPD [353, 355, 411]. Modele te stosowane
s¡ w ekstrakcji cech multiliniowych oraz strukturalnych wzorców z tensorów
wielomodalnych.

• Model NMF �on-line�. Jest to taka wersja modelu NMF, która zakªada aktu-
alizacj¦ wektorów bazowych na podstawie obserwacji zbieranych sekwencyj-
nie i cz¦sto przetwarzanych w czasie rzeczywistym. W rezultacie zªo»ono±¢
obliczeniowa takiego podej±cia zmniejsza si¦ z O(IJT ) do O(IJ), gdy sto-
suje si¦ algorytmy multiplikatywne. Taki model jest równie» intensywnie
rozwijany, zwªaszcza w kontek±cie zastosowa« do analizy dªugich nagra«
akustycznych [51, 262, 528].
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• Hybrydowy model NMF. Ka»da z metod ekstrakcji cech lub redukcji wy-
miarowo±ci modelu ma specy�czn¡ charakterystyk¦ i ograniczenia. Aby roz-
szerzy¢ zakres mo»liwo±ci danej metody, mo»liwe jest ª¡czenie dwóch lub
wi¦cej metod w taki sposób, aby powstaªa hybryda ª¡czyªa zalety metod
skªadowych. Przykªadem takiego podej±cia mo»e by¢ narz¦dzie do klasy-
�kacji nadzorowanej, ª¡cz¡ce NMF z klasy�katorem SVM [99, 531] (rozdz.
3.2.4) lub algorytm GNMF [47, 49], który zintegrowano z mapami Laplace'a.
W metodach tych uzyskuje si¦ zwi¦kszon¡ dokªadno±¢ klasy�kacji i odpor-
no±¢ na zaburzenia modelu. Istniej¡ równie» metody hybrydowe, które np.
pozwalaj¡ znacz¡co zredukowa¢ koszt obliczeniowy przy niezmienionej lub
nawet lepszej jako±ci estymacji faktorów. Do metod takich nale»y zaliczy¢
metod¦ lraNMF [525], która ª¡czy NMF z LRA (ang. Low-Rank Approxi-

mation). Metoda ta skªada si¦ z dwóch zasadniczych kroków; w pierwszym
nast¦puje silna redukcja wymiarowo±ci modelu otrzymywana metod¡ LRA,
a nast¦pnie nieujemne faktory uzyskiwane s¡ metod¡ NMF. Takie podej±cie
nie tylko zwi¦ksza efektywno±¢ obliczeniow¡, ale tak»e znacz¡co poprawia
odporno±¢ metody hybrydowej na zaburzenia szumowe. Do innych przy-
kªadowych metod hybrydowych nale»y zaliczy¢: PLSI-NMF [111], a tak»e
wspomniany model HMM-NMF [312, 313, 315, 323, 325, 337].

• Skalowalne modele faktoryzacji. Skalowalno±¢ systemu informatycznego to
jego zdolno±¢ do przetwarzania bardzo du»ych danych w rozs¡dnym czasie.
W takim kontek±cie nale»y rozumie¢ skalowalny model NMF. Obecnie me-
tody faktoryzacji macierzy lub tensorów coraz cz¦±ciej stosowane s¡ do prze-
twarzania lub analizy bardzo du»ych zbiorów danych, wynikaj¡cych z du»ej
skali problemów. S¡ to macierze lub tensory o liczbie niezerowych elemen-
tów, cz¦sto przekraczaj¡cej 1012. Do przetwarzania tak ogromnych danych,
nie tylko istotne s¡ zasoby sprz¦towe i wªa±ciwo±ci numeryczne algorytmu
obliczeniowego, ale tak»e sposób jego implementacji w danym ±rodowisku
obliczeniowym. Skalowalno±¢ algorytmu wynika wi¦c z jego zdolno±ci do im-
plementowania go w ró»nych architekturach komputerowych, zwªaszcza re-
alizuj¡cych obliczenia równolegªe lub rozproszone. Zrównoleglanie procesów
obliczeniowych w celu wspóªbie»nego przetwarzania danych na maszynach
wielordzeniowych jest ju» powszechnie stosowane w rozwi¡zywaniu zada«
nieujemnej faktoryzacji macierzy lub tensorów. Efektywna implementacja
algorytmów obliczeniowych w ±rodowisku oblicze« równolegªych nie jest
jednak zadaniem ªatwym. Nale»y uwzgl¦dnia¢ nie tylko charakterystyk¦ za-
da« obliczeniowych, ale te» struktur¦ przetwarzanych danych, np. rozkªad
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elementów niezerowych. Obecnie istniej¡ ró»norakie implementacje algoryt-
mów NMF [114, 219, 452] oraz metod dekompozycji tensorów [349, 352]
w ±rodowiskach oblicze« równolegªych. Porównanie efektywno±ci oblicze«
równolegªych, implementowanych w standardach MPI i CUDA dla modelu
NMF pokazano w pracy [301].

Skalowalno±¢ algorytmów NMF mo»e by¢ równie» realizowana przez
obliczenia rozproszone, wykonywane na wielu i cz¦sto geogra�cznie roz-
proszonych klastrach. Przykªadowo, takie podej±cie oparte na platformie
MapReduce pokazano w pracach [144, 284]. Platforma ta zostaªa równie»
wykorzystana w tzw. CloudNMF [276], czyli metodzie NMF realizowanej
w chmurze obliczeniowej. Jest to bardzo efektywne narz¦dzie do rozwi¡-
zywania bardzo du»ych zada« nieujemnej faktoryzacji macierzy, poniewa»
�ci¦»ar� oblicze« przeniesiony jest na serwery o du»ej mocy obliczeniowej
i du»ych zasobach pami¦ci, a u»ytkownicy maj¡ dost¦p do udost¦pnianych
usªug przez terminale klienckie. Ponadto jest to narz¦dzie bardzo elastyczne
dla u»ytkowników, ze wzgl¦du na implementacje typu Open Source.
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Nonnegative Matrix

and Tensor Factorization:

Applications to Classi�cation

and Signal Processing

Nonnegative Matrix Factorization (NMF) and Nonnegative Tensor Factori-
zation (NTF) are key tools for feature extraction and dimensionality reduc-
tion of nonnegative data. They have already found numerous applications in
multi-discipline research areas, including arti�cial intelligence, pattern recognition
and signal processing.

The book is a habilitation monograph that re�ects a wide scope of original
author achievements. The topic covers various aspects of NMF/NTF. The �rst
chapter is more tutorial than the others. It introduces to the basic NMF and
NTF models, explains the concept of alternating optimization, and discusses the
selected methods for estimating a number of latent components. Chapter 2 pro-
vides an overview of objective functions, their relationships and motivation in
the context of statistical inference. Chapter 3 presents a geometrical approach
to NMF. It analyzes the problem of non-uniqueness in NMF geometrically, and
shows possibilities of using a priori knowledge. Chapter 4 is concerned with va-
rious issues of the numerical algorithms used for updating nonnegative factors. It
introduces several methods for initialization and termination of factor estimating
processes. Then it gives a comprehensive description of the selected constrained
optimization algorithms, such as the multiplicative, projected gradient descent,
interior-point, active-set, and quasi-Newton ones. The chapter concludes with an
empirical analysis of numerical properties of the discussed algorithms. Chapter
5 focuses on the advanced models and complex structures that are addressed
for speci�c applications or the data with special structures. Chapter 6 covers
a background material on multi-way array decompositions, in particular conside-
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ring the models with nonnegativity constraints. Chapter 7 is application-oriented.
We demonstrate the usefulness of the discussed methods only in three selected
and very important areas of applications, including signal processing, partitional
clustering and supervised classi�cation. Finally, Chapter 8 contains concluding
remarks, followed by a brief discussion on recent trends in development of the
considered research areas.
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