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1. Wstêp

Przedmiotem badañ w naukach psychologicznych s¹ zdarzenia lub bodŸ-
ce powoduj¹ce stres. Czynniki wywo³uj¹ce stres nazywane s¹ stresorami,
nale¿¹ do nich m.in. trudnoœci lub zmiany w ¿yciu spo³ecznym, zawodo-
wym oraz rodzinnym. Ze wzglêdu na to, ¿e ka¿dy inaczej reaguje na okreœ-
lone bodŸce, niezbêdne jest ustalenie wzglêdnej si³y oddzia³ywania stre-
suj¹cych wydarzeñ na badane osoby. W ustalaniu tej si³y nale¿y uwzglêd-
niæ indywidualne ró¿nice poszczególnych osób w sposobie postrzegania
stresowych sytuacji oraz zachowywania siê w razie ich wyst¹pienia. Zró¿-
nicowane reakcje wynikaj¹ m.in. z odmiennych cech charakteru, ró¿nego
wychowania, wykszta³cenia, posiadanych doœwiadczeñ. Czynniki, które
u jednych osób wywo³uj¹ stres, zdenerwowanie, niezadowolenie, dla dru-
gich nie bêd¹ mia³y ¿adnego znaczenia. S¹ osoby, które bardzo emocjo-
nalnie reaguj¹ na ró¿nego rodzaju niepowodzenia, niesprawiedliwoœæ, z³o
spo³eczne. Ale s¹ te¿ tacy, których trudno jest zdenerwowaæ, wyprowa-
dziæ z równowagi.

Cechy psychologiczne, zarówno emocjonalne, jak i racjonalne, nie s¹
bezpoœrednio obserwowalne, dlatego ich pomiar jest trudny. Cechy nieob-
serwowalne, inaczej nazywane cechami latentnymi, mog¹ byæ mierzone
jedynie za pomoc¹ pewnych bezpoœrednio obserwowalnych wskaŸników.
Do najczêœciej wykorzystywanych zalicza siê wskaŸniki behawioralne
(tzn. habituacjê, preferencje wzrokowe), wykonaniowe (czyli np. czas re-
akcji na okreœlony bodziec, liczba poprawnych odpowiedzi, liczba odpo-
wiedzi zgodna z wyró¿nion¹ kategori¹), psychofizyczne (np. reakcjê na
okreœlone w³aœciwoœci fizyczne bodŸca), fizjologiczne (np. pomiar EKG)
itd. (por. np. [Konarski 2004; Ostasiewicz 2007]).

Do badania postaw wobec sytuacji stresowych najczêœciej wykorzy-
stuje siê badania ankietowe, w których wskaŸnikiem jest liczba odpowie-
dzi zgodna z wyró¿nion¹ kategori¹. Dogodnym narzêdziem wykorzysty-
wanym do pomiaru cech latentnych za pomoc¹ wymienionego wskaŸnika



jest model wyniku zadania testowego, zwany w skrócie modelem IRT (od
skrótu angielskiej nazwy Item Response Theory). W modelu IRT przyj-
muje siê, ¿e prawdopodobieñstwo uzyskania okreœlonej kategorii odpo-
wiedzi na postawione w ankiecie pytanie zale¿y od cechy psychologicznej
zwi¹zanej z respondentem oraz od cechy zwi¹zanej z pytaniem ankieto-
wym. Najistotniejsze za³o¿enie wyró¿niaj¹ce model IRT z ca³ej klasy mo-
deli analizy cech latentnych dotyczy postaci cech. Przyjmuje siê, ¿e cechy
bezpoœrednio obserwowalne, czyli wskaŸniki, s¹ typu dyskretnego, nato-
miast cechy latentne s¹ typu ci¹g³ego. Rozró¿nia siê kilka typów modeli
IRT w zale¿noœci od przyjêtej funkcji matematycznej, która wyjaœnia
prawdopodobieñstwo uzyskania szczególnej kategorii odpowiedzi na za-
dane pytanie (por. np. [De Boeck, Wilson 2004; Van der Linden 2005]).

Celem artyku³u bêdzie przedstawienie zastosowania modelu Rascha
do okreœlania wzglêdnej si³y stresuj¹cych czynników oddzia³uj¹cej na po-
szczególne osoby. Parametry modelu szacowane bêd¹ klasyczn¹ metod¹
najwiêkszej wiarogodnoœci oraz metod¹ bayesowsk¹. Szczegó³owo bê-
dzie tu rozpatrywana cecha dotycz¹ca niezadowolenia studentów z funk-
cjonowania uczelni, na której studiuj¹.

2. Badanie stopnia niezadowolenia studentów
z funkcjonowania uczelni

Celem badania jest okreœlenie, jakie aspekty funkcjonowania uczelni nie
odpowiadaj¹ studentom, czyli z czego studenci s¹ najbardziej niezadowo-
leni oraz jaki jest stopieñ tego niezadowolenia. W tym celu przeprowa-
dzono ankietê, w której wziê³o udzia³ 110 studentów Uniwersytetu Eko-
nomicznego we Wroc³awiu. Studenci odpowiadali na cztery nastêpuj¹ce
pytania:

1. Czy uwa¿asz, ¿e po zakoñczeniu studiów bêdziesz mia³ trudnoœci
ze znalezieniem dobrej pracy?

2. Czy uwa¿asz, ¿e uczelnia w zbyt ma³ym stopniu pomaga w znale-
zieniu praktyki?

3. Czy wœród przedmiotów w Twoim programie studiów jest wiele
przedmiotów niepotrzebnych?

4. Czy wœród przedmiotów programu studiów jest zbyt ma³a liczba
zajêæ praktycznych?

Istnia³y jedynie dwa warianty odpowiedzi na postawione pytania:
„tak” lub „nie”.
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W dalszych rozwa¿aniach przyjmuje siê, ¿e odpowiedŸ i-tego respon-
denta na j-te pytanie ankietowe jest realizacj¹ zmiennej losowej X

ij
.

Zmienna X
ij

mo¿e przyjmowaæ wartoœæ 1, je¿eli respondent odpowie
„tak”, lub 0, gdy respondent udzieli odpowiedzi „nie”. Zak³ada siê, ¿e
udzielenie przez respondenta odpowiedzi twierdz¹cej b¹dŸ negatywnej
zale¿y od indywidualnych psychologicznych cech respondenta (wra¿li-
woœci, sk³onnoœci do okreœlonych zachowañ) oraz od ³adunku emocjonal-
nego lub intencjonalnego sformu³owania u¿ytego w ankiecie. Na
przyk³ad stopieñ szczegó³owoœci lub wyrazistoœæ sformu³owania mo¿e
mieæ wp³yw na to, czy respondent udzieli twierdz¹cej odpowiedzi. Cechê
psychologiczn¹ okreœlaj¹c¹ indywidualn¹ wra¿liwoœæ respondenta ozna-
cza siê symbolem q, natomiast ³adunek stwierdzenia – jako a. Prawdopo-
dobieñstwo, ¿e respondent udzieli twierdz¹cej odpowiedzi wyra¿a siê w
nastêpuj¹cy sposób ([Andersen 1980; Fischer, Molenaar 1994]).

p P X
j i ij i j
( ) ( | , )q q a= =1 dla i n j k= =1 2 1 2, , ... , , , , ... , , (1)

gdzie n oznacza liczebnoœæ próby, a k jest liczb¹ pytañ w ankiecie.
Prawdopodobieñstwo (1) jest pewn¹ funkcj¹ cech latentnych. W mode-

lu Rascha do wyra¿enia prawdopodobieñstwa (1) wykorzystuje siê prze-
kszta³cenie logitowe. Iloraz prawdopodobieñstw p p

j i j i
( ) / ( ( ))q q1- jest

okreœlany jako szansa udzielenia przez i-tego respondenta pozytywnej od-
powiedzi na j-te pytanie. Logarytm tego ilorazu jest oznaczany symbolem
h

ij
.Logarytm ilorazu szans wyra¿a siê za pomoc¹ modelu logitowego ([De

Boeck, Wilson 2004; Fischer, Molenaar 1994]).
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Przekszta³caj¹c wyra¿enie (2), otrzymuje siê wzór na prawdopodobieñ-
stwo sukcesu
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j i ij i j

i j
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= = =

-
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rozk³adu prawdopodobieñstwa zmiennej losowej X
ij
.

W dalszych rozwa¿aniach przyjêto piêæ za³o¿eñ. Po pierwsze, ¿e ró¿-
ne aspekty ¿ycia spo³ecznego, z których respondenci nie s¹ zadowoleni,
mo¿na przedstawiæ w postaci pytañ, które odzwierciedlaj¹ czynniki
wywo³uj¹ce stres. Czynniki te nazywane s¹ stresorami. Po drugie, ka¿dy
stresor mo¿e byæ scharakteryzowany za pomoc¹ parametru a

j
,który mo¿-

na interpretowaæ jako si³ê wp³ywu tego stresora na respondentów. Po trze-
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cie, reakcja ludzi na ró¿ne przejawy z³a spo³ecznego zale¿y od ich indywi-
dualnej cechy psychologicznej. Z ka¿dym respondentem jest zatem
zwi¹zany parametr q

i
charakteryzuj¹cy jego stopieñ niezadowolenia z ist-

niej¹cej sytuacji. Po czwarte, przyjmuje siê za³o¿enie o niezale¿noœci od-
powiedzi respondenta (odpowiedŸ na jedno pytanie nie ma wp³ywu na od-
powiedŸ na inne pytanie). Ostatnie za³o¿enie dotyczy monotonicznoœci
funkcji opisuj¹cej prawdopodobieñstwo udzielenia pozytywnej odpowie-
dzi przez respondenta. Zak³ada siê, ¿e jest to funkcja rosn¹ca zale¿na od
parametru q. Respondenci o wiêkszym stopniu niezadowolenia s¹ bar-
dziej sk³onni do udzielenia odpowiedzi „tak” ni¿ respondenci o mniej-
szym nasileniu tej cechy [Ostasiewicz 2007].

Na rysunku 1 przedstawione s¹ przyk³adowe wykresy funkcji charak-
terystycznych trzech pytañ o ró¿nych wartoœciach parametru a.

Z za³o¿enia monotonicznoœci wynika, ¿e funkcja opisuj¹ca prawdo-
podobieñstwo udzielenia pozytywnej odpowiedzi p

j
( )q jest funkcj¹

rosn¹c¹ parametru q,co oznacza, ¿e im wiêkszy jest stopieñ niezadowole-
nia z funkcjonowania uczelni (im wiêksza wartoœæ parametru q), tym wiê-
ksze jest prawdopodobieñstwo udzielenia odpowiedzi twierdz¹cej na za-
dawane pytania (por. np. [Agrestii 1990; Andersen 1980]).
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Rys. 1. Krzywa charakterystyczna pytania

�ród³o: opracowanie w³asne.



Jak ju¿ wspomniano, parametr a
j

jest to parametr opisuj¹cy si³ê
wp³ywu j-tego stresora na respondentów. Parametr a

j
mo¿e byæ nazywa-

ny „punktem obojêtnoœci” respondenta, gdy¿ udzielenie pozytywnej oraz
negatywnej odpowiedzi z takim samym prawdopodobieñstwem równym
0,5 oznacza, ¿e postawa respondenta wobec badanego problemu jest obo-
jêtna (por. np. [De Boeck, Wilson 2004]).

W artykule model Rascha zastosowano do analizy poziomu niezado-
wolenia studentów. Interpretacja zwi¹zana z parametrem a jest nastê-
puj¹ca. Je¿eli pytanie j w wiêkszym stopniu denerwuje respondentów ni¿
pytanie k, czyli a a

j k
> , to prawdopodobieñstwo udzielenia pozytywnej

odpowiedzi na j-te pytanie jest wiêksze ni¿ na k-te pytanie, czyli
p p

j k
( ( )q)> q dla wszystkich wartoœci parametru q.

3. Estymacja metod¹ najwiêkszej wiarogodnoœci (NW)
parametrów modelu Rascha

Estymacja metod¹ najwiêkszej wiarogodnoœci bazuje na statystyce dosta-
tecznej T dla parametru q, która jest liczb¹ pozytywnych odpowiedzi na

j-te pytanie, czyli T x
ij

j

k

=
=

å
1

[De Boeck, Wilson 2004]. Oznacza to, ¿e es-

tymatory parametrów q wyznaczane s¹ wspólnie dla wszystkich osób,
które odpowiedzia³y pozytywnie na zero pytañ, jedno pytanie, dwa, trzy
oraz cztery pytania, a nie indywidualnie dla poszczególnych responden-
tów. Celem analizy bêdzie oszacowanie poziomu niezadowolenia respon-
dentów oraz znalezienie stresora o najwiêkszej sile.

Nale¿y zaznaczyæ w tym momencie, i¿ metoda NW jest oparta na
za³o¿eniu, ¿e próba bêd¹ca Ÿród³em informacji o populacji jest prób¹ lo-
sow¹. Je¿eli dane pochodz¹ z próby losowej, to odpowiedzi i-tego respon-
denta na k pytañ s¹ traktowane jako realizacje zmiennych losowych. W ana-
lizowanym przypadku X X

i ik1 , ,K s¹ to zmienne losowe o rozk³adzie
zero-jedynkowym. Prawdopodobieñstwo udzielenia pozytywnej odpowie-
dzi wyra¿a siê za pomoc¹ funkcji logistycznej [De Boeck, Wilson 2004]
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exp( )

exp( )
.q
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q a
=

-

+ -1

Odpowiedzi na pytania dla i-tego respondenta mo¿na przedstawiæ za
pomoc¹ wektora ( )X

i i ik
X X= 1 , , ,K którego sk³adowe s¹ niezale¿nymi
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zmiennymi losowymi (wynika to z czwartego za³o¿enia przyjêtego w mo-
delu).

Funkcja wiarogodnoœci (zale¿na od dwóch rodzajów parametrów)
jest postaci [Andersen 1980]:

( ) { }L p pn k j i

x

j i
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Estymatory najwiêkszej wiarogodnoœci otrzymuje siê przez roz-
wi¹zanie nastêpuj¹cego uk³adu równañ:
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dla i n j k= =1 2 1 2, , , ; , , , .K K (5)

Estymatory uzyskane przez rozwi¹zanie uk³adu równañ (5) s¹

obci¹¿one. Obci¹¿enie estymatorów wynosi
a

j

k
. Jest ono nieistotne w

przypadku du¿ych wartoœci k, czyli dla du¿ej liczby pytañ. Jednak w przy-
padku mniejszej liczby pytañ, aby wyeliminowaæ obci¹¿enie, nale¿y wy-
znaczyæ estymatory parametrów a

j
, bazuj¹c na warunkowej funkcji wia-

rogodnoœci [Andersen 1980]. Wyznaczaj¹c warunkow¹ funkcjê
wiarogodnoœci, wykorzystuje siê to, ¿e liczba pytañ, na które i-ty respon-
dent odpowiedzia³ twierdz¹co ( )t x x x

i i i ik
= + + +1 2 K , jest statystyk¹

dostateczn¹ dla parametru q
i
, co implikuje, ¿e rozk³ad warunkowy odpo-

wiedzi i-tego respondenta f x x x t
i i ik i

( , , , | )1 2 K jest niezale¿ny od para-
metru q

i
. Warunkow¹ funkcjê wiarogodnoœci wyra¿a siê nastêpuj¹cym

wzorem (por. np. [Andersen 2004])
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gdzie: r – liczba pytañ, na które respondent mo¿e odpowie-
dzieæ pozytywnie,
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x
ij

– odpowiedŸ udzielona przez i-tego respondenta na
j-te pytanie,

t x r
i ij

j

= =å – liczba pozytywnych odpowiedzi udzielonych
przez i-tego respondenta,

x
j· – liczba studentów, którzy odpowiedzieli pozytyw-

nie na j-te pytanie,
nr – liczba osób, które odpowiedzia³y pozytywnie na

r pytañ.

Estymatory parametrów a
j

wyznaczane s¹ przy za³o¿eniu, ¿e a
j

j

å =0.

Za³o¿enie to gwarantuje jednoznacznoœæ uzyskanych rozwi¹zañ.
W próbie losowej 110 studentów na pierwsze pytanie pozytywnie od-

powiedzia³o 76 studentów, na drugie – 21 studentów, na trzecie – 97 stu-
dentów, a na pytanie czwarte – 28 studentów. Bazuj¹c na warunkowej
funkcji wiarogodnoœci (6), wyznaczono oceny estymatorów parametrów
a a1 4, , .K Wartoœci estymatorów wynosz¹ odpowiednio: a1 0 85= , ,
a2 16=- , , a3 196= , oraz a4 121=- , .

Kolejnym krokiem, po wyznaczeniu estymatorów parametrów a
j
,

jest oszacowanie stopnia niezadowolenia respondentów z funkcjonowa-
nia uczelni, na której studiuj¹. Estymatory parametrów q q1 , ,K n wyzna-
czane s¹ na bazie nastêpuj¹cej funkcji wiarogodnoœci [Andersen 1980]:
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gdzie q
j

oznacza liczbê osób, które pozytywnie odpowiedzia³y na j-te py-
tanie, t

i
zaœ oznacza liczbê pytañ, na które i-ty respondent odpowiedzia³

pozytywnie. Funkcja (7) jest funkcj¹ zale¿n¹ tylko od parametrów q. Esty-
matory otrzymywane s¹ przez rozwi¹zanie nastêpuj¹cego uk³adu równañ:
¶
¶q
ln L

i

=0 i=1 110, ... , .

Otrzymano sto dziesiêæ wartoœci parametrów q, jednak wartoœci te
by³y wspólne dla osób, które nie zgodzi³y siê z ¿adnym stwierdzeniem,
oraz dla tych, które odpowiedzia³y pozytywnie na jedno pytanie, dwa, trzy
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oraz cztery pytania. Zatem ostatecznie otrzymano piêæ ró¿nych wartoœci
parametru q:
– dla osób, które nie odpowiedzia³y pozytywnie na ¿adne pytanie:

q=-39 59, ,
– dla osób, które na jedno pytanie odpowiedzia³y „tak”: q=-162, ,
– dla osób, które na dwa pytania odpowiedzia³y „tak”: q=-0 04, ,
– dla osób, które na trzy pytania odpowiedzia³y „tak”: q=161, ,
– dla osób, które na wszystkie pytania odpowiedzia³y „tak”: q=38 71, .

Jest to wynikiem wspomnianego ju¿ wczeœniej faktu, i¿ statystyk¹ do-

stateczn¹ parametru q jest x
ij

j

k

=

å
1

(liczba pytañ , na które student odpowie-

dzia³ pozytywnie).
Na bazie wartoœci estymatorów parametrów q i oraz a

j
szacuje siê

prawdopodobieñstwa udzielenia pozytywnej odpowiedzi na poszczegól-
ne pytania przez grupy osób o ró¿nych poziomach niezadowolenia zgod-
nie ze wzorem:

$ ( )
exp( $ $ )

exp( $ $ )
.p

j

j

j

q
q a

q a
=

-

+ -1
(8)

Oszacowane wartoœci tych prawdopodobieñstw umieszczone s¹ w tab. 1.
Analizuj¹c wartoœci prawdopodobieñstw udzielania pozytywnej od-

powiedzi przedstawione w tab. 1, mo¿na zauwa¿yæ, ¿e im wiêkszy jest po-
ziom niezadowolenia respondenta,
tym wiêksze prawdopodobieñstwa
udzielenia pozytywnej odpowiedzi
na poszczególne pytania. Dodatko-
wo prawdopodobieñstwa te s¹ tym
wiêksze, im wiêkszy jest parametr a
zwi¹zany z danym pytaniem. Naj-
wiêksz¹ wartoœci¹ parametru a cha-
rakteryzowa³o siê pytanie 3, dlatego
w tym przypadku prawdopodobieñ-
stwa udzielenia pozytywnej odpo-
wiedzi s¹ najwiêksze.
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Tabela 1. Prawdopodobieñstwa udzielenia pozytywnej
odpowiedzi

q =-1 62, q =-0 04, q = 1 61, q = 38 71,

p1( )q 0,32 0,69 0,92 1

p2 ( )q 0,04 0,16 0,50 1

p3 ( )q 0,58 0,87 0,97 1

p4 ( )q 0,06 0,22 0,60 1

�ród³o: opracowanie w³asne.



4. Estymacja metod¹ bayesowsk¹ parametrów modelu Rascha

W bayesowskim podejœciu cechy ukryte okreœlaj¹ce cechê psycholo-
giczn¹ respondenta oraz cechê zwi¹zan¹ z danym pytaniem traktuje siê
jak zmienne losowe o okreœlonym rozk³adzie prawdopodobieñstwa. Dla
tych zmiennych przyjmuje siê pewne rozk³ady a priori p

i
( )q oraz p

j
( )a

zale¿ne odpowiednio od wektorów parametrów l oraz k.
Bayesowskie wnioskowanie bazuje na brzegowym rozk³adzie praw-

dopodobieñstwa wektorów odpowiedzi i-tego respondenta na cztery pyta-
nia, które oznacza siê przez X

i i i i i
X X X X= ( , , , )1 2 3 4 (dla i n=1 2, , , ).K

Brzegowy rozk³ad prawdopodobieñstwa wektora X wyra¿a siê w nastê-
puj¹cy sposób [De Boeck, Wilson 2004]:

P p p p d
i i i i i i i

( ) ( ) ( | ) ( | .X x x x= º =
-¥

+¥

ò q q ql) (9)

Do wyznaczania estymatorów parametrów zwi¹zanych z cech¹ psy-
chologiczn¹ poszczególnych respondentów wykorzystuje siê bayesow-
skie modele hierarchiczne. £¹czny rozk³ad a posteriori wszystkich nieob-
serwowanych wielkoœci jest proporcjonalny do brzegowych rozk³adów
wektorów odpowiedzi oraz rozk³adów a priori parametrów, co mo¿na
symbolicznie zapisaæ w nastêpuj¹cy sposób (por. np. [Congdon 2003; De
Boeck, Wilson 2004]):

p

p x
ij i

( , , , , , , , , | , , , )

( |

q q q a a a

q

1 2 110 1 2 4 1 2 110K K Kl x x x

µ , , ) ( | ) ( ) ( ) .a q
j

ji

i

i

n

p p pl l l a

== =

ÕÕ Õ
1

4

1

110

1

(10)

W ogólnym przypadku nie jest mo¿liwe wyznaczenie analitycznie
rozk³adu a posteriori (10), stosuje siê zatem pewne metody numeryczne,
np. metody Monte Carlo bazuj¹ce na ³añcuchach Markowa (MCMC).
W omawianym przypadku charakterystyki rozk³adów a posteriori wyzna-
czane s¹ za pomoc¹ algorytmu Gibssa. Na podstawie wartoœci estymato-
rów respondenci dzieleni s¹ na grupy osób o podobnej sk³onnoœci do od-
powiedzi, czyli odpowiadaj¹cych zgodnie z tym samym wzorcem
odpowiedzi.

Dla ka¿dego wzorca odpowiedzi szacuje siê prawdopodobieñstwo
udzielenia pozytywnej odpowiedzi na j-te pytanie przez i-tego responden-
ta za pomoc¹ modelu regresji logistycznej. Model jest wyra¿ony nastê-
puj¹cym wzorem:

h bq a
ij i j

= - . (11)
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W modelu oprócz parametru okreœlaj¹cego cechê psychologiczn¹ re-
spondenta q

i
oraz parametru zwi¹zanego z danym pytaniem a

j
uwzglêd-

nia siê dodatkowo parametr b. Wartoœæ tego parametru wp³ywa na kszta³t
krzywej opisuj¹cej sk³onnoœæ do uzyskania odpowiedzi. Parametr b mo¿e
byæ interpretowany jako parametr skali rozk³adu zmiennej q i .

W tabeli 2 przedstawiono liczebnoœci respondentów odpowia-
daj¹cych zgodnie z okreœlonym wzorcem odpowiedzi.

Tabela 2. Liczebnoœci respondentów odpowiadaj¹cych zgodnie z okreœlonym wzorcem

Wzorzec
odpowiedzi

Liczba
respondentów

Wzorzec
odpowiedzi

Liczba
respondentów

(0,0,0,0) 5 (0,1,1,0) 2

(0,0,0,1) 9 (1,0,1,0) 1

(0,0,1,0) 2 (1,1,0,0) 3

(0,1,0,0) 11 (0,1,1,1) 6

(1,0,0,0) 3 (1,1,0,1) 24

(0,0,1,1) 1 (1,1,1,0) 1

(0,1,0,1) 40 (1,1,1,1) 1

(1,0,0,1) 1

�ród³o: opracowanie w³asne.

Ze wzglêdu na brak jakiejkolwiek informacji o sk³onnoœciach do nie-
zadowolenia studentów przyjmuje siê nieinformacyjne rozk³ady a priori

(por. np. [Congdon 2003; De Boeck, Wilson 2004]). Dla parametrów q
i

przyjmuje siê standaryzowany rozk³ad normalny ( ~ ( , )q
i

N 0 1 dla
i=1 2 110, , , )K . Zak³ada siê, ¿e parametry a a a1 2 4, , ,K , charaktery-
zuj¹ce pytania maj¹ taki sam rozk³ad, co oznacza, ¿e te pytania zawieraj¹
podobny ³adunek intencjonalny. Dla tych parametrów zak³ada siê równie¿
rozk³ad normalny z zerow¹ wartoœci¹ oczekiwan¹ oraz wariancj¹ 0,1
( ~ ( ; , )a

j
N 0 01 dla j=1 4, , ).K Istnieje mo¿liwoœæ zró¿nicowania ³adunku

emocjonalnego i intencjonalnego poszczególnych pytañ przez przyjêcie
ró¿nych rozk³adów a priori. Parametr b jest interpretowany jako parametr
skali zmiennej q

i
. Interpretacja ta ogranicza noœnik funkcji gêstoœci

rozk³adu a priori tylko do dodatnich wartoœci. W analizowanym przypad-
ku przyjmuje siê dla parametru b rozk³ad seminormalny z bardzo ma³¹
wariancj¹ równ¹ 0,0001.
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£¹czny rozk³ad a posteriori parametrów jest proporcjonalny do ilo-
czynów rozk³adów a priori oraz funkcji wiarygodnoœci, co mo¿na zapisaæ
w nastêpuj¹cy sposób (por. np. [De Boeck, Wilson 2004]):

p

p p p

n

i j

( , , , , , | , , , )

( ) ( ) ( )

q q q a a

b b d

1 2 1 2 1 2 110K K Kx x x µ

µ ´
ji

ij i j

x

ij i j
P X P Xij

==

-

ÕÕ

´ = =

1

4

1

110

11 0( | , , ) ( | , , )q a b q a b x

ji

ij .
==

ÕÕ
1

4

1

110

(12)

Rozk³ady a posteriori s¹ wyznaczane metodami numerycznymi na
bazie 10 000-elementowych próbek pseudolosowych generowanych z
wykorzystaniem algorytmu Gibbsa za pomoc¹ programu WINBUGS. Na
pocz¹tku przeprowadza siê 10 000 iteracji wstêpnych, po których przyj-
muje siê, ¿e zosta³a osi¹gniêta zbie¿noœæ do brzegowych rozk³adów para-
metrów (por. np. [Congdon 2003]).

Na rysunkach od 2 do 6 przedstawiono funkcje gêstoœci rozk³adów
a posteriori parametrów a a1 4, ,K oraz b wyznaczone na bazie pseudolo-
sowych próbek za pomoc¹ algorytmu Gibbsa.
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W tabeli 3 przedstawiono
charakterystyki rozk³adów a po-

steriori parametrów a a1 4, ,K ,
oraz b. Za wartoœci estymatorów
bayesowskich przyjmuje siê
oszacowane wartoœci oczekiwa-
ne rozk³adów a posteriori, przed-
stawione w drugiej kolumnie
tab. 3.

Tabela 3. Charakterystyki rozk³adów a posteriori

Parametr
Wartoœæ

oczekiwana
Odchylenie
standardowe

Mediana
Kwantyl

rzêdu 0,025
Kwantyl

rzêdu 0,975

a1 0,8556 0,2218 0,8509 0,4264 1,3030

a2 –1,4740 0,2568 –1,4650 –2,0010 –0,9922

a3 2,0410 0,3111 2,026 1,4710 2,6820

a4 –1,144 0,2350 –1,1400 –1,6210 –0,7003

b 0,4285 0,2569 0,4177 0,0210 0,9588

�ród³o: opracowanie w³asne.

Tabela 4. Zakres wartoœci estymatorów bayesowskich stopnia niezadowolenia
z funkcjonowania uczelni dla poszczególnych wzorców odpowiedzi

Wzorzec
odpowiedzi

Zakres wartoœci
estymatorów bayesowskich

Wzorzec
odpowiedzi

Zakres wartoœci
estymatorów bayesowskich

(0,0,0,0) [–0,6981; –0,6836] (0,1,1,0) 0,0023; 0,0053

(0,0,0,1) [–0,3715; –0,3264] (1,0,1,0) 0,0104

(0,0,1,0) –0,3498; –0,3311 (1,1,0,0) [0,0030; 0,0203]

(0,1,0,0) [–0,3559; –0,3280] (0,1,1,1) [0,3441; 0,3673]

(1,0,0,0) [–0,3316; –0,3443] (1,1,0,1) [0,3350; 0,3677]

(0,0,1,1) 0,0083 (1,1,1,0) 0,3455

(0,1,0,1) [–0,0208; 0,0233] (1,1,1,1) 0,7041

(1,0,0,1) –0,0053

�ród³o: opracowanie w³asne.
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Dla ka¿dego respondenta wyznacza siê tak¿e rozk³ad a posteriori pa-
rametru q

i
. Wartoœæ oczekiwana tego rozk³adu jest przyjmowana jako

oszacowanie stopnia niezadowolenia z funkcjonowania uczelni i-tego re-
spondenta. W tabeli 4 przedstawiono zakres wartoœci estymatorów otrzy-
manych dla próby stu dziesiêciu respondentów podzielonych zgodnie z
piêtnastoma wzorcami odpowiedzi. Je¿eli tylko jeden respondent lub
dwóch respondentów odpowiada³o zgodnie z okreœlonym wzorcem, w ta-
beli przedstawiono wartoœci estymatora bayesowskiego dla tych respon-
dentów.

Wartoœci estymatorów bayesowskich stopnia niezadowolenia zale¿¹
od liczby pytañ, na które respondent odpowiedzia³ pozytywnie. Poniewa¿
w modelu nie ró¿nicowano ³adunku emocjonalnego oraz intencjonalnego
poszczególnych pytañ, mo¿na zauwa¿yæ, ¿e wartoœci estymatorów s¹
zbli¿one dla wzorców, w których na jedno pytanie respondent odpowie-
dzia³ pozytywnie (jest to wartoœæ ok. –0,35), podobnie na dwa pytania
(jest to wartoœæ zbli¿ona do zera) oraz na trzy (wartoœæ ok. 0,35). Zró¿ni-
cowanie wartoœci estymatorów stopnia niezadowolenia z funkcjonowania
uczelni w obrêbie wzorców z tak¹ sam¹ liczb¹ pozytywnych odpowiedzi
by³aby mo¿liwa jedynie przez przyjêcie pewnych informacyjnych
rozk³adów a priori dla parametrów a a1 4, , .K

Kolejnym etapem analizy jest wyznaczenie prawdopodobieñstwa
udzielenia odpowiedzi zgodnie z wzorcami podanymi w tab. 2. W podejœ-
ciu bayesowskim jest to równoznaczne z wyznaczeniem rozk³adu brzego-
wego (9). Wyznaczenie tego rozk³adu w sposób analityczny jest skompli-
kowane, dlatego oszacowuje siê go za pomoc¹ metod numerycznych. W
omawianym przypadku rozk³ad a posteriori prawdopodobieñstwa udzie-
lenia odpowiedzi zgodnie z okreœlonym wzorcem wyznacza siê jako œred-
ni¹ arytmetyczn¹ z prawdopodobieñstw warunkowych uzyskanych w m

iteracjach algorytmu Gibbsa (por. np. [Congdon 2003])

$ ( ) ( | , $ , $ ) , , , ,( ) ( )p
m

p i m
i

k

i i

k

j

k

m

x x» =
=

å1
1 2 15

1

q a b dla K =10 000, (13)

gdzie p p x kk

i i

k

j kj i

k

j

j

( ) ( ) ( )( | , $ , $ ) ( | , $ , $ ),x q a b q a b=
=

Õ
1

4

, oznacza numer ite-

racji.
Warunkowe prawdopodobieñstwa wyznaczane s¹ na bazie estymato-

rów bayesowskich parametrów $ , , $a a1 4K oraz $b. Wartoœci q
i

k( ) s¹ genero-

wane w ka¿dej iteracji ze standardowego rozk³adu normalnego.
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Œredni¹ (13) przyjmuje siê jako oszacowanie brzegowego rozk³adu
wektora X, którego rozk³ad wyznaczany jest nie dla ka¿dego respondenta
osobno, ale dla poszczególnych wzorców odpowiedzi przedstawionych w
tab. 2. Ze wzglêdu na to, ¿e studenci odpowiadali zgodnie z piêtnastoma
wzorcami odpowiedzi, wyznaczono piêtnaœcie rozk³adów (13).

W tab. 5 przedstawiono charakterystyki rozk³adów a posteriori praw-
dopodobieñstw (13) dla poszczególnych wzorców odpowiedzi. Ostatecz-
nie jako estymator prawdopodobieñstwa uzyskania odpowiedzi zgodnie z
wyró¿nionym wzorcem przyjmuje siê wartoœæ oczekiwan¹ rozk³adu (13).

Tabela 5. Charakterystyki rozk³adów a posteriori odpowiedzi zgodnie
z wzorcami odpowiedzi

Wzorzec
odpowiedzi

Wartoœæ
oczekiwana

Odchylenie
standardowe

Mediana
Kwantyl

rzêdu 0,025
Kwantyl

rzêdu 0,975

(0,0,0,0) 0,0392 0,0440 0,0283 0,0021 0,1586

(0,0,0,1) 0,0899 0,0402 0,0863 0,0198 0,1824

(0,0,1,0) 0,0039 0,0021 0,0036 0,0006 0,0090

(0,1,0,0) 0,1246 0,0548 0,1205 0,0284 0,2513

(1,0,0,0) 0,0125 0,0061 0,0119 0,0023 0,0263

(0,0,1,1) 0,0112 0,0042 0,0107 0,0043 0,0207

(0,1,0,1) 0,3534 0,0550 0,3576 0,2250 0,4458

(1,0,0,1) 0,0356 0,0106 0,0349 0,0167 0,0584

(0,1,1,0) 0,0154 0,0056 0,0148 0,0061 0,0281

(1,0,1,0) 0,0016 0,0007 0,0015 0,0005 0,0033

(1,1,0,0) 0,0491 0,0133 0,0484 0,0242 0,0771

(0,1,1,1) 0,0525 0,0256 0,0495 0,0105 0,1126

(1,1,0,1) 0,1679 0,0747 0,1597 0,0358 0,3434

(1,1,1,0) 0,0073 0,0038 0,0068 0,0012 0,0162

(1,1,1,1) 0,0306 0,0353 0,0218 0,0015 0,1225

�ród³o: opracowanie w³asne.

5. Podsumowanie

W artykule przedstawiono zastosowanie modelu Rascha do analizy stre-
sorów spo³ecznych. Model Rascha mo¿e byæ wykorzystany do okreœlania
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stresorów oraz ich wzglêdnej si³y oddzia³ywania na poszczególnych re-
spondentów. Analiza stresorów spo³ecznych mo¿e okazaæ siê u¿ytecznym
narzêdziem wykorzystywanym w naukach spo³eczno-psychologicznych.
Pozwala bowiem okreœlaæ, które nieobserwowane czynniki wp³ywaj¹ na
poszczególne jednostki oraz jaka jest si³a tego wp³ywu.

Parametry rozpatrywanego modelu oszacowano dwiema metodami, a
mianowicie metod¹ najwiêkszej wiarygodnoœci oraz metod¹ bayesowsk¹.
Poniewa¿ w metodzie bayesowskiej u¿yto nieinformacyjnych rozk³adów
a priori, za pomoc¹ obu metod estymacji otrzymano zbli¿one wielkoœci
estymatorów parametrów charakteryzuj¹cych stopieñ niezadowolenia z
funkcjonowania uczelni oraz parametrów opisuj¹cych ³adunek zawarty w
poszczególnych pytaniach ankietowych.

Interpretacja otrzymanych wielkoœci jest podobna w przypadku zasto-
sowania obu metod. Jednak¿e metody bayesowskie wydaj¹ siê bardziej
u¿yteczne w przypadku analizy cech psychologicznych. Po pierwsze,
bayesowskie podejœcie umo¿liwia wykorzystanie dodatkowych informa-
cji, bowiem jego naturalnym za³o¿eniem jest traktowanie wszystkich nie-
obserwowalnych wielkoœci jak zmiennych losowych o pewnym rozk³a-
dzie prawdopodobieñstwa. Je¿eli badacz dysponuje pewn¹ wiedz¹
dotycz¹c¹ rozpatrywanego zjawiska, mo¿e uzupe³niæ informacje z próby,
wykorzystuj¹c informacyjne rozk³ady a priori. Wszelkie dodatkowe in-
formacje mog¹ byæ wa¿nym uzupe³nieniem, szczególnie w przypadku
ma³ej liczby obserwacji w próbie. Po drugie, numeryczne metody znajdo-
wania charakterystyk rozk³adów a posteriori parametrów wydaj¹ siê
bardziej elastycznym narzêdziem estymacji w stosunku do metody naj-
wiêkszej wiarogodnoœci, albowiem mog¹ byæ stosowane do analizy odpo-
wiedzi respondentów udzielanych zgodnie z dowolnymi wzorcami odpo-
wiedzi.
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